Colombeau-Theorie
und
ultrarelativistischer Limes

DIPLOMARBEIT

Zur Erlangung des akademischen Grades
Magister rer. nat.
an der
Formal- und Naturwissenschaftlichen Fakultét

der Universitat Wien

eingereicht von

Roland Steinbauer

Wien, November 1995



INHALTSVERZEICHNIS 1

Inhaltsverzeichnis
0 Einleitung 1
1 Distributionen 5
1.1 Kurze Zusammenfassung der Schwartzschen Distributionen-
theorie . . . . . . L L )
1.1.1 Der Raum der Testfunktionen . . . . .. ... ... .. )
1.1.2 Der Raum der Distributionen . . . . . .. ... .. .. 7
1.1.3 Regulédre Distributionen . . . . . . .. ... ... ... 8
1.1.4 Konvergenzin D'(2) . . ... ... ... ... 9
1.1.5 Differentiation in D'(2) . . . . . ... ... ... ... 10
1.1.6 DieFaltung . . .. .. .. ... ... ... ... 12
1.1.7 Temperierte Distributionen . . . .. . ... ... ... 14
1.2 Distributionen und L&sungen linearer partieller Differential-
gleichungen . . . . . .. ... .. L oo . 17
1.3 Multiplikation von Distributionen . . . . . . . ... ... ... 19
2 Colombeausche Theorie 24
2.1 Konstruktion von Algebren verallgemeinerter Funktionen ( Co-
lombeau-Algebren) . . . ... ... oo o 0oL 24
2.2 FEinbettung von Distributionen in G(2) . . . . . . .. ... .. 26
2.2.1 Einbettung von &'(Q2) in G(2) . . . . .. ... .. 26
2.2.2  Einbettung von D'(Q) in G(Q) . . . . . ... ... ... 28

2.3 Eindeutigkeit der Konstruktion - kurzer Abrifl der vollen Theorie 34
2.4 Punktwerte verallgemeinerter Funktionen - verallgemeinerte

Zahlen . . . . . . ... 37
2.5 Integrationin G(S2) . . . . . . ... 40
2.6 Assoziation . . . ... 43

3 Boost und ultrarelativistischer Limes des Coulombfeldes im

flachen Raum 49
3.1 DerBoost . ... ... ... .. 49
3.2 Der ultrarelativistische Limes . . . . . . ... ... ... ... 52
3.2.1 Die Feldstdrkenkomponente in Bewegungsrichtung . . . 52
3.2.2  Die Feldkomponenten normal zur Bewegungsrichtung . 53
3.2.3 Der Feldtsiarkentensor . . . . ... ... ... ..... o6
3.3 Der Energie-Impuls-Tensor . . . . .. ... ... ... ..... 57
3.3.1 Der Energie-Impuls-Tensor des Coulombfeldes . . . . . 57
3.3.2  Der Boost des Energie-Impuls-Tensors . . . . ... .. 99
3.3.3 Der ultrarel. Limes des Energie-Impuls-Tensors . . . . 60
3.4 Diskussion des Ergebnisses . . . . . . . ... o000 66

3.4.1 Aus der Sicht der Colombeau-Theorie . . . . . . . . .. 66



INHALTSVERZEICHNIS i

4 Boost und ultrarelativistischer Limes der Reissner-Nord-

strgm Losung 70
4.1 Boost und Limes der Geometrie . . . . . . ... .. ... ... 70
4.2 Boost und Limes des elektromagnetischen Feldes . . . . . . . . 80
4.3 Boost und Limes des Energie-Impuls-Tensors . . . . . . . . .. 85
4.4 Diskussion des Ergebnisses . . . . . . .. ..o 95

4.4.1 Aus der Sicht der Colombeau-Theorie . . . . . . . . .. 95

A Koordinatentransformationen und Pullback von Distribu-

tionen 98
B Zusammenfassung/Abstract 103
C Literatur 104
D Verzeichnis hiufig verwendeter Symbole 107
Danksagung 108

Lebenslauf 109



0 EINLEITUNG 1

0 Einleitung

In letzter Zeit hat das Interesse an Gravitationsschockwellen-Geometrien (er-
zeugt von ultrarelativistischen (v = ¢ = 1) Teilchen) vor allem in der Feld-
und der Stringtheorie zugenommen (siehe z.B. Lousté und Sénchez [15]
und die dort zitierte Literatur). Dabei ist man besonders an der quantenme-
chanischen Streuung bei hochsten Energien interessiert. Erreicht die Ener-
gie die Grofenordnung der Planck-Masse, so dominiert die Gravitations-
wechselwirkung den Stofiprozef, und die vom ultrarelativistischen Teilchen
erzeugte gekriimmte Raum-Zeit Geometrie muf in Betracht gezogen werden.

Schon 1971 konnten Aichelburg und Sex! [11] den ultrarelativistischen Li-
mes der Schwarzschildmetrik (sphérisch symmetrische Losung der Vakuum-
Einsteingleichungen) durch Anwenden eines Boosts (geschwindigkeitsab-
hiangige Lorentztransformation) gefolgt vom Limes Boostgeschwindigkeit v
gegen 1 berechnen. Dabei mufiten sie jedoch eine singulidre Koordinatentrans-
formation gemeinsam mit dem Grenziibergang ausfiihren, um ein im Sinne
der Distributionentheorie wohldefiniertes Ergebnis zu erhalten. Die resultie-
rende Limesgeometrie gehort der Klasse der pp-Wellen an und beinhaltet eine
d-artige Profilfunktion:

ds®> = 8pln(p) §(u)du?® — dudv — dy* — dz*

(wobei: m = p/y = pv/1 — v2 und p? = y? + 2%). Das Gravitationsfeld ist nur
auf der zur Boostrichtung orthogonalen Ebene {u = 0} von Null verschieden.
Der Energie-Impuls-Tensor, der ebenfalls auf dieser Ebene konzentriert ist,
legt die physikalische Interpretation der Metrik als das Gravitationsfeld eines
mit Lichtgeschwindigkeit bewegten, masselosen Punktteilchens nahe.

1984 konnten Dray und t’Hooft [19] dasselbe Ergebnis mit einer anderen Me-
thode ableiten. Die Schockwellengeometrie wird hier durch direktes Einfithren
eines Koordinatenshifts in der Metrik erzielt. Die Einsteingleichungen liefern
dann Bedingungen an die Shiftfunktion.

Beide Methoden, besonders aber die erste, wurden Anfang der 90-er Jahre
vor allem von Lousté und Sanchez [12], [13], [14] fiir Geometrien der Kerr-
Newman-Familie (axialsymmetrisch und stationér) verallgemeinert.

Balasin und Nachbagauer [16], [17], [18] entwickelten etwa zur selben Zeit
eine alternative Methode. L&t man distributionenwertige Metriken zu, so
ist es moglich, sonst singuldre Regionen (z.B. die raumartige Linie r = 0
in Schwarzschildkoordinaten) in die Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit zu inkludie-
ren. Diese singuldre Region wird dann mit dem Tréger des Energie-Impuls-
Tensors identifiziert. Die Raum-Zeit ist keine Vakuumgeometrie mehr, son-
dern der Energie-Impuls-Tensor ist J-férmig auf ebendieser Region konzen-
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triert. Mit dieser Methode konnten Balasin und Nachbagauer [17] fiir alle Geo-
metrien der Kerr-Newman-Familie einen distributionellen Energie-Impuls-
Tensor berechnen. Damit wird die urspriingliche Geometrie auf eine Stufe
mit ihrem ultrarelativistischen Limes gestellt; beide besitzen einen distribu-
tionellen Energie-Impuls-Tensor.

Die Limesgeometrie erhélt man nun durch Losen der Einsteingleichungen mit
dem ultrarelativistische Energie-Impuls-Tensor als Quelle. Dieser wird durch
Boost und Limes v — 1 aus dem Energie-Impuls-Tensor der urspriinglichen
Raum-Zeit berechnet.

Beide Methoden fithren jedoch im Falle der Kerr-Metrik zu unterschiedli-
chen Ergebnissen. Der Ursprung dieser Diskrepanz lieg vermutlich in der sin-
guldren Koordinatentransformation, die bei der Methode von Aichelburg und
Sexl gemeinsam mit dem ultrarelativistische Limes durchgefiithrt werden mufl
(siehe oben). Im Falle sphérisch symmetrischer Geometrien (insbesonders fiir
die Schwarzschild-Losung) liefern jedoch beide Methoden iibereinstimmende
Ergebnisse.

Schon bei der Berechnung des ultrarelativistischen Limes der Reissner-Nord-
strom Geometrie (sphérisch symmetrische Losung der Einstein-Maxwell Glei-
chungen in Vakuum) ergibt sich jedoch folgendes Problem: Um einen im Sinne
der Distributionentheorie wohldefinierten Limes der Metrik zu erhalten, ist
neben der physikalisch gut motivierten Reskalierung der Masse m = p/v (p
im Limes v — 1 fix; d. h. Ruhemasse m des Teilchens im Limes gegen 0 bei
gleichzeitig festgehaltener Gesamtenergie p, vgl. Aichelburg und Sexl [11]),
auch eine Reskalierung der Ladung in der Form e? = p?/v (p. im Limes fix)
unumganglich. Die Ladungsreskalierung ist physikalisch schlecht motiviert
(vgl. Lusté und Sanchez [14]), hat aber auf den ultrarelativistischen Limes des
elektromagnetischen Feldes und seines Energie-Impuls-Tensors schwerwiegen-
de Auswirkungen. Fiir v — 1 bei festgehaltenem p und p, verschwindet der
Limes des Feldes (im Sinne der Distributionstheorie), wihrend der Energie-
Impuls-Tensor Komponenten aufweist, die gegen die d-Distribution streben.
Diese Situation ist physikalisch sehr unbefriedigend, da ein verschwindendes
elektromagnetisches Feld einen nichtverschwindenden Energie-Impuls-Tensor
zu besitzten scheint.

Die Komponenten des elektromagnetischen Feldstéarketensors gehen quadra-
tisch in den Energie-Impuls-Tensor ein. Daher ist die Berechnung des Energie-
Impuls-Tensors eines distributionswertigen Feldes als Multiplikation von Dis-
tributionen nicht definiert. Im Rahmen der klassischen Distributionstheorie
ist ja im allgemeinen keine Multiplikation zweier Distributionen definierbar
(Schwartzsches ,,Unmoglichkeitsresultat” ).

Mitte der 80-er Jahre jedoch entwickelte J. F. Colombeau [39], [40], [41], [42]
eine Theorie verallgemeinerter Funktionen, in deren Rahmen eine Multipli-
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kation von Distributionen definiert ist.

Hauptaufgabe der vorliegenden Arbeit ist es nun, die oben beschriebene Situa-
tion eines verschwindenden distributionswertigen, elektromagnetischen Fel-
des bei gleichzeitig nichtverschwindendem Energie-Impuls-Tensor vom Stand-
punkt der Colombeauschen Theorie aus zu beleuchten.

Sie besteht im wesentlichen aus zwei Teilen: dem ,,mathematischen” und dem
,,physikalischen ”. Der | mathematische” Teil ist dem ,,physikalischen” voran-
gestellt und behandelt die in den Rechnungen des zweiten Teils verwendeten
mathematischen Theorien.

Im ersten Kapitel befindet sich eine iiberblicksartige Zusammenfassung der
wesentlichen Elemente der Schwartzschen Distributionentheorie einschliellich
der Faltung von Distributionen mit Testfunktionen und einer kurzen Dar-
stellung des Raumes der temperierten Distributionen. Daran schliefen zwei
Abschnitte iiber die Erfolge (Losungen linearer partieller Differentialgleichun-
gen, Abschnitt 1.2), vor allem aber auch die Grenzen (Multiplikation von
Distributionen, Abschnitt 1.3) dieser Theorie an. Auf die Probleme, die sich
beim Versuch ergeben, eine , verniinftige” (kommutative, assoziative) Multi-
plikation von Distributionen zu definieren, wird ausfiihrlich eingegangen. Als
Abschlufl und Hohepunkt des Kapitels wird das sogenannte ,,Unmdéglichkeits-
resultat” von Schwartz formuliert, bewiesen und diskutiert.

Das zweite Kapitel beinhaltet eine breite Darstellung der Colombeauschen
Theorie der verallgemeinerten Funktionen. Da die Theorie technisch sehr
aufwendig ist, wird nicht die allgemeinste Colombeau-Algebra konstruiert,
sondern eine vereinfachte Version, die jedoch alle wesentlichen Ziige der so-
genannten ,,vollen” Theorie tragt, fiir konkrete Rechnungen aber wegen der
grofleren Anschaulichkeit sogar Vorteile bietet. Die  volle” Theorie wird in
Abschnitt 2.3 kurz dargestellt. Breiten Raum habe ich der Konstruktion der
Einbettung der Distributionen in die Algebra der verallgemeinerten Funk-
tionen (v : D' < @G) eingerdumt, da dieser Abschnitt wesentlich fiir das
Verstdndnis der gesamten Theorie ist. Die meisten Beweise habe ich genau
ausgefiihrt und nur dann darauf verzichtet, wenn sie allzu langwierig und
wenig verstandnisfordernd waren. Die Colombeau-Theorie wird unter Einbe-
ziehung vieler Beispielrechnungen bis zum wichtigen Konzept der Assoziation
entwickelt, auf das bei der Diskussion und Interpretation der Ergebnisse der
physikalischen Rechnungen zuriickgegriffen wird.

Der ,,physikalische” Teil meiner Diplomarbeit umfaflt ebenfalls zwei Kapitel.
Im dritten Kapitel werden Boost und ultrarelativistischer Limes des Coulomb-
feldes im flachen Raum berechnet (d.h. das elektromagnetische Feld einer
mit Lichtgeschwindigkeit bewegten Punktladung im Minkowskiraum). Das
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Feld ist in diesem Limes auf einer zur Bewegungsrichtung normalen Hyper-
ebene konzentriert, die das Punktteilchen enthélt. Einige Komponenten des
Feldstirketensors zeigen ein J-artiges Verhalten. Daher kann der Energie-
Impuls-Tensor des ultrarelativistischen Feldes nicht direkt berechnet werden.
In Abschnitt 3.3 wird daher zunéchst der Boost, dann erst der ultrarelati-
vistische Limes des Energie-Impuls-Tensors des Coulombfeldes berechnet. In
den verwendeten Koordinaten verschwinden im ultrarelativistischen Limes im
Raum der Distributionen D’ alle Komponenten des Energie-Impuls-Tensors
auBer der Thp-Komponente. Diese besitzt in D’ keinen Limes. Dieser Sachver-
halt wird abschliefend in Abschnitt 3.4 aus der Sicht der Colombeau-Theorie
diskutiert.

Im wierten Kapitel schliefilich werden Boost und ultrarelativistischer Limes
der Reissner-Nordstrgm Losung berechnet. Dabei folge ich im wesentlichen
der vorhandenen Literatur (Aichelburg und Sexl [11], Lusté und Sénchez [14]).
Der ultrarelativistische Limes der Metrik gehort der Klasse der pp-Wellen
an und ist iiberall flach, auler wiederum auf einer Hyperebene normal zur
Boostrichtung, die das Teilchen enthélt. Dort zeigen einige Metrikkomponen-
ten ein J-artiges Profil.

In Abschnitt 4.4 wird das aus der Reskalierung der Ladung resultieren-
de, physikalisch unbefriedigende Ergebnis (verschwindendes elektromagne-
tisches Feld, nichtverschwindender Energie-Impuls-Tensor) aus der Sicht der
Colombeau-Theorie diskutiert und interpretiert. Dabei erhalten wir aus for-
maler, mathematischer Sicht einen tiefergehenden Einblick in die Situation.

Bei allen Rechnungen der Kapitel drei und vier habe ich grofles Augenmerk
auf |, mathematische Sauberkeit” gelegt. So habe ich die ultrarelativistischen
Limiten nicht nur punktweise, sondern wirklich im Raum der Distributionen
betrachtet. Dies erfordert zusétzliche Abschétzungen der auftretenden Funk-
tionenfolgen, die oft technisch aufwendig sind, in der eingesehenen Literatur
jedoch durchwegs fehlen.

Viel Aufwand verursachte auch das Nachvollziehen des Artikels von Lusto
und Sanchez [14], der einige Schlampereien enthélt (z.B. wird das elektro-
magnetische Feld der Reissner-Nordstrgm Losung nicht im selben Koordi-
natensystem geboostet wie die Metrik) bzw. mathematische Schwierigkeiten
verschweigt (singuldre Koordiantentransformationen).

Als Anhang habe ich ein kurzes Kapitel iiber Koordinatentransformationen
und Pullback von Distributionen beigefiigt, da in dieser Hinsicht bei den
Rechnungen Schwierigkeiten auftraten und ich den Wunsch hatte, mir das
,,genauer anzusehen”.



1 DISTRIBUTIONEN 3

1 Distributionen

Die Theorie der Distributionen - oder auch verallgemeinerten Funktionen ! -

findet in vielen Gebieten der Mathematik und der theoretischen Physik eine
breite Verwendung.

Wihrend Distributionen von Physikern schon léinger auf heuristische Wei-
se angewandt wurden (Diracsche Delta-Funktion), war es S. SOBOLEV,
der erstmals eine mathematisch-exakte Definition gab (ohne aber den Be-
griff |, Distribution” zu verwenden). 1950 stellte L. SCHWARTZ in seiner
Monographie ,,Théorie des Distributions“ die Theorie erstmals systematisch
dar. So war Sobolev der ,,Erfinder” der Distributionen, wahrend Schwartz die
Theorie der Distributionen formulierte. Nach Erscheinen des Schwartzschen
Buches fanden die Distributionen rasch ihre heutige, weite Verbreitung.

Ziel des folgenden Abschnittes ist es, einen kurzgefafiten Abrifl dieser Theorie
zu présentieren, wihrend sich die darauf folgenden Abschnitte mit den Er-
folgen, aber vor allem den Grenzen der Schwartzschen Distributionentheorie
befassen.

1.1 Kurze Zusammenfassung der Schwartzschen Distribu-
tionentheorie

Die grundlegende Idee der Distributionentheorie ist es, den Funktionsbegriff
zu verallgemeinern, indem seine , Integralwirkung® f : ¢ +— [ f ¢ ins Auge
gefalit wird. Lineare und (folgen)stetige Zuordnungen dieser Form stecken
gewissermaflen den Rahmen der Theorie ab. Beginnen wir nun, in einer etwas
mathematischeren Sprache, die Zusammenfassung.

1.1.1 Der Raum der Testfunktionen

Mit R bzw. C bezeichnen wir den Korper der reellen bzw. komplexen Zahlen.
Definition 1.1 Sei Q) C R" offen. Die Menge
D) :=={p € C®(N,C) : tr(p) C Q, kompakt}

heifit Raum der Testfunktionen auf 2, wobei der Trager der Funktion
@ definiert ist als tr(p) == {x € Q: p(x) # 0} (der Querstrich bedeutet hier
den (topologischen) Abschluf).

Da der Triger einer Funktion also definitionsgemifl abgeschlossen ist, ist
Kompaktheit gleichbedeutend mit der Beschrénktheit des Tragers.

"'Wir verwenden den Ausdrck ,,verallgemeinerte Funktion” jedoch nur fiir verallgemei-
nerte Funktionen im Sinne Colombeaus (Kapitel 2).
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D(Q) ist offensichlich ein Vektorraum. Wir schreiben manchmal auch C§°(€2)
statt D(Q), beziehungsweise C§(Q) fiir die Menge der k-fach stetig-differen-
zierbaren Funktionen ) — C mit kompaktem Triger innerhalb von Q.

Wie sieht nun dieser Raum D aus? Polynome, trigonometrische Funktionen
und auch die Exponentialfunktion sind zwar glatt, haben aber keinen kom-
pakten Trager. Es konnen jedoch Funktionen ¢ € D(R™) explizit konstruiert
werden. Die Funktion

e=2/(=llzl®) g
p(z) =
() { 0 Il

<1 - 12
51 VO =]l == (Z(xf)

i=1

(,,Buckelfunktion um 0”) beispielsweise ist C* und es gilt: tr(p) = {x € R™:
lz|| < 1} =: B1(0), der abgeschlossenen Einheitsball im R™.

Weiters seien hier zwei Sitze zitiert, die das mogliche ,,Aussehen“ von Test-
funktionen veranschaulichen.

Satz 1.1 D(Q) ist dicht in CJ(Q) (beziiglich || ||o)-

Das bedeutet, daf} jede stetige Funktion mit kompaktem Trager durch Test-
funktionen beliebig genau approximiert werden kann.

Satz 1.2 Seiw € C®(Q) und K C Q, kompakt, dann o € D(Q) sodaf:
¢ lk=wlk

Also schauen Testfunktionen auf kompakten Mengen so aus wie C*°-Funktio-
nen und gehen ,auflen glatt gegen 0.

Definition 1.2 Die Konvergenz in D(Q) ist definiert als gleichmdfige
Konvergenz in allen (partiellen) Ableitungen auf einer fizen Trdagermenge,
d. h. fir ¢, o, € D(Q) definieren wir:

~ lim R (1) 3K CQ, kompakt: ¥n = tr(p,) C K
=N (2) VaeNI: 0% —0%nllec — 0 auf K

Fiir partielle Ableitungen im R™ verwenden wir folgende Schreibweise: 0; :=
6%1- und 0 := (01,...,0p). Sei nun a = (aq,...,0n) € N, so schreiben wir

i kompakter Form.:

aal‘f‘---"ﬂxn

a . (9o N
O% = (O ... O4") (Oz1)r ... (O )

Mit diesem Konvergenzbegriff erhalten wir:

Satz 1.3 D(Q) ist (folgen)vollstindig,
(d. h. jede Cauchyfolge in D(Y) hat ihren Limes wieder in D(2)).
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1.1.2 Der Raum der Distributionen

Definition 1.3 Eine Distribution F ist ein lineares, (folgen)stetiges
Funktional auf D(S2) d. h.

o Floi+¢2) = Flo1) + Fe2) Vo
— F(p) mit: F(Ap) = AF(p) VYAER
v on =P = Flgn) — F(p) €C

D()
@

Als Schreibweise verwenden wir oft (F, ) statt F(p).
D'(Q) :={F: D(Q) — C linear und (folgen)stetig }
bezeichnet den Vektorraum der Distributionen auf €.

Beispiele fir Distributionen sind:

1. feCQ) (Ff,p) = Jg f(x)e(x)dr ist linear und stetig denn:

| (F, (o= n)) IS (Jo | £(2) [ do) [[(¢ = ¢n)llc — 0
Vo, — ¢ € D(Q)

2. Die Diracsche /-Distribution auf R"

(60, ) == p(a) VYo € D(R")

und insbesonders: (dg, @) = (0, ) := (0) ist offensichtlich linear und
(folgen)stetig.

Man kann fiir lineare Funktionale auf D(Q) zeigen, daf folgenstetig dquivalent
zu umgebungsstetig ist, falls man die Topologie auf D(2) so definiert, daf}
obige Konvergenz erzeugt wird. Wir verwenden also in Hinkunft nur mehr
den Begriff |, stetig“.

Nun sehen wir, dal D’(Q2) der topologische Dualraum zu D({2) ist.

Definition 1.4 Der Triger einer Distribution F ist definiert als:

t(F) = (U € 9 offen: F |y=0})"

wobei: F |[y= 0 & (F,p) = 0Vp € D(Q) mit tr(¢) C U und ¢ Komple-
mentbildung in Q bedeutet.

Der Vektorraum der Distributionen mit kompaktem Triager auf
Q C R" offen, wird bezeichnet mit:

E'(Q) :={F : D(Q) — C linear, stetig und tr(F) kompakt }

Wir erwihnen ohne Beweis, da§ £'(€2) der topologische Dualraum von £(Q) =
C>®(Q) ist. Fiir 21 C Qy (insbes. Q9 = R™) kann &£'(2) mittels der Adjun-
gierten der Einschrankungsabbildung C*°(Qs) — C°°(€;) in &'(Qs) einge-
bettet werden.
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1.1.3 Regulidre Distributionen

In welcher Weise genau stellen Distributionen eine Verallgemeinerung des
Funktionsbegriffes dar; d. h. wie kénnen etwa C*°-,C%-, oder integrierbare
Funktionen in D’'(Q2) eingebettet werden?

Definition 1.5 Sei Q C R™ offen, so bezeichnen wir mit:
LYQ) == {f: Q— C: f Lebesque-integrierbar}
die Menge der Lebesgue-intgrierbaren Funktionen auf ) und mit:
LL.(Q) = {f: Q— C: VK (kompakt) CQ: f|xc LYD)}
die Menge der lokal Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf €.

Um eine Einbettung Elloc(Q) — D'(Q) zu konstruieren, definieren wir die
Abbildung:

frFyi File) = | S

Diese Abbildung ist aber auf ﬁl () nicht injektiv, denn sei f nur auf einer
Lebesgue-Nullmenge von 0 verschleden so gilt [ fo =0 Yo e D), also
Fy = 0 € D'(Q), aber f # 0. Wir miissen also zumindest diesen nichttri-
vialen Nullteiler N := {f € ﬁloc( )+ {f # 0} ist Lebesgue-Nullmenge }

herausfaktorisieren und definieren auf £} (Q) folgende Aquivalenzrelation:
i~ foe fi—faeN (& [ofi = [ f2). Es zeigt sich (ohne Beweis), da8
dies auch reicht. Sei also Llloc(Q) = EIIOC(Q)/N, dann haben wir als lineare
(injektive) Einbettungsabbildung:

L Llloc(Q) — D'(Q)

f — Ff: Ff(,D fQ :L'

Definition 1.6 Eine Distribution F' € D'(Q) heifit regulire Distribution,
falls ein f € L;OP(Q) existiert mit Fy = F.

Ein Beispiel fiir eine regulédre Distribution in D'(R) ist die Heaviside- oder
Sprungfunktion

O(x) = H(x) ::{1 iig also: <FH’(’D>:/_O:OH90=/OOO<’D

Und etwas allgemeiner: (H(x — a) = [

Satz 1.4 Die §-Distribution ist nicht reguldr.
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Beweis. Angenommen 3f € Llloc(R") mit p(0) = (0,¢) = (Ff, @) Vo €
D(R"™), dann wihle als Testfunktion p,(z) := p(nz) mit p aus Abschnitt 1.1.1
(,,Buckelfunkion um 0”). Nun gilt:

1 1
== [ foa<5 [ Um0 o)
€ R €~ JB(1/n)(0)

wobei: B(/,)(0) = {z € R": ||z[| <1} Widerspruch.

1.1.4 Konvergenz in D'(Q)
Definition 1.7 Die Konvergenz im Raum D'(Q) ist punktweise erkldrt,

d.h.

Fo,Fe€D(Q), F= lim F,: lim (F,,¢) = (F,¢) €C YpeDQ)

n—oo

Addition und Multiplikation mit Skalaren sind stetig, d.h. es gilt:

r,—-F G,—G = F,+G,—-F+G
MyAER ANy — A, By, —F = MNF,— \F

Es gilt der folgende bemerkenswerte Satz:

Satz 1.5 /-Folgen

Sei f € Ly, (R") und f(t)dt =1, dann gilt: Jim N f(\x) =6
C Rn —00

Beweis. | (6, 0) — (Fanp(A2), ) [=[ @(0) [ f(s)ds — [ A" f(Az)p(z)dz |

=| [ f(5) (¢(0) = (%)ds | = 0

Hier ist anzumerken, dafl die , Formlosigkeit* von ¢ (es kommt nicht auf
die konkrete Gestalt der approximierenden Funktion f an) von Vorteil etwa
bei der Behandlung linearer Differentialgleichungen ist, jedoch bei der Be-
handlung nichtlinearer Probleme (Multiplikation von Distributionen) gerade
dadurch grofle Probleme auftreten, wie wir spéter sehen werden.

Es gilt der wichtige Satz:

Satz 1.6 D’ ist (folgen)vollstindig.
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1.1.5 Differentiation in D'(2)

Fiir einen sinnvollen Ableitungsbegriff in D’'(2) erwarten wir, daf} er die ge-
wohnliche Ableitung von C'-Funktionen verallgemeinert, d. h. wir fordern fiir
f € CHQ): 0;(Ff) = Fy,7. Damit ist die Ableitung auf D’(2) (wenn sie stetig
sein soll) bereits eindeutig bestimmt (C1(2) D D(Q) und D(NQ) ist dicht in
D'(Q), siehe Satz 1.11 im nichsten Abschnitt). Fiir f € C'(R") haben wir
also Yy € D(R"):

<61(Ff)790>

(Foypr0) = analf(x)sf?(fﬂ)dff

[ ([o1f(x)p(x)dzt)dz?...dx™ (part. Integration)

R*! R
=1 @00 B — [ F@)hp(a) di ) da? . da
= [ J@dpl)de = ~(Fy,010)

Diese Uberlegung motiviert nun folgende Definition:

Definition 1.8 Sei F' € D'(Q2). Die partielle Ableitung von F nach der
Variablen x; (1 <1i < n) ist die Distribution 6F = 0;F, definiert durch:

Aus der Definition folgt sofort, dafl Distributionen beliebige partielle
Ableitungen beliebiger Ordnung besitzen. Diese sind definiert durch:

(0°F, @) = (-1)*UF,0%) VY eD(Q)

wo: a = (oq,...0p) € NP und: | o |:= 301 o
Klarerweise vertauschen alle partiellen Ableitungen.
Satz 1.7 Seien F, F,,,G € D'(Q) und X\ € R. Es gilt:

) O0i(F+ G) = 0;F+0,G

) Oi(A\F) = MO, FF
(iii) Fp—F = 0(F,) — &F

) XU =F = Y{°0(F,) =0F

Beweis. (i) und (ii) sind aus den Definitonen klar, (iv) folgt aus (iii).
(iii) Sei ¢ € D(Q), F = lim Fy, = (0;(Fn), ) = —(Fn, 0ip) — —(F,0;p) =
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Aussage (iii) des Satzes ist &uBlerst bemerkenswert, da sie fiir C°°-Funktionen
nicht gilt, hier aber unmittelbar aus den Definitionen folgt. Der Ableitungs-
begriff fiir Distributionen ist deswegen so méchtig und doch einfach zu hand-
haben, da er durch Adjunktion (die Ableitung in D’(€2) ist die negative Adjun-
gierte der Ableitung in D(Q2)) direkt von der strengen Konvergenzdefinition
in D(Q) profitiert.

Wir bringen einige Beispiele zum Ableitungsbegriff in D'(2):

1. Ableitung in C*°(R) und in D'(R)
Sei gn(z) = (1/y/n) ™ € C*®(R) C LllOC(R)7 dann gilt: ||gnllcc — 0,
und somit auch limF,, = 0 € D'(R), (denn: | [gne |< ([ | gn |)

[elloo < Cllgn|loolllloo)
gn(x) = iy/ne’™ und wegen (iii) im obigen Satz gilt: F; — 0 € D'(R)
aber klarerweise g/, — oo punktweise in C*°(R).

2. Ableitung der Sprungfunktion H € D'(R)
Es gilt:
H =6

denn: (H', ) = —(H,¢f) = — [ (1)t = 9(0) = (5, ¢) Vep € D(R)
und analog dazu: H'(x — a) = d4(x)

3. Ableitungen der J-Distribution
(0;0,0) = —(0,0;0) = —0ip(0) und allgemeiner gilt:

(0°6,0) = (~=1)19*0(0) ¥y € D(R")
Speziell fiir R gilt:

(0, 0) = =(0,¢") = —¢'(0)

4. Ableitung stiickweise stetig-differenzierbarer Funktionen
Sei Q = R und (a;);es eine Folge in R ohne Haufungspunkt im Endli-
chen und sei f |(4, 0,,,) C' auf [as,ai41] fortsetzbar mit respektiven
Sprunghdhen f(a;+) — f(a;—) =: a4, dann gilt:

(Ff)/:Ff’+Zai5ai
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1.1.6 Die Faltung

Definition 1.9 Faltung glatter Funktionen
Seien p,1p € C°(R™) und mindestens eine der Funktionen habe kompakten
Trdger, dann ist die Faltung ¢ * ¥ von @ und ¢ definiert durch:

ox il (@) = [ pltypia—t)de

Aus der Definition folgt sofort, daf} die Faltung kommutativ (substituiere:
t=x—s5=[p*x¢](r) = [pn p(x — 5)1(s)ds) und assoziativ ist.
Allgemeiner ist die Faltung fiir zwei lokal integrierbare Funktionen definiert,
wovon mindestens eine kompakten Trager hat.

Satz 1.8 Eigenschaften der Faltung glatter Funktionen
Seien 1, p € C°(R"™), wovon mindestens eine kompakten Trager hat und sei
a € N dann gilt:

(1)  p*xy € C(R")

(1)) Falls beide Funktionen kompakten Tréiger haben; also ¢, € D(R™)
dann gilt sogar:  x 1) € D(R")

(11)  (@,%) — @ x 1) ist bilinear und in jedem Faktor separat stetig :
C®(R™) — C*°(R") bzw. D(R™) — C*(R")

(i) 0%p ] = 0% 5 ) = g O

Definition 1.10 Der Faltungsoperator T, fir ¢ € C°(R") sei definiert
durch:
Ty(p) :=p*yp Vo€ DR

Wegen des obigen Satzes ist Ty, linear und stetig: D(R") — D(R")

Definition 1.11 Faltung von Distributionen mit Funktionen
Sei F' € D'(R"™) und v € D(R"), bzw. F € £'(R™) und ¢p € C*°(R"), dann
st die Faltung F x 1 von F und ¢ definiert durch:

[F' s+ 9)(x) = (F(t), ¢z — 1))

Es 1d8t sich zeigen, dal F 1) glatt ist und daher wiederum als (regulére)
Distribution aufgefafit werden kann.

Damit haben wir folgende heuristische Rechnung (die sich mit entsprechen-
dem Aufwand exaktifizieren 1ait): Sei F' € D'(R") (bzw. &'(R")), ¢ €
D(R™) (bzw. C*°(R™)) und ¢ € D(R"), dann:

(Fxip,p) = ((F(t), Yz —1)),p(z))
= (F(t), (¢(@)(z — 1)) )
= (F,px*) wobei: ¥(x) := ¢ (—x)
= <F7 T¢90>
(T F, )

P
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Also geht die Faltung von Distributionen mit Funktion aus der Adjunktion der
entsprechenden Operation auf C*° x D — C hervor und stimmt fiir regulére
Distributionen mit der alten Definition {iberein, (d.h. (Ff)*1 = Ff.y), denn:

(Fp)*v,90) = (T}
:<Ff’7/)*90> = uf[

Il
—
=
B
—

Il <.
"
|
&
5
<
L,
=
8
Il

Satz 1.9 Eigenschaften der Faltung von Distributionen mit
Funktionen

Seien F € D'(R™) und ¢, ¢ € D(R"™) bzw. F € &'(R™) und ¢, 1 € C°(R")

und sei o € Ny, dann gilt:

(1)  [Fxy](x) € C(R")

(i1)  (F,v) — F %1 ist bilinear und in jedem Faktor separat stetig
(i77) (F'x¢)xp=Fx*(xp)

(tv) OYF %] = 0%F x1p = F %« 0%

Es gilt der folgende wichtige Satz:

Satz 1.10 Die d-Distribution ist Faltungseinheit, d. h.
oxp =1 Yipe CP(R")

Beweis. [§ 4] (z) = (6(),v(x — £)) = v(x)

Allgemeiner gilt: [0, * Y] () = (04(t), Y(z — t)) = Y(z — a)
Also ist die Faltung mit J, gleich der a-Verschiebung.

Mittels der Faltung 148t sich leicht der folgende Satz beweisen:
Satz 1.11 D(R™) liegt dicht in D'(R").

Dabher ist jede stetige Abbildung auf D’( R™) bereits durch ihre Werte in D(R™)
eindeutig bestimmt.
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1.1.7 Temperierte Distributionen

Bis jetzt haben wir den Raum D(R™) der Testfunktionen mit grofem Erfolg
verwendet. Die Kompaktheit des Trégers der Testfunktionen ermdoglicht es
viele Resultate sehr elegant zu beweisen - der technische Aufwand ist sehr
gering. Es stellt sich aber heraus, dafl die Bedingung , . kompakter Trager” fiir
manche Zwecke eine zu starke Forderung ist. Vor allem bei der Fouriert-
ransformation muf} auf diese Forderung verzichtet werden.

Definition 1.12 Seien f,g € C*°(R",C), dann ist die Fouriertransfor-
mierte f = Ff von f definiert als:

fO=Ffw = | e ds

wobei: (x,t) = 1ty + ... + xpty, fir x,t € R
Die Umkehrtransformation F~'g = g ist definiert durch:

n
io) = Flg(a) = (5) [ aemear
27 n

Fiir Testfunktionen ergibt sich nun folgendes Problem: Sei ¢ € D(R™) dann
gilt: ¢ ist definiert, die Zuordnung ¢ +— ¢ ist linear und weiters: ¢ ist be-
schrankt, stetig, differenzierbar, C'°, sogar ganz analytisch (d.h. in eine in
jedem Punkt konvergente Potenzreihe entwickelbar). Da die Fouriertransfor-
mation injektiv ist, gilt: ¢ # 0 = @ # 0 aber analytisch, und aus dem Eindeu-
tigkeitssatz fiir Potenzreihen folgt nun, dafl ¢ keinen kompakten Triger hat
(Nullstellen dirfen sich nicht haufen). Also fiithrt die Fouriertransformation
aus D(R"™) heraus.

Ein Funktionenraum, aus dem die Fouriertransformation nicht herausfithrt
und der in gewissem Sinne die minimale Erweiterung von D(R™) darstellt,
wenn die Kompaktheit des Trigers fallengelassen werden muf, ist:

Definition 1.13 Der Raum der Schwartzschen Funktionen S(R™) ist
definiert durch:

S:={feC®R",C): ¥p,ae Nj: | llim | 2P0 f(z) |= 0}

z||—o0
wobei: zP := (2", ... zbr) fiir p = (p1,...,pn) € N und v € R"

Die Bedingung an die Schwartzschen Funktionen kann in folgende dquivalente
Bedingungen umformuliert werden:

(1) Ya,pe N : zP0*f(x) beschrankt
(i) Yo € N, Vk e N : (1+|z|?)*20%f(z) beschrinkt

Wir nennen f € S(R") auch schnell fallend.
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Satz 1.12 Eigenschaften von S(R")

1. S(R™) ist ein Vektorraum.

2. D(R") C S(R™) und D(R") C S(R")

3. Die Fouriertransformation ist linear und stetig: S(R™) — S(R™)
4. e 112 € S(RY) (71712 ¢ D(R™), ¢ D(R"))

Satz 1.13 Eigenschaften der Fouriertransformation in S(R")
Sei f € S(R™), dann gilt:

1. F(0; f)(t) = it F f(t)
2. Flzjf(z)) = —z%

3. ]:(e—llxllz/2) = (271)"/2 e—ltl?/2
4. Fourierinversionsformel

1

1@) = Gy

/ FOX et ar  d b () = o baw. FFf = f

Definition 1.14 Die Konvergenz in S(R™) ist definiert durch:
fo,f €S fn— [ €SR") = Vp,ae NG : 2P0 (frn — f)lloc — 0

Mit dieser Definition wird S(R™) zu einem vollstéindigen (metrisierbaren)
Raum. Weiters 148t sich zeigen, dal D(R") in S(R"™) dicht liegt. (In diesem
Sinne ist S die minimale Erweiterung von D.)

Definition 1.15 FEine temperierte Distribution auf R" ist ein lineares
und stetiges Funktional auf S(R™).

S'(R") :={F: S(R") — C : linear und stetig}
ist der Vektorraum der temperierten Distributionen auf R".
Die Konvergenz in §'(R™) ist wiederum punktweise erklirt; d. h.
F, - FeSR") & (F,,f) = (F,f) €eC VfeSR"

und macht 8’(R™) zu einem vollstindigen Raum.
Wie sieht nun S’'(R™) im Vergleich zu D'(R"™) aus? Wir haben D(R") in
den grofleren Raum S(R™) eingebettet; daher ist S'(R") C D/(R"™) wobei
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die Einschrinkungsabbildung D’'(R™) — S’(R™) durch die Adjungierte der
Einbettung j : D(R"™) — S(R"™) gegeben ist:

J
D — S
jJF = Foj FeS'(R")
JF N\, | Fe& (J'F,0) = (F,j(p)) »eDR")
C

j: D — j(D) C S ist allerdings kein Folgenisomorphismus, da in D die
D-Konvergenz, in j(D) aber die Einschrankung der S-Konvergenz gilt.
Aufgrund der ,,weniger strengen” S-Konvergenz (im Vergleich zur D-Konver-
genz), haben es Funktionale aus S’ ,,schwerer” (folgen)stetig zu sein. Daher
ist auch anschaulich klar, warum S’ C D’ gilt. Welche F' € D'(R™) liegen also
auch in §'(R™)?

Satz 1.14 Vergleich von S'(R™) mit D'(R™)
1. 6 und auch alle 5, € S'(R")
2. Sei f € Ly, (R") und 3C > 0,k € N sodaB: | (1 + [lz]|*)~* f(2) |[< C,

dann gilt: Fy € S'(R")  (wobei: (Fy, ) = [ f(z)p(x)dx)

Solche f € L}oc(Rn) heiflen schwach wachsend und die daraus gebil-

deten Distributionen Fy € S'(R") reguldre temperierte Distribu-
tionen.

3. e 1=I°/2 ¢ D/(R™) aber ¢ S'(R™)

Zum Abschluf} zitieren wir noch einige Resultate der Theorie der Fourier-
transformation in S’'(R").

Definition 1.16 Sei F' € S'(R"). Die Fouriertransformierte FF = F
von F ist definiert durch Adjunktion der Operation auf S(R™):

(FF, f) = (F, f):=(F,f) VfeSR"

Fiir reguldre temperierte Distributionen stimmt die neue Definition mit der
alten tiberein, denn:

(Fr,o) = (Fr.@) = [ O p(x)e 2= dg]dt

= [e@)f fe 2Tt = (Fy, )
Die Fouriertransformation ist linear und stetig auf S’(R™) und es gilt:
FYWFF)=(F)" =F VFeS'(R")

wobei F~! =~ die Umkehrtransformation bezeichnet, die auf S’( R") ebenfalls
durch Adjunktion der Umkehrtransformation auf S(R"™) definiert ist.
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1.2 Distributionen und Lésungen linearer partieller Differen-
tialgleichungen

Eine wichtige Anwendung der Distributionentheorie ist das Losen linearer
partieller Differentialgleichungen (PDG). Wéhrend auf dem Gebiet der linea-
ren PDG mit konstanten Koeffizienten das Resultat von Malgrange und Eh-
renpreis (1954) einen der grofiten Erfolge der Distributionentheorie darstellt,
zeigen sich bereits bei der Behandlung linearer PDG mit nicht konstanten
Koeffizienten die Grenzen dieser Theorie.

Der folgende Abschnitt soll dariiber einen kleinen Uberblick geben und den
,, Wunsch” nach einem Produkt von Distributionen motivieren.

Zunéichst fithren wir eine praktische Schreibweise fiir lineare PDG ein.

Definition 1.17 Sei o = (a1, Q2,...,0p) € NI, | o |:= >0 a; und seien
co € C, dann heifit das Polynom (vom Grad < k)

PO) =Y cad®

la| <k

linearer partieller Differentialoperator (PDO) mit konstanten
Koeffizienten auf R™.

Sei nun f € C*°(R"™), dann ist P(9) ¢ = f eine lineare PDG mit konstanten
Koeffizienten vom Grad k. Beispiele fiir lineare PDG mit konstanten Koeffi-
zienten sind:

1. Die Laplacegleichung;: (6%25 + 6%25 + (%25)90 =Ap=0
2. Die Wirmeleitungsgleichung: (0; — A)p = f

Wichtiges Werkzeug zur Losung solcher Gleichungen ist die Faltung von Dis-
tributionen mit C'°°-Funktionen. Es gilt der folgende, einfach zu beweisende
Satz:

Satz 1.15 Kennt man eine Distribution F' € D'(R™) mit der Eigenschaft:
PO)F =9§ (i)

dann lost die C*°-Funktion ¢ = F x f (falls sie definiert ist; dafiir genigt
als Voraussetzung zB. F € E'(R™), oder f € D(R"™)) die Gleichung:

P@)p=f (i)

Definition 1.18 FEin F' € D/'(R"), das (i) im Satz erfillt, heifft Fundamen-
tallosung der Gleichung (ii).
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Beweis. P(0)p=P(0) (Fxf)=(PO)F)xf=dxf=f

Im Jahr 1954 bewiesen Malgrange und Ehrenpreis unabhéngig voneinander
das folgende starke Resultat.

Satz 1.16 Sei P(0) ein linearer PDO mit konstanten Koeffizienten auf R™,
dann ezistiert eine Fundamentallosung F € D'(R™).

Beispiel. Das Newtonsche Potential N := —m € Llloc(RS) C D'(R?) ist
Fundamentallésung der Laplacegleichung.

Bestérkt durch diesen Erfolg wandte man sich den linearen PDG mit C'°°-
Koeffizienten zu. Sei nun

P(0) = Z cp(x)0®  mit ¢, € CF(R",C)

jal <k

ein linearer PDO mit C>-Koeffizienten, so ist fir f € C*(R") die
Gleichung P(0)p = f eine lineare PDG mit glatten Koeffizienten.

Bereits 1955 wurde als Dissertationsthema vergeben (Treves): Zeige, daf (lo-
kal) jede solche Gleichung eine distributionelle Lsung hat.

Diese Aussage ist aber falsch! Lewy gab 1957 das erste Gegenbeispiel:

(i + zi — 2i (21 + ixg)

0
axl axg )90 N f

s
Es existieren f € C°%°(R?), soda8 die Gleichung fiir kein ¢ € D’(R3) erfiillt
ist.

Betrachtet man dieses Beispiel und noch allgemeiner nichtlineare PDG, so
wird klar, dafl der Raum D’ zu ,klein” ist. Um diese Probleme behandeln zu
konnen, miiite man vor allem Produkte von Distributionen zur Verfiigung ha-
ben; also ein Produkt D’/ x D’ — D’. Dieser Problemstellung soll im néchsten
Abschnitt nachgegangen werden.
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1.3 Multiplikation von Distributionen

In diesem Abschnitt sollen schrittweise die Probleme aufgezeigt werden, die
sich ergeben, wenn man versucht, ein Produkt D’ x D’ — D’ zu definieren. Als
Abschluf} soll das sogenannte ,,Unméglichkeitsresultat” von Schwartz bewie-
sen und diskutiert werden. Wir beschrinken uns hierbei auf (2 = R, da bereits
in diesem Spezialfall alle charakteristischen Probleme sichtbar werden.

Zunichst betrachten wir den Spezialfall des Produkts von Distributionen mit
C*°-Funktionen.

Definition 1.19 Sei F' € D'(R) und w € C*°(R); dann definieren wir das
Produkt Fw € D'(R) durch:

(Fw, @) := (F,wp) Yo € D(R)

Dieses Produkt ist wohldefiniert und klarerweise kommutativ. Weiters gilt
die Produktregel, denn:

<(WF)/7()0> = _<WF7 90/> = _<F7w90/>
_<F7 (w('p),> + <F7 w,(10>
(F' wp) + (W'F, )
(WF" + W'F, p)

Beispiel. 6 =0 denn: (26,9) = (d,z¢) = 0p(0) =0

Um konkret Beispiele behandeln zu kénnen, fithren wir folgende Distributio-

nen ein:
1. Der Cauchysche Hauptwert von % :
1 ) ()
p(=),p) =1 ——~dx VpeDR
(wp-(0)p) =lim [ £ da Ve D(R)

|z|>e

Dal¢ Llloc(R) miissen wir erst zeigen, daB v.p.(2) eine Distribution
ist. Zunéchst existiert dieser Limes, denn sei:

w(z)—p(0) x40
P(x) = = 1 stetig
©'(0) r=0
und es gilt: p(x) = p(0) + z9p(x) Vo € R.
Sei nun a so gewdahlt, dafl tr(p) C [—a, a], dann gilt:

; d
[ dr=p) [ T [ p@)de
|| >e€ e<|z|<a T e<lz|<a
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Also existiert der Limes. Bleibt zu zeigen, dafl V.p.(%) punktweiser
Limes von Distributionen ist, also ist zu zeigen:
Ve>0ist pr— [ @dm eD
|| >€
Es gilt:

| s o de < el [ | L] de
x| >€

|| >e€ e<|z|<a

€ €
= HQDHOO( f _% dx + f%dl’) =2 H‘p”oo f%dﬂj =2 H@Hoolng
a a

—a

2. 14 ::xH(x):{g iig € C(R) C D'(R)

und:

¥ =@H)=2H +1H=26+H=H

Diese einfachen Beispiele geniigen bereits, um den folgenden Satz zu bewei-
sen.

Satz 1.17 Ein Produkt auf D' x D', das obiges, auf C*°(R) x D'(R) defi-

niertes Produkt fortsetzt, ist nicht assoziativ.

Beweis. Zunichst gilt:

v (0).) = tvp(3)aoy = lm [ P p = [ oy an = ()

|z|>e
also:

:Ev.p.(i) 1 (=F) €D(R)

Daraus ergibt sich nun:

1 1
O0=(0z)vp.(=)#d(xvp.(=))=d1=9¢
x x
Aber die Probleme, die sich beim Versuch, ein Produkt auf D’ x D’ zu defi-
nieren, ergeben, sind noch gravierender. Wir definieren:

-1 <0
n(m).—ZH—l—{ L 20

Es gilt: n?(x) = 1 auf R\ {0} und: n, n* € Llloc cCD.

Satz 1.18 Ein Produkt auf D' x D', das die punktweise Multiplikation von
L'-Funktionen fortsetzt und die Produktregel erfillt, ist entweder nicht ko-
mmutativ oder es gilt: n0 = on =0
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Bewelis.

0=1 =) =ngy +1'n=2n5+26n = né =—6n oder: nd = dén =0

21

Aus dem bisher Gesagten ergibt sich: auf D’ 1i8t sich kein ,,verniinftiges”

Produkt definieren.

Die néchstbessere Alternative ist es, D’ in eine assoziative Algebra (A, +,0)
einzubetten. Als natiirliche Anforderungen an eine derartige Einbettung stel-

len wir folgende Bedingungen:

(i) D' — A injektiv, und: f(z) =1 € C*°(R) C D' ist das Einselement der

Algebra.

(ii) Es existiert eine Ableitung D auf Ad.h. D : A — Alinear und D erfiillt

die Produktregel.

(iii) D |pr ist die gewohnliche Ableitung in D’

(iv) o |o(r)xc(r) ist das iibliche (punktweise) Produkt stetiger Funktionen.

Satz 1.19 ,,Unmdoglichkeitsresultat” (Schwartz 1954)

Es existiert keine assoziative Algebra, die (i)-(iv) erfillt.

Beweis. Angenommen, 3.4 assoziativ, das (i)-(iv) erfillt, so gilt nach (iv):

Tyox = a7 (1)
zo(zln|z|—x) = 2%In|z| -2 (2)

Weiters erhalten wir:

D*(xy)ox_= D*(xy ox)—2D(xy) o D(x) —xy o D*(x)
\f/ ——" ——
(i) =1 (iii) =0 (iii)
= D*(@}) —2D(24) = 2D(z4) —2D(24) =0 (%)
(1),@) (iii)
Auflerdem:

roD?*(zxln|z | —2)

= D*(xo(xln|z |—x)—2D(z)D(xzln| z |—z)—D*(z)o(zIn| z | —x)
—— ——

1 0

= D*(2’In| x| -2 —2D(zln |z | —x)
—
(2

~

= D(2x1 —2x) — D(2x1 —2x) =D =1

—x



1 DISTRIBUTIONEN 22

und wegen der Assoziativitdt von A:
D2($+)\://D2($+) o(xoD*zln|z|—x))
(%)

= (D*(zy)ox)o D*(xIn | x| —x)\z/O

(*

=

Das ist aber ein Widerspruch, denn:

D2(x+):DQ(on):D((Qﬁ)oH—kw):DH:57£0
1 0

Dieses Resultat fiithrte zu der Verbreitung der Ausage: ,,Distributionen kon-
nen nicht multipliziert werden”. Betrachtet man jedoch den Beweis genauer,
so sieht man, dafl keine spezifischen Eigenschaften der Distributionen in das
Schwarz’sche ,,Unméglichkeitsresultat” eingehen. Vielmehr fiihrt die Wurzel
des Widerspruchs zuriick auf eine ,,Unvertréglichkeit” von Multiplikation und
Differentiation stetiger bzw. von C'-Funktionen, wenn man gleichzeitig das
Konzept einer d-Funktion beibehalten will. Es geniigt ndmlich, im obigen
Beweis anzunehmen, daf§ C(R) eine Teilalgebra von A ist und die Ableitung
die gewohnliche auf C*(R) ist, um die Aussage D?(z,) = 0 herzuleiten.

So betrachtet, sagt der Schwartzsche Satz aus, daf} eine Algebra, die D’
enthélt, nicht gleichzeitig die klassische Multiplikation stetiger Funktionen
und die klassische Differentiation uneingeschriankt verallgemeinern kann. Es
miissen also die Forderungen (i) bis (iv) abgeschwicht werden.

Bemerkung. Man kann assoziative und kommutative Algebren G konstruie-
ren, die (i)-(iii) erfiillen und

(iv)" o |geo(R)xcoo(r) st das tibliche (punktweise) Produkt
glatter Funktionen (J.F. Clombeau)

Im n#chsten Kapitel werden wir explizit solche Algebren konstruieren. Wir
konnen jetzt aber schon aus dem bisher Gesagten einige Folgerungen fiir G
ableiten.

Satz 1.20 Folgerungen fiir G.

1. Bettet man D' in eine assoziative Algebra G ein, dann muf in G gelten:

v.p.(%)a; #1 oder zd #0
2. Falls G kommutativ ist, muf§ gelten: > =nn #1€ G

3. Falls G assoziativ und kommutativ ist, dann gilt: H? #Heg
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Beweis. 1. und 2. folgen unmittelbar aus den obigen Rechnungen fiir 3. fithren
wir den Beweis indirekt. Sei H2 = H € G dann folgt:

D(H?)
D(H?)

DHoH+ HoDH = 2H o DH (1)
HoD(H?) + D(H) o H?

2H? o DH + H?> o DH

= 3H?0DH (I1)

Nun ist: H?> = H = H? = H, also gilt:

2HoDH = D(H?)=D(H?) = 3HoD(H)= HoDH=0= DH =0
~~ ~~
(D (1)

Widerspruch zu: DH =§ # 0
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2 Colombeausche Theorie

2.1 Konstruktion von Algebren verallgemeinerter Funk-
tionen ( Colombeau-Algebren)

In diesem Kapitel werden wir nun explizit Algebren G konstruieren, die die
Eigenschaften (i) — (iv)’ erfiillen. Die Konstruktion geht zuriick auf Jean
Francois Colombeau, der sie erstmals 1984 in seinem Buch ,,New Generalized
Functions and Multiplication of Distributions” umfassend darstellte.

Die Theorie ist technisch aufwendig. Daher werden wir nicht die allgemeinsten
Colombeau-Algebren behandeln, sondern uns auf eine vereinfachte Version
der Theorie beschrénken, die aber alle wesentlichen Ziige der vollen Theorie
umfafit und fiir konkrete Rechnungen durch die gréfiere Anschaulichkeit sogar
Vorteile bietet.

Grundidee der Konstruktion ist es, eine geeignete Quotientenalgebra des
Raumes (C°)1 7y finden und die Réume C* und D (durch Faltung) in
G einzubetten. Im Folgenden sei immer 2 C R" offen. Wir definieren die
folgenden Réume:

Definition 2.1

1.
E(Q) := (C™(0)! wobei: T = (0,1)
Die Elemente in £(2) sind also (verallgemeinerte) Folgen von C*°-
Funktionen (u¢)ce;g-
2.

Em(Q) = sodaf: sup | 0%uc(x) |= O(E_N) (e —0)
rzeK

{ (ue)ees € E(Q) : YK C Q kompakt, Ya € NP 3N > 0 }
d. h. VK C Q kompakt, Yo € N2 3N(a, K) > 0, 3C(ar, K) > 0 und
In(a, K) > 0 sodaf: sup | 0%uc(x) |< Ce N wo: e € (0,7)

zeK

Em(Q) enthilt also alle Folgen (uc)eer € Epm(R2), die auf jedem fi-
xen Kompaktum fiir ¢ — 0, gemeinsam mit allen ihren Ableitungen,
gleichméfig durch eine Potenz von 1/e beschrinkt sind, d. h. die nicht
zu schnell wachsen.

Die Raume £(€2) und Ep(§2) werden zu Differential-Algebren vermoge:

(ue)eer - (Ve)eer = (Ue~Ve)eer

aa(uE)EEI = (aaus)fel
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Multiplikation und Differentiation sind also komponentenweise defi-
niert.

N(Q) =

(ue)eer € E(Q) : VK C Q kompakt, Yoo € Ni,VM > 0
gilt: sup | 0%uc(x) |= O(M) (e — 0)
reK

d. h. VK C Q kompakt, Voo € Ng,VM >0, 3C(c, K, M) > 0 und
In(a, K, M) > 0 sodaf : sup | 0%u(z) |< CeM wo: e € (0,7)
zeK

N(Q) enthiilt also alle (u)eer € E(Q), die auf jedem fixen Kompaktum
fiir ¢ — 0, gemeinsam mit allen ihren Ableitungen, schneller fallen als
jede Potenz von e.

Beispiele:

1. Sel ¢ € D(R), uc(x) = (,0(3: — 1/e) € N(R) da fiir € klein genug:
ue() = 0l — 1/¢) =

2. e”l/¢ € N(R)

Satz 2.1 N(Q) ist ein Ideal in Epq(Q) (nicht aber in E() ).

Beweis. Mit (u). und (ve) ist auch (ue + ve)e in N(Q).
Sei (we)e = (e - ve)e mit (ue)e € Epq(Q) und (ve)e € N(Q); fiir a =0 =
| we | < C1eMCore™ und fiir a # 0 ist 0%w, = > endl. Cur 0" uc0" v,

Definition 2.2 Die Algebra der verallgemeinerten Funktionen G({2)
ist definiert durch:
G(Q) = Em(Q) /N(Q)

Wegen des vorigen Satzes ist G(£2) eine Differential-Algebra mit Ableitung
0~.

C*°-Funktionen auf  kénnen nun kanonisch als konstante Folgen in G()
eingebettet werden.
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2.2 Einbettung von Distributionen in G(2)

Die Einbettung von Distributionen in G(Q) ist etwas aufwendiger. Sei zu-
nichst p € S(R™) eine Schwartzsche Funktion mit folgenden Eigenschaften:

() Jpple)ds = 1
(i1) [qx“p(x)dr =0 V]|a|>1

So ein p existiert, denn [z%p(z)dz = i1*ld*5(0) (wobei p(t) die Fourier-
transformierte von p ist); nun wéhlt man ¢(t) € S derart, dal ¢ in einer
Umgebung von 0 konstant den Wert 1 hat. (Die Fouriertransformierte einer
Schwartzschen Funktion existiert und liegt in S). Nun setzen wir:

pele) = = o(5)

€ €

Ein solches p, (bzw. p) wird oft als Mollifier bezeichnet.
Unser Ziel ist es nun, die Einbettungsabbildung durch Faltung mit p. zu
definieren; dies ist aber zunéchst nur fiir w € £'(€2) moglich, da die Faltung fiir
Distributionen mit nicht kompaktem Triger nur mit ¢ € D, nicht jedoch mit
¢ € S definiert ist. Andererseits existiert kein p € D(R"™), das die Eigenschaft
(73) eines Mollifiers erfiillt (die Fouriertransformierte wire ganz analytisch
und da alle ihre Ableitungen im Nullpunkt verschwinden, wire ¢ = 1 ¢
S O D; das ist ein Widerspruch, da die Fouriertransformation nicht aus S
herausfiihrt). Um also D’(Q) in G()) einzubetten, miissen wir einen anderen
Weg einschlagen und allgemeine Eigenschaften von G verwenden.
Zuniichst aber wenden wir uns der (einfacheren) Einbettung & — G zu.

2.2.1 Einbettung von £'(Q) in G(Q)
Satz 2.2 und Definition. Seiw € &'(Q), dann definiert die Abbildung

w: Q) — G(Q
w = (wxpe o). + N(Q)

eine (injektive) Einbettung der Distributionen mit kompaktem Tri-
ger in die Algebra der verallgemeinerten Funktionen.

Hierbei wird w als Element von £'(R™) aufgefait; w* p, ist dann Element von
C*°(R"). Fiir den Beweis von Satz 2.2 bendtigen wir folgendes Resultat aus
der Theorie der Distributionen, das oft als Struktursatz bezeichnet wird.

Satz 2.3 Jede Distribution w € E'(Q) kann (nicht eindeutig) geschrieben

werden als:
w = Z aafa
laf <r
wobei die f, stetige Funktionen mit kompaktem Trager sind. Zusdtzlich kann
errreicht werden, daf$ fir alle o tr(fo)in einer festen offenen Umgebung U
von tr(w) enthalten sind.
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Beweis von Satz 2.2. Zunichst ist (w*pe)cer € Eaq, denn sei 0.B.d.A. w =
0% f mit f € CJ(Q) (sonst betrachte eine endliche Summe solcher Funktionen)
dann gilt:

(wxpe)(x) = [f*0%e(x)
= Jo flx—y)0%p(y) dy
= [ fla—y)e (%) (y/e) dy

= [ fla—e) el 0%(y) dy < Cel
N——— N——
beschr. da stetig integrabel

Weiters ist ¢o injektiv (d.h. w* pe [o€ N(Q) = w = 0), denn sei: p € D(Q)

= (W pe |, ) = (W * pe,p) = (w, ) (e —0)
Andererseits gilt laut Voraussetzung: (w * pe |, ¢) — 0

Satz 2.4 1 |p)= 0 |p) (wobei o die kanonische Einbettung von C°-
Funktionen ist: o(f) = (f)e + N(Q) )

Korollar. D(Q2) C G(9) ist eine Teilalgebra; d.h. (o(f - g) = to(f) - to(9g)
Denn fiir f,g € D(Q) = w(f - 9) = o(f-g) = o(f) - o(g) = wo(f) - w0(g)-

Beweis von Satz 2.4. Der Einfachheit halber fithren wir den Beweis fiir
Q = R. Sei ¢ € D(R); wir zeigen: ¢ x p. — @ € N(R) (= t0 Ipr) = ¢ |p(R))

p*pe—¢ = [plol®—1y)—p(@)]pe(y) dy

= [ _Z?!J) sﬁ(k)(élﬁ)]p(y) dy (Taylorreihe)

+ [ 1S o0 (2 — eCy)] ply) dy 0<¢<1
— (p ist Mollifier)
+em [ EU oMz —eCy) ply) dy
——
fiir m fix | |<C (%)

Die Abschitzung (*) gilt gleichmifig fiir € R, d.h. Vp € D(R), Vm 3C,, :
||90(m)||oo < Cn.
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Wir haben also £'(€) mittels Faltung mit p. in G(Q) eingebettet, sodal D(Q)
Teilalgebra wird. Nun wenden wir uns den Distributionen mit nicht kompak-
tem Tréger zu.

2.2.2 Einbettung von D'(Q) in G(Q)

Wie bereits angekiindigt, benttigen wir fiir die Konstruktion der angestrebten
Einbettungsabbildung ein allgemeines Resultat iiber die Algebra G(€2).

Zunichst ist fiir offene Mengen 2y C Q9 die ,,Einschrénkungsabbildung”

Ry G(S29) — G()
(UE)EEI +N(QZ) = (ue |Ql)6€[ +N(Ql)

wohldefiniert uns stimmt auf D(Q9) mit der gewd6hnlichen Einschrankung
tiberein. Dementsprechend schreiben wir auch u |, statt Rg(u).

Satz 2.5 G(Q) (genauer: Die Zuordnung: Q' +— G(Q) (@ C Q, offen)
zusammen mit den Einschrinkungsabbildungen Ra1 : G(Q2) — G() fir
0 C Q9 C Q) ist eine Garbe.

Das heifit:

1. Fir Q1 C Q9 C Q3 CQ (alle offen) gilt:

Ro1 0o R3p = R3y
2. Fiir jede offene Uberdeckung (Q))xen von Q gilt:

(a) Ist fla,= g la, firalle xe A (f,g € G(Q)), so folgt:
f=y9

(b) Sei fn € G(Qy) fiir jedes X\ € A derart, daff fir alle \,u mit
\NQ, £ 0 gilt:

I lasne, = fu loana,
Dann existiert genau ein f € G(Q) mit:
flay= fo fir alle A € A

Die Tatsache, dafl G(€2) die Garbeneigenschaften erfiillt kann als eine Art
,, Vertriglichkeit” der Differentialalgebra G(€2) mit Einschriankungsabbil-
dungen gesehen weden; in diesem Sinne eine natiirliche Eigenschaft, die fiir
den weiteren Ausbau der Theorie unerlédflich ist.

Das hohe Abstraktionsniveau bereitet im Beweis jedoch einige Schwierigkei-
ten.



2 COLOMBEAUSCHE THEORIE 29

Beweis

1. ist klar.

2. (a) Seien f,g € G(2). Zu zeigen ist: Falls f |o,= g |o, VA € A,
dann ist f — g € N(Q). Sei dazu K C Q, K kompakt. Dann
148t sich zeigen, dafl kompakte Mengen K7, ..., K, existieren mit
K = U= Ky und Ky C Qy ) fiir geeignete A(k). Fiir (f—g) |,
gilt die Nulleigenschaft:

(f = 9)e I, = O(™) VM
und somit auch auf der endlichen Vereinigung.
(b) Seien fy, fu € G(2)) bzw. G(€,); zu zeigen ist:

Ilawne, = fulowne, YA p = 3f € G(Q) mit f|o,= fi

Die Eindeutigkeit folgt aus 2.(a). Wir zeigen die Existenz. Sei
dazu (x;)jen eine der Uberdeckung (£2))y untergeordnete C°°-
Zerlegung der Eins (d.h. xj 02— [0,1], x; € D(Q), tr(x;) € Qy,
fur passendes \j; das System {tr(x;)}; ist lokalendlich und fiir
jedes x € Qist > ..y xj(7) = 1. Notwendigerweise iiberdecken
die (€2);) dann €2.) Wir definieren:

f= (jeszg' fAje)eeI + N ()

wobei (fi,c)e ein Représentant von fy, und die f),. aulerhalb von
Q); mit 0 fortgesetzt zu denken sind. x; f); ist dann €' auf ganz
Q2. Dann ist f € G(Q), denn sei K C 2 kompakt, so wird K von
nur endlich vielen ), iiberdeckt, und die Abschitzung geht analog
zu 2. (a) aus den einzelnen Abschétzungen hervor.

Es bleibt also nur noch zu zeigen: f [o,= fi. Sei A € A, K C Q,
kompakt und M so gewéhlt, dafl auf einer offenen Umgebung von
K gilt: Z]A/i1 xj(z) = 1. Ist nun = € K, so gilt:

M
f@) = h@) = (S xihaele) = frelo))
Jj=1 €

- (jé x3(2) (fre@) = facle) ),

Fir z € Q) N K liefert die Voraussetzung eine gleichmafi-
ge Abschitzung fiir fi,c(7) — fac(z). Fir z € K\ Q) hinge-
gen ist x;(z) = 0. Da die Summe endlich ist, erhalten wir eine
Abschétzung fiir f(x) — fy(z) auf K. Fir die Abschétzungen der
Ableitungen von f — f) schachtelt man zwischen K und ) noch
eine relativkompakte Umgebung von K, deren Abschluf} in €2 liegt
und geht dann analog vor.
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Den letzten Baustein zur Konstruktion der Einbettung D’'(Q2) — G(Q) liefert
der néchste Satz. Zunichst bendtigen wir jedoch folgende Definition.
Definition 2.3 Sei u € G(Q2), dann ist der Triger von u definiert als:

tr(u) = (U{Q/ CO:u|p= 0})c
Satz 2.6 Seiw € £'(Q) dann gilt:

tr(w) =tr(wo(w))

(wobei vy : E'(Q) — G(Q) wie im vorigen Abschnitt)

Beweis. Der Einfachheit halber setzen wir {0 = R und zeigen zunéchst
tr(cp(w) ) Ctr(w). Also ist zu zeigen:

(@) ltrwye = 0 in G (tr(w))

Sei K Ctr(w)¢ kompakt. Nach dem Struktursatz kann w 0.B.d.A. geschrieben
werden als w = 0%f mit & € N und tr(f) C R\ K. Ein Représentant von
tp(w) ist dann gegeben durch: (f * 0%pc)ecr. Nun gilt fir x € K:

T Sy dy = ] oSl en)oply)dy
1/ e
= / e “flx—ey)0®ply)dy + / € “f(x—ey)0®ply) dy
BYNZ W1/ Ve

= 0 fiir € klein genug, weil B
b < o o
dann auflerhalb tr(f) | IS I lloce™ J 1 0%p(y) | dy

Da p € § ist existiert zu jedem p € N eine positive Konstante ¢, mit
| 0%(y) |< ¢p/(1+ | y |)P. Durch Integration ergibt sich:

2c 1 2c
o dy < =2~ < 2P p/2
/ | 0%(y) | dy < D ATV =
ly|=1/ve

Somit geht auch der zweite Term stérker gegen null als jede positive Potenz
von €.

Andererseits gilt: tr(w) Ctr(tg(w)), denn sei & € tr(w) dann gilt: Vi > 03p €
D(R) mit tr(p) C (z —n,xz +n) und (w,p) = a > 0. Nun gilt w * p. — w
und somit (w * pe, ) > /2 (fiir € klein genug). Also folgt: w * pe |(z—p ot &
N((z —n,z +n)) und daher z € tr(i(w)) .
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Nun konnen wir darangehen, die Einbettungsabbildung ¢ : D'(Q) — G(Q) zu
definieren. Sei (2))xeca eine offene Uberdeckung von Q derart, daB alle Qy
kompakte Teilmengen von € sind. Weiters seien 1, € D(Q2) mit ¢y = 1 auf
einer Umgebung von €2 (A € A). Wir definieren die Abbildungen:

D) — G(y)
w = n@) = () loy) TN (@) (@ e D(9)
Die Distribution w, die i.a. keinen kompakten Trager hat, wird also ,,gewalt-
sam” durch Multiplikation mit v zur Distribution ¢\ w € £'(Q2) C &'(R") ge-
macht und dabei jeweils auf einer offenen Umgebung von € nicht veréndert.
Unser Ziel ist es nun, die Definition der Einbettungsabbildungen mittels der

Garbeneigenschaften auf G(2) ,,zu liften”.
Als Voraussetzung dafiir zeigen wir zunéchst den folgenden Satz.

Satz 2.7 Seien (Q)\)a und (Yx)x wie oben und sei w € D'(Q), dann gilt:
ix (W) foxne, = in (@) loxne,  in GANQ) (A p €A

Beweis. Es ist zu zeigen: (((¢>\ — ) W) * pe |Q/\QQH) e N(QxNQ,). Sei
vi= (Y —Yu)w € E'(Q). Es gilt: Q) NQ, Ctr(v)° denn auf 0\ NQ, gilt:
Y = 1, = 1. Nach Satz 2.6 ist tr(v)® =tr(w(v)); daher ist ¢9(v) [o\nq, €
N(QxNQ,) und das war die Behauptung.

Aus der Garbeneigenschaft Nr. 3 folgt nun:
3l (w) € G(Q) mit: 1(w) |o, = w(w) YAEA

Aus dem Beweis der 3. Garbeneigenschaft wissen wir sogar, wie ¢(w) aussieht:
Sei ndmlich (x;);jen eine den (2)) e untergeordnete C'°°-Partition der Eins
(tr(x;) € €2,;), so kénnen wir nun schlufendlich definieren:

Satz 2.8 und Definition. Seiw € D'(Q), so definiert die Abbildung
t:D(Q) — G(Q
o= (Fu (e n)) +aio
‘]:

ecl

eine lineare (injektive) Einbettung der Distributionen auf Q in die Al-
gebra der verallgemeinerten Funktionen auf €.

Beweis. Nur mehr die Injektivitdt ist zu zeigen; d.h. fir w € D'(Q2) mit
t(w) € N(Q) ist zu zeigen:

(w, ) =0 Vyp € D(Q)
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Sei also ¢ € D(N) beliebig und sei K :=tr(y), dann IM, sodal K = U]]Vil K;
wo K; C Q) und Z —1X; = 1 auf K, und daher:

M M
= (W, > x59) = D_{xjtrw, ¢)
j=1 j=1

Aus 1(w) \QAJ_ —uy, (W) € N(Qy,) folgt: [1(w)e — (Ya,w) * p] — 0 glm auf K.
Nach Voraussetzung gilt aber ¢(w)e — 0 gleichméBig auf Kj.

Also erhalten wir insgesamt: (¢;w) * pe — 0 gleichméfig auf K; und schliefl-
lich:

(Xj (Yr,w) *pe ) — 0
—_—————
—,w €D’ ()

Daraus ergibt sich die Behauptung.

Nun zeigen wir, daf} die eben definierte Einbettung auf den Distributionen mit
kompaktem Tréger mit der frither definierten Einbettung ¢g iibereinstimmt.

Satz 2.9 . |$’(Q) = Ly

Beweis. Sei w € £'(Q). Wegen der Garbeneigenschaft Nr.3 geniigt es zu
zeigen:

w) [y = tw) o, = (w) VA

Es gilt wo(w) |o, —u(w) = (((1—=v¥a)w)*pe o). + N(Q\) = wo(v) o,
wobei v := (1 — 1)) w € £'(Q) ist. Aber Q) C tr(v)¢ = tr(w(v))°.

Analog zu frither gilt der Satz:

Satz 2.10 . ]Coo(g) = o, wobei o die kanonische Einbettung der C°°-
Funktionen als konstante Folgen bezeichnet.

Beweis. Sei f € C°(Q); es geniigt wiederum zu zeigen:

a(f) lax=u(f) VA

Sei K C Q) kompakt. Nach Definition der ¢y gilt ¥, f = f auf einer Umge-
bung von Q) und v, f € D(R). Wegen Satz 2.4 gilt:

woaf) —a(Wrf) = ((Urf) *xpe)e — (Unf)e € N(Q)

Auf K C Q) ergibt das die Behauptung.

Wir haben also D'(Q) in G(Q) mit Teilalgebra C*°(£2) eingebettet.
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Fiir praktische Rechnungen erweist sich folgender Satz als sehr hilfreich.

Satz 2.11 Sei f : Q — R stetig und hichstens polynomial wachsend (d. h.

| f(z) | < C(1+||z|))" Yo und einr € N). Setzt man f durch O auf ganz R"
fort (Fy ist dann regulire temperierte Distribution), so gilt:

u(f) = (f *pe la)e + N(Q)

Also ist die Einbettung von solchen f wie fiir Distributionen mit kompaktem
Tréger gegeben und man muf} nicht auf die Zerlegungen der Eins und die ¢
zuriickgreifen.

Beweis. Zunichst ist (f * pe |a)e € Epm(Q), denn es gilt:

[ Frpda) =1 [ fla—eply)dy |<C [+ e —eyl)” [ plw) | dy

Der letzte Ausdruck ist fir x € K wegen p € S und € < 1 durch eine von x
unabhéngige Konstante beschriankt. (Analog fiir héhere Ableitungen)
Weiters geniigt es zu zeigen:

(f) = (f *pe lay)e in G(2)) VA
Sei K C Q) kompakt, dann gilt fir x € K:

a(f) (@) = frpe(x) = ((Ya = 1) f) * pe()

[ (@ =05 @~ ety dy
ly|<1/v/e

=0 fiir € klein genug

+ [ (-e-a)  fla-w)  py)dy
ly|>1/+/€ — ~—

<1 | [<CA+|lz—eyl)" €S
Analoge Abschatzungen gelten auch fiir die Ableitungen.

Beispiel Fiir die Heaviside-Distribution H kann «(H) wie folgt berech-
net werden: Sei x1,x2 eine der Uberdeckung {(—2,2),(—o0,—1) U (1,00)}
untergeordnete Zerlegung der Eins; sei H; = Hy; (i = 1,2). Dann ist
Hy, € £'(Q), Hy € C*(Q) und beschrinkt. Folglich ist «(Hy) = 1,(Hy) =
(Hy * pe)e + N(R), o(H3) = (Hy * pe)e + N(R) nach Satz 2.11. Insgesamt
ergib sich Hy * p. + Ho * pc = H * p. als Reprisentant von ¢(H).
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2.3 Eindeutigkeit der Konstruktion - kurzer Abrif3 der vollen
Theorie

In diesem Abschnitt wollen wir der Frage nach der Eindeutigkeit der Kon-
struktion der Algebra G(€2) und vor allem der Einbettungsabbildungen nach-
gehen. Dabei werden wir zur Formulierung der vollen Colombeau-Theorie
gefithrt, die wir kurz darstellen. Zunéchst gilt der folgende Satz:

Satz 2.12 Die im vorigen Abschnitt definierte Einbettungsabbildung

L DN(Q) — G(Q) ist unabhingig von der speziellen Wahl der (Qy)\ und
der (Px)x- Uberdies ist sie wegen der Garbeneigenschaften auch von der in
der Konstruktion verwendeten Zerlegung der Eins (also von den (x;);) un-
abhdngig.

Beweis. Sei i eine mittels (€,), und der (¢,,), konstruierte weitere Einbet-
tung und sei w € D'(Q).
Wegen der Garbeneigenschaften genfiigt es zu zeigen:

L(w) ’QAQQH: w) ‘QAQQM VA, w

Denn die Uy, := Q\N Qu bilden eine offene Uberdeckung von Q. Es gilt aber:
t(w) ’me)u: t(w) \QA]QmQH: Ly (w) ’QWQM und die Behauptung folgt aus:
L) |melu: Iy |melu' Dies haben wir aber bereits in Satz 2.7 gezeigt.

Im n#chsten Satz kldren wir die Abhéngigkeit bzw. das Verhéltnis der Kon-
struktion der Einbettungsabbildung zur offenen Menge 2 C R"™. Zu diesem
Zweck bezeichnen wir mit { die Gesamtheit aller Einbettungen ¢ = ¢q :
D'(Q) — G(0Q).

Unter Zuhilfenahme einer Zerlegung der Eins 143t sich leicht zeigen, dafi D’(2)
(genauer: Q — D’'(Q2)) ebenfalls eine Garbe darstellt.

Satz 2.13 ([ ist ein Garbenmorphismus,
d. h. fiir beliebige, offene Qo C Q1 C R™ kommutiert das folgende Diagramm:

D'(Q) — D'(Q)
Loy l l Ly

G() — G(2)

wobei die waagrechten Pfeile die jeweiligen Einschrdankungsabbildungen be-
zeichnen.
Fiir w € D'(1) gilt also: o, (W) |y = ta, (W a,)

Die Konstruktion von ¢ besitzt also die als ,,Natiirlichkeit” bezeichnete Ei-
genschaft, mit Einschrinkungsabbildungen zu kommutieren.
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Beweis. Sei Q3 C Q; € R. Man withle eine Uberdeckung (€2))y und (1))
wie oben fiir Qy. Sei w € D/(Q;). Wir setzen die 1) € D(Q3) mit 0 zu
Funktionen aus D(§2;) fort; damit ist ¢y o, mittels ¢y definierbar. Wegen der
Garbeneigenschaften geniigt es zu zeigen:

(t01 (W) [02,) |2y = (10 (W [0s) ) lay VA
| |
Lo, (W) |a, a0y (W ]0y)
LA Q|1| (w) ((aw |a,) * peH 2,)e + N ()
((Yaw) * pe \|s|zk)s+/\/(9x) ((aw) * pe ’|(|2A)6+N(Q>\)

Satz 2.14 i : D' — G ist der einzige Garbenmorphismus mit der Eigen-
schaft:
LQ) |gl(Q) = loQ vQ Q Rn oﬂen

(wobei: 1o = E'(Q) — G(Q) wie friher)

Beweis. Sei & : D' — G ein weiterer solcher und sei ; C  C R" offen,
0 relativ kompakt und Q; C Q. Sei weiters 1 € D(Q) mit ¥ |o,= 1 und sei
w € D'(Q). Weil & ein Garbenmorphismus ist, gilt:

ko(w) lo, = ko, (W o)) = ko, (Yw [o,) = ko (Yw) |o, = wa¥w) |o,
——
e/ (Q)

Ebenso gilt: to(w) |0, = toa(yw) |a,-
Also: ko(w) |o; = ta(w) o, Y1 C Q relativ kompakt; diese bilden aber eine
offene Uberdeckung von 2. Mit den Garbeneigenschaften folgt & = 7.

Zusammengefaf}t ergibt sich nun, daf§ die so konstruierte Einbettung in
die Algebra der verallgemeinerten Funktionen die einzig mdogliche, mit Fin-
schrankungen vertrigliche ist, wenn man Distributionen mit kompaktem
Triger durch Faltung mit dem gegebenen Mollifier p. einbetten will. Also
bleibt als einzige Abhingigkeit von { die vom gewéhlten Mollifier p.; d.h.
von der Regularisierung.

In der sogenannten ,,vollen” Version der Colombeauschen Theorie wird diese
Abhéngigkeit dadurch vermieden, dafl die Elemente in G statt mit € € (0,1)
mit einer geeigneteten Familie von Mollifiern p indiziert werden, also alle
,,moglichen” Mollifier in die Konstruktion mit eingehen. Um diese Idee kon-
kreter darzustellen, geben wir zum Abschluf3 dieses Abschnitts die Definition
der vollen Colombeau-Algebra. Die oben abgeleitete Theorie bezeichnen wir
ab jetzt als die ,,vereinfachte” Version.
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Definition 2.4
Ao {peD(R"): [plz)dz =1}
Ag {peAy: [z%(x)de =0Va mit: 1 <|a|<q} (g€ N)
pela) = (1/e") plafe)

Es gilt nun: A, # 0Vq, Ay C Ay fiir alle ¢ und: N, Ag = 0. (Beweise
siehe z. B: Oberguggenberger [45] p. 83)

Definition 2.5

1.
E(Q) = (C())™" = {(u(p) ) pea, }

(u(p)), € E(Q) VK C Q kompakt,Ya € Ny IN € N
Em(Q) = sodaf: Vp € Ay 3C(p) >0, In(p) > 0:
sup | 9%u(pe) (2) |< Clp)e™™ (0 <e<m)
Te

(u(p)), € £(Q) : VK C Q kompakt, Vo € Ny 3N € N
N(Q) = sodafs: YM > N Vp € Ay 3C(p) > 0, In(p) >0
sup | 9%u(pe) () |[< Cp)eM N (0 <e<m)

4. Die Algebra der verallgemeinerten Funktionen ist wieder defi-
niert durch:

G() == Em(Q) /N(Q)

Ein grofier Vorteil dieser Formulierung ist es, dafl die Einbettung D'(R™) «—
G(R™) kanonisch gegeben ist durch: w +— (w * p),e4, + N(R™) (Hier ist im
Unterschied zur speziellen Version der Theorie der Mollifier aus D(R™)!)
Um aber D’'(f2) einzubetten, mufl wiederum der Umweg iiber £'(£2) gegangen
werden, da w * p fiir w € D'(Q) i.a. nicht definiert ist; D'(Q) kann ja nicht
kanonisch in D'(R™) eingebettet werden (im Gegensatz zu &'(1)).

Im Folgenden verwenden wir stets die vereinfachte Version der Theorie, wenn
auch alle Resultate mit analogen Beweisen in der vollen Theorie gelten.
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2.4 Punktwerte verallgemeinerter Funktionen - verallgemei-
nerte Zahlen

Sei u = (ue)e + N(Q) € G(Q) und zy € Q. Wir stellen uns nun die Frage
nach dem ,,Punktwert” der verallgemeinerten Funktion u in xgy. Natirlich
ist (ue(xo) )e + N () keine Zahl, sondern eine (verallgemeinerte) Folge. Wir
definieren also den ,,natiirlichen” Begriffsrahmen fiir Punktwerte verallgemei-
nerter Funktionen wie folgt.

Definition 2.6

(
(

Der Ring der verallgemeinerten Zahlen C ist definiert als:

E =

{(rd)eer € CT: AN >0 sodaf: |7 |=O0(N) (e —0)}
N = {

”
r)eer €CT: YM >0 gilt: |rc|=O0(M) (e —»0)}

C=&/N

Offenbar ist & Teilring von G() und es gilt N'= C NN (Q).
Analog zu den C*°-Funktionen in G({2) kann 7 € C kanonisch in C eingebettet
werden:

oc:C — C
ro— (r)e+ N

Zunichst kénnte man vermuten, dal C' mehr als ein Ring ist, aber es gilt:
Satz 2.15 C ist kein Korper.

0 e=1/nmitne N

1 sonst

= (r¢)e € € aber ¢ N also: (1e)e+ N #£0€C

Es existiert aber kein inverses Element zu 7., denn angenommen s, sei ein
solches = (rs)e+nc=1(n. e N)und fire=1/n=r.=0=n. =1
Widerspruch.

Beweis. Seir, :=

Nun sind wir in der Lage, Punktwerte fiir verallgemeinerte Funktionen zu
definieren.

Definition 2.7 Sei u € G(Q2), xy € 2. Der Punktwert von u in xq ist
definiert durch: B
u(zo) = (ue(xo) )e + N € C

fiir einen beliebigen Reprasententen (ue)e von u.

Die Wohldefiniertheit ist aufgrund der Konstruktion von C' garantiert. (Sei
(ue)e = (ve)e € N(Q2) = (ue(z0) — ve(20)), € N.) Der folgende Satz zeigt,

daB C genau die ,,Konstanten” im Sinne der Differentialrechnung in G(2)
sind.
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Satz 2.16 Seiu € G(a,b). Es gilt:
Opu=0¢€G(a,b) & uecC
Beweis. Sei g € (a,b) dann gilt:

%ue(xo +o(x —xg) ) do

O

ue(r) — ue(wo) =

1
= [u(xo+a(x —x0))do (x — x0)
0
eN(a,b)
Das Integral {iber ein endliches Intervall stort die Abschitzung fiir die Zu-
gehorigkeit zu N (a,b) nicht; also ist v = u(zg) € G(a,b).

Satz 2.17 Eigenschaften von Punktwerten

1. u e C®(), zg € Q = 1(u) (xg) ist der klassische Funktionswert (ein-
gebettet in C).

2. u € 0%N), z9g € Q = v(u) (x0) ist i. a. nicht der klassische Funktions-
wert.

Beweis. 1. ist klar, 2. geht aus dem folgenden Beispiel 1. hervor.

Beispiele.

1. ,,.Z'+(0)”
In R gilt ja: 24-(0) = 0. Sei nun = € R, p ein Mollifier, dann gilt (wegen
Satz 2.11):
Ua4)(@) = (24 % pe(@) )e + N = (J5~ ype(z —y) dy)  + N

x4)(0) = (/ype(w—y) dy) +N = (E/yp(—y) dy) +N

0 0

Damit ist plausibel (wir {ibergehen die detaillierten Beweise):

(4) 24(0) hangt vom gewéhlten Mollifier ab.
(i) x,.(0) # 0 € C (falls d. Mollifier entsprechend gewihlt wird)
(73i) Fiir € — 0 ergibt (¢(z4+)(0) ) d. klassischen Funktionswert 0.

| 2(5)(:5) = (0 pg(g;))g +N = (,Og(x)>5 + N

{6)(0) = (p(0)) +N = (2p(0)). + N

€
Also divergiert ¢(0)(0) mit der (—1)-ten Potenz von e.
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3.

775/(0)”
UF) % pelw) = 5% pl(z) = () = 24 (a/e)

60 = (570)) +&

1(8")(0) divergiert also wie e 2.

xo(x)”

In D' gilt ja 20 = 0 und wir wissen bereits (Satz 1.20), dafl in G
t(z) () # 0 gelten muBl. Wir leiten diese Resultat jetzt noch einmal
direkt aus der Gestalt von § her.

Wir wissen: (tx). = (ox). = x fur alle € und ¢(d)e = p.. Wir wéhlen
0 # 29 € R mit p(zq) # 0.

Fir z = exg gilt dann zp(z) = xop(xo) # 0. Fir K = [—1,1] und
€ <1/zgist x = exg € K und es ergibt sich:

sup | ype(y) | > | zpe(z) [=| wop(x0) |/~ 0 (e —0)
yeK

Somit ist (tx)c (10)e € N, also t(x) t(§) # 0 in G.

Andererseits ist (¢(x)t(d) ) (0z) = 0 fir jedes z € R, denn fiir z = 0
ist [(t2)e(d)e(2)](0) = 0pe(0) = 0. Fiir 2z # 0 ist [(1x)c(td)e(x)](2) =
2pe(2) = (z/€)p(z/€); diese Wahl geht (wegen p € S) fiir € — 0 schneller
gegen 0 als jede Potenz von €. Somit ist auch fiir z # 0 (v(z) () ) (02) =
0in C.
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2.5 Integration in G(2)

Als weiteres wichtiges Konzept behandeln wir nun Integration in der Algebra
der verallgemeinerten Funktionen.

Definition 2.8 Seiu € G(Q2) und K C Q kompakt, so definieren wir:

IZU(:E)dm = </Kue(x)d:£)e—|—/\/' eC

Die Wohldefiniertheit ist wiederum garantiert durch die Konstruktion des
Ringes C' der verallgemeinerten Zahlen (denn sei: (u¢)e — (ve)e € N(Q) =
(f (ue = ve) (z) dz) € V).

Beispiel. Sei K = [—a,a] dann gilt:
a a/e B
/5(:17)dx: </ pe(x)da:)e—k/\/': </ /p(y)dy)e—k./\/':l eC
e —a —aje

Um die Definition des Integrals fir Elemente v € G(£2) mit kompaktem Tréger
auf die ganze offene Menge Q auszudehnen, kénnen wir nicht einfach [ u =
Jor(uy u setzen (dann wére: [ 6 = 0 weil tr(d) = {0} ), sondern wir definieren:

Definition 2.9 Seiu € G(Q) mit tr(u) = K C Q kompakt und sei K C L°
(Inneres von L), L kompakt, so definieren wir das Integral von u auf Q

durch:
/u(:n) dx = /u(m) dz
Q L

Diese Definition ist klarerweise von der Wahl der kompakten Umgebung L
von K unabhéngig.

Beispiele.

1. [6(x)de =1 €C
R

R

2. [6%(z)dx = (?pf(a;)dx) +N = (% Ofopz(az)dx> + N

€ €
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Nun sind wir bereits in der Lage zu zeigen, dafl die Wirkung einer Distribution
auf eine Testfunktion dem Integral tiber ¢(w)¢ in G(2) entspricht.

Satz 2.18 Seiw € D'(Q), ¢ € D(Q) dann gilt:

[ )@ p@)de = o (@) eC

Q

Beweis. Wir wéhlen (€2y;);, (¥,); und (x;); wie frither. Sei K :=tr(¢p),
L eine kompakte Umgebung von K in Q und sei M € N so gewihlt, daf}:
ijvil X;j(z) =1 auf L, dann gilt:

M

M
Z t(w ngp ) und ( (w ngp
7j=1 7j=1

Daher gentigt zu zeigen: [t(w) (xjp) = (w,x;¢) fur alle j.
Sei also 0.B.d.A K C Q,, und L C Qy;, dann folgt wegen 1), (w) —¢(w) |a, €
J

N(Q,):

Juw)e(x) p(z) do = {((%w) * pe) (@) p(x) dz +ne
(ne e N e€Q)

Also erhalten wir:

J tw)ele) ola) dz — (w,0)
— [ (@r) #p) (@) pla)dz — (. 0) +ne

= <¢>\jw7/35 * Q= 90>
= (n,w(x), [ pe(y) (p(z +y) — p(x)) dx)

= (a,w(@), [ p(y) (p(z + ey) — p(x) ) dy)

Auf L konnen wir nach dem Struktursatz 0.B.d.A. ¢y,w = 9*f setzen und
erhalten somit schliellich:

[l el@)da = i) = () (F (@), [10°6(w+ey) =" (a) | ply) dy

Entwickeln wir den Ausdruck in eckigen Klammern wie im Beweis von
Satz 2.4 in eine Taylorreihe, so ergibt sich unter Beachtung von tr(y) kom-
pakt die Behauptung.
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Korollar. Sei w € D'(2), ¢ € D(Q) und (u,). ein Reprisentant von ¢(w)
dann gilt:

Y

lim [ ue(x) p(z)dr = (w, )

e—0

Beweis. Nach Satz 2.18 ist [u.(z) o(z) dzr = (W, p) + ne (ne € N).
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2.6 Assoziation

In der Algebra der verallgemeinerten Funktionen kann man keine ,,sinnvolle”
Topologie einfithren. Es ist z. B. nicht méglich, G(£2) zu einem topologischen
Vektorraum zu machen (vgl. z.B. Oberguggenberger [45]). Dieser Nach-
teil kann aber durch die Verwendung eines sogenannten ,,Zweifach-Kalkiils”
(Gleichheit in G(2) bzw. Gleichheit auf Distributionenniveau) behoben wer-
den.

Definition 2.10 Ein Element u = (uc)e von Ep(Q2) heifft assoziiert zu 0
(Schreibweise: u ~ 0), wenn fir alle p € D(Q) gilt:

im [uc(z)p(z)de =0 ()

Q

Offenbar bilden die zu 0 assoziierten Elemente von Ex(2) einen Teilraum

NA(Q), der N(Q) umfaft. Daher induziert die Definition
urv (,,u assoziiert zu v”) S u—v =0

eine Aquivalenzrelation auf Expq(Q). Wegen N(Q) € Na(Q) ist diese auch
auf G(Q) = Epm(Q)/N(Q) wohldefiniert und ebenfalls durch (x) beschrieben.

Wir sprechen auch in diesem Fall von ,,Assoziation”.

Fiir Bilder von Distributionen u € D'(Q) besagt ¢(u) = 0 gerade u, — 0 in
D'(Q), falls u, ein Représentant von ¢(u) ist.

Wegen N4(Q) D N () ist die Assoziation (Gleichheit auf Distributionenni-
veau) ,,grober” als die Gleichheit in G(£2), denn seien u,v € G(Q2), dann gilt
klarerweise u = v = u ~ v jedoch i.a. u = v & u = v.

Definition 2.11 Seiu € G() und w € D'(Q). Falls u ~ 1(w) gilt, schreibt
man auch v =~ w und sagt: ,,u besitzt w als assoziierte Distribution”,
beziehungsweise: ,,w ist der (distributionelle) Schatten von u in D’ 7.

Satz 2.19 Seiw € D'(Q) und w = 0 dann gilt: w =0 € D'(Q)

d. h. falls fiir ein Element u € G(Q) ein Schatten existiert, so ist er eindeutig.
(D'(Q) st also auch in Eap()/NAQ) = G(Q)/NA(Q) kanonisch eingebet-
tet.)

Beweis. Wegen Satz 2.18 gilt Vo € D(Q):

/L(w)(x) o(x)dx = (w,p) —|—\n%, und somit (w, ) =0

— 0 1t. Voraussetzung

Beispiel. Es gilt: z §(x) # 0 € G(Q) (siehe Beispiel 4 in Abschnitt 2.4), aber:
xd(z) = 0
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Denn sei ¢ € D(R), dann ist [ o(zd(x) )e p(z) dx = [(z/€) p(x/€) p(x) dx =
efup(y)pley)dy — 0 (e —0).

Bemerkung. Es existieren verallgemeinerte Funktionen, die keinen Schat-
ten besitzen (,,Vampire”?). Zum Beispiel ist 62 ein Vampir, denn: sei ¢ €
D(R), ¢(0) # 0, so gilt:

[ ) eta ds = = [ ) plen)dy — 00 (= 0)

€

Die Assoziation in der Algebra der verallgemeinerten Funktionen G(2) indu-
ziert eine Aquivalenzrelation im Ring der verallgemeinerten Zahlen C, die wir
ebenfalls als ,,Assoziation” bezeichnen: Fiir z1, 2o € C ist demnach z; ~ 2o
genau dann, wenn ein Repréisentant von zq — zo zu Ep(Q) N N4(R2) gehort.
Zur leichteren Lesbarkeit formulieren wir diese Definitionen nochmals ohne
explizit auf die Assoziation in G(Q2) zuriickzugreifen.

Definition 2.12

1. Sei z € C, so heifit z assoziiert zu 0 (z ~0), wenn ein Reprisentant
(2¢)e von z mit lime_,gz. =0 (in C) existiert. (d.h. z € CNNy)

2. Seienzl,zgeé: 2129 = 21— 200

3. Seia € C und o(a) ~ z € C, so heifit a die zu 2 assoziierte Zahl,
bzw. Schatten von z.

Die Situation ist hier vollig analog zu der in G(9).
Satz 2.20 Wichtige Eigenschaften der Assoziation
1. Sei f € C>®(Q), w e D(Q) = o(f) lw) = t(fw)

2. Seien f,g e C(Q) = u(f)lg) =u(fg)
3. Sei f€C(Q), zog€Q = 1(f)(x0) = flx0)

Beweis .

1. Sei ¢ € D(Q). Es ist zu zeigen:

mjﬂmwmmmm:m)wmmmmm

e—0

2Vampire besitzen gewdhnlich kein Spiegelbild. Wir gehen hier allerdings davon aus,
daf sie - wie Peter Pan - auch keinen Schatten werfen.
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Seien (Qy,);, (¥5;); und (x;); wie {iblich, weiters K :=tr(p), L eine
kompakte Umgebung von K und M so gewéhlt, daf3: ijvil x; = 1 auf
L ist. Es gilt:

M
E‘P Z X] 690 und L(fw) Z Xj L(fw)E(P
j=1
Also geniigt es zu zeigen:
liH(l)/f XJ()d:r—hm/ (fw)e(x) p(x) xjdx Vj

0.B.d.A. sei also tr(p) = K C L C Q) fiir ein fixes j. Damit gilt:

Juw)t@ola) = [ nw)splo) f@) @) da 4

= ((¥aw) * e o)
= (aw, fo) (e = 0)

und:
[itol@ e@dz = [ (s, f) < pela) plards  +m,
((¥x; fw) * pe, )

iy

sy
2. Es ist zu zeigen: (p € D(Q)):
lim [« Je(f)e(x) t(g)e(x) p(x) do (1)
= lim [ (fg)(x) p(x) da 2)

Sei wie oben tr(yp) =: K C L C Q;, so gilt:

(1) = Tim [4;(f)e(x) ¢(g)e(x) p(2) do

€—>L

= lim [ (W) % pe(@) (9) * pe(@) () da
L

—>\I/jf glm. —>\I/jg glm.

= SV f(2) Yig(x) p(z)dz (e —0)

~

= [f(@)g(z)p(z)dz
L
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Beim vorletzten Schritt haben wir [|(; f) * pelloo < |95, flloo lpelll =

93, flloo (und analog fiir g) und den Satz iiber dominierte Konvergenz
von Lebesgue verwendet.

Andererseits gilt (analog zu 1.):

@)~ [ 4@ f@) ga)pl@)da = [ f(x) g(a) pla) do
L

L

3. Zu zeigen ist: «(f)e(zo) — f(zo) (e — 0in C)
Es gilt:

U fe(@o) = 2 Xj(xo) (Y, f) * pe) (o) +ne

endl.
—; f(zo)

— > Xj(xo) ¥j(zo) f(0)
endl. ‘;/1—/

= > Xj(zo) f(wo) = f(z0)

endl.

Satz 2.21 Vertriglichkeit der Assoziation mit Operationen in G(2)
Seien u,v € G(Q) mit u ~ v, dann gilt:

1. 0% ~ 0% Vo € Ny
2. fur fv VfeC®Q)
3. uw % vw im allgemeinen fir w € G(Q)

Beweis

1. Es geniigt zu zeigen: Wenn u zu 0 assoziiert ist, dann auch 0%u. Das
folgt aber sofort aus:

J@)@)e@yda= [(0° (@) @)elw)do= (-1 [ u.(a)(0°¢)(x)do

2. Wiederum geniigt es zu zeigen: Wenn u zu 0 assoziiert ist, dann auch
t(f)u. Nach Satz 2.10 ist ¢(f) = o(f), also gilt:

e—0 e—0 e—0 ~~
€D

3. folgt aus Beispiel 1. unten.
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Beispiele.
1. 20 =~ 0 aber 62 % 0, denn sei ¢ € D(R) mit ¢(0) # 0; dann gilt:
J @) 6 (@)pl@)de = [ 5p%(2)p(w)de
= [yr*(y)eley)dy
£ 0
2. H> # H € G(R) wegen Satz 1.20. Jedoch gilt H" ~ H (genauer:

(LH)" ~ «(H)) fur alle n € N: Gemafl dem Beispiel nach Satz 2.11 ist
(H * pe)e ein Reprisentant von «(H ). Wir erhalten:

JH)¢ () p(z)de = [((H)c(x) )" p(x) da

R R
= %(H*pe(w) )" o(z) d
z/e z/e
=£ I p(y)dys ... [ plyn) dyn () dz
= /---/p(yl)---p(yn) I (@) drdy ... dyn
R R max (eyi)
<ic
n mal

= [ [ oty - plom) [ elw) dodys .. dy,
R R 0
——

n mal

= (H,p)

Dabei haben wir die Sétze von Fubini und Lebesgue iiber die dominierte
Konvergenz verwendet.

Wegen Satz 2.21.1. folgt aus H? ~ H:

H) ~ =9

DN | =



2 COLOMBEAUSCHE THEORIE 48

Das Konzept der Assoziation erméglicht es also in gewissem Sinne, physikali-
sche Situationen auf jeweils vielerlei Arten zu modellieren. In der klassischen
Distributionentheorie gibt es z. B. nur eine Moglichkeit, einen Sprung einer
Groéfe zu représentieren, ndmlich durch die Heaviside-Funktion. Ebenso gibt
es nur eine Moglichkeit, eine Punktmasse oder Punktladung zu modellieren,
némlich mittels der §-Distribution. Dies geniigt zwar zur Behandlung linearer
Probleme, nichlineare Operationen kénnen aber nicht ausgefiihrt werden.

Behebt man diesen Mangel durch Einbettung in die Colombeau-Algebra, so
wird man gleichzeitig gezwungen, auch die nichtlinearen Eigenschaften der
verwendeten Objekte festzulegen. Bettet man z. B. H oder ¢ in G(Q2) ein, so
werden dabei auch die nichtlinearen Eigenschaften festgelegt (H ¢ ~ (1/2)0).
Im Rahmen der Colombeau-Theorie existiert jedoch eine Fiille verallge-
meinerter Funktionen, die alle zu H assoziiert sind (z.B. alle Potenzen von
H), also dieselben linearen Eigenschaften besitzen, aber in G paarweise un-
gleich sind, und somit verschiedene nichtlineare Eigenschaften besitzen.

Ein Ausweg aus dieser Vieldeutigkeit konnte nun darin bestehen, durch
zusétzliche physikalische Informationen eine ,,bestimmmte” Sprung- oder J-
Funktion auszuwéhlen (d.h. ein bestimmtes u € G mit v ~ H bzw. u ~ §).
Anders gesprochen miissen bei idealisierten Objekten wie Punktteilchen etc.
auch die nichtlinearen Eigenschaften mitberiicksichtigt werden, wenn man
nichtlineare Operationen ausfiihrt.

Dies scheint aber keine Schwiche der mathematischen Theorie, insbesondere
der Colombeauschen Theorie zu sein, sondern spiegelt ein prinzipielles Pro-
blem nichtlinearer ,,Phinomene” wieder.

Um anzudeuten, welchen Reichtum an verschiedenen nichtlinearen Eigen-
schaften die Colombeau-Theorie fiir linear dquivalente Objekte zur Verfiigung
stellt, zitieren wir abschlieflend folgenden Satz.

Satz 2.22 Sei c € C beliebig, so existiert ein u € G(R) mit

u =~ d§ und u? ~ cé.
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3 Boost und ultrarelativistischer Limes des Cou-
lombfeldes im flachen Raum

3.1 Der Boost

Wir betrachten eine im Inertialsystem I (Koordinaten z° = (¢, z,v,2)) ru-
hende Punktladung im Minkowskiraum (7;; =diag(1,—1,—1,—1)). Ein Be-
obachter im System I mifit folgendes elektromagnetisches Feld:

B=0

E=e

wobei 72 = 22 + y? + 22 = —2%, der kartesische Radius in I ist. (Grie-
chische Indices laufen von 1 bis 3, lateinische von 0 bis 3.) In Termen des
kontravarianten Feldstarketensors schreibt sich das Feld:

0 —-F1 —FEy —EFEj 0 —x —y —=z
ik E, . —Bs B e | 7 o ... 0

E2 Bg —Bl r Yy :

Es —By By 0 z 0 0

Nun fiihren wir eine geschwindigkeitsabhéngige Lorentztransformation in -
Richtung durch (Boost, System I, Koordinaten 2* = (£, z,7, 2)):

t— t =y({t+vx)
x— T = vy(x+ot)
y= y=y
zZ— Z =2z

wobei v := l_vz und die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 gesetzt ist. Die Matrix
¥ v 0 0

der Lorentztransformation schreibt sich: L, = 701) g (1) 8
0O 0 01

Der kontravariante Feldstédrkentensor transformiert sich geméf:

Die genaue Rechnung liefert fiir die Komponenten des Feldstédrkentensors,
also die elektrische bzw. magnetische Feldstérke, folgende Relationen:

Ey=E B =B =0
By = (B +vB3) = vE» By =~(By —vE3) = —yvE3
E3 = ~(E3 —vBy) = vE3 B3 = (B3 +vEs) = yuF,
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Vektoriell geschrieben nehmen diese Formeln folgende Gestalt an:

E =~E — SYNE0)T — 5 x B

U
B=~B -5 Bo)i++ix E

Wie aus den Transformationsformeln ersichtlich, transformiert das rein elekt-
rische Feld beim Ubergang auf ein relativ zur Ladung bewegtes System in
ein elektromagnetisches Feld mit sowohl elektrischem, als auch magnetischem
Anteil.

Ein umfassendes Bild der Situation erhdlt man jedoch erst, wenn man in
obige Formeln die Ortstransformation 2% — z* = Ly 2" einsetzt:

E, (xz) =k (xl) =e I%Z) =e (ﬁfz(g—cz(i‘;?pz)?,/z

y(z—vt)
V(@ —vt)?+(1-v2)p?)3/2

=€

_ (1—v2)(z—vi)
((z—vt)24+(1—0v2)p2)3/2

_ —02)i
Ey(x') =e ((f—vaz(i(l—);)p%?’/?

BN 1—v2)z
Es(a') =e ((:E—vﬂ2(+(1—)u2)p2)3/2

wobei p? := y? + 22 = % + z2 gesetazt ist.
Fir das Magnetfeld gilt:

B1 (l‘z) =0

D 7 —v(1—v?)z
By(x') =e ((f_vg)z_f_l(l_v)z)pz)wz
Bg(xi) —e v(1-v?)y

((Z—vt)24(1—0v2)p2)3/2

Fafit man die Komponenten der Felder zum elektromagnetischen Feldtensor
zusammen so ergibt sich fiir das geboostete Feld:

0 -+t -y —z
o e(1—v?) T —ut 0 —vy —vZ
Fh(a) = —
GoP+ @2 |
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Graphisch ergibt sich also folgendes Feldlinienbild fiir eine bewegte Ladung
(elektrisches Feld):

(Die dritte Raumdimension (z-Richtung) ist in der Zeichnung unterdriickt.)

Das Coulombfeld ist also senkrecht zur Bahn dilatiert, in Bewegungsrichtung
hingegen kontrahiert. Die Aquipotentialflichen, die im Fall der ruhenden La-
dung Kugeln (hier: Kreise) sind, werden zu Rotationsellipsoiden deformiert.
Der Effekt nimmt mit steigender Boostgeschwindigkeit zu.

Das Magnetfeld zeigt ein analoges Verhalten in den Komponenten senkrecht
zur Bewegungsrichtung, das Feld in Bahnrichtung verschwindet.
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3.2 Der ultrarelativistische Limes

Wir stellen uns nun die Frage nach dem Feld einer mit Lichtgeschwindigkeit
bewegten Punktladung; d.h. wir betrachten den Limes der Boostgeschwin-
digkeit v — 1.

Fiir alle Punkte, die nicht auf der Hyperebene = t liegen, kann der punkt-
weise Limes v — 1 leicht ermittelt werden. Der Zihler und der zweite Term
im Nenner der Feldstdrkenkomponenten gehen jeweils gegen 0, der erste Term
im Nenner bleibt aber fiir  # ¢ endlich. Es gilt also :

lim El = lim Eg = lim Eg = lim BQ = lim Bg =0
v—1 v—1 v—1 v—1 v—1
Val = (£,2,y,2) wo Z # T (punktweise)

Der ultrarelativistische Limes fiir die Punkte Z = t hingegen erfordert eine
genauere Betrachtung.

Die obige Diskussion des Feldes der bewegten Ladung legt folgende heu-
ristische Vermutung nahe:

El — 0, EQ,Eg,BQ,BgH(s(i‘—E) (’U—>1)

Wir diskutieren die Limiten der einzelnen Komponenten des Feldes getrennt
und berechnen punktweise Limiten, wie auch Limiten in D’(R*), d. h. wir fas-
sen die einzelnen Felstirkekomponenten als Funktionenfolgen (parametrisiert
mit v) in Llloc(R4) auf und berechnen disrtibutionelle Limiten.

3.2.1 Die Feldstiarkenkomponente in Bewegungsrichtung
Behauptung 3.1 E; verschwindet im punktweisen Limes

Fiir die Punkte T # t ist alles klar, und weiters gilt:

o ez (1—v?) (1—v
E(t=1y72) = ((1—1))257?2(-1-(1—1)1)((1"'”)) Rk

- eZ(1—v)2 (14+v)
= TP (=)@ + (1))

1—v)1/2 14+v)ex
= ((1(_v)zl+(§+v)272)3/2 —0 (v—=1)

Behauptung 3.2 lim £y verschwindet auch in D' (R*)
(d.-h. (Fg,(t,2,9,2),0(t,%,7,2)) = 0 € C, Vo € D(R))
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Zunichst betrachten wir £y nur als Funktion von z. Es gilt:

b n n b Tr—v 'U2 —
afEl (t,z,9,2)dz L{ (= Uﬂz_P(l(l Uz)p)z)s/z dz
— - (1-v?) b

a

V(@E—vt)2+(1-v2)p?
Daher: |[E1(Z)|1 = [Z | E1|dz= [ — [ = \/1 —v?
z>vt  T<vt
Sei nun ¢ € D(R*) und 0.B.d.A. tr(p) C [-N, NJ*, dann gilt:

)) |

| (Fg,(t,2,7,%), (T

<
Y

T—v —v? T = — =\ Jf = J— J=
=[S/ ((i_gﬂzle(ivz)p)z)wz p(t,z,y,2)dt dzdy dz |

Tr—7 U2 — T 71— —
<[/ (@ 5,5)2_5)1(1”2) 2)3/2 | l¢lloo dz] dt dydz

N N N
< el f f f 2VI—tRdidydz
—N—-N-—-N

2 R
= [l#lloo gof VI =2 pdpdg

= 87RN|¢|oV1l—2v2 —0

3.2.2 Die Feldkomponenten normal zur Bewegungsrichtung

Wir behandeln nur die Komponente Ejy; die Limiten der anderen Funktionen-
folgen konnen vollig anlog berechnet werden. Zunéchst betrachten wir den
punktweisen Limes.

Behauptung 3.3 Ej divergiert punktweise auf der Hperebene T = t.
o or = =y e(1—v?)j
EZ(t =Y, Z) T 0—0)B2 (@ (1—v)+(140)p2) B2

e(140)7
V1—v (Z2(1—v)+(1+v)p?

o

Dieser punktweise Limes sagt zunichst nichts tiber den Limes in D’ aus; er
liefert aber einen Anhaltspunkt. Zur Berechnung des distributionellen Limes
bendétigen wir den folgenden Satz:
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Satz 3.1 Sei die Funktionenfolge f, € Ll p(R4) (0 <wv<1). Firtyy,z fir
setze: gV* () := fult, 2,9, 2), (Vv)

1. Es gelte:

(i) GW*(z):= f bz (€) de — O(t) + const  punktw. fast iiberall
x0

firv—1

(i) |G |< h(z) € L, (R) Vv

loc

Dann folgt:
AL D'(R) (v—1)

2. Falls auch: | G¥*(z) |< h(t,z,y,2) € Lloc(R4) Vv, dann gilt:
Fy(t,z,y,2) = d(z —t) @ 1®1 in D(RY) (v—1)
Bemerkung. Mit §(x — t) ist hier folgende Distribution in D’'(R?) gemeint:

(0(x —t), 0 /gptt

Achtung: 6(z —t) darf nicht mit §;(x) € D'(R) verwechselt werden! ({§;, p) =
p(t)) Fiir eine genaue Definition von é(x —t) als Zusammensetzung d o f (wo
f die Koordinatentransformation (z,t) — x — t) siche Anhang: Koordinaten-
transformationen und Pullback von Distributionen.

Beweis.

1. Wegen (i) konvergiert F, tv= punktweise fast iiberall (d. h. auBerhalb
einer Lebesgue- Nullmenge) gegen die Sprungfunktion + const. Sei ¢ €
D(R), so folgt aus (i7):

Dabher ist der Lebesgueschen Satz iiber dominierte Konvergenz anwend-
bar, der die Vertauschbarkeit von Limes und Integral garantiert:

lim/GZyz(:n)gp(x) dx = /(lime}yz(x))gp(x) dz

Daher konvergiert F - auch in D’(R) gegen die Sprungfunktion +
const. und wegen Satz 1.7(i74) gilt: Fétyz = F = — 0 in D'(R).
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2. Sei p € D(RY), UW*(x) := o(t, x,y, 2) fiir t,y, z fix, so gilt:
(Frooo) = [ 1] 1[ 9(0) 9% (@) da] di dydz

= (Fys, W) — WW2(E) = (8, 8.y, 2)
(wegen 1.)

Weiters gilt:

| g (@)W () |=| GIY* () W (x) [, — [ GIY* () s WLy ()l |

0
< [ Gy (a) 9 (z) [< [h(t,2,y,2) | Pt y2) |
€L} (R%)Yv nach Vorraus.

loc

Und so koénnen wir wieder den Lebesgueschen Satz iiber dominierte
Konvergenz anwenden und es folgt:

[ 1) gt (x) W™= (2) da] dt dy d=

— [ [ [ttty z)dtdydz = (0(z—t) @1®1,¢p)

Behauptung 3.4 hm By (t,z,7,2) = 2e(z —t)®@ % € D'(RY

B}

Wir zeigen, dafl die Vorrausetzungen fiir Satz 3.1 erfilllt sind. Es geniigt
statt der Bedingung (ii) die stirkere Voraussetzung aus 2. (] G%*(z) |<
h(t,z,y,z) € Lloc(R4) ) Vv zu zeigen.

Zunéchst zeigen wir (i):

e(1-v?)gy
((E—vi)2+(1-0?)p?

—a

Ey(t,t,9,2)dt =

—a

57z di

|

xTr—

_ ey (i) R z
o

2\/(1‘ vt)2+(1—v2)p2?

|n>
[V ]

B
il

|
N’|<ﬁ|

g0z —1t)—0(t—1))

o
Auflerdem gilt:

022 >
P ) e

(denn: [ [ B dydz = [ [ 22532 pdpdyp)

oo €Y 1 e
| [ Baa )= L2 < S ule Ly (RY

Also erhalten wir:
lim Es(t,7,7,2) = 2e6(z — 1) ® % in D'(RY)
v— P

(oder kurz geschrieben: —(5(3: —1))
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3.2.3 Der Feldtsirkentensor

Fassen wir nun wieder alle Feldstdrkekomponenten zum Feldstirkentensor
zusammen, so erhalten wir als Ergebnis den ultrarelativistischen Limes des
Coulombfeldes:

o O
o O
|
QL
[
N W
|[\:>
N[ o
=d
S]]
)

lim FF(2%) =

v—1

IS N~
SIS~
o o
o O

s}

Im néchsten Abschnitt werden wir den Energie-Impuls-Tensor des Coulomb-
feldes und seinen ultrarelativistischen Limes behandeln. Fiir diese Aufgaben-
stellung ist es giinstiger, Nullkoordinaten zu verwenden. Zum Abschluf} dieses
Abschnitts berechnen wir daher den Limes des Feldes in diesen Koordinaten.
Wir fithren also folgende Transformation (Koordinatensystem I , Koordinaten

Ul = (u,v,7,z) durch:

_|_

Il
8l

—
~ 8I

u:
v

| |

—
—

I
S]]

In diesen Koordinaten nimmt der ultrarelativistische Limes des Feldstarken-
tensors des Coulombfeldes folgende Form an (wobei es gleichgiiltig ist, ob die
Koordinatentransformation vor oder nach dem Grenziibergang durchgefiihrt

wird):

00 0 0
00 —y —2z |4e
ik N
g = | o)
0z 0 0

Bemerkung. Die Distribution w = §(z — t) € D'(R?) transformiert da-
bei durch Verkniipfung mit der Inversen der Koordinatentransformation f~!
(Diffeomorphismus, siehe Anhang) und geht daher zunédchst in die Distribu-

tion f~1*w € D'(R?). Es gilt aber:

w,p(u,v)) = (0@ —t)o [~ p(u,v))
) !detf'D 2 [o(f(t,1))dt
2[p(0,2)dt = [¢(0,v)dv

(T
= (3a — 1), (S,

und somit: f/_T*w =d(u)®1
Genauer miifiten wir also oben lim F' = ...J§(u) ® 1 schreiben, da lim F' €

D'(RY).
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3.3 Der Energie-Impuls-Tensor

Nun wenden wir uns dem Energie-Impuls-Tensor des Coulombfeldes und sei-
nem ultrarelativistischen Limes zu. Allgemein ist der kovariante (symmetri-
sche und spurfreie) Energie-Impuls-Tensor Tji eines elektromagnetischen Fel-
des F'* folgendermafen definiert:

1
AnTig = FuF' — ik Fion P

Die Komponenten des Feldstérkentensors gehen also quadratisch in den
Energie-Impuls-Tensor ein.

Da die Multiplikation von Distributionen nicht definiert ist, konnen wir den
ultrarelativistischen Energie-Impuls-Tensor des Coulombfeldes nicht einfach
durch Einsetzen des Limes des Feldstidrkentensors in obige Formel berech-
nen. Versucht man dies trotzdem, so erkennt man, dal im Sinne der Distri-
butionentheorie nicht definierte Terme entstehen. Da der Feldstérkentensor
im Limes Komponenten beinhaltet, die proprtional zur é-Distibution sind,
treten im so berechneten Energie-Impuls-Tensor formal Quadrate von ¢ auf
(in den gewéhlten Nullkoordinaten nur die 7}, = T55-Komponente), die aber
im Rahmen der ’klassischen’ Distributionentheorie nicht definierbar sind.

Wir schlagen daher einen anderen Weg ein und berechnen den Energie-
Impuls-Tensor des Coulombfeldes und fithren den Boost durch. So erhalten
wir fiir die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors, wie schon frither fiir
die Komponenten des Feldtensors, durch die Boostgeschwindigkeit v para-
metrisierte Funktionenfolgen. Dann betrachten wir den Limes dieser Funk-
tionenfolgen fiir v — 1.

3.3.1 Der Energie-Impuls-Tensor des Coulombfeldes

Zur Berechnung des Energie-Impuls-Tensors des Coulombfeldes aus dem kon-
travarianten Feldstarketensor schreiben wir:

ArTe = NamisieFT F = Ynny g FTUE™
= Ninunek FCF — i FE™
Der zweite Term 1&3t sich wie folgt umformen:

2T EE™ = 30 (000 FOT E™ + oo FOF)

1 O0a 0o _ 1 2 _ 1 2
—5NikNaa " F°Y = =505 22T Naa = FNikx
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Damit ergeben sich die Komponeneten des Energie-Impuls-Tensors zu:

47T

47TTOa

drTop

0 0_1 2
n00Maanoo F* F'Y — Sniktx

2 2
e a.Q 1 e
76 o™X o Nik

2

naanllnﬁﬁFalFlﬁ - %na,@%
2
naanoonﬁﬁFaoFO'B + %604,6:_4

2 2
€ (6% € (e s’}
— 5 a;ﬁ—l—éaﬁ—rsx x

58

Somit erhalten wir also insgesamt fiir den Energie-Impuls-Tensor des Cou-

lombfeldes:
7,2
0
2
4nT = 5
1 o0
0

0 0 0
—2? 4 9% + 22 —2xy —2xz
—2zy 2 —y? + 22 —2yz
—2zz —2yz 2?4+ y? - 22
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3.3.2 Der Boost des Energie-Impuls-Tensors

Bei Durchfithrung des Boostes transformiert sich der (kovariante) Energie-
Impuls-Tensor kontragredient zum (kontravarianten) Feldtensor; es gilt:

T (a®) = Li ' L Ty (2
wobei: Li,L;7 = 6,7 = L, L;

Daraus erhélt man fiir den Energie-Impuls-Tensor des geboosteten Coulomb-
feldes:

- 02(1—v2)2
AnT(x') = ((g—g_vg)z(},_(l_)vz)pz):a

1((z —vt)’+ —vp? (z — vt)vy (z — vt)vz
H+ %))
ot —M@-ed- —(@— g (& — o)z
—(1+2)p?)
(z—vloy  —(Z—0b)y 5(( —vl)*+ —(1-v*)gz

+(1 =) (2 = 7%))

(Z — vi)vz —(z —vt)z —(1-vH)yz 1((z —vt)*+
+1 =) (7 - 2)

Wie bereits angedeutet, ist es giinstig nun zu Nullkordinaten iiberzugehen,
da der durch formales Einsetzen des ultrarelativistischen Feldes gewonnene
Energie-Impuls-Tensor in diesen Koordinaten nur in der Tj5-Komponente
ein undefiniertes Produkt §2(u) beinhaltet. Wir fiihren also wiederum die
folgende Koordinatentransformation durch:

f:

_|_

~ 8I
Il
&I

u:
(O

I
&I
SalIES N

—
—

Der Energie-Impuls-Tensor transformiert wieder kontragredient, diesmal mit

1 -1 0 0
der Matrix (1) (1) (1) 8 und berechnet sich zu:
0 0 0 1
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ATy = 2((:7:—5{2)(21;(112—)12;2»2)3
1(1+0)*p° (z —vt)? (14 v) (7 — vh)y (14 v)(F — vz
3(& —vb)? 3(1—v)?p® —1-v)@—-vt)y —(1-v)(@-0t)z
1+v)(Z—vhy —(1—v)(7— vy (7 — vb)*+ —2(1 - vH)gz
+(1 =) - 7)
1+v)(F—-vD)z —(1—0v)(F—v)Z —2(1 —vHgz (z —vt)*+

+(1=*) (7 - 2*)

3.3.3 Der ultrarelativistische Limes des Energie-Impuls-Tensors

Analog zum Feldtensor kann fiir alle Punkte, die nicht auf der Hyperebene
Z = t liegen, der punktweise Limes v — 1 leicht ermittelt werden. Der
Zahler und der zweite Term im Nenner der Komponenten des Energie-Impuls-
Tensors gehen jeweils gegen 0, der erste Term im Nenner bleibt aber wiederum
fiir  # ¢ endlich. Es gilt also:

Fiir die Punkte & = ¢ ist wiederum eine genauere Betrachtung notwendig.
Generell bemerken wir, daf§ die Funktionenfolgen (7;), nicht in Llloc(R4)
liegen. Dies liegt daran, daf§ durch das Quadrieren die 1/p-Potenzen, die
im Feldtensor noch beherrschbar waren, nun zu stark anwachsen (1/p" ¢
Llloc(Rz) firn>1lundz B.y/p" & Llloc(Rz) fiir n > 2). Wenn wir also dis-
tributionelle Limiten betrachten wollen, miissen wir uns mit D’(Q) begniigen,
wobei die Grundmenge auf Q := R*\ {p = 0} eizuschriinken ist.

Zunichst betrachten wir die punktweisen Limiten. Da der Faktor 47 aus der
Definition des Energie-Impuls-Tensors fiir unsere Rechnungen vollig unerheb-

lich ist, ignorieren wir ihn im Folgenden.

Behauptung 3.5 Fir die punktweisen Limiten auf der Hyperebene T = t
gilt:

1. lim Ty =lim Ty = lim Ty = lim Tj5 = 0

v—1,7=t

2. lim Ty =lim Tz = lim T55 = lim T55 = lim T55 = endlich

v—1,7=t
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3. lim Ty = divergent

v—1,z=t

e2(1—v)*(1+v)2z2

Tt =2.9.2) = qpEeaiawer 0
T3t =2,9,2) = 4(1_5)23((1537(%i(3ﬂv()12£i)p2)3 — 0
Tt =2.9.2) = speigitegey 0
Tiz(t =2,y,2) = analog Tj5 — 0
Tt =2,9,2) = 2(1—5)23((1%?{3—%;0()134%?))p2)3 - %
Tyt =2,79,2) = analog zu Tg; — 522;”62
Tt =292 = sty 0

+ 2(16i(111)§(1223((11j5))i((21:%?2)3 - eZ(znggz)
Tt =295 = rptregsaerr — F
Tyt =12,9,2) = analog zu T5s; — 62@22[;22)
Tt =2,9,2) = 4(1_5)23((19-0_2182_(3;11)()31),)2)3 —

Nun wenden wir uns dem Limes in D'(Q) zu:

Behauptung 3.6 Alle Komponenten des Energie-Impuls- Tensors, mit Aus-
nahme der Ts5-Komponente, verschwinden im ultrarelativistischen Limes in

D(Q).

Wir betrachten zunéchst nur die Komponenten 757, 131, T35, 153, 155, 153
und T35 und fithren 1-Norm-Abschétzungen, analog zur Abschitzung von Ey
im vorigen Abschnitt durch; das heifit fiir die Funktionenfolge f, berechnen
wir || fy(x)]|1, die 1-Norm in nur einer Variablen (hier: ) und verwenden dann
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folgende Abschitzung (¢ € D(Q)):

I////fvfigé (t,7,y,z)dtdz dydz |

tr(so

e/ /] / |1, da] didydz

tI‘(&p ﬁ—’
Il fo ()12

| (F ) |

IA

Ist || fu(x)| dann in den restlichen Variablen iiber den Tréger der Testfunktion
¢ integrierbar und konvergiert das Integral (punktweise in C) gegen Null,
dann verschwindet lim Fy, in D’(9).

O.B.d.A. kénnen wir fiir p(f,z,7,2) = o, 2,p,¢6) € D(Q = R*\ {p =
0}) (wobei p,¢ Polarkoordinaten sind) folgenden Tréger annehmen: ¢,z €
[N, NJ, ¢ €[0,27] und p € [rg,r1] wobei 0 < ro.

Der Ubersichtlichkeit wegen verwenden wir folgende Abkiirzung: [ | := (z —
vt)? + (1 —v%)p?

e lim, .1 T5; = lim %@ﬂ

T 62 —1)22 o0 T—v 2 B
|Toi (@)l = _f | Toydz | = (14 ) _f ([ }? Js
Cl ¢ T il N ) (i)

- 1 {_4[ RARE R v

1 z—vt o0
+8(1—U2)3/2p3 arctan ( /71—1;2;)) }_OO

— 1
= 040+ oyl

Und weiters:

r1 27
///HT()i M1dzdydz = &_gm i
0

tr(so
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e lim, ,; T57 = lim 62(1_12[)2(?3—0)202

2 U v
Ty = Sl=wilsns / dz)l P
/(B2 )29%)

3re?(1—v)3/2
32p3y/1+v

Also: ||T37(z)|l1 — 0 und die restliche Integration liefert wiederum nur
zusétzliche Konstanten.

—e2(1-v2)2(1—v) (F—vD)g

 fmo Ty = T 2[ P
- 2(1_0) 17
IT35(2) [ = e(TZ)Iy\

— 0 und Int. liefert nur Konstanten

e lim, ., Tj5 analog 7zu Tj;

—1 =P - =)y

o lim, 1 Th = lim( 2Ty + T
———

—0eD’

2(52_ 2
||“,||1_M,/1 2

16 p°

Also geht die 1-Norm des 2.Terms in Z gegen 0 und die Integration ist

wieder harmlos. Daher erhalten wir insgesamt: lim 755 = 0 € D’(Q)
. . _e2(1—-12\355
[ hrnv_)l Tig = lim W

_ 3me?
ITss @) = ZEVT=0?

— 0 und Int. liefert nur Konstanten

e lim,_,; 755 analog zu 1535

e Von den verbleibenden Komponenten (Tj;) und (753) behandeln wir
nur (Tg3) (die andere vollig analog).
Hier fiihrt die || l1-Abschitzung nicht zum Ziel; sie ist zu grob:

_ 2(1+v)
I(Tas (@)1 = U 40
Wir miissen daher anders vorgehen und verwenden eine Variante des

Satzes 3.1. Wir zeigen, daf die Stammfunktion in Z von T3 punktweise
fast iiberall gegen 0 geht und geben eine Llloc(Q)—Abschiitzung wie im
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Satz. Dann konvergiert Tg; in D'(Q2) gegen 0.
Zunéchst gilt:

T I 7 — = . e2(1—v2)2 )i i ”
Tt 4,9,2) i = L0 G ?Sd

—e2(1-v2)?2 (1+v)7
8 I?

— QauBeraufz =1t

AuBlerdem erhalten wir die Abschitzung:

7 . N 1. _ e2(1—vH)2(1+0)|y] 1
(Ty5)(t, 2,9y, z) di: = Z—vt
’ f 02 ’ 8 (1—v2)2p4 (1+ ((17712’5));2 )2

< e (@w

Behauptung 3.7 T55 hat in D'(Q) keinen Limes.
Wir brauchen nur zu zeigen, dafl ein ¢ € D(Q) existiert mit: (55, ) — oo.

Wir wihlen ¢ = 1/p? auf 2, € [-N, N], ¢ € [0,27] und p € [ro,71] (wobei
0 < rg), und ,,aulen ” glatt gegen Null, dann gilt:

(Fr,p) = ////T@@(ﬂiﬂ@)w(f,f,p,QS)dfd:ipddeS
——

21 1

21402 (1—p2)2 ¥ 21 -
%I f[//p—3—2pdpd¢]dxdt
-N-N 07‘0[ ]°p

v

—2r/(4(1-v?)[ 12 [rg

N
_ dstepand) [ / Lomar) ar

8 B [ ]2 T0
T—vt |7"1,N
A=) ] Iro—N

arctan LM)
+ (\/ I*UZP |T17N
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N —
—e2m(14v)? / (l‘—’[)f) |7‘1,N df

16 p? [ ] ro,—N
-N
—(1/2v)In([ 1)
N _ 7 r1,IN
' 1—0203 —N mp ro,— N

—(1/v)(Z — vt) arctan \Z:—i’;p

+(VI=0%p)/(20) (1 + )

27 (1402 N,N
et ([ ) Ny

e2m(14v)2 (Z—vl) z—vt |r1,N,N

Ir I
16 v p3yv/1—02 arcta Vi—vZp ‘ro,—N,—N

e2m(14v)>2 (Z—vt)? r1,N,N
BTy (1"’(1_@2),)2 lro—N,—N

Fiir v — 1 divergiert der 1.Term und somit: A lim1 Ty, € D'(Q)
V—

Fassen wir nun alles zusammen, so erhalten wir fiir den ultrarelativistischen
Limes des Energie-Impuls-Tensors des Coulombfeldes in Nullkoordinaten:

A0 0 0

0 ... ... 0
imTy = | : in D'(Q)

v—1 ik
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3.4 Diskussion des Ergebnisses

Obiges Ergebnis ist zundchst nicht verwunderlich, denn berechnet man formal
den Energie-Impuls-Tensor aus dem ultrarelativistischen Feldstérketensor, so
ergibt sich:

1 0 0 O
- 0 42
Ty (lm FF) = | . 7 52 (u)
o ... ... 0

Auf den ersten Blick fillt also an dem Ergebnis auf, dafl offensichtlich in die-
sem Falle die Limesbildung mit der ,, Multiplikation” (d.h. Berechnung des
Energie-Impuls-Tensors - ist aber als Multiplikation in D’ nicht definiert) ver-
tauscht. Das Auftreten der undefinierten GroBe 62 spiegelt die Nichtexistenz
des Limes der Tj3-Komponente in D'(Q2) wieder.

Die ,,Kommutativitdt” von Limesbildung und ,,Multiplikation” ist aber ,,zu-
fallig”. Wir werden im n#chsten Kapitel sehen, daff Funktionenfolgen f, €
Llloc existieren mit f, — 0 € D', aber f2 — § € D’'. Vergleiche dazu auch
Satz 2.22.

Es ist also der ultrarelativistische Limes des Energie-Impuls-Tensors des Cou-
lombfeldes im Rahmen der klassischen Distributionentheorie teilweise nicht
berechenbar bzw. nicht einmal formulierbar.

Im letzen Abschnitt dieses Kapitels diskutieren wir die Situation aus dem
Blickwinkel der Colombeauschen Theorie.

3.4.1 Aus der Sicht der Colombeau-Theorie

Als erster Schritt ist es notwendig, die Funktionenfolgen (F% ), in die
Colombau-Algebra G(€) einzubetten, um dann den Energie-Impuls-Tensor
in G zu berechnen. (Wir verwenden hier diese mathematischere Schreibweise
fiir (verallgemeinerte) Folgen von Funktionen und schreiben (f,),, falls wir
nur allgemein eine dieser Folgen 0 < v < 1 meinen.) Da in der Algebra G kei-
ne Topologie zur Verfiigung steht, um Grenziibergénge durchzufithren (siehe
Abschnitt 2.6), ist die einzige sinnvolle Moglichkeit der Einbettung die, eine
ganze Folge (z.B. (FY?),) als eine Colombeau-Funktion (u). einzubetten.
Nur so konnen wir die ganze Information des unterrelativistischen Falles in G
iibersetzen. Einbettungen von einzelnen Funktionen mittels Mollifier werden
hier der Situation nicht gerecht.

Aber diese angestrebte ,,Einbettung” (im strengen mathematischen Sinne kei-
ne Einbettung, da nicht injektiv), d.h. die Quotientenabbildung

cCe)! — G(Q)
(fv)v = (fv(s))e+N(Q)
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ist nur fiir glatte Funktionenfolgen definiert. Im Nenner aller in der Rechnung
vorkommenden Folgen tritt aber der Term (z — vf)? + (1 — v?)p? auf. Das
hat zur Folge, daf} jedes einzelne f, auf {z = vt} x {p = 0} nicht definiert
ist. Um also die gewiinschte ,,Einbettung” zu erhalten, miissen wir den Defi-
nitionsbereich weiter einschriinken; nimlich auf Q := R*\ {z = vt (0 < v <
1) Ap=0}.

Nun setzten wir v(e) = 1 — € und erhalten, da die Wachstumsbeschriankungen
fiir € — 0 erfilllt sind (G(Q) = Epm(Q) /N (Q)!), die gewiinschte ,,Einbet-
tung”:

(fv)v = (fv(e))e +N(Q) € Q(Q)

Wir kénnen die gesamte Situation in folgendem Diagramm darstellen:

L (@) — ()
) — Ffv lim Ffv
Lty I
o=@ - g(Q)
(fv)v = (fv(s))e +N(Q); LQ(limeu)

Bisher haben wir einzelne Funktionen (f,) € Lll0 . (trivial) in D’ eingebettet
und distributionelle Limiten berechnet. Der Colombeausche Zugange erfor-
dert es jedoch, ganze Funktionenfolgen (f,), € (C*)! als eine Colombeau-
Funktion (fy())e + A mittels der Quotientenabbildung ,einzubetten”.
Andererseits kann der distributionelle Limes lim Fy, mittels t5 (d.h. im we-
sentlichen Faltung mit einem Mollifier p,, die x; werden hier vernachléssigt)
in die Colombeau-Algebra eingebettet werden. Diese Einbettung ist jedoch
von der Wahl des Mollifiers abhéngig und beinhaltet damit eine groffe unphy-
sikalische Freiheit, eben in der Auswahl des konkreten p € S(R*). (Um diese
Freiheit durch physikalische Argumentation einzuschrianken, konnte man z.
B. fiir Ey fordern: (Eyy())e + N(Q) = 14(lim Fg,) = (im Fg, * pc)e. Es ist
mir jedoch nicht bekannt, ob ein p € S(R*) mit den Eigenschaften eines
Mollifiers existiert, das diese Forderung erfiillt.)

Nachdem wir also alle (Fi¥), erfolgreich als (Fglfe))e + N(Q) in G(Q) ein-
gebettet haben, konnen wir in der Colombeau-Algebra den Energie-Impuls-
Tensor berechnen. (Die Multiplikation in G(2) ist komponentenweise defi-
niert.) Allerdings kénnen wir in G(2) weder lirn(sz‘E“E))6 noch lim(Tig (e )e
berechnen. Als |, Ersatz” dafiir steht uns in der Colombeau-Algebra das Kon-
zept der Assoziation zur Verfiigung.

Ubersetzen wir unsere Rechnungen in die Sprache der Colombeau-Algebra,
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so haben wir nach Abschnitt 3.2.3 in G(Q):

00 0 O
F* = (Ff) +N@) ~ | 2 PN ga(u) Vi, k
0z 0 O
Und ebenso gilt nach Abschnitt 3.3.2 in G(Q):
Ti = (Gioe)e +N(Q) =~ 0 V(i,k) #(0,0)
Ty = (Tyou)e+N(Q) = —(1/4) (FR)?+ (F)?).

Tsg besitzt keine assoziierte Distribution. Bei der Berechnung der Tj-
Komponente fallen wir also aus der Menge der Colombeau-Funktionen mit
assoziierter Distribution heraus. Schematisch kénnen wir die Situation in fol-
gendem Diagramm darstellen:

Die Colombeau-Funktionen, die selbst schon Aquivalenzklassen (u)+N ()
sind, werden durch die Assoziation zu gréfleren Klassen zusammengefaf3t
(,,groberes Hinschauen”). Diese grofieren Klassen konnen (miissen jedoch
i.a. nicht) ein Element 15 (w) fiir ein w € D'(Q) enthalten. Daher kann (aber
mu$ i. a. nicht) eine Colombeau-Funktion eine assoziierte Distribution (einen
distributionellen Schatten) besitzen.
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Wir haben also folgendes gezeigt:

1. Alle Komponenten des Feldtensors besitzen entweder 0 oder ¢ als dis-
tributionellen Schatten.

2. Alle Komponenten des Energie-Impuls-Tensors (diese sind ja Produkte,
die aus den Komponenten des Feldtensors gebildet werden), mit Aus-
nahme der Tj3-Komponente, besitzen 0 als distributionellen Schatten.
Das muf} a priori nicht so sein, da die Assoziation nicht mit der Multi-
plikation in G vertréaglich ist (siehe 2.21)!

3. Die T55-Komponente hingegen ist zu keiner Distribution assoziiert (75
ist ein Vampir). Das bedeutet, daf}

(Tsg o) = —(1/4) ((F)3))? + (Fi}))?)

zwar in Q(Q) existiert, aber ein Objekt ist, das nur in der Colombeau-
Algebra Sinn macht.

Zusammengefafit kann man also sagen, dafl der grofie Vorteil der Colombeau-
Theorie darin liegt, daf} sie einen Rahmen zur Verfiigung stellt, in dem die
vorkommenden Objekte (die Komponenten des ultrarelativistischen Energie-
Impuls-Tensors, insbesondere die T3-Komponente) definiert sind; man kann
also ,,iiber die Dinge reden”. Des weiteren kann man in der Colombeau-
Algebra mit den T eine grofle Klasse nichtlinearer Operationen ausfiihren
und sogar partielle Differentialgleichungen betrachten. Dabei ist es durchaus
moglich, dal das Ergebnis einer Rechnung eine Coulombeau-Funktion mit
distributionellem Schatten ist; man also nach dem Ausfiihren nichtlinearer
Manipulationen in G wieder auf Distributionenniveau zuriickkehren kann.

Die Colombeau-Theorie beantwortet aber nicht die Frage: ,, Was ist 62 ?”
62 besitzt keine assoziierte Distribution (siehe Abschnitt 2.6) und ist deshalb
ein Objekt, das ausschliefilich innerhalb der Colombeau-Algebra | lebt”; §2
kann in sinnvoller Weise kein distributionelles Objekt zugeordnet werden.
AuBerdem ist in der Colombeau-Algebra die , konkrete” Gestalt von 62 von
der Einbettung ¢ : D' — G, also von der Wahl des Mollifiers p abhingig.

Da wir hier keinen physikalisch motivierten Mollifier zur Verfiigung haben,
kénnen wir auch nicht die Frage beantworten, ob T55 zu 62 assoziiert ist.
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4 Boost und ultrarelativistischer Limes der Reiss-
ner-Nordstrgm Losung

4.1 Boost und Limes der Geometrie

Die Reissner-Nordstrgm Metrik beschreibt das Gravitationsfeld eines Punkt-
teilchens der Masse m und der elektrischen Ladung e und lautet in Schwarz-
schild-Koordinaten:

2 2 2
dszz(l——m+e—2)dt2—(1——m+
T T T

f)—1 dr? — r2dQ?

r2

wobei: dQ? = d¥? + sin? 0 dp?

Fir die Durchfithrung des Boostes ist es jedoch giinstiger, isotrope Koor-
dinaten (ds? = goodt? — g11(dr? + 72d9?)) zu verwenden. Wir fithren daher
folgende Transformation der radialen Koordinate durch: r = 7 (1+%2 + %26—2)
Und erhalten:

2m e? m  m?—e?
ds* = (1— ==+ 5 —)dt* —(1+ — + ———
( 7(T) - r2(f)) T+ P e
Nun fiihren wir zur radialen Koordinate 7 gehérende, asymptotische kartesi-
sche Koordinaten ™ = (t,z,y, z) ein (72 = 22 + 32 + 22) und wenden eine
geschwindigkeitsabhéngige Lorentztransformation in z-Richtung (Boost) be-
ziiglich dieser neuen Koordinaten an:

)2 (dF? + 72d0?)

t— = y(t+vz)
x — &= vy(x+ot)
y— 9=y
z— 2=z

In den neuen Koordinaten 2" = (t, Z,7, 2) nimmt die Metrik folgende Gestalt

an:
62

ds* = (1— 2 + 55) 7° (df — vdd)?

2

(14 o2 (2 — udf)? + dy? + d£2)

= goo(7) Y2 (df — vd£)? — g11(7) (Y2(dd — vdf)? + dy? + d£?)

mit: goo(F) = (1 — 25 + 75)  gu(F) = (1+ 2 + =)’

und: 72(2"™) = 42(¢ — vl)? + y? + 22

Nun konnen wir darangehen, den ultrarelativistischen Limes (v — 1) durch-
zufithren; dabei setzen wir:

m:p\/l—fz)?:%

p?

e? = p? 1—1)2:7
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wobei die Momente p und p, beim Limes v — 1 konstant gehalten werden.
Die Reskalierung der Masse verhindert, da} die Energie des Teilchens im
Limes v — 1 wegen der endliche Ruhmasse m divergiert. Wir halten also die
totale Energie p des Teilchens konstant wiahrend die Ruhmasse gegen 0 geht
(siehe Aichelburg und Sexl [11]).

Die Reskalierung der Ladung wird analog dazu vorgenommen, ist aber phy-
sikalisch nicht so gut motiviert, wie die der Masse (Loust6 , Sanchez [14]).
Die Rechnung zeigt, dafl gerade diese Reskalierung (Ladung um den Faktor
(1 — v?)Y/* langsamer gegen 0 als die Masse) das Konvergieren der Funk-
tionenfolgen in D’ garantiert!

Unter Verwendung der Identitit: 42 (df — vd#)? — df? + di? = ~*(d# — vdf)?
schreibt sich die Metrik:
ds® = v*(goo () — g11(F)) (df — vd#)* + g11(F) (df* — di® — dy? — dz?)

Um den Limes durchzufiithren berechnen wir zunichst den Koeffizienten von
72, Es gilt:

_ 2
goo(r) = 1-— % + r2e(,:)
- 1= 2m e?

2_.2 _ + 2_c2 _
(1+%+%)7« (1+%+%)27‘2

22
_ (2—m2+4472)2 AP+ 5)?
= 22 —dmi—472)2 o 2
(e2—m?2—4mr—472) 4r4((1+%)2—4‘;2)2

2

2 2_
= (I+5 2 (1+ 2+ e

2

)—2
=: AB

Nun entwicklen wir B in eine Binominalreihe. Da wir nur am Limes v — 1
interessiert sind, behalten wir nur alle in (1—v) relevanten Terme und brechen
die Reihe nach der Ordnung 1/72 ab. So erhalten wir:

B = (1+24m=)=2— (] 4 X)2

(1+X)™2 = 1-2X +3X2-4X34 ...
m2—62
(43 +255)70 = 1=+ 2

+3 (% + 2 1 o(1/r)

—4( + O(1/i%))
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Und mit A = (1+ =222 = 1 4+ €222 1 O(1/7) erhalten wir:

2m 62 2m 3m 5e2m,

BA—1-21 AT
goo(T) = TE T T T 9 T o

2 2

o1/

Berechnen wir noch den riumlichen Metrikkoeffizienten bis zur Ordnung 1/7*:

2

gu(r) = (1+2+m55)°
2 _
= 1+___+37“2 +2r3_%+0(1/7‘4)

so erhalten wir schluBendlich fiir den Koeffizienten von ~?:

dm  3e? m? 2¢2m  2m3

=\ =) — 2 e et i <l 1 —4
900(7‘) 911(7') 7 + 272 + 272 73 + 73 +O( /7" )

Nun konnen den ultrarelativistischen Limes fiir diese fiinf Terme ermitteln
und beginnen mit der Berechnung der punktweisen Limiten.

Behauptung 4.1 Fir die Punkte & # t gilt:

24 _ 4
* lima 514 = g

o Die anderen Terme verschwinden im Limes v — 1.

Auf der Hyperebene & =t gilt:

e lim,_,; 724f” und 1im,_,1 7 dwergzeren

. 2 . 2 .
o lim, ,; 725”75 und lim,_,1 722%3m endlich

2m3 =0

e lim, ’yz

Der Ubersichtlichkeit wegen verwenden wir die Abkiirzungen:

[ ] = =)+ (1)
{ } = 221 —v)+ (1 +v)p?
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2 _ . {
L s v = R
_ p _
s pr T e Bt
2 2 1—02
7276;_2 pie\[/T — 0 T#t
_ p2V1—u? _
Ty 3y - x© =t
727;’—22 = p2([1—]112) — 0 x # t
_ p2(1—v?) p? _
= Oy gy o2 &=t
2 2(1_p2)3/2 , ,
,726F:13’)’L — Ppe[( ]13}/2 — 0 T #t
_ppP(1—v?)¥/? ppE L _ ¢
= g pr A T
3 3 1— 232 , ,
72% _ p[( ]:/2) — 0 FAf
3 232 ,
= p (1—v7) - 0 z=t

Als néchsten Schritt berechnen wir die distributionellen Limiten der funf
Terme. Da - analog zum Energie-Impuls-Tensor des Coulombfeldes - zu hohe
Potenzen von 1/p auftreten, und daher die betrachteten Funktionenfolgen
nicht in Llloc(R4) liegen, miissen wir die Definitionsmenge auf Q := R*\ {p =
0} beschrinken und Limiten in D’(Q2) betrachten.

Wir behandeln die einzelnen Funktionenfolgen getrennt.

Der 1. Term 7247”7’ besitzt direkt keinen Limes in D’(Q), aber man kann einen
Term abspalten, der zwar (fiir ¢ = ) singulér ist, aber nicht zum Riemann-
Tensor beitrigt, also fiir die physikalische Situation unerheblich ist. Es gilt:
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: 24m : 4
limaSE = lim {((ffvf>2+<ffv2>p2>l/2}
= lim { e ip , }
(& —vt)? + (1 —02)p?)/2 — ((& —vf)? + (1 —v?))1/2
(1)
dp
| i~ |
(2)

(2) ist der singulére Term, der nicht zum Riemann-Tensor beitrigt; wir wer-
den ihn spéater durch eine ebenfalls singulére Koordinatentransformation zum
verschwinden bringen. Diese Vorgangsweise ist zwar mathematisch nicht ganz
zufriedenstellend, aber rechtfertigt sich durch physikalische Argumentation
(die Kriimmung dndert sich nicht). Wir folgen hierbei streng der Argumen-
tation von [11] und [14].

Nach Abspaltung des singulidren Terms hat nun (1) einen Limes in D'().

Behauptung 4.2 In D'(Q) gilt:

4p
li . .
vt (& —vh)2 + (1 — 02)p2)1 /2 — (& — v)2 + (1 — 02))1/2

= —4pln p?§(¢ —f)
Wir verwenden Satz 3.1 und zeigen zunéchst (i):

Z —\ 1~ & 4 -
f (1) (l‘) dl‘ = f—oo ((i—vf)2+(1—v2)p2)1/217—((:7:—1){)2—#(1—1)2))1/2 dl‘

— 00

(1—v2)p24 (& —vf)2) /2 4 (6 —vf)
= 4p1n{ (1=v2)+(&—vf)2) /24 (&—vi) }

|&—£|+(£—1)
= (R )

B 4]){1111:0(:1:—15)>0

In,3" (£-%) <0
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Fiir den Fall (#—f) < 0 miissen wir also die Regel von de 1 Hospital verwenden:

d { (1=v?) >+ (& —vf) )/ 2+ (i —vi) }
dv " (1=02)+ (£ —0f)2) 2+ (—vd)

(1/2)(1=v?)p* +(E—=vi)*) /) (—20p® —26(d —vi)) ¢
(1/2)(1—v2)+(¢—0vf)2)(~1/2) (—20—2{(d—vf)) —f

6]V (= p? — &b +82)—£
[F— -1 (—1—¢i182)—¢ (v—1)

— (=) "L (P2 +E((—1))
—f+(E—) "L (1+E(f—4))

. 2
_fre= .
et _ g 2
—t+:t»+t 1/(:C—t)

Also gilt insgesamt (punktweise):

lim/ (1)(az)dx:{ 4p1?1p2 Ei:gzg }:4p1np29(t’—:e)

&
AuBerdem gilt die Abschitzung: | [ (1) (z)dz |<|Inp? |€ Llloc(Q) Yo
—0o0
Und so erhalten wir als Ergebnis:

lim (1) = —4pln p?5(¢ — ) € D'(Q)

v—1

Behauptung 4.3  lim,_,; %’yzf;—i = %pzp_lﬂ'é(:é — 1) in D'(Q)

Zunichst formen wir um:

. 2¢2 1 p2
lim, 1 7y 2 lim V2 (F—vi)2+p2
— lim v tp?

(& —vl)2+(1-v2)p?
Nun wenden wir wiederum Satz 3.1 an und zeigen zunéchst die Vorrausset-
zung (i):

-1,2

G = I e

&—vt

— 2,1
= pp arctan{mp}

= ppt {ge(:e -z (f—g&)} (punktweise)
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Auflerdem gilt: | G, |< pZE;r € Llloc(Q) Yo
Durch Ableiten erhalten wir nun das Ergebnis:

i 222C 32 s ) e D)

m-vy"= = = (& —

2’)’ 2 2pep

Dieser Term besitzt nur aufgrund der Reskalierung der Ladung einen Limes
in D'(Q2); ohne Reskalierung wire er divergent (analog der T55-Komponente

des Energie-Impuls-Tensors des Coulombfeldes im flachen Raum).

2

Behauptung 4.4  lim, .1 7225 =0 in D'(9)

272
Diese Behauptung zeigen wir wie schon frither durch eine || ||1- Abschétzung
(siehe Abschnitt 3.3.2, Behauptung 3.6).
2, 1—p2)p2 A
“72%(x)|’1 = ( g 2 f (f—vf)z—l—a(:l—vz)pz

—00

— a—ep? arctan( (¢ —vi) )Oo
2v/1—v2p V1—vZp

—00

2
_ mp )
= 3 1—wv

— 0 v—1, pktw.

Die Integration in den restlichen Variablen iiber kompakte Mengen C € (ty-
pischer Triager von Testfunktionen) liefert nur Konstanten und somit gilt:
lim7225 =0 € D/(Q)

Behauptung 4.5 lim,_; v? 2€r_23m =0 1 D'(Q)

. 0o .
V225 (#)]1 = 2(1—v?)*?pp? —{o ((f_vi)hjf_vz)pz)g/z
_ 2v3/2. 9 (#—vf) o9
2(1 v ) PDbe (1_v2)p2\/(i‘_vt’)z-}—(l—vz)P? ‘—oo

— 22 T2

02
— 0 v—1, pktw.

Die restliche Integration ist wieder harmlos und somit verschwindet der Limes
in D'(Q).
Auch dieser Term wiirde ohne Reskalierung der Ladung divergieren.

Behauptung 4.6 lim,_.; 722—7’27’33 =01in D'(Q)
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Diese Behauptung kénnen wir mit einer einfacheren Methode zeigen. Die
Funktionenfolge konvergiert punktweise gegen 0 und erfiillt die Vorraus-
setzungen des Lebesgueschen Satzes iiber dominierte Konvergenz, denn:

’ 22m3 ’ o 2(1—1)2)2]73 o 2(1—1)2)2])3
N (F R (R P (# — vf)?
(1—v2)3/2p3 l+———=75] 3/2
(1 —v2)p?
N———

pos.

< BVI-2 < Zerl ()

Also strebt auch das Integral von 72@ auf kompakten Mengen gegen 0, und
T
somit verschwindet der Limes in D'(€).

Die hoheren Terme in der Reihenentwicklung beinhalten noch hohere Poten-
zen von (1 — o) in Zdhler und somit gehen sie erst recht im Limes gegen Null
(punktweise und in D'(Q)).

Nun betrachten wir noch den Limes des Koeffizienten g1 (7), der ja als Faktor
vor dem flachen Anteil der Metrik auftritt. Es gilt:

2

_ 2 _
() = 1428 — 5+ 3+ 0(1/)

s T

Behauptung 4.7 Im punktweisen Limes gilt: g11(7) — 1

mo _ p _ (1—v)p
L I (T LR (D P
— 0 (v—1, & #7)
_ p(1—v)(14+v) , 7
= @aorae oy (E=)
L p-0)2a4y
= @orroE 0 =1
o2 2(1_42)3/2 i ,
m o= Fimiee 0 oLérd)

02040 o
Giormray (=)

PE(1=0)2 (140)?2
£(1—v)+(1+v)p?

— 0 (v—1)

Die héheren Ordnungen in der Reihenentwicklung fallen noch starker ab.
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Behauptung 4.8 Es gilt auch in D'(Q): lim,_1 g11(7) — 1

Die beiden im punktweisen Limes verschwindenden Terme erfiillen jeweils die
Abschitzung fiir den Lebesgueschen Satz {iber dominierte Konvergenz.

|z = U < Eell ()
T Y @—vH2 1172 — p loc

e? (1—v)3/2p2 A 1
| =1 < T (A—v?)p? < P € L, () Vv

Fassen wir nun alle Rechnungen zusammen so erhalten wir fiir den ultrarela-
tivistischen Limes der Reissner-Nordstrgm Metrik:

ds® = v2(goo(T) — g11(7)) (df — vd)?
+g11(7) (df? — di? — dy® — d2?)
limds? = lim(72(goo(f) _ gn(f))) (df — dz)?

+lim(gyy (7)) (di? — d#? — dif® — d?)

= (‘f;' +4pln p? + 3mp2pt) 6(¢ — ) (df — dit)?

+(di? — di? — dy? — dZ?)

Wie bereits angedeutet, nehmen wir nun eine weitere Transformation der
Metrik vor. Die (selbst singulére) Transformation bringt den singuldren, aber
fiir die Kriimmung unerheblichen Term 4p/ | f — # | zum verschwinden. Wir

setzen: )
& — 2pln(|t—2])

=t — 2pln(|t—2])

~> &
|

Damit erhalten wir:

df —dt = dt —di
di + di = di +di — 22 (df — di)

|t~

Die Metrik transformiert sich zu:
ds® = (di — di)? §(& — 1) (8pln p + 3n2) + (di* — di® — dif? — d#?)

Schliellich fiithren wir noch Nullkoordinaten ein:

+

|
=

u .
v

I
IS
>
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So erhalten wir als Endergebnis fiir den ultrarelativistischen Limes der Reiss-
ner-Nordstrgm Metrik in D'(Q):

3 2
ds? = {Sp Inp+ iw&} §(u) du® — dudv — diy* — d#*
P

Diese Metrik représentiert das Gravitationsfeld eines geboosteten Punktteil-
chens der Masse m und der elektrischen Ladung e im ultrarelativistischen Li-
mes v — 1 mit festgehaltenen Momenten p bzw. p. und Reskalierung m = p/~
bzw. €2 = p2 /.

Die Metrik gehort der Klasse der pp-Wellen an und ist iiberall flach, aufler
auf der Nullebene u = 0, die normal auf die Bewegungsrichtung des Teil-
chens steht; dort besitzt sie eine d-formige Profilfunktion. Dabei ist die p-
Abhéngigkeit von der gravitativen Masse und vom elektromagnetischen Feld
verschieden.

Der Limes ist nur aufgrund der Reskalierung sowohl der Masse, als auch der
Ladung in D'(Q2) definiert. Fiir das elektromagnetische Feld und den Energie-
Impuls-Tensor hat diese Reskalierung weitreichende Konsequenzen, wie wir
in den néchsten beiden Abschnitten sehen werden.
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4.2 Boost und Limes des elektromagnetischen Feldes

Das elektromagnetische Potential A, der Reissner-Nordstrgm Lésung nimmt
bei geeigneter Wahl der Eichung in Schwarzschild-Koordinaten folgende, ein-
fache Gestalt an:

Ao =

; Aa:0 (0421,2,3)
Ginstiger ist es jedoch, im Folgenden den Formenkalkiil zu verwenden. Die
Potential-1-Form lautet dann: A = Z£dt. Daraus berechnet sich die Feldstér-
ken-2-Form des eletktromagnetischen Feldes (in Schwarzschildkoordinaten)
zu: F'= 5 (dt Adr). Nun fithren wir wiederum isotrope Koordinaten ein. Es
gilt:

ro=7r(l+%+ %26—2)

ar = {1+ <z ar

F = W{l %}dmdf
Um den Boost analog zur Geometrie durchfiihren zu konnen, transformieren
wir nun auf zur isotropen, radialen Koordinate r gehorende, quasikartesische
Koordinaten (2% = (t,2,y,2), 72 = 22 + y% + 22).
Mit dr = %idxi gilt fiir die Feldstédrken-2-Form:
2

Fo= o {1+ 2 2 (dt nda)

472

2 2
14 2om? . .
= F% {#262)2} .’L’Z (dt/\ d.’L’Z)
G

(7) (dt A (zdz + ydy + zdz) )

. 4F2(4r2—m24e?)
G(r) = (472 +4rm+m?2 —e?)?

Daraus lesen wir nun die kovarianten Komponenten des elektromagnetischen

Feldstarkentensors ab: N

Gegeniiber dem Coulombfeld im flachen Raum (in kartesischen Koordinaten)
tritt hier der Zusatzterm G(7) auf.

Wir fithren nun den Boost analog zur Geometrie durch (2™ = (¢,z,y,2) —

m
v v 0 0
2™ = ({,%,7,7)) und erhalten mit L} = fg) g 0 und Fy(2™) =
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L} L Fyy,(x™) fiir den geboosteten Feldtensor:

0 F—of y £

Fo m) e (1 — v2)G(r) —I + vt 0 —vy —vZ

e == ’ 7

tk (4 — vt)2 +(1— v2)p2)3/2 g - 0 0
—Z vz 0 0

Wobei: p? := (y? + 22) = (9% + £?)

Um den ultrarelativistischen Limes durchfithren zu kénnen, entwickeln wir
nun den Faktor G(7) in eine Binominalreihe bis zur Ordnung O(1/73). Der
Reihenabbruch rechtfertigt sich wiederum dadurch, dafl wir nur am Limes
v — 1 interressiert sind, und die Terme hoherer Ordnungen in eben diesem
Limes verschwinden.

_\ AP2(4r2—m2+e?)
G(r) = @2+ drm+m2—e2)?

2 2

= (1+2582) (1+%+’”§T‘;)_2

(1+X)"2 =1-2X+3X24+0(1/r3)

—2
(1+z+ms) " =122 22y £ 4 01/r%)

G(F) = 1-2m 43¢ 4 9m2 4 O(1/r3)

7 472

2
Mit den Reskalierungen m = pv'1 — v? = £ und e? =p*V/1 -2 = % (wobei
die Momente p und p, im Limes konstant gehalten werden), erhalten wir fiir

den gemeinsamen Faktor aller Komponenten:

e (1-v2)G(
((#—vf)2+(1—02

7 _ o (1—v?2 5/4 2m 3e? 9m?
))p2)3/2 - ((f,ﬁ’)2(+(1,)v2)p2)3/2 (1 - F + 72 + 472 + 0(1/7“3))

e (1—v?)%/4 2p(1—v?) | 3p2(1—0?)%/2
= i (1- R+ 20y

+2 =R 4 0(1/))
Wir verwenden wieder die Abkiirzung: [ ] := (¢ — vf)? + (1 — v?)p?
Den ultrarelativistischen Limes des Feldstédrkentensors berechnen wir explizit

nur fiir die Komponenten Fj; und Fjys. Die iibrigen Komponenten konnen
vollig anlog behandelt werden.
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Behauptung 4.9 Fy; verschwindet im punktweisen Limes v — 1.

. . . o6/ (47
lim,_,q FOl(xm) — hm{ pe (1 [U )°/ 4 (£—vt)

1372

2 2(1_y2)3/2 2(1_py2)2 B
(1= 5 + 2=+ e o)

1. Term:

_’1)2 5/4 i,_v’ ) )
((1926—(1;15)2_;)(1_”(2)[)2;;/2 — 0 (v—1,2 #t)

. Pe (1—1})9/4 (1+v)5/4i

T 0032 (2 (1—o)+ (140232 0 (&=t v—1)

Die hoheren Terme verschwinden ebenfalls im punktweisen Limes, da die
Potenzen von (1 — v) im Zéhler schneller anwachsen als im Nenner und so
das Abfallverhalten noch verstarkt wird.

Behauptung 4.10 Fy; verschwindet im Limes v — 1 auch in D'(Q).

Diese Behauptung zeigen wir wiederum durch || ||;-Abschéitzungen.
00 . t’ d .
1. Term(@) [, = pe(1 —0*)>* [ %
- —_————
=[]

pe(1a)?/4
V1i—vZp

— 0

Die Integration in den verbleibenden Variablen iiber kompakte Mengen C ()
liefert nur Konstanten.
Die hoheren Terme zeigen noch stirkeres Abfallverhalten; es gilt:

) 1—p2)9/4
| 2. Term(z£) ||y o % — 0

(1_1}2)11/4

— 0
(1_1}2)13/4

| 4 Term(#) 1 o {Eghs

— 0

Und die restliche Integration ist wieder harmlos.

Behauptung 4.11 Fy4 verschwindet im punktweisen Limes fast diberall; nur
der 1. Term divergiert auf der Hyperebene & = t.
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. — 02 5/4 . _ 2 2(1—p2 3/2 2(1—p2)2 .
Fys(2™) = e ([1 ]332 ¥ (1 _ 2{1)(1] 1/2) + 3106(41[ ]) L% 4(? ] 2y 0(1/7"3))
1. Term:
L (1—02)5/4y , )
((i—it’)(z-i-(zi—)vz)zz)wz — 0 (’U - 17 Zz 7é t)
_ pe (1-v)%/* (140)5/4y L
T o032 @(I—0)+(tvpnpz X (& =1,v—1)
2. Term:
2pep(1— 21\9/4 7 , P
((ifvgg_,_(zi_)vz)iz)z — 0 (v—1,2#1)
. 2pep(1—v)9/4(l+v)9/4y , 7
= o @m0 (@E=the=d)

Die hoheren Terme fallen wiederum noch starker ab.

Behauptung 4.12 Fys verschwindet im Limes v — 1 in D'(12).

00 dz

) B 2\5/4
|1 Term(@) | = pel=o* Iy | [
N——

(¢—vi)
(1-v2)p2[11/2

2176(1_”2)5/4‘?”

=z 0

oo z
2. Term(#) | = 2pp(1— 0% [y | [ (%
— 0o

_ 7rppe(1—v2)9/4|y\

A—o2)3/2 8 0

, _.2\11/4
I3. Term(#) |1 < =5z — 0

, _.2\13/4
| 4. Term(z£) ||y o % — 0

Die restliche Integration wieder ist harmlos.
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Fassen wir nun alle Rechnungen zusammen, so erhalten wir als Ergebnis:
Der Feldstarkentensor der Reissner-Nordstrgm Losung verschwindet - mit der

Reskalierung der Ladung - im ultrarelativistischen Limes in D’'(£2):

lim Fy (™) = 0

v—1 ik

Im Vergleich mit dem ultrarelativistischen Limes des Coulombfeldes im fla-
chen Raum zeigen sich hier folgende zwei Punkte:

e Der Zusatzterm G(r) (der aus der Transformation auf isotrope Koordi-
naten stammt) spielt im Limes keine Rolle.

e Das Feld der Reissner-Nordstrgm Losung verschwindet, im Unterschied
zum Coulombfeld im flachen Raum, wegen der Reskalierung der Ladung
mit e := pe/\/7, die wir einfiihren mufiten, um einen, im Sinne der
Distributionentheorie definierten, ultrarelativistischen Limes der Metrik
zu erhalten.

Die Reskalierung der Ladung hat noch weitere Konsequenzen; namlich fiir
den Limes des Energie-Impuls-Tensors, wie wir in ndchsten Abschnitt sehen
werden.
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4.3 Boost und Limes des Energie-Impuls-Tensors

85

Zunéchst berechnen wir den Energie-Impuls-Tensor der Reissner-Nordstrgm
Losung in quasikartesischen Koordinaten (2% = (¢, 2,7y, 2), 7> = 22 +y? + 22)
aus dem Feldtensor Fp, = %m; G(7) gemés:

471'Tik

. 1 ..
:leﬂk_ Zé}g—Flmle

Da der metrische Tensor in diesen Koordinaten die Gestalt g;;x = diag( goo,

—g11, —g11, —911)
mit goo(7) =1 — 75 +
und g1y (7) = (1+ 2 +

r?e( 5 =

m

= (14 ) (e o)

L6} Fipn F™

2
2) annimmt ergibt sich fiir den Spurterm:

= 15k ( aoF +F05F60)
= —50.9%9° FaoFoa
— 15z900 aaeG (Z$ )

2G2

— g 115]if

Damit erhalten wir fiir die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors:

4779

47T,

47T%

4T

47T,

QGQ
9% g% Foa Fao — 62?90

99

FOFys =

g

99

Ogll(;]iC

2G2)

00 11

—9°g Y +

(eG(

0011 e*G?
2rt

—g% g FooFop

00,11 €2G? a8
g e

00 lleG (x 2
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Insgesamt erhalten wir also fiir den Energie-Impuls-Tensor des Reissner-
Nordstrgm Feldes in quasikartesische Koordinaten:

72 0 0 0
0 22 —y?—22 2zy 2zz
212
. e G
ArTh = 00 11
T 976 I 9 0 2zy —a? % — 22 2yz
0 2xz 2yz —x? —y? + 22

Vom Energie-Impuls-Tensor des Coulombfeldes im flachen Raum unterschei-
det sich T% nur durch den, aus der Koordinatentransformation entstandenen
Zusatzterm G2 und das Auftreten der Metrikkoeffizienten.

v v 0 O
Nun wenden wir wieder den Boost in z-Richtung mit L = 701) g (1) 8
0 0 0 1

an und erhalten mittels Té]%(a:[) = L1, Li"T™, (¢!) den Energie-Impuls-Tensor
des transformierten Reissner-Nordstrgm Feldes:

62G2(f‘) (1 _ v2)2900911

AT a:[ = >
) = (G — o+ (1= )27
(# —vf)? + :—z —20p? 2u(¢ — vi)y 2u(¢ — vi)Z
20p2 (& — v — & 2(% — vb)y 2% — vi)?
- /. . -2 .2
—2vu(% — vf)y 2(¢ — vf)y — (¢ —vf)?2 + £ ;22 2(1 — v?)y2
“2u(F —vl):  2(d — vi)Z 2(1 — v2)y# —(# — v + £
Giinstiger ist es jedoch, im Folgenden Nullkoordinaten 7 = (u,v,9,2) zu
verwenden, wo:
t — u = -1
& = v = &+t

Die Matrix der entsprechenden Koordinatentransformation hat daher die Ge-

1 -1 0 O
7 1 1 0 0 . .
stalt L = o o 1 0 | Um auflerdem die Komponenten des Energie-
0 0 0 1

Impuls-Tensors mit unteren Indices zu berechnen, miissen wir den inversen
metrischen Tensor ¢g'* in diesen Koordinaten (z') bestimmen. Zunichst er-

halten wir mit gié = LfnLlngm" den geboosteten Metriktensor, dann mittels
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Transformation mit L den inversen metrischen Tensor in den gewiinschten
Koordinaten:

11__,00
Ut lgo+gn) 00

11_ 00 1—
gk = 1 (900 + goo) W 0 0
0 0 —9g11 0
0 0 0 —gn

wobei g% = go_ol und ¢! = gl_ll
SchlieBlich erhalten wir fiir den geboosteten Energie-Impuls-Tensor des Reis-
sner-Nordstrgm Feldes in Nullkoordinaten mit unteren Indices:

p2G2(7)

TR G bR+ (1)
(1= 0)3/2(1 4 v)7/2(g'! — g%0) (£ — vi)? /4 (1—02)%/2(g% + gM)(& — vf)?/4
+(1 =) 2(1 4+ 0)%2(g°0 + g'1)p? /4 +(1 = v2)7/2 (g1 - g%0)p2/4
(1 —02)%/2(g% + g'1)(¢& — vi)?/4 (1—v)7/2(1 +0)3/2(g'! — g%0)(£ — vi)? /4
(1L =)/ (g1t — g%)p? /4 +(1 = )2 (1 +0)>2(g° + g'1)p? /4
(1= 0)P2(1+0)7/26% (& — vi)g (1= o)1+ 0)¥2g00 (& — ui)y
(1 —=v)%/2(1 +0)7/2g%0 (& — vi)z —(1 = v)"2(1 4 v)3/26%0 (& — vi)2
(1 —)5/2(1 4+ v)7/26% (& — vi)y (1 —)5/2(1 + v)7/26%0 (& — vf)2
—(1 = v)72(1 +v)5/2¢%0 (& — vi)y —(1 = v)"/2(1 + v)5/2g%0 (& — vf)2
(1 —02)%/2g00((& — vi)? + (1 — v?)(£2 — §?)] —2(1 —v?)7/2g%0yz
21— ?)T/2g0y; (1= 02)5/2g00((& — wf)® + (1 — v2)(§ — 22)]

Wobei bereits die Resklalierung e? = p? /v eingesetzt ist.

Um den ultrarelativistischen Limes berechnen zu koénnen, entwickeln wir
die Faktoren G2(7), g°(7) und ¢*!(¥) in Binominalreihen bis zur Ordnung
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O(1/73) und erhalten so:

Gr) = 1-4m g 3¢ 4 1w (1/79)
_ 2_ .2 2_ 2,
gOO(T) — (1+ % + m4f2e )2(1+ e4f12n ) 2

= 122w 4 (1))

T

2

)—2

= 12y 4 401/

_ 2_
gh(r) = (1+%2+ 25

2 2 _
g0 +gl = 2-Am g m L O(1))
2 2 _
g0 — gt = —Z 2L o1/

Nun kénnen wir darangehen, die ultrarelativistischen Limiten der einzelnen
Komponenten und Terme zu berechnen. Wir verwenden wieder die Abkiirzun-
gen [ |:= (& —vf)2+ (1 —v?)p? und {} := #2(1 —v) + (1 +v)p?.

Behauptung 4.13  Tj; verschwindet im punktweisen Limes fast iiberall.
Auf der Hyperebene & = t divergiert der 2. Term in 1.Ordnung und hat in
2. Ordnung einen endlichen Grenzwert.

lim { pg(l—v)3/2(l+v)7/2G2 (911—900)(95_1){)2

lim, 1 47155 = Y

P2(1—0)5/2(140)%/2G2 (g0 4 g11)p?
+ i1 P }

1. Term, 1. Ordnung (G?(g'* — g%) ~ f;—; ”2(1[_7”2})3/2):

4(1-v)3 (1+4v)° (#—vf)? , ;
Bl e — 0 (v— L d#9)

=GR 0 @=he=)

Die hoheren Ordnungen fallen mit noch stérkeren Potenzen von (1 — v) ab.
2. Term, 1. Ordnung (G2(g% + g'1) ~ 2):

zui(l—v);/[z(1}43rv)9/2f)2 0 (v — 1,4 #1)

P20=0)*/2 (140)°/2 2
200 P

— 00 (=1 v—1)
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2. Term, 2. Ordnung: (G*(g% + ¢g'') ~ 2 = p(l_}lv/?)

p2p(1=0)T/2(150) /2
Ar 7

— 0 (v—1, & #1)

p2p(—0)"/2(140)"1/2?

AA—0)772 ()72 — const (z = f, v—1)

Die hoheren Ordnungen fallen starker mit (1 —v) ab und veschwinden daher
auch auf der Hyperebene & = .

Behauptung 4.14 In D'(Q) gilt: lim1 Tss = fgfg d(u)
v—

Der 1.Term verschwindet im distributionellen Limes, wie wir durch eine
|| |li-Abschitzung zeigen bereits in 1. Ordnung; die héheren Ordnungen fal-
len noch stérker ab.

PO e iy P )® F (£ — vf)?
4((32 vt )2+ (1—v2)p2?) 4 4 e [ ]4
———

7/(16(1—-v?)5/2p%)

mpe(1=v)° (140)°
64(1—v2)5/2p5

— 0 und die restl. Integration ist harmlos

Auf den 2. Term, 1. Ordnung wenden wir Satz 3.1 an und zeigen zunichst die
Vorraussetzung (i):

2p2(1 — v)*/2(1 + 0)/2p? / d
1 (& —vf + (1= 02)p2)?

2p2(1-v)%/2 (140)%/2 p?
1

(&—vt 3(t—vt f—vt
{ams /ﬂ)[ Pt e Sio s arctan (¢—(1—v2)p>}

p2(1=0)3/2(140)/2 (G —vf) | 3p2(1=)/2(14v)5/2 (i—vi)
= BN + 67 ]

3p2(14+v)? ( (#—vf) )
—|—716p3 arctan NG
. &—1>0
3p?2
— 0+0+ 15
-5 T—-1t<0

= 35 {30(6 — 1) — 30(i — #)}
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Nun zeigen wir die Abschitzungen fiir die drei Terme der Stammfunktion.
Um die ersten beiden Terme abzuschitzen, setzen wir: ¢ := # — vf und a? :=
(1 —v?)p und berechnen die Extremwerte.

/
Fiir den 1. Term gilt: ((g‘fca?)) = % = Maximum bei: {y = +a//3
Der Wert in (j ist: i% = :i:i’ég

Also erhalten wir:

| 2002 Q) R iut) | 22T (1-0)23Y3
16 [ ]2 — 16 16(1—U2)3/2p3

< st e i ()W

a2_<2

(?+a?)

/
Fiir den 2. Term berechnen wir: ((CQirﬂ)) =1 > = Max. bei: (j = +a

Der Wert in (g betrégt: :I:(—GQ%Q—) = :I:%
So erhalten wir:

| 3p2 (1—v) /2 (1+40)5/2 (5—vf) < 3p2(140)%/2  T=o
16p2[ ] = 16p2 2\/1—U2p

IN

Const ¢ L} . (Q) Vo

Der 3. Term ist leicht abzuschétzen; es gilt:

3p2(14+v)? (& — vi) 3pm 1
’ 6167/)3 arctan ﬁ ‘ < 8;3 S LlOC(Q) Yv

Also geht der 2. Term 1. Ordnug in D’(Q) gegen:

3mp?
4p°

o(u)

Die 2.0Ordnung des 2.Terms erledigen wir wieder durch eine | ||;-Ab-
schitzung; die hoheren Ordnungen gehen noch schneller gegen 0.

|ERU= 20022 (o) ()2 dt
4] |72 1 4 [ 172

— 0o
——

8/(15(1—v2)355)

p2p(1=v)7/2 (1) 11/2 2
4(1—”02)3p6

— 0 und restl. Integration harmlos

Also gilt: lim 47 Ts5 = 575 §(u) = lim Ty = 12 3(u) € D/(2)

Im Folgenden ist der Faktor 47 aus der Definition des Energie-Impuls-Tensors
vollig unerheblich, sodafl wir ihn ignorieren.
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Behauptung 4.15  T§; verschwindet im punktweisen Limes und auch in

().

PE(L= )G + )6 — v | P21 ) PC (g — )P

Toi = i TP e

Der 1. Term verschwindet bereits in 1. Ordnug im punktweisen Limes, denn
mit G?(g% + g!) ~ 2 gilt:

P2 (=) (6—vf)’

2[ ]3 — 0 (U—>07$,7£t,)

= HU g (=)
2 _ RO

Ebenso fiir den 2. Term (G%(g'! — ¢") ~ & = :

i||@
N

U 0 (00,8 #£1)
= BU e 0 (b=f,0—1)
Den distributionellen Limes erledigen wir wieder duch || ||1- Abschitzungen;
es gilt:
||p§(1—v22%5/2}gf_”’{)2 Il o % — 0 weitere Integation harmlos
Hpg(l—iﬁff’z”l x =P L) weitere Integation harmlos

I —o)77707

Behauptung 4.16  Die Komponenten 155, Tz, T3 und Ti5 gehen punkt-
weise und auch in D'(Q) gegen 0.

Wir behandel nur die Tgz-Komponente; Tg5 ist vollig analog und die beiden
anderen Komponenten haben dieselbe Struktur, aber fallen mit noch einer
Potenz von (1 — v) starker ab.

Es gilt: lim, o T = lim {Pz(l—v)5/2(1—[v)7}/§ (gé—vi)ngngo}

Punktweise verschwindet der Limes bereits in 1. Ordnug (G%¢% ~ 1):

P2(1=0)*/2 (140)7/2 (¢ ~vi)g
g

— 0 (v —0, & #f)

_ PP (40 2hy

(EmERE: (= t,, v—1)
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Auflerdem gilt schon in 1. Ordnung:

(1-0) |y

T~~
|| 02”1 X (1 —1)2)2p4

Behauptung 4.17  Auch die noch fehlenden Komponenten 157,155, Tss
und Ts5 verschwinden sowohl punktweise als auch in D'(Q) im Limes v — 1.

o It =

pe(1=0)7/2(140)*/2G? (g —¢%%) (¢ —vi)*
4]

p2(1-0)*"? (14+0)°2 G2 (g% +¢"1)p?
I3 + i P

1. Term, 1. Ordnug (Gz(g11 — goo) ~ ;—3 = M)5
4(1—v)5 (140)3/2 (¢ —vf)? f f
pe(1—v) SF‘ )}4 (E—v)® 0 (v—0, 2 #t)
4(1_v)7 0)3/2 4 , {
= p6(14(11v()1:{ })4 — 0 (& =t,v—1)
Auflerdem:
4 _ 5 3/2(4 _ 2 {\2 _ 5
P = 0)°(1 +)*2(d — vf) (1—-v)
I T h o ——=5z5 =0
[ ] (1 —v)>2p
2. Term, 1. Ordnug (G?(g% + g'') =~ 1):
2(1—)9/2 (140)5/2 p2 , ;
p2Q )4[(1;) 2 0 (v—0,2#7)
2(1—0)9/2 (14-0)5/2 2 .7
_ p(1 4(%_1))(;?})3 AR (t=t,v—1)
Und:
p2(1 — 0)?2(1 + v)3/2p? (1—0)”?
” 4 3 Hl X 2 3/2 — 0
[ ] (1—v?)%2p

Die hoheren Ordnungen brauchen wir also nicht zu betrachten.

o Tpp =

pe(1=v?)52G2g%0(d—vi)® | p2(1-0*)7/2G?¢"(£2—4?)
P + [P

1. Term, 1. Ordnug (G%¢® ~ 1):

P0—v)*/2 (d—ui)?

— 0 (v —0, & #1)

T Bt Rt

(EmERE: (& = f, v—1)
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Und: )
pe(1 —v?)>2(& — vi)? (1—v?)5?
| 3 [l o 2323 0
[ ] (1 —v2)32p
2. Term, 1. Ordnug (G2¢%° ~ 1):
HUSRESR g (00,84 6)
= pg(l—v)l/lz_(i;rgv{}/;(2'2—312) — 0 (& =1 v—1)
Auflerdem:
R L ot o TN U et L
BE 1 1 — v2)5/25

Die héheren Ordnungen fallen wiederum noch stérker ab.

e Der Limes von T35 berechnet sich vollig analog, sodafl nur mehr die
T53-Komponente iibrigbleibt.

. . 0 2(1_.2\7/2¢12 .00, 2
° hmv—>1TQ§,:hm{ 2pz(1 IE)]BGQ yz}

1. Ordnug (G%¢™ ~ 1):
QT 0 (00, & # )

_ 22 ()2 (140)T/ 22
B (1—0)3 {}*

— 0 (=1 v—1)

Und schlie3lich:

—2p%(1 — v*)"?yz
[P

(1—v?)7/2 | g2 |
(1 — v2)5/2,5

1 o
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Fassen wir nun alle Rechnungen zusammen, so erhalen wir folgendes Ergebnis:

Im ultrarelativistischen Limes (in D’(Q)) verschwinden alle Komponenten
des Energie-Impuls Tensors aufler der Ty,-Komponente und diese hat eine
d-artige Profilfunktion, die auf der Hypereben # = ¢, d. h. u = 0 konzentriert
ist. Es gilt im Limes v — 1:

3p;
Tuu = 1lypy = 16p3 5(16)

Die Reskalierung der Ladung hat also zur Folge, dafl die im Falle des Cou-
lombfeldes im flachen Raum divergente Tj5-Komponente hier einen Limes in
D'(Q) besitzt. Dieser ist proportional zur §-Distribution, also ungleich 0, ob-
wohl das elektromagnetische Feld im ultrarelativistischen Limes im ganzen
Raum verschwindet.

Im letzten Abschnitt werden wir nun dieses ,,merkwiirdige” Ergebnis disku-
tieren.
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4.4 Diskussion des Ergebnisses

Fassen wir zunédchst noch einmal das Ergebnis unserer Rechnungen fiir das
elektromagnetische Feld und den Energie-Impuls-Tensor der Reissner-Nord-
strgm Losung zusammen. Im ultrarelativistischen Limes v — 1 mit der Res-
kalierung von Masse m = p/y und Ladung e? = p?/7v, bei festgehaltenen
Momenten p bzw. pe, gilt in D'():

lim Fy (2™) = 0 Vik

v—1

lim T (2™) = 0 V(i,k) #(0,0)

() 3p2
11}Ln11 Tso(x™) = 6,7 d(u)
Dieses Ergebnis ist vom physikalischen Standpunkt aus gesehen unbefriedi-

gend, da ein verschwindendes elektromagnetisches Feld einen nicht verschwin-
denden Energie-Impuls-Tensor besitzt. Offensichtlich gilt:

T (lim Fyy) # lim Trg(Fyg)

Also vertauscht die Limesbildung nicht mit der ,,Multiplikation” (d.h. der
Berechnung des Energie-Impuls-Tensors, die aber als Multiplikation in D’
nicht definiert ist).

Vom mathematischen Standpunkt aus gesehen haben wir es mit Funktionen-
folgen (Fi )y € Llloc(Q) C D'(Q) zu tun, die im Limes in D’(Q) verschwin-
den, aber deren ,,Quadrat” (T5g )0 € Llloc(Q) im Limes in D’(2) proportional
zur d-Distribution ist. In dieser Tatsache spiegelt sich das schon des 6fteren
besprochene Problem wieder, daf in D’(Q) keine Multiplikation definierbar

ist, die die Multiplikation von Llloc(Q)—Funktionen fortsetzt.

4.4.1 Aus der Sicht der Colombeau-Theorie

Betrachten wir nun die Situation aus dem Blickwinkel der Colombeau-
Theorie. Zundchst miissen wir wieder den Definitionsbereich der Funktionen
auf Q := R*\ {# = vf (0 < v < 1) A p=0} einschriinken, um wohldefinierte
,,Einbettungen”:

ce()! — G(Q) i
(Fipo)o = (Fioe)e + N(Q)

zu erhalten (vergleiche Abschnitt 3.4.1).

In G(Q2) konnen wir nun die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors be-
rechnen, da die Multiplikation verallgemeinerter Funktionen wohldefiniert ist.
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In der Colombeau-Algebra {ibersetzten sich unsere Rechnungen in folgende
Assoziationsrelationen:

Q
o
<
ES

Fi = (Fioa) +N(@)

2 3

Tp = (Troo) +NO) = 0 V(i) #(0,0)

v €

~ 2
T()() = (T@@U(E))E—FN(Q) ~ 136%5(10

Wir konnen die Situation in folgender Grafik darstellen.

Die Tatsache, dafl das ,,Quadrat” T der zu 0 assoziierten verallgemeinerten

2
Funktionen Fy; nicht zu 0, sondern zu 1?%% 0(u) assoziiert ist, ist vom Stand-
punkt der Colombeauschen Theorie nicht verwunderlich. Die Assoziation ist
eben mit der Multiplikation in G(£2) nicht vertréglich (Satz 2.21)!
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Also ist das physikalisch unbefriedigende Ergebnis vom mathematischen
Standpunkt aus betrachtet vollig klar. Es tritt darin die prinzipielle ,,Un-
vertriglichkeit” von | linearen Idealisierungen”, wie der §-Distribution mit
dem Ausfiithren nichtlinearer Operationen, wie der Berechnung des Energie-
Impuls-Tensors eines elektromagnetischen Feldes zu Tage, von der schon wie-
derholt die Rede war.

Die Colombeau-Theorie ist klarerweise nicht dazu in der Lage, diese ,,Un-
vertréglichkeit” zu beseitigen, liefert aber einen Rahmen, in dem dieses und
dhnliche nichtlineare Probleme behandelt und studiert weden kénnen.

Die Frage nach der physikalischen Relevanz eines verschwindenden elektro-
magnetischen Feldes mit von Null verschiedenem Energie-Impuls-Tensor muf
hier klarerweise offenbleiben; die mathematische Theorie zeigt aber, dafl ein
solches Ergebnis, 148t man Felder mit distributionsartigem Profil zu, vom
rein formalen Standpunkt aus zuldssig bzw. sogar zu erwarten ist.
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A Koordinatentransformationen und Pullback von
Distributionen

Ziel dieses Anhangs ist es, eine exakte Definition der in Abschnitt 3.2 und
Abschnitt 4.1 verwendeten Distribution §(z — t) € D'(R?) zu geben, d.h. die
Verkniipfung der §-Distribution mit der Koordinatentransformation f(x,t) =
x — t zu definieren.

Die Problemstellung ist allgemein folgende: Sei X C R™ offen, Y C R™ offen
und f: X — Y glatt. Dann existiert eine lineare Abbildung:

fro0=Y) — CO*(X)

w e frw)i=uof
Diese soll nun fortgesetzt werden zu:

[ DY) - D'(X)
Da C*®°(Y) in D'(Y) dicht liegt, existiert hochstens eine solche stetige Fort-
setzung.

1. Fall: f ist Diffeomorphismus

Satz A.1 Seien X,Y C R" offen und f : X — Y ein Diffeomorphismus,
dann existiert genau eine stetige Abbildung:

f DY) = DI(X) mit: f* o) = f°
und es gilt fir u € D'(Y):
(Fru, ) == (uo f,0) = (u(y), o(f1(y)) |det f(y)|) Yy € D(X)
=F(p) (y)

Beweis. F(p) € D(Y) ist klar, F': D(X) — D(Y) ist stetig, und daher ist
fr=F':D(Y)— D'(X) stetig.
Sei u € C®°(Y) = (f*u,¢) = (f*u, ) (Transformationsformel)

Korollar. Seien u, f wie oben. Die Ableitungen von uo f = Fu konnen
nach der Kettenregel berechnet werden.

Beweis. Fiir u € C®°(Y) ist alles klar. u — uo f : D'(Y) — D'(X) ist
stetig. Wir berechnen als Beispiel 0y, :

A:u — Oy (uof)
B:u — ((Ouw)of)Oufi+ ...+ ((Onu)o f)Ou, fn

A, B sind stetig und stimmen auf C*°(Y") iiberein = A = B
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2. Fall: f kein Diffeomorphismus
Wir beschrénken uns hier auf Y = R. Sei also f: X — R glatt.

Motivation. Sei zunéchst u € D(R), ¢ € D(X), dann haben wir:

(fru,0) = (wo f0) = Jul(f(x))p(z)de

— ([ wWd)ple)yde = — [ d()pl)dedt
#(z) {(2.0) : f(2) < 1}
= U [ ela)da)dt = [u()E( [ ple)da)dt
{z: f(z) <t} {f(=) <t}
= [u(t) pp(t)dt

Offen bleibt hier, ob ¢; Testfunktion ist und ob ¢ — ¢ stetig: D(X) —
D(R) ist.

Satz A.2 Sei X C R" offen; f € C®(X), f'(x) = (O1f,...,0nf) #0Vzx €

X, dann existiert genau eine stetige Abbildung:
f*o DI(R) = D(X) mit: f* o= 1
und es gilt: .
(ffu,0) = (u,05) Vo € CF(X)

wober ¢ 1m folgenden Beweis definiert wird.

Beweis. Da D(R) dicht in D'(R) liegt (Satz 1.11), ist auch hier die Eindeu-
tigkeit klar.
Sei nun y € X beliebig und 0.B.d.A. 9, f(y) # 0. Wir definieren die Abbildung

hy (1, 2n) = E= (&5, 6n) = (21, .., 01, f(2))
hy ist Diffeomorphismus von Uy, einer geniigend kleinen Umgebung von y,
nach hy(U,) und wir definieren g, := h;l. Sei nun ¢ € D(U,), so setzen wir

er(t) =& [ elz)dz (¥
{a: f(x)<t}

=& [ lgy(6)) | detgy (&) | d¢

En<t

= [@ogy(&,t) | detg, (¢ t)|de &= (&, ... &),

€D(R™)

wobei wir (pog,) | det g | mit 0 von h, (U,) auf ganz R" fortgesetzt haben.
Daraus ersehen wir, da8 ¢ ein Element von D(R) ist. Wir werden allerdings
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mit dem Ausdruck (x) weiterrechnen, da dieser neutral in bezug auf den
Index ¢ ist, fir den 0;f(y) # 0 gilt (wir hatten ja 0.B.d.A. i = n gesetzt,
fiir verschiedene y € X konnen aber notwendigerweise verschiedene Indices
auftreten).

Nun wihlen wir eine den (Uy)ycx untergeordnete C°°-Partition (x;); der
Eins, wobei tr(x;) C U, gelten mége. Fir ¢ € D(X) ist dann ¢ =
Zendl' X;¢ und wir definieren:

endl. endl. d
i) = Y GR) = > % [ () @de
J J {z:f(z)<t}

Da wir wissen, daf} jeder einzelne Summand zu D(R) gehort, gilt auch ¢y €
D(R).

Ist (V,),ex eine weitere Uberdeckung von X analog zu den (U,)yex und
(Kk)r eine analoge C'*°-Partition der Eins, so gilt:

endl. P endl. p endl.
g ep@dr = Y & [ (X moge) (@) de
J {z:f(z)<t} J {z:f(x)<t} ~ k
endl. J

= Y a | (ko) (@) de
Jsk {z:f(z)<t}

endl. endl.

= 24 ] (X me) (o) de
k {z:f(x)<t} ~ J

= X & [ () (z)de
Fo o)<ty

@y ist somit wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl der (Uy)y, (g9y)y
und der (X;); und hat kompakten Tréger.

Die Linearitit von ¢ +— ¢y liegt auf der Hand und die Stetigkeit folgt aus
der Stetigkeit der Operationen

p = ox; = ox; luy, (x5 lu,,) © gy, [(soxg' lv,,,) Ogyj} | det g, (€) |

sowie der Zuordnungen I; : D(R"™) — D(R)

(Li(¥)) (1) = / Y&y Gt ity o, &) dEr - d 1 dEy - dE
Rnfl

Somit ist der zu (¢ — ¢¢) adjungierte Operator F, der durch

(Fru.9) = (u,05)
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definiert ist, linear und stetig von D’(R) nach D'(X

D(R) mit f* iiberein, denn es gilt fiir u € D(R):

(f*u, @)

= (uo f,p) = ..analog zur Motivation...
= —Ju(t) [ plz)drdt
/<ty

= -2 Ju(t) [ Xp(z)dzdt
J {f<t}

| (&) () d| di

> Sul) | &
J {f<t}

=2 Ju(t) [(Xjp) o gy, (€,1) | det gy (¢'1) | d dt
J

= Ju(t) X [(Xj) 0 gy, (1)

) | det gy (&,t) | dg'dt

J

= Jult)ey(t) dt
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). Uberdies stimmt er auf

Schliefllich sei g € C*°(R). Wir wihlen w, € D(R) mit 0 < w, <1, w, =1
auf [—n,n]. Dann gilt g = lim,, gwy, beziiglich o(D'(R), D(R) ). Fiir ¢ € D(X)
folgt aufgrund der Stetigkeit von f*:

(F*g,¢)

—

= lm(f*(gwn), ) = lim((gwn) o f, )

= 1im [ (9o f) (2) (wn o ) () o(z) da

lim [ (g f) (x) p(z) da

= (gof,¢)

Hierbei ergibt sich aus der Beschrénktheit der Funktionen go f und wyo f auf
tr(¢) die Anwendbarkeit des Satzes von der dominierten Konvergenz. Beach-
ten wir lim,, w,(f(z)) = 1 fir alle z, ist die obige Rechnung gerechtfertigt.

Analog zum Fall, wo f Diffeomorphismus war, folgern wir:

Korollar.
berechnet werden.

Die Ableitungen von F = w o f konnen nach der Kettenregel

Schluflendlich erhalten wir als das angestrebte Resultat die Definition von

5(z —t) € D(R?):
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Beispiel. u=06€D(R), f: R* — R
(x,t) — x—t
Hier kénnen wir U, = R? wiihlen und erhalten:

hy =
g:=h7t : (2,t)— (x,0—1t)

Es gilt | det ¢’ |= 1 und wir erhalten:

102

h o (x,t)— (x, f(x,t)) = (x,z — 1)

er(t) = [(pog)(z,t)de = [o(z,z—1t)dx

0z —t),0(t,2)) = (F*6,9) = (50 f, )

= <5790f> = <5’f90(x’$_t) dl‘>

= [o(z,z)dx.
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B Zusammenfassung/Abstract

Die Arbeit beginnt mit einer kurzen Zusammenfassung der Schwartz-
schen Distributionentheorie. Besonders wird dabei auf die Grenzen die-
ser Theorie eingegangen, vor allem auf die Probleme, die beim Versuch,
eine Multiplikation von Distributionen zu definieren, auftreten.

Daran schlief$t sich eine breite Darstellung der Colombeauschen Theorie
der verallgemeinerten Funktionen an, in deren Rahmen eine Multipli-
kation von Distributionen moglich ist.

In den folgenden Kapiteln werden Boost und ultrarelativistischer Limes
(v — 1) von Coulombfeld und Reissner-Nordstrgm-Losung im Raum
der Distributionen berechnet. Die dabei auftretenden Fragen im Zusam-
menhang mit der Multiplikation von Distributionen werden schlieflich
vom Standpunkt der Colombeau-Theorie aus diskutiert und interpre-
tiert.

B Abstract

This work begins with a short summary of Schwartz’ distribution
theory. We take a close look at the limitations of this theory, espe-
cially at the problems that arise while trying to define a product of
distributions.

Then follows a presentation of Colombau’s theory of New Generalized
Functions, that provides the possibility of a multiplication of distribu-
tions.

In the following chapters we compute the boost and ultrarelativistic
limit (v — 1) of the Coulombfield and the Reissner-Nordstrgm solution
in the space of distributions. Finally we discuss the results involving
products of distributions from the viewpoint of Colombeau’s theory.
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D Verzeichnis hiufig verwendeter Symbole

RUA0 QW

D/
5/
1
£(loc)

(loc)

S/

ik

reelle Zahlen

komplexe Zahlen

offene Menge im R™

Raum der k-fach stetig-differenzierbaren Funkt.
Raum der k-fach stetig-differenzierbaren Funkt.
mit kompaktem Trager

Raum der Testfunktionen (= C§°)

Raum der Distributionen

Raum der Distributionen mit kompaktem Trager
Raum der (lokal) Lebesgue-integrierbaren Funkt.

Raum der (lokal) Lebesgue-integrierbaren Funkt.

mit herausfaktorisiertem Nullteiler

Raum der Schwartzschen Funktionen
Raum der temperierten Distributionen
Colombeau-Algebra,

Algebra der verallgemeinerten Funktionen
Ring der verallgemeinerten Zahlen

(verallgemeinerte) Funktionenfolge (0 < v < 1)
aus der Llloc—Funktion f

gebildete reguliare Distribution
verallgemeinerte Funktion (Colombeau-Funktion)
partielle Ableitung nach der ¢-ten Variable
partielle Ableitung der Ordnung | « |

linearer partieller Differentialoperator
Diracsche Delta-Distribution

Heavysidesche Sprungfunktion

Faltung von f und ¢

Fouriertransformierte von f

Raumzeit-Metrik (Signatur (+,—, —,—))

Metrik des flachen Raumes (diag(1,—1,—1,—1))
elektromagnetischer Feldstarketensor
(symmetrischer) Energie-Impuls-Tensor
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