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1 Einfiithrung und Motivation

,Operations Research (OR) bzw. Unternehmensforschung ist ein Teilgebiet der
angewandten Mathematik, das sich mit der Optimierung bestimmter Prozesse oder Verfahren
beschiftigt* (aus [13]).

Urspriinglich stammt der Begriff ,,Operations Research* aus dem militdrischen Bereich und
bezeichnete wihrend des zweiten Weltkriegs die Entwicklung spezieller Methoden zur
Losung strategischer Probleme durch interdisziplindre Arbeitsgruppen. Nach dem Krieg
fanden die verwendeten Verfahren schwerpunktmifig FEinzug in den Bereichen der
Wirtschaft, wo es hauptsdchlich darum ging, mathematische Methoden zur Behandlung
betriebswirtschaftlicher und volkswirtschaftlicher Fragestellungen zu entwickeln, wie z. B.
die Minimierung von Kosten, die Maximierung des Gewinns, die optimale Ausnutzung von
Fertigungskapazititen, usw. Heute findet der Begriff ,,Operations Research* sowohl in den
Wirtschaftswissenschaften, als auch in den Ingenieurswissenschaften und in der
Wirtschaftsinformatik Anwendung, wo es hauptsédchlich um die Generierung mathematischer
Modelle und deren numerische Losung geht. Der Begriff ,,Operations Research® umfasst
heute eine Vielzahl mathematischer Begriffe und Methoden. Dazu gehoren die Gebiete
lineare Optimierung, nichtlineare Optimierung, Graphentheorie, Monte-Carlo-Simulation,
Spieltheorie usw. Dabei ist die lineare Optimierung (im Englischen linear programming)
oder auch lineare Planungsrechnung ein sehr wichtiges, aber relativ junges Gebiet in der
angewandten Mathematik mit zahlreichen Anwendungsméglichkeiten (vgl. [5] S. 1f).
Wihrend die Mathematik schon seit Jahrhunderten auf physikalische, naturwissenschaftliche
und technische Fragestellungen angewandt wurde, haben 6konomische Anwendungen der
Mathematik erst eine relativ kurze Tradition. Frither wurde nédmlich fiir wirtschaftliche
Problemstellungen nicht die Mathematik, sondern das kaufminnische Talent und die
Erfahrung einer Unternehmerin bzw. eines Unternehmers fiir wichtiger gehalten. Diese
Einstellung bzw. Situation hat sich jedoch seit dem zweiten Weltkrieg geédndert. Der Erste,
der damals mathematische Methoden bei der Suche nach optimalen Losungen von
organisatorischen und wirtschaftlichen Problemen (im Jahre 1939) einsetzte, war der
russische Mathematiker L. V. Kantorowitsch (* 1912, ¥ 1986). Er gilt als der Begriinder der
linearen Optimierung. Weiters wurde gegen Ende des zweiten Weltkriegs die Beschiftigung
mit Optimierungsproblemen vor allem in den USA gefordert. Jedoch der eigentliche

Durchbruch fiir die Theorie der linearen Optimierung erfolgte erst ab dem Jahre 1947, als G.



B. Dantzig (* 1914, § 2005) ein rechnerisches Verfahren, den Simplex-Algorithmus,
gefunden hatte. Dieser Algorithmus ist bis heute das zentrale Instrument der linearen
Optimierung, denn damit konnen schlieBlich alle (I6sbaren) linearen Optimierungsaufgaben
gelost werden (vgl. [1] S. 153).
Ein weiterer Aspekt dabei ist, dass durch die rasante Entwicklung von immer
leistungsfahigeren Computern dieses Verfahren immer mehr an Bedeutung gewonnen hat.
Denn die in der Praxis auftretenden Problemstellungen haben fiir gewohnlich mehr als zwei
oder drei Variablen, manchmal sogar hunderte oder tausende Variablen. D. h. die praktische
Anwendung der Mathematik besteht darin, Losungen fiir Probleme zu finden, die sich der
unmittelbaren Anschauung entziehen. Es ist daher unmdoglich, solche Aufgaben ohne
Computereinsatz, geschweige denn graphisch zu I6sen.
Heutzutage findet die lineare Optimierung vielfach Anwendung bei

¢ Produktionsproblemen in der Industrie,

® Mischungsproblemen in der Nahrungs- und Futtermittelerzeugung,

e Bebauungsproblemen in der Stadtplanung und Landwirtschaft,

e Schichtarbeitproblemen bei (6ffentlichen) Versorgungs-, Sicherheits- und Sozial-

einrichtungen, in (Fremden-)Verkehrsbetrieben, auf Baustellen, in Bergwerken, usw.,
e Transportproblemen im LKW-, Bahn- und Flugverkehr, bei der Post, bei der
Zeitungsverteilung, usw.,

¢ Investitionsproblemen,
um an dieser Stelle nur eine kleine Auswahl zu nennen (vgl. [8] S. 221).
Eine sehr ausfiihrliche Erldauterung der Geschichte des ,,Operations Research® bzw. der
linearen Optimierung findet man in [2] S. 14-37.
Das Ziel der linearen Optimierung besteht darin, z. B. einer Unternehmerin oder einem
Unternehmer optimale Entscheidungen (im Hinblick auf den Gewinn) zu ermoglichen. Diese
Entscheidungen konnen beispielsweise die Art und das Ausmall der Produktion betreffen.
Eine Unternehmerin bzw. ein Unternehmer hat schlieBlich nur eine begrenzte Menge von
Maschinen, Rohmaterialien, Arbeitskriften, Lagerfldchen, usw. zur Verfiigung und muss ihre
bzw. seine Entscheidungen aufgrund dieser und eventuell noch anderer Rahmenbedingungen
treffen, wie viel sie bzw. er von welchem Produkt erzeugen soll, um den gréBtmoglichen
Gewinn zu erzielen. Je mehr Faktoren und Rahmenbedingungen eine solche Problemstellung
beeinflussen, desto schwieriger und komplexer ist zunédchst die mathematische Formulierung
des Problems, und desto schwieriger wird schlieBlich die Entscheidung und der

Rechenaufwand hinsichtlich einer optimalen Losung (vgl. [1] S. 153).



Durch die lineare Optimierung soll daher ein Plan erstellt werden, wie ein vorgegebenes Ziel

unter bestehenden Bedingungen bestmoglich erfiillt werden kann. Bei der Erstellung des

Plans (Planungsprozess) besteht die Phase der Losungsfindung also darin, ausgehend von

den fiir die Planung relevanten Daten sowie einem zu definierenden Ziel ein mathematisches

Modell zu entwickeln, welches das reale Problem moglichst gut repréasentiert und aus dem

Vorschlidge fiir ein optimales Vorgehen abgeleitet werden konnen. Dieses Modell wird dann

mithilfe geeigneter mathematischer Verfahren und Methoden numerisch gelost (Kapitel iiber

Simplexverfahren), wobei hier Vorgaben und Erkenntnisse aus der mathematischen Theorie

einflieBen (vgl. [5] S. 2).

Der Planungsprozess kann im Wesentlichen in sechs Schritte unterteilt werden (siehe

Abbildung 1.1).
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Abbildung 1.1: Planungsprozess (aus [5] S. 3)
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darstellen ldsst. Daher sollte man sich bereits zu Beginn der Modellierung folgende Fragen
stellen (aus [5] S. 3):

e _ Welche quantifizierbaren und fiir das Problem relevanten Informationen habe ich?*

e _Welche Zusammenhinge bestehen?*

e _Was sind die Handlungsmoglichkeiten?*

e . Welche Einschrinkungen bzw. Bedingungen sind dabei zu beachten?*

e . Was will ich optimieren?*

e Sind Vereinfachungen moglich?*

e _Kann das Modell in eine Standardform gebracht werden (siehe Abschnitt 5.3)?*
Eine ausfiihrlichere Skizzierung der mathematischen Modellbildung bzw. eine Auflistung der
einzelnen Schritte, die zum Aufbau eines mathematischen Modells benotigt werden, kann im

in [2] S. 40-42 nachgelesen werden.

Um einen ersten Einblick in den Anwendungsbereich der linearen Optimierung -
insbesondere in die mathematische Modellbildung fiir gewisse Problemstellungen — zu
erhalten, werden anschlieBend drei Beispiele priasentiert. In diesen Beispielen wird die Anzahl
der Variablen und Bedingungen (unrealistisch) klein sein. Diese sollen daher lediglich als
Motivation und als Grundlage fiir spiter, aber auch als Anhaltspunkte fiir die folgenden
Kapitel dienen. Damit soll vor allem aufgezeigt bzw. erkannt werden, dass die Kapitel 2, 3

und 4 die mathematischen Grundlagen fiir die lineare Optimierung bilden.

Beispiel 1.1
Fiir ein Fest sollen Wiirste gekauft werden. Der zustindige Fleischhauer beabsichtigt dafiir

drei Wurstsorten Wi, W, und W3 herzustellen. Es stehen vier Zutaten zur Verfiigung: Leber
(L), Speck (Sp), Fleisch (F) und Innereien (I). Die nachfolgende Tabelle zeigt die

Zusammensetzung je Wurst in Gramm (vgl. [4] S. 53).

W, W, W3
Leber (L) 30 60 10
Speck (Sp) 40 40 20
Fleisch (F) 60 30 40
Innereien (I) 20 30 40

Es stehen maximal 25 kg Leber, 36 kg Speck, 24 kg Fleisch und 16 kg Innereien zur
Verfiigung. Man rechnet pro Wurst mit einem Gewinn von 2,50 € fiir Wy, 2,00 € fiir W, und
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3,00 € fiir W3. Wie viele Wiirste sollten von den einzelnen Sorten hergestellt werden, damit

der Gewinn moglichst grof3 ist?

Mathematische Modellierung:

Von der Sorte W; werden X, (x,€R, x,>0), von der Sorte W, werden x, (X, € R,

X, 2 0) und von der Sorte W3 werden x, (x; € R, x; 20) Stiick hergestellt.
Der Gewinn
z:F(xl,xz,x3)=2,5-xl +2-X,+3-X;
ist zu maximieren unter den Nebenbedingungen
G=RxRxR=R"’

30-x,+60-x, +10-x,; <25000

40-x, +40-x, +20-x,; <36000

60-x, +30-x, +40-x, < 24000

20-x,+30-x, +40-x, <16000

X[, X,,X; 20,

Beispiel 1.2
,,Ein Viehzuchtbetrieb fiittert Rinder mit Futtersorten A bzw. B. Jede Futtersorte muss

Nihrstoffe I, II, II im Umfang von mindestens 6, 12 bzw. 4 Mengeneinheiten (ME)
enthalten® (aus [11] S. 10).

Néhrstoffgehalt A B
I 20 % 10%
I 20 % 40 %
I 0 % 40 %
Preis in Geldeinheiten/ME 5 6

Mathematische Modellierung:
Sieht man x, (x,€R, x, 20) ME von Sorte A bzw. x, (x, € R, x, 20) ME von Sorte B
pro Futterration vor, so sind die Gesamtkosten

z =F(Xl,xz)=5-x1 +6-x,

zu minimieren unter den Nebenbedingungen



G=RxR=R"*
02-x,+0,1-x, 26
0,2-x,+0,4-x, 212

04-x,24

X;,X, 20.

Beispiel 1.3

Zwei Kohlebergwerke K; und K, versorgen mit ihrer gesamten Tagesproduktion drei
Kohlekraftwerke W, W, und W3. Die tigliche Produktion der Bergwerke betridgt 110 t bei K;
und 90 t bei K,. Die Kohlekraftwerke benodtigen von den beiden Bergwerken folgende
Mengen: W, benotigt insgesamt 70 t, W, bendtigt insgesamt 80 t und W3 bendtigt insgesamt
50t.

Die Transportkosten in Euro pro Tonne Kohle ergeben sich aus der folgenden Tabelle (vgl.

[4] S. 29).

Wi W, W;
K, 40 30 30
K, 50 20 60

Wie viele Tonnen muss jedes Bergwerk an jedes einzelne Kraftwerk liefern, um den Bedarf

jedes Kraftwerkes zu decken und um die Transportkosten so niedrig wie moglich zu halten?

Mathematische Modellierung:

K, liefert x, (x, € R, x, 20) Tonnen Kohle an Wy, x, (x, € R, x, 20) Tonnen an W, und

X, (x;€R, x; 20) Tonnen an W3.

Ky
X1 X3
X2

v

W, W, W3
A

80-x

70-x, ? 50-x5

K,
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Die Kosten
z=F(x,,x,,x,)=40-x, +30-x, +30-x, +50-(70 - x,)+20- (80— x,)+60- (50— x) =
=-10-x, +10-x, —=30-x, +8100

sind zu minimieren unter den Nebenbedingungen
G=RxRxR=R"
x, <70
X, <80
X; <50
X, +Xx,+x;=110

X;,X,,X; 20.

In den Beispielen 1.1, 1.2 und 1.3 wurden also mathematische Modelle fiir Problemstellungen
aus jeweils unterschiedlichen Bereichen konstruiert. In jedem dieser Beispiele handelt es sich
um das Problem, eine Losung eines Systems von Bedingungen zu finden, das ein Ziel
minimiert oder maximiert. Die mathematischen Modelle haben also dhnliche Struktur. Die
Grundaufgabe der linearen Optimierung besteht daher darin, ein mathematisches Modell fiir
eine gewisse Problemstellung zu entwickeln, das folgende allgemeine Form hat:

Maximiere oder minimiere eine Zielfunktion

Z:F(Xl,...,Xn)
unter den Nebenbedingungen:
>
f(x,,...x,){=¢ b, firi=1,.,n
<
X5 X, 20

In dieser Arbeit werden ausschlieflich lineare Optimierungsprobleme betrachtet. Das
bedeutet, dass die Funktionen F und f; linear sind, also lineare (Funktions-)Gleichungen
bzw. lineare Ungleichungen vorliegen. Die Definition einer linearen Gleichung bzw. einer

linearen Ungleichung wird in den folgenden Kapiteln 2 und 4 angegeben.

Nach dieser kurzen Einfiihrung in die lineare Optimierung - insbesondere des
Planungsprozesses — muss an dieser Stelle erwédhnt werden, dass das Grundkonzept der
linearen Optimierung sowie mathematische Verfahren um Modelle zu 16sen, erst in Kapitel 5
ausfiihrlich thematisiert werden koénnen, nachdem in den Kapiteln 2, 3 und 4 wichtige

mathematische Grundlagen, auf denen die lineare Optimierung basiert, behandelt wurden.
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Dabei werden in den einfiithrenden Kapiteln vorwiegend die Biicher [1], [8] und [9] als
Grundlage verwendet. Weiters wurde zuvor darauf hingewiesen, dass heutzutage der
Computer im Bereich der linearen Optimierung eine bedeutende Rolle spielt. Zudem sieht der
Lehrplan fiir Mathematik in der AHS-Oberstufe und in der Handelsakademie einen
Computereinsatz im Unterricht vor. Im Lehrplan fiir Mathematik in der AHS-Oberstufe heif3t
es im allgemeinen Teil (aus [14]): ,,Mathematiknahe Technologien wie Computeralgebra-
Systeme, dynamische Geometrie-Software oder Tabellenkalkulationsprogramme sind im
heutigen Mathematikunterricht unverzichtbar. Sachgerechtes und sinnvolles Nutzen der
Programme durch geplantes Vorgehen ist sicherzustellen. Die minimale Realisierung besteht
im Kennenlernen derartiger Technologien, das iiber exemplarische Einblicke hinausgeht und
zumindest gelegentlich eine wesentliche Rolle beim Erarbeiten und Anwenden von Inhalten
spielt. Bei der maximalen Realisierung ist der sinnvolle Einsatz derartiger Technologien ein
standiger und integraler Bestandteil des Unterrichts“. Und im Lehrplan fiir Mathematik in der
Handelsakademie steht bei der Bildungs- und Lehraufgabe (aus [15]): ,,Die Schiilerinnen und
Schiiler sollen Computer Algebra Systeme und/oder Tabellenkalkulation bzw. grafikfdhige
Taschenrechner in allen Jahrgéngen einsetzten und mathematische Problemstellungen damit
losen konnen®. Daher werden bereits in den Kapiteln 2, 3 und 4 die Moglichkeiten eines
Computereinsatzes aufgezeigt. Es kommen dabei zwei Computerprogramme zum Einsatz,
ndmlich die dynamische Mathematiksoftware GeoGebra und das Computeralgebrasystem
Maple. Darauf aufbauend wird dann in Kapitel 5 demonstriert, wie lineare
Optimierungsprobleme mit zwei bzw. in besonderen Fillen mit drei Variablen mithilfe von
GeoGebra graphisch und interaktiv gelost werden konnen. Aulerdem wird in Kapitel 5 ein
Tool (Simplex) vorgestellt, das sich im Tabellenkalkulationsprogramm Microsoft Excel als
Add-In einbinden ldsst. Mithilfe dieses Tools konnen in Microsoft Excel Simplextableaus
definiert, Pivotspalten ausgetauscht und schlieBlich Pivotoperationen durchgefiihrt werden.
Zu guter Letzt wird ein Applet, der Online Simplex Instructor (OSI), vorgestellt, mit dem
lineare Optimierungsprobleme anhand des Simplexalgorithmus gelost werden konnen. Das
Besondere an diesem Applet ist jedoch, dass dabei die einzelnen Schritte bei der
Losungsfindung erkldrt werden und eine Auswertung des Ergebnisses zu Verfiigung steht.
Der Computer soll dabei natiirlich nicht als Black Box fungieren. Vielmehr soll Wert darauf
gelegt werden, Losungsverfahren von linearen Optimierungsproblemen eingehend zu
studieren und den Computer an geeigneter Stelle als sinnvolles und gewinnbringendes
Hilfsmittel einzusetzen. Es soll also mit dieser Arbeit aufzeigt werden, wie ein didaktisch
sinnvoller Einsatz von Computerprogrammen im Mathematikunterricht am Beispiel der

linearen Optimierung erfolgen kann. Daher werden in Kapitel 6 die verwendeten
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Computerprogramme didaktisch analysiert und Vorschldge fiir einen addquaten Einsatz im

Mathematikunterricht gegeben.
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2 Lineare Gleichungen und Gleichungssysteme

2.1 Lineare Gleichungen

Lineare Gleichungen werden benétigt, um praktische Probleme (Technik, Wirtschaft, Natur,
...) oder auch Fragestellungen im alltiglichen Leben mathematisch darstellen bzw.
modellieren und 16sen zu konnen. Sie spielen daher in der angewandten Mathematik eine
bedeutende Rolle.

Im Bereich der linearen Optimierung werden lineare Gleichungen dazu bendtigt, ein
mathematisches Modell (die Zielfunktion und gegebenenfalls auch Nebenbedingungen) einer
Problemstellung entwerfen zu konnen. Darauf wurde bereits in Kapitel 1 hingewiesen und das
lasst sich auch durch Betrachtung der allgemeinen Form des mathematischen Modells eines

linearen Optimierungsproblems bzw. anhand der Beispiele 1.1, 1.2 und 1.3 einsehen.

Bevor jedoch der Begriff der linearen Gleichung, der zuvor schon mehrmals aufgetreten ist,
definiert werden kann, muss zunéchst der Begriff des geordneten n-Tupels reeller Zahlen und

der Begriff des n-dimensionalen reellen Vektorraums eingefiihrt werden.

Definition 2.1.1
Fasst man n Variablen x,,...,X, zu einer geordneten Liste (Xl,...,Xn) zusammen, so spricht
man von einem geordneten n-Tupel reeller Zahlen oder einem n-dimensionalen reellen

Zahlenvektor. Der von der Menge aller geordneten n-Tupel (X Lees Xn) gebildete Raum wird

als n-dimensionaler reeller Vektorraum R" bezeichnet:

[R“=[R><...><[R={(xl,...,xn)le,...,xn e R}

Die Definition des Vektorraums R" ist lediglich eine Abstraktion der bekannten
Vektorriume R'=R, R’=RxR und R’=RxRxR. Mit R wird die Menge aller

reellen Zahlen bezeichnet. R* bezeichnet die Menge aller geordneten reellwertigen
Zahlenpaare (xl,xz), also [Rzz[RxR:{(xl,xz)lxl,xze[R}. Und R’ bezeichnet die

Menge aller geordneten reellwertigen Zahlentripel (x 12 X5, X5 ) , also

15



R*=RxRxR={(x,,x,,X;)Ix,,X,,x; € R}.

Die bekannten Rechengesetze (Addition und Skalarmultiplikation) des R* bzw. R® kénnen

—_ = —

problemlos fiir den R" iibertragen werden. D. h. fiir alle Vektoren u,v,we R" und alle

r,se R gilt:

—

(u+v)+w=u+(v+w)
u+v=v+u

u+0=04+u=u

a+la)=0

(r-s)-azr- s-a

o T E
Gt+sa

(r+s)-a:r'
1-u

=u

Bemerkung 2.1.1

So wie einer reellen Zahl, einem geordneten Zahlenpaar oder einem geordneten Zahlentripel

ein Punkt auf der Zahlengeraden, in der X,-x,-Ebene oder im dreidimensionalen Raum

entspricht, entspricht einem geordneten n-Tupel reeller Zahlen ein Punkt im R " .

Definition 2.1.2
Eine Gleichung der Gestalt

a, X, +a, X,+..+a, -x,=b a,a,,..,a,,beR, (a,,..,a,)=(0,..,0),
G=R"
heif3t lineare Gleichung mit n Variablen (Unbekannten) x;, x5, ... , X, in der Grundmenge
G=R".
Die Ausdriicke a, -x; (i=1,...,n) heifen lineare Glieder, die Zahl b heiBt absolutes Glied.

Falls b=0 ist, heit die Gleichung homogen und im Fall b#0 heiBit die Gleichung

inhomogen.
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Bemerkung 2.1.2
Die Grundmenge G ist jene Menge, aus der die Elemente zum Einsetzen fiir die Variablen

X,,....X, entnommen werden konnen.

Aus dieser allgemeinen Definition lassen sich schlieBlich lineare Gleichungen mit einer

beliebigen Anzahl von Variablen angeben. Zum Beispiel:
¢ lineare Gleichungen mit einer Variablen in G=R:

a,"x,=b a;,beR, a #0

e lineare Gleichungen mit zwei Variablen in G=R x R=R™:

a,-x,+a,-x,=b a,a,,beR, (a,,a,)%(0,0)

¢ lineare Gleichungen mit drei Variablen in G=Rx RxR=R *:

a,-X,+a, X,+a,-x,=b a,,a,,a;,beR, (a,,a,,a,)#(0,0,0)

Wihrend eine lineare Gleichung a, -x, =b genau eine Losung (Punkt) in R besitzt, besitzt

eine lineare Gleichung a,-x, +a,-x, =b eine Menge von Punkten als Losungen im R?,
deren Koordinaten die Gleichung erfiillen. Die Punktmenge wird Gerade im
zweidimensionalen Vektorraum ([Rz) genannt. Im dreidimensionalen Vektorraum ([R3) wird
die Punktmenge, deren Koordinaten eine lineare Gleichung a,-x,+a, -x,+a;-Xx;=b
erfilllen, Ebene genannt. Die Menge aller geordneten n-Tupel im n-dimensionalen Raum
(R™), deren Koordinaten eine lineare Gleichung a, -x,+a, X, +..+a, -x, =b erfiillen,

heillt Hyperebene.

2.2 Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme spielen in der linearen Optimierung eine wichtige Rolle. Es ist
nimlich ein wichtiger Zwischenschritt, lineare Optimierungsprobleme auf eine einheitliche
Gestalt (Normalform bzw. Standardform, siehe Abschnitt 5.3) zu bringen, wobei dann unter
den Nebenbedingungen nur mehr lineare Gleichungen vorkommen. Dies fithrt also zu

linearen Gleichungssystemen.
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Definition 2.2.1

Ein Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Variablen (Unbekannten) der Form

G=R"
a, x,+ta,x,+..+a,x, = b,
a, X,+ay, X, +...+a, x, = b,
a, x, ta,Xx,+..ta X, = b,

heif3t lineares Gleichungssystem vom Typ (m X n).

Die a.

ij °

b, €R sind die Koeffizienten des Systems und die x;€ R sind die Unbekannten

(i =1,...,mbzw.j=1,... ,n). Das aus den reellen Zahlen a,,...,a, bestehende Schema heifit

Koeffizientenschema oder auch Koeffizientenmatrix A des Gleichungssystems und der

Vektor be R™ heiBt Storvektor oder Storspalte:

b,
a,; ap i,
dy Ay as, mxn L b, m
A= eR™ b= eR™.
aml amZ amn b

m

Ist die Storspalte b der Nullvektor 6, so heiflit das Gleichungssystem homogen, andernfalls

inhomogen.

Bemerkung 2.2.1

Das lineare Gleichungssystem kann in einer verkiirzten Schreibweise dargestellt werden:

n
Z::aij)(jzbi i=1,...,m
j=1

Bei linearen Gleichungssystemen mit m Gleichungen und n Variablen konnen drei
unterschiedliche Losungsfille (Losbarkeitskriterium) eintreten:
e Wenn das lineare Gleichungssystem genauso viele Gleichungen wie Unbekannte

(m = n) besitzt, so existiert im Allgemeinen (siehe Satz 3.4.2) ein einziges geordnetes

n-Tupel (xl,...,xn)e R", welches das Gleichungssystem erfiillt. Das

Gleichungssystem ist dann eindeutig (einelementig) Iosbar, d. h. es liegt der
Hauptfall vor.

e Wenn das lineare Gleichungssystem weniger Gleichungen als Unbekannte (m < n)
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besitzt, so wird es im Allgemeinen (siehe Satz 3.4.2) von unendlich vielen (d. h. einer

einparametrigen, zweiparametrigen, ... Menge von) geordneten n-Tupeln

(x,,....x,)e R" erfiillt. Das Gleichungssystem ist unterbestimmt.

e Wenn das lineare Gleichungssystem mehr Gleichungen als Unbekannte (m > n)
besitzt, dann gibt es im Allgemeinen (siehe Satz 3.4.2) keine Losung (leere Menge).

Das Gleichungssystem ist iiberbestimmt.

23 Graphisches Losen von linearen Gleichungssystemen
mithilfe des Computers

Da lineare Optimierungsprobleme mit zwei bzw. in besonderen Fillen auch mit drei
Variablen graphisch gelost werden konnen, wird in diesem Abschnitt als Einfithrung bzw. als
Vorbereitung auf Abschnitt 4.4 und 5.2 demonstriert, wie lineare Gleichungen mit zwei oder
drei Variablen graphisch dargestellt bzw. wie die Losungsmenge L von linearen
Gleichungssystemen mit zwei (drei) Gleichungen und zwei (drei) Variablen durch den
Einsatz des Computers graphisch dargestellt und bestimmt werden kann.

Fiir ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Variablen gibt es im

Allgemeinen (wenn weder die homogenen noch die inhomogenen Gleichungen proportional

sind) ein einziges geordnetes Zahlenpaar (xl,xz)e R?, welches das Gleichungssystem erfiillt

(die Losungsmenge L ist einelementig). Ist dies nicht der Fall, so konnen zwei Sonderfille
eintreten. Namlich einerseits, dass die homogenen, nicht aber die inhomogenen Gleichungen
proportional sind. Das bedeutet, dass die beiden Geraden parallel sind. Das Gleichungssystem
ist dann unlosbar. Andererseits kann es vorkommen, dass die inhomogenen Gleichungen
proportional sind, d. h. die beiden Geraden sind parallel und fallen zusammen. Das
Gleichungssystem ist dann mehrdeutig 16sbar.

Im folgenden Beispiel wird demonstriert, wie die Losungsmenge L eines linearen
Gleichungssystems mit zwei Gleichungen und zwei Variablen graphisch bestimmt werden

kann.
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Beispiel 2.3.1

Gegeben ist das lineare Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Variablen:

G=R’
4-x,+x, =38
X, —X, =2.

Um die Losungsmenge L des linearen Gleichungssystems in GeoGebra graphisch bestimmen
zu konnen, miissen die beiden linearen Gleichungen mit zwei Variablen a, -x, +a, -x, =b

(Geraden) graphisch dargestellt werden. Dazu werden diese durch Aquivalenzumformungen

. a b . a
zuniichst auf die Form x, =——'-x, +— gebracht. Setzt man anschlieBend k =——- und

a, a, a,

d= L so erhdlt man: x, =k-x, +d. Das lineare Gleichungssystem mit zwei Gleichungen
a,

und zwei Variablen hat dann folgende Form:

G=R’
X, =—4-x,+38
X, = X, —2.

Dies sind gerade Funktionsgleichungen von linearen Funktionen, welche in GeoGebra durch
die Eingabe von fry=—4x+38 und g:y=x-2 in die Eingabezeile (GeoGebra erlaubt keine
Eingabe von indizierten Variablen in die Eingabezeile) und durch Driicken der Eingabetaste
graphisch dargestellt werden konnen. Damit auch die Beschriftung der beiden Geraden
angezeigt wird, muss zunichst der Cursor iiber einer der Geraden positioniert werden. Durch
Betitigung der rechten Maustaste, der Auswahl des Meniipunkts Eigenschaften und der
Auswahl der Registrierkarte Grundeinstellungen gelangt man dann in jenes Menii, wo die
erforderlichen Einstellungen vorgenommen werden konnen. Es muss Beschriftung anzeigen
mit einem Hdkchen markiert werden und im zugehorigen Klappmenii Name & Wert

ausgewihlt werden (fiir die zweite Gerade kann dies analog durchgefiihrt werden).
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gry=x-2

Abbildung 2.3.1: Losungsmenge L des linearen Gleichungssystem - GeoGebra
Das lineare Gleichungssystem ist nach dem Losbarkeitskriterium eindeutig bestimmt, es liegt
der Hauptfall vor. Die beiden Geraden schneiden einander in einem Punkt Ae R® Der

Schnittpunkt A kann in GeoGebra durch die Auswahl von Schneide zwei Objekte im
entsprechenden Klappmenii in der Symbolleiste und durch die anschlieBende Markierung
zwelier sich schneidender Objekte definiert werden. Damit die Beschriftung des Schnittpunkts

A — insbesondere die Losungsmenge L (Koordinaten) — angezeigt wird, kann analog wie
zuvor vorgegangen werden. Es gibt also ein einziges geordnetes Zahlenpaar (xl,xz)e R?,

welches das lineare Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Variablen erfiillt, d. h.

die Losungsmenge L ist einelementig: L ={(8,6)}.

Wihrend man bei der graphischen Darstellung bzw. Bestimmung der Losungsmenge L eines

linearen Gleichungssystems mit zwei Gleichungen und zwei Variablen mit dem
zweidimensionalen Raum — also der x,-x,-Ebene (R?) — ausgekommen ist, erfordert die
graphische Darstellung bzw. Bestimmung der Losungsmenge L eines linearen
Gleichungssystems mit zwei (drei) Gleichungen und drei Variablen — insbesondere die
graphische Darstellung einer linearen Gleichung mit drei Variablen

a,-X,+a, Xx,+a, x,=b (Ebene) — einen Ubergang auf den dreidimensionalen Raum

(R?). Jedoch kann sich die graphische Darstellung bzw. Bestimmung der Losungsmenge L

eines linearen Gleichungssystems mit zwei (drei) Gleichungen und drei Variablen ohne zu
Hilfenahme einer geeigneten Software dullerst mithsam gestalten. Da man bei der graphischen

Darstellung von linearen Gleichungen mit drei Variablen bei der Verwendung von GeoGebra
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an die Grenzen des Programms stoflt, wird ab sofort bei der graphischen Darstellung bzw.
Bestimmung der Losungsmenge L von linearen Gleichungssystemen mit zwei (drei)
Gleichungen und drei Variablen Maple verwendet.

Da ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und drei Variablen unterbestimmt
ist, ist die Losungsmenge L nach dem Losbarkeitskriterium im Allgemeinen (wenn weder die
homogenen noch die inhomogenen Gleichungen proportional sind) einparametrig, d. h. die
Ebenen schneiden einander. Es konnen auch hier zwei Sonderfille eintreten. Einerseits kann
es vorkommen, dass die homogenen, nicht jedoch die inhomogenen Gleichungen proportional
sind. Dann sind die Ebenen parallel und das Gleichungssystem ist unlosbar. Andererseits
besteht die Moglichkeit, dass die inhomogenen Gleichungen proportional sind. Dann fallen
die Ebenen zusammen und die Losungsmenge L ist zweiparametrig.

Im folgenden Beispiel wird vorgefiihrt, wie die Losungsmenge L eines linearen
Gleichungssystems mit zwei Gleichungen und drei Variablen in Maple graphisch bestimmt

werden kann.

Beispiel 2.3.2

Gegeben ist das lineare Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und drei Variablen:
G=R’
2:X,— X,+2-x;,=6
—4-x,+7x,—-4-x, =1.
Um die Losungsmenge L des linearen Gleichungssystems in Maple graphisch bestimmen zu
konnen, miissen die beiden linearen Gleichungen mit drei Variablen (Ebenen) graphisch
dargestellt werden. Fiir die graphische Implementierung der linearen Gleichungen muss
zunichst das Paket plots mit dem Befehl with(plots): geladen werden. Danach kénnen zwei
Ebenen p/ und p2 durch die Eingaben pl:=2:x;—x;+2x3=6; und p2:=—4x;+7 x4 x3=1;
definiert und anschlieBend mit dem Befehl implicitplot3d([pl,p2], x;=-5..5, x;=-5..5,
x3=-3..5, axes=normal); graphisch dargestellt werden. Die Parameter x;=-5..5, x,=-5..5,
x3=-5..5 bestimmen dabei die Groe des Bildbereichs der Grafik und der optionale Parameter

axes=normal bedeutet, dass die Koordinatenachsen eingezeichnet werden.
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with(plots)
pF=1 ;(17X2+2 X3:ﬁ,

I —m+2x=0
pZ=—4 x4+ T =4 =1

—dx AT 4=l

mpfsczgy{o:i‘d( [pl, p2]. x =-5.55y=-5.5x="5.5 axes = Pﬁomai},

soive([p[,pZ], [xl, X Xz])’

Abbildung 2.3.2: Losungsmenge L des linearen Gleichungssystem — Maple (1)

Die beiden Ebenen schneiden einander in einer Gerade g. Fiir die Berechnung der

Parameterdarstellung der Schnittgerade g kann der Befehl solve([pl,p2], [x;,x2,x3]) verwendet

0 1
werden: g: X =|2,6|+t-| 0 |. Die Losungsmenge L des linearen Gleichungssystems mit
4,3 -1

zwel Gleichungen und drei Variablen ist also einparametrig:

0 1
L={(x,.x,,x;)eR*I X=[2,6|+t-| 0 |teR }.
4,3 -1

Liegt ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Variablen vor, so gibt es
bei der graphischen Darstellung bzw. Bestimmung der Losungsmenge L nach dem

Losbarkeitskriterium im Allgemeinen (siehe Satz 3.4.2) ein einziges geordnetes Zahlentripel

(xl,xz,x3 )e R’, welches das Gleichungssystem erfiillt (Losungsmenge L ist einelementig).

Andernfalls konnen auch hier Sonderfille eintreten. Aufgrund der Vielzahl von moglichen
Sonderfillen ist es am iibersichtlichsten und am verstdndlichsten, wenn diese graphisch

dargestellt werden:
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® Die Losungsmenge L ist die leere Menge.

¢ Die Losungsmenge L ist zweiparametrig.

Im folgenden Beispiel wird die Losungsmenge L eines linearen Gleichungssystems mit drei

Gleichungen und drei Variablen in Maple graphisch bestimmt.

Beispiel 2.3.3

Gegeben ist das lineare Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Variablen:
G=R"
3x, —2x, +4x, =11
2x, — X, =3x;=-9
- X, +3x, +2x, =11.
Die graphische Darstellung der linearen Gleichungen mit drei Variablen (Ebenen) erfolgt

analog zu Beispiel 2.3.2.
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with( piats)
pl=3x -1 x+4 =1L

Fxp i tdng=1l
pl=ix -3 =5

iz —x—3xm=-1
pl=-x +3Et+ o n=1l

i+ ig=ll

wpficz‘{v[orﬁd([pl, 12, 03], X ==5 .5 %y ==5 5 x3=-5..5, anes :none),

mIve([p[,pZ,p?], [Xl’ x, XSD,

HXI:I,XE:Z,XE:E]]

Abbildung 2.3.3: Lineares Gleichungssystem — Maple (2)

Das lineare Gleichungssystem ist nach dem Losbarkeitskriterium eindeutig bestimmt, es liegt
der Hauptfall vor. Die drei Ebenen schneiden einander in einem Punkt Se R’. Es gibt also ein
einziges geordnetes Zahlentripel (Xl,Xz,X 3)6 R?, welches das Gleichungssystem erfiillt. Fiir

die Berechnung der Koordinaten des Schnittpunkts S kann der Befehl solve([pl,p2,p3],

[x1,x2,x3]) verwendet werden: S ={(1,2,3) } Die Losungsmenge L ist daher einelementig:

L={(,2,3)}.

Eine graphische Veranschaulichung der Losungsmenge L von linearen Gleichungssystemen
mit mehr als drei Variablen (also ab einer Dimension grof3er als drei) ist nicht mehr moglich,

da dies auBlerhalb der menschlichen Vorstellungskraft liegt.

Bemerkung 2.3.1

Noch ein kleiner Zusatz zur graphischen Darstellung in Maple: Um dreidimensionale
Grafiken (Abbildung 2.3.2, 2.3.3) aus verschiedenen Perspektiven betrachten zu konnen,
konnen diese beliebig gedreht werden. Dazu muss die Grafik einmal mit der linken Maustaste

angeklickt werden. AnschlieBend wird oberhalb des Eingabebereichs eine Meniileiste

Te Math ging Animation
o(ee(s)e u- o u &

Abbildung 2.4.4: Meniileiste fiir die Grafik

eingeblendet.

Durch Veridnderung der beiden linken Parameter (rote Kreise) erfolgt schlieBlich die

gewiinschte Rotation der Grafik.
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Bemerkung 2.3.2

In den Beispielen 2.3.2 bzw. 2.3.3 wurden geeignete x,-, X,- und Xx,-Bereiche (x;=-5..5,
x=-3..5, x3=-5..5) gewihlt, um jeweils eine aussagekriftige Grafik zu erhalten. Natiirlich
konnte man auch andere Bereiche, beispielsweise x;=-10..10, x,=-10..10, x3=-10..10, fiir die
X,-, X,- und X,-Achse definieren, um einen groleren Zeichenbereich zu erhalten. Durch
Probieren von verschiedenen Parametern ldsst sich aber sehr schnell feststellen, welche
Parameterwahl zu einer adiquaten Darstellung fiihrt. Darauf wird auch noch in Kapitel 6

genauer eingegangen.
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3 Matrizen

3.1 Einfithrung und Grundlagen

In Definition 2.2.1 trat der Begriff Koeffizientenmatrix bzw. Koeffizientenschema auf. Dieser
Begriff soll in diesem Abschnitt erldutert und konkretisiert werden.

Matrizen spielen in der Technik, in den Naturwissenschaften aber auch in der Wirtschaft eine
wichtige Rolle. Zudem werden Matrizen auch beim Losen von linearen Gleichungssystemen
(siehe Abschnitt 3.5) und in der linearen Optimierung benétigt (siehe Abschnitt 5.3).

Matrizen werden vor allem dazu verwendet, um Tabellen oder Systeme (sieche Abschnitt 3.3
und Abschnitt 4.2) in einem kompakten und prignanten Zahlenschema (einer

Kurzschreibweise) darzustellen.

Beispiel 3.1.1

Ein Betrieb produziert aus vier Rohstoffen fiinf Produkte. Der Materialfluss in

Mengeneinheiten (ME) ist in folgender Tabelle angegeben.

Produktionstabelle | Produkt 1 | Produkt2 | Produkt3 | Produkt4 | Produkt 5
Rohstoff 1 2 4 1 1 3
Rohstoff 2 3 5 5 4 0
Rohstoff 3 1 4 1 0 5
Rohstoff 4 0 2 3 5 1

Die Daten bzw. Zahlen aus der Tabelle lassen sich in einem Zahlenschema (Matrix) eindeutig

darstellen. Dies ergibt eine sogenannte Produktionsmatrix:

2 4113
135540
|1 4105
023 51

Eine Matrix wird iiblicherweise mit GroBbuchstaben A, B, C, ... bezeichnet.

Im obigen Beispiel besteht die Matrix A aus 4 Zeilen und 5 Spalten, d. h. es liegt eine (4><5)—
Matrix (sprich: 4 kreuz 5 Matrix) vor. Die Zahlen der Matrix nennt man die Elemente der
Matrix. Die Position der Elemente in der Matrix wird dadurch festgelegt, indem jedem
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Element ein geordnetes Paar von Indizes zugeordnet wird, ndmlich der Zeilenindex und der

Spaltenindex. In obiger Matrix A ist beispielsweise a,, =2,a,, =5,a,; =5, usw.

Dies motiviert zu folgender allgemeinen Definition einer Matrix.

Definition 3.1.1

Ein Zahlenschema aus m Zeilen und n Spalten

a,, a, a; .. a,, 1-te Zeile
dy Ay Ay a,
a3 a3 Ay as,

1-teZeile
a, a, a,; .. a.. m - te Zeile
1.Spalte j-teSpalte n -teSpalte
heillit Matrix vom Typ (mxn). Man schreibt:
A (aij )e R o i.= I,...,m Zeilenir‘ldex
J=1,...,n  Spaltenindex

Der Zeilenindex lduft also von 1 bis m und der Spaltenindex lduft von 1 bis n.

Bemerkung 3.1.1

Der von der Menge aller reellen (mx n)-Matrizen gebildete Raum wird mit R ™" bezeichnet.

Weiters kann man die Zeilen bzw. Spalten einer Matrix Ae R™" betrachten bzw. diesen

eigene Bezeichnungen geben:

i-ter Zeilenvektor von A: ;i = (aﬂ,ai2 yeees @y )e R" i=1,...,m
a

j-ter Spaltenvektor von A: ; _| % eR™ j=1,..,n
a

Somit kann die Matrix Ae R™" in den folgenden Kurzschreibweisen angegeben werden:

A= (al,az,...,am) bzw. A=[a1,a2,...,a“j
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Es gibt verschiedene Typen bzw. Sonderfille von Matrizen:

m=n n>I quadratische Matrix (Anzahl der Zeilen = Anzahl der Spalten)
m=1 n>1 Zeilenvektor

m>1 n=1 Spaltenvektor

m=1 n=1 Skalar (reelle Zahl)

Eine Matrix, in der alle Elemente null sind, nennt man Nullmatrix.

0 .. 0

Diese Matrix wird als (nxn)-Nullmatrix bezeichnet. Die Nullmatrix ist das neutrale

Element beziiglich der Matrixaddition.

Eine besondere quadratische Matrix ist die Einheitsmatrix. In der Einheitsmatrix
haben alle Elemente in der Hauptdiagonale den Wert 1 und alle anderen Elemente

haben den Wert 0.

Hauptdiagonale

Somit gilt fiir alle Einheitsmatrizen: e; =1 fiir i = j, sonst e; =0 fiir i # j

Diese Matrix wird (nxn)-Einheitsmatrix genannt.

Definition 3.1.2

Zwei Matrizen A = (aij) und B = (bij) sind gleich, wenn sie gleich viele Zeilen und Spalten

besitzen und wenn alle Elemente a; von A mit den entsprechenden Elementen b; von B

iibereinstimmen (also a; = bij firi=1,...,m und j=1,...,n).

D.h:a,, =b,Aa,=b,A..Aa,, =b

mn
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3.2

Rechenoperationen mit Matrizen

Wie Vektoren (Sonderfélle von Matrizen) kann man auch Matrizen gleichen Typs (mxn),

d. h. wenn die Zeilen- und Spaltenanzahl gleich ist, elementweise addieren, subtrahieren und

mit einem Skalar multiplizieren.

Definition 3.2.1

Sind A und B Matrizen vom selben Typ (mx n) und ce R, so gilt:

1) Man addiert zwei Matrizen A und B (A +B), indem man gleichplatzierte Elemente

der Matrizen A und B addiert:

A+B= (aij)+(bij): (aij +bij)

ap a, b, b, a,; +by, a,, +b,
A+B=| ... + =
a., a_. b, b a_, +b_, a, +b, .
2) Man subtrahiert zwei Matrizen A und B (A -B), indem man gleichplatzierte
Elemente der Matrizen A und B subtrahiert:
A-B= (aij)_(bij): (aij _bij)
ap a, b, b, a,;; —by, a,, —b,
A-B=| ... o =
aml amn bml bmn aml _bml amn _bmn
3) Man multipliziert eine Matrix A mit einem Skalar ¢ (c-A), indem man jedes Element
von A mit dem Skalar ¢ multipliziert.
C'A:C'(aij): (C'aij): (aij 'C): (aij)'c =A-c
a, a,, c-a, c-a, a, -c a,, -c
ccA=c| ... = = =
a., a., c-a,, c-a,, a, -c a . -c
all aln
=l c=A-c
aml amn
Definition 3.2.2

Ist A eine Matrix vom Typ (mxn) und B eine Matrix vom Typ (nxs), so ist die

Multiplikation von A und B (A - B) definiert durch:
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ns

b, .. b,
b, .. b

=
X
2
B
X
z
I
=
X
z

o e
Zamk by, . Zamk by,
k=1 k=1

A -B existiert also nur dann, wenn die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der

Zeilen von B ist.

Bemerkung 3.2.1

ISt A () * B(axs) = Clanxs)» S0 gilt fiir das Element c;; in der i-ten Zeile und j-ten Spalte:

mxn) nxs) mxs

—_—

—_ n
_ i _
c;=a,-b’=a; -b;+a, b, +..+a, b, —Zaik “by
k=1

Dabei ist ;i ein Zeilenvektor der Matrix A und b_; ein Spaltenvektor der Matrix B.

Aufgrund obiger Bemerkung bzw. Definition kann man erkennen, dass hinter der

Matrixmultiplikation das skalare Produkt zweier Vektoren steckt:

£=(a1,a2,...,an) B:(bl,bz,...,bn)

- = n
a-b=a,-b,+a,-b,+...+a,-b, :Z:ai-bi

i=1

Weiters ist zu beachten, dass die Matrixmultiplikation (im Gegensatz zur Multiplikation mit

einem Skalar) im Allgemeinen nicht kommutativist (A-B#B-A):
2 -1 6 4
A= B=
3 5 0 3
2 -1\ (6 4 12 5
A-B= . =
3 5 0 3 18 27
6 4)(2 -1 24 14
(O 3] (3 5 ] (9 ISJ
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Fiir quadratische Matrizen gilt jedoch: A-E =E-A = A.

a, a, .. a, I 0 .. O
a a .. a 0 1 0
21 2 1
A: n E:
a, a, a., 0 0 1
a,;, ap ap, L0 0 a, ap a,
A-E= ay ap ap, 0 1 0] Ja, ay ap,
anl anZ ann 0 0 1 anl an2 ann
1 0 0 a, ap a, a, ap a,
E. Ao 0O 1 .. O 13 An A, ||y Ay . ay,
0 0 1 anl an2 ann anl an2 ann

Es existiert aber auch noch eine weitere wichtige Operation fiir Matrizen, ndmlich das

Transponieren einer Matrix.

Definition 3.2.3

Ist A eine Matrix vom Typ (mxn), dann entsteht durch Vertauschen der Zeilen und Spalten

die transponierte Matrix A" vom Typ (n X m) :

) = Aj, bzw. (aij): (aji )T

Bemerkung 3.2.2

Durch das Transponieren eines Spaltenvektors erhélt man einen Zeilenvektor, und umgekehrt
erhilt man durch das Transponieren eines Zeilenvektors einen Spaltenvektor. Daher kann die
Verwendung der Spalten- oder Zeilenschreibweise beliebig gewéhlt werden, sie hingt jedoch

von der jeweiligen Situation ab.
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3.3 Matrizengleichung eines linearen Gleichungssystems

Betrachte folgendes lineares Gleichungssystem:

G=R"
a, x,ta, x,+..+a, x, = b,
a, X, +a, X, +..+a, x, = b,
a, x, ta,Xx,+..+a, X, = b,

Die Koeffizientenmatrix A dieses Gleichungssystems ist gegeben durch

a,;, ap ap,
a a a
_ 21 22 2n mxn
A () €R
aml amZ amn

Das lineare Gleichungssystem ldsst sich nun in einer Matrixform bzw. als Matrizengleichung

folgendermalBen darstellen:

a,;,  ap a, Xy b,
ay Ay ay, X, _ b,
a,, a, .. a, X, b,
N\ ~ J \_Y_) \_Y_)

Koeffizientenmatrix A Losungsvektor x Storvektor b

—

In Kurzform lautet die Matrizengleichung: A x=b.

Dabei ist die Matrix Ae R™" die Koeffizientenmatrix (enthilt die Koeffizienten), der

Vektor x € R" ist der Losungsvektor (enthilt die Unbekannten) und der Vektor beR™ ist

der Storvektor (enthilt die rechten Seiten der Gleichungen) des linearen Gleichungssystems.

Beispiel 3.3.1

Das lineare Gleichungssystem in Beispiel 2.3.3 ldsst sich folgendermaflen in einer

Matrizengleichung darstellen:

G=R"
3x, —2x, +4x, =11 3 -2 4 X, 11
2x, = X, =3x;=-9 entspricht 2 -1 =3|/|x,|=[-9
- X, +3x, +2x, =11 -1 3 2 ){x; 11
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Definition 3.3.1

Fiir ein lineares Gleichungssystem A x=b (Ae R™", xeR" , be R ™) kann man neben

der Koeffizientenmatrix A noch eine weitere Matrix definieren, ndmlich die erweiterte

Koeffizientenmatrix A’. Diese Matrix entsteht, wenn der Koeffizientenmatrix A die rechte

Seite der Gleichungen (der Storvektor l;) als zusitzliche Spalte hinzugefiigt wird. Die

erweiterte  Koeffizientenmatrix  tragt daher die vollstindige Information des

Gleichungssystems.
a,, ap, a, |b,
A'<mx(n+1)):(A| 5): e |02 | et
a, a, a_ |b,
Beispiel 3.3.2
G=R"
3x, —2X, +4x, =11 3 -2 4]11
2%, — X, —3x,=-9 = Apy=[2 -1 -3-9|eR™
— X, +3x, +2x, =11 -1 3 2|11
34 Losbarkeit der Matrizengleichung und der Rang einer

Matrix

Um die Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen A X = b untersuchen zu konnen, ist der
Begriff der linearen Unabhéngigkeit von besonderer Bedeutung. Diese spielt vor allem bei der

Rangbestimmung eine wichtige Rolle und anhand des Rangs der Koeffizientenmatrix A bzw.
erweiterten Koeffizientenmatrix A'= (A | B) kann schlieBlich eine Aussage iiber die

Losbarkeit bzw. die Losungsmenge L eines linearen Gleichungssystems getroffen werden.

Dies wird in diesem Abschnitt verdeutlicht.
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Definition 3.4.1

Einen Vektor ve R" mit

T

—_— —_—

V=C, U, +Cy-U,+...+C U, =) c, U, wobei cie R

r r
i=1

_— —

nennt man eine Linearkombination der Vektoren u,,u,,...,u, e R".

Definition 3.4.2
Die r Vektoren u,,u,,...,u, € R" heilen linear unabhéngig, wenn aus

—_— —_— —_— r —_— e
C,-u,+¢c, u,+...+c,-u, = > c,-u; =0
i=1

stets ¢, =¢, =...=c, =0 folgt. Andernfalls heilen sie linear abhiingig.

Vektoren sind also genau dann linear unabhéngig, wenn der Nullvektor O sich nur auf triviale
Weise aus den Vektoren linear kombinieren ldsst. Sind die Vektoren linear abhingig, dann
kann mindestens einer der Vektoren als Linearkombination der restlichen Vektoren dargestellt

werden.

Beispiel 3.4.1

Es sind die Vektoren 7[ =(1,2)e R* und v—; =(-2,2)e R* gegeben und auf lineare
Unabhingigkeit zu iiberpriifen.

Nach Definition 3.4.2 ist zu iiberpriifen, ob aus c, -(1,2)+c2 '(—2,2)= (0,0) folgt, dass
c,=c,=0ist.

Man erhilt ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Variablen:

¢c,—2¢,=0
2¢,+2¢c,=0.

Wird nun beispielsweise die Unbekannte c, aus der zweiten Gleichung ausgedriickt
(c2 = —cl) und anschlieBend c, durch —c, in der ersten Gleichung substituiert, so erhilt
man: ¢, +2¢, =0.

Durch Aufldsen dieser Gleichung nach der Variablen ¢, erhidlt man: ¢, =0=c¢c, =0.

Das bedeutet, dass die Vektoren v, und v, linear unabhiingig sind.
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Beispiel 3.4.2

Es sind die Vektoren z =(1,2)e R? und 72 =(-2,-4)e R* gegeben und auf lineare
Unabhingigkeit zu iiberpriifen.

Nach Definition 3.4.2 ist zu iiberpriifen, ob aus c, (1,2)+ C, (~2,-4)=(0,0) folgt, dass
c,=c, =0 ist.

Daraus erhélt man ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Variablen:

c,—2c,=0
2¢,—4c, =0.
Man kann sofort erkennen, dass die zweite Gleichung ein Vielfaches der ersten Gleichung ist
(dquivalent zur ersten Gleichung ist), also eigentlich iiberfliissig ist. Durch Ausdriicken der

Unbekannten c, aus der ersten Gleichung erhilt man: ¢, =2c¢, .
Wiihlt man nun beispielsweise ¢, =1, so folgt ¢, =2.
Das bedeutet, dass die Vektoren z und V_; linear abhéngig sind.

Der Nullvektor ldsst sich also als nichttriviale Linearkombination der Vektoren v, und v,

darstellen:

0=2-v, +1-v,.

Im n-dimensionalen reellen Vektorraum R" gibt es maximal n linear unabhingige Vektoren
(n+1 Vektoren aus dem Raum R" sind bereits linear abhingig). Die Dimension gibt also an,
wie viele linear unabhingige Vektoren es maximal gibt. Jeder Vektor im R" kann eindeutig
als Linearkombination von n linear unabhidngigen Vektoren dargestellt werden. Dabei wird

eine Menge von n linear unabhingigen Vektoren ecine Basis im R" genannt. Die

entsprechenden Sitze mit zugehorigen Beweisen konnen in [6] S. 29-34 und [12] S. 166-174

nachgelesen werden.

Definition 3.4.3

Unter dem Rang rg(A) einer Matrix Ae R™" versteht man die maximale Anzahl der linear

unabhingigen Spaltenvektoren von A.

Analog kann man den Rang rg(A) einer Matrix Ae R™" als die maximale Anzahl der linear

unabhéngigen Zeilenvektoren von A definieren. Fiir die Bestimmung des Rangs einer Matrix
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ist es also egal, ob die maximale Anzahl der linear unabhidngigen Spaltenvektoren oder die
maximale Anzahl der linear unabhiingigen Zeilenvektoren genommen wird. Dies fiihrt zu dem

gleichen Ergebnis, denn die Maximalzahl von linear unabhédngigen Spaltenvektoren ist stets

gleich der Maximalzahl von linear unabhingigen Zeilenvektoren einer Matrix Ae R ™" . Den

Satz bzw. Beweis findet man in [6] S. 65f.

Bemerkung 3.4.1
Ist rg(A) =r, dann gibt es r linear unabhéngige Spaltenvektoren von A (r +1 Spaltenvektoren

sind bereits linear abhédngig).

Satz 3.4.1
Fiir eine Matrix Ae R™" gilt:
) rg(A)=0=A=0

2) rg(A)=rg(A")
3) rg(A)Smin(m,n)

Der Beweis des Satzes kann in [6] S. 66f nachgelesen werden.

Anhand des Rangs der Koeffizientenmatrix A und der erweiterten Koeffizientenmatrix

A'= (A| B) kann nun die Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen bzw.

Matrizengleichungen A -x =b untersucht werden.

Satz 3.4.2

Sei die Matrix Ae R™" und der Storvektor be R™. Dann ist die Matrizengleichung bzw.
das lineare Gleichungssystem A-x=b genau dann lésbar, wenn rg(A): rg((A | l;» ist. Gilt
weiters rg(A) =n, dann gibt es genau eine Losung x € R".

Ist rg(A)<rg(A|B), dann existiert keine Losung, d. h. die Gleichungen widersprechen
einander.

Falls rg(A)= rg((A | B»z r<n ist, gibt es unendlich viele Losungen mit n —rg(A) freien

Parametern.

Der Beweis ist in [6] S. 91 zu finden.
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3.5 GauB-Algorithmus

In diesem Abschnitt wird der GauB-Algorithmus vorgestellt, mit dem man in erster Linie

den Rang rg(A) der Koeffizientenmatrix Ae R™" bzw. den Rang rg((A |B» der erweiterten

—

Koeffizientenmatrix A'= (A| B)e R™0)  eines linearen Gleichungssystems A-x=b

ermitteln und des Weiteren die Losungsmenge L des Gleichungssystems bestimmen kann.
Dieser Algorithmus bildet die Grundlage fiir die Optimierungsmethoden (Simplex-
Algorithmus) in Abschnitt 5.6.

Um ein geeignetes bzw. iibersichtliches Schema zu erhalten, kann ein lineares
Gleichungssystem (mit der Gestalt aus Definition 2.2.1) in der Form eines Tableaus

angeschrieben werden:

G=R"
X X, X
a, ap a,, | b,
ady Ay a,, | b,
aml am2 amn bn

Das Ziel ist, dieses Tableau so umzuformen, dass sich rg(A) bzw. rg((A|B» und die

Losungsmenge L des linearen Gleichungssystems moglichst leicht bestimmen lassen. Dabei

konnen folgende elementare Operationen durchgefithrt werden, welche den Rang der
Koeffizientenmatrix A bzw. den Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix A'= (A| B) und

die Losungsmenge L des linearen Gleichungssystems nicht verdndern:
® Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten,
e Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl ungleich null,

e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile

(vgl. [6] S. 82).

Bemerkung 3.5.1
Werden Spaltenvertauschungen durchgefiihrt, so ist darauf zu achten, dass sich dadurch auch

die Reihenfolge der Variablen verédndert.
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Das Ziel ist nun, ein Tableau (A* b*j folgender Form zu erstellen (aus [5] S. 25):

X X oo X X oo X

q; q2 qr Ari1 qn
a;;  ap A Ay a, 1
0 a, - a, a,, - a,/| b,

* * * *
0 O arr ar,r-%—l arn br

*

0 0 -« 0 0 - 0]b,
0O 0 -« 0 0 - 0]b

Aufgrund von Bemerkung 3.5.1 wurden im Tableau die Variablen iiber den einzelnen Spalten

hinzugefiigt, wobei die Indizes q,,...,q, eine Permutation der Indizes 1,...,n sind. Die

Diagonalelemente a,,...,a,

T

sind alle von null verschieden und alle a; mit i>1 oder 1> ]
sind gleich null. Diese Form des Tableaus wird Treppenform genannt. Fiir den Rang rg(A*)

gilt dann: rg(A*)z r (Anzahl der vom Nullvektor 0 verschiedenen Zeilenvektoren von A ).

Der Beweis kann in [12] S. 181-183 nachgelesen werden.

Nach Satz 3.4.2 ist ein lineares Gleichungssystem genau dann l0sbar, wenn

rg((A* b*Dzr, da rg(A*)zr ist. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn

b, =0,..,b; =0 ist. Durch Riickwirtseinsetzen erfolgt schlieBlich die Auflosung des

r+1

linearen Gleichungssystems, wobei die Variablen x q e Xg frei gewihlt werden konnen.

Die restlichen Variablen konnen folgendermal3en bestimmt werden:

_1 b* z * ._ 1
Xy == i—z‘aij-xqj i=r1,...,

ay j=itl

Falls r=m=n ist, dann ist die Losung eindeutig bestimmt — d. h. es gibt keine frei

wihlbaren Parameter (vgl. [5] S. 25).

Im Folgenden wird der GauB3-Algorithmus beschrieben (aus [5] S. 26):

Es sei die Koeffizientenmatrix A= (aij)z (ai(jl))e R™" und der Storvektor

b= (bi )= (bi(l))e R™ eines linearen Gleichungssystems A x=b gegeben.
1. k=1
2. Wihle ein Pivotelement, d. h. ein al) #0, ie {,..,m}, je {k...,n}! Sollte

dies nicht moglich sein (weil entweder k > min(m,n) oder alle betreffenden
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S.

Das Tableau [A*

agjk) verschwinden), so bricht das Verfahren ab. Der Rang der Matrix ist dann

gleich r=k-1.
Tausche die Zeilen und Spalten der Matrix so, dass das Pivotelement nun

gleich afﬁ{() ist, d. h. tausche die i-te mit der k-ten Zeile und die j-te mit der k-

ten Spalte!

Firi=k+1,...,m setze

a;" =ay ik gk
j ij a&) kj '
© j=k,...,n
bt — k) dix b
i i af(ll(() k

Ersetze k durch k+1 und gehe zu Schritt 2 !

—_

b*) in Treppenform ist nach Abbruch des Algorithmus fiir i =1,...,m

und j=1,...,n gegeben durch:

. . [bY
4 = al™l sonst b = { plr+) sonst
ij i

_{afj) firi<r=k-1 firi<r=k-1

Beispiel 3.5.1

Betrachtet man abermals das lineare Gleichungssystem in Beispiel 2.3.3, so ldsst sich dieses

Gleichungssystem anhand des GauB3-Algorithmus auf Treppenform bringen. Dabei werden die

(k)

. . . . . a;
einzelnen Pivotelemente rot markiert und die Quotienten % neben den entsprechenden
a

kk

Zeilen notiert.

G=R"*
X, X, X3| X, X, X3|
S al[o W -2 4|1
all all al)| by 2 -1 -3/ -9 23
al) al) )| p¥ -1 3 2|11 -13
X X, X3
X, X X3|
3 -2 4 11
al) af) all| by 17| —a9
@ L@ Ko 0 | ==
0 a; a,| b; 3 3
0 af af)| by o 1 10| 4
3 3 3
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X, X, X4 |

T U RE I BT
o all alfbi o 1 17| -
3 3 3

0 0 a(3) b(3)
R 0 0 43| 129

Aus dem letzen Tableau kann schlieBlich der Rang der Koeffizientenmatrix rg(A)=3 und der
Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix rg((A |B))= 3 abgelesen werden. Wegen
rg(A) = rg((A |B»: 3=n (AeR>), ist das lineare Gleichungssystem nach Satz 3.4.2

eindeutig 10sbar. Durch Riickwirtseinsetzten kann die Losung des Gleichungssystems

bestimmt werden:

X3:@=3
43
NN (RIS LA N (DS S
3 3 3 3

X, :(11—4'X3+2-x2)%:(11—4-3+2.2)%:1

Die Losungsmenge L des linearen Gleichungssystems ist also: L=1{(1,2,3)}.

3.5.1 GauB-Jordan-Algorithmus

Um die Losung eines linearen Gleichungssystems A-x =b noch leichter bestimmen zu

konnen, kann das Tableau (A* ‘ b*j in Treppenform in Abschnitt 3.5 noch weiter

vereinfacht werden. Es werden zusitzlich alle Elemente a; fir i=1,...,r und j=i+1,...,1

eliminiert und anschlieBend die Zeilen 1,...,r durch die Diagonalelemente a;,,...,a, geteilt.

Dadurch erhélt man ein Tableau folgender Form (aus [5] S. 30):

Xg, Xq, 7 Xgqo Xq, 7 X,

10 - 0 aj, - a,|b
0O 1 - 0 a,, - a,|b
0 0 w1 a, eoa | b
O 0 - 0 0 - 0|b,
0 0 0 0 0 | b,
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Diese Form des Tableaus wird als Treppennormalform (kanonische Form) bezeichnet. Das
lineare Gleichungssystem ist genau dann losbar, wenn b, =0,..,b, =0. Das

Riickwirtseinsetzen ist jetzt einfacher als zuvor (Abschnitt 3.5), wobei die Werte fiir

X, s X, frei gewdhlt werden konnen. Die restlichen Variablen konnen folgendermafien

qr1

berechnet werden:

n
* * .
X, —bi—z:aij-xqj i=1,..,r

j=r+l
Der Vorteil des Tableaus in Treppennormalform liegt nun darin, dass die Werte der

Variablen, wenn man x o = 0,..,x W = 0 wahlt, direkt aus dem Tableau abgelesen werden

konnen: x, = b; furi=1,...,r (vgl. [5] S. 291).

Bemerkung 3.5.1.1
Die in Abschnitt 5.6 auftretenden Tableaus bzw. Matrizen werden obige Treppennormal-

formgestalt haben, wobei stets m < n sein wird.

Im Folgenden wird der GauB3-Jordan-Algorithmus beschrieben (aus [5] S. 31):
Es sei die Matrix A = (aij)z (agjr))e R™" und der Vektor b= (b,)= (bfr))e R™ gegeben, die

mithilfe des GauB3-Algorithmus in Treppenform gebracht wurden und rg (A) =r.

1. Fir k=r,...2 undi=k-1,...,1 setze

() _ 00 Qi ()
i T T N
K j=k,...,n
(k) 9 b
b)) — k) _ Ay b
i i W) " Ok
Ay

Das Pivotelement ist jeweils af(l;) #0.

2. Firi=1,...,r setze

(i)
a; = aij‘

'oal .

=1i,...,n

T
b =—~
')

Fiir i > ist a =afjr) =0 und b} =b".

Nach Schritt 2 gilt a}, =1,...,a, =1

T
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Beispiel 3.5.1.1

Das lineare Gleichungssystem

G=R*
X Xy X5
3 -2 411
-1 =-3|-9
-1 3 2111

das in Beispiel 3.5.1 mithilfe des GauB3-Algorithmus auf Treppenform

X X, X

3 =2 4 11

o1 17| -
3 3 3

0O O 43 | 129

gebracht wurde, soll nun mithilfe des GauB-Jordan-Algorithmus auf Treppennormalform

gebracht werden. Dabei werden die einzelnen Pivotelemente rot markiert und die Quotienten

(k)
Fik

(k)

Ay
X X, X3
3 -2 4 11 -6
0 I _17 =9
3 3
0O O 43 | 129
X X, X3
3 0 O 3
o L o] 2
3 3
0O 0 431129

Die Losung des linearen Gleichungssystems (nach Satz 3.4.2

neben den entsprechenden Zeilen notiert.

X X, X3

3 0 -30|-87 -30/43
1 17 | -

o - —-—|— _
3 3 3 17/129

o o 8! 12

X X, X3|

1 0 011

0O 1 0f2

O 0 113

eindeutig bestimmt, da

rg(A) = rg((A | l;»: 3) lasst sich direkt aus dem Tableau ablesen:

x,=1,x,=2,x,=3 = L={(1,2,3)}.
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3.6 Losung der Matrizengleichung mithilfe des Computers

Wie man in Abschnitt 3.5 bzw. 3.5.1 sehen kann, ist die Rangbestimmung der

Koeffizientenmatrix A bzw. der erweiterten Koeffizientenmatrix A'= (A| b) und das Losen

eines linearen Gleichungssystems A-x=b (insbesondere die Verwendung des GauB-
Algorithmus und des GauB-Jordan-Algorithmus) mit einigermallen viel Rechenaufwand
verbunden. Daher wird in diesem Abschnitt demonstriert, wie ein lineares Gleichungssystem

in Maple implementiert und anschlieBend mithilfe geeigneter Befehle der Rang der

Koeffizientenmatrix rg(A) bzw. der erweiterten Koeffizientenmatrix rg((A |B» und die

Losungsmenge L des Gleichungssystems A - X = b bestimmt werden kann.

In Maple muss zunichst das Paket zur linearen Algebra mit dem Befehl with(linalg): geladen
werden, denn in diesem Paket befinden sich jene Befehle, die zur Rangbestimmung einer
Matrix und zum Losen von linearen Gleichungssystemen bendtigt werden. AnschlieBend

kann iiber die Palette aus der linken Menii- bzw. Funktionsleiste die Koeffizientenmatrix A

und der Storvektor b eines linearen Gleichungssystems A -x =b eingegeben werden.

W Matrix

Rows:

Columns:

(] I
L LANIR] L3

| Choose... |
Type: |_Custom values ¥ |
Shape: | Any -)

Data type: i\_.ﬁnv -)

| Insert Matrix |

Abbildung 3.6.1: Palette fiir die Matrixeingabe

Durch Verwendung des Befehls augment(Matrix, Vektor); kann die Koeffizientenmatrix A
und der Storvektor b zu einer Matrix zusammengesetzt werden. Dies ergibt dann die

erweiterte Koeffizientenmatrix A'= (A| B) Nun kann mittels des Befehls rank(Matrix);

rg(A) bzw. rg((A |B» berechnet werden und anhand von Satz 3.4.2 eine Aussage iiber die

Losbarkeit des Gleichungssystems getroffen werden. Fiir die Bestimmung der Losungsmenge
L eines linearen Gleichungssystems gibt es in Maple die Befehle gausselim(Matrix); bzw.

gaussjord(Matrix,) mit denen der Gaul3-Algorithmus bzw. Gau3-Jordan-Algorithmus auf die
erweiterte Koeffizientenmatrix A'= (A | B) angewendet wird. Die jeweilige Matrix liegt dann
in Treppenform bzw. Treppennormalform vor, je nachdem welcher Algorithmus bzw. Befehl

verwendet wurde. Daraus ldsst sich dann ebenfalls (ohne einen zusitzlichen Befehl zu
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verwenden) der Rang einer Matrix bestimmen (siehe Abschnitt 3.5 und 3.5.1). Durch
Verwendung des Befehls backsub(Matrix); erhidlt man schlieBlich die Losungsmenge L des

linearen Gleichungssystems.

Beispiel 3.6.1
In den Beispielen 3.5.1 und 3.5.1.1 wurde durch Anwenden des GauB3-Algorithmus bzw.

GauB-Jordan-Algorithmus die Losungsmenge L des linearen Gleichungssystems
G=R’
3x, —2x, +4x, =11
2x, = X, =3x;=-9
- X, +3x, +2x, =11
miihevoll bestimmt. In folgender Abbildung wird gezeigt, wie in Maple mit den zuvor

vorgestellten Befehlen die Losungsmenge L des linearen Gleichungssystems bestimmt

werden kann.

with(liralg)
3 -2 04
A= 2 -1 -3|

-1 3 z

— L
|
L= w2
1
[RREY

11
b= | -
11

B = augmeni(4, b),

rank(4),
rank(B),

G == gaussedim (5),

1 —
3 3 3
0

3-2 4 1l
g L1 49
il a3 13

backsub(3),

[123]
G = gaussjord(8),
ronit
o1oz
0o13

backsuh (GT),

[123]

Abbildung 3.6.2: Gaul3-Algorithmus und Gauf3-Jordan-Algorithmus — Maple (1)
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Beispiel 3.6.2

Fiir das lineare Gleichungssystem
G=R"*

X, + 3x,—4x,+ 3x, =9
3x,+ 9x, - 2x,-11x, =-3
4x, +12x, — 6x,— 8x, =6

soll die Losungsmenge L bestimmt werden.

with (firalg)
13 -4 3
=139 -2 -1l§
412 -6 -8
13-4 3
309 -2 -1
412 -6 -8
9
b= | -3
6
9
-3
é
B 1= augment(4, k),
13-4 i 9
o8 -2-11 -3

412 -6 -8 @

rank(4);
2

rawnk(B);
2

G == gaussalim(5),

00 10 -20 =30

13 -4 i 9
oo 0 (L]

backsub (&),
‘ B P B S T S |

GJ »= gaussjord(B);

130 -5-3

0ot -2-3

oono oo

backsub(GT);

‘ B P B S T S |

Abbildung 3.6.3: Gaul3-Algorithmus und Gauf3-Jordan-Algorithmus — Maple (2)

Da rg(A):rg(A|B): 2<4=n ist, besitzt das lineare Gleichungssystem nach Satz 3.4.2
unendlich viele Losungen mit n—rg(A)=4—-2=2 freien Parametern. Daher ist das lineare

Gleichungssystem nicht eindeutig l9sbar.

Man erhilt schlieBlich die Losungsmenge L:
-3

L={(x.%,,x5,%x,)eR*IX = 03 +t, -

1
+t,- 0 ,t,,t, € R}

— N O W

0
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4 Lineare Ungleichungen und Ungleichungssysteme

4.1 Lineare Ungleichungen

In der linearen Optimierung werden neben linearen Gleichungen vor allem lineare
Ungleichungen bendtigt, um Bedingungen — insbesondere Nebenbedingungen — formulieren
zu konnen, damit eine mathematische Modellbildung fiir eine Problemstellung vorgenommen
werden kann (sieche Beispiel 1.1, 1.2 und 1.3). Daher wird der Begriff der linearen

Ungleichung nun definiert.

Definition 4.1.1
Eine Ungleichung der Gestalt

<
<

al'Xl+a2.X2+"'+an.Xn S b al,az,...,an,be [R, (al,...,an)i((),...,()),
2 G=R"

heifit lineare Ungleichung mit n Variablen (Unbekannten) xy, X, ... , X, in der
Grundmenge G=R" .

Die Ausdriicke a, -x, (i=1,...,n) heiBen lineare Glieder, die Zahl b heift absolutes Glied.

Bemerkung 4.1.1

In Definition 4.1.1 wird vom Fall a, -x, +a, -x, +...+a_ -x, # b abgesehen.

Aus dieser allgemeinen Definition konnen schlieBlich lineare Ungleichungen mit einer

beliebigen Anzahl von Variablen angegeben werden. Zum Beispiel:
¢ lineare Ungleichungen mit einer Variablen in G=R:

<

<
a, "X, +b 0 a,beR, a #0

vV Vv
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e lineare Ungleichungen mit zwei Variablen in G=R*:

IN A

a, X, +a, X, b a,a,,beR, (al,az);t(0,0)

vV Vv

¢ lineare Ungleichungen mit drei Variablen in G=R *:

IAN A

a, "X, +a, X,+a; X, b a,a,,a;,beR, (a,,a,,a,)#(0,0,0)

vV Vv

Wihrend eine lineare Gleichung mit einer Variablen genau eine Losung (Punkt) in R besitzt,
besitzt eine lineare Ungleichung mit einer Variablen eine Menge von Punkten als Losung, die

einen Bereich auf der x,-Achse (Zahlengeraden) darstellen (siehe Beispiel 4.1.1).

Beispiel 4.1.1

Gegeben ist die lineare Ungleichung 6-x, <3 (G=R). Durch dquivalentes Umformen erhilt
man die lineare Ungleichung x, <0,5. Die Losungsmenge L der linearen Ungleichung ist:

L={x e [R| X, <0,5 }. Diese lisst sich nun auf der Zahlengeraden veranschaulichen.

Abbildung 4.1.1: Zahlengerade — echte Ungleichheit

Wenn in einer linearen Ungleichung echte Ungleichheit (<,>) herrscht, dann gehort der

entsprechende Randpunkt nicht zur Losungsmenge L und dieser wird mit einem nicht
ausgefiillten Kreis dargestellt (Abbildung 4.1.1). Falls jedoch in einer linearen Ungleichung

auch Gleichheit erlaubt ist (<,>), dann gehort der entsprechende Randpunkt zur
Losungsmenge L und dieser wird mit einem ausgefiillten Kreis dargestellt (z. B.

L={x,eR|x, <05}, Abbildung4.1.2).

48



Abbildung 4.1.2: Zahlengerade — auch Gleichheit erlaubt
Im zweidimensionalen Raum (R?) wird die Punktmenge, deren Koordinaten eine lineare

Ungleichung mit zwei Variablen erfiillen, aus gutem Grund Halbebene genannt (siehe

Beispiel 4.1.2).

Beispiel 4.1.2

Man betrachte in Beispiel 1.2 in den Nebenbedingungen die lineare Ungleichung mit zwei
Variablen 0,2-x,+0,1-x, 26 (<:> X, 2—2-X,+ 60). Die zugehorige lineare Gleichung mit
zwei Variablen 0,2-x,+0,1-x, =6 (& x, =—2-x, +60) stellt eine Gerade in der x,-x,-

Ebene dar und teilt diese in zwei Halbebenen H, und H,.

§
%, = -2%, +60
40_
H,
204
(]
40 20 o 20 40 &0 80 100
.20_
H,
a0

Abbildung 4.1.3: Graphische Darstellung der Halbebenen

Die Gerade x, =-2-x,+60 begrenzt also die beiden Halbebenen, und wird daher
Randgerade genannt.

Will man nun feststellen, welches Ungleichheitszeichen in den Halbebenen giiltig ist, so kann
man folgendes Verfahren anwenden (aus [1] S. 141):

»Man setzt die Koordinaten des Ursprungs in die Funktionsgleichung ein und erhilt eine
Ungleichung fiir die Punkte der Halbebene, in der der Ursprung liegt. Von dieser
Ungleichung wird auf die Ungleichung der anderen Halbebene geschlossen; d. h. ist die
Ungleichung fiir die Koordinaten des Ursprungs sinnvoll bzw. eine wahre Aussage, dann ist

durch jene Halbebene, in der der Ursprung liegt, die Losungsmenge der Ungleichung
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dargestellt. Ist dies nicht der Fall, dann ist die Losungsmenge der Ungleichung durch die
andere Halbebene dargestellt.*

Durch Anwenden dieses Verfahrens erhilt man: 0=>—-2-0+60 < 0= 60= eine falsche
Aussage. Somit ist die Halbebene H, inklusive der Randgeraden (da in der Ungleichung auch
Gleichheit erlaubt ist) die Losungsmenge L der gegebenen linearen Ungleichung:

Lz{(xl,xz)e [R2| 0,2-x,+0,1-x, >6}.

S04

3%, =-2%,+60

X, < - 2%, +60 a0 X,>-2*x, +60

204

T T T
-30 -20 -10 o

Abbildung 4.1.4: Graphische Darstellung der Losungsmenge L
Im dreidimensionalen Raum ([R3) bzw. n-dimensionalen Raum (R") wird die Punktmenge,

deren Koordinaten eine lineare Ungleichung mit drei Variablen bzw. eine lineare

Ungleichung mit n Variablen erfiillen, Halbraum genannt (siche Beispiel 4.1.3).

Beispiel 4.1.3

Man betrachte in Beispiel 1.1 in den Nebenbedingungen die lineare Ungleichung mit drei

Variablen 20-x,+30-x, +40-x, <16000. Die zugehorige lineare Gleichung mit drei
Variablen 20-x, +30-x, +40-x, =16000 stellt eine Ebene im dreidimensionalen Raum

(R?) dar und teilt diesen in zwei Halbriume H, und H, .
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Abbildung 4.1.5: Graphische Darstellung der Halbraume

Die Ebene 20-x, +30-x, +40-x, =16000 begrenzt also die beiden Halbraume und wird

daher Randebene genannt. Da das obige Verfahren auch im R’ gilt, ldsst sich damit
feststellen, welches Ungleichheitszeichen in den Halbrdumen giiltig ist. Durch Anwenden
dieses Verfahrens erhélt man: 20-0+30-0+40-0<16000 < 0<16000= wahre Aussage.
Somit ist der Halbraum H, inklusive der Randebene (da in der Ungleichung auch Gleichheit
erlaubt ist) die Losungsmenge L der gegebenen linearen Ungleichung:

L={(x,.x,,x,)e R?|20-x, +30-x, +40-x; <16000 }.

Abbildung 4.1.6: Graphische Darstellung der Losungsmenge L
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Bemerkung 4.1.2

Falls die Randgerade bzw. die Randebene einer Halbebene bzw. eines Halbraums durch den
Ursprung verlduft und in den linearen Ungleichungen auch Gleichheit erlaubt ist, so liefert
obiges Verfahren immer eine wahre Aussage. Dann muss ein weiterer Punkt aus einer der
beiden Halbebenen bzw. Halbrdume herangezogen werden, um festzustellen, welches

Ungleichheitszeichen in den Halbebenen bzw. Halbrdumen giiltig ist.

Definition 4.1.2
Eine Halbebene heifit offen (Abbildung 4.1.7), wenn sie die Punkte ihrer Randgeraden nicht
enthilt. Sie heifit abgeschlossen (Abbildung 4.1.8), wenn sie die Punkte ihrer Randgeraden

enthalt.
)
~.
.
SN
~. g~ X=K*X +d
- .52 K H1+d 2
N
>kx,+d
Y . Xz x.l
™~ -,
~ - X2>k X1+d
N ~
N .
X<k X +d Ny XKyt
.
.
0 ~ . i o i ‘
7 £ : AN 3 3 > : \
~.
.
Y
Abbildung 4.1.7: offene Halbebene im R* Abbildung 4.1.8: abgeschlossene Halbebene im R*

Ein Halbraum hei3t offen (Abbildung 4.1.9), wenn er die Punkte seiner Randebene nicht

enthilt. Er heilt abgeschlossen (Abbildung 4.1.10), wenn er die Punkte seiner Randebene

~30 i ~3 4
o5 o6
22 :Xi
o 18
f 7 \
| ST

10

enthilt.

[P

2%

W\

Abbildung 4.1.9: offener Halbraum im R* Abbildung 4.1.10: abgeschlossener Halbraum im R’

an

20

20
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Bemerkung 4.1.3
In Beispiel 4.1.2 ist der Graph der Losungsmenge L nach Definition 4.1.2 eine
abgeschlossene Halbebene und in Beispiel 4.1.3 ist der Graph der Losungsmenge L nach

Definition 4.1.2 ein abgeschlossener Halbraum.

4.2 Lineare Ungleichungssysteme

Wie bereits in Abschnitt 4.1 erwidhnt wurde, werden lineare Ungleichungen bendtigt, um
Bedingungen fiir ein lineares Optimierungsproblem formulieren zu konnen. Dazu werden
hiufig mehrere lineare Ungleichungen benétigt, was schlieflich zu linearen
Ungleichungssystemen fiihrt. Lineare Ungleichungssysteme sind daher in der linearen

Optimierung von grofler Bedeutung (siehe Beispiel 1.1, 1.2 und 1.3).

Definition 4.2.1

Ein Ungleichungssystem mit m Ungleichungen und n Variablen (Unbekannten) der Form
G=R"

ap X tap X, +..+a, X, (<))

, X, +a, X, +..tay X, (<)(E€)E)E)

n

aml Xl-i_amZ X2+"'+amn Xn (<)(S)(>)(2)(:) bm
heifit lineares Ungleichungssystem vom Typ (m;n).

Die a.

ij ?

b, €R sind die Koeffizienten des Systems und die x; € R sind die Unbekannten

(i =1,...,mbzw.j=1, ...,n). Das aus den reellen Zahlen a,,...,a . bestehende Schema heif3t

Koeffizientenschema oder auch Koeffizientenmatrix A des Ungleichungssystems und der

Vektor be R™ heift Storvektor oder Storspalte:

b,
4, ap ap,
Ay Ay s, mxn L b, m
A= eR™ b= eR™.
aml am2 amn b
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Bemerkung 4.2.1

Das lineare Ungleichungssystem lésst sich in einer verkiirzten Schreibweise darstellen:

Yax, (EE)E)E®, i=1,...m

Wie ein lineares Gleichungssystem kann man unter gewissen Voraussetzungen (wenn alle
linearen Ungleichungen des Systems das gleiche Ungleichheitszeichen besitzen) auch ein

lineares Ungleichungssystem in Matrizenschreibweise darstellen:

a  ap ap, X «) b,
ay Ay a5, X (<) b,
(>)
&) .
a, a, .. a, X, .
— L L
Koeffizientenmatrix A Losungsvektor x Storvektor b

~

IN

In Kurzform lautet die Matrizenungleichung: A - X

\%

A/\TA
— — — —
(oan)

Beispiel 4.2.1
In Beispiel 1.1 stellen die Nebenbedingungen ein lineares Ungleichungssystem dar, welches

nun als Matrizenungleichung dargestellt werden kann.

30-x,+60-x, +10-x, 25000 30 60 10 25000
X
40-x, +40-x, +20-x, 36000 40 40 20 ! < 36000
= dx, L
60-x, +30-x, +40-x, 24000 60 30 40 : 24000
X
20-x, +30-x, +40-x, <16000 20 30 40 } 16000
¥ M ~
A X b
D. h.:
A-x<b

Die Losungsmenge (= Zuléssigkeitsbereich) L eines linearen Ungleichungssystems ist der
Durchschnitt aller Teillosungsmengen (Halbrdume). Der Zuldssigkeitsbereich L ist daher ein
Polyeder, das durch Hyperebenen begrenzt ist. Alle Punkte aus diesem Bereich erfiillen dann
alle linearen Ungleichungen und werden daher zulidssige Losungen genannt. Sie sind

Losungen des gesamten Ungleichungssystems.
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4.3 Graphisches Losen von linearen Ungleichungssystemen
mithilfe des Computers

Nachdem bei den uns interessierenden linearen Optimierungsproblemen (siehe Kapitel 1 und
5) ausschlieBlich lineare Ungleichungssysteme mit einer Variablenanzahl >2 auftreten,
werden lineare Ungleichungssysteme mit einer Variablen in dieser Arbeit nicht weiter
betrachtet.

In Abschnitt 2.3 wurde demonstriert, wie die Losungsmenge L von linearen
Gleichungssystemen mit zwei (drei) Gleichungen und zwei (drei) Variablen graphisch
bestimmt werden kann.

Da die Implementierung bzw. graphische Darstellung des Zuldssigkeitsbereichs L von
linearen Ungleichungssystemen mit zwei Variablen auf das graphische Darstellen von
linearen Gleichungen (Randgeraden) hinauslduft, kann analog wie in Abschnitt 2.3
vorgegangen werden. Der Zulidssigkeitsbereich L stellt dann je nach Anzahl von linearen

Ungleichungen beispielsweise ein Dreieck, ein Viereck oder ein anderes Polygon dar.

Beispiel 4.3.1

Betrachtet man Beispiel 1.2, so kann man erkennen, dass die Nebenbedingungen ein lineares

Ungleichungssystem darstellen:
G=R’
02-x,+0,1'x,26 & x,2-2-x,+60
02-x,+04-x,212 & X, 2—%-){1 +30

04-x,24 & x,210

X, X, 20.
Die zugehorigen linearen Gleichungen
G=R?
02-x,+0,1'x,=6 & x,=-2-x,+60
02-x,+04-x, =12 & x, Z—%'Xl +30

04-x,=4 & x,=10
X;,X, =0
stellen die Randgeraden der einzelnen Halbebenen dar, welche in GeoGebra graphisch

veranschaulicht werden konnen.
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f1;y:.2x+6 Tyx=0

f2. y=-05x+ 30

Ly=10

T T T T T T T T T T T T
-60 -50 -40 -30 -20 -10 ] 1o 20 3 40 50 B0 70
104

Abbildung 4.3.1: Graphische Darstellung der Randgeraden — GeoGebra

Da GeoGebra den Zuldssigkeitsbereich L des linearen Ungleichungssystems nicht
automatisch graphisch darstellen (einfarben) kann, muss man sich selbststindig iiberlegen,
welche Halbebenen den einzelnen Ungleichungen entsprechen. Dies kann schlielich anhand

des Verfahrens aus Abschnitt 4.1 erfolgen:

50

X, 2-2-x, +60 XZZ—%-X1+3O X, 210

x, 20 X, 20
Der Zuldssigkeitsbereich L des linearen Ungleichungssystems ist nun der Durchschnitt aller
Teillosungsmengen (Halbebenen). In Abbildung 4.3.2 sind die zu den Teillosungsmengen
zugehorigen Halbebenen mit Pfeilen gekennzeichnet. Die Bedingungen x,,x, =0 bedeuten

dabei, dass sich der Zuldssigkeitsbereich L im 1. Quadranten befindet. Um schlie3lich den

Zuldssigkeitsbereich L in GeoGebra graphisch darstellen bzw. einfirben zu konnen,
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verwendet man einen Trick: Man definiert ein Vieleck (Polygon), mit dem man den
Zuldssigkeitsbereich L (roter Bereich) graphisch hervorheben kann, wobei die Eckpunkte des
Polygons die Eckpunkte des Zuldssigkeitsbereichs L sind. Da der Zuldssigkeitsbereich L
jedoch unbeschrinkt ist, muss man ein ausreichend grofles Polygon definieren, damit
zumindest der im Bildbereich von GeoGebra sichtbare Zuldssigkeitsbereich L eingefarbt

wird.

Tiy=-2x+60 fou=10

Zulassigkeitsbereich L

f,y=10 1

T T ; T T T T
140 -120 -100 -80 -60 -40 20
f5. y=0

Abbildung 4.3.2: Graphische Darstellung des Zuléssigkeitsbereichs L — GeoGebra (1)

Eine weitere Moglichkeit fiir die graphische Darstellung des Zuldssigkeitsbereichs L eines
linearen Ungleichungssystems mit zwei Variablen eroffnet sich durch die Verwendung von
Maple. In Maple steht im Gegensatz zu GeoGebra eine Funktion (inequal) zur Verfiigung, mit
der man den Zuldssigkeitsbereich L eines linearen Ungleichungssystems mit zwei Variablen,
nachdem man der Funktion die einzelnen linearen Ungleichungen als Parameter iibergeben

und geeignete Bereiche (siehe Kapitel 6) fiir die x,- und x,- Achse definiert hat, graphisch

darstellen kann. Um im obigen Beispiel den Zulidssigkeitsbereich L des linearen
Ungleichungssystems mit zwei Variablen in Maple graphisch darzustellen, miissen die
folgenden Befehle eingegeben werden. Zunidchst muss das plot-Paket mit dem Befehl
with(plots): geladen werden. AnschlieBend kann durch die Eingabe des Befehls
inequal({0.2-x;+0.1x26, 0.2x;+0.4x,=212, 0.4x,24, x;20, x220}, x;=-10..75, x,=-10..75);
der Zuldssigkeitsbereich L graphisch dargestellt werden (blauer Bereich, Abbildung 4.3.3).
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with(plots)
ifsequaf[ { 022 + 01 2y = 6,022 +04 2,2 1204 =4 x 20,x, 2 D'}, xy ==10.75 2y ==10..75 );

K
60

50
40

20 4

10

I T T T T T
-10 D_ 10 20 36\ 40 30 60 0
10 -

Abbildung 4.3.3: Graphische Darstellung des Zuldssigkeitsbereichs L — Maple (1)

Bemerkung 4.3.1

Man kann nun erkennen, dass sich die graphische Darstellung des Zuldssigkeitsbereichs L
eines linearen Ungleichungssystems mit zwei Variablen in Maple wesentlich einfacher
gestaltet als in GeoGebra. Jedoch wird sich diese eher ,,miihsame* Variante der graphischen
Darstellung des Zuldssigkeitsbereichs L bzw. die Verwendung von GeoGebra gegeniiber
Maple in Abschnitt 5.2 bewihren, da dann durch Hinzufiigen eines Schiebereglers lineare
Optimierungsprobleme mit zwei bzw. in besonderen Fillen mit drei Variablen auf eine
einfache Art und Weise graphisch und interaktiv gelost werden konnen. Beide Programme
besitzen also gewisse Vorteile, welche einen verbindenden Einsatz der beiden Softwarepakete

im Mathematikunterricht nahelegen (siehe Kapitel 6).

Wihrend sich die graphische Darstellung des Zuldssigkeitsbereichs L eines linearen
Ungleichungssystems mit zwei Variablen in GeoGebra bzw. Maple noch als relativ einfach
gestaltet, wird die graphische Darstellung des Zulissigkeitsbereichs L eines linearen
Ungleichungssystems mit drei Variablen in Maple viel komplexer. Um iiberhaupt eine
sinnvolle und zudem noch iibersichtliche Veranschaulichung des Zuldssigkeitsbereichs L zu
erhalten, muss zunichst ein Programmcode im Eingabebereich implementiert werden. Dieser
Quellcode ist unter [16] erhiltlich.

Der Zulassigkeitsbereich L stellt dann je nach Anzahl der linearen Ungleichungen

beispielsweise ein Tetraeder, ein Hexaeder oder ein anderes Polyeder dar.
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Beispiel 4.3.2
Betrachtet man in Beispiel 1.1 die Nebenbedingungen, so stellen diese ein lineares
Ungleichungssystem mit drei Variablen dar:
G=R’
30-x,+60-x, +10-x, <25000
40-x, +40-x, +20-x, 36000
60-x, +30-x, +40-x, <24000
20-x, +30-x, +40-x, <16000
X;,X,,X; 20
Die graphische Darstellung des Zuldssigkeitsbereichs L des linearen Ungleichungssystems in
Maple kann nun durch Implementierung des zuvor erwihnten Programmcodes und durch
Eingabe der einzelnen linearen Ungleichungen des Ungleichungssystems erfolgen. Die
Bedingungen x,,x,,x; =0 bedeuten dabei, dass sich der Zuldssigkeitsbereich L im 1.

Oktanten befindet.

5 = SelveTools| neguality || LinearidultivariateSystem |(
{30- 2+ 607+ 10z < 25000, 40-x + 40-7 + 20-z < 36000, 60-x + 30-7 + 40z < 24000, 20-x + 30y + 402 < 16000, 2 = 0,y = 0,z > 0},
[xy.2])

makerange = proc(S 1 set(relation), v i@ nama)
local t, a, &,
@ = —infinily, b = infinity,
for ¢ in 5 do
iffype(t, =) then
a = rhs(t),h=a
elif fir(2) =v then b = #hs(t)
else q = lhs(t)
end if
end do;
la, 2]
end proc.

makebox == proc(L)

plotd(

cp(subs(x=L[L 1] [[xy 2z y=L[2 1].L[2 2] z= L[5 1].L[3 2]]))),
plotid(

op(subs(x=L[1, 2] [[xyz) y=2[21]. £[2, 2] z=L[3, 1] £[3 2]]))),
plot3d(

op(subs(y=L[Z 1], [[xpzlx=4[1, 1] L[1, 2], z=L[3, 1] .L[3 2]]))).
plot3d(
op (subs(y=L4[2 2], [[xy 2zl x=4[1L 1] 411, 2], z=L[3, 1]..4[3, 2]]))),
plotid(
op(subs(z=L[3 1] [[xyz] x=L[L 1] AZ[L 2] y=L[2 1] £[Z 2]1))),
plot3d|(
op (subs(z=4[13, 2], [[xy.zl x=L[L 1] A[L 2L y=L[2 1] .£[Z 2]1)) )
end proc:

|picts [ display |(map(t — makebox(zip(makerange, &, [x,y,2])), 5),
axes = normal, labels =[x, y, 2]),

Abbildung 4.3.4: Graphische Darstellung des Zuldssigkeitsbereichs L — Maple (2)
Dies ergibt ein Polyeder, das man beliebig rotieren lassen kann (sieche Bemerkung 2.3.1).
Tritt in einem linearen Ungleichungssystem mit drei Variablen eine lineare Gleichung auf, so
wie dies in Beispiel 1.3 der Fall ist, dann ldsst sich das lineare Ungleichungssystem mit drei
Variablen auf ein lineares Ungleichungssystem mit zwei Variablen zuriickfithren. Dabei wird

die lineare Gleichung nach einer Variablen aufgelost (z. B. x;) und in den linearen

Ungleichungen des Ungleichungssystems substituiert.
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Beispiel 4.3.3

Das lineare Ungleichungssystem mit drei Variablen in Beispiel 1.3
G=R’
x, <70
X, <80
X, <50
X, +x,+x; =110
X;,X,,X; 20
kann durch  Ausdriicken der Variablen x, aus der linearen Gleichung
(x;+x,+x; =110 & x, =110-x, —x,) und anschlieBendes Substituieren auf ein lineares
Ungleichungssystem mit zwei Variablen zuriickgefiihrt werden:
G=R’
x, <70
x, <80
X, +x, <110
110-x,-x, £50 & x, +x, 260
X, X, 20
Die graphische Darstellung des Zuldssigkeitsbereichs L kann sowohl in GeoGebra also auch

in Maple analog zu Beispiel 4.3.1 erfolgen.

rq_yz.;ﬁau fa y=-x+110

cx=0 fix=70

o0

fyy=80

80

50
Zulassigkeitsbereich L

(70, 400

30

204

fs y=0

T T T T T T T T T T T
-50 -40 30 20 -10 o 10 20 30 40 50 [ 7 80

Abbildung 4.3.5: Graphische Darstellung des Zuléssigkeitsbereichs L — GeoGebra (2)

60



with(plots)
z?seqrmf( {xl ST L8y + xS ULy +xzily =05z U}, xy ==10.75 x,=-10.85 }',

Abbildung 4.3.6: Graphische Darstellung des Zuléssigkeitsbereichs L — Maple (5)
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S Lineare Optimierung

5.1 Das lineare Optimierungsproblem

In den vorhergehenden Kapiteln 2, 3 und 4 wurden wichtige mathematische Grundlagen
sowie Algorithmen zur Losung von linearen Gleichungssystemen préasentiert, auf denen
diverse Rechenverfahren der linearen Optimierung basieren. Weiters konnte man bereits in
Kapitel 1 anhand der Beispiele 1.1, 1.2 und 1.3 einen kurzen Einblick in den
Anwendungsbereich der linearen Optimierung (mathematische Modellbildung) erhalten.

Diese Art von Problemstellungen bezeichnet man als lineare Optimierungsprobleme.

Definition 5.1.1
Unter einem linearen Optimierungsproblem versteht man die Aufgabe, eine lineare

Zielfunktion der Gestalt

n
Z:F(Xl,...,Xn):Cl ‘X, +C, X, t..+C, X, +d=Z:Cj X, +d
j=1

zu maximieren oder zu minimieren unter den linearen Nebenbedingungen (Restriktionen)
G=R"

a, X, +a;, x,+...+a, X, (S)(Z)(:)
a X, ta, X, +..+a, X, (S)(Z)(:)

a, x,+a,X,+.+a_ X (S)(Z)(z) b
und unter den Nichtnegativititsbedingungen

XjZO fir alle j=1,...,n.

Der Summand d in der Zielfunktion F spielt bei der Minimierung bzw. Maximierung keine

Rolle, denn die Minima bzw. Maxima von z=F(x1,...,xn)=ch-xj+d und
j=1

z= F(xl,...,xn )= ZCJ- -X; liegen an derselben Stelle (xl,...,xn ). Der Summand d bewirkt ja
j=1

lediglich eine Translation des Funktionsgraphen in z-Richtung. Dieser kann daher spiter bei

der Formulierung der Losungsverfahren (Simplex-Algorithmus) auch weggelassen werden,
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muss aber bei der Berechnung des optimalen z-Werts beriicksichtigt werden (siehe Beispiel

5.6.1.3, vgl. [11] S. 20).

Bemerkung 5.1.1

Bei manchen Problemstellungen in der Praxis kann es vorkommen, dass es Variablen gibt, die
nicht vorzeichenbeschrinkt sind. Das bedeutet, dass diese Variablen auch negative Werte
annehmen konnen. In dieser Arbeit werden jedoch solche Problemstellungen nicht betrachtet,

daher wurden in Definition 5.1.1 alle Variablen x; 20 gesetzt.

Definition 5.1.2

Ein Punkt ; = (x1 yeees X )e R", der alle Neben- und Nichtnegativititsbedingungen erfiillt,
hei3t zulédssiger Punkt oder zulissige Losung. Die Menge aller zuldssigen Losungen bildet
den Zulissigkeitsbereich L des linearen Optimierungsproblems. X = (xl,..., xn) heif3t
optimaler Punkt oder optimale Losung, wenn X zuldssig ist und es keine zulédssige Losung

37 = (y1 yeees ¥ )e R" mit groBerem (kleinerem) Zielfunktionswert F(;) gibt als F(;)

Beispiel 5.1.1

In einem Betrieb sind zwei Maschinen M, und M, vorhanden, mit denen zwei Produkte P,
und P, hergestellt werden. Die notwendigen Bearbeitungszeiten der Maschinen M, und M,,
um 1 Stiick von P, bzw. P, herstellen zu konnen, die maximalen Maschinenlaufzeiten pro

Tag und den Verkaufspreis je Stiick kann man aus nachfolgender Tabelle entnehmen

(Zeitangaben in Minuten, Verkaufspreis in Euro) (vgl. [4] S. 16):

P, P, max. Maschinenlaufzeit
M, 15 30 450
M, 25 20 480
Gewinn pro
40 60
Stiick

Wie viel Stiick von P, und P, miissen produziert werden, damit der Gesamtgewinn maximal

wird?
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Die Problemstellung kann nun gemaf Definition 5.1.1 veranschaulicht werden.

Mathematische Modellierung:

Von P, werden x, (x,€R, x,20) Stiick produziert und von P, werden x, (x,é€ R,
x, 2 0) Stiick produziert.

Zu maximieren ist der Gesamtgewinn
z=F(x,,x,)=40-x, +60-x,
unter den Nebenbedingungen
G=R’
15-x, +30-x, <450
25-x,+20-x, <480

X, X, 20.

Nach Definition 5.1.2 gilt:

Jedes geordnete Zahlenpaar (xl,xz)e R?, das alle Nebenbedingungen und Nichtnegativitiits-

bedingungen erfiillt, ist eine zuldssige Losung des linearen Optimierungsproblems. Die
Menge aller zuldssigen Losungen bildet den Zuldssigkeitsbereich L (vgl. mit Abschnitt 4.2).
Es wird nun eine optimale Losung gesucht, also eine Losung aus dem Zulidssigkeitsbereich L,
fiir welche die Zielfunktion maximal ist. Da im obigen linearen Optimierungsproblem nur
zwei Variablen auftreten, wird im folgenden Abschnitt demonstriert, wie die optimale Losung

graphisch ermittelt werden kann.

5.2 Graphisches Losen von linearen
Optimierungsproblemen

In Abschnitt 2.3 wurde bereits erwihnt, dass lineare Optimierungsprobleme mit zwei bzw. in
besonderen Fillen mit drei Variablen (wenn unter den Restriktionen eine lineare Gleichung

auftritt) graphisch gelost werden konnen.

Beispiel 5.2.1
(graphische Losung zu Beispiel 5.1.1)

Um den Zuldssigkeitsbereich L des linearen Optimierungsproblems in GeoGebra graphisch

darzustellen, kann wie in Abschnitt 4.3 vorgegangen werden, da die Nebenbedingungen ein
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lineares Ungleichungssystem darstellen.

Tyx=0
fry=-0.50+15 184
(0,15)

fyy=-125¢+ 24

Zuléssigkeitsbereich L

=0 oo

Abbildung 5.2.1: Graphische Darstellung des Zuldssigkeitsbereichs L

Im Zuléssigkeitsbereich L befinden sich alle zuldssigen Losungen. Jeder zuldssigen Losung
entspricht ein gewisser Gesamtgewinn z. Beispielsweise erhilt man fiir den Punkt (0,0) des

Zuldssigkeitsbereichs L. den Gesamtgewinn z =0. Alle zuldssigen Losungen, die den
gleichen Gesamtgewinn z ergeben, liegen jeweils auf einer Geraden. Die

Funktionsgleichungen dieser Geraden erhilt man, indem man die Zielfunktion auf folgende

Form bringt: GG,:2=40-x,+60-x, & X, =—§-xl+é. Dies sind Geraden mit der

Steigung —% und dem Ordinatenabschnitt é Es ist z. B. (Abbildung 5.2.5, griine

Geraden):
" 2 .
fir z=0: GG, :x, = 3 X, (Gesamtgewinn = 0),
" 2 17 .
fiir z=255: GG, :x, = 3 X, +7 (Gesamtgewinn = 255),
" 2 51 .
firz=765: GG,;:x, = 3 X, +7 (Gesamtgewinn = 765).

Da alle obigen Geraden dieselbe Steigung haben, sind diese zueinander parallel. Der
Ordinatenabschnitt é wird umso groBer, je groBer z wird. In GeoGebra lisst sich diese

Problemstellung folgendermallen implementieren: Zunédchst wird ein Schieberegler fiir den
Gesamtgewinn z erstellt. Dazu muss im entsprechenden Klappmenii in der Symbolleiste
Schieberegler ausgewihlt werden. AnschlieBend kann der Schieberegler im Zeichenblatt

durch einen Klick mit der linken Maustaste beliebig positioniert werden. Dabei 6ffnet sich ein
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Menii, in dem die fiir den Schieberegler gewiinschten Parameter (Name, Intervall,
Schrittweite) definiert werden konnen. Fiir dieses Beispiel wird ein Schieberegler mit dem

Namen z in einem Intervall von O bis 1000 und einer Schrittweite von 200 erstellt.

Schieberegler @
& Zahl Mame
) Winkel z a -

Intervall | Schieberegler | Animation

min: |0 max: 1000 Schrillweite: EEII:I|

Ubernehmen H Abbrechen J

Abbildung 5.2.2: Parametereingabe fiir den Schieberegler

Nach einem Klick mit der linken Maustaste auf Ubernehmen kann der Wert der Variablen z

(Gesamtgewinn) mithilfe des Schiebereglers auf z =0 gestellt werden, um zunichst die
Ursprungsgerade GG, :x, = —%-xl graphisch darzustellen. Dies erfolgt durch die Eingabe

von GG:y=(-2/3)*x+(z/60) in die Eingabezeile. Damit auch die Beschriftung der Geraden
angezeigt wird, kann wie in Abschnitt 2.3 vorgegangen werden. Die Auswahl einer Farbe fiir
die Gerade GG (hier griin) ldsst sich ebenfalls im Menii Eigenschaften (Registrierkarte
Farbe) durchfiihren. Durch Betidtigung des Schiebereglers kann dann der Wert der Variablen
z (also der Gesamtgewinn z) vergrofert und damit die Gerade GG (Ursprungsgerade) parallel
verschoben werden. Dies ldsst sich sehr gut verdeutlichen, indem man beim
Parallelverschieben der Geraden GG deren Spur einzeichnen ldsst (Rechtsklick auf die

Gerade und Spur an auswihlen).
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Abbildung 5.2.3: Parallelverschieben der Geraden GGy

Ziel ist es nun, jenen Punkt des Zuldssigkeitsbereichs L zu finden, der den gréften z-Wert
liefert. Dazu verschiebt man die Gerade GG durch Vergroerung von z so lange parallel,
solange die Gerade durch Punkte des Zuléssigkeitsbereichs L verlduft. Den maximalen
Gesamtgewinn z findet man durch jene Parallele zur Ursprungsgeraden, die dabei aber gerade
noch einen Punkt des Zuldssigkeitsbereiches L enthélt (also den Zuléssigkeitsbereich L nur

noch am Rand beriihrt).

184
fox+2y=30 5G| 2+ 3y= 50

=0 9.2 0)
-8 -4 -2 2 4 8 El 1'0\ 12 14 18 18 YU

Abbildung 5.2.4: Graphische Bestimmung der optimalen Losung (1)

Durch Betrachtung von Abbildung 5.2.4 kann man erkennen, dass beim Parallelverschieben
der Ursprungsgeraden der Rand des Zuldssigkeitsbereichs L nicht erreicht wird, da das
Intervall des Schiebereglers zu klein gewihlt wurde. Durch gezieltes Probieren ldsst sich aber
bestimmen, welche Intervalllinge bzw. Schrittweite fiir die Problemstellung zielfiithrend ist.

Veridndern kann man das Intervall und die Schrittweite des Schiebereglers dadurch, indem
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man diesen einmal mit der rechten Maustaste anklickt und den Meniipunkt Eigenschaften
auswihlt. In der Registrierkarte Schieberegler konnen dann die einzelnen Anderungen
vorgenommen werden. Fiir diese Problemstellung erweist sich schlielich ein Intervall von 0

bis 1020 und eine Schrittweite von 255 als giinstig.

fy=-1.26x+ 24

GOass

\ |éssigkeitsbereich L

fy=0 (0,0}

(18.2,0)
.Iﬁ I4 I2 ‘2 é é é TID 1'2 1'4 1'5 1'3 &

Abbildung 5.2.5: Graphische Bestimmung der optimalen Losung (2)

GG,

Wir erhalten in unserem Beispiel den maximalen Gesamtgewinn z _, =1020 Euro (dieser

Wert lédsst sich beim Schieberegler ablesen) durch jene Gerade, die durch den Eckpunkt
(12,9) des Zulissigkeitsbereiches L verlduft: z, =1020=40-12+60-9.

Den maximalen Erlos von 1020 Euro erzielt man, wenn man téglich 12 Stiick von P, und 9

Stiick von P, produziert.

Beispiel 5.2.2
(graphische Losung zu Beispiel 1.2)

In Beispiel 4.3.1 wurde bereits der Zulédssigkeitsbereich L des linearen Optimierungsproblems
in GeoGebra graphisch dargestellt. Alle zuldssigen Losungen befinden sich in diesem

Bereich. Beispielsweise erhilt man fiir den Punkt (30,30) des Zulissigkeitsbereichs L die

Gesamtkosten z=330. Allgemein gilt: GK,:z=5-x,+6 X, & X, =—%xl +§. Dies

sind Geraden mit der Steigung —% und dem Ordinatenabschnitt % . Es ist z. B. (Abbildung

5.2.6, griine Geraden):
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fiir z=220: GK,:x, = —%- X, +% (Gesamtkosten = 220),

fir z=330: GK;; :x, = —%- X, +55 (Gesamtkosten = 330),

fir z=440: GK,,:x, = —% X, +% (Gesamtkosten = 440).

Bei der dynamischen Bestimmung der optimalen Losung des linearen Optimierungsproblems
in GeoGebra kann dhnlich wie in Beispiel 5.2.1 vorgegangen werden. Dazu wird zunichst ein
Schieberegler z fiir die Gesamtkosten in einem Intervall (idealerweise von O bis 440) und
einer Schrittweite von 110 erstellt werden. AnschlieBend wird der Wert der Variablen z

mithilfe des Schiebereglers auf z=0 gesetzt, um zundchst die Ursprungsgerade
GK, : x, :—%-xl graphisch darstellen zu konnen. Dies erfolgt durch die Eingabe von

GK:y=(-5/6)*x+(z/6) in die Eingabezeile. Im Vergleich zum vorigen Beispiel ist hier zu
beachten, dass die Ursprungsgerade nicht durch Punkte des Zuldssigkeitsbereichs L verlduft.
D. h. also, dass fiir z=0 keine zuldssigen Punkte (Losungen) auf der Geraden liegen. Damit
die Gerade GK durch den Zuléssigkeitsbereichs L verlduft bzw. diesen zumindest beriihrt, ist
es daher notwendig, die Gerade GK parallel zu verschieben. Dies gelingt wiederum dadurch,
dass man den Wert der Variablen z durch Veridnderung des Schiebereglers vergrofert. Um
dies zu verdeutlichen, kann wie in Beispiel 5.2.1 beim Parallelverschieben der Geraden GK
deren Spur eingezeichnet werden. Das bedeutet aber auch, dass dadurch der

Ordinatenabschnitt wichst und damit die Gesamtkosten z steigen (Abbildung 5.2.6).

Zulassigkeitsbereich L

fﬁ' y=0
70 -a0 -50 -40 -30 -20 -10 10 20 33\ 40 50 aw 80

Abbildung 5.2.6: Parallelverschieben der Geraden GK,

Man verschiebt die Gerade GK mittels des Schiebereglers nun so lange parallel, bis sie durch
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mindestens einen Punkt des Zuldssigkeitsbereiches L verlauft (also den Zuléssigkeitsbereich

L nur am Rand beriihrt). Das Ziel ist, denjenigen Punkt im Zulissigkeitsbereich L zu
bestimmen, welcher den kleinsten Ordinatenabschnitt % der zugehorigen Gerade und damit

die geringsten Gesamtkosten z bestimmit.

Zulassigkeitsbereich L

(40, 10)

f5 y=0

T T T T T T T T T i T T T
70 -850 -50 -40 -a0 20 -10 10 20 3\ 40 50 B’N a0

Abbildung 5.2.7: Graphische Bestimmung der optimalen Losung (3)

Die minimalen Gesamtkosten z ;=220 (dieser Wert ldsst sich beim Schieberegler ablesen)
findet man in unserem Beispiel durch jene Gerade, die durch den Eckpunkt (20, 20) des
Zulassigkeitsbereiches L verlduft: z . =220=5-20+6-20.

Der Viehzuchtbetrieb hat die minimalen Gesamtkosten von 220 Geldeinheiten zu tragen,

wenn die Rinder pro Futterration mit 20 ME von Sorte A und 20 ME von Sorte B gefiittert

werden.

Beispiel 5.2.3
(graphische Losung zu Beispiel 1.3)

In Beispiel 4.3.3 wurde bereits demonstriert, dass ein lineares Ungleichungssystem mit drei
Variablen in dem eine lineare Gleichung vorkommt, auf ein lineares Ungleichungssystem mit
zwei Variablen zuriickgefiihrt werden kann. D. h., dass sich das lineare Optimierungsproblem
mit drei Variablen in Beispiel 1.3 auf ein lineares Optimierungsproblem mit zwei Variablen

reduzieren ldsst. Das mathematische Modell lautet dann:

K, liefert x, (x, € R, x, 20) Tonnen Kohle an W, x, (x, € R, x, 20) Tonnen an W, und

110 -x, —x, Tonnen an W3.

Um die Ausgangslage iibersichtlich darzustellen, kann das Problem tabellarisch und graphisch
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veranschaulicht werden:

Wi W, W3
K X, X, 110-x, —x,
K, 70-x, | 80-x, | x,+x,—60
K,
X1 110-X1-X2
X2
v
Wi W, W;
A
80-x
70-x, : K 1+%,-60
K>

Die Kosten
z=F(x,,x,)=40-x, +30-x, +30-(110-x, —x,)+50-(70-x,)+20- (80— x,)+ 60 (x, + x, — 60) =
=20-x, +40-x, +4800
sind zu minimieren unter den Nebenbedingungen
G=R">
x, <70
X, <80
X, +x, <110
110-x,-x, £50 & x, +x, 260
X, X, 20.
Der Zuléssigkeitsbereich L des linearen Optimierungsproblems wurde bereits in Beispiel
4.3.3 in GeoGebra graphisch dargestellt, die dynamische Bestimmung der optimalen Losung

kann wie in Beispiel 5.2.2 durchgefiihrt werden. Die Funktionsgleichung der Zielfunktion

wird wie bei obigen Beispielen auf folgende Form gebracht:
TK,:2=20-x, +40-x, +4800 < x, = —%- X, +%. Dabei ist es fiir diese Problem-

stellung aber zweckmiBig, einen Schieberegler z in einem Intervall von 4800 bis 8600 und
einer Schrittweite von 600 zu erstellen. Denn um zunichst die Ursprungsgerade graphisch
darstellen zu konnen, muss z bereits einen Wert von z=4800 besitzen (wegen des

Summanden %(?00 in der Zielfunktion):
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5 4800 — 4800 5
TK 4500 1 X5 :_g’xl +4—O:__.Xl

Die Bestimmung der optimalen Losung, durch Parallelverschiebung der Ursprungsgeraden,

z=4800: (Transportkosten = 4800).

erfolgt schlieBlich wie in Beispiel 5.2.2.

fx=70

(0, 80) (30, 80)

Zulassigkeitsbereich L

(70, 40)

50 —3'0 —ZIEI —‘\‘D 1ID Z‘D SVE\ 4'0 E‘N?
Abbildung 5.2.8: Graphische Bestimmung der optimalen Losung — GeoGebra (4)
Dies ergibt die optimale Losung (60 , 0) und damit z_, = 6000 =20-60+40-0+4800.

Die Transportkosten sind also minimal, wenn folgende Lieferungen von Kohle (in Tonnen) an

die Kohlekraftwerke erfolgen:

Wi W, W3
K, 60 0 50
K> 10 80 0

D. h.: K, liefert 60 t Kohle zu W,, O t Kohle zu W, und 50 t Kohle zu W;.

K, liefert 10 t Kohle zu W,, 80 t Kohle zu W, und 0 t Kohle zu W;.

Bei Betrachtung der obigen Beispiele kann man erkennen, dass die Eckpunkte der jeweiligen

K,
60 50
0
A 4
Wl W2 W3
A
80
10 0
K,




Zuldssigkeitsbereiche L die optimalen Losungen lieferten. In Abschnitt 5.5 wird dann gezeigt:

Falls eine Zielfunktion ein Maximum oder Minimum auf L besitzt, so nimmt sie dies in einem

Eckpunkt von L an. Weiters war der Zuldssigkeitsbereich L in Beispiel 5.2.1 und in Beispiel

5.2.3 beschrinkt. In Beispiel 5.2.1 war der Zuléssigkeitsbereich L jedoch unbeschrinkt. Es

konnen aber auch Sonderfille bei linearen Optimierungsproblemen mit zwei Variablen

auftreten, welche anschlieBend angefiihrt werden.

Sonderfall 1 (mehrdeutige Losung)

Wird etwa in Beispiel 5.1.1 der Verkaufspreis von Produkt P, auf 30 Euro reduziert,

so ergibt sich fiir das lineare Optimierungsproblem folgende neue mathematische

Modellierung:
Von P, werden x, (x,€R, x,>0) Stiick produziert und von P, werden x,
(x, € R, x, 20) Stiick produziert.
Zu maximieren ist der Gesamtgewinn
z=F(x,,x,)=30-x,+60-x,
unter den Nebenbedingungen
G=R’

15-x, +30-x, <450
25-x, +20-x, <480

X, X, 20.
Die graphische und dynamische Losung dieser Problemstellung in GeoGebra kann wie
in Beispiel 5.2.1 durchgefiihrt werden. Es muss zunichst die Zielfunktionsgleichung

auf die folgende Form gebracht werden:

GG, :2z=30-x,+60-x, & X, :—%'xl +%. Da die Steigung der Geraden GG,

mit der Steigung der Randgeraden f, :15-x, +30-x, =450 & f, : x, :—%-xl +15

tibereinstimmt, sind die Geraden GG, und f, zueinander parallel. Das bedeutet, wenn

die Ursprungsgerade mithilfe eines Schiebereglers z so lange parallel verschoben wird,
bis sie den Zuldssigkeitsbereich L nur noch am Rand beriihrt, dann muss sie mit der

Randgeraden f, zusammenfallen (Abbildung 5.2.9).
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Abbildung 5.2.9: Graphische Bestimmung der optimalen Losung — Sonderfall 1 (1)

Es kommen nun alle ganzzahligen (da Stiickzahlen ganzzahlig sind) geordneten

Zahlenpaare (xl,x2 )e R? als optimale Losungen fiir das lineare Optimierungsproblem

in Frage, welche sich auf der Verbindungskante der Eckpunkte (0,15) und (12,9)
befinden. Denn alle diese zuldssigen Losungen liegen auf derselben Zielfunktions-
Geraden und ergeben daher den gleichen maximalen Gesamtgewinn z_, =900
(dieser Wert ldsst sich beim Schieberegler ablesen). Um schlieBlich die ganzzahligen
Koordinaten aller dieser optimalen Punkte bzw. Losungen in GeoGebra ablesen zu
konnen, kann ein Koordinatengitter eingezeichnet werden. Dies erfolgt durch einen
Rechtsklick im Zeichenblatt und der Auswahl des Meniipunkts Koordinatengitter.
Zudem kann durch einen Klick mit der rechten Maustaste auf eine freie Stelle im
Zeichenblatt und der Auswahl des Meniipunkts Eigenschaften eine feinere
Achsenskalierung der x,- und x,-Achse vorgenommen werden. Dazu muss in den
beiden Registrierkarten xAchse und yAchse jeweils die Option Abstand mit einem

Hékchen markiert und im zugehorigen Klappmenii / ausgewihlt werden.
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fy=-1.26x+24

Zulédssigkeitsbereich L

(0,02
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Abbildung 5.2.10: Graphische Bestimmung der optimalen Losung (Sonderfall 1) — Koordinatengitter

r4-y:n

EBERERERERE

Fir 0<x, <12 und x, = —% -X, +15 ergeben sich also folgende optimale Losungen:

(0,15),(2,14),(4,13),(6,12),(8,11),(10,10),(12,9).

Es kann aber auch vorkommen, dass sich auf der Verbindungskante zweier Eckpunkte
keine ganzzahligen geordneten Zahlenpaare (xl,x2 )e R? befinden. Dann kommen fiir
die Problemstellung ausschlieBlich die beiden Eckpunkte als optimale Losungen in

Frage. Dazu betrachtet man das folgende mathematische Modell:

Maximiere
Z=F(xl,xz):3'xl+4'x2
unter den Nebenbedingungen
G=R?
3-x,+4-x, <28
2-x,+ x,<12
X, X, 20.
(x, und x, ganzzahlig)

Die graphische und dynamische Losung dieser Problemstellung in GeoGebra kann wie

zuvor durchgefiihrt werden.
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lassigkeitsbereich L

fiy=0 0.0

3 2 1 1 2 3 4 B '\Q 7
Abbildung 5.2.11: Graphische Bestimmung der optimalen Losung — Sonderfall 1 (2)

Fir 0<x,<4 und x, = —% -X, +7 ergeben sich also folgende optimale Losungen:
(0,7) und (4,4).

Wiirden beispielsweise auch die Koordinaten der beiden Eckpunkte nicht ganzzahlig

sein, so miisste man zur Bestimmung der ganzzahligen Losung(en) das Branch &

Bound — Verfahren verwenden (siehe Ausblick in Kapitel 6, diskrete Optimierung).

Sonderfall 2 (unbegrenzter Zielfunktionswert)

Es gibt lineare Optimierungsprobleme, fiir die keine optimale Losung existiert, weil
der Zielfunktionswert im Zuldssigkeitsbereich L beliebig wachsen kann (also nach
oben unbeschrinkt ist). Das bedeutet, dass die Zielfunktion beliebig weit parallel nach
oben verschoben werden kann, ohne dass eine Grenze durch eine Nebenbedingung

erreicht wird. ,,Der Zielfunktionswert wichst iiber alle Grenzen* (aus [10] S. 36).

Eine Frau mochte ihr erspartes Geld von 40 000 € in Wertpapiere anlegen. Dabei

entscheidet sie sich fiir zwei Aktien A, und A,. Die Aktie A, eines
Telekommunikationsunternehmens kostet 25 € pro Anteil und die Aktie A, eines
Mineraldlkonzerns kostet 45 € pro Anteil. Die Jahresrendite der Aktie A, betrigt
2,50 € je Anteil und die der Aktie A, betrigt 4,80 € je Anteil. Aus Sympathiegriinden
beschlieft die Frau, mindestens 100 Anteile von A, zu kaufen. Sie mochte jedoch

maximal 18 000 € in die Aktie A, investieren.
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Wie viele Anteile jeder Aktie soll die Frau kaufen, damit sie unter den genannten

Bedingungen eine moglichst hohe Rendite erzielt?

Mathematische Modellierung:

Die Frau kauft x, (x,€R, x, 20) Anteile von Aktie A, und x, (x,€ R, x, 20)

Anteile von A, .
Zu maximieren ist die Rendite
ZZF(XI,X2)=2,5'X1 +4,8-x,
unter den Nebenbedingungen
G=R’
25-x, +45-x, <40000
X, 2100
100-x, <18000
X;,X, 20.
Wiirde man beispielsweise bei der mathematischen Modellbildung des linearen
Optimierungsproblems auf die Nebenbedingung 25-x, +45-x, <40000 verzichten,
so wirde dies zum Sonderfall 2 fithren, da der Zielfunktionswert, also die Rendite
beliebig wachsen konnte — d. h. die Zielfunktionsgerade (Ursprungsgerade) konnte

beliebig weit parallel verschoben werden.

z=1500

(0, 180)

L0, 100)

G0 2o 20 40 S0 80 100 120 130 180 180  200™~.220 240 260 260 300 320 340 360

Abbildung 5.2.12: Graphische Bestimmung der optimalen Losung — Sonderfall 2
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Sonderfall 3 (Degeneration/Entartung)

Die Degeneration tritt genau dann auf, wenn in einem linearen Optimierungsproblem
eine oder mehrere Nebenbedingungen redundant sind. Fiir ein lineares
Optimierungsproblem mit zwei Variablen bedeutet dies, dass sich in einem Eckpunkt
des Zuldssigkeitsbereichs L mehr als zwei Randgeraden schneiden oder dass zwei

Randgeraden ident sind.

In einem Textilunternehmen konnen pro Stunde hochstens 6 Anziige fiir Herren und 8
Ballkleider fiir Damen, zusammen aber hochstens 10 Kleidungsstiicke hergestellt
werden. Fiir einen Anzug werden 30 Meter Garn und fiir ein Ballkleid wird 15 Meter
Garn bendtigt. Die Ndhmaschinen konnen in einer Stunde maximal 180 Meter Garn
verarbeiten. Der Gewinn betrégt fiir einen Anzug 50 € und fiir ein Ballkleid 40 €. Wie
viele Anziige und Ballkleider sollte das Unternehmen stiindlich anfertigen, damit der

Gewinn moglichst grof3 ist?

Mathematische Modellierung:
Das Textilunternehmen stellt x, (x, €R, x, 20) Anziige und x, (x,€ R, x,20)

Ballkleider her.

Zu maximieren ist der Gewinn
z=F(x,,x,)=50-x, +40-x,
unter den Nebenbedingungen
G=R’

X, <6
X, <8
x,+ x,<10
30-x, +15-x, <180
X;,X, 20.
Bei der graphischen Darstellung des Zuldssigkeitsbereichs L kann man erkennen, dass

in den Eckpunkten (2,8) und (6,0) jeweils drei Randgeraden einander schneiden.
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y=8

Zulassigkeitsbereich L

Liv=0 oo (6,0)
3 T3 3 g CRE : 3 p :

Abbildung 5.2.13: Degeneration — Sonderfall 3

Die Nebenbedingungen x, +x, <10 und x, <6 sind iiberfliissig und konnen daher
weggelassen  werden, ohne dass dabei die Losungsmenge des linearen
Ungleichungssystems verdndert wird. Denn alle Punkte aus dem Zuléssigkeitsbereich
L’, des linearen Ungleichungssystems 30-x, +15-x, <180, x, <8 und x,,x, =20,
erfiilllen automatisch auch die linearen Ungleichungen x,+x, <10 und x, <6. Es
ergibt sich also zu obigem linearen Ungleichungssystem ein neues sogenanntes
minimales dquivalentes lineares Ungleichungssystem:
G=R’
X, <8
30-x, +15-x, <180
X, X, 20.
Die graphische Losung dieser Problemstellung in GeoGebra kann wie in den

Beispielen zuvor durchgefiihrt werden.
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7=420

Zulassigkeitsbereich L

fay=0 (0, 0)

N
Abbildung 5.2.14: Graphische Bestimmung der optimalen Losung — Sonderfall 3

Man erhilt die optimale Losung (2,8) und damit z_, =420=50-2+40-8.

Das Textilunternehmen erzielt den maximalen Gewinn von 420 €, wenn stiindlich 2

Anziige und 8 Ballkleider angefertigt werden.

Obwohl fiir lineare Optimierungsprobleme mit mehr als zwei Variablen im Allgemeinen
keine graphische Losung moglich ist, lassen sich die verschiedenen Moglichkeiten analog auf
hoherdimensionale Problemstellungen iibertragen. Hier gibt es dann ebenfalls (im Falle der
Losbarkeit) entweder eine eindeutige Losung oder eine Schar von unendlich vielen Losungen,
die alle den gleichen optimalen Zielfunktionswert liefern (vgl. [S] S. 39f).

Wie sich dann die verschiedenen Sonderfille beim Losen von linearen
Optimierungsproblemen mithilfe des Simplex-Algorithmus bemerkbar machen, wird in

Abschnitt 5.6.2 demonstriert.

Bemerkung 5.2.1

In den obigen Beispielen wurden die Intervalle der einzelnen Schieberegler bzw. die
Schrittweiten an die jeweiligen Problemstellungen angepasst. Genauso gut konnte man
beispielsweise fiir die einzelnen Schieberegler auch ein groferes Intervall oder eine feinere
Schrittweite wihlen. Wesentlich fiir die Bestimmung der optimalen Losung ist aber zum
einen, dass das verwendete Intervall ausreichend grof3 ist, sodass man zunichst die
Ursprungsgerade graphisch darstellen kann und beim Parallelverschieben der Geraden die
optimale Losung auch erreicht werden kann, und zum anderen, dass fiir den Schieberegler
eine entsprechend feine Schrittweite gewihlt wird, sodass man beim Parallelverschieben der

Ursprungsgeraden den Rand des Zulédssigkeitsbereichs L bzw. einen Eckpunkt auch ,,trifft®.
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Diese und noch weitere Kriterien, die fiir einen Einsatz im Mathematikunterricht notwendig

sind, werden in Kapitel 6 noch ausfiihrlich diskutiert.

5.3 Normalform linearer Optimierungsprobleme

Da sich die graphische Losung von linearen Optimierungsproblemen mit einer
Variablenanzahl >2 als duBlerst mithsam gestaltet (wenn unter den Restriktionen keine
Gleichung auftritt), sollen diese durch Verwendung eines Algorithmus (Simplex-
Algorithmus) rechnerisch gelost werden. Damit aber der Losungsalgorithmus in Abschnitt 5.6
formuliert werden kann, miissen alle linearen Optimierungsprobleme — insbesondere die
mathematischen Modelle — auf eine einheitliche Gestalt (Standardform) gebracht werden.

Diese Gestalt nennt man auch die Normalform des linearen Optimierungsproblems.

Definition 5.3.1
Unter der Normalform eines linearen Optimierungsproblems versteht man die folgende
Problemstellung:

Maximiere

n
z =F(x1,...,xn)= ZCJ- "X

=1

unter den Nebenbedingungen (Restriktionen)
Zaij "X =b, firi=1,...,m,
j=1

xj20 firj=1,...,n.

Bemerkung 5.3.1
Ein lineares Optimierungsproblem in Normalform ist also immer ein Maximumproblem, und

es gibt bis auf die Nichtnegativitidtsbedingungen nur noch Gleichheitsrestriktionen.

Weiters kann ein lineares Optimierungsproblem in Normalform in einer kompakten Form

dargestellt werden.
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Sei

a, ap a, b, €
a a a - b - |c
_ 21 22 2n mxn _ 2 m _ 2 n
A (n) eR™, b= eR™, c¢= eR",
aml amZ amn bm Cn

dann gilt:

xeR"

T —
z=F(x)=c -X — Max

unter den Nebenbedingungen

A-x=b, x20.

Im Folgenden wird demonstriert, wie man lineare Optimierungsprobleme auf die einheitliche
Gestalt (Normalform) geméf Definition 5.3.1 bringen kann.

Jede Problemstellung ldsst sich als Maximumproblem darstellen. Ein Minimumproblem wird
zu einem Maximumproblem, indem man den ,,negativen Wert der Zielfunktion* maximiert.

Der Ausdruck

-T —

Z=F(X)=c -X = Min

wird also durch den Ausdruck

T —
Z=—z=—F(X)=—c - X — Max

ersetzt. AnschlieBend werden zusitzliche Variablen, die sogenannten Schlupfvariablen,
eingefiihrt, mit denen Nebenbedingungen in Ungleichungsform auf Nebenbedingungen in
Gleichungsform umgewandelt werden konnen. Die Schlupfvariablen erfiillen dabei ebenfalls

die Nichtnegativitdtsbedingungen. Beispielsweise wird aus der linearen Ungleichung
Zaij "X; <b;
j=1

durch Addition einer Variablen u; =2 0 die lineare Gleichung

Zaij ‘X;+u; =b;.

j=1
Die Schlupfvariable u, hat dabei die Aufgabe — falls die linke Seite der linearen Ungleichung
Zaij -X; <b; Kkleiner als die rechte Seite ist — den Wert der Differenz b, —Zaij "X zu
= =

ubernehmen.
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Analog wird aus der linearen Ungleichung
Zaij "X, 2b,
j=1

durch Subtraktion einer Variablen v; 20 die lineare Gleichung

Zaij X;—V;=b,.

j=1
Die Schlupfvariable v, hat dabei die Aufgabe — falls die linke Seite der linearen Ungleichung
Zaij -X; 2b; groBer als die rechte Seite ist — den Wert der Differenz Zaij X;—b; zu
j=1 j=1
tibernehmen.
Damit man die urspriinglichen Variablen des Problems von den Schlupfvariablen
unterscheiden kann, werden erstgenannte als Strukturvariablen bezeichnet. Die
Schlupfvariablen wurden zuvor mit u; bzw. v, bezeichnet. Jedoch in den folgenden

Beispielen und Abschnitten werden die Strukturvariablen und die Schlupfvariablen in einem

Vektor gz(xl,...,xn) zusammengefasst und die zu den Schlupfvariablen gehorenden

Koeffizienten in der Zielfunktion gleich null gesetzt (vgl. [5] S. 41f und [11] S. 20-22).

Bemerkung 5.3.2
Falls eine lineare Gleichung Zaij X; =b, unter den Nebenbedingungen eines linearen
j=1

Optimierungsproblems auftritt, so kann man diese durch zwei lineare Ungleichungen
Zaij -X; <b; und Zaij -X; 2b; beschreiben. AnschlieBend konnen diese beiden linearen
=1 j=1

Ungleichungen ebenfalls durch Addition bzw. Subtraktion von Schlupfvariablen in lineare
Gleichungen iibergefiihrt werden. Das Beschreiben einer linearen Gleichung durch zwei
Ungleichungen wird aus jenem Grund durchgefiihrt, um in jeder Nebenbedingung eine
Schlupfvariable einfithren zu konnen, sodass nach der Uberfithrung der Problemstellung in
Normalform die Matrizen jene Gestalt besitzen, welche fiir die Formulierung des

Losungsalgorithmus wesentlich ist.
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Beispiel 5.3.1

Wir bringen Beispiel 5.1.1 nun in Normalform.
Urspriingliche Gestalt:
Maximiere den Gesamtgewinn
zZ= F(XI,XZ): 40-x, +60-x,
unter den Nebenbedingungen
G=R’
15-x, +30-x, <450
25-x,+20-x, <480

X, X, 20.

Normalform:

Maximiere den Gesamtgewinn
z=F(xl,xz,x3,x4)=40-xl +60-x,+0-x;+0-x, =40-x, +60-x,

unter den Nebenbedingungen

G=R*
I5-x, + 30-x, + X, = 450
25-x, + 20-x, + x, = 480
X1,X,5,X53,Xy 2 0.
40
15 30 1 0 - (450 - | 60
A= eR*™, b= eR?, c¢= eR*
25 20 0 1 480 0
0

Beispiel 5.3.2

(Beispiel 1.1 in Normalform)
Maximiere den Gewinn
z=F(xl,)(2,)(3,)(4,)(5,)(6,x7)=2,5-)(1 +2-x,+3-x;+0-x, +0-x,+0-x, +0-x, =
=25-x,+2-x, +3 X,

unter den Nebenbedingungen
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30-x, + 60-x, + 10-x; + x, = 25000

40-x, + 40-x, + 20-x; + X = 36000

60-x, + 30-x, + 40-x, + X = 24000

20-x, + 30-x, + 40-x; + x, = 16000

X, X,,X5,X,,X5,Xg,X; 2 0.

2,5

2

30 60 10 1 0 0 O 25000 3
40 40 20 01 0 O - 136000 ~

A= eR*™, b= ', c=| 0 [eR’

60 30 40 0 0 1 O 24000 0

20 30 40 0 0 O 1 16000 0

0

Beispiel 5.3.3

(Beispiel 1.2 in Normalform)
Maximiere die ,,negativen Gesamtkosten*
Z=-2=—F(X,X,,X;,X,,Xs)==5-X, =6-X,+0-x,+0-x, +0-x, ==5-x, —6-X,

unter den Nebenbedingungen

G=R’

02-x, + 0,1-x, - x, = 6

02-x, + 04-x, - X, = 12

04-x, - X = 4

X,X,,X3,X,,Xs = 0
-5
02 01 -1 0 0 6 6

A=/02 04 0 -1 0 |eR*, b=[12]leR?® <¢c=|0 |eR?’

0 04 0 0 -1 4 0
0

Beispiel 5.3.4

(Beispiel 1.3 in Normalform)
Maximiere die ,,negativen Kosten*
Z=—z=—F(xl,xz,x3,)(4,)(5,)(6)=—20'xl -40-x,+0-x;+0-x, +0-x5,+0-x4 =
=-20-x, -40-x,
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unter den Nebenbedingungen

G=R°
X, + X, = 70
X, + Xy = 80
X, + x, + X = 110
X, + X, - X = 60
X, X,,X5,X,,X5,Xg = 0
-20
1 01 00 O
70 -40
01 010 O - 180 - 0
A= eR¥*, b= eR*, c¢= eR®
11001 0 110 0
60 0
1 1000 -1
0
Bemerkung 5.3.3

Die Struktur der Matrizen A in den Beispielen 5.3.1, 5.3.2, 5.3.3 und 5.3.4 wird in Abschnitt
5.6 von groBler Bedeutung sein, da aufgrund dieser Gestalt der einzelnen Matrizen, lineare

Optimierungsprobleme mithilfe des Simplex-Algorithmus gelost werden konnen.

54 Basislosungen

Fiir die Bestimmung der optimalen Losung eines linearen Optimierungsproblems durch
Verwendung des Simplex-Algorithmus (Abschnitt 5.6) ist der Begriff der Basislosung
unerlisslich. Daher wird dieser Begriff in diesem Abschnitt definiert. In Abschnitt 5.1 wurden
bereits die Begriffe ,zuldssige Losung® und ,optimale Losung* fiir lineare
Optimierungsprobleme definiert. Diese Begriffe werden nun auch fiir lineare

Optimierungsprobleme in Normalform definiert.

Definition 5.4.1
Ein Punkt x = (xl,...,xn)e R", der alle Neben- und Nichtnegativititsbedingungen eines

linearen Optimierungsproblems in Normalform erfiillt, heil3t zulédssiger Punkt oder zulissige

Losung. Die Menge aller zuldssigen Losungen bildet den Zulédssigkeitsbereich N des
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linearen Optimierungsproblems in Normalform. X = (x 1,...,xn) heif3t optimaler Punkt oder

optimale Losung, wenn X zuldssig ist und es keine zuldssige Losung ;/Z (yl,...,yn )e R"

mit groBerem Zielfunktionswert F(;/) gibt als F(;)

Definition 5.4.2

Es sei ein lineares Optimierungsproblem in Normalform mit rg(A)= m<n gegeben. Eine
Losung X = (x e X )e R" der Gleichung A ‘X =b heift Basislosung der Problemstellung,

wenn n—m Variablen x i X gleich null sind und die zu den restlichen m Variablen

_ —

X ,.,X; gehorenden Spaltenvektoren a',.,a’m der Koeffizientenmatrix A linear

I’ Jm

unabhingig sind. Eine Basislosung, die alle Nichtnegativititsbedingungen erfiillt, heil3t

zuliissige Basislosung. Die zu einer Basislosung x = (x 1,...,xn)e R" gehorenden m linear

unabhingigen Spaltenvektoren a’,..,a' heiBen Basisvektoren und die x j oo X

jm
Basisvariablen (BV). Alle iibrigen Spaltenvektoren bezeichnet man als Nichtbasisvektoren
und die dazugehorigen Variablen als Nichtbasisvariablen (NBV). Eine Basislosung, bei der

mindestens eine Basisvariable verschwindet, heiflt degeneriert oder entartet.
Es gelten die folgenden beiden Sitze:

Satz 5.4.1

Es sei ein lineares Optimierungsproblem in Normalform mit rg(A)= m<n gegeben. Dann

gibt es stets ein xe R", so dass A X=b gilt. Die Nebenbedingungen konnen also (bis auf

die Nichtnegativitdtsbedingungen x > 0) stets erfiillt werden. Der Beweis des Satzes kann in

[5] S. 45 nachgelesen werden.

Satz 5.4.2 (Fundamentalsatz der linearen Optimierung)

Es sei ein lineares Optimierungsproblem in Normalform mit rg(A) =m < n gegeben.

Existiert fiir die Problemstellung eine zuldssige LoOsung, dann existiert eine zulédssige
Basislosung.

Den Beweis des Satzes findet man in [7] S. 19.
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Aufgrund von Satz 5.4.2 reduziert sich die Problemstellung auf die Aufgabe, die optimale
Losung unter den zuldssigen Basislosungen zu suchen. Dies bedeutet, dass man alle
zuldssigen Basislosungen bestimmen und dabei die zugehorigen Zielfunktionswerte

vergleichen muss, um das Optimum zu bestimmen. Fiir ein lineares Optimierungsproblem in

n ! . .
Normalform mit rg(A) =m<n gibt es maximal S mogliche Basislosungen
m) m! (n - m)!

(vgl. [7] S. 20).
Im Folgenden wird ein Algorithmus angegeben, mit dem lineare Optimierungsprobleme

rechnerisch gelost werden konnen (aus [S] S. 47):

Es sei ein lineares Optimierungsproblem in Normalform mit rg(A) =m<n gegeben. Die m-

elementigen Teilmengen der n-elementigen Menge {1,...,n} werden mit B,,...,By

. . n |,
bezeichnet, wobei N =( J ist.
m

1. Setze k=1 und z = —oco !

2. Bilde die Matrix Ay =(aj) e R™™ und den Variablenvektor

JeBy

—_—

A Xy =b ! Setze nun x;=0 fur j¢ B, ! Mit dieser Definition ist

;:(xj)j:1 . eine Basislosung. Falls ;20, also falls die gefundene

.....

T —
Basislosung zuléssig ist, ersetze z durch max(z ,C -xj !

4. Ersetze k durch k+1 ! Falls k < N, gehe zu Schritt 2 !

Nach Abbruch des Algorithmus ist z der maximale Zielfunktionswert.

Beispiel 5.4.1
In diesem Beispiel wird demonstriert, wie man anhand des obigen Algorithmus die optimale

Losung des linearen Optimierungsproblems in Beispiel 5.3.1 bestimmen kann.

Da n=4 und m=2 ist, muss man (J =6 lineare Gleichungssysteme 16sen, wobei die

Rangbestimmung der Matrizen A, und das Losen der linearen Gleichungssysteme durch

Verwendung von Maple durchgefiihrt werden kann (wie in Abschnitt 3.6):
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k=1und z=—co.

B, ={1,2}: ABlz(IS 30],g=(x‘]undrg(ABl)=2 SN

25 20 X,
— = 15 30) (x, 450 . .
= A; ‘X3 =b & . = (x;=0 und x, =0) liefert die
L 25 20) (x, 480

zuldssige Basislosung a = (12,9 , 0,0) = zZ=max (—oo , 1020) =1020.

k=2 und z=1020.

— = 15 1) (x, 450 . .
= A; ‘Xz =b & . = (x, =0 und x, =0) liefert die
P 25 0) \x; 480

zulissige Basislosung Z’ = (9—56 ,0,162, oj = z =max (1020, 768) = 1020.

k=3 und z=1020.

25 1
— = 15 0) (x, 450 , ,
= A ‘X5 =b & - = (x, =0 und x;=0) liefert die
. 25 1) \x, 480

nicht zulissige Basislosung x, =(30,0,0,-270), da x, <0 ist.

k=4 und z=1020.

30 1) — (x,
B4:{2,3}Z AB4: 20 0 ’XB4: und rg(AB ):2 =
X3
— = 30 1) (x, 450 , ,
= A ‘X3, =b & - = (x; =0 und x,=0) liefert die
o 20 0) \x; 480

nicht zuldssige Basislosung g = (O, 24 ,-27, O), da x; <0 ist.

k=5und z=1020.

30 0) — (x
B, ={2.,4}: ABS:(ZO J,stz(ij und rglA, )=2 =
4
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— = 30 0) (x, 450 , ,
= A ‘X5, =b & - = (x;, =0 und x,=0) liefert die
. 20 1) \x, 480

zulidssige Basislosung g =(0,15,180,0) = z=max(1020,900)=1020.

k=6 und z=1020.

0 1 X,
— = 1 0) (x, 450 , ,
= A, ‘Xz =b & - = (x;, =0 und x,=0) liefert die
e 0 1) \x, 480

zuldssige Basislosung g =(0,0,450,480) = z=max(1020,0)=1020.

_—

Somit ist Xg, :(12,9,0,0) die optimale Basislosung und z_, =1020 der maximale

Zielfunktionswert der Problemstellung (wie bereits aus Beispiel 5.2.1 bekannt ist).

Interpretation der Schlupfvariablen:

Die Schlupfvariablen x; und x, geben in Beispiel 5.4.1 die Zeit in Minuten an, in der die
Maschinen M, und M, nicht genutzt werden (freie Kapazititen). Die zuldssige Basislosung
x—Bﬁ = (0,0,450,480) bedeutet beispielsweise, dass die beiden Maschinen still stehen und

daher nicht produziert wird (da x, =x, =0, x, =450 und x, =480). Bei der optimalen

Basislosung x_B; =(12,9,0,0) sind die Schlupfvariablen x; =x, =0. Das bedeutet, dass die

Maschinen M, und M, voll ausgelastet werden (also keine freien Kapazititen vorhanden
sind).

Betrachtet man im obigen Beispiel die berechneten Basislosungen, so entsprechen die beiden
ersten Koordinaten der Basislosungen gerade den Koordinaten der Schnittpunkte von jeweils
zwei Randgeraden (Abbildung 5.4.1). Die beiden ersten Koordinaten der zulédssigen

Basislosungen ergeben dabei die Koordinaten der Eckpunkte des Zuldssigkeitsbereichs L.
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e TN Liy=-126x+24

fy=-05x+15

Zuléssigkeitsbereich L

%z =1(0,0)
5, = 0. 0)

Abbildung 5.4.1: Graphische Darstellung der Basislosungen

Schon in diesem einfachen Beispiel erkennt man, dass diese Losungsmethode bereits bei
linearen Optimierungsproblemen mit zwei Strukturvariablen mit einem enormen
Rechenaufwand verbunden ist. Fiir lineare Optimierungsprobleme mit drei Strukturvariablen
wird die Situation noch komplexer (sowohl bei der rechnerischen Methode als auch bei der

geometrischen Interpretation der Basislosungen). Betrachtet man Beispiel 1.1, so muss man

7
bei dieser Problemstellung bei Verwendung des obigen Algorithmus (4} =35 lineare

Gleichungssysteme 16sen. Die drei ersten Koordinaten der Basislosungen entsprechen dann
den Koordinaten der Schnittpunkte von jeweils drei Randebenen. Fiir hohere Dimensionen,
also fiir lineare Optimierungsprobleme in Normalform mit rg(A)=m< n, lasst sich dies

entsprechend verallgemeinern, wobei die ersten m Koordinaten der Basislosungen den
Schnittpunkten von Hyperebenen entsprechen.

Der vorgestellte Algorithmus ist fiir gro3e n und m nicht mehr sehr effizient. Daher wird ein
anderes Verfahren, der Simplex-Algorithmus in Abschnitt 5.6, fiir das Losen von linearen
Optimierungsaufgaben eingefiihrt und verwendet werden, mit dem sich der Rechenaufwand

deutlich reduzieren wird.

Bemerkung 5.4.1
Aufgrund des hohen Rechenaufwandes wurde auf die Berechnung der optimalen Losung von
Beispiel 1.2 bzw. Beispiel 1.3 mittels obigem Algorithmus verzichtet. Die Berechnung lésst

sich aber analog zu Beispiel 5.4.1 durchfiihren.
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5.5 Die Geometrie linearer Optimierungsprobleme

In Abschnitt 5.2 wurden lineare Optimierungsprobleme mit zwei Strukturvariablen bzw.
lineare Optimierungsprobleme mit drei Strukturvariablen, welche sich auf lineare
Optimierungsprobleme mit zwei Strukturvariablen zuriickfiihren lielen, graphisch gelost. Die
Eckpunkte der jeweiligen Zuldssigkeitsbereiche L (Polygone), welche gerade den zulédssigen
Basislosungen entsprechen (siehe Beispiel 5.4.1), lieferten die moglichen Kandidaten fiir
optimale Losungen.

Um schlieBlich Aussagen bzw. Schliisse iiber die Existenz und Lage der optimalen Losungen
von linearen Optimierungsproblemen mit einer beliebigen Anzahl von Strukturvariablen

treffen zu konnen, ist der Begriff der Konvexitit von besonderer Bedeutung.

Definition 5.5.1

Eine Punktmenge M c R" heif3t konvex, wenn mit je zwei Punkten P, € M und P, € M fiir
jede reelle Zahl t mit 0 <t <1 auch der Punkt P, = (1—t)-P, +t-P, zu M gehort — d. h., dass
alle Punkte auf der Verbindungsstrecke zwischen P, und P, zu M gehoren. Ist M cR"

konvex, so heiflit der Punkt P, e M Eckpunkt oder auch Extrempunkt von M, wenn es
keine zwei verschiedenen Punkte P,,P, € M gibt, sodass gilt: P, =(1—t)-P, +t-P, fiir eine

reelle Zahl tmit O<t<1.

.
g

\ At konvex —~
konvex ~

beschrénkt

beschrankt

e _ —_— ~.

BN

.
h

\
nicht konvex
unbeschrankt /

unbeschrankt P

Abbildung 5.5.1: Konvexe und nicht konvexe Mengen im R*
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Bemerkung 5.5.1

Die Geraden und Halbebenen im [Rz, die Ebenen und Halbriume im R® und schlieBlich die

Hyperebenen und Halbraume im R" sind konvexe Mengen. Die entsprechenden Beweise

findet man in [2] S. 171-176.

Definition 5.5.2

Eine Menge P cR" heilit konvexes Polytop, wenn P sich als Durchschnitt endlich vieler
Halbebenen bzw. Halbriume darstellen Lisst. Ein beschriinktes Polytop im R* wird konvexes

Polygon und im R? bzw. R" konvexes Polyeder genannt.

In Beispiel 5.2.1 und 5.2.3 ist der Zuldssigkeitsbereich L jeweils ein konvexes Polygon im R?
und in Beispiel 5.2.2 ist der Zulissigkeitsbereich L ein konvexes Polytop im R®. Der
Zulissigkeitsbereich L in Beispiel 4.3.2 ist ein konvexes Polyeder im R®. Werden die linearen
Optimierungsprobleme in Normalform iibergefiihrt, so ergeben sich die einzelnen
Zuldssigkeitsbereiche N als Durchschnitt von endlich vielen Hyperebenen im R* (Beispiel
5.3.1), im R’ (Beispiel 5.3.2), im R’ (Beispiel 5.3.3) bzw. im R® (Beispiel 5.3.4).

Da man eine Hyperebene a,-x,+a,-X,+..+a, -x, =b im R" als Durchschnitt der
Halbriume

H ={xeR"|a,-x,+a, X, +..+a, X Zb}

und

H, ={ xe [R“|a1 ‘X, +a, X, +..+a, X Sb}
schreiben kann, sind die Zuldssigkeitsbereiche N der bisher betrachteten linearen
Optimierungsprobleme in Normalform ein konvexes Polyeder im R* (Beispiel 5.3.1), ein

konvexes Polyeder im R’ (Beispiel 5.3.2), ein konvexes Polytop im R’ (Beispiel 5.3.3) bzw.

ein konvexes Polyeder im R® (Beispiel 5.3.4).
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Satz 5.5.1

Es sei die Menge aller zulissigen Losungen N ={ xeR"|A-x=b undx 20 } eines

linearen Optimierungsproblems in Normalform mit rg(A) =m<n ein konvexes Polytop. X

ist genau dann eine zuldssige Basislosung von A-x =b , wenn x ein Eckpunkt von N ist.

Den Beweis findet man in [7] S. 21f.

Aus Satz 5.4.2 und Satz 5.5.1 folgt nun:

T —
Eine lineare Funktion c¢ -x (Zielfunktion) nimmt ihr Maximum {iber einem beschrinkten

Zulissigkeitsbereich N ={ xeR"|A-x=b undx >0 }, also einem konvexen Polyeder, in

ST —

einem Eckpunkt von N an. Ist N unbeschrinkt und existiert das Maximum von ¢ - X, so wird

es ebenfalls in einem Eckpunkt angenommen (vgl. [5] S. 55).

Weiters gilt (vgl. [7] S. 22):

1) Ist N ={ xeR"[A-x=b undx >0 } eine nicht leere Menge, dann besitzt N

mindestens einen Eckpunkt.

2) Existiert fiir ein lineares Optimierungsproblem in Normalform eine optimale Losung,
dann wird die optimale Losung bzw. der optimale Zielfunktionswert in einem
Eckpunkt von N angenommen.

3) Da ein lineares Optimierungsproblem in Normalform hdochstens endlich viele

Basislosungen besitzt, hat N hochstens endlich viele Eckpunkte.

Mithilfe des obigen Satzes bzw. den darauf folgenden Schliissen wurde verdeutlicht, warum
beim Losen von linearen Optimierungsproblemen in Abschnitt 5.2 die optimale Ldsung
jeweils an einem Eckpunkt angenommen wurde. Es reicht daher vollig aus, die optimale
Losung eines linearen Optimierungsproblems unter den Ecken zu suchen.

Im folgenden Abschnitt wird ein Rechenverfahren, der Simplex-Algorithmus, vorgestellt,
dem alle bisher gewonnen Kenntnisse zugrunde liegen. Mithilfe dieses Verfahrens lassen sich
dann lineare Optimierungsprobleme mit einer beliebigen Strukturvariablenanzahl rechnerisch

und in effizienter Weise 10sen.
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5.6 Der Simplex-Algorithmus

Der Name Simplex-Algorithmus spielt auf die geometrische Gestalt des Zuldssigkeitsbereichs
an. Das Simplex ist ein Begriff aus der Geometrie und beschreibt einen n-dimensionalen
Korper (ein Polytop) (vgl. [17]).

Der Simplex-Algorithmus ist im Gegensatz zum Algorithmus in Abschnitt 5.4 eine sehr
geschickte und sparsame Methode zur Losungsbestimmung. Das Grundprinzip ist dabei
folgendes: Der Algorithmus lduft ausgehend von einer Ecke des Zuldssigkeitsbereichs L eines
linearen Optimierungsproblems entlang seiner Kanten von Ecke zu Ecke — wobei in jedem
Schritt der Zielfunktionswert vergrofert wird — bis er schlieflich bei der optimalen Ecke (falls

diese iiberhaupt existiert) ankommt.

Abbildung 5.6.1: Geometrische Interpretation des Simplex-Algorithmus (aus [18])
Aufgrund der Ubereinstimmungen der zulissigen Basislosungen mit den Ecken des
Zuldssigkeitsbereichs L (siehe Abschnitt 5.4) hantelt sich also dieses Verfahren von einer
zuldssigen Basislosung bis zur optimalen zuldssigen Basislosung iterativ vor. Es miissen also
nicht mehr alle Basislosungen bzw. zuldssigen Basislosungen eines linearen
Optimierungsproblems wie mit dem Algorithmus in Abschnitt 5.4 berechnet werden, was den

Rechenaufwand deutlich reduziert.

—_

Die Idee ist also, eine Folge von zulidssigen Basislosungen (xr) fir ein lineares

Optimierungsproblem in Normalform mit rg(A)=m < n zu erzeugen, bei der beim Ubergang

von x" zu x"™ jeweils eine Nichtbasisvariable neu in die Basis kommt und eine bisherige

Basisvariable diese verlidsst (Basistausch). Dabei soll auflerdem der Zielfunktionswert

-T — -T —

wachsen, also ¢ -x"™ >c¢ -x" sein (vgl. [5] S. 56).

Um den Simplex-Algorithmus veranschaulichen bzw. die einzelnen Rechenschritte leichter
durchfiihren zu konnen, kann ein lineares Optimierungsproblem in Normalform mit

rg(A)=m < n, dhnlich wie ein lineares Gleichungssystem in Abschnitt 3.5, in Form eines
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Tableaus, des sogenannten Simplex-Tableaus, angeschrieben werden (aus [5] S. 56):

BV | x, X, =+ X, |z b
X | anu 2ap a, 0 b,
| @21 Axp a, |0 b,
: : 0 :
Xi | am  an a, |0 b,
z |—-¢, —¢, - —c,| 1]|z—Wert

Das Simplex-Tableau beinhaltet alle wesentlichen Informationen eines linearen

Optimierungsproblems in Normalform mit rg(A)=m<n :

¢ Die Basisvariablen aller Gleichungen,

e die Koeffizienten aller Variablen,

e 7 als zusitzliche Variable (Einheitsvektor als Spalte) und

e die Werte der rechten Seiten.

Die letzte Zeile, welche die Koeffizienten der Zielfunktion enthilt, wird als Ergebniszeile
bezeichnet.

Weiters ldsst sich das Simplex-Tableau durch Trennung von Basis- und Nichtbasisvariablen
in kanonischer Form (siehe Abschnitt 3.5.1) anschreiben.

Zusitzlich sollen dazu noch zwei weitere Bedingungen erfiillt werden:

e Alle rechten Seiten sind nichtnegativ (b, =0). Dies lédsst sich stets durch einen
Vorzeichenwechsel in der jeweiligen Nebenbedingung durchfiihren.

e Jede einzelne Nebenbedingung enthdlt genau eine Variable, die nur in dieser
Nebenbedingung vorkommt und deren Koeffizient positiv ist, also eine
Schlupfvariable.

Ein Simplex-Tableau von dieser Gestalt (in kanonischer Form und den beiden zusétzlichen
Bedingungen) wird auch primal zuléssig genannt, wobei die m+1 verschiedenen
Einheitsvektoren, die dabei auftreten, eine Basis bilden (vgl. [5] S. 56-58).

Da bei linearen Optimierungsproblemen in kanonischer Form die Schlupfvariablen

X ., X, gerade die Basisvariablen sind, erhélt man folgendes Simplex-Tableau, welches

n—-m+1°°**

auch als das Ausgangstableau fiir den Simplex-Algorithmus bezeichnet wird (aus [5] S. 57):
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BV X, o Xoln | X X, | z b
Xocmet | 30 " @ 1 0 - 00 b,
0 1
I 0
Xo | @mi " pam | O 0 1|0| b,
z —-C, v —C,.n 0 0| 1]z—Wert

Ist das Ausgangstableau primal zuléssig, dann lésst sich die zugehorige zulidssige Basis- bzw.

Ausgangslosung leicht bestimmen. Dazu setzt man die Nichtbasisvariablen gleich null, d. h.:
Xy Xy = 0.

Die Basisvariablen nehmen dann den Wert des in der entsprechenden Zeile stehenden

Koeffizienten b, (i=1,...,m) an (siche Abschnitt 3.5.1, GauB3-Jordan-Algorithmus):

X

n—-m+l

=b,,

Ziel ist nun, ausgehend von einem primal zuldssigen Tableau durch Anwenden des Gaul3-
Jordan-Algorithmus ein neues primal zuldssiges Tableau zu erstellen, sodass die zugehorige
Basislosung einen besseren Zielfunktionswert liefert. Die Basislosung lédsst sich dabei aber
nur dann verbessern, wenn eine Nichtbasisvariable einen negativen Koeffizienten in der

Ergebniszeile besitzt, wenn also —c¢, <0 fiirein ke {1,..., n—m } ist.
Es lasst sich dann der Zielfunktionswert verbessern, indem man die Variable x, in die Basis

aufnimmt und dafiir eine bisherige Basisvariable die Basis verldsst (Basistausch) (vgl. [5]
S. 58).

Im Folgenden wird der Algorithmus, mit dem eine Basisvariable gegen eine
Nichtbasisvariable getauscht werden kann (Basistausch), angefiihrt. Dabei wird vom r-ten

Simplex-Tableau ausgegangen:

BV| x, x, - Xx,|z b
T T T T
k] 1 a]Z In 0 b]
X, | a a- - a" |0 b’
k2 21 2 2n 2
: 0 :
X arl ar2 a' 0 b’
= T T T
z | —¢' —c —C 1| z—Wert
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Algorithmus zum Basistausch

Es sei das r-te Simplex-Tableau in kanonischer Form gegeben. Dann soll ein Pivotelement
aj #0 ausgewdhlt und das (r+1)-te Simplex-Tableau folgendermalen berechnet werden

(aus [5] S. 59):
1. Dividiere die Elemente der Pivotzeile durch das Pivotelement. D. h. berechne fiir

k=1,..,n

r r
r+l aik br+l _ bi |
= — ; =—
aij aij

2. Fiir alle iibrigen Nebenbedingungen 1=1,...,m (1#1) fiihre fiir k =1,...,n die
Rechnung

ar

r+l _ 1 lj r+l _ .1 lj r
Ay =aAy — A, b," =b, - r'bi
aij aij

durch!

3. Fiir die Elemente k =1,...,n der Ergebniszeile rechne

_r+l__r__CE'r |
Cv =—Cy T
aj;
4. Fir den aktuellen Zielfunktionswert setze
r
—C.
Zr+1:Zr_ rJ'bir '
a.

5. Setze k{*' = j, d. h. die Variable x; wird Basisvariable!

Das (r +1)-te Tableau hat dann wieder die kanonische Gestalt.

Bemerkung 5.6.1

Den Index i bezeichnet man als i-te Pivotzeile und den Index j als j-te Pivotspalte des
Pivotelements aj #0. Die jeweilige Pivotspalte wird durch Anwenden des obigen

Algorithmus zum Einheitsvektor und ein anderer Einheitsvektor verschwindet dabei aus dem

Tableau (Basistausch).

Mittels obigem Algorithmus kann also der Ubergang zwischen benachbarten Basislosungen
durchgefiihrt werden. Um nun sicherzustellen, dass man nach einem Basistausch eine
zuldssige Basislosung erhilt und der Zielfunktionswert auch verbessert wird, muss man bei
der Wahl der Pivotzeile bzw. der Pivotspalte, also bei der Wahl des Pivotelements nach jener

Strategie vorgehen, die im folgenden Algorithmus angegeben wird.
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Algorithmus (primaler Simplex-Algorithmus)

Es sei das r-te Simplex-Tableau primal zuldssig und V. die Indexmenge der

Nichtbasisvariablen bzw. V. die Indexmenge der Basisvariablen mit Vi, UV ={1,...,n }.

Ausgehend von diesem Tableau soll eine optimale Basislosung des linearen
Optimierungsproblems gefunden werden (aus [5] S. 63).
1. Ist —c, 20 fiiralle k=1,....,n
Dann: FERTIG (zugehorige Basislosung ist optimal).
Sonst: Bestimme ein Pivotelement!

a) Bestimme die Pivotspalte j durch die Bedingung
—c; =min{—cf( :—c, <0Ake V;B} !
b) Bestimme die Pivotzeile i durch die Bedingung

b’ .| by
— =miny —:aj,1=1,.,m } !
r a’r y

a5 i

2. Ist afj <0 fir I=1,...,m, dann ABBRUCH (keine optimale Losung vorhanden).

3. Fiihre einen Basistausch mit dem Pivotelement airj durch und berechne das

(r +1)-te Simplex-Tableau! Gehe zu Schritt 1 !

Beispiel 5.6.1

Man betrachte das lineare Optimierungsproblem in Beispiel 5.1.1 bzw. 5.3.1.

Maximiere den Gesamtgewinn
z=F(x,,X,,X,,x,)=40-x,+60-x, +0-x, +0-x, =40-x, +60-x,

unter den Nebenbedingungen

G=R*
15-x, + 30-x, + X, = 450
25-x, + 20-x, + x, = 430
X1, X5,X3,Xy 2 0.

Das Simplex-Tableau (Ausgangstableau) zu diesem linearen Optimierungsproblem sieht nun

folgendermalien aus:

BV | x, X, X; X,|z b
x;, |15 B 1 00450
x, |25 20 0 1]0]|480
z |-40 =60 0 O|1]| 0
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Da das Ausgangstableau (erstes Simplex-Tableau) primal zuldssig ist, ldsst sich die
zugehorige zuldssige Basis- bzw. Ausgangslosung einfach bestimmen. Man setzt die

Nichtbasisvariablen x, und x, gleich null. Dadurch erhilt man: x, =450 und x, =480.

Die zulidssige Basislosung ist daher X = (0 ,0,450, 480) und der zugehorige
Zielfunktionswert ist z=0. Wegen der negativen Koeffizienten in der Ergebniszeile kann der
Zielfunktionswert durch Verwendung des primalen Simplex-Algorithmus verbessert werden.

Die Pivotspalte ist die zweite Spalte, da —60 = min{— 40,—60} ist. Die Pivotzeile ist die erste

450 480

, ist. Somit ist das Pivotelement a;, =30 (rote
30 20

Zeile, da 15= @ = min
30

Markierung). Mittels des Algorithmus zum Basistausch fithrt man folgende Berechnungen

durch:

e Fiir die Pivotzeile (erste Zeile):

1 1 1 1
alzlza—:lzgzl’ alzzza%zﬁzl’ aé:a%:i’ a124:a%:£:()’
al, 30 2 al, 30 al, 30 al, 30

bl
SE. RS
ap

e Fiir die zweite Zeile:

1 1
a 20 a 20
a5 =a, ——i -ay, =25—%-15=15, a3, =a122—f-a}2 :20—%.3():0,
a 20 2 a) 20
a3, =ay, _f'ais :O_%'IZ_E’ a3, =aj, — ai ay, :1_%'021’
20

1
b2 = b} ——2.b} =480—=".450 = 180.
30

12

¢ Fiir die Ergebniszeile:

c! -60

—cl=—cl——2.al, =—40-—=-15=-10,
1 1 aiz 11 30
— 1 J—
—ci=—ch -2 =—60-—% 300,
a, 30
— 1 —
—C§=—C;—#-a}3=0—£-1=2,
L 30
1
- —60
—el=—cl -T2, =0-"20=0.
4 4 1 14 30

ap,
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e Fiir den aktuellen Funktionswert:

— l —
2 =7 =% 5 —0-2% 450 900.
30

1
12

Dadurch erhilt man das zweite Simplex-Tableau:

—

BV | x;, x, Xx; Xx,]z]| b

010f15

x4.0—§10180
z [-10 0 2 0] 1]900

Die Nichtbasisvariablen x, und x; werden wieder null gesetzt. Man erhilt dann fiir die

Basisvariablen x, =15 und x, =180. Die zuldssige Basislosung ist daher X = (0,15 ,0, 180)

und der zugehorige Zielfunktionswert ist auf z =900 gestiegen. Da noch immer ein negativer
Koeffizient in der Ergebniszeile vorkommt, kann der Zielfunktionswert durch nochmaliges
Anwenden des primalen Simplex-Algorithmus und des Algorithmus zum Basisaustausch

verbessert werden. Die Pivotspalte ist die erste Spalte und die Pivotzeile ist die zweite Zeile,

da 102180 _ .{15 180

min E’F} ist. Somit ist das Pivotelement jetzt al, =15 (rote
Markierung). Die einzelnen Berechnungen konnen analog zu vorher durchgefiihrt werden und

man erhilt das dritte Simplex-Tableau:

—

BV| x, x, x, X,| z| b

X, 0 1 LI 0] 9
18 30

x| 1 0 SER 0] 12
45 15

z{ 0 O 14 2 11020
9 3

Durch Nullsetzen der Nichtbasisvariablen x; und x, erhilt man fiir die Basisvariablen

folgende Werte: x, =12 und x, =9. Somit ist die zulidssige Basislosung: X = (12,9,0,0).

Diese Losung ist zugleich auch die optimale Losung des linearen Optimierungsproblems, da

in der Ergebniszeile keine negativen Koeffizienten mehr auftreten. D. h., dass der

Zielfunktionswert nicht weiter verbessert werden kann = z___ =1020. Der primale Simplex-

Algorithmus bricht also an dieser Stelle ab.
Die einzelnen berechneten zuldssigen Basislosungen bzw. der Verlauf des Simplex-

Algorithmus konnen fiir dieses Beispiel folgendermallen geometrisch interpretiert werden.

Das erste Simplex-Tableau liefert die zuldssige Basislosung ;:(0,0,450,480). Diese
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Losung entspricht der Ecke (0,0) des Zuldssigkeitsbereichs L. Durch das zweite Simplex-
Tableau erhdlt man die zulédssige Basislosung ; = (O ,15,0, 180), welche der Ecke (O , 15) des
Zulissigkeitsbereichs L entspricht. Das dritte Simplex-Tableau ergibt schlielich die zulédssige
und zudem optimale Basislosung a = (12,9 , 0,0). Der optimalen Losung entspricht der

Eckpunkt (12 , 9) des Zuléssigkeitsbereichs L. Das bedeutet also, dass der Algorithmus in der

Ecke (O , O) startet und iiber die Ecke (O ,15 ) zur optimalen Ecke (12 , 9) lauft.

\fa:x=0

s Zulassigkeitsbereich L

Abbildung 5.6.2: Graphische Darstellung der Losungsschritte des Simplex-Algorithmus

Analyse des Simplex-Algorithmus am Beispiel 5.6.1:

Das erste Simplex-Tableau stellt das lineare Gleichungssystem

I5-x, + 30-x, + X, = 450
25-x, + 20-x, + X, = 480
-40-x, - 60-x, + z = 0

mit der zuldssigen Basislosung ;: (0,0,450,480) und dem aktuellen Zielfunktionswert

z =0 dar. Nach Isolierung der Basisvariablen, erhélt man:

x;y = 450 - 15-x;, - 30-x,
x, = 480 - 25-x;, - 20-x,
z = 40-x, + 60-x,.

Nun soll ein Basistausch durchgefiihrt werden. Dabei wihlt man als neue Basisvariable eine
bisherige Nichtbasisvariable, die moglichst grol werden soll. Die grofite Verbesserung von z
ergibt die Nichtbasisvariable x,, da der Wert der Zielfunktion um 60 Euro steigt, wenn x,

um eine Einheit erhoht wird. Hingegen wiirde eine Erhohung um eine Einheit der
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Nichtbasisvariable x, nur eine Steigerung des Zielfunktionswertes um 40 Euro bewirken.

Daher wird x, eine neue Basisvariable und x, bleibt eine Nichtbasisvariable mit dem Wert
. 450 . .
null. x, kann aber maximal %=15 werden, ohne dass eine der Variablen x, bzw. x,

negativ wird. Man erhdlt demnach: x,=0, x,=15, x,=450-15-0-30-15=0,

x, =480-25-0-20-15=180, also die zulissige Basislosung x =(0,15,0,180) und
z=40-0+60-15=900. Da x, =0 i1st, wird x, eine Nichtbasisvariable, d. h. x, verlésst fiir

X, die  Basis  (Basistausch). Durch  Auflésen der linearen  Gleichung
X, =450-15-x,-30-x, mnach x, (X, =—%-xl —%+15) und  anschlieBendes

Substituieren in allen iibrigen linearen Gleichungen erhédlt man ein neues lineares

Gleichungssystem
1
5 X + x, + 0% = 15
15-x, - g'x3 + X, = 180
-10-x, + 2-x; + z = 900,

welches durch das zweite Simplex-Tableau dargestellt wird. Anschlieend werden wieder die
Basisvariablen isoliert und dies ergibt:

1 1

X, = 15 - —x, - —x

’ 2 ! 30

x, = 180 - 15-x, + %-X3

z = 900 + 10-x;, — 2-x5.

Da der Zielfunktionswert um 10 Euro steigt, wenn x, um eine Einheit erhoht wird, wird x,

. . . ) ) 180 . .
eine neue Basisvariable mit maximalem Wert F=12 (ohne dass eine andere Variable

negativ wird). Dagegen verringert sich der Zielfunktionswert um 2 Euro, wenn X, um eine
Einheit erhoht wird. Daher bleibt x,; eine Nichtbasisvariable mit dem Wert null. Dadurch

erhilt man: x, =12, X2=15—%-12—3—10-0=9, x, =0, X4=180—15-12+§'O=0, also

die zuldssige Basislosung X = (12,9,0,0) und z=900+10-12-2-0=1020. Da x, =0 1st,

wird x, eine Nichtbasisvariable, d. h. x, verldsst fiir x, die Basis (Basistausch). Durch

Auflosen der linearen Gleichung x, =180-15-x, + % X4 nach X,
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(x, Z%-X3 —%-x . t12) und anschlieBendes Substituieren in allen iibrigen linearen

Gleichungen erhilt man ein neues lineares Gleichungssystem

X, + i-x3 - i-x4 = 9
18 30
2 1
X - —X + — X = 12
‘ 45 7 15
E-x3 + g-x4 + z = 1020,
9 3

welches dem dritten Simplex-Tableau entspricht. Werden die Basisvariablen abermals

isoliert, so erhilt man

2
x, = 12 4+ —x, - —Xx
1 45 15
X, = 9 = i-x + i-x
’ 18 30 °
z = 1020 - E-X3 - 2-)(4.
9 3

Eine VergroBerung der Nichtbasisvariablen x, und x, wiirde nun eine Verringerung des
Zielfunktionswerts z mit sich bringen. Daher ist die letzte zulédssige Basislosung
X = (12,9,0,0) auch die optimale Losung der Problemstellung und die beiden Maschinen

M, und M, sind, wie bereits bekannt ist, voll ausgelastet.

5.6.1 Losen von linearen Optimierungsproblemen mithilfe des
Simplex-Tools in Microsoft Excel

Blickt man noch einmal auf Beispiel 5.6.1 zuriick, so kann man erkennen, dass sich der
Rechenaufwand bei der Losungsbestimmung von linearen Optimierungsproblemen durch die
Verwendung des Simplex-Algorithmus deutlich reduziert hat. Trotzdem miissen aber bei den
Berechnungen der Koeffizienten der einzelnen  Simplex-Tableaus  miihsame
Rechenoperationen (Pivotoperationen) durchgefiihrt werden. Daher wird im Folgenden das
Tool Simplex vorgestellt, das sich in Microsoft Excel als Add-In einbinden lidsst und mit dem
Simplex-Tableaus definiert werden konnen. Das Tool ist unter [19] erhiltlich.

Nachdem die Microsoft Excel — Datei heruntergeladen wurde, kann diese durch einen
Doppelklick mit der linken Maustaste gestartet werden. Anschlieend 6ffnet sich in Microsoft
Excel ein neues Arbeitsblatt und ein neuer zusitzlicher Eintrag (Simplex) wird in der

Mentiileiste bereitgestellt.
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@ Microsoft Excel - simplex
@_] Datei  Bearbeiten Ansicht Einflgen Format Extras Daten Fenster I Simplex

NEERSSRTE KBRS EBe A 2] Mx @
1 B eI | [ @J| Bearbeitung zuricksenden... Bearbeitung beenden HA« _.I\Hm

iAu

w

i B2 Zu Office Live wechseln | Offnen = | Speichern - !

F27 - &

A [ B [ ¢ T b T E T"F T 6 [ H T 1 T J T K
20 |[Note:
|21 |These macros allow you to select elements or columns as pivots, which

=]
ra

do not qualify. In this case the results are unpredictable, just as they
would be if you did this "by hand". The macros provided only serve to
eliminate the arithmetic, not to automate the calculations.

Click to close Help | _I

(=101
=

o~ o

w
=

w

Abbildung 5.6.1.1: Simplex-Tool in Microsoft Excel

Mit einem Klick auf den Button Click to Close Help gelangt man in ein neues Arbeitsblatt, in
dem dann Simplex-Tableaus definiert werden konnen.

Ein Simplex-Tableau muss dabei in folgender Form eingegeben werden:

BV Xl Xn—m Xn—m-%—l Xn z b

Xpcma| @1 7 @y 1 - 010 b,

X, ay, cvoag o 0 -« 110 b,
z —-C, 't —C,. 0 -+ 0] 1 |z—Wert

Beispiel 5.6.1.1

(Losung von Beispiel 5.1.1 bzw. 5.3.1 mithilfe des Simplex-Tools)
Zunichst miissen die Koeffizienten des Simplex-Tableaus in obiger Form in die Zellen des
Datenblatts eingegeben werden. Danach wird jener Bereich, der die Koeffizienten enthilt,

markiert und {iber die Meniifolge Simplex = SetTableau als Ausgangstableau definiert.

%8| Microsoft Excel - Beispiel 5._6_2

E‘I_] Datei Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Extras Daten Fenster I | Simplex

SRR SIGRIvEI X aR S0 co@e s] b | @
ERE ot o A I B N | [ B [ | ¥4 Bearbeitung zuriicksenden... Bearl SelectPivotCol abl i
g Pivot

: Aus =

- = Help

':-'; Zu Office Live wechseln | Offnen~ | Speichern = !

B3 - # 15
A [ O ER S e H | 1 | J | K

1
=]
| 3| 15 30 1 0 0 450
berl 25 20 0 1 0 480
L] -40 -60 0 0 1 0

6

Abbildung 5.6.1.2: Definition des Simplex-Tableaus

Dabei wird das Tableau leider nicht automatisch beschriftet. Um eine iibersichtliche und
nachvollziehbare Darstellung des Simplex-Tableaus zu erhalten, muss die Beschriftung daher

manuell durchgefiihrt werden.
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58| Microsoft Excel - Beispiel 5_6_2
IE_] Datei  Bearbeiten Ansicht Einflgen Format Extras Daten Fenster I Simplex

NEEGRSSRTE SRR S0 B s AR 8 -@
e | - f| | [ = | Bearbeitung zuriicksenden... Bearbeitung beenden !A‘x abl | [
EAus -

':-'j Zu Office Live wechseln | Offnen = | Speichern - !

J9 - A
A | B | ¢ | b | E | F | & [ H ] [ b | K
1
2| x1 x2 x3 x4 z b
3 x3 15 30 1 0 0 450
|4 | x4 25 20 0 1 0 480
5 | -40 -60 0 0 1 0
6

Abbildung 5.6.1.3: Beschriftung des Simplex-Tableaus
Wie bereits aus Beispiel 5.6.1 bekannt ist, kann der Zielfunktionswert (Zelle G5) wegen der

negativen Koeffizienten in der Ergebniszeile (Zelle B5 und C5) durch Anwendung des
primalen Simplex-Algorithmus verbessert werden. Geméall des Algorithmus wird dann die
Pivotspalte bestimmt (—60 = min{— 40,—60}). Durch Markierung der entsprechenden Spalte
des Simplex-Tableaus und anschlieBender Aktivierung der Meniifolge Simplex =
SelectPivotCol wird die Pivotspalte in Microsoft Excel ausgewdhlt. Dabei wird am rechten
Ende des Tableaus eine Spalte hinzugefiigt. Diese enthilt die Quotienten (Zelle H3 und H4)

fiir die Bestimmung der Pivotzeile (15 = min{ 15,24 }).

%8| Microsoft Excel - Beispiel 5.6_2

E‘I_] Datei Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Extras Daten Fenster I | Simplex
P A S A K B B0 o @ 3 SefTableau | =@
iig g B o i g e e e | SelectPivotCol |.;b| e
5 Pivot

: Aus -

- = Help

':-'} Zu Office Live wechseln | Offnen ~ | Speichem ~ a

C3 - A 30
A | B el o | E [ F [ &6 [ W | v [ J [ K

1
2] x1 x2 x3 x4 z b
| 3 | %3 15 30 1 0 0 450 15
| 4 | x4 25 20 0 1 0 480 24
2] -40 -60 0 0 1 0|RHS/X2

6

Abbildung 5.6.1.4: Auswahl der Pivotspalte

Die Pivotzeile ist also die erste Zeile und daher ist das Element in der ersten Zeile und
zweiten Spalte des Simplex-Tableaus das Pivotelement (Zelle C3). Durch Markierung der
Zelle C3 und der Auswahl von Simplex = Pivot erfolgt die Definition des Pivotelements

(roter Rahmen).
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22| Microsoft Excel - Beispiel_5_6_2

g_'] Datei Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Extras Daten Fenster I | Simplex
NEH RS SR VE S BB F 9 oo BE x| | Setablau - ©
_J ) Jl | B @J‘ ~ S , SelectPivotCol J\lllfl
: I Pivot

s Aus -

- - Help

';'j Zu Office Live wechseln | Offnen ~ | Speichern ~ H

09 - 3
A | B [ ¢ | b | E [ F | &6 | H | [ J [ K

1
12 | x1 x2 x3 x4 z b
1 3| %3 15 30 1 0 0 450 15
| 4 | x4 25 20 1 0 480 24
1 5 | -40 -60 0 0 1 J|RHS/X2

6

7| x2 0.5 11 0.033333 0 0 15

| 8 | x4 15 0 -0,66667 1 0 180

9] -10 0 2 0 1 900

10

Abbildung 5.6.1.5: Auswahl des Pivotelements und Basistausch

Dadurch erhilt man ein zweites Simplex-Tableau, welches zum zweiten Simplex-Tableau in
Beispiel 5.6.1 dquivalent ist. Bei der Beschriftung des zweiten Tableaus ist zu beachten, dass

ein Basistausch durchgefiihrt wurde, d. h. x, fiir x, die Basis verlassen hat. Daher muss die

Spalte der Basisvariablen (links neben dem zweiten Simplex-Tableau) entsprechend
angepasst werden. Da noch immer ein negativer Koeffizient in der Ergebniszeile (Zelle B9)
vorkommt, kann der Zielfunktionswert (Zelle G9) durch nochmaliges Verwenden des
primalen Simplex-Algorithmus verbessert werden. D. h., dass mit der Meniifolge Simplex =
SelectPivotCol zunichst die Pivotspalte, durch die anschlieBende Betrachtung der Quotienten
die Pivotzeile und schlieBlich mit der Meniifolge Simplex = Pivot das Pivotelement
ausgewihlt wird. Dies ergibt dann ein drittes Simplex-Tableau, welches &dquivalent zum

dritten Simplex-Tableau in Beispiel 5.6.1 ist.

%] Microsoft Excel - Beispiel 5_6_2
IE_] Datei  Bearbeiten Ansicht EinfOgen Format Extras  Daten  Fenster I Simplex
0 EH RO ERTE %GR A9 Be -8 2B @
i e | [ EN| g senden... B ung beenden HA;: bl | [
i Aus -
'?j Zu Office Live wechseln | Offnen + | Speichern - H
P26 - e
A | B | ¢ [ b | E | F [ 6 | H | [ J [ K
1

[ 2| x1 x2 x3 x4 z b
1 3 | %3 15 30 1 0 0 450 15
EX xd 25 20 0 1 0 4380 24
1 5 | -40 -60 0 0 1 0|RHS/X2
6
|7 | x2 0.5 1/0,033333 0 0 15 30
| 8 | xd 15 0 -0,66667 1 0 180 12
1 9| -10 0 2 0 1 900]RHS/X1
10
11 X2 0 1/ 0,055556  -0,03333 0 9
112 xdf 17 07 -0.04444 70.066667 " o 12
1 13| 0 0 1,555556 0,666667 1 1020
14

Abbildung 5.6.1.6: Drittes Simplex-Tableau — Endergebnis

Aufgrund der Tatsache, dass in der Ergebniszeile keine negativen Koeffizienten mehr

auftreten, kann der Zielfunktionswert (Zelle G13) nicht weiter verbessert werden. Daher hat

man die optimale Losung der Problemstellung gefunden: x, =x, =0, x, =12, x, =9,d. h.
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X, =(12,9,0,0)und z_ =1020.

Beispiel 5.6.1.2

In diesem Beispiel wird die Losung des linearen Optimierungsproblems in Beispiel 1.1 durch
Verwendung des Simplex-Tools in Microsoft Excel bestimmt. Dabei wird analog zu Beispiel

5.6.1.1 vorgegangen.

|%8] Microsoft Excel - Beispiel_5_6_3

@_] Datei Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Extras Daten Fenster I Simplex Simplex
NEHR O ATE$EE-F 90 EBe -8 A s -
i g &g e A N | | & {4 | ¥ Bearbeitung zuriicksenden... Bearbeitung beenden A.:z bl | [ =t | [
Aus

'?j Zu Office Live wechseln | Offnen + | Speichern = H

127 - 5
A [ B [ ¢ [T o JT E [T F T & [ H T 0 T g T K T

1
| 2 | ] %2 x3 xd X5 X6 X7 z b
[ 3 | x4 30 60 10 1 0 0 0 0] 25000 2500
| 4 | x5 40 40 20 0 1 0 0 0| 36000 1800
|5 | X6 60 30 40 0 0 1 0 0| 24000 600
6 | 7| 20 30 40 0 0 0 1 0| 16000 400
7] 25 -2 3 0 0 0 0 1 0| RHS/X3

8
9 | x4 25 525 0 1 0 0 -0.25 o 27000 840
10| x5 30 25 0 0 1 0 0.5 0|  28000| 933,3333
[ 11] %6 40 0 0 0 0 1 A 0 8000, 200
12| x3 0.5 0.78" 17 pld i 07 0.025" of 400 800
|13 1 0.25 0 0 0 0 0075 1 1200 RHS/X1
14
115 | x4 0 525 0 1 0 -0625 0375 o] 16000
16| x5 0 25 0 0 1 -0.75 0.25 o 22000
17 x1 17 o o o 07 00257 -0025" of 200
18 | 3 0 0.75 1 0 0 -0.0125  0,0375 0 300
19 0 0.25 0 0 0 0025 0.05 1 1400

20

Abbildung 5.6.1.7: Losen von Beispiel 1.1 mithilfe des Simplex-Tools

Da im dritten Simplex-Tableau in der Ergebniszeile keine negativen Koeffizienten mehr
auftreten, lisst sich der Zielfunktionswert nicht weiter verbessern und man erhilt durch Null-

setzen der Nichtbasisvariablen x,, x, und x, die Werte der Basisvariablen: x, =200,

x; =300, x, =16000 und x, =22000 = g =(200,0,300,16000,22000,0,0).

Um den maximalen Gewinn von 1400 Euro (Zelle J19) zu erzielen, miissen 200 Stiick von der
Sorte W, 0 Stiick von der Sorte W, und 300 Stiick von der Sorte W, hergestellt werden.

Da die Schlupfvariablen x, und x. im letzten Simplex-Tableau Basisvariablen sind, werden
die Nebenbedingungen, in denen diese Schlupfvariablen vorkommen, nicht ausgeschopft. Die
Werte von x, und x, beschreiben dabei die nicht ausgenutzten Kapazititen der

Nebenbedingung. D. h. von der Leber sind noch 16000 g = 16 kg und vom Speck sind noch
22000 g =22 kg tibrig.

Bislang wurden mit dem Simplex-Algorithmus nur Maximumprobleme gelost. Daher wird im

Folgenden thematisiert, wie damit auch Minimumprobleme bearbeitet werden konnen.

Dazu betrachtet man das lineare Optimierungsproblem in Beispiel 1.2 bzw. 5.3.3:
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Maximiere die ,,negativen Gesamtkosten*
Z=-2=—F(X,X,,X;,X,,Xs)==5-X, =6-X,+0-x,+0-x, +0-x, ==5-x, —6-X,

unter den Nebenbedingungen

G=R’
02-x, + 01-x, - x, = 6
02-x, + 04-x, - Xy = 12
04-x, - x; = 4

X, X,,X5,X,,Xs 2 0.
Um den primalen Simplex-Algorithmus verwenden zu konnen, muss das Simplex-Tableau
eines linearen Optimierungsproblems primal zuldssig sein. Das Simplex-Tableau dieser

Problemstellung lautet:

BV| x, x, x5 X, X5|z b
x;102 01 -1 0 0(0]6
x, 102 04 0 -1 0]0][I2
xs| 0 04 0 O -1{0]4
z| 5 6 0 O 0f|1]0

Da die Koeffizienten der Schlupfvariablen positiv sein miissen, muss man die einzelnen

Gleichungen, bei denen die Schlupfvariablen einen negativen Koeffizienten besitzen, mit —1

multiplizieren:
BV | x, X, X; X, X5| z b
x;1-02 -01 1 0 O0]0]|-6
X, |-02 -04 0 1 O0]O0(|-12
X 0O -04 0 O 104
z 5 6 0 0 O0|1]0

Dadurch erhilt man aber kein primal zuldssiges Simplex-Tableau, da nicht alle Koeffizienten

b, =20 sind. Das bedeutet, dass der primale Simplex-Algorithmus nicht anwendbar ist.
Zudem ist die zugehorige Basislosung ;= (0,0,—6 , —12,—4) keine zuldssige Basis- bzw.
Ausgangslosung, da x,,X,,Xx; <0 ist. Das bedeutet also, dass dadurch der

Koordinatenursprung als Eckldsung ausgeschlossen wird. Es miissen daher auf das obige
Simplex-Tableau Transformationen angewendet werden, sodass die zugehorige Basislosung
des neuen (transformierten) Tableaus eine zuldssige Ausgangslosung ist (also ein primal

zuldssiges Simplex-Tableau vorliegt).
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Algorithmus zur Transformation des r-ten Simplex-Tableaus mit nicht zulissiger Basis-
bzw. Ausgangslosung in ein primal zulidssiges Simplex-Tableau mit zulissiger
Basislosung (vgl. [20]):
1. Ist b, 20 fiiralle k=1,...,n
Dann:  Ubergang zum primalen Simplex-Algorithmus.
Sonst: Bestimme die Pivotzeile i , durch Auswihlen einer beliebigen Zeile i
mit Koeffizienten b; <0 !

2. Bestimme die Pivotspalte j, durch Auswihlen einer beliebigen Spalte j mit

Koeffizienten airj <0!
3. Existiert kein aj <0, dann ABBRUCH (keine zuldssige Losung).
4. Fihre einen Basiswechsel mit dem Pivotelement airj durch und berechne das

(r +1)-te Simplex-Tableau. Gehe zu Schritt 1 !

Bemerkung 5.6.1.1

Hat man also ein Simplex-Tableau mit zuldssiger Basislosung gefunden, so ist das Tableau
auch primal zuldssig. Es kann dann der primale Simplex-Algorithmus zur

Losungsbestimmung verwendet werden.

Die obige Problemstellung lédsst sich nun mithilfe des eben beschriebenen Transformations-
Algorithmus und des Simplex-Algorithmus l6sen. Dazu wird wie in Beispiel 5.6.1.1 das
Simplex-Tool in Microsoft Excel verwendet. Nach der Eingabe des Simplex-Tableaus stehen
nach dem obigen Algorithmus fiinf Pivotelemente zur Auswahl, da alle Werte in den Zellen

H3, H4 und HS5 negativ und auch alle Werte in den Zellen B3, C3, B4, C4 und C5 kleiner als

null sind.

|58| Microsoft Excel - Beispiel 5_6_2

IE_] Datei  Bearbeiten Ansicht Einfiigen Format Extras Daten Fenster I Simplex
NEERSSRITEI S B S B8 AL W81 @
3 ] A | & = | Bearbeitung zuriicksenden... Bearbeitung beenden HA« bl | [

c

EAs

r'j Zu Office Live wechseln | Offnen = | Speichern H

P26 - )
A [ B | ¢ | D E | F [ 6 [ H [ 1t | 3 [ K

1

2| x1 x2 x3 x4 x5 z b

3 x3 0.2 0.1 1 0 0 0 -6

4 | x4 -0.2 04 0 1 0 0 12

5 x5 0 0.4 0 0 1 0 4

6 | 5 6 0 0 0 1 0

7

Abbildung 5.6.1.8: Auswahl des Pivotelements
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Nach der Auswahl der Zelle C3 als Pivotelement erhélt man das folgende Simplex-Tableau.

Natiirlich hétte man auch eine andere Zelle von den fiinf in Frage kommenden Zellen als

Pivotelement auswihlen konnen.

%8| Microsoft Excel - Beispiel 5_6_2
@_] Datei Bearbeiten Ansicht Einfligen Format Extras Daten Fenster I Simplex
TAN=N " FEWE TP WLV A P WEN R AR vlﬁﬂzvzmnﬂlmw - ©
g dg 8 o) 3y g | | & (i1 |, ¥4 Bearbeitung zuriicksenden... Bearbeitun ! P da abl | [
EAus -
'?_‘, Zu Office Live wechseln | Offnen ~ | Speichern * H
P26 A 3

A | B | ¢ | b | E | F | 6 | H [ 1 [ J K
1
| 2 | x1 x2 x3 x4 x5 z b
| 3 | x3 -0.2 -0.1 1 0 0 0 -6 60
| 4 | x4 0.2 0.4 0 1 0 0 -12 30
15 | x5 0 0.4 0 0 1 0 -4 10
| 6 | 5 0 0 0 1 0|RHS/X2
| 7|
| 8 | x2 2 1 10 0 0 0 60
ER x4 0.6 0 -4 1 0 0 12
| 10| ped) 0.8 0 -4 0 1 0 20
| 11| -7 0 60 0 0 1 -360
12

Abbildung 5.6.1.9: Zweites Simplex-Tableau

Das zweite Simplex-Tableau ist primal zuldssig und die zugehorige zuldssige Basislosung ist
X = (0 ,60,0,12, 20) . Daher kann nun der primale Simplex-Algorithmus fiir die Bestimmung

der optimalen Losung verwendet werden (wie in Beispiel 5.6.1 bzw. 5.6.1.1).

%] Microsoft Fxcel - Beispiel 1_2

@_1 Datei  Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Extras Daten Fenster I Simplex

HRNENE PRI NN A W N e AR R AN zv,:nu@lmom - ©
E Rt Mo I M- L | | (& i1 | ¥'# Bearbeitung zuriicksenden... Be ! i da bl | [
iAus -

?_‘, Zu Office Live wechseln | Offnen - | Speichem ~ l

L29 - e
A | B [ ¢ | o | E | F [ 6 [ H [ 1t ] K

1
Z x1 X3 x4 x5 z b
1 3 | x3 02 1 0 0 0 6 60
4 | x4 -0.2 0 1 0 0 12 30
1 5 | %5 0 -0,4 0 0 1 0 4 10
| 6 | 5 6 0 0 0 1 O|RHS/MX2
| 7|
| 8 | x2 2 1 10 0 0 0 60 30
1 9| x4 0.6 0 -4 1 0 0 12 20
| 10 | xh 0.8 0 -4 0 1 0 20 25
| 11 -7 0 60 0 0 1 -360|RHS/X1
| 12]
1 13 | x2 0 1 3.333333 -3,33333 0 0 20
| 14 | [ 17 07 -6.66667 " 1,666667 " 0" o 20
115 x5 0 0 1.333333 -1,33333 1 0 4
| 16| 0 0 13,33333 11,66667 0 1 -220

17

Abbildung 5.6.1.10: Drittes Simplex-Tableau
Beim dritten Simplex-Tableau bricht der primale Simplex-Algorithmus ab, da in der

Ergebniszeile keine negativen Koeffizienten mehr vorkommen und daher der

Zielfunktionswert nicht weiter verbessert werden kann.

Die Nichtbasisvariablen x, und x, werden dann wieder null gesetzt und fiir die

—_—

Basisvariablen erhilt man: x, =20, x, =20 und x, =4 = x__=(20,20,0,0,4). Es ist
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nun Z_ =-z__ =-220 (Zelle H16), d. h. z_. =220 und x,._ =(20,20,0,0,4). Weiters
kann man erkennen, dass im dritten und letzten Simplex-Tableau die Schlupfvariable x eine
Basisvariable ist. Das bedeutet, dass die Nebenbedingung, in der die Schlupfvariable x;

vorkommt, nicht ausgeschopft wird.

Beispiel 5.6.1.3

In Beispiel 5.2.3 wurde die Problemstellung aus Beispiel 1.3 auf ein lineares
Optimierungsproblem mit zwei Strukturvariablen zuriickgefithrt und graphisch gelost. In
diesem Beispiel wird nun das lineare Optimierungsproblem mit drei Strukturvariablen (also
ohne Zuriickfithren auf zwei Strukturvariablen) durch Verwendung des Transformations-
Algorithmus und des primalen Simplex-Algorithmus geldst. Zunédchst muss das lineare
Optimierungsproblem in Normalform iibergefiihrt werden:

Maximiere die ,,negativen Kosten*

Z=—z:—F(xl,xz,x3)=10'x1 -10-x,+30-x;+0-x, +0-x5,+0-x, +0-x, +0- x4 =
=10-x, -10-x, +30-x,

unter den Nebenbedingungen

G=R®
X, + X, = 70
X, + X = 80
X; + X = 50
X, + X, + Xx; + X, = 110
X, + X, + x; - xg = 110

X;,X,,X5,X,,Xs,X4,X5,Xg = 0.
Die in Beispiel 1.3 unter den Nebenbedingungen auftretende lineare Gleichung
X, +X,+x; =110 wurde vor der Uberfilhrung in Normalform durch zwei lineare
Ungleichungen x, +x, +x, <110 und x, +Xx, +x, 2110 (siche Bemerkung 5.3.2) ersetzt.

Anschliefend wurden alle linearen Ungleichungen durch Einfithrung von Schlupfvariablen in
lineare Gleichungen iibergefiihrt.
Das Simplex-Tableau dieser Problemstellung ist nach Multiplikation der letzten Gleichung

mit —1 (da der Koeffizient der Schlupfvariablen x; negativ ist) gegeben durch:
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BV | x, X, X; X, X5 X, X, Xg| z]| b
x, | 1 0 0 1 0 0 O 0|0 70
xs | 0 1 0o o0 1 0 0 0[O0] 80
X¢ | 0 O 1 0 0 1 0 0]0] 50
X 1 1 1 0 0 0 1 0]0]110
Xg 1 1 1 0 0 0 O 1]|0]-110
z |[-10 10 =30 0 O O O O]|1] O

Das Simplex-Tableau ist nicht primal zuléssig (da b, <0 ist) und die zugehorige Basislosung

X = (0,0,0,70,80,50,110,—110) keine zuldssige Basis- bzw. Ausgangslosung (da x4 <0
ist). Daher muss das Simplex-Tableau durch Verwendung des obigen Transformations-
Algorithmus in ein primal zuldssiges Simplex-Tableau transformiert werden, das eine
zuldssige Basis- bzw. Ausgangslosung besitzt. AnschlieBend kann wie bei dem
Minimumproblem in Beispiel 1.2 der primale Simplex-Algorithmus fiir die

Losungsbestimmung herangezogen werden.

|| Microsoft Excel - Beispiel_5_6_4

IZ_I] Datei  Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Extras Daten Fenster I Simplex

PN H RS G0 PR SR R BR AR -
i Wow R | | | & i |, ¥¢ Bearbeitung zuriicksenden... Bearbeitung beenden EArt abl |
i Aus -

Uj Zu Office Live wechseln | Offnen = | Speichern = H

Ha4 - 3
A | B [ ¢ [T o J E T F | @ H | J K L ]

1
| 2 | ®1 x2 x3 x4 x5 %6 *7 X8 z b
[ 3] 4| 1 0 0 1 0 0 0 0 0 70) 70
[ 4| x5 0 1 0 0 1 0 0 0 0 8ol*
[ 5 | 8| 0 0 1 0 0 1 0 0 0 sl
[ 6 | 7| 1 1 1 0 0 0 1 0 0 110 110
[ 7 | 3| A -1 -1 0 0 0 0 1 o] 110 110
[ 3 | 10 10 30 0 0 0 0 0 1 [l GEERS]
]
(10| x4 0 E] E] 1 0 0 0 1 0 40 40
[11] %5 0 1 [ 0 1 [ 0 0 0 80| 80
(12| x8| 0 0 1 0 0 1 0 0 0 so*

13 7| 0 0 0 0 0 0 1 1 0 of

14 4 17 17 17 [d [ild [id [1d Eid of 110 110
15 | 0 20 20 0 0 0 0 10 [ Ti00|RAsixz
18
[17 | 2| 0 1 1 1 0 0 0 El 0 40| 40
[ 18 | %5 0 0 E 1 1 0 0 1 0 49) -40
[ 19 | 8| 0 0 1 0 0 1 0 0 0 50) 0
[ 20 | 7| 0 0 0 0 0 0 1 1 0 of

21 x1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 70+
(22 | 0 0 40 20 0 0 0 10 1 300 RHSX3
B
[24 ] 3| 0 1 1 -1 0 0 0 E 0 49| -40
(25 | x5 0 1 0 0 1 0 0 0 0 80|
[ 26 | x8| 0 El 0 1 0 1 0 0 10 10
[ 27 | 7| 0 0 0 0 0 0 1 1| 0 0 0
| 28 | ®1 1 0 0 1 0 0 0 0 70)

29 0 40 0 20 0 0 0 3 1| 1900|RHSME
0]
[31 | x3| 0 1 1 K] 0 0 1 0 0 40| 40
32 %5 0 1 0 0 1 0 0 0 0 80|
(33 | x5 0 ] o1 0 1 1 0 0 10 10
(34 xa[ of [ild 0 0 [ild [ild 14 17 of of

35 x1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 70) 70
(36 | 0 40 [ 20 0 [ 30 0 1 T900] RSO0
Ed
[ 38 | 3| 0 0 1 0 0 1 0 0 0 S0
[ 39 | x5 0 1 0 0 1 0 0 0 0 a|*

40 x4l o Eld o 17 o 17 Eld o of 10[*
[41] %8| 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
2 ®1 1 1 0 0 0 -1 1 0 0 60"
[43] D 20 0 [ 0 20 10 0 | 2100|RHSXE
44

Abbildung 5.6.1.11: Losen von Beispiel 1.3 mithilfe des Simplex-Tools

—_—

Die optimale Losung x . = (60,0,50,10,80,0,0,0) lasst sich wieder aus dem letzten

Simplex-Tableau ablesen. Fiir die minimalen Kosten z . gilt: Z_=-z_ =2100 (Zelle

n

K43), d. h. z, =-2100+8100=6000 und x =(60,0,50,10,80,0,0,0). Da der

min

Summand 8100 beim Losungsverfahren weggelassen wurde, muss dieser bei der Berechnung
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des optimalen Zielfunktionswerts beriicksichtigt werden. Weiters treten im letzen Simplex-

Tableau die Schlupfvariablen x, und x; als Basisvariablen mit den Werten x, =10 und
xs; =80 auf. Das bedeutet, dass die Nebenbedingungen, in denen diese Schlupfvariablen
vorkommen, nicht ausgeschopft sind. Die Schlupfvariable xg 1ist zwar auch eine

Basisvariable, sie hat aber den Wert O (es liegt also eine degenerierte Basislosung vor, siehe
Sonderfall 3 in Abschnitt 5.6.2). Daher sind in der betreffenden Nebenbedingung keine freien

Kapazititen vorhanden.

5.6.2 Sonderfille beim Simplex-Algorithmus

In Abschnitt 5.2 — bei der graphischen Losung von linearen Optimierungsproblemen —
wurden bereits die verschiedenen moéglichen Sonderfille fiir lineare Optimierungsprobleme
mit zwei Strukturvariablen graphisch betrachtet. Bei linearen Optimierungsproblemen mit
mehr als zwei Strukturvariablen, fiir die normalerweise keine graphische Losung der
Problemstellung mehr moglich ist, ist es daher nicht mehr so einfach, das Eintreten eines
solchen Sonderfalls zu erkennen. Es gibt aber auch bei der Verwendung des Simplex-
Algorithmus gewisse ,,Erkennungsmerkmale* fiir die verschiedenen Sonderfille im Simplex-

Tableau:

e Sonderfall 1 (mehrdeutige Losung)

(Losen von Sonderfall 1 in Abschnitt 5.2 mithilfe des Simplex-Algorithmus)

Das Vorliegen dieses Sonderfalls kann man im Simplex-Tableau dadurch erkennen,
dass der Zielfunktionskoeffizient einer Nichtbasisvariablen den Wert Null besitzt. Das
bedeutet, dass man eine Basisvariable gegen die Nichtbasisvariable mit dem Wert Null
austauschen kann, ohne dass sich der Zielfunktionswert dndert. Dadurch erhilt man

weitere optimale Basislosungen (vgl. [5] S. 73).
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@ Microsoft Excel - Sonderfalll
@_1 Datei  Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Extras Daten Fenster I Simplex
N EH RSB PE @RS B A WPl @
_,J e | | [ @Jl Bearbeitung zuriicksenden... Bearbeitung beenden H_A,q _,1\||m
EAus -
':-'_‘, Zu Office Live wechseln | Offnen ~ | Speichern ~ H
D19 - f
A | B [ ¢ b | E | F | 6 | H | | 4 [ K
1

2 | x1 x2 x3 x4 z b
| 3 | %3 15 30 1 0 0 450 15
EX x4 25 20 0 1 0 480 24
| 5 | -30 -60 0 0 1 (|RHS/X2
6
7 x2 0.5 110,033333 0 0 15 30
| 8 | x4 15 0 -0.66667 1 0 180 12
EN 0 0 2 0 1 900|RHSXA
10
11| %2 0 1 0,055556  -0.03333 0 9
12| x1f 17 07-0.0444470.066667 of 12
| 13 | 0 0 2 0 1 900
14

Abbildung 5.6.2.1: Sonderfall 1 im Simplex-Tableau

Im zweiten Simplex-Tableau treten in der Ergebniszeile keine negativen Koeffizienten

mehr auf. Daher kann der Zielfunktionswert nicht weiter verbessert werden =
z, =900 (Zelle G9)und x,_ =(0,15,0,180).

Da aber bei dieser Problemstellung im zweiten Simplex-Tableau in der Ergebniszeile
die Nichtbasisvariable x, =0 ist, kann ein weiterer Basistausch durchgefiihrt werden,
ohne dass sich der Zielfunktionswert dndert. Dadurch erhélt man das dritte Simplex-
Tableau und eine weitere optimale Basislosung: a =(12,9,0,0) und z,, =900

(Zelle G13).
Aus diesen zwei optimalen Basislosungen lassen sich dann weitere optimale
Basislosungen berechnen, indem man die beiden Losungen als Linearkombination mit

der Koeffizientensumme 1 schreibt:

I Xl O 12
Xoe =| " [=C +(1-1)- =
X, 15 9
— (X 0 12-12-t 12-12-t
Ximax = t= + = s te [O s 1]
X, 15-t 9-9-t 9+6-t
Durch Einsetzen geeigneter Werte fiir t ergeben sich dann ganzzahlige Losungen (vgl.

mit Sonderfall 2 in Abschnitt 5.2):

— _[X 0 — (X 12
t:9:0: Xmax: g = ) t:ﬁzl: Xmax: . = )
6 X2, 15 6 X, 9
| — (x.) (10 2 — (x,) (8
t:_: Xmax: ‘ = ’ t:_:Xmax: = ’
6 x, ) (10 6 x, ) \11
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3 I X15 6 4 . Xl( 4
t=—1! X, x = = , t=—! X, = S = ,
6 x, ) 12 6 x, ) 13
5 — X, 2
t=—1! X, = = .
6 x, | 4

Sonderfall 2 (unbegrenzter Zielfunktionswert)

(Losen von Sonderfall 2 in Abschnitt 5.2 mithilfe des Simplex-Algorithmus)

Sind in einem Simplex-Tableau alle Koeffizienten einer Nichtbasisvariablen kleiner
oder gleich null, so ist der Zuldssigkeitsbereich L unbeschrinkt. Ist weiters der
entsprechende Koeffizient in der Zielfunktionszeile kleiner als null, so kann der
Zielfunktionswert beliebig grof3 werden, d. h. es existiert keine optimale Losung (vgl.

[5]S.72).

@ Microsoft Excel - Sonderfall2

IE_] Datei Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Extras Daten Fenster I Simplex

HRN=A = REWE V= NN A AP R s | LI A ) )
g ] &3 A | 4 i | cksenden... Bearbeitung beenden !Aﬂ ab| [ [
EAus

'?j Zu Office Live wechseln | Offnen ~ | Speichern ~ H

G29 - &
A | B | ¢ | o | E ] [ G H [ 1 [ J [ K

1
H x1 x2 x3 x4 b
| 3 | x3 0 -1 1 0 0 -100 100
| 4 | x4 0 100 0 1 0 18000 180
| 5 | 2.5 4.8 0 0 1 0|RHS/X2

6
7| x2 0 1 1 0 0 100 -100
| 8 | x4 0 0 100 1 0 8000 80
1 9 | 2.5 0 4.8 0 1 480|RHS/X3
10
| 11| %2 0 1 0 0,01 0 180
12| x3[ of of 17 o001 of 80
1 13| 2.5 0 0 0,048 1 864

14

Abbildung 5.6.2.2: Sonderfall 2 im Simplex-Tableau

Im dritten Simplex-Tableau tritt dieser Sonderfall ein, da die Koeffizienten der
Nichtbasisvariablen x, (Zellen B11 und B12) gleich null sind und der entsprechende

Koeffizient in der Zielfunktionszeile (Zelle B13) negativ ist.

Sonderfall 3 (Degeneration/Entartung)

(Losen von Sonderfall 3 in Abschnitt 5.2 mithilfe des Simplex-Algorithmus)

—

Dieser Sonderfall tritt im Simplex-Tableau auf, wenn eine Komponente des Vektors b
verschwindet, d. h. eine der Basisvariablen gleich null ist. Beim darauffolgenden
Schritt des Simplex-Algorithmus, also beim Basisaustausch, fiihrt dies dazu, dass man
auf der gleichen Ecke des Zuléssigkeitsbereichs L stehen bleibt und dadurch auch der
Zielfunktionswert nicht verbessert wird (vgl. [5] S. 68-70).
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8| Microsoft Excel - Sonderfall3

i3] Datei Bearbeiten Ansicht Einfigen Format Extras Daten Fenster I Simplex
e EHRAIG T E SRS Be = -4l 3B e
i B s R R || RSNz |
AL -

i 9 70 Office Live wechseln | Offnen~ | Speichern - B

132 - A
Al B [ ¢ [T o T E [ F [ 6 [ H [ 1T [ J T K

1
|2 | x1 x2 x3 x4 x5 x6 z b
3 | e 1 0 1 0 0 0 0 g 6
n el 0 1 0 1 0 0 0 8["

5 x5 1 1 0 0 1 0 0 10 10
6 | 6 2 1 0 0 0 1 0 12) 6
7| 50 40 0 0 0 0 1 0|RHSX1

]
| 9 | x1 1 0 1 0 0 0 0 6"

10 x4 0 1 0 1 0 0 0 [ B
11| 5 0 1 1 0 1 0 0 4 4

12 xB ] 1 2 0 0 1 0 0 0
13| 0 40 50 0 0 0 1 300|RHS/X2
(14 ]

15 | x1 1 0 1 0 0 0 0 5 6
16| x4 0 0 2 1 0 A 0 g 4
17| x5 0  — 0 1 1 0 4 4

18 e[ 0 1 2 o [ild 17 of 0 0
19 0 0 30 0 0 40 1 300|RHS/X3
20|
| 21| x1 1 0 0 0 ] 1 0 2]
| 22 | x4 0 0 0 1 2 1 0 0
[ 23 3l 0 0" 17 (il 1 Eld o 4
24 2 0 1 0 0 2 A 0 [

125 0 [ 0 0 30 10 1 42
[ 26

Abbildung 5.6.2.3: Sonderfall 3 im Simplex-Tableau

Im zweiten Simplex-Tableau tritt dieser Sonderfall ein, da b, =0 (Zelle 112) ist und

damit die Basisvariable x, =0 ist. Die zugehorige, degenerierte (siche Definition

5.4.2) zuldssige Basislosung des Tableaus ist ;= (6,0,0,8,4,0) mit dem
Zielfunktionswert z =300 (Zelle 113). Durch einen Basistausch (x, verlésst fiir x,
die Basis) erhélt man dann das dritte Simplex-Tableau. Der Koeffizient b, ist null

geblieben und nun ist die Basisvariable x, = 0. Die zugehorige degenerierte zulédssige

Basislosung des Tableaus ist wie zuvor ;:(6,0,0,8,4,0) mit dem gleichen
Zielfunktionswert z =300 (Zelle I119), d. h. man ist also auf derselben Ecke
stehengeblieben. Durch einen weiteren Basistausch (x verlédsst fiir x, die Basis)
erhdlt man das vierte und letzte Simplex-Tableau (da in der Ergebniszeile keine
negativen Koeffizienten mehr auftreten). Die degenerierte optimale Basislosung der
Problemstellung ist x,__ =(2,8,4,0,0,0) mit dem Zielfunktionswert z__ = 420.
Geometrisch bedeutet der obige Verlauf des Simplex-Algorithmus, dass man sich
entlang der folgenden Eckpunkte des Zulidssigkeitsbereichs L bewegt hat (vgl. mit
Abbildung 5.2.12): (0,0)— (6,0) = (6,0) — (2,8).

Bemerkung 5.6.2.1
Der Sonderfall 3 ist auch bereits in Beispiel 5.6.1.3 aufgetreten. In diesem Beispiel hat man
sich entlang der folgenden Eckpunkte des Zuldssigkeitsbereichs L bewegt:

(70,40,0,0,40,50,0,0) — (70,0,40,0,80,10,0,0)— (70,0,40,0,80,10,0,0) -
—(60,0,50,10,80,0,0,0)
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5.6.3 Losen von linearen Optimierungsproblemen mithilfe des
Online Simplex Instructors (OSI)

In diesem Abschnitt wird zusétzlich zum Simplex-Tool in Microsoft Excel (Abschnitt 5.6.1)
ein weiteres Programm, oder genauer gesagt ein Applet, der Online Simplex Instructor (OSI)
vorgestellt. Das Applet ist unter [21] erhéltlich.

Es besteht die Moglichkeit, das Applet direkt im Browser laufen zu lassen oder es
herunterzuladen, um es lokal auf dem Computer starten zu konnen.

Wie schon beim Simplex-Tool fungiert auch der Computer beim OSI nicht als Black Box.
Der OSI bietet neben einer automatischen Berechnung der Simplex-Tableaus die Moglichkeit,
die einzelnen Simplex-Tableaus auch manuell berechnen zu konnen. Bei der automatischen
Berechnung ist es zusitzlich moglich, sich ein ,,Demonstrationsvideo der durchgefiihrten
Rechenschritte anzusehen, die bei den Berechnungen der einzelnen Simplex-Tableaus
durchgefiihrt werden mussten. Dadurch kann vor allem die Vorgehensweise des Simplex-
Algorithmus (die Auswahl des Pivotelements und die Rechenschritte beim Basisaustausch)
verdeutlicht werden. Bei der manuellen Berechnung der Simplex-Tableaus steht sogar eine
automatische Fehlerpriifung zur Verfiigung und man bekommt im Falle einer falschen
Eingabe ein entsprechendes Feedback. Weiters wird fiir lineare Optimierungsprobleme mit
zwel Strukturvariablen auch eine graphische Darstellung durchgefiihrt. Damit kann vor allem
die iterative Vorgehensweise des Simplex-Algorithmus — von einer Ecke bzw. zulédssigen
Basislosung zur ndchsten — graphisch veranschaulicht werden. Abschliefend steht eine

Auswertung des Ergebnisses zur Verfiigung (vgl. [22]).

Im folgenden Beispiel wird demonstriert, wie das lineare Optimierungsproblem in Beispiel

5.1.1 mithilfe des OSI gelost werden kann.

Beispiel 5.6.3.1

Beim Start des Applets (Schritt 1) muss man zunichst die Anzahl der Strukturvariablen

eingegeben, also in diesem Fall 2.
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&) 051 - online Simplex Instructor - Mozilla Firefox o= ==

http://www.uni-leipzig.de/~wifaor/orschuhr/Simplex/StartseiteOSLhtml

Datei Optionen Hilfe

Willkommen beim Online Simplex Instructor Schritt 1 von 6

Bitte geben Sie die Anzahl der Basisvariablen fiir das Lineare Programm an: F

Kicken Sie auf “Weiler”, um zum nachsten Schritt, der Mogelierung des LP, zu gelangen

Abbildung 5.6.3.1: Eingabe der Strukturvariablenanzahl

Im Informationsbereich (roter Kreis) erhélt man wichtige Anweisungen, die bei jedem Schritt
durchgefiihrt werden miissen. Weiters erhidlt man in diesem Bereich Informationen {iiber
aktuelle Ereignisse, zusitzliche Hilfestellungen und Erlduterungen (vgl. [22]). Der
Informationsbereich ist auch jener Bereich, in dem man bei einer falschen Eingabe eine
Riickmeldung erhilt.

Durch einen Klick mit der linken Maustaste auf Weiter gelangt man zu Schritt 2. Hier erfolgt
die mathematische Modellbildung der Problemstellung. Mit dem Klappmenii (links oben)
kann zunidchst ausgewihlt werden, ob es sich um ein Minimum- oder Maximumproblem
handelt. AnschlieBend erfolgt die Eingabe der Koeffizienten der Zielfunktion und der
einzelnen Nebenbedingungen. Mithilfe des Klappmeniis bei den Restriktionen kann man
auswihlen, ob ein ,,<“-, ,,>*- oder ,,="-Zeichen in der Nebenbedingung vorkommt. Handelt
es sich bei der Eingabe um einen negativen Koeffizienten, so muss einfach ein Minus
vorangestellt werden (z. B. — 6). Besitzen Koeffizienten Kommastellen, so muss fiir die
Eingabe des Kommas ein Punkt verwendet werden (z. B. 10.5). Mit dem Button [ 4 | kann
eine weitere Restriktion hinzugefiigt werden und mit dem Button [ == | kann eine Restriktion
entfernt werden. Die Auswahlmdglichkeit von freien Variablen bzw. der Button zur Anzeige
des dualen linearen Optimierungsproblems kann ignoriert werden, da in dieser Arbeit keine
dualen Problemstellungen oder Problemstellungen mit freien Variablen betrachtet werden
(siehe dazu [5] S. 73-87 und [11] S. 65-74). Aus der folgenden Abbildung kann die

Implementierung des mathematischen Modells aus Beispiel 5.1.1 entnommen werden.
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& 051 - online Simplex Instructor - Mezilla Firefox (=3 R=
hittp://www.uni-leipzig.de/~ wifaor/orschuhr/Simplex/ StartseiteOSL htrml vy
Datei Optionen Hilfe

Modellierung des Linearen Problems Schritt 2 von 6

Dualanzeigen
oo T=] [ a1+ [tbee
unter den Restriktionen
15x1+ [ 30x2 [E]=][ 450
Elx]

=) =1
i« e s [=]
Freie Variable(n) : [ x! 2

i

Sie haben ein korrekies Lineares Problem modeliert und diesen Schritt abgeschiossen

Klicken Sie auf "Weiter”, um zum nachsten Schritt, der Erstellung des Tableau 0, zu gelangen = Zurick " Weiter > ‘ | Endergebnis

Fertig

Abbildung 5.6.3.2: Eingabe des mathematischen Modells

Durch einen Linksklick auf Weiter gelangt man zu Schritt 3. Hier muss fiir das lineare

Optimierungsproblem das Simplex-Tableau erstellt werden. Durch Betitigung des Buttons

wird das Simplex-Tableau automatisch erstellt und durch Klicken auf Weiter gelangt
man zu Schritt 3. Entscheidet man sich jedoch fiir die manuelle Erstellung des Tableaus, so

miissen die Koeffizienten in folgender Form eingegeben werden:

BV Xl t Xn—m Xn—m+1 Xn b
z —-C, * —C,on 0 - 0 | z—Wert

Xopom+1 | A1 7 @ 1 0 b,

Xn a’m,l a’m,n—m 0 1 bm

Diese Darstellungsform ist dhnlich zu jener, die in Microsoft Excel verwendet wurde. Der
einzige Unterschied besteht darin, dass hier die Ergebniszeile die erste Zeile ist (beim
Simplex-Tool war die Ergebniszeile die letzte Zeile) und die Spalte der Variablen z
(Einheitsvektor) weggelassen wird. Nach der Eingabe der Koeffizienten erhdlt man — falls
eine oder mehrere Koeffizienten falsch eingegeben wurden - eine entsprechende
Riickmeldung im Informationsbereich. Im Falle einer falschen Eingabe kann man sich durch
einen Klick auf den Button [ .- etwaige falsche Koeffizienten anzeigen lassen. Die
entsprechenden Kistchen werden dabei rot eingeféarbt. In Abbildung 5.6.3.3 ist das Simplex-
Tableau fiir dieses lineare Optimierungsproblem zu sehen. Dieses Simplex-Tableau ist bis auf

Zeilenvertauschungen dquivalent zum ersten Tableau in Beispiel 5.6.1 bzw. 5.6.1.1.

121



&) 051 - online Simplex Instructor - Mozilla Firefox o= ==

http://www.uni-leipzig.de/~wifaor/orschuhr/Simplex/StartseiteOSLhtml

Datei Optionen Hilfe

Erstellen des Tableau 0 Schritt 3 von 6

MAX z = 40.0x1 + 60.0x2 !
15.0x1 +30.0x2 < 450.0
25_0x1 +20.0x2 = 480.0

s 2 oy 2 RS

200] [ 60000 o0 [ o4
15.0] [ 300 [ 10| [ 0.0] [ 4504
== ] 250] [ 200/ 00/ [ 10/ [ 480.0]

Die Werte sind alle korrekt Sie haben das Tableau 0 erstellt und diesen Schritt abgeschiossen.

Kiicken Sie auf “Weiter”, um zum nachsten Schritt, der Berechnung einer zuldssigen Ausgangsiosung, zu gelangen < Zurick H Weiter > ‘ ‘ Endergebnis

Fertig

Abbildung 5.6.3.3: Erstellen des Simplex-Tableaus
Mit einem Linksklick auf Weiter kommt man zu Schritt 4. Aus Beispiel 5.6.1 bzw. 5.6.1.1 ist

bereits bekannt, dass die dem Simplex-Tableau zugehorige Basis- bzw. Ausgangslosung

;:(0,0,450,480) zuldssig ist. Der OSI erkennt die Zulédssigkeit der Ausgangslosung
ebenfalls sofort, was sich durch ein entsprechendes Feedback dufert. Weiters wird der
Zuldssigkeitsbereich L des linearen Optimierungsproblems (da es sich um eine
zweidimensionale Problemstellung handelt) graphisch dargestellt, wobei die Grafik durch
einen Klick mit der linken Maustaste auf den Button Grofles Diagramm vergroBert werden

kann. Bei Betrachtung der Grafik kann man ebenfalls erkennen, dass die Basislosung

;:(0,0,450,480) zuldssig ist, da diese dem Eckpunkt (0,0) entspricht, welcher zum
Zuldssigkeitsbereich L gehort. Man kann daher sofort auf Weiter klicken (Abbildung 5.6.3.4)

und zu Schritt 5 iibergehen.

Wiire das Simplex-Tableau nicht primal zuléssig und die zugehorige Basislosung daher nicht

zuldssig, so kann man sich mithilfe des Buttons ein primal zuldssiges Simplex-Tableau
mit zuldssiger Ausgangslosung automatisch berechnen lassen. Entscheidet man sich jedoch
fir die manuelle Berechnung, so muss man ein primal zuldssiges Simplex-Tableau mit
zuldssiger Basis- bzw. Ausgangslosung anhand des Transformations-Algorithmus (in
Abschnitt 5.6) bestimmen. Dabei erhdlt man im Falle einer falschen Eingabe eine
entsprechende Riickmeldung im Informationsbereich. Durch einen Klick mit der linken

Maustaste auf den Button [_#] werden dann die nicht korrekten Koeffizienten angezeigt.
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& 051 - online Simplex Instructor - Mezilla Firefox (=3 R=

hittp://www.uni-leipzig.de/~ wifaor/orschuhr/Simplex/ StartseiteOSL htrml
Datei Optionen Hilfe

Erstellen einer zuldssigen Ausgangslésung Schritt 4 von 6

Tab.0 x1 2 ¥l y2 RS
-40.0/| 600 0.0 0.0 0.0 %2

150/ 300/ 10/[ 0.0|[ 4500
250/ 200 0.0 1.0/ | 480.0 28

o
07 14 21 28 %

Grosses Diagramm

Tab.0 ist schon eine zulissige Ausgangsibsung. Kiicken Sie bitte auf Weiter.

Klicken Sie auf “Weiter”, um zum nachsten Schritt, der Optimierung der Ausgangsiosung, zu gelangen = Zurick " Weiter > ‘ | Endergebnis

Fertig

Abbildung 5.6.3.4: Erstellen einer zulédssigen Ausgangslosung
Im fiinften Schritt wird die optimale Losung (sofern sie existiert) berechnet. Dabei besteht
wieder die Moglichkeit, die optimale Losung manuell oder automatisch zu berechnen. Dazu
muss zundchst ein giiltiges Pivotelement bestimmt werden. Dies kann ebenfalls manuell,

gemill des primalen Simplex-Algorithmus (in Abschnitt 5.6), oder automatisch durch

Betiitigung des Buttons geschehen. Bei der automatischen Bestimmung wird ein
zufilliges und giiltiges Pivotelement ermittelt. Weiters kann man sich durch einen Klick auf
den zweiten Button alle giiltigen Pivotelemente anzeigen lassen. Die entsprechenden
Kistchen werden dann grau eingefirbt, wobei die Auswahl des Pivotelements dann ebenfalls
manuell erfolgen muss. Wiirde man ein ungiiltiges Pivotelement auswihlen, so wiirde das
entsprechende Kistchen rot eingefirbt werden. Nach der Bestimmung eines giiltigen
Pivotelements, sei es manuell oder automatisch, erscheint ein neues und leeres Simplex-

Tableau. Die Berechnung der Koeffizienten dieses Simplex-Tableaus kann durch Betdtigung

des Buttons automatisch erfolgen oder eben manuell durch Verwendung des
Algorithmus zum Basisaustausch (in Abschnitt 5.6). Nach der Eingabe der Koeffizienten
erhélt man hier im Falle einer falschen Eingabe ebenfalls eine entsprechende Riickmeldung
im Informationsbereich. Mithilfe des Buttons [ .7 kann man sich die falsch berechneten
Koeffizienten anzeigen lassen. Den Vorgang der Bestimmung eines giiltigen Pivotelements
und die Durchfithrung des anschlieBenden Basistausches, also die Berechnung eines neuen
Simplex-Tableaus, wiederholt man solange, bis in der Ergebniszeile keine negativen
Koeffizienten mehr auftreten. Dann ldsst sich der Zielfunktionswert nicht weiter verbessern
und man hat das letzte Simplex-Tableau mit der optimalen Basislosung erreicht. Die

Kistchen, welche die Werte der Basisvariablen der optimalen Basislosung enthalten, werden

dann blau ausgefiillt. Wird die automatische Berechnung der Koeffizienten des Simplex-
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Tableaus verwendet, so werden alle noétigen Iterationen automatisch durchgefiihrt. Dazu
konnen unter Umstinden mehrere Iterationen (Berechnungen von Simplex-Tableaus)
notwendig sein (in diesem Beispiel sind es zwei, Abbildung 5.6.3.5 und 5.6.3.6). Mithilfe des
»Simplex-Tableau-Players* lassen sich die einzelnen Iterationen als Animation abspielen und
die einzelnen Rechenschritte werden dabei im Informationsbereich beschrieben. Die Buttons
der Iterationssteuerung funktionieren wie die eines CD-Players und erkldren sich daher von
selbst.

Weiters représentiert die Zielfunktionsgerade die einzelnen Iterationsschritte in der Grafik.
D. h. sie wird durch die zuldssigen Basislosungen (Eckpunkte) der berechneten Simplex-
Tableaus verschoben. Dadurch wird demonstriert, wie sich der Simplex-Algorithmus von

einer Ecke zur niichsten bis hin zur optimalen Ecke bewegt.

&) 051 - online Simplex Instructor - Mozilla Firefox o= ==

([ | https//www.uni-leipzig.de/~wifaor/arschuhr/Simplex/Startseit=0SLhtml 77

Datei Optionen Hilfe

timierung der Ausgangslésun Schritt 5 von
imi q d gangslésung chritt 5 6
Tab.0 x1 vl ¥2 RS
oo/ s00/| oo/ oo/ o0
150 EEE 1o 0.0/ 450.0
250/ 200 0.0 1.0/ 480.0
Schrittweise berechnen: [ 44| [ | [y
Tab.1 X 2 oyl ¥ RS
100 [ 00 [ 20/ [ 0.0/ 000
0.5 1.0 [0.0333] [ 0.0] [_15.0]
= 15.0] [ 0.0 [-0.6861 1.0 [180.0]

Die untere Tabelle ist korrekt berechnet, aber Sie ist noch keine optimale Losung. Springen Sie jetzt eine teration weiter, indem Sie auf den “Tab +* Button Kicken

e ne korreke 0 um zum chsien Sctr, der Auswertung des Ergebnises, zu gongen
Fertig

Abbildung 5.6.3.5: Bestimmung der optimalen Losung — Iteration 1
&) 051 - online Simplex Instructor - Mozilla Firefox o= ==
{ http://www.uni-leipzig.de/~wifaor/orschuhr/Simplex/StartseiteOSLhtml 7

Datei Optionen Hilfe

Optimierung der Ausgangslésung Schritt 5 von 6

Tab.1 x1 2 vl ¥2 RS
-100| 00| 20/ o0|[ s000

05 1.0/ 00333 00/ 150

88 oo o667 10| 1800

Tab.2 -
0 7 14 2 8%
i_'—‘d
Die Werte sind alle korrekt! Sie haben ene optimale Losung gefunden und diesen Schrit abgeschiossen
Kiicken Sie auf “Weiter", um zum nachsten Schrit, der Auswertung des Ergebnisses, zu gelangen czuick || weter> | [ Endergebns

Fertig

Abbildung 5.6.3.6: Bestimmung der optimalen Losung — Iteration 2
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Hat man also die optimale Basislosung der Problemstellung gefunden, so gelangt man durch
einen Linksklick auf Weiter zu Schritt 6. Hier erfolgt eine Auswertung des Ergebnisses
(Abbildung 5.6.3.7). Es werden die einzelnen Werte der Basis- und Nichtbasisvariablen
aufgelistet und es konnen noch einmal die einzelnen Simplex-Tableaus (Iterationen), die zur
Bestimmung der optimalen Losung notwendig waren, betrachtet werden (Linksklick auf
Detaillosung  anzeigen).  Weiters  konnen  Sensitivititsanalysen  beziiglich  der
Zielfunktionskoeffizienten und bzgl. der rechten Seiten durchgefiihrt werden. Diese werden in
dieser Arbeit nicht betrachtet, da diese Analysen in den Bereich der parametrischen linearen

Optimierung fallen (siehe dazu [5] S. 139-151).

(& 031 - online Simplex Instructor - Maozilla Firefox = &=

([ | httpsfpwww.uni-leipzig.de/~wifaor/orschuhr/Simplex/StartseiteOSLhtml w

Datei Optionen Hilfe

Buswertung des Ergebmisses Schritt 6 von 6

Lineares Problem:
MAX z = 40.0x1 + 60.0x2 !
15.0x1 +30.0x2 < 450.0
25.0x1 +20.0x2 = 480.0
Losung des Simplex:
Tap.z X1 2 ¥ ¥2 RS
0.0 0.0/ | 1.5556/ 06667 | 1020.0
o0 [ 00556 -0.0333 9.0
I oo 00444 00687 | 120

Zielfunktionwert: 10200 Lésung der Parameter: Schattenpreise:
®l = 12.0 ¥l = 1.5556 (Oportunivitskosten)
x2z = 9.0 ¥Z = 0.6667 (Oportunitétskosten)

Weitere Analysen:

Detail-Losung anzeigen H Sensitivitat bzgl. Zielfunktionskoaffizienten H Sensitivitat bzgl. rechter Seite

Fiir weitere Analysen des Simplex Problems, klicken Sie bitte auf die unteren Buttons (Detailldsung, Sensitivitit von ¢, Sensttivitdt von b)

Sie befinden sich im letzten Schritt des Assistenten

Fertig
Abbildung 5.6.3.7: Auswertung des Ergebnisses

& 031 - online Simplex Instructor - Maozilla Firefox = &=

([ | httpsfpwww.uni-leipzig.de/~wifaor/orschuhr/Simplex/StartseiteOSLhtml w

Datei Optionen Hilfe

Buswertung des Ergebnisses Schritt 6 von 6
Zielfunktionwers: 1020.0 Lésung der Parameter: Schattenpreise: =]

®l =120 vl = 1.5556 (Oportunititskasten)

x2 = 9.0 ¥2 = 0.€667 (Cportunititskasten)

Weitere Analysen:

Detai-Losung anzsigen H Sensitivitat bzgl. Zielfunktionskoe fizienten H Sensiivitat bzgl rechter Seite
Tap.g X! *z ¥ ¥2 RS |

-400/| 600/[ 00| oo/ 00
150 JSEE | 10| 00|| 4500
250/ z00/[ o0/ 10| 4800

fap.1 X 2 ¥l ¥2 RS
-100/[ o0o/[ 20/ 00| s00.0
05 | 1.0/[00333[ 0.0/ 150 L
150 0.0 -0.8857 1.0/ 180.0

T2 X 2 ¥ y2 RS
0.0 0.0 | 1.5556/ | 0.6667 | 1020.0

oo [ 00556 -0.0333 9.0

I 00 00444 00667 | 120

Fiir weitere Analysen des Simplex Problems, klicken Sie bitte auf die unteren Buttons (Detailldsung, Sensitivitit von ¢, Sensttivitdt von b)

Sie befinden sich im letzten Schritt des Assistenten

Fertig

Abbildung 5.6.3.8: Detaillosung

125



Bemerkung 5.6.3.1
Alle anderen linearen Optimierungsprobleme, welche in Kapitel 5 vorgekommen sind, lassen
sich ebenfalls ohne Schwierigkeiten (wie in Beispiel 5.6.3.1 demonstriert) im OSI

implementieren und 16sen.
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6 Resiimee und didaktische Analyse mit
Unterrichtsvorschlag

Das Thema lineare Optimierung eignet sich meiner Meinung nach sehr gut fiir den Einsatz im
Mathematikunterricht. Auch der Forderung nach Computereinsatz im Unterricht (vgl. [14]
und [15]), wie bereits in Kapitel 1 erwidhnt wurde, kann mit diesem Themenbereich bestens
nachgekommen werden. In den Lehrplinen wird die lineare Optimierung zumindest als
Option erwéhnt: Im Lehrplan fiir das Wahlpflichtfach Mathematik in der AHS-Oberstufe wird
das Thema bei den zuséitzlichen moglichen Themenbereichen vorgeschlagen und im Lehrplan
fir Mathematik in der Handelsakademie kommt die lineare Optimierung beim
Erweiterungslehrstoff im fiinften Jahrgang vor (vgl. [14] und [15]).

Die lineare Optimierung ist zudem ein ausgezeichneter Themenbereich fiir die vertiefende
Wiederholung mathematischer Themen des Lehrstoffs:

e Lineare Algebra (Vektoren, Umformen von linearen Gleichungen und Ungleichungen,
Matrizen, Losen von linearen Gleichungssystemen mithilfe von Algorithmen — Gaul3-
und GauB3-Jordan-Algorithmus),

¢ Geometrie (Koordinatensysteme, graphisches Darstellen von linearen Gleichungen
und Ungleichungen — insbesondere graphisches Losen von linearen Gleichungs- und

Ungleichungssystemen).

Weiters werden die folgenden mathematischen Kompetenzen geschult:

e Darstellend-interpretierendes Arbeiten umfasst alle Aktivititen, die mit der
Ubersetzung von Situationen, Zustinden und Prozessen aus der Alltagssprache in die
Sprache der Mathematik und zuriick zu tun haben; auch der innermathematische
Wechsel von Darstellungsformen gehort zu diesen Aktivitdten (aus [14]). Diese
Kompetenz wird in der linearen Optimierung beim Erstellen von mathematischen
Modellen zu anwendungsbezogenen Problemstellungen geschult. Dabei miissen
Situationen (lineare Optimierungsprobleme) in die Sprache der Mathematik iibersetzt
— also mathematische Modelle erstellt werden. Auch beim 6konomischen Analysieren
von Simplex-Tableaus (siehe Abschnitt 5.6) wird diese Kompetenz gefordert. Dabei
wird allerdings die umgekehrte Richtung wirksam, denn hier miissen die
mathematischen Modelle interpretiert und in die Alttagssprache riickiibersetzt werden.

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen also Wechselbeziehungen zwischen einer
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auBermathematischen Problemstellung und der Mathematik in Form eines Modells
herstellen.

e _Formal-operatives Arbeiten umfasst alle Aktivititen, die auf Kalkiilen bzw.
Algorithmen beruhen, also das Anwenden von Verfahren, Rechenmethoden oder
Techniken* (aus [14]). Diese Kompetenz wird in der linearen Optimierung beim
Losen von linearen Gleichungssystemen durch Verwendung des Gaul3- bzw. Gaul3-
Jordan-Algorithmus gefordert, der eine wichtige Grundlage fiir die Durchfiihrung der
Pivotoperationen beim Simplex-Algorithmus ist. SchlieBlich tritt diese Aktivitdt auch
beim rechnerischen Losen von linearen Optimierungsproblemen (primaler Simplex-
Algorithmus, Algorithmus zum Basistausch, Transformations-Algorithmus) auf.

e Die Schiilerinnen und Schiiler sollen Losungen interpretieren konnen (vgl. [15]).
Diese Kompetenz wird sowohl beim graphischen Losen von linearen
Optimierungsproblemen (Abschnitt 5.2), als auch beim rechnerischen Losen von
Problemstellungen durch Verwendung des Simplex-Algorithmus (Abschnitt 5.6)

vermittelt.

Im Folgenden mochte ich einen Vorschlag machen, wie man in der AHS bzw.
Handelsakademie eine Unterrichtssequenz zum Thema lineare Optimierung durchfiihren
kann. Anhand der Durchfithrung der Sequenz im Unterricht soll den Schiilerinnen und
Schiilern wihrenddessen oder am Ende bewusst werden, dass durch diesen
anwendungsbezogenen Themenbereich, Mathematik nicht nur zum Selbstzweck betrieben
wird, sondern in der Praxis tatsdchlich zur Losung von Problemstellungen herangezogen wird
(also in vielen Bereichen des Lebens eine wichtige Rolle spielt). Es soll verdeutlicht werden,
dass durch die Verwendung von linearen Gleichungen und Ungleichungen Problemstellungen
aus der Umwelt mathematisch modelliert und geldst werden konnen. Auch im Lehrplan wird
das Lernen in anwendungsorientierten Kontexten ausdriicklich gefordert (aus [14]):
~Anwendungsorientierte Kontexte verdeutlichen die Niitzlichkeit der Mathematik in
verschiedenen Lebensbereichen und motivieren so dazu, neues Wissen und neue Fihigkeiten
zu erwerben. [...] Die minimale Realisierung besteht in der Thematisierung mathematischer
Anwendungen bei ausgewihlten Inhalten, die maximale Realisierung in der stindigen
Einbeziehung anwendungsorientierter Aufgaben- und Problemstellungen zusammen mit einer
Reflexion des jeweiligen Modellbildungsprozesses hinsichtlich seiner Vorteile und seiner
Grenzen.*

Die folgenden Unterrichtssequenzen zur linearen Optimierung werden in zwei Punkte

gegliedert, um den Leserinnen und Lesern einen besseren Uberblick zu gewihren. Der erste
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Punkt beschiftigt sich mit einer Unterrichtssequenz fiir den Regelunterricht in der AHS bzw.
Handelsakademie und der zweite Punkt mit einer Unterrichtssequenz fiir das Wahlpflichtfach
Mathematik in der AHS. Bei der Durchfithrung der einzelnen Unterrichtssequenzen werden
Arbeitsblitter verwendet, welche im Anhang zu finden sind. Weiters sind auf den
Arbeitsblittern Literaturverweise angegeben, um den Lehrerinnen und Lehrern eine noch
groBBere Auswahlmoglichkeit an Aufgaben anzubieten.

Es sei dabei ausdriicklich erwihnt, dass die einzelnen Unterrichtssequenzen als Vorschldge zu
sehen sind und natiirlich von den Lehrerinnen und Lehrern je nach Vorwissen und
Kenntnissen der Schiilerinnen und Schiiler variiert werden konnen. Auch die
Durchfiihrungszeiten (Unterrichtsstunden), die ich bei den einzelnen Unterrichtssequenzen
angeben werde, konnen unterschritten bzw. iiberschritten werden. Die Angabe soll lediglich

eine realistische Orientierungshilfe darstellen.

¢ AHS und Handelsakademie — Regelunterricht

Die lineare Optimierung wird zwar im Lehrplan des Regelunterrichts fiir Mathematik in der
AHS-Oberstufe (vgl. [14]) nicht explizit erwihnt, ldsst sich aber ab dem 6. Jahrgang in der
AHS im Zuge von linearen Ungleichungen bzw. Ungleichungssystemen durchaus im
Unterricht einbringen. Im Lehrplan fiir Mathematik in der Handelsakademie wird die lineare
Optimierung erst im Erweiterungslehrstoff ab dem 5. Jahrgang vorgeschlagen. Es besteht aber
durchaus die Moglichkeit, die lineare Optimierung bereits ab dem 2. Jahrgang als
Anwendungsgebiet linearer Ungleichungssysteme im Unterricht einzubauen (wie in der
AHS).

Zuniachst ist es sinnvoll, die Unterrichtssequenz in zwei Teile zu gliedern. Im ersten Teil der
Unterrichtssequenz bietet sich an, wichtige mathematische Grundlagen (lineare Gleichungen
bzw. Gleichungssysteme und lineare Ungleichungen bzw. Ungleichungssysteme) samt
Begriffen, die bereits im Unterricht behandelt wurden und auf denen die lineare Optimierung
basiert, nochmals aufzuarbeiten bzw. zu wiederholen. Es soll dabei vor allem das
Wechselspiel zwischen Algebra und Geometrie im Mittelpunkt stehen. D. h. es sollen lineare
Gleichungen und Ungleichungen geometrisch interpretiert und umgekehrt aus den
graphischen (geometrischen) Darstellungen algebraische Erkenntnisse gewonnen werden.

Der zweite Teil der Unterrichtssequenz beschiftigt sich mit dem graphischen und
dynamischen Losen von linearen Optimierungsproblemen mit zwei bzw. in besonderen Fillen
mit drei Variablen in GeoGebra. Dabei geht es vor allem darum, dass der
Modellbildungsprozess (das Abstraktionsvermogen und das problemlésende Verhalten bei der

mathematischen Modellierung einer Problemstellung), also das darstellend-interpretierende
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Arbeiten, und das graphische Losen von linearen Optimierungsproblemen geschult werden.
Weiters werden in der letzten Unterrichtsstunde der Unterrichtssequenz die Sonderfille
thematisiert, welche beim graphischen Losen von linearen Optimierungsproblemen auftreten

konnen.

1. Unterrichtsstunde (lineare Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen und zwei Variablen):

Hier soll auch gleich der Computer — insbesondere GeoGebra verwendet werden. Zunichst
wird mit den Schiilerinnen und Schiilern die Benutzungsweise von GeoGebra besprochen und
dabei grundlegende Bedienelemente (zur Darstellung von Geraden, zur Beschriftung bzw.
Einfarbung von Geraden, zur Darstellung von Punkten bzw. Schnittpunkten, zum Zeichnen
von Polygonen) erkldrt, welche fiir das weitere Vorgehen wesentlich sind. Anschlieend
sollen die Schiilerinnen und Schiiler die ersten vier Aufgaben des ersten Arbeitsblatts 16sen,
wobei die erste Aufgabe wie Beispiel 2.3.1 gelost werden soll. Die vierte Aufgabe soll in
Gruppen (zu je 3 bis 4 Personen) bearbeitet werden. Wihrend die Schiilerinnen und Schiiler
selbststdndig arbeiten, sollte die Lehrerin oder der Lehrer in eine Art Tutorenrolle schliipfen,
um eventuelle Hilfestellungen (mathematische oder programmtechnische) bereitstellen zu
konnen. AbschlieBend werden die Ergebnisse der Aufgaben — vor allem Aufgabe 4

(Losbarkeitskriterium) — gemeinsam besprochen und verglichen.

2. Unterrichtsstunde (lineare Ungleichungssysteme mit zwei Variablen):

Zu Beginn wird eine kurze Diskussionsrunde mit den Schiilerinnen und Schiilern
durchgefiihrt, in der die wichtigsten Begriffe iiber lineare Ungleichungen bzw.
Ungleichungssysteme (Losungsmenge einer linearen Ungleichung, Zulédssigkeitsbereich eines
linearen Ungleichungssystems, offene bzw. abgeschlossene Halbebene, geometrische Gestalt
des Zuldssigkeitsbereichs, zulidssige Losung) wiederholt und anhand von Beispielen illustriert
werden. Im néchsten Schritt wird den Schiilerinnen und Schiilern gezeigt, wie die
Losungsmenge einer linearen Ungleichung in GeoGebra graphisch veranschaulicht
(eingefdrbt) werden kann, da dies in diesem Programm nicht automatisch passiert wie
beispielsweise in Maple. Weiters ist es fiir das weitere Vorgehen wichtig, dass den
Schiilerinnen und Schiilern auch demonstriert wird, wie in GeoGebra ein unbeschrinkter
Losungsbereich, zumindest im Bildbereich, graphisch hervorgehoben werden kann. Dazu
eignet sich Beispiel 4.3.1. AnschlieBend sollen sich die Schiilerinnen und Schiiler mit den
Aufgaben 1 bis 4 von Arbeitsblatt 3 beschéftigen. Dabei wird die dritte Aufgabe in
Partnerarbeit geltst. Sollten in Aufgabe 4 beim Einfirben des Zuldssigkeitsbereichs

programmspezifische Probleme auftreten, so kann den Schiilerinnen und Schiilern dabei
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geholfen werden. Die graphische Darstellung des Zuldssigkeitsbereichs eines linearen
Ungleichungssystems mit zwei Variablen dient dann bereits als Vorbereitung auf das
graphische Losen von linearen Optimierungsproblemen. Gegen Ende der Unterrichtsstunde
sollen die Ausarbeitungen von Aufgabe 3 gemeinsam reflektiert und diskutiert werden, um
die wichtigsten Begriffe (Zulassigkeitsbereich, Polygon, zuldssige und unzulédssige Losung)

im Gedichtnis zu festigen.

3. Unterrichtsstunde (lineare Ungleichungssysteme mit zwei Variablen — Fortsetzung):

Da GeoGebra den Zulidssigkeitsbereich eines linearen Ungleichungssystems mit zwei
Variablen nicht automatisch graphisch darstellen kann, bietet es sich an, den Schiilerinnen
und Schiilern anhand eines Beispiels (z. B. Beispiel 4.3.1) zu zeigen, wie dies in Maple
automatisch erfolgen kann (Abschnitt 4.3). Es muss aber darauf hingewiesen werden, dass bei
der graphischen Darstellung in Maple der Zeichenbereich (Bildausschnitt) manuell festgelegt
werden muss. Dies kann den Schiilerinnen und Schiilern am besten verdeutlicht werden,
indem man sie Aufgabe 5 von Arbeitsblatt 3 in Maple graphisch 16sen lédsst, denn dadurch
miissen die Schiilerinnen und Schiiler durch Experimentieren und gezieltes Probieren

selbststindig geeignete X,- und x,-Bereiche bestimmen, was zu einem entdeckenden und

experimentierenden Lernprozess fithrt. Hier wird auch die Moglichkeit eines verbindenden
Einsatzes der beiden Softwarepakete ersichtlich, indem man die Schiilerinnen und Schiiler
zunichst mit GeoGeabra arbeiten (Aufgabe 4, Arbeitsblatt 3) und anschlieend die Ergebnisse
in Maple iiberpriifen ldsst (Aufgabe 5). Weiters sollen die Schiilerinnen und Schiiler die
Aufgaben 6 bis 8 von Arbeitsblatt 3 16sen, wobei sie selbststindig entscheiden kdnnen, ob sie
die Ergebnisse durch Verwendung von Maple iiberpriifen. Diese Aufgaben bereiten bereits
auf das graphische Losen von linearen Optimierungsproblemen mit zwei Variablen vor. In
Aufgabe 7 soll den Schiilerinnen und Schiilern verdeutlicht werden, welche Bedeutung die
Bedingungen x, 20 und x, 20 haben (Beschrinkung auf den ersten Quadranten). In
Aufgabe 8 sollen die Schiilerinnen und Schiiler eine erste ,,Vorstufe® eines linearen
Optimierungsproblems mit zwei Variablen 16sen. Denn hier sollen sie die Summe bzw. die

lineare Gleichung (Funktion) s=x,+x, unter gewissen Bedingungen minimieren bzw.

maximieren.
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Zweiter Teil der Unterrichtssequenz:

4. Unterrichtsstunde (graphisches Losen von linearen Optimierungsproblemen mit zwei

Variablen)

Zunichst wird die Definition eines linearen Optimierungsproblems (Definition 5.1.1) im

Unterricht eingefiihrt. Danach wird ein lineares Optimierungsproblem (z. B. Beispiel 5.1.1)
priasentiert und das mathematische Modell gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schiilern
erstellt. Anhand der Definition bzw. des mathematischen Modells des Beispiels soll den
Schiilerinnen und Schiillern das Grundgeriist eines linearen Optimierungsproblems
verdeutlicht werden. Anschliefend werden die Schiilerinnen und Schiiler gefragt, ob ihnen ein
solches mathematisches Modell bekannt vorkommt bzw. ein solches Modell bereits in
dhnlicher Weise untergekommen ist. Dabei sollten die Schiilerinnen und Schiiler auf die
Aufgabe 8 von Arbeitsblatt 3 verweisen. Im nichsten Schritt sollen die Schiilerinnen und
Schiiler Aufgabe 1 bis 4 von Arbeitsblatt 4 16sen, wobei die Bearbeitung der Aufgaben 2 bis 4
in Partnerarbeit erfolgen soll. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen dabei die wichtigsten
Begriffe nochmals reflektieren und dadurch im Gedéchtnis festigen. Bei Aufgabe 1 (und auch
bei den linearen Optimierungsproblemen in den folgenden Unterrichtsstunden) kann zur
Uberpriifung der Korrektheit des Zulissigkeitsbereichs wieder Maple verwendet werden, dies
sei jedoch den Schiilerinnen und Schiilern selbst iiberlassen. AbschlieBend werden die
Ergebnisse der Aufgaben verglichen und besprochen. Als Hausiibung sollen die Schiilerinnen

und Schiiler Aufgabe 5 bearbeiten.

5. Unterrichtsstunde (graphisches LoOsen von linearen Optimierungsproblemen mit zwei

Variablen — Fortsetzung 1)

Zu Beginn werden von den Schiilerinnen und Schiilern 2 bis 3 mathematische Modelle von
Aufgabe 5 (Hausiibung) présentiert und besprochen. Danach sollen sie sich mit Aufgabe 6 a)
und b) beschiftigen. Hier ist es wichtig, dass die Schiilerinnen und Schiiler erkennen, dass die
einzelnen Zielfunktionsgeraden parallel sind und mit wachsendem Zielfunktionswert auch der
Ordinatenabschnitt wichst. Weiters sollen die Schilerinnen und Schiiler erkennen, dass alle
zuldssigen Losungen, die den gleichen Zielfunktionswert ergeben, jeweils auf einer Geraden
liegen. AnschlieBend wird den Schiilerinnen und Schiilern gezeigt, wie ein Schieberegler in
GeoGebra erstellt und die verschiedenen Parameter (Name, Intervall, Schrittweite) fiir diesen
definiert werden konnen (siehe Abbildung 5.2.2). Zudem soll auch demonstriert werden, wie
anhand eines Schiebereglers eine Gerade parallel verschoben werden kann. Nun sollen die
Schiilerinnen und Schiiler Aufgabe 6 c) in Partnerarbeit 16sen (wie Beispiel 5.2.1). Dabei soll

wieder ein experimentierender und entdeckender Lernprozess stattfinden. Denn zum einen
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sollen die Schiilerinnen und Schiiler erkennen, dass hier ein Schieberegler fiir den
Zielfunktionswert erstellt werden muss und zum anderen, dass fiir den Schieberegler ein
ausreichend groBes Intervall und eine entsprechend (feine) Schrittweite gewéhlt werden muss,
damit beim Parallelverschieben der Zielfunktionsgeraden (Ursprungsgeraden) die optimale
Losung iiberhaupt ,,getroffen” werden kann. Da dies ein sehr wichtiger Schritt fiir das
graphische Losen von linearen Optimierungsproblemen mit zwei Variablen in GeoGebra ist
(der nicht trivial ist), ist stets darauf zu achten, dass alle Schiilerinnen und Schiiler die
(mathematische und programmtechnische) Vorgehensweise durchschauen. Durch Betétigung
des Schiebereglers (Parallelverschieben der Ursprungsgerade) sollen die Schiilerinnen und
Schiiler erkennen, wie sich die Zielfunktionsgerade der optimalen Losung anndhert und sich
dadurch auch der Zielfunktionswert und damit der Ordinatenabschnitt vergrofert.
Anschlielend sollen die Schiilerinnen und Schiiler Aufgabe 6 d) 16sen. Als Hausiibung wird

Aufgabe 7 vorgeschlagen.

6. Unterrichtsstunde (graphisches Losen von linearen Optimierungsproblemen mit zwel

Variablen — Fortsetzung 2)

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen sich gleich mit Aufgabe 8 a) beschiftigen. Nach einem
Vergleich des mathematischen Modells wird Aufgabe 8 b) gemeinsam mit den Schiilerinnen
und Schiilern gelost (wie Beispiel 5.2.2). Dabei soll nochmals gemeinsam mit den
Schiilerinnen und Schiilern die Vorgehensweise beim dynamischen Losen von linearen
Optimierungsproblemen in GeoGebra reflektiert und diskutiert werden, um diese im
Gedichtnis der Schiilerinnen und Schiiler zu festigen. Weiters soll ihnen bewusst werden,
dass sich im Allgemeinen (es wird von Problemstellungen (Sonderfille), bei denen der
Koordinatenursprung zum Zuléssigkeitsbereich gehort, abgesehen) bei Minimumproblemen
die Ursprungsgerade auBerhalb des Zuldssigkeitsbereichs befindet. Alle Merkmale und
Unterschiede zwischen Maximum- und Minimumproblemen sollen die Schiilerinnen und
Schiiler in Aufgabe 8 c) in Gruppen (zu je 3 bis 4 Personen) zusammenfassen. Anschliefend
wird ein kurzer Ausblick in die ganzzahlige (diskrete) Optimierung gegeben. Dies kann etwa
am folgenden Beispiel demonstriert und gemeinsam diskutiert werden (Dazu konnte aber
auch ein mathematisches Modell, das die Schiilerinnen und Schiiler in Aufgabe 5
(Arbeitsblatt 4) entworfen haben und das keine ganzzahlige Losung besitzt, verwendet

werden.):
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In einem Betrieb sind zwei Maschinen M, und M, vorhanden, mit denen zwei Produkte P,
und P, hergestellt werden. Die notwendigen Bearbeitungszeiten der Maschinen M, und M,,
um 1 Stiick von P, bzw. P, herstellen zu konnen, die maximalen Maschinenlaufzeiten pro

Tag und den Verkaufspreis je Stiick kann man aus nachfolgender Tabelle entnehmen.

(Zeitangaben in Minuten, Verkaufspreis in Euro)

P, P, max. Maschinenlaufzeit
M, 20 40 300
M, 45 30 405
Gewinn pro
40 60
Stiick

Mathematische Modellierung:

Von P, werden x, (x,€R, x,20) Stick produziert und von P, werden x, (x,¢€ R,

X, 2 0) Stiick produziert.

Zu maximieren ist der Gesamtgewinn
z :F(xl,xz)=40'x1 +60-x,
unter den Nebenbedingungen
G=R’

20-x, +40-x, <300
45-x, +30-x, <405

X, X, 20.

(x; und x, ganzzahlig, da es sich um Stiickzahlen handelt)
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f2: I+ 2y=27

® L] L] L] L] L]

k. L L] L] L] L] L]

(0, 0)

Abbildung 6.1: Ganzzahlige Optimierung (1) - nur die blauen Punkte sind der Zulissigkeitsbereich
Dies ergibt die nicht ganzzahlige optimale Losung (6 ;4,5 ) und  damit

z...=510=40-6+60-4,5.

Da x, =4,5 nicht ganzzahlig ist, muss entweder x, <4 oder x, =5 sein. Diese beiden Fille
miissen dann gesondert betrachtet werden. Das bedeutet, dass man dadurch zwei
Teilprobleme — insbesondere zwei Teilbereiche — erhilt. Wird nun das Maximum {iiber jedem
der beiden Teilbereiche bestimmt, so erhélt man fiir jedes Teilproblem eine optimale Losung

mit einem Zielfunktionswert, der kleiner als der urspriingliche Zielfunktionswert ist (siehe

Abbildung 6.2).
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f2: I+ 2y=27

fyy=0
Y=l

* * * * * *

T
-1 o 1 2 3 4 5 [ 7 8

<]

Abbildung 6.2: Ganzzahlige Optimierung (2) - nur die blauen Punkte sind die Zuldssigkeitsbereiche

Wir erhalten also fiir x, =6,33 und x, =4 einen Zielfunktionswert von 493,2 und fiir x, =5
und x, =5 einen Zielfunktionswert von 500. Da sich der Zielfunktionswert z =500 aus

einer ganzzahligen Losung ergibt, ist die Problemstellung gelost. Wire dies nicht der Fall
(wiirde sich also der bessere Zielfunktionswert aus einer nicht ganzzahligen Losung ergeben),

dann misste man das Verfahren wiederholen.

Der maximale Gewinn von 500 Euro wird erzielt, wenn man téglich 5 Stiick von P, und 5
Stiick von P, produziert.

Dieses Verfahren, das zur Losung des obigen ganzzahligen linearen Optimierungsproblems
verwendet wurde, wird Branch & Bound —Verfahren genannt (vgl. [11] S. 108-112).

Die Schiilerinnen und Schiiler werden mit solchen Aufgaben zwar im Folgenden nicht
arbeiten, sollen aber immerhin wissen, dass es Problemstellungen gibt, fiir die ganzzahlige
Losungen wesentlich sind (z. B. Stiickzahlen, volle Arbeitsstunden, usw.). Sie sollen also
anhand dieses Beispiels einen Einblick in die Problematik und Komplexitdt bei linearen
Optimierungsproblemen erhalten. Fiir Lehrerinnen und Lehrer ist es wichtig, dass sie bei der
Auswahl bzw. Erstellung von linearen Optimierungsproblemen auf diese Problematik achten.

Dies sollte aber normalerweise keine Schwierigkeiten bereiten, da die Aufgaben in den
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Schulbiichern und Arbeitsbléttern darauf abgestimmt sind. Als Hausiibung sollen die

Schiilerinnen und Schiiler Aufgabe 9 16sen.

7. Unterrichtsstunde (graphisches Losen von linearen Optimierungsproblemen mit drei

Variablen, die sich auf lineare Optimierungsprobleme mit zwei Variablen zuriickfithren

lassen)

In dieser Unterrichtsstunde sollen die Schiilerinnen und Schiiler lernen, wie man ein lineares

Optimierungsproblem mit drei Variablen auf ein lineares Optimierungsproblem mit zwei
Variablen zuriickfiihren kann (wenn unter den Restriktionen eine Gleichung vorkommt).
Dabei wird auch gleich als Ausblick erwihnt, dass sich die graphische Losung von linearen
Optimierungsproblemen mit einer Variablenanzahl >3 als d@uBlerst mithsam gestaltet (wenn
unter den Nebenbedingungen keine Gleichung vorkommt) und daher solche
Problemstellungen nicht mehr graphisch sondern rechnerisch gelost werden. Danach wird
Aufgabe 1 von Arbeitsblatt 5 gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schiilern modelliert und
auf ein lineares Optimierungsproblem mit zwei Variablen zuriickgefiihrt. Anschlieend sollen
die Schiilerinnen und Schiiler die Problemstellung selbststindig in GeoGebra l6sen (wie
Beispiel 5.2.3). Weiters sollen fiir den Rest der Unterrichtsstunde die anderen beiden

Aufgaben des fiinften Arbeitsblatts durchgearbeitet werden.

8. Unterrichtsstunde (Sonderfille beim graphischen Losen von linearen Optimierungs-

problemen mit zwei Variablen)

Zunachst ldsst man die Schiilerinnen und Schiiler Aufgabe 1 von Arbeitsblatt 6 16sen. Dabei
sollen sie feststellen, dass es keine eindeutige Losung fiir diese Problemstellung gibt, weil
eine Nebenbedingung dieselbe Steigung wie die Zielfunktion hat (die beiden Geraden also
parallel sind). Danach wird den Schiilerinnen und Schiilern gezeigt, wie in GeoGebra alle
Losungen bestimmt werden konnen (wie in Abschnitt 5.2, Sonderfall 1). AnschlieBend sollen
die Schiilerinnen und Schiiler Aufgabe 2 Iosen. Sie sollen dabei feststellen, dass die
Zielfunktionsgerade beliebig weit parallel verschoben und dadurch der Zielfunktionswert
beliebig gro3 werden kann, dass also keine konkrete optimale Losung fiir die Problemstellung
existiert (sieche Abschnitt 5.2, Sonderfall 2). Im nichsten Schritt sollen die Schiilerinnen und
Schiiler Aufgabe 3 16sen (was ihnen sicher keine Probleme bereitet). Hier sollen sie aber
darauf hingewiesen werden, dass sie das Ungleichungssystem auf Minimalitidt zu iiberpriifen
haben (falls sie die Uberpriifung nicht bereits selbststindig durchgefiihrt haben).
Anschlielend sollen sie das zum Ungleichungssystem minimale dquivalente System angeben

und die Problemstellung anhand dieses Ungleichungssystems losen (wie in Abschnitt 5.2,
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Sonderfall 3). Den Schiilerinnen und Schiilern soll damit verdeutlicht werden, dass der
Sonderfall genau dann eintritt, wenn sich in einem Eckpunkt des Zulédssigkeitsbereichs mehr
als zwei Randgeraden schneiden. Als Hausiibung sollen die Schiilerinnen und Schiiler die

Aufgaben 4 und 5 von Arbeitsblatt 6 16sen.

¢  Wahlpflichtfach Mathematik in der AHS-Oberstufe

Wie zuvor schon erwidhnt wurde, wird die lineare Optimierung im Lehrplan fiir das
Wahlpflichtfach Mathematik in der AHS-Oberstufe bei den zusitzlichen moglichen
Themenbereichen angefiihrt. In der folgenden Unterrichtssequenz wird davon ausgegangen,
dass die lineare Optimierung noch nicht im Regelunterricht vorgekommen ist. Andernfalls
konnen die entsprechenden Unterrichtsstunden weggelassen und ein spéterer Einstieg in das
Thema gewihlt werden.

Die Unterrichtssequenz wird zunéchst in drei Teile gegliedert. Der erste Teil beschéftigt sich
mit den mathematischen Grundlagen, welche fiir die lineare Optimierung wesentlich sind.
Dazu kann analog wie im ersten Teil der Unterrichtssequenz fiir den Regelunterricht
vorgegangen werden, wobei aber noch zwei weitere Unterrichtsstunden eingeschoben werden.
Eine Unterrichtsstunde beschiftigt sich mit dem graphischen Darstellen bzw. Bestimmen der
Losungsmengen von linearen Gleichungssystemen mit zwei (drei) Gleichungen und drei
Variablen in Maple. Zunichst wird den Schiilerinnen und Schiilern die Vorgehensweise in
Maple an einem Beispiel (wie in Beispiel 2.3.2 oder 2.3.3) demonstriert. Dabei muss aber
darauf hingewiesen werden (wie bereits auch in Bemerkung 2.3.2 erwihnt wurde), dass bei
der graphischen Darstellung der Zeichenbereich (Bildausschnitt) manuell festgelegt werden
muss. Dies kann den Schiilerinnen und Schiilern am besten verdeutlicht werden, indem man
sie Aufgabe 5 bis 8 von Arbeitsblatt 1 16sen ldsst, denn dabei miissen sie durch

Experimentieren und gezieltes Probieren selbststindig geeignete x,-, Xx,- und x,-Bereiche

bestimmen. Aufgabe 9 soll in Partnerarbeit bearbeitet und schlieBlich auch von einem Team

priasentiert werden. AbschlieBend wird das Ergebnis in der Klasse diskutiert. Die Behandlung

von Aufgaben im R°® dient dabei als Vorbereitung auf die Veranschaulichung des

Zuldssigkeitsbereichs eines linearen Ungleichungssystems mit drei Variablen (wie in Beispiel
4.2.3). Es konnen zwar lineare Optimierungsprobleme mit drei Variablen nicht graphisch
gelost werden, die Schiilerinnen und Schiiler sollen aber zumindest wissen, wie der
Zulidssigkeitsbereich einer dreidimensionalen Problemstellung aussieht. Weiters soll durch die
Moglichkeit der Rotation einer Grafik in Maple das rdumliche Vorstellungsvermogen

geschult werden.
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Die andere Unterrichtsstunde behandelt vorwiegend das rechnerische Losen von
Gleichungssystemen mithilfe von  Algorithmen. Dabei soll vor allem die
Matrizenschreibweise bzw. die Tableauschreibweise im Sinne formal-operativen Arbeitens
(Simplex-Algorithmus) erlernt werden. Dazu wird zunéchst die Definition einer Matrix (siehe
Definition 3.1.1) eingefiihrt, da Matrizen fiir die Tableauschreibweise und fiir die
Formulierung des Losungsalgorithmus (Simplex-Algorithmus) bendtigt werden. Weiters
werden die Begriffe Koeffizientenmatrix und erweiterte Koeffizientenmatrix erklirt und so
ein Bezug zu linearen Gleichungssystemen hergestellt. AnschlieBend wird von den
Schiilerinnen und Schiilern Aufgabe 1 von Arbeitsblatt 2 gelost, wodurch die beiden Begriffe
verdeutlicht werden. Im nédchsten Schritt wird zum rechnerischen Losen von
Gleichungssystemen mithilfe des Gaul3- bzw. des GauB3-Jordan-Algorithmus iibergegangen.
Hier wird den Schiilerinnen und Schiilern zunichst an einem Beispiel demonstriert, wie ein
lineares Gleichungssystem in Form eines Tableaus angeschrieben werden kann und es werden
die beiden Algorithmen (GauB3- bzw. Gauf3-Jordan-Algorithmus) eingefiihrt. Die Schiilerinnen
und Schiiler sollen dann Aufgabe 2 a) durch Verwendung der beiden Algorithmen 16sen. Im
Zuge des Losungsprozesses wird auch gleich erwihnt, dass die beiden Algorithmen bzw. die
Gestalt der Matrizen, welche man nach Anwendung des Gauf3-Jordan-Algorithmus erhilt, fiir
den Simplex-Algorithmus wesentlich werden. AnschlieBend wird der Rang einer Matrix
definiert und den Schiilerinnen und Schiilern gezeigt, dass sich mithilfe der beiden
Algorithmen auch der Rang einer Matrix bestimmen lésst. Es soll schlieBlich herausgearbeitet
werden, dass durch die Rangbestimmung Aussagen {iiber die Losbarkeit von
Gleichungssystemen getroffen werden konnen (siehe Satz 3.4.2). Daraufhin sollen die
Schiilerinnen und Schiiler Aufgabe 2 b) 16sen. Da die Verwendung der beiden Algorithmen
mit einigermallen viel Rechenaufwand verbunden ist, wird ihnen abschlieBend demonstriert,
wie lineare Gleichungssysteme als Matrizen in Maple implementiert und mithilfe geeigneter
Befehle gelost werden konnen (wie in den Beispielen 3.6.1 und 3.6.2). Dies soll schlieBlich
von den Schiilerinnen und Schiilern auch selbststindig in Maple (durch Bearbeitung von

Aufgabe 3) durchgefiihrt werden.

Der zweite Teil der Unterrichtssequenz beschiftigt sich mit dem graphischen Losen linearer
Optimierungsprobleme mit zwei bzw. in besonderen Fillen mit drei Variablen in GeoGebra.
Dabei geht es vor allem darum, dass der Modellbildungsprozess (das Abstraktionsvermogen
und das problemlosende Verhalten bei der mathematischen Modellierung einer
Problemstellung), sowie das graphische und dynamische Losen von linearen

Optimierungsproblemen geschult wird. Weiters werden auch die Sonderfille thematisiert,

139



welche beim graphischen Losen von linearen Optimierungsproblemen auftreten konnen. Dazu
kann analog wie im Regelunterricht vorgegangen werden (siehe Unterrichtssequenz

Regelunterricht).

Im dritten Teil der Unterrichtssequenz geht es darum, den Schiilerinnen und Schiilern zu
zeigen, wie man lineare Optimierungsprobleme auch rechnerisch 16sen kann (Simplex-
Algorithmus). Denn fiir lineare Optimierungsprobleme, die mehr als zwei Variablen besitzen,
ist normalerweise (wenn unter den Restriktionen keine Gleichung auftritt) keine graphische
Losung moglich. Dabei soll den Schiilerinnen und Schiilern zunichst verdeutlicht werden,
wie lineare Optimierungsprobleme in eine einheitliche Form {iibergefiihrt werden konnen,
damit sich die Problemstellungen schlieBlich rechnerisch Idsen lassen (also der
Losungsalgorithmus formuliert werden kann). Weiters werden wichtige Begriffe
(Schlupfvariable, Basislosung, Basisvariable, primal zulissig, ...) und Algorithmen (primaler
Simplex-Algorithmus, Algorithmus zum Basistausch, Transformationsalgorithmus) zum
rechnerischen  Losen  linearer  Optimierungsprobleme  eingefiihrt.  Auch  die
Einsatzmoglichkeiten des Computers (Simplex-Tool und Online Simplex Instructor) werden
aufgezeigt und genutzt. Die Verwendung des Computers erdffnet die Chance auf verstirktes
Analysieren von Losungsschritten, Interpretieren von LoOsungen, also auf darstellend-
interpretierendes Arbeiten, da durch die Nutzung dieser Programme nicht mehr der
algorithmisch-kalkiilhafte Teil im Vordergrund steht. Natiirlich werden die verschiedenen
Sonderfille, welche beim Losen von linearen Optimierungsproblemen eintreten konnen, auch

bei der Verwendung des Simplex-Algorithmus betrachtet.

1. Unterrichtsstunde (Normalform von linearen Optimierungsproblemen)

Da lineare Optimierungsprobleme mit mehr als zwei Variablen im Allgemeinen (wenn unter
den Restriktionen keine Gleichung auftritt) nicht mehr graphisch geldst werden konnen,
miissen diese auf eine einheitliche Form (Normalform) gebracht werden (um den
Losungsalgorithmus formulieren zu konnen). Daher wird auch gleich zu Beginn der
Unterrichtstunde die Normalform fiir lineare Optimierungsprobleme thematisiert und alle
dazu notwendigen Transformationsschritte werden erklirt. Dabei soll von den Schiilerinnen
und Schiilern erkannt werden, dass bei der Uberfiihrung eines linearen Optimierungsproblems
in Normalform die Schlupfvariablen eine wesentliche Rolle spielen. Weiters soll verdeutlicht
werden, dass lineare Optimierungsprobleme in Normalform schlielich nur mehr
Gleichungsrestriktionen besitzen. Diese Transformationsschritte werden dann beim Losen der

Aufgabe 1 (Arbeitsblatt 7) konkret ausgefiihrt. Fiir die Bearbeitung der theoretischen
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Aufgabenstellungen (Aufgabe 2 bis 4) sollen die entsprechenden Seiten aus Abschnitt 5.3
kopiert und an die Schiilerinnen und Schiiler verteilt werden. Anhand der Kopien sollen sie
die Aufgaben in Partnerarbeit 16sen. AbschlieBend werden die Ergebnisse der Ausarbeitungen

in der Klasse verglichen und besprochen.

2. Unterrichtsstunde (Normalform von linearen Optimierungsproblemen — Fortsetzung)

Zu Beginn werden die Begriffe Basislosung, zuldssige Basislosung, Basisvariable und
Nichtbasisvariable eingefiihrt und besprochen (siehe Definition 5.4.2). Diese wichtigen
Begriffe sollen von den Schiilerinnen und Schiilern in Partnerarbeit (kurz) schriftlich
zusammengefasst und damit gefestigt werden, denn diese Begriffe sind fiir das weitere
Vorgehen wesentlich. AnschlieBend wird ein erster Losungsalgorithmus (siehe Abschnitt 5.4)
vorgestellt und die Schiilerinnen und Schiiler sollen Aufgabe 5 durch Verwendung des
Algorithmus und Maple 16sen (wie Beispiel 5.4.1). Bei der Bearbeitung von Aufgabe 5 d)
sollen die Schiilerinnen und Schiiler erkennen, dass die zuldssigen Basislosungen mit den
Eckpunkten des Zuldssigkeitsbereichs korrespondieren. Weiters soll ihnen bei der Losung von
Aufgabe 5 deutlich werden, dass die Verwendung dieses Algorithmus mit hohem
Rechenaufwand verbunden ist. Hier soll dann als Ausblick bzw. Motivation erwihnt werden,
dass sich schlieBlich der Rechenaufwand bei der Verwendung des Simplex-Algorithmus

deutlich reduzieren wird, da dieser bei der Losungsbestimmung geschickt vorgeht.

3. Unterrichtsstunde (Simplex-Algorithmus)

Zuniichst wird den Schiilerinnen und Schiilern ein kurzer Uberblick iiber die Geometrie von
linearen Optimierungsproblemen (also die geometrische Form des Zuldssigkeitsbereichs)
gegeben und dabei werden auch die beiden Folgerungen von Satz 5.5.1 vorgestellt. Mithilfe
dieser Folgerungen soll den Schiilerinnen und Schiilern dann verdeutlicht werden, warum
beim graphischen Losen von linearen Optimierungsproblemen (im zweiten Teil der
Unterrichtssequenz) die optimale Losung jeweils an einem Eckpunkt angenommen wurde.
Anschliefend wird der Simplex-Algorithmus vorgestellt. Dabei soll den Schiilerinnen und
Schiilern zunichst erklidrt werden, wie der Simplex-Algorithmus bei der Losungsbestimmung
vorgeht. Dies soll dann auch als Hilfe bei der Recherche im Internet bzw. Bearbeitung von
Aufgabe 1 (Arbeitsblatt 8) dienen. Hier ist es wichtig, dass die Schiilerinnen und Schiiler
erkennen, dass der Algorithmus auf den bisher gewonnen Kenntnissen basiert (er arbeitet sich
geschickt von einer Ecke bis zur optimalen Ecke vor). Als Vorbereitung auf den Simplex-
Algorithmus wird dann das Simplex-Tableau bzw. die Tableauschreibweise eines linearen

Optimierungsproblems eingefiihrt, wobei hier auch auf die Struktur bzw. Anordnung der

141



Information, welche das Tableau beinhaltet, ndher eingegangen wird. Die Schiilerinnen und
Schiiler sollen dabei Parallelen zu den Tableaus, die beim GaufB3- bzw. GauB}-Jordan-
Algorithmus aufgetreten sind, erkennen. Im néchsten Schritt wird der Begriff primal zulédssig
eingefiihrt und den Schiilerinnen und Schiilern gezeigt, wie die zugehorige Basislosung eines
Simplex-Tableaus bestimmt werden kann. Hier ist es vor allem wichtig, dass die Schiilerinnen
und Schiiler verstehen und erkennen, welche Information die Simplex-Tableaus darstellen
und welche Eigenschaften ein Tableau besitzen muss, damit es primal zuldssig ist.

Abschlieend soll Aufgabe 2 geltst werden.

4. Unterrichtsstunde (Simplex-Algorithmus — Fortsetzung)

Um die Losung von Aufgabe 3 vorzubereiten, wird der Algorithmus zum Basistausch bzw.
der primale Simplex-Algorithmus eingefiihrt. Beim Losen der dritten Aufgabe sollen die
Schiilerinnen und Schiiler erkennen, wie sich der Simplex-Algorithmus zur optimalen Losung
vorarbeitet. Dazu sollen die Basislosungen, welche durch die einzelnen Simplex-Tableaus
dargestellt werden, graphisch interpretiert werden (siehe Abbildung 5.6.2). Fiir den Rest der
Unterrichtsstunde soll gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schiilern die Vorgehensweise
des Simplex-Algorithmus bzw. die einzelnen Simplex-Tableaus in Aufgabe 3 Skonomisch
analysiert (Auswahl des Pivotelements, Basiswechsel) werden (also Aufgabe 4 gelost
werden). Die Schiilerinnen und Schiiler sollen dadurch ein tieferes Verstindnis fiir den

Simplex-Algorithmus gewinnen.

5. Unterrichtsstunde (Simplex-Tool in Microsoft Excel)

In dieser Unterrichtsstunde soll die Moglichkeit eines Computereinsatzes aufgezeigt werden,
indem das Simplex-Tool anhand eines Beispiels vorgestellt wird. Anschliefend sollen die
Schiilerinnen und Schiiler Aufgabe 1 von Arbeitsblatt 9 16sen. Das Simplex-Tool eignet sich
meiner Meinung nach sehr gut fiir den Einsatz im Unterricht, da sich damit Simplex-Tableaus
in einfacher Art und Weise implementieren lassen und die Bedienung des Tools sehr schnell
erlernt werden kann. Weiters steht dann durch die Verwendung des Simplex-Tools nicht mehr
der algorithmisch-kalkiilhafte Teil im Vordergrund, sondern das Verstehen und Interpretieren
des Simplex-Algorithmus anhand von Aufgabenstellungen. Beim Losen von Aufgabe 2
sollten die Schiilerinnen und Schiiler erkennen, dass kein primal zulédssiges Simplex-Tableau
vorliegt, da die Voraussetzungen dafiir nicht erfiillt sind (siehe Abschnitt 5.6.1). D. h. auch,
dass keine zulédssige Ausgangs- bzw. Basislosung vorliegt und der Koordinatenursprung als
Ecklosung ausgeschlossen wird. Damit solche Problemstellungen gelost werden konnen,

miissen Transformationen durchgefiihrt werden, welche ein nicht primal zulédssiges Tableau in
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ein primal zuldssiges Tableau mit zuldssiger Basislosung umwandeln. Dazu wird der
Transformations-Algorithmus im  Unterricht eingefiihrt. Durch Verwendung des
Transformations-Algorithmus und des Simplex-Tools sollen die Schiilerinnen und Schiiler
Aufgabe 2 vollstindig 16sen. Als Hausiibung sollen die Schiilerinnen und Schiiler Aufgabe 3

16sen.

6. Unterrichtsstunde (Sonderfille beim Simplex-Algorithmus)

In dieser Unterrichtsstunde soll aufgezeigt werden, wie sich die einzelnen Sonderfille auf den
Simplex-Algorithmus auswirken bzw. wie sich diese im Simplex-Tableau bemerkbar machen
(Erkennungsmerkmale). Dabei wird auf jene Aufgaben zuriickgegriffen, mit denen die
Sonderfille bereits graphisch gezeigt wurden. Das Eintreten der einzelnen Sonderfille kann
man den Schiilerinnen und Schiilern schlie8lich am besten verdeutlichen, indem man sie die
Aufgaben 1 bis 3 von Arbeitsblatt 10 16sen ldsst. Wihrend des Losungsvorgangs wird dann
gezielt auf die einzelnen Erkennungsmerkmale hingewiesen. Diese werden anschlieBend in
der Klasse analysiert und diskutiert. AbschlieBend sollen die Schiilerinnen und Schiiler die

Erkennungsmerkmale jedes Sonderfalls (kurz) schriftlich zusammenfassen.

7. (und &.) Unterrichtsstunde (Online Simplex Instructor)

Zum Schluss der Unterrichtssequenz wird den Schiilerinnen und Schiilern der Online Simplex
Instructor anhand eines Beispiels vorgestellt (wie in Beispiel 5.6.3.1). Das Besondere am OSI
ist, dass dieser sehr einfach zu bedienen ist und man bei den einzelnen durchzufiihrenden
Schritten Hilfestellungen und Riickmeldungen erhilt. Weiters werden (wenn gewiinscht) die
einzelnen Auswahl- und Rechenschritte dokumentiert, womit die Schiilerinnen und Schiiler
ihr Wissen weiter vertiefen konnen. Der OSI eignet sich daher auch hervorragend zum
Selbststudium von linearen Optimierungsproblemen. Weiters kann man den OSI als
Zusammenfassung des zweiten und dritten Teils der Unterrichtssequenz auffassen, da in ihm
alle gewonnen Kenntnisse (graphische und algebraische) iiber lineare Optimierungsprobleme
Anwendung finden. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen dann mithilfe des OSIs die
Aufgaben von Arbeitsblatt 11 10sen. Auch die Sonderfille, welche im Zuge der
Unterrichtssequenz vorgekommen sind, sollen von den Schiilerinnen und Schiilern im OSI
implementiert werden. Damit soll ihnen verdeutlicht werden, wie das Programm auf
Sonderfille reagiert bzw. welche Riickmeldung man erhilt. Weiters sollen die Schiilerinnen
und Schiiler durch Experimentieren und gezieltes Probieren (Verdnderung der Koeffizienten
der Zielfunktion oder der Nebenbedingungen an bereits gelosten Beispielen) weitere eigene

Erfahrungen machen.
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Bemerkung

In den einzelnen Unterrichtsstunden, in denen das Rechnen mit Algorithmen behandelt
wurde, kann auch féacheriibergreifender Unterricht mit Informatik erfolgen, indem man die
Schiilerinnen und Schiiler die einzelnen Algorithmen in einer beliebigen Programmiersprache
implementieren ldsst. Dies ermoglicht eine vertiefende Auseinandersetzung mit den
Algorithmen, was zur Festigung bzw. Einpriagung dieser im Gedéchtnis der Schiilerinnen und

Schiiler beitragen kann.

144



Anhang

Arbeitsblatt 1

Lineare Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen und zwei Variablen

1.) Ermittle die Losungsmenge der Gleichungssysteme graphisch in GeoGebra (G=R *)!

a) 2-x,+3-x,=21 b) 5:x,+2-x,=3 ¢ 2:x,+5x,=-10
X,— X,=3 -10-x,-4-x, =-8 -6-x,—-15-x, =30

2.) Ergidnze die unvollstindig angegebene Gleichung so, dass das Gleichungssystem

mehrdeutig I6sbar ist, also insbesondere unendlich viele Losungen besitzt!

a) 4-x,+8-x,=16 b) X, —2-X,=4 ¢) 5-x,-6-x,=105
........ = e =—12 =7

3.) Erginze die unvollstindig angegebene Gleichung so, dass das Gleichungssystem

unldsbar, also die Losungsmenge leer ist!

a) 5-x,+7-x,=7 b) 6-x,+3-x,=-6 b) 4-x,-5-x,=-8

4.) Beschreibe mit eigenen Worten, welche Fille beim Losen der linearen

Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen und zwei Variablen in Aufgabe 1 aufgetreten sind!

(Weitere Aufgaben zu linearen Gleichungssystemen mit zwei Gleichungen und zwei

Variablen findet man in [1] S. 134-140 und [8] S. 183-192.)
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Lineare Gleichungssysteme mit zweli (drei) Gleichungen und drei Variablen

S.) Ermittle die Losungsmenge der Gleichungssysteme graphisch in Maple (G=R*)!

a) 2-x,-3-x,+x;=8 b) 4-x,-3-x,+ 5-x;,=8 ¢ 2-x,— 3-x;=7
-2-X,-3-x,+x, =15 12-x,-9-x, +15-x, =24 10-x,-15-x, =0

6.) Gib eine Gleichung an, sodass das Gleichungssystem unldsbar ist, also die
Losungsmenge leer ist!
a) 2-x,-3-x,+4-x,=6 b) 2-x,+3-x,+4-x;=0

7.) Gib eine Gleichung an, sodass das Gleichungssystem eine zweiparametrige
Losungsmenge besitzt!
a) X, +x,-3-x;=1 b) 3-x,+5-x,-8-x,=3

8.) Ermittle die Losungsmenge der Gleichungssysteme graphisch in Maple (G=R*)!

a) 4-x,— Xx,+7-x;=-18 b) 3-x,— x,+ x;=4
-2-x,+ x,-3-x,=12 X+ X,— 2:%X;=5
5, +2-x,— x;=23 9-x,+ x,—4-x,=23

¢ 3x,— Xx,t4-x; =6

2:X,+3:x,+ X;=06
4-x,=5-x,+ 7-x5,=8

9.) Beschreibe pragnant mit eigenen Worten

a) welche Fille beim Losen der linearen Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen und drei
Variablen in Aufgabe 5 eingetreten sind,

b) welche Fille beim Losen der linearen Gleichungssysteme mit drei Gleichungen und drei

Variablen in Aufgabe 8 eingetreten sind.

(Weitere Aufgaben zu linearen Gleichungssystemen mit zwei (drei) Gleichungen und drei

Variablen findet man in [1] S. 144-152 und [9] S. 103-110.)
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Arbeitsblatt 2

Matrizen und Algorithmen

1.) Stelle die folgenden Gleichungssysteme in einer Matrizengleichung dar und gib auch

die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix A’ an!

a) 3-x,-2-x,+ x,;=1 b) 2-x,— x,—- x;=-1
2-x,+ X,—2-x3;=5 5-x,+3-x,-2-x;=7
- X, +3-x,+3-x, =10 3-x,—2-x,-3-x;,=2

2.) Stelle die Gleichungssysteme in Aufgabe 1 durch ein Tableau dar!
a) Lose die Gleichungssysteme mithilfe des Gaul3- bzw. Gaul3-Jordan-Algorithmus!

b) Wie grof} ist der Rang der Koeffizienten- bzw. der erweiterten Koeffizientenmatrix?

3.) Implementiere die Gleichungssysteme aus Aufgabe 1 in Maple und 16se diese durch

Verwendung der Befehle fiir den Gaul3- bzw. Gaul3-Jordan-Algorithmus!

147



148



Arbeitsblatt 3

Lineare Ungleichungssysteme mit zwei Variablen

1.) Ermittle die Losungsmenge der linearen Ungleichungen graphisch in GeoGebra und
gib an, ob es sich dabei um eine offene oder abgeschlossene Halbebene handelt (G=R *)!
a) x,20 b) —-x,>4 c) —Xx,<-2

d x,>0 e) x,<0 f) —-x,=2-3

2.) Gegeben ist die Ungleichung %xl +x, 23, sowie die Punkte A(2,1), B(1,3),

C(5,0) und D(-2,3).
a) Erfiillen die Koordinaten der Punkte A, B, C und D die Ungleichung?

b) Ermittle die Losungsmenge fiir G=R * graphisch in GeoGebra und zeichne die Punkte A,
B, C und D ein!

3.) Wie wird die Losungsmenge von Ungleichungssystemen genannt und welche
geometrische Figur stellt die Losungsmenge dar? Was gilt fiir alle Punkte (Losungen) aus

diesem Bereich?

4.) Ermittle den Zuldssigkeitsbereich der Ungleichungssysteme graphisch in GeoGebra
(G=R?)!

a) —-3-x,+7-x,<9 b) i+%<O
. . >
2%, +2:%, 27 X, +3-x, >1

c) —2-x,+3-x,<6 d x, >0
-2-X,— X,>4 X, 2-1
X, 22 X, +2-x,<8

X, + X,<6

X, —4-x,<0

5.) Uberpriife die Ergebnisse in Aufgabe 4, indem du die einzelnen Ungleichungssysteme

in Maple implementierst und die Losungsmengen graphisch darstellst!
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6.) Uberpriife, ob es sich bei den Ungleichungssystemen in Aufgabe 4 um minimale
Systeme handelt und ermittle gegebenenfalls das zugehorige minimale &dquivalente

Ungleichungssystem!

7.) Ermittle den Zuldssigkeitsbereich des Ungleichungssystems graphisch in GeoGebra
(G=R?)!

2-x,+ x,<1
-2-X,+3-x, <6
x, 20

X, 20

Was passiert, wenn die Bedingungen x, 20 und x, 20 weggelassen werden?

8. Ermittle den Zuldssigkeitsbereich der Ungleichungssysteme graphisch in GeoGebra
(G=R *)! Gib die Koordinaten der Eckpunkte des Zulissigkeitsbereichs an! Fiir welche Werte

von X, und X, ist die Summe s =X, + X, minimal bzw. maximal?

a) X, >0 b) X, >0
X, 20 X, 20

2-x,+4-x, <38 X, +3-x, <21

X, +3-x, <20 X, + x,<10

3-x,+ x,<30

(Weitere Aufgabe zu linearen Ungleichungen und Ungleichungssystemen findet man in [4]

S.9-15und [8] S. 208-211.)
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Arbeitsblatt 4

Graphisches Losen von linearen Optimierungsproblemen mit zwei Variablen

1.) ,Messing ist eine Legierung von Kupfer und Zink. Durch Zusammenschmelzen sollen

zwei Messingsorten M, und M, hergestellt werden. M, soll 80% Kupfer und (daher) 20%
Zink, M, 60% Kupfer und (daher) 40% Zink enthalten. Insgesamt stehen 240 kg Kupfer und
110 kg Zink zur Verfiigung. Beim Verkauf von 1 kg M, erzielt man einen Gewinn von 2
Euro, beim Verkauf von 1 kg M, einen Gewinn von 1,80 Euro. Wie viel kg jeder Sorte muss

man herstellen, um beim Verkauf maximalen Gewinn zu erzielen“ (aus [8] S. 212f)?
Erstelle ein mathematisches Modell zu der Problemstellung und stelle den

Zulissigkeitsbereich graphisch in GeoGebra dar!

2.) Erkldre kurz mit eigenen Worten die Begriffe Zielfunktion, Nebenbedingungen und

Nichtnegativititsbedingungen!

3.) Wozu dienen die Nichtnegativititsbedingungen und welche Auswirkungen hat es,

wenn diese weggelassen werden?

4.) Gib eine zulidssige und eine unzuldssige Losung fiir das lineare Optimierungsproblem

aus Aufgabe 1 an! Warum ist die Losung unzuléssig?

5.) Uberlege dir ein mathematisches Modell mit zwei Variablen und zwei

Nebenbedingungen!
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6.) Graphische und dynamische Losung von Aufgabe 1 in GeoGebra:

a) Veranschauliche im gleichen Arbeitsblatt, in dem du den Zuldssigkeitsbereich graphisch
dargestellt hast, die Zielfunktionen mit den Zielfunktionswerten O und 1000!

b) Stelle noch zwei weitere Zielfunktionen mit selbst gewihlten Zielfunktionswerten
graphisch dar und zeichne auf jeder Geraden zwei Punkte aus dem Zuldssigkeitsbereich ein!
Was fillt dir dabei auf?

c¢) Lose nun das lineare Optimierungsproblem durch Verwendung eines Schiebereglers
dynamisch! Welcher Wert (Variable) soll mit dem Schieberegler verindert werden? Welche
Probleme konnen dabei auftreten?

d) Welcher Punkt des Zuldssigkeitsbereichs stellt die optimale Losung dar und wie grof} ist

dort der Gewinn?

7.) ,Eine Automobilfabrik erzeugt Personenkraftwagen der Type A und der Type B.
Téglich konnen hochstens 600 Stiick der Type A und hochstens 400 Stiick der Type B
hergestellt werden. Die Reifenfabrik kann téglich hochstens 3500 Reifen liefern. Bei einem
Fahrzeug der Type A werden 2a €, bei einem Fahrzeug der Type B 5a € verdient.

a) Ermittle wie viele Autos der Type A und wie viele Autos der Type B erzeugt werden
miissen, wenn der Tagesgewinn moglichst grof sein soll!

b) Berechne die Hohe des maximalen Tagesgewinns* (aus [8] S. 215)!

(Beachte: Jedes Auto wird mit einem Reserverad ausgeliefert.)
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8.) ,Ein Landwirt verfiigt iiber zwei Sorten von Diingemitteln. Der jeweilige Gehalt (in
Mengeneinheiten ME pro Sack) an Kalzium, Stickstoff und Phosphor ist in der nachstehenden
Tabelle angegeben. Der Preis der 1. Sorte verhilt sich zum Preis der 2. Sorte wie 3:7. Es soll
eine moglichst billige Mischung der beiden Diingemittel hergestellt werden, welche die in der
Tabelle angegebenen Mindestmengen an Kalzium, Stickstoff und Phosphor enthilt” (aus [8]
S. 218):

1. Sorte 2. Sorte Mindestgehalt der
(ME/Sack) (ME/Sack) Mischung (ME)
Kalzium 5 2 24
Stickstoff 3 3 27
Phosphor 1 3 15

a) Erstelle ein mathematisches Modell zu der Problemstellung!
b) Lose das lineare Optimierungsproblem graphisch in GeoGebra!
c¢) Was sind prinzipielle Unterschiede zwischen Aufgabe 1 und dieser Aufgabe? Wie

verdndert das die Suche nach der optimalen Losung?

9.) Drei Freundinnen beschlieen, eine Party zu veranstalten. Sie wollen auf der Party ein
Fruchtmischgetrank anbieten, das aus Apfel- und Birnensaft hergestellt wird. Die Miadchen
rechnen mit einem Mindestverbrauch von 40 1, wobei sie noch 15 1 Apfelsaft haben, die
verbraucht werden sollen. Aus geschmacklichen Griinden sollte vom Birnensaft mindestens
so viel wie vom Apfelsaft enthalten sein. Ist jedoch der Anteil vom Birnensaft mehr als
doppelt so hoch wie vom Apfelsaft, so wird das Getriank unbekommlich. Fiir einen Liter
Apfelsaft miissen sie 1,20 Euro und fiir einen Liter Birnensaft 1,50 Euro zahlen.

Wie viel von jeder Sorte miissen sie fiir das Fruchtmischgetrink verwenden, um ihre Party
moglichst kostensparend feiern zu kénnen?

Lose das lineare Optimierungsproblem graphisch in GeoGebra!

(Weitere lineare Optimierungsprobleme mit zwei Variablen findet man in [1] S. 156-158, [3]

S. 271, [4] S. 16-47, [8] S. 212-220 und [11] S. 9-14.)
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Arbeitsblatt 5

Graphisches Losen von linearen Optimierungsproblemen mit drei Variablen, die sich auf

lineare Optimierungsprobleme mit zwei Variablen zurickfiihren lassen

1.) »Zwei Verkaufsstellen (V,, V,) benétigen tdglich durchschnittlich 30000 1 Milch
meist im Verhiltnis 2:3. Sie werden von drei Auslieferungsstellen (A,, A,, A;) beliefert.
Die durchschnittlichen Tageslieferungen betragen: 7500 1 von A,, 9000 1 von A, und

135001 von A ;. Die Transportkosten in €/hl konnen aus der Tabelle entnommen werden:

v, v,
A, 3 45
A, 7.5 10,5
A, 6 45

Wie viel Liter sollen von den einzelnen Auslieferungsstellen zu den beiden Verkaufsstellen
gefithrt werden, damit die gesamten Transportkosten so gering wie moglich sind? Mit
welchen Kosten muss mindestens gerechnet werden* (aus [3] S. 28)?

Lose das lineare Optimierungsproblem graphisch in GeoGebra!

2.) »Ein Jungbauer mochte seinen landwirtschaftlichen Betrieb auf Fleischproduktion
umstellen. Er mochte 100 Jungrinder so kostengiinstig wie moglich anschaffen. Die jahrlichen
Futterkosten diirfen 35000 € nicht iiberschreiten. Es stehen drei Rassen A, B und C zur
Verfiigung. Dabei mochte er von der Rasse A mindestens 30 Stiick und von der Rasse B
mindestens 20 Stiick erwerben.

Der Stiickpreis fiir ein Rind der Rasse A, B bzw. C betridgt 300 €, 150 € bzw. 200 €.

Die jahrlichen Futterkosten fiir die Rassen A, B und C belaufen sich auf 200 €, 450 € und
400 €.

Wie viele Rinder von jeder Rasse soll er unter den gegebenen Bedingungen anschaffen® (aus
[4] S. 311)?

Lose das lineare Optimierungsproblem in GeoGebra!
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3) Unter welchen Voraussetzungen kann man ein lineares Optimierungsproblem mit drei

Variablen graphisch 16sen?

(Weitere lineare Optimierungsprobleme mit drei Variablen, die sich auf lineare
Optimierungsprobleme mit zwei Variablen zuriickfiihren lassen findet man in [3] S. 27f und

[4] S. 29-33.)
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Arbeitsblatt 6

Sonderfille bei linearen Optimierungsproblemen mit zwei Variablen

1.) Lose das folgende mathematische Modell eines linearen Optimierungsproblems
graphisch in GeoGebra!
Maximiere
z=F(x,,x,)=30-x, +60-x,
unter den Nebenbedingungen
G=R’
15-x,+30-x, <450
25-x,+20-x, <480
X;,X, 20.

a) Was fillt dir bei der Losungsbestimmung auf?

b) Was unterscheidet diese Aufgabe von den bisherigen Aufgaben? Woran liegt das?

2.) Lose das folgende mathematische Modell eines linearen Optimierungsproblems in
GeoGebra!
Maximiere
zZ= F(XI,XZ): 2,5-x,+4,8-x,
unter den Nebenbedingungen
G=R’

x, 2100
100-x, <18000

X, X, 20.

a) Was fillt dir bei der Losungsbestimmung auf?

b) Was unterscheidet diese Aufgabe von den bisherigen Aufgaben? Woran liegt das?
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3) Lose das folgende mathematische Modell eines linearen Optimierungsproblems in
GeoGebra!
Maximiere
z =F(Xl,x2)=50'xl +40-x,
unter den Nebenbedingungen
G=R’

X, <6
X, <8
X, +x, <10
2-x,+x, <12
X, X, 20.
a) Was fillt dir bei der Losungsbestimmung auf?

b) Was unterscheidet diese Aufgabe von den bisherigen Aufgaben? Woran liegt das?

4.) Andere das mathematische Modell des linearen Optimierungsproblems in Aufgabe 1

(Arbeitsblatt 4) so ab, dass die Losung mehrdeutig wird!

5.) Erfinde ein mathematisches Modell, bei dem der Zielfunktionswert unbeschriankt ist!

158



Arbeitsblatt 7

Normalform von linearen Optimierungsproblemen

1.) Uberfiihre die linearen Optimierungsprobleme aus Aufgabe 1 und 7 (Arbeitsblatt 4)
und Aufgabe 2 (Arbeitsblatt 5) in Normalform!

2.) Aus welchem Grund werden lineare Optimierungsprobleme in Normalform
ibergefiihrt?
3) Erkldre kurz mit eigenen Worten, was man unter der Normalform von linearen

Optimierungsproblemen versteht!

4.) Welche beiden Arten von Variablen gibt es bei der Normalform von linearen

Optimierungsproblemen?

5.) Bestimme mit dem zuvor vorgestellten Algorithmus alle Basislosungen des linearen

Optimierungsproblems aus Aufgabe 1 (Arbeitsblatt 4)!

a) Welche Basislosungen sind zuldssig und welche sind unzuldssig?

b) Welche zuldssige Basislosung ergibt den optimalen Zielfunktionswert?

c¢) Zeichne nun die Basislosungen in jener Grafik ein, welche du zuvor in GeoGebra fiir die
graphische Losungsbestimmung erstellt hast!

d) Was fillt dir dabei auf?
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Arbeitsblatt 8

Simplex-Algorithmus

1.) Finde durch Recherche im Internet heraus, was der Simplex-Algorithmus ist und wie

er bei der Losungsbestimmung vorgeht!

2.) Wie lautet das Simplex-Tableau des linearen Optimierungsproblems aus Aufgabe 1

(Arbeitsblatt 4)? Ist es primal zuldssig? Begriinde!
3.) Bestimme nun die Losung des linearen Optimierungsproblems aus Aufgabe 1
(Arbeitsblatt 4) mittels des Simplex-Algorithmus und interpretiere die Vorgehensweise des

Algorithmus anhand der Grafik, welche du in Aufgabe 6 (Arbeitsblatt 4) erstellt hast!

4.) Analysiere die Vorgehensweise des Simplex-Algorithmus bzw. die einzelnen

Simplex-Tableaus in Aufgabe 3 6konomisch (Auswahl des Pivotelements, Basiswechsel)!
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Arbeitsblatt 9

Simplex-Tool in Microsoft Excel

1.) Bestimme die optimale Loésung des linearen Optimierungsproblems aus Aufgabe 1

(Arbeitsblatt 4) mithilfe des Simplex-Tools!

2.) Wie lautet das Simplex-Tableau des linearen Optimierungsproblems aus Aufgabe 8

(Arbeitsblatt 4)?

a) Ist es primal zuléssig? Begriinde!

b) Was muss bei dieser Aufgabe zunichst durchgefiihrt werden, bevor die optimale Losung
mithilfe des Simplex-Algorithmus bestimmt werden kann?

c) Bestimme die optimale Losung des linearen Optimierungsproblems mithilfe des Simplex-

Tools!

3) Wihle von Arbeitsblatt 4 oder 5 drei lineare Optimierungsprobleme aus und 16se die

Problemstellungen mithilfe des Simplex-Tools!
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Arbeitsblatt 10

Sonderfille beim Simplex-Algorithmus

1.) Lose das mathematische Modell des linearen Optimierungsproblems in Aufgabe 1
(Arbeitsblatt 6) durch Verwendung des Simplex-Tools! Woran erkennst du im Simplex-

Tableau (Erkennungsmerkmale), dass es eine mehrdeutige Losung gibt?

2.) Lose das mathematische Modell des linearen Optimierungsproblems in Aufgabe 2
(Arbeitsblatt 6) durch Verwendung des Simplex-Tools! Woran erkennst du im Simplex-

Tableau (Erkennungsmerkmale), dass es keine Losung gibt?
3) Lose das mathematische Modell des linearen Optimierungsproblems in Aufgabe 3

(Arbeitsblatt 6) durch Verwendung des Simplex-Tools! Woran erkennst du im Simplex-

Tableau (Erkennungsmerkmale), dass eine Degeneration eintritt?
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Arbeitsblatt 11

Online Simplex Instructor

Bestimme die optimale Losung der folgenden linearen Optimierungsprobleme mithilfe des

OSIs!

1.) Ein Bauer mochte 40 Hektar seines Besitzes mit Getreide und Riiben bebauen. Bei
Getreide liegt der Arbeitsaufwand bei 7 Stunden pro Hektar. Bei Riiben betrdgt der
Arbeitsaufwand 21 Stunden pro Hektar. Er kann neben seiner restlichen Arbeit hochstens 420
Stunden im Jahr aufwenden.

Der Anbau von 1 Hektar Getreide kostet 4000 Euro, der von 1 Hektar Riiben 7000 Euro. Der
Bauer hat insgesamt 175000 Euro zur Verfiigung.

Er hat beim Verkauf seiner Erzeugnisse pro Hektar einen Gewinn von 5000 Euro beim
Getreide und 8000 Euro bei den Riiben.

Wie viel Hektar Getreide bzw. Riiben soll er anbauen, damit er moglichst hohen Gewinn

erzielen kann?

2.) Eine Firma stellt zwei Typen von Kiihlschrinken her. Die Abteilung, die die
Kiihlaggregate herstellt, kann pro Woche hochstens 40 Kiihlaggregate fiir Typ 1 oder 60
Kiihlaggregate fiir Typ 2 oder eine entsprechende Linearkombination herstellen. Die
Montageabteilung fiir den Typ 1 kann pro Woche maximal 30 Gerdte und die
Montageabteilung fiir Typ 2 kann pro Woche maximal 40 Gerite zusammenbauen.

Pro Woche konnen insgesamt hochstens 50 Gerite verkauft werden. Der Gewinn pro Gerit
betrdgt 60 Euro bei Typ 1 und 45 Euro bei Typ 2.

Wie viel Gerite von jedem Typ muss die Firma pro Woche herstellen, damit der Gewinn
moglichst groB ist (vgl. [4] S. 25)?

Lose das lineare  Optimierungsproblem  graphisch  durch  Verschieben der

Zielfunktionsgeraden in GeoGebra!
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3) Eine Frau mochte ihr erspartes Geld von 40 000 € in Wertpapiere anlegen. Dabei

entscheidet sie sich fiir zwei Aktien A, wund A,. Die Aktie A, eines
Telekommunikationsunternehmens kostet 25 € pro Anteil und die Aktie A, eines
Mineralolkonzerns kostet 45 € pro Anteil. Die Jahresrendite der Aktie A, betrigt 2,50 € je
Anteil und die der Aktie A, betrigt 4,80 € je Anteil. Aus Sympathiegriinden beschlieft die
Frau, mindestens 100 Anteile von A, zu kaufen. Sie mochte jedoch maximal 18000 € in die
Aktie A, investieren.

Wie viele Anteile jeder Aktie soll die Frau kaufen, damit sie unter den genannten

Bedingungen eine moglichst hohe Rendite erzielt?

4.) Ein Cateringservice soll Gefliigelragout an einen Kunden liefern. Der Kunde méchte,
dass im Gericht mindestens 8 kg Hiihnerfleisch, 11 kg Putenfleisch und 6 kg Entenfleisch
enthalten sind. Das Cateringservice hat zwei Sorten von Gefliigel-Mischfleisch vorritig, von

denen jede Packung folgende Gewichtsanteile der Fleischsorten enthilt:

Fleischsorte Gefliigel-Mischfleischsorte G, Gefliigel-Mischfleischsorte G,

Hiihnerfleisch 2kg 1 kg
Putenfleisch 1 kg 4 kg
Entenfleisch 0 kg 4 kg

G, kostet 19 Euro und G, kostet 68 Euro je Packung. Wie viele Packungen jeder Sorte

miissen geliefert werden, damit die Kosten fiir das Gefliigelragout moglichst gering sind?
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5.) ,Eine Girtnerei hat sich auf Kakteen spezialisiert. Fiir eine Neuziichtung mischt sie
drei Sorten Erde zusammen, deren Gehalt an den Nahrstoffen A, B und C in Gramm (g) pro

Mengeneinheit (ME) Erde und Sorte ganz unterschiedlich ist:

E, E, E,
Nihrstoff A 4 5 8
Nihrstoff B 1 1 2
Nihrstoff C 5 3 4
Kosten € / ME 4,95 3,50 7

Zahlreiche Versuche haben gezeigt, dass der Bedarf an Niahrstoff A in einer gegebenen
Zeitspanne die Menge von 800 g nicht unterschreiten darf. Fiir Nihrstoff B liegt die Grenze
bei 280 g, fiir Nahrstoff C bei 650 g. Fiir welches Mischungsverhiltnis wird sich der Ziichter
entscheiden, wenn er den Nihrstoffbedarf so kostengiinstig wie moglich decken muss* (aus

[5]1S.6)?
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Zusammenfassung

Anhand dieser Diplomarbeit soll aufgezeigt werden, wie ein anwendungsorientierter
Mathematikunterricht am Beispiel der linearen Optimierung erfolgen kann. Nach einem
kurzen geschichtlichen Uberblick und einer Einfithrung in die lineare Optimierung —
insbesondere des Planungsprozesses — in Kapitel 1, werden in den darauf folgenden Kapiteln
2, 3 und 4 wichtige mathematische Grundlagen, auf denen die lineare Optimierung basiert,
behandelt. Da der Computer heutzutage eine bedeutende Rolle spielt, werden bereits in den
einfilhrenden Kapiteln die Moglichkeiten eines Computereinsatzes durch die Verwendung
von GeoGebra und Maple aufgezeigt. In Kapitel 5 werden vorerst lineare
Optimierungsprobleme graphisch bzw. dynamisch mithilfe von GeoGebra gelost.
Anschlieend wird thematisiert, wie lineare Optimierungsprobleme rechnerisch geldst werden
konnen. Dazu werden grundlegende Begriffe (Schlupfvariable, Normalform, Basislosung,
Basisvariable) eingefiihrt, um schlieBlich den Losungsalgorithmus (Simplex-Algorithmus)
formulieren zu konnen. Es werden auch in diesem Kapitel die Moglichkeiten eines
Computereinsatzes verdeutlicht. Hierzu wird das Simplex-Tool fiir Microsoft Excel und der
Online Simplex Instructor (OSI) verwendet. AbschlieBend gibt es in Kapitel 6 ein Resiimee
und eine didaktische Analyse mit einem Unterrichtsvorschlag. Im Anhang werden schlielich
diverse Arbeitsblitter fiir Unterrichtseinheiten bereitgestellt. Es ist auch eine CD-ROM
beigelegt, auf der alle Beispiele zu finden sind, welche in der Arbeit mit einem

Computerprogramm gelost wurden.
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