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Vorwort

In meiner Diplomarbeit beschéftige ich mich mit dem Thema Wahrschein-
lichkeitsrechnung im Schulunterricht. Ich mochte Ideen liefern, wie man als
Lehrperson dieses Teilgebiet der Mathematik in den Unterricht einfiihren
konnte. Dabei nehme ich besonders auf die Oberstufe Bezug.

Wenn man den aktuellen Lehrplan betrachtet, fallt auf, dass die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung nur ein sehr geringes Ausmafs umfasst. Speziell in der
Unterstufe wird dieses Thema komplett ausgegrenzt, es werden lediglich die
Grundlagen der Statistik eingefiihrt. Im Oberstufenlehrplan ist erst ab der
6. Klasse die Behandlung der Wahrscheinlichkeitsrechnung vorgesehen. Ich
mochte nun mit meiner Arbeit zeigen, dass das Thema Wahrscheinlichkeits-
rechnung einen wichtigen Bestandteil der Mathematik umfasst, der mithilfe
verschiedenster Methoden und interessanter Beispiele den Schiilern auf viel-
fache Weise beigebracht werden kann.

Ich habe im ersten Kapitel versucht, die wichtigsten Griinde zusammen-
zufassen, weshalb es nétig ist, den Schiilern eine Vorstellung iiber die Wahr-
scheinlichkeit zu vermitteln. Schon im Kindesalter wird man mit Gliicks -
spielen konfrontiert, zum Beispiel durch das Wiirfelspiel ,Mensch, drgere dich
nicht”, wobei der Ausgang des Spieles vom Zufall abhéngig ist. Es liefert aber
auch die tdgliche Wettervorhersage Aussagen iiber Wahrscheinlichkeiten. Es
wird also die Bedeutung der Behandlung der Wahrscheinlichkeitsrechnung im
Schulunterricht deutlich, da dies ein Gebiet ist, dass uns tagtéiglich begleitet.

Weiters habe ich mich in einem eigenen Kapitel mit der Geschichte der
Wahrscheinlichkeitsrechnung befasst, um zu zeigen, wo ihre Anfinge liegen,
und wo die Wahrscheinlichkeitsrechnung iiberall Anwendung fand.

Ebenso mochte ich einen Einblick in die Entwicklung des Wahrscheinlich-
keitsbegriffes bei Kindern geben, da dies einen interressanten Aspekt bei der
Planung des Unterrichts darstellt.

Nach diesen einfiihrenden Kapiteln werde ich mich der Wahrscheinlich-
keitsrechnung im Schulunterricht widmen. Ich habe mich dafiir entschieden,



dieses Thema mithilfe von Simulationen einzufiihren, dabei habe ich 2 kon-
krete Beispiele an den Anfang gestellt. Hierbei kann durch gezieltes Erarbei-
ten eines Beispieles das Interesse an diesem neuen Kapitel bei den Schiilern
geweckt werden.

Danach halte ich es fiir wichtig, die Grundbegriffe der Wahrscheinlich-
keitsrechnung einzufiihren, und schliefslich mit dem Rechnen mit Wahrschein-
lickeiten zu beginnen. Die bedingte Wahrscheinlichkeit, Zufallsvariablen, aber
auch Erwartungswert und Varianz spielen hier eine bedeutende Rolle.

An dieses Kapitel schliefst schlieflich noch ein Abschnitt {iber die Kom-
binatorik an.

Im abschlieftenden Kapitel behandle ich die Monte-Carlo-Methode, und
bringe auch einige Beispiele dazu.

Ich habe mit dieser Arbeit versucht, eine von vielen Moglichkeiten auf-
zuzeigen, wie man einen Unterricht iiber die Wahrscheinlichkeitsrechnung
aufbauen konnte.

Ich mochte auch noch darauf hinweisen, dass alle Bezeichnungen ge-
schlechtsneutral zu verstehen sind, da ich wegen der Einfachheit die gram-
matikalisch ndher liegende Form verwendet habe.



Kapitel 1

Griinde fiir die Behandlung der Wahrscheinlich-
keitsrechnung im Schulunterricht

1.1 Einfiihrung

Ansétze fiir Griinde fiir die Behandlung der Wahrscheinlichkeitsrechnung im
Schulunterricht finden wir durch einen Blick in unser Umweltgeschehen. Die
folgenden Zeitungsmeldungen und Zitate von Wissenschaftlern und Schrift-
stellern beschreiben den Wissensstand zu einem bestimmten Zeitpunkt. Die
Zitate sind aus grofseren Zusammenhingen genommen und geben das Zeitge-
schehen wieder, kennzeichnen Standpunkte von Wissenschaftlern und Schrift-
stellern, und auch Haltungen von Menschen. So soll deutlich gemacht werden,
wie sehr Zufall und die Gesetze der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statis-
tik unsere Umwelt und auch unser Leben pragen.

1.2 Begriindungsaspekte in Beispielen

([13], S. 11-21)

David Bergamini:

,Sicherheit ist etwas, das es im menschlichen Leben so gut wie gar nicht
gibt. Wir alle sind in hohem Mafe vom Zufall abhéingig. Unvorhersehbar ist
die Zusammensetzung der Erbfaktoren, die unser Aufieres bestimmen; ein
unachtsamer Schritt bringt uns mdoglicherweise ins Krankenhaus, ein Einsatz
bei einem Rennen verschafft uns vielleicht einen Gewinn. ... Da wir den
Zufall in keiner Weise unter unsere Herrschaft bringen konnen, versuchen
wir, wenigstens die Moglichkeit eines bestimmten Geschehens abzuschétzen.
Die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten gehort seit undenklichen Zeiten zu
den menschlichen Beschiftigungen, aber erst seit dem 17. Jahrhundert haben
sich die Mathematiker ernsthaft damit befafst®.

Stichworter: Sicherheit, Zufall, Abschéitzung der Moglichkeit eines be-
stimmten Geschehens - Berechnung von Wahrscheinlichkeiten.



L. Janossy:

.- .5 im taglichen Leben sind wir gezwungen, alle unsere Handlungen
auf solche extremen Wahrscheinlichkeiten zu basieren. Wir iiberschreiten die
Strake in einem Augenblick, wo es uns sehr wahrscheinlich erscheint, dafs
uns kein Fahrzeug iiberfahren wird. Wie es die Verkehrsunfille zeigen, kon-
nen wir uns nicht auf den Fall beschranken, wo es schlechthin sicher ist, dafs
die Strafe iiberkreuzt werden kann. Ferner beniitzen wir ein Flugzeug als
Verkehrsmittel, obwohl wir aus der Verkehrsstatistik wissen, daf es nur sehr
wahrscheinlich ist, dal wir am Ziel ankommen werden. ... Wir miiften auf-
horen zu essen, wenn wir mit Sicherheit die Gefahr vermeiden wollten, uns
zufillig durch schlechte Nahrungsmittel zu vergiften.”

Stichworter: Wahrscheinlichkeit, sehr wahrscheinlich, Verkehrsstatistik.

Erwin Schrédinger:

»Es ist nicht sicher, aber ziemlich wahrscheinlich, daf derzeit gerade Li-
nien nach einer Entfernung von 10?7 oder hichstens 103 Zentimetern in sich
zuriicklaufen und da® die Welt nicht linger als héchstens 10° oder 10! Jahre
in einem Zustand existiert, der mit ihrem gegenwirtigen irgendeine Ahnlich-
keit hat".

Sichworter: nicht sicher, ziemlich wahrscheinlich.

Max Planck:

»Es ist gewifl kein Zufall, dak gerade die grofsten Denker aller Zeiten zu-
gleich auch tief religids veranlagt waren, wenn sie auch ihr Heiligstes nicht
gern Offentlich zur Schau trugen®.

Stichwort: es ist gewifs kein Zufall.

Werbetext:

,~Wahrscheinlich sind sie die gegenwirtig hochstentwickelten programmier-
baren Rechner, aber sie sind leicht zu bedienen und kommen doch Computern
schon sehr nahe".

Stichwort: wahrscheinlich.

Johann Wolfgang von Goethe:

,Achte hatt ich gesetzt, nun ist die Neune gezogen — Sieh, wie nah ich



schon war! Néchstens treff ich die Zahl. — Und so klagen die Menschen, die
sich dem Zufall vertrauen®.

Stichwort: Zufall.

Novalis:
wAuch der Zufall ist nicht unergriindlich, er hat seine Regelméafigkeit.
Stichwort: Regelméfigkeit des Zufalls.

Pressemeldung;:

,Die fiir den Bau von Kernkraftwerken einstehenden Fachleute haben uns
immer versichert, wie klein das Risiko eines grofseren Reaktorunfalls sei. Die
Wahrscheinlichkeit, dafs der Reaktorkern schmilzt, sei 1:20000 je Reaktor
und Jahr. Bei 163 gegenwiirtig in den Vereinigten Staaten betriebenen Reak-
toren wiirde das bedeuten, daf in 122 Jahren ein einziger Kernschmelzunfall
zu erwarten sei. Niemand kann aber sagen, wann in der Zeit dieser Unfall
sich ereignet, er kann nidmlich schon in den ersten Jahren, ja schon morgen
eintreten. Vielleicht ist er schon eingetreten®.

Stichwort: Angabe der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses als Verhilt-
nis (Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,Reaktorkern schmilzt* sei 1:20 000
je Reaktor und Jahr).

Pressenotiz:

,Diese spezielle Methode hat, so der Vorstandssprecher der Bergbau-AG
Dortmund, [...], ,mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit® keinerlei
Einfluf auf die Schlagwetterexplosion®.

Stichwort: mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit.

1.3 Griinde fiir die Behandlung der Stochastik im Un-
terricht

Definition:

Stochastik ist ein Wort, das aus dem Griechischen abgeleitet wurde. Es be-
deutet soviel wie Vermutung (Mutmafung) und wird in der Literatur vielfach
als Sammelbegriff fiir Wahrscheinlichkeitsrechnung einschliefslich kombinato-



rischer Grundfragen und Statistik benutzt.

1. Viele der vorher genannten Zitate beziehen sich auf unsere Umwelt,
die uns fordert und uns in verschiedenen Situationen entgegentritt. Unter
Punkt 1 mo6chte ich nun die angesprochenen Griinde fiir die Behandlung der
Stochastik im Unterricht zusammenfassen.

Die Schule soll Grundbildung vermitteln, die auf ein mathematisches Fr-
fassen unserer Wirklichkeit gerichtet ist. Unsere Wirklichkeit umfasst sowohl
deterministische als auch nicht deterministische Phdnomene, und deshalb
muss die Schule auch Grundkenntnisse vermitteln, die zum Verstédndnis zu-
fallsbedingter Erscheinungen beitragen. Es geht um die Vermittlung anwend-
baren Wissens und um die Anwendung der erworbenen Kenntnisse auf reale
Situationen.

Dazu einige Beispiele:

e Wiirfelspiele: Spielregeln hinterfragen, z. B.: Aus welchem Grund darf
man noch einmal wiirfeln, wenn die Zahl 6 auftritt? Ist es deswegen,
da die Zahl 6 sehr selten gewiirfelt wird?

e Gliicksspiele/Lotterien: z. B.: Gewinnchancen.
e Schaubilder und Prognosen aufgrund statistischer Daten.

e Qualitatskontrollen mit Stichproben in technischen Prozessen zur Ein-
haltung der Norm und Uberpriifung der Hohe des Ausschussanteils.

e Zufallsgesteuerte Blockversuche in der biologischen Forschung.
e Testung und Erprobung medizinischer Priaparate.
e Testverfahren in der Psychologie.

e Probleme im Versicherungswesen: z. B.: stochastische Grundlagen der
Rentenversicherung.

e Simulation grofttechnischer Prozesse in Physik und Chemie.
(vgl. [13], S. 21,22)



Es werden drei Begriindungen fiir die Behandlung der Wahrscheinlich-
keitsrechnung deutlich:

1.1. Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik treten in Na-
turwissenschaften, Versicherungswesen, Medizin, Meteorologie, Gesellschafts-
wissenschaften, Psychologie usw. auf.

1.2. Fiir den Unterricht ist bedeutend, dass nun mit Hilfe der Wahrschein-
lichkeitsrechnung Aussagen iiber zufillige Erscheinungen verstanden werden,
und auch verglichen werden kénnen. Somit kdnnen Aussagen wie wahrschein-
lich, unwahrscheinlich, sehr sicher usw. prazisiert werden.

1.3. Es ist die Einsicht zu gewinnen bzw. zu vermitteln, dass die empi-
risch gewonnenen Gesetze und Beziehungen statistisch charakterisiert werden
konnen.

(vlg. [14], S. 22)

2. In der Stochastik kann der Prozess der Mathematisierung (Modellbil-
dung) vermittelt werden.

Im téglichen Leben arbeitet man mit Modellen, um komplizierte Sach-
verhalte durch ein einfaches Schema zu verstehen.

Ebenso ist es in der Mathematik.

Um vom Zufall bestimmte Phinomene im tédglichen Leben mathematisch
beschreiben zu kénnen, miissen sie erst durch ein System mathematischer Be-
griffe und Beziehungen. Sie werden also durch Mathematisierung/Modellbildung
erfassbar und berechenbar. Die Wahrscheinlichkeitstheorie bildet bei stochas-
tischen Situationen die Grundlage solcher Modelle.

Es gelingt mit diesen Modellen Probleme der Realitit, bei denen der
Zufall mitwirkt, als mathematische Fragestellungen zu formulieren und zu
16sen. Also, zuerst erfolgt die Losung im zugrundeliegenden Modell, und wird
dann im Hinblick auf das reale Problem interpretiert.

Die Schiiler sollen lernen eine gleiche formale Struktur bei ,yerschiedenen*
Zufallsproblemen bzw. Zufallsexperimenten zu erkennen.

Weiters soll es ihnen moglich sein, ein vorgegebenes Problem durch ein ih-



nen bereits Bekanntes zu ersetzen. Gesetzméfigkeiten und Zufallsphéinomene
lassen sich an einfachen Modellen wie den Urnenmodellen leicht erkennen.

,Die Bedeutung von Urnenexperimenten bei der Losung stochastischer
Fragestellungen beruht auf der Tatsache, dak jedes Zufallsexperiment mit
endlich vielen Ergebnissen (Elementarereignissen), denen rationale Zahlen
als Wahrscheinlichkeiten zukommen, gedanklich durch ein Urnenexperiment
ersetzt werden kann.” Im Stochastikunterricht spielen sie eine grofe Rolle.

3. Stochastik ist eine ¢deenreiche Theorie.

Sie ergénzt den Mathematikunterricht und rundet ihn gleichzeitig auch
ab. Es lohnt sich die Wahrscheinlichkeitstheorie im Unterricht zu erarbeiten.
Keiner der Schiiler kann sich sicher sein, dass er im Berufsleben oder beim
Studium ohne Stochastikkenntnisse auskommt. Es gibt eine Fiille von Lite-
ratur und Beispielen.

Allgemein geht es um:

e Anregung zur Kreativitit: z. B.: verschiedene Losungswege finden, Be-
schaffung und Darstellung von Daten, usw.

e Forderung der Argumentations- und Kommunikationsfiahigkeit.

e Losungsfindung durch Vereinfachung: z. B.: zuerst Lotto ,,3 aus 8 statt
,0 aus 45°.

e Losung von Problemstellungen durch Simulation: z. B.: mittels Zufalls-
zahlen, Urnenmodellen.

e Entdecken von Aufgaben mit unrealistischen Einkleidungen.

e Entwicklung von Losungsstrategien: z. B.: Berechnung von Anzahlen,
Wahrscheinlichkeiten, usw.

e Befihigung, Aussagen der beschreibenden Statistik richtig zu bewerten
und kritisch zu begegnen.

4. Bei Aufgaben aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kombinato-
rik wird das Interesse vieler Kinder geweckt. Sie bewirken eine intrinsische
Motivation.



Dies bedeutet, dass sie bei solchen Aufgaben ein stirkeres ,,positives Pro-
blemléseverhalten® zeigen als bei manch anderen Gebieten.

5. Der Stochastikunterricht darf nicht isoliert vom iibrigen Mathematik-
unterricht angesehen werden. Der Gedanke der Integration soll mitspielen.
Rechengebiete wie Bruchrechnung und Prozentrechnung kénnen in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung zum Beispiel vertieft werden.

Beispiel:
Der Begriff der relativen Haufigkeit

hn(A) fiir ein Ereignis A ist durch einen Bruch beschrieben:

Anzahl der Versuche mit dem Ergebnis A

h,(A) = .
(4) Gesamtzahl n der durchgefiihrten Versuche

Die klassische Wahrscheinlichkeit (Laplace-Wahrscheinlichkeit) P(A) ei-

nes Ereignisses A wird berechnet durch den Quotienten:

_ Anzahl g(A) der fiir A giinstigen Fille
B Anzahl m der moglichen Félle

P(A)

wobei vorausgesetzt wird, dass alle moglichen Félle mit gleicher Wahrschein-

lichkeit auftreten.

6. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik hat eine faszinierende
Entwicklungsgeschichte.

Diese eignet sich gut, um den Unterricht und das Mathematiklernen le-
bendiger zu gestalten.

e Interessante Probleme aus der Entstehungsgeschichte der Wahrschein-
lichkeit.

e Grundlagendiskussion iiber den Begriff der Wahrscheinlichkeit.

e Zahlreiche Paradoxien in der Stochastik.

Es kann vermittelt werden, wie durch Uberwinden von Fehlern Wissen-
schaft entstand.



(vgl. [13], S. 23-27)

7. Beweise der kombinatorischen Formeln, die auf einem héheren Niveau
moglich sind, sind gute Beispiele um Beweismethoden durch vollstédndige In-
duktion einzuiiben.

8. Strukturelle Leitbegriffe wie Menge, Abbildung (eindeutige Zuordnung)
und Verkniipfung, konnen durch die Behandlung der Stochastik eingeiibt und
gefestigt werden.

9. Strukturdenken und axiomatisches Denken konnen leicht erfahrbar ge-
macht werden durch die Behandlung der Wahrscheinlichkeitsrechnung im
Unterricht, welche wichtige Aspekte der Mathematik darstellen. Das Axio-
mensystem der Wahrscheinlichkeitsrechnung gehort zu den einfachsten in der
Mathematik.

(vgl. [14], S. 24,25)

Ich mochte dieses Kapitel mit einem Zitat des Mitbegriinders der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung P. S. de Laplace beenden:

,Betrachtet man die analytischen Methoden, die durch diese Theorie ent-
standen, die Wahrheit der Prinzipien, die ihr zur Grundlage dienen, die schar-
fe und feine Logik, welche ihre Anwendung bei der Losung von Problemen
erfordert, die gemeinniitzigen Anstalten, die sich auf sie griinden, sowie die
Ausdehnung, die sie schon erlangt hat und durch ihre Anwendung auf die
wichtigsten Fragen der Naturphilosophie und der moralischen Wissenschaf-
ten noch erhalten kann; bemerkt man sodann, wie sie selbst in den Dingen, die
der Berechnung nicht unterworfen werden konnen, die verliflichsten Winke
gibt, die uns bei unseren Urteilen leiten konnen, und wie sie vor irrefithren-
den T#uschungen sich in acht zu nehmen lehrt, so wird man einsehen, dafs
es keine Wissenschaft gibt, die unseres Nachdenkens wiirdiger wére, und die
mit groferem Nutzen in das System des 6ffentlichen Unterrichts aufgenom-
men werden kdnnte®.

(Laplace, P. S. de: Philosopischer Versuch iber die Wahrscheinlichkeit.
Leipzig 1986 (Reprint der Ausgabe von 1932), S. 171.)
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Kapitel 2

Geschichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Die Stochastik wurde von unterschiedlichen Anwendungsgebieten geprigt.

Zuerst waren es die Griechen und Romer, die durch ihr Interesse an
Gliicksspielen die Entwicklung von Rechenmodellen vorantrieben, spéter ka-
men aus den Bereichen Philosophie, Rechtswissenschaft und Versicherungs-
wesen Anregungen, und schliefslich noch spéter auch aus der Physik.

Heutzutage kommen diese Anregungen vorwiegend aus dem Bereich der
Finanzmathematik. Somit hat die Wahrscheinlichkeit, auf dem Umweg iiber
die Statistik, in so gut wie allen quantitativ arbeitenden Wissenschaften An-
wendung gefunden. (vgl. [6])

2.1 Die Herausbildung der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Bereits in der Antike hatte man die Gedanken, dass die Naturgesetze durch
eine Menge von zufilligen Ereignissen zur Geltung kommen, z.B. in dem
Gedicht ,De rerum natura“ von Lukrez. Er hielt es fiir mo6glich, dass die
Welt durch das zufillige Zusammenwirken der Urelemente so geformt wurde,
wie sie heute ist.

Das Ziel der Gelehrten, die das Entstehen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung wesentlich beeinflussten war es auch, die Gesetzméfkigkeiten, auf de-
ren Auftreten zahlreiche individuelle Einfliisse einwirken, die nicht, oder fast
nicht miteinander verbunden sind, aufzudecken.

Huygens zum Beispiel schrieb 1657, dass er Grundlagen einer ,tiefsinni-
gen und hochinteressanten neuen Theorie“ vortrage, und sich nicht nur mit
Spielen beschiftige.

Die Probleme, die im Zusammenhang mit Gliicksspielen auftraten gaben
den Ausschlag, dass sich bedeutende Gelehrte Gedanken machten iiber die
Zufélligkeit von Ereignissen.

Hauptséachlich liegen die Ursachen aber in der Herausbildung friihkapita-
listischer Wirtschaftsverhéltnisse und den dabei auftretenden Fragestellun-
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gen, wie zum Beispiel im Versicherungswesen, der Auswertung von Beobach-
tungen und der Bevolkerungsstatistik. (vgl. [20], S. 212,213; [12], S. 9)

2.2 Zur Vorgeschichte

15./16. Jahrhundert:

Bereits bei Luca Pacioli (1445-1514) sind Wahrscheinlichkeitsaufgaben in
expliziter Form zu finden, und zwar in einem 1477 gedruckten Kommentar
zu DANTEs Divina Commedia. Darin sind zwei klassische Hauptprobleme
behandelt, die Aufteilung der Einsdtze bei einem vorzeitig abgebrochenen
Gliicksspiel, und die Haufigkeiten gewisser Wiirfe mit drei Wiirfeln. (vgl.

[12], S. 9)

Auch Nicolo Tartaglia (1499-1557), Hieronimo Cardano (1501-1576) und
Galileo Galilei (1564-1642) behandeln wahrscheinlichkeitstheoretische Frage-
stellungen, meist in Zusammenhang mit Gliicksspielen. (vgl. [20], S. 213)

Den Vorlaufern Paciulo, Cardano und Galilei ist es aber nicht gelungen,
einen Anstofs zu einer Mathematisierung des anstehenden Problemkreises zu
geben. (vgl. [12], S. 10)

Nach heutigen Erkenntnissen hat die Wahrscheinlichkeitsrechnung im Jahr
1654 angefangen. Der leidenschaftliche Gliicksspieler Chevaliere de Meére,
der sich aber auch ernsthaft fiir die Wissenschaft interessierte, regte seinen
Freund Blaise Pascal (1623-1662) an, sich mit der Wahrscheinlichkeit dieses
oder jenes Spielausganges zu beschiftigen. Er legte ihm konkrete Beispiele
vor. (vgl. [20], S. 213)

Ich mo6chte nun auf 3 dieser sogenannten Paradoxien des Chevalier de
Meéré niher eingehen.

Beispiel 1:
Ein Gliicksspiel bestand darin, darauf zu wetten, dass beim viermaligen

Ausspielen eines Wiirfels aus einem Becher mindestens eine Sechs féllt. Che-
valier de Méré hatte die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses zu
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berechnet und so erkannt, dass es (bei gleichen Einsdtzen) vorteilhaft ist,
darauf zu wetten, dass man mindestens einmal eine 6 wirft. Eine Variante
des Spiels benutzte 2 Wiirfel. Bei 24 Spielen war darauf zu wetten, dass
mindestens einmal eine Doppelsechs auftritt.

Chevalier de Mére iiberlegte: Bei 2 Wiirfeln gibt es 36 = 6 x 6 mogliche
Spielausginge. Das sind 6 mal so viele Moglichkeiten wie beim Spiel mit ei-
nem Wiirfel. Wenn man also jetzt auch 6 mal so viele Spiele, also 6 x 4 = 24
Spiele, macht, lohnt es sich darauf zu wetten, dass mindestens einmal eine
Doppelsechs auftritt. Denn Chevalier de Méré berechnete diese Wahrschein-
lichkeit analog wie oben zu

3 + 35 4 ... + 35 = 24 = 2 (24 Summanden).
Chevalier de Méré wurde aber in der Praxis enttaduscht und machte bei dieser

Spielabwandlung schlechte Erfahrungen. Pascal zeigte auf, dass beide Uber-
legungen des Chevalier de Mére falsch sind: ([14] S. 29)

(In Wirklichkeit war de Méré die richtige Losung auch bekannt.)

Losung:
Zunéchst muss darauf hingewiesen werden, dass das Ereignis ,,Auftreten

mindestens einer 6 bei 4-maligem Wiirfeln“ die Negation des Ereignisses ,,Auf-
treten keiner 6 bei 4-maligem Wiirfeln® ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass beim 1. Wurf keine 6 auftritt, ist % (fiinf
glinstige Fille, sechs mogliche Fille), die Wahrscheinlichkeit, dass beim 2.
Wurf keine 6 auftritt, ist ebenfalls %. Dieselbe Wahrscheinlichkeit ergibt sich
fiir den 3. und 4. Wurf. Denn jeder Wurf ist von dem vorhergehenden vollig
unabhénigig, das Ergebnis des vorhergehenden Wurfes beeinflusst in keiner
Weise den néchsten Wurf. Die Wahrscheinlichkeit, dass sowohl beim 1. Wurf,
als auch beim 2., als auch beim 3., als auch beim 4. Wurf keine 6 auftritt, ist
dann
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Dies ist nun die Wahrscheinlichkeit fiir ,4-mal keine Sechs”. Dass wenigstens
einmal eine 6 auftritt, ist die Negation. Ordnet man der vollen Gewissheit
1 (die Wahrscheinlichkeit 1) zu und bedenkt, dass die Wahrscheinlichkeit 1
des sicheren Ereignisses stets zwischen denen eines Ereignisses A und seines
entgegengesetzten Ereignisses (Gegenereignissses) - A aufgeteilt ist, dann gilt
P(A)+ P(—=A) = 1 und P(—A) = 1 — P(A). Hierbei bezeichnet P(A) die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A.
Also hat man als Losung:

P(mindestens eine 6 beim 4-maligen Werfen) =1 — 2—i ~ 0,5177.

Ganz analog erhélt man fiir die Variante dieses Spieles
P(mindestens eine Doppelsechs bei 24 Wiirfen) = 1 — % ~ 0,4914.
([14], S. 31, 32)

Die beiden anderen Spielprobleme sahen wie folgt aus:

Beispiel 2:

Nach Chevalier de Méré sollten beim gleichzeitigen Werfen dreier symme-
trischer Spielwiirfel die Chancen fiir das Auftreten der Augensumme 11 und
der Augensumme 12 gleich grofs sein, denn fiir die Augensumme 11 gibt es
6 verschiedene Moglichkeiten, namlich 6-4-1, 6-3-2, 5-5-1, 5-4-2, 5-3-3, 4-4-3,
und fiir die Augensumme 12 gibt es ebenfalls 6 verschiedene Moglichkeiten,
nimlich 6-5-1, 6-4-2, 6-3-3, 5-5-2, 5-4-3 und 4-4-4.

Chevalier de Méré beobachtete aber, dass die Augensumme 11 haufiger
als die Augensumme 12 auftrat.

Pascal 16ste dieses Problem. Man darf nicht nur die Gesamtaugensum-
me betrachten, sondern muss auch die Verteilung der einzelnen Augen einer
bestimmten Konstellation auf die drei Wiirfel beachten. Die Konstellation
6-3-2, d.h. die Bildung der Summe 11 aus den drei Summanden 6, 3 und 2,
kann beispielsweise ralisiert werden durch die geordneten Tripel: (6, 3, 2),
(6, 2, 3), (3, 2, 6), (3, 6,2), (2, 6,3) und (2, 3, 6), wobei jeweils die erste

14



Zahl durch den ersten Wiirfel, die zweite Zahl durch den zweiten Wiirfel und
die dritte Zahl durch den dritten Wiirfel erzeugt wird. Analog sind auch die
Konstellationen 6-4-1 und 5-4-2 durch je 6 Tripel zu ersetzen. Die fiir die
Augensumme 11 angegebenen Konstellationen 5-5-1, 5-3-3 und 4-4-3 liefern
jedoch nur je 3 Tripel. Insgesamt gibt es also 27 gleichmogliche giinstige Mog-
lichkeiten fiir das Eintreffen der Augensumme 11. Fiir die Augensumme 12
gibt es nach denselben Uberlegungen aber nur 25 gleichmdogliche, giinstige
Moéglichkeiten.

Man beachte:

Die fiir die Augensumme 12 giinstige Summandenwahl 4-4-4 hat nur eine
Realisierungsmoglichkeit, ndmlich das Tripel (4, 4, 4). Damit ist in diesem
Falle das Problem eigentlich schon gelost. Um aber die Chance der entspre-
chenden Ereignisse berechnen zu kdnnen, muss man noch die Gesamtzahl
moglicher Spielausgiinge berechnen. Dass jeder der 6 moglichen Spielausgin-
ge des ersten Wiirfels mit jedem der 6 moglichen Ausgidnge beim zweiten
Wiirfel zusammentreffen kann, und diese 6 x 6 = 36 Moglichkeiten mit jeder
der 6 Moglichkeiten des dritten Wiirfels zusammentreffen konnen, gibt es ins-
gesamt 6 x 36 = 216 mogliche Spielausgiinge. Man setzt nun voraus, dass alle
216 moglichen Spielausginge mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftreten.
Die 216 Ereignisse sind gleichwahrscheinlich. Als Wahrscheinlichkeit hat man
dann den Quotienten

Anzahl der fiir das Ereignis giinstigen Fille
Anzahl der mdglichen Félle

zu bilden. Also erhalten wir

P(Augensumme 11) = 2% und P(Augensumme 12) =

25
216"

Diese Ergebnisse bestétigen die Beobachtungen von Chevalier de Meéré. Der
Fehler in den Uberlegungen von Chevalier de Méré ist darin zu sehen, dass
die von ihm in den beiden Féllen jeweils betrachteten 6 Moglichkeiten nicht
gleichwahrscheinlich sind. ([14] S. 27,28)

Beispiel 3: Force majeure

Zwei Spieler A und B haben eine Reihe von Gliicksspielen verabredet.
Jedes Spiel endet mit Gewinn und Verlust. Es gibt kein Remis. Die Chancen
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sind fiir beide Spieler gleich. Wer zuerst insgesamt 5 Spiele gewonnen hat,
erhélt die Einsdtze. Durch hohere Gewalt miissen die Spieler beim Stand von
4:3 fiir Spieler A gegen B ihre Partien abbrechen. Wie sind die Einsétze zu
verteilen? Man schlagt vor:

a) im Verhéltnis 4:3
b) im Verhéltnis (5-3):(5-4), also im Verhéltnis 2:1

Pascal entschied, dass keiner Recht habe. Denn wenn B die néchste Par-
tie gewinnen wiirde, wire Gleichstand und B miisste die Hélfte der Einsétze
erhalten. Da die Chance fiir ihn, das néchste Spiel zu gewinnen, aber nur %
ist, gebiihrt ihm die Halfte von der Halfte, also i der Einsdtze. D.h., es ist

im Verhéltnis 3:1 zu teilen. ([14] S. 28)

Wahrend Pascal diese Probleme analysierte, korrespondierte er mit dem
Mathematiker Pierre Fermat (1601-1665). Mit diesem Briefwechsel beginnt
die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu einer selbstindigen ma-
thematischen Disziplin. (vgl. [20], S. 213)

Die Begriffe Wahrscheinlichkeit und mathematische Erwartung kristalli-
sierten sich bei dieser Korrespondenz heraus.

Sie sahen bereits die wichtige Rolle der Wissenschaft voraus, die zuféllige
Erscheinungen untersucht. Weiters waren sie sich sicher, dass es bei massen-
haften zufélligen Ereignissen klare Gesetzméfigkeiten gibt.

Christian Huygens (1629-1695) erfuhr vom Briefwechsel 1655, als er in
Paris war. Er erfuhr 1655 die Ergebnisse von Pascals und Fermats Untersu-
chungen, aber nicht die Methoden. Er entwickelte daraufhin eine eigene Me-
thode zur Losung und schrieb 1657 das fiir ein halbes Jahrhundert wichtigs-
te Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung ,.De ratiociniis in ludo aleae“
(Uber Berechnungen beim Wiirfelspiel), welches die lateinische Ubersetzung
des Originalbuches ,Van reeckeningh in spelen von geluck® ist. Er stellte die
von Pascal und Fermat behandelten Fragen iiber Gliicksspiele ausfiihrlich
dar, behandelte auch dhnliche Probleme und nannte eine Reihe von ungelos-
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ten Aufgaben.

Huygens hat aber nicht den Begriff ,Wahrscheinlichkeit” beniitzt, sondern
wie Pascal, den ,Wert der Hoffnung®“ - heute als Erwartungswert bezeichnet.
Wenige konkrete Anwendungen wurden zu diesem Zeitpunkt zugelassen, we-
gen dem mangelnden Entwicklungsstand der Naturwissenschaften.

Da die Naturwissenschaft zu dieser Zeit noch nicht sehr entwickelt war,
bildeten Gliicksspiel und Fragen von Demographie und Versicherung den ein-
zigen konkreten Gegenstand zur Entwicklung der Begriffe und Methoden der
Wahrscheinlichkeitsrechnung. So hat sich Graunt mit der Sterbewahrschein-
lichkeit in Abhéngigkeit vom Lebensalter beschiftigt, Johan De Witt (1625—
1672) und Edmund Halley (1656-1742) stellten Tabellen fiir Rentenzahlun-
gen auf, und auch Isaac Newton (1643-1727) nutzte wahrscheinlichkeitstheo-
retische Gedanken in der Histographie und der Fehlerrechnung. Newton hat
sich auch in einem unveréffentlichten Manuskript um 1665 mit geometrischen
Wahrscheinlichkeiten befasst.(vgl. [20], S. 213; [18], S. 119, 120; [7])

Wichtige Fortschritte in der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung verbindet man mit dem Namen Jakob Bernoulli (1654 — 1705). Man
findet in seinen Arbeiten Betrachtungen iiber erzeugende Funktionen, die
Losung und Verallgemeinerung einiger Huygensscher Probleme (z.B. Ruin
eines Spielers) und die Definition der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
als ,Grad seiner Gewifheit“, die sich von der Gewissheit, ,wie ein Theil vom
Ganzen“ unterscheidet.

1713 erschien das erste Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung ,,Ars
coniectandi* (Kunst des Vermutens) von Bernoulli. Es befasst sich zunéchst
mit Huygens’ Abhandlung unter Kommentierung durch Bernoulli, weiters
geht es um die Kombinatorik, dann kommen Aufgaben {iber Urnen, Spiel-
karten und Wiirfel vor, und schlieflich noch Ansétze zur heutigen mathema-
tischen Statistik.

Den grofsten Verdienst Bernoullis bildet wohl der ,Satz von Bernoulli,
auch Gesetz der grofen Zahlen genannt. Die Bedeutung liegt nicht bei der
Formulierung des Sachverhaltes, dazu kann man bei Cardano schon Anhalts-
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punkte finden, sondern, Bernoulli hat als erster eine theoretische Erklarung
dafiir gefunden, dass sich die relative Haufigkeit an die Wahrscheinlichkeit
anndhert. Dadurch unterscheidet er sich von vielen seiner Zeit und auch von
Autoren, die spater wirkten. Diese nahmen zwar den Fakt zur Kenntnis,
dass sich unwesentliche Erscheinungen eines Ereignisses bei der Mitteilung
iiber eine grofe Anzahl von Beobachtungen ausloschen, sahen dies aber als
Offenbarung der gottlichen Ordnung an und suchten keine theoretische Be-
griindung. (vgl. [20], S. 213-214; [18], S. 133; [7])

In den néachsten Jahrzehnten wendeten sich zahlreiche Wissenschaftler
wahrscheinlichkeitstheoretischen Problemen zu.

Bei der Weiterentwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist besonders
dem franzosischen Mathematiker Pierre Laplace (1749-1827) viel zu verdan-
ken, aber auch Abraham de Moivre (1667-1754) und Siméon Poisson (1781~
1840).

Abraham de Moivre publizierte 1718 ,,The Doctrine of Chances* und 1730
die ,Miscellanea analytica“ (Analytische Beitrige). Er stellt im ersten Buch
die Methoden zur Losung von Aufgaben, die mit Gliicksspielen im Zusam-
menhang stehen, systematisch dar und vervollkommt sie. Bereits in der 2.
Auflage 1738 definierte er ein Maf fiir die Wahrscheinlichkeit, das mit der spa-
teren klassischen Definition durch Laplace im Wesentlichen iibereinstimmt.

1740 folgte die Angabe einer wahrscheinlichkeitstheoretischen Aufgabe
durch Th. Simpson (Simpsonsches Verteilungsgesetz), die fiir die Kontrolle
der Produktion wichtig ist. Es kam weiters zur Verbindung von theoreti-
schen Problemen der Voélkerkunde und des Versicherungswesens mit Fragen
der Wahrscheinlichkeitsrechnung durch Leonhard Euler (1707-1783) und zur
Formulierung des ,,Petersburger Spiel“ von Nikolaus Bernoulli (1695-1726)

Mitte des 18. Jahrhunderts kam es zum Aufwerfen der Frage nach der
Berechnung der Wahrscheinlichkeit von Hypothesen, wenn schon Beobach-
tungsergebnisse vorliegen, durch Daniel Bernoulli (1700-1782). Die Losung
hierzu wurde von Thomas Bayes (gest. 1751) geliefert. Aufer der nach ihm
benannten Formel lieferte er noch weitere Ausdriicke zur Losung spezieller

18



Probleme.

1777 fiihrte ein franzosischer Naturforscher Graf Comte de Buffon (1707
1788) das erste Beispiel einer geometrischen Wahrscheinlichkeit ein. (vgl.
20], S. 2142; [18], S. 146, 147; [7])

2.3 P.S. Laplace

An der Wende vom 18. zum 19. Jahrhundert setzte ein Aufschwung in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung ein. Laplace und Poisson entwickelten, ange-
regt durch naturwissenschaftliche Fragestellungen aus Ballistik, Astronomie,
Theorie der Beobachtungsfehler, spezielle analytische Methoden in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und erzielten damit wertvolle Resultate.

Laplace fasst seine Ergebnisse in der ,,Théorie analytique des probabilités®
1812 zusammen, wobei er die Einleitung auf der Grundlage seiner Vorlesung
von 1795 ,Essai philosophique sur les probaliliés bildet. Er definiert dort das
Mak der Wahrscheinlichkeit:

,Die Theorie des Zufalls ermittelt die gesuchte Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses durch Zuriickfithrung aller Ereignisse derselben Art auf eine ge-
wisse Anzahl gleich méglicher Félle, ... und durch Bestimmung der dem
Ereignis gilinstigen Félle. Das Verhiltnis dieser Zahl zu der aller méglichen
Félle ist das Mak dieser Wahrscheinlichkeit,...“ (Laplace, P.S.: Philosophi-
scher Versuch iiber die Wahrscheinlichkeit. Leipzig 1932. S.4)

Wenn man dies genauer betrachtet, ist es eher eine Rechenvorschrift, wie
man Wahrscheinlichkeit ermitteln kann (wenn ,gleichméogliche Ereignisse®
vorliegen), denn eine Definition.

Sein ,,Essai vermittelt auch, dass er theologische und teleologische Erkla-
rungen der Naturerscheinungen ablehnte und auch bekdmpfte. Viele spatere
Entdeckungen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung finden sich schon bei La-
place.
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Er diskutierte Gliicksspiele, geometrische Wahrscheinlichkeiten, den Satz
von Bernoulli und dessen Beziehungen zur Normalverteilung, und in Ver-
bindung mit der Fehlerrechnung die Methode der kleinsten Quadrate, die
unabhéngig von ihm auch von Legendre und Gaufs entdeckt wurde. Sehr oft
wandte er erzeugende Funktionen an, insbesondere zur Losung von Diffe-
renzengleichungen, und bewahrte die Sétze des unbekannten Bayes vor dem
Vergessen, indem er ihnen eine klare Formulierung gab. Weiters hat Laplace
als erster die Hauptsatze der Wahrscheinlichkeitsrechnung systematisch dar-
gestellt, bewies jene Sétze, die heute Siatze von Moivre-Laplace heiffen, und
nutzte seine Resultate fiir praktische Probleme, z.B. statistische Untersu-
chungen, Astronomie (Normalverteilung).

Die Normalverteilung und deren Anwendung in der Theorie der Beobach-
tungsfehler verkniipft sich oft mit dem Namen von Gauf, der sie - ebenso wie
Laplace - selbsttindig entdeckte. Sie war aber schon von Moivre untersucht
worden. Von dem belgischen Mathematiker und Astronomen Quételet, einem
Schiiler von Laplace, stammt vermutlich die Bezeichnung Normalverteilung.
Dieser machte sich grofte Verdienste um die Vereinheitlichung der Methoden
der beschreibenden Statistik.

Eine Verallgemeinerung vom Bernoulli Gesetz der grofsen Zahlen und der
Satze von Moivre-Laplace auf den Fall unabhéngiger Versuche, wobei die
Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Ereignisses von der Nummer des
Versuchs abhéngig ist, fand unter Poisson statt. Er leitete auch eine neue
Wahrscheinlichkeitsverteilung — die Poisson-Verteilung — her.

In der Mitte des 19. Jahrhunderts, nach Laplace und Poisson, setzte dann
merkwiirdigerweise vor allem in den westeuropéischen Léndern eine Stagna-
tion der Wahrscheinlichkeitsrechnung ein.

Durch eigene Beitrage hatten die Beiden Irrtiimer hinsichtlich der Ein-
satzmoglichkeiten der Wahrscheinlichkeitsrechnung gefoérdert, indem sie ihre
Anwendung auf ,moralische Wissenschaften“ empfahlen, etwa um den Wahr-
heitsgehalt eines Gerichtsurteils zu erfassen. Solche Anwendungen fiihrten zu
Misserfolgen, da meist das Wesen der gesellschaftlichen Erscheinungen miss-
achtet wurde. Nun war die Begeisterung fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung
immer mehr verschwunden.
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(vgl. [20], S. S. 214, 215; [18], S. 152-156; [12], S. 11, 12)

2.4 Die Entwicklung der modernen Wahrscheinlichkeits-
rechnung

2.4.1 Die russische wahrscheinlichkeitstheoretische Schule

Russland bildete eine Ausnahme, was die Stagnation in der Entwicklung der
Wahrscheinlichkeitsrechnung betraf.

Es waren auch hier negative Einfliisse zu spiiren, doch die Ideen von ,,ée—
bysev* wirkten so stark, dass es zu einer Weiterentwicklung und Herausbil-
dung einer russischen Schule der Wahrscheinlichkeitsrechnung in Petersburg
gab. Das erste russische Lehrbuch zur Wahrscheinlichkeitsrechnung schrieb
Bunjakovskij. Er hat damit viel fiir die Verbreitung der Lehren von Laplace
und Poisson getan.

,,éebyéev“ machte die Wahrscheinlichkeitsrechnung zu einer strengen ma-
thematischen Disziplin. Zu verdanken ist ihm der Grenzwertsatz fiir Summen
unabhéngiger Zufallsgrofsen, die Momentenmethode, eine Verallgemeinerung
des Gesetzes der grofsen Zahlen und die Tatsache, dass er den Begriffen ,Zu-
fallsgofe” und ,Erwartungswert® einen zentralen Platz im Begriffssystem der
Wahrscheinlichkeitsrechnung zuwies und sie entsprechend ausnutzte.

,,éebyéev“ war ein ausgezeichneter Lehrer, der viele Schiiler um sich schar-
te, wobei besonders Markov und Ljapunov auf dem Gebiet der Wahrschein-
lichkeitsrechnung zu nennen sind.

Ljapunov wandte als erster die charakteristischen Funktionen in der Theo-
rie der Grenzwertsidtze an. Spéater wurde der Ljapunovsche Grenzwertsatz
durch Bernstein, Chincin, Feller, Lévy und Linnik verallgemeinert.

Die ,Markovschen Ketten“ gehen auf Markov zuriick, die zusammen mit
den Ideen und Untersuchungen von Poincaré und Bachelier den Ausgangs-
punkt fiir die Theorie der zufélligen Prozesse bilden.
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Aufgrund zahlreicher mathematischer Resultate und der grofsen Anwen-
dungsmoglichkeiten in der Naturwissenschaft, fiihrte die Theorie der zufili-
gen Prozesse zu einem Aufschwung in der Entwicklung der Wahrscheinlich-
keitsrechnung.

In England und den USA waren unter Pearson, Fisher und Wald leis-
tungsfihige Zentren der mathematischen Statistik entstanden, wihrend in
diesen Staaten die Wahrscheinlichkeitsrechnung eine vergleichsweise geringe
Rolle spielte.

Nach der Oktoberrevolution ging aus der Moskauer funktionentheoreti-
schen Schule unter Luzin ein weiteres Zentrum der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung hervor. An der Spitze standen Chincin, Kolmogorov und Sluckij, wéh-
rend Bernstein in Leningrad wirkte. Die mathematische Statistik wurde im
Gegensatz zu den Vorkriegsjahren stark gefordert. (vgl. [20], S. 309, 310)

2.4.2 Der Weg zur Axiomatisierung

Obwohl es zu Beginn des 20. Jahrhunderts grofe Erfolge in der Wahrschein-
lichkeitsrechnung gab, waren die logischen Grundlagen noch nicht geniigend
entwickelt und aufgeklart und haben so Moglichkeiten zu Missdeutungen und
fehlerhaften Anwendungen gegeben. Die Laplace‘sche Definition der Wahr-
scheinlichkeit wurde immer stirker als unzureichend erkannt. (vgl. [20],
S. 310, 311)

Beim Mathematikerkongress 1899 in Paris formulierte der beriihmte Ma-
thematiker David Hilbert (1862-1943) die Frage nach einer exakten Grund-
legung der Wahrscheinlichkeitstheorie als eines der wichtigsten ungelosten
mathematischen Probleme. (vgl. [8]; S. 239)

Er forderte eine Prézisierung der Grundlagen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung mittels der axiomatischen Methode.

Vom Prozess der Axiomatisierung wurde die Wahrscheinlichkeitsrechnung
erst spat erfasst. Borel und Poincaré unternahmen erste Schritte.
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1917 wurde von Bernstein ein erster systematischer Aufbau der Axiomatik
der Wahrscheinlichkeitsrechnung verdffentlicht, den er spiter noch ausbaute.
Sein Axiomensystem basiert auf dem qualitativen Vergleich zufélliger Er-
eignisse nach ihrer groferen oder kleineren Wahrscheinlichkeit. Den Ansatz
bauten Koopman und Glivenko weiter aus. Glivenko konnte 1939 zeigen, dass
dieser Ansatz, der auf der Betrachtung vollstindiger normierter Boolescher
Algebren beruht, mit der Axiomatik Kolmogorovs iibereinstimmt. (vgl. [20],
S. 311)

Einen weiteren Versuch, im Bezug der Axiomatisierung, machte R.B. Mi-
ses, der 1919 die Wahrscheinlichkeit als mathematischen Grenzwert der re-
lativen Haufigkeit fiir das Auftreten eines Beobachtungsmerkmals innerhalb
eines Kollektivs definiert. Schnell findet diese Definition Anhédnger. Kamke
1932, Reichenbach 1935 und andere bauen seine Theorie weiter aus. (vgl.
[12], S. 13)

Mises nimmt eine idealistische Grundposition ein. Somit verliert diese
Wahrscheinlichkeit ihren Inhalt, eine objektive, zahlmifige Charakteristik
realer Erscheinungen zu sein. Man kann nicht von der Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses sprechen, wenn nicht unendlich viele Versuche ausgefiihrt
wurden.

Es ergaben sich beim Aufbau der Theorie uniiberwindliche logische Schwie-
rigkeiten, dass die Regellosigkeit mit der Forderung, dass die Grenzwerte
existieren sollen, unvereinbar ist. (vgl. [20], S. 311)

2.4.3 Die Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitsrechnung durch
Kolmogorov

An die Ideen von Borel kniipfte Lomnicki an, der 1923 eine Axiomatik auf
der Grundlage der mengentheoretischen Konzeption publizierte. Grundlegen-
de Probleme blieben aber in all den Versuchen zum axiomatischen Aufbau
der Wahrscheinlichkeitsrechnung ungeltst. Besonders betraf es die axioma-
tische Begriindung der Rechenoperationen mit Ereignissen und ihren Wahr-
scheinlichkeiten und die Definition grundlegender Begriffe wie Zufallsgrofe,
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mathematische Erwartung und bedingte Wahrscheinlichkeit.

1933 stellt Kolmogorov das heute noch iibliche Axiomensystem auf, in der
Monographie ,,Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung®. Er bemerkte
im Vorwort zur axiomatischen Begriindung;:

LVor der Entstehung der Lebesgueschen Maf- und Integrationstheorie war
diese Aufgabe ziemlich hoffnungslos. Nach den Lebesgueschen Untersuchun-
gen lag die Analogie zwischen dem Mafe einer Menge und der Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses sowie zwischen dem Integral einer Funktion und der
mathematischen Erwartung einer zufilligen Grofe auf der Hand. ... Um,
ausgehend von dieser Analogie, die Wahrscheinlichkeitsrechnung zu begriin-
den, hatte man noch die Mak- und Integrationstheorie von den geometrische
Elementen, welche bei Lebesgue noch hervortreten, zu befreien. Diese Befrei-
ung wurde von Fréchet vollzogen“. (Kolmogoroff, A. N.: Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Berlin 1933. S. I11)

Kolmogorovs Axiomatik ist nicht die einzig mogliche. Bei ihm wird aber
eine logisch einwandfreie Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung gege-
ben, und es ist bei ihm moglich, die neu entstandenen Begriffe und Probleme
in einem einheitlichen und einfachen System zu erfassen.

Somit wurde die Wahrscheinlichkeitsrechnung als mathematische Diszi-
plin fest in die Mathematik integriert und es macht die Anwendung hochent-
wickelter moderner mathematischer Theorien moglich.

Seit der Aufkldrung ihrer Grundlagen nahm die Wahrscheinlichkeitsrech-
nung eine stiirmische Entwicklung hinsichtlich der Theorie, als auch der An-
wendungen dieser Theorie. Die grundlegenden Gesichtspunkte wurden aus
vielen Aufgaben aus Naturwissenschaft, Technik und Okonomie herausgefil-
tert, um konkrete Probleme mit den allgemeinen Methoden der Wahrschein-
lichkeitsrechnung zu 16sen. Die Sowjetunion nimmt weiterhin einen fiihrenden
Platz unter den zahlreichen Zentren ein, die sich mit wahrscheinlichkeitstheo-
retischen Fragestellungen beschiftigen. (vgl. [20], S. 311, 312; [12], S. 13,
14)

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist in den letzten Jahrzehnten zu einem
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der Gebiete der Mathematik geworden, die sich am schnellsten entwickeln.
Neue theoretische Resultate erdffneten neue Mdoglichkeiten fiir die Naturwis-
senschaft, die Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu benutzen.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung sondert sich somit nicht von den Inter-
essen anderer Wissenschaften ab, sondern hélt vielmehr Schritt mit deren
Entwicklung, ohne dabei jedoch nur Hilfsmittel fiir die Losung praktischer
Aufgaben zu sein. Sie ist mehr noch zu einer strengen mathematischen Dis-
ziplin mit eigenen Problemen und Beweismethoden geworden, wobei sich
erwies, dals ihre wichtigsten Probleme im Zusammenhang mit der Ldsung
verschiedener Aufgaben der Naturwissenschaft stehen.

Abschliefsend bleibt zu sagen, daft der Zusammenhang der Wahrschein-
lichkeitsrechnung mit praktischen Bediirfnissen in der Physik und in anderen
Gebieten der Naturwissenschaften, im Kriegswesen, auf vielen verschiede-
nen technischen Gebieten, in der Wirtschaftslehre und zahlreichen anderen
Bereichen mehr, eine Hauptursache fiir die doch recht junge Wissenschaft
darstellt. (|7])
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Kapitel 3

Die Entwicklung des Zufalls- und Wahrschein-
lichkeitsbegriffes bei Kindern

3.1 Einleitung

Fiir die sinnvolle Gestaltung des Mathematikunterrichtes ist es notwendig
zu wissen, wie weit, die kognitive Entwicklung der Kinder fortgeschritten ist.
Dies ist besonders wichtig bei einem frithen Stochastikunterricht in der Unter-
stufe. Bereits Kinder im Alter von sechs bis sieben Jahren haben Kenntnisse
iiber Wahrscheinlichkeit und Zufall. Um konkret den Unterricht zu planen,
sollte man iiber diese Entwicklung Bescheid wissen, ,da ja die Schule die je-
weiligen Moglichkeiten jedes intellektuellen Stadiums optimal niitzen sollte.”
([12], S. 105, 106)

Zahlreiche Studien untersuchten die kognitive Entwicklung bei Kindern.
In meinen Ausfithrungen beschrinke ich mich auf die Studien von Piaget,
Inhelder, Yost, Siegel, Andrews, Goldberg, Davies, Hoemann und Ross. Die
zahlreichen Untersuchungen nehmen Bezug auf die verschiedenen Phasen, die
Kinder bei der Entwicklung durchlaufen.

Hierbei sind besonders drei Phasen von groferer Bedeutung:
([13], S. 86-94)

- die préoperationale Phase (ca. 2 bis 7 Jahre)

- die Phase der konkreten Operationen (ca. 7 bis 12 Jahre)

- die Phase der formalen Operationen (ab 11 oder 12 Jahren)

Im Gegensatz zu den korperlichen Aktivitdten der sensomotorischen Pha-
se, die bis zum zweiten Lebensjahr dauert, sind mit Operationen ,yerinner-
lichte geistige Aktivitdten gemeint. In der Phase der konkreten Operationen
kann sich das Kind auch schon in Gedanken mit konkreten Gegenstinden
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beschiftigen. Dies bedeutet eine Loslosung von der konkreten Wirklichkeit
auf der einen Seite, auf der anderen Seite beziehen sie sich aber nur auf greif-
bare Objekte der Wirklichkeit. Ermoglicht werden aber reversibles Denken
und ein Erkennen der Teilmengenbeziehung zum Ganzen. Kinder sind hier
aber noch nicht fahig iiber Hypothesen und iiber rein verbale Aussagen von
Problemen nachzudenken.

Dies entwickelt sich spiter und ist besonders ausgeprigt in der Phase der
formalen Operationen (Adoleszenz). Nun kann das Kind Schliisse aus reinen
Hypothesen und nicht nur aus tatsédchlichen Beobachtungen ziehen. In dieser
Phase kann das Kind mit Symbolen, auch mathematischen Symbolen, um-
gehen und Uberlegungen kombinatorischer Art anstellen.

Man sollte diese Stadien aber nicht als starre zeitliche Schranke sehen,
da es Uberschneidungen und auch Ausnahmen gibt. Doch bei der geistigen
Entwicklung handelt es sich um einen Prozess, bei dem eine Phase auf der
anderen aufbaut.

Besonders wichtig sind die Untersuchungen mit den Ergebnissen zu der
Phase der konkreten Operationen und der Phase der formalen Operationen,
da es sich hier um schulpflichtige Kinder handelt.

Die Versuche wurden in der Interviewtechnik durchgefiihrt, wobei die
Versuche erklért wurden, und dann die Kinder Voraussagen machen muss-
ten. Den Voraussagen und Spontanduferungen schlossen sich Fragen des Ver-
suchsleiters an. Diese Gespriche zwischen den Kindern und dem Versuchs-
leiter waren die Grundlage fiir die darausfolgenden Schlussfolgerungen. Es
wurden etwa 20 Kinder im Alter von 4 bis 12 Jahren pro Versuch befragt.

3.2 Die priaoperationale Phase (ca. 2 bis 7 Jahre)
3.2.1 Perlenversuch von Piaget/Inhelder

([13], S. 86-94)

Es befinden sich acht weife und acht rote Perlen in einer rechteckigen
Schachtel, die durch eine kurze Seitenwand getrennt sind. Eine Querach-
se, die unter der Schachtel angebracht ist, ermoglicht es, mit der Schachtel
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Wippbewegungen durchzufiihren, sodass die Perlen gegen die gegeniiberlie-
gende Wand rollen, wieder zuriick usw. Die Kinder miissen die Ergebnisse bei
einer Bewegung und mehreren Bewegungen der Schachtel voraussagen und
die Wege der Perlen zeichnen.

Versuchsergebnis

Kinder in diesem Stadium erkennen nicht, dass es sich um ein Zufallsex-
periment handelt. Sie glauben, die roten und weiften Perlen bleiben getrennt,
und der Ausgangszustand wird wieder erreicht. Jede Perle hat einen bestimm-
ten Weg in der Vorstellung der Kinder.

3.2.2 Kastenversuche (Galtonbrett) von Piaget/Inhelder

Hier wurden von Piaget und Inhelder 5 Kisten mit einer Offnung und mit
einer Fachereinteilung jeweils gleicher Breite auf dem gegeniiberliegenden
Boden benutzt. Die ersten vier Késtchen haben in der Mitte eine Offnung,
das letzte Késtchen am Rand. Kasten IV hat 18 Facher und die Riickwand
ist zusétzlich mit Négeln besetzt. Es werden bei den Versuchen von oben
eine Perle oder mehrere Perlen nacheinander in den jeweiligen, geneigt auf-
gestellten Kasten geworfen. Der Kasten V diente mehr dem Einsatz in den
Diskussionen mit den Versuchspersonen.

Die Versuchspersonen sollten angeben, wohin die Perlen fallen wiirden
bzw., wie die Verteilung der Perlen nach vielen Versuchen sein wiirde.

= A A AEar—

I II III I i

Abbildung 1: Kastenversuch
Mit dem Kasten I wurden die Versuche gestartet. Bei jedem neuen Kasten
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wurde zusétzlich iiberpriift, wie die Versuchspersonen die fritheren Beobach-
tungen gebrauchen.

Die Kisten erinnern an Galtonbretter. Es handelt sich um Zufallsexperi-
mente, die auf Normalverteilung und Gleichverteilung abzielen.

Versuchsergebnis

Es sind zwei Vorstellungen beim Kasten I vorherrschend, namlich fal-
len alle Perlen entweder in ein Fach, oder die Perlen fallen abwechselnd nach
rechts und nach links. Beim Kasten II sehen die Kinder einerseits eine Gleich-
verteilung infolge Kompensation, andererseits nehmen sie auch an, dass die
Perlen in einem Fach landen, entweder in dem zentralen oder einem &ufieren.
Bei den Kisten III und IV werden unregelméfige Verteilungen angenommen.

3.2.3 Zufallsregen von Piaget/Inhelder

Bei diesem Versuch wird der Vorgang des Regenfalls auf quadratische Pflas-
tersteine simuliert. Es fallen kleine Glaswiirfel durch ein Sieb auf ein mit
Quadraten gleicher Grofe versehenes Stiick Papier. Nun sollen die Kinder
voraussagen, wohin einzelne Tropfen (Glaswiirfel) fallen, und wie die Vertei-
lung aussieht, wenn nach und nach viele Tropfen fallen. Durch die Erfahrun-
gen mit ,wirklichem“ Regen wissen die Kinder aller drei Entwicklngsstufen,
dass iiberall Regentropfen hinfallen werden, doch dies muss unterschiedlich
gedeutet werden.

Versuchsergebnis

Das ,jiiberall“ impliziert hier nicht eine Verteilung, die zufillig und zu-
gleich mehr und mehr regelméfig ist. Die Verteilung kann regelméfig sein,
ohne zufillig zu sein, oder willkiirlich sein, ohne regelméfig zu sein. Zum Bei-
spiel verteilten einige Kinder die Tropfen systematisch: Tropfen 1 auf Stein 1,
Tropfen 2 auf Stein 2, usw. Umgekehrt haben aber einige Kinder die Tropfen
auf einem Stein gehduft oder auch auf zwei benachbarte Steine. Der Zufalls-
charakter wird von den Kindern nicht erkannt. Ein Kind bleibt zum Beispiel
dabei, dass 20 Tropfen ausreichen, damit 20 Steine einen Tropfen erhalten.
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3.2.4 Spielmarkenversuch und Filschung von Piaget/Inhelder

Zunichst bestand das Versuchsmaterial aus Spielmarken, auf der einen Seite
mit einem Kreuz und auf der anderen Seite mit einem Kreis als Markierung
versehen. Eine Karte nach der anderen oder ein Stapel von bis zu 20 Karten
wurden hochgeworfen, wobei die Kinder sagen sollten, ob nun Kreuz oder
Kreis erscheint bzw. wieviele Kreuze oder Kreise auftreten werden.

Die echten Spielmarken wurden, ohne dass die Kinder es wussten, durch
»gefilschte ausgetauscht, sodass nun die benutzten 15 Karten auf beiden
Seiten ein Kreuz hatten. Dieser Versuch wird als Trick deklariert.

Versuchsergebnis

Bereits hier zeigt sich schon das bekannte Verhalten. Bei einigen Kindern
zeigt sich eine Tendenz zur Kompensation, das heifst, man erwartet, weil beim
letzten Wurf mehr Kreise vorkamen, nun beim nichsten Wurf mehr Kreuze.
Es zeigt sich aber auch die Erwartung der Fortsetzung des vorhergehenden
Ergebnisses. Es werden Ergebnisse nicht ausgewertet, ob sie wesentlich, ak-
zeptabel oder nicht akzeptabel sind. Die Kinder waren vom Ergebnis mit
den 15 gefilschten Spielmarken nicht sehr {iberrascht, sie sehen es in gewis-
ser Weise als natiirlich an. Manche glaubten an eine besondere Fahigkeit des
Experimentators. Die Kinder glaubten, auch nachdem man ihnen den ,,Trick®
erklart hatte, dass dies mit normalen Spielmarken méglich sei. Offenbar fehlt
den Kindern auch noch die Vorstellung von den vielen Kombinationsmog-
lichkeiten.

3.2.5 Spielmarkenversuch und Wahrscheinlichkeit von Piaget /Inhelder

Den Versuchspersonen sind hier die genauen quantitativen Zusammensetzun-
gen von zwei Spielmarkenhaufen bekannt. Es werden Wahrscheinlichkeitsver-
gleiche von den Kindern verlangt.

Die benutzten Spielmarken sind auf der Vorderseite einheitlich weifs, ei-
nige der Spielmarken sind in jeder der zwei Mengen auf der Riickseite mit
einem Kreuz gekennzeichnet. Von den Versuchspersonen wird die Zusammen-
setzung der zwei Spielmarkenmengen jeweils exakt zur Kenntnis genommen.
Die Spielmarken jeder Menge werden fiir sich gut gemischt. Die Kinder sol-
len angeben, aus welcher Menge mit groferer Chance beim ersten Zug eine
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Spielmarke mit Kreuz gezogen wird.

Die Bezeichnung a/b bedeutet, die Menge hat insgesamt b Spielmarken,
davon haben a Spielmarken ein Kreuz. Piaget und Inhelder betrachteten die
folgenden 10 Fille:

1. Doppelte Unméglichkeit: Keine der beiden Men- 0/3  0/3
gen enthilt Karten mit Kreuzen. Die Kinder wis-

sen das, trotzdem wird nach der giinstigeren Chan-

ce gefragt.

2. Doppelte Sicherheit: Alle Spielmarken tragen ein  2/2 4/4
Kreuz. Beide Mengen haben aber ungleiche Anzah-

len von Spielmarken.

3. Sicherheit - Unmdglichkeit 2/2 0/2
4. Moglichkeit - Sicherheit 1/2 1/1
5. Moglichkeit - Unméglichkeit 1/2 0/2
6. Identische Zusammensetzungen 1/2 1/2

7. Proportionale Zusammensetzungen: Ungleiche 1/3 2/6
Anzahlen von Spielmarken in beiden Mengen, aber

gleiches Verhéltnis der Spielmarken mit Kreuz zur
Gesamtzahl

8. Ungleichheit der giinstigen Félle (Kreuz) - 1/4 2/4
Gleichheit der moglichen Fille (Gesamtzahl)

9. Gleichheit der giinstigen Fille - Ungleichheit der 1/2 1/3
moglichen Fille

10. Ungleichheit der Anzahl der giinstigen Félle 1/2 2/3
(Kreuz) und Ungleichheit der méglichen Fille (Ge-

samtzahl), ohne dass Proportionalitit vorliegt

Tabelle 1: Spielmarkenversuch

Durch diesen sehr differenzierten Versuchsaufbau und seine Ergebnisse
haben Piaget und Inhelder Stadium I und Stadium IT in noch jeweils zwei
Unterphasen eingeteilt.

Versuchsergebnis

Die Féhigkeit quantitative Vergleiche durchzufiihren fehlt den Kindern
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bis zum Alter von 5 Jahren (Stadium IA). Auch dort, wo die Antwort als
klar erscheint (wie bei 1/3 und 2/3), treten héufig falsche Antworten auf.
Die Schwierigkeit kann nicht im Zahlenverstindnis liegen, da man annimmt,
dass die Kinder dieser Altersstufe die Zahlen 1 bis 5 simultan erfassen.

In folgendem liegt der Grund:

Das Kind muss die Anzahl der Kreuzkarten und die Gesamtzahl der Kar-
ten zugleich in Betracht ziehen. Nach Piaget und Inhelder ist aber das Kind
in dieser Altersstufe nicht fiahig, die Beziehung zwischen Teil und Ganzem
korrekt herzustellen. Das Kind sieht nicht die wechselseitige Beziehung zwi-
schen der Vereinigung A + A’ = B und den ,/ Teilungen“ B - A = A’ und B -
A’ = A. Ist ein Ganzes in Teile zerlegt, so hort es gewissermafen auf zu exis-
tieren. Durch Vereinigung kann es nicht gedanklich zuriickgebildet werden.
Die Fihigkeit zu logischen Operationen fehlt.

Am Ende von Stadium I (Stadium IB, 6-7 Jahre) kommt es bei den Auf-
gaben mit einer Variablen (es handelt sich um die Aufgaben, bei denen sich
entweder die Anzahl der giinstigen oder die der méglichen Fille andert) gele-
gentlich auch zu richtigen Losungen. Die dazu von den Kindern angestellten
Uberlegungen sind aber nicht mathematischer Art, sondern rein individu-
elle Vorstellungen. Zur Losung der Aufgaben 7 und 10 sind zwei Variable
zu betrachten, es variieren namlich die Gesamtzahlen und die Anzahlen der
Spielmarken mit Kreuzen. Diese Aufgaben konnen auch diese Kinder nicht
16sen.

3.3 Die Phase der konkreten Operationen (ca. 7 bis 12
Jahre)

3.3.1 Perlenversuch

Versuchsergebnis

Eine erste Idee von wechselnden Mischungen entwickelt sich, ohne dass
die Gesamtzahl der Moglichkeiten iiberblickt wird. Eine vorhergesagte Mi-
schung wird eher als eine isolierte, individuelle Verriickung einzelner Perlen
gesehen. Die Riickkehr der Perlen in die Ausgangslage wird nicht fiir unmdog-
lich angesehen, aber fiir nicht einfach gehalten.
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3.3.2 Kastenversuche (Galtonbrett)

Versuchsergebnis

In dieser Stufe werden verallgemeinerungsfahige Verteilungsvorstellungen
entwickelt. Fiir Kasten I nahern sich die Kinder der Aussage der Gleichver-
teilung an. Bei Kasten II glauben die Kinder, dass im zentralen Fach die
meisten Perlen landen, sie sehen aber nicht die Gleichheit zwischen den bei-
den duferen Fichern. Ebenso wird bei Kasten III die bevorzugte Stellung
der beiden mittleren Facher erkannt, aber nicht ihre Gleichwertigkeit. Eben-
so wird nicht die Symmetrie der beiden duferen Fécher gesehen. Leichte
Ansétze, Ergebnisse aus den vorherigen Versuchen zu iibernehmen, wird bei
Kasten IV deutlich. Bei Kasten IV glaubten sogar einige Kinder, dass die
Nigel eine Ablenkung bewirken und die Kugeln gleichverteilt iiberall hinlas-
sen.

3.3.3 Zufallsregen

Versuchsergebnis

Die Tropfen werden nun von den Kindern nicht mehr mit kiinstlicher Re-
gelmifigkeit verteilt. Vielmehr ist die Regelméfigkeit der Gleichverteilung
das Resultat einer zunehmenden Kompensation, und es gibt eine Synthese
zwischen regelméfbig und zufillig. Es fehlt den Kindern aber noch der Begriff
vom Verhiltnis der Differenzen, da sie diese absolut vergleichen und nicht
relativ. So iibertragt ein Kind ein zufilliges Anfangszahlenverhéltnis von 1:2
Tropfen zweier Steine mit der absoluten Differez 1 auf das seiner Meinung
nach zu erwartende Endergebnis 99:100 Tropfen.

3.3.4 Spielmarkenversuch und Filschung

Versuchsergebnis

Die Kinder nehmen es nicht einfach so hin, dass mit den gefélschten
Spielmarken immer dasselbe Zeichen Kreuz auftritt. Sie glauben an einen
Zaubertrick oder sagen, dass das nicht gehen kann. Es zeigt sich, dass sich
ein globales Verstdndnis fiir kombinatorische und wahrscheinlichkeitstheore-
tische Uberlegungen anbahnt.
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3.3.5 Spielmarkenversuch und Wahrscheinlichkeit

Versuchsergebnis

Es werden hier bereits im ersten Teil dieses Stadiums (Stadium ITA, 7-10
Jahre) gute Ergebnisse von den Kindern bei den Aufgaben mit einer Varia-
ble gebracht. Es zeigt sich, dass die Kinder versuchen, mit einer Betrachtung
der giinstigen bzw. ungiinstigen Md&glichkeiten auszukommen. Die Aufgaben
7 bis 10 werden mit zwei Variablen weniger gut gelost. Ein Fortschritt setzt
beim Stadium IIB (9-12 Jahre) ein. Entscheidungen werden aber nicht formal
getroffen, sondern empirisch optisch vorstellend.

3.4 Die Phase der formalen Operationen (ab 11 oder 12
Jahren)

3.4.1 Perlenversuch

Versuchsergebnis

Es wird ab dem 11. oder 12. Lebensjahr der Mischvorgang verstanden,
da die Beobachtungen mit dem mehr und mehr zur Verfiigung stehenden
Mechanismus der Permutationen in Verbindung gebracht werden. Die Uber-
lagerungen der Wege der Perlen werden dem Permutationssystem angepasst.
Es ist nicht mehr {iberraschend, wenn eine Vermischung in einer Aufeinander-
folge von Versuchen vorkommt. Piaget und Inhelder glauben sogar, dass sich
bereits in dieser Stufe bei den Kindern ein Vorversténdnis fiir das Gesetz der
grofsen Zahlen entwickelt, da bei der Vergroferung der Anzahl der Versuche
oder der Verminderung der Anzahl der Perlen nimlich alle Konstellationen
realisiert werden konnen.

Der Perlenversuch macht deutlich, dass Kinder bis zum Alter von 7 Jah-
ren noch nicht zwischen ,moglich® und ,notwendig” unterscheiden koénnen.
Die zum Verstindnis des Zufallsbegriffs hilfreiche Kenntnis ann&hernd irre-
versibler Mischungen ist noch nicht vorhanden.
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3.4.2 Kastenversuche (Galtonbrett)

Versuchsergebnis

Die Symmetrie wird von den Kindern beriicksichtigt, sodass nun Fécher
in symmetrischer Lage als gleichwertig angesehen werden. Die Kinder sehen
die Gleichverteilung (Kasten I) bzw. eine symmetrische Verteilung mit einem
Maximum in der Mitte (Kasten II) voraus. Als bemerkenswertestes Ergebnis
wird das gezeigte Verstindnis fiir die Rolle des Gesetzes der grofen Zahlen
bezeichnet.

3.4.3 Zufallsregen

Versuchsergebnis

Nun koénnen die Kinder die zunehmende Gleichverteilung aufgrund relati-
ver Differenzen vergleichen. Je grofer die Zahlen werden, umso weniger zahlt
die absolute Differenz. Ein Kind, das die Verteilung 50 zu 51 mit 100 zu 101
auf grofere Regelméfigkeit zu untersuchen hatte, sagte, dass 100 und 101
regelméfiger sei als 50 und 51, weil ,,1 mehr auf 100 weniger ausmache als
,1 mehr auf 50%.

3.4.4 Spielmarkenversuch und Filschung

Versuchsergebnis

Mit den normalen Spielmarken wird das Experiment klar als Zufallsexpe-
riment erkannt. Im Hinblick auf quantitative Prognosen werden die Aussagen
genauer und differenzierter. Als Begriindung gibt der Schiiler an, dass bei
ykleinen Zahlen der Zufall weniger grof ist”. Es scheint, dass das Gesetz der
grofsen Zahlen in der Vorstellung der Kinder eine Rolle spielt. Die Filschun-
gen werden bald erkannt, und, dass man mit 5 echten Spielmarken fiinfmal
Kreuz werfen kann, wird gesehen, aber fiir eher selten gehalten.
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3.4.5 Spielmarkenversuch und Wahrscheinlichkeit

Versuchsergebnis

In diesem Stadium gibt es keine Anzeichen von Schwierigkeiten, die Auf-
gaben zu losen. Vergleiche werden korrekt durchgefiihrt, und Proportionen
werden geschéitzt.

3.5 Resumee

Nach Piaget und Inhelder entwickelt sich, aufgrund der Versuchsergebnis-
se, der quantitative Wahrscheinlichkeitsbegriff erst auf dem Niveau der for-
malen Operationen. Es handelt sich ndmlich bei den fiir einen quantitati-
ven Wahrscheinlichkeitsbegriff erforderlichen Proportionen um Operationen
zweiter Stufe, ndmlich um Operationen mit Operationen, und die Bildung
des Zufalls- und Wahrscheinlichkeitsbegriffs hdngt von der Entwicklung der
kombinatorischen Operationen ab.

Aufgrund der Gesprichsprotokolle wird aber auch deutlich, dass Zufall-
sphidnomene vom Kind schon in frithen Stadien wahrgenommen werden. Die
Zufallsidee soll sich laut Piaget und Inhelder im Alter von 7 Jahren entwi-
ckeln.

3.6 Untersuchungen auf Anregung der Studien von Pia-
get und Inhelder

(vel. [13], S. 94-103; [16], S. 25-26; [12], S. 141-142)
Die Arbeit von Yost/Siegel/Andrews (1962) setzt sich kritisch mit der
Piagetschen Untersuchungsmethode auseinander.

Vermutet wurde, dass bereits das Vorschulkind einen rudimentiaren Be-
griff von Wahrscheinlichkeit besitzt, was auch zutrifft, da die Anderung der
Untersuchungsmethoden dies zeigte.
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3.6.1 Yost/Siegel/Andrews

In der Arbeit von Yost/Siegel/Andrews wird bezug auf einen Artikel von
Piaget aus dem Jahr 1950 genommen.

Folgenden Versuch hatte Piaget durchgefiihrt:

Es befanden sich in einem undurchsichtigen Behélter eine Auswahl von
Spielmarken verschiedener Farben. Eine mit dieser Auswahl vollig {iberein-
stimmende zweite Auswahl blieb auf den Tischen vor den Versuchspersonen
als Gedachtnisstiitze liegen. 14 Jungen und Médchen im Alter zwischen 5 und
12 Jahren waren die Versuchspersonen. Die Kinder mussten vorhersagen, wel-
che Farbe am wahrscheinlichsten beim blinden Ziehen einer Spielmarke aus
dem Behilter gezogen werden wiirde.

Zu diesem Versuch dufsern sich Yost, Siegel und Andrews kritisch. Sie
meinen, da es sich um einen verbalen Test handelt, dass Probleme auftreten
konnen beim Verstehen der Bedeutung der Frage. Weiters kénnen Farbbe-
vorzugungen die echte Vorhersage verfilschen. Piaget nimmt ebenso keine
statistische Auswertung vor, und fiir richtige Antworten gibt es bei ihm kei-
ne Belohnungen. Weiters kann durch das Double auf dem Tisch die Antwort
des Kindes durch wahrnehmbare Faktoren beeinflusst werden.

Von Yost und seinen Mitarbeitern wurden dann Vergleichsversuche durch-
gefithrt mit Versuchsbedingungen, die die vorher genannten Fehlermdoglich-
keiten ausschliefsen sollen.

Es wurden eindeutig Verbesserungen bei den Ergebnissen dieser Versuche
festgestellt, im Verleich zu Piaget. Weiters konnte durch eine Belohnung der
Kinder aufgrund einer richtigen Antwort die Einschitzung der Wahrschein-
lichkeit verbessert werden.

3.7 Weitere Untersuchungen
3.7.1 Goldberg

Goldberg bezieht sich auf die Arbeit von Yost/Siegel/Andrews und modifi-
ziert deren Experimente. Das Wahrscheinlichkeitsverhalten von 4-5jdhrigen
Kindern stand im Mittelpunkt von seinen Untersuchungen, wobei folgende
Ergebnisse entstanden:

In seinen Untersuchungen bestétigte es sich, dass Kinder im Alter von
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4-5 Jahren bereits ein Verstindnis von Wahrscheinlichkeit haben. Fragebe-
dingungen sind bei solchen Ergebnissen aber ausschlaggebend.

Es ergibt sich aber, wenn Piagets Kritikpunkte und die Belohnung richti-
ger Ergebnisse beriicksichtigt werden, dass im neuen Testverfahren der Erfolg
noch immer grofer ist, jedoch nicht mehr so deutlich.

3.7.2 Davies

Bei C.M. Davies werden auch schulpflichtige Kinder in seine Untersuchungen
miteinbezogen. Insgesamt wird bei 112 Kindern die Entwicklung des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffes untersucht, bei je 16 Kindern auf den 7 Altersstufen
von 3 bis 9 Jahren. Verbale und nicht-verbale Tests wurden von ihm benutzt.

Es konnte gezeigt werden, dass alle Kinder, die im verbalen Test richtig
antworteten, auch im nicht-verbalen Test richtig lagen.

Alter in bei keinem beim beim
Jahren der beiden nicht- nicht-
Tests verbalen verbalen
Test und beim

verbalen
Test

3 50 50 0

4 31 69 0

5 19 81 31

6 0 100 31

7 0 100 75

8 0 100 88

9 0 100 100

Tabelle 2: Prozentsatz der erfolgreichen Schiiler bei den Tests

Es ergaben sich folgende Ergebnisse:

Der Erwerb des Wahrscheinlichkeitsbegriffs ist ein entwicklungsbedingtes
Phianomen. Es konnte gezeigt werden, dass das Versagen in beiden Tests mit
hoherem Alter abnimmt, dass der Erfolg im nicht-verbalen Test mit steigen-
dem Alter zunimmt und bereits im Alter von 6 Jahren 100% ist. Erstmals
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treten im Alter von 5 Jahren auch Losungen des verbalen Tests auf.

Weiters tritt frither das nicht-verbale Verhalten der Kinder, das Wahr-
scheinlichkeitsvorgénge widerspiegelt, auf, als die Verbalisierung des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffs oder seine Anwendung.

Es konnte auch bestitigt werden, dass es keinen Unterschied im Wahr-
scheinlichkeitsverhalten der Geschlechter gibt.

3.7.3 Hoemann/Ross

Hoemann/Ross machten Versuche mit Kindern im Alter von 4-13 Jahren.
Thre ersten beiden Versuche enthalten bereits den entscheidenden neuen An-
satz. Unter zwei Aspekten werden die Experimente durchgefiihrt, und zwar
haben die Kinder einmal geméf einer Wahrscheinlichkeitsvorschrift und ein-
mal gemil einer Verhiltnisvorschrift ihre Entscheidungen zu treffen. Somit
wollen die Autoren priifen, ob Kinder wirklich schon eine Wahrscheinlich-
keitsvorstellung haben, oder ob sie nur Zahlen bzw. Fliachen ihrer Grofse
nach vergleichen.

Versuch 1

Es wurden insgesamt 160 Kinder befragt. Diesen wurde aus einer Serie von
Papierscheiben mit unterschiedlichen Anteilen schwarzer und weifer Kreis-
sektoren jeweils 1 Paar dieser Scheiben vorgelegt. Die Chancendifferenzen
dieser Scheibenpaare betragen entweder %, i oder %. Bei der Chancendiffe-
renz 5 bzw. ¢ konnten die Farbverteilungen so sein:

1. Scheibe 2. Scheibe Differenz
7/8 Fliche von einer Farbe  3/8 Fliche von derselben Farbe — 7/8-3/8 =1/2
3/4 Flédche von einer Farbe  1/4 Flidche von derselben Farbe — 3/4-1/4 =1/2
9/16 Fliche von einer Farbe 7/16 Fliche von derselben Farbe 9/16 - 7/16 = 1/8

Tabelle 3: Farbverteilungen

Die Scheiben werden beim Versuch unter Wahrscheinlichkeitsvorschrift
mit Zeigern versehen und als Gliicksrdder benutzt. Die Frage dazu lautet:
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w,Schau Dir bitte die Gliicksrdder sehr sorgfiltig an und zeige mir, welches
Du drehen willst, damit der Zeiger auf schwarz (weif) zeigt.*

Beim Versuch unter Verhéltnisvorschrift sind die Scheiben nicht zu Gliicks-
radern ausgebaut. Hier lautet die Frage: Schau Dir bitte diese beiden Kreise
sehr sorgfiltig an und zeige mir, welcher Kreis am meisten schwarz (weif)
hat.”

Es liekken sich bei diesem Versuch auf keiner Altersstufe nennenswerte
Unterschiede bei den zwei Fragestellungen feststellen. Aufgrund dieser Er-
gebnisse schliefen Hoemann/Ross darauf, dass Wahrscheinlichkeitsvorstel-
lungen hier nicht zu richtigen Losungen beitragen. Sie vermuten, dass rein
wahrnehmbare Grofsenvergleiche malkgebend sind.

Versuch 2

Bei diesem Versuch wird zum Unterschied zum ersten Versuch nur jeweils
ein Gliicksrad bzw. eine Papierscheibe benutzt. Es kommen Scheiben mit
unterschiedlichen Farbanteilen schwarz bzw. weifs zum Einsatz. Die Chan-
cendifferenzen sind gleich mit dem Experiment 1. Die Farben schwarz und
weifs sind unterschiedlich auf den Scheiben verteilt.

Bei der Wahrscheinlichkeitsvorschrift lautet die Frage: ,Drehe bitte den
Zeiger, aber zeige mir zuerst, auf welcher Farbe er stehen bleiben wird.®

Bei der Verhiltnisvorschrift wird der Zeiger vorher entfernt und das Kind
soll auf die Farbe zeigen, die iiberwiegend vorkommt.

Hier wird deutlich, dass bei der Wahrscheinlichkeitsvorschrift mehr Fehler
in den Altersgruppen von 4 bis 8 Jahren auftreten. Es ergibt sich, dass 4jahri-
ge Kinder noch nicht fihig zu Wahrscheinlichkeitsurteilen sind. Die richtigen
Antworten konnen sich rein zuféllig ergeben. Weiters meinen Hoemann /Ross,
dass Kinder erst im Alter von 6 bis 8 Jahren eine Wahrscheinlichkeitsvorstel-
lung entwickeln.

40



Kapitel 4

Simulationen

Fiir einen schonen Einstieg in das Thema Wahrscheinlichkeitsrechnung finde
ich es sinnvoll, ein konkretes Beispiel an den Anfang zu stellen. Somit kann die
Neugier an diesem neuen Kapitel der Mathematik geweckt werden. Hierbei
steht das gemeinsame Erarbeiten und Verstehen im Vordergrund, noch nicht
das gezielte Rechnen mit den Wahrscheinlichkeiten. Ich gehe davon aus, dass
zu diesem Zeitpunkt noch fast kein Wissen zur Wahrscheinlichkeitsrechnung
vorhanden ist.

4.1 Einstieg in die Wahrscheinlichkeitsrechnung

Ein Beispiel, das besonders fiir den Einstieg in die Wahrscheinlichkeitsrech-
nung geeignet ware, ist das Folgende, welches eine ,Entenjagd® zum Inhalt
hat.

Beispiel:

~Entenjagd ([17], S. 164-169)

Die Aufgabenstellung lautet:

Sechs Jéger, alle perfekte Schiitzen, gehen auf die Jagd. Sie warten darauf,
dass Enten auffliegen. Sobald Enten auffliegen schiefsen die Jéger zur gleichen
Zeit. Es kann natiirlich auch passieren, dass mehrere Jiager auf die gleiche
Ente schieften, da sie sich vorher nicht abreden.

Die Schiiler sollen sich iiberlegen, wieviele Enten wahrscheinlich entkom-
men konnen.

Nun stellt sich die Frage, wie dieses Beispiel gelost werden kann. Die
Schiiler werden zunéchst keine sinnvollen Losungsvorschlige machen kénnen.
Es stellt sich heraus, dass Simulationen dafiir n6tig sind, da es sich um eine
Aufgabe handelt, die exakt noch nicht losbar ist, da die Schiiler noch nicht
iiber die notigen Kenntnisse fiir eine exakte Losung verfiigen.

Bevor man nun zur Losung iibergeht, kann hier iiberhaupt einmal erklart
werden, was man unter Simulation versteht. (vgl. [17], S. 161-162)

Der Begriff Simulation geht auf das lateinische Wort simulare zuriick,
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was bedeutet: dhnlich machen, nachbilden, nachahmen. Simulation bedeutet
also die Nachahmung technischer Vorgénge oder bestimmter Verhaltenswei-
sen. Um ihre Kalkulationen zu iiberpriifen, fithren zum Beispiel Ingenieure
Versuche an mafsstabsgetreuen, verkleinerten Modellen durch. Wenn man in
einer Simulation Zufallsgréfsen benutzt, so spricht man von Monte-Carlo-
Methoden.

N. Metropolis und S. Ulam verfassten 1949 eine erste Arbeit zu diesen
Problemen, ndmlich ,,The Monte-Carlo-Method“. J. von Neumann und S.
Ulam sind die Begriinder dieser Theorie. Obwohl schon theoretische Grund-
lagen der Monte-Carlo-Methode bekannt waren, wurde diese Methode erst
vermehrt angewandt, als die elektronischen Datenverarbeitungsanlagen ent-
wickelt wurden, da eine Simulation von Hand sehr arbeitsaufwindig war.

Durch die einfache Anwendung von Simulationsverfahren ist es moglich,
in der Schule Probleme zu behandeln, die {iber die momentanen mathemati-
schen Mittel der Schiiler hinausgehen.

Nun wieder zuriick zu unserem Einstiegsbeispiel:

Wir nehmen an, dass die Jiger immer treffen, und ihr Ziel zuféllig aus-
wihlen. Den Schiilern erkliren wir das folgende Modell. Die Abbildung 2, in
der Enten und Jager mit 1 bis 6 nummeriert wurden zeigt, wie ein spezielles
Ergebnis aussehen konnte.

Enten

Jager

Abbildung 2: Graphisches Modell der ,Entenjagd*

Durch ein 6-Tupel von Zahlen, die zwischen 1 und 6 varrieren konnen,
lasst sich das Ergebnis einer solchen ,Entenjagd“ also darstellen. In der Ab-
bildung ist es etwa (2, 2, 4, 1, 6, 4). Die zuféllige Wahl kann nun bedeuten,
dass jeder Jdger sein Ziel mit gleicher Wahrscheinlichkeit wéhlt, d.h. alle
moglichen 6-Tupel mit Zahlen von 1-6 kénnen vorkommen und haben die
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gleiche Wahrscheinlichkeit.

Diese Formulierungen sind lediglich fiir Oberstufenklassen geeignet. Fiir
eine Unterstufenklasse kann man sich iiberlegen, das Beispiel anhand einer
Tabelle zu verdeutlichen, indem man einen moglichen Ausgang dieser ,En-
tenjagd“ veranschaulicht. In der folgenden Tabelle wird jedem Jéger eine
beliebige Ente zugeteilt.

Schiefender Jager Jagerl Jéager2 Jéger3d Jagerd Jigerd Jager6
Getroffene Ente 2 2 4 1 6 4

Tabelle 4: Mogliche ,Entenjagd*

Ab jetzt verwenden wir die Sprache der Oberstufe, weil diese unsere For-
mulierungen vereinfacht.

Diesem Modell entsprechen aber auch andere Situationen. Die folgende
ware sinnvoll, um dieses Modell auch Schiilern aus einer Unterstufenklasse
verstdndlich zu machen. Man koénnte hier, um den Schiilern diese Aufgabe
zu verdeutlichen, fragen, wieviele der ersten sechs Felder bei einem Wiirfel-
spiel freibleiben wiirden, wenn sechs Personen mitspielen und alle am Start
beginnen?

In diesem Fall kénnen sich sechs Personen leicht eine Zahl von 1 bis 6
ausdenken und auf einen Zettel schreiben, diese werden dann vorgelesen,
und man sieht wieviele Zahlen fehlen.

Bei unserer Entenaufgabe wird man aber eher vermuten, dass sich die
Jager absprechen, damit der Jagderfolg grofter wird.

Vergleichen wir nun noch die Situation mit sechs Schiitzen auf einem
Volksfest an einer Schiefsbude, die gleichzeitig auf sechs wirbelnde Ballons
schiefien. Sie stehen nicht alle an einer Stelle. Derjenige der weiter links steht,
wird eher auf Ballons die sich links befinden schiefsen.

Unsere Aufgabe ldsst also verschiedene Modelle zu. Zwei davon werden
wir simulieren.

Die vollig zufillige Wahl bezeichne ich als Modell 1.

Die Schiefbudensituation ist schon schwieriger zu modellieren. Darauf
sollte in einer Unterstufenklasse zunéchst verzichtet werden, um die Schiiler

nicht zu verwirren. Bei diesem Modell stellen wir uns dazu die obige Abbil-
dung vor und nehmen an, dass ein Schiitze nur auf das gegeniiberliegende
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Objekt oder eines der beiden daneben schieflt, mit gleicher Wahrscheinlich-
keit, d.h. der erste Schiitze wihlt 1 oder 2, der zweite Schiitze 2 oder 3 oder
4 usw. Das ist unser Modell 2.

Die davor beschriebenen Umformulierungen der Aufgaben geben schon
einen Hinweis darauf, wie man sie simulieren kann: jeweils sechs Schiiler den-
ken sich zum Beispiel eine Zahl.

Weniger umstéindlich ist Wiirfeln oder die Benutzung einer Tabelle von
Zufallszahlen. (siehe Kapitel 8.2 Tabellen von Zufallszahlen)

Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber 10 Simulationen fiir Modell

Simulation Zufallszahlen Zahl der entkommenen Enten

1 5,4,2,1,2,5
5,6,5,4,2,5
3,5,1,2,3,5
6,5,4,6,4,6
6,3,5,4,6,3
2,6,3,2,2,5
2,2,5,2,6,6
2,2,6,4,2,3
2,3,4,2,2,4
1,3,4,6,6,1

© 00~ O O = W N
O W RN WK DN WDNDDND DN

—_
=

Tabelle 5: 10 Simulationen

So kann man sich Schreibarbeit ersparen. Falls eine Zahl beim sechsmali-
gen Wiirfeln fillt, ordnet man ihr eine 0 zu, andernfalls eine 1. Das Ergebnis
des Wurfs 5, 4, 2, 1, 2, 5 schreibt sich dann beispielsweise:

1 2 3 4 5 6
0 01 0 0 1

Tabelle 6: Ergebnis eines Wurfes

Wenn man zum Beispiel 60 Simulationen in dieser Art notiert, erkennt
man, dass, wenn man in der Tabelle die Zahlen in der linken Spalte addiert,
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sich das gleiche Ergebnis ergibt, wie bei Addition der Zahlen der untersten
Zeile.

Um eine grofere Anzahl von Versuchen zu simulieren kann man Tabellen-
kalkulationsprogramme wie zum Beispiel Excel oder Calc verwenden. Zum
Simulieren von Wiirfeln gibt man ,,GANZZAHL (1+6*ZUFALLSZAHL () )“ ein. Auf
diese Weise kann man bequem viele Versuche simulieren. Der Umgang mit
diesen Programmen ist den Schiilern meistens bekannt.

Ed Microsoft Excel

Datei  Bearbeiten  Ansicht  Einflgen Format  Extras  Daten  Fenster 7

DEEdam SRY §BRBBR-< - R =-RaE e -0,
Arial -0 - F KU E=E=BE P €%migl EE DA
Al hd fe =BANZZAHL H"ZUFALLSZAHL])

(S}
—OOEWAORNEOGON @ =RLEOMW O = =0 W0 R = e 0

(5]
=

3 5
W 4 » »[yTabellel / Tabele2 / Tabelez /

Zeichnen~ [3 | AutoFormen~ ™, “w [ O 4[ &

Rerrib

Abbildung 3: Simulieren von Wiirfeln
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Das bedeutet also:

Anzahl der Simulationen, in denen Ente 1 entkommt +...+ Anzahl der
Simulationen, in denen Ente 6 entkommt = Anzahl der Simulationen, in
denen eine Ente entkommt x1 + ...+ Anzahl der Simulationen, in denen 5
Enten entkommen x5.

Die Formel macht nun den theoretisch zu erwartenden Wert plausibel. Die

Anzahl der Simulationen kann man als relative Haufigkeit ansehen. Identifi-
ziert man diese mit der Wahrscheinlichkeit, so ergibt sich:

P(Ente 1 entkommt)+ ---+ P(Ente 6 entkommt) =
1 x P(eine Ente entkommt) + --- + 5 x P(5 Enten entkommen) .

(1)
Die rechte Seite der Gleichung bedeutet die Anzahl der Enten die durch-
schnittlich entkommt. Die linke Seite kann man sich leicht ausrechnen, nim-
lich mit der Wahrscheinlichkeit beim 6-maligen Wiirfelwerfen zum Beispiel
keine 1 zu erhalten. Der theoretisch zu erwartende Wert fiir die entkommenen
Enten ist dann fiir Modell 1:

6x 35~ 2,01

An dieser Stelle ist es sinnvoll die Laplace-Wahrscheinlichkeit einzufiihren,
die man bereits fiir dieses Beispiel verwendet hat.

P(A) = Anzahl der fiir das Ereignis A giinstigen Félle

Anzahl der mdoglichen Falle
Modell 2

Nun kann man auch noch betrachten, wie die Zahl der entkommenen En-
ten verringert werden kann, wenn man gewisse Anderungen der Situation
oder Absprachen der Schiitzen eingeht. Die Simulation ist nicht schwieriger,
nur mehr Uberlegungen miissen getroffen werden. Die Simulation mit Urnen-
ziehung sieht so aus:

Anhand dieser Graphik sieht man, wie eine Situation am Schiefsstand
aussehen konnte.

Mit Hilfe der obigen Formel (1) kann der theoretische Wert der Zahl der
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Abbildung 4: Simulation mit Urnenziehung

entkommenen Enten ermittelt werden. Es ergibt sich:

1><2+1><22+23+23+1><22+1><2—46~170
27372732 "33 "33 "2732 " 973 977 7

Man kann nun die Ergebnisse der beiden Simulationen vergleichen.

entkommene Enten 0 1 2 3 4 5
Hiufigkeit (Modell 1) 0 9 34 16 1 0
Haufigkeit (Modell 2) 2 22 31 5 0

Tabelle 7: Vergleich der Ergebnisse

Wiirde man die Simulationen 60 Mal durchfiihren, kénnte man sehr schén
erkennen, dass die Einschriankung der véllig zufdlligen Wahl in Modell 2
die Zahl der entkommenen Enten senkt. Dennoch ist der hdufigste Wert in
beiden Modellen zwei Enten. Dies liegt schon sehr nahe bei den theoretischen
Werten. Es fillt auf, dass bei rein zufilliger Wahl bei allen Simulationen
mindestens eine Ente entkommen ist. Es ist also ein recht seltenes Ereignis,
dass, falls etwa 6 Personen sich zuféllig eine Zahl von 1 bis 6 denken, nicht
mindestens 2 Personen die gleiche Zahl gewéhlt haben.

Ein weiteres Beispiel dieser Art kann nun folgen:
Beispiel:
Das ,Drei-Tiiren-Problem“ ([19], S. 2-25); (|16], S. 104-106)

Ein Kandidat wird bei einem Quiz vor drei Tiiren gestellt. Hinter zwei
der Tiiren verbirgt sich eine Ziege, und hinter der dritten Tiir der Gewinn,
namlich ein Auto. Die Regeln sehen so aus:
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1. Auf drei Tiiren werden zufillig ein Auto und zwei Ziegen verteilt.

2. Alle drei Tiiren sind verschlossen, damit der Kandidat das Auto und
die Ziegen nicht sehen kann.

3. Nun entscheidet sich der Kandidat fiir eine Tiir, in der er glaubt, dass
sich das Auto dahinter befindet. Diese Tiir bleibt aber noch verschlossen.

4. Der Moderator 6ffnet nun eine der beiden anderen Tiiren, hinter der
sich eine Ziege befindet.

5. Nun wird dem Kandidaten angeboten seine Entscheidung zu iiberlegen.
Er kann entweder die gewihlte Tiir beibehalten, oder sich fiir die noch nicht
geoOffnete zweite Tiir umentscheiden.

Es stellt sich nun die Frage, ob der Spieler eine grofere Chance hat das
Auto zu gewinnen, wenn er die zuerst gewihlte Tiir beibehilt, oder, wenn er
sich umentscheidet?

Dieses Beispiel lésst sich sehr schon gemeinsam mit den Schiilern erarbei-
ten.

Nach der Darlegung des Beispieles und der Erklarung der Regeln sollte
zuerst einmal eine Diskussion begonnen werden. Hierbei wird sich die Klasse
beziiglich ihrer Meinungen spalten, ndmlich in in die Gruppe der ,Nicht-
wechsler”, die glauben, dass sich die Gewinnchance durch das Wechseln der
Tiir nicht dndert, und in die ,Wechsler, die eine Erhohung der Gewinnchance
darin sehen, sich umzuentscheiden. Nun kénnen die Schiiler versuchen ihre
Entscheidungen zu begriinden.

Um dieses Problem spielerisch zu erarbeiten, kann nun eine Simulation
durchgefiihrt werden, indem die Schiiler paarweise zusammen arbeiten. Einer
iibernimmt die Rolle des ,Spielleiters”, der andere die Rolle des ,Spielers®.

Nun entscheidet sich der Spielleiter fiir eine Tiir, hinter der sich das Au-
to befinden soll, und dann werden in einem wechselnden Frage- und Ant-
wortspiel mit dem Spieler zusammen die Versuche durchgefiihrt. Es soll hier
versucht werden, mindestens 10 Spiele durchzufiihren.

Die Ergebnisse werden vom Spielleiter notiert, genauso wie die Tatsache,
ob sich der Spieler umentschieden hat, oder bei seiner Entscheidung geblieben
ist. Danach tauscht man die Rollen.

Nach diesem Versuch kann iiber die Ergebnisse diskutiert werden, oder
sie bereits zu einem Gesamtergebnis zusammenfassen.
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Erkliarung (1):

Nach der Simulation kann nun auch eine theoretische Erklarung fiir dieses
Problem gesucht werden. Wechseln ist die beste Entscheidung. Zu Beginn ist
die Wahrscheinlichkeit fiir jede Tiir ein Drittel. Jetzt wihlt man eine Tiir,
wobei die Wahrscheinlichkeit das Auto dahinter zu finden wieder ein Drittel
ist, dass es sich aber hinter einer der beiden anderen Tiiren befindet betriagt
zwei Drittel.
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Driere Tic wird avcgewihit
Abbildung 5: Verteilung der Wahrscheinlichkeit

Offnet der Spielleiter nun aber eine der zwei Tiiren, indert sich die Wahr-
scheinlichkeit fiir die vom Spieler gewéhlte Tiir nicht, da man ja schon wusste,
dass sich hinter einer der beiden anderen Tiiren eine Ziege befinden muss.

Es betragt aber die Wahrscheinlichkeit der nicht gewéhlten Tiir zwei Drit-
tel, da bekannt ist, dass das Auto hinter einer Tiir sowieso nicht sein kann.
Die Gewinnchance erhoht sich also beim Wechsel zu der anderen Tiir von
einem auf zwei Drittel.

Erkliarung (2):

Der Spielleiter kann nur eine Tiir 6ffen, hinter der sich das Auto nicht
befindet. Wenn sich ein Spieler zu Beginn richtig entscheidet, kann er nur
dann gewinnen, wenn er nicht wechselt. In einem Drittel der Spiele ist das
so. Wenn jemand immer wechselt, verliert dieser in allen Spielen, bei denen er
gewonnen hitte, hitte er nicht gewechselt. Dies ist ja ein Drittel der Spiele,
also gewinnt er in zwei Drittel der Spiele.

Dieses Beispiel eignet sich dazu, den Begriff der Baumdiagramme ein-
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Driere Tic wird avsgewihit

Abbildung 6: Verteilung der Wahrscheinlichkeit bei einer offenen Tiir

zufithren. In diesem Baumdiagramm sind alle méglichen Ausgénge und ihre
Wahrscheinlichkeiten eingezeichnet. Wenn wir davon ausgehen, dass der Spie-
ler Tiir A nimmt, dann sieht das Diagramm folgendermafen aus:(|5])

Nun zur Erkldrung des Diagramms:

e Die Wahrscheinlichkeit, dass das Auto hinter einer der Tiiren ist, ist
fiir alle gleich, namlich 1/3.

e Die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass der Moderator eine bestimmte
Tiir offnet, sehen folgendermafien aus:

Wenn der Kandidat Tiir A wahlt, und das Auto tatséchlich dahinter
ist, kann der Moderator Tiir B oder C 6ffnen, beide sind gleichwahr-
scheinlich, haben die Wahrscheinlichkeit 1/2.

Wenn der Kandidat Tiir A gew#hlt hat, das Auto aber hinter Tiir B
ist, muss der Moderator Tiir C ganz sicher (mit Wahrscheinlichkeit 1)
offnen.

Wenn der Kandidat Tiir A gewihlt hat, der Prachtschlitten hinter Tiir
C lauert, muss der Moderator Tiir B 6ffnen (ganz sicher - mit Wahr-
scheinlichkeit 1).

Nun kann man sich noch ansehen, welche Spielsituationen es gibt, wie
wahrscheinlich sie sind, und ob es giinstig ist zu wechseln oder nicht:
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Kandidat wahit Tiir £

Aouto hinter Tiix Muoderator ifnnet Tiic Erfolg bei wechseln Ecfolg bei nicht
E wrechreln
178
Hein Ja
I ein Ja
15
13 Ta Hein
173 Ta M ein
3 1/3

Abbildung 7: Baumdiagramm
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e Durch den obersten Pfad beim Diagramm wird die Situation beschrie-
ben, dass das Auto hinter Tiir A steht und der Spielleiter Tiir B 6ffnet.
Beides zusammen hat die Wahrscheinlichkeit 1/6 (=1/3 x 1/2). Hier
ware es giinstig nicht zu wechseln.

e Beim zweite Pfad steht das Auto hinter Tiir A und der Spielleiter 6ffnet
Tiir C. Wiederum ist die Wahrscheinlichkeit hierfiir 1/6 und es wire
sinnvoll nicht zu wechseln.

e Beim dritten Pfad 6ffnet der Spielleiter Tiir C, wobei das Auto hinter
Tiir B steht. Die Wahrscheinlichkiet dafiir ist 1/3 und es wére gut zu
wechseln.

e Im letzten Fall steht das Auto hinter Tiir C, der Spielleiter 6ffnet Tiir
B, wobei dies mit der Wahrscheinlichkeit 1/3 geschieht. Hier gewinnt
man, wenn man wechselt.

Man kann also erkennen, dass es in den Féllen 1 und 2 klug ist nicht zu
wechseln, da diese Félle mit der Wahrscheinlichkeit 1/6+1/6=1/3 auftreten.

In den Féllen 3 und 4 gewinnt man, wenn man wechselt, da die Wahr-
scheinlichkeit fiir diese Situationen 1/3+41/3=2/3 ist.

All diese Fille konnen auftreten, wenn der Spieler zu Beginn Tiir A ge-
wahlt hat.

Wenn man also am Anfang Tiir A wahlt, ist die Wahrscheinlichkeit ein
Auto zu gewinnen ohne Wechsel 1/3 und mit Wechsel 2/3.

4.2 Niutzlichkeit einer Simulation

([13], S. 246-248)

Simulationen eignen sich deshalb sehr gut fiir den Einstieg in die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, da dadurch der experimentelle Aspekt stochasti-
schen Denkens in den Vordergrund gestellt wird. Da Schiiler selbst Versuche
wiederholt durchzufiihren haben, konnen sie so auch unmittelbar den Zufall
entdecken. Dies sind wichtige Erfahrungen fiir die Schiiler.
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Ein Simulationsverfahren lduft also folgendermafen ab:

Bei einem Simulationsverfahren

e stellt man zunéchst ein dem vorliegenden Problem angepasstes Modell
auf,

e fiihrt dann anhand dieses Modells wiederholt Zufallsexperimente durch,

e wertet schlieflich die Ergebnisse des Zufallsexperiments aus, und inter-
pretiert den Schiatzwert als Losung des Problems.

4.2.1 Didaktische Bedeutung einer Simulation

Zunéchst einmal férdern Simulationen die Modellbildung im Stochastikun-
terricht, sowie das stochastische Denken. Durch das wiederholte Durchfiihren
von Zufallsexperimenten werden schlieflich Daten zur Einschéitzung von Be-
griffen der Wahrscheinlichkeit geliefert.

Weiters fiihrt das experimentelle Tun bei Simulationen zu einem Motiva-
tionsschub bei den Schiilern. Es konnen hier durch die Simulationen bereits
Aufgaben gelost werden, die auf dem erreichten Niveau mit den zur Verfii-
gung stehenden stochastischen Mitteln noch nicht analytisch gelost werden
hétten konnen.

Ebenso kann eine analytische Losung einer Aufgabe durch Simulation
gewissermafen eine experimentelle Bestéitigung erfahren.
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Kapitel 5

Erster Zugang zur Wahrscheinlichkeitsrechnung

Nachdem ein erster Einstieg in die Wahrscheinlichkeitsrechnung mithilfe von
Simulationen stattgefunden hat, mochte ich nun zeigen, wie man weiter vor-
gehen kann.

Es gibt eine Vielzahl von Mdoglichkeiten, wie man einen Einstieg in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung gestalten kann. Wichtig ist, dass die Schiiler
den Unterricht von Anfang an aktiv mitgestalten. Im Vordergrund sollte zu-
nichst stehen, dass die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung ken-
nengelernt und auch verstanden werden.

5.1 Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung
5.1.1 Grundbegriffe

([13], S. 160-181)
1. Zufallsexperimente

Unter dem Leitgedanken ,Wo begegnet uns der Zufall und wie kénnen
wir ihn berechnen kénnen Diskussionen, Probleme oder Spielsituationen am
Anfang stehen. Spielsituationen eignen sich besonders fiir den Einstieg in
niedrigen Klassen. Kinder kennen bereits Wiirfelspiele wie ,Mensch argere
dich nicht”, wobei man durch die Augenzahl des Wiirfels bestimmte Spielziige
tiatigen darf. Ebenso ist den Schiilern der Miinzwurf zur Seitenwahl beim
Fufsballspiel und auch bei anderen Ballspielen bekannt.

(Es wurde schon einmal der Sieger des Semifinales einer Fufsballeuropa-
meisterschaft (der Ménner) mittels Miinzwurfs ermittelt. Dies war 1968 in
Neapel. Das Spiel Italien - Sowjetunion stand 0:0, durch den Miinzwurf wur-
de ITtalien zum Sieger erklirt, da es damals noch kein Elfmeterschiefsen gab.
[talien kam so ins Finale.)

Indem man an diese Vorkenntnisse ankniipft, kann man Spiele in den
Unterricht aufnehmen. Dies ist ein etwas anderer Zugang, um den Schiilern
Zufallsphinomene bewusst zu machen.
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Beispiel:
Das folgende Spiel ist von seiner Struktur her ein Strategiespiel. Der Schiiler
muss eine Wahl treffen und diese auch begriinden.

Je zwei Schiiler bekommen einen Spielplan und einen regelméfigen Wiirfel
als Zufallsgerit.

A

Tiel

Start

E

Abbildung 8: Strategiespiel zum Wahrscheinlichkeitsverhalten

Folgende Regel gilt: Jeder Spieler erhélt einen Spielstein, der in das Start-
feld S gesetzt wird. Abwechselnd wird gewtirfelt. Wenn eine Zahl die im Start-
feld steht gewiirfelt wird, darf man in Richtung der Pfeile entweder nach A
oder nach B weitergehen (Alternativentscheidung). Von A aus darf man ins
Ziel gehen, wenn man bei den néchsten Wiirfen 2 oder 4 wiirfelt, und von
B darf man ins Ziel, wenn man 3, 4, 5 oder 6 wiirfelt. Gewonnen hat, wer
zuerst im Ziel ist.

Die Schiiler entscheiden so, welchen Weg zum Ziel sie wihlen, und der
Zufall entscheidet, ob ein Spieler weitergehen darf oder nicht.

Bei diesem einfachen Spiel konnen bereits vielfiltige Diskussionen entste-
hen:

e Der im Spielplan iiber B verlaufende Weg ist theoretisch giinstiger als
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der iiber A (Strategiespiel). Warum?

e Der Ausgang des Spiels hidngt aber offensichtlich nicht allein vom ge-
wahlten Weg ab, sondern vom Zufall.
,Der giinstigste Weg ist nicht der sichere Weg.*

e Ist die Gewinnchance iiber B doppelt (vier Fille in B, zwei Félle in A)

oder dreifach (beim Auftreten von 4 darf man sowohl von A als auch
von B ins Ziel riicken) so hoch wie beim Weg iiber A?

Was wiirde man bei einer grofen Zahl von Spielen beziiglich des Gewinn-
weges erwarten?

Beim Chancenvergleich in A und B konnte etwa so argumentiert werden,
um den Vorteil in B herauszustellen:

e Von A darf man nur in zwei Fillen, von B dagegen in vier (von jeweils
6) weitergehen. Mit Kenntnissen aus der Bruchrechnung kann man den
Grofenvergleich der entsprechenden Briiche durchfiihren lassen: %<%

e Beim Auftreten einer 4 darf man sowohl von A als auch von B weiter-
gehen, von B aber auch noch in drei weiteren Fillen, von A dagegen
nur in einem weiteren Fall.

Dieses Strategiespiel kann durch Hinzufiigen weiterer Felder in den Spielplan
zusitzliche Entscheidungen vom Spieler verlangen.

Einige Wahrscheinlichkeitsvergleiche, die zu Beginn im Unter-
richt verwendet werden kénnen:

e Was ist beim einmaligen Werfen wahrscheinlicher, mit einem Wiirfel 6
oder mit einem Wiirfel eine gerade Zahl zu werfen?

e Man wirft einmal zwei regelméfige Wiirfel.

a) Was ist wahrscheinlicher: Die Summe ist kleiner als 4 oder die Summe
ist 117

b) Was ist wahrscheinlicher: Die Summe ist 7 oder die Summe ist 67
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e Was ist beim einmaligen Werfen wahrscheinlicher, mit einem Wiirfel 1
oder mit einer Miinze Zahl zu werfen?

e Was ist wahrscheinlicher, bei einmaligem Werfen mit einem Wiirfel eine
6 oder beim einmaligen Werfen mit zwei Wiirfeln eine Doppelsechs zu
werfen?

Durch Spiele und Wettsituationen kénnen diese Fragestellungen dem Al-
ter der Schiiler entsprechend dargestellt werden.

2. Zufallsgerite

Fiir das Durchfiihren von Zufallsversuchen braucht man Zufallsgerite
(Zufallsgeneratoren) und Beobachtungsvorschriften: (Abb. S.170 [2])

Zu den ,symmetrischen“ Zufallsgerdten zdhlen:

Abbildung 9: Regulirer Wiirfel([1])

Abbildung 10: Miinze([2])
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Abbildung 11: Urne mit gleichgrofen Kugeln

Bei all diesen Geréten kann man den moglichen Versuchsausgingen nam-
lich jeweils die gleiche Wahrscheinlichkeit zuordnen (Gleichverteilung).

Abbildung 12: Streichholzschachtel([3])

Die leere Streichholzschachtel ist ein asymmetrisches Zufallsgerit, wenn
damit geworfen wird.

Es liegt eine Ungleichverteilung bei der den Versuchsausgidngen zugeord-
neten Wahrscheinlichkeiten.

Gliicksrad und Kreisel kbnnen je nach Konstruktion sowohl fiir die Gleich-
verteilung als auch fiir die Ungleichverteilung leicht eingesetzt werden.

Bereits im Anfangsunterricht zur Wahrscheinlichkeitsrechnung sollten die
Schiiler mit dieser Vielzahl von Zufallsgeneratoren vertraut gemacht werden.
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Abbildung 13: Gliicksrad

Abbildung 14: Kreisel([4])
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3. Ergebnismengen

Zu jedem Zufallsexperiment gehort auch eine Versuchsbeschreibung mit
Beobachtungsvorschrift.

Durch die bloke Vorgabe des Zufallsgerites, ohne weitere Angaben wie,
beobachtet man das Auftreten einer Zahl, einer Farbe oder beider Merkmale,
kann ein Versuch nicht eindeutig beschrieben werden.

Das Gliicksrad in der Abbildung, mit den moglichen Ergebnissen Feld 0-
9, beschreibt einen anderen Zufallsversuch als dasselbe Gliicksrad, wenn man
als mogliche Ergebnisse nur Feld 0-4 und Feld 5-9 zulésst.

Abbildung 15: Gliicksrad

In mathematischer Sicht ist die Angabe der Ergebnismenge der erste wich-
tige Schritt zur Modellbildung, doch kann man am Anfang beim Wahrschein-
lichkeitsunterricht nicht auf die verbale Umschreibung des Begriffs Zufalls-
experiment verzichten. Es muss dabei klar gesagt werden, was als mogli-
che Ergebnisse des Experiments angesehen wird. Hilfreich sind dabei zum
Beispiel das Baumdiagramm, die Tabelle, das Koordinatensystem und die
Mengensprech- und Mengenschreibweise.

An den Enden der Wege vom Baumdiagramm werden die dem Zufallsex-
periment zugeordneten Ergebnisse angegeben, diese bilden die Ergebnismen-
ge €.
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Beispiele: ([14], S. 172 Abb.)

o Waiirfel einmal werfen:

L]

Abbildung 16: Wiirfel einmal werfen

e Miinze zweimal werfen:

) aw
e (W,Z)
@

Abbildung 17: Miinze zweimal werfen
e Gliicksrad einmal drehen:

4. Ereignisse

Bald sollte auch der Begriff Ereignis erarbeitet werden. Am Anfang wird

man den Begriff einfach benutzen, ohne ihn zu definieren. Man spricht ganz
natiirlich von Ereignissen.
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Gliekerad eintnal drehen Feld 0-3 Feld 4-7 Feld 5-9

Abbildung 18: Gliicksrad einmal drehen

Beispiele von Ereignissen:

e die Miinze zeigt oben Zahl (beim Miinze einmal werfen)
e der Wiirfel zeigt oben 2 (beim Wiirfel einmal werfen)

e beide Miinzen zeigen das gleiche Bild (beim zwei Miinzen einmal wer-
fen)

Man kann mit dieser Vorstellung vom Ereignisbegriff bereits die elemen-
tare Wahrscheinlichkeitsrechnung betreiben.

Unterschieden werden das sichere und das unmégliche Ereignis:

Beim einmaligen Miinzwurf ist das , Auftreten von Zahl oder nicht Zahl“
ein sicheres Ereignis, beim einmaligen Werfen eines Wiirfels ist das ,Auftre-
ten von 1 oder nicht 1“ ein sicheres Ereignis, beim einmaligen Werfen eines
Wiirfels ist das ,Auftreten von 1 und nicht 1 ein unmogliches Ereignis, beim
einmaligen Werfen eines Wiirfels ist das ,, Auftreten keine Augenzahl* ein un-
mogliches Ereignis.

Wenn man den Mengenbegriff eingefiihrt hat, kann man Ereignisse durch
Mengen beschreiben, nimlich durch Teilmengen der Ergebnismenge 2. Auch
Q2 und ¢ sind Teilmengen von 2. €2 meint dabei ein sicheres Ereignis und die
leere Menge ¢ ein unmogliches Ereignis.

Beispiele:

a) Miinze zweimal werfen: Q={(Z,Z),(Z,W),(W,Z),(W,W)}.
A—{(ZW),(W,2)}; B—{(Z,7),(W, W)} C—{(Z,2),(Z,W),(W,2)}.
b) Wiirfel einmal werfen: Q={1,2,3,4,5,6}

BE1={2}; E2={1,2,3,4}: E3={3,6); BE4={5,6}; E5=Q; E6= ¢
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Die Schiiler miissen lernen, vorgegebene Ereignisse durch Mengen zu ver-
balisieren, verbal beschriebene Ereignisse in Mengenschreibweise anzugeben,
und im Ergebnisbaum bzw. in der Tabelle eines Zufallsexperiments Ereignis-
se zu kennzeichnen.

Beispiele:

Obiges Bsp. a):
A: Ereignis, dass beim zweimaligen Werfen einer Miinze genau einmal
Zahl und genau einmal Wappen auftritt.

B: Ereignis, dass beim zweimaligen Werfen einer Miinze das gleiche Bild
auftritt.

C: Ereignis, dass ein zweimaliger Miinzwurf mindestens einmal Zahl zeigt.

Obiges Bsp. b):
E3: Ereignis, dass der Wiirfel beim einmaligen Werfen oben eine durch 3
teilbare Zahl zeigt.

E4: Ereignis, dass der Wiirfel beim einmaligen Werfen oben eine 5 oder
6 zeigt.

E5: Sicheres Ereignis; hier also das Ereignis, dass der Wiirfel beim ein-
maligen Werfen oben eine 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 zeigt.

5. Wahrscheinlichkeit

Als letzter Schritt ist noch notwendig, dass die Schiiler lernen, reelle Zah-
len zu den Ereignissen als ihre Wahrscheinlichkeiten zuzuordnen.

Bei der Laplace-Wahrscheinlichkeit liegt unter der Annahme der Gleich-
wahrscheinlichkeit eine Berechnungsmoglichkeit der Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses vor.

Bei der mittels relativer Haufigkeiten festgelegten Wahrscheinlichkeit han-
delt es sich dagegen unter der Annahme der Stabilisierung der relativen Héu-
figkeiten um einen Schéitzwert.
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Beide Moglichkeiten sollten gleichzeitig in einer Unterrichtseinheit be-
handelt werden, am besten indem man mit Zufallsexperimenten beginnt, die
Gleichverteilung (Laplace-Wahrscheinlichkeit) aufweisen. Man kommt dann

schnell zu der ,Definition” fiir die Wahrscheinlichkeit P(A)eines Ereignisses
A:

P(A) = Anzahl der fiir das Ereignis A giinstigen Fille .

Anzahl der moglichen Félle

Diese ,,Definition” kann, wenn man im Unterricht von der Ergebnismenge {2
gesprochen und Ereignisse als Mengen charakterisiert hat, auch so geschrie-
ben werden:

P(A) = %.

Die wichtigsten Eigenschaften dieser Definition konnen nun eingefiihrt wer-
den:

Fiir die klassische Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses gilt:

e P(A) ist stets eine rationale Zahl

Es gilt: 0 < P(A) < 1.

Tritt A stets mit Sicherheit auf, so ist P(A) = 1.

e Ist P(A) =1, so tritt A mit Sicherheit auf.

Kann A unméglich auftreten, so ist P(A) = 0.

e Ist P(A) =0, so ist A unmdoglich.

Ebenso sollten in der selben Unterrichtseinheit Zufallsexperimente mit
Ungleichverteilungen besprochen werden, wie das Werfen eines gefilschten
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Wiirfels, Werfen einer gezinkten Miinze, Werfen einer Streichholzschachtel,
usw.

Hier muss man Versuchsreihen durchfiihren lassen, die die Stabilitdt der
relativen Haufigkeit erkennen lassen.

Beispiel:

Eine leere Streichholzschachtel trigt, wie angegeben, auf den Seiten die Zif-
fern 1-6. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, mit der Streichholzschachtel
eine Sechs zu werfen? (Abb. S.111)

2
]
1 /

4

Abbildung 19: Leere Streichholzschachtel

Losung:
Die 6 Versuchsausginge sind nicht gleichmoglich. Um eine mégliche Ant-

wort zu finden, miissen lange Versuchsreihen durchgefiihrt werden, und die
relative Haufigkeit fiir das Ereignis ,,Auftreten einer Sechs berechnet werden.

Definition der relativen Haufigkeit:

_ Anzahl H,(A) der Versuche mit dem Ereignis A
B Gesamtzahl n der Versuche '

hn(A)

Nun sollten auch die Eigenschaften der relativen Haufigkeit behandelt wer-
den.

Eigenschaften:
e h,(A) ist stets eine rationale Zahl.

e Es gilt: 0 < h,(A) < 1, denn fiir die absolute Haufigkeit H,(A) des
Ereignisses A gilt 0 < H,,(4) < n.

e Ist () das sichere Ereignis, so gilt: h,(€2) = 1. Begriindung: H,(2) = n.
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e Ist ¢ das unmogliche Ereignis, so gilt h,(¢) = 0. Begriindung: H,,(¢) =
0.

Ein wichtiges Ziel soll sein, dass die Schiiler lernen, begriindete Entschei-
dungen zu treffen, ob, und wenn ja, warum bei einem vorgegebenen Zufallsex-
periment eine Gleichverteilung der Wahrscheinlichkeit angenommen werden
kann oder zu verwerfen ist.

Wenn man den Anfangsunterricht unter das Motto ,Wo begegnet uns der
Zufall?* setzt, sollten aber auch umgangssprachliche Wendungen diskutiert
werden:

e Wahrscheinlich werde ich die Reise nicht machen.

e Wabhrscheinlich wird es morgen regnen.

e Wahrscheinlich werde ich jetzt eine Sechs wiirfeln.

e Wahrscheinlich ist die Behauptung falsch.

e Es ist moglich, aber nicht sicher, dass heute 30 Grad erreicht werden.

e Es ist nicht unmoglich, dass ich bei der Tombola den Hauptgewinn
ziehe.

Schulbiicher geben gute Anregungen dazu, damit die SchiilerInnen ler-
nen, solche und dhnliche Aussagen richtig einzuschitzen und zu bewerten,
im Sinne einer mathematischen Prézisierung.
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Kapitel 6

Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

6.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit
6.1.1 Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit

(18], S. 181-185)

Beispiel:

Ein Betrieb hat 628 Mitarbeiter. Geméf der Tabelle verteilen sich diese auf
die Gruppen Frauen-Ménner bzw. Raucher-Nichtraucher. Es wird zufillig
eine Person X ausgewihlt aus der Menge aller Mitarbeiter €.

Frauen Manner Gesamt

Raucher 201 189 390
Nichtraucher 98 140 238
Gesamt 299 329 628

Tabelle 8: Rauchgewohnheiten in einer Firma

Folgende Wahrscheinlichkeiten sind gesucht:

1. P(X ist Raucher)

2. P(X ist Raucher), wenn man bereits weifs, dass eine Frau ausgewihlt
wurde.

Losung:
1. P(X ist Raucher) = 33 ~ 0, 62
2. P(X ist Raucher) = 23 ~ 0,67

In diesem Beispiel wird die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E; (ndmlich
X ist Raucher) unter der Voraussetzung berechnet, dass ein anderes Ereignis
E5 (ndmlich X ist eine Frau) eintritt.
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In so einem Fall spricht man von der bedingten Wahrscheinlichkeit.

Definition:

Es seien F; und E5 Ereignisse eines Versuches. Die Wahrscheinlichkeit fiir
E unter der Voraussetzung, dass Es eintritt, nennt man bedingte Wahr-
scheinlichkeit von F; unter der Voraussetzung Es und bezeichnet sie mit

P(E,/E,).

Das Symbol P(FE;/E,) wird gelesen als ,Wahrscheinlichkeit von F; unter
der Bedingung E5"“.

Normal liegen immer Voraussetzungen bei Wahrscheinlichkeitsberechnun-
gen zugrunde, bei der bedingten Wahrscheinlichkeit wird eine Voraussetzung
explizit ausgedriickt.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit wird folgendermafen berechnet: ([11],
S. 82,83)

Die Anzahl der moglichen Ergebnisse ist | Es |, die Anzahl der Ergebnisse
von Fji, die zugleich Elemente von Ej sind (giinstige Fille), ist | By N Ey |.

Nun ist also P(Ey/Ey) = B0,

Wegen P(Ey N By) = 202 und P(B,) = 12 gilt:

_ BBy _ |[EinEy| /|B| _ P(EiNEy)
P(EBvE) =S50 = Tar /ol = P

Es driangt sich nun folgende Definition auf:

(Q/P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B seien Ereignisse in 2 mit
P(A) > 0. Dann nennt man

P(A/B) = 2408)

P(B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A.
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Beispiel:
([15], S. 62)

25% der SchiilerInnen sind in Mathematik bei einer Priifung durchgefal-
len, 15% in Chemie und 10% sind in Mathematik und Chemie durchgefallen.
Einer der SchiilerInnen wird zufillig ausgewéhlt. Wie grof ist die Wahrschein-
lichkeit, dass er in

1. Mathematik durchfiel, wenn man weifs, dass er Chemie nicht bestanden
hat?

2. Chemie durchfiel, wenn man weifs, dass er Mathematik nicht bestanden
hat?

3. Mathematik oder Chemie durchfiel?

Hierbei sei M = {Mathematik nicht bestanden} und C = {Chemie nicht
bestanden}.

Es gilt dann P(M) = 0,25; P(C) =0,15; P(M N C) =0, 10.

Die Losung sieht dann folgendermafen aus:

zu 1.: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Schiiler in Mathematik durchfiel,
wissend, dass er Chemie nicht bestanden hat, ist

_ PMNC) _ 010 _
PM/C) = —5ey = o1 =

[SSI1 )

zu 2.: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Schiiler in Chemie durchfiel, wis-
send, dass er bereits Mathematik nicht bestand, ist

_ P(CNM) __ 0,10 _ 2
P(C/M) = P(M) ~ 025 5

2 3.: P(MUC) = P(M)+ P(C)—P(MNC)=0,25+0,15— 0,10 =
0,30 = 2.
’ 10

Dieses Beispiel ldsst sich sehr gut mit Excel simulieren.

Dafiir wird in die erste Spalte Al der Ausdruck ,,ZUFALLSZAHL()“ ein-
gegeben. Dies liefert eine Zufallszahl zwischen 0 und 1. Es ist sinnvoll, sich
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einige hundert Zufallszahlen auf diese Weise liefern zu lassen.

Nachdem 10% der Schiiler in Mathematik und Chemie durchgefallen sind
und 15% nur in Chemie, nehmen wir an, dass die Werte bis 0,1 dem Durch-
fallen in Mathematik und Chemie entsprechen, und die Werte bis 0,15 dem
Durchfallen in Chemie.

In die Spalte B1 werden diejenigen eingetragen, die in Chemie durchge-
fallen sind. Dieser Befehl lautet ,WENN(A1<0,15;1;0).

Die Spalte C1 wird mit ,WENN(A1<0,1;1;0) gefiillt, dies entspricht den-
jenigen die in Mathematik und in Chemie durchgefallen sind.

Um den relativen Anteil derjenigen, die in Mathematik und Chemie durch-
gefallen sind, an denjenigen, die nur in Chemie durchgefallen sind, auszurech-
nen, konnen wir in die Spalte D1 noch eingeben
,SUMME (C1:C500) /SUMME (B1:B500)“.

6.1.2 Multiplikationsregel

(I8], S. 193-202)

Versuche bestehen manchmal aus mehreren Teilversuchen, die nachein-
ander oder parallel durchgefiihrt werden.

Beispiel:

Da das Ehepaar Adam stindig beim Roulette verloren hat, geht es zu den
Spielautomaten. Frau Adam spielt an einem Geréit, bei dem man mit der
Wahrscheinlichkeit i gewinnt. Herr Adam spielt bei einem Gerat mit Gewinn-
wahrscheinlichkeit %, bekommt dafiir aber mehr. Gleichzeitig wird gespielt.
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass

a) beide gewinnen,
b) Frau Adam gewinnt und Herr Adam verliert,
¢) Frau Adam verliert und Herr Adam gewinnt,

d) beide verlieren?
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Bereit

Abbildung 20: Simulation von Priifungsergebnissen
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e) Wie grofs ist die Summe der in a) bis d) berechneten Wahrscheinlich-
keiten?

Losung:

j, 14

Frau Adam

Fevrnnt

B

Herr Adam

FeAnnt

Abbildung 21: Wahrscheinlichkeit: Beide gewinnen

a)Der Versuch besteht darin, dass beide die Automaten betétigen. Zuerst
sieht man sich das Resultat von Frau Adam an, dann das von Herrn Adam.
Von Interesse ist das Ereignis, dass beide gewinnen.

Die Frage ist nun, wie man von den beiden Wahrscheinlichkeiten i und

% auf die gesuchte Wahrscheinlichkeit kommt?

Uberlegung: Bei jeder lingeren Versuchsserie, wobei jeder Versuch darin
besteht, dass Frau und Herr Adam spielen, wiirde Frau Adam in etwa i aller
Versuche gewinnen und Herr Adam in etwa % aller Versuche. Nun bedenkt
man, dass man eine sehr lange Versuchsserie, 1 Million Versuche, durchfiihrt.

Frau Adam wiirde nun in 250 000 Versuchen gewinnen. Man betrachte

nun nur die Versuche, in denen Frau Adam gewonnen hat. Diese werden als
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eigene Versuchsserie angesehen. Anzunehmen ist, dass Herr Adam in etwa %
aller Versuche dieser Serie gwonnen hat (das sind etwa 36 000 Versuche). Da-

mit haben beide in etwa % von i, das ist %xi = 2—18 aller Versuche, gewonnen.

1

Wenn man dies nachrechnet ergibt sich, 36 000 ist etwa 5z von 1 Million.

Es folgt daraus: P(Beide gewinnen) = ;x

b) P(Frau Adam gewinnt und Herr Adam verliert)= {x 8= 2

jr 1/4

Frau A dam

Eeannt

|

Herr & datm

warliert

Abbildung 22: Wahrscheinlichkeit: Fr.Adam gewinnt, Hr.Adam verliert

¢) P(Frau Adam verliert und Herr Adam gewinnt)— 3x1— 2
d) P(Beide verlieren)= 3x8=2

1 3 3 9
€)ss i tas tir L

Definition:

Es seien F; sowie Ey Ereignisse eines Versuches. Das Ereignis ,,Fy und F5“,
symbolisch E; N Ej, tritt genau dann ein, wenn sowohl FE; als auch FEj
eintritt.
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j{ 34

Frau A dam

verliert

[

Herr & datm

Fepsnnt

Abbildung 23: Wahrscheinlichkeit: Fr.Adam verliert, Hr.Adam gewinnt

j, 34

Frauw A dam

werliert

|

Herr & datm

warliert

Abbildung 24: Wahrscheinlichkeit: Beide verlieren
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Beispiel:

In einer Urne befinden sich 3 weifte und 2 schwarze Kugeln. Es wird eine Kugel
zufillig gezogen und dann nochmal eine, ohne dass die erste zuriickgelegt
wird. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass

a) beide Kugeln weifs sind,

b) die erste Kugel schwarz, die zweite weif} ist,
c) die erste Kugel weif, die zweite schwarz ist,
d) beide Kugeln schwarz sind?

e) Wie grofs ist die Summe der in a) bis d) berechneten Wahrscheinlich-
keiten?

Losung:
a) P( Erste Kugel weif N Zweite Kugel weif) = 2 x 3 =3

ll"ﬁ

1. Fugel

wreili

l 2id4=1/

2. Hugel

weili

Abbildung 25: Wahrscheinlichkeit: Beide Kugeln weifs

b) P( Erste Kugel schwarz N Zweite Kugel weif) — 2x2 — 3
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Abbildung 26: Wahrscheinlichkeit: 1.Kugel schwarz, 2.Kugel weifs

Man geht in diesem Beispiel so vor: Um die Wahrscheinlichkeit P(E;NEs)
zu berechnen, hat man P(F;) und dann die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(E5/Ey) berechnet. Dann setzt man P(E; N Ey) = P(E;) x P(Ey/Ey).

Kann man nun dies allgemein begriinden?

Bei einer Versuchsserie wird in etwa P(E;) aller Fille E; eintreten. In
etwa P(E,/FE;) aller dieser Versuche wird auch Ej eintreten, also wird ins-
gesamt in etwa P(FE;) x P(FEy/E;) aller Versuche sowohl E; als auch Ej
eintreten. Daraus folgt:

P(E, N ) ~ P(E,) x P(Ey/Ey)

Dieses Beispiel ldsst sich auch mittels Excel simulieren.

Zufallszahlen zwischen 0 und 1 werden generiert indem man in die Spalte
A1l den Befehl ,,ZUFALLSZAHL()“ eingibt. Nachdem wir 60% weike Kugeln
haben, ordnen wir jedem Wert kleiner als 0,6 eine weifse Kugel zu, allen
anderen eine schwarze.

Falls Schwarz gezogen worden ist, konnen keine 2 weiflen Kugeln mehr
kommen, deshalb ordnen wir diesem Wert 1 zu, der dann automatisch schwarz
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bedeutet. War aber die 1. Kugel weifs, so generieren wir eine 2. Zufallszahl.
Dieser Befehl lautet ,,WENN(A1<0,6; ZUFALLSZAHL () ;1)“

Nachdem jetzt nur mehr die Hélfte der Kugeln weif ist, ordnen wir allen
kleiner als 0,5 die Farbe weifs zu, und allen anderen die Farbe schwarz.

Ist nun B1<0,5, dann haben wir 2 weifse Kugeln gezogen. In allen anderen
Féllen haben wir zumindest 1 schwarze Kugel gezogen. In die Spalte C1 wird
nun ,,WENN(B1<0,5;1;0)“ eingegeben.

Um den relativen Anteil auszurechnen kénnen wir in D1 eingeben
,SUMME (C1:C500) /500)“

Multiplikationsregel der Wahrscheinlichkeitsrechnung:

Sind E,, E, Ereignisse eines Versuchs, dann soll gelten:
P(E1 N Eg) ~ P(El) X P(Eg/El)

Diese Regel muss bei jeder Wahrscheinlichkeitszuordnung erfiillt sein und ist
eine Art Grundgesetz. Sie wird bewusst nicht als ,,Satz*“ bezeichnet, da diese
obige Uberlegung mit relativen Hiufigkeiten kein Beweis fiir die Multiplika-
tionsregel ist.

Bei den beschriebenen Beispielen hatte das Eintreten von E; keinen Ein-
fluss auf das Eintreten von Fy. Es galt P(Ey/E;) = P(Es), d.h. das Ereignis
E5 war unabhéngig vom Ereignis Fj.

Definition:
Falls P(E;) > 0, dann heifsen F; und E, unabhingig, wenn P(E,/E;) =
P(E,).

Satz: Sind E1,FE, Ereignisse eines Versuchs und ist Ey unabhdngig von Fr,
S0 gllt P(E1 N Ez) = P(El) X P(EQ)

Beweis: Unmittelbar aus der Multiplikationsregel und aus der Definition der
Unabhingigkeit folgt dieser Satz. O
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Abbildung 27: Simulation einer Urnenziehung
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Satz: (Verallgemeinerte Multiplikationsregel der Wahrscheinlichkeitsrechnung):
Sind Ey, Es,. .., E,. Ereignisse eines Versuches (r >2), so gilt:

P(ElﬂEgﬂ ﬂET):P(El) X P(EQ/El) X P(Eg/ElmEQ) X ...
X P(Er/ElﬂEgﬂ ﬂET_l).

Dieser Satz eignet sich fiir mehrstufige Versuche. Mehrstufige Versuche beste-
hen aus mehreren Teilversuchen, die nacheinander oder zugleich durchgefiihrt
werden. Diese verallgemeinerte Multiplikationsregel kann man kurz so aus-
driicken:

,Die Wahrscheinlichkeit fiir den Weg ist gleich dem Produkt der Wahr-
scheinlichkeiten entlang des Weges.“ ([8],S. 200)

Beispiel:
([11], S. 85)

53 % der Bevolkerung sind Frauen, 80 % der Frauen sind verheiratet und
30 % dieser verheirateten Frauen sind berufstitig. Wieviel Prozent der Be-
volkerung machen die berufstitigen und verheirateten Frauen aus?

F ... Menge aller Frauen

V ... Menge der verheirateten Frauen
B ... Menge der berufstitigen Frauen
Es ergibt sich nun:

P(F)=0,53

P(V/F)=0,8

P(B/FNV)=0,3.

79



Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also:
P(FNVNB) = P(F)xP(V/F)xP(B/FNV) =0,53%x0,8x0,3 =0, 1272.

Es betréigt also der Anteil der berufstétigen, verheirateten Frauen an der ge-
samten Bevolkerung 12,72 %.

Wenn man dieses Beispiel mit Excel simuliert sieht dies folgendermafien
aus:

Es wird wieder in die Spalte Al ,,ZUFALLSZAHL()“ eingegeben, und wir
lassen uns 500 Zufallszahlen liefern.

Weil 53% Frauen sind, nehmen wir an, dass die Werte bis 0,53 einer Frau
entsprechen. Fiir die Frauen generieren wir wieder eine Zufallszahl, Ménner
werden jetzt nicht mehr beriicksichtigt. Es wird also in Bl
,WENN(A1<0,53;ZUFALLSZAHL() ;1)* eingegeben. Von diesen sind 80% ver-
heiratet, daher entsprechen Werte bis 0,8 einer verheirateten Frau. In C1
wird eingegeben ,, WENN (B1<0,8; ZUFALLSZAHL () ;1)“. Fiir Manner und nicht
verheiratete Frauen erhalten wir den Wert 1 und fiir die verheirateten Frauen
generieren wir eine neue Zufallszahl. Nachdem 30% der verheirateten Frauen
berufstitig sind, ordnen wir Werten bis 0,3 eine berufstitige Frau zu. In D1
wird eingegeben ,WENN(C1<0,3;1;0)“. Somit erhalten wir in Spalte D den
Wert 1 fiir eine verheiratete berufstéitige Frau und 0 sonst.

6.1.3 Die Additionsregel

(I8], S. 190-193)

Beispiel:

Herr Adam und seine Frau spielen Roulette im Casino. Herr Adam setzt
auf die Zahlen ,iiber 18 “ (d.h. {19,20, ..., 36}), seine Frau auf die Grup-
pe {1,2,3}. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens einer der
Beiden gewinnt? Welche Beziehung besteht zwischen dieser Wahrscheinlich-
keit und den Wahrscheinlichkeiten, dass Herr Adam bzw. seine Frau gewinnt?
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Abbildung 28: Anteil der Frauen an der Bevolkerung
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Losung:
E; ...Herr Adam gewinnt.
E5 ...Frau Adam gewinnt.

E ... Mindestens einer der beiden gewinnt.

P(Ey) =
P(E,) =&
P(E) = 15t

P(E) = P(E1) + P(E»)

Definition:

Es seien E;, E5 Ereignisse eines Versuches. Das Ereignis ,,F; oder Es“, sym-
bolisch E; U FEs, tritt genau dann ein, wenn mindestens eines der beiden
Ereignisse E; bzw. E5 eintritt.

Aufgrund des vorherigen Beispieles lésst sich das allgemeine Gesetz P(FE;U
P(E,) = P(Ey) + P(E,) vermuten.

Fortsetzung des Beispieles:

Herr Adam setzt auf ,iiber 18“, seine Frau setzt jetzt auf ,,ungerade*. Wie
grofs sind die Gewinnwahrscheinlichkeiten?

Losung: (Definitionen bleiben bestehen wie im vorigen Bsp.)

P(E,) = 1
P(E,) = 18
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Wiirde P(E) = P(E; U Ey) = P(Ey) + P(E,) gelten, so wire P(E) = 32,
also ware E fast sicher.

Dies kann aber nicht stimmen, da es mehrere Zahlen gibt, bei denen we-
der Herr Adam noch Frau Adam gewinnt: 0,2,4,6,8, ..., 18.

P(F) berechnet man, indem man die ungeraden Zahlen bis 18 z&hlt, das
sind 9, und die Zahlen iiber 18 sind 18.

Jetzt erhilt man P(E) = 218 = 2L +£ P(E,) + P(E>)

Eine Beziehung P(E, U Ey) = P(E,) + P(Es) gilt also scheinbar immer
dann, wenn die Ereignisse F; und F5 einander ausschliefien.

Definition:
Zwei Ereignisse eines Versuches heiflen einander ausschliefsend, wenn es
nicht moglich ist, dass beide zugleich eintreten.

Additionsregel der Wahrscheinlichkeitsrechnung:

Sind F; und E5 einander ausschlieffende Ereignisse desselben Versuches,
dann soll gelten:

P(E1U Ey) = P(Ey) + P(Es).

6.1.4 Wahrscheinlichkeit eines Gegenereignisses

Definition:
Es sei E ein Ereignis. Das Ereignis nicht E, symbolisch —E, tritt genau dann
ein, wenn das Ereignis E nicht eintritt.

Satz: : Ist F ein Ereignis, so gilt:
P(—FE) = 1-P(E).
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Beispiel:
([16], S. 77,78)

Ein Komitee aus 2 Personen soll gebildet werden. Roswitha, Anna und
Paul wollen eine zufillige Auswahl durchfiihren, bei der 2 Personen nachein-
ander gezogen werden. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Anna in das
Komitee kommt?

Dieses Beispiel konnen die Schiiler mit einem Wiirfel selber simulieren.
Da bei einem Wiirfel sechs verschiedene Wiirfelausgéinge mdglich sind, ord-
nen wir je einer Person zwei verschiedene Zahlen zu. Roswitha wird in das
Komitee gewihlt, wenn die Zahlen 1 oder 2 gewiirfelt werden, Anna bei den
Zahlen 3 oder 4, und Paul, falls 5 oder 6 gewiirfelt wird. Jeder Schiiler kann
so zwei verschiedene Personen fiir das Komitee erwiirfeln und danach notie-
ren. Auf diese Weise kann man dieses Beispiel beliebig oft simulieren.

Ebenso konnte man diese Aufgabe mit einer Urne simulieren. Es wird
jeder Name der drei Personen auf einen Zettel geschrieben und in eine Ur-
ne geworfen. Jeder Schiiler darf zwei der drei Zettel ziehen, danach wieder
zuriicklegen, und die gezogenen Namen notieren. Somit bekommt man viele
verschiedene Simulationen.

P
R~ o
o f#}.R

“'H-_,__%.P
p o OF

“'““n____"ﬁ‘

Abbildung 29: Baumdiagramm-Komitee
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Losung (1):
P(Anna) =3 X 3+3X3+3Xs+3sX3=5%.
Losung (2):
P(Anna)= 1-P(=Anna) = 1- (3 x 5 + 5 x 3) = 1 -

In diesem Fall kann die Wahrscheinlichkeit fiir das Gegenereignis einfacher
bestimmt werden. Es kann also die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis mit
dem sicheren Ereignis und dem Gegenereignis einfacher bestimnt werden.

6.1.5 Unabhingige Ereignisse

Beispiel:
(9], S. 143, 144)

Eine Karte wird aus einem Stapel von 20 Spielkarten gezogen. E ist das
Ereignis ,Herz“, F das Ereignis , Figur. Da es fiinf Herz und zwolf Figuren
gibt gilt, P(E) = o = 0,25 und P(F) = 2. Weiters gilt: P(E/F) = 2 = 0,6.
Drei der Fiinf Herz sind Figuren. Es gilt somit P(F/E) = P(F).

Es wurde durch das Wissen um das Eintreten von E die Wahrscheinlich-
keit des Eintretens von F nicht beeinflusst. Es folgt, dass E und F unabhén-
gige Ereignisse sind.

Definition:

Wie schon zuvor erwéihnt, heifsen zwei Ereignisse E und F unabhéingig, wenn
gilt: P(F/E) = P(F). Die Multiplikationsregel hat dann die Form:
P(ENF)=P(FE)x P(F).

Beispiel:
Zwei Jiger, Forstmann und Bergsteig, schiefsen beide auf ein Wildschwein.
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Beide treffen unabhingig voneinander mit den Wahrscheinlichkeiten P(F') =
0,9 und P(B) =0,7.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit treffen beide gleichzeitig?

B E' E B
Abbildung 30: Baumdiagramm-Jéger
P(FNB)=P(F)x P(B)=09x0,7=0,63.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft nur Forstmann?
P(FN—=B)=P(F)x P(-B)=0.9x0,3=0,27.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft mindestens einer? Hier kann man
mit der Gegenwahrscheinlichkeit arbeiten:

P(FUB) = 1— P(~(FUB)) = 1— P(~FN~B)) = 1— P(~F) x P(~B) =
1-0,1x0,3=0,97.

Man kann diese Rechnungen auch mit dem Baumdiagramm zeigen.

86



Beispiel:
([11], S. 90, 91)

Als Beispiel fiir eine unabhéngige Wiederholung eignet sich der Miinzwurf.
Es wird eine Miinze zweimal geworfen. Bj sei das Ereignis, dass beim 1. Wurf
Adler trifft und By das Ereignis, dass beim 2. Wurf Kopf erscheint.
Den Ereignisraum kann man leicht angeben: Q = {(K,K), (K,A), (AK),
(AA)}

Es ergibt sich mit der klassischen Wahrscheinlichkeit nach Laplace:
P(Bl) = P(Bg) = % = %, da |Bl| = |Bg| = 2 und |Q| = 4.
By N By ={(AK)},dh. | BiN By | = 1.

=> P(Bl N Bg) = i =Ll xi_ P(Bl)XP(Bg)

L1
2 2

Die beiden Ereignisse sind also unabhingig.

6.1.6 Totale Wahrscheinlichkeit und Formel von Bayes

(9], S. 147-149)

Beispiel:

In einem Gymnasium besuchen 35% der Schiiler die fiinfte Klasse, 25% die
sechste, 22% die siebente und 18% die achte Klasse. In der fiinften Klasse
kommen 38% der Schiiler, in der sechsten 25%, in der siebenten 20% und in
der achten 12% mit dem Fahrrad in die Schule. Mit welcher Wahrscheinlich-
keit kommt ein zufillig ausgewdhlter Schiiler mit dem Fahrrad zur Schule?
d.h.: Wieviel Prozent aller Schiiler fahren mit dem Rad zur Schule? Fiir die
Radfahrer gilt: Man kann radfahren und in die fiinfte, sechste, siebente oder
achte Klasse gehen. Diese Ereignisse schliefsen einander aus, daher gilt fiir
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die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

P(R) =0,35x0,38+0,25x0,25+0,22x0,2040, 18 x 0,12 = 0, 2611 ~
26%.

Es kommen 26% aller Schiiler mit dem Rad zur Schule.

5. Flaste 5. Edage 7. Elaree I. Klacte
m/\ u’ﬁ/\ m/\ m/\
R E R F R B R B

Abbildung 31: Baumdiagramm-Schiiler fahren mit Rad zur Schule

Bei der Berechnung wurde die Additions- und die Multiplikationsregel
verwendet.
Wenn man jetzt allgemein iiberlegt: Seien die Ereignisse Fi, Fy, ..., F), ei-
ne Zerlegung des Ergebnisraumes. Dann schlieflen sie einander paarweise aus
und geben vereint (). Fiir die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E gilt dann:

P(E) = P(F))x P(E/F})+ P(Fy) x P(E/Fy)+...+P(F,)x P(E/F,) =
YP(E/E) x P(F).

Dies nennt man den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit.

Beispiel:
Bei einem Einbruch gibt eine Alarmanlage mit Wahrscheinlichkeit von 98%
Alarm. Bei keinem Einbruch gibt sie mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,8%
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Abbildung 32: Baumdiagramm-Totale Wahrscheinlichkeit

blinden Alarm. Die Wahrscheinlichkeit, dass {iberhaupt eingebrochen wird,
liegt bei 0,2%. Die Anlage gibt Alarm. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist
wirklich ein Einbruch im Gange?

Das Ereignis ,,Einbruch® sei F, das Ereignis,, Alarm* sei A.

Mann kennt bereits: P(E) = 0,002, P(A/E) = 0,98, P(A/~FE) = 0,008.

Man will nun P(E/A) berechnen. Es gilt: P(E/A) = ngg;‘).

Der Zahler und der Nenner des Bruchs konnen berechnet werden.

P(ENA) = P(E) x P(A/E) = 0,002 x 0,98 = 0,00196.
P(A) = P(E) x P(A/E) + P(—~E) x P(A/=E) = 0,002 x 0,98 + 0,998 x
0,008 = 0,009944.
P(=E)=1- P(E) = 0,998.

0,00196 N
P(E/A) = 0.000044 = 0,1971...~19,7%.

Es ist mit etwa 20% Wahrscheinlichkeit ein Einbruch im Gange, wenn sich
der Alarm einschaltet.

In diesem Beispiel kann man die angestellten Uberlegungen noch verein-
- P(ENA P(E)xP(A/E P(A/E)xP(E :
fachen. Es ist P(E/A) = ;(2)) = X );(A() /E) _ B /P()X) ) wobei P(A)
als totale Wahrscheinlichkeit bestimmt wird.
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Abbildung 33: Baumdiagramm: Alarmanlage

Es ergibt sich nun mit einer etwas gednderten Bezeichnung der sogenann-
te Satz von Bayes:

P(F/B) = 2L byw. P(E) x P(E/F) = P(F) x P(E/F).

Auch dieses Beispiel kann man mit Hilfe von Excel simulieren.

Wie bei den vorigen Beispielen suchen wir uns zuerst mit ,, ZUFALLSZAHL ()“
in A1l eine Menge Zufallszahlen.

Die Werte bis 0,002 entsprechen den tatsédchlichen Einbriichen, die Werte
bis 0,002x0,98 einem Einbruch bei dem Alarm ausgelost wird, und die Werte
von 1-0,998 x0,0080 entsprechen einem Blindalarm.

In B1 wollen wir 1 eingeben, falls ein Alarm ausgelost worden ist, und 0
sonst. Deshalb schreiben wir ,,WENN (A1<0,00196; 1 ;WENN(A1>0,992016;1;0)".
Jetzt schreiben wir in C1 ,WENN(A1<0,00196;1;0)", das heifst 1, wenn ein-
gebrochen wurde und Alarm ausgelost worden ist. In D1 geben wir jetzt
,,SUMME (C1:C4000) /SUMME (B1:B4000) “ein.

Ich kann mir vorstellen, dass die Schiiler bei solchen Simulationen ge-
spannt mitarbeiten und voller Ehrgeiz weitere Simulationen durchfiithren wol-
len. Wenn von Zeit zu Zeit eine Computerstunde im Mathematikunterricht
eingebaut wird, kann der Unterricht um vieles verstdndlicher und interessan-
ter gestaltet werden.
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E3 Microsoft Excel

Datei  Bearbeiten  Ansicht  Einflgen  Format  Extras  Daten  Fenster 7

DeEsS®m &RV & B < @ = -8l g ﬂwo%.@v

Arial -0 - F K U §€%Dnuf.58;€3 £
L10498 - i

A B c D E F G H
1 | 000552582
2 0,1009155
3 | 030242673
4 | 034420275
5 | 062649746
B
7
g

0,04259248
0,45835176
0,57861086
9 | 0,14856222
10| 0,24092041
11| 029063693
12| 055661097
13 | 0B8767504
14 0567319
152 | 0,04354652
16 | 052795707
17 | 0,572385957
18 | 094933627
19 | 0654286723
20| 081035939
21| 07508546
22 | 035438587
23 | 063453065
24 | 086550107
25| 029734275
26 | 041451957
27 | 0,208060939
28 | 057532493
29 02404733
30| 06045291

o e s s s s s s s s s s s s s
o e s s s s s s s s s s s s e s s e

31| 029162296 0
M 4 » M} Tabellel { Tabelez f Tabele3 / JLl—

Zeichnen = h AutoFormmen = S w |:| O

Rerrit

G4l BE &-2-A- ERg.

Abbildung 34: Wahrscheinlichkeit eines Einbruches
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Beispiel:

Die Marktanteile der Firmen A, B und C fiir ein bestimmtes Gerit betragen
30%, 50% und 20%. Fehlerhaft sind die Geréte der Firma A mit 8% Wahr-
scheinlichkeit, von B mit 4%, und von Firma C mit 5% Wahrscheinlichkeit.
Wenn mein Gerét fehlerhaft ist, mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt es
dann von der Firma A?

F ist das Ereignis ,fehlerhaftes Gerat*; A,B,C seien die Ereignisse “von

A,B,C bezogen*“.

Man kennt:

E c
F P F F

Abbildung 35: Baumdiagramm: fehlerhaftes Gerét
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Es wird nun P(A/F) berechnet. Es gilt:
A)x P(A
P(A/F) = PELREAL,

P(F) wird als totale Wahrscheinlichkeit bestimmt.

P(F)=0,3%0,08+0,5x0,04+0,2 x 0,05 = 0,054

PAJF) = %552 = 0,444. .. ~ 44%.

Das Gerit stammt mit einer Wahrscheinlichkeit von 44% von der Firma A.

6.2 Zufallsvariablen

([10], S. 261-266)

6.2.1 Verteilung der Anzahl der Erfolge in einer Stichprobe

Unter den Zufallsversuchen besitzen jene eine zentrale Stellung, die genau
zwei mogliche Versuchsergebnisse haben: Erfolg - Misserfolg, Kopf - Zahl,
Kontrolliert - Unkontrolliert, Bub - Médchen usw. Bei der n-maligen Durch-
fiihrung von solch einem Versuch interessiert man sich meist nur fiir die
Anzahl X der Erfolge, die dabei auftreten, nicht aber fiir die Reihenfolge, in
der die Erfolge und Misserfolge eintreten.

Die Anzahl X ist eine vom Zufall abhéngige, diskrete Variable, die nur die
Werte 0,1,...,n annehmen kann. Diese nennt man eine diskrete Zufalls-
variable.

Beispiel:

1): Ein Bus kommt zum Zoll mit 30 Insassen. Wie grof ist aus der Sicht des
Zollners die Chance bei zufilliger Auswahl von 3 Personen 1) keinen, 2) ge-
nau einen, 3) genau zwei, 4) genau 3 Schmuggler zu erwischen, wenn er weifs,
dass erfahrungsgeméf 10% aller Grenzginger schmuggeln? Das bedeutet, die
Wahrscheinlichkeit fiir ,,Schmuggeln® ist 0,1, die fiir ,,Nichtschmuggeln® ist 1
-0,1 =0,9.
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Man setzt nun ,schmuggelt® = 1 und ,,schmuggelt nicht* = 0.

0,4 01
’ 1
0,4 01 0,9 0,1
i 1 0 .
u,/\u 0,9 10 0,1 “:'3/\1
’ 1 i 1 i 1 i 1

Abbildung 36: 1)Baumdiagramm: Schmuggler

P(X =0) = P(000) = 0,9 = 0,729
P(X =1) = P(100) + P(010) + P(001) =3 x 0,1 x 0,92 = 0, 243
P(X =2) = P(110) + P(101) + P(011) =3 x 0,12 x 0,9 = 0,027
P(X =3)=P(111) = 0,13 = 0,001
Beispiel:

2): Der Fahrer des Busses weift, dass 3 von den 30 Insassen, das sind 10%,
schmuggeln. Wie grofs ist jetzt aus der Sicht des Fahrers bei zufilliger Aus-
wahl von 3 Personen die Chance, dass 1) genau 0, 2) genau 1, 3) genau 2, 4)
genau 3 Schmuggler erwischt werden?

Man setzt nun wieder ,,schmuggelt” = 1 und ,,schmuggelt nicht* = 0.

P(X =0) = P(000) = 2T x 2 x 22 ~ 0, 7204.
P(X =1) = P(100) + P(010) + P(001) = & x 2T x 25 4 2T » 2. x 20 4

29 30
27 o 26 o 3
50 X 59 X 35 ~ 0,2594.
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Abbildung 37: 2)Baumdiagramm: Schmuggler

P(X =2) = P(110) + P(101)+ P(011) = & x 2 x Z 4+ & x ZL x 2 4
2 x 2 x =~ 0,0200.

P(X =3)=P(111) = % X 2—29 X % ~ 0,0002.

Bei diesen zwei Beispielen hat man zwei unterschiedliche Ausgangssituatio-
nen:

Vom Informationsstand des Zollners bleibt die Wahrscheinlichkeit Schmugg-
ler zu erwischen bei jedem Zug gleich. Daher hingen die gesuchten Wahr-
scheinlichkeiten nur von der Schmuggler-Wahrscheinlichkeit p = 0,1 und vom
Umfang n der Stichprobe, nicht aber von der Anzahl N der Insassen im Bus
ab. Simulieren kann man diese Situation mathematisch durch 3-maliges Zie-
hen mit Zuriicklegen aus einer Urne mit z.B. 30 Kugeln (27 ,,0¢- Kugeln und
3 ,1“-Kugeln)oder mit z.B. 10 Kugeln (9 ,,0¢- Kugeln und 1 ,,1“-Kugel).

Die Wahrscheinlichkeit, einen Schmuggler zu erwischen, &ndert sich aber
vom Informationsstand des Fahrers von Zug zu Zug. Die gesuchten Wahr-
scheinlichkeiten héngen vom Umfang n der Stichprobe, von der Anzahl N
aller Insassen und der Anzahl M der Schmuggler ab. Durch dreimaliges Zie-
hen ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit z.B. 30 Kugeln (27 ,0“- Kugeln
und 3 ,,1“-Kugeln) kann man die Situation mathematisch simulieren, nicht
aber mit 10 Kugeln (9 ,,0¢- Kugeln und 1 ,1“-Kugel).
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Es werden durch unterschiedliche Informationsstéinde unterschiedliche Mo-
delle bewirkt und deshalb auch eine unterschiedliche Einschitzung der Situa-
tion. Je nachdem erhélt man eine andere Verteilung der Wahrscheinlichkeiten
auf die Werte X = 0 bis X = 3 der Zufallsvariablen X.

Beim ersten Beispiel spricht man von einer binomial-verteilten Zufallsva-
riablen X, und beim zweiten Beispiel von einer hypergeometrisch-verteilten
Zufallsvariablen X.

6.2.2 Zufallsvariable, Wahrscheinlichkeitsfunktion und Verteilungs-
funktion

Es handelt sich bei der Anzahl der Erfolge bzw. Misserfolge in einer Stich-
probe vom Umfang n nur um einen Typ einer Zufallsvariablen.

Allgemein versteht man unter einer Zufallsvariablen X eine Grofe, die vom
Zufall gesteuert wird, und verschiedene reelle Zahlen z als Wert annehmen
kann.

Die Wahrscheinlichkeit, mit der X ihre Werte = jeweils annimmt, beschreibt
die Verteilung der Zufallsvariablen X. Je nachdem, ob X einzelne (hochs-
tens abzdhlbar unendlich viele ,diskret* liegende) Zahlen x annehmen kann
bzw. alle Zahlen eines bestimmten Intervalls, spricht man von einer diskre-
ten Zufallsvariablen bzw. einer kontinuierlichen Zufallsvariablen und einer
diskreten Verteilung bzw. kontinuierlichen Verteilung der Zufallsva-
riablen.

Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen legt man so fest:

e man gibt entweder fiir jedes z; die Wahrscheinlichkeit P(X = z;) seines
Auftretens an,

e oder man gibt die Wahrscheinlichkeit P(X < ) an, mit der die Zufalls-
variable einen Wert z; < z (z € R) annimmt. Durch Aufsummieren der
P(X = ;) aller z; < x kann man diese Wahrscheinlichkeiten bilden:

Definition:
Die Funktion
f: R — [0;1], y = P(X=x;), i € Nx heikt Wahrscheinlichkeitsfunktion
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F: R — [0;1], y = P(X<x)= Xf(x;), x € R heikt Verteilungsfunktion
der diskreten Zufallsvariablen X.

Beispiel:
(Fortsetzung von 1)):

Beschreibe die Verteilung der Zufallsvariable X mit der Wertetabelle und
mit einem Graphen a) der Wahrscheinlichkeitsfunktion und b) der Vertei-
lungsfunktion. Wie groft ist die Wahrscheinlichkeit, dass X 1) hochstens 1,
2) mindestens 2 ist? Wo erscheinen die Ergebnisse im Graphen der Wahr-
scheinlichkeitsfunktion?

e

Abbildung 38: Wahrscheinlichkeitsfunktion
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- Flx)

F(1)=P(X =1) = 0,243

F(2) = P(X =2) = 0,027

£(3) = P(X =3)=0,001

b) F(0) = P(X <0) = 0,729

F(1) = P(X < 1) = 0,729 4 0,243 = 0,972
F(2) = P(X <2) =0,972 + 0,027 = 0,999
F(3) = P(X <3)=0,999 + 0,001 = 1

1) P(X hochstens 1) = P(X < 1) = P(X =0) + P(X
0,243 = 0, 972.

1) = 0,729 +

2) P(X mindestens 2) = P(X < 2) = P(X = 2)+ P(X

0,027+ 0,001 = 0, 028.
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6.3 Erwartungswert und Varianz
6.3.1 Erwartungswert einer Zufallsvariablen

Wenn man sich noch einmal die beiden Beispiele 1) und 2) ansieht, stellt sich
die Frage, wie viele Erfolge die Zollwache auf ,lange Zeit* gesehen im Mittel
erwarten kann, wenn sie n Personen kontrolliert?

Im Nachhinein ist die Antwort klar, nimlich ¥ x; x r(x;)

Wenn man die Antwort aber im Vorhinein wissen mdochte, so wird man
r(z;) durch P(X=x;) schitzen. Es ergibt sich folgende Definition.

Definition:
Als Erwartungswert der Zufallsvariablen X bezeichnet man die Zahl E(X) =
u=3x; x P(X =u1;)

Beispiel:
(Fortsetzung 1))

Wie viele Erfolge darf die Zollbehérde bei n=3 Kontrollen aus Sicht des
Zollners erwarten?

Losung: E(X) wird gebildet:
(X=0)=0,729 0x0,729=0
(X—1) — 0,243 1x 0,243 — 0,243
(X=2) = 0,027 2x 0,027 = 0,054
(X=3) = 0,001 3x 0,001 = 0,003

P
P
P
P

Summe: E(X) = 0,300

P(X=0)=0,729 0x0,729=0

P(X=1)=0,243  1x0,243 = 0,243
P(X=2)=0,027 2x0,027 =0,054
P(X =3)=0,00 3x0,001=0,003

Summe: F(X) = 0,300
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Der Erwartungswert muss keine ganze Zahl sein. Man will lediglich mit
dieser Zahl aussagen, dass, falls man nicht einen sondern 10, 100 oder noch
mehr Busse kontrolliert, wird man 10 x 0,3 = 3, 100 x 0,3 = 30 usw. Er-
folge erwarten diirfen. Man bekommt bei Wahrscheinlichkeitsaussagen erst
sinnvolle Ergebnisse, wenn es Aussagen iiber Massenerscheinungen sind.

6.3.2 Gewinnerwartung

Beispiel:

3): (vgl Beispiel 1) und seine Fortsetzung)

Es wurde ein Pramiensystem eingefithrt um die Zollner anzuspornen. Wer
bei einer Stichprobe von 3 Personen genau 0, 1, 2 oder 3 Erfolge hat, erhilt
der Reihe nach 1, 5, 20 oder 100 € Erfolgspramie. Wie hoch ist die Pramie,
die der Zdllner aus seinem Informationsstand heraus erwarten darf?

Losung: Man bildet den Erwartungswert der Zufallsvariablen g(X), die
die Gesamtpramie des Zollners in Abhéngigkeit von der Anzahl X der Erfol-
ge beschreibt:

P(X=0) = 0,729 Pramie: 0: 0 x 0,729 = 0
P(X=1) = 0,243 Priimie: 5: 5 x 0,243 — 1,1215
P(X=2) = 0,027 Priimie: 20: 20 x 0,027 = 0,540
P(X=3) = 0,001 Préamie: 100: 100 x 0,001 = 0,100
Die Summe betrigt E(Pramie) = E(g(X)) = 1,855

Somit muss die Zollbehorde je Dreier-Stichprobe 1,86 € ausbezahlen.

Definition:
Als Erwartungswert der diskreten Gewinnfunktion g(X) (Gewinnerwartung)
bezeichnet man die Zahl E(g(X)) = Xg(x;) x P(X = ;)
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6.3.3 Varianz und Standardabweichung einer Zufallsvariablen

Definition:
Als Varianz der Zufallsvariablen X bezeichnet man die Zahl V(X) = 0% =
Y(z; — E(X))?!x P(X =2;) = X(z; — pu)? x P(X = ).

o heift Standardabweichung (Streuung) der Zufallsvariablen X.

Da die alleinige Angabe des Erwartungswertes F(X) = u wenig aussage-
kraftig ware, gibt man ihn mit einer ,,Streuung” o an.

Beispiel:
(Fortsetzung von 1))

Um wie viel weicht die Anzahl der ertappten Schmuggler durchschnittlich
vom Erwartungswert E(X) = 0,3 ab.

Losung:
P(X=0) = 0,729 (0 - 0,3) x 0,729 = 0,06561
P(X=1) = 0,243 (1 - 0,3)® x 0,243 = 0,11907
P(X=2) = 0,027 (2 - 0,3)* x 0,027 = 0,07803
P(X=3) = 0,001 (3 - 0,3)* x 0,001 = 0,00729

Die Summe betrigt: 0,27000 = V(X) = o =~ 0, 52.

6.3.4 Gewinnstreuung

Definition:

Als Varianz der diskreten Gewinnfunktion ¢g(X) bezeichnet man die Zahl
V(g(X)) = 02 = S(gla;) — E(g(X)))? x P(X = ;)

o, heift Standardabweichung (Streuung) von ¢g(X), kurz Gewinnstreuung.

Beispiel:
(Fortsetzung von 3))
Um wieviel Euro streut die pro Dreier-Stichprobe zu zahlende Prémie im
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Mittel um ihren Erwartungswert E(g(X)) = 1,8557

P(X=0) = 0,729 (0 - 1,855)% x 0,729 = 2,50851
P(X=1) = 0,243 (5 - 1,855)% x 0,243 = 2,40352
P(X=2) = 0,027 (20 - 1,855)2 x 0,027 = 8,88951
P(X=3) = 0,001 (100 - 1,855)% x 0,001 = 9,63244

Die Summe betrigt: 23,43398 = V(g(X)) = o* ~ 4,84.

Die Préamie streut voraussichtlich um 4,84 € um ihren Erwartungswert E(g(X))
— 1,86 €.
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Kapitel 7

Kombinatorik

([10], S. 249-257)

Kombinatorik ist ein Teilgebiet der Mathematik, nicht im speziellen ein
Kapitel der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Fiir grofse Werte von N und n ist
die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Baumdiagrammen und der LA-
PLACE‘schen Regel mithsam, da es viele Pfade gibt. Man kann also leicht
einen iibersehen oder etwa doppelt zidhlen. Deshalb kann man Z&hlformeln
herleiten.

7.1 Zahlformeln fiir geordnete Stichproben (Variatio-
nen)

Bei diesen geordneten Stichproben spielt die Reihenfolge der Ziehung eine
Rolle.

a) Ziehen mit Zuriicklegen

Beispiel:

In einer Urne befinden sich 2 Kugeln, beschriftet mit den Buchstaben U und
H. Jemand zieht 3 Mal, wobei er jedes Mal die Kugel wieder in die Urne legt.
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Wort UHU entsteht?

Man kann sehen, dass es 8 verschiedene M&glichkeiten beim Ziehen gibt,
wobei nur eine Ziehung das gewiinschte Wort ergibt. Jede Ziehung ist gleich
wahrscheinlich und es ergibt sich deshalb geméf der LAPLACE “schen Wahr-
scheinlichkeitsregel fiir die Ziehwahrscheinlichkeit P(UHU) = ¢

Die Anzahl 8 kommt so zustande: Beim 1. Zug hatte man 2 Md&glichkeiten,
beim 2. Zug hatte man fiir jeden der beiden 1. Ziige wieder 2 Moglichkeiten,
also 2 x 2 = 22 = 4 Moglichkeiten. Jede der 4 Moglichkeiten erlaubt beim 3.
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Abbildung 40: Baumdiagramm-Ziehen mit Zuriicklegen

Zug wieder 2 Moglichkeiten, womit man (2 x 2) x 2 = 23 = 8 Moglichkeiten
hat. Allgemein hat man bei N Elementen und n Ziigen N Moglichkeiten.

Formel:

Die Anzahl der Moglichkeiten, eine geordnete Stichprobe von n aus N
Elementen mit Zuriicklegen zu ziehen, betragt N".

Beispiel:
([11], S. 75)

Eine Tippreihe beim Toto besteht aus 12 Spielen mit je 3 Md&glichkeiten,
namlich 1, 2 oder x. Eine Tippkolonne kostet 1 Euro. Wieviel miisste man
bezahlen, wenn man mit Sicherheit einen Zwolfer machen mochte?

Man kann sich dieses Beispiel nun wie ein Urnenbeispiel vorstellen, indem
sich in einer Urne 3 Kugeln befinden, die mit 1, 2 und x beschriftet sind. Dies
bedeute, dass N gleich 3 ist.

Alle 12 Spiele besitzen 3 mogliche Ausgénge, deshalb muss jede gezogene
Kugel nach jeder der 12 (=n) Ziehungen wieder zuriickgelegt werden. Es
ergeben sich 3'2 Moglichkeiten.

Der Gesamteinsatz betriigt also 1 x 312 — 531441 Euro.
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b) Ziehen ohne Zuriicklegen

Beispiel:

In einer Urne befinden sich drei Kugeln, wobei zwei mit dem Buchstaben U
beschriftet sind, und eine den Buchstaben H trigt. Der Reihe nach wird je
eine Kugel gezogen, ohne die gezogene Kugel zuriickzulegen. Es soll wieder
das Wort ,UHU* entstehen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit?

H i) i)
H i) i)
o i) H u H i)
i) i) i) H T H
HUT HUT THU UUTH THU UTH

Abbildung 41: Baumdiagramm-Ziehen ohne Zuriicklegen

Man sieht, dass es 6 mogliche Ziehungen gibt, die alle gleich wahrschein-
lich sind.

2 Ziehungen ergeben das gewiinschte Wort: P(UHU)= 2=,

Beim Ziehen ohne Zuriicklegen gibt es in diesem Beispiel 3x2x1 Mog-
lichkeiten. Allgemein gibt es beim Ziehen von n aus N Elementen ohne Zu-
riicklegen N x (N —1) x (N —2) X - -+ x (N —n+ 1) Moglichkeiten, was man

durch Erweitern mit (N — n)! zu (L'n), umformen kann.

N—

Formel:

Die Anzahl der Moglichkeiten, eine geordnete Stichprobe von n aus N
Elementen ohne Zuriicklegen zu ziehen, betriagt

N><(N—1)><(N—2)><...><(N_n+1):(NTn)!
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Fiirn = N gibt es insbesondere n! Moglichkeiten, n Elemente zu permutieren.

Beispiel:
([11], S. 76-77)

Fiir die Er6ffnung einer Filiale einer Firma werden 7 neue Arbeitskrifte
gesucht. 16 Bewerbungen liegen vor. Wieviele Moglichkeiten gibt es, diese 7
Posten zu besetzen?

In diesem Fall ist N = 16, n = 7, also folgt n — k = 9.

Es ergeben sich nun 19—();! = 57 657 600 Moglichkeiten.
Beispiel:

Ein Kind hat 5 verschiedene Perlen und mochte diese auf eine Schnur auffa-
deln. Wie grofs ist die Anzahl der Anordnungsmdochlichkeiten?

Natiirlich erhélt man die Losung durch 5! = 120.

7.2 Zahlformeln fiir ungeordnete Stichproben (Kombi-
nationen)

Hierbei spielt die Reihenfolge der Ziehung der einzelnen Elemente keine Rolle.

a) Ziehen ohne Zuriicklegen
Beispiel:
Paul hat sich nicht fiir die Mathematikwiederholung vorbereitet. Er weifs,
dass dafiir jede Stunde zwei Schiiler zuféllig ausgewihlt werden. Wie grof ist
fiir ihn die Chance, zur Stundenwiederholung gerufen zu werden, wenn noch
14 andere Schiiler anwesend sind?

Losung:
Paul zeichnet ein Baumdiagramm, wobei er fiir . komme dran“ =1 und fiir
,komme nicht dran“ =0 schreibt.

Es gibt also zwei Ziehungsverlaufe, namlich 10 und 01, bei denen er kon-

trollliert wird. Sie treten mit der Wahrscheinlichkeit 1—15><% :% bzw. %Xﬁ

= 15 auf.
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Abbildung 42: Baumdiagramm-Ziehen ohne Zuriicklegen

Fasst man nun die beiden zusammen, so erhilt man
P(komme dran)—= P(10V01)=P(0;1)=%+—%

Es kann also Paul egal sein, ob er beim 1. oder beim 2. Zug ausgewahlt wird,
es zahlt nur ob er, egal an welcher Stelle, in der Stichprobe enthalten ist. Sein
Interesse gilt den ungeordneten Stichproben von n aus N Elementen
ohne Zuriicklegen fiir den Fall n = 2 und N = 15.

Gemifs der Zahlregel gibt es ja N X (N—1)x (N =2)x---X(N—n+1) =
i N]X !n)! Moglichkeiten, eine geordnete Stichprobe von n aus N Elementen oh-
ne Zuriicklegen zu ziehen. Da n Elemente auf n! Arten permutiert werden
konnen, bestimmten jeweils n! geordnete Stichproben ein und dieselbe unge-
ordnete Stichprobe. Die Anzahl der ungeordneten Stichproben ist daher die

durch n! geteilte Anzahl der geordneten Stichproben:

NX(N=1)X(N—=2)x...x(N—n+1)
nx(n—1)x(n—2)x...x(1)

Im Zéahler und im Nenner stehen gleich viele Faktoren, ndmlich n. Erweitert

man den Bruch mit (N — n)!, so erhélt man die Formel W'fn)'
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Formel:

Die Anzahl der Mdoglichkeiten, eine ungeordnete Stichprobe von n aus N
Elementen ohne Zuriicklegen zu ziechen, betriagt

NX(N=1)X(N=2)x..x(N—n+1) __ N!
nx(n—1)x(n—2)x...x(1) - nIX(N—n)!
Beispiel:
([11], S. 78)

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, bei Lotto ,,6 aus 45 einen Sechser
zu machen?

Dies ist ein typisches Beispiel fiir eine ungeordnete Stichprobe ohne Zu-
riicklegen, da es hier nicht auf die Anordnung ankommt, und, die bereits
gezogenen Kugeln werden nicht mehr in die Lostrommel zuriickgelegt.

N ist nun 45 und n betragt 6.

Es ergeben sich 39%—5;6! = 8 145 060 Moglichkeiten.

Davon ist jedoch nur eine einzige 6-er Kombination richtig. Fiir die ge-

suchte Wahrscheinlichkeit (alle 6 richtig) erhilt man gz ~ 1,23 x 1077

b) Ziehen mit Zuriicklegen

Durch #hnliche Uberlegungen wie beim Ziehen ohne Zuriicklegen erhilt
man fiir das Ziehen von n aus N Elementen mit Zuriicklegen:

(N+n—1)!
n!x(N-1)!
Formel:

Die Anzahl der Moglichkeiten, eine ungeordnete Stichprobe von n aus N
Elementen mit Zuriicklegen zu ziehen, betragt

(N+n—1)x(N+n—2)X..X(N) __ (N+n—1)!
nX(n—1)x...x(1) T nlx(N-1)!
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Beispiel:
Um diese Formel verstindlich zu machen, kann man anhand eines Beispieles
hinfiihren. ([11], S. 79-80)

Man md&chte N nicht unterscheidbare Kugeln auf n Schachteln aufteilen,
wenn in jeder der Schachteln Platz fiir alle Kugeln ist. Wieviele Mo6chlichkei-
ten gibt es dies zu tun? (Angenommen N = 3 und n = 5)

Eine mogliche Aufteilung:

—_— O E—
O O

Abbildung 43: Mdégliche Aufteilung der Kugeln

Es werden also bei 5 Schachteln (5+1) Wénde gebraucht. Sowohl Kugeln
als auch Wénde sind nicht unterscheidbar, also kann man die 3! Permutatio-
nen der Kugeln und die (5-1)! Permutationen der Winde (die Aufenwéinde
sind fest) zu jeweils einer Moglichkeit zusammenfassen.

Es ergeben sich nun (3+5-1) Objekte, die, wenn sie alle verschieden wé-
ren, auf (345-1)! Moglichkeiten angeordnet werden konnten. Dies ist aber
nicht so, deshalb muss dies noch durch die ununterscheidbaren Fille (3! Ku-
geln, (5-1)! Wénde) dividiert werden.

(345-1)!
3Ix(5—1) 35.

Verwendet man nun die Variablen N und n, so ergeben sich
(N+n—1)!
nIx(N-1)!

zu verteilen.

Moglichkeiten, N nicht unterscheidbare Kugeln auf n Schachteln
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Kapitel 8

Monte-Carlo-Methoden

Wie schon erwihnt, bendtigt man fiir die Verwendung der Monte-Carlo-
Methode Zufallszahlen, die man sich mit Hilfe dreier Moglichkeiten beschaf-
fen kann:

a) Tabellen von Zufallszahlen
b) Zufallsmechanismen wie Miinze, Wiirfel, Roulette usw.

c¢) Algorithmen

8.1 Zufallsmechanismen

Zufallszahlen konnen mit jedem Zufallsmechanismus erzeugt werden, egal ob
Roulette, Wiirfel oder Urne. Es ist aber nicht so einfach eine ,,gute” Reihe von
Zufallszahlen aufzustellen, da jedes Gerét nur mehr oder weniger die Anfor-
derung erfiillt, dass alle Zahlen die gleiche Md&glichkeit besitzen, ausgewihlt
zu werden.

Beispiel:
([14], S. 111-112)

Das Beispiel soll zeigen, dass eine zufillige Auswahl eines Schiilers anhand
von drei Zufallsexperimenten, also Modellen, durchgefiihrt werden kann.

In einer Klasse mit 32 Schiilern steht eine Freikarte fiir ein Fultballspiel
zur Verfiigung. Ein Schiiler soll dafiir gerecht, also rein zufillig, ohne irgend-
welche Verdienste des Schiilers zu beriicksichtigen, ausgewahlt werden. Wie
konnte man das durchfiihren?
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1.Losungsweg:

Man kann 32 Namenskidrtchen anlegen, die dann aus einer Urne blind
gezogen werden.

2. Losungsweg:

Man kann einen Wiirfel benutzen, der 6 Versuchsausginge liefert, wenn
man ihn einmal wiirfelt. Da das nicht reicht, muss man ihn zweimal werfen,
und es ergeben sich 36 Versuchsausginge: (1,1);(1,2);...(6,5);(6,6). Die erste
Ziffer eines Paares gibt das Ergebnis des ersten Wurfes an. Jeder Schiiler
erhiilt ein Schliisselwort (z,y) mit 1 < z < 6 und 1 < y < 6. Tritt zum
Beispiel beim zweimaligen Wiirfel das Schliisselwort (5,6) auf, dann hat der
entsprechende Schiiler gewonnen.

3. Losungsweg:

Es wird eine Miinze 5 mal geworfen, denn man braucht eine 5 stelli-
ge Stichprobe, damit alle Schiiler eindeutig markiert sind. Jeder einzelne
Miinzwurf hat die 2 Ausgénge, K oder Z. Man erhéilt beim 5 maligen Wer-
fen 2° = 32 verschiedene 5-Tupel aus den Zeichen K und Z. Jeder Schiiler
bekommt eine 5 stellige Zeichenfolge als Code, und so wird dann der entspre-
chende Gewinner unter den Schiilern ermittelt.

8.2 Tabellen von Zufallszahlen

Mithilfe von Zufallsmechanismen und Algorithmen werden Tabellen von Zu-
fallszahlen gewonnen.

1947 wurde durch Drehen eines Rouletts eine solche Tabelle aufgestellt
und verdffentlicht unter dem Titel ,One million random digits®.

56434 70543 38696 98502 32092 95505 62091 39549 30117 98209
62694 42837 29183 11393 68463 25150 86338 95620 39836 41272
15413 40505 33123 63218 72940 98349 57249 40170 36819 01162
14446 16065 68459 35776 64276 92868 07372 31700 66711 26115

Tabelle 9: Tabelle von Zufallszahlen ([17], S. 208)
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So sieht eine Tabelle zum Beispiel aus. In Fiinfergruppen sind die Zahlen
zusammengefasst, um sie einfacher lesen zu kénnen. Man kann beim Ablesen
von Zufallszahlen aus der Tabelle irgendwo anfangen und in beliebiger Rich-
tung weitergehen.

Es gibt fiir das zuletzt genannte Beispiel noch ein weiteres Simulations-
verfahren, das man anwenden kann. Man kann so vorgehen, dass man die
Zufallsexperimente zur Bestimmung der zufélligen Auswahl nicht mehr selbst
ausfiihrt, sondern bereits fertige Ergebnisse von Zufallsexperimenten in Form
von tabellierten Zufallszahlen verwendet. Die Zahlen werden also durch einen
Zufallsprozess erzeugt und in dieser Reihenfolge aufgeschrieben. ([14], S. 132)

Man kann also das Beispiel so 16sen, indem die 32 Schiiler je eine Nummer
bekommen, von 01-32. Es wird nun aus der Tabelle der Zufallszahlen eine
Zeile durch Zufall ausgewdhlt. Die ausgewidhlten Zufallszahlen kann man in
Blécken zu je zwei Ziffern lesen. Stimmt die erste Zahl mit einer laufenden
Nummer der Schiilerliste iiberein, so hat dieser Schiiler gewonnen. Ist dies
aber nicht der Fall, so geht man weiter und nimmt die nichsten zwei Ziffern.
Dies wird wiederholt, bis die erste Nummer mit einer der Schiiler iiberein-
stimmt.

8.3 Algorithmen

Es widerspricht dem Prinzip der Zufélligkeit, Algorithmen fiir die Erzeugung
von Zufallszahlen zu benutzen, da jede folgende Zahl durch die vorherige be-
stimmt ist. Darum werden die so erzeugten Zahlen auch Pseudo-Zufallszahlen
genannt. Man macht sich zunutze, dass man irgendeine wohlbestimmte Zah-
lenfolge als Zufallsfolge auffassen kann, wenn sie eine ausreichende Anzahl
von Zufilligkeitstests besteht. Es war aus dem Grund notwendig, solche Al-
gorithmen zu erarbeiten, da fiir die meisten Simulationen sehr viele Zufalls-
zahlen bendtigt werden und das Speichern einer Tabelle von Zufallszahlen
wiirde in einem Rechner zuviel Platz erfordern.

Auf J. von Neumann geht eine der ersten Methoden zur Erzeugung von

Pseudo-Zufallszahlen zuriick. ([17], S. 163)

Gestartet wird bei einer vierstelligen Zahl, z.B. 4258, diese wird quadriert,
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18130564, und davon werden die mittleren vier Ziffern als erste Zufallszahlen
und als neuer Ausgangspunkt fiir das Verfahren genommen.

Es ist wichtig wie man die Ausgangszahl wahlt.

Beginnt man zum Beispiel das Verfahren mit 3792, so betrigt das Quadrat
14379264 und das Verfahren stagniert, da wir wieder die Zahl 3792 erhalten.

D.H. Lehmer hat 1951 folgende Methode vorgeschlagen: ([17], S. 163)

Durch die folgenden Zahlen werden Zufallszahlen erzeugt:

Tpt1 = a X Ty +b (modm) .

Drei Parameter miissen gewihlt werden, a, b, und m. Die meisten Computer
benutzen das Bindrsystem, deshalb setzt man im allgemeinen m = 2".

Beispiel:
Mit dem Algorithmus fiir @ = 5,b = 7,m = 23 = 8 und zy = 1 erhalten wir:

r1= 5 x 1+ 7 =4 (mod 8)
Ta=5x%x 4+ 7 =3 (mod 8)

Fiir die ersten 8 Zufallszahlen ergibt sich somit: 4, 3, 6, 5, 0, 7, 2, 1

Daraufhin wiederholt sich die Folge. Will man eine langere Periode pro-
duzieren, so muss man m grofer wahlen.

8.4 Beispiele zur Monte-Carlo-Methode

Die Monte-Carlo-Methode hat grofe Bedeutung fiir Anwendungen im All-
tagsbereich. Auch schon deshalb sollte sie im Unterricht durchgefiihrt wer-
den. Die Schiiler kénnen so durch die Simulationen motiviert werden, und
sie lockern den Unterricht auf. Die folgenden Beispiele sollen einen Eindruck
iiber die breite Verwendbarkeit der Methode liefern.
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Beispiel:
Busankiinfte an einer Haltestelle ([17], S. 169-171)

Angenommen wird, dass die Busse in einem 10-miniitigen Zeitrhythmus
fahren. Stellen wir uns nun vor, dass ein Fahrgast ohne die Auskunftzeiten
zur Haltestelle kommt, so muss er manchmal 10 Minuten, manchmal aber
auch nur ein paar Sekunden warten. Die mittlere Wartezeit wird hier 5 Mi-
nuten betragen.

Nun nehmen wir an, dass die Busse einen anderen Zeitrhythmus haben,
namlich 5-miniitigen Intervallen folgen in Abwechslung 15-miniitige Interval-
le. Es wiirden zwar pro Stunde und Tag genauso viele Busse fahren wie bei
dem 10-miniitigen Rhythmus, doch wire die mittlere Wartezeit fiir einen zu-
fallig ankommenden Fahrgast die gleiche?

Die Antwort darauf ist Nein, denn die Wahrscheinlichkeit, wihrend des
5 Minutenintervalls gerade an der Bushaltestelle anzukommen, ist i, im Ge-
gensatz zu % fiir das 15 Minutenintervall. Die mittlere Wartezeit ergibt sich
also zu

ix 2,5 Min. + ix 7,5 Min. = 6,25 Min.
Wenn man nun iiberlegt kommt man zum Schluss, dass der feste Zeitabstand
pro Tag oder Stunde immer die geringste mittlere Wartezeit ergibt fiir Per-

sonen ohne Fahrplan.

Mit Zufilligkeit hat dies aber nicht sehr viel zu tun. Man kann nun das
Problem, dass Busse vollig zufiillig und nicht zu ihren angekiindigten An-
kunftszeiten kommen, betrachten.

Zur Simulation beniitzen wir die folgende Tabelle:

Die Zahlen werden einfach als Minutenzahlen von Busankunftszeiten in
einer Stunde gelesen. Zahlen iiber 60 werden weggelassen. Je sechs Zahlen
werden der Grofse nach geordnet, beginnend bei 9.00:
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23 15
05 54
14 87
38 97
97 31

5
95
16
67
26

48 59
50 43
03 50
49 51
17 18

01 83
10 53
32 40
94 05
99 75

72
74
43
17
23

59 93
35 08
62 23
28 53
08 70

Tabelle 10: Zufallszahlentabelle

9.01
10.03
11.10
12.08
13.03
14.23
15.03

Was wird passieren, wenn ein Fahrgast zwischen 9.00 und 15.54 zufillig

zur Haltestelle kommt?

Die Wahrscheinlichkeit, dass er im Intervall 13.03 - 13.13 ankommt, ist

Fiir die Busintervalle ¢; betragt die Wahrscheinlichkeit, in diesen Zeit-
Die Wartezeit ist aber durchschnittlich die halbe
Busintervalllinge, sodass sich dann fiir die mittlere Wartezeit E ergibt:

10
414 :
spannen einzutreffen

E=Ytoxbu_ 1

414 7 27 2x414

Wenn man E nun berechnet erhalt man E—

Die mittlere Intervalllinge zwischen Busankunftszeiten betragt:

414
44— 9 86,

Man kann erkennen, dass obwohl genauso viele Busse fahren wie beim 10
Minutentakt und die mittlere Intervalllinge ja auch 9.86 Minuten betragt,

ti
414°

9.15
10.05
11.43
12.10
13.13
14.32
15.05

9.23
10.08
11.50
12.18
13.14
14.40
15.10

9.48
10.23
11.53
12.35
13.16
14.43
15.11

9.59
10.24
11.54
12.37
13.22
14.50
15.22

Tabelle 11: Busfahrplan

X Yt?
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9.59
10.44
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die Wartezeit des zufillig eintreffenden Fahrgastes fast genauso grofs ist, wie
der mittlere Busabstand und viel grofer wie beim festen 10 Minutentakt.

Beispiel:
Rosinenbrétchen- Aufgabe ([14], S. 234)

Es befinden sich 150 Rosinen in 5kg Teig. Aus diesem Teig werden 100
Brétchen zu je 50 g gebacken, wobei der Teig zuvor sorgfiltig durchgeknetet
wird. Dennoch wird die Anzahl der Rosinen in einzelnen Brotchen unter-
schiedlich sein. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einem zufillig
ausgewéhlten Brotchen mindestens a)eine Rosine ist, b) 2(3) Rosinen sind?

Lésung:

Vor der rechnerischen Behandlung wird nun eine Simulation vorgenom-
men. Zundchst kann man annehmen, dass sich die Rosinen nicht gegenseitig
beeinflussen, und eine Rosine mit gleicher Wahrscheinlichkeit Wlo in jedes
Brotchen gelangen kann.

In dem grofsen Quadrat soll jedes kleine Quadrat ein Brotchen darstellen.
Fiir jede Rosine wihlen wir ein Paar von Zufallszahlen. Also wihlen wir 150
Paare von Zufallsziffern aus der unten angegebenen Tabelle von Zufallszahlen.
Dabei wird ausgegangen von Spalte 21/22, dann 23/24 und noch 25/26. Die
erhaltenen Zahlen sind 34, 24, 23 usw.

Dies bedeutet also, dass Rosine 1 in Brotchen Nr.34 kommt, Rosine 2 in
Brotchen Nr. 24 | Rosine 3 in Brotchen Nr. 23 usw. In das jeweilige Brot-
chenfeld wird ein Strich gemacht.

Als Schétzwerte fiir die Losungen erhélt man durch Auszahlen:

P— Anzahl der Brétchen mit einer Rosine
o Anzahl aller Brétchen

fiir a) P~ 55 =0, 79

fiir b) P(2 Rosinen)~ 25 = 0, 34; P(3 Rosinen) ~ 1% = 0, 1.
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Abbildung 44: Rosinenbrétchen
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Diese Schitzwerte konnen nun mit der theoretischen Losung verglichen
werden:

zu a) Da jede Rosine mit der gleichen Wahrscheinlichkeit Wlo in ein Brot-
chen gelangt, ist die Zahl (1 — 0,01)'*° die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass

sich keine der 150 Rosinen in dem Broétchen befindet. Also ist die Losung zu

a):
P—1- (1 —0,01)150 =1- 0,99150 ~1—-0,221=0,779.

zu b) Man denkt sich, dass die Rosinen nacheinander in den Teig geworfen
werden. Es handelt sich um einen Versuch, der mit derselben Wahrscheinlich-
keit 0,01 insgesamt 150 mal wiederholt wird. Mit der Formel von Bernoulli
erhalten wir dann:

150

Pisoo = ( 5 ) X (155)° X (+55)'*8 =~ 0,252,
150

Puna = (157) * (53" x (39" ~ 0,126,

Beispiel:
Nadelproblem von Buffon - Bestimmung von 7 ([14], S. 48-50)

Dieses Problem stammt aus dem Jahr 1777 und ist das erste Problem
einer geometrischen Wahrscheinlichkeit. Es ermdglicht eine experimentelle
Bestimmung von 7, und ist gerade deswegen so interessant.

In der Ebene sind parallele Geraden mit dem Abstand d voneinander vor-
gegeben. Es wird zufillig eine Nadel der Linge a auf dieser Ebene geworfen,
wobei a < d ist. Wie grof ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass die Nadel eine
Gerade schneidet?

Da a < d, kann die Nadel hochstens eine Gerade schneiden.

Nachdem alle Streifen vollig gleichberechtigt sind, kann ein beliebiger
Streifen ausgewihlt werden. Der Abstand des Mittelpunkts der Nadel von
der néichstgelegenen Geraden wird mit x bezeichnet, mit o wird der Winkel
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Abbildung 45: Zufallszahlentabelle ([14], S. 133)
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bezeichnet, den die Nadel und diese Gerade einschliefsen.

Im folgenden Bild liegt der Mittelpunkt der Nadel in der unteren Hailfte
des Streifens.

)

Abbildung 46: Nadelproblem von Buffon

Durch die Parameter o und z kann jede Lage der Nadel beschrieben
werden.

Esgilt()gxg%undogozgw

Ist o = $=90° kann z die maximale Lange der halben Nadel $ annehmen,

und die Nadel beriihrt noch die untere Parallele. Bei allen anderen Winkeln
muss der Abstand x kleiner als § sein, wenn die Nadel die Parallele schneiden
soll. Aus der Zeichnung liest man die Bedingung fiir ein Schneiden ab. Mit
Hilfe der Sinusfunktion findet man:

r < gsina.

In einem Koordinatensystem konnen die mogliche Flache und die giinsti-
ge Fliche (schraffiert) eingezeichnet werden. Man erhilt so fiir die gesuchte
Wabhrscheinlichkeit:

Wir berechnen jetzt die giinstige Fliche, siehe Abbildung: Koordinaten-
system.

T _ _a T
fo 2smozdoz— 2cosozdoz}0 =a

P= Mafkzahl von F __ _ 2a

a ==
~ MaBzahl von A ~ (d/2)mr = dm
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alpha

n e« smigliche Flache & = d2pi

gilinstige Flache F =a

Abbildung 47: Koordinatensystem

Im Allgemeinen ist also die gesuchte Wahrscheinlichkeit keine rationale
Zahl. Das Ergebnis sagt also, dass die Nadel ungefahr in dem j—i—ten Teil der
Versuche eine der Geraden schneiden wird.

Auf experimentellem Weg kann man auch so die Zahl m bestimmen.

Man bestimmt die relative Haufigkeit h,,(S) = Z in einer langen Versuchs-
reihe von n Versuchen dafiir, dass die Nadel eine Gerade schneidet. Dann ist
Z ~ 2a

nach friiheren Ausfiihrungen h,(S)= 2 ~ =.

2axn

Man kann das nach 7 auflosen: 7 ~ o

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung kann also zur numerischen Approxima-
tion der Zahl m herangezogen werden.

Verwendung fiir den Unterricht:

Im Unterricht kann man von den Schiilern eine Nadel experimentell werfen
lassen, und die Zahl der Uberschneidungen dabei notieren.

Sinnvoll wire es, aufgrund dieses Beispieles eine Stunde im Computer-
raum zu verbringen, um den Schiilern dies anhand des Computers zu veran-
schaulichen.
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Beispiel:
Kreisflichenberechnung, Monte-Carlo-Integration, Bestimmung von 7 ([13],
S. 250-252); ([14], S. 230-232)

Die Figur enthélt ein Einheitsquadrat mit einem eingeschriebenen Vier-
telkreis, der den Radius 1 hat.

1 : ) .
¥l __-__.__l\_,ﬁf‘;
. . ' ) - 'I

xl i
Abbildung 48: Kreisflichenberechnung

a)Man liasst von oben auf die Figur ein Sandkorn fallen, und stellt jedes
Mal fest, ob es im Inneren des Kreises oder in der Zwischenfliche Quadrat-
Kreis zum Liegen kommt. Hierbei macht man eine Vielzahl von Versuchen,
zum Beispiel 1500 und z#dhlt dabei wie oft das Sandkorn im Inneren des
Viertelkreises zum Liegen kommt. Angenommen es ist 1128 liegen geblieben.
Nimmt man nun an, dass jeder Punkt im Quadrat mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit getroffen wird, und dass alle Flichen gleicher Grofe gleiche
Wahrscheinlichkeit besitzen, dann kann die relative Haufigkeit

1128 a)s ein Mak fiir das Verhiltnis Yiertelkrels gogehen werden.
1500 Quadrat

Wir haben den Radius 1, also erhalten wir
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~ 1128 _ ~
~ g — 0,752, d.h. 7~ 3,008.

T

4

b) Nun ,mathematisiert“ man die obige Vorgehensweise und iiberdeckt
das Quadrat mit vielen zufélligen Punkten, die mit Zufallszifferntabellen ge-
wonnen werden konnen. Ein zufélliger Block von 4 Ziffern wird nun zur Festle-
gung eines Punktes genutzt, indem die ersten zwei Ziffern als Hundertstel der
r-Koordinate und die letzten zwei Ziffern als Hundertstel der y-Koordinate
gedeutet werden.

Zum Beispiel: 8868, z1= 0,88; y;= 0,68.

Es werden nun viele Punkte eingezeichnet und man zéhlt wieder die Punk-
te des Inneren des Viertelkreises (Ny /) und die Gesamtzahl der Punkte

(Ng)-

AvK . NyvK

Man erhélt nun einen Schiatzwert aus der Beziehung o NN

¢)Nun wird nochmals vom Einheitsquadrat ausgegangen. Der Viertelkreis
ist algebraisch beschrieben durch die Menge K aller Punkte (z,y), fiir die
x > 0 und y > 0 ist und deren Abstand vom Ursprung nicht grofer als 1 ist.
Man findet dann mit Hilfe des phytagoriischen Lehrsatzes:

K= (z,9)/2 +y* < Lo >0,y >0

Verwendung fiir den Unterricht

Geeignet, ist diese Mathematisierung fiir den Einsatz von Taschenrech-
nern. Die Schiiler kénnen damit schnell feststellen, ob die ermittelten Punkte
innerhalb oder aufserhalb des Viertelkreises liegen.

Auch bei diesem Beispiel konnte mithilfe des Computers gearbeitet wer-
den.
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Zusammenfassung

In meiner Diplomarbeit befasse ich mich mit der Einfiihrung der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung in den Schulunterricht. Ich mochte Moglichkeiten
aufzeigen, wie man als Lehrperson mithilfe zahlreicher Beispiele und den
unterschiedlichsten Methoden dieses Teilgebiet der Mathematik den Schii-
lern verstédndlich machen kann.

In den einfithrenden Kapiteln bin ich darauf eingegangen, aus welchem
Grund es eigentlich sinnvoll ist, die Wahrscheinlichkeitsrechnung in den Un-
terricht einzubauen, welche Geschichte dieses Thema begleitet, und wie die
Entwicklung des Zufalls- und Wahrscheinlichkeitsbegriffes bei Kindern vor
sich geht.

Nach diesem Einstieg habe ich mich der Einfiihrung der Wahrscheinlich-
keitsrechnung in den Unterricht gewidmet. Ich habe mich fiir einen Einstieg
mithilfe von Simulationen entschieden, wobei ich zwei konkrete Beispiele an
den Anfang gestellt habe. Anhand dieser, sollen die Schiiler eine Vorstel-
lung von Wahrscheinlichkeitsrechnung bekommen, und so an diesem neuen
Abschnitt der Mathematik Gefallen finden.

Es ist wichtig, die Schiiler nun zu aller erst mit den Grundbegriffen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung vertraut zu machen, und schlieflich mit einigen
Beispielen das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten zu beginnen.

Sowohl die bedingte Wahrscheinlichkeit, Zufallsvariablen, Erwartungs-
wert, Varianz, aber auch die Kombinatorik sollten Beachtung im Unterricht
finden. Diese Kapitel habe ich mit zahlreichen Beispielen begleitet, und im-
mer wieder Simulationen zum besseren Verstindnis der Theorie verwendet.

Im abschliefenden Kapitel befasse ich mich noch mit der Monte-Carlo-
Methode, wobei ich wieder einige Beispiele bringe.
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Abstract

In my dissertation I deal with the introduction of probability in school. I
would like to indicate possibilities for teachers to make clear this branch of
mathematics to students using numerous examples and different methods.

In the introductory chapters I deal with reasons why it makes sense to
treat probability in school, with the history of this subject, and with the
development of chance and likelihood in children’s understanding.

After this I treated the introduction of probability calculus in school les-
sons. I decided to use simulations to understand and solve the first examples,
and I started with two concrete examples. In this way the students should
get an idea of probability theory, and find interest in this new segment of
mathematics.

It is important to make the students familiar with the basic concepts of
probability theory, and then to start calculations with likelihood using some
examples.

Conditional probability, random variables, mathematical expectation, va-
riance, but also the theory of combinations should be treated. Numerous ex-
amples are integrated in these chapters and often simulations are used in
order to obtain a better understanding of the theory.

The final chapter deals with Monte Carlo methods and again some ex-
amples are used.
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