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Vorwort

Vielleiht ersheint es ungewöhnlih, dass eine Mathematikerin sih mit dem

Thema Farbe beshäftigt. In der Mathematik ist, wenn man sie kennen ge-

lernt hat, gar nihts ungewöhnlih und für viele Mathematiker auh niht.

In den meisten steken noh andere Interessen und Talente und sie suhen

tiefer in die jeweilige Materie einzudringen. Zumindest geht es mir so. Ih bin

zur Mathematik erst über die Malerei bzw. Kunst gekommen. Das künstle-

rishe Umfeld ist niht nur ein ganz anderes, sondern auh die Arbeitsweise

ist ganz anders ausgerihtet. Beide Materien werden studiert und in beiden

wird hinterfragt, jedoh in jeweils untershiedliher Art und Weise.

Für eine naturalistishe Studie zum Beispiel hat man zu Beginn meist eine

weiÿe Mal�ähe und Farben (Farbmittel) vor sih. Man versuht nun, das was

man sieht, darzustellen. Beshränkt man sih auf die farbigen Eindrüke und

möhte diese genau nahmishen, so wird man sheitern. Man kann sih nur

durh eine angenäherte Farbwahl zufrieden geben.

Wie hängen die wahrgenommenen Farben der gesehenen Wirklihkeit und

die Farben einer Abbildung dieser Wirklihkeit zusammen? Wie können Far-

ben genau de�niert werden und welhe Strukturen lassen sih erkennen? Dies

sheint auh eine philosophishe Frage zu sein. Shon Desartes ([Farb℄, S.21)

ordnet niht nur den Gegenständen geometrishe Eigenshaften zu, sondern

auh den Farben.

Der Farbenraum ist niht intuitiv begreifbar. Wir sind von Farben um-

geben und sind mit ihnen aktiv verbunden, so dass es niht leiht ist, die

Struktur des Farbraumes zu erkennen. Versuht man Buntstifte derart zu
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ordnen, dass die Farbe eines jeden Buntstiftes aus der Mishung der Far-

ben der Nahbarstifte hervorgeht, so sheitert man kläglih. Wo würde ih

beispielsweise den rosa Buntstift einordnen, wenn zwishen Weiÿ und Rot

bereits Gelb und Orange liegt? Also lässt sih keine Anordnung �nden, die

linear verläuft. Auh eine kreisförmige Anordnung ist niht zufriedenstellend.

Weiÿ und Shwarz und deren Mishfarben, die vershiedenen Grautöne, sowie

auh Mishfarben der bunten Farben, zum Beispiel Olivgrün, haben zwishen

Gelb - Orange - Rot - Violett - Blau - Grün - Gelb keinen Platz. Die Dimensi-

on des Farbraumes muss daher gröÿer als 1 sein. Das Problem erweist sih als

ein niht triviales, wobei andere Farb- und Lihteigenshaften wie Kontrast,

Farbtemperatur, Re�exion und Remission et. noh berüksihtigt werden

müssen, um die Vielfalt der Farben messbar zu mahen.

In unserem Sprahgebrauh ist Farbe ein Begri�, der vielseitig verwendet

wird und daher ist es notwendig diesen zuerst zu präzisieren. Eine verbreitete

Annahme ist, dass jede Farbe durh die Angabe der Wellenlänge eindeutig

bestimmt ist, doh wird dabei das menshlihe Emp�nden völlig ausgeblen-

det. In dieser Arbeit wird genau erklärt, dass Farbe wissenshaftlih gesehen

ein psyhologisher Begri� ist. Das Messen von Farbe ist der Psyhophysik

zugeordnet und es wird durh unmittelbare Beobahtung - also ohne Hilfs-

mittel - durhgeführt.

Informationen der Wahrnehmung dienen der Orientierung und ermög-

lihen eine mentale Repräsentation der physikalishen Umwelt. In manher

Hinsiht ist die Wahrnehmung sehr zuverlässig, sie kann aber auh zu falshen

Vorstellungen über die Welt führen. Eine psyhophysikalishe Analyse kann

helfen dies zu klären.

Da das Thema sehr komplex und fäherübergreifend ist, war ein sehr tief-

gründiges Arbeiten erforderlih, was auh mit einem hohen zeitlihen Auf-

wand einherging. Die Literatursuhe über die Farbmetrik aus mathemati-

sher Siht erwies sih als shwierig. Insofern beshränke ih mih auf die



essentielle Arbeit Shrödingers, welhe aber keine detaillierte mathematishe

Ausarbeitung beinhaltet. Ih musste daher die mathematishen Zusammen-

hänge zuerst ausarbeiten, strukturieren und in eine gerehte Form bringen.

An dieser Stelle möhte ih meinem Betreuer Professor Gerhard Kowol mei-

nen ganz besonderen Dank aussprehen für seine Geduld und Unterstützung!

Ih habe mih bemüht, sämtlihe Inhaber der Bildrehte aus�ndig zu ma-

hen und ihre Zustimmung zur Verwendung der Bilder in dieser Arbeit einge-

holt. Sollte dennoh eine Urheberrehtsverletzung bekannt werden, ersuhe

ih um Meldung an mih.
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Kapitel 1

Der a�ne Farbraum

1.1 Einleitung

Der Shwerpunkt meiner Arbeit ist die Lehre von den Maÿbeziehungen der

Farben, die so genannte Farbmetrik. Sie stellt mittels mathematisher For-

meln das visuelle Ergebnis einer Farbbetrahtung oder eines Farbvergleihes

zahlenmäÿig dar. Die Voraussetzungen dafür sind das eindeutige Bestimmen

und Messen von Farbe. Es sheint uns unmittelbar klar zu sein, was Far-

be ist, da es unseren Alltag bestimmt. Jedoh wird der Begri� Farbe im

übertragenen und niht fahlihen Sinn für völlig Untershiedlihes verwen-

det. Im Englishen wird zwishen olour/olor, paint und dye untershie-

den, also zwishen Farbton, Anstrihfarbe und Farbsto�. Hier wird also zwi-

shen dem E�ekt Farbe (�farbig�) und der Ursahe für Farbe (�streihen�,

�färben�) untershieden. Der Begri� Farbe beinhaltet auh die Wortbedeu-

tungen: Körperfarbe, Farbgebung, Lihtfarbe, Malmittel und Farbeindruk.

Letzteres kommt dem Fahbegri� Farbe am nähsten. Es gibt einen groÿen

Untershied zwishen dem Begri� Farbe der deutshen Alltagssprahe und

der psyhologishen Fahsprahe. Farbe ist kein physikalisher Begri�. Wir

orientieren uns im Alltag durh Farben und das führt dazu, dass wir Farbe

als äuÿere Objektqualität erleben, anstatt dass wir uns bewusst sind, dass

Farbe eine subjektive Sinnesemp�ndung ist.
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2 KAPITEL 1. DER AFFINE FARBRAUM

Für Analysen sind daher nur Versuhsanordnungen erfolgreih, bei de-

nen Farben niht an Objekten anhaftend wahrgenommen werden, sondern

bei denen Farbfelder möglihst ohne Struktur verwendet werden, die von je-

dem Punkt die gleihe Reizstrahlung abgeben. Solhe Reizfelder untershei-

den sih nur durh die Position zum Gesihtsfeld, die äuÿere Form und die

abgegebene Strahlung. Dabei ist das Auge von Testpersonen das alleinige

Messinstrument.

Welhe Merkmale der Farbeindrüke nimmt das Auge wahr? Es kann

festgestellt werden, ob zwei Farbreize visuell untersheidbar sind oder niht.

Dies ist die empirishe Grundlage dieses ersten Kapitels. Die zweite Beurtei-

lung des Auges ist ähnlih der ersten, doh werden Farbattribute beurteilt.

In dieser Arbeit beshränken wir uns auf die Helligkeit, die im zweiten Ka-

pitel behandelt wird. Bei den vorgestellten Farbanpassungsversuhen stellen

Beobahter Farben bei konstanter Helligkeit auf gröÿte Ähnlihkeit ein.

Für das Farbsehen sind im Allgemeinen Farbreize

1

notwendig, also Liht

im physikalishen Sinne. Liht kann als solhes niht gesehen werden. Der

Zusammenhang zwishen der psyhologishen Farbenlehre und den physika-

lishen Eigenshaften der Farbreize sowie deren wahrgenommene Attribute

wird durh psyhophysishe Beziehungen hergestellt. Es lassen sih wesent-

lihe strukturelle Merkmale der Farbreize in der Farbwahrnehmung �nden,

die sih mathematish im Rahmen der Theorie der Vektorräume wiederge-

ben lassen. Die Ergebnisse der Versuhsreihen können dann auf geometrishe

Eigenshaften hin geprüft werden.

Nah einer ersten Abgrenzung der Fahbegri�e möhte ih die Forshungs-

fragen formulieren. Wie ist der Farbraum de�niert, so dass 1) jede Farbe aus

den Nahbarfarben gemisht werden kann, und dass 2) die Farbdi�erenzen

1

Wir sehen auh Farben eine kurze Zeit nahdem wir die Augenlider geshlossen ha-

ben. Diese sind die Gegenfarben der zuvor gesehenen. Dieser E�ekt entsteht durh die

rezeptiven Felder in der Netzhaut.
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zu den Nahbarfarben genau jene sind, wie sie das Auge wahrnimmt? Das

heiÿt, die Farben werden derart aneinander gereiht, dass sie erstens gerade

noh vom Auge untersheidbar sind und zweitens zwishen zwei Farben keine

Farbe mehr eingeshoben werden kann.

Die wissenshaftlihen Auseinandersetzungen zur Farbmetrik reihen bis

in die Antike zurük. Eine Au�istung der Personen und der von ihnen auf-

gestellten Farbsysteme füllt viele Seiten und kann auf der Internetseite o-

lorsystem.om nahgelesen werden. Die Wissenshafts- und Kulturgeshihte

zeigen, dass die Farbmetrik durhgehend ein wihtiges Forshungsthema war

und auh heute niht abgeshlossen ist.

Die einfahe Farbmetrik beruht auf den Grassmannshen Gesetzen und

beurteilt die Gleihheit von Farben. Entsheidende Fortshritte erzielte 1920

Erwin Shrödinger aufbauend auf Erkenntnissen des Mathematikers Her-

mann Grassmann und des Physikers Hermann v. Helmholtz. Diese bekommen

in der gängigen Fahliteratur meines Erahtens wenig Beahtung, obwohl sie

Grundlage der heutigen Farbmetrik sind. Shrödinger zeigt, dass die notwen-

digen Voraussetzungen gegeben sind, um von einem Vektorraum der Menge

aller Farben sprehen zu können. Die heute gebräuhlihen farbmetrishen

Systeme beruhen auf der a�nen Geometrie und der Vektordarstellung von

Farben (genau genommen von Farbvalenzen, wie wir später erfahren wer-

den). Diese Farbstruktur wurde erstmals von Shrödinger in seinen Arbeiten

Grundlinien einer Theorie der Farbmetrik im Tagessehen, Mitteilung I und

II, 1920 ([Shrö1℄, [Shrö2℄) entwikelt und wird hier im ersten Kapitel aus-

geführt. Die erste Forshungsfrage wird dadurh beantwortet.

Für das Beantworten der zweiten Frage ist eine tiefgründige Auseinander-

setzung der Farbabstände und der Farbwahrnehmung erforderlih. Die erste

erfolgreihe Forshungsarbeit dazu stammt ebenfalls von Shrödinger 1920

[Shrö3℄ und ist als Grundstein für die weitere Entwiklung der Riemann-

shen Farbmetrik anzusehen. Daher geht diese Arbeit vorwiegend auf die

Theorie von Shrödinger ein und führt den Ausgangspunkt, die Theorie von
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H.v. Helmholtz ebenso vor wie spätere Ergebnisse unter anderem von D. L.

Ma Adam. Dieser entwikelte eine Farbtafel mit einer einheitlihen Farbska-

la, wodurh die zweite Forshungsfrage beantwortet wird. Darüber berihte

ih im zweiten Kapitel.

Weiterführende Literatur ist am Ende der Arbeit aufgelistet.

1.2 Liht und Farbe

Da die Ursahe des Farbsehens in erster Linie das Auftre�en von Liht auf

der Netzhaut ist, rihtet sih der Fokus von Shrödinger zuerst auf Liht und

sodann auf die induzierte Farbe. Dieser Vorgang lässt sih quantitativ sehr

genau verfolgen. Die Lihtstrahlen bzw. elektromagnetishen Wellen werden

durh Farbreizfunktionen f beshrieben, wobei zu jeder Wellenlänge λ aus

dem sihtbaren Spektrum S = [380nm, 780nm] die Energiemenge angegeben

ist. Die Menge der möglihen Energiewerte wird mit E bezeihnet:

f : S → E, λ 7→ f(λ)

f(λ) ist entweder in Form der Strahlungsenergie W , gemessen in J (Joule),

oder meist mit der relativen Strahlungsverteilung Sλ (skaliert mit S560nm = 100)

angegeben. f(λ) kann im ersten Fall o�ensihtlih nur Werte ≥ 0 annehmen;

im zweiten Fall ist die Verteilungsfunktion niht negativ. Insbesondere kann

f stets als reelle Funktion interpretiert werden. Eine andere elektromagne-

tishe Strahlung kann keine Ursahe für das Farbsehen sein und wird daher

niht beahtet.

Die Strahlung einer Lihtquelle gelangt meistens niht direkt ins Auge,

sondern nah mehrmaliger Re�exion. Hinzu kommt häu�g eine Absorption

oder bei lihtdurhlässigen Ober�ähen eine Transmission, die von der Be-

sha�enheit des Körpermaterials abhängen. Der letztlih re�ektierende Teil

resultiert aus den Re�exionseigenshaften, die durh eine spezi�she Re�exi-

onsfunktion beshrieben werden. Der ins Auge eintre�ende Farbreiz hat die

spektrale Energieverteilung, die sih aus dem Produkt der spektralen Ener-
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gieverteilung der Strahlungsquelle und der spektralen Re�exionsfunktion der

Ober�ähe ergibt. Siehe dazu das Shema in Abbildung 1.1.

Aufgrund von Erfahrungstatsahen gilt, dass mehrere vershiedene Far-

breizfunktionen fi, i ∈ I Indexmenge, Lihtstrahlen beshreiben, die bei stets

gleihbleibender Lihtquelle ϕ als ein und dieselbe Farbe F wahrgenommen

werden. Diese können unter einer anderen Lihtquelle vershieden aussehen.

Solhe Farben werden als metam bezeihnet. Siehe dazu Abbildung 1.2.

Eine Farbe F lässt sih mittels der Menge MF beshreiben, die genau

die Funktionen fi, i ∈ I, der als gleih wahrgenommenen Lihter enthält.

Die Menge aller Farbreizfunktionen von Lihtstrahlen wird mit M bezeih-

net und die Menge aller wahrgenommenen Farben mit F . Farben werden

im Weiteren immer mit Groÿbuhstaben A,B . . . , Farbreizfunktionen mit

Kleinbuhstaben a, b . . . bezeihnet. Es gilt also M =
⋃̇

F∈F

MF .

1.3 Addition von Lihtern und Farben

Dem Mishen oder der Addition von Lihtern entspriht physikalish gesehen

die Superposition von zwei Lihtstrahlen und somit die Addition der beiden

Farbreizfunktionen. In der Farbtheorie wird zwishen der oben erwähnten

additiven Farbmishung und der subtraktiven Farbmishung, also dem Mi-

shen von Farbmitteln, untershieden (siehe Abbildung 1.3). Diese ist jedoh

genauso als Lihtmishung beshreibbar, da nur die re�ektierenden Farbreize

ausshlaggebend sind, deren Farbreizfunktionen stets durh Messgeräte (Ko-

lorimeter und Spektralphotometer) bestimmt werden können. Daher konzen-

trieren wir uns nur auf Lihtmishungen und es bedarf keiner zusätzlihen

Betrahtungen der subtraktiven Farbmishung.

Sind f und g zwei Elemente aus M, so ist ihre Mishung oder Summe

f + g.
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Abbildung 1.1: Die Farbreize, die ins Auge eintre�en, sind von der Situation der

Lihtquelle und der Objektqualität abhängig. Strahlt eine Lihtquelle ϕ(λ) direkt

ins Auge, dann gilt ϕ(λ) = f(λ). Tre�en die Lihtstrahlen zuerst auf ein Objekt,

so lenkt das Material des Objekts die Strahlung ab. Diese werden dann etwa von

der Absorptionsfunktion a(λ) und Transmissionsfunktion t(λ) beshrieben. Das zu-

rükgeworfene Liht hat eine ganz andere Farbreizfunktion. Die Änderung wird mit

der Re�exionsfunktion R(λ) beshrieben. Für die ins Auge einfallenden Farbreize

gilt dann: f(λ) = R(λ)ϕ(λ).
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Abbildung 1.2: Metame Farbwirkung von zwei Farbfeldern pro Tafel mit unter-

shiedlihen Re�exionsfunktionen bei vershiedenen Lihtquellen: mittleres Tages-

liht D65 mit einer Farbtemperatur von 6504 K, Glühbirne A mit a. 3000 K und

Dreibandleuhtsto�röhre TL84 (F11) mit 4000 K.

Abbildung 1.3: links: Additive Farbmishung; rehts: subtraktive Farbmishung
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Es ist niht selbstverständlih, dass diese Lihtmishung einer festen Farb-

mishung der beiden wahrgenommenen Farben F und G entspriht. Denn

die Operation der Mishung ist vieldeutig, da man aus den vielen Reprä-

sentanten fi ∈ MF , gj ∈ MG der zu mishenden Farben je zwei beliebige

auswählen kann, und die jeweiligen Summen könnten Lihter beshreiben, die

vershieden wahrgenommen werden. Shrödinger ([Shrö1℄, S. 411) bemerkt

dazu jedoh, dass uns die Erfahrung folgendes lehrt: Alle Lihter, die aus

der Addition von jeweils untershiedlihen Farbrepräsentanten resultieren,

werden als ein und dieselbe Farbe wahrgenommen. Dies wird ausgedrükt im

3. Satz von Grassmann ([Shrö1℄, S. 411): Gleihaussehende

Lihter gemisht ergeben gleihaussehende Lihter.

Dieser Satz beruht also auf empirishen Ergebnissen und kann niht formal

bewiesen werden.

Wir entnehmen daraus einen direkten Zusammenhang zwishen Farben

und Lihtern bzgl. der Addition, nämlih dass die Summe f +g der Farbreiz-

funktionen denselben farbigen Repräsentanten H hat wie die Superposition

der beiden wahrgenommenen Strahllihter F und G. Das Mishen von Farben

wird symbolish mit + dargestellt

H := F +G.

Daher ist es möglih, anstatt mit Lihtern direkt mit Farben zu operieren.

In Abbildung 1.4 ist ein Beispiel zu einer metamen Farbmishung von

Spektralfarben

2

angeführt, welhes den 3. Satz von Grassmann bestätigt.

Die Addition inM ist kommutativ und assoziativ, da die Elemente als re-

elle Funktionen aufgefasst werden können. Daher hat auh die Addition in F
2

Man spriht von einer Spektralfarbe, wenn die entsprehende Farbreizfunktion nur

in einem sehr kleinen Intervall aus S = [380nm, 780nm] Strahlungsenergie aufweist und

ansonsten 0 ist. Sie lässt sih nur durh diese eine Art herstellen, und meist gibt man nur

eine genaue Wellenlänge und niht ein Intervall an. Die Spektralfarben weisen die gröÿte

Sättigung ihrer Farbart auf.
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Abbildung 1.4: Farbmishungen Q̄1 und Q̄2 aus den Spektralfarben λ = 444, 4 nm

und λ = 526, 1 nm bzw. λ = 480, 0 nm und λ = 645, 1 nm in den Verhältnissen

1, 6 : 0, 3 bzw. 1, 4 : 0, 14 ergeben den selben Farbton. In Abbildung 1.18 ist eine

Fortsetzung dieses Beispiels dargestellt.

diese Eigenshaften, da sie sih mittels der Zuordnung einer Farbreizfunktion

zu einer Farbe

α : M → F , f 7→ F (1.1)

übertragen lässt. Es gilt also

A+B = B + A

A+ (B + C) = (A+B) + C (A,B,C ∈ F).

Auh aus der praktishen Erfahrung ist dies ersihtlih. Es spielt bei der

Lihtüberlagerung zweier Projektoren keine Rolle, welher Projektor zuerst

eingeshaltet wird. Es ist stets dieselbe Farbe bzw. Farbmishung zu sehen.
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Das neutrale Element der Addition ist Shwarz O:

A+O = A

Die zu Shwarz O zugehörigen repräsentierenden Farbreizfunktionen ausMO

weisen keine bzw. kaum Strahlungsenergie auf, zumindest ist diese so gering,

dass deren Liht niht mehr für das Auge wahrnehmbar ist.

Bisher haben wir gezeigt, dass (F ,+) und (M,+) die Eigenshaften einer

kommutativen Halbgruppe erfüllen. Diese lassen sih erweitern zu abelshen

Gruppen, da folgender Satz aus der Algebra gilt:

Satz: Jede kommutative Halbgruppe mit Kürzungsregel lässt sih in eine

abelshe Gruppe einbetten.

Um diesen Satz anwenden zu können, ist noh zu zeigen, dass die Kürzungs-

regel in F und M gilt, d.h. dass aus

A +X = A+X ′
folgt: X = X ′.

In M ist die Addition von Funktionen punktweise de�niert, so dass die Kür-

zungsregel gilt, weil sie in R erfüllt ist. Für F ist dagegen die Gültigkeit

der Kürzungsregel niht selbstverständlih. Man muss dazu den 3. Satz von

Grassmann strenger formulieren:

3. Satz (a): Gleihaussehende Lihter, und nur diese, ergeben gemisht mit

gleihaussehenden Lihtern wieder gleihaussehende Lihter.

Im Allgemeinen gilt dieser Satz aufgrund der praktishen Erfahrung über die

Farbmishung. In speziellen Fällen jedoh tri�t er niht zu, etwa wenn eine

sehr lihtshwahe Farbe X mit einer lihtstarken Farbe A zu einer neuen

Farbe B gemisht wird:

A +X = B
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Die beiden Farben A und B sind dann kaum untersheidbar. Eine kleine

Abänderung von X zu X ′
, die aber noh bemerkbar ist, ist in der Mishung

niht erkennbar und ergibt also immer noh B:

A+X ′ = B = A+X und X 6= X ′

Solhe Fälle werden in der Farbmetrik nah Grassmann unbeahtet gelas-

sen. Sein mathematishes Modell der Farben weiht an dieser Stelle von den

natürlihen Phänomenen des Farbsehens ab.

Shrödinger vergleiht die Unsiherheit der Bestimmung von X mit der

experimentellen Unsiherheit der Di�erenz von Winkeln bei der Dispersion

einer Glassorte. Wenn man einen kleinen Abweihungswinkel aus der Di�e-

renz zweier groÿer Abweihungswinkel bestimmt, treten experimentelle Un-

siherheiten auf. Dennoh würde niemand die Eindeutigkeit bei der Subtrak-

tion von Lihtwinkeln anzweifeln. Analog kann auh die Eindeutigkeit der

Di�erenzbildung von Farben angenommen werden, sofern die Probleme der

höheren Farbmetrik ausgeblendet werden: Das heiÿt, die Eigenshaften von

sehr kleinen �Farbabständen� werden auÿer Betraht gelassen. Was genau un-

ter dem Begri� des Farbabstandes zu verstehen ist, wird im zweiten Kapitel

erklärt.

Unter Berüksihtigung dieses Sahverhaltes nimmt der 3. Satz von Grass-

mann shlieÿlih folgende Form an:

3. Satz (b): Gleihaussehende Lihter, und nur diese, ergeben gemisht

mit gleihaussehenden Lihtern wieder gleihaussehende Lihter � bei ent-

sprehend groÿen Farbabständen.

Damit ist die Gültigkeit der Kürzungsregel (F ,+) gesihert.

Gemäÿ des Beweises des Einbettungssatzes werden zu F und M neue

Elemente hinzugefügt, so dass die Subtraktion immer ausführbar ist. Die auf

diese Weise erhaltenen Gruppen werden mit F̂ und M̂ bezeihnet.

Insbesondere gibt es zu jeder Farbe A ∈ F̂ ein additiv inverses Ele-
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ment −A mit der Eigenshaft:

A+ (−A) = O

Analog gilt dies in M̂, denn diese Menge ist die Vereinigung von M mit

der Menge aller Farbreizfunktionen mit negativen Funktionswerten. Solhen

Farbreizfunktionen entsprehen natürlih keine physikalishen Objekte.

Die Bedeutung des Subtrahierens

B + (−A) =: B − A

von zwei Farben A,B wird niht interpretiert. Ob eine �negative� Farbe etwa

als Filter interpretiert wird, ist algebraish niht relevant. Wir können die

Subtraktion von Farben jedoh dahingehend untersheiden, ob sie in der

Praxis einen Sinn ergibt oder bloÿ theoretish existiert.

Lässt sih eine Farbe X �nden, so dass sie mit A gemisht B ergibt, dann

maht die Gleihung B − A = X mit der negativen Farbe −A auh Sinn.

Solh einX lässt sih jedoh niht immer �nden, etwa bei zwei Spektralfarben

Sλi
, Sλj

: Da die zugehörigen Farbreizfunktionen sλi und sλj in disjunkten

Intervallen stets positive Strahlungsenergie aufweisen, folgt aus der Gleihung

sλi
+ x = sλj

,

dass x auh negative Werte annehmen müsste. Einer solhen Farbreizfunkti-

on x entspriht aber keine wahrnehmbare Farbe. Die Subtraktion Sλj
− Sλi

= X

existiert somit bloÿ rein theoretish.

Die beiden Gruppen M̂ und F̂ lassen sih homomorph aufeinander be-

ziehen. Dazu gehen wir von der oben angegebenen Funktion (1.1)

α : M → F , f 7→ F,

aus, wobei F die wahrgenommene Farbe zu f ist. Wir bezeihnen α als die
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Wahrnehmungsfunktion. Wie gezeigt wurde, gilt für diese

α(f + g) = α(f) + α(g) = F +G.

Nun erweitert man α zu α̂ : M̂ → F̂ :

α̂(f) : = α(f), α̂(−f) := −α(f) (f ∈ M)

und α̂(f − g) := α(f)− α(g)

O�ensihtlih ist dann α̂ ein surjektiver Homomorphismus.

1.4 Multiplikation mit einer reellen Zahl

Aus der wiederholten Ausführung der Addition einer Farbe A ergibt sih eine

Operation von Z auf F̂ :

mA : = A + A+ A · · ·+ A,

(−m)A : = −(mA) (m ∈ N),

0A : = O

Die Operation lässt sih auh invertieren. Um

1

m
A =: Y

zu �nden, wählen wir einen Lihtrepräsentaten a von A aus und multiplizieren

ihn mit

1
m
:

1

m
a =: y und setzen α̂(y) := Y

Es gilt dann: mY = mα̂(y) = α̂(my) = α̂(a) = A
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Dabei muss noh gezeigt werden, dass diese Operation unabhängig vom

Repräsentanten a von A ist. Sei also ā ein weiterer Repräsentant für A und

sei

1

m
ā =: z, α̂(z) := Z.

Dann ist analog mZ = A, insgesamt daher

A = mY = mZ.

Zu zeigen ist, ob daraus Y = Z folgt. Oder gibt es doh vershiedene Farben

Y und Z mit Y 6= Z, die die Multiplikation mit einer Zahl m ∈ Z auf gleihe

Farben führen: mY = mZ?

Shrödinger ([Shrö1℄, S. 417) deutet auf Experimente hin, die zu Ergeb-

nissen führen, dass Farbgleihungen sih bei Herabsetzung der Intensität in

Ungleihungen verwandeln. Denn in einem Bereih der Netzhaut, dem soge-

nannten Skotom, �ndet kaum Reizübertragung von Hell und Dunkel statt.

Shrödinger blendet diesen Sahverhalt zunähst aus und verweist auf die

höhere Farbmetrik (Purkinjesher E�ekt). Unter dieser Voraussetzung lässt

sih die Eindeutigkeit nah Shrödinger folgendermaÿen beweisen:

Angenommen, Y 6= Z, aber mY = mZ. Von den beiden Gleihungen

(m− 1)Y = (m− 1)Z und

(m+ 1)Y = (m+ 1)Z

kann keine rihtig sein, denn zusammen mit mY = mZ würde daraus der

Widerspruh Y = Z folgen. Da mit mY = mZ auh kmY = kmZ folgt

(k ∈ N beliebig), kann man analog shlieÿen, dass

(km− 1)Y 6= (km− 1)Z und

(km+ 1)Y 6= (km+ 1)Z.
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Shrödinger postuliert nun: Es gibt keine zwei Lihter, die bei gleih-

mäÿiger Erhöhung der Intensität in periodishem Wehsel gleih und wieder

ungleih werden.

Damit erhält man einen Widerspruh. Es muss also doh Y = Z gelten.

Da nun die skalare Multiplikation einer Farbe A mit dem Faktor

1
m

als

sinnvoll nahgewiesen wurde, lässt sie sih unmittelbar auf Faktoren aus Q

erweitern. Man setzt

n

m
A := n

(
1

m
A

)
, n ∈ Z, m ∈ N.

Dabei sind die Rehenregeln

(p · q)A = p(qA),

(p+ q)A = pA + qA,

p(A+B) = pA + pB,

für beliebige p, q ∈ Q erfüllt. Dies erkennt man sofort durh Zurükgehen auf

Lihtrepräsentanten der Farben A und B. Während man vom physikalishen

Standpunkt aus mit Q als Operatorenbereih das Auslangen �ndet, verwen-

det man von mathematisher Seite her meist R als Operatorenbereih. Dazu

muss man zeigen, dass lim
i→∞

qiA existiert, falls die Folge qi ∈ Q (i ∈ N) kon-

vergiert: lim
i→∞

qi = q. Für den Beweis geht man wieder auf repräsentierende

Lihter zurük. Für die reellen Funktionen a ∈ M̂A ist

lim
i→∞

qia = qa =: ã.

Nun möhten wir diese Eigenshaft auf die Menge der Farben übertragen.

Für einen stetigen Transfer ist uns der empirishe

2. Satz von Grassmann ([Shrö1℄, S. 415): Wenn ein Liht

sih stetig ändert, ändert sih seine Farbe stetig.



16 KAPITEL 1. DER AFFINE FARBRAUM

hilfreih. Das sheint auh naheliegend zu sein, denn kleine Änderungen der

Farbreizfunktion können auh nur kleine Veränderungen in der Farbwahr-

nehmung bedeuten. Somit ist die Wahrnehmungsfunktion α stetig, und es

gilt:

lim
i→∞

qiA = lim
i→∞

qiα(a) = lim
i→∞

α(qia) = α(qa) = α(ã) =: Ã (qi ∈ R+ ∪{0})

Formal lässt sih diese Beziehung unmittelbar auf beliebige qi ∈ R erwei-

tern, wobei dann α durh α̂ zu ersetzen ist. Doh entspriht qiA für qi ∈ R−

keiner realen Farbe.

Nah dem Satz aus der Analysis: Jede reelle Zahl ist Grenzwert einer Folge

rationaler Zahlen, ist der Operatorenbereih R für F̂ gesihert. Ersihtlih

gelten bzgl. dieser Operation, also der skalaren Multiplikation mit reellen

Zahlen, die Gesetze:

q(A+B) = qA + qB,

(q + r)A = qA + rA,

(qr)A = q(rA),

1 ·A = A (q, r ∈ R; A,B ∈ F̂)

Damit bildet die Menge F̂ aller Farben und deren Inversen einen Vektor-

raum über R.

1.5 Dimensionsfrage

Um die Dimension dieses Vektorraums bestimmen zu können, müssen wir uns

der Farbmishung noh genauer widmen. Bisher haben wir das Mishen von

Farben derart thematisiert, dass damit eine neue Farbe erzeugt werden kann.

Sehen wir die Gleihung einer Farbmishung genauer an, so lesen wir aus ihr

ein Mishrezept für eine Farbe, wobei die Koe�zienten ti ∈ R, i = 1 . . . n,
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die Dosierung der Farben angeben. Es bestehe nun zwishen den gegebenen

Farben die lineare Beziehung:

t1A+ t2B + · · ·+ tiF = O

Zunähst stellt sih die Frage, ob es für jede wirklihe Farbe ein solhes

Herstellungsrezept gibt, und wie dieses praktish aussieht? Bzw. wie viele

vershiedene Farbreize sind für die Herstellung einer Farbe notwendig? Das

heiÿt, wir stellen fest, unter welhen Kriterien die Farben linear abhängig

bzw. unabhängig sind.

Um diese Fragen beantworten zu können, bedarf es genauerer Ausführ-

ungen zur visuellen Wahrnehmung. Das Auge ist das einzige uns zur Verfü-

gung stehende Messgerät bzgl. der Farbe. Dabei ist die Farbwahrnehmung

einzelner Menshen niht übereinstimmend, da wir Liht untershiedlih

wahrnehmen. Einer sieht die Walderdbeere rot leuhten und freut sih, für

den anderen ist diese in ihrer Umgebung, neben den vielen grünen Blättern,

shwieriger erkennbar. Die Farbrezeptoren sind niht bei jedem Menshen

gleih aktiv. Aus der Physiologie ist bekannt, dass für das Farbsehen Rezep-

toren an der Netzhaut, die sogenannten Zapfen, verantwortlih sind. Es gibt

von ihnen drei Arten: Für Rot, Grün und Blau, die unter den vershiedenen

Wellenlängen untershiedlih reagieren. Dies besagt die Drei-Farben-Theorie

aus den Erkenntnissen von Thomas Young, James Clerk Maxwell und Her-

mann von Helmholtz. Werden die Farbrezeptoren durh Farbreize (Liht)

angeregt, löst dies eine Aktivität in sogenannten antagonistishen rezeptiven

Feldern von Farbneuronen aus. Erst in den spezialisierten Strukturen der

primären Sehrinde und in den nahgeshalteten höheren Hirnregionen wer-

den farbspezi�she Zellen gefunden. Die Farbwahrnehmung geshieht niht

unmittelbar, sondern nah der Kries-Zonentheorie in mehrfahen Umwand-

lungsshritten durh Gegenfarbeneuronen.

Was wir als Farbe wahrnehmen, ist die zuerst physiologishe, neuronale

und dann psyhishe Verarbeitung eines Farbreizes. Diese Verarbeitungsebe-
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nen müssen auh begri�ih untershieden werden. Die Farbwahrnehmung im

physiologishem Sinne wird als Farbvalenz ([Rih℄, S. 31) bezeihnet, deren

Gesamtheit mit F∗
bzw. F̂∗

für den erweiterten Bereih. Die verarbeite-

te Wahrnehmung wird als Farbe bezeihnet, deren erweiterte Gesamtheit

wie bisher durh F̂ symbolisiert wird. Aristoteles untershied generell Farb-

wahrnehmung und Farbemp�ndung. Die Abbildung von der Menge M̂ der

Farbreizfunktionen auf F̂∗
bezeihnen wir mit α̂∗

. Klarerweise gelten die her-

geleiteten Eigenshaften für F̂ genauso für F̂∗
.

3

In der Praxis beruhen diese

Eigenshaften auf Farbanpassungsversuhen mit unmittelbarer Beobahtung,

deren Bedingungen derart streng sind, dass die in der Kries-Zonentheorie be-

shriebenen Ein�üsse bewuÿt auszushalten versuht wurden (Farbfelder auf

shwarzen Hintergrund, siehe Abbildung 1.7). Psyhologishe Daten sind Er-

gebnisse von unmittelbarer Beobahtung durh Versuhspersonen, während

physikalishe Daten durh eine mittelbare Beobahtung gewonnen werden,

also mit Hilfe von Messgeräten.

Wir konzentrieren uns nun auf Farbvalenzen und werden eine Farbvalenz-

metrik de�nieren. Dazu stützen wir uns auf Erkenntnisse der Physiologie, die

drei wesentlihe Arten menshliher Farbtühtigkeit untersheidet ([Shrö1℄,

S. 419).

1. Für Farbtühtige (Trihromaten) sind alle drei Farbrezeptoren aktiv,

wie in Abbildung 1.5 dargestellt. Ihr Farbsehen kann durh ein linear

unabhängiges Farbtripel beshrieben werden. Vier Farbvalenzen sind

stets linear abhängig. Die Farbmannigfaltigkeit hat daher die Dimensi-

on 3.

2. Für Menshen mit Farbenfehlsihtigkeit (Dihromaten) sind zwei Farb-

rezeptoren aktiv. Ihr Farbsehen kann durh ein linear unabhängiges

Farbpaar beshrieben werden. Drei Farbvalenzen sind linear abhängig.

3

Um Bezeihnungsverwirrungen zu verhinden, ist auf Seite 52 eine Übersiht beigefügt.
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Die Farbmannigfaltigkeit hat die Dimension 2.

3. Für Farbenblinde (untershieden in Monohromaten oder Ahromaten)

ist nur eine Art von Farbrezeptoren oder keine aktiv. Nah der Kries-

Zonentheorie ist in beiden Fällen nur ein Shwarz-Weiÿ-Sehen möglih.

Daher sind in beiden Fällen bereits je zwei Farben linear abhängig. Die

Farbmannigfaltigkeit hat die Dimension 1.

Abbildung 1.5: Diese drei Kurven sind die spektralen Absorptionskurven der drei

Farbrezeptoren. Sie beshreiben die sogenannte Reizantwort der drei Farbrezep-

toren in Abhängigkeit von der Wellenlänge des einwirkenden Lihtreizes. Im All-

gemeinen ist der Verlauf der Kurven immer der gleihe, es können individuelle

Emp�ndlihkeitskurven geringfügig abweihen.

Natürlih gibt es auh individuelle Ausprägungen der Farbrezeptoren.

Dies betri�t vor allem relative Shwähen bei der Rotdi�erenzierung oder bei

der Rot-Grün-Di�erenzierung (�Rot-Grün-Blindheit�). Es könnten auh an-

dere Faktoren die Farbwahrnehmung beein�ussen. Wir haben die Fähigkeiten

des �bewuÿten� Erkennens und des Beshreibens von Farbuntershieden teil-

weise erst erlernen müssen, womit der Verdaht besteht, dass kulturbedingte

Ein�üsse Auswirkungen auf eine untershiedlihe Farbwahrnehmung haben
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könnten. Deshalb �nden sih immer wieder untershiedlihe Farbbezeihnun-

gen. Bis ins 19. Jahrhundert wurden z.B. in China Grün und Blau sprahlih

niht einheitlih verwendet und in der Malerei undi�erenziert eingesetzt, als

wären sie von nur einer Farbart. Goethe bezeihnete Orange als Rotgelb.

Orange, aber auh Magenta, sind im Deutshen als Bezeihnungen erst im

19. Jahrhundert aufgetreten. Als Braun wurden im 17. Jahrhundert dunkel-

violette und dunkelblaue Farbtöne bezeihnet. Aus dem Sprahgebrauh kann

jedoh niht darauf geshlossen werden, welhe Farben Menshen imstande

sind wahrzunehmen ([Deu℄, S. 67). Das trihromatishe Sehvermögen teilen

wir mit den Menshena�en. Die Entwiklung der drei Zapfenarten wurde

vor 30 bis 40 Millionen Jahren abgeshlossen. Somit sind die physiologishen

Voraussetzungen dem farbtühtigen Menshen seit jeher gegeben die gesam-

te Farbenvielfalt wahrzunehmen. Ein tatsählih stark beein�ussender Faktor

auf die Farbwahrnehmung ist generell die Lihtsituation. Die Farbwahrneh-

mungen variieren unter vershiedenen Lihtsituationen komplizierter als der

Weiÿabgleih der Digitalkamera ([Deu℄, S. 282). Entsprehen die ins Gehirn

kommenden Signale der Netzhaut niht dem, was erwartet wird, so shaltet

sih im psyhishen Verarbeitungsprozess eine �automatishe Korrekturfunk-

tion� ein. Man spriht dann von der Farbkonstanz. Zum Beispiel wird eine

sih von gelb auf grau verändernde bananenförmige Flähe noh gelb gese-

hen, wogegen eine neutrale Flähe bei dieser Farbveränderung shneller als

grau wahrgenommen wird. Dieses Phänomen ist wissenshaftlih noh niht

genau geklärt. Die Annahme, dass das Gehirn auf gespeiherte Erinnerungen

zurükgreift, wenn es die Farbemp�ndung hervorruft, ersheint jedoh plau-

sibel. Wir wissen auh, dass in der Farbwahrnehmung ein Übungse�ekt eine

bemerkbare Rolle spielen kann. Menshen, die beru�ih mit Farben zu tun

haben wie beispielsweise Innenarhitekten, Farbhemiker und Maler, haben

häu�g eine individuell ausgeprägte Farbwahrnehmung, weil sie sih Farben

auh leihter merken können. Urwaldvölker untersheiden im Alltag zwishen

a. zwanzig Grünfarbtönen. Die Emp�ndlihkeitskurven der Abbildung 1.5

würden in diesem Fall gröÿere Maxima anzeigen als bei anderen Beobahtern.
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Vorerst gehen wir jedoh niht näher auf derartige individuelle Unter-

shiede in der Wahrnehmung der Farbtühtigen ein, da sie derart klein sind,

dass sie auf die Dimension der Farbmannigfaltigkeit keine Auswirkung haben.

Wir beshränken uns auf den ersten Fall der Farbtühtigen mit der Farb-

mannigfaltigkeit der Dimension 3 und lassen die niedrig-dimensionalen Fälle

weg. Empirish kann man sih jedoh niht siher sein, ob es niht noh eine

oder mehr Farbvalenzen gibt, die niht aus den anderen drei mishbar sind.

Shlieÿlih haben wir niht durhprobiert, ob niht doh ein linear unab-

hängiges Farbquadrupel oder gar -quintupel existiert, bemerkt Shrödinger

([Shrö1℄, S. 420). Daher beweist er die Dreidimensionalität anders; und zwar

verwendet er den

1. Satz von Grassmann ([Shrö1℄, S. 420): Zu jedem Liht

lässt sih ein gleihaussehendes herstellen, und zwar durh Mi-

shung aus Weiÿ und einer reinen Spektralfarbe oder mit einem

bestimmten Purpurgemish:

α∗(f) = α∗(sλ) + α∗(wi) oder

α∗(f) = α∗(p) + α∗(wi).

Was wir als Weiÿ W wahrnehmen, bezeihnen wir mit α∗(wi) und wird

an dieser Stelle niht näher de�niert. Manhe Farbmishungen ergeben nah

unserer Beobahtung Weiÿ (siehe Abbildung 1.3). Als Purpurgemish α∗(p)

sind jene Mishfarben zu verstehen, die aus den Endfarben des Spektrums

gemisht werden, wie etwa Rot α∗(sr) und Violett α∗(sv) gemisht Purpur

ergeben.

Die Mishreihen innerhalb der Spektralfarben und der Purpurgemishe

bilden eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, die Intensitätsvariationen von

Weiÿ eine eindimensionale Mannigfaltigkeit und daher ergeben sie in der

Kombination eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit. Shrödinger kritisiert
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diese Absiherung der Dreidimensionalität des Farbraumes, da sie zuviel

voraussetzt. Er beweist die Dreidimensionalität auf folgende systematishe

Weise:

Die Spektrallihter sλ fester Strahlungsdihte untersheiden sih im Allge-

meinen niht durh ihre Intensität, sondern ausshlieÿlih durh ihre Farbart

und vertreten diese mit gröÿtmögliher Sättigung:

α(s∗λi
) 6= tα∗(sλj

), t ∈ R, λi 6= λj

Solhe Paare von sλ sind daher im Allgemeinen linear unabhängig. Wir wer-

den später zeigen, dass es auh linear abhängige Spektralfarben gibt.

1.Fall: Binäre Mishungen von Spektrallihtern ergeben einen neuen Farbreiz,

der nah dem ersten Satz von Grassmann eine weiÿlihe Abwandlung

eines Spektrallihts α∗(sλk
) ist:

α∗(sλi
) + α∗(sλj

) = F = α∗(sλk
) + α∗(wi), λi 6= λj 6= λk (1.2)

Eliminieren wir aus dieser Gleihung den Weiÿanteil α∗(wi), welher

bloÿ die Helligkeit ausmaht, so erhalten wir

tiα
∗(sλi

) + tjα
∗(sλj

) = tkα
∗(sλk

) (ti, tj , tk ∈ R+ \ {0}). (1.3)

Nun untersuhen wir, ob die Folgerung der ersten Gleihung (1.2) auf

die zweite (1.3) für alle Spektralfarben gültig ist. Oder gibt es Spek-

tralfarbentripel, welhe die zweite Gleihung niht erfüllen und daher

linear unabhängig sind?

Durh Einsetzen vershiedener Spektralfarben erkennen wir mit Hilfe

von Abbildung 1.3 folgendes: Setzen wir in Gleihung (1.2) eine rote

und grüne Spektralfarbe ein, so erhalten wir als neue Farbe einen gelben
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Farbton, welher sih nah Abbildung 1.3 aus einem Weiÿanteil und

einer gelben Spektralfarbe zuammensetzt. Nehmen wir den Weiÿanteil

heraus, erhalten wir eine gültige Gleihung (1.3), da die Farbmishung

der beiden lihtshwäheren Spektralfarben Rot und Grün die gelbe

Spektralfarbe ergibt. Das Spektralfarbentripel Rot, Grün und Gelb ist

daher linear abhängig.

Setzen wir unseren Versuh mit einem neuen Spektralfarbentripel Rot,

Grün und Dunkelblau fort. Aus Abbildung 1.3 lesen wir vorerst ab, dass

das aus Rot und Grün gemishte Gelb mit Dunkelblau gemisht Weiÿ

ergibt. Die erste Gleihung (1.2) hat daher ein negatives Vorzeihen auf

der rehten Seite:

α∗(sr) + α∗(sg) = −kα∗(sb) + α∗(wi)

Die Farbmishung von Rot und Grün ist nur durh eine äuÿere Farbmi-

shung von Dunkelblau und Weiÿ gleihzusetzen. Wird der Weiÿanteil

wieder eliminiert, erhalten wir keine sinnvolle Gleihung mit tk < 0. Das

Spektralfarbengemish Rot und Grün ergibt kein negatives Dunkelblau.

Das heiÿt die Gleihung (1.3) ist nur dann gültig, wenn ti, tj, tk = 0 sind.

Somit haben wir ein linear unabhängiges Spektralfarbentripel gefunden

und gezeigt, dass die Dimension der Farbmannigfaltigkeit mindestens

3 sein muss.

Eine ternäre Mishung aus Spektrallihtern liefert hingegen nihts Neu-

es, denn drei aus diesen sind durh zwei ersetzbar:

α∗(sλi
) + α∗(sλj

)︸ ︷︷ ︸
α∗(sλm )+α∗(wj)

+α∗(sλk
) =
1. Grassmann

α∗(sλl
) + α∗(wi)



24 KAPITEL 1. DER AFFINE FARBRAUM

Fassen wir die Weiÿanteile zusammen, so erhalten wir:

α∗(sλm
) + α∗(sλk

) = α∗(sλl
) + α∗(wk)

Die Mishung aus drei Spektralfarbvalenzen lässt sih daher auf zwei

reduzieren.

2.Fall: Nun berüksihtigen wir in diesem Dimensionsbeweis den zweiten Teil

des ersten Satzes von Grassmann. Setzen wir in die binären Mishung

anstatt eines Spektrallihts ein Purpurgemish ein, dann ergibt dies

binäre Farbmishungen, die aus Weiÿ und einem Purpurgemish α∗(pF )

nahgemisht werden können:

α∗(sλi
) + α∗(sλj

) = F =α∗(pF ) + α∗(wi)

=α∗(sλr
) + α∗(sλv

) + α∗(wi)

Wir formen um und erhalten:

α∗(sλi
)− α∗(sλr

)︸ ︷︷ ︸
α∗(m)

+α∗(sλj
)− α∗(sλv

)︸ ︷︷ ︸
α∗(n)

= α∗(wk)

α∗(m) + α∗(n) = α∗(wk)

(siehe Abbildung 1.6) Nun erhalten wir ein Paar komplementäre Farb-

valenzen, die gemisht Weiÿ ergeben und kein neues Farbgemish.

Wir haben somit gezeigt, dass die Dimension des Farbvalenzraumes höhs-

tens 3 ist und dass jedes Liht aus drei reinen Spektrallihtern gemisht wer-

den kann:

α∗(f) = α∗(sλi
) + α∗(sλj

) + α∗(sλk
)
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Abbildung 1.6: Anordnung der Farbvalenzen aus dem zweiten Teil des Dimen-

sionsbeweises. Wie wir später sehen werden, ist der Farbvalenzraum konvex und

die Spektralfarbvalenzen de�nieren den Rand. Darum sind die beiden Farben N

und M auh Spektralfarben und die beiden Tripel (Sλr
, Sλi

,M), (Sλv
, Sλj

, N) sind

linear abhängig.

1.6 Farbvalenzraum und der a�ne Farbraum

Fassen wir nun das bisher Gesagte zusammen, so kann jedem Farbreiz, mit-

hin jedem Reiz der eine Farbwahrnehmung auslöst, nah dem ersten Satz von

Grassmann eine dreidimensionale Farbvalenz zugeordnet werden. Es handelt

sih bei der Struktur der Farbvalenzen um eine dreidimensionale Farbman-

nigfaltigkeit � für Beobahter mit uneingeshränkter Farbtühtigkeit. In ihr

sind die Addition, die Subtraktion und die Skalarmultiplikationmit einer reel-

len Zahl de�niert. Für diese Operationen gelten die Axiome des Vektorraums.

THEOREM 1.1. Die Struktur < F̂∗,+, · > ist ein dreidimensionaler

Vektorraum über dem Körper der reellen Zahlen. Dieser wird als Farbvalenz-

raum bezeihnet. Die Teilmenge F∗
von F̂∗

ist konvex. Es gibt die Abbildung

α∗
von M̂ auf F̂∗

, so dass für alle f, g in M̂, t in R und alle x in F̂∗
gilt:

1. α∗(f + g) = α∗(f) + α∗(g)

2. α∗(t · f) = t · α∗(f)

3. fi, gj ∈ M̂F genau dann, wenn α∗(fi) = α∗(gj)
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Nun ist jeder 3-dimensionale R-Vektorraum isomorph zum R3
.

Sei K = {A1, A2, A3} eine geordnete Basis des R-Vektorraumes F̂∗
, dann

existieren für jedes F ∈ F̂∗
Koe�zienten ti ∈ R, 1 ≤ i ≤ 3, so dass sih F

als Linearkombination der Ai darstellen lässt:

F =
3∑

i=1

tiAi

Die Koordinatenabbildung Φ
K

ordnet jeder Farbvalenz F bzgl. der Basis

K den Koordinatenvektor (t1, t2, t3) zu:

ΦK : F̂∗ → R3, F 7−→ Φ
K

(F ) := (t1, t2, t3)

Dieser formale Aufwand ist notwendig, um zu vermeiden, dass eine Farbe

oder eine Farbvalenz einem Vektor gleihgesetzt wird, wie es jedoh häu�g in

der Literatur geshieht. Beispielsweise werden in den Bühern Optik, Lehr-

buh der Experimentalphysik von L. Bergmann und E. Shaefer ([Optik℄, S.

712 - 714) und Einführung in die Farbmetrik von M. Rihter ([Rih℄, S. 52 -

91) dieselben Variablen für die Farbvalenzen und deren Koordinatenvektoren

verwendet.

In der Praxis werden die Farbvalenzen F von einem Beobahter aus den

drei Primärvalenzen A1, A2 und A3 nahgemisht, indem deren Lihter su-

perpositioniert und derart dosiert werden, dass das Farbfeld dem gegebenen

Farbreiz f visuell gleiht. Siehe dazu Abbildung 1.7. Die Ergebnisse kön-

nen von Beobahter zu Beobahter vershieden sein. Das Auge justiert bei

Lihtveränderungen ständig nah, wie wir dies oben unter Farbkonstanz be-

shrieben haben. Insofern ist es auh shwierig Weiÿ zu de�nieren. Wenn der

Blik vom späten Tagesliht in Kunstliht gerihtet wird, sieht man einen

kurzen Moment ein �weiÿes� Blattpapier rötlih, da die Farbtemperatur des

Kunstlihtes niedriger ist als die des natürlihen Lihtes. Doh dieser Mo-

ment ist sehr kurz, denn das Auge skaliert das neue Weiÿ. Ein Blik zurük

ins Tagesliht, lässt Farben bläuliher ersheinen. Exakte Duhführungen von
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Abbildung 1.7: Der Farbanpassungstest durh einen Beobahter. Die CIE hat

Daten mit untershiedlihen Aussgangssituationen verö�entliht. Es wurde zum

einen der Sehwinkel von 2° zu 10° variiert und zum anderen das neutrale Umfeld

von Shwarz zu Weiÿ.
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Messungen sind daher äuÿerst shwierig. Bei der Farbvalenzmetrik geht es,

wie bereits oben erklärt, um die physiologishe Reizantwort. Die Versuhe

müssen so gestaltet werden, dass dieses Nahjustieren des Auges kaum Ein-

�uss auf die Versuhe haben.

Die bisherige Koordinatenbestimmung erfordert für jeden Farbreiz eine

praktish durhgeführte Farbanpassung. Das ist allerdings sehr aufwändig.

Mit der im Folgenden vorgestellten Methode können die Koordinaten jeder

bekannten Farbreizfunktion unmittelbar bestimmt werden, wenn eine gewisse

Vorarbeit geleistet wurde.

Wenden wir Eigenshaften aus den Sätzen von Grassmann an: Sind

die Koordinaten für einen Farbreiz f mit α∗(f) = F bekannt:

Φ
K

(F ) = (t1, t2, t3), so sind die Koordinaten dieses Farbreizes mit unter-

shiedliher Intensität gegeben: Φ
K

(α∗(uf)) = Φ
K

(uF ) = (ut1, ut2, ut3)

Eine weitere Vereinfahung der Koordinatenkonstruktion ist durh die

Additivität möglih. Sind die Koordinaten von zwei Farbreizen f und g be-

kannt, so sind die Koordinaten der Farbmishung gegeben:

Φ
K

(F +G) = Φ
K

(α∗(f)) + Φ
K

(α∗(g))

Ein Farbreiz f ist als Summe von Farbreizen s1, . . . , sn mit den Intensitäts-

faktoren I1, . . . , In, mit n ∈ N, beshreibbar. Sind daher die Koordinaten von

α(si) = Si und i = 1 . . . n bekannt, so können auh die Koordinaten von f

bzw. dessen zugehöriger Farbvalen F bestimmt werden:

Φ
K

(F ) = I1ΦK(S1) + · · ·+ InΦK(Sn) (1.4)

Die Koordinaten der Reize s1, . . . , sn sind experimentell nah dem Farban-

passungtest zu bestimmen. Sie werden so gewählt, dass sih aus ihnen alle

möglihen Farbreize in angepasster Dosierung erzeugen lassen. Dafür eignen

sih aus übersihtlihen und praktishen Gründen monohromatishe Spek-

tralreize sλ, da sie nur durh zwei Zahlenangaben � die Wellenlänge λ und

ihre Strahlunsgenergie s(λ) � beshrieben werden und niht wie bei poly-

hromatishen Farbreizen durh eine Farbreizfunktion mit Eintragungen auf
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dem ganzen Wellenlängenbereih. In gleihmäÿigen Abständen ∆λ des Wel-

lenlängenbereihes werden Spektralreizfunktionen sλ bestimmt. Die Strah-

lungsenergie soll bei all diesen gleih sein und jenen Wert annehmen, der in

der Summe der sλ das gleihe Liht erzeugt, wie die Summe der Primärfarb-

valenzen A1, A2, A3:

α(s1) + · · ·+ α(sn) = A1 + A2 + A3 (1.5)

Farbmishungen dieser Art nennt man ein auf der Basis der Wellenlänge

energiegleihes Spektrum ([Irt℄, S. 16).

Um die Koordinaten der Sλ konkret zu erhalten, muss eine Basis aus li-

near unabhängigen Primärvalenzen festgelegt werden, deren Farbmishung

bis auf drei Koe�zienten gleih aussieht wie die Summe der Spektrallihter.

Dies werden wir im nähsten Abshnitt genau behandeln.

Für eine geometrishe Beshreibung des Vektorraumes müssen wir noh

klären, mit welhem Anshauungsraum die Farbvalenzeigenshaften kompati-

bel sind. Da keine Längen und Winkeln im Farbvalenzraum sinnvoll de�niert

werden können, sheidet der Euklidishe Anshauungsraum aus. Shrödinger

([Shrö1℄, S. 422) stellt aufgrund der geltenden Axiome fest, dass der Farb-

raum eine a�ne Struktur hat. Dies beruht auf dem folgenden Satz, der aus

der linearen Algebra bekannt ist ([Mitsh℄, S. 113):

Satz: Zu jedem Vektorraum V über einen Körper K gibt es einen

a�nen Punktraum A, der V als zugehörigen Vektorraum besitzt.

Dem Beweis dieses Satzes entsprehend ist A die Menge aller Koordina-

tenvektoren Φ
K

(F ) des Vektorraumes R3
, der isomorph zum Farbvalenzraum

F̂∗
ist. Die Elemente von A werden Punkte genannt. Dann kann man zu je-

dem Paar von Punkten Φ
K

(F ),Φ
K

(G) ∈ A den Vektor

−−−−−−−−−→
Φ
K

(F )Φ
K

(G) = Φ
K

(G)− Φ
K

(F )

aus R3
de�nieren.
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Auf diese Weise erhält man den a�nen Punktraum A, der a�ner Farb-

valenzraum genannt wird. Die Farbvalenzpunkte sind die Endpunkte der von

0 ausgehenden Vektoren in R3
. Zwei vershiedene Farbpunkte bestimmen ge-

nau eine Gerade, das ist ein eindimensionaler Unterraum von A. Ebenen sind

zweidimensionale Unterräume von A.
Legen wir drei vershiedene Ahsenrihtungen fest und tragen auf die-

sen jeweils die Basisvektoren A1, A2, A3 ab, so können die Farbvalenzpunkte

eindeutig eingemessen werden. Bei einer anderen Wahl dieser Rihtungen be-

kommen wir natürlih ein anderes Anshauungsbild der selben Farbvalenzen,

wobei dem Winkelmaÿ zwishen den Ahsenrihtungen keine Eigenshaft des

Farbvalenzraumes zukommt. Der Abstand zweier beliebiger Farbvalenzpunk-

te ist im a�nen Raum niht invariant bzgl. a�ner Transformationen, weshalb

auh der Abstand von Punktepaaren bedeutungslos ist.

1.7 Das (R,G,B)-System

In der Norm (1931) der CIE

4

wurden Primärreize festgelegt ([Irt℄, S. 17):

die Spektrallihter mit λ = 700, 0 nm für ein Rot,

λ = 546, 1 nm für ein Grün

und λ = 435, 8 nm für ein Blau.

Diesen Primärreizen werden Basisvektoren R,G und B zugeordnet, die das

sogenannte (R,G,B)-System de�nieren (siehe Abbildung 1.8).

Da die Farbrezeptoren Rot, Grün und Blau absorbieren, gleihen die

Mishvorgänge im (R,G,B)-System jenen der Farbrezeptoren an der Netz-

haut und in der ersten Ebene der rezeptiven Felder. Aus der inneren Farbmi-

shung dieser drei Primärreize geht ein möglihst groÿer Farbbereih hervor.

Die Strahlungsintensitäten dieser Primärvalenzen sind niht absolut fest-

gelegt worden. Die Mishung der Primärvalenzen sollte wegen der Beziehung

(1.5) jedoh gleihaussehend sein, wie das energiegleihe Spektrum. Dies ist

4

Die CIE � Commission internationale de l'èlairage � ist die internationale Beleuh-

tungskommission
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Abbildung 1.8: Der Vektorraum des (R,G,B)-Systems. Hier wurde für eine leih-

tere Vorstellbarkeit ein rehtwinkeliges Koordinatensystem gewählt.

unter den Strahlungsverhältnissen IR : IG : IB = 72, 10 : 1, 38 : 1, 00 der Fall.

Für das energiegleihe Spektrum gilt somit

W : = S380 + · · ·+ S780

= 72, 1R+ 1, 38G+ 1B.

Wählt man daher die Koordinatenvektoren von R,G,B wie folgt:

R =

(
1

72, 1
, 0, 0

)
, G =

(
0,

1

1, 38
, 0

)
, B = (0, 0, 1) ,

so erhält man für den Koordinatenvektor von W = (1, 1, 1). Die Koordinaten

eines Spektralreizes sλ ergeben sih aus

Sλ = t1(λ)R+ t2(λ)G+ t3(λ)B.

Die Koordinaten aller Spektralreize liefern drei Eihfunktionen, die sogenann-

ten Spektralwertkurven r̄, ḡ und b̄ mit den Spektralwerten r̄(λ) = t1(λ),

ḡ(λ) = t2(λ) und b̄(λ) = t3(λ). Dabei wird einer bestimmten Wellenlänge

ein Spektralwert zugeordnet. Siehe dazu Abbildung 1.9.

Nah den experimentellen Ergebnissen der Farbanpassungsversuhe sind

die Spektralwerte und damit auh die Spektralwertkurven bei jedem Test-

beobahter vershieden. Um dem entgegenzuwirken hat die CIE 1931 den
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Abbildung 1.9: Spektralwertfunktionen r̄, ḡ, b̄ der drei Primärreize mit den

Wellenlängen: 700, 0 nm (Rot), 546, 1 nm (Grün), 435, 8 nm (Blau) und de-

ren Strahlungsintensitäten in den Verhältnissen IR : IG : IB = 72, 10 : 1, 38 : 1, 00.

Die Koordinaten der Spektralreizfunktion s510 sind aus dem Graphen abzulesen

S510 = (−0, 3; 0, 44; 0, 09). Die Koordinaten des genormten energiegleihen wei-

ÿen Lihts sind: W = (1, 1, 1), wegen der Beziehung (1.5). Die beiden Kurven r̄

und ḡ haben bei λ = 435, 8 nm eine Nullstelle, da das Spektralliht s435,8 dem

Basisvektor B = (0, 0, 1) zugeordnet wird und R,G in der letzten Koordinate 0

stehen haben.
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�ktiven 2◦-Normbeobahter aus den Messergebnissen von Guild (1931) und

Wright (1928/29) festgelegt. Dabei wurden bei den Versuhen mit 17 Be-

obahtern Farbanpassungen mit den Primärreizen bei einem Ö�nungswinkel

von 2◦ durhgeführt und aus den Ergebnissen der Mittelwert bestimmt. Spä-

tere Wiederholungen (1955) von Stiles haben mit fortshrittliher Messteh-

nik und bei einem Sehwinkel von 10◦ die früheren Ergebnisse bestätigt.

In der Norm von 1931 der CIE sind die Koordinaten des (R,G,B)-

Systems in zwei Genauigkeitsstufen verö�entliht worden. Zum einen ver-

wendete man die Spektralreizfunktionen in 1 nm-Shritten im Wellenlängen-

bereih 360 nm bis 830 nm und bestimmte die Koordinaten der Farbvalenzen

bis zur fünften Dezimalstelle genau. Die zweite Liste beinhaltet die Koordi-

naten von 80 Spektralfarben in 5 nm-Shritten aus dem Wellenlängenbereih

von 380 bis 780 nm. Dieser Bereih wird übliherweise als der Sehbereih an-

erkannt.

Die Koordinaten eines jeden Farbreizes f können nah der Gleihung

(1.4) mittels der Spektralwertkurven und ohne experimentelle Farbanpassung

bestimmt werden:

F =
780∑

λ=380

Iλ · (r̄(λ)R+ ḡ(λ)G+ b̄(λ)B),

F =

(
780∑

λ=380

Iλr̄(λ)

)
R+

(
780∑

λ=380

Iλḡ(λ)

)
G +

(
780∑

λ=380

Iλb̄(λ)

)
B

Die Koordinaten von F =:
(
R̄(f), Ḡ(f), B̄(f)

)
bzgl. der Farbreizfunktion f

sind daher:

R̄(f) =

780∑

λ=380

Iλr̄(λ), Ḡ(f) =

780∑

λ=380

Iλḡ(λ), B̄(f) =

780∑

λ=380

Iλb̄(λ).
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Diese Farbkoordinaten werden im (R,G,B)-System als Farbwerte eines Rei-

zes f bezeihnet.

1.8 Farbtafel und Spektralkegel

Die dreidimensionale Darstellung des Farbraumes ist für praktishe Zweke

niht handlih. Bereits in der Antike hat Arhimedes zweidimensionale Farb-

anordnungen entwikelt, wie später auh Newton und Goethe und viele an-

dere Wissenshaftler und Künstler. Im dreidimensionalen Farbraum sind die

Eigenshaften der additiven Farbmishung anshaulih klar. In einer zweidi-

mensionalen Farbtafel, speziell dem sogenannten Maxwell-Dreiek, geht die

Anshaulihkeit jedoh niht ganz verloren, wie wir später sehen werden.

Dieses Dreiek ist durh die Punkte (1, 0, 0), (0, 1, 0) und (0, 0, 1) be-

stimmt und liegt in der Ebene ε:

R̄(f) + Ḡ(f) + B̄(f) = 1 (1.6)

Da im dreidimensionalen Farbvalenzraum Vektoren derselben Rihtung den

Farbvalenzen gleiher Farbart zugeordnet sind, entspriht die Änderung der

Vektorlänge nur einer Änderung der Leuhtdihte. Die Farbart bleibt daher

gleih. Die oben beshriebene Ebene ε inzidiert niht mit dem Ursprung,

und ε shneidet jeden Farbvektor in sogenannten Farborten, sobald dieser ei-

ne entsprehende Länge aufweist. In der Farbtafel sind daher alle Farbarten

vertreten.

Die Farborte werden durh baryzentrishe Koordinaten β(f) beshrieben,

die als Farbwertanteile bezeihnet werden. Aus den Farbwerten R̄(f), Ḡ(f),

B̄(f) berehnet man die Farbwertanteile:

β(f) :=
(
r(f) : g(f) : b(f)

)
,
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dabei sind

r(f) =
R̄(f)

R̄(f) + Ḡ(f) + B̄(f)
,

g(f) =
Ḡ(f)

R̄(f) + Ḡ(f) + B̄(f)
,

b(f) =
B̄(f)

R̄(f) + Ḡ(f) + B̄(f)
.

Zwei solher Koordinaten geben bereits die dritte aufgrund der baryzen-

trishen Eigenshaft (1.6) an. Der durh die Farbwertanteile beshriebene

Farbort β(f) ist die Projektion des durh die Farbwertanteile R̄(f), Ḡ(f)

und B̄(f) beshriebenen Punktes auf ε, wobei der Ursprung das Projekti-

onszentrum ist. Die Primärvalenzen R,G,B werden auf die Dreiekspunkte

(1, 0, 0),(0, 1, 0) und (0, 0, 1) projiziert.

Anshaulih gilt für Farbmishungen folgendes:

Aus der Gleihung F = t1A + t2B folgt, dass β(f) die Streke β(a)β(b) im

Verhältnis t2/t1 teilt. Damit lässt sih jede Farbart in der Farbtafel einmessen

� siehe Abbildung 1.10. Der Rand der Farbvalenzpunkte wird durh die kon-

vex gekrümmte Spektralwertkurve und die Purpurlinie gebildet. Auf dieser

Kurve liegen die Farborte der Spektralfarben aus dem sihtbaren Wellenlän-

genbereih. Die Purpurlinie ist die Verbindungslinie der Kurvenendpunkte

Violett (ganz nahe Blau) und Rot (siehe Abbildung 1.11).

Im Inneren der Spektralkurve liegen alle Farborte, deren Farbvalenzen

durh Mishung aus Spektralfarben entstehen; das sind also alle zu physi-

kalish realen Farbreizen gehörenden Farborte. Der gröÿere Teil des Spek-

tralfarbenzuges verläuft auÿerhalb des Farbdreieks der drei Primärvalenzen

R,G,B; die entsprehenden Farbvalenzen entstehen durh äuÿere Farbmi-

shung der Primärvalenzen.

Da es keine zwei Lihter gibt, die gemisht Dunkelheit ergeben, gibt es kei-

nen reellen Farbvalenzvektor in entgegengesetzter Rihtung zu einem reellen

Farbvalenzvektor. Im dreidimensionalen a�nen Anshauungsraum spannen

die Vektoren der Spektralvalenzen daher einen konvexen Kegel mit der Spitze
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Abbildung 1.10: In der (r,g)-Farbtafel sind die Primärreize die Ekpunkte eines

rehtwinkeligen Dreieks. Die Koordinaten einer Farbvalenz werden mittels Teilver-

hältnissen eingemessen. Dies wird hier mit der Spektralfarbe S510 aus Abbildung

1.9 gezeigt. Die Koordinaten β(s510) = (−1, 304; 1, 913; 0, 391) werden zuerst im

entsprehenden Teilverhältnis auf der Dreieksseite eingetragen.
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Abbildung 1.11: (r,g)-Farbtafel. Die Spektralwertanteile liegen auf der Spektral-

wertkurve. Der Punkt W entspriht dem Farbort von unbuntem Liht und wird

als weiÿ wahrgenommen. Die rosa markierte Linie stellt die Purpurlinie dar. Auf

ihr liegen die Farborte aller möglihen Mishungen aus den Spektralreizen s380 bis

s780.
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Abbildung 1.12: Shrödinger-Tüte

im Ursprung auf.

Dieser Kegel wird von Shrödinger ([Shrö2℄, S. 428) Spektralkegel ge-

nannt und häu�g nennt man diesen sogar Shrödinger-Tüte (siehe den Kegel

in Abbildung 1.12 und einen a�n ähnlihen Spektralkegel in den Abbildungen

1.16 und 1.17). Die Shnittkurve dieses Kegels mit der Ebene ǫ, der Farbtafel,

ist die Spektralwertkurve. Diese und die Spektralkurve liegen auf dem Kegel-

mantel. Auf der Spektralkurve liegen die Spitzen der Spektralvektoren und

deren Verlauf ist von der speziellen Energieverteilung des Lihtspektrums

abhängig; niht jedoh die Form des Kegelmantels. Ist in einem Wellenlän-

genbereih die Strahlungsenergie gröÿer, so wird die Kurve an dieser Stelle

vom Ursprung weiter hinausgedrükt. Die Form des Mantels verändert sih

bei vershieden spektral zusammengesetzten weiÿen Lihtquellen wie z.B.

Tagesliht und Gasentladungslampen.

Farborte nahe des Ursprungs sind Farbvalenzen zugeordnet, deren Farb-

reize eine eher niedrige Strahlungsenergie aufweisen; bei gröÿerer Entfernung

ist die Strahlungsenergie relativ stark. Das heiÿt aber niht, dass Vektoren
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gleiher Länge Farbreizen gleiher Strahlungsenergie zugeordnet sind.

Die wihtigste Eigenshaft ist die unveränderlihe Gestalt des Kegels im

a�ngeometrishen Sinn. Der Mantel ist niht durhgehend gekrümmt, son-

dern besitzt mehrere annähernd ebene Flähenstüke in den Zwishenstre-

ken. Shrödinger ([Shrö2℄, S. 428) beshreibt diese Bereihe sogar als Stre-

ken von λ = 430 nm bis 475 nm im blauen Bereih und λ = 630 nm bis

655 nm im roten Bereih. Nah den Messergebnissen der CIE ist die Spektral-

linie zwishen den Werten λ = 380 nm bis 450 nm und λ = 560 nm bis 780 nm

nur annähernd eine Gerade. Untershiede dieser Werte kommen zustande, da

von vershiedenen Lihtern ausgegangen wurde, aus denen die Spektralwert-

kurven bestimmt wurden. In diesen Bereihen sind aus zwei Spektralfarben

jene, die dazwishen liegen, mishbar. Somit sehen wir Orange mit gröÿter

Sättigung, nämlih als Spektralfarbe Orange. Diese ist aufgrund der linearen

Beziehung aus den Spektralfarben Rot und Grün additiv mishbar. Solhe

Spektralfarben erfüllen die Gleihung Si + Sj = Sk, wie wir bereits beim 2.

Teil des Dimensionsbeweises (1.5) gesehen haben.

In den Endpunkten der Spektralkurve zieht sih der Spektralvektor in

sih zusammen ohne die Rihtung zu ändern. Das heiÿt, in diesen Endstre-

ken ist jede Spektralfarbe aus jeder anderen dieser Umgebung durh bloÿe

Intensitätsänderung mishbar. Die End- und Zwishenstreken heiÿen auf-

grund ihrer Mishbarkeit aus einer bzw. zwei Spektralfarben mono- bzw.

dihromatish.

Auh wenn Weiÿ bisher niht eindeutig de�niert werden konnte, kann da-

von ausgegangen werden, dass es irgendwo im Inneren einen Vektor gibt, der

dem weiÿen Liht entspriht. Farbvalenzen, deren Farborte auf einer Halb-

ebene durh diesen Vektor liegen, gehen aus jener in der Halbebene liegenden

Spektralfarbe oder Purpurfarbe mit Weiÿ verdünnt hervor. Je näher der Far-

bort an Weiÿ liegt, desto ungesättigter ist dieser bzgl. seiner Farbart. Die

Sättigung kann aber generell niht durh den Abstand von Weiÿ bestimmt

werden. Die Vektoren der komplementären Farben sind mit dem Vektor von

Weiÿ komplanar und shlieÿen diesen ein.
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1.9 Das (X,Y,Z)-Normvalenzsystem

Bei der Darstellung des (R,G,B)-Systems haben wir gesehen, dass viele

Farbwerte negativ sind, weil diese nur durh eine äuÿere Farbmishung be-

shrieben werden können. Es gibt keine reellen Primärfarbreize, so dass alle

Farbwerte positiv sind. Das wäre jedoh ein wünshenswerter Vorteil, da

hier das negative Vorzeihen keine relevante Eigenshaft beshreibt. Ein sol-

hes System wurde von der CIE 1931 nah Abshluss der Untersuhungen

von Write und Guild eingeführt und wird heute noh benutzt. Man bezeih-

net es als das (X,Y,Z)-Normvalenzsystem mit den Basisvektoren X,Y,Z

([Irt℄, S. 21). Diese liegen auÿerhalb des konvexen Farbvalenzkegels. Das be-

deutet natürlih, dass es keine physikalish erzeugbaren Farbreize gibt, die

X,Y,Z zugeordnet werden. Sie sind virtuelle Farbvalenzen. Die neuen positi-

ven Farbwerte X̄(f), Ȳ (f) und Z̄(f) werden Normfarbewerte und x(f), y(f)

und z(f) werden Normfarbwertanteile genannt. Die zugehörigen Normspek-

tralwertkurven x̄, ȳ und z̄ sind im gesamten sihtbaren Wellenlängenbereih

positiv (siehe Abbildung 1.13). Neben dieser Eigenshaft, liegt dem (X,Y,Z)-

System noh eine weitere Forderung zugrunde. In den Normfarbwerten soll

eine Information über die Helligkeit beinhaltet sein, die im (R,G,B)-Systems

vernahlässigt wird. Welhe Rolle spielt die Helligkeit?

Das photometrishe Maÿ der Helligkeit einer vom menshlihen Auge

wahrgenommenen Flähe ist die Leuhtdihte L einer Lihtquelle. Dabei wird

das sihtbare Liht, welhes einen Punkt auf einer Ober�ähe in eine be-

stimmte Rihtung verlässt, in der Einheit cd/m2
gemessen (cd = Candela).

Die Einheit wird in der Farbmetrik übliherweise weggelassen. Je gröÿer der

Wert eines Farbreizes ist, desto heller ersheint uns klarerweise die zugehörige

Farbvalenz.

Ist die Leuhtdihte der PrimärreizeR, G undB gegeben durh LR, LG, LB,

und ist die Mishung einer Farbvalenz F aus den drei Primärvalenzen be-
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Abbildung 1.13: Normspektralwertkurven

kannt, so besagt das Abney'she Gesetz für die Leuhtdihte von F :

LF = t1LR + t2LG + t3LB

Es besteht also derselbe lineare Zusammenhang wie bei der Farbvalenzmi-

shung.

Wir bezeihnen eine Farbe als Weiÿ, wenn deren Koe�zienten t1 = t2 =

t3 = 1 sind. Für die Leuhtdihte LW gilt dann die Gleihung

LW = LR + LG + LB = 1.
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Abbildung 1.14: Hellemp�ndlihkeitskurve V (λ)

Die Hellemp�ndlihkeit des menshlihen Auges wird mit diesen beiden Kurven

V (λ) beshrieben. Dabei gilt in der Tageslihtsituation die für das Normsystem

relevante rote Kurve und im Dämmerungliht die blaue (Purkinje E�ekt). Zu jeder

Wellenlänge λ, in horizontaler Rihtung mit der Einheit nm, ist die zugehörige

Hellemp�ndlihkeit als relative Leuhtdihte innerhalb der Werte 0 und 1 senkreht

eingetragen. Diese sind mit V (555) = 1 normiert. Die Messergebnisse sind von dem

2°-Normbeobahter der CIE empirish ermittelt worden.

Abbildung 1.15: Alyhne
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1.10 Koordinatentransformation

Da die Koordinaten der Spektralfarbvalenzen deren Spektralwerte sind, ist

die Leuhtdihte Lλ gegeben durh ([Wys℄, S. 135):

Lλ = r̄λLR + ḡλLG + b̄λLB (1.7)

Gehen wir nun auf das Hellemp�nden näher ein, so beshreibt die Hell-

emp�ndlihkeitskurve V (λ) � Genaueres in der Abbildung 1.14 � die relative

Leuhtdihte des energiegleihen Spektrums. Die Funktion V (λ) ist aufgrund

der obigen Gleihung (1.7) eine Kombination der drei Spektralwertkurven.

Im Normfarbsystem sind die Normspektralwertkurven x̄, ȳ, z̄ so gewählt,

dass bereits die Kurve ȳ die Hellemp�ndlihkeitskurve zur Gänze beshreibt:

V (λ) = c · ȳ(λ), c ∈ R

Für die Normfarbreize X,Y und Z ist die Leuhtdihte:

LY = 1, LX = LZ = 0

Die Leuhtdihte einer Farbvalenz F ist daher ident mit dem Normfarbwert

Ȳ (F ):

LF = X̄(F )LX + Ȳ (F )LY + Z̄(F )LZ = Ȳ (F )

In der Darstellung des Normvalenzraumes liegen die Farbvalenzen gleiher

Leuhtdihte in derselben Ebene: Y = Ȳ (F ) parallel zur (X,Z)-Ebene, die

als Alyhne bezeihnet wird, was soviel wie �das Lihtlose� bedeutet. In dieser

liegen die Punkte der PrimärvalenzenX und Z und auÿer dem Shwarzpunkt

O keine reellen Farbvalenzen. Siehe Abbildung 1.15.
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Der Zusammenhang zwishen dem Normvalenzsystem und dem (R,G,B)-

System ist im Abbildungsdiagramm dargestellt:

F̂∗ id
//

Φ
R

��

F̂∗

Φ
X

��

R3
M

RX

//R3

Die Abbildung Φ
X

ist die Koordinatenabbildung von F̂∗
nah R3

zur Basis

(X,Y,Z) und Φ
R

jene zur Basis (R,G,B). Für die Basiswehseltransforma-

tion M
RX

gilt: M
RX

◦ Φ
R

= Φ
X

◦ id bzw. wenn (X̄, Ȳ , Z̄) die Normvalenzen

bedeutet:

M t
RX




R

G

B


 =




X̄

Ȳ

Z̄


 .

Die entsprehende BasiswehselmatrixM
RX

ist von der CIE bestimmt worden

([Optik℄, S. 716).

X = 2.365R− 0.515G+ 0.005B

Y = −0.897R+ 1.426G− 0.014B

Z = −0468R+ 0.089G+ 1.009B.

Möhte man von dem Normvalenzsystem in das (R,G,B)-System zurük-

rehnen, so gilt:




X̄

Ȳ

Z̄


 = (M t

RX

)−1




R̄

Ḡ

B̄


 .
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Dabei ist

(M t
RX

)−1 =




0.490 0.310 0.200

0.177 0.812 0.011

0.000 0.010 0.990




Die Basisvektoren X,Y und Z ergeben im (R,G,B)-Raum wegen

R =




1
72,1

0

0


 , G =




0
1

1,38

0.011


 , B =




0

0

1


 ,

X =




0.007

0.225

0.2


 , Y =




0.003

0.588

0.011


 , Z =




0

0.007

0.99


 .

Nun können auh die Spektralwertkurven punktweise durh die Spektralwer-

te in die Normspektralwertkurven umgerehnet werden oder sie werden wie

im (R,G,B)-System durh Farbanpassungstests bestimmt. Es �ndet in die-

sem Fall eine Normierung in Bezug auf die Helligkeit durh einen Faktor k

statt. Die Normfarbwerte x̄(f), ȳ(f) und z̄(f) zu einer gegebenen Farbreiz-

funktion f sind wie im Abshnitt 1.7 mittels der Normspektralwertkurven

zu berehnen. Die Werte der Farbreizfunktion f(λ) werden für alle Wellen-

längen im sihtbaren Bereih im Abstand ∆λ mit den Normspektralwerten

und dem Wellenlängenintervall ∆λ multipliziert und die Produkte werden

addiert ([Wys℄, Tab. I(3.3.1), II(3.3.1)):

X̄(f) =
∑

i

(
kf(λi)x̄(λ)∆λ

)
= c

∑

i

(
f(λi)x̄(λ)

)

Ȳ (f) =
∑

i

(
kf(λi)ȳ(λ)∆λ

)
= c

∑

i

(
f(λi)ȳ(λ)

)

Z̄(f) =
∑

i

(
kf(λi)z̄(λ)∆λ

)
= c

∑

i

(
f(λi)z̄(λ)

)
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Der Faktor k wird folgendermaÿen berehnet:

k =
100∑

i

(f(λi)ȳ(λ)∆λ)

Für den Faktor c gilt:

c =
100∑

i

(f(λi)ȳ(λ))

Im Falle eines Farbreizes der Normlihtarten A und D65 sind die Norm-

farbwerte und Normfarbwertanteile mit jenen des energiegleihen Spektrums

in der Tabelle zum Vergleih aufgelistet:

Lihtart X Y Z x y

Energiegleihes Spektrum 100.00 100.00 100.00 0.3333 0.3333

Normlihtart A 109.87 100.00 35.59 0.4476 0.4074

Normlihtart D65 95.05 100.00 108.90 0.3127 0.3290

Der Normspektralkegel, Abbildung 1.16, beshreibt die Menge der Farb-

valenzen F∗
mit Shwarz als Ursprung.

An den Rändern des Wellenlängenbereih vershwinden die Kegelerzeu-

genden, da die zugeordneten Spektrallihter keine Strahlungsenergie aufwei-

sen. Die Energieverteilung für das von der CIE genormte Spektralliht nimmt

genau die Gestalt von Abbildung 1.17 an, so dass der rote Bereih eher �ah

aufgefähert ist und im blauen Bereih die Strahlungsenergie sehr hoh ist.

Die Purpurlinie sehen wir jedoh niht.

Würden wir von einem anderen Liht ausgehen, würde der Farbvalenzke-

gel eine andere Gestalt annehmen und die hier nun vershwindenen Mish-

farben zwishen Rot und Blau könnten eventuell sihtbar sein, und an einer

anderen Stelle würden dann die Farbvektoren vershwinden. Ih verweise auf

das vor wenigen Jahren ershienene Buh von Georg Nussbaumer �Zur Far-

benlehre� ([Nus℄), worin die Untershiedlihkeiten des Spektrums von Liht-
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Abbildung 1.16: Spektralkegel aus Normspektralwerten. Die Randkurve wird

durh die Farborte der Spektralfarbvalenzen beshrieben. Die Erzeugenden sind

die Vektoren der Spektralreize.

quellen genau empirish vorgeführt werden.

Shneiden wir aus dem Spektralkegel die Ebene:

X̄(F ) + Ȳ (F ) + Z̄(F ) = 1

aus, so erhalten wir die Normfarbtafel.

Aus den Normfarbwerten werden die baryzentrishen Koordinaten bzw.

Normfarbwertanteile wie im (R,G,B)-System berehnet und in der Norm-

farbtafel dargestellt. Die Koordinaten der Farbmishungen des Beispiels aus

Abbildung 1.4 sind durh folgende Berehungen zu bestimmen und in Abbil-

dung 1.18 eingezeihnet. Die beiden metameren Farben Q1 und Q2 werden
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Abbildung 1.17: Diese Ansiht ist die gedrehte Ansiht aus Abbildung 1.16. Die

Randkurve des Spektralkegels ist shwarz dargestellt. Die Erzeugenden werden

durh die Einheitsebene, der shon genannten Farbtafel, in der Spektralwertkurve

(braun) geshnitten. Die Längen der Spektralfarbvektoren des roten und blauen

Endbereihs nehmen rash ab. Die entstandene Ö�nung wird durh Vektoren ge-

shlossen, deren Spitzen auf der Purpurlinie liegen, diese ist in der Farbtafel (1.18)

dargestellt.
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Abbildung 1.18: Normfarbtafel
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durh vershiedene Spektralfarben gemisht.

Q̄1 = 1, 6B̄ + 0, 3Ḡ

Q̄2 = 1, 4T̄ + 0, 14R̄, wobei

B̄ = S444,4, Ḡ = S526,1, T̄ = S480,0, R̄ = S645,1.

Die Normspektralwertanteile dieser vier Spektralfarben lassen sih aus den

Tabellen I(3.3.1) in ([Wys℄) entnehmen.

Q̄1 = 1, 6




0, 161554

0, 01340

0, 825046


+ 0, 3




0, 12317

0, 822386

0, 054444


 =




0, 2954374

0, 2681558

1, 3364068




Q̄2 = 1, 4




0, 09129

0, 13270

0, 77601


+ 0, 14




0, 723097

0, 276883

0, 00002


 =




0, 22903958

0, 22454362

1, 0864168




Die Normfarbwertanteile von Q̄1 und Q̄2 werden durh Dividieren mit der

jeweiligen Koordinatensumme, also 1, 9 und 1, 54, erhalten:

β(Q1) =




0, 155493368

0, 141134632

0, 703372


 , β(Q2) =




0, 148727

0, 145807545

0, 7050465455




Die Koordinaten der beiden Farbvalenzen untersheiden sih nur klein wenig

und deren Punkte sind daher in der Farbtafel sehr nahe beieinander. Bei dem

kleinen Maÿstab in Abbildung 1.18 werden sie als gleih eingezeihnet, denn

die zugehörigen Farben werden auh gleih wahrgenommen.

Aus der Normfarbtafel (Abbildung 1.18) entnehmen wir, dass die Enden

der Spektrallinie sowohl im roten als auh blauen Bereih sehr ab�ahen.

Wesentlih dabei ist die Eigenshaft, dass die Spektralfarben innerhalb die-

ser Zwishenstreken aus jenen am Rande liegenden Spektralfarben mishbar

sind.
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1.11 Shlussbemerkung zu diesem Kapitel

Theoretish ist die Einführung eines solhen Spektralkegels unproblema-

tish, denn wie auh Shrödinger betont, sind für die Herleitung in einer auf

dem Vektorraum basierenden a�nen Geometrie keine Begri�e wie Sättigung,

Weiÿanteil oder Komplementärfarbe nötig. Diese wären nur mit groÿem Auf-

wand de�nierbar. Eine experimentelle Durhführung ist hingegen shwierig.

Hier geben wir uns mit Durhshnittswerten, aus denen der Normbeobahter

bestimmt wurde, zufrieden.

Wir erkennen, wie anspruhsvoll es ist, die Farbwahrnehmung zu struktu-

rieren. Mit der Untersheidung in Farbe und Farbvalenz haben wir gewissen

Problematiken ausweihen können. Bei den Sätzen von Grassmann hat sih

gezeigt, dass diese niht bei jeder beliebigen Farbauswahl gültig sind. Doh

erlauben sie einen a�nen Farbvalenzraum zu de�nieren. Dieser hat eine wih-

tige Bedeutung in der Anwendung. Das (R,G,B)-System wird vor allem zur

Darstellung von Farbbildern auf Computermonitoren verwendet. Rote, grü-

ne und blaue Phosphore werden durh Elektronenstrahlen zum Leuhten ge-

braht. Um diese durh Liht erzeugten Bilder durh additive Farbmishung

darstellen zu können (druken), wird das (R,G,B)-System ins sogenannte

(CMYK)-System umgerehnet. Die Hauptdiagonale des (R,G,B)-System,

die von Shwarz nah Weiÿ zeigt, wird umgedreht, so dass der Koordinan-

tenursprung in Weiÿ liegt. Die Basis wird dann von Cyan,Magenta und Gelb

(Yellow) gebildet. Da in der Anwendung kein zufriedenstellendes Shwarz

durh Übereinanderdruken der drei Grundfarben erreiht wird, kann dem

durh Hinzufügen von Shwarz (BlaK oder Key) geholfen werden. Die Grö-

ÿe der Farbbereihe des (R,G,B)- und (CMYK)-Systems ist in der Praxis

geräteabhängig. Dennoh hat das (R,G,B)-System stets einen viel gröÿeren

Farbbereih. Die subtraktiv gemishten Farbmittel sind erst durh Re�exion

von Liht sihtbar. Farbmittel können daher einige hoh gesättigte Farben

wie die manher Lihtreize niht hervorrufen [RGB℄.

Für uns ist der a�ne Farbvalenzraum im nähsten Kapitel hilfreih, um

einen Farbraum zu de�nieren, welher eine Zuordnung der Farbabstände zu

jenen der Wahrnehmung kennt.
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Übersiht zu den Bezeihnungen:

M Menge der Farbreizfunktionen

M̂ Menge der Farbreizfunktionen und virtuellen Farbreizfunktionen

mit negativen Anteil

F Menge der Farben

F̂ Menge der Farben und virtuellen Farben

F∗
Menge der Farbvalenzen

F̂∗
Menge der Farbvalenzen und virtuellen Farbvalenzen

(R,G,B)-System (X,Y,Z)-System

Basisvektoren R,G,B X,Y,Z

Farbvalenzen in F̂∗ R,G,B X, Y,Z

Spektralwertkurve r̄, ḡ, b̄ x̄, ȳ, z̄

monohromat. Farbreiz sλ Spektralwerte: Normspektralwerte:

r̄(λ), ḡ(λ), b̄(λ) x̄(λ), ȳ(λ), z̄(λ)

Farbtafel Spektralwertanteile: Normspektralwertanteile:

β(sλ) r(λ), g(λ), x(λ), y(λ)

polyhromat. Farbreiz f Farbwerte: Normfarbwerte:

R̄(f), Ḡ(f), B̄(f) X̄(f), Ȳ (f), Z̄(f)

Farbtafel Farbwertanteile: Normfarbwertanteile:

β(f) r(f), g(f) x(f), y(f)



Kapitel 2

Der Farbraum mit

Riemannmetrik

2.1 Einleitung

Im vorigen Kapitel wurde der a�ne Farbvalenzraum eingeführt und Vor-

und Nahteile angeführt. Die vorteilhaften Eigenshaften zeigen sih in den

vielzähligen Anwendungen. Ein wesentliher Nahteil ist, dass dem Abstand

zweier Farborte keine relevante Bedeutung zukommt. Wir können zum Bei-

spiel niht feststellen, ob zwei Farben gleih hell sind bzw. welhe der bei-

den heller ist. Denn wir haben es mit Beziehungen zwishen Farben zu tun,

welhe ausshlieÿlih durh Verwendung des Gleihheitsurteils experimen-

tell gewonnen werden. Die Eigenshaften zwishen Farben entsprehen im

Farbvalenzraum keiner geometrishen Quantität. Der Farbvalenzraum ist in

diesem Sinne niht auf die Farbwahrnehmung abgestimmt, denn die Farben

sind nah willkürlihen Abständen geordnet.

In diesem Kapitel wollen wir einen Farbraum de�nieren, dessen Farbab-

stände in Zusammenhang mit der Farbwahrnehmung stehen. Nah Shrödin-

ger wird heute allgemein angenommen, dass der Raum der Farbwahrnehmung

eine Riemannshe Metrik besitzt. Zuerst werden wir anhand eines einfahen

53
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Beispiels ([Shrö3℄, S. 483) zeigen, weshalb eine euklidishe Metrik niht zum

Ziel unserer Ansprühe führt:

Wir hellen eine Farbe F ein wenig auf,

so dass wir diese Veränderung noh

gut mit dem Auge untersheiden kön-

nen. Für die neue Farbe gilt das Mish-

rezept (1 + ǫ)F . Der Wert ǫ ∈ R wird

so gewählt, dass die beiden Farben

10F und (10 + ǫ)F niht untersheid-

bar sind (siehe Abbildung 2.1). Die eu-

klidishen Abstände der Vektorspitzen

sind jedoh für beide Farbpaare gleih.

|F − (1 + ǫ)F | = |ǫF | = |10F − (10 + ǫ)F |

Somit lassen sih die Helligkeitsverhältnisse niht durh den euklidishen

Abstand beshreiben. Auh die psyhophysikalishen Gesetze der Sinnesein-

drüke für objektive Intensitätsänderung sprehen gegen diese Annahme. Der

Physiologe Ernst Heinrih Weber formulierte 1834 ein Gesetz, welhes die

durh ein Sinnesorgan registrierbare eben merklihe Veränderung beshreibt.

Der Untershied ∆R zum vorangehenden Reiz R steht in einem gleih blei-

benden Verhältnis k. Das Webershe Gesetz lautet

k =
∆R

R
.

Die Weiterentwiklung dieses Gesetzes erfolgte 1860 durh den Physiker und

Begründer der Psyhophysik Gustav Theodor Fehner. Dabei werden kleine
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Emp�ndungsveränderungen ∆E beshrieben durh

∆E = c · ∆R

R
(Fehnershes Gesetz). (2.1)

Unter der Annahme, dass c konstant und unabhängig von R ist, folgt daraus

durh Integration für die Intensität E einer Emp�ndung

E = c · ln R

R0
(Weber-Fehnershes Gesetz).

Meist gibt die Integrationskonstante R0 den Shwellenreiz an. Das Weber-

Fehner-Gesetz besagt also, dass sih die subjektiv empfundene Stärke von

Sinneseindrüken proportional zum Logarithmus der objektiven Intensität

des physikalishen Reizes verhält.

Der Psyhophysiker Stanley Smith Stevens entwikelte dieses Gesetz

weiter und stellte 1957 einen neuen Zusammenhang her. Die Emp�ndung

E = E(R) bzgl. eines Reizes R wird annähernd beshrieben durh

∆E

E
= k

∆R

R
.

Dabei ist k ∈ R+
eine Proportionalitätskonstante. Die Integration dieser

Beziehung führt zur Stevensshen Potenzfunktion:

∫
dE

E
= k

∫
dR

R

lnE = k · lnR + ln c

E(R) = c ·Rk

Die aus der Integration stammende Konstante c legt die Skalierung fest.

Mit diesem Gesetz werden generell komplexe Emp�ndungen beshrieben. Da-

bei ist aus physiologishen Experimenten für das Helligkeitsemp�nden der

Wert k = 0, 33 bestimmt worden. Für k < 1 ist der Graph bzgl. dem des

Weber-Fehner-Gesetzes bis auf die Vershiebung um 1 ähnlih.
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Abbildung 2.1: Diese vier Farben der selben Farbart haben im (R,G,B)- System

mit ǫ = 0, 5 die Koordinaten: F (23, 19, 21); 1, 5F (34, 29, 31); 10F (230, 190, 210)

und 10, 5F (240, 200, 220).

Abbildung 2.2: Darstellung der Stevensshen Potenzfunktion: Sie stellt den Zu-

sammenhang der Energie des Lihts E mit der Hellemp�ndlihkeit des menshli-

hen Auges H her. Man erkennt links durh die Hilfslinien bei gleihem dE die

untershiedlih starke Hellemp�ndung, rehts sieht man bei gleihem dH die un-

tershiedlihe Energie des Lihtes.
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Wie wir in Abshnitt 2.3 sehen werden, sind diese Gesetze der psyho-

physikalishen Emp�ndungstherorie für die erste Theorie von Helmholtz über

den Farbraum unter der Berüksihtigung der psyhologishen Farbwahrneh-

mung von Bedeutung. Dieser Ansatz und auh dessen Weiterentwiklung

durh Shrödinger beruhen auf der Linienelement-Theorie, welhe Farbab-

stände de�niert, die im Zusammenhang mit der Farbwahrnehmung stehen.

Nah den Forshungsergebnissen der letzten dreiÿig Jahre zeigt sih, dass

es keine streng empirish begründeten Gesetze der psyhophysikalishen Emp-

�ndungstheorie gibt ([Irt℄, S. II). Die in diesem Abshnitt vorgestellten For-

meln erweisen sih jedoh stets als gute Annäherungen.

2.2 Linienelemente des Farbenraumes

Linienelemente werden dazu verwendet, den Abstand zweier Punkte zu be-

stimmen, d.h. Farben so zu quanti�zieren, dass sih ein numerishes Maÿ

für Farbuntershiede ergibt. Nun werden niht Urteile über Gleihheit bzw.

Vershiedenheit von Farben, wie in der niederen Farbmetrik, als empirishe

Basis verwendet, sondern zwei Farben werden auf deren gröÿte Ähnlihkeit

eingestellt. Durh dieses Verfahren lässt sih eine Metrik der Farben herleiten.

Dieser Ansatz für das Linienelement geht auf Helmholtz (1891, 1896) zu-

rük, wurde von Shrödinger weiterentwikelt und von Ma Adam erstmals

1942 empirish � bis auf Experimentungenauigkeiten � bestätigt.

Wie leiten sih Linienelemente in einem Farbenraum her, der niht eu-

klidish sein kann? Wir betrahten vorerst den euklidishen Abstand und

behalten für die anshaulihe Vorstellung den im ersten Teil de�nierten a�-

nen Farbvalenzraum bei und werden diesen dann im Sinne der Riemannshen

Geometrie interpretieren. Sind im euklidishen Raum die Koordinaten zweier

benahbarter Punkte X und Y in der Form (x1, x2, x3) und (x1 + dx1, x2 +
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dx2, x3 + dx3) gegeben, dann gilt für die Distanz ds der beiden Punkte

(ds)2 = (dx1)
2 + (dx2)

2 + (dx3)
2.

Siehe dazu Abbildung 2.3. Um die Distanz in Räumen ohne euklidisher

Metrik zu beshreiben, muss die Gröÿe ds durh kompliziertere Funktionen

von dx1, dx2, dx3 und x1, x2, x3 dargestellt werden. Betrahten wir nun für

(ds)2 die allgemeine quadratishe Form

(ds)2 =g11(dx1)
2 + 2g12dx1dx2 + g22(dx2)

2

+ 2g23dx2dx3 + g33(dx3)
2 + 2g31dx3dx1

=
3∑

i,k=1

gikdxidxk, (2.2)

wobei die Koe�zienten gik stetige Funktionen der Koordinaten x1, x2, x3 sind.

De�nitionsgemäÿ ist dabei die zugehörige Bilinearform f : F̂ ∗×F̂ ∗ → R bzw.

die Matrix (gik)i,k=1,2,3, die sie bei gegebener Basis eindeutig bestimmt, ein

kovarianter Tensor 2. Stufe.

Die Form (2.2) sei für jede Wahl der (dx1, dx2, dx3) 6= (0, 0, 0) und für alle

Punkte (x1, x2, x3) positiv de�nit, so dass also stets ds > 0 gilt. Unter diesen

Voraussetzungen beshreibt ds ein Abstandselement � also ein Linienelement

� in einem dreidimensionalen Riemannshen Raum.

Der genaue Wert eines solhen Abstandselements ds ist unwesentlih und

hängt vordergründig von einer Normierung und dem energiegleihen Spek-

trum bzw. den drei gewählten Primärfarben ab. Der Ansatz des Linienele-

ments ist aber unabhängig vom gewählten System von Eihwerten, da dieses

invariant gegenüber beliebiger Transformationen der xi ist.

Unter bestimmten Bedingungen lässt sih ein dreidimensionaler Riemann-

sher Raum in einen dreidimensionalen euklidishen Raum einbetten, so dass
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Abbildung 2.3: Raumsituationen

die Eigenshaften der Distanz erhalten bleiben. Dazu müsste man drei Funk-

tionen u1(x1, x2, x3), u2(x1, x2, x3) und u3(x1, x2, x3) �nden, für die gilt

(ds)2 = (du1)
2 + (du2)

2 + (du3)
2.

Im Allgemeinen ist eine solhe Transformation niht möglih. Auh wenn

diese Bedingung in einen Riemannshen Raum niht erfüllbar ist, kann der

Riemannshe Raum trotzdem in einen euklidishen abgebildet werden � die

Dimension ist dann allerdings gröÿer als drei. Die Funktionen u1(x1, x2, x3),

u2(x1, x2, x3), . . . , um(x1, x2, x3) mit m > 3 erfüllen dabei die Gleihung

(ds)2 = (du1)
2 + (du2)

2 + . . . (dum)
2.

Die allgemeine Dimensionsformel (2.3) besagt, dass ein n-dimensionaler Rie-

mannsher Raum in einen m-dimensionalen euklidishen Raum eingebettet
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werden kann, wobei

m =
n(n + 1)

2
(2.3)

([Wys℄, S. 657). Für den hier relevanten Fall n = 3 ergibt sih also m = 6.

Andererseits folgt für n = 2, dass ein zweidimensionaler Riemannsher Raum

in einen dreidimensionalen euklidishen Raum eingebettet werden kann. Wie

wir später sehen werden, liegt solh ein Fall bei Farbpunkten gleiher Hellig-

keit vor, die einen zweidimensionalen Unterraum bilden. Dieser kann somit

als Flähe im gewöhnlihen dreidimensionalen euklidishen Raum dargestellt

werden. Siehe dazu Abbildung 2.3.

Im Allgemeinen ist eine längentreue Abbildung eines Raumes in einen

anderen der selben Dimension, nur dann möglih, wenn in allen einander ent-

sprehenden Punkten die Gauÿkrümmung gleih ist. Da diese im euklidishen

Raum in jedem Punkt 0 ist, geht das also nur, wenn auh im Riemannshen

Raum diese Eigenshaft in jedem Punkt erfüllt ist.

Das Bestimmen der Koe�zienten gik der Linienelemente stellt eine groÿe

Herausforderung dar. Wir werden erfahren, dass diese aufgrund empirisher

Shwellenmessungen und Berehnungen der Standardabweihung angegeben

werden können. Damit lassen sih Linien gleiher Ausprägungen einzelner

Farbattribute im Farbraum darstellen, wenn sih ein Zusammenhang zwi-

shen einer geometrishen Eigenshaft und dem entsprehenden Farbattribut

�nden lässt.

Bezüglih der empirishen Testverfahren untersheidet man heute zwi-

shen zwei Arten von physiologishen Experimenten und entsprehenden

psyhologishen Theorien, die entweder auf der Erregung der drei Farbre-

zeptoren oder auf der Erregung der Gegenfarbkanäle beruhen. Die letztere

Herangehensweise wird hier niht ausgearbeitet; sie ist bei Wyszeki und Sti-

les ([Wys℄, Kap. 5) nahzulesen. Die erste Art von Experimenten wird unter
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anderem von Shrödinger ausgeführt und in diesem Kapitel ausführlih be-

handelt. Vorweg sehen wir uns den ursprünglihen Ansatz der Linientheorie

nah Helmholtz an.

2.3 Linienelement nah Helmholtz

Die Grundlagen der Linienelement-Theorie von Helmholtz 1896 ([Helm℄, Ab-

shn. II, � 21) sind das Fehnershe Gesetz, die Dreifarbentheorie und das

physiologishe Prinzip des Eigenlihts des Auges. Denn selbst bei geshlos-

senem Auge sieht man niht nur shwarz, da das Auge nie ganz frei von

Farbbildern ist.

Die Gröÿe dE von Emp�ndungsuntershieden setzt sih im Farbsehen

aus drei Emp�ndungskomponenten dE1, dE2, dE3 nah der Theorie der Drei-

farbentheorie zusammen. Helmholtz nimmt an, dass dieser Zusammenhang

durh eine homogene Funktion zweiten Grades beshrieben werden kann. Die

in Betraht genommenen kleinen Farbuntershiede ergeben im allgemeinen

kleine Werte bei Gliedern höherer Ordnung, die deshalb niht berüksihtigt

werden. Für das Linienelement ergibt sih somit

dE = dE2
1 + dE2

2 + dE2
3 .

Das heiÿt, jede Farbemp�ndung wird durh drei unabhängige und gleihar-

tige physiologishe Prozesse erklärt ([Lam℄, S. 283). Für diese werden nah

dem Fehnershen Gesetz (2.1) bei mäÿiger Lihtstärke die einfahen Formen

dEi = k
dxi

xi

, i = 1, 2, 3

angenommen ([Helm℄, S. 451). Sind xi zu den Farben der drei Farbrezeptoren

der Netzhaut geeiht, so wird aus Erfahrungswerten k = 1/3 gesetzt. Somit
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ist das Linienelement

dE2 =
1

3

(
dx2

1

x2
1

+
dx2

2

x2
2

+
dx2

3

x2
3

)
. (2.4)

Helmholtz gibt auh einen allgemeinen Ansatz an, der auh bei shwaher

Lihtstärke gilt. Dabei wird das Eigenliht des Auges mit den Konstanten

a, b, c berüksihtigt:

(ds)2 =

(
dx

a+ x

)2

+

(
dy

b+ y

)2

+

(
dz

c+ z

)2

. (2.5)

Diesen Ansatz hat Helmholtz niht weiter verfolgt. Eine Überarbeitung da-

von, welhe eine gute Übereinstimmung mit Daten aus Farbtests liefert, ist

von W. S. Stiles 1946 entwikelt worden. Siehe dazu auf Seite 99.

Untersuhungen des Helligkeitsuntershiedes zweier Farben oder deren

Helligkeitsgleiheit beinhaltet zwei Variablen: die Farbart und die Sättigung.

Im Farbexperiment ist daher niht einfah festzustellen, welhe Farbe heller

oder dunkler ist (Siehe Abbildung 2.4). Aus der linken Spalte dieser Ab-

bildung ist niht ersihtlih, wie sih diese vier Farben bzgl. der Helligkeit

verhalten. Überrashenderweise ist in den ersten drei Reihen die Helligkeits-

koordinate stets gleih mit 130 und nur in der unteren Reihe mit 100 ge-

ringer. Vergleiht man jeweils die oberen und unteren beiden Reihen, würde

man glauben, die jeweils untere sei im Verlauf heller. Die Abstufungen wir-

ken im Vergleih dieser vier Farbarten niht gleihmäÿig. Insofern kann am

in Abbildung 2.4 beshriebenen (HSL)-System kritisiert werden, dass die li-

nearen Helligkeitsabstände - zum Beispiel wie hier um jeweils 1/3 verringert -

niht der Helligkeitswahrnehmung des Auges entsprehen. Gleihe Helligkeit

von vershiedenen gleihhellen Farbarten bleibt durh lineares Ändern der

Helligkeit niht erhalten.

Helmholtz ([Helm℄, S. 440) äuÿert sih zur Helligkeitswahrnehmung fol-

gendermaÿen: Ih persönlih muss wiederholt erklären, dass ih mir ein Urteil
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Abbildung 2.4: Helligkeitsabstufungen. Die Farbkoordinaten wurden hier niht

im (R,G,B)-System bestimmt, sondern in dem dazu a�nen (HSL)-System.

Farbart 1 1 1 1

Sättigung 214 143 71 0

Helligkeit 130 130 130 130

Farbart 7 7 7 7

Sättigung 214 143 71 0

Helligkeit 130 130 130 130

Farbart 157 157 157 157

Sättigung 214 143 71 0

Helligkeit 130 130 130 130

Farbart 135 135 135 35

Sättigung 214 143 71 0

Helligkeit 100 100 100 100

Die Farbvalenz wird dabei mit Hilfe

der Farbart (english hue), der Farb-

sättigung (saturation) und der Hel-

ligkeit (lightness) bestimmt. Durh

gleihmäÿiges Verringern der Sätti-

gung der vier Farbarten in der linken

Spalte - jeweils 1/3 - gelangt man zu

den Grauwerten in der rehten Spal-

te, so dass die vier Helligkeiten ver-

glihen werden können.



64 KAPITEL 2. DER FARBRAUM MIT RIEMANNMETRIK

über Gleihheit von heterohromen Helligkeiten kaum zutraue, höhstens über

gröÿere und kleinere in extremen Fällen. Über das Hilfsmittel eines Farb-

kreisels versuht er Helligkeitsuntershiede eindeutig ablesen zu können. In

Abshnitt 2.8 werden wir allerdings erfahren, dass es bei diesem Versuh gar

niht um Helligkeitsuntershiede geht. Es wundert einen daher niht, dass in

der darau�olgenden Au�age von Helmholtz' Handbuh der Physiologishen

Optik [Helm℄ von 1905 kaum noh mathematishe Ausführungen zu �nden

sind.

2.4 Linienelement nah Shrödinger

Shrödinger stellt Hypothesen für das Maÿ des Untershiedes von gerade

noh untersheidbaren Farben auf. Er formuliert drei Annahmen ([Shrö3℄,

S. 483):

1. Die Einstellung zweier Farben X, Y auf gröÿte Ähnlihkeit besteht dar-

in, ein relatives Minimum der Funktion s(x1, x2, x3, y1, y2, y3) aus der

Gleihung (2.2) zu bestimmen (siehe Abbildung 2.5 links). Die von X

gleihweit entfernten Farbpunkte, d.h. die von X gerade eben unter-

sheidbaren Farben liegen auf einem kleinen Ellipsoid mit Mittelpunkt

X (siehe Abbildung 2.5 rehts). Die Werte der Tensorkomponenten gik

werden aus den Messungen der Untershiedsemp�ndlihkeit ermittelt.

Daraus leitet sih die nähste Annahme her:

2. Für zwei Farben, die sih gerade ebenmerklih untersheiden, können

die dxi als Di�erenziale angesehen werden. Da die gik bei ebenmerk-

lih vershiedenen Farben niht stark variieren und keine Sprungstellen

auftreten, können auh die ds als Di�erenziale gesehen werden. Auÿer-

dem hat ds für jedes ebenmerklih vershiedene Farbenpaar den selben

Wert und die Ellipsen sind gleih groÿ. Denn aus der ersten Annahme

ist eine Riemannshe Metrik für die Mannigfaltigkeit von Zahlentri-

peln (x1, x2, x3) mit ds als Linienelement festgelegt. Der konkret für
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ds gewählte Wert ist niht von Bedeutung, es handelt sih nur um ei-

ne Normierungskonstante. Diese Metrik ist invariant gegenüber lineare

Transformationen der xi und unabhängig von den gewählten Primär-

farben.

3. Die kürzeste Verbindungsstreke eines Farbenpaares ist niht eukli-

dish, sondern entlang der geodätishen Linie zu bestimmen. Die Ver-

shiedenheit eines solhen Paares wird als Gröÿe

∫
ds gemessen. Die

kürzeste Verbindungsstreke hat den kleinsten Wert

∫
ds. Zwei Farben

sind um so ähnliher, mit je weniger ebenuntersheidbaren Zwishen-

stufen man den �kontinuierlihen� Übergang von der einen zur anderen

durhführen kann.

Abbildung 2.5: Links: Kürzeste Abstände im Riemannshen Sinne; Rehts: Die

von X im Riemannshen Sinne gleih weit entfernten Punkte liegen auf einem

Ellipsoid.

Bisher ist noh niht festgelegt worden, auf welhe Farbqualität die gröÿ-

te Ähnlihkeit eingestellt wird und auf welher Farbqualität die Farbreihen

beruhen sollen. Shrödinger hat sih auf die Einstellung gleiher Helligkeit

beshränkt. Im Farbraum ist die Helligkeit - wie wir im ersten Kapitel gese-

hen haben - von der Länge des Farbvektors abhängig. Nahe des Ursprungs
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ist die Helligkeit eher gering und wird bei zunehmender Entfernung gröÿer.

Insofern eignet sih die Einstellung auf gleihe Helligkeit sehr gut, um die

theoretishe De�nition des Farbraums zu erarbeiten.

2.5 Einstellung auf gleihe Helligkeit

Die Helligkeit von Farbe korrespondiert mit der Strahlungsintensität des zu-

gehörigen Farbreizes. Daher versteht man unter Helligkeit jene Eigenshaft

einer Farbe, die sih am stärksten ändert, wenn die Strahlungsintensität in

jeder Wellenlängen des sihtbaren Bereihs mit konstantem Faktor geändert

wird. Zwei Farben, die sih in der Reizart nur wenig untersheiden, kann

man auf gleihe Helligkeit bringen, indem man die Strahlungsintensität einer

Farbe abändert.

Zu einem festen Punkt F ist ein variabler Punkt F ′
gegeben, so dass

die Farbvektoren

−→
OF ,

−−→
OF ′

in ähnlihe Rihtungen zeigen ([Shrö3℄, S. 487).

Um F konstruiert man eine Shar von Ellipsoiden gleihen Abstandes (im

Riemannshen Sinne) und wählt davon jene aus, welhe die Gerade OF ′
zur

Tangente hat. Dann ist der Berührpunkt F ′′
mit F gleih hell. Der Abstand

des neuen Punktes F ′′
zu F soll Durhmesser eines Ellipsoids nah Hypothe-

se 1 sein. Führen wir diese Konstruktion für weitere Punkte aus der nahen

Umgebung von F durh, so liegen die gleih hellen Punkte auf einem Flähen-

element, das sogenannte gleih-helle Flähenelement, auh Isolyhne genannt

(siehe dazu Abbildung 2.6).

Konstruieren wir an ein solhes Ellipsoid den Tangentenkegel aus O und

fassen diesen theoretish als Zylinder auf, dann ist das gleih-helle Flähenele-

ment die zur Zylinderahse OF konjugierte Durhmesserebene des Ellipsoids.

Die Gleihung des Ellipsoids ist

3∑

i,k=1

gikdxidxk = c,
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Abbildung 2.6: Links: Gerade OF ′
berührt Ellipsoid um F in F ′′

. Rehts: Die

Punkte gleih heller Farben liegen auf der Isolyhne.

also das Linienelement mit einem festem Wert c. Dieses gleihhelle Flähen-

element steht im Riemannshen Sinne orthogonal zur Rihtung

−→
OF . Die In-

tensitätsänderung im Punkt F erfolgt in Rihtung des Ortsvektors

−→
OF , so

dass

F ′′ =




x1

x2

x3


+




dx1

dx2

dx3


 .

Der Vektor




dx1

dx2

dx3


 ist parallel zur Isolyhne, und da diese Ebene im

Riemannshen Sinne normal auf OF steht, ist

3∑

i,k=1

gikxidxk = 0 (2.6)

die Di�erenzialgleihung der Isolyhne im Punkt F (x1, x2, x3).

Ein sinnvoll de�nierter Begri� der Helligkeit muss transitiv sein, also wenn

F ′′
gleih hell ist wie G′′

, und G′′
gleih hell wie H ′′

, dann sollen auh F ′′
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und H ′′
gleih hell sein. Diese Eigenshaft nützen wir nun und shreiten aus

F ′′
zu einem gleih hellen Punkt G′′

und von diesem wieder zum nähsten

gleih hellen Punkt H ′′
und so fort, in beliebiger Rihtung auf dem gleih-

hellen Flähenelement. Daraus ergibt sih eine Linie gleihheller Farben, die

sih an einer Stelle shlieÿt, wo etwa eine Farbe K ′′
auf dem Orstvektor

−−→
OF ′′

liegt und daher K ′′
= F ′′

gilt. Dies soll für jeden beliebigen Weg gleih heller

Farben innerhalb eines sinnvollen Helligkeitsbegri�es gelten. Die Flähen-

elemente (2.6) lassen sih somit zu Integral�ähen zusammenfassen und die

linke Seite des Ausdrukes (2.6) ist daher integrierbar. Es muss daher einen

Multiplikator λ(x1, x2, x3) geben, so dass gilt

3∑

i=1

∂(λgikxi)

∂xl

=
3∑

i=1

∂(λgilxi)

∂xk

, k, l = 1, 2, 3; l 6= k.

Damit ein solhes λ existiert müssen die gik die Shwarzshen Bedingungen

erfüllen, die man folgendermaÿen erhält: Di�erenzieren ergibt auf der linken

Seite den Ausdruk

3∑

i=1

(
∂λ

∂xl

· gikxi +
∂gikxi

∂xl

· λ
)
.

Die rehte Seite wird analog di�erenziert. Durh Umformen gelangt man zu

den drei Gleihungen

3∑

i=1

λ

(
∂(gikxi)

∂xl

− ∂(gilxi)

∂xk

)
= −

3∑

i=1

(
gikxi

∂λ

∂xl

− gilxi

∂λ

∂xk

)
,

wobei k, l = 1, 2, 3; l 6= k. Durh Multiplikation mit gpmxp, wobei m ein

neuer Index ist, und anshlieÿendes Aufsummieren vershwindet die rehte

Seite und man erhält, da λ 6= 0 ist,

∗∑ 3∑

p=1

3∑

i=1

gpmxp

(
∂(gikxi)

∂xl

− ∂(gilxi)

∂xk

)
= 0;
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dabei bedeutet

∗∑
, dass nur über die drei Tripel

(k, l,m) = (1, 2, 3),(2, 3, 1), (3, 1, 2) summiert wird. Da gik = gki, redu-

ziert sih der Klammerausdruk zu

∂(gikxi)

∂xl

− ∂(gilxi)

∂xk

= xi

(
∂gik
∂xl

− ∂gil
∂xk

)
.

Somit folgt

∗∑ 3∑

p=1

3∑

i=1

gpm

(
∂gik
∂xl

− ∂gil
∂xk

)
xixp = 0. (2.7)

Dies ist die Shwarzshe Bedingung, die notwendig und hinreihend dafür ist,

dass die Di�erenzialgleihung (2.6) integrierbar ist.

Die Koe�zienten gik sind empirish zu bestimmen und die Integratibili-

tätsbedingung (2.7) wurde tatsählih durh Messdaten bestätigt. Wäre dem

niht so, würde der Helligkeitsbegri� über vershiedene Farben keinen Sinn

ergeben.

Aufgrund der Integrabilität existiert bei geeigneter Wahl von λ(x1, x2, x3)

eine Funktion h(x1, x2, x3) mit der Eigenshaft

∂h

∂xk

=
3∑

i=1

λgikxi, k = 1, 2, 3. (2.8)

Ist die Funktion h konstant, so beshreibt diese eine Flähe durh den fes-

ten Punkt F . Für vershiedene Werte von h zerlegen diese den Farbraum

zwiebelartig. Es sind im Riemannshen Sinne Orthogonal�ähen bzgl. des

Ortsvektors

−→
OF . Diese sind die oben erwähnten Isolyhnen. Dabei ist der

Wert h(x1, x2, x3) das Maÿ für die Helligkeit.

Wir sind damit noh niht bei einem de�nierten Abstandsmaÿ angekom-

men, denn h ist durh die letzte Beziehung noh niht ausreihend bestimmt.
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Jede eindeutige Funktion von h stellt nämlih die selbe Flähenshar dar und

kann als Helligkeitsniveau in einer Skala interpretiert werden. Dafür ist al-

so eine Normierung notwendig. Diese ist beispielsweise möglih, wenn ange-

nommen wird, dass die Isolyhnen in sih ähnlih sind und zum Ursprung in

ähnliher elementargeometrisher Lage stehen. Diese Annahme bedeutet für

Farbmishungen, dass bei proportionaler Veränderung der objektiven Inten-

sität zweier Lihtgemishe die Farbengleihheit erhalten bleibt. Das erinnert

an das Unterkapitel 1.4 und den 2. Satz von Grassmann. Wie dort erwähnt,

hat Shrödinger darauf hingewiesen, dass diese Annahme in manhen Expe-

rimenten widerlegt wurde.

Es kann sein, dass zwei färbige Objekte rot und blau im Sonnenliht gleih

hell wahrgenommen werden, aber im Dämmerliht niht. Zum Beispiel sind

solh blaue Autos abends besser zu sehen als rote. Diese Helligkeitsvershie-

bungen werden als das Purkinjeshe Phänomen bezeihnet (Siehe Abbildung

1.14).

Dennoh kann in gewissen Grenzen angenommen werden, dass eine von

2, 3 und dann 4 Glühlampen beshienene Flähe als 2, 3 bis 4 mal so hell

wahrgenommen wird. Diese damit beshriebene Additivität der Helligkeit re-

sultiert niht direkt aus den Farbgleihungen ([Shrö3℄, S. 491). Auh wird

das Purkinjeshe Phänomen bzgl. untershiedlihem Hellemp�nden im Tag-

und Nahtsehen niht berüksihtigt. Shrödinger nimmt die Linearität der

Helligkeitsveränderung als Näherung an, da diese bei mittleren Lihtverhält-

nissen zu beobahten ist. Rehnerish bedeutet dies, dass h eine homogene

Funktion ersten Grades ist und demnah der Eulershe Satz anwendbar ist:

h = x1
∂h

∂x1
+ x2

∂h

∂x2
+ x3

∂h

∂x3
.

Verwenden wir hier (2.8), dann ergibt sih

h =

3∑

i=1

3∑

k=1

λgikxixk bzw. λ =
h

3∑
i=1

3∑
k=1

gikxixk

.
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Setzen wir λ in (2.8) ein, formen diese Gleihung um und integrieren

∂h
h
, dann

erhalten wir

∂ ln h

∂xl

=

3∑
i=1

gilxi

3∑
i=1

3∑
k=1

gikxixk

, l = 1, 2, 3. (2.9)

Das sind drei Gleihungen, die ln h bis auf eine additive Konstante und h bis

auf einen unwesentlihen Proportionalitätsfaktor bestimmen.

Somit haben wir ein Maÿ für die Helligkeit de�niert. Um es konkret anzu-

geben, müssten die Komponenten des Metriktensors (gik) für den gesamten

Farbenraum experimentell bestimmt werden. Dazu müssten somit zu allen

Farben Messdaten erstellt werden. Eine solhe praktishe Herangehensweise

ist o�ensihtlih niht erfolgsversprehend, weshalb noh weitere theoretishe

Annahmen getro�en werden müssen. Shrödinger stellt einen Ansatz für die

Bestimmung des Linienelementes auf ([Shrö3℄, S. 495). Empirishe Bestim-

mungen der Untershiedlihkeitsemp�ndungen wurden von Ma Adam und

Brown (siehe Kap. 2.10) und anderen ([Wys℄, S. 319) erst ab 1942 erfolgreih

durhgeführt.

Bevor wir uns der weiteren Theorie von Shrödinger widmen, beantworten

wir die am Shluss von Abshnitt 2.3 o�en gebliebene Behauptung, dass der

Ansatz von Helmholtz zu einer niht haltbaren Helligkeitsfunktion führt.

Setzen wir in die Gleihung (2.9) die speziellen Werte (2.4) aus dem An-

satz von Helmholtz ein, so ergibt dies

∂ ln h

∂xi

=
1

3xi

i = 1, 2, 3.

Die Kurven gleiher Helligkeit bei Anwendung des Helmholtzshen Linienele-
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ments werden daher beshrieben durh

h = c 3
√
x1x2x3, (2.10)

wobei  eine Konstante ist. Jedoh sind diese Kurven empirish niht haltbar.

Shrödinger bezeihnet diese Helligkeitsfunktion bei einer Helligkeitsvertei-

lung des Sonnenspektrums als �sheuÿlihen Kamelrüken� ([Shrö3℄, S. 493),

da die Extremstellen im Verleih zu den Messdaten an den falshen Stellen

zu stark ausgeprägt sind.

Der zweite Grund, weshalb der Ansatz niht haltbar ist, liegt in der Ei-

genshaft der Helligkeit begründet, dass sie sih annähernd additiv verhält:

h(x1, x2, x3) + h(x′

1, x
′

2, x
′

3) = h(x1 + x′

1, x2 + x′

2, x3 + x′

3). (2.11)

Dies ist für die Funktion (2.10) klarerweise niht erfüllt. Helmholtz selbst hat

Versuhe mit einem Farbkreisel durhgeführt und falsh interpretiert und

daher die Additivität der Helligkeit bezweifelt. Die rihtige Interpretation

von Shrödinger der Farbkreiselversuhe steht dagegen niht im Widerspruh

zur Additivität der Helligkeit. Dies werden wir in Abshnitt 2.8 noh genau

vorführen.

2.6 Theoretisher Ansatz für das Linienelement

Da bis um 1920 erst zwei bekannte Farbmessungen bzgl. des Linienelements

durhgeführt und verö�entliht wurden, die noh niht ausaggekräftig genug

waren, hat Shrödinger ([Shrö3℄, S. 491) für das Linienelement einen theo-

retishen Ansatz entwikelt, der durh Messungen nahzuprüfen ist.

Im letzten Abshnitt haben wir erwähnt, dass die Helligkeit eine annä-

hernd additive Eigenshaft (2.11) der Farbe ist. Durh partielles Di�erenzie-
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ren dieser Gleihung folgt

∂h

∂xl

(x1, x2, x3) =
∂h

∂xl

(x1 + x′

1, x2 + x′

2, x3 + x′

3), l = 1, 2, 3.

Die drei Di�erenzialquotienten ∂h/∂xl sind somit konstant, da die beiden

Wertetripel beliebig gewählt wurden. Die Funktion h ist daher homogen und

linear

h(x1, x2, x3) = a1x1 + a2x2 + a3x3.

Diese Form bleibt durh eine lineare Transformation, also durh Änderung

der Eihfarben, unverändert. Die Ebenenshar der Isolyhnen erfüllt

a1x1 + a2x2 + a3x3 = c (2.12)

Nah Abshnitt 2.5 müssen die Ebenen dieser Shar im Riemannshen Sinne

orthogonal auf

−→
OF stehen.

Nun bildet die Transformation ζ mit

ζ(X) =




ζ1(x1)

ζ2(x2)

ζ3(x3)


 =




√
a1x1

√
a2x2

√
a3x3




Radienvektoren in Radienvektoren ab und die Ebenenshar (2.12) wird in die

Kugelshar

ζ1(x1)
2 + ζ2(x2)

2 + ζ3(x3)
2 = c

verwandelt. Der euklidishe Abstand im ζ-Raum bleibt daher erhalten.

Mittels dieses theoretishen Ansatzes kann Shrödinger nun folgenden

Ansatz von Wolfgang Pauli ([Shrö3℄, S. 495) verwerfen:

4(ζ1(x1)
2 + ζ2(x2)

2 + ζ3(x3)
2) = a1

dx2
1

x1
+ a2

dx2
2

x2
+ a3

dx2
3

x3
= ds2.
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Wenn nämlih zwei vershiedene Farben gleiher Farbarten nur in der Inten-

sität geändert werden, so ist

dx1 = ǫx1, dx2 = ǫx2, dx3 = ǫx3 i = 1, 2, 3; ǫ ≪ 1.

Daraus ergibt sih der Abstand

ds = ǫ
√
a1x1 + a2x2 + a3x3.

Für ein konstantes ǫ ist ds aber niht konstant, was das Fehnershe Gesetz

jedoh verlangt. Um zu einem brauhbaren Ergebnis zu kommen, verwen-

det Shrödinger, dass die Isolyhnen, wie man aus der Di�erenzialgleihung

(2.6) erkennt, sih niht ändern, wenn dem Linienelement eine bestimmte

Koordinatenfunktion als Faktor hinzugefügt wird. Wird für diesen Faktor

die reziproke Helligkeit

1

a1x1 + a2x2 + a3x3

gewählt, so sind für alle Farben und niht nur für die gleihe Farbart, die

Fehnerstufen konstant.

Damit ist nun das Linienelement vollständig bestimmt; und zwar ist der

Maÿtensor

gik = 0, i 6= k

gii =
ai

a1x1 + a2x2 + a3x3

ds2 =
1

a1x1 + a2x2 + a3x3

(
a1dx1

x1
+

a2dx2

x2
+

a3dx3

x3

)
. (2.13)

Die Konstanten ai sind experimentell zu bestimmen, so dass

h = a1x1 + a2x2 + a3x3

die Helligkeit der Farbe (x1, x2, x3)misst. Dieses Linienelement (2.13) berük-

sihtigt die mit der Erfahrung übereinstimmende Helligkeitsfunktion und das
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Fehnershe Intensitätsgesetz mit derselben Konstante für alle Farben. Da es

gegen lineare Transformationen der xi niht invariant ist, ist jede Form in

die es übergeführt wird, ein mögliher Ansatz.

2.7 Emp�ndlihkeit des Farbuntershiedes von

Spektralfarben

Um über die Bedeutung eines theoretishen Ansatzes etwas sagen zu kön-

nen, sind empirishe Vergleihswerte heranzuziehen. Als Erfahrungskontrolle

hat Shrödinger ([Shrö3℄, S. 496) die Farbuntershiede der Spektralfarben

genauer analysiert. Er war auf die wenigen Datensätze angewiesen, die es zu

seinen Lebzeiten gab. Er hat aus dem Ansatz des Linienelements, welher

sih auf alle Farben bezieht, einen speziellen für Spektralfarben abgeleitet,

und diesen anshlieÿend mit den experimentellen Resultaten seiner Zeit kon-

trolliert.

Ausgehend von einem Punkt eines Spektralreizes der Stelle λ shreitet

man entlang der Spektralwertkurve zu einem nahen Punkt des Spektralreizes

zur Stelle λ + dλ. Die Koordinaten zweier benahbarter Farbtöne sind

Sλ =




x1

x2

x3


 und Sλ+dλ =




x1 + dx1

x2 + dx2

x3 + dx3


 .

Das Linienelement soll jedoh aus diesen beiden Koordinaten bestimmt wer-

den:

Sλ =




(1 + ǫ)x1

(1 + ǫ)x2

(1 + ǫ)x3


 , Sλ+dλ =




x1 + dx1

x2 + dx2

x3 + dx3


 ,

denn die beiden zugehörigen Spektralfarben sollen stets untersheidbar sein,

auh wenn der Helligkeitsuntershied annähernd um den Wert ǫ = d lnh
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ausgeglihen wird. Daher ist

(1 + ǫ)xi − (xi + dxi) = ǫxi − dxi = xid lnh− dxi,

und für das Linienelement erhalten wir somit

ds2 =

3∑

i,k=1

gik(xid lnh− dxi)(xkd lnh− dxk)

=

3∑

i,k=1

gikxixkd ln
xi

h
d ln

xk

h
.

Berüksihtigen wir den Ansatz (2.13), dann gilt

ds2 =
a1x1

h

(
d ln

x1

h

)
+

a2x2

h

(
d ln

x2

h

)
+

a3x3

h

(
d ln

x3

h

)
mit

h = a1x1 + a2x2 + a3x3.

Dabei sind xi und daher auh h Funktionen von λ. Die Ableitung nah λ

(mit einem Strih bezeihnet) ist

ds =

√
a1x1

h

(
x′
1

x1
− h′

h

)2

+
a2x2

h

(
x′
2

x2
− h′

h

)2

+
a3x3

h

(
x′
3

x3
− h′

h

)2

dλ.

Die Primärfarben werden niht an Weiÿ normiert, sondern die Primär-

farben sollen gleihhell ersheinen oder in Mishungen den gleihen Hellig-

keitswert haben. Das heiÿt die Primärfarben der Farbtests müssen auf diese

Eigenshaft umgerehnet werden. In diesem Fall sind alle ai, i = 1, 2, 3, gleih

1. Die Helligkeitsfunktion ist daher

h = x1 + x2 + x3.

Das Linienelement wird im allgemeinen Fall zu

ds2 =
1

h

(
dx2

1

x1

+
dx2

2

x2

+
dx2

3

x3

)
,
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im obigen speziellen Fall zu

ds =

√
x1

h

(
x′
1

x1
− h′

h

)2

+
x2

h

(
x′
2

x2
− h′

h

)2

+
x3

h

(
x′
3

x3
− h′

h

)2

dλ.

Werden die empirishen und rehnerishen Werte verglihen (siehe Abbil-

dung 2.7), so sind die Ergebinsse enttäushend weit voneinander entfernt. Bei

einer graphishen Darstellung der beiden Werte erkennen wir jedoh einen

ähnlihen Verlauf der Untershiedlihkeitsemp�ndung im Spektrum. Die Ex-

tremstellen der beobahteten Werte sind gegenüber den rehnerishen Wer-

ten in Rihtung niedrigerer Wellenlänge vershoben. Dann sind die Verläufe

der beiden Kurven niht weit von einander entfernt. Der Hohpunkt der

berehneten Werte ragt aber trotzdem weit über den beobahteten Hoh-

punkt hinaus. Jedoh kann man das Ergebnis insofern positiv beurteilen,

als die Ausgangssituation der Theorie unabhängig von Messdaten und einer

allgemeinen Normierung war. Keine einzige Zahl wurde für die theoretishe

Rehnung direkt benützt, und selbst die zugehörige Lage der Primärfarben

im Vektorraum ist niht festgelegt.

2.8 Farbkreiselversuh

In der langen Geshihte der Farbtheorie versuhte man stets, Theorien durh

empirishe Farbversuhe zu belegen. Allein, dass bis heute noh farbmetrishe

Fragen o�en sind, zeigt, wie shwierig es ist, Farbversuhe sinnvoll zu planen

und rihtig auszuwerten. Oftmals waren Messwerte zu sehr fehlerbelastet,

da ausshlieÿlih das menshlihe Auge ohne jeglihe tehnishe Unterstüt-

zung von Photometern die einzigen Messdaten lieferte, wodurh sih leiht

auh gravierende Fehler einshleihen können. Im rein analytishen Über-

denken von solhen praktishen Versuhen kann daher ein anderer Zusam-

menhang entdekt werden, als zuvor angenommen wurde. So ist es, wie wir

bereits erwähnt haben, Shrödinger ergangen, als er den Farbkreiselversuh

von Helmholtz mit seinen aus rein theoretishen Überlegungen stammen-
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Abbildung 2.7: Gra�she Darstellung der berehneten und beobahteten Daten

dλ für Spektralfarben. (Shrödinger hat die Skala der Wellenlänge entgegengesetzt

dargestellt.)

den Resultaten interpretierte ([Shrö3℄, S. 500). Helmholtz bemerkte niht,

dass sein Versuh, wie implizit angenommen, keine Aussage über einen Hel-

ligkeitsvergleih zwishen zwei Farben ergab, sondern einen Versuh für die

Einstellung auf gröÿte Ähnlihkeit zweier Farben darstellt. Dies hat Shrö-

dinger festgestellt und auh bewiesen.

Wie wird dieser Versuh genau durhgeführt? Man geht von zwei Far-

ben A und B aus und bezeihnet ihre Farbmishung mit C. Die Sheibe des

Kreisels wird bis auf einen Sektor des Winkels α′ ≈ 3, 5◦−7◦ mit der Farbmi-

shung C gefärbt. Der freigebliebene Sektor wird in einem inneren Ring R1

mit der Farbe A gefärbt und im äuÿeren Ring R2 wird dieser Sektor nohmals

mit einem zweiten Winkel β ′ < α′
geteilt. Der eine Teil bleibt shwarz, der

andere, innerhalb β ′
, wird mit B gefärbt (siehe Abbildung 2.8).



2.8. FARBKREISELVERSUCH 79

Abbildung 2.8: Farbkreisel

Für die Mishfarbe C gilt

C = λA+ µB, λ+ µ = 1. (2.14)

Die Koe�zienten λ und µ sind brauhbarer, wenn sie in Beziehung zu den

Winkeln der Kreissheibe stehen. Wir können uns vorstellen, dass die Mish-

farbe C durh Rotieren zweier Sektoren A und B zustande kommt. Es ist

also unwesentlih, ob die Farbmishung C aufgetragen wird, oder ob dieser

Sektor durh den Winkel λ′
geteilt und mit der Farbe A und B oloriert wird.

Die Winkeldi�erenz 2π − α′
bezeihnen wir mit µ′

. Die Koe�zienten λ und

µ lassen sih dann aus diesen Winkeln umrehen:

λ =
λ′

2π − α′
, β ′ =

µ′

2π − α′
.

Der Winkel α′
sei nun fest und β ′

wird so lange variiert, bis die beiden

Farben beim Rotieren in den Ringen C ′
und C ′′

des Kegels möglihst wenig

untersheidbar werden. Helmholtz nahm an, dass dies eine Einstellung auf

gleihe Helligkeit sei. Dann würden Farbveränderungen von A und B mit

αA =
α′

2π − α′
A und βB =

β ′

2π − β ′
A,
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die Helligkeit der Mishung C in einem gleihbleibenden Verhältnis verän-

dern. Die Annahme ist dabei, dass die Helligkeiten generell eine additive

Eigenshaft besitzt. Die Helligkeiten von A und B müssten sih für jede Farb-

mishung C reziprok verhalten, wie die Zuwähse α zu β bzw. die Winkel α′

zu β ′
:

h(A)

h(B)
=

β

α
=

β ′

α′
.

Dies tritt aber niht ein. Shrödinger zeigt formal, dass das Winkelverhält-

nis

β′

α′
niht mit dem Verhältnis der Helligkeiten übereinstimmt, da letzteres

niht konstant ist.

Betrahten wir den Sahverhalt nun geometrish-anshaulih. Wegen (2.14)

liegt C auf der Verbindungsgerade von A und B. Die Mishfarbe C wird zwei-

mal verändert: Die Farbe des inneren Rings C ′
ist die Mishung von C und

A:

C ′ = C + αA.

Analog gilt für die Farbe des äuÿeren Rings C ′′
:

C ′′ = C + βB.

Dabei ist C ′′
mit dem variierenden Winkel β ′

so zu wählen, dass es mög-

lihst ähnlih wahrgenommen wird und zugleih im Vektorraum natürlih

möglihst nahe C ′
ist (siehe Abbildung 2.9).

Wir legen um C ′
ein Ellipsoid, das die Gerade CC ′′

, die parallel zu OB

ist, in C ′′
berührt. C ′′

ist im Allgemeinen niht gleih hell wie C ′
. Nur im

Grenzfall C = B sind die Rihtungen

−→
OC und

−−→
CC ′′

identish wie bei einem

gewöhnlihen Helligkeitsversuh.
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Abbildung 2.9: Vektordarstellung des Farbkreiselversuhs

Rehnerish ergibt sih bei der Annäherung von C ′′
an C ′

folgendes: Ist

A(y1, y2, y3), B(z1, z2, z3) und C(x1, x2, x3), dann gilt

xi = λyi + µzi.

Die Koordinaten von C ′
sind xi + αyi, die von C ′′

sind xi + βzi, so dass der

Vektor

−−−→
C ′C ′′

die Koordinaten βzi−αyi (i = 1, 2, 3) hat. Die Gerade C ′C ′′
ist

konjugiert zur Tangente des Ellipsoids mit der Rihtung

−−→
CC ′′

. Daher gilt

3∑

i=1

3∑

k=1

aik(βzi − αyi)zk = 0.

Das Helligkeitsverhältnis der festen Farbe A zur variierenden Farbe B be-
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rehnet sih daraus zu

β

α
=

3∑
i=1

3∑
k=1

aikyizk

3∑
i=1

3∑
k=1

aikzizk

,

wobei die aik die Tensorkomponenten bzgl. C ′
sind. Setzen wir nun das von

Shrödinger entwikelte Linienelement ein:

aik = 0, i 6= k

aii =
1

xi(x1 + x2 + x3)

Daraus folgt

β

α
=

z1
x1

y1 +
z2
x2

y2 +
z3
x3

y3
z1
x1

z1 +
z2
x2

z2 +
z3
x3

z3
. (2.15)

Im oben genannten Grenzfall C = B, also xi = zi, gibt das Verhältnis

(2.15) tatsählih das Helligkeitsverhältnis an. Andernfalls können wir niht

davon ausgehen. Je stärker die variierte Farbe B mit zi von der Farbmi-

shung C mit xi abweiht, um so mehr Ein�uss hat diese auf die Helligkeit.

Die Verhältnisse der Gewihtsfaktoren zi/xi überwiegen und es gibt keinen

konstanten Verlauf eines festen Helligkeitsverhältnisses.

2.9 Ein Maÿ der Vershiedenheit zweier Farben

Bisher haben wir die Farben gröÿter Ähnlihkeit gesuht, um die möglihst

kleinen Farbabstände nah der Wahrnehmung des individuellen Auges be-

stimmen zu können. Das heiÿt, wir haben bisher das Linienelement stets in

di�erenzieller Form benützt. Nun wollen wir die Vershiedenheit von stark

ungleihen Farben mittels dem Linienintegral der kürzesten Verbindungslinie
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messen und das Ergebnis mit den praktishen Versuhsresultaten vergleihen.

Wir gehen von zwei sehr untershiedlihen Farben aus, dabei soll die eine

Farbe F fest und die andere Farbe F ′
veränderlih sein ([Shrö3℄, S. 505).

Die beiden zugehörigen Rihtungsvektoren sollen also in sehr untershiedlihe

Rihtungen zeigen. F ′
wird entlang seines Ortsvektors in einen neuen Punkt

F ′′
verändert, der F am nähsten liegt. Dazu legen wir aus F das geodätishe

Lot auf den Vektor

−−→
OF ′

und erhalten als Fuÿpunkt F ′′
.

Sind F und F ′′
nun gleih hell, d.h. liegen diese beiden Punkte auf der-

selben Isolyhne

a1x1 + a2x2 + a3x3 = c? (2.16)

Wir wählen ein Koordinatensystem, so dass ai = 1 für i = 1, 2, 3 gilt, und

wenden dann die Transformation

ζi =
√
xi, i = 1, 2, 3 (2.17)

an, wie in Abshnitt 2.6.

Die Distanz zweier Farben ist

ds2 = 4
dζ21 + dζ22 + dζ23
ζ21 + ζ22 + ζ23

.

Nimmt man vorteilhaft das Koordinatensystem der ζi als rehtwinkelig an,

herrsht Kugelsymmetrie um den Nullpunkt.

Die geodätishe Linie zwishen zwei allgemeinen Farbpunkten ζ(Y ) =: Y ∗

und ζ(Z) =: Z∗
im ζi-Raum ist daher eine Kurve in der Flähe OY ∗Z∗

(siehe

Abbildung 2.11). Betrahten wir in der Ebene OY ∗Z∗
das Polarkoordinaten-

system r, ϕ, dann ist der durh dr und dϕ bestimmte Ausdruk ds2 immer

derselbe und von der Lage der Ebene unabhängig. Wählt man speziell die
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Abbildung 2.10: Die geodätishe Linie zweier Punkte ist im ζ-Raum ein Kurven-

abshnitt einer logarithmishen Spirale (links) und eine geradlinige Streke in den

Variablen ϕ und ln r (rehts).

Ebene ζ3 = 0, so ist die geodätishe Linie zwishen zwei Farbpunkten festge-

legt durh

ds2 = 4

(
dr2

r2
+ dϕ2

)
= 4

[
(d ln r)2 + dϕ2

]
. (2.18)

Wir erkennen daraus, dass in den Variablen ϕ und ln r die geodätishen

Linien geradlinig sind, also im ζi-Raum ebene, logarithmishe Spiralen mit

der Asymptote in 0 beshreiben (Siehe Abbildung 2.10). Betrahen wir das

Verhältnis

ϕ− ϕ′′

ϕ′ − ϕ′
=

ln r
r′

ln r′′

r′

,

wobei ϕ und r variabel sind und ϕ′
, r′ die Polarkoordinaten von Y und ϕ′′

,

r′′ die von Z sind.
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Wir untersheiden zwei Fälle:

a) ϕ′ = ϕ′′, r′ 6= r′′,

dann ist ϕ konstant. Die geodätishe Linie ist daher sowohl im ζi-Raum

als auh im xi-Raum eine Gerade durh den Ursprung, da unter der

Transformation (2.17) feste Verhältnisse erhalten bleiben. Die Farbab-

stufungen sind reine Helligkeitsabstufungen entlang der Geraden durh

den Ursprung.

b) ϕ′ 6= ϕ′′, r′ = r′′,

dann ist r konstant, und die logarithmishe Spirale in der Ebene OY ∗Z∗

wird im ζi-Raum zum Groÿkreis einer Kugel Σ∗
mit der Gleihung

ζ21 + ζ22 + ζ23 = c.

Diese wird im x-Raum auf die Isolyhne Σ (2.16) abgebildet und die

geodätishe Linie zwishen zwei gleihhellen Punkten (da r = c) ist

eine ebene Kurve auf der Isolyhne. Da jeder Farbvektor orthogonal zu

den Isolyhnen im Riemannshen Sinne steht, bildet jene ebene Kurve

das gemeinsame geodätishe Lot zweier beliebiger Farbvektoren.

Die oben gestellte Frage, ob der Fuÿpunkt F ′′
und F auf der selben Iso-

lyhne liegt, ist somit mit ja zu beantworten. Dies gilt sowohl für gerade

untersheidbare Farbenpaare als auh für stark vershiedene Farben.

Aus der Gestalt des Linienelements lässt sih auh ablesen, dass die Maÿ-

bestimmung auf den isolyhnen Kugeln Σ∗
des ζ-Raumes mit der üblihen

euklidishen Maÿbestimmungen übereinstimmt. Sie entspriht also der sphä-

rishen Geometrie. Dabei ändert sih aber klarerweise der Maÿstab mit dem

Kugelradius, der jeweils die Längeneinheit festlegt. Das Maÿ der Vershieden-

heit zweier ungleiher Farben Y , Z wird durh die Länge der geodätishen

Linie zwishen ihnen geliefert. Sind die Radien r′, r′′ und die Winkel ϕ′
, ϕ′′
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der beiden Farbvektoren in der durh den Ursprung gehenden Ebene bekannt,

so ist es gegeben durh

∫ Z

Y

ds = 2

∫ Z

Y

√
(d ln r)2 + dϕ2 = 2

√√√√
(

ln r′′

r′

ϕ′′ − ϕ′

)2

+ 1 ·
∫ Z

Y

dϕ

=

√(
ln

r′′2

r′2

)2

+ 4(ϕ′′ − ϕ′)2.

Dieses Maÿ setzt sih aus zwei Komponenten zusammen. Zum einen sind die

Längenverhältnisse der Farbvektoren im ζ-Raum maÿgebend für den Hel-

ligkeitsuntershied und zum anderen wird der Farbartuntershied von den

Winkeln beein�usst.

Die Umrehnung auf die ursprünglihen Koordinaten Y (y1, y2, y3),

Z(z1, z2, z3) geshieht folgendermaÿen: Man nimmt deren Helligkeiten als

hy =
∑

yi, hz =
∑

zi

an, so gilt

hy = r′2, hz = r′′2, arccos

√
y1z1 +

√
y2z2 +

√
y3z3√

hyhz

= ϕ′′ − ϕ′.

Damit erhält man für das Vershiedenheitsmaÿ den Ausdruk

∫ Z

Y

ds =

√√√√
(
ln

hz

hy

)2

+ 4

(
arccos

√
y1z1 +

√
y2z2 +

√
y3z3√

hyhz

)2

.

Ein anshaulihes Verständnis bekommen wir, wenn wir den Verlauf die-

ser geodätishen Linien kennen. Dafür ist es hilfreih, die Inverse der ζ-

Transformation zu betrahten. Die Koordinatenebenen ζi = 0 werden in die
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Koordinatenebenen xi = 0 abgebildet. Ist nun die Ebene Y ∗Z∗O, auf welher

die geodätishe Linie von Y ∗Z∗
verläuft, gegeben durh

a1ζ1 + a2ζ2 + a3ζ3 = 0,

so entspriht ihr im x-Raum der Ausdruk

a1
√
x1 + a2

√
x2 + a3

√
x3 = 0.

Durh quadrieren folgt

a21x1 = a22x2 + a23x3 − 2a2a3
√
x2x3

(
a21x1 − a22x2 − a23x3

)2
= 4a22a

2
3x2x3.

Diese Gleihung beshreibt einen quadratishen Kegel mit der Spitze im

Ursprung. Die Kegel�ähen des x-Raumes mit der Spitze in 0 werden im ζ-

Raum auf die Ebenen durh 0 abgebildet (Siehe Abbildung 2.11.). Farbvek-

toren des x-Raumes liegen innerhalb dieses Kegels. Der Shnitt mit den Ko-

ordinatenebenen ergibt stets doppelt zu zählende Geraden. Z.B. für x1 = 0:

(
a22x2 − a3x3

)2
= 0.

Dies zeigt, dass der Kegel alle drei Koordinatenebenen berührt.

Eine isolyhne Ebene

x1 + x2 + x3 = c

geshnitten mit den drei Koordinatenebenen ergibt ein gleihseitiges Spur-

dreiek. Ein solhes kennen wir bereits aus der Farbtafel mit den Ekpunkten

R,G,B. Innerhalb dieses Dreieks liegt die Shnittkurve des Farbvektorke-

gels mit der Isolyhne. Dieser Kegelshnitt kann daher nur eine Ellipse sein

und ist geodätish, da diese in der Isolyhne liegt. Die kürzeste Farbreihe der

beiden Farbpunkte Y und Z auf der Farbtafel ist ein Ellipsenbogen.
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Hiermit haben wir ohne Rehnung einen Überblik über den Verlauf der

geodätishen Linien auf der Isolyhne erhalten. Es ist die Menge aller inner-

halb des Farbdreieks eingeshriebenen Ellipsen.

Abbildung 2.11: Die Ebene 0Y ∗Z∗
im ζ-Raum wird unter der inversen ζ-

Transformation in einen Kegel im x-Raum abgebildet durh Y, Z mit Spitze in

0. Die Kugel Σ∗
wird unter selbiger Abbildung auf die Isolyhne Σ abgebildet.

Durh jeden Punkt und vorgegebener Ausgangsrihtung innerhalb des

Farbdreieks, lässt sih eine eindeutige geodätishe Linie bestimmen. Es ist

eine Ellipse tangential zu den Dreiekseiten. Somit sind die notwendigen fünf

Angaben für einen eindeutig bestimmten Kegelshnitt, also ein Punkt und

vier Tangenten, gegeben.

Wir sind bisher von einigen besonderen Annahmen ausgegangen: Z.B.

der eines rehtwinkeligen Koordinatensystems und der von Isolyhnen, deren

Farbdreiek gleihseitig ausgefallen ist. Diese Beshränkungen sind für eine
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allgemeine Aussage unwesentlih, da die Berührbedingungen gegenüber li-

nearen Transformationen invariant sind. Daher können wir nah dieser Theo-

rie allgemein formulieren, dass die kürzesten Übergangsreihen zwishen zwei

gleihhellen Farben in jedem beliebigen Farbdreiek (die Grundfarben müs-

sen niht gleihe Helligkeit aufweisen) auf eingeshriebenen Ellipsenbögen

liegen.

Für zwei ungleihe Farben mit untershiedlihen Helligkeiten gibt nah

(2.18) die Formel

ds = 2
√
(ds ln r)2 + dϕ

das allgemeine Vershiedenheitsmaÿ an. Setzen wir die xi- Koordinaten ein, so

erkennt man niht leiht den Verlauf dieser Geodäten. Mehr Klarheit gewinnt

man, wenn man die obige Di�erenzialgleihung analysiert. Das Vershieden-

heitsmaÿ ds setzt sih, wie bereits erwähnt, aus zwei Teilen zusammen. Die

Helligkeitsveränderung d ln r (= 1
2
d lnh) und die Reizartänderung dϕ sind

entlang der geodätishen Linie einander proportional. Entlang der zweiten

Änderung wird die Helligkeitsänderung gleihmäÿig aufgeteilt. Die geodäti-

she Linie zweier vershiedener Farbpunkte kann man folgendmaÿen bestim-

men: Zuerst ermittelt man den geodätishen Ellipsenbogen der Reizartstufen

in einer Isolyhne und variiert diesen durh einen konstanten Bruhteil der

ebenuntersheidbaren Helligkeitstufen ungeänderter Reizart.

Durh diesen theoretishen Ansatz Shrödingers sind wir am Ziel ange-

kommen. Wir haben einen Farbraum mit einer Riemannshen Metrik erhal-

ten, dessen Farbabstände an die Wahrnehmung des Auges angepasst sind.

Dies war möglih, indem anfangs eine Farbe eines Farbenpaares auf gleihe

Helligeit angepasst wurde.

Es wäre auh möglih, eine Farbmetrik zu de�nieren, wenn der Ansatz

auf gleihen Farbton oder gleihe Sättigung ausgerihtet ist. Wie diese Vor-



90 KAPITEL 2. DER FARBRAUM MIT RIEMANNMETRIK

gangsweise aussehen könnte, ist in einer Au�istung von Rainer Zwisler genau

angegeben. Aus dieser ist auh eine De�nition der drei Qualitätsmerkmale

von Farben: Helligkeit, Farbart und Sättigung im Verständnis des geome-

trishen Farbraumes zu entnehmen. Weitere Eigenshaften des Farbraumes

werden dadurh hervorgehoben.

Au�istung von Zwisler [Zwis℄:

� Helligkeit (brightness): Je weiter ein Punkt X vom Ursprung entfernt

ist, desto heller wird er empfunden; ist die Entfernung zwishen zwei

Punkten X und Y entlang einer geodätishen Linie minimal, ershei-

nen die beiden zugehörigen Farben gleih hell. Hält man nun den Punkt

fest, lässt sih auf jedem Strahl vom Ursprung weg ein Punkt �nden, der

bei gleiher Entfernung zum Ursprung minimal vom Punkt entfernt ist.

Alle derartigen Punkte zusammen de�nieren eine Ober�ähe im Farb-

raum, die als Kontur gleiher Helligkeit aufgefasst werden kann. Dieses

Verfahren lässt sih für vershiedene Entfernungen zum Ursprung und

somit für vershiedene Helligkeiten durhführen.

� Farbart (hue): Auf einer Ober�ähe gleiher Helligkeit lassen sih nun

Linien gleihen Farbtons bestimmen, die alle ihren Ursprung am Punkt

haben, der einem ahromatishen Reiz mit der entsprehenden Hellig-

keit entspriht. Diese Linien lassen sih wiederum für vershiedene

Helligkeiten ermitteln; alle diese Linien zusammen bilden dann eine

Kontur konstanten Farbtons.

� Sättigung (hroma): Auf einer Ober�ähe konstanter Helligkeit lassen

sih aber auh Linien gleiher Buntheit bestimmen; hierbei handelt es

sih um konzentrishe Riemannshe Kreise, deren Ursprung wieder im

Punkt liegt, der den ahromatishen Reiz entsprehender Helligkeit ent-

spriht.
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2.10 Ma Adam Ellipsen

Die bisher vorgestellte Theorie Shrödingers zur Beshreibung eines gekrüm-

mten Farbraumes fand zu seiner Zeit wenig Beahtung. Zum einen ergaben

die experimentellen Resultate damals nur eine mäÿig gute Übereinstimmung

mit seinen theoretishen Ergebnissen. Diese waren niht sehr umfangreih

und noh dazu mit Messfehlern behaftet. Zum anderen fand man keine un-

mittelbare Anwendung der höheren Farbtheorie und daher wurde diese als

Liebhaberwissenshaft etwas verdrängt. Generell wurde die klassishe Psy-

hophysik ziehmlih abgetan, wogegen in der Gegenwart ein starkes Anwah-

sen des Interesses festzustellen ist.

Erste Weiterentwiklungen nah Shrödingers Verö�entlihung ergaben

sih durh die systematishe Untersuhung der Ellipsen für Farbreize von

David L. Ma Adam 1942 ([MaA℄, S. 33). Er konnte während des zwei-

ten Weltkrieges bei der Firma Kodak genaue Messungen durhführen. Diese

Messreihen zielen darauf ab einen Zusammenhang zwishen der Wahrneh-

mung des Untershiedes zweier Farben und einem geometrishen Farbabstand

- bzgl. der Farbtafel des CIE- Farbraumes von 1931 - herzustellen.

Das Experiment verläuft in erster Linie wie die Farbanpassungsversuhe

aus Abbildung 1.6. Unter einem Sehwinkel von 42◦ sieht eine Testperson den

Umfeldreiz der Normlihtart C mit einer Leuhtdihte von 24 cd/m2
. Das

geteilte Testfeld wird unter 2◦-Entfernung1 mit einer Leuhtdihte von 48

cd/m2
beleuhtet. Eine Hälfte des Testfeldes wird durh einen Standardreiz

ausgeleuhtet, welher eine Mishung aus den drei genormten Primärreizen

ist. In die zweite Hälfte des Testfeldes wird eine Farbmishung der selben

Primärreize projiziert. Der Beobahter kann durh Drehen an einem Kon-

trollknopf den Farbreiz verändern, während dieser entlang einer Geraden im

CIE 1931 (x, y)-Farbdiagramm variiert und die Helligkeit bei 24 cd/m2
kon-

1

Das bedeutet eine 1 ¿ Münze in der Entfernung von a. 52 m zu betrahten.
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stant bleibt. Die Testperson ändert den variablen Farbreiz so lange, bis ein

gerade wahrnehmbarer Untershied bemerkt werden kann. Dieser Vorgang

wird mehrmals an 25 �xen Farbreizen entlang untershiedliher Farbartrih-

tungen in der Farbtafel wiederholt. Bei jedem Versuh wird die Distanz zwi-

shen dem variablen und dem �xen Farbort notiert. Es zeigt sih, dass die

Punkte der Shwellenwerte annähernd auf einer Ellipse liegen (Abbildung

2.12). Die Darstellung 2.13 zeigt alle 25 Ellipsen in der CIE-Farbtafel. Man

beshreibt diese sogenannte Diskriminationsellipse durh die Gleihung

g11dx
2 + 2g12dxdy + g22dy

2 = 1.

Abbildung 2.12: Diskriminationsellipse von Ma Adam

Dabei sind dx und dy die jeweiligen Koordinatendi�erenzen der Shwellen-

punkte zum Ellipsenmittelpunkt. Die Koe�zienten gik werden aus den Mess-

werten berehnet. Ma Adam und Silberstein ([Wys℄, S. 308) shlieÿen aus

ihren Analysen, dass die Daten bzgl. des Abstandes zum festen Farbreiz nor-

malverteilt sind. Diese Normalverteilung ist in jedem Farbanpassungsversuh

durh die Standardabweihung (σx, σy) und den Korrelationskoe�zienten ρ
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Abbildung 2.13: Ma Adam Ellipsen im CIE Diagramm. Die Ahsen der Ellipsen

sind 10-fah vergröÿert.
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bestimmt. Aus diesen, von einem Farbreiz zum anderen variierenden, Werten

werden die Koe�zienten gik folgendermaÿen berehnet:

g11 =
1

σ2
x(1− ρ2)

, g12 =
ρ

σxσy(1− ρ2)
, g22 =

1

σ2
y(1− ρ2)

.

Die Haupt- und Nebensheitel a und b sowie der Neigungswinkel ϕ der Dis-

kriminationsellipsen in allgemeiner Lage, können dann aus den gik einfah

bestimmt werden

tan 2ϕ =
2g12

g11 − g22
.

Dabei ist ϕ < 90◦, wenn g12 < 0 und ϕ > 90◦, wenn g12 > 0. Weiters gilt

1

a2
= g22 + g12 cotϕ,

1

b2
= g11 − g12 cotϕ.

Umgekehrt können die Koe�zienten g11, g12 und g22 aus dem Haupt- und

dem Nebensheitel a und b und dem Neigungswinkel ϕ berehnet werden:

g11 =
1

a2
cos2 ϕ+

1

b2
sin2 ϕ

g12 =

(
1

a2
− 1

b2

)
sinϕ cosϕ

g22 =
1

a2
sin2 ϕ+

1

b2
cos2 ϕ.

Die Koe�zienten gik können analytish niht leiht bestimmt werden, daher

stützt man sih auf gra�she Verfahren. Nah den erstellten Diagrammen

von Ma Adam (siehe Abbildungen 2.14 bis 2.16) kann man für jede Farbart

in der Farbtafel die Komponenten der Maÿtensoren angenähert ablesen. Auf

diesen Tafeln sind die Funktionen gik nah den Farborten (x, y) dargestellt.

Es zeigt sih, dass in allen drei Diagrammen das Gebiet um Blau starke Ver-

änderungen in den Werten aufweist. Man könnte das damit erklären, dass die
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Untershiedsshwellen dort näher liegen als in anderen Farbgebieten. Doh

sind die Farbabstände der CIE Tafel niht an die Farbwahnehmung ange-

passt.

Abbildung 2.14: Komponente g11 des Masstensors

Wird durh diese Farbexperimente und deren Auswertung die theoreti-

she Vorarbeit Shrödingers bestätigt? Spätere Farbanpassungsversuhe er-

gaben Daten von teilweise sehr vershiedenen Diskriminationsellipsen, wo-

durh in den Jahren nah 1960 die ganze Theorie in Frage gestellt wurde.

In neueren Forshungsergebnissen stellte sih jedoh heraus, dass die Ver-

suhsanordnung bis ins kleinste Detail von Bedeutung ist. Zum Beispiel hat

die Versuhsperson einen Lerne�ekt in ihrer Farbwahrnehmung (siehe Abbil-

dung 2.17). Somit sind unmittelbare Tests fehlerreiher, als Tests mit durh-

geplanten Vorübungen für die Testpersonen. Shrödingers Theorie und die

Farbanpassungsversuhe von Ma Adam sind niht nah deren unmittelbaren

Ergebnissen zu bewerten, sondern geben die Rihtung für die neue Farbme-

trikforshung vor und sind aus diesem Grund von groÿer Bedeutung.
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Abbildung 2.15: Komponente 2g12 des Masstensors

Abbildung 2.16: Komponente g22 des Masstensors
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Abbildung 2.17: Übungse�ekt bei Brown 1957. Ergebnisse der 12 Versuhsper-

sonen. Links sind die Diskriminationsellipsen des ersten Experiments, rehts des

siebzehnten. Man sieht deutlih den Übungse�ekt.

2.11 Farbtafel mit einer einheitlihen Skala

Auh wenn wir die Ergebnisse von Ma Adam soeben relativiert haben, sind

seine weiteren theoretishen Ansätze zu einer Farbtafel mit einer einheitlihen

Farbskala [MaA℄ sehr beahtenswert. Um einen Farbraum und eine zugehö-

rige Metrik zu de�nieren und deren Eigenshaften zu analysieren, haben wir

bereits ein Maÿ für die Farbvershiedenheit theoretish bestimmt. Uns ist

bekannt, dass es Farbbereihe in der CIE-Farbtafel gibt, welhe wahrneh-

mungsmäÿig niht untersheidbar sind. Diese Bereihe sind, wie wir wissen,

annähernd ellipsenförmig. Das heiÿt, uns fehlt noh eine Anordnung der un-

tersheidbaren Farben, deren Farbabstände jener der Wahrnehmung entspre-

hen und deren Farbbereihe für jede Farbe stets gleih groÿ sein sollen. Um

dies zu erreihen transformieren wir die Diskriminationsellipsen in Einheits-

kreise, so dass die Einheit der Farbdi�erenz gleih 1 ist (siehe Abbildung

2.18).

Der Winkel ω zwishen den neuen Ahsen x∗
, y∗ ist aus den Tensorkom-

ponenten zu bestimmen

cosω =
g12√
g11g22

.
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Für die neuen Koordinaten gilt:

x∗ = k · √g11, y∗ = k · √g22,

wobei k die Länge des Ortsvektors (x, y) oder eine günstig gewählte Kon-

stante ist. Das Linienelement verändert sih nun zu

ds2 =

(
dx∗

k
√
g11

)2

+ 2

(
dx∗

k
√
g11

· dy∗

k
√
g22

)2

cosω +

(
dy∗

k
√
g22

)2

=
1

k2

(
g11dx

∗2 + 2g12dx
∗dy∗ + g12dy

∗2
)
.

Beispiel ([Wys℄, S. 312): Der Farbreizbereih um den Punkt (x, y) =

(0, 305; 0, 323) wird so transformiert, dass die Ma Adam Ellipse auf einen

Kreis mit Radius ds = 1 abgebildet wird. Die Komponenten gik sind aus den

Abbildungen 2.14 bis 2.16 zu entnehmen:

g11 = 102 · 104, g12 = −50 · 104 g22 = 53 · 104,

so dass cosω =
−50√
102 · 53

= −0, 679 und ω = 132, 8◦.

Interpretiert man nun die transformierte Farbtafel als Riemannshe Flä-

he (siehe Abbildungen 2.19 und 2.20), so kann diese in einen dreidimen-

sionalen euklidishen Vektorraum eingebettet werden, wobei jede Ellipse in

einen Kreis mit gleihem Radius übergeht. Wir erhalten eine Farb�ähe mit

einer einheitlihen Skala! Diese Flähe wird uniform hromatiity sale sur-

fae genannt. Die ebenuntersheidbaren Farbpunkte von einem Farbpunkt F

liegen alle genau eine Einheit entfernt von F .
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Die in dieser Arbeit vorgestellte Linienelement-Theorie von Shrödinger

gab einen Anstoÿ für weitere Forshungen zur Riemannshen Farbmetrik,

so dass bessere Übereinstimmungen zwishen den Daten aus den Versuh-

reihen und den entwikelten Formeln erreiht werden. Eine als erfolgreih

anzusehende Überarbeitung des Helmholtzshen Linienelementes hat W.S.

Stiles 1946 ([Wys℄, S. 660) vorgestellt. Er modi�zierte das Linienelement von

Helmholtz (2.5) niht so drastish, wie Shrödinger es tat. Bei den von Stiles

entwikelten Farbtests wird in das 10◦ monohromatishe Testfeld ein zweites

Bild mit einem geringem Wellenlängenuntershied von nur 63 Millisekunden

hineinprojiziert. Aus den Daten dieser Farbtests ergeben sih ebenso Ab-

standsellipsen mit ähnliher Orientierung wie jene von Ma Adam allerdings

20-fah gröÿer.

Für das Linienelement ergeben sih für die drei Reaktionsmehanismen

jeweils vershiedene Weber-Brühe im Vergleih zum Ansatz von Helmholtz:

ds2 =

(
ς(R)

ρ
dR

)2

+

(
ς(G)

γ
dG

)2

+

(
ς(B)

β
dB

)2

,

wobei sih für die experimentell bestimmten Funktionen

ς(R) =
9

1 + 9R
, ς(G) =

9

1 + 9G
, ς(B) =

9

1 + 9B
und

ρ = 1, 28, γ = 1, 65, β = 7, 25.

ergeben. Auh zu diesem Linienelement gibt es einen transformierten uniform

olor spae � ähnlih dem von Ma Adam.

Eine noh bessere Vorhersage des Farbvershiedenheitsvermögens erzielt

E. A. Trabka 1968 ([Wys℄, S.672) aus dem Linienelement von Stiles, indem

er einen sogenannten Signalraushabstand bestimmt, welher einen Ein�uss

auf die Berehnungen hat.

Eine allgemeine und die bisher komplexeste Linienelement-Theorie bzgl.

der Farbmetrik haben J. J. Vos und P. L. Walraven 1972 ([Wys℄, S. 673)

vorgestellt. Dabei wird die Quantennatur des Lihtes miteinbezogen und die
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Abbildung 2.18: Eine nihtlineare Transformation der CIE-Farbtafel, so dass die

Diskriminationsellipsen in Kreise übergeführt werden.

Farbtests beziehen sih auf das foveale Sehen von nur 2◦ groÿen Farbfeldern.

Die Werte R,G,B geben die Anzahl der von den entsprehenden Zapfentypen

absorbierten Photonen an. Es gilt bis heute als das allgemeinste Modell des

Linienelementes, mit dem sih die Daten der Farbuntersheidung für den ge-

samten Bereih vershiedenener Leuhtdihten reht gut vorhersagen lassen.

In den anderen Modellen wurde die Untersheidbarkeit von Farben gleiher

Helligkeit meist nur für monohromatishe Reize bestimmt.

Ein aus den Daten ersihtlih gewordener Nahteil dieser Theorien ist,

dass die Adaption des Auges zu wenig explizit berüksihtigt wurde, wie B.

Wandell 1985 [Zwis℄ betonte. Er meinte, dass die metrishen Koe�zienten

gik des Linienelementes vom Adaptionszustand des Auges abhängig sind und

dies auh der Grund für die Nihtlinearität sei. Weiterführende Forshungs-

ergebnisse bzgl. der Adaption des Auges bei der Farbwahrnehmung hat H.

Irtel in seiner Habilitationsshrift Psyhophysishe Invarianzen in der Farb-

und Helligkeitswahrnehmung 1991 ([Irt℄, S. 48 - 61) vorgestellt.
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Abbildung 2.19: Die transformierte Farbtafel als Farb�ähe mit einer einheitlihen

Skala und eingezeihneten geodätishen Linien ausgehend von Ma Adam Ellipsen.

(Fotogra�e des Flähenmodells)
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Abbildung 2.20: Die abwikelbaren Teile der Farb�ähe mit einheitliher Skala.



Zusammenfassung / Abstrat

Zusammenfassung (deutsh)

Die Farbmetrik ist die Lehre von Maÿbeziehungen der Farben. Farben sind

eine psyhishe Emp�ndung, welhe durh einen physikalishen Farbreiz aus-

gelöst werden. Diese Arbeit beruht auf Erwin Shrödingers Erkenntnissen

über die Farbmetrik von 1920. Im ersten Teil wird die physiologishe Wir-

kung von Farbreizen behandelt, die als Farbvalenzen bezeihnet werden. Die

algebraishe Struktur der sogenannten Farbvalenzmenge wird mit Hilfe der

drei empirishen Sätze von Hermann G. Grassmann bestimmt. Sie bildet

einen Vektorraum V über R der Dimension 3. Durh spezielle Basiswahl er-

hält man vershiedene Farbsysteme. Geometrish lassen sie sih in dem V

zugeordneten a�nen Punktraum darstellen.

Im zweiten Teil wird ein Farbraum de�niert, dessen Farbabstände im Zu-

sammenhang mit der Farbwahrnehmung stehen. Shrödingers rein theoreti-

she Überlegungen führen zu einer De�nition gleiher Helligkeit im Farbraum.

Seine Theorie des Linienelements für die Einstellung gleiher Helligkeit führt

zu einem mit einer Riemannshen Metrik versehenen Farbraum, wodurh sih

Farbabstände bestimmen lassen. Zugleih widerlegt diese Theorie diejenige

von Hermann v. Helmholtz. Dies zeigt Shrödinger anhand des Farbkreisel-

versuhes von Helmholtz, in dem niht wie angenommen Farben auf gleihe

Helligkeit eingestellt wurden, sondern auf gröÿte Ähnlihkeit. Shrödingers

Theorie führt zu Diskriminationsellipsen, welhe später von David L. Ma

Adam empirish bis auf Messungenauigkeiten bestätigt wurden.
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Abstrat (english)

A Geometri View of Erwin Shrödinger's Color Metri

Colorimetry is the siene of measuring olors. Colors are a psyhologi-

al impression triggered by a physial olor impulse. This thesis is based on

Erwin Shrödinger's �ndings in olorimetry in 1920. The �rst part overs

the physiologial e�et of olor impulses, alled olor stimuli. The algebrai

struture of the set of tristimulus values is determined by means of Hermann

G. Grassmann's three empiri statements. It forms a 3-dimensional vetor

spae V on R and hoosing spei� bases yields di�erent olor systems. Geo-

metrially they an be depited in the a�ne point spae orresponding to

V .

In the seond part a olor spae is de�ned with olor distanes orrelating

to olor pereption. Shrödinger's theoretial onsiderations resulted in a

de�nition of equal brightness within the olor spae. His theory of the line

element for equal brightness adjustments leads to a olor spae endowed with

a Riemannian metri whereby olor distanes an be determined. Moreover

he disproves Hermann v. Helmholtz' theory. Shrödinger shows this by a

olor spinner experiment in whih olors were not, as assumed, adjusted

on equal brightness but on greatest similarity. Shrödinger's theory entails

disrimination ellipses that David L. Ma Adam on�rmed empirially later

on, exept for measurement inauraies.
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