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Vorwort

Vielleicht erscheint es ungewohnlich, dass eine Mathematikerin sich mit dem
Thema Farbe beschiftigt. In der Mathematik ist, wenn man sie kennen ge-
lernt hat, gar nichts ungewohnlich und fiir viele Mathematiker auch nicht.
In den meisten stecken noch andere Interessen und Talente und sie suchen
tiefer in die jeweilige Materie einzudringen. Zumindest geht es mir so. Ich bin
zur Mathematik erst iiber die Malerei bzw. Kunst gekommen. Das kiinstle-
rische Umfeld ist nicht nur ein ganz anderes, sondern auch die Arbeitsweise
ist ganz anders ausgerichtet. Beide Materien werden studiert und in beiden

wird hinterfragt, jedoch in jeweils unterschiedlicher Art und Weise.

Fiir eine naturalistische Studie zum Beispiel hat man zu Beginn meist eine
weifie Malfliche und Farben (Farbmittel) vor sich. Man versucht nun, das was
man sieht, darzustellen. Beschrankt man sich auf die farbigen Eindriicke und
mochte diese genau nachmischen, so wird man scheitern. Man kann sich nur

durch eine angeniherte Farbwahl zufrieden geben.

Wie hiingen die wahrgenommenen Farben der gesehenen Wirklichkeit und
die Farben einer Abbildung dieser Wirklichkeit zusammen? Wie kénnen Far-
ben genau definiert werden und welche Strukturen lassen sich erkennen? Dies
scheint auch eine philosophische Frage zu sein. Schon Descartes ([Farb], S.21)
ordnet nicht nur den Gegenstinden geometrische Eigenschaften zu, sondern

auch den Farben.

Der Farbenraum ist nicht intuitiv begreifbar. Wir sind von Farben um-
geben und sind mit ihnen aktiv verbunden, so dass es nicht leicht ist, die

Struktur des Farbraumes zu erkennen. Versucht man Buntstifte derart zu



ordnen, dass die Farbe eines jeden Buntstiftes aus der Mischung der Far-
ben der Nachbarstifte hervorgeht, so scheitert man kliglich. Wo wiirde ich
beispielsweise den rosa Buntstift einordnen, wenn zwischen Weifs und Rot
bereits Gelb und Orange liegt? Also ldsst sich keine Anordnung finden, die
linear verlauft. Auch eine kreisformige Anordnung ist nicht zufriedenstellend.
Weifs und Schwarz und deren Mischfarben, die verschiedenen Grautone, sowie
auch Mischfarben der bunten Farben, zum Beispiel Olivgriin, haben zwischen
Gelb - Orange - Rot - Violett - Blau - Griin - Gelb keinen Platz. Die Dimensi-
on des Farbraumes muss daher grofier als 1 sein. Das Problem erweist sich als
ein nicht triviales, wobei andere Farb- und Lichteigenschaften wie Kontrast,
Farbtemperatur, Reflexion und Remission etc. noch beriicksichtigt werden

miissen, um die Vielfalt der Farben messbar zu machen.

In unserem Sprachgebrauch ist Farbe ein Begriff, der vielseitig verwendet
wird und daher ist es notwendig diesen zuerst zu prézisieren. Eine verbreitete
Annahme ist, dass jede Farbe durch die Angabe der Wellenlinge eindeutig
bestimmt ist, doch wird dabei das menschliche Empfinden vollig ausgeblen-
det. In dieser Arbeit wird genau erklirt, dass Farbe wissenschaftlich gesehen
ein psychologischer Begriff ist. Das Messen von Farbe ist der Psychophysik
zugeordnet und es wird durch unmittelbare Beobachtung - also ohne Hilfs-

mittel - durchgefiihrt.

Informationen der Wahrnehmung dienen der Orientierung und ermog-
lichen eine mentale Reprisentation der physikalischen Umwelt. In mancher
Hinsicht ist die Wahrnehmung sehr zuverléssig, sie kann aber auch zu falschen
Vorstellungen iiber die Welt fithren. Eine psychophysikalische Analyse kann

helfen dies zu klaren.

Da das Thema sehr komplex und ficheriibergreifend ist, war ein sehr tief-
griindiges Arbeiten erforderlich, was auch mit einem hohen zeitlichen Auf-
wand einherging. Die Literatursuche iiber die Farbmetrik aus mathemati-

scher Sicht erwies sich als schwierig. Insofern beschrinke ich mich auf die



essentielle Arbeit Schrodingers, welche aber keine detaillierte mathematische
Ausarbeitung beinhaltet. Ich musste daher die mathematischen Zusammen-
hange zuerst ausarbeiten, strukturieren und in eine gerechte Form bringen.
An dieser Stelle mochte ich meinem Betreuer Professor Gerhard Kowol mei-

nen ganz besonderen Dank aussprechen fiir seine Geduld und Unterstiitzung!

Ich habe mich bemiiht, simtliche Inhaber der Bildrechte ausfindig zu ma-
chen und ihre Zustimmung zur Verwendung der Bilder in dieser Arbeit einge-
holt. Sollte dennoch eine Urheberrechtsverletzung bekannt werden, ersuche

ich um Meldung an mich.
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Kapitel 1

Der affine Farbraum

1.1 Einleitung

Der Schwerpunkt meiner Arbeit ist die Lehre von den Mafbeziehungen der
Farben, die so genannte Farbmetrik. Sie stellt mittels mathematischer For-
meln das visuelle Ergebnis einer Farbbetrachtung oder eines Farbvergleiches
zahlenméfig dar. Die Voraussetzungen dafiir sind das eindeutige Bestimmen
und Messen von Farbe. Es scheint uns unmittelbar klar zu sein, was Far-
be ist, da es unseren Alltag bestimmt. Jedoch wird der Begriff Farbe im
iibertragenen und nicht fachlichen Sinn fiir v6llig Unterschiedliches verwen-
det. Im Englischen wird zwischen colour/color, paint und dye unterschie-
den, also zwischen Farbton, Anstrichfarbe und Farbstoff. Hier wird also zwi-
schen dem Effekt Farbe (.farbig“) und der Ursache fiir Farbe (,streichen
Jfarben®) unterschieden. Der Begriff Farbe beinhaltet auch die Wortbedeu-
tungen: Korperfarbe, Farbgebung, Lichtfarbe, Malmittel und Farbeindruck.
Letzteres kommt dem Fachbegriff Farbe am néchsten. Es gibt einen grofsen
Unterschied zwischen dem Begriff Farbe der deutschen Alltagssprache und
der psychologischen Fachsprache. Farbe ist kein physikalischer Begriff. Wir
orientieren uns im Alltag durch Farben und das fiihrt dazu, dass wir Farbe
als dufsere Objektqualitit erleben, anstatt dass wir uns bewusst sind, dass

Farbe eine subjektive Sinnesempfindung ist.

1



2 KAPITEL 1. DER AFFINE FARBRAUM

Fiir Analysen sind daher nur Versuchsanordnungen erfolgreich, bei de-
nen Farben nicht an Objekten anhaftend wahrgenommen werden, sondern
bei denen Farbfelder moglichst ohne Struktur verwendet werden, die von je-
dem Punkt die gleiche Reizstrahlung abgeben. Solche Reizfelder unterschei-
den sich nur durch die Position zum Gesichtsfeld, die dufkere Form und die
abgegebene Strahlung. Dabei ist das Auge von Testpersonen das alleinige

Messinstrument.

Welche Merkmale der Farbeindriicke nimmt das Auge wahr? Es kann
festgestellt werden, ob zwei Farbreize visuell unterscheidbar sind oder nicht.
Dies ist die empirische Grundlage dieses ersten Kapitels. Die zweite Beurtei-
lung des Auges ist dhnlich der ersten, doch werden Farbattribute beurteilt.
In dieser Arbeit beschrinken wir uns auf die Helligkeit, die im zweiten Ka-
pitel behandelt wird. Bei den vorgestellten Farbanpassungsversuchen stellen
Beobachter Farben bei konstanter Helligkeit auf grofte Ahnlichkeit ein.

Fiir das Farbsehen sind im Allgemeinen Farbreize! notwendig, also Licht
im physikalischen Sinne. Licht kann als solches nicht gesehen werden. Der
Zusammenhang zwischen der psychologischen Farbenlehre und den physika-
lischen Eigenschaften der Farbreize sowie deren wahrgenommene Attribute
wird durch psychophysische Beziehungen hergestellt. Es lassen sich wesent-
liche strukturelle Merkmale der Farbreize in der Farbwahrnehmung finden,
die sich mathematisch im Rahmen der Theorie der Vektorrdume wiederge-
ben lassen. Die Ergebnisse der Versuchsreihen kénnen dann auf geometrische

Eigenschaften hin gepriift werden.

Nach einer ersten Abgrenzung der Fachbegriffe méchte ich die Forschungs-
fragen formulieren. Wie ist der Farbraum definiert, so dass 1) jede Farbe aus

den Nachbarfarben gemischt werden kann, und dass 2) die Farbdifferenzen

'Wir sehen auch Farben eine kurze Zeit nachdem wir die Augenlider geschlossen ha-
ben. Diese sind die Gegenfarben der zuvor gesehenen. Dieser Effekt entsteht durch die

rezeptiven Felder in der Netzhaut.
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zu den Nachbarfarben genau jene sind, wie sie das Auge wahrnimmt? Das
heift, die Farben werden derart aneinander gereiht, dass sie erstens gerade
noch vom Auge unterscheidbar sind und zweitens zwischen zwei Farben keine

Farbe mehr eingeschoben werden kann.

Die wissenschaftlichen Auseinandersetzungen zur Farbmetrik reichen bis
in die Antike zuriick. Eine Auflistung der Personen und der von ihnen auf-
gestellten Farbsysteme fiillt viele Seiten und kann auf der Internetseite co-
lorsystem.com nachgelesen werden. Die Wissenschafts- und Kulturgeschichte
zeigen, dass die Farbmetrik durchgehend ein wichtiges Forschungsthema war

und auch heute nicht abgeschlossen ist.

Die einfache Farbmetrik beruht auf den Grassmannschen Gesetzen und
beurteilt die Gleichheit von Farben. Entscheidende Fortschritte erzielte 1920
Erwin Schrodinger aufbauend auf Erkenntnissen des Mathematikers Her-
mann Grassmann und des Physikers Hermann v. Helmholtz. Diese bekommen
in der gingigen Fachliteratur meines Erachtens wenig Beachtung, obwohl sie
Grundlage der heutigen Farbmetrik sind. Schrédinger zeigt, dass die notwen-
digen Voraussetzungen gegeben sind, um von einem Vektorraum der Menge
aller Farben sprechen zu konnen. Die heute gebriduchlichen farbmetrischen
Systeme beruhen auf der affinen Geometrie und der Vektordarstellung von
Farben (genau genommen von Farbvalenzen, wie wir spiter erfahren wer-
den). Diese Farbstruktur wurde erstmals von Schrodinger in seinen Arbeiten
Grundlinien einer Theorie der Farbmetrik im Tagessehen, Mitteilung I und
II, 1920 ([Schrol], [Schro2]) entwickelt und wird hier im ersten Kapitel aus-

gefiihrt. Die erste Forschungsfrage wird dadurch beantwortet.

Fiir das Beantworten der zweiten Frage ist eine tiefgriindige Auseinander-
setzung der Farbabstdnde und der Farbwahrnehmung erforderlich. Die erste
erfolgreiche Forschungsarbeit dazu stammt ebenfalls von Schrodinger 1920
[Schro3] und ist als Grundstein fiir die weitere Entwicklung der Riemann-
schen Farbmetrik anzusehen. Daher geht diese Arbeit vorwiegend auf die

Theorie von Schrédinger ein und fiihrt den Ausgangspunkt, die Theorie von
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H.v. Helmholtz ebenso vor wie spéitere Ergebnisse unter anderem von D. L.
Mac Adam. Dieser entwickelte eine Farbtafel mit einer einheitlichen Farbska-
la, wodurch die zweite Forschungsfrage beantwortet wird. Dariiber berichte
ich im zweiten Kapitel.

Weiterfithrende Literatur ist am Ende der Arbeit aufgelistet.

1.2 Licht und Farbe

Da die Ursache des Farbsehens in erster Linie das Auftreffen von Licht auf
der Netzhaut ist, richtet sich der Fokus von Schrodinger zuerst auf Licht und
sodann auf die induzierte Farbe. Dieser Vorgang lésst sich quantitativ sehr
genau verfolgen. Die Lichtstrahlen bzw. elektromagnetischen Wellen werden
durch Farbreizfunktionen f beschrieben, wobei zu jeder Wellenlédnge \ aus
dem sichtbaren Spektrum S = [380nm, 780nm| die Energiemenge angegeben

ist. Die Menge der moglichen Energiewerte wird mit £ bezeichnet:

f:S—=E, A= f()

f(A) ist entweder in Form der Strahlungsenergie W, gemessen in J (Joule),
oder meist mit der relativen Strahlungsverteilung Sy (skaliert mit Ssgonm = 100)
angegeben. f(\) kann im ersten Fall offensichtlich nur Werte > 0 annehmen;
im zweiten Fall ist die Verteilungsfunktion nicht negativ. Insbesondere kann
f stets als reelle Funktion interpretiert werden. Eine andere elektromagne-
tische Strahlung kann keine Ursache fiir das Farbsehen sein und wird daher
nicht beachtet.

Die Strahlung einer Lichtquelle gelangt meistens nicht direkt ins Auge,
sondern nach mehrmaliger Reflexion. Hinzu kommt haufig eine Absorption
oder bei lichtdurchlassigen Oberflichen eine Transmission, die von der Be-
schaffenheit des Korpermaterials abhéngen. Der letztlich reflektierende Teil
resultiert aus den Reflexionseigenschaften, die durch eine spezifische Reflexi-
onsfunktion beschrieben werden. Der ins Auge eintreffende Farbreiz hat die

spektrale Energieverteilung, die sich aus dem Produkt der spektralen Ener-
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gieverteilung der Strahlungsquelle und der spektralen Reflexionsfunktion der
Oberfliche ergibt. Siehe dazu das Schema in Abbildung 1.1.

Aufgrund von Erfahrungstatsachen gilt, dass mehrere verschiedene Far-
breizfunktionen f;, ¢ € I Indexmenge, Lichtstrahlen beschreiben, die bei stets
gleichbleibender Lichtquelle ¢ als ein und dieselbe Farbe F' wahrgenommen
werden. Diese konnen unter einer anderen Lichtquelle verschieden aussehen.
Solche Farben werden als metam bezeichnet. Siehe dazu Abbildung 1.2.

Eine Farbe F lasst sich mittels der Menge Mg beschreiben, die genau
die Funktionen f;,;i € I, der als gleich wahrgenommenen Lichter enthélt.
Die Menge aller Farbreizfunktionen von Lichtstrahlen wird mit M bezeich-

net und die Menge aller wahrgenommenen Farben mit F. Farben werden

im Weiteren immer mit Grofbuchstaben A, B ..., Farbreizfunktionen mit
Kleinbuchstaben a,b... bezeichnet. Es gilt also M = U M.
FeF

1.3 Addition von Lichtern und Farben

Dem Mischen oder der Addition von Lichtern entspricht physikalisch gesehen
die Superposition von zwei Lichtstrahlen und somit die Addition der beiden
Farbreizfunktionen. In der Farbtheorie wird zwischen der oben erwihnten
additiven Farbmischung und der subtraktiven Farbmischung, also dem Mi-
schen von Farbmitteln, unterschieden (siehe Abbildung 1.3). Diese ist jedoch
genauso als Lichtmischung beschreibbar, da nur die reflektierenden Farbreize
ausschlaggebend sind, deren Farbreizfunktionen stets durch Messgeréite (Ko-
lorimeter und Spektralphotometer) bestimmt werden kénnen. Daher konzen-
trieren wir uns nur auf Lichtmischungen und es bedarf keiner zuséitzlichen

Betrachtungen der subtraktiven Farbmischung.

Sind f und g zwei Elemente aus M, so ist ihre Mischung oder Summe

f+g
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Q 8
y wi ey

=

Abbildung 1.1: Die Farbreize, die ins Auge eintreffen, sind von der Situation der
Lichtquelle und der Objektqualitdt abhéngig. Strahlt eine Lichtquelle () direkt
ins Auge, dann gilt o(A\) = f(A). Treffen die Lichtstrahlen zuerst auf ein Objekt,
so lenkt das Material des Objekts die Strahlung ab. Diese werden dann etwa von
der Absorptionsfunktion a(A) und Transmissionsfunktion ¢(A) beschrieben. Das zu-
riickgeworfene Licht hat eine ganz andere Farbreizfunktion. Die Anderung wird mit

der Reflexionsfunktion R(A) beschrieben. Fiir die ins Auge einfallenden Farbreize
gilt dann: f(A) = R(A\)@(A).
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Abbildung 1.2: Metame Farbwirkung von zwei Farbfeldern pro Tafel mit unter-
schiedlichen Reflexionsfunktionen bei verschiedenen Lichtquellen: mittleres Tages-
licht D65 mit einer Farbtemperatur von 6504 K, Glithbirne A mit ca. 3000 K und
Dreibandleuchtstoffrohre TL84 (F11) mit 4000 K.

Gelb/Yellow

Abbildung 1.3: links: Additive Farbmischung; rechts: subtraktive Farbmischung
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Es ist nicht selbstverstindlich, dass diese Lichtmischung einer festen Farb-
mischung der beiden wahrgenommenen Farben F' und G entspricht. Denn
die Operation der Mischung ist vieldeutig, da man aus den vielen Repra-
sentanten f; € Mp, g; € Mg der zu mischenden Farben je zwei beliebige
auswahlen kann, und die jeweiligen Summen kénnten Lichter beschreiben, die
verschieden wahrgenommen werden. Schrodinger ([Schrol], S. 411) bemerkt
dazu jedoch, dass uns die Erfahrung folgendes lehrt: Alle Lichter, die aus
der Addition von jeweils unterschiedlichen Farbreprisentanten resultieren,

werden als ein und dieselbe Farbe wahrgenommen. Dies wird ausgedriickt im

3. Satz von Grassmann ([Schrol|, S. 411): Gleichaussehende

Lichter gemischt ergeben gleichaussehende Lichter.

Dieser Satz beruht also auf empirischen Ergebnissen und kann nicht formal
bewiesen werden.

Wir entnehmen daraus einen direkten Zusammenhang zwischen Farben
und Lichtern bzgl. der Addition, ndmlich dass die Summe f + g der Farbreiz-
funktionen denselben farbigen Reprisentanten H hat wie die Superposition
der beiden wahrgenommenen Strahllichter F' und G. Das Mischen von Farben

wird symbolisch mit + dargestellt

H=F+d.

Daher ist es moglich, anstatt mit Lichtern direkt mit Farben zu operieren.
In Abbildung 1.4 ist ein Beispiel zu einer metamen Farbmischung von

Spektralfarben? angefiihrt, welches den 3. Satz von Grassmann bestiitigt.
Die Addition in M ist kommutativ und assoziativ, da die Elemente als re-

elle Funktionen aufgefasst werden konnen. Daher hat auch die Addition in F

2Man spricht von einer Spektralfarbe, wenn die entsprechende Farbreizfunktion nur
in einem sehr kleinen Intervall aus S = [380nm, 780nm| Strahlungsenergie aufweist und
ansonsten 0 ist. Sie ldsst sich nur durch diese eine Art herstellen, und meist gibt man nur
eine genaue Wellenldnge und nicht ein Intervall an. Die Spektralfarben weisen die grofite

Sattigung ihrer Farbart auf.
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Abbildung 1.4: Farbmischungen Q1 und Q5 aus den Spektralfarben \ = 444, 4 nm
und A = 526,1 nm bzw. A = 480,0 nm und A = 645,1 nm in den Verhéltnissen
1,6 : 0,3 bzw. 1,4 : 0,14 ergeben den selben Farbton. In Abbildung 1.18 ist eine

Fortsetzung dieses Beispiels dargestellt.

diese Eigenschaften, da sie sich mittels der Zuordnung einer Farbreizfunktion

zu einer Farbe

a:M=F, feF (1.1)

iibertragen lasst. Es gilt also

A+B=B+ A
A+(B+C)=(A+B)+C  (AB,CeF).

Auch aus der praktischen Erfahrung ist dies ersichtlich. Es spielt bei der
Lichtiiberlagerung zweier Projektoren keine Rolle, welcher Projektor zuerst

eingeschaltet wird. Es ist stets dieselbe Farbe bzw. Farbmischung zu sehen.
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Das neutrale Element der Addition ist Schwarz O:

A+0=A

Die zu Schwarz O zugehorigen repréisentierenden Farbreizfunktionen aus Mg
weisen keine bzw. kaum Strahlungsenergie auf, zumindest ist diese so gering,

dass deren Licht nicht mehr fiir das Auge wahrnehmbar ist.

Bisher haben wir gezeigt, dass (F,+) und (M, +) die Eigenschaften einer
kommutativen Halbgruppe erfiillen. Diese lassen sich erweitern zu abelschen

Gruppen, da folgender Satz aus der Algebra gilt:

Satz: Jede kommutative Halbgruppe mit Kirzungsregel ldsst sich in eine

abelsche Gruppe einbetten.

Um diesen Satz anwenden zu kdnnen, ist noch zu zeigen, dass die Kiirzungs-

regel in F und M gilt, d.h. dass aus

A+ X =A+X" folgt: X=X

In M ist die Addition von Funktionen punktweise definiert, so dass die Kiir-
zungsregel gilt, weil sie in R erfiillt ist. Fiir F ist dagegen die Giiltigkeit
der Kiirzungsregel nicht selbstverstindlich. Man muss dazu den 3. Satz von
Grassmann strenger formulieren:

3. Satz (a): Gleichaussehende Lichter, und nur diese, ergeben gemischt mit

gleichaussehenden Lichtern wieder gleichaussehende Lichter.

Im Allgemeinen gilt dieser Satz aufgrund der praktischen Erfahrung iiber die
Farbmischung. In speziellen Féllen jedoch trifft er nicht zu, etwa wenn eine
sehr lichtschwache Farbe X mit einer lichtstarken Farbe A zu einer neuen

Farbe B gemischt wird:

A+X =18
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Die beiden Farben A und B sind dann kaum unterscheidbar. Eine kleine
Abéanderung von X zu X', die aber noch bemerkbar ist, ist in der Mischung

nicht erkennbar und ergibt also immer noch B:

A+ X' =B=A+X und X #X'

Solche Félle werden in der Farbmetrik nach Grassmann unbeachtet gelas-
sen. Sein mathematisches Modell der Farben weicht an dieser Stelle von den
natiirlichen Phinomenen des Farbsehens ab.

Schrodinger vergleicht die Unsicherheit der Bestimmung von X mit der
experimentellen Unsicherheit der Differenz von Winkeln bei der Dispersion
einer Glassorte. Wenn man einen kleinen Abweichungswinkel aus der Diffe-
renz zweier grofer Abweichungswinkel bestimmt, treten experimentelle Un-
sicherheiten auf. Dennoch wiirde niemand die Eindeutigkeit bei der Subtrak-
tion von Lichtwinkeln anzweifeln. Analog kann auch die Eindeutigkeit der
Differenzbildung von Farben angenommen werden, sofern die Probleme der
hoheren Farbmetrik ausgeblendet werden: Das heifst, die Eigenschaften von
sehr kleinen ,Farbabstinden® werden aufer Betracht gelassen. Was genau un-
ter dem Begriff des Farbabstandes zu verstehen ist, wird im zweiten Kapitel
erklart.

Unter Beriicksichtigung dieses Sachverhaltes nimmt der 3. Satz von Grass-
mann schlieflich folgende Form an:

3. Satz (b): Gleichaussehende Lichter, und nur diese, ergeben gemischt
mit gleichaussehenden Lichtern wieder gleichaussehende Lichter — bei ent-

sprechend grofen Farbabstinden.

Damit ist die Giiltigkeit der Kiirzungsregel (F,+) gesichert.
Geméf des Beweises des Einbettungssatzes werden zu F und M neue
Elemente hinzugefiigt, so dass die Subtraktion immer ausfiihrbar ist. Die auf

diese Weise erhaltenen Gruppen werden mit F und M bezeichnet.

Insbesondere gibt es zu jeder Farbe A & F ein additiv inverses Ele-
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ment —A mit der Eigenschaft:

A+ (~4)=0

Analog gilt dies in M\, denn diese Menge ist die Vereinigung von M mit
der Menge aller Farbreizfunktionen mit negativen Funktionswerten. Solchen

Farbreizfunktionen entsprechen natiirlich keine physikalischen Objekte.

Die Bedeutung des Subtrahierens

B+ (-A)=B-A

von zwei Farben A, B wird nicht interpretiert. Ob eine ,negative Farbe etwa
als Filter interpretiert wird, ist algebraisch nicht relevant. Wir kénnen die
Subtraktion von Farben jedoch dahingehend unterscheiden, ob sie in der
Praxis einen Sinn ergibt oder blof theoretisch existiert.

Lasst sich eine Farbe X finden, so dass sie mit A gemischt B ergibt, dann
macht die Gleichung B — A = X mit der negativen Farbe —A auch Sinn.
Solch ein X ldsst sich jedoch nicht immer finden, etwa bei zwei Spektralfarben
Sx;» Oy, Da die zugehorigen Farbreizfunktionen sy; und sy; in disjunkten

Intervallen stets positive Strahlungsenergie aufweisen, folgt aus der Gleichung

S\ +x= 8)\j7

dass x auch negative Werte annehmen miisste. Einer solchen Farbreizfunkti-
on x entspricht aber keine wahrnehmbare Farbe. Die Subtraktion Sy, — Sy, = X
existiert somit blofs rein theoretisch.

Die beiden Gruppen M und F lassen sich homomorph aufeinander be-

ziehen. Dazu gehen wir von der oben angegebenen Funktion (1.1)

a: M — F, f—F,

aus, wobei F' die wahrgenommene Farbe zu f ist. Wir bezeichnen « als die
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Wahrnehmungsfunktion. Wie gezeigt wurde, gilt fiir diese

alf +g)=a(f) talg)=F +G.

Nun erweitert man o« zu @ : M — F:

a(f):=a(f), a(=f):=—alf) (feM)
und  a(f —g) = a(f) —alg)

Offensichtlich ist dann @ ein surjektiver Homomorphismus.

1.4 Multiplikation mit einer reellen Zahl

Aus der wiederholten Ausfithrung der Addition einer Farbe A ergibt sich eine
Operation von Z auf F

MA = A+ A+ A+ A,
(—m)A : = —(mA) (m e N),
0A:=0

Die Operation lasst sich auch invertieren. Um

1
— A=Y
m

zu finden, wihlen wir einen Lichtreprisentaten a von A aus und multiplizieren

ihn mit L:
m

1
—a =:y undsetzen a(y):=Y
m

Es gilt dann:  mY = ma(y) = a(my) = a(a) = A
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Dabei muss noch gezeigt werden, dass diese Operation unabhéngig vom
Reprisentanten a von A ist. Sei also a ein weiterer Reprisentant fiir A und

sel

1
—a=: alz) = Z.
ma 2, a(z)

Dann ist analog mZ = A, insgesamt daher

A=mY =mZ.

Zu zeigen ist, ob daraus Y = Z folgt. Oder gibt es doch verschiedene Farben
Y und Z mit Y # Z, die die Multiplikation mit einer Zahl m € Z auf gleiche
Farben fiihren: mY = mZ2?

Schrodinger ([Schrol], S. 417) deutet auf Experimente hin, die zu Ergeb-
nissen fiithren, dass Farbgleichungen sich bei Herabsetzung der Intensitét in
Ungleichungen verwandeln. Denn in einem Bereich der Netzhaut, dem soge-
nannten Skotom, findet kaum Reiziibertragung von Hell und Dunkel statt.
Schrodinger blendet diesen Sachverhalt zunéchst aus und verweist auf die
hohere Farbmetrik (Purkinjescher Effekt). Unter dieser Voraussetzung lésst
sich die Eindeutigkeit nach Schrédinger folgendermafen beweisen:

Angenommen, Y # Z, aber mY = mZ. Von den beiden Gleichungen

kann keine richtig sein, denn zusammen mit mY = mZ wiirde daraus der
Widerspruch Y = Z folgen. Da mit mY = mZ auch kmY = kmZ folgt
(k € N beliebig), kann man analog schliefen, dass

(km —1)Y # (km —1)Z und
(km +1)Y % (km + 1)Z.
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Schrodinger postuliert nun: Es gibt keine zwei Lichter, die bei gleich-
majiger Erhéhung der Intensitdt in periodischem Wechsel gleich und wieder
ungleich werden.

Damit erhélt man einen Widerspruch. Es muss also doch Y = Z gelten.

Da nun die skalare Multiplikation einer Farbe A mit dem Faktor % als

sinnvoll nachgewiesen wurde, ldsst sie sich unmittelbar auf Faktoren aus Q

erweitern. Man setzt

ﬁA::n(iA), n € Z,m e N.
m m

Dabei sind die Rechenregeln

(p-q)A=p(qA),
(p+q)A =pA+qA,
p(A+ B) = pA+pB,

fiir beliebige p, ¢ € Q erfiillt. Dies erkennt man sofort durch Zuriickgehen auf
Lichtreprisentanten der Farben A und B. Wihrend man vom physikalischen
Standpunkt aus mit Q als Operatorenbereich das Auslangen findet, verwen-
det man von mathematischer Seite her meist R als Operatorenbereich. Dazu
muss man zeigen, dass lim ¢;A existiert, falls die Folge ¢; € Q (i € N) kon-
vergiert: Zlgono ¢ = q. FuZ: ZIOen Beweis geht man wieder auf représentierende

Lichter zuriick. Fiir die reellen Funktionen a € M\A ist

lim ¢;a = qa =: a.
11— 00
Nun méchten wir diese Eigenschaft auf die Menge der Farben iibertragen.

Fiir einen stetigen Transfer ist uns der empirische

2. Satz von Grassmann ([Schrol], S. 415): Wenn ein Licht

sich stetig dandert, dandert sich seine Farbe stetig.
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hilfreich. Das scheint auch naheliegend zu sein, denn kleine Anderungen der
Farbreizfunktion kénnen auch nur kleine Verinderungen in der Farbwahr-
nehmung bedeuten. Somit ist die Wahrnehmungsfunktion «a stetig, und es

gilt:

lim ;A = lim ga(a) = lim a(ga) = a(qa) = aa) =: A (¢; € RTU{0})

1—00 1—00

Formal ldsst sich diese Beziehung unmittelbar auf beliebige ¢; € R erwei-
tern, wobei dann « durch @ zu ersetzen ist. Doch entspricht ¢; A fiir ¢; € R~
keiner realen Farbe.

Nach dem Satz aus der Analysis: Jede reelle Zahl ist Grenzwert einer Folge
rationaler Zahlen, ist der Operatorenbereich R fiir F gesichert. Ersichtlich
gelten bzgl. dieser Operation, also der skalaren Multiplikation mit reellen
Zahlen, die Gesetze:

¢(A+B) = qA+4B,
(g+1)A = qA+rA,
(gr)A = q(rA),
1-A = A (¢reR, ABeJF)

Damit bildet die Menge F aller Farben und deren Inversen einen Vektor-

raum iiber R.

1.5 Dimensionsfrage

Um die Dimension dieses Vektorraums bestimmen zu kénnen, miissen wir uns
der Farbmischung noch genauer widmen. Bisher haben wir das Mischen von
Farben derart thematisiert, dass damit eine neue Farbe erzeugt werden kann.
Sehen wir die Gleichung einer Farbmischung genauer an, so lesen wir aus ihr

ein Mischrezept fiir eine Farbe, wobei die Koeffizienten t; € R,7 = 1...n,
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die Dosierung der Farben angeben. Es bestehe nun zwischen den gegebenen

Farben die lineare Beziehung:

Zunéachst stellt sich die Frage, ob es fiir jede wirkliche Farbe ein solches
Herstellungsrezept gibt, und wie dieses praktisch aussieht? Bzw. wie viele
verschiedene Farbreize sind fiir die Herstellung einer Farbe notwendig? Das
heifit, wir stellen fest, unter welchen Kriterien die Farben linear abhéngig

bzw. unabhingig sind.

Um diese Fragen beantworten zu konnen, bedarf es genauerer Ausfiihr-
ungen zur visuellen Wahrnehmung. Das Auge ist das einzige uns zur Verfii-
gung stehende Messgerit bzgl. der Farbe. Dabei ist die Farbwahrnehmung
einzelner Menschen nicht iibereinstimmend, da wir Licht unterschiedlich
wahrnehmen. Einer sieht die Walderdbeere rot leuchten und freut sich, fiir
den anderen ist diese in ihrer Umgebung, neben den vielen griinen Bléttern,
schwieriger erkennbar. Die Farbrezeptoren sind nicht bei jedem Menschen
gleich aktiv. Aus der Physiologie ist bekannt, dass fiir das Farbsehen Rezep-
toren an der Netzhaut, die sogenannten Zapfen, verantwortlich sind. Es gibt
von ihnen drei Arten: Fiir Rot, Griin und Blau, die unter den verschiedenen
Wellenldngen unterschiedlich reagieren. Dies besagt die Drei-Farben-Theorie
aus den Erkenntnissen von Thomas Young, James Clerk Maxwell und Her-
mann von Helmholtz. Werden die Farbrezeptoren durch Farbreize (Licht)
angeregt, 10st dies eine Aktivitidt in sogenannten antagonistischen rezeptiven
Feldern von Farbneuronen aus. Erst in den spezialisierten Strukturen der
priméren Sehrinde und in den nachgeschalteten héheren Hirnregionen wer-
den farbspezifische Zellen gefunden. Die Farbwahrnehmung geschieht nicht
unmittelbar, sondern nach der Kries-Zonentheorie in mehrfachen Umwand-
lungsschritten durch Gegenfarbeneuronen.

Was wir als Farbe wahrnehmen, ist die zuerst physiologische, neuronale

und dann psychische Verarbeitung eines Farbreizes. Diese Verarbeitungsebe-
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nen miissen auch begrifflich unterschieden werden. Die Farbwahrnehmung im
physiologischem Sinne wird als Farbvalenz (|Rich|, S. 31) bezeichnet, deren
Gesamtheit mit F* bzw. F* fiir den erweiterten Bereich. Die verarbeite-
te Wahrnehmung wird als Farbe bezeichnet, deren erweiterte Gesamtheit
wie bisher durch F symbolisiert wird. Aristoteles unterschied generell Farb-
wahrnehmung und Farbempfindung. Die Abbildung von der Menge M der
Farbreizfunktionen auf F* bezeichnen wir mit &*. Klarerweise gelten die her-
geleiteten Eigenschaften fiir F genauso fiir F*3 In der Praxis beruhen diese
Eigenschaften auf Farbanpassungsversuchen mit unmittelbarer Beobachtung,
deren Bedingungen derart streng sind, dass die in der Kries-Zonentheorie be-
schriebenen Einfliisse bewufst auszuschalten versucht wurden (Farbfelder auf
schwarzen Hintergrund, siehe Abbildung 1.7). Psychologische Daten sind Er-
gebnisse von unmittelbarer Beobachtung durch Versuchspersonen, wihrend
physikalische Daten durch eine mittelbare Beobachtung gewonnen werden,

also mit Hilfe von Messgeriten.

Wir konzentrieren uns nun auf Farbvalenzen und werden eine Farbvalenz-
metrik definieren. Dazu stiitzen wir uns auf Erkenntnisse der Physiologie, die
drei wesentliche Arten menschlicher Farbtiichtigkeit unterscheidet ([Schrol],
S. 419).

1. Fiir Farbtiichtige (Trichromaten) sind alle drei Farbrezeptoren aktiv,
wie in Abbildung 1.5 dargestellt. Thr Farbsehen kann durch ein linear
unabhéngiges Farbtripel beschrieben werden. Vier Farbvalenzen sind
stets linear abhéngig. Die Farbmannigfaltigkeit hat daher die Dimensi-

on 3.

2. Fiir Menschen mit Farbenfehlsichtigkeit (Dichromaten) sind zwei Farb-
rezeptoren aktiv. Ihr Farbsehen kann durch ein linear unabhingiges

Farbpaar beschrieben werden. Drei Farbvalenzen sind linear abhéingig.

3Um Bezeichnungsverwirrungen zu verhinden, ist auf Seite 52 eine Ubersicht beigefiigt.
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Die Farbmannigfaltigkeit hat die Dimension 2.

3. Fiir Farbenblinde (unterschieden in Monochromaten oder Achromaten)
ist nur eine Art von Farbrezeptoren oder keine aktiv. Nach der Kries-
Zonentheorie ist in beiden Féllen nur ein Schwarz-Weif-Sehen maglich.
Daher sind in beiden Féllen bereits je zwei Farben linear abhéngig. Die

Farbmannigfaltigkeit hat die Dimension 1.
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Abbildung 1.5: Diese drei Kurven sind die spektralen Absorptionskurven der drei
Farbrezeptoren. Sie beschreiben die sogenannte Reizantwort der drei Farbrezep-
toren in Abhéngigkeit von der Wellenldnge des einwirkenden Lichtreizes. Im All-
gemeinen ist der Verlauf der Kurven immer der gleiche, es kénnen individuelle

Empfindlichkeitskurven geringfiigig abweichen.

Natiirlich gibt es auch individuelle Ausprigungen der Farbrezeptoren.
Dies betrifft vor allem relative Schwichen bei der Rotdifferenzierung oder bei
der Rot-Griin-Differenzierung (,,Rot-Griin-Blindheit“). Es konnten auch an-
dere Faktoren die Farbwahrnehmung beeinflussen. Wir haben die Fahigkeiten
des ,bewulsten“ Erkennens und des Beschreibens von Farbunterschieden teil-
weise erst erlernen miissen, womit der Verdacht besteht, dass kulturbedingte

Einfliisse Auswirkungen auf eine unterschiedliche Farbwahrnehmung haben
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konnten. Deshalb finden sich immer wieder unterschiedliche Farbbezeichnun-
gen. Bis ins 19. Jahrhundert wurden z.B. in China Griin und Blau sprachlich
nicht einheitlich verwendet und in der Malerei undifferenziert eingesetzt, als
wéren sie von nur einer Farbart. Goethe bezeichnete Orange als Rotgelb.
Orange, aber auch Magenta, sind im Deutschen als Bezeichnungen erst im
19. Jahrhundert aufgetreten. Als Braun wurden im 17. Jahrhundert dunkel-
violette und dunkelblaue Farbtone bezeichnet. Aus dem Sprachgebrauch kann
jedoch nicht darauf geschlossen werden, welche Farben Menschen imstande
sind wahrzunehmen ([Deu|, S. 67). Das trichromatische Sehvermdogen teilen
wir mit den Menschenaffen. Die Entwicklung der drei Zapfenarten wurde
vor 30 bis 40 Millionen Jahren abgeschlossen. Somit sind die physiologischen
Voraussetzungen dem farbtiichtigen Menschen seit jeher gegeben die gesam-
te Farbenvielfalt wahrzunehmen. Ein tatséchlich stark beeinflussender Faktor
auf die Farbwahrnehmung ist generell die Lichtsituation. Die Farbwahrneh-
mungen variieren unter verschiedenen Lichtsituationen komplizierter als der
Weikabgleich der Digitalkamera (|Deu|, S. 282). Entsprechen die ins Gehirn
kommenden Signale der Netzhaut nicht dem, was erwartet wird, so schaltet
sich im psychischen Verarbeitungsprozess eine ,automatische Korrekturfunk-
tion“ ein. Man spricht dann von der Farbkonstanz. Zum Beispiel wird eine
sich von gelb auf grau verindernde bananenférmige Fliache noch gelb gese-
hen, wogegen eine neutrale Fliche bei dieser Farbverdnderung schneller als
grau wahrgenommen wird. Dieses Phinomen ist wissenschaftlich noch nicht
genau geklart. Die Annahme, dass das Gehirn auf gespeicherte Erinnerungen
zuriickgreift, wenn es die Farbempfindung hervorruft, erscheint jedoch plau-
sibel. Wir wissen auch, dass in der Farbwahrnehmung ein Ubungseffekt eine
bemerkbare Rolle spielen kann. Menschen, die beruflich mit Farben zu tun
haben wie beispielsweise Innenarchitekten, Farbchemiker und Maler, haben
haufig eine individuell ausgeprigte Farbwahrnehmung, weil sie sich Farben
auch leichter merken kénnen. Urwaldvolker unterscheiden im Alltag zwischen
ca. zwanzig Griinfarbtonen. Die Empfindlichkeitskurven der Abbildung 1.5

wiirden in diesem Fall grofere Maxima anzeigen als bei anderen Beobachtern.
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Vorerst gehen wir jedoch nicht ndher auf derartige individuelle Unter-
schiede in der Wahrnehmung der Farbtiichtigen ein, da sie derart klein sind,
dass sie auf die Dimension der Farbmannigfaltigkeit keine Auswirkung haben.

Wir beschrinken uns auf den ersten Fall der Farbtiichtigen mit der Farb-
mannigfaltigkeit der Dimension 3 und lassen die niedrig-dimensionalen Félle
weg. Empirisch kann man sich jedoch nicht sicher sein, ob es nicht noch eine
oder mehr Farbvalenzen gibt, die nicht aus den anderen drei mischbar sind.
Schliefslich haben wir nicht durchprobiert, ob nicht doch ein linear unab-
héngiges Farbquadrupel oder gar -quintupel existiert, bemerkt Schrédinger
(|Schro1], S. 420). Daher beweist er die Dreidimensionalitiat anders; und zwar

verwendet er den

1. Satz von Grassmann ([Schrol|, S. 420): Zu jedem Licht
lasst sich ein gleichaussehendes herstellen, und zwar durch Mi-
schung aus WeifS und einer reinen Spektralfarbe oder mit einem

bestimmten Purpurgemisch:

a*(f) = a*(sy) + a"(w;) oder
a’(f) = a’(p) + o (w;).

Was wir als Weif W wahrnehmen, bezeichnen wir mit o*(w;) und wird
an dieser Stelle nicht niher definiert. Manche Farbmischungen ergeben nach
unserer Beobachtung Weifs (siehe Abbildung 1.3). Als Purpurgemisch o*(p)
sind jene Mischfarben zu verstehen, die aus den Endfarben des Spektrums
gemischt werden, wie etwa Rot o*(s,) und Violett a*(s,) gemischt Purpur

ergeben.

Die Mischreihen innerhalb der Spektralfarben und der Purpurgemische
bilden eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, die Intensitatsvariationen von
Weify eine eindimensionale Mannigfaltigkeit und daher ergeben sie in der

Kombination eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit. Schrédinger kritisiert
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diese Absicherung der Dreidimensionalitit des Farbraumes, da sie zuviel
voraussetzt. Er beweist die Dreidimensionalitit auf folgende systematische
Weise:

Die Spektrallichter s, fester Strahlungsdichte unterscheiden sich im Allge-
meinen nicht durch ihre Intensitét, sondern ausschlieflich durch ihre Farbart

und vertreten diese mit groftmoglicher Séttigung:

a(sy,) # ta*(sy,), teR, N #)\

Solche Paare von sy sind daher im Allgemeinen linear unabhéngig. Wir wer-

den spéter zeigen, dass es auch linear abhéngige Spektralfarben gibt.

1.Fall: Bindre Mischungen von Spektrallichtern ergeben einen neuen Farbreiz,
der nach dem ersten Satz von Grassmann eine weifliche Abwandlung

eines Spektrallichts a*(s), ) ist:

a’(sy) +a'(sy) = F =a’(sy) + o’ (wi),  N#N#FN  (12)

Eliminieren wir aus dieser Gleichung den Weifanteil o*(w;), welcher

blof die Helligkeit ausmacht, so erhalten wir

tia(sy,) + ;0 (sy,) = tpa*(sa,) (ti,t;,t € RV\{0}).  (1.3)

Nun untersuchen wir, ob die Folgerung der ersten Gleichung (1.2) auf
die zweite (1.3) fiir alle Spektralfarben giiltig ist. Oder gibt es Spek-
tralfarbentripel, welche die zweite Gleichung nicht erfiillen und daher

linear unabhéngig sind?

Durch Einsetzen verschiedener Spektralfarben erkennen wir mit Hilfe
von Abbildung 1.3 folgendes: Setzen wir in Gleichung (1.2) eine rote

und griine Spektralfarbe ein, so erhalten wir als neue Farbe einen gelben
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Farbton, welcher sich nach Abbildung 1.3 aus einem Weifanteil und
einer gelben Spektralfarbe zuammensetzt. Nehmen wir den Weifsanteil
heraus, erhalten wir eine giiltige Gleichung (1.3), da die Farbmischung
der beiden lichtschwéicheren Spektralfarben Rot und Griin die gelbe
Spektralfarbe ergibt. Das Spektralfarbentripel Rot, Griin und Gelb ist

daher linear abhéngig.

Setzen wir unseren Versuch mit einem neuen Spektralfarbentripel Rot,
Griin und Dunkelblau fort. Aus Abbildung 1.3 lesen wir vorerst ab, dass
das aus Rot und Griin gemischte Gelb mit Dunkelblau gemischt Weif$
ergibt. Die erste Gleichung (1.2) hat daher ein negatives Vorzeichen auf

der rechten Seite:

a’(s,) +a*(sy) = —ka™(sp) + ™ (w;)

Die Farbmischung von Rot und Griin ist nur durch eine dufsere Farbmi-
schung von Dunkelblau und Weif gleichzusetzen. Wird der Weifsanteil
wieder eliminiert, erhalten wir keine sinnvolle Gleichung mit ¢, < 0. Das
Spektralfarbengemisch Rot und Griin ergibt kein negatives Dunkelblau.
Das heifst die Gleichung (1.3) ist nur dann giiltig, wenn ¢;,¢;, ¢, = 0 sind.
Somit haben wir ein linear unabhéingiges Spektralfarbentripel gefunden
und gezeigt, dass die Dimension der Farbmannigfaltigkeit mindestens

3 sein muss.

Eine terndre Mischung aus Spektrallichtern liefert hingegen nichts Neu-

es, denn drei aus diesen sind durch zwei ersetzbar:

a’(sy) + (o) +a'(sy) = a¥(sy) + ot (w)

_ 1. Grassmann

o (53 ) 0 (1)
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Fassen wir die Weifanteile zusammen, so erhalten wir:

a*(sy,) +a’(sy,) = a*(sy) + o™ (wg)

Die Mischung aus drei Spektralfarbvalenzen lisst sich daher auf zwei

reduzieren.

2.Fall: Nun beriicksichtigen wir in diesem Dimensionsbeweis den zweiten Teil
des ersten Satzes von Grassmann. Setzen wir in die bindren Mischung
anstatt eines Spektrallichts ein Purpurgemisch ein, dann ergibt dies
binéire Farbmischungen, die aus Weifs und einem Purpurgemisch a*(pr)

nachgemischt werden konnen:

a’(sy,) +a’(sy) = F =a"(pp) + o (w;)
=a’(sy,) +a’(sy,) + o (w;)

Wir formen um und erhalten:
o (sy,) —a’(sy,) +a(sx,) —a’(sx,) = o (wp)

o (m) o (n)

a*(m) + a*(n) = o (wy)

(siehe Abbildung 1.6) Nun erhalten wir ein Paar komplementdre Farb-

valenzen, die gemischt Weifs ergeben und kein neues Farbgemisch.

Wir haben somit gezeigt, dass die Dimension des Farbvalenzraumes hchs-
tens 3 ist und dass jedes Licht aus drei reinen Spektrallichtern gemischt wer-

den kann:

a(f) = a’(sy) +a’(sy;) +a*(sy,)
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Abbildung 1.6: Anordnung der Farbvalenzen aus dem zweiten Teil des Dimen-
sionsbeweises. Wie wir spater sehen werden, ist der Farbvalenzraum konvex und
die Spektralfarbvalenzen definieren den Rand. Darum sind die beiden Farben N
und M auch Spektralfarben und die beiden Tripel (Sh,, Sx;, M), (Sx,,Sy;, V) sind

linear abhingig.

1.6 Farbvalenzraum und der affine Farbraum

Fassen wir nun das bisher Gesagte zusammen, so kann jedem Farbreiz, mit-
hin jedem Reiz der eine Farbwahrnehmung auslost, nach dem ersten Satz von
Grassmann eine dreidimensionale Farbvalenz zugeordnet werden. Es handelt
sich bei der Struktur der Farbvalenzen um eine dreidimensionale Farbman-
nigfaltigkeit — fiir Beobachter mit uneingeschrinkter Farbtiichtigkeit. In ihr
sind die Addition, die Subtraktion und die Skalarmultiplikation mit einer reel-

len Zahl definiert. Fiir diese Operationen gelten die Axiome des Vektorraums.

THEOREM 1.1. Die Struktur < .7?*, 4+, > ist ein dreidimensionaler
Vektorraum iiber dem Korper der reellen Zahlen. Dieser wird als Farbvalenz-

raum bezeichnet. Die Teilmenge F* von F* ist konvex. Es gibt die Abbildung
o* von M auf .7?*, so dass fiir alle f, g in M\, ¢in R und alle z in F* gilt:

L a*(f+g)=a*(f)+a*(g)
2. a*(t- f)=t-a*(f)

3. fi,g; € M genau dann, wenn a*(fi) = o*(9;)



26 KAPITEL 1. DER AFFINE FARBRAUM

Nun ist jeder 3-dimensionale R-Vektorraum isomorph zum R3.
Sei K = {A;, A, A3} eine geordnete Basis des R-Vektorraumes F*, dann
existieren fiir jedes F' € F* Koeffizienten t; € R, 1 <i < 3, so dass sich F

als Linearkombination der A; darstellen lsst:

Die Koordinatenabbildung ®x ordnet jeder Farbvalenz F' bzgl. der Basis
K den Koordinatenvektor (¢, t,t3) zu:

O FT R F s O(F) = (11, 1)

Dieser formale Aufwand ist notwendig, um zu vermeiden, dass eine Farbe
oder eine Farbvalenz einem Vektor gleichgesetzt wird, wie es jedoch haufig in
der Literatur geschieht. Beispielsweise werden in den Biichern Optik, Lehr-
buch der Ezperimentalphysik von L. Bergmann und E. Schaefer ([Optik], S.
712 - 714) und FEinfihrung in die Farbmetrik von M. Richter ([Rich|, S. 52 -
91) dieselben Variablen fiir die Farbvalenzen und deren Koordinatenvektoren

verwendet.

In der Praxis werden die Farbvalenzen F' von einem Beobachter aus den
drei Primérvalenzen A;, A, und Az nachgemischt, indem deren Lichter su-
perpositioniert und derart dosiert werden, dass das Farbfeld dem gegebenen
Farbreiz f visuell gleicht. Siehe dazu Abbildung 1.7. Die Ergebnisse kon-
nen von Beobachter zu Beobachter verschieden sein. Das Auge justiert bei
Lichtverdinderungen stindig nach, wie wir dies oben unter Farbkonstanz be-
schrieben haben. Insofern ist es auch schwierig Weifs zu definieren. Wenn der
Blick vom spiten Tageslicht in Kunstlicht gerichtet wird, sieht man einen
kurzen Moment ein ,weiltes“ Blattpapier rotlich, da die Farbtemperatur des
Kunstlichtes niedriger ist als die des natiirlichen Lichtes. Doch dieser Mo-
ment ist sehr kurz, denn das Auge skaliert das neue Weifl. Ein Blick zuriick

ins Tageslicht, ldsst Farben blaulicher erscheinen. Exakte Duchfiihrungen von
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Hintergrund schwarz oder weil}

gg Blickwinkel 2° oder 10°

Abbildung 1.7: Der Farbanpassungstest durch einen Beobachter. Die CIE hat
Daten mit unterschiedlichen Aussgangssituationen verdffentlicht. Es wurde zum
einen der Sehwinkel von 2° zu 10° variiert und zum anderen das neutrale Umfeld

von Schwarz zu Weif.
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Messungen sind daher duferst schwierig. Bei der Farbvalenzmetrik geht es,
wie bereits oben erklirt, um die physiologische Reizantwort. Die Versuche
miissen so gestaltet werden, dass dieses Nachjustieren des Auges kaum Ein-
fluss auf die Versuche haben.

Die bisherige Koordinatenbestimmung erfordert fiir jeden Farbreiz eine
praktisch durchgefiihrte Farbanpassung. Das ist allerdings sehr aufwéindig.
Mit der im Folgenden vorgestellten Methode kénnen die Koordinaten jeder
bekannten Farbreizfunktion unmittelbar bestimmt werden, wenn eine gewisse
Vorarbeit geleistet wurde.

Wenden wir Eigenschaften aus den Sdtzen von Grassmann an: Sind
die Koordinaten fiir einen Farbreiz f mit o*(f) = [F bekannt:
Og(F) = (t1,t2,t3), so sind die Koordinaten dieses Farbreizes mit unter-
schiedlicher Intensitit gegeben: ® g (a*(uf)) = P(ulF) = (uty, uts, uts)

Eine weitere Vereinfachung der Koordinatenkonstruktion ist durch die
Additivitat moglich. Sind die Koordinaten von zwei Farbreizen f und g be-

kannt, so sind die Koordinaten der Farbmischung gegeben:

Op(F+G)=D(a™(f)) + Pr(a™(g))
Ein Farbreiz f ist als Summe von Farbreizen sq,...,s, mit den Intensitits-
faktoren I,..., I, mit n € N, beschreibbar. Sind daher die Koordinaten von
a(s;) =S; und ¢ = 1...n bekannt, so kénnen auch die Koordinaten von f

bzw. dessen zugehédriger Farbvalen F' bestimmt werden:

Pp(F) =L Px(S1) + -+ 1, Pk(S,) (1.4)

Die Koordinaten der Reize sq,...,s, sind experimentell nach dem Farban-
passungtest zu bestimmen. Sie werden so gewihlt, dass sich aus ihnen alle
moglichen Farbreize in angepasster Dosierung erzeugen lassen. Dafiir eignen
sich aus iibersichtlichen und praktischen Griinden monochromatische Spek-
tralreize sy, da sie nur durch zwei Zahlenangaben — die Wellenldnge A\ und
ihre Strahlunsgenergie s(\) — beschrieben werden und nicht wie bei poly-

chromatischen Farbreizen durch eine Farbreizfunktion mit Eintragungen auf
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dem ganzen Wellenlingenbereich. In gleichméfigen Abstinden A\ des Wel-
lenldngenbereiches werden Spektralreizfunktionen sy bestimmt. Die Strah-
lungsenergie soll bei all diesen gleich sein und jenen Wert annehmen, der in
der Summe der s, das gleiche Licht erzeugt, wie die Summe der Priméarfarb-

valenzen A;, Ay, As:

a(s)) + - +al(s,) = A+ Ay + As (1.5)

Farbmischungen dieser Art nennt man ein auf der Basis der Wellenlinge
energiegleiches Spektrum ([Irt], S. 16).

Um die Koordinaten der S konkret zu erhalten, muss eine Basis aus li-
near unabhingigen Primérvalenzen festgelegt werden, deren Farbmischung
bis auf drei Koeffizienten gleich aussieht wie die Summe der Spektrallichter.

Dies werden wir im nichsten Abschnitt genau behandeln.

Fiir eine geometrische Beschreibung des Vektorraumes miissen wir noch
klaren, mit welchem Anschauungsraum die Farbvalenzeigenschaften kompati-
bel sind. Da keine Lingen und Winkeln im Farbvalenzraum sinnvoll definiert
werden konnen, scheidet der Euklidische Anschauungsraum aus. Schrédinger
([Schrol], S. 422) stellt aufgrund der geltenden Axiome fest, dass der Farb-
raum eine affine Struktur hat. Dies beruht auf dem folgenden Satz, der aus
der linearen Algebra bekannt ist ([Mitsch]|, S. 113):

Satz: Zu jedem Vektorraum V iiber einen Korper K gibt es einen

affinen Punktraum A, der V' als zugehorigen Vektorraum besitzt.

Dem Beweis dieses Satzes entsprechend ist A die Menge aller Koordina-
tenvektoren ®x(F) des Vektorraumes R3, der isomorph zum Farbvalenzraum

F* ist. Die Elemente von A werden Punkte genannt. Dann kann man zu je-
dem Paar von Punkten ®x(F), Px(G) € A den Vektor

Pr(F)Px(G) = Pr(G) — Px(F)

aus R3 definieren.
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Auf diese Weise erhiilt man den affinen Punktraum A, der affiner Farb-
valenzraum genannt wird. Die Farbvalenzpunkte sind die Endpunkte der von
0 ausgehenden Vektoren in R3. Zwei verschiedene Farbpunkte bestimmen ge-
nau eine Gerade, das ist ein eindimensionaler Unterraum von A. Ebenen sind
zweidimensionale Unterrdume von A.

Legen wir drei verschiedene Achsenrichtungen fest und tragen auf die-
sen jeweils die Basisvektoren A;, Ay, A3 ab, so konnen die Farbvalenzpunkte
eindeutig eingemessen werden. Bei einer anderen Wahl dieser Richtungen be-
kommen wir natiirlich ein anderes Anschauungsbild der selben Farbvalenzen,
wobei dem Winkelmafl zwischen den Achsenrichtungen keine Eigenschaft des
Farbvalenzraumes zukommt. Der Abstand zweier beliebiger Farbvalenzpunk-
te ist im affinen Raum nicht invariant bzgl. affiner Transformationen, weshalb

auch der Abstand von Punktepaaren bedeutungslos ist.

1.7 Das (R, G,B)-System

In der Norm (1931) der CIE* wurden Primérreize festgelegt ([Irt], S. 17):
die Spektrallichter mit A = 700, 0 nm fiir ein Rot,
A =546,1 nm fiir ein Griin

und A\ = 435, 8 nm fiir ein Blau.
Diesen Primérreizen werden Basisvektoren R, G und B zugeordnet, die das

sogenannte (R, G, B)-System definieren (siehe Abbildung 1.8).

Da die Farbrezeptoren Rot, Griin und Blau absorbieren, gleichen die
Mischvorginge im (R, G, B)-System jenen der Farbrezeptoren an der Netz-
haut und in der ersten Ebene der rezeptiven Felder. Aus der inneren Farbmi-
schung dieser drei Primérreize geht ein moglichst grofser Farbbereich hervor.

Die Strahlungsintensitéten dieser Priméarvalenzen sind nicht absolut fest-
gelegt worden. Die Mischung der Primérvalenzen sollte wegen der Beziehung

(1.5) jedoch gleichaussehend sein, wie das energiegleiche Spektrum. Dies ist

“Die CIE — Commission internationale de 1’éclairage — ist die internationale Beleuch-

tungskommission
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Abbildung 1.8: Der Vektorraum des (R, G, B)-Systems. Hier wurde fiir eine leich-

tere Vorstellbarkeit ein rechtwinkeliges Koordinatensystem gewahlt.

unter den Strahlungsverhéltnissen I : I : Ig = 72,10 : 1,38 : 1,00 der Fall.

Fiir das energiegleiche Spektrum gilt somit

W i = S350 + -+ + Srso
=72,1R +1,38G + 1B.

Wihlt man daher die Koordinatenvektoren von R, G, B wie folgt:

1 1
R—(72—’1,0,0>, G_(O’E’O)’ B =(0,0,1),
so erhéilt man fiir den Koordinatenvektor von W = (1,1, 1). Die Koordinaten

eines Spektralreizes sy ergeben sich aus

Sx = ti(MR +t2(N)G + t3(A)B.

Die Koordinaten aller Spektralreize liefern drei Eichfunktionen, die sogenann-
ten Spektralwertkurven 7, g und b mit den Spektralwerten ¥(\) = t1(\),
G(A\) = t2(A) und b(A) = t3()\). Dabei wird einer bestimmten Wellenléinge
ein Spektralwert zugeordnet. Siehe dazu Abbildung 1.9.

Nach den experimentellen Ergebnissen der Farbanpassungsversuche sind
die Spektralwerte und damit auch die Spektralwertkurven bei jedem Test-

beobachter verschieden. Um dem entgegenzuwirken hat die CIE 1931 den



32 KAPITEL 1. DER AFFINE FARBRAUM
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Abbildung 1.9: Spektralwertfunktionen #,g,b der drei Primirreize mit den
Wellenldngen: 700,0 nm (Rot), 546,1 nm (Griin), 435,8 nm (Blau) und de-
ren Strahlungsintensititen in den Verhéltnissen I : Ig : Ip =72,10:1,38:1,00.
Die Koordinaten der Spektralreizfunktion ssqp sind aus dem Graphen abzulesen
Ss510 = (—0,3;0,44;0,09). Die Koordinaten des genormten energiegleichen wei-
fen Lichts sind: W = (1,1,1), wegen der Beziehung (1.5). Die beiden Kurven 7
und g haben bei A = 435,8 nm eine Nullstelle, da das Spektrallicht s4355 dem
Basisvektor B = (0,0,1) zugeordnet wird und R, G in der letzten Koordinate 0

stehen haben.
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fiktiven 2°-Normbeobachter aus den Messergebnissen von Guild (1931) und
Wright (1928/29) festgelegt. Dabei wurden bei den Versuchen mit 17 Be-
obachtern Farbanpassungen mit den Primérreizen bei einem Offnungswinkel
von 2° durchgefiihrt und aus den Ergebnissen der Mittelwert bestimmt. Spé-
tere Wiederholungen (1955) von Stiles haben mit fortschrittlicher Messtech-

nik und bei einem Sehwinkel von 10° die fritheren Ergebnisse bestétigt.

In der Norm von 1931 der CIE sind die Koordinaten des (R, G, B)-
Systems in zwei Genauigkeitsstufen veroffentlicht worden. Zum einen ver-
wendete man die Spektralreizfunktionen in 1 nm-Schritten im Wellenldngen-
bereich 360 nm bis 830 nm und bestimmte die Koordinaten der Farbvalenzen
bis zur fiinften Dezimalstelle genau. Die zweite Liste beinhaltet die Koordi-
naten von 80 Spektralfarben in 5 nm-Schritten aus dem Wellenldngenbereich
von 380 bis 780 nm. Dieser Bereich wird iiblicherweise als der Sehbereich an-

erkannt.

Die Koordinaten eines jeden Farbreizes f konnen nach der Gleichung
(1.4) mittels der Spektralwertkurven und ohne experimentelle Farbanpassung

bestimmt werden:

F= > I (FANR+3NG+bNB),

F = ( > Af(A)) R + ( > I@(A)) G+ ( > AE(A)) B

Die Koordinaten von F =: (R(f),G(f), B(f)) bzgl. der Farbreizfunktion f
sind daher:

780 780 780

R(f)=Y_ Lr(\), G(f) =Y Lal\), Bf)= > LbN\).

A=380 A=380 A=380
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Diese Farbkoordinaten werden im (R, G, B)-System als Farbwerte eines Rei-

zes f bezeichnet.

1.8 Farbtafel und Spektralkegel

Die dreidimensionale Darstellung des Farbraumes ist fiir praktische Zwecke
nicht handlich. Bereits in der Antike hat Archimedes zweidimensionale Farb-
anordnungen entwickelt, wie spater auch Newton und Goethe und viele an-
dere Wissenschaftler und Kiinstler. Im dreidimensionalen Farbraum sind die
Eigenschaften der additiven Farbmischung anschaulich klar. In einer zweidi-
mensionalen Farbtafel, speziell dem sogenannten Mazwell-Dreieck, geht die

Anschaulichkeit jedoch nicht ganz verloren, wie wir spéter sehen werden.

Dieses Dreieck ist durch die Punkte (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1) be-

stimmt und liegt in der Ebene ¢:

R(f)+G(f)+ B(f) =1 (1.6)

Da im dreidimensionalen Farbvalenzraum Vektoren derselben Richtung den
Farbvalenzen gleicher Farbart zugeordnet sind, entspricht die Anderung der
Vektorlinge nur einer Anderung der Leuchtdichte. Die Farbart bleibt daher
gleich. Die oben beschriebene Ebene ¢ inzidiert nicht mit dem Ursprung,
und ¢ schneidet jeden Farbvektor in sogenannten Farborten, sobald dieser ei-
ne entsprechende Liange aufweist. In der Farbtafel sind daher alle Farbarten

vertreten.

Die Farborte werden durch baryzentrische Koordinaten 3( f) beschrieben,
die als Farbwertanteile bezeichnet werden. Aus den Farbwerten R(f), G(f),

B(f) berechnet man die Farbwertanteile:
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dabei sind
_ R
"= Rpem - By
G
= Rp+ e+ 5O
B0
A N EYT)

Zwei solcher Koordinaten geben bereits die dritte aufgrund der baryzen-
trischen Eigenschaft (1.6) an. Der durch die Farbwertanteile beschriebene
Farbort B(f) ist die Projektion des durch die Farbwertanteile R(f), G(f)
und B(f) beschriebenen Punktes auf ¢, wobei der Ursprung das Projekti-
onszentrum ist. Die Primérvalenzen R, G, B werden auf die Dreieckspunkte
(1,0,0),(0,1,0) und (0,0, 1) projiziert.

Anschaulich gilt fiir Farbmischungen folgendes:

Aus der Gleichung F = t;A + t,B folgt, dass G(f) die Strecke 8(a)3(b) im
Verhiltnis ¢5 /t; teilt. Damit ldsst sich jede Farbart in der Farbtafel einmessen
— siehe Abbildung 1.10. Der Rand der Farbvalenzpunkte wird durch die kon-
vex gekriimmte Spektralwertkurve und die Purpurlinie gebildet. Auf dieser
Kurve liegen die Farborte der Spektralfarben aus dem sichtbaren Wellenlan-
genbereich. Die Purpurlinie ist die Verbindungslinie der Kurvenendpunkte
Violett (ganz nahe Blau) und Rot (siehe Abbildung 1.11).

Im Inneren der Spektralkurve liegen alle Farborte, deren Farbvalenzen
durch Mischung aus Spektralfarben entstehen; das sind also alle zu physi-
kalisch realen Farbreizen gehorenden Farborte. Der grofsere Teil des Spek-
tralfarbenzuges verlauft auferhalb des Farbdreiecks der drei Primérvalenzen
R, G, B; die entsprechenden Farbvalenzen entstehen durch duflere Farbmi-
schung der Primérvalenzen.

Da es keine zwei Lichter gibt, die gemischt Dunkelheit ergeben, gibt es kei-
nen reellen Farbvalenzvektor in entgegengesetzter Richtung zu einem reellen
Farbvalenzvektor. Im dreidimensionalen affinen Anschauungsraum spannen

die Vektoren der Spektralvalenzen daher einen konvexen Kegel mit der Spitze
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Sero

Abbildung 1.10: In der (r,g)-Farbtafel sind die Primérreize die Eckpunkte eines
rechtwinkeligen Dreiecks. Die Koordinaten einer Farbvalenz werden mittels Teilver-
h&ltnissen eingemessen. Dies wird hier mit der Spektralfarbe S519 aus Abbildung
1.9 gezeigt. Die Koordinaten ((ss19) = (—1,304;1,913;0,391) werden zuerst im

entsprechenden Teilverhiltnis auf der Dreiecksseite eingetragen.
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Abbildung 1.11: (r,g)-Farbtafel. Die Spektralwertanteile liegen auf der Spektral-
wertkurve. Der Punkt W entspricht dem Farbort von unbuntem Licht und wird
als weift wahrgenommen. Die rosa markierte Linie stellt die Purpurlinie dar. Auf
ihr liegen die Farborte aller moglichen Mischungen aus den Spektralreizen sggg bis

8780+
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Abbildung 1.12: Schrodinger-Tiite

im Ursprung auf.

Dieser Kegel wird von Schrodinger ([Schro2|, S. 428) Spektralkegel ge-
nannt und haufig nennt man diesen sogar Schriodinger- Tiite (siehe den Kegel
in Abbildung 1.12 und einen affin Ahnlichen Spektralkegel in den Abbildungen
1.16 und 1.17). Die Schnittkurve dieses Kegels mit der Ebene ¢, der Farbtafel,
ist die Spektralwertkurve. Diese und die Spektralkurve liegen auf dem Kegel-
mantel. Auf der Spektralkurve liegen die Spitzen der Spektralvektoren und
deren Verlauf ist von der speziellen Energieverteilung des Lichtspektrums
abhingig; nicht jedoch die Form des Kegelmantels. Ist in einem Wellenlédn-
genbereich die Strahlungsenergie grofer, so wird die Kurve an dieser Stelle
vom Ursprung weiter hinausgedriickt. Die Form des Mantels verdndert sich
bei verschieden spektral zusammengesetzten weifsen Lichtquellen wie z.B.
Tageslicht und Gasentladungslampen.

Farborte nahe des Ursprungs sind Farbvalenzen zugeordnet, deren Farb-
reize eine eher niedrige Strahlungsenergie aufweisen; bei grofierer Entfernung

ist die Strahlungsenergie relativ stark. Das heiflt aber nicht, dass Vektoren
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gleicher Lénge Farbreizen gleicher Strahlungsenergie zugeordnet sind.

Die wichtigste Eigenschaft ist die unveridnderliche Gestalt des Kegels im
affingeometrischen Sinn. Der Mantel ist nicht durchgehend gekriimmt, son-
dern besitzt mehrere anndhernd ebene Flichenstiicke in den Zwischenstre-
cken. Schrodinger ([Schro2], S. 428) beschreibt diese Bereiche sogar als Stre-
cken von A = 430 nm bis 475 nm im blauen Bereich und A = 630 nm bis
655 nm im roten Bereich. Nach den Messergebnissen der CIE ist die Spektral-
linie zwischen den Werten A = 380 nm bis 450 nm und A = 560 nm bis 780 nm
nur anndhernd eine Gerade. Unterschiede dieser Werte kommen zustande, da
von verschiedenen Lichtern ausgegangen wurde, aus denen die Spektralwert-
kurven bestimmt wurden. In diesen Bereichen sind aus zwei Spektralfarben
jene, die dazwischen liegen, mischbar. Somit sehen wir Orange mit grofster
Sattigung, ndmlich als Spektralfarbe Orange. Diese ist aufgrund der linearen
Beziehung aus den Spektralfarben Rot und Griin additiv mischbar. Solche
Spektralfarben erfiillen die Gleichung S; + S; = Si, wie wir bereits beim 2.

Teil des Dimensionsbeweises (1.5) gesehen haben.

In den Endpunkten der Spektralkurve zieht sich der Spektralvektor in
sich zusammen ohne die Richtung zu dndern. Das heifst, in diesen Endstre-
cken ist jede Spektralfarbe aus jeder anderen dieser Umgebung durch blofse
Intensititsinderung mischbar. Die End- und Zwischenstrecken heiffen auf-
grund ihrer Mischbarkeit aus einer bzw. zwei Spektralfarben mono- bzw.

dichromatisch.

Auch wenn Weif bisher nicht eindeutig definiert werden konnte, kann da-
von ausgegangen werden, dass es irgendwo im Inneren einen Vektor gibt, der
dem weiften Licht entspricht. Farbvalenzen, deren Farborte auf einer Halb-
ebene durch diesen Vektor liegen, gehen aus jener in der Halbebene liegenden
Spektralfarbe oder Purpurfarbe mit Weifs verdiinnt hervor. Je ndher der Far-
bort an Weil liegt, desto ungeséttigter ist dieser bzgl. seiner Farbart. Die
Sattigung kann aber generell nicht durch den Abstand von Weifs bestimmt
werden. Die Vektoren der komplementédren Farben sind mit dem Vektor von

Weifs komplanar und schliefen diesen ein.
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1.9 Das (X,Y,Z)-Normvalenzsystem

Bei der Darstellung des (R, G, B)-Systems haben wir gesehen, dass viele
Farbwerte negativ sind, weil diese nur durch eine dufere Farbmischung be-
schrieben werden konnen. Es gibt keine reellen Primérfarbreize, so dass alle
Farbwerte positiv sind. Das wére jedoch ein wiinschenswerter Vorteil, da
hier das negative Vorzeichen keine relevante Eigenschaft beschreibt. Ein sol-
ches System wurde von der CIE 1931 nach Abschluss der Untersuchungen
von Write und Guild eingefiihrt und wird heute noch benutzt. Man bezeich-
net es als das (X,Y,Z)-Normvalenzsystem mit den Basisvektoren X,Y, Z
(|Irt], S. 21). Diese liegen auferhalb des konvexen Farbvalenzkegels. Das be-
deutet natiirlich, dass es keine physikalisch erzeugbaren Farbreize gibt, die
X, Y, Z zugeordnet werden. Sie sind virtuelle Farbvalenzen. Die neuen positi-
ven Farbwerte X (f),Y (f) und Z(f) werden Normfarbewerte und z(f),y(f)
und z(f) werden Normfarbwertanteile genannt. Die zugehorigen Normspek-
tralwertkurven z,y und z sind im gesamten sichtbaren Wellenldngenbereich
positiv (siehe Abbildung 1.13). Neben dieser Eigenschaft, liegt dem (X,Y,Z)-
System noch eine weitere Forderung zugrunde. In den Normfarbwerten soll
eine Information iiber die Helligkeit beinhaltet sein, die im (R, G, B)-Systems
vernachléssigt wird. Welche Rolle spielt die Helligkeit?

Das photometrische Maf der Helligkeit einer vom menschlichen Auge
wahrgenommenen Fliche ist die Leuchtdichte L einer Lichtquelle. Dabei wird
das sichtbare Licht, welches einen Punkt auf einer Oberfliche in eine be-
stimmte Richtung verlisst, in der Einheit cd/m? gemessen (cd = Candela).
Die Einheit wird in der Farbmetrik {iblicherweise weggelassen. Je grofer der
Wert eines Farbreizes ist, desto heller erscheint uns klarerweise die zugehorige

Farbvalenz.

Ist die Leuchtdichte der Primérreize R, G und B gegeben durch Ly, Lg, Lp,

und ist die Mischung einer Farbvalenz F' aus den drei Primérvalenzen be-
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Abbildung 1.13: Normspektralwertkurven

kannt, so besagt das Abney’sche Gesetz fiir die Leuchtdichte von F

Lp =tLr+t3Lg +t3Lp

Es besteht also derselbe lineare Zusammenhang wie bei der Farbvalenzmi-

schung.

Wir bezeichnen eine Farbe als Weifs, wenn deren Koeffizienten t; = t5 =

ts3 = 1 sind. Fiir die Leuchtdichte Ly, gilt dann die Gleichung

Ly =Lgr+ Lg+ Lp=1.
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Abbildung 1.14: Hellempfindlichkeitskurve V()

Die Hellempfindlichkeit des menschlichen Auges wird mit diesen beiden Kurven
V(A) beschrieben. Dabei gilt in der Tageslichtsituation die fiir das Normsystem
relevante rote Kurve und im Dammerunglicht die blaue (Purkinje Effekt). Zu jeder
Wellenldnge A, in horizontaler Richtung mit der Einheit nm, ist die zugehorige
Hellempfindlichkeit als relative Leuchtdichte innerhalb der Werte 0 und 1 senkrecht
eingetragen. Diese sind mit V' (555) = 1 normiert. Die Messergebnisse sind von dem

2°-Normbeobachter der CIE empirisch ermittelt worden.

Ebenen konstanter Leuchidichte

Abbildung 1.15: Alychne
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1.10 Koordinatentransformation

Da die Koordinaten der Spektralfarbvalenzen deren Spektralwerte sind, ist
die Leuchtdichte L) gegeben durch ([Wys|, S. 135):

Ly =7\Lr+ gsLg + brLp (1.7)

Gehen wir nun auf das Hellempfinden néher ein, so beschreibt die Hell-
empfindlichkeitskurve V' (\) — Genaueres in der Abbildung 1.14 — die relative
Leuchtdichte des energiegleichen Spektrums. Die Funktion V() ist aufgrund

der obigen Gleichung (1.7) eine Kombination der drei Spektralwertkurven.

Im Normfarbsystem sind die Normspektralwertkurven z,1y, zZ so gewahlt,

dass bereits die Kurve g die Hellempfindlichkeitskurve zur Génze beschreibt:

V) =c-5(\), ceR

Fiir die Normfarbreize X, Y und Z ist die Leuchtdichte:

Lyzl, LX:LZ:O

Die Leuchtdichte einer Farbvalenz F' ist daher ident mit dem Normfarbwert
Y(F ):

Li = X(F)Lx + Y (F)Ly + Z(F)L; = Y (F)

In der Darstellung des Normvalenzraumes liegen die Farbvalenzen gleicher
Leuchtdichte in derselben Ebene: Y = Y (F) parallel zur (X, Z)-Ebene, die
als Alychne bezeichnet wird, was soviel wie ,,das Lichtlose* bedeutet. In dieser
liegen die Punkte der Primérvalenzen X und Z und aufser dem Schwarzpunkt
O keine reellen Farbvalenzen. Siehe Abbildung 1.15.
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Der Zusammenhang zwischen dem Normvalenzsystem und dem (R,G,B)-

System ist im Abbildungsdiagramm dargestellt:

Die Abbildung ®x ist die Koordinatenabbildung von F* nach R3 zur Basis
(X,Y,Z) und ®p jene zur Basis (R,G,B). Fiir die Basiswechseltransforma-
tion Mpy gilt: Mpx o ®p = ®x oid bzw. wenn (X,Y, Z) die Normvalenzen
bedeutet:

R
MszX G | =
B

N =<

Die entsprechende Basiswechselmatrix Mpy ist von der CIE bestimmt worden
([Optik], S. 716).

X =2.366R — 0.515G + 0.005B
Y = —-0.897R + 1.426G — 0.014B
Z = —0468R + 0.089G + 1.009B.

Méchte man von dem Normvalenzsystem in das (R,G,B)-System zuriick-

rechnen, so gilt:

N =<
I
=
b
7
o Q=



1.10. KOORDINATENTRANSFORMATION 45

Dabei ist

0.490 0.310 0.200
(M) ™ =1 0.177 0.812 0.011
0.000 0.010 0.990

Die Basisvektoren X,Y und Z ergeben im (R, G, B)-Raum wegen

72—171 0 0
R = 0 ; G = TéS , B=1]0 ],
0 0.011
0.007 0.003 0
X=1 0225 [, Y= | 0588 |, Z = | 0.007
0.2 0.011 0.99

Nun konnen auch die Spektralwertkurven punktweise durch die Spektralwer-
te in die Normspektralwertkurven umgerechnet werden oder sie werden wie
im (R, G, B)-System durch Farbanpassungstests bestimmt. Es findet in die-
sem Fall eine Normierung in Bezug auf die Helligkeit durch einen Faktor k
statt. Die Normfarbwerte z(f),y(f) und zZ(f) zu einer gegebenen Farbreiz-
funktion f sind wie im Abschnitt 1.7 mittels der Normspektralwertkurven
zu berechnen. Die Werte der Farbreizfunktion f(\) werden fiir alle Wellen-
langen im sichtbaren Bereich im Abstand AX mit den Normspektralwerten
und dem Wellenldngenintervall A\ multipliziert und die Produkte werden
addiert ([Wys]|, Tab. 1(3.3.1), 11(3.3.1)):
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Der Faktor k wird folgendermafen berechnet:

100
2 (F)F(A)AN)

i

L —

Fiir den Faktor c gilt:

Im Falle eines Farbreizes der Normlichtarten A und D65 sind die Norm-
farbwerte und Normfarbwertanteile mit jenen des energiegleichen Spektrums

in der Tabelle zum Vergleich aufgelistet:

Lichtart X Y 7 X y
Energiegleiches Spektrum 100.00 100.00 100.00 0.3333 0.3333
Normlichtart A 109.87 100.00  35.59 0.4476  0.4074
Normlichtart D65 95.05 100.00 108.90 0.3127 0.3290

Der Normspektralkegel, Abbildung 1.16, beschreibt die Menge der Farb-
valenzen F* mit Schwarz als Ursprung.

An den Réndern des Wellenldngenbereich verschwinden die Kegelerzeu-
genden, da die zugeordneten Spektrallichter keine Strahlungsenergie aufwei-
sen. Die Energieverteilung fiir das von der CIE genormte Spektrallicht nimmt
genau die Gestalt von Abbildung 1.17 an, so dass der rote Bereich eher flach
aufgefichert ist und im blauen Bereich die Strahlungsenergie sehr hoch ist.
Die Purpurlinie sehen wir jedoch nicht.

Wiirden wir von einem anderen Licht ausgehen, wiirde der Farbvalenzke-
gel eine andere Gestalt annehmen und die hier nun verschwindenen Misch-
farben zwischen Rot und Blau kénnten eventuell sichtbar sein, und an einer
anderen Stelle wiirden dann die Farbvektoren verschwinden. Ich verweise auf
das vor wenigen Jahren erschienene Buch von Georg Nussbaumer ,Zur Far-

benlehre* (|[Nus|), worin die Unterschiedlichkeiten des Spektrums von Licht-
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Abbildung 1.16: Spektralkegel aus Normspektralwerten. Die Randkurve wird
durch die Farborte der Spektralfarbvalenzen beschrieben. Die Erzeugenden sind

die Vektoren der Spektralreize.

quellen genau empirisch vorgefiihrt werden.

Schneiden wir aus dem Spektralkegel die Ebene:

X(F)+Y(F)+Z(F)=1

aus, so erhalten wir die Normfarbtafel.

Aus den Normfarbwerten werden die baryzentrischen Koordinaten bzw.
Normfarbwertanteile wie im (R, G, B)-System berechnet und in der Norm-
farbtafel dargestellt. Die Koordinaten der Farbmischungen des Beispiels aus
Abbildung 1.4 sind durch folgende Berechungen zu bestimmen und in Abbil-

dung 1.18 eingezeichnet. Die beiden metameren Farben @); und @) werden
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Abbildung 1.17: Diese Ansicht ist die gedrehte Ansicht aus Abbildung 1.16. Die
Randkurve des Spektralkegels ist schwarz dargestellt. Die Erzeugenden werden
durch die Einheitsebene, der schon genannten Farbtafel, in der Spektralwertkurve
(braun) geschnitten. Die Langen der Spektralfarbvektoren des roten und blauen
Endbereichs nehmen rasch ab. Die entstandene Offnung wird durch Vektoren ge-
schlossen, deren Spitzen auf der Purpurlinie liegen, diese ist in der Farbtafel (1.18)

dargestellt.
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durch verschiedene Spektralfarben gemischt.

Q1 =1,6B+0,3G
Q2 = 1,4T +0,14R, wobei
B =Susa, G= 8501, T =500, R=Seus1.

Die Normspektralwertanteile dieser vier Spektralfarben lassen sich aus den
Tabellen 1(3.3.1) in ([Wys]|) entnehmen.

0,161554 0,12317 0,2954374
@Q1=1,6 0,01340 | +0,3] 0,82238 | = | 0,2681558
0, 825046 0,054444 1, 3364068
0,09129 0, 723097 0,22903958
Qy=1,4] 0,13270 | +0,14 | 0,276883 | = | 0,22454362
0, 77601 0, 00002 1,0864168

Die Normfarbwertanteile von @; und @, werden durch Dividieren mit der

jeweiligen Koordinatensumme, also 1,9 und 1, 54, erhalten:

0, 155493368 0, 148727
B(Q1) =] 0,141134632 |, B(Q2) =] 0,145807545
0,703372 0, 7050465455

Die Koordinaten der beiden Farbvalenzen unterscheiden sich nur klein wenig
und deren Punkte sind daher in der Farbtafel sehr nahe beieinander. Bei dem
kleinen Mafsstab in Abbildung 1.18 werden sie als gleich eingezeichnet, denn
die zugehorigen Farben werden auch gleich wahrgenommen.

Aus der Normfarbtafel (Abbildung 1.18) entnehmen wir, dass die Enden
der Spektrallinie sowohl im roten als auch blauen Bereich sehr abflachen.
Wesentlich dabei ist die Eigenschaft, dass die Spektralfarben innerhalb die-
ser Zwischenstrecken aus jenen am Rande liegenden Spektralfarben mischbar

sind.
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1.11 Schlussbemerkung zu diesem Kapitel

Theoretisch ist die FEinfithrung eines solchen Spektralkegels unproblema-
tisch, denn wie auch Schrodinger betont, sind fiir die Herleitung in einer auf
dem Vektorraum basierenden affinen Geometrie keine Begriffe wie Séttigung,
Weifkanteil oder Komplementérfarbe notig. Diese wiren nur mit grofem Auf-
wand definierbar. Eine experimentelle Durchfiihrung ist hingegen schwierig.
Hier geben wir uns mit Durchschnittswerten, aus denen der Normbeobachter

bestimmt wurde, zufrieden.

Wir erkennen, wie anspruchsvoll es ist, die Farbwahrnehmung zu struktu-
rieren. Mit der Unterscheidung in Farbe und Farbvalenz haben wir gewissen
Problematiken ausweichen konnen. Bei den Sétzen von Grassmann hat sich
gezeigt, dass diese nicht bei jeder beliebigen Farbauswahl giiltig sind. Doch
erlauben sie einen affinen Farbvalenzraum zu definieren. Dieser hat eine wich-
tige Bedeutung in der Anwendung. Das (R, G, B)-System wird vor allem zur
Darstellung von Farbbildern auf Computermonitoren verwendet. Rote, grii-
ne und blaue Phosphore werden durch Elektronenstrahlen zum Leuchten ge-
bracht. Um diese durch Licht erzeugten Bilder durch additive Farbmischung
darstellen zu konnen (drucken), wird das (R, G, B)-System ins sogenannte
(CMYK)-System umgerechnet. Die Hauptdiagonale des (R, G, B)-System,
die von Schwarz nach Weifs zeigt, wird umgedreht, so dass der Koordinan-
tenursprung in Weif liegt. Die Basis wird dann von Cyan, Magenta und Gelb
(Yellow) gebildet. Da in der Anwendung kein zufriedenstellendes Schwarz
durch Ubereinanderdrucken der drei Grundfarben erreicht wird, kann dem
durch Hinzufiigen von Schwarz (BlacK oder Key) geholfen werden. Die Gro-
fe der Farbbereiche des (R, G, B)- und (CMYK)-Systems ist in der Praxis
gerdteabhingig. Dennoch hat das (R, G, B)-System stets einen viel groferen
Farbbereich. Die subtraktiv gemischten Farbmittel sind erst durch Reflexion
von Licht sichtbar. Farbmittel kénnen daher einige hoch gesittigte Farben

wie die mancher Lichtreize nicht hervorrufen [RGB|.

Fiir uns ist der affine Farbvalenzraum im néichsten Kapitel hilfreich, um
einen Farbraum zu definieren, welcher eine Zuordnung der Farbabstinde zu

jenen der Wahrnehmung kennt.
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Ubersicht zu den Bezeichnungen:

M Menge der Farbreizfunktionen
M
mit negativen Anteil
F Menge der Farben
F Menge der Farben und virtuellen Farben

F* Menge der Farbvalenzen

Menge der Farbreizfunktionen und virtuellen Farbreizfunktionen

F* Menge der Farbvalenzen und virtuellen Farbvalenzen

(R,G,B)-System

(X,Y,Z)-System

Basisvektoren R, G,B X,Y,Z
Farbvalenzen in F* R,G,B XY Z
Spektralwertkurve 7, g,b T,Y,Z
monochromat. Farbreiz sy | Spektralwerte: Normspektralwerte:

7(A), 3(N);b(A)

z(A),5(A), 2(N)

Farbtafel Spektralwertanteile: | Normspektralwertanteile:

B(sx) r(A),g9(A), z(A), y(A)

polychromat. Farbreiz f Farbwerte: Normfarbwerte:
R(f),G(f),B(f) | X(N),Y(f),Z(f)

Farbtafel Farbwertanteile: Normfarbwertanteile:

B(f) r(f),9(f) z(f),y(f)



Kapitel 2

Der Farbraum mit

Riemannmetrik

2.1 Einleitung

Im vorigen Kapitel wurde der affine Farbvalenzraum eingefiihrt und Vor-
und Nachteile angefiihrt. Die vorteilhaften Eigenschaften zeigen sich in den
vielzdhligen Anwendungen. Ein wesentlicher Nachteil ist, dass dem Abstand
zweier Farborte keine relevante Bedeutung zukommt. Wir kénnen zum Bei-
spiel nicht feststellen, ob zwei Farben gleich hell sind bzw. welche der bei-
den heller ist. Denn wir haben es mit Beziehungen zwischen Farben zu tun,
welche ausschlieflich durch Verwendung des Gleichheitsurteils experimen-
tell gewonnen werden. Die Eigenschaften zwischen Farben entsprechen im
Farbvalenzraum keiner geometrischen Quantitit. Der Farbvalenzraum ist in
diesem Sinne nicht auf die Farbwahrnehmung abgestimmt, denn die Farben

sind nach willkiirlichen Abstinden geordnet.

In diesem Kapitel wollen wir einen Farbraum definieren, dessen Farbab-
stinde in Zusammenhang mit der Farbwahrnehmung stehen. Nach Schrodin-
ger wird heute allgemein angenommen, dass der Raum der Farbwahrnehmung

eine Riemannsche Metrik besitzt. Zuerst werden wir anhand eines einfachen

23
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Beispiels ([Schro3], S. 483) zeigen, weshalb eine euklidische Metrik nicht zum

Ziel unserer Anspriiche fiihrt:

(10+€)F
O Wir hellen eine Farbe F' ein wenig auf,
so dass wir diese Verdnderung noch
gut mit dem Auge unterscheiden kon-
nen. Fiir die neue Farbe gilt das Misch-
rezept (1 + €)F. Der Wert € € R wird
so gewahlt, dass die beiden Farben

— 10F und (10 + €)F nicht unterscheid-
F = bar sind (siehe Abbildung 2.1). Die eu-

0 klidischen Abstiande der Vektorspitzen
sind jedoch fiir beide Farbpaare gleich.

%y

IF — (14 ¢)F| = |eF| = [10F — (10 + ¢)F|

Somit lassen sich die Helligkeitsverhéltnisse nicht durch den euklidischen
Abstand beschreiben. Auch die psychophysikalischen Gesetze der Sinnesein-
driicke fiir objektive Intensitéitsinderung sprechen gegen diese Annahme. Der
Physiologe Ernst Heinrich Weber formulierte 1834 ein Gesetz, welches die
durch ein Sinnesorgan registrierbare eben merkliche Verdnderung beschreibt.
Der Unterschied AR zum vorangehenden Reiz R steht in einem gleich blei-
benden Verhiltnis k. Das Webersche Gesetz lautet

[ —_—
R

Die Weiterentwicklung dieses Gesetzes erfolgte 1860 durch den Physiker und
Begriinder der Psychophysik Gustav Theodor Fechner. Dabei werden kleine
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Empfindungsverinderungen AFE beschrieben durch

A
AE =c- FR (Fechnersches Gesetz). (2.1)

Unter der Annahme, dass ¢ konstant und unabhéngig von R ist, folgt daraus

durch Integration fiir die Intensitdt £ einer Empfindung

R
E=c-In oA (Weber-Fechnersches Gesetz).
0

Meist gibt die Integrationskonstante Ry den Schwellenreiz an. Das Weber-
Fechner-Gesetz besagt also, dass sich die subjektiv empfundene Stirke von
Sinneseindriicken proportional zum Logarithmus der objektiven Intensitéit
des physikalischen Reizes verhilt.

Der Psychophysiker Stanley Smith Stevens entwickelte dieses Gesetz
weiter und stellte 1957 einen neuen Zusammenhang her. Die Empfindung
E = E(R) bzgl. eines Reizes R wird annéhernd beschrieben durch

AE k;AR
E R’
Dabei ist k& € RT eine Proportionalititskonstante. Die Integration dieser

Beziehung fiihrt zur Stevensschen Potenzfunktion:

aE _, [ dF
E R
ImE=k-nR+Inc

E(R)=c-RF

Die aus der Integration stammende Konstante ¢ legt die Skalierung fest.
Mit diesem Gesetz werden generell komplexe Empfindungen beschrieben. Da-
bei ist aus physiologischen Experimenten fiir das Helligkeitsempfinden der
Wert & = 0,33 bestimmt worden. Fiir & < 1 ist der Graph bzgl. dem des

Weber-Fechner-Gesetzes bis auf die Verschiebung um 1 dhnlich.
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F (1+e)F 10F (10+e)F

Abbildung 2.1: Diese vier Farben der selben Farbart haben im (R, G, B)- System
mit ¢ = 0,5 die Koordinaten: F(23,19,21); 1,5F(34,29,31); 10F (230,190, 210)
und 10, 5F(240, 200, 220).

- =
E E
Abbildung 2.2: Darstellung der Stevensschen Potenzfunktion: Sie stellt den Zu-
sammenhang der Energie des Lichts £ mit der Hellempfindlichkeit des menschli-
chen Auges H her. Man erkennt links durch die Hilfslinien bei gleichem dF die
unterschiedlich starke Hellempfindung, rechts sieht man bei gleichem dH die un-

terschiedliche Energie des Lichtes.
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Wie wir in Abschnitt 2.3 sehen werden, sind diese Gesetze der psycho-
physikalischen Empfindungstherorie fiir die erste Theorie von Helmholtz iiber
den Farbraum unter der Beriicksichtigung der psychologischen Farbwahrneh-
mung von Bedeutung. Dieser Ansatz und auch dessen Weiterentwicklung
durch Schrodinger beruhen auf der Linienelement-Theorie, welche Farbab-

stinde definiert, die im Zusammenhang mit der Farbwahrnehmung stehen.

Nach den Forschungsergebnissen der letzten dreiflig Jahre zeigt sich, dass
es keine streng empirisch begriindeten Gesetze der psychophysikalischen Emp-
findungstheorie gibt ([Irt], S. II). Die in diesem Abschnitt vorgestellten For-

meln erweisen sich jedoch stets als gute Annaherungen.

2.2 Linienelemente des Farbenraumes

Linienelemente werden dazu verwendet, den Abstand zweier Punkte zu be-
stimmen, d.h. Farben so zu quantifizieren, dass sich ein numerisches Maf
fiir Farbunterschiede ergibt. Nun werden nicht Urteile iiber Gleichheit bzw.
Verschiedenheit von Farben, wie in der niederen Farbmetrik, als empirische
Basis verwendet, sondern zwei Farben werden auf deren grofte Ahnlichkeit

eingestellt. Durch dieses Verfahren lésst sich eine Metrik der Farben herleiten.

Dieser Ansatz fiir das Linienelement geht auf Helmholtz (1891, 1896) zu-
riick, wurde von Schrodinger weiterentwickelt und von Mac Adam erstmals

1942 empirisch — bis auf Experimentungenauigkeiten — bestétigt.

Wie leiten sich Linienelemente in einem Farbenraum her, der nicht eu-
klidisch sein kann? Wir betrachten vorerst den euklidischen Abstand und
behalten fiir die anschauliche Vorstellung den im ersten Teil definierten affi-
nen Farbvalenzraum bei und werden diesen dann im Sinne der Riemannschen
Geometrie interpretieren. Sind im euklidischen Raum die Koordinaten zweier

benachbarter Punkte X und Y in der Form (x1,x9,23) und (1 + dxy, 2o +
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dzxs, r3 + drs) gegeben, dann gilt fiir die Distanz ds der beiden Punkte

(ds)? = (dx1)* + (dxo)? + (dws)?.

Siehe dazu Abbildung 2.3. Um die Distanz in Rdumen ohne euklidischer
Metrik zu beschreiben, muss die Grofe ds durch kompliziertere Funktionen
von dxi,dxs,dxrs und xq,x9,x3 dargestellt werden. Betrachten wir nun fiir

(ds)? die allgemeine quadratische Form

(ds)? =g11(dz1)? + 2g12dz1dzs + goo(ds)’
-+ 2923dl’2dl’3 + 933<d33'3)2 + 2931dl’3d.§(]1

3
= Z girdx;dxy,, (2.2)

ik=1

wobei die Koeffizienten g, stetige Funktionen der Koordinaten xq, x5, 3 sind.
Definitionsgeméf ist dabei die zugehorige Bilinearform f : F*x F* = R bzw.
die Matrix (gx)i k=123, die sie bei gegebener Basis eindeutig bestimmt, ein
kovarianter Tensor 2. Stufe.

Die Form (2.2) sei fiir jede Wahl der (dzy, dzy, dzs) # (0,0,0) und fiir alle
Punkte (x1, xo, z3) positiv definit, so dass also stets ds > 0 gilt. Unter diesen
Voraussetzungen beschreibt ds ein Abstandselement — also ein Linienelement

—in einem dreidimensionalen Riemannschen Raum.

Der genaue Wert eines solchen Abstandselements ds ist unwesentlich und
hingt vordergriindig von einer Normierung und dem energiegleichen Spek-
trum bzw. den drei gewéhlten Priméarfarben ab. Der Ansatz des Linienele-
ments ist aber unabhingig vom gewihlten System von Eichwerten, da dieses

invariant gegeniiber beliebiger Transformationen der z; ist.

Unter bestimmten Bedingungen lésst sich ein dreidimensionaler Riemann-

scher Raum in einen dreidimensionalen euklidischen Raum einbetten, so dass
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Abbildung 2.3: Raumsituationen

die Eigenschaften der Distanz erhalten bleiben. Dazu miisste man drei Funk-

tionen uy(x1, xe, T3), (w1, T2, x3) und ugz(wy, T2, x3) finden, fiir die gilt

(ds)* = (duy)? + (dug)? + (dus)?.

Im Allgemeinen ist eine solche Transformation nicht moglich. Auch wenn
diese Bedingung in einen Riemannschen Raum nicht erfiillbar ist, kann der
Riemannsche Raum trotzdem in einen euklidischen abgebildet werden — die
Dimension ist dann allerdings grofer als drei. Die Funktionen u (1, s, x3),

us(x1, T2, 3), - -+, U (1, T2, x3) mit m > 3 erfiillen dabei die Gleichung

(ds)? = (duy)* + (dug)® + ... (dum,)?.

Die allgemeine Dimensionsformel (2.3) besagt, dass ein n-dimensionaler Rie-

mannscher Raum in einen m-dimensionalen euklidischen Raum eingebettet
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werden kann, wobei

m= w (2.3)

([Wys], S. 657). Fiir den hier relevanten Fall n = 3 ergibt sich also m = 6.
Andererseits folgt fiir n = 2, dass ein zweidimensionaler Riemannscher Raum
in einen dreidimensionalen euklidischen Raum eingebettet werden kann. Wie
wir spater sehen werden, liegt solch ein Fall bei Farbpunkten gleicher Hellig-
keit vor, die einen zweidimensionalen Unterraum bilden. Dieser kann somit
als Fliache im gewohnlichen dreidimensionalen euklidischen Raum dargestellt
werden. Siehe dazu Abbildung 2.3.

Im Allgemeinen ist eine lingentreue Abbildung eines Raumes in einen
anderen der selben Dimension, nur dann moglich, wenn in allen einander ent-
sprechenden Punkten die Gaufskriimmung gleich ist. Da diese im euklidischen
Raum in jedem Punkt 0 ist, geht das also nur, wenn auch im Riemannschen

Raum diese Eigenschaft in jedem Punkt erfiillt ist.

Das Bestimmen der Koeffizienten g;, der Linienelemente stellt eine grofse
Herausforderung dar. Wir werden erfahren, dass diese aufgrund empirischer
Schwellenmessungen und Berechnungen der Standardabweichung angegeben
werden konnen. Damit lassen sich Linien gleicher Ausprigungen einzelner
Farbattribute im Farbraum darstellen, wenn sich ein Zusammenhang zwi-
schen einer geometrischen Eigenschaft und dem entsprechenden Farbattribut
finden lasst.

Beziiglich der empirischen Testverfahren unterscheidet man heute zwi-
schen zwei Arten von physiologischen Experimenten und entsprechenden
psychologischen Theorien, die entweder auf der Erregung der drei Farbre-
zeptoren oder auf der Erregung der Gegenfarbkanile beruhen. Die letztere
Herangehensweise wird hier nicht ausgearbeitet; sie ist bei Wyszecki und Sti-

les ([Wys|, Kap. 5) nachzulesen. Die erste Art von Experimenten wird unter
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anderem von Schrédinger ausgefiihrt und in diesem Kapitel ausfiihrlich be-
handelt. Vorweg sehen wir uns den urspriinglichen Ansatz der Linientheorie

nach Helmholtz an.

2.3 Linienelement nach Helmholtz

Die Grundlagen der Linienelement-Theorie von Helmholtz 1896 ([Helm]|, Ab-
schn. II, § 21) sind das Fechnersche Gesetz, die Dreifarbentheorie und das
physiologische Prinzip des Eigenlichts des Auges. Denn selbst bei geschlos-
senem Auge sieht man nicht nur schwarz, da das Auge nie ganz frei von
Farbbildern ist.

Die Grofe dE von Empfindungsunterschieden setzt sich im Farbsehen
aus drei Empfindungskomponenten dFE;, dFs, dE3 nach der Theorie der Drei-
farbentheorie zusammen. Helmholtz nimmt an, dass dieser Zusammenhang
durch eine homogene Funktion zweiten Grades beschrieben werden kann. Die
in Betracht genommenen kleinen Farbunterschiede ergeben im allgemeinen
kleine Werte bei Gliedern héherer Ordnung, die deshalb nicht beriicksichtigt

werden. Fiir das Linienelement ergibt sich somit

dE = dE} + dE; + dE3.

Das heifst, jede Farbempfindung wird durch drei unabhéngige und gleichar-
tige physiologische Prozesse erklart ([Lam]|, S. 283). Fiir diese werden nach

dem Fechnerschen Gesetz (2.1) bei méfiger Lichtstérke die einfachen Formen

dEi:kdxi, i=1,2,3

T

angenommen ([Helm|, S. 451). Sind z; zu den Farben der drei Farbrezeptoren

der Netzhaut geeicht, so wird aus Erfahrungswerten k = 1/3 gesetzt. Somit
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ist das Linienelement

1 /dx? dz?  dx?
dE? = = | L4+ =2 4 3. 2.4
3 (x% + x% + x% ( )

Helmholtz gibt auch einen allgemeinen Ansatz an, der auch bei schwacher
Lichtstarke gilt. Dabei wird das Eigenlicht des Auges mit den Konstanten
a, b, ¢ beriicksichtigt:

() () () e

Diesen Ansatz hat Helmholtz nicht weiter verfolgt. Eine Uberarbeitung da-

von, welche eine gute Ubereinstimmung mit Daten aus Farbtests liefert, ist
von W. S. Stiles 1946 entwickelt worden. Siehe dazu auf Seite 99.

Untersuchungen des Helligkeitsunterschiedes zweier Farben oder deren
Helligkeitsgleicheit beinhaltet zwei Variablen: die Farbart und die Séttigung.
Im Farbexperiment ist daher nicht einfach festzustellen, welche Farbe heller
oder dunkler ist (Siehe Abbildung 2.4). Aus der linken Spalte dieser Ab-
bildung ist nicht ersichtlich, wie sich diese vier Farben bzgl. der Helligkeit
verhalten. Uberraschenderweise ist in den ersten drei Reihen die Helligkeits-
koordinate stets gleich mit 130 und nur in der unteren Reihe mit 100 ge-
ringer. Vergleicht man jeweils die oberen und unteren beiden Reihen, wiirde
man glauben, die jeweils untere sei im Verlauf heller. Die Abstufungen wir-
ken im Vergleich dieser vier Farbarten nicht gleichméfig. Insofern kann am
in Abbildung 2.4 beschriebenen (HSL)-System kritisiert werden, dass die li-
nearen Helligkeitsabsténde - zum Beispiel wie hier um jeweils 1/3 verringert -
nicht der Helligkeitswahrnehmung des Auges entsprechen. Gleiche Helligkeit
von verschiedenen gleichhellen Farbarten bleibt durch lineares Andern der
Helligkeit nicht erhalten.

Helmholtz ([Helm|, S. 440) &ufert sich zur Helligkeitswahrnehmung fol-

gendermafsen: Ich persénlich muss wiederholt erkliren, dass ich mir ein Urteil
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Abbildung 2.4: Helligkeitsabstufungen. Die Farbkoordinaten wurden hier nicht
im (R,G,B)-System bestimmt, sondern in dem dazu affinen (HSL)-System.
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Die Farbvalenz wird dabei mit Hilfe
der Farbart (englisch hue), der Farb-
sattigung (saturation) und der Hel-
ligkeit (lightness) bestimmt. Durch
gleichméfiges Verringern der Satti-
gung der vier Farbarten in der linken
Spalte - jeweils 1/3 - gelangt man zu
den Grauwerten in der rechten Spal-
te, so dass die vier Helligkeiten ver-

glichen werden konnen.
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iber Gleichheit von heterochromen Helligkeiten kaum zutraue, hochstens tiber
grifere und kleinere in extremen Féllen. Uber das Hilfsmittel eines Farb-
kreisels versucht er Helligkeitsunterschiede eindeutig ablesen zu kénnen. In
Abschnitt 2.8 werden wir allerdings erfahren, dass es bei diesem Versuch gar
nicht um Helligkeitsunterschiede geht. Es wundert einen daher nicht, dass in
der darauffolgenden Auflage von Helmholtz’ Handbuch der Physiologischen
Optik [Helm| von 1905 kaum noch mathematische Ausfithrungen zu finden

sind.

2.4 Linienelement nach Schrodinger

Schrodinger stellt Hypothesen fiir das Mak des Unterschiedes von gerade
noch unterscheidbaren Farben auf. Er formuliert drei Annahmen ([Schré3|,
S. 483):

1. Die Einstellung zweier Farben X, Y auf grifite Ahnlichkeit besteht dar-
in, ein relatives Minimum der Funktion s(xi, zo, %3, Y1, ye, y3) aus der
Gleichung (2.2) zu bestimmen (siche Abbildung 2.5 links). Die von X
gleichweit entfernten Farbpunkte, d.h. die von X gerade eben unter-
scheidbaren Farben liegen auf einem kleinen Ellipsoid mit Mittelpunkt
X (siehe Abbildung 2.5 rechts). Die Werte der Tensorkomponenten g;

werden aus den Messungen der Unterschiedsempfindlichkeit ermittelt.

Daraus leitet sich die nichste Annahme her:

2. Fiir zwei Farben, die sich gerade ebenmerklich unterscheiden, konnen
die dz; als Differenziale angesehen werden. Da die g;. bei ebenmerk-
lich verschiedenen Farben nicht stark variieren und keine Sprungstellen
auftreten, konnen auch die ds als Differenziale gesehen werden. Aufer-
dem hat ds fiir jedes ebenmerklich verschiedene Farbenpaar den selben
Wert und die Ellipsen sind gleich grofs. Denn aus der ersten Annahme
ist eine Riemannsche Metrik fiir die Mannigfaltigkeit von Zahlentri-

peln (x1,x9,z3) mit ds als Linienelement festgelegt. Der konkret fiir
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ds gewihlte Wert ist nicht von Bedeutung, es handelt sich nur um ei-
ne Normierungskonstante. Diese Metrik ist invariant gegeniiber lineare
Transformationen der x; und unabhéngig von den gewéhlten Primér-

farben.

3. Die kiirzeste Verbindungsstrecke eines Farbenpaares ist nicht eukli-
disch, sondern entlang der geodétischen Linie zu bestimmen. Die Ver-
schiedenheit eines solchen Paares wird als Grofe [ ds gemessen. Die
kiirzeste Verbindungsstrecke hat den kleinsten Wert [ ds. Zwei Farben
sind um so dhnlicher, mit je weniger ebenunterscheidbaren Zwischen-
stufen man den ,kontinuierlichen® Ubergang von der einen zur anderen

durchfithren kann.

X §=s

Se= _5-0(.5 = Minimum
x

Abbildung 2.5: Links: Kiirzeste Abstiinde im Riemannschen Sinne; Rechts: Die
von X im Riemannschen Sinne gleich weit entfernten Punkte liegen auf einem

Ellipsoid.

Bisher ist noch nicht festgelegt worden, auf welche Farbqualitit die grof-
te Ahnlichkeit eingestellt wird und auf welcher Farbqualitit die Farbreihen
beruhen sollen. Schrodinger hat sich auf die Einstellung gleicher Helligkeit
beschriankt. Im Farbraum ist die Helligkeit - wie wir im ersten Kapitel gese-

hen haben - von der Liange des Farbvektors abhéngig. Nahe des Ursprungs
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ist die Helligkeit eher gering und wird bei zunehmender Entfernung grofer.
Insofern eignet sich die Einstellung auf gleiche Helligkeit sehr gut, um die

theoretische Definition des Farbraums zu erarbeiten.

2.5 Einstellung auf gleiche Helligkeit

Die Helligkeit von Farbe korrespondiert mit der Strahlungsintensitit des zu-
gehorigen Farbreizes. Daher versteht man unter Helligkeit jene Eigenschaft
einer Farbe, die sich am stirksten dndert, wenn die Strahlungsintensitit in
jeder Wellenldngen des sichtbaren Bereichs mit konstantem Faktor gedndert
wird. Zwei Farben, die sich in der Reizart nur wenig unterscheiden, kann
man auf gleiche Helligkeit bringen, indem man die Strahlungsintensitéit einer

Farbe abandert.

Zu einem festen Punkt F' ist ein variabler Punkt F’ gegeben, so dass
die Farbvektoren OF : O—>F’ in &hnliche Richtungen zeigen ([Schro3], S. 487).
Um F konstruiert man eine Schar von Ellipsoiden gleichen Abstandes (im
Riemannschen Sinne) und wihlt davon jene aus, welche die Gerade OF” zur
Tangente hat. Dann ist der Beriihrpunkt F” mit F' gleich hell. Der Abstand
des neuen Punktes F” zu I soll Durchmesser eines Ellipsoids nach Hypothe-
se 1 sein. Fiihren wir diese Konstruktion fiir weitere Punkte aus der nahen
Umgebung von F' durch, so liegen die gleich hellen Punkte auf einem Flichen-
element, das sogenannte gleich-helle Flichenelement, auch Isolychne genannt
(siehe dazu Abbildung 2.6).

Konstruieren wir an ein solches Ellipsoid den Tangentenkegel aus O und
fassen diesen theoretisch als Zylinder auf, dann ist das gleich-helle Flachenele-
ment die zur Zylinderachse O F konjugierte Durchmesserebene des Ellipsoids.
Die Gleichung des Ellipsoids ist

3
> gindaida, = c,

ik=1
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P!

Abbildung 2.6: Links: Gerade OF’ beriihrt Ellipsoid um F in F”. Rechts: Die
Punkte gleich heller Farben liegen auf der Isolychne.

also das Linienelement mit einem festem Wert c. Dieses gleichhelle Fléchen-
element steht im Riemannschen Sinne orthogonal zur Richtung (ﬁ . Die In-
tensititsinderung im Punkt F' erfolgt in Richtung des Ortsvektors O? , SO

dass

il d.Tl
FI/ = i) + d.TQ
T3 dl‘g

d.ﬁlfl
Der Vektor | dxy | ist parallel zur Isolychne, und da diese Ebene im

d[L‘g
Riemannschen Sinne normal auf OF steht, ist

3
Z girxidry =0 (2.6)
i k=1
die Differenzialgleichung der Isolychne im Punkt F(xy, xo,x3).
Ein sinnvoll definierter Begriff der Helligkeit muss transitiv sein, also wenn
F" gleich hell ist wie G”, und G" gleich hell wie H”, dann sollen auch F”
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und H” gleich hell sein. Diese Eigenschaft niitzen wir nun und schreiten aus
F" zu einem gleich hellen Punkt G” und von diesem wieder zum néchsten
gleich hellen Punkt H” und so fort, in beliebiger Richtung auf dem gleich-
hellen Flachenelement. Daraus ergibt sich eine Linie gleichheller Farben, die
sich an einer Stelle schlieft, wo etwa eine Farbe K” auf dem Orstvektor WP
liegt und daher K” = F” gilt. Dies soll fiir jeden beliebigen Weg gleich heller
Farben innerhalb eines sinnvollen Helligkeitsbegriffes gelten. Die Flichen-
elemente (2.6) lassen sich somit zu Integralflichen zusammenfassen und die
linke Seite des Ausdruckes (2.6) ist daher integrierbar. Es muss daher einen

Multiplikator \(z1, e, x3) geben, so dass gilt

3

ZM;%LMW k1=123 14k

= o= = O

Damit ein solches A existiert miissen die g;;, die Schwarzschen Bedingungen
erfiillen, die man folgendermafen erhélt: Differenzieren ergibt auf der linken
Seite den Ausdruck

3
0Gik;
Z ( gzk'rz 8901 : )\) .

=1
Die rechte Seite wird analog differenziert. Durch Umformen gelangt man zu

den drei Gleichungen

3 3
gzkxz a(gzlxz) 0)\ 8)\
A - = - ikTiy — — GaTiy |
Z ( 6901 8l‘k ) zzl (g ke 6951 gt 8l‘k
wobei k,l = 1,2,3; | # k. Durch Multiplikation mit g,,z,, wobei m ein
neuer Index ist, und anschlielendes Aufsummieren verschwindet die rechte

Seite und man erhalt, da \ # 0 ist,

e ANgiww:)  O(gaw:)
5033y (MG M) g,

p=1 i=1
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dabei  bedeutet >, dass nur  iiber die  drei  Tripel
(k,l,m)=1(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2) summiert wird. Da ¢ = ¢gg;, redu-

ziert sich der Klammerausdruck zu

6:51 8.Tk

6:51 8:@

a(gikﬂfi) a(gilﬂfz) — (agik 3gu) .

Somit folgt

ahaly g g
Z pz:; ;gpm (aixl — aik) xix, = 0. (2.7)
Dies ist die Schwarzsche Bedingung, die notwendig und hinreichend dafiir ist,
dass die Differenzialgleichung (2.6) integrierbar ist.
Die Koeffizienten g¢;, sind empirisch zu bestimmen und die Integratibili-
tatsbedingung (2.7) wurde tatséchlich durch Messdaten bestétigt. Wire dem
nicht so, wiirde der Helligkeitsbegriff iiber verschiedene Farben keinen Sinn

ergeben.

Aufgrund der Integrabilitit existiert bei geeigneter Wahl von A(z1, zo, x3)

eine Funktion h(xy, x5, x3) mit der Eigenschaft

-
o = > Agwai,  k=1,2,3. (2.8)

i=1
Ist die Funktion h konstant, so beschreibt diese eine Fliche durch den fes-
ten Punkt F'. Fiir verschiedene Werte von h zerlegen diese den Farbraum
zwiebelartig. Es sind im Riemannschen Sinne Orthogonalflichen bzgl. des
Ortsvektors ﬁ Diese sind die oben erwdhnten Isolychnen. Dabei ist der
Wert h(xq,x2,23) das Maf fiir die Helligkeit.

Wir sind damit noch nicht bei einem definierten Abstandsmaf angekom-

men, denn h ist durch die letzte Beziehung noch nicht ausreichend bestimmt.
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Jede eindeutige Funktion von h stellt nimlich die selbe Flichenschar dar und
kann als Helligkeitsniveau in einer Skala interpretiert werden. Dafiir ist al-
so eine Normierung notwendig. Diese ist beispielsweise moglich, wenn ange-
nommen wird, dass die Isolychnen in sich dhnlich sind und zum Ursprung in
ahnlicher elementargeometrischer Lage stehen. Diese Annahme bedeutet fiir
Farbmischungen, dass bei proportionaler Verdnderung der objektiven Inten-
sitdt zweier Lichtgemische die Farbengleichheit erhalten bleibt. Das erinnert
an das Unterkapitel 1.4 und den 2. Satz von Grassmann. Wie dort erwéhnt,
hat Schrodinger darauf hingewiesen, dass diese Annahme in manchen Expe-
rimenten widerlegt wurde.

Es kann sein, dass zwei farbige Objekte rot und blau im Sonnenlicht gleich
hell wahrgenommen werden, aber im Dammerlicht nicht. Zum Beispiel sind
solch blaue Autos abends besser zu sehen als rote. Diese Helligkeitsverschie-
bungen werden als das Purkinjesche Phdnomen bezeichnet (Siehe Abbildung
1.14).

Dennoch kann in gewissen Grenzen angenommen werden, dass eine von

2, 3 und dann 4 Gliihlampen beschienene Fliche als 2, 3 bis 4 mal so hell
wahrgenommen wird. Diese damit beschriebene Additivitat der Helligkeit re-
sultiert nicht direkt aus den Farbgleichungen ([Schr63|, S. 491). Auch wird
das Purkinjesche Phdnomen bzgl. unterschiedlichem Hellempfinden im Tag-
und Nachtsehen nicht beriicksichtigt. Schrodinger nimmt die Linearitéit der
Helligkeitsverdnderung als Naherung an, da diese bei mittleren Lichtverhalt-
nissen zu beobachten ist. Rechnerisch bedeutet dies, dass h eine homogene
Funktion ersten Grades ist und demnach der Eulersche Satz anwendbar ist:

b= oh ta Ooh o 8h_
0x, 0o 03

Verwenden wir hier (2.8), dann ergibt sich

3
h
h=>Y Y Aguwizp brw. A=
=t k= > > GikTiTk

i=1 k=1
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Setzen wir A in (2.8) ein, formen diese Gleichung um und integrieren 2, dann

erhalten wir

3
Z gilZ;
8111 h i—1
= = [=1,23. 2.9
axl 3 b b ) ( )
9ikTi T
i=1k=1

Das sind drei Gleichungen, die In h bis auf eine additive Konstante und A bis

auf einen unwesentlichen Proportionalitatsfaktor bestimmen.

Somit haben wir ein Maf fiir die Helligkeit definiert. Um es konkret anzu-
geben, miissten die Komponenten des Metriktensors (g;;) fiir den gesamten
Farbenraum experimentell bestimmt werden. Dazu miissten somit zu allen
Farben Messdaten erstellt werden. Eine solche praktische Herangehensweise
ist offensichtlich nicht erfolgsversprechend, weshalb noch weitere theoretische
Annahmen getroffen werden miissen. Schrodinger stellt einen Ansatz fiir die
Bestimmung des Linienelementes auf ([Schro3], S. 495). Empirische Bestim-
mungen der Unterschiedlichkeitsempfindungen wurden von Mac Adam und
Brown (siehe Kap. 2.10) und anderen ([Wys]|, S. 319) erst ab 1942 erfolgreich
durchgefiihrt.

Bevor wir uns der weiteren Theorie von Schrédinger widmen, beantworten
wir die am Schluss von Abschnitt 2.3 offen gebliebene Behauptung, dass der

Ansatz von Helmholtz zu einer nicht haltbaren Helligkeitsfunktion fiihrt.

Setzen wir in die Gleichung (2.9) die speziellen Werte (2.4) aus dem An-

satz von Helmholtz ein, so ergibt dies

dlnh 1

i=1,2,3.

Die Kurven gleicher Helligkeit bei Anwendung des Helmholtzschen Linienele-
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ments werden daher beschrieben durch

h = c/x 2923, (2.10)

wobei ¢ eine Konstante ist. Jedoch sind diese Kurven empirisch nicht haltbar.
Schrodinger bezeichnet diese Helligkeitsfunktion bei einer Helligkeitsvertei-
lung des Sonnenspektrums als ,scheufilichen Kamelriicken* ([Schr63], S. 493),
da die Extremstellen im Verleich zu den Messdaten an den falschen Stellen

zu stark ausgeprigt sind.

Der zweite Grund, weshalb der Ansatz nicht haltbar ist, liegt in der Ei-
genschaft der Helligkeit begriindet, dass sie sich anndhernd additiv verhélt:

h(xy, g, x3) + h(x], b, %) = h(xy + 27, 22 + 25, 3 + 25). (2.11)

Dies ist fiir die Funktion (2.10) klarerweise nicht erfiillt. Helmholtz selbst hat
Versuche mit einem Farbkreisel durchgefithrt und falsch interpretiert und
daher die Additivitdt der Helligkeit bezweifelt. Die richtige Interpretation
von Schrodinger der Farbkreiselversuche steht dagegen nicht im Widerspruch
zur Additivitat der Helligkeit. Dies werden wir in Abschnitt 2.8 noch genau

vorfiihren.

2.6 Theoretischer Ansatz fur das Linienelement

Da bis um 1920 erst zwei bekannte Farbmessungen bzgl. des Linienelements
durchgefiihrt und verdffentlicht wurden, die noch nicht ausaggekréftig genug
waren, hat Schrodinger ([Schro3], S. 491) fiir das Linienelement einen theo-

retischen Ansatz entwickelt, der durch Messungen nachzupriifen ist.

Im letzten Abschnitt haben wir erwidhnt, dass die Helligkeit eine anné-
hernd additive Eigenschaft (2.11) der Farbe ist. Durch partielles Differenzie-
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ren dieser Gleichung folgt

Oh Oh

8—:Q<x1’x2’x3): 8—m(x1+:c'1,az2+:c'2,x3+x§,), 1=1,2,3.
Die drei Differenzialquotienten 0h/0x; sind somit konstant, da die beiden
Wertetripel beliebig gewéhlt wurden. Die Funktion A ist daher homogen und

linear

h(x1, o, x3) = a1 + asxs + azxs.

Diese Form bleibt durch eine lineare Transformation, also durch Anderung

der Eichfarben, unveréindert. Die Ebenenschar der Isolychnen erfiillt

a1xy + aoxo + asrs = ¢ (2.12)

Nach Abschnitt 2.5 miissen die Ebenen dieser Schar im Riemannschen Sinne
orthogonal auf 07 stehen.

Nun bildet die Transformation ¢ mit

Ci(21) Vit
((X) = Ca(2) = Va2
C3($3) \/m
Radienvektoren in Radienvektoren ab und die Ebenenschar (2.12) wird in die

Kugelschar

Gi(@1)? + Golx2)? + Ga(a3)? = ¢
verwandelt. Der euklidische Abstand im (-Raum bleibt daher erhalten.

Mittels dieses theoretischen Ansatzes kann Schrodinger nun folgenden

Ansatz von Wolfgang Pauli ([Schro3], S. 495) verwerfen:

da? da? da?
4G (1) + Gla2)? + G(23)%) = ar— + ap—2 + az—=2 = ds”.
T T2 T3
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Wenn némlich zwei verschiedene Farben gleicher Farbarten nur in der Inten-

sitdt gedndert werden, so ist

dl’l = €T, d.TQ = €X2, dﬂfg = €T3 1= 1, 2,3, e 1.

Daraus ergibt sich der Abstand

ds = ex/a1x1 + asxs + asws.

Fiir ein konstantes € ist ds aber nicht konstant, was das Fechnersche Gesetz
jedoch verlangt. Um zu einem brauchbaren Ergebnis zu kommen, verwen-
det Schrodinger, dass die Isolychnen, wie man aus der Differenzialgleichung
(2.6) erkennt, sich nicht &ndern, wenn dem Linienelement eine bestimmte
Koordinatenfunktion als Faktor hinzugefiigt wird. Wird fiir diesen Faktor
die reziproke Helligkeit

1
a1T1 + Q9T + A3T3

gewihlt, so sind fiir alle Farben und nicht nur fiir die gleiche Farbart, die
Fechnerstufen konstant.
Damit ist nun das Linienelement vollstdndig bestimmt; und zwar ist der

Maftensor

Q;
9 = a1x1 + asxs + asxs
1 d d d
ds? — (“1 T D02 4 xi‘”) . (2.13)
121 + A% + a3x3 1 T2 T3

Die Konstanten a; sind experimentell zu bestimmen, so dass

h = a1x1 + asxry + ases

die Helligkeit der Farbe (xy, x9, x3) misst. Dieses Linienelement (2.13) beriick-

sichtigt die mit der Erfahrung iibereinstimmende Helligkeitsfunktion und das
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Fechnersche Intensitéitsgesetz mit derselben Konstante fiir alle Farben. Da es
gegen lineare Transformationen der x; nicht invariant ist, ist jede Form in

die es iibergefiihrt wird, ein moglicher Ansatz.

2.7 Empfindlichkeit des Farbunterschiedes von
Spektralfarben

Um iiber die Bedeutung eines theoretischen Ansatzes etwas sagen zu kon-
nen, sind empirische Vergleichswerte heranzuziehen. Als Erfahrungskontrolle
hat Schrodinger ([Schro3], S. 496) die Farbunterschiede der Spektralfarben
genauer analysiert. Er war auf die wenigen Datensitze angewiesen, die es zu
seinen Lebzeiten gab. Er hat aus dem Ansatz des Linienelements, welcher
sich auf alle Farben bezieht, einen speziellen fiir Spektralfarben abgeleitet,
und diesen anschlieffend mit den experimentellen Resultaten seiner Zeit kon-

trolliert.

Ausgehend von einem Punkt eines Spektralreizes der Stelle A\ schreitet
man entlang der Spektralwertkurve zu einem nahen Punkt des Spektralreizes

zur Stelle A + d). Die Koordinaten zweier benachbarter Farbtone sind

T Ty + dx
Sy=| z und  Sipan = | 22+ day
T3 T3 + dl‘g

Das Linienelement soll jedoch aus diesen beiden Koordinaten bestimmt wer-

den:

(14 €)zy r1 + dxy
Sy = (1+e)xy |, Shpdr = | @9 +dxs |,
(1+€)xs T3 + dxs

denn die beiden zugehorigen Spektralfarben sollen stets unterscheidbar sein,

auch wenn der Helligkeitsunterschied anndhernd um den Wert ¢ = dlnh
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ausgeglichen wird. Daher ist

(14 €)x; — (z; + dx;) = ex; — dx; = x;dInh — du,

und fir das Linienelement erhalten wir somit

3
ds’ = gi(ridInh — da)(zpdInh — day)

ik=1

3
ZT; T
= E ik TiTpdIn —dIn —.
ik:lgkl‘l‘k Ilh Ilh

Beriicksichtigen wir den Ansatz (2.13), dann gilt

2 _ a1y < ﬁ) A2T2 < ﬂ) a3x3 ( ﬁ) .
ds . dlnh + . dlnh +—h dlnh mit

h = a1z, + aszs + azxs.

Dabei sind z; und daher auch A Funktionen von A. Die Ableitung nach A

(mit einem Strich bezeichnet) ist

azy [Ty W 2 asxs [T N 2 asrs (x5 W 2
ds = — | — — — — = - — — = ——] dA\.
’ \/ h (xl n) T \m T w) T \& T

Die Primérfarben werden nicht an Weifs normiert, sondern die Primér-

farben sollen gleichhell erscheinen oder in Mischungen den gleichen Hellig-
keitswert haben. Das heifst die Primérfarben der Farbtests miissen auf diese
Eigenschaft umgerechnet werden. In diesem Fall sind alle a;, 7 = 1, 2, 3, gleich
1. Die Helligkeitsfunktion ist daher

h:x1+x2+x3.

Das Linienelement wird im allgemeinen Fall zu

1 (dz?  da?2  da?
de? = = [ ==L 4 2, 3
s h ( I + i) + XT3 ’
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im obigen speziellen Fall zu

TN T AN N N A N 2
ds = |2 (T ) (T2 MY Tt g
’ \/h (:cl n) T\ w) Th\e

Werden die empirischen und rechnerischen Werte verglichen (siche Abbil-

dung 2.7), so sind die Ergebinsse enttduschend weit voneinander entfernt. Bei
einer graphischen Darstellung der beiden Werte erkennen wir jedoch einen
dahnlichen Verlauf der Unterschiedlichkeitsempfindung im Spektrum. Die Ex-
tremstellen der beobachteten Werte sind gegeniiber den rechnerischen Wer-
ten in Richtung niedrigerer Wellenlénge verschoben. Dann sind die Verldufe
der beiden Kurven nicht weit von einander entfernt. Der Hochpunkt der
berechneten Werte ragt aber trotzdem weit iiber den beobachteten Hoch-
punkt hinaus. Jedoch kann man das Ergebnis insofern positiv beurteilen,
als die Ausgangssituation der Theorie unabhingig von Messdaten und einer
allgemeinen Normierung war. Keine einzige Zahl wurde fiir die theoretische
Rechnung direkt beniitzt, und selbst die zugehorige Lage der Primérfarben

im Vektorraum ist nicht festgelegt.

2.8 Farbkreiselversuch

In der langen Geschichte der Farbtheorie versuchte man stets, Theorien durch
empirische Farbversuche zu belegen. Allein, dass bis heute noch farbmetrische
Fragen offen sind, zeigt, wie schwierig es ist, Farbversuche sinnvoll zu planen
und richtig auszuwerten. Oftmals waren Messwerte zu sehr fehlerbelastet,
da ausschliefslich das menschliche Auge ohne jegliche technische Unterstiit-
zung von Photometern die einzigen Messdaten lieferte, wodurch sich leicht
auch gravierende Fehler einschleichen kénnen. Im rein analytischen Uber-
denken von solchen praktischen Versuchen kann daher ein anderer Zusam-
menhang entdeckt werden, als zuvor angenommen wurde. So ist es, wie wir
bereits erwiahnt haben, Schrédinger ergangen, als er den Farbkreiselversuch

von Helmholtz mit seinen aus rein theoretischen Uberlegungen stammen-
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IR
3F o o beobachtet
~c X berechnet
2F ¢
\0 o : x
X '
\é X o)
3 \e o x
7 820 \ -
*—9

i i | 4 1 1 1 1 i 1
A 640 620 600 580 560 540 520 500 %80
Fig. 2.

Abbildung 2.7: Grafische Darstellung der berechneten und beobachteten Daten
d\ fiir Spektralfarben. (Schrodinger hat die Skala der Wellenldnge entgegengesetzt
dargestellt.)

den Resultaten interpretierte ([Schro3], S. 500). Helmholtz bemerkte nicht,
dass sein Versuch, wie implizit angenommen, keine Aussage iiber einen Hel-
ligkeitsvergleich zwischen zwei Farben ergab, sondern einen Versuch fiir die
Einstellung auf grofite Ahnlichkeit zweier Farben darstellt. Dies hat Schro-

dinger festgestellt und auch bewiesen.

Wie wird dieser Versuch genau durchgefiihrt? Man geht von zwei Far-
ben A und B aus und bezeichnet ihre Farbmischung mit C'. Die Scheibe des
Kreisels wird bis auf einen Sektor des Winkels o’ & 3, 5° —7° mit der Farbmi-
schung C gefiarbt. Der freigebliebene Sektor wird in einem inneren Ring R;
mit der Farbe A gefirbt und im duferen Ring Ry wird dieser Sektor nochmals
mit einem zweiten Winkel 5 < o' geteilt. Der eine Teil bleibt schwarz, der
andere, innerhalb ', wird mit B geférbt (siehe Abbildung 2.8).
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C! a
I .
c" ol
Schwarz
Abbildung 2.8: Farbkreisel
Fiir die Mischfarbe C' gilt
C=)NA+uB, A+ p =1 (2.14)

Die Koeffizienten A und p sind brauchbarer, wenn sie in Beziehung zu den
Winkeln der Kreisscheibe stehen. Wir konnen uns vorstellen, dass die Misch-
farbe C' durch Rotieren zweier Sektoren A und B zustande kommt. Es ist
also unwesentlich, ob die Farbmischung C' aufgetragen wird, oder ob dieser
Sektor durch den Winkel ) geteilt und mit der Farbe A und B coloriert wird.
Die Winkeldifferenz 2w — o/ bezeichnen wir mit /. Die Koeffizienten A und
i lassen sich dann aus diesen Winkeln umrechen:

N

ot — o’

27 — o/

Der Winkel o’ sei nun fest und 5 wird so lange variiert, bis die beiden
Farben beim Rotieren in den Ringen C’" und C” des Kegels moglichst wenig
unterscheidbar werden. Helmholtz nahm an, dass dies eine Einstellung auf

gleiche Helligkeit sei. Dann wiirden Farbverinderungen von A und B mit

a/ ﬁ/
A= A d pB= A
“ m—ao p 2r — 3
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die Helligkeit der Mischung C' in einem gleichbleibenden Verhéltnis verén-
dern. Die Annahme ist dabei, dass die Helligkeiten generell eine additive
Eigenschaft besitzt. Die Helligkeiten von A und B miissten sich fiir jede Farb-

mischung C' reziprok verhalten, wie die Zuwéchse a zu 8 bzw. die Winkel o/

zu 3

WA BB
h(B) «a o

Dies tritt aber nicht ein. Schrédinger zeigt formal, dass das Winkelverhalt-
nis g—: nicht mit dem Verhéltnis der Helligkeiten {ibereinstimmt, da letzteres

nicht konstant ist.

Betrachten wir den Sachverhalt nun geometrisch-anschaulich. Wegen (2.14)
liegt C' auf der Verbindungsgerade von A und B. Die Mischfarbe C wird zwei-
mal verdndert: Die Farbe des inneren Rings C’ ist die Mischung von C' und
A:

C'=C+ aA.

Analog gilt fiir die Farbe des adufieren Rings C”:

C" = C + BB.

Dabei ist C” mit dem variierenden Winkel 8’ so zu wihlen, dass es mog-
lichst dhnlich wahrgenommen wird und zugleich im Vektorraum natiirlich
moglichst nahe C” ist (sieche Abbildung 2.9).

Wir legen um C’ ein Ellipsoid, das die Gerade C'C”, die parallel zu OB
ist, in C” beriihrt. C” ist im Allgemeinen nicht gleich hell wie C’. Nur im
Grenzfall C' = B sind die Richtungen O? und CC” identisch wie bei einem

gewohnlichen Helligkeitsversuch.
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Abbildung 2.9: Vektordarstellung des Farbkreiselversuchs

Rechnerisch ergibt sich bei der Annéherung von C” an C’ folgendes: Ist
Ay, Y2, y3), B(21, 22, 23) und C (1, 22, 3), dann gilt

T = \Y; + pzi

Die Koordinaten von C’ sind x; + ay;, die von C” sind x; + [z;, so dass der
Vektor C'C” die Koordinaten z; — ay; (i = 1,2, 3) hat. Die Gerade C'C” ist
konjugiert zur Tangente des Ellipsoids mit der Richtung CC”. Daher gilt

3 3

Z Z ai(Bz — ay;)z, = 0.

1=1 k=1

Das Helligkeitsverhéltnis der festen Farbe A zur variierenden Farbe B be-
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rechnet sich daraus zu

NEE
NEE

QikYiZk

Sl
T
I
ﬂ.

I

ik Zi 2k

.Mw
[M]es

@
Il
—_
=
Il
—_

wobei die a;; die Tensorkomponenten bzgl. C’ sind. Setzen wir nun das von

Schrodinger entwickelte Linienelement ein:

azk:(),z;ék:
1

zi(z + xo + x3)

Qi =

Daraus folgt

T It 22gy 4 By (2.15)
z <1 2072 T3 3

é ot 2y + 2y
«

Im oben genannten Grenzfall C' = B, also x; = z;, gibt das Verhéltnis
(2.15) tatséchlich das Helligkeitsverhéltnis an. Andernfalls konnen wir nicht
davon ausgehen. Je stirker die variierte Farbe B mit z; von der Farbmi-
schung C' mit z; abweicht, um so mehr Einfluss hat diese auf die Helligkeit.
Die Verhéltnisse der Gewichtsfaktoren z;/z; iiberwiegen und es gibt keinen

konstanten Verlauf eines festen Helligkeitsverhéltnisses.

2.9 Ein Mall der Verschiedenheit zweier Farben

Bisher haben wir die Farben grofiter Ahnlichkeit gesucht, um die méglichst
kleinen Farbabstinde nach der Wahrnehmung des individuellen Auges be-
stimmen zu konnen. Das heifst, wir haben bisher das Linienelement stets in
differenzieller Form beniitzt. Nun wollen wir die Verschiedenheit von stark

ungleichen Farben mittels dem Linienintegral der kiirzesten Verbindungslinie
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messen und das Ergebnis mit den praktischen Versuchsresultaten vergleichen.

Wir gehen von zwei sehr unterschiedlichen Farben aus, dabei soll die eine
Farbe F fest und die andere Farbe F’ veranderlich sein ([Schr63|, S. 505).
Die beiden zugehorigen Richtungsvektoren sollen also in sehr unterschiedliche
Richtungen zeigen. F’ wird entlang seines Ortsvektors in einen neuen Punkt
F" verandert, der F' am néchsten liegt. Dazu legen wir aus F' das geodétische
Lot auf den Vektor (ﬁ und erhalten als Fulspunkt £

Sind F und F” nun gleich hell, d.h. liegen diese beiden Punkte auf der-

selben Isolychne

a7 + asxy + azrs = c? (2.16)

Wir wihlen ein Koordinatensystem, so dass a; = 1 fiir ¢« = 1,2, 3 gilt, und

wenden dann die Transformation

G=+vx, i=12.3 (2.17)

an, wie in Abschnitt 2.6.

Die Distanz zweier Farben ist

dC? + d¢2 + d¢2
ds? — 4 C12+ sz + 2C3.
G+ G+ G
Nimmt man vorteilhaft das Koordinatensystem der (; als rechtwinkelig an,

herrscht Kugelsymmetrie um den Nullpunkt.

Die geodétische Linie zwischen zwei allgemeinen Farbpunkten ((Y) =: Y*
und ((Z) =: Z* im (;-Raum ist daher eine Kurve in der Fliche OY™*Z* (siehe
Abbildung 2.11). Betrachten wir in der Ebene OY™*Z* das Polarkoordinaten-
system 7, p, dann ist der durch dr und dy bestimmte Ausdruck ds* immer

derselbe und von der Lage der Ebene unabhingig. Wahlt man speziell die
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Abbildung 2.10: Die geoditische Linie zweier Punkte ist im (-Raum ein Kurven-
abschnitt einer logarithmischen Spirale (links) und eine geradlinige Strecke in den

Variablen ¢ und Inr (rechts).

Ebene (3 = 0, so ist die geoditische Linie zwischen zwei Farbpunkten festge-
legt durch

d2
d§:4(%%+dﬁ):4ﬂdmm2+@ﬂ. (2.18)

Wir erkennen daraus, dass in den Variablen ¢ und Inr die geoditischen
Linien geradlinig sind, also im (;-Raum ebene, logarithmische Spiralen mit
der Asymptote in 0 beschreiben (Siehe Abbildung 2.10). Betrachen wir das
Verhiltnis

p—y" g

Y—¢ I

T

wobei ¢ und r variabel sind und ¢’, ' die Polarkoordinaten von Y und ¢”,

" die von Z sind.
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Wir unterscheiden zwei Falle:

a)

()0/ — ()0// ,r,/ % ,r,//

dann ist ¢ konstant. Die geodétische Linie ist daher sowohl im ¢;-Raum
als auch im z;-Raum eine Gerade durch den Ursprung, da unter der
Transformation (2.17) feste Verhéltnisse erhalten bleiben. Die Farbab-
stufungen sind reine Helligkeitsabstufungen entlang der Geraden durch

den Ursprung.

SO/ % SO/I 7,/ — ,r,l/
dann ist r konstant, und die logarithmische Spirale in der Ebene OY*Z*

wird im (;-Raum zum Grofkreis einer Kugel ¥* mit der Gleichung

G+E+G=c

Diese wird im z-Raum auf die Isolychne 3 (2.16) abgebildet und die
geodétische Linie zwischen zwei gleichhellen Punkten (da r = c¢) ist
eine ebene Kurve auf der Isolychne. Da jeder Farbvektor orthogonal zu
den Isolychnen im Riemannschen Sinne steht, bildet jene ebene Kurve

das gemeinsame geoditische Lot zweier beliebiger Farbvektoren.

Die oben gestellte Frage, ob der Fukpunkt F” und F auf der selben Iso-

lychne liegt, ist somit mit ja zu beantworten. Dies gilt sowohl fiir gerade

unterscheidbare Farbenpaare als auch fiir stark verschiedene Farben.

Aus der Gestalt des Linienelements lisst sich auch ablesen, dass die Mak-

bestimmung auf den isolychnen Kugeln ¥* des (-Raumes mit der iiblichen

euklidischen Mafsbestimmungen iibereinstimmt. Sie entspricht also der sphé-

rischen Geometrie. Dabei andert sich aber klarerweise der Mafstab mit dem

Kugelradius, der jeweils die Lingeneinheit festlegt. Das Mak der Verschieden-

heit zweier ungleicher Farben Y, Z wird durch die Lénge der geoditischen

Linie zwischen ihnen geliefert. Sind die Radien 7/, " und die Winkel ¢', ¢
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der beiden Farbvektoren in der durch den Ursprung gehenden Ebene bekannt,

so ist es gegeben durch

Z Z Int 2 z
/ ds:2/ V(dInr)? + dp? = 2 T +1~/ dy
Y Y Y= Y
2 2
_ 2
= (ln ﬁ) +4(p" — ¢')2.

Dieses Mals setzt sich aus zwei Komponenten zusammen. Zum einen sind die

Langenverhéltnisse der Farbvektoren im (-Raum mafgebend fiir den Hel-
ligkeitsunterschied und zum anderen wird der Farbartunterschied von den
Winkeln beeinflusst.

Die Umrechnung auf die urspriinglichen Koordinaten Y (y1,¥2,ys),

Z(z1, 72, z3) geschieht folgendermafen: Man nimmt deren Helligkeiten als

hyzzyi, hzzzzi

an, so gilt

h, =17 h,=1", arccos VLAt Vit JsEs o — .

Vhyh-

Damit erhilt man fiir das Verschiedenheitsmafs den Ausdruck

z 2 2
/ ds = (111 E) + 4 | arccos VY12 T V22 VYsZs '
Y hy N

Ein anschauliches Verstdndnis bekommen wir, wenn wir den Verlauf die-
ser geoditischen Linien kennen. Dafiir ist es hilfreich, die Inverse der (-

Transformation zu betrachten. Die Koordinatenebenen (; = 0 werden in die
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Koordinatenebenen z; = 0 abgebildet. Ist nun die Ebene Y*Z*O, auf welcher

die geodétische Linie von Y*Z* verlauft, gegeben durch

a1C1 + asCe + azCs = 0,

so entspricht ihr im z-Raum der Ausdruck

ai\/r1 + A2/ T2 -+ a34/ T3 = 0.

Durch quadrieren folgt

2 2 2
a1 = 5T2 + a5T3 — 2a2a3+/T2T3

2
(a%xl — a3z — a?,,xg) = dasa3ryTs.

Diese Gleichung beschreibt einen quadratischen Kegel mit der Spitze im
Ursprung. Die Kegelflichen des z-Raumes mit der Spitze in 0 werden im (-
Raum auf die Ebenen durch 0 abgebildet (Siehe Abbildung 2.11.). Farbvek-
toren des x-Raumes liegen innerhalb dieses Kegels. Der Schnitt mit den Ko-

ordinatenebenen ergibt stets doppelt zu zihlende Geraden. Z.B. fiir 1 = 0:

(a%xg — agl’g)z = 0.

Dies zeigt, dass der Kegel alle drei Koordinatenebenen beriihrt.

Eine isolychne Ebene

T+ Ty +ox3==¢C

geschnitten mit den drei Koordinatenebenen ergibt ein gleichseitiges Spur-
dreieck. Ein solches kennen wir bereits aus der Farbtafel mit den Eckpunkten
R, G, B. Innerhalb dieses Dreiecks liegt die Schnittkurve des Farbvektorke-
gels mit der Isolychne. Dieser Kegelschnitt kann daher nur eine Ellipse sein
und ist geodétisch, da diese in der Isolychne liegt. Die kiirzeste Farbreihe der
beiden Farbpunkte Y und Z auf der Farbtafel ist ein Ellipsenbogen.
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Hiermit haben wir ohne Rechnung einen Uberblick iiber den Verlauf der
geodétischen Linien auf der Isolychne erhalten. Es ist die Menge aller inner-

halb des Farbdreiecks eingeschriebenen Ellipsen.

Abbildung 2.11: Die Ebene 0Y*Z* im (-Raum wird unter der inversen (-
Transformation in einen Kegel im z-Raum abgebildet durch Y, Z mit Spitze in

0. Die Kugel ¥* wird unter selbiger Abbildung auf die Isolychne ¥ abgebildet.

Durch jeden Punkt und vorgegebener Ausgangsrichtung innerhalb des
Farbdreiecks, lasst sich eine eindeutige geodétische Linie bestimmen. Es ist
eine Ellipse tangential zu den Dreieckseiten. Somit sind die notwendigen fiinf
Angaben fiir einen eindeutig bestimmten Kegelschnitt, also ein Punkt und

vier Tangenten, gegeben.

Wir sind bisher von einigen besonderen Annahmen ausgegangen: Z.B.
der eines rechtwinkeligen Koordinatensystems und der von Isolychnen, deren

Farbdreieck gleichseitig ausgefallen ist. Diese Beschrinkungen sind fiir eine
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allgemeine Aussage unwesentlich, da die Beriihrbedingungen gegeniiber li-
nearen Transformationen invariant sind. Daher kénnen wir nach dieser Theo-
rie allgemein formulieren, dass die kiirzesten Ubergangsreihen zwischen zwei
gleichhellen Farben in jedem beliebigen Farbdreieck (die Grundfarben miis-
sen nicht gleiche Helligkeit aufweisen) auf eingeschriebenen Ellipsenbogen

liegen.

Fiir zwei ungleiche Farben mit unterschiedlichen Helligkeiten gibt nach
(2.18) die Formel

ds = 2+/(dsInr)2 + dyp

das allgemeine Verschiedenheitsmaf an. Setzen wir die x;- Koordinaten ein, so
erkennt man nicht leicht den Verlauf dieser Geodéten. Mehr Klarheit gewinnt
man, wenn man die obige Differenzialgleichung analysiert. Das Verschieden-
heitsmak ds setzt sich, wie bereits erwihnt, aus zwei Teilen zusammen. Die
Helligkeitsverinderung dInr (= %dln h) und die Reizartdnderung dy sind
entlang der geodétischen Linie einander proportional. Entlang der zweiten
Anderung wird die Helligkeitsinderung gleichmifig aufgeteilt. Die geodiiti-
sche Linie zweier verschiedener Farbpunkte kann man folgendmafen bestim-
men: Zuerst ermittelt man den geodétischen Ellipsenbogen der Reizartstufen
in einer Isolychne und variiert diesen durch einen konstanten Bruchteil der

ebenunterscheidbaren Helligkeitstufen ungeénderter Reizart.

Durch diesen theoretischen Ansatz Schrodingers sind wir am Ziel ange-
kommen. Wir haben einen Farbraum mit einer Riemannschen Metrik erhal-
ten, dessen Farbabstinde an die Wahrnehmung des Auges angepasst sind.
Dies war moglich, indem anfangs eine Farbe eines Farbenpaares auf gleiche

Helligeit angepasst wurde.

Es wire auch moglich, eine Farbmetrik zu definieren, wenn der Ansatz

auf gleichen Farbton oder gleiche Sattigung ausgerichtet ist. Wie diese Vor-
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gangsweise aussehen konnte, ist in einer Auflistung von Rainer Zwisler genau
angegeben. Aus dieser ist auch eine Definition der drei Qualitidtsmerkmale
von Farben: Helligkeit, Farbart und Sattigung im Verstindnis des geome-
trischen Farbraumes zu entnehmen. Weitere Eigenschaften des Farbraumes

werden dadurch hervorgehoben.

Auflistung von Zwisler [Zwis:

o Helligkeit (brightness): Je weiter ein Punkt X vom Ursprung entfernt
ist, desto heller wird er empfunden; ist die Entfernung zwischen zwei
Punkten X und Y entlang einer geoddtischen Linie minimal, erschei-
nen die beiden zugehorigen Farben gleich hell. Hdlt man nun den Punkt
fest, lisst sich auf jedem Strahl vom Ursprung weg ein Punkt finden, der
bei gleicher Entfernung zum Ursprung minimal vom Punkt entfernt ist.
Alle derartigen Punkte zusammen definieren eine Oberfidche im Farb-
raum, die als Kontur gleicher Helligkeit aufgefasst werden kann. Dieses
Verfahren ldsst sich fiir verschiedene Entfernungen zum Ursprung und

somit fiir verschiedene Helligkeiten durchfiihren.

e Farbart (hue): Auf einer Oberfliche gleicher Helligkeit lassen sich nun
Linien gleichen Farbtons bestimmen, die alle ihren Ursprung am Punkt
haben, der einem achromatischen Reiz mit der entsprechenden Hellig-
keit entspricht. Diese Linien lassen sich wiederum fiir verschiedene
Helligkeiten ermitteln; alle diese Linien zusammen bilden dann eine

Kontur konstanten Farbtons.

e Sittigung (chroma): Auf einer Oberfliche konstanter Helligkeit lassen
sich aber auch Linien gleicher Buntheit bestimmen; hierbei handelt es
sich um konzentrische Riemannsche Kreise, deren Ursprung wieder im
Punkt liegt, der den achromatischen Reiz entsprechender Helligkeit ent-

spricht.



2.10. MAC ADAM ELLIPSEN 91

2.10 Mac Adam Ellipsen

Die bisher vorgestellte Theorie Schrodingers zur Beschreibung eines gekriim-
mten Farbraumes fand zu seiner Zeit wenig Beachtung. Zum einen ergaben
die experimentellen Resultate damals nur eine miRig gute Ubereinstimmung
mit seinen theoretischen Ergebnissen. Diese waren nicht sehr umfangreich
und noch dazu mit Messfehlern behaftet. Zum anderen fand man keine un-
mittelbare Anwendung der héheren Farbtheorie und daher wurde diese als
Liebhaberwissenschaft etwas verdringt. Generell wurde die klassische Psy-
chophysik ziehmlich abgetan, wogegen in der Gegenwart ein starkes Anwach-

sen des Interesses festzustellen ist.

Erste Weiterentwicklungen nach Schrodingers Verdffentlichung ergaben
sich durch die systematische Untersuchung der Ellipsen fiir Farbreize von
David L. Mac Adam 1942 ([MacA]|, S. 33). Er konnte wéhrend des zwei-
ten Weltkrieges bei der Firma Kodak genaue Messungen durchfiihren. Diese
Messreihen zielen darauf ab einen Zusammenhang zwischen der Wahrneh-
mung des Unterschiedes zweier Farben und einem geometrischen Farbabstand
- bzgl. der Farbtafel des CIE- Farbraumes von 1931 - herzustellen.

Das Experiment verlduft in erster Linie wie die Farbanpassungsversuche
aus Abbildung 1.6. Unter einem Sehwinkel von 42° sieht eine Testperson den
Umfeldreiz der Normlichtart C' mit einer Leuchtdichte von 24 cd/m?. Das
geteilte Testfeld wird unter 2°-Entfernung' mit einer Leuchtdichte von 48
cd/m? beleuchtet. Eine Hilfte des Testfeldes wird durch einen Standardreiz
ausgeleuchtet, welcher eine Mischung aus den drei genormten Primérreizen
ist. In die zweite Hélfte des Testfeldes wird eine Farbmischung der selben
Primérreize projiziert. Der Beobachter kann durch Drehen an einem Kon-
trollknopf den Farbreiz verindern, wihrend dieser entlang einer Geraden im
CIE 1931 (z, y)-Farbdiagramm variiert und die Helligkeit bei 24 cd/m? kon-

!'Das bedeutet eine 1 € Miinze in der Entfernung von ca. 52 cm zu betrachten.
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stant bleibt. Die Testperson dndert den variablen Farbreiz so lange, bis ein
gerade wahrnehmbarer Unterschied bemerkt werden kann. Dieser Vorgang
wird mehrmals an 25 fixen Farbreizen entlang unterschiedlicher Farbartrich-
tungen in der Farbtafel wiederholt. Bei jedem Versuch wird die Distanz zwi-
schen dem variablen und dem fixen Farbort notiert. Es zeigt sich, dass die
Punkte der Schwellenwerte anndhernd auf einer Ellipse liegen (Abbildung
2.12). Die Darstellung 2.13 zeigt alle 25 Ellipsen in der CIE-Farbtafel. Man

beschreibt diese sogenannte Diskriminationsellipse durch die Gleichung

g11dz” + 2g1adady + geody® = 1.

0326 . s -
s
- _.H{.i'f' f/; —
. el v
‘\ e _//fi’
0.324 .~ ¥ i
. A i f
¥ =¥y - - - == == - —1 = -
_ oS
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03z | [ 70 3 N> 4
[l T A -
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Abbildung 2.12: Diskriminationsellipse von Mac Adam

Dabei sind dx und dy die jeweiligen Koordinatendifferenzen der Schwellen-
punkte zum Ellipsenmittelpunkt. Die Koeffizienten g;, werden aus den Mess-
werten berechnet. Mac Adam und Silberstein ([Wys|, S. 308) schliefsen aus
ihren Analysen, dass die Daten bzgl. des Abstandes zum festen Farbreiz nor-
malverteilt sind. Diese Normalverteilung ist in jedem Farbanpassungsversuch

durch die Standardabweichung (o, 0,) und den Korrelationskoeffizienten p
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Abbildung 2.13: Mac Adam Ellipsen im CIE Diagramm. Die Achsen der Ellipsen

sind 10-fach vergrofert.
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bestimmt. Aus diesen, von einem Farbreiz zum anderen variierenden, Werten

werden die Koeffizienten g;, folgendermafsen berechnet:

1 p 1
g1 = 702(1 2y g2 = —crxay(l 2y Go2 = 705(1 — )

T

Die Haupt- und Nebenscheitel a und b sowie der Neigungswinkel ¢ der Dis-
kriminationsellipsen in allgemeiner Lage, konnen dann aus den g;; einfach

bestimmt werden

2912
g1 — g2
Dabei ist ¢ < 90°, wenn g1 < 0 und ¢ > 90°, wenn g5 > 0. Weiters gilt

tan2p =

1
i go2 + g12 cot ©,
1
e g11 — g12 cot .

Umgekehrt konnen die Koeffizienten g¢q1, g2 und g9 aus dem Haupt- und

dem Nebenscheitel @ und b und dem Neigungswinkel ¢ berechnet werden:

1 9 1 .,
gi1 = —5 COS™ Y + -5 sI” ¢
a

b2
1 1Y\ .
gi12 = (? - b_z) SIn oS
1. 1

go2 = Esm g0+b—2cos ©.
Die Koeffizienten g;; konnen analytisch nicht leicht bestimmt werden, daher
stiitzt man sich auf grafische Verfahren. Nach den erstellten Diagrammen
von Mac Adam (siehe Abbildungen 2.14 bis 2.16) kann man fiir jede Farbart
in der Farbtafel die Komponenten der Maftensoren angenédhert ablesen. Auf
diesen Tafeln sind die Funktionen g;; nach den Farborten (z,y) dargestellt.
Es zeigt sich, dass in allen drei Diagrammen das Gebiet um Blau starke Ver-

anderungen in den Werten aufweist. Man konnte das damit erkliaren, dass die



2.10. MAC ADAM ELLIPSEN 95

Unterschiedsschwellen dort ndher liegen als in anderen Farbgebieten. Doch
sind die Farbabstinde der CIE Tafel nicht an die Farbwahnehmung ange-
passt.

Abbildung 2.14: Komponente g;; des Masstensors

Wird durch diese Farbexperimente und deren Auswertung die theoreti-
sche Vorarbeit Schrodingers bestitigt? Spétere Farbanpassungsversuche er-
gaben Daten von teilweise sehr verschiedenen Diskriminationsellipsen, wo-
durch in den Jahren nach 1960 die ganze Theorie in Frage gestellt wurde.
In neueren Forschungsergebnissen stellte sich jedoch heraus, dass die Ver-
suchsanordnung bis ins kleinste Detail von Bedeutung ist. Zum Beispiel hat
die Versuchsperson einen Lerneffekt in ihrer Farbwahrnehmung (siche Abbil-
dung 2.17). Somit sind unmittelbare Tests fehlerreicher, als Tests mit durch-
geplanten Voriibungen fiir die Testpersonen. Schrédingers Theorie und die
Farbanpassungsversuche von Mac Adam sind nicht nach deren unmittelbaren
Ergebnissen zu bewerten, sondern geben die Richtung fiir die neue Farbme-

trikforschung vor und sind aus diesem Grund von grofser Bedeutung.
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Abbildung 2.15: Komponente 2g;2 des Masstensors

690 bis780

0 a7 07 03 04 05 06 07
) ) .

Abbildung 2.16: Komponente gso des Masstensors
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Abbildung 2.17: Ubungseffekt bei Brown 1957. Ergebnisse der 12 Versuchsper-
sonen. Links sind die Diskriminationsellipsen des ersten Experiments, rechts des

siebzehnten. Man sieht deutlich den Ubungseffekt.

2.11 Farbtafel mit einer einheitlichen Skala

Auch wenn wir die Ergebnisse von Mac Adam soeben relativiert haben, sind
seine weiteren theoretischen Ansétze zu einer Farbtafel mit einer einheitlichen
Farbskala [MacA| sehr beachtenswert. Um einen Farbraum und eine zugeho-
rige Metrik zu definieren und deren Eigenschaften zu analysieren, haben wir
bereits ein Maf fiir die Farbverschiedenheit theoretisch bestimmt. Uns ist
bekannt, dass es Farbbereiche in der CIE-Farbtafel gibt, welche wahrneh-
mungsmafig nicht unterscheidbar sind. Diese Bereiche sind, wie wir wissen,
annidhernd ellipsenformig. Das heiftt, uns fehlt noch eine Anordnung der un-
terscheidbaren Farben, deren Farbabstéinde jener der Wahrnehmung entspre-
chen und deren Farbbereiche fiir jede Farbe stets gleich grof sein sollen. Um
dies zu erreichen transformieren wir die Diskriminationsellipsen in Einheits-
kreise, so dass die Einheit der Farbdifferenz gleich 1 ist (sieche Abbildung
2.18).

Der Winkel w zwischen den neuen Achsen z*, y* ist aus den Tensorkom-

ponenten zu bestimmen

g12
v/ 911922 .

COSWw =
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Fiir die neuen Koordinaten gilt:

v =k /911, Y=k \/g2,

wobei k die Liénge des Ortsvektors (x,y) oder eine giinstig gew#ihlte Kon-

stante ist. Das Linienelement verandert sich nun zu

9 do* \? dz* dy* 2 dy* 2
ds® = + 2 . cosw +
k\/gll k\/gn k\/922 k‘\/gm

1
=12 (guda™® + 2g1ada*dy”™ + giody™) .

Beispiel ([Wys|, S. 312): Der Farbreizbereich um den Punkt (z,y) =
(0,305;0,323) wird so transformiert, dass die Mac Adam Ellipse auf einen
Kreis mit Radius ds = 1 abgebildet wird. Die Komponenten g, sind aus den
Abbildungen 2.14 bis 2.16 zu entnehmen:

g1 = 102-10%,  g1p = —50-10* goy = 53 - 10%,

so dass cosw = _0 = —0,679 und w =132, 8°.

V102 - 53

Interpretiert man nun die transformierte Farbtafel als Riemannsche Fli-
che (sieche Abbildungen 2.19 und 2.20), so kann diese in einen dreidimen-
sionalen euklidischen Vektorraum eingebettet werden, wobei jede Ellipse in
einen Kreis mit gleichem Radius iibergeht. Wir erhalten eine Farbflaiche mit
einer einheitlichen Skala! Diese Fliche wird uniform chromaticity scale sur-
face genannt. Die ebenunterscheidbaren Farbpunkte von einem Farbpunkt F'

liegen alle genau eine Einheit entfernt von F'.
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Die in dieser Arbeit vorgestellte Linienelement-Theorie von Schrédinger
gab einen Anstof fiir weitere Forschungen zur Riemannschen Farbmetrik,
so dass bessere Ubereinstimmungen zwischen den Daten aus den Versuch-
reihen und den entwickelten Formeln erreicht werden. Eine als erfolgreich
anzusehende Uberarbeitung des Helmholtzschen Linienelementes hat W.S.
Stiles 1946 ([Wys], S. 660) vorgestellt. Er modifizierte das Linienelement von
Helmholtz (2.5) nicht so drastisch, wie Schrodinger es tat. Bei den von Stiles
entwickelten Farbtests wird in das 10° monochromatische Testfeld ein zweites
Bild mit einem geringem Wellenléngenunterschied von nur 63 Millisekunden
hineinprojiziert. Aus den Daten dieser Farbtests ergeben sich ebenso Ab-
standsellipsen mit dhnlicher Orientierung wie jene von Mac Adam allerdings
20-fach grofer.

Fiir das Linienelement ergeben sich fiir die drei Reaktionsmechanismen

jeweils verschiedene Weber-Briiche im Vergleich zum Ansatz von Helmholtz:

2 2 2
B
ds® = (@d_}g) + (@dg) + (QdB) :
p gl )
wobei sich fiir die experimentell bestimmten Funktionen

9 9 9
-7 Q) — 7
or 9 =19

¢(R)

p=1,28 ~v=1,65 p[=717,25.

ergeben. Auch zu diesem Linienelement gibt es einen transformierten uniform
color space — ahnlich dem von Mac Adam.

Eine noch bessere Vorhersage des Farbverschiedenheitsvermogens erzielt
E. A. Trabka 1968 ([Wys|, S.672) aus dem Linienelement von Stiles, indem
er einen sogenannten Signalrauschabstand bestimmt, welcher einen Einfluss
auf die Berechnungen hat.

Eine allgemeine und die bisher komplexeste Linienelement-Theorie bzgl.
der Farbmetrik haben J. J. Vos und P. L. Walraven 1972 ([Wys|, S. 673)

vorgestellt. Dabei wird die Quantennatur des Lichtes miteinbezogen und die
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Abbildung 2.18: Eine nichtlineare Transformation der CIE-Farbtafel, so dass die

Diskriminationsellipsen in Kreise iibergefiihrt werden.

Farbtests beziehen sich auf das foveale Sehen von nur 2° groften Farbfeldern.
Die Werte R, G, B geben die Anzahl der von den entsprechenden Zapfentypen
absorbierten Photonen an. Es gilt bis heute als das allgemeinste Modell des
Linienelementes, mit dem sich die Daten der Farbunterscheidung fiir den ge-
samten Bereich verschiedenener Leuchtdichten recht gut vorhersagen lassen.
In den anderen Modellen wurde die Unterscheidbarkeit von Farben gleicher
Helligkeit meist nur fiir monochromatische Reize bestimmt.

Ein aus den Daten ersichtlich gewordener Nachteil dieser Theorien ist,
dass die Adaption des Auges zu wenig explizit beriicksichtigt wurde, wie B.
Wandell 1985 [Zwis| betonte. Er meinte, dass die metrischen Koeffizienten
gir des Linienelementes vom Adaptionszustand des Auges abhingig sind und
dies auch der Grund fiir die Nichtlinearitit sei. Weiterfithrende Forschungs-
ergebnisse bzgl. der Adaption des Auges bei der Farbwahrnehmung hat H.
Irtel in seiner Habilitationsschrift Psychophysische Invarianzen in der Farb-
und Helligkeitswahrnehmung 1991 ([Irt], S. 48 - 61) vorgestellt.
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Abbildung 2.19: Die transformierte Farbtafel als Farbfliche mit einer einheitlichen
Skala und eingezeichneten geodétischen Linien ausgehend von Mac Adam Ellipsen.

(Fotografie des Flachenmodells)
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Abbildung 2.20: Die abwickelbaren Teile der Farbfliiche mit einheitlicher Skala.



Zusammenfassung / Abstract

Zusammenfassung (deutsch)

Die Farbmetrik ist die Lehre von Mafbeziehungen der Farben. Farben sind
eine psychische Empfindung, welche durch einen physikalischen Farbreiz aus-
gelost werden. Diese Arbeit beruht auf Erwin Schrédingers Erkenntnissen
iiber die Farbmetrik von 1920. Im ersten Teil wird die physiologische Wir-
kung von Farbreizen behandelt, die als Farbvalenzen bezeichnet werden. Die
algebraische Struktur der sogenannten Farbvalenzmenge wird mit Hilfe der
drei empirischen Sétze von Hermann G. Grassmann bestimmt. Sie bildet
einen Vektorraum V' iiber R der Dimension 3. Durch spezielle Basiswahl er-
hélt man verschiedene Farbsysteme. Geometrisch lassen sie sich in dem V'

zugeordneten affinen Punktraum darstellen.

Im zweiten Teil wird ein Farbraum definiert, dessen Farbabstinde im Zu-
sammenhang mit der Farbwahrnehmung stehen. Schrodingers rein theoreti-
sche Uberlegungen fithren zu einer Definition gleicher Helligkeit im Farbraum.
Seine Theorie des Linienelements fiir die Einstellung gleicher Helligkeit fiihrt
zu einem mit einer Riemannschen Metrik versehenen Farbraum, wodurch sich
Farbabstdnde bestimmen lassen. Zugleich widerlegt diese Theorie diejenige
von Hermann v. Helmholtz. Dies zeigt Schrodinger anhand des Farbkreisel-
versuches von Helmholtz, in dem nicht wie angenommen Farben auf gleiche
Helligkeit eingestellt wurden, sondern auf grofte Ahnlichkeit. Schréodingers
Theorie fithrt zu Diskriminationsellipsen, welche spéter von David L. Mac

Adam empirisch bis auf Messungenauigkeiten bestitigt wurden.
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Abstract (english)

A Geometric View of Erwin Schrédinger’s Color Metric

Colorimetry is the science of measuring colors. Colors are a psychologi-
cal impression triggered by a physical color impulse. This thesis is based on
Erwin Schrédinger’s findings in colorimetry in 1920. The first part covers
the physiological effect of color impulses, called color stimuli. The algebraic
structure of the set of tristimulus values is determined by means of Hermann
G. Grassmann’s three empiric statements. It forms a 3-dimensional vector
space V on R and choosing specific bases yields different color systems. Geo-
metrically they can be depicted in the affine point space corresponding to
V.

In the second part a color space is defined with color distances correlating
to color perception. Schrodinger’s theoretical considerations resulted in a
definition of equal brightness within the color space. His theory of the line
element for equal brightness adjustments leads to a color space endowed with
a Riemannian metric whereby color distances can be determined. Moreover
he disproves Hermann v. Helmholtz’ theory. Schrédinger shows this by a
color spinner experiment in which colors were not, as assumed, adjusted
on equal brightness but on greatest similarity. Schrodinger’s theory entails
discrimination ellipses that David .. Mac Adam confirmed empirically later

on, except for measurement inaccuracies.
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