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Vorwort

Im Rahmen dieser Diplomarbeit mochte ich versuchen, eine - durch die Lénge
einer solchen Arbeit begrenzte und dadurch gezwungenermaflen liickenhafte -
Einfithrung in die Theorie der fastperiodischen Funktionen und ihrer méglichen
Anwendungsgebiete zu geben. So meint der Autor in [Coo81], p.515, im Vorwort
seiner Arbeit zum Thema der fastperiodischen Funktionen:

“Nevertheless the basic Fourier-type theorems on pointwise conver-
gence of the Fourier series of an almost-periodic function are not
generelly presented; and this omission is unfortunate, since such a
study can do much to broaden and unify a student’s understanding
of this part of analysis.*

Ausgehend von dem ebenfalls in [Coo81] angegebenen, illustrierenden Beispiel
der Funktion
f(z) = sinz + sinv/2z,

die offenbar nicht periodisch ist, werden wir das Konzept der fastperiodischen
Funktionen nach Bohr entwickeln. Wir halten uns hier zu Beginn stark an
die Vorgehensweise aus [Boh32] und entwickeln die zugrundeliegenden Konzepte
auf sehr traditionelle Weise.

So lassen sich viele aus der Theorie der reinperiodischen Funktionen bekannte
Resultate auf sehr natiirliche Weise auf den fastperiodischen Fall iibertragen. Ein
grofler Teil des ersten Kapitels ist den Vorarbeiten zum Beweis des Hauptsatzes
gewidmet, der besagt, dafl eine Funktion genau dann fastperiodisch ist, wenn
sie sich gleichméfig durch endliche trigonometrische Polynome approximieren
ldsst. Dariiberhinaus beschéftigen wir uns mit einigen interessanten Nebenresul-
taten, unter Anderem im Bereich der Fourierexponenten einer fastperiodischen
Funktion.

Zum Abschluss des ersten Kapitels zeigen wir auf, dafl der von uns gewihl-
te (klassische) Zugang aber keineswegs der einzig erfolgversprechende Weg ist.
So betrachten wir Familien von Translaten (7, f).cc von beschrinkten,
komplex-wertigen, stetigen Funktionen iiber einer topologischen Gruppe G und
untersuchen, welcher Zusammenhang zwischen fastperiodischen Funktionen iiber
einer lokalkompakten Abelschen Gruppe G und den stetigen Funktionen auf
Bohr(G), der Bohr-Kompaktifizierung von G, besteht.

Im zweiten Kapitel betrachten wir Verallgemeinerungen der fastperiodischen
Funktionen, indem wir die im ersten Kapitel verwendete Supremumsnorm durch
allgemeinere Normen ersetzen und die dadurch entstehenden Rdume wie BP oder
S?P untersuchen. Wir zeigen auch hier wieder unterschiedliche Zugangswege auf



und fithren am Ende des Kapitels vor, wie sich Rdume fastperiodischer Funk-
tionen in den sehr allgemeinen Rahmen der Wiener-Amalgam-R&ume einbetten
lassen.

Im letzten Teil wollen wir moégliche Anwendungen der bisher dargestellten Kon-
zepte aufzeigen. So beschiiftigen wir uns mit fastperiodischen Losungen von Sy-
stemen quasilinearer Differentialgleichungen und betrachten die Eigenschaften
von Faltungsoperatoren auf den in Kapitel 2 vorgestellten Réumen.

Dartiberhinaus geben wir einen kurzen Ausblick auf Themen, die im Rahmen
dieser Arbeit nicht behandelt werden konnten, die aber fiir den Themenkomplex
der Fastperiodizitdt von groffem Interesse sind.



Kapitel 1

Fastperiodische Funktionen
einer Veranderlichen

1.1 Motivation

Zur Erlduterung der Notwendigkeit einer Theorie der Fastperiodizitédt wollen
wir das in [Boh32] vorgestellte Beispiel verwenden:

f(z) = ™M 4?2 mit A\, Ay €R, A, Mg #0

Fiir £ = 1,2 sind ¢***® offenbar periodisch mit Periode Ii—:‘ Jedes ganze Viel-
fache einer Periode ist wieder Periode. So erhilt man die folgenden Mengen
27 27

Py = {0, £ 42

42T k=12
| Ak | Ak | J

Ist nun i—; rational, das heisst ist nl‘i—f‘ = ngf\—’;‘ fiir ny € N,ng # 0, so haben

die beiden Funktionen die gemeinsame Periode P = nlﬁ = ngl%\—’;l und ihre
Summe ist damit periodisch.

Sei jedoch nun ;\—; irrational. Dann ist PyNP; = {0}, enthélt also nur ein triviales
Element. Damit ist f sicher nicht periodisch. Aber sei nun § > 0. Nach dem
Satz von Dirichlet-Kronecker iiber diophantische Approximationen existieren
beliebig grofle Paare n1,no € N mit

2 2T <5
nyg— — Ng—r
1|/\1| 2

Sei nun 7 € mll%l’"?%)’ dann wird der Ausdruck |f(z+7)— f(x)] < §(|A\1|+

|A\2|) sehr klein Vz. Diese Uberlegungen wollen wir nun im folgenden Abschnitt
formalisieren.



1.2 Definition der Fastperiodizitéit

Der Kern unseres Zugangs zur Fastperiodizitét ist der Begriff der Verschiebungs-
zahl:

Definition 1.2.1 (Verschiebungszahl). Sei f : R — C stetig und £ > 0. Eine
Zahl 7 = 7(e) heifit Verschiebungszahl zu ¢, wenn

lf(x+7)—f(z)|<e VreR

Weiters bezeichnen wir im Folgenden die Menge alle Verschiebungszahlen
7(g) von f mit

E(e, f).

Nun stellt sich die Frage, inwieweit die Forderung nach der Existenz solcher
Verschiebungszahlen bereits eine sinnvolle Klasse von Funktionen beschreibt.
Zuerst wollen wir aber noch kurz erldutern, warum wir diesen Weg wihlen:

Mit dem Ansatz, fastperiodische Funktionen {iber Verschiebungszahlen
einzufiihren, beschreiten wir den nach [Coo81], p.524, , beschwerlichen* Weg;:

,»The original definition of H. Bohr called a function f(z) almost-periodic if it
is continuous and for every € > 0 the set of all e-translates is relatively dense,
(...). This definition can be rather cumbersome, as can be seen by its
expression in logical notation. (...) The seemingly simple operation of
addition, however, presents a formidable obstacle. It is by no means
trivial, using Bohr’s definition, that the sum of two almost-periodic
functions is almost-periodic.“

Es liegt nahe, die Existenz von unendlich vielen und darunter beliebig grofien
Verschiebungszahlen zu fordern. Wir werden aber sehen, da wir allein damit
noch keine abgeschlossene Klasse von Funktionen konstruieren kénnen, wie das
folgende Gegenbeispiel aus [Boh24] zeigt:

Definition 1.2.2 (Periodenartige Funktionen). Sei f : R — C stetig und 7 eine
Verschiebungszahl von f. Wir nennen f periodenartig, wenn

Je=c¢(f) >0 sodass Ve>0 3re€ E(e, f)mitT > c.

Bemerkung 1.2.3. Definition 1.2.2 ist zur Forderung dquivalent, dafl es unendlich
viele und beliebig grofie Verschiebungszahlen gibt. Denn sei T' > 0 beliebig grof3
€

gewdhlt, N derart, da Nc > T und sei 71 > c eine Verschiebungszahl zu % .
Dann ist 7 = N7; > T und 7 ist Verschiebungszahl zu e.

Satz 1.2.4. Die Summe zweier periodenartiger Funktionen mufl nicht perioden-
artig sein.

Beweis. Vergleiche [Boh24], p. 112-119. O

Wir sehen nun, dafl wir noch strengere Anforderungen an die Menge der Ver-
schiebungszahlen stellen miissen, um zu einer praktikablen Definition zu gelan-
gen. Damit sind wir bei dem Begriff der relativ dichten Menge angelangt.



Definition 1.2.5 (Relativ dichte Menge). Sei F # (. Wir nennen E relativ
dicht, wenn es ein L > 0 gibt, sodaf}

L L
VreR deeE sodass eé€ (x—Q,m+2> (1.1)
Bemerkung 1.2.6. 1. Diese Definition lédsst sich so verstehen: eine relativ

dichte Menge ist ein Menge, deren Komplement keine beliebig groflen In-
tervalle enthélt.

2. Z oder jede Menge der Form {..., —2d,—d,0,d,2d, ...} mit d € R fest ist
relativ dicht.
3. Die Menge der Quadratzahlen {:I:p2 |peN } ist keine relativ dichte Menge.
Wir sind nun bereit fiir die Definition der Fastperiodizitdt nach Bohr:
Definition 1.2.7 (Fastperiodische Funktionen). Sei f : R — C stetig. Wir nen-

nen f fastperiodisch, wenn fiir jedes € > 0 die Menge der Verschiebungszahlen
E(e, f) relativ dicht ist.

Bemerkung 1.2.8. Definition 1.2.7 ist offenbar zur Forderung &quivalent, eine
Funktion genau dann fastperiodisch zu nennen, wenn es bei gegebenem & > 0
eine Linge L(e) > 0 gibt, sodaB in jedem Intervall der Lénge L(e) mindestens
ein Element der Menge E(e, f) liegt.

Bemerkung 1.2.9. Offensichtlich ist jede T—periodische Funktion f fastperi-
odisch: {...,—T,0,T,2T,...} ist eine relativ dichte Menge nach Bemerkung
1.2.6. Umgekehrt ist nach Absatz 1.1 klar, daf nicht jede fastperiodische Funk-
tion auch reinperiodisch ist.

Wir wollen nun das Hauptresultat der Theorie der (gleichmifig) fastperiodi-
schen Funktionen formulieren, dessen Beweis uns fiir einen Grofiteil des ersten
Kapitels beschéftigen wird:

Definition 1.2.10 (Trigonometrisches Polynom). Esseien N € N, ¢, € C, i, €
R (k € Z). Dann nennen wir eine Summe der Form

N
pla)= 3 et
k=—N

eine (komplexes) trigonometrisches Polynom.
Die Menge
H={g:R—=>C|Ve>0 3p.: [|lg—pecllec <&}

ist der Abschluss der trigonometrischen Polynome in C®(dem Raum der be-
schriinkten stetigen Funktionen) unter der Supremumsnorm. Die Elemente g €
H sind offenbar stetig als gleichméflige Grenzwerte stetiger Funktionen.

Satz 1.2.11 (Hauptsatz). Sei f: R — C stetig. Dann gilt

f fastperiodisch <— fe€H



Den vollen Beweis dieses Satzes werden wir erst nach einiger Vorarbeit erbringen
konnen. Die Richtung f € H = f fastperiodisch jedoch lésst sich bereits
durch Ableitung einiger grundlegender Eigenschaften aus der Definition 1.2.7
zeigen. Im folgenden Satz 1.2.12 fassen wir daher zusammen:

Satz 1.2.12 (Eigenschaften fastperiodischer Funktionen). Seien f,g, f, (n €
N) fastperiodisch und ¢ € C, a € R beliebig. Dann gilt

1. f ist beschrinkt und gleichmdflig stetig.

2. Es sei L = L(e) wie in (1.1). Dann existiert eine (von € abhingige) Zahl
6 > 0, sodass jedes Intervall der Linge L sogar ein Intervall der Linge §
enthdlt, dessen Punkte alle Verschiebungszahlen zu € sind.

3. Tof == f(-+a), cf und f? sind fastperiodisch.
4. ftg und f-g sind fastperiodisch.
5. Sei f:=1lim,_, fn. Dann ist f fastperiodisch.

Beweis. Wir prisentieren hier nur den Beweis der Eigenschaft 4 und verweisen
fiir die tibrigen auf die Literatur: vergleiche dazu [Boh32], p. 29-31 und p. 33.

f+g ist eine recht technische Angelegenheit. Die Grundidee ist es, zu gegebenem
¢ gemeinsame Verschiebungszahlen zu finden. Wir verwenden dazu Eigenschaft
g

2 und bestimmen zu gegebenem § wie folgt:

Ly =max(Ly, L)
n= min(dfv 69)

In jedem Intervall der Lénge Ly konstruieren wir Paare von Verschiebungszahlen
7¢(5) (resp. 74) mit den folgenden Eigenschaften (z, 2" € Z):

Tr=zp, Tg=2p

Aus obiger Eigenschaft folgt aber insbesondere, dafl |(z — 2')u| < Lo. Damit
kann aber z — 2’ nur endlich viele Werte annehmen (deren Anzahl wir ab jetzt
mit N bezeichnen). Es lassen sich beliebig viele solcher Paare konstruieren, von

denen wir genau IV solcher Paare T}n), 7';”) auswéhlen. Dann setzen wir

_ (n)
= n=Ilr,l2a:.).(.,N |Tf |

Wir behaupten nun, daf} jedes Intervall der Linge Ly 4 2! nun eine gemeinsame
Verschiebungszahl 7 ,(¢) = 77 = 7, enthélt.
Betrachten wir nun die beliebig gewihlten Intervalle J = (a,a + Lo + 21) und
I = (a+l,a+Lo+1). Aus I wihlen wir 7¢(5) = zu (resp. 7y = 2'11) und nehmen
dann das Paar unserer obigen Auswahl zu n = z — 2/ zur Hand. Damit haben
wir dann

(n) 7(n)

Tf—Tg=T P

TF — T](c") =T — Tg(")



und mit
(n)

T=Tp—T;
erhalten wir unsere gesuchte gemeinsame Verschiebungszahl zu e: Sie gehort so-
wohl zu f als auch zu g (als Differenz zweier zu § gehorender Verschiebungszahl)
und liegt im Intervall J wegen 74 € I, I C J und \T}")| <[ und damit 7 € J. In
Kombination mit Eigenschaft 3 bekommt man dann auch f — g.

f - g folgt dann aus der bekannten Relation

fra==[(f+9>—(f—97.

e

O

Aus den Aussagen des obigen Satzes folgt dann schon ganz natiirlich eine Rich-
tung des Hauptsatzes:

Satz 1.2.13. f € H = ffastperiodisch

Beweis. Jede periodische Funktion ist fastperiodisch, insbesondere also jede
Funktion der Form Ae’** mit A € C, A € R. Nach der vierten Aussage von
Satz 1.2.12 sind also auch alle endlichen Summen der Form >'°, A, gtAn®
fastperiodisch und mit Eigenschaft 5 deren gleichméfiige Grenzwerte. Damit ist
die Behauptung gezeigt. O

Um im weiteren Verlauf Zugriff auf eine etwas modernere Notation zu haben,
wollen wir mit dem folgenden Satz dem Beweis des Hauptsatzes etwas vorgreifen:

Satz 1.2.14 (AP(R)). Wir setzen nun AP(R) = H. Dann ist
(AP(R),||-) ein Banach-Raum mit der Norm

[[f]] = sup|f(z)]
zeR

Beweis. Mit den Eigenschaften aus Satz 1.2.12 bleibt nur noch die Vollstandig-
keit von AP zu zeigen. Die folgt aber bereits daraus, dal AP als abgeschlossener
Teilraum des vollstéindigen Raums C? vollstindig ist. O

Bemerkung 1.2.15. Die Notation des Satzes 1.2.14 ist natiirlich nicht die einzige
Schreibweise. In der Regel bezeichnet eine Notation der Form AP(G) komplex-
wertige fastperiodische Funktionen tiber einer Gruppe G. Es lassen sich aber
auch Konzepte der Fastperiodizitdt mit Werten in Banachraumen konstruieren.
Vergleiche hierzu zum Beispiel [Zai85]. Mochte man eher die zentrale Forderung
nach der Stetigkeit dieser fastperiodischen Funktionen betonen, so bezeichnet
man diesen Raum als C'AP. Diese Form der Notation findet man unter Anderem
in [BP93].

1.3 Mittelwert und Fourierreihen
Bevor wir nun die fiir den Beweis der anderen Richtung des Hauptsatzes nétigen

FEigenschaften fastperiodischer Funktionen prasentieren, wollen wir diese zuerst
bei den reinperiodischen Funktionen kurz rekapitulieren.



Definition 1.3.1 (Mittelwert). Falls der Grenzwert existiert, heifit der Wert
1 /T
VAP = i [ f
der Mittelwert der Funktion f.

Bemerkung 1.3.2. Wenn ein Funktionsterm verwendet werden soll, so schreiben
wir

Mo {f(z)}
fiir den Mittelwert von f beziiglich der Variablen x.

Satz 1.3.3. Sei f: R — C stetig und periodisch mit Periode p. Dann existiert
der Mittelwert M{f} und es gilt

mif) = [ st

Beweis. SeiT >0und T'=mp+rmit m e Nund 0 <r < p.

T mp mp—+r
%/0 f(x)dx % ; f(x)da:—&—% f(x)dx

mp
m P 1 ("
[t 7 [ @

Fiihrt man nun den Grenziibergang T — oo durch, so folgt for f(x)dz —
0 (wegen 7 < p und der daraus folgendenen Beschrénktheit von [ f(x)dz).

Weiters ist klar zu sehen, dafl T % gilt, womit die Behauptung bewiesen

ist. O

Definition 1.3.4 (Fourierreihe). Sei f : R — C stetig und periodisch mit
Periode p. Dann nennt man die (zunéchst rein formale) Reihe

e .
f((ZZ)N Z Ckesz‘n'%

k=—o0

die zur Funktion f gehorige Fourierreihe mit den Fourierkoeffizienten cy:

_ 1 P —ik2m
=~ [ f(ye rdy
P Jo

Im Allgemeinen wird die Fourierreihe ohne weitere Voraussetzungen nicht punkt-
weise gegen f konvergieren. Vergleiche hierzu [Wer04], p. 148-149, Satz IV.2.10,
fiir den allgemeinen Beweis und [dBR73] fiir ein Beispiel einer stetigen, periodi-
schen Funktion mit in zumindest einem Punkt divergenter Fourierreihe. Nach
dem wichtigen Resultat von Fejér gilt aber, daf3 die Fourierreihe einer reinperi-
odischen Funktion in jedem Fall summierbar ist:

Satz 1.3.5. Sei f stetig und periodisch mit Periode p. Weiters definiere man
den n-ten Fejér-Kern als

1sin2n%
Fn(s) = E ~ 2 s
sin” 3




Weiters bezeichne s,(f) die n-te Partialsumme der Fourierreihe von f. Dann
gilt

n—

1l 1 /P
w ) = [IOR - s
und
n—1
k=0

gleichmdfig. Man sagt auch, die Fourierreihe konvergiere gegen f im Sinn von
Cesaro.

Beweis. Fiir den Beweis sei auf [Wer04], p. 149-150, verwiesen. L]
Bemerkung 1.3.6. Der Fejér-Kern hat zwei wichtige (und schone) Eigenschaften:
F, >0
MA{F,} =1
Ausserdem kann er alternativ geschrieben werden in der Form
Fu(s) = zn: 1 b1y giss
j=—n n

Weiters soll hier noch eine weitere wichtige und bekannte Eigenschaft von Fou-
rierreihen wiedergegeben werden.

Satz 1.3.7 (PARSEVALsche Gleichung). Es sei f : R — C stetig, periodisch
mit Periode 2 und Fourierkoeffizienten c,. Dann gilt die PARSEVALsche
Gleichung

o0

MY = > el
k=—o0
Beweis. Vergleiche [Wer04], p. 230, Beweis von Satz V.4.9. O

Corollar 1.3.8 (Eindeutigkeitssatz). Seien f,c, wie in Satz 1.8.7. Dann gilt
der Eindeutigkeitssatz

c,=0VkeN <«— f=0

Beweis. Folgt direkt aus Satz 1.3.7. Es gelte ¢, = 0Vk. Dann gilt

o0

0= > lal* = M{|f*}
CL=—00
Daher muf3 auch f identisch verschwinden. O

Ein analoger Mittelwertsatz fiir fastperiodische Funktionen wird unser zentra-
les Mittel zur Entwicklung einer Theorie der Fourierreihen solcher Funktionen
werden. Daher wollen wir diesen nun gleich in seiner schérfsten Form angeben:



Satz 1.3.9 (Mittelwertsatz). Sei f fastperiodisch. Dann ezistiert der Mittelwert

a+T
My = i g [ e

—oo T
, p: g O e , _AlfIL(s)
gleichmdpig fir alle o € R. Genauer gilt fir T' > Ty mit Ty := ——=~
1 a+T
T/ flx)de — M {f}| <e VaeR
Beweis. Vergleiche [Boh32], p. 34-36. O

Bemerkung 1.3.10. Die Aussage des obigen Satzes bleibt auch erhalten, wenn
man den Grenziibergang T' — —oo macht.

Bemerkung 1.3.11. Wir kénnen nun sogar noch etwas mehr iiber AP(R) sagen.
Definiert man némlich

< f,9>apm) = M{fg},

so erhélt man damit mit den bisher bekannten Eigenschaften ein semi-inneres
Produkt auf AP(R). Durch Ubergang auf einen geeigneten Quotientenraum be-
kommt man bereits die Struktur eines Pra-Hilbertraums, dem nur die Vollsténdig-
keit fehlt. Siehe dazu [Kat04], p. 197-198. Wir werden aber spéter sehen, dafl
der Beweis des Eindeutigkeitssatzes dann schon die bislang noch nicht gezeigte
positive Definitheit liefert, womit < -,- >4 p(®) zum inneren Produkt wird.

Mit Hilfe des Mittelwertbegriffs kénnen wir nun die Fourierreihe einer fastperi-
odischen Funktion erklaren:

Definition 1.3.12. Sei f € AP(R) und A € R. Unter der (zunéchst wieder rein
formalen) Fourierreihe von f versteht man

fl@) ~ ) ap(N)e
A

mit den Fourierkoeffizienten
ap(N) = Mo{f(x)e "}

Noch stérker als im reinperiodischen Fall ist hier zu sehen, dafl diese Defintion
ohne weitere Erkldrungen nur rein formal sein kann. So ist vor allem nicht klar,
wie die (scheinbar) iiberabzéhlbare Summe in Definition 1.3.12 zu verstehen ist.
Aber dieses Problem wird schnell durch den folgenden Satz gelost:

Satz 1.3.13. Sei f € AP(R) und A € R. Wir definieren
Af = {)\ER: af()\);«éO}.

Dann enthdlt Ay hochstens abzihlbar viele Elemente.

10



Beweis. Man kann dies durch geschicktes Rechnen aus den Rechenregeln fiir
Mittelwerte und den Eigenschaften von Verschiebungszahlen ableiten. Es bietet
sich jedoch eine modernere Argumentationslinie an. Offenbar bildet

(ei/\m)/\eR

ein (iiberabzéhlbares) Orthonormalsystem in AP(R) beziiglich des inneren Pro-
dukts < f,g9 >apm)= M{fg}. Seien ndmlich X, u € R beliebig. Dann gilt

T ST =) _
l/ ey = L1 Soge AEw

und nach dem Grenziibergang T' — oo

IAT ,—IUT 1 A=
aferey = { g 350

Dann kénnen wir jedoch die Besselsche Ungleichung (vergleiche [Wer04], p. 228f)
auf die a(\) anwenden und erhalten, dass jede Menge der Form

an = {renrs iz £

n

endlich ist. Insbesondere ist daher auch

Ar = An

neN

hochstens abzahlbar. O

Bemerkung 1.3.14. In der Literatur findet man statt ay(X) oft auch o;(X). Die
Menge Ay wird auch als das Bohr-Spektrum von f bezeichnet.

Da wir nun die formale Zuordnung aus Definition 1.3.12 als (hochstens) abzéhl-
bare Summe auffassen konnen, kann man nun die Frage nach der Konvergenz
der Partialsummen dieser Reihe stellen. Hier miissen wir aber aufpassen! Denn
im Gegensatz zu den Fourierreihen reinperiodischer Funktionen bietet sich kei-
ne ausgezeichnete Ordnung der Fourierkoeffizienten an. Insbesondere kénnen
sich die Fourierexponenten einer fastperiodischen Funktion auch im Endlichen
h&ufen.

Ohne weitere Untersuchungen ist es uns aber zumindest moglich, eine umgekehr-
te Aussage sehr schnell zu zeigen. Ist niamlich eine Reihe der Form Y ape+®
gleichmiBig konvergent (ar € C und A, € R, A\; paarweise verschieden), so ist
sie auf jeden Fall die Fourierreihe ihrer Summe f:

Satz 1.3.15. Seien (ar)ken € C, (Ap)ren € R mit \; # A; @ # j und
3" are * konvergiere gleichmdpig (oder im quadratischen Mittel) gegen f. Dann
gilt

ap = a()\k).

Beweis. Day_ ape** gleichmiBig konvergiert, gilt dies auch fiir 3 ape' +@e 1A
mit A € R. Deswegen darf die Mittelwertbildung gliedweise ausgefiihrt werden:

11



a()\) = M{Zakeikkxe—i/\m} _ ZakM {ei)\kwe—i/\x}

neN neN
Da die e ein ONS bilden, folgt die Aussage des Satzes. O

Umgekehrt kénnen wir aber nach Wahl einer Folge (A,) € R jedenfalls eine
fastperiodische Funktion f konstruieren, die diese Fourierkoeffizienten besitzt.

Lemma 1.3.16. Sei (\,) eine beliebige Folge reeller Zahlen. Dann lisst sich
eine fastperiodische Funktion f mit genau diesen A, als Fourierexponenten kon-
struieren.

Beweis. Es geniigt, eine Folge von Koeflizienten a(),,) derart anzugeben, sodaf3

> la(A)| < co. Insbesondere wird a(A,) = 5 dies erfiillen. Damit konvergiert
die Fourierreihe Y, a(\,)e"*"® gegen ein f € AP(R). Nach Satz 1.3.15 ist sie
dann auch die Fourierreihe ihrer Summe f. O

1.4 Parsevalsche Gleichung und der Eindeutig-
keitssatz

Wir wollen nun analog zur Theorie der reinperiodischen Funktionen die Parse-
valsche Gleichung fiir fastperiodische Funktionen angeben. Wir wiinschen uns
ein zu den reinperiodischen Funktionen analoges Resultat der Form

MA{IfP} = > lagW)P.

AEAf

Insbesondere reicht es dafiir bereits zu zeigen, daf die (e'**)xeg einen dichten
Teilraum von AP aufspannen.

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Regeln zum Rechnen mit den Fourierko-
effizienten fastperiodischer Funktionen zusammen. Abgesehen vom tiefliegenden
Multiplikationssatz sind die meisten Eigenschaften leicht zu zeigen.

Satz 1.4.1. Seien im Folgenden f, g fastperiodisch mit Fourierreihe
f~ ZAeAf ap(N)e® (resp. g ~ ZA’EAQ ag(N)er®) und k € C, d € R. Dann
gilt:

kf ~ Y kag(A)e

AEAf

ei;mf ~ Z af()\_u)ei:c)\
AEA;

Tdf(x) ~ Z af()\)ei)\wew\k
AEAf

Weiters gilt der Additionssatz

Frg~ D apg(W)e?

A€Afig
afig(A) = ag(A) +ag(A)

12



und zuletzt auch der Multiplikationssatz

fg~ Z af~g()‘)ei/\x

AEAf.4

apg(N) = D ap(NMag(\') N €Ap, X €A,
NANT=X

Beweis. Die ersten drei Beziehungen folgen direkt aus den bekannten Rechen-
regeln fiir Mittelwerte. Den Additionssatz bekommt man auch direkt mittels

Mz{(f(.’t) + g(.’E))e_U\:v} — Mm{f(x)e_MI} + Mx{g(l,)e—i/\z}
Ungleich mehr Aufwand miissten wir fiir den Beweis des Multiplikationssatzes

betreiben. Er kann aber direkt aus den Fundamentalséitzen hergeleitet werden.
O

Wir kénnen nun zum Beweis eines der Fundamentalséitze der Theorie der fast-
periodischen Funktionen schreiten: dem Eindeutigkeitssatz. Hierzu werden wir
im Vorfeld einige Hilfsresultate angeben. Wir werden uns hierbei im Groben an
der Arbeit von [Boh32] orientieren, wobei angemerkt sein soll, dafi auch Bohr
den eigentlichen Beweis dort in einer Uberarbeitung von De La Vallee Poussin
angibt.

Satz 1.4.2 (Die Fundamentalsitze). FEs sei f € AP(R). Dann gilt:

ar(A) =0 VAeR — [f=0 (1.2)
MA{IfPY = D a1
AEA;
Beweis. Fiir den Beweis verweisen wir auf [Boh32], p. 611f. O

Satz 1.4.3 (Haupthilfssatz). Sei f € AP(R) und weiters gelte
ar(\) =0 V.

Dann gilt:

Ve >0 3Th(e) sodass <e VI >Tp VA

T
% /0 f(z)e ™ dx

Beweis. Siehe [Boh32], p. 61-62. O

Definition 1.4.4 (Gleichgradige Fastperiodizitit, Majorisierbarkeit). Eine Men-
ge F' fastperiodischer Funktionen heisst gleichgradig fastperiodisch, wenn es
zu jedem € > 0 ein L = L(e) > 0 gibt, sodass in jedem Intervall der Linge L
mindestens eine gemeinsame Verschiebungszahl 7 aller Funktionen f € F liegt,
also dass

|lf(x+7r)— f(z)| <e VfeF, VxeR.

Eine Menge F' heisst majorisierbar mit Majorante f, wenn zu gegebenem
¢ > 0 jede Verschiebungszahl 7¢(¢) auch eine Verschiebungszahl aller f,, € F
ist. Insbesonders ist dann die Menge {f} U F gleichgradig fastperiodisch.

13



Bemerkung 1.4.5. Wir verwenden hier die Ubersetzung gleichgradig fastperi-
odisch fiir das englische equi-almost periodic aus [Cor61], auch in Anlehnung
an den Begriff der gleichgradigen Stetigkeit. Man findet aber auch gleichartig
fastperiodisch, zum Beispiel in [Maa50b].

Lemma 1.4.6. Sei f die Majorante der Folge (f,,) fastperiodischer Funktionen.
Dann ist die Menge {f, f1, fa,...} gleichgradig gleichmifig stetig.

Beweis. Nach der Eigenschaft 2 von Satz 1.2.12 enthélt jedes Intervall L(e) be-
reits ein Intervall der Linge § > 0, sodass dieses Intervall in E(g, f) liegt, also
alle Elemente dieses Intervalls bereits Verschiebungszahlen zu f sind. Ein sol-
ches § der Majorante f erfiillt dann bereits die Anforderungen der gleichgradig
gleichméBigen Stetigkeit. O

Definition 1.4.7. Eine Menge F', welche sowohl gleichgradig fastperiodisch
als auch gleichgradig gleichméflig stetig ist, wird als ausgezeichnete Menge
bezeichnet.

Bemerkung 1.4.8. Weiters gilt ein dem aus der Funktionalanalysis bekannten
Satz von Arzela-Ascoli analoges Resultat fiir fastperiodische Funktionen. Wenn
eine ausgezeichnete Menge F auch noch fiir ein M > 0 der Bedingung

Ifll <M VfeF
geniigt, ist der Abschluss dieser Menge bereits kompakt (in der gleichméBigen
Topologie).
Bemerkung 1.4.9. Ein naheliegendes Beispiel fiir eine solche ausgezeichnete

Menge ist die Familie (Tj f)xer -

Lemma 1.4.10. Die Aussagen, F' sei majorisierbar oder F' sei eine ausgezeich-
nete Menge sind dquivalent.

Beweis. Leicht einzusehen ist, dafl eine majorisierbare Menge F' eine ausgezeich-
nete Menge ist. Die Umkehrung ist schwieriger zu zeigen und wir verweisen hier
auf [Boc27a], Satz XIX und dessen Beweis. O

Im folgenden Satz wollen wir nun einige Resultate zusammenfassen, die uns zei-
gen, daf auf ausgezeichneten Mengen die gleichméfige Topologie mit der durch
Konvergenz im quadratischen Mittel induzierten Topologie zusammenfallt.

Satz 1.4.11. FEs sei I' eine ausgezeichnete Menge. Dann gelten folgende Aus-
sagen:

e Sei a > 0 beliebig. Dann existiert ein nur von F und « abhdngiges 5 > 0
derart, sodass fiir beliebige f,g € F gilt:

M{f-gP}<B = |[If—gllo<a

o Aus Konvergenz im quadratischen Mittel folgt die gleichmdfige Konver-
genz. Ist (f,) € F eine Cauchyfolge fastperiodischer Funktionen beziiglich
der Konvergenz im quadratischen Mittel, also gilt

. 2 _
,}YILILloo M{|fn_fm| } - 0’

n

dann besitzt die Folge auch einen gleichmdifigen Grenzwert f in AP(R).
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e Sei(gn) € AP(R) mit Majorante g € AP(R) und es gelte M{|g, — f|*} —
0 fiir n — oco. Dann gilt auch

lgn = flloo = 0.

Beweis. Fiir den Beweis der ersten Behauptung verweisen wir auf [Boh25], Hilfs-
satz 2, p. 108-109. Die zweite folgt dann direkt daraus. Die dritte Behauptung
folgt schlieflich aus den vorangegangenen Behauptungen und dem Fakt, daf
(9,91, 92, - - -) schon wieder eine ausgezeichnete Menge ist. O

Bemerkung 1.4.12. Es scheint auch wichtig, kurz noch etwas naher auf den Un-
terschied der beiden auf den ersten Blick sehr dhnlichen Konzepte gleichgradig
fastperiodisch und majorisierbar einzugehen. Wird eine Menge F' von fastperi-
odischen Funktionen von g majorisiert, so kann man dies auch in der Form

Ve>0  E(ge) C E(f,e) VfeF

schreiben. Umgekehrt ist die Forderung, F’ solle gleichgradig fastperiodisch sein,
aber nur dquivalent dazu, da8 ;. E(f,¢) wieder eine relativ dichte Menge
Ve > 0 ist.

Wir geben ein Beispiel dieses Unterschieds. Es sei F; die Menge aller stetigen
periodischen Funktionen mit Periode 1. Es ist jedenfalls klar, daf3

() E(f.e) 22

fer

gilt, der Durchschnitt also relativ dicht ist. F; ist daher gleichgradig fastperi-
odisch. Da sich diese Funktionen aber im Intervall [0,1] nahezu beliebig ver-
halten kénnen, ist es einzusehen, dafl es keine weiteren gemeinsamen Verschie-
bungszahlen gibt, also sogar wegen der Beliebigkeit von ¢ Gleichheit mit Z
herrscht. Jetzt kann Z aber nicht Menge der Verschiebungszahlen einer fastperi-
odischen Funktion sein, da dies der Eigenschaft widerspricht, dafl jedes Intervall
der Lange L nicht nur eine, sondern bereits ein ganzes nichtleeres Teilintervall
von Verschiebungszahlen, enthélt. Also ist F; nicht majorisierbar.

1.5 Beweis des Hauptsatzes

Wir haben nun die nétigen Werkzeuge zur Hand, die andere Richtung des Haupt-
satzes zu beweisen, dal ndmlich jede fastperiodische Funktion gleichméfig durch
eine Folge trigonometrischer Polynome approximiert werden kann. Wie im rein-
periodischen Fall reichen hier die Partialsummen der Fourierreihe (im allge-
meinen Fall) nicht aus. Allerdings kénnen wir die gesuchten Polynome daraus
konstruieren.

Beweis. Zum Beweis des Hauptsatzes wird es ausreichen, fiir jede fastperiodi-
sche Funktion f eine von f majorisierte Folge (p,) von trigonometrischen Poly-
nomen anzugeben, die im quadratischen Mittel gegen f konvergiert. Dann wird
diese Folge nédmlich nach Satz 1.2.12 sogar gleichméflig gegen f streben, womit
die Behauptung bewiesen wiére.
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Wir folgen damit der Beweisfithrung in [Boh32], p. 70ff. Wir suchen zu Beginn
eine Vorgehensweise, die es uns erméglicht, die Menge der Fourierexponenten A ¢
sukzessive zu erfassen und damit die von f majorisierte Folge von Polynomen
zu konstruieren.

Es sei nun f eine fastperiodische Funktion mit Exponentenmenge A;. Fiir die-
se Menge kénnen wir eine (abzéhlbare) Basis (1, 32, ... angeben, deren Zahlen
dann alle Q linear unabhingig sind, wenn wir R als Vektorraum iiber Q auffas-
sen.

Fiir k € N definieren wir nun

Ek:{)\GRM:%Bl—k%ﬁzﬁ-...—i—%ﬁk,wiEZ, M\gkk!}.

Die Niitzlichkeit dieser auf den ersten Blick recht willkiirlich gewdhlten Menge
wird bei Betrachtung ihrer Eigenschaften offenbar. Leicht einzusehen ist, daf
die Mengen E}, eine aufsteigende Folge von Mengen bilden, das heisst es gilt !

E, C Ek+1 Vk e N

Weiters ist jede Menge Ej endlich, da es ja wegen der Beschrianktheit der w;
nur endlich viele Koeffizienten gibt. Und zuletzt ist klar, dafl jedes A spatestens
ab einem gewissen kg in dieser Folge von Mengen auftritt.

Als néchstes fithren wir nach einer Methode von Bochner einen zusammenge-
setzten Fejér-Kern ein. Seien k, (5;)i;en wie oben. Dann bezeichne

Kk:(s) = Fkk! (%S) Fkk! (%3) .. 'Fkk! (i};8>

den zusammengesetzten Fejér-Kern. Als endliches Produkt von Fejér-Kernen ist
klar, dafl Kj(s) > 0. Wir verwenden nun die andere Schreibweise fiir Fejér-Kerne
aus 1.3.5 und stellen damit den zusammengesetzten Kern in folgender Form dar:

kk! kk!
= ] Wkl st B4+ 55 8
Ki(s) = Z Z <1_k:k;! 1_m e~ o Br)

wlszk:! wszkk

Fir
F o
A=) B € B
j=1""
schreiben wir X
|owi|
= 1 —
Ekx H( )

wobel wir &, » = 0 setzen fiir A ¢ Ej,. Tritt A das erste Mal in Ej, auf, so gilt
nach unserer Konstruktion der FEj sicher A € E,Vk > kg. Geht man nun zu
k — oo iiber, so haben wir wegen der Eindeutigkeit der Darstellung beziiglich
einer Basis jedenfalls wy, = 0 Vk > kg. Die iibrigen Koeffizienten werden beim

) 1Lisst sich ein fixes A;, in By mit Koeffizienten wy, ..., w;, darstellen, so wiahlt man beim
Ubergang auf Ej1 w] = (k+ 1)w; fiir 1 <4 <k und “’;c+1 =0.
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Ubergang von Ej, zu E), mit O, multipliziert. Der Bruchterm in der Definition
der & » verschwindet daher im Grenziibergang und damit &, y — 1 fiir £ — oo.

Aus dieser Schreibweise heraus ldsst sich auch leicht der Mittelwert M{K}}
angeben. Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der ; ist der Exponent genau
dann gleich 0, wenn alle w; = 0 sind. Daher sieht man M{K,} =1 Vk.

Weiters treten im Exponenten nun genau diejenigen A € R auf, die in Ej, liegen.
Deswegen gilt dann
S) _ Z gk,)\ et As.

AEE)

Die Funktionen der Form

— Z ék,)\af()\)ei)\w

ANEE}

ergeben dann schon die geforderte Folge von Funktionen. Um den Beweis zu
vollenden, ist noch zu zeigen, daf die s im quadratischen Mittel gegen f kon-
vergieren und von f majorisiert werden:

Fiir die Konvergenz im Mittel ziehen wir die Parseval’sche Formel zu Hilfe und
erhalten:

M{lf =} = D (I-&GularWP+ Y (1 ém Jar (V)

AEE) AEE) :0
Wegen

Yo =&l WP =D larNPF < D lap(VF <oo

A Ey ¢ E), AEA;

kann man kg sicher so grofl wihlen, sodass Z)\¢Ek0 (1=&ro,n)|ar(N)[? < £. Wegen
& — 1 bei k — oo kann man auch k; derart wéhlen, sodass ZAeEkl(l —
i n)|ag(N)|? < £. Damit folgt die Behauptung fiir k > ki, ko.

Es bleibt nun noch zu zeigen, dafl jede Verschiebungszahl 7.(f) gleichzeitig
Verschiebungszahl zu sy ist. Hier zeigen wir zunichst, dafl sich (analog zum

Fall der reinperiodischen Funktionen) diese ,Partialsummen* durch Faltung mit
dem zusammengesetzten Fejér-Kern darstellen lassen:

sk(r) = Mg {f(x+s)Ky(s)}

Das ergibt sich direkt durch einsetzen:

si(@) = Y e ap(Ne
AEE)
= Z €k7/\ ]\4S {f(l‘ + s)e_MS}
ANeEy
_ ), {f(:v+5) S e } = M, + ) Ki(s))
AEE)
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Sei nun 7. eine beliebige zu f gehorige Verschiebungszahl. Wir betrachten

sp(@+7) = sp(x) = Ms {f(z + s +7) Ki(s)} = M {f(x + s) Ky (s)}

=M< [fe+s+71)— flx+3)] Ki(s)
<e mnach Vorauss.
<eM{Kip}=c¢
——

=1

Damit haben wir die Voraussetzungen fiir die Anwendung des dritten Teils von
Satz 1.4.11 geschaffen, was den Beweis des Hauptsatzes beschliefit. O

1.6 Resultate iiber Verschiebungszahlen

Es lassen sich noch weitere interessante Resultate zu Verschiebungszahlen an-
geben, die iiber das bereits erwihnte hinausgehen. Allen voran gibt es einen
direkten Zusammenhang zwischen den Verschiebungszahlen 74(¢) einer fastpe-
riodischen Funktion f und ihren Fourierexponenten A € Ay.

Satz 1.6.1. Sei f € AP(R) und seien ng € N und § > 0 beliebig. Dann gibt es
ein von ng und § abhingiges € > 0 derart, sodass fir alle A € Ay gilt:

TEE(fe) = |V —1] <4 (1.3)

Beweis. Nach [Boh25], p. 106. Wir miissen zu gegebenem ng und ¢ ein ¢ kon-
struieren, sodass jede zu diesem e gehorige Verschiebungszahl 7;(e) auch die
Ungleichungen der rechten Seite von (1.3) erfiillt. Wir definieren dazu zuerst
A= minyen,, |as(A)|, wobei A, die (endliche) Teilmenge der Fourierexponen-
ten von f ist, deren Fourierkoeffizienten Betrag > % haben. Klarerweise ist
A > 0. Wir behaupten nun

A
5—55

geniige diesen Anforderungen. Sei nun also 7 = 7/(¢) € E(e, f). Dann gilt nach
den Rechenregeln fiir Mittelwerte fiir A € A,

| M {[f(z +7) = fl@)] e *T}| <e

M, {f(:v +T)e_i/\7} - M, {f(x)e_i’\T} <e
=af(A)ei AT =ar(N)

(e =1)] <

e
lay(V)

<

| o

und mit § < ¢ folgt die Behauptung. O

Satz 1.6.2. Sei f wie im obigen Satz und € > 0 beliebig. Dann ezistieren
ng = no(e) € N und § = d(¢) > 0 derart, sodass

AT —1] <6 VAEN,, = T=r14(c) € E(fe)
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Beweis. Nach [Boh25], p.105. Sei ¢ > 0 beliebig. Durch Anwendung von Satz
1.4.11 erhalten wir ein €’ mit

My {|f(@+7) = f2)P} <€’ = sup |f (@ +7) = flo)] < &

Sei nun also 7 beliebig derart, dal es die Ungleichungen der Voraussetzung
erfiillt. Damit erhalten wir bei passender Wahl von groflem ny und kleinem
d(np) und unter Anwendung des vorangegangen Satzes

|2

M, {|f(@+7) = f@)P} = ) |as(W) (e —1)

AGAf
TAT 2 TAT
= > JarWENT =D+ Y JarN)(ET - 1)
/\GAnO AEAf\A,,LO
<8N JarWPF 4 Y ar VI
)\EAnO )\EAf\AnO

Beide Terme auf der rechten Seite konnen beliebig klein gemacht werden, also
insbesonders auch < ¢’. Damit ist aber dann 7 auch Verschiebungszahl von f
und die Behauptung bewiesen. O

1.7 Konvergenzresultate

Nachdem wir das Thema der Konvergenz der Fourierreihe einer fastperiodischen
Funktion bislang stark vernachldssigt haben, widmen wir uns hier einigen Re-
sultaten zu diesem Thema. Direkt aus der Parsevalschen Gleichung bekommt
man das erste zentrale Ergebnis, welches wir ja implizit schon in weiten Teilen
der Ausfiihrungen verwendet haben.

Lemma 1.7.1. Sei f fastperiodisch. Dann gilt

> lar(VPF < oo

AEAf

Beweis. Mit f ist auch |f| und damit auch |f|? fastperiodisch. Daher existiert
der Mittelwert und ist nach der Parsevalschen Gleichung

MA{fPY = ) larWP.

AEAf
O

In unserem Beweis des Hauptsatzes haben wir eine Folge von (Fejér-) Polynomen
der Form sg(z) = 22:1 EpnAne’ An mit limy oo &k x =1 Vn konstruiert, die
gleichméBig gegen f konvergieren.

Lemma 1.7.2. Es sei f fastperiodisch. Gilt ay(X) > 0 VA, dann gilt sogar
Yo laf(N)| < oo, das heisst die Fourierreihe konvergiert absolut und gleichmfSig

gegen f.
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Beweis. Man betrachte x = 0 und wende die Polynome aus dem Beweis des
Hauptsatzes an. O

Weiters gibt es ein leicht abzuleitendes Resultat, wenn die Fourierexponenten
linear unabhéngig sind.

Lemma 1.7.3. Es seien die Fourierezponenten A € Ay linear unabhdngig. Dann
gilt 3" 5ep, lap(A)] < oo.

Beweis. Zuerst ordnen wir die Fourierexponenten durch die bekannten endlichen
Mengen der Form A und bezeichnen mit A,, die Fourierkoeffizienten dieser Ord-
nung der Fourierexponenten Ai, Ao, .... Dann setzen wir x = 0 und w,, derart,
sodass

A, = |A, e,
Weiters seien k,ng € N beliebig und wir setzen
K. (s) = Fe(A1s +w1)Fr(Aas + wa) - - F.(Anys + wny)
und erhalten durch Ausmultiplizieren einen Term der Form

k-1

Ki(s)=1+ ’

[efiwlefikls o+ €7iw"0€7i>\"osj| + P(S)

wobei in dem Restterm P(s) sdmtliche A,, Terme mit positivem Vorzeichen sowie
sédmtliche Linearkombinationen daraus auftreten. Nun bilden wir bei x = 0 den
Mittelwert und bemerken zuerst, dal wegen der Eigenschaften des Fejér-Kerns
jedenfalls gilt, dal M{f K} } < ||f||cc. Weiters haben wir

-1 . .
MA{fK,} = k-1 3 [Are™™ + ...+ Ap,e” o]

k
= m”A1|+"'+|An0|]

und damit %
ol < —— -
[ A+ [ Ang | < = 1]l

Aus der Beliebigkeit von ng folgt nun die Behauptung. Wenn wir dann weiters
noch den Grenziibergang k — oo durchfiihren, erhalten wir sogar

DAkl = lar )] = [If e
k=1

AEAf

O

Weitere interessante Konvergenzresultate lassen sich in den Arbeiten [Bre70],
[Bre66] und [Coo81] finden. Wir wollen davon einige Interessante im Folgenden
angeben. Um diese Ergebnisse zu erhalten, ist es notwendig, die Verteilung der
Fourierkoeffizienten von f zu betrachten. Das folgende Lemma liefert uns eine
hinreichende Bedingung fiir die gleichméflige Konvergenz der Fourierreihe gegen
f unter der Annahme, daf} sich Ay nur bei co héuft.
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Lemma 1.7.4. Es sei f fastperiodisch und die (monoton wachsend angeordne-
te) Folge (\r)ken der Fourierkoeffizienten von f hiufe sich nur im Unendlichen.
Weiters sei f Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante a € (0,1). Gilt dann

/\_a In )\n-‘rl + An

SR 50 n— 1.4
n )\n+1 _ )\n n OO, ( )

so konvergiert die Fourierreihe von f gleichmdfig auf R.

Beweis. Siehe [Bre70], p. 1212ff. O

Das obige Resultat kann man auch so formulieren, dafl die Liicken zwischen
aufeinanderfolgenden Fourierexponenten A, 1 — A, nicht zu klein werden diirfen
im Vergleich zu den A,,.

Dieses Resultat ist bereits scharf: ersetzt man den Grenzwert 0 in (1.4) durch
eine Konstante C' > 0, so kann man bereits fastperiodische Funktionen kon-
struieren, deren Fourierreihe in zumindest einem Punkt divergiert. Dieses und
andere Divergenzresultate finden sich in [Bre66].

Lemma 1.7.5. Es gibt eine Funktion f wie aus Lemma 1.7.4 mit

Aoy At A

—— =5 C>0 n—oo
" )\n+1_>\n ’

deren Fourierreihe bei x = 0 divergiert.

Bemerkung 1.7.6. Satz 2 aus [Bre70] gibt ein analoges Resultat fiir fastperiodi-
sche Funktionen, deren Fourierexponenten einen einzigen endlichen Haufungs-
wert aufweisen. Im Gegensatz zu der im obigen Lemma geforderten Lipschitz-
Stetigkeit werden dort aber Anforderungen an das Spektrum von f gestellt.
Heuristisch gesprochen wird gefordert, dafl das Spektrum ausserhalb einer Um-
gebung des Hiufungswert einfach diinn genug werde (im Sinne lakunérer Rei-
hen).

1.8 Fastperiodische Funkionen iiber topologischen
Gruppen

Wir haben bislang die Theorie der fastperiodischen Funktionen auf sehr tradi-
tionelle Weise mit dem Zugang von Bohr entwickelt. Wir wollen nun aber den
modernen Zugang mittels der Methoden der harmonischen Analyse betrachten
und fiir lokalkompakte Gruppen herleiten. Wir beginnen mit einigen notwendi-
gen Definitionen.

Definition 1.8.1 (Topologische Gruppe). Sei G eine Gruppe mit additiv ge-
schriebener Gruppenoperation

+:GxGE—G.

Ist diese Gruppe gleichzeitig ein topologischer Raum und sind sowohl die Grup-
penoperation + als auch die Inversion stetig, so spricht man von einer topolo-
gischen Gruppe.
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Wir kénnen nun auch schon Funktionen iiber solchen Gruppen betrachten. Im
Speziellen betrachten wir mit

B(G) = {f: G = Cl[flloc <00}

den Raum der beschriankten komplex-wertigen Funktionen iiber GG. Versehen mit
der Supremumsnorm ist (B(G), || - ||oo) ein Banachraum. Jetzt haben wir auch
schon genug Definitionen, um Fastperiodizitéit in diesem Rahmen zu definieren.

Definition 1.8.2. Sei G eine (topologische) Gruppe. Wir nennen f fastpe-
riodisch, wenn (f(- 4 a))qec kompakt in B(G) ist. Die Menge aller stetigen
fastperiodischen Funktionen iiber G bezeichnen wir mit AP(G).

Bemerkung 1.8.3. Wir haben fiir G sehr wenig vorausgesetzt. Insbesondere ha-
ben wir in der Definition nicht die Kommutativitit gefordert. Es zeigt sich aber,
daB diese Forderung nicht notwendig ist und die Mengen

(f( + a))aecc
(f(b+))bec

die gleiche Klasse von Funktionen definieren. Vergleiche dazu [HR79], p. 246-
247, Theorem (18.1).

Bemerkung 1.8.4. Wir haben in unserer Definition von AP(G) explizit nur ste-
tige Funktionen zugelassen. Dies ist nicht unbedingt notwendig, da sich auch
fastperiodische Funktionen iiber Gruppen betrachten lassen, die nur die diskre-
te Topologie zulassen.

Diese Definition ist auBerordentlich wichtig, da sie einen auf den ersten Blick
génzlich anderen Zugang zu den fastperiodischen Funktionen erméglicht, ndmlich
das sogenannte Kriterium von Bochner.

Lemma 1.8.5 (Kriterium von Bochner). f ist genau dann fastperiodisch, wenn
(f(- + 2))zer relativ kompakt in (C?, || - ||o) 4st.

Fiir fastperiodische Funktionen auf G gelten jedenfalls analoge Eigenschaften
wie fiir Bohrsche fastperiodische Funktionen. Insbesondere ist AP(G) abge-
schlossen unter Addition und Multiplikation und unter Translation. Wir haben
nun die Mittel in der Hand, fiir AP(G) den Mittelwert zu definieren.

Satz 1.8.6. Sei G eine topologische Gruppe. Dann existiert eine eindeutig be-
stimmte, translationsinvariante nicht-negative Abbildung

M : AP(G) — C.
Diese Abbildung M bezeichnen wir als Mittelwert von f.
Beweis. Vergleiche [HR79], p. 250-253, Theorem (18.8), (18.9). O

Bislang haben wir allerdings nur die Existenz einer solchen Abbildung. Wiinschens-
wert ist aber doch eine Integraldarstellung. Dafiir miissen wir uns aber zuerst
iiberlegen, welche Anforderungen an die zugrundeliegende Gruppe G zu stellen
sind, damit ein Integralbegriff iiberhaupt sinnvoll zu formulieren ist. Hier liefert
uns die klassische harmonische Analyse mit dem Haar-Maf3 auf lokalkompak-
ten Gruppen das notige Werkzeug.
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Satz 1.8.7. Sei G eine lokalkompakte Gruppe, das heif§t jedes Element x € G
besitze eine kompakte Umgebung in G. Dann existiert ein (bis auf Skalierung)
eindeutiges, linkes translationsinvariantes Borel-Maf p auf G. p(G) < oo gilt
genau dann wenn G kompakt ist.

Beweis. Vergleiche [Dei02], p. 89ff. O

Bemerkung 1.8.8. Die Unterscheidung in links-translationsinvariant und rechts-
translationsinvariant ist notwendig, da damit zwei voneinander verschiedene Ma-
Be definiert werden. Auf sogenannten unimodularen Gruppen stimmen linkes
und rechtes Haarmaf} allerdings tiberein. Zu diesen zéhlen jedenfalls alle abel-
schen lokalkompakten Gruppen. Zu den weiteren Details der Konstruktion des
HaarmaBes und des darauf aufbauenden Integrals sei auf [HR79], p. 117ff, ver-
wiesen.

Satz 1.8.9. Sei G eine lokalkompakte, Abelsche Gruppe. Es sei dariberhinaus o-
kompakt, das heisst G sei die abzdihlbare Vereinigung kompakter Mengen. Dann
existiert eine aufsteigende Folge prikompakter Mengen (H;) derart, sodass fiir
f € AP(QG) gilt:

. 1
MU}=£gumml;ﬂ@wm)

Beweis. Der Satz in der vorliegenden Form ist schon eine starke Verkiirzung
der Resultate zu diesem Thema. In [HR79], p. 252ff, Theorem (18.10) wird
bereits gezeigt, dafl wenn fiir eine lokalkompakte (nicht-Abelsche) Gruppe G
eine aufsteigende Folge prikompakter Mengen mit endlichen Maf} existiert und
diese der Bedingung

Ll HL) 0 HY)

n— 00 M(Hn)

fiir alle z € G geniigen, fiir alle f € AP(G) bereits die Integraldarstellung des
Mittelwerts existiert. Ist G dann dariiber hinaus o-kompakt und Abelsch, so
kann die Existenz einer solchen (in der englischen Literatur auch als absorbing
compact exhaustion bezeichneten) Mengenfolge mit Theorem (18.14) gezeigt
werden. O

Bemerkung 1.8.10. Setzt man beispielsweise G = R und H,, = (—n,n), so
bekommt man die klassische Definition des Mittelwerts fiir f € AP(R).

Im Kontext der lokalkompakten abelschen Gruppen ersetzen wir auch die Ap-
proximation durch endliche trigonometrische Polynome durch ein allgemeineres
Konzept. Es sei G die duale Gruppe zu G, das heisst die (lokalkompakte) Grup-
pe der normierten stetigen linearen Funktionale auf G. Die Elemente von G
heiflen auch Charaktere von G.

Lemma 1.8.11. Sei G lokalkompakt und Abelsch mit dualer Gruppe G und es
sei f € AP(G). Zu f existiert eine hdchstens abzihlbare Menge von Charak-
teren mit der Eigenschaft, dafl es fiir jedes € > 0 es eine endliche Menge von
Charakteren &1, ...,En und komplezer Zahlen ay,...,ayN gibt, sodass

N
1f(2) = Y are®™ @l < e.
k=1
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Beweis. Vergleiche [AK43], p. 477-478. O

Hier auf die Theorie der Fourierreihen iiber kompakten Gruppen einzugehen,
wiirde den Rahmen bei weitem sprengen. Wir verweisen daher auf die ausfiihr-
lichen Darstellungen in [HR70], p. 328ff. Gleichzeitig wollen wir aber noch einen
anderen, mit unseren Uberlegungen in diesem Abschnitt verwandten Zugang
aufzeigen. Es ist ndmlich leicht einzusehen, daf fiir eine kompakte Gruppe G

gilt, daf} also jede stetige Funktion bereits fastperiodisch ist. Das legt eine Ver-
bindung zwischen fastperiodischen Funktionen auf einer lokalkompakten Grup-
pe G und den stetigen Funktionen auf einer noch zu definierenden kompakten
Gruppe H nahe. Dies wollen wir nun formalisieren.

Satz 1.8.12. Es sei G eine lokalkompakte Gruppe. Dann ezistiert eine (bis auf
Isomorphie) eindeutige kompakte Gruppe H und ein stetiger Homomorphismus
¢ : G — H derart, sodass es fiir jede kompakte Gruppe H' und jeden stetigen
Homomorphismus ¢' : G — H' einen eindeutigen, stetigen Homomorphismus

w:H — H mit ¢’ =pod¢ gibt.

Beweis. Fiir den Beweis verweisen wir auf [Dix77], p. 333-334. O

Das im obigen Satz definierte H wird auch als Bohr-Kompaktifizierung von
G bezeichnet. Was diese nun mit den fastperiodischen Funktionen auf G zu tun
hat, zeigt der folgende Satz.

Satz 1.8.13. Es sei G lokalkompakt mit Bohrkompaktifizierung H. Ist f €
AP(G), dann ezistiert eine stetige Funktion g : H — C mit f = g o ¢. Weiters
ist f der gleichmdfSige Grenzwert von Linearkombinationen der Koeffizienten
endlich-dimensionaler stetiger irreduzibler unitdrer Darstellungen von G.

Beweis. Vergleiche [Dix77], p. 335-336. O

Dieser Satz liefert uns das gewiinschte Resultat. Eine fastperiodische Funktion
auf G entspricht einer stetigen Funktion auf der Bohrkompaktifierzung von G.
Desweiteren erhalten wir auch die allgemeine Formulierung des Konzepts der
Fourierreihen im nicht-abelschen Fall.

Ist G lokalkompakt und abelsch mit dualer Gruppe G, so kann man die Kon-
struktion der Bohrkompaktifierzung auch sehr direkt angeben. Ersetzt man die
gleichméBige Topologie von G mit der diskreten, erhilt man wieder eine lokal-
kompakte Gruppe. Deren duale Gruppe wollen wir mit

H = Gy
bezeichnen. Nach dem Satz von Pontryagin ist H eine kompakte Gruppe, in

die G stetig und dicht eingebettet ist. Diese ist dann schon die gesuchte Bohr-
Kompaktifizierung.
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Kapitel 2

Verallgemeinerungen

2.1 Vorbemerkungen

Wir wollen nun den im vorigen Kapitel vorgestellten Begriff der Fastperiodizitét
verallgemeinern. In der Arbeit [Boh28] gibt Bohr hier bereits zwei mdogliche
Herangehensweisen vor. Die erste besteht darin, die in 1.2.7 gegebene Defini-
tion zu erweitern, indem wir einzelne Forderungen, wie zum Beispiel die Ste-
tigkeit, abschwéchen. Eine andere Methode ist es, anstatt der gleichméafligen
Konvergenz einen anderen Konvergenzbegriff einzufithren. Wir werden uns im
folgenden primér an letzterem Weg orientieren, aber auch noch einen weite-
ren Zugang zu diesem Themenkomplex aufzeigen. So lassen sich nach [HGF81]
die gleichméBig fastperiodischen Funktionen (und ihre Verallgemeinerungen) im
Kontext der Wiener-Amalgam-Réume betrachten. Wir werden dieses Thema
aber nur streifen und auch nur unter den fiir den Zweck dieser Arbeit relevan-
ten Einschriankungen.

Wihrend wir im ersten Kapitel der Notation von Bohr aus seinen Original-
arbeiten folgten, werden wir das hier aufgeben und eine etwas ,modernere®
Schreibweise heranziehen. Vorausschicken wollen wir, dal wenn wir, wenn wir
bei LP, SP und dergl. von Funktionenrdumen sprechen, eigentlich von Rdumen
von Aquivalenzklassen von Funktionen zu reden haben. Ausserdem wollen wir
wo es notwendig erscheint die aus dem vorigen Kapitel bekannten Funktionen
nunmehr als , gleichméfig fastperiodische Funktionen“ bezeichnen.

Der Hauptsatz des ersten Kapitels hat dann genau den Zusammenhang zwischen
den Fastperiodizittseigenschaften und dem Konvergenzbegriff hergestellt, indem
gezeigt wurde, dafl beide Herangehensweisen dieselbe Klasse von Funktionen
liefern. Die Hauptarbeit dieses Kapitels wird darin bestehen, dquivalente Sitze
fiir die verschiedenen Verallgemeinerungen zu finden.

Wir wiederholen kurz einige Bezeichnungen aus dem vorangegangenen Kapitel:
mit C® bezeichnen wir den Raum der beschrinkten stetigen Funktionen, AP(R)
bezeichne die fastperiodischen Funktionen nach Bohr und mit L? fiir 1 < p < oo
die bekannten Lebesgue-Riume. Weiters sei (mit K C R, K kompakt)

1y, = {/] (/K|f|de)” <0}
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den Raum der lokal p-integrierbaren Funktionen und mit

P={p(x)| Y Ane'*"}

endl.

bezeichnen wir die Menge der endlichen trigonometrischen Polynome.

Bemerkung 2.1.1. An dieser Stelle sollte auch noch auf eine Besonderheit der
im folgenden Teil verwendeten Notation hingewiesen werden. Wahrend zum
Beispiel in der wichtigen Arbeit [BF44] mit S? der Raum aller Funktionen be-
zeichnet wird, fiir die die Norm ||.||s» endlich ist, meinen wir damit bereits
konkret die SP-fastperiodischen Funktionen (als Abschluss der endlichen trigo-
nometrischen Polynome unter obiger Norm).

2.2 Die Ridume S}, W? und B?

Wir wollen mit der Verallgemeinerung von Stepanoff beginnen. Sei daher nun
1<p<oound! > 0. Fiir f e LV definieren wir mit

loc

x+1 P
1 lsp = sup “ /7 f(s)pds] |

eine Norm und damit den Banachraum BS? der beschrinkten
Stepanoff-Funktionen. Sicherlich liegt jede stetige Funktion in L} = (und damit
in BS?), insbesondere also auch die gleichméBig fastperiodischen Funktionen.
Damit kénnen wir die fastperiodischen Funktionen nach Stepanoff definieren.
Dabei werden wir 0.B.d.A. vorerst [ = 1 setzen und damit in der Notation auch
weglassen. Siehe dazu [Boh28], p. 360. Insbesondere ist jede ST — fastperiodische
Funktion ohnehin SP — fastperiodisch.; vergleiche hierzu [Bes32], p. 77.

Definition 2.2.1. Wir bezeichnen eine Funktion f € LP = als Stepanoff-

loc

fastperiodisch, wenn es Ve > 0 eine relativ dichte Menge Fs»(f,¢) gibt, sodass
V7T € Eso(f,e): |If(x+7)— f(2)|lsr <e

Mit SP bezeichnen wir den Raum aller Stepanoff-fastperiodischen (S-f.p.) Funk-

tionen.

Satz 2.2.2. Der Raum SP entsteht als Abschluss der trigonometrischen Poly-

nome unter der Norm ||||Szp und st ein Banachraum.

Beweis. Wir begniigen uns hier (nach [BF44], p.51-53) die Vollstéindigkeit zu
zeigen, das heisst jede Cauchyfolge in SP konvergiert und hat ihren Grenzwert
in SP. Sei daher (f,)nen eine Cauchyfolge. Damit ist es moglich, eine Folge
(ny)ven natiirlicher Zahlen so zu wéhlen, sodass

1
||fn_fm||SP < 27 N, M 2 Ny

Insbesondere gilt dann dann auch

anv *fnuﬂ”SP < 27,
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Um zu zeigen, dal die Cauchyfolge konvergiert, konstruieren wir

q

90(2) = Y (8) = F, (@)]-

v=1

Die Folge g1, g2, ... bildet dann eine aufsteigende Folge nicht-negativer Funk-
tionen. Weiters gilt ||gq||sr < 1 Vg. Insbesondere ist nach der Definition von
||.]|s» damit limg_, e gq(z) < oo fiir fast alle z. Damit ist Yoo | [fn,,y — fool
absolut konvergent und also auch (f,,) konvergent fiir fast alle .

Sei nun also f = lim,_,o0 fn,. Wollen zeigen, dal f € SP. Sei dafiir ¢ > 0
beliebig. Wir kénnen dann vy, mo und (n,),en derart wéhlen, sodass

z+1
/ (W) = fu()Pdy < = Vo> v9,Ym > m.

Wir haben oben schon gezeigt, da8 f,,, (x) — f(x) fiir fast alle x. Insbesondere
konnen wir hier dann das Lemma von Fatou anwenden und erhalten

x+1 x+1
[ 1) = tutolrdy < Jim [ 1faw) = )Py <
x vV—r 00 T
und damit dann auch das gewiinschte Resultat

f = fmllsp < e
O

Dafl die Stepanoffschen Funktionen noch recht ,nahe“ an den fastperiodischen
liegen, zeigt uns das folgende Lemma:

Lemma 2.2.3 (Bochner). Sei f € SP und gleichmdfig stetig. Dann ist f fast-
periodisch (im Sinne von Bohr).

Beweis. Nach [Bes32], p. 81-82.

Sei ¢ > 0 beliebig. f ist gleichméBig stetig, daher 36 = 6(%) mit 0 < 6 < 3,
sodass
[z =2/ <6 = |f(z) - fa)] <

1o

Sei nun T € Egr(f,d) und angenommen, es gibt xo derart, sodass

|f(zo +7) = f(z0)| > &

Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von f wére dann auch
e +7) = f@)] > 5 Vo€ e~ dw0+ 0.

Wegen xg — § + 1 > xg + 6 haben wir dann

o+ Tog—0+1
/ @t ) — f(o)lde < / @+ 1) — f(@))de.

076 xofé‘
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Insbesondere ist der linke Term der Ungleichung auch noch groler als 26, al-
so auch grofler 9. Das ist aber ein Widerspruch zu der Annahme, dafl 7 €
Esv(f,e6). Also gilt

[fz+7)— flz)| <e
und damit auch 7 € E(f, ), womit wegen der Beliebigkeit von 7 die Behauptung
gezeigt ist. O

Bevor wir zum anderen ,, Extrem*, namentlich den Besicovitch-fastperiodischen
Funktionen iibergehen, fiihren wir die dazwischenliegende Klasse der Weyl-
fastperiodischen Funktionen ein. Wir beginnen mit der Definition der Norm
fiir den spéter anzugebenden Funktionenraum:

Definition 2.2.4. Sei f € L} .. Wir definieren dann:

1
P

1fllwe = Jim [[llgp = Jim sup [ / |f<t>pdt]
—00 l—00 zcR l e

Im Gegensatz zu den Funktionen von Stepanoff liefert uns diese Definition nur
dann eine Norm, wenn wir den zugrundeliegenden Funktionenraum bereits pas-
send einschréinken! Sei nédmlich f zum Beispiel eine beschrinkte Funktion mit
kompaktem Tréger. Dann ist || f||we = 0, aber f # 0. Wir nehmen also in den
folgenden Betrachtungen stillschweigend an, dafl f aus einer geeigneten Grund-
menge (z.B. trigonometrische Polynome) ist.

Zuerst ist dann natiirlich die Frage nach der Existenz des Grenzwertes auf der
rechten Seite zu stellen.

Lemma 2.2.5. Ist ||f||sr < oo fir alle I > 0, so existiert der Grenzwert
limy o0 || f] |57 -

Beweis. Hier argumentieren wir wie in [Bes32], p. 72-73, indem wir zuerst
0.B.d.A. p = 1 annchmen. Es reicht, den Fall zu betrachten, da ||f|ls, <
00 VI > 0. Denn ist || f|[s,, = oo fiir ein gewisses o, so ist es das auch V.

Seien nun Iy, > 0 beliebig und n € N derart, sodass
(n — l)lo <1 <nly
Wir bemerken, dafl jedenfalls immer

1150y < [ f]s1,

gilt wegen
n—1

= sup | — )dt| < — su t)|dt
sy = s o [ 0k <03 s [ b

1=0

=1flls,,

<[ flls1

womit wir auch unsere ansonsten geltende Annahme von [ = 1 verspétet ge-
rechtfertigt haben. Weiters gilt wegen
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x4+l z+nly
zsmw:/ V@WS/ F(8)dt

x

l
s < (149 U1ls,

und damit folgt aufgrund der Beliebigkeit von [y und wegen

bereits

I+ 1o

’I”Llo
Snlo S l Hf|

1flls: < 201

limsup ||f||ls, < limianstl0 = liminf || fl||g,
l—00 lg—o00 l—o0

die Behauptung. O

Nun geben wir die Definition der fastperiodischen Funktionen nach Weyl.

Definition 2.2.6. Eine Funktion f heiit Weyl-fastperiodisch (W?-f.p.),
wenn es zu jedem € > 0 ein I > 0 derart gibt, sodass Egr(f,e) relativ dicht
ist.

Hier zeigt sich auch der Unterschied zwischen der Klasse SP und WP. Bei der
Ersten setzt man nur die Existenz eines beliebigen [ > 0 voraus und kann es auch
nach den oben ausgefiithrten Uberlegungen generell als [ = 1 voraussetzen. Bei
den Weyl-fastperiodischen Funktionen hingegen variiert | mit €. Das gibt uns
aber bereits ein Kriterium in die Hand, wann eine WP-fastperiodische Funktion
auch SP-fastperiodisch ist, ndmlich dann, wenn limsup,_,,(¢) < oo.

Sei f WP-fastperiodisch, | = limsup,._,,,l(e) < 00, lp <l und 7 € Egr (f,¢).
0
Wegen ||.|[s» < [|.][sr ist dann auch 7 € Egr(f, ) und damit f SP-fastperiodisch.
J 0

Bevor wir nun zum Hauptsatz der Weylschen fastperiodischen Funktionen kom-
men, miissen wir noch etwas mehr Vorarbeit leisten und das folgende Lemma
beweisen. Dabei fillt auf, dafl wir im Gegensatz zu unserer urspriinglichen De-
finition von || - ||w» im Beweis des folgenden Lemmas von einer Norm sprechen.
Dies ist nach einer passenden Einschrinkung des Definitionsbereichs erlaubt.
Fiir die Details dazu verweisen wir auf [BF44].

Lemma 2.2.7. Sei f € WP. Dann gilt

[ Fllw < o0
Ve>03N=1)>0,6=68>c)>0: ||fz+2")—f(x)lls, <e V]a'|<$§

Beweis. Wir zeigen zuerst, dafl W-fastperiodische Funktionen eine endliche ||.||w
Norm besitzen. Sei f € WP und € = 1. Wegen ||.||s, < ||.||s,, bei I’ <1 reicht es
ein Iy > 0 und ein C' > 0 derart zu konstruieren, sodass

I £lls,, < C.

Wir wihlen [y derart, sodass Eg, (f,1) relativ dicht ist und setzen L = L(1).
Damit gibt es fiir alle z ein 7 € Eg, (f,1) mit z + 7 € (0,L). Nun bekommt
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man iiber schon #hnlich ausgefithrte Abschitzungen

1 z+lo 1 z+lo 1 z+lo
o< & [0 = s ey [ e
<1 mnachVorauss. T —=x+T
1 z+71+lo
< 14+- |f(t)|dt
lO T+T
| ——
z+7€(0,L)
1 L+1o
<14 F(8)]dt = C,
lo Jo

womit der erste Teil des Beweises abgeschlossen ist.

Wir wollen nun die zweite Aussage des Satzes zeigen. Diese entspricht einer Art
»gleichméBigen Stetigkeit“ fiir W-fastperiodische Funktionen. Sei € > 0. Wir
wihlen o derart, sodass Eg, (f,5) relativ dicht ist und setzen L = L(5). In
einer zum ersten Teil vollig analogen Rechnungen gelangen wir dann fiir ¢’ > 0
beliebig zu

1
lo

2¢e 1

z+lo L+l
[ ey — s < 2 L [ 040 - solar
z 0Jo

Fiir das verbleibende Integral auf der rechten Seite ldsst sich dann ein § > 0
derart finden, sodass fiir |¢t/| <

1 L+l €
= [f(t+1) = f@B)ldt < 2,
ZO 0 3
womit auch die zweite Behauptung gezeigt ist. O

Wir haben nun genug Vorarbeit fiir den Hauptsatz der WP-fastperiodische Funk-
tionen geleistet.

Satz 2.2.8. Der Raum WP = {f WP — fastperiodisch} bezeichnet den (unvoll-
stindigen) Vektorraum aller WP-fastperiodischen Funktionen. Er entsteht durch
den Abschluss der trigonometrischen Polynome unter der Norm ||.||w».

Beweis. Vergleiche [BF44], p. 82ff. O

Bemerkung 2.2.9. Es ist wichtig im Kopf zu behalten, daf} es sich bei WP um
keinen Banachraum handelt. Denn er ist nicht vollstindig, wie wir im Fol-
genden sehen werden.

Satz 2.2.10 (Unvollstdndigkeit von WP). WP ist unvollstindig.

Beweis. Wir zeigen die Unvollstandigkeit von WP durch die Konstruktion einer
Cauchyfolge (F,)nen von Weyl-fastperiodischen Funktionen, die keinen Grenz-
wert in WP hat. Wir iibernehmen dafiir die Konstruktion eines Gegenbeispiels
aus [BF44], p. 58-61.

Sei dazu (m;) eine Folge natiirlicher Zahlen > 2 und weiters
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Sowohl die (f,) als auch die (F),) sind offensichtlich nicht-negativ, beschrankt
und periodisch mit Periode h;. Insbesondere existiert daher der Mittelwert der

fi und ist
1
M{fi(z)'} = o
Damit kénnen wir bereits zeigen, dafl (F;) eine Cauchyfolge ist. Sei vorerst
0.B.d.A. n > m.

5= Eallwr =10 Y sl < Y (35) < 2 (3)

1=m-+1 i=m-+1 i=m-+1

3=

Der Ausdruck auf der rechten Seite kann fiir geeignete Wahl von n, m beliebig
klein gemacht werden. Damit ist (F),) eine Cauchyfolge.

Wollen nun durch Widerspruch zeigen, da§ (F},) nicht in WP konvergiert. An-
genommen, F' wire ein passender Kandidat mit

lim F, = F.

n—oo
Sei weiters 0.B.d.A. p = 1. Wegen F' € WP haben wir sicher ||F||s» < C fiir ein
C > 0. Wahlen nun N > C und betrachten zunéchst die Differenz von F;,, und

F' in einer Umgebung der Tiirme (wie sie in [BF44] bezeichnet werden) der F),
um die Vielfachen der h,,, die wir wie folgt bezeichnen wollen:

1 1
' = (mhy, — =, mh, + = ).

Auf einem solchen Intervall bekommen wir aber sicher fiir m fest und n > N:

/} \Fy(2) — Fa)|da > Fn(x)dx—/} \F(z)ldz > N —C
I JEey

Ihn

=N <C
Weiters gilt (wegen Satz 2.2.17)
1Fl[ B < [|F[[wo.

und mit

1 1
Tz = (=t s+ )0 )
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unter der Voraussetzung von n > N

) 1
lim sup

e [ Fu(@) = F(@)lde < ||Fn = Fl|p».
m—so00 (2m+1)hn /Jh”| (:L') (I)| T > || HB

In jedem Intervall J/:» konnen (2m + 1) Intervalle I+ untergebracht werden.
Das ergibt insbesondere (wenn man alle Bestandteile der F,,, die nicht bei den
Tiirmen liegen, weglésst)

1 1
N — <1 B — F, - F
g V= S T o [ ) Pl

Dabei ist die linke Seite eine (wenn auch kleine) positive Zahl und unabhingig
von n, was ein Widerspruch zur Annahme der Konvergenz ist. O

Am anderen Ende der Skala findet sich eine weitere Klasse fastperiodischer
Funktionen. Bei unserem bisherigen Vorgehen stellt sie sich als die allgemeinste
dar. Wie aus dem ersten Kapitel bekannt, existiert der Mittelwert M{f}, wenn

f € AP. Insbesondere existiert dann auch M{|f|P }% und erméglicht daher die
folgende Definition:

Definition 2.2.11. Es sei f € LY . Dann definieren wir die Abbildung!

T
ol IR

Bemerkung 2.2.12. Ist f bereits aus AP, so gilt, dafl

loc®

P

1l = M{fP}7 = lin sup

1fller = M{|fIP}7.

Bemerkung 2.2.13. Es ist wichtig zu betonen, dafl der in obiger Definition ver-
wendete Limes superior nicht einfach durch den Limes ersetzt werden kann, wie
das folgende Beispiel aus [Mar96] zeigt. Es wird gezeigt, daf sich zum Beispiel
im Fall p = 1 jedenfalls lokal-integrierbare Funktion x,y derart konstruieren
lassen, sodass M{|z|} und M{|y|} existieren, aber nicht M{|x + y|}.

Beweis. Es seien fiir ¢,z € Z und n € N

|1 telzz+1), zgerade
x(t) = { 0 sonst

1 tE 2¢+1,2(¢+1)) C [n! (n+1) ), n > 2, ngerade
1 €[2¢+1,2(¢g+1)) C[— ( + 1), —nl), n > 2, ngerade
y(t) = ¢ =1 t€2¢,2¢+1)) Cnl,(n+1)!), n > 2, nungerade
-1 [2q7 2q+1)) C [-(n+ 1), —n!), n > 2, nungerade
0 sonst

L Auch hier miissen wir vorsichtig sein und kénnen den Normcharakter der Abbildung nur
bei geeigneter Grundmenge bekommen!
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Durch Nachrechnen erhélt man

Es ist offensichtlich, dal 0 < z(t) + y(¢) < 1 gilt und damit natiirlich auch
0< 5 fTT[z(t) + y(t)]dt < 1. Weiters ist z(t) + y(t) = 1 fir ¢ € [n!, (n + 1)!)

fir n gerade (resp. t € [—(n + 1)!, —n!)) und 0 sonst. Wir betrachten nun den
Grenziibergang T — oo. Hierbei betrachten wir aber nur Werte T" = n! mit
n € N und fithren eine Fallunterscheidung durch, je nachdem, ob n gerade oder

ungerade ist. Fiir n gerade erhalten wir

sty [ 1)+ 0l = S

< (n—1)! _ 1
- n! n

1 /’“ 2[(n—1 = =24+ -3 —(n—4)+...+1]

und fiir ungerades n:

1 C2[m)! = (=) (n—=2) = (n—3) +...+1]
sy |70+ w00 = =
>(n—1)!(n71) n—l'

n! n

Insgesamt also lim supy_, o 37 fTT |z (t)+y(t)|dt = 1 und lim inf7_, o0 57 ffT |z (t)+
y(t)|dt = 0, daher existiert der Mittelwert M{|z + y|} nicht.

Um hier einen analogen Satz wie 2.2.2 beweisen zu koénnen, fehlt noch eine
Definition. Es zeigt sich namlich, dafl der Begriff der relativ dichten Menge
nicht mehr ausreichend ist.

Definition 2.2.14. Eine Menge E C R heisst zufriedenstellend gleichméfig?,
wenn ein L > 0 derart existiert, sodass®

maxy, #(E N [xo, o + L])
ming, #(E N[z, 21 + L])

<2,

daf} also die maximale Anzahl von Elementen von FE in einem Intervall der Lange
L dividiert durch die minimale Anzahl kleiner als 2 ist.

Ein einfaches Beispiel einer solche Menge ist Z mit L > 1 beliebig. Weiters ist
klar, dafl eine zufriedenstellend-gleichméflige Menge relativ dicht ist. Insbeson-
dere ist eine solche Menge abzihlbar.

2 Satisfactorily uniform set. Vgl. [Bes32], p.77-78.
3Mit # : 2R — Ny sei die Anzahl der Elemente der Menge X bezeichnet
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Satz 2.2.15. Sei f € L] .. f heisst Besicovitch-fastperiodisch (BP-f.p.),
wenn Ve > 0 es eine zufriedenstellend gleichmdfige Menge E(f,€) derart gibt,
sodass ¥c > 0

T

1
limsup — |f(m+Ti) — f(@)|Pdz < €P
T—o0 2T
1 T
li — li E i Pdx| d P,
1;11:01? 5T lﬂbo%an—i—l / flx+7)— fx)|Pdx|de <e

Mit BP bezeichnen wir den Raum aller BP-fastperiodischen Funktionen. Er en-
steht durch die Vervollstindigung von AP unter der Norm ||.||p».

Beweis. Der Beweis dieses Satzes ist sehr aufwendig. Wir werden ihn daher an
dieser Stelle hier nicht angeben, sondern verweisen auf [Bes32], p. 91-96, 100-
104. O

Satz 2.2.16. BP ist ein Banachraum.

Beweis. Vgl. [BF44], p. 54ff. O

Interessant ist natiirlich nun, welcher Zusammenhang zwischen diesen neu vor-
gestellten Arten von Fastperiodizitét besteht. Diesen liefert uns der folgende
Satz:

Satz 2.2.17. Es seien 1 < p,q < 00, p < q. Dann gilt:

Stc st wWicwP, BYcC BP
AP C SP Cc WP C B?

Beweis. S9 C SP, W7 C WP und B? C BP ergeben sich direkt aus ||.|[s» <
[|.]|s« (resp. die anderen Normen). Auch dafi AP in jeder der drei Verallgemei-
nerungen enthalten ist, ist per Definition klar. S? C WP ist auch leicht einzuse-
hen: existiert das Supremum bereits fiir ein Intervall der Lénge 1, so sicherlich
auch auf jedem grofleren Intervall und damit nach 2.2.5 auch im Grenziibergang.
Ausserdem ergibt sich

I we < llls» Vf € S”.

Fiir WP C BP reicht es zu zeigen, daf fiir f € WP der Mittelwert M { f} existiert.
Sei p=1 und P ein trigonometrisches Polynom derart, sodass ||f — P||sr < §
0

fiir ein Iy = lp(g). Weiters gibt es sicher ein Ty > Iy derart, sodass VT > Ty gilt:

1 T €

ﬁ[Tp(t)dt ~M{P} < S

1 T I e
g | 150 Pl < 25w 1 [ 150 Pl < |
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und damit dann 5= fTT f(t)dt — M{P} < 5. Durch Wahl von T31,T5 > Ty
erhélt man dann

1 T T>

L rwa— 2 [ pwyar

<€
2T1 7T1 2T2 7T2

und erhilt damit die Existenz von M{f}. Daraus folgt dann direkt die Existenz
von

. . 1 T P
S|P} = timsup | o | Tlf(t)lpdtl = 1flls».

oo

O

Bemerkung 2.2.18. Am Ende des ersten Kapitels haben wir gezeigt, dafl fast-
periodische Funktionen auf einer lokalkompakten Gruppe G den stetigen Funk-
tionen auf ihrer Bohr-Kompaktifizierung Bohr(G) entsprechen. Ein analoges
Resultat ldsst sich fiir Elemente von BP angeben: so entspricht jedes f € BP
einem f' € LP(Bohr(Q)). Fiir Details sei auf [ABGO06] verwiesen.

Interessant ist natiirlich, ob wir die ,;schone“ Eigenschaft der gleichméflig fast-
periodischen Funktionen, dafl das Produkt zweier fastperiodischer Funktionen
wieder fastperiodisch ist, iibertragen konnen. Dies ist leider in dieser Allgemein-
heit nicht moglich. Es zeigt sich aber, daf} die trigonometrischen Polynome bei
dieser Uberlegung eine Rolle spielen:

Lemma 2.2.19 (Multiplikative Struktur von S?, WP BP). Sei f aus S? (re-
spektive WP oder BP) und sei g ein trigonometrisches Polynom. Dann ist fg
auch in SP (respektive WP oder BP).

Beweis. Wir zeigen das Lemma fiir BP. Die Beweise der anderen Félle laufen
analog. Sei also f € BP, g,r € P und ¢ > 0.

e

IreP: [|f—rllp < ——
l19llo

Jedenfalls ist rg wieder ein trigonometrisches Polynom. Wegen

T
1fg — grll, < limsup gl” [f(t) = r(®)[Pda
Tooo 2T J_p X~
<llgll&
1 T
< gl limsup o— [ [f(t) —r(t)Pde < &
T—o0 2T -T
<(mf=)’
folgt dann aus dem Hauptsatz 2.2.15, da8 fg € BP. O

2.3 Fourierreihen, Parsevalsche Gleichung und
der Satz von Riesz-Fischer

Die (formale) Existenz der Fourierreihe zeigt das folgende Lemma:
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Lemma 2.3.1. Es sei A € R und f € BP. ay(\) = My{f(t)e " } existiert fiir
alle A und ist fir hochstens abzahlbar viele A von 0 verschieden. Wir bezeichnen
mit Ay wieder die Menge der Fourierexponenten mit ay(X) # 0.

Beweis. Sei f € B. Nach dem Lemma 2.2.19 ist damit auch f(t)e~** € B. Da-
her existiert der Mittelwert M;{f(t)e"**}. Sei nun & > 0. Nach dem Hauptsatz
fiir BP gibt es trigonometrisches Polynome g, und ein ng € N derart, sodass

IIf —gnllB < € Vn>ng.

Daher g, > f, also insbesondere auch M;{g,(t)e= M} — M{f(t)e~i*}. Fiir
festes n ist M;{gn(t)e~**} nur fiir endlich viele A ungleich 0. Damit folgt die
Behauptung. O

Das zentrale Resultat ist hier wieder die Summierbarkeit der Fourierreihe analog
zum Fall von AP.
Satz 2.3.2. Sei f € BP. Dann gilt

lf — M{f(x + ) Kr(t)}||gr — 0 k — 0.

Auch die verallgemeinerten fastperiodischen Funktionen werden durch ihre Fou-
rierreihe ,eindeutig” bestimmt:

Satz 2.3.3 (Eindeutigkeitssatz). Es seien f,g € BP und beide besitzen die selbe
Fourierreihe. Dann gilt

lf = gllBr =0

Beweis. Da nach Vorraussetzung f, g dieselbe Fourierreihe haben, kann man zur
Summierung der Reihen auch denselben zusammengesetzten Fejér-Kern K (s)
benutzen. Damit haben wir dann direkt die Behauptung des Satzes:

lf = gllse < [l = M{f(z + ) K (£)|| B

—0
+|IMe{f (@ + ) B ()} — Mifg(z + ) Ki()} [
=0
+ |[IMi{g(z + ) Ki (1)} — glln»
—0

O

Die , Eindeutigkeit“ aus dem vorangegangen Satz ist hier natiirlich beziiglich
der verwendeten Norm zu verstehen. Wiahrend sich zwei Représentanten einer
Aquivalenzklasse in SP héchstens auf einer Nullmenge unterscheiden, gilt diese
Einschrankung fiir WP und BP nicht mehr: hier kénnen sie sich sogar auf einer
Menge von unendlichem Maf} unterscheiden! Siehe dazu [Bes32], p. 74.

Im Fall p = 2 lasst sich noch ein weiteres Resultat, ndmlich die Parsevalsche
Gleichung, iibertragen:
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Satz 2.3.4 (Parsevalsche Gleichung). Sei f € B2. Dann gilt

1fllgz = Y lagWP

AEAf
Beweis. Nach Satz 2.3.2 gilt

1f = Mi{f(z + ) K (t)}|p2 — Ok — o0,

2 2
also My{f(z +t)K(t)} Z £ und damit auch M {|f(z + t)|Kr(t)} 2 |£].
Seien némlich p,r trigonometrische Polynome und ¢ > 0, sodass ||f — p|| <
s = [[|fl = Ipll| < §. Dann wihle 7 so, da8 ||[p| — r|| < § ist. Dann ist
A=l < LT =TT+ el =7l < e

Also existiert M{|f|*} und man erhlt mit

M{IPY = lim 3 Galag WP = 3 lag (VP

AEEL )\GAf
die Behauptung. O

Weiters erhalten wir den Satz von Riesz-Fischer, der zeigt, dafl wenn die Reihe
>, |A,|? konvergiert, dann auch jede Reihe der Form Y, A,e’®"® eine Fou-
rierreihe einer B2-fastperiodischen Funktion ist.

Satz 2.3.5 (Riesz-Fischer). Seien A, € R mit ., [An|* < oo. Dann tritt
jede Reihe der Form ) Ape’ Anzqls Fourierreihe einer B?-fastperiodischen
Funktion auf.

Beweis. Vgl. [Bes32], p. 110-112. O

2.4 Wiener-Amalgam-Riume

Wir wollen uns in diesem Absatz kurz damit beschéftigen, dafl man die oben
vorgestellten Rdume als Spezialfall einer grofleren Klasse von Rdumen auffas-
sen kann. Diese sogenannten Wiener-Amalgam-R&ume wurden zuerst in der
Dissertation von Wiener eingefiihrt, um dem Problem zu begegnen, daf iiber
das lokale Verhalten von Elementen von LP nichts ausgesagt werden kann. So
hat jede Umordnung einer L? Funktion die gleiche L? Norm. Siehe dazu [Hei90],

p- 2.
Wir definieren nun den Amalgam-Raum W (LP, L?) durch die Norm

1l e 10y = (Z (/" f(m)lpda:f)é

nez

wobei wir LP als die lokale Komponente und L? als die globale Kompo-
nente bezeichnen. Diese Amalgam-Réume sind bereits wieder Banachrdume.
Die Theorie kann wesentlich allgemeiner gefasst werden, indem fiir die Kom-
ponenten geeignete (allgemeinere) Banachriume eingesetzt werden. Dies wiirde
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aber hier wieder den Rahmen unserer Ausfithrungen sprengen*. Wir setzen des-
wegen fiirs Erste als globale Komponente auf L> und betrachten die sich fiir
verschiedene Wahlen der lokalen Komponente ergebende Réume.

Es ergibt sich dann bereits die neue Norm

(f " If(r)lpdw>;

was fiir den Fall p # oo ja schon (fast) unserer Definition von S? entspricht. Man
muf} natiirlich beachten, dal wie im Fall von S? allein die Norm nicht die Fast-
periodizitits-Eigenschaften liefert! Ebenso ist es einzusehen, dafi der Fall p = oo
genau den Fall der fastperiodischen Funktionen nach Bohr abdeckt, also dem
Raum AP entspricht. Wir wollen nun aber durchaus die Ergebnisse etwas allge-
meiner formulieren und lassen daher fiir die lokale Komponente nun einen geeig-
neten® Banachraum B zu und definieren damit die sog. B-FastperiodizititS.

[ f[lw(zr,Lo) = sup
zeR

Definition 2.4.1. Es bezeichne T}, f die Translation auf B. f heift B-fastperiodisch.
wenn die Menge aller Translationen (T, f) relativ kompakt in W (B, L*) ist.

Diese Definition ist dem Umstand geschuldet, dal eine Herleitung der Fast-
periodizitdt iiber relativ dichte Mengen von Verschiebungszahlen nur fiir Ba-
nachrdume iiber R™ funktioniert. In diesem Fall gibt uns der folgende Satz auch
die Aquivalenz dieser Definitionen (also das Kriterium von Bochner). Grundséitz-
lich funktioniert obige Definition aber auch bei Banachrdumen iiber einer belie-
bigen lokalkompakten, abelschen Gruppe G.

Satz 2.4.2. Es sei f € W(B,L*®). Dann ist dquivalent:
e f ist B-fastperiodisch

e f kann in der Norm von W (B, L) mit trigonometrischen Polynomen
approximiert werden.

e Die Faltung agiert kompakt auf W (B, L*). Das heisst Vg € L* gilt: T,f =
g * f ist ein kompakter Operator.

o Ist B tber R™, dann Ve > 0 gilt: 3K C R™, K kompakt, sodass

Vy € R": Jx € y + K sodass||T, f — fllw,pe) <€
Beweis. Vgl. [HGF81], p. 323-324. O

Der vorangegangene Satz liefert uns dann auch eine natiirliche Verallgemeine-
rung der Fastperiodizitéit auf R™. Es bleibt zu sagen, dafl mit der Moglichkeit,
fiir B auch geeignete Raume von Distributionen oder Maflen zu wihlen, einer
Verallgemeinerung der Fastperiodizitit wenig Grenzen gesetzt sind!

4Fiir Details vgl. [Hei90], [HGF81].
5Fiir die genauen Anforderungen vergleiche [HGF81].
6Wobei B hier NICHT fiir die fastperiodische Funktionen im Sinne von Besicovitch steht.
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Kapitel 3

Anwendungen und Ausblick

3.1 Fastperiodische Lésungen von quasilinearen
Systemen gewohnlicher Differentialgleichun-
gen

In diesem Abschnitt wollen wir ein Resultat aus [Cor61] iiber die Existenz
und Eindeutigkeit von fastperiodischer Losungen gewisser System quasilinearer
gewOhnlicher Differentialgleichungen vorstellen und auch seinen Beweis préisen-
tieren. Zuvor bringen wir jedoch ein Resultat, dafl auch unabhéngig von seiner
nachfolgenden Anwendung im Beweis von Interesse ist und sich damit beschéftigt
wann die Stammfunktion einer fastperiodischen Funktion wieder fastperiodisch
ist.

Lemma 3.1.1. Sei f: R — C fastperiodisch und es sei

F(x) :/ f(t)dt.
0
Gilt
[Flloc < o0,
so ist F' fastperiodisch.

Beweis. Aus [Cor61], p. 88-90. O.B.d.A. sei f reell und € > 0. Wir konstruie-
ren nun aus den Verschiebungszahlen von f Verschiebungszahlen von F. Nach
Voraussetzung ist F' beschriankt, also gibt es Konstanten ¢, C' mit

¢ < |IFllw < C

und Punkte x1,zo (wir nehmen 0.B.d.A. 1 < x2 an) mit

F(z) < c+%, F(z) > C — %

Seien weiters

d = |21 — @), LzL(%), TEE(f,é).
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Zu zeigen ist

E(f, 2(L€+d)) c E(F¢).

Dazu setzt man im ersten Schritt z;y = 1 + 7, 20 = x5 + 7. Durch Einsetzen
¥2) zZ1
Fea) = Flea) = [ e~ [ riojar
0 0
T2 To+T T T1+T
_ / £t + / F(t)dt — / F(t)dt — / F(t)dt
0 T 0

:F@ﬂfF@n+/mU@+ﬂff@Mt

1

<(z2—z1) g3
> F(as) — F(z1) —d— >C —c— <
= HT2 )% °7 9

erhéilt man die folgenden Bedingungen

F(z) < c+% F(z)>C — g

wobei solche Punktepaare in jedem Intervall der Lénge L +d konstruiert werden
konnen. Sei nun z € R beliebig und

- 6E<f,2(;+d)).

Wir wihlen dann zo wie oben mit  — 2z < L + d (respektive z; — z < L + d)
und erhalten nach Einsetzen in die Definition von F'(x)

294+7' z+7’ 22 z
F(x+7’)—F(x):/0 f(t)dt+/2+ /f(t)dt_/o f(t)dt—/ f(t)dt

= Fair) - Fa)r [ e - sl
—_— =

22

<C nachVorauss. > C+%

<(z—22) 32 5q

3 3
< L+d

< €

und durch eine analoge Rechnung mit Abschiitzungen fiir z; (man verwendet
dann ¢)
|F(z+7")— F(z)] < e,

was den Beweis vollendet. O

Ausgehen werden wir von der Gleichung

d?y dy
7 194 L By =
Tz T 2AS T By = f(z) +pg(e,y)

40



mit A, B € R, A # 0, f fastperiodisch und g geniige einer Lipschitz-Bedingung.
Bekanntermaflen lésst sich eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung in
ein System gewohnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung transformieren:

dy _

dr Y2

dys B

= —Byi — 2Ays + f(x) + pg(z, y1, y2).

Wir werden das Problem allgemeiner 16sen:

Definition 3.1.2. Ein System von n gewohnlichen Differentialgleichungen 1.
Ordnung der Form

dy; i
da:l = ;auyi + fi(®) + pgi(z, 91, yn)

mit n € N und a;; € C bezeichen wir als quasilinear. Das zugehorige System
dy; -
o > aiy; + filx)
j=1

bezeichnen wir als das erzeugende System des urspriinglichen Systems von
Gleichungen.

An die Matrix A = (a;j)1<i,j<n Werden wir dann noch weitere Anforderungen
stellen. Im Moment aber halten wir noch fest, daf} es fiir beliebige quadratische
Matrizen der Ordnung n mdoglich ist, eine invertierbare Matrix B = (b;;)1<i j<n
derart zu finden, sodass durch

/\1 PN 'Vln
BAB™! = 0 X
0 0 A\

A in eine obere Dreiecksmatrix transformiert wird, wobei die \; die Eigenwer-
te von A bezeichnen und ~;; € C durch die Wahl von B bestimmt werden.
Wir wollen diese Transformation nun auf unser quasilineares Gleichungssystem
anwenden und benennen unsere neuen gesuchten Losungen mit z;(x). Damit
erhalten wir dann

(Z; =Nzt Y et @)

i+1<j<n

und kénnen (bei von nun an als invertierbar vorausgesetzten A) die Funktionen
f#(x) durch
fi(z) fi(@)
A .. .
fo(z) fn()
eindeutig bestimmen. Sind die f; hier schon fastperiodisch, so gilt daselbe auch
fiir f/ als endliche Summe fastperiodischer Funktionen. Damit setzen wir von
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nun an voraus, dafl die Matrix des quasilinearen Systems bereits obere Dreiecks-
gestalt besitzt und hyperbolisch ist, also Re A; #0 1 < ¢ < n. Diese Bedingung
stellt sicher, daf - wie wir spéter noch zeigen werden - eine eindeutig bestimmte
fastperiodische Losung des erzeugenden Systems ygo) existiert und wir dariiber

hinaus eine Konstante K = K(A) derart angeben konnen, sodass

157 le < K max|[fillc  1<i<n.

Weiters wollen wir noch eine allgemeine Lipschitz-artige Bedingung formulieren,
die wir dann im weiteren an die Funktionen g¢;(z,y1,...,y,) stellen werden. Es

(0)

bezeichne dazu y; ~ eine beschrankte Losung des erzeugenden Systems. Sei dazu

a € R, a > 0 fest. Wir definieren

A= {(az,yl(x),,yn(x)) | lyi(z) —ygo)(x)‘ <a VreR,1 Sign}.

Die g; sind auf A stetig. Seien die g;(z,y1,--.,Yn) dariiberhinaus fastperiodisch
in z seien und gebe es ein L > 0 derart, sodass in A

n
|gi(x7yla"'7yn)_gi(xazla"'azn” S LZly]_zjl 1 S’Lgn
=1

Wir fordern im obigen Text, g sei fastperiodisch in x. Nun haben wir dies bislang
so nicht defnieret und wollen das nachholen:

Definition 3.1.3. Sei f(z,y) stetig. Wir nennen f fastperiodisch in x
gleichmifig in y, wenn fiir ¢ > 0 gilt

TEE(ﬁE) = If(x—l—ﬂy)—f(%y)\ <e Vy,

wir also die Menge E(f,e) unabhiingig von y wihlen kénnen.

Fiir solche von einem Parameter abhingige fastperiodische Funktionen
gelten die meisten wesentlichen Eigenschaften wie fiir die im ersten Kapitel
eingefiihrten fastperiodischen Funktionen. Fiir Details sei auf [Cor61], Kapitel
II, verwiesen.

Ein fiir uns wichtiges Ergebnis ist aber, daf unsere Funktionen 9i(T, Y15 Yn)
auf A beschriinkt sind.! Damit sind wir nun bereit, das wichtige Resultat dieses
Abschnitts zu formulieren.

Satz 3.1.4. Es sei ein quasilineares System gew. DGL der Form

n

d .

gegeben mit f; € AP(R). Die Matriz A = (ai;) habe obere Dreiecksgestalt und
Rea;; #0 1 <i<n. Weiters sollen die g; wie oben eine Lipschitz-Bedingung
auf A fiir a > 0 und L > 0 erfillen. Dann gibt es fir ausreichend kleines u eine
eindeutig bestimmie fastperiodische Ldosung y; und

0
yi(z) "%y (2).

L[Cor61], p. 52, Thm. 2.2.
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Beweis. Nach [Cor61], p. 99ff. Wir betrachten zuerst das erzeugende System
dy; =
e > iy + filx)
j=1

und zeigen dafiir die Existenz einer fastperiodischen Losung. Dazu zeigen wir im
ersten Schritt, dass es in jedem Fall eine beschrinkte Losung gibt und weisen
dann nach, daf jede beschrinkte Losung schon in AP(R) liegt. A hat nach
Voraussetzung obere Dreiecksgestalt. Daher ergibt sich

dyn . v
% = M¥n + fu(z) = yn(z) = err {C’+/O e )‘"tfn(t)dt}

fiir eine gewisse Konstante C. Es stellt sich nun die Frage, ob C derart gewéhlt
werden kann, dafl wir eine beschrinkte Losung bekommen. Wir nehmen daher
im weiteren zuerst an, dal o, = Re A, > 0. Wir behaupten,

C = /OOO e Mt f, (t)dt

erfiillt diese Anforderung.? Einsetzen ergibt

yn(m) - _ /00 e(I—t)Anfn(t)dt

die gesuchte beschrénkte Losung wegen

(o)
(@l < [ [0 (o)) a
z N——
<fnlleo
—Qny —QnpT
< Mfalloo 20 | tim — 0y 20 o nlle
y—oo  Qp Qn Qn
—_———
—0
und durch weiteres Einsetzen fiir 7 beliebig
1
lyn(z +7) —yn(2)] < — sup|fu(t +7) — fu(t)]
On teR
woraus dann
E(fn,elanl) C E(yn,€)
folgt. Analog rechnet man fiir a,, < 0.
Wir haben in unseren Anforderungen an A den Fall «,, = 0 eigentlich ex-

plizit ausgeschlossen. Es zeigt sich aber, dafl wenn eine beschridnkte Losung
des erzeugenden Systems existiert, diese immer fastperiodisch sind, selbst wenn
Re )\, = 0. Um hier dann die Fastperiodizitéit von z, zu zeigen, ist das Lemma

3.1.1 auf .
/ e UPLf, (t)dt
0

2Die Existenz des uneigentlichen Integrals bei t > 0 ist klar wegen |e~*ntf,(t)] <
e= || fnlloo-
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mit 8 = Im A, anzuwenden. Wir haben jetzt nur fiir y,, gerechnet. Geht man
dann im n#chsten Schritt auf n — 1 zuriick, so erhilt man

yn—l(z) = An—lyn—l(x) + Tn—1,n yn(x) + fn—l(x)a

wobel Vp—1,n Yn () + fn—1(z) wieder fastperiodisch ist und man daher eine fast-
periodische Loésung auch fiir y,_1 konstruieren kann Durch sukzessivzes Ein-

setzen erhélt man so die vollsténdige Losung y ) des erz. Systems.

Wir kehren nun zu unserem System der Form
Tn—1,n yn(z) + fn—l(x) + ,ng'(JC, Yty oy yn)

zuriick und wollen dafiir eine Folge von Approximationen ygk) konstruieren, die
gleichméflig in « gegen eine Losung y; konvergiert. Wir defnieren dazu die k-te
Approximation durch

WP &
k k—
E aiy"” + fi(x) + pgi(z,y Y,y

und die Differenz yz(k) - yfo)
15 - o)
) 2 S ) 0

Das ist wieder ein System in der Form eines erzeugenden Systems, besitzt daher

k
(k) yi(O)

eine eindeutige fastperiodische Lésung y; , fiir die weiters noch ein K =

K (A) existiert, sodass

k 1
57 @) =5 @) < K ma flgitr iVl e

wobei das Maximum deswegen existiert, da die g; auf A beschrinkt sind.® Wihlt
man g nun derart, dafl

a
lul < -
K maxlgign ng(%ygk 1)7 o 7y7(lk 1))”00
so liegt auch (z, ygk), . ,yglk)) in A. Klarerweise ist yﬁlk) € AP(R) und durch

sukzessives Riickwirtseinsetzen jedes y( )

Wir miissen nun noch die Konvergenz der Approxmationen nachweisen. Wir be-

trachten daher die Differenz y(k+1) Z( *)

fiir g; eine Lipschitz-Bedingung gilt:

und erhalten, da ja nach Voraussetzung

@) =y @) < WKLY sl o) - Vel 6

j=1 Y

<n max; [y (y) -y P ()]

3Wir haben hier 1mphzlt eine Induktion tiber k durchgefiihrt, wo wir angenommen haben,

dafl der Graph von y Y bereits in A liegt, was wir fiir £ = 0 ja per Voraussetzung schon
wissen.
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Nimmt man nun )
. a
l < mm{KM’ KLn}
(k

an, so liegen die y, ) jedenfalls in A und gleichzeitig konvergieren die y
gleichméfig in x. Wir bezeichnen dann

(k)

i

y; = lim yi(k)

als die Losung des quasilinearen Systems. y; ist als gleichméfiger Limes fastpe-
riodischer Funktionen wieder fastperiodisch.

Uns fehlt nun noch der Nachweis der Eindeutigkeit der Losung. Sei z; eine andere
(k)

Loésung. Durch Einsetzen von z; in Gleichung (3.1) anstelle von y,;"’ liefert dann,

dass
(k)

;= 1. h
5= i
womit auch die Eindeutigkeit gezeigt ist. O

3.2 Ein Resultat zur Interpolation mittels fast-
periodischer Funktionen

Ein (kurioseres) Resultat im Bereich der Interpolation mittels fastperiodischer
Funktionen wird in [Har61] vorgestellt. Wir werden die beiden Sétze ohne ihre
Beweise angeben und fiir die Details auf die Originalpublikation verweisen.

Satz 3.2.1. Es gibt eine Folge (an)neny mit den Werten 0 oder 1 derart, sodass
f(*) # a,  Vn>0,Vfec AP(R).

Dieser Satz lédsst sich sogar noch derart verschérfen, dafl wir die Stiitzstellen der
Interpolation und die gewiinschte(n) fastperiodischen Funktionen anhand der
Menge ihrer Fourierkoeffizienten vorgeben kénnen und trotzdem eine Folge von
0 und 1 finden werden, sodass die Interpolation nicht gelingt:

Satz 3.2.2. FEs sei A eine abzdihlbare Menge, o, € R beliebig. Dann kann
eine Folge a,, von 0,1 gewdhlt werden, sodass keine fastperiodische Funktion mit
Fourierexponenten in A die Bedingung

flay) = ap Vn

erfillen kann.

3.3 Faltungsoperatoren
In diesem Abschnitt wollen wir als letzten Anwendungsfall Faltungsoperatoren

auf Rdumen fastperiodischer Funktionen untersuchen. Dafiir wiederholen wir
kurz die Definition der Faltung:
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Definition 3.3.1. Essei f € L', g € LP mit 1 < p < co. Dann ist die Funktion

(f*g)(x) = / fw)g(a — y)dy

wohl definiert und wird Faltung von f und g genannt.

Definition 3.3.2. Sei A\ € R beliebig, uv € L? und ¢ € L'. Dann definieren wir
den Faltungsoperator A durch

Au = M+ pxu

Es ist einfach zu sehen, daf§ ein solches A stetig auf AP wirkt. Sei u € AP.
Die Menge der Translationen ist nach dem Kriterium von Bochner (T u) relativ
kompakt. Aufgrund der Stetigkeit und Translationsinvarianz von A ist dann
auch (T, (Au)) wieder relativ kompakt und damit Au € AP.

Diese Aussage lisst sich leicht auf SP und BP ausdehnen?. Wir wollen nun
noch kurz zeigen, daf sich die in Bezug auf fastperiodische Funktionen schénen
Eigenschaften von Faltungsoperatoren auch auf ihre Inversen (wo sie existieren)
ausdehnen. Ein Ergebnis dazu liefert uns Satz 3.15 aus [BP98].

Satz 3.3.3. Sei A ein Faltungsoperator, QAS die Fouriertransformierte von ¢ und
1 < p < 0. Weiters bezeichne

a(§) = A+ o(¢) (3-2)

das Symbol des Faltungsoperators. Dann ist dquivalent:
e a(§)#0 VEER
o A ist invertierbar auf AP und SP.

Beweis. Vgl. [BP98], p. 5-6. O

3.4 Ausblick

Natiirlich kann eine solche Arbeit nicht das riesige Gebiet der fastperiodischen
Funktionen abdecken und so miissen viele interessante und wichtige Resultate
unterwihnt bleiben. Wir wollen in diesem Ausblick nur noch etwas iiber den
Tellerrand blicken und weiterfithrende Quellen angeben.

So werden in den Arbeiten [Upt56] und [Lov50] sogar verschérfte Varianten der
gleichméfligen Fastperiodizitéit entwickelt, die z.B. auch die Beschrianktheit der
(verallgemeinerten) totalen Variation der Funktion f fodern.

Auch weitere Anwendungen lassen sich aufzeigen, so unter Anderem in [uVL85]
auf die Ergodentheorie oder in [PI87] auf die Kontrolltheorie linearer Systeme.
Jedenfalls zeigt sich, daf} die fastperiodischen Funktionen in all ihren Ausprigun-
gen ein weiterhin reichhaltiges Gebiet darstellen und ldngst nicht in Vergessen-
heit geraten sind.

4Vgl. [BP98], Lemmata 2,3.
5Wir geben diesen Satz nur verkiirzt wieder. Siehe [BP98], p. 5.
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Abstract (Deutsch)

Die vorliegende Arbeit soll eine Einfithrung in das weitliufige Gebiet der fastpe-
riodischen Funktionen geben. Dabei werden im ersten Kapitel zuerst {iber den
klassischen Zugang von Bohr mittels Verschiebungszahlen zentrale Resultate fiir
AP(R) bewiesen und dann der moderne Zugang iiber die Methoden der harmo-
nischen Analyse vorgestellt.

Das zweite Kapitel widmet sich Verallgemeinerungen der gleichméffigen Fastpe-
riodizitdt wie den fastperiodischen Funktionen von Weyl oder Stepanoff. Absch-
liessend wird gezeigt, wie sich diese Konzepte in den sehr allgemeinen Rahmen
der Wiener-Amalgam-Riume einbetten lassen.

Im dritten und letzten Teil werden schliefilich mehrere Anwendungen fastpe-
riodischer Funktionen priisentiert, wie zum Beispiel auf Systeme quasiliniearer
gewOhnlicher Differentialgleichungen.
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Abstract (Englisch)

This thesis is meant as an introduction to the wide area of almost periodic func-
tions. In the first chapter, we use Bohr’s classical methods involving translation
numbers to prove several key facts about uniform almost periodic functions on
the real line. We then show how this approach corresponds to the modern one
using techniques from harmonic analysis.

The second chapter is devoted to the study of several well-known generalizations
of uniform almost periodicity, e.g. those introduced by Weyl or Stepanoff, and
hint at how they can be embedded into the large and powerful framework of
Wiener-Amalgam-spaces.

The last chapter contains several applications of almost periodic functions, e.g.
to certain systems of quasilinear ordinary differential equations.
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