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Abstract

Die Fibonaccifolge und der damit eng verbundene goldene Schnitt treten in einer
faszinierenden Vielfaltigkeit in den unterschiedlichsten Bereichen wie beispielsweise in der
Natur, der Botanik, der Genetik, der Kunst oder der Architektur auf. Sie sind ein Beispiel dafir,
dass sich die Aussage von Galileo Galilei (1623): ,Das Buch der Natur ist in der Sprache der
Mathematik geschrieben® bewahrheitet. Die Fibonaccifolge ist ein Spezialfall einer rekursiven
Folge. Unter rekursiv definierten Folgen versteht man jene Folgen, die einem speziellen
Bildungsgesetz gehorchen: man kann die Glieder jeweils nur nach und nach, ausgehend von
vorgegebenen Startwerten und der Bildungsvorschrift, berechnen. Das Thema der rekursiven
Folgen wird im Mathematikunterricht in der Schule allerdings oftmals nur oberflachlich
behandelt. Es geht haufig nicht viel Gber die Definition und das Berechnen einfacher Beispiele
hinaus. Der in dieser Arbeit prasentierte Stoff, die Satze und Beweise, gehen in diesem
Bereich weiter und etwas tiefgrindiger, beschrankt sich allerdings auf lineare
Rekursionsgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Der Teil Uber rekursive Folgen allgemein
ist etwas theoretischer und schwieriger. Er findet dann im zweiten Teil seine Anwendung.
Dieser Teil ist der oben bereits erwahnten Fibonaccifolge gewidmet. Die Fibonaccifolge ist ein
bekanntes Beispiel einer rekursiven Folge zweiter Ordnung. Sie wurde nach ihrem Entdecker,
Leonardo da Pisa, der besser unter dem Rufnamen Fibonacci bekannt ist, benannt. Er hat in
einem seiner Werke seine beriihmte ,Kaninchenaufgabe®, die ein Wachstumsmodell fur
Kaninchen darstellt, beschrieben und mit logischem Denken geldst. Dieses Beispiel findet sich
heute in vielen Mathematik-Schulbiichern und dient dort als Einfihrung des Themas der
rekursiven Folgen. Die Kaninchenaufgabe ist sozusagen ein schones und anschauliches
Beispiel, um mit dem Thema zu Beginnen. Mehr wird im Normalfall in der Schule zur
Fibonaccifolge nicht gemacht. Dabei gibt es sehr viele interessante Teilbereiche der
Mathematik, in denen die Fibonaccifolge eine Rolle spielt. Ein Ausschnitt aus diesen
Teilbereichen wird im Rahmen dieser Arbeit vorgestellt. Die Reichweite ist so grol3, dass es
nicht moglich ist, alle Aspekte darzustellen; aber die grundlegenden und wichtigen Bereiche
finden ihren Platz. Einige Erkenntnisse aus dem Abschnitt der Fibonaccifolge kénnten auch
fur die Schule, beispielsweise fir ein vertiefendes Wahlpflichtfach oder flr
vorwissenschaftliche Arbeiten interessant sein.






Einleitung

.Das Buch der Natur ist in der Sprache der Mathematik geschrieben® behauptet Galileo Galilei
in seinem Werk |l Saggiatore® (1623). Ein bekanntes Beispiel, das diese Aussage bestatigt,
stellt die Fibonaccifolge zusammen mit dem damit eng verbundenen goldenen Schnitt dar.
Deren Auftreten in der Natur ist vielfaltig und beeindruckend: diese besondere Folge stellt ein
Wachstumsmuster in der Natur dar und beschreibt beispielsweise Wachstumsvorgange der
Pflanzen (Phyllotaxis) oder der Bienen. Sie lassen sich aber auch in anderen Bereichen, wie
beispielsweise der Kunst, der Architektur oder der Genetik finden. Fibonacci selbst beschrieb
urspringlich mit seiner Folge das Beispiel des Wachstumsmodells fir Kaninchen. Die
Fibonaccifolge ist ein Spezialfall einer rekursiven Folge. Diesen Begriff haben die meisten
wahrscheinlich in ihrer Schulzeit einmal gehort. Es ist eine der moglichen Arten wie Folgen
gebildet werden kénnen. Dabei gibt es ein allgemeines Bildungsgesetz und, wenn die Folge
eindeutig bestimmt ist, werden die bendtigten Startwerte vorgegeben. Auf diese Art und Weise
kann Schritt fir Schritt ein Folgenglied nach dem anderen berechnet werden. Das ist allerdings
nicht immer ganz praktisch, besonders dann nicht, wenn man hohe Folgenglieder berechnen
mdochte. Einfacher ist es natirlich, wenn man eine Formel angeben kann, mit der man jedes
Folgenglied direkt und explizit berechnen kann, unabhangig davon, ob die Glieder davor oder
danach schon berechnet wurden. Eine solche Formel, in die man nur das gesuchte n € N
einsetzt, und sofort die Losung flir das Folgenglieds erhalt, ist eine allgemeine Formel zur
Losung der Rekursionsgleichung.

Nach ebendieser Formel wird in Kapitel 1 gesucht. Davor wird allerdings noch definiert, was
man unter einer Folge und im speziellen unter einer rekursiven Folge versteht. Danach begibt
man sich auf die Suche nach einer allgemeinen Formel zur Lésung der Rekursionsgleichung.
Um eine solche Formel zu finden, 16st man die lineare Rekursionsgleichung - wir beschréanken
uns in dieser Arbeit auf lineare Rekursionsgleichungen mit konstanten Koeffizienten - im
homogenen und inhomogenen Fall. Im Anschluss daran sind Anwendungsbeispiele zu finden,
wie beispielsweise ein schoner Beweis der Irrationalitat von .

Das Kapitel 2 ist der Fibonaccifolge, einer besonders bekannten rekursiv definierten Folge
zweiter Ordnung, gewidmet. Auf diesem Kapitel liegt der Fokus dieser Arbeit. Zuerst wird die
Fibonaccifolge eingefiihrt, definiert und vorgestellt. Dies geschieht, wie es auch in den
Schulbuchern héaufig der Fall ist, anhand der berihmten Kaninchenaufgabe. Es werden
allerdings auch weitere Anwendungsbeispiele der Fibonaccifolge aufgezahlt. Danach werden
die ersten einfachen Eigenschaften der Fibonaccifolge, wie beispielsweise Summenformeln,
bewiesen.

Da die Fibonaccifolge in so vielen Bereichen der Mathematik eine Rolle spielt, ist das zweite
Kapitel in mehrere Unterkapitel gegliedert, die sich alle mit einem gewissen Teilbereich
beschéftigen. Im zweiten Unterkapitel des zweiten Kapitels geht es um die Formel von Binet.
Dies ist die bereits im ersten Kapitel fir den allgemeinen Fall gesuchte und hier fur die
Fibonaccifolge spezielle Formel, mit deren Hilfe die einzelnen Folgenglieder gleich explizit
berechnet werden kénnen. Daran anschlieBend folgt ein kurzes Unterkapitel Uber
Fibonaccizahlen mit negativen Indizes. Der vierte Teilbereich widmet sich dem Bereich der
Linearen Algebra. Hier wird mithilfe der Matrizenrechnung die Formel von Binet hergeleitet und
bewiesen. Im Teilbereich finf geht es um die zahlentheoretischen Eigenschaften der
Fibonaccifolge; dabei werden besonders die Teilbarkeitseigenschaften vorgestellt und die
Zusammenhange mit dem Binomialkoeffizienten untersucht. Der Abschnitt 2.6 widmet sich der
Analysis. Es werden unter anderem Folgen mit dem Grenzwert & betrachtet und die
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Zusammenhange zwischen dem goldenen Schnitt und den Fibonaccizahlen erstmals erwahnt.
Ein interessanter Bereich ist auch der letzte, der vorgestellt wird, namlich der der Geometrie.
Auch in diesem Bereich spielen Fibonaccizahlen eine Rolle. Welche das sind, werden im
Unterkapitel 7 beschrieben. Dabei kann allerdings nur eine Auswahl (das rechtwinklige
Dreieck, der goldene Schnitt und die Fibonaccispirale und die goldene Spirale) prasentiert
werden, da dieser Bereich derart vielféltig ist.
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1 Rekursive Folgen

Die Hauptquelle fur den theoretischen Teil dieses Kapitels ist das Buch von Lothar Berg (1986)
mit dem Titel ,Lineare Gleichungssysteme mit Bandstruktur und ihr asymptotisches Verhalten:
mit 9 Tabellen“. Werden andere Quellen verwendet, so wird das im Text ausdricklich
angegeben.

1.1 Allgemeine und grundlegende Definitionen

Zu allererst soll geklart und definiert werden, was man unter einer Folge im mathematischen
Sinn versteht. Die formale Definition des Folgenbegriffs lautet folgendermafen:

Definition 1.1

Eine Folge ist eine Abbildung ¢ der natirlichen Zahlen ohne null N* bzw. der natirlichen mit
null N in eine beliebige Menge X; dafiir schreibt man kurz ¢ : N* - X bzw. ¢ : N - X. Das
Bild ¢(n) wird als n-tes Folgenglied bezeichnet und man stellt dies in der Form ¢ : n &
¢(n) =: x, dar. Haufig notiert man Folgen in der aufzahlenden Form {x,, x,, x5, ... } oder kirzer
als {x;}.

Ein Beispiel einer Folge ist a,, = n?. In aufzahlender Form geschrieben, schaut diese Folge so
aus: {1,4,9,16, 25,36, ... }.

Es gibt aber auch Folgen, die sich nicht so einfach darstellen lassen:
Definition 1.2

Eine Folge, deren einzelne Glieder durch einen Term in den vorigen Gliedern erklart sind,
nennt man eine rekursive Folge (von lateinisch recurrere — zurlicklaufen). Das bedeutet, dass
man immer das vorhergehende Glied kennen muss, um das Nachfolgende bestimmen zu
koénnen.

Ein Beispiel fur eine rekursive Bildungsvorschrift ware: u, ., = u, + 2.

Die rekursive Folge ist dann eindeutig bestimmt, wenn man die Startwerte, die in der Definition
vorkommen, in unserem Beispiel z.B.: u,, = 3, vorgibt. Auf diese Weise kdnnen die weiteren
Werte Glied fur Glied berechnet werden.

Definition 1.3 (Markusevic, 1955, S. 5)

Wir schreiben Folgen in der Form uy, u,, us, ..., U, ... oder kiirzer {u,, }. Wenn es eine natirliche
Zahl k und (reelle oder komplexe) Zahlen a4, a,, ..., a; gibt mit der Eigenschaft, dass von einer
beliebigen Stelle n ab fir alle Glieder

Unik = Qilnsk-1 T QUnig—2 T+ qup,  (Mk=1)

gilt, so nennt man die Folge eine rekursive Folge k-ter Ordnung und die Relation
Rekursionsgleichung k-ter Ordnung. Somit ist eine rekursive Folge dadurch bestimmt, dass
sich jedes ihrer Glieder durch k unmittelbar vorangehende Glieder ausdriicken lasst.



Beispiele fur rekursive Folgen sind (Markusevic, 1955, S. 5f.):
- Geometrische Folgen

Gegeben sei eine geometrische Folge u; = a,u, = aq,us = aq?,...,u, = aq™ %, ... fur welche
das rekursive Bildungsgesetz die Form u,,.; = qu, hat. Hier ist k = 1 und a, = q. Daher ist
die geometrische Folge eine rekursive Folge erster Ordnung.

- Arithmetische Folgen

Fir die oben bereits erwahnte arithmetische Folge lautet die rekursive Beziehung u,,; = u, +
d. Wenn wir diese Beziehung fir zwei benachbarte Glieder u,,,, = u,y1 +d und upq = u, +
d betrachten, erhalten wir durch Subtraktion u,,;, — Uy 41 = Upeq — Uy ODEN Upty = 2Upyq — Uy
Hierist k = 2,a, = 2,a, = —1. Daher ist die arithmetische Folge eine rekursive Folge zweiter
Ordnung.

- Fibonacci-Folge

Die Bildungsvorschrift der Fibonacci-Folge lautet u,,; = u, + u,_,. Sie ist eine rekursive
Folge zweiter Ordnung. Dieser speziellen Folge ist das Kapitel 2 gewidmet, wo weitere Details
besprochen werden.

1.2 Allgemeine lineare Rekursionsgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Wir betrachten im weiteren Verlauf dieses Kapitels nur lineare Rekursionsgleichungen, weil es
in diesem Fall eine ,schéne” Theorie gibt.

Definition 1.4

Eine lineare Rekursionsgleichung k-ter Ordnung (wobei k = 1 eine naturliche Zahl ist) fir eine
Folge x, ist eine Gleichung in der Gestalt

Xn+k T Qg—1Xn+k—1 T Ag—2Xn4p—2 T "+ QoXp = fn' n=0 (1)

wobei die von n unabhéngigen Koeffizienten a;,i =0, ...,k — 1, und die f,,n = 0 reelle oder
komplexe Zahlen sind. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass a, # 0 ist
(sonst wére die Ordnung < k).

Die Rekursionsgleichung heif3t homogen, wenn die Nullfolge die Gleichung erfillt, das heif3t,
falls f,, = 0 Vv n = 0. Andernfalls heif3t die in (1) beschriebene Gleichung inhomogen.

Zu jeder linearen Rekursionsgleichung assoziiert man das sogenannte charakteristische
Polynom

P =2+ ap_ A1+ +ay1 + aq (2)

dessen Nullstellen eine wichtige Rolle bei der Untersuchung von (1) spielen werden.

An dieser Stelle werden Uberlegungen angestellt, die fiir den weiteren Verlauf wichtig sind.



Superpositionsprinzip:

Die Differenz von je zwei Losungen ist eine Losung der assoziierten homogenen Gleichung.
Der Grund dafr ist folgender: Seien y,, und z,, L6sungen der inhomogenen Gleichung.

Ynik t Qe1Vnak-1+ -+ aQYn = fn
Znyk ¥ Qp1Zng—1 + o+ QoZpn = fr
Subtrahiert man die beiden Gleichungen voneinander, erhalt man:
Itk = Znak) + Aec1Onak-1 — Znak—1) + -+ g —2,) =0

Die allgemeine Lésung besteht aus den Summen einer festen Ldsung der inhomogenen
Gleichung und einer beliebigen Losung der assoziierten homogenen Gleichung

xfest + Xhom

Es reicht daher eine Losung der inhomogenen Gleichung zu finden, um alle Lésungen der
(einfacheren) homogenen Gleichung zu bestimmen.

Fur eine homogene Gleichung gilt: Die Summe von Lésungen sind immer noch Lésungen.
Eine LOsung multipliziert mit einer reellen Konstante ist immer noch eine L&sung.
Der Grund dafir ist folgender: Seien y,, z, Losungen und «, f Konstanten. Dann ist
(ay, + fz,) auch eine Losung, da

(@Yntk + Bzpir) + -+ ag(ay, + fzy,)
= aWn+k T Ak—1Ynsk—1 T+ @o¥n) + B(Znsk + Qg—1Znsk—1 + =+ agzy)
=04+0=0

1.3 LOsen einer linearen Rekursionsgleichung
1.3.1 Im homogenen Fall

Zuerst werden wir die Struktur der Losungsmenge von (1) im homogenen Fall finden:
Satz 1

Seien 44, ..., 4; die paarweise verschiedenen Nullstellen des charakteristischen Polynoms (2)
mit zugehdrigen Multiplizitaten k-, ..., k;, wobei k; + --- + k; = k. Dann besitzt die homogene
Gleichung

Xn+k t+ Qp-1Xpik-1 -+ X, =0 neN  (3)

die Losung

Xp = zl: Cuy (;) A 4)

wobei ¢, beliebige Konstanten sind.
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Beweis:

Sei m € N. Dann gilt

1) AMP(A) = 2K 4 q_ AR 4oy g AL 4 g A™

Setze a; :=1.

Fur y,n € N mit y < n kann man die y-te Ableitung von 1™ folgendermaf3en schreiben
av _ "y -

2) @) =nx.xm—y+DA"Y =%}/)!=y!(;)ln 14

Aus 1) und 2) mit y < m folgt
at dvr i i i

3) 17 (A"P(D) = Thoo 4y 3y (™) = Byt (M) A =Bl ayx), ()

wobei

1y () =y (M) Ay

Auf der anderen Seite impliziert die Leibnizsche Produktregel, dass

da? L gy
27 A"P) = 2 (?) POD = @™
i=0

und somit gilt

ar-t

4) ¥¥_oapxn; D) = Z_o(NPPQ) 7= ™).

Wenn A eine Nullstelle von P(1) mit einer gréReren Multiziplitat als y ist, dann verschwinden
alle PO (2) in Teil 4).

Sei 4, eine beliebige Nullstelle von P(1) mit Multiziplitat k, (u = 1,...,1). Dann zeigt die
Gleichung 4), dass die Folge

n —
¥ = 2l (4,) = ! (y)zﬁ v
eine Losung von (3) ist fur jede naturliche Zahly mit0 <y < k,,.

Jetzt folgt aus dem Superpositionsprinzip fir homogene Gleichungen, dass

1 kp—1 1 kp—1
—~ n n-y n
= 2 ()7 =2, e ()
M:l y:O ﬂ=1 y:()

auch eine Losung von (3) ist, wobei ¢,,, und somit auch c,, = c’,;,/l;” beliebige Konstanten

sind. ¢
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Satz 2

AulRer den in Satz 1 gefundenen Lésungen der homogenen Gleichung gibt es keine weiteren
Losungen. Das bedeutet die in Satz 1 angegebene Formel fur x,, (4) stellt die allgemeine
Lésung der homogenen Gleichung dar.

Beweis:

Die Gleichung (1) ist eine Rekursionsformel, bei der man k aufeinanderfolgende Werte der
Lésung x,,, wie beispielsweise die Anfangswerte

X0y X1y e r Xp—1

beliebig vorgeben kann. Alle nachfolgenden Werte x,, mit n > k sind dann durch (1) eindeutig
bestimmt, solange die zugehorigen f,, definiert sind.

Es seien nun

MONNG

n rein

k Losungen der homogenen Gleichung. Nach dem Superpositionsprinzip fir homogene
Gleichungen ist dann auch

k

W= gl ©

j=1

eine Losung der homogenen Gleichung. Offenbar ist diese Losung genau dann die allgemeine
Lésung der homogenen Gleichung, wenn sich zu beliebig vorgegebenen Anfangswerten (wie
oben definiert) stets Koeffizienten ¢; finden lassen, so dass (5) diese Anfangswerte annimmt,
da dann jede Losung in der Form von (5) geschrieben werden kann. Die Koeffizienten c;
lassen sich aber genau dann immer in der angegebenen Weise bestimmen, wenn

det(xP)#0, n=0,.,k=1 j=1...k (6

ist. Damit bleibt zu zeigen, dass diese Ungleichung fiur die in (4) erhaltenen speziellen
LOsungen

. n _
x,(l]) =y! (y) /1:: 4
erfullt ist, wobei zwischen den k Indizes j und den k Indexpaaren (u,y) eine bestimmte
eineindeutige Abbildung j < (u;,v;) hergestellt sei.

Um die Ungleichung (6) fur diesen Fall zu beweisen, betrachten wir zunachst den Spezialfall
der einfachen Nullstellen mit [ = k und k,, = 1 flr alle u. Dann kénnen wir x,(qj) = A}’ setzen, so

dass (4) in
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Ubergeht, wenn wir bei ¢, wie in (5) den zweiten Index weglassen, und die in (6) auftretende
Determinante ist gerade die bekannte Vandermondesche Determinante

I
1

1 ... 1 |
ok ke =] - @
/1]1;—1 /1’2(:_1 .../1]]{—1 J>s
die von null verschieden ist. Im allgemeinen Fall geht die in (6) auftretende Determinante aus
der Vandermondeschen Determinante hervor, indem man letztere zunachst nach jedem 4;
genau y;-mal differenziert und anschlieend jedes 4; durch 4,,; ersetzt. Die rechte Seite von
(7) geht dann in

1 k#_l
kuks
[[] ][] o=
u=1 y=0 u>o

Uber und ist damit auch in diesem Fall von null verschieden. ¢

1.3.2 Im inhomogenen Fall

Wir beschreiben nun ein allgemeines Verfahren zur Behandlung der linearen Rekursionen.
Zuerst schreiben wir die Gleichung

Xntk T Ak—1Xntk—1 t Qg—2Xnsk—2 + -+ AoXp = f
in Vektorform um, d.h.
Xn+1 = Xn+1
Xn+2 = Xn42

— (8)

Xn+k—-1 = Xn+k-1

Xnsk = —QAg_1Xnsk—1 — A—2Xnsk—2 — = — AoXn + fr

—_—

Wir fihren die k-dimensionalen Vektoren

t
Yn = (xn,xn+1, ---:xn+k—1)
gn = (0,0,...,0, )¢

und die kxk-dimensionale Matrix

BN

I
cococo
oS RrO
o .00
Rrooco

OO

( \|

ein.
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Mit dieser Notation wird die Gleichung (8) zu
Yn+1 = AYn + gn C))
Im homogenen Fall, d.h. wenn alle f,, = 0V n € N, wird (9) zu
Yn+1 = AYn
dessen Losung induktiv als
Yn = Ayn-1 = A’yn_5 = = A"y,
gefunden werden kann. Somit ist die allgemeine Losung der homogenen Rekursion
y, = A"c (10)
wobei ¢ ein beliebiger k-dimensionaler konstanter Vektor ist.

Jetzt verwenden wir die Methode der Variation der Konstanten, um aus (10) die allgemeine
Lésung im inhomogenen Fall zu finden. Wir ersetzen namlich in (10) den konstanten Vektor ¢
durch einen von n abhangigen Vektor z,.

Satz 3
Die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung (9) ist durch
n
Yo =Ac+ ) A Vg, (F)
y=1

gegeben, waobei ¢ ein beliebiger k-dimensionaler konstanter Vektor ist.

Beweis:

Wir bemerken, dass detA = (—1)*a, # 0, also ist A invertierbar. Durch die Substitution y, =
A"z, erhalten wir aus (9) die Gleichung

An+1Zn+1 — An+1zn + g,
sodass
Zni1— Zn = AT gy
Schreiben wir diese Gleichung firn =0, ...,n—1
21— 29 = A7 go

_ 12
Z;— 721 =A""g,

— AN
Zn —Zp-1 = A In-1
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Durch Addition erhalten wir eine Teleskopsumme, die

n-1
Zy, = Zy + Z AV g,
y=0

ergibt. Jetzt multiplizieren wir diese letzte Gleichung mit A™ und verschieben den Index in der

Summe um eins, um (F) zu erhalten. ¢

Die Nullstellen, die in Satz 1 auftreten, kdnnen komplex sein. Dann sind jedoch auch die
Konstanten c,, im Allgemeinen komplex. Sind die Koeffizienten der Ausgangsgleichung (1)
jedoch reell, dann kommen komplexe Nullstellen immer als konjugiert komplexe Paare, wie
beispielsweise

Ay =V, e'n, Ayyr = Vet

mit gleicher Vielfachheit vor. In diesem Fall wird die Darstellung der Losung reell, wenn man
in (4) eine Ersetzung fiur alle komplexen Nullstellen mit

n n — n :
Cuy i+ Cuvry e = 95 (dyy coswyn + dy 4y sinwyn)

durchfiihrt, wobei die d,, neue reelle Konstanten sind.

1.4 Beispiele
1.4.1 Anwendungsbeispiel

Als Beispiel betrachten wir die Differenzengleichung
Xn+z — Xpi1 + X =27 (11)

Das zugehérige charakteristische Polynom A2 — A+ 1 =0 hat die Nullstellen 1,, = e*™/3,
sodass die allgemeine L6sung der zugehoérigen homogenen Gleichung, wenn man die in (5)
benutzen Bezeichnungen fur willkurliche Konstanten verwendet, wie folgt lautet:

_ nn+ . n

X, = €1 COS 3 C, sin 3

Zur praktischen Lésung der inhomogenen Gleichung bedient man sich in der Regel nicht der
vorhergehenden Uberlegungen, sondern man versucht mit geeigneten Ansétzen zum Ziel zu

kommen. Bei unserem Anwendungsbeispiel ist der Ansatz x,, = c2™ naheliegend. Wir erhalten
durch Einsetzen in die Gleichung (11) 3¢ = 1 und damit die spezielle Losung x,, = gzn. Nach
dem Superpositionsprinzip fir inhomogene Gleichungen lautet die allgemeine Ldsung der
Gleichung (11) dann

1_. mn . mn
xn=§2 +clcos?+czsm?
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Die Linearen Rekursionen haben die verschiedensten Anwendungen. Um das zu illustrieren,
stellen wir zwei diesbezuglich relevante Beispiele vor:

1.4.2 Lineare Rekursionen und die Irrationalitat von o
Behauptung: m ist irrational
Beweis: (Zhou & Markov, 2010)

Der Beweis wird indirekt geftihrt. Wir nehmen an, dass = rational ware, d.h.

n=%mita,b EN,b #0

Firn € N sei
(mx —x®)"*  (m—x)"x"
fa) = n! - n!

und

Vi

I, = jfn(x) sinx dx

0

Es gilt

T
nr _ n (mr—x)"x™ atxah _ _
b, = b™ x Tsmxdxs o dx (weil 0 < sinx < 1)
) ! !

0

2n p2n+l
= * T = ' -0 flirn - o
n!

(Potenzen wachsen langsamer als die Fakultét.)

Wir berechnen
s
Iy = fsinxdx =—cosx|f =2

0

und
f g’
b4 ‘_;\,_._‘ T
I = J(TL’X —x?)sinxdx = (r — x)x(— cosx)|T + j(n —2x)cosxdx =
0 0

Y
= (m —2x)sinx|f — f(—Z) sinxdx = (—2)cosx|§ =4
0

Wir verwenden jetzt wieder partielle Integration, um eine Rekursionsformel fur I,, herzuleiten:

j‘r(nx ;'xz)n

I, = sinx dx

0
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=0

\

|

2 T _ 2yn-1
_ (mx n!x ) (- cosx)lg _I%(n— 2x)(—cosx)dx
0

T

(mx — x?)"1
=fw(ﬂ—2X)COSXdX
=0
\
[ | n
(n.x_xZ)n—l( ) ) . p |n (T[x_XZ)n—Z ( ) )2 2(7Tx—x2)"_1 . p
=\ — 4x)simxax|y — — %\l — 4X)" — 44— — | *SInx ax
(n—1)! 0 f (n—2)! (n—1)!
0
T T
x — x2)n—2 ¥ — x2)n-1
=— %(nz—4(7rx—xz))sinxdx+2f%sinxdx
0 ' (0] '. )
=1In

Vs
(mx — x?)"1

- 2
=-nl,_,+4 =2

sinxdx + 2I,,_4

=—n?l,_, +4(n — DIy + 2I,_,
=(4n—2),_, —m?l,_,, firn>2
Wir erhalten also
I, = (4n—2)I,,_, — m?l,_,, firn>2

Es folgt induktiv aus der obigen Rekursionsformel, dass I,, ein Polynom in = mit ganzzahligen
Koeffizienten vom Grad hdchstens n ist.

Dann ist b™I,, eine ganze Zahl.
Aber b™I,, — 0 fir n = o und das ergibt, dass b™I,, € (0,1) fur n grol3 genug.

Somit erhalten wir einen Widerspruch.

Also ist 7 eine irrationale Zahl. ¢

1.4.3 Potenzreihen und Lineare Rekursionen

Wir werden mithilfe dieses Beispiels veranschaulichen, dass man lineare Rekursionen
verwenden kann, um Taylorreihenentwicklungen von rationalen Funktionen zu bestimmen.

Wir mochten die Taylorreihe von

1

f(x)=x3—3x2+4

mit Entwicklungspunkt x, = 0 finden.
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Mit f(x) = Yoo apx™ hat man

1—(x — 3x? +4)f(x)—

= Z a,x"*t3 —3 Z a,x"t? + 4 Z a, x™ = (Indexverschiebung)
n

=Z Ap_3x™ —SZan 2x" +4Zan
n=3

= 4ay + 4a;x + (4a, — 3ag)x? + Z(an_3 —3ay_y + 4ay)x™
n=3

Durch Gleichsetzung der Koeffizienten erhalten wir

4‘a0=1
4‘a1=0
a, —3a,=0
3 1
an—Zan_z +Zan_3=0 n=3

und somit erfillen die Taylorkoeffizienten a,, die Rekursionsgleichung dritter Ordnung

an+3 _Zan+2 +0*ap4q +Zan =0, n=>3

Das charakteristische Polynom

3 1
P =2 =2+
hat die Nullstellen
A1 = —1 mit Multiziplitat 1
und
A, = 2 mit Multiziplitat 2
Laut Satz 1 und Satz 2 hat a) die allgemeine L6sung

b) a, =A*(—1D)"+B*xnx*x2"+C*2", n=>0

wobei die Konstanten A, B, C aus den Anfangsbedingungen a, = %,al =0,a, = % zu finden

sind. Setzt mann = 0,1, 2 in b), dann findet man A = ﬁ,B = —i,C =17
144 96 144
Also haben die Taylorkoeffizienten von f um 0 die Gestalt
O —1n 4 ( 5) on 4 om
= — * N * — %
= Tag 96) " 144
( D+ ( 5 4 17) on -0
= —_— —_— % — | *
144 96 " 14a)7 0 =T
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2 Die Fibonaccifolge

Dieses Kapitel ist der Fibonaccifolge, einer speziellen und bekannten rekursiven Folge,
gewidmet. Es stellt gewissenmalien einen Spezialfall des ersten Kapitels dar. Die
Fibonaccifolge ist, wie bereits erwahnt, eine rekursiv definierte Folge zweiter Ordnung. Das
zweite Kapitel kann auch fur padagogische Zwecke verwendet werden. Es enthalt daher
mehrere Details und Erklarungen. Teile davon kdnnen in begabten Klassen oder mit
wissbegierigen Schilerlnnen in der Schule zum Einsatz kommen.

Die Hauptquelle dieses Kapitels ist das Buch von Huberta Lausch (2009): ,Fibonacci und die
Folge(n)“. Wird eine andere Quelle herangezogen, so wird das im Text spezifiziert.

2.1 Grundlegende Eigenschaften der Fibonaccifolge
2.1.1 Einfuhrung, Definition und Beispiele

Der Mathematiker Fibonacci tragt eigentlich den Namen Leonardo da Pisa. Er ist aber besser
unter dem Namen Fibonacci bekannt. Diese Bezeichnung hat folgenden Ursprung: Leonardo
wurde als Sohn von Gulielmo Bonacci geboren, er war der ,filius bonacci®, was Uibersetzt Sohn
des Bonacci bedeutet. Im Laufe der Zeit wurde aufgrund der Kontraktion die Bezeichnung
Fibonacci daraus. Die Dokumentation des Lebens von Leonardo da Pisa ist, da er bereits im
Mittelalter lebte, nicht sehr gut erhalten und daher nicht sehr ausfuhrlich. Auch seine
Lebensdaten kdnnen nur in etwa angeben: Fibonacci lebte von ungefahr 1170 bis etwa 1240
oder auch 1250 (je nach Quelle) in Pisa. In der Zeit des Mittelalters war dies bereits ein
betrachtliches Alter. Mit seinem Vater unternahm er zahlreiche Reisen. Dieser ,war ein
Kaufmann und Minister der Republik Pisa. 1192 wurde ihm sogar die Leitung der Pisanischen
Handelskolonie in Bougia, eine Kustenstadt Algeriens, Ubertragen® (Berendt, 1998). Aufgrund
der Handelstétigkeit war sein Vater viel unterwegs und nahm Leonadro immer wieder mit. So
lernte er nicht nur verschiedene Lander u.a. Algerien, Agypten, Syrien, Griechenland, Sizilien
und die Provence, sondern auch die dort benutzen Rechentechniken kennen. Fir einen
Kaufmann durchaus wichtig war eine gute Bildung und Ausbildung in Lesen, Schreiben,
Rechnen, sowie detaillierte geographische Kenntnisse und Kenntnisse in den Sprachen der
Handelspartner. Daher liel3 sein Vater Leonardo in den verschiedensten fremden Landern in
den dort gebrauchlichen Lehren unterrichten. So lernte er unter anderem auch die indisch-
arabischen Zahlenzeichen, die wir heute noch verwenden, kennen und schéatzen. Er
bezeichnet sie in einem seiner Werke, dem ,liber abaci“, als die Praktikabelsten und mochte
sie publik machen. Ungefahr im Jahre 1200 kehrte Fibonacci wieder nach Pisa zurlick und
arbeitet dort an mathematischen ,Kompositionen®. ,Folgende Werke sind von Fibonacci
Uberliefert:

- Liber abaci, "Buch der Rechenkunst" (1202; erhalten in der Uberarbeitung von 1228):
Einfihrung der indisch-arabischen Ziffern und Erklarung der arithmetischen
Operationen auf der Basis des dezimalen Stellenwertsystems. Praktische Aufgaben
und Regeln fur den Handel.

- Practica geometriae (1220): Grundbegriffe der euklidischen Geometrie und
geometrische Praxis (Vermessung, Flachen- und Volumenformeln fiir ebene Figuren
und Korper).
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- Liber quadratorum, "Buch der Quadratzahlen" (1225): Aufgaben mit unbestimmten
guadratischen Gleichungen; bedeutendstes Werk der Zahlentheorie zwischen
Diophant und Fermat.

- Flos (1225): Lésungen unbestimmter Gleichungen.

- Epistola ad Magistrum Theodorum: Unbestimmte Probleme (d.h. Probleme mit
unendlich vielen Lésungen).” (Biographie Leonardo Pisano ETH Zirich, 2016)

Von diesen Werken ist besonders das ,liber abaci, von dem nur mehr eine Abschrift erhalten
ist, bekannt und wird auch im Folgenden in dieser Arbeit noch erwahnt werden. Darin enthalten
sind zum einen die beriihmte Kaninchenaufgabe, die in Abbildung 1 angefihrt wird, Fibonacci
selbst aber gar nicht weiter interessierte, aber auch die Einfihrung der indisch-arabischen
Ziffern. Zudem wurde das Buch im Mittelalter verfasst, einer Epoche, die nicht gerade fiir grofRe
Fortschritte in der Mathematik oder fir viele herausragende Mathematiker bekannt ist.
Vorob’ev driickt es folgendermalien aus: ,Das ,Liber abaci“ ist ein umfangreiches Werk, das
fast das gesamte arithmetische und algebraische Wissen jener Zeit enthalt. Es spielte in der
Entwicklung der Mathematik in Westeuropa im Laufe der folgenden Jahrhunderte eine
bemerkenswerte Rolle. Insbesondere wurden durch dieses Buch die arabischen Ziffern in
Europa bekannt.“ (Vorob'ev, 1971, S. 9). ,Das erste Kapitel beginnt folgendermal3en: "Dies
sind die neun indischen Ziffern 9 8 7 6 5 4 3 2 1. Mit diesen neun Zahlen und dem
Zeichen 0, welches auf arabisch Zephrium heif3t, kann jede beliebige Zahl geschrieben
werden." Damit ersetzte Fibonacci die rémischen Zahlen® (Berendt, 1998).

Eine Aufgabe des \,liber abaci“ ist besonders bekannt geworden. Sie wird haufig
herangezogen, wenn es darum geht die Fibonaccifolge anhand eines Beispiels zu erklaren,
zu demonstrieren oder einzufiihren. Diese Aufgabe ist die oben erwahnte Kaninchenaufgabe
und lautet folgendermalen: ,Wie viele Kaninchenpaare werden in einem Jahr von einem Paar
erzeugt?* (Vorob'ev, 1971, S. 9). In der folgenden Abbildung werden die Originalversion der
Kaninchenaufgabe und die deutsche Ubersetzung davon abgebildet.

DIE KANINCHENAUFGABE

Im Jahre 1202 verdoffentlichte Leornardo Fibonacci sein , Liber Abaci” (Rechenbuch), eines der
einflussreichsten Mathematikbticher. Es enthilt folgende Aufgabe:

Wieviele Kaninchenpaare erzeugt ein einzi- Quot paria coniculorum in uno anno
ges in einem Jahr? ex uno pario germinentur.

Jemand setzie ein Kaninchenpdrchen in einen ge- Quidam posuil unum par cuniculorum in
wissen Ort, der allseits mit Winden wmgrenzt war.  quodam loco, qui erat undique pariete circun-
Man wiinscht zu wissen, wieviele Nachkommen die-  datus, ut sciret, quot ex eo paria germinaren-
ses Paares in einem Jahr erzeugt werden. fur in uno anno:

Dabei seien sie so beschaffen, dass sie in jedem Monat — cum natura eorum sit per singulim mensem
ein newes Paar erzeugen; und ab dem zweiten Monat  aliud par germinare; et in secundo mense ab
nach ilrer Geburt sind auch die jungen fruchtbar. eorum nalinitate germinant.

Abbildung 1: Die Kaninchenaufgabe im "Liber Abaci"; (Becker, 2016)
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Diese Aufgabe soll unter der Voraussetzung gelost werden, dass das Kaninchenpaar in ein
Gehege gesperrt wird, jedes Kaninchenpaar jedes Monat ein neues Paar zur Welt bringt,
wobei die Kaninchen erst vom zweiten Monat nach ihrer Geburt an gebaren und ewig leben.
Betrachtet man diese Aufgabe Schritt flr Schritt, dann stellt man fest, dass es im ersten Monat
ein Kaninchenpaar gibt, das ein Paar als Nachkommen zur Welt bringt. Es gibt im ersten Monat
also zwei Paare. Von diesen kann nur ein Paar, namlich das Erste, ein weiteres Paar gebéren.
Somit sind im zweiten Monat drei Paare vorhanden. Von diesen bekommen zwei Paare im
folgenden Monat Nachkommen, sodass zwei neue Parchen geboren werden und dadurch im
dritten Monat insgesamt funf Paare leben. Drei dieser Funf Paare sind bereits gebarfahig und
bekommen im folgenden Monat Nachwuchs. Daher steigt die Gesamtzahl im vierten Monat
auf acht Paare an. Funf Paare kdnnen Nachwuchs bekommen und daher gibt es im flinften
Monat zu den acht bestehenden Paaren weitere flinf neue Paare, also insgesamt 13 Paare.
Nur die neuen funf Paare konnen keine Nachkommen bekommen, die alten acht Paare
bekommen jeweils ein Paar Nachwuchs. Daher steigt die Gesamtzahl im sechsten Monat auf
21 Paare an. Im siebten Monat werden 13 neue Paare geboren. Zusammen mit den 21
bestehenden Paaren ergeben sich daher im siebten Monat 34 Paare. Im achten Monat
kommen 21 neue Paare dazu, es leben also insgesamt 55 Paare. Nur 34 dieser 55 lebenden
Paare konnen Nachwuchs gebédren. Im neunten Monat gibt es dann insgesamt 89
Kaninchenpaare. Die Anzahl wachst im zehnten Monat um weitere 55 auf 144 Paare an. Im
elften Monat kénnen 89 Paare gebaren, somit leben 233 Kaninchenpaare. Schliellich
vermehren sich im zwdlften Monat 144 Paare, sodass nach zwolf Monaten eine Gesamtzahl
von 377 Kaninchenpaaren erreicht wird. Dieses Verfahren kann man schrittweise bis zu einer
beliebigen Anzahl von Monaten fortsetzen. Dabei erkennen wir das folgende Prinzip: um die
Anzahl im n-ten Monat zu berechnen, addiert man die Anzahl der Kaninchen der beiden
vorherigen Monate.

i \

~ Y
vl T

2 & nach einem Monat
.4 +
e AN
————
F nach zwei Monaten
L nach drei Monaten
>
% » "- “ \"
& N g g 4 % nach vier Monaten
L Tl Tl Bt Sl W

Abbildung 2: Vermehrung der Kaninchen; (Techniker Krankenkasse, 2016)
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Auf diese Weise wird die Fibonaccifolge anschaulich in vielen Schulbiichern, beispielsweise
bei Hinkelmann, Béhm, Hofbauer, & Metzger-Schuhaker (2006) im Schulbuch ,Mathe mit
Gewinn: Mathematik fur Handelsakademien. 2. Teil fur den lll. Jg.“ auf Seite 91, bei Sidlo,
Puhm, & Steinmair (2011) in ,Mathematik mit technischen Anwendungen 3“ auf Seite 8, bei
Malle (2010) im Buch ,Mathematik verstehen 6“ auf Seite 129 oder bei Brand, Dorfmayr,
Lechner, Mistlbacher, & Nussbaumer (2012) im Schulbuch ,Thema Mathematik 6 eingefihrt
und erklart.

Die genaue Definition der Fibonaccifolge lautet folgendermafien:
Definition 2.1 (Walser, 1996, S. 75)

Unter der Fibonacci-Folge verstehen wir die Folge mit dem rekursiven Bildungsgesetz

frorz = for1t fn

und den Startwerten f; = 1 und f, = 1, also die Folge

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...

Von der dritten Stelle an ist also jedes Glied der Folge gleich der Summe der beiden
vorhergehenden.

Gleichbedeutend mit dieser Definition ist folgende Aussage von Lausch (2009, S. 2), wenn
man als Startwerte f; =1 und f, = 1 wahlt: ,Die Rekursionsformel der Fibonaccifolge lautet
also

fao=fo-1 7t fae2 (12)"

Vergleicht man die angegebenen Glieder mit den zuvor berechneten Anzahlen von
Kaninchenpaaren, so kann festgestellt werden, dass die Zahlen tbereinstimmten. Die Anzahl
der Kaninchenpaare bildet eine Fibonaccifolge. Legt man die Definition der Fibonaccifolge
nochmal auf die Kaninchenaufgabe um, so kann diese anhand des Beispiels kurz und
anschaulich erklart werden, wie bei Beutelspacher & Petri, 1996, auf Seite 88 zu finden ist:
»Zum Beweis betrachten wir die Situation im (n + 1)-ten Monat. Zu diesem Zeitpunkt gibt es
nach Definition genau f,,,; Kaninchenpaare. Von diesen sind genau f,, gebarfahig, namlich
diejenigen, die schon im n-ten Monat gelebt haben (genau diese Paare sind jetzt schon
mindestens zwei Monate alt). Im (n + 2)-ten Monat bringen also genau f,, der f,,,, Paare ein
junges Paar zur Welt. Dies bedeutet

fn+2 = Anzahl der Kaninchenpaare im (n + 1) — ten Monat + Anzahl der Paare, die im (n + 2)
— ten Monat geboren werden

=far1t "
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Die Kaninchenaufgabe ist bei weitem nicht das einzige Beispiel der Fibonaccifolge. Sie findet
in den verschiedensten Bereichen unseres Lebens ihre Anwendung. Im Folgenden werden
weitere Anwendungsbeispiele der Fibonaccifolge exemplarisch aus der Mathematik und der
Natur dargestellt:

» Fassade eines Hauses streichen (Stewart, 1997, S. 54ff.)

Wohnhauser mit n Stockwerken sollen blau und gelb gestrichen werden. Dabei ist allerdings
zu beachten, dass zwei benachbarte Stockwerke niemals beide blau sein dirfen. Sie durfen
allerdings beide gelb sein. Die Anzahl der Mdglichkeiten ein Haus mit n Stockwerken auf diese
Art zu streichen wird mit a,, bezeichnet.

Betrachten wir beispielsweise ein Haus mit finf Stockwerken, so kann der flinfte Stock
entweder gelb oder blau gestrichen sein. Wenn er gelb ist, kann das restliche Teil des Hauses
auf alle Arten gestrichen sein, die flr ein vierstockiges Gebaude in Frage kommen. Ist er
allerdings blau, so muss der vierte Stock sicherlich gelb sein und der Rest des Gebéaudes kann
auf alle Arten gestrichen sein, die fur ein dreistdckiges Haus maoglich sind. Daher ist ag = a4 +
az. Dieses Bildungsgesetz entspricht den Fibonaccizahlen und kann allgemein tbertragen
werden.

Eo -

Hauser mit einem Stockwerk

[EEEE = -
o0 L E 3

Héuser mit zwel Stockwerken

Abbildung 3: Fassade eines Hauses streichen; (Stewart, 1997, S. 54)

» Treppenseigen (Beutelspacher & Petri, 1996, S. 89)

In diesem Beispiel gehen wir davon aus, dass ein Brieftrdger taglich eine lange Treppe
hinaufsteigt und dabei ein besonderes Muster benutzt: Er betritt die erste Stufe auf jeden Fall
und von da an kann er sich immer entscheiden, ob er nur eine Stufe nimmt (also auf die
nachste Stufe steigt) oder ob er gleich zwei Stufen auf einmal nimmt (er steigt auf die
Uberndchste Stufe). Die Frage lautet: Auf wie viele verschiedene Arten kann der Brieftrager
die n-te Stufe erreichen?
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Die LOsung ist: auf genau f,, viele Arten.
Die Erklarung, warum das so ist, folgt jetzt:

Wie oben beschrieben, gibt es nur eine Moglichkeit auf die erste Stufe zu steigen, namlich
direkt darauf zu steigen. Daher ist f; = 1. Des Weiteren kann der Brieftradger auch die zweite
Stufe nur auf eine Art und Weise erreichen, indem er zuerst auf die erste und danach direkt
auf die zweite Stufe steigt. Es ist auch f, = 1.

Betrachten wir jetzt den Fall der (n + 2)-ten Stufe. Um uns zu uberlegen, auf welche Arten der
Brieftrager zu dieser gelangen kann, missen wir zwei Falle unterscheiden: Im ersten Fall
kommt der Brieftrdger direkt von der (n+ 1)-ten Stufe. Um auf die (n + 1)-te Stufe zu
gelangen, gibt es f,,,; Mdglichkeiten. Daher gibt es also im ersten Fall genau f,,,, viele Arten
auf die n + 2-te Stufe zu steigen. Im zweiten Fall kommt der Brieftrager von der n-ten Stufe
und nimmt also zwei Stufen auf einmal. Hier gibt es nur genau f,, Arten, um von der n-ten auf
die (n + 2)-te Stufe zu gelangen.

Insgesamt sind aber beide Falle mdglich, daher muss man die Anzahl der beiden Falle
addieren: f,.» = fny1 + fn, was genau der Definition der Fibonaccifolge entspricht.

» Stammbaum der Drohne (Berendt, 1998)

Bienen haben ein anderes Fortpflanzungssystem als beispielsweise wir Menschen. Das
Besondere daran ist, dass nicht alle Bienen zwei Elternteile haben. Der Stammbaum einer
Drohne (einer mannlichen Biene) ist daher mit den Fibonaccizahlen in Verbindung zu bringen.
Bei der Fortpflanzung der Bienen gibt es einige ungewodhnliche Erscheinungen, die erklart
werden sollen, damit der Stammbaum richtig verstanden werden kann:

- In einem Bienenstock gibt es ein bestimmtes Weibchen, das die Kdnigin ist. Sie
schlipft aus einem befruchteten Ei.

- Es gibt viele Arbeiterbienen, die weiblich sind, selbst aber keine Eier produzieren
kénnen, jedoch ebenfalls aus befruchteten Eiern stammen.

- Die Mannchen, auch Drohnen genannt, entstehen durch die unbefruchteten Eier der
Konigin. Daher haben Drohnen nur eine Mutter und keinen Vater.

Durch diese Aufzahlung lasst sich feststellen, dass weibliche Bienen zwei Elternteile haben,
wahrend Mannchen nur einen Elternteil, namlich eine Mutter haben.
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Abbildung 4: Stammbaum einer Drohne; (Kuhn, 1990)

Betrachtet man den Stammbaum einer Drohne genauer, kann man feststellen:

1. Sie hat 1 Elternteil, ein Weibchen.

2. Sie hat 2 GroRReltern, ihre Mutter hat 2 Elternteile, ein Mannchen und ein Weibchen.

3. Sie hat 3 UrgroRelternteile, ihnre GroBmutter hatte ebenfalls 2 Elternteile, hingegen ihr
Grofl3vater nur einen, usw.

Jede Konigin der Ebene n erzeugt einen Nachfahren in der Ebene n — 1. Jede Drohne des
Stammbaums hat eine Konigin als Nachkommen. Der Stammbaum zeigt, dass in der n-ten
Vorfahren-Generation genau f,, Vorfahren existieren und zwar f,_; weibliche und f,_,
mannliche.

» Sonnenblumen (Was Darwin nicht wusste, 2016)

Schaut man sich die Verteilung der Kerne einer Sonnenblume an, so erkennt man, dass diese
nicht zufallig angeordnet sind, sondern jeder Kern zu einer links- und einer rechtsdrehenden
Spirale gehort. Dabei ist besonders, dass die Anzahl der Spiralen immer Fibonacci-Zahlen
sind. Die Anzahl der links- und rechtsdrehenden Spiralen einer Sonnenblume ist nicht gleich,
sondern es handelt sich dabei um zwei benachbarte Fibonaccizahlen. Haufig kommen die
Kombinationen 21 und 34 oder 34 und 55 oder 55 und 89 vor. Bei besonders grol3en
Sonnenblumen kann es auch vorkommen, dass die Anzahl an Spiralen 89 und 144 oder 144
und 233 betragt. Das Verhaltnis der jeweiligen Anzahlen nahert sich recht gut dem goldenen
Schnitt (siehe Kapitel 2.7.2) an. Die Kernanordnung bei der Sonnenblume ist ein gutes Beispiel
fur ein Phanomen, das in der Biologie unter dem Begriff Phyllotaxis bezeichnet wird. Dadurch
kénnen die Pflanzen die groitmogliche Menge an Licht und Frischluft erhalten.
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Abbildung 5: Spiralen einer Sonnenblume; (Beutelspacher & Petri, 1996, S. 127)

Nach der Einfihrung der Fibonaccifolge, soll im weiteren Teilabschnitt gezeigt werden, dass
sie eine ganze Reihe an interessanten Eigenschaften besitzt. Die grundlegenden
Eigenschaften werden vorgestellt und bewiesen:

2.1.2 Einfache Summenformeln
Satz 4

Fir jedes n € N* erhalt man fur
a) die Summe der ersten n Fibonaccizahlen
n
D fi= a1
i=1

b) die Summe der ersten n Fibonaccizahlen mit ungeradem Index

Zn: f2i-1 = fon
i=1

c) die Summe der ersten n Fibonaccizahlen mit geradem Index

n
Zfzt = fons1— 1
i=1

Beweis:

a) Aufgrund der Rekursionsformel gilt f; = fiy> — fiz1,i = 1, ..., n. Mithilfe dieser Formel

lasst sich die Summe folgendermalRen umschreiben:
n+1 n+1 n+1

ifi = G =f) =) for= ) fi=fasz—fo=farz — 1
i=1 i=2 i=2 i=2

was die Behauptung zeigt.
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b) Daf, =f, =1undfy;_1 = fo; — foi_, furi = 2 gilt, kann man die linke Seite in der Form
fo + 2o (foi — fai—2) = fon darstellen, und dies ist gerade die Behauptung.
c) Die gesuchte Summe enthalt man als Differenz

n 2n n
Zfzi = Zfz —Zfzi—1 = f2n+2 -1 —f2n = f2n+1 -1
i=1 i=1 i=1

wobei a), b) und fo,,41 = fons2 — fon VErwendet wurden. ©

Die alternierende Summe der ersten n Fibonaccizahlen kann mithilfe des vorigen Satzes
berechnet werden.

Satz 5
n
DD = (CD 4 1
i=1

Beweis:

Wenn n gerade ist, das hei3t n =2k, so subtrahiert man die Summe der ersten k
Fibonaccizahlen mit geradem Index von der Summe der ersten k Fibonaccizahlen mit
ungeradem Index:

K k
2f2i—1 —Zfzi = fok = faker1 1= fop-1 +1
i=1 i=1

Fir den Fall, dass n ungerade ist, also n = 2k + 1 gilt, muss auf beiden Seiten der Gleichung
fors1 = for T+ for—1 addiert werden:

2k
Z(—l)iﬂfi + foke1 = for + 1
=1

Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. ¢

Mithilfe der Rekursionsformel ist es moglich nicht nur Summen von Fibonaccizahlen, sondern
auch Summen von Quadraten der ersten n Fibonaccizahlen zu berechnen. Dies wird in den
folgenden Satzen gezeigt.

Satz 6

zn:fiz = fufn+1
i=1

Beweis:

In diesem Beweis wird auf einen Trick zuriickgegriffen: f;* soll mithilfe der Rekursionsformel
geschickt dargestellt werden. Es gilt namlich £ = fif;.1 — fi_1f; fir i = 2, ..., n. Beachtet man

f£ = fif, und setzt dies in Y-, f;Z ein, ergibt sich £, f, + Y=o (fifix1 — fi-1fi) = fafa+1. ©

28



Quadrate von Fibonaccizahlen kénnen als Summe von Produkten aufeinanderfolgender
Fibonaccizahlen dargestellt werden. Bei diesem Beweis wird ebenfalls mehrmals auf die
Rekursionsformel zurtickgegriffen.

Satz 7

N f2.,  fiir ungerades n
> fifin =110 __
pr fizy1 — 1 fiir gerades n

Beweis:

Zuerst gehen wir davon aus, dass n ungerade ist, also n = 2m + 1 gilt. Es ergibt sich:

2m+1

Z fifirn = fifa + ) (Baif2ier T f2iv1f2ie2)
=1 =1

i

= fufs+ ) forna (i + fair2)
i=1

= fifs + ) (fatva = fod) Faivz + fo)
i=1

= fifo + Z(f22i+2 - f22l)
i=1

= fifo + fimr2 — 2 = [m+2 = fitr

Jetzt sei n gerade, n = 2m. Dann erhalt man:

2m m m
Zfile = Z(fzi—lfzi + faif2i+1) =zf2i(f2i+1 + f2i-1)
i=1 i=1 i=1

= z(fzin = f2ic)(f2ig1 + faic1) = Z(f22i+1 — f#i-1)
i=1 i=1

= f22m+1 - fl2 = fnz+1 -1

Damit ist der Satz fur alle naturlichen Zahlen gezeigt. ¢

2.1.3 Beziehungen zwischen Fibonaccizahlen

Durch das Prinzip der vollstdndigen Induktion ist es moglich eine groRe Menge an
Beziehungen zwischen Fibonaccizahlen zu beweisen. Des Weiteren ist es ein Verfahren, das
in vielen Beweisen seine Anwendung findet.

An dieser Stelle sei zuerst das Prinzip der vollstandigen Induktion erklart:
Das Prinzip der vollstandigen Induktion

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion wird bei vielen Beweisen aus der elementaren
Zahlentheorie verwendet. Dabei wird die Tatsache benutzt, dass es zu jeder noch so grol3en
nattrlichen Zahl immer einen Nachfolger gibt, man also immer eins dazuzé&hlen kann. Dadurch
kann man oftmals die Giiltigkeit einer Aussage fir alle natirlichen Zahlen nachweisen. Dieses
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Prinzip, das bei der vollstandigen Induktion ausgenutzt wird, geht auf das flinfte Peano-Axiom
(nach Guiseppe Peano, 1858-1932) zurtick:

Falls eine Menge M die natirliche Zahl 1 (oder 0) enthalt und fur jede natirliche Zahl
m auch dessen Nachfolger m + 1, so ist N* (bzw. N) eine Untermenge von M, d.h. es
gilt N* ¢ M (bzw. N c M).

Das Prinzip der vollstandigen Induktion nutzt folgende Begebenheit:

Sei ng € N* (meist ist ng = 0 oder n, = 1) und man betrachte fur jede natirliche Zahl n > n,
eine Aussage A(n). Falls A(ny) gilt und fur jede beliebige natirliche Zahl n > n, die Richtigkeit
von A(n + 1) aus der Richtigkeit von A(n) folgt, dann gilt A(n) fur alle n > n,".

Das Beweisverfahren lauft nach den folgenden Schritten ab:

1. Induktionsanfang (Induktionsverankerung): Hier wird gezeigt, dass A(n,) richtig ist.

2. Induktionsvoraussetzung (Induktionsannahme): Man nimmt A(n) als richtig an.

3. Induktionsschluss (Schluss von n auf n + 1): Man weist nach, dass aus der Richtigkeit
von A(n) auch die Richtigkeit von A(n + 1) folgt.

Im Falle der Fibonaccifolge muss das Verfahren der vollstandigen Induktion etwas abgeandert
werden, da hier jedes Folgenglied von den beiden vorhergehenden Folgengliedern abhangt.
Die modifizierte Version des Beweisverfahrens schaut so aus:

1. Induktionsanfang: Gezeigt wird, dass A(n,) und A(ny + 1) richtig sind.

2. Induktionsvoraussetzung: Es wird die Annahme getroffen, dass A(n) und A(n + 1)
richtig sind.

3. Induktionsschritt (Schluss von n auf n+1 und n+ 2): Man zeigt, dass aus der
Richtigkeit von A(n) und A(n + 1) die Richtigkeit von A(n + 2) folgt.

Eine mdgliche Anwendung des Prinzips der vollstédndigen Induktion, die sich sofort anbietet,
ist die Definition der Fibonaccizahlen. Bei dieser Definition werden die ersten beiden
Startwerte f; =1 und f, =1, die die ersten zwei Fibonaccizahlen sind, und die bekannte
Rekursionsformel f,, + f,11 = fn+2 @ngegeben. Indem man immer die beiden vorhergehenden
Glieder miteinander addiert, erhalt man Schritt fur Schritt, das heil3t induktiv, das nachste
Folgenglied. Aufgrund dieses Prinzips muss jede Folge, deren ersten zwei Startwerte 1 sind
und deren Glieder sich durch die Addition der beiden Vorherigen ergeben, die Fibonaccifolge
sein. Da besteht keine andere Mdglichkeit.

Ein Bespiel dazu ist die ,Springer-Aufgabe“ wie sie Vorob'ev (1971) auf Seite 16 beschreibt:
Ein Springer soll sich in eine Richtung entlang eines in Felder aufgeteilten Streifens bewegen,
und zwar so, dass er bei jedem Sprung entweder in ein benachbartes Feld springt oder Uber
das Feld herlberspringt. Die Frage, die sich jetzt stellt, lautet: Wie viele Moglichkeiten gibt es
fur den Springer ins (n — 1) —te Feld oder insbesondere vom ersten zum n-ten Feld zu
kommen? Die Spriinge, bei denen der Springer im selben Feld ankommt, werden als gleich
betrachtet.

Die gesuchte Zahl wird mit x,, bezeichnet. x; = 1, da man nur vom ersten Feld ausgehend im
Ersten bleibt, indem man gar keinen Sprung macht. x, = 1, da es nur eine Mdglichkeit gibt,
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um vom ersten ins zweite Feld zu gelangen, namlich durch einen Sprung vom ersten ins zweite
Feld. Jetzt nehmen wir an, dass der Springer das (n + 2) —te Feld erreichen will. Wie vorher
festgestellt, ist die Gesamtanzahl dieser Spriinge gleich x,,,. Die Spriinge, die ausgefuhrt
werden, missen in zwei Kategorien aufgeteilt werden: die erste Kategorie sind jene Spriinge,
bei denen mit einem Sprung ins zweite Feld begonnen wird, bei der zweiten Kategorie zahlen
wir diese Spruinge, bei der mit einem Sprung ins dritte Feld begonnen wird. Vom zweiten Feld
ausgehend, gibt es x,,,; Mdglichkeiten um das (n + 2)-te Feld zu erreichen. Startet man vom
dritten Feld aus, bleiben nur mehr x, Arten. Die sich ergebende Folge von Zahlen
X1, X3, -, Xn, ... KANN mithilfe der Rekursionsformel x,, + x,,,1 = x,4, dargestellt werden. Da die
beiden Startwerte 1 sind, muss diese Folge die Fibonaccifolge sein. Daher kann x, = f,
gesetzt werden.

Im folgenden Satz wird das Beweisverfahren nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion
gleich angewendet:

Satz 8
frnem = fa-1fm + fafmat

Beweis:

Durch vollstandige Induktion nach m. Der Induktionsanfang ist fir m = 1 und m = 2 gegeben
durch

fori =it o =faax 1+t fox1=f 1+ f
oz =facafot fafs= a1t 2fn=(haat )+ =fas1i t fa
Das ist aufgrund der Rekursionsformel der Fibonaccifolge fur beliebiges n € N* richtig. Als

nachstes zeigen wir den Induktionsschritt (Schluss von m und m + 1 auf m + 2). Nach
Induktionsvoraussetzung gilt fir ein m € N* und fur m + 1:

frnim = fac1fm + fofmat

frims1 = fac1fmer + fafmezs

Durch Addition ergibt sich daraus

frrm t faeme1r = faemaz = fa-1Um + fet) + fa(Fmsr + frms2)

= fo-1fmsz + fafmes-

Die Behauptung gilt also auch fir f,,; 42 und damit fur alle natirlichen Zahlen m. ¢

Diesen Satz kann man auf die vorher erwéhnte Springer-Aufgabe anwenden und die Theorie
somit auf ein anschauliches Beispiel Ubertragen, wie Vorob'ev (1971) auf Seite 18 zeigt. Das
geht folgendermalRen: Man sagt, dass f,, .., die Gesamtzahl der Spriinge vom ersten ins (n +
m)-te Feld darstellt. Da unter diesen Spriingen solche sind, bei denen der Springer Gber das
n-te Feld hiniberspringt, aber auch solche, bei denen er auf das n-te Feld springt, kann man
die Sprunge in zwei Klassen aufteilen. Bei den Springen der ersten Klasse, also wenn er tber
das n-te Feld hinliberspringt, ist der Springer verpflichtet auf das (n — 1) —te Feld zu springen,
das kann er auf f,,_; Arten machen, dann auf das (n + 1) —te Feld zu springen, und schlief3lich
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auf die weiteren (n + m) — (n + 1) = (m — 1) Felder, was auf f,,, Arten moglich ist. Daher gibt
es in der ersten Klasse f;,_4 f;, MOglichkeiten die Springe auszufiihren. Bei den Spriingen der
zweiten Klasse sind die Uberlegungen &hnlich: Der Springer erreicht zwangsweise das n-te
Feld, was auf f,, Arten moglich ist, und geht danach auf das (n + m)-te Feld Uber, auf einer
der f,,+1 Moglichkeiten. Es gibt in der zweiten Klasse also f,, f,n+1 Moglichkeiten die Spriinge
auszufihren. Addiert man die Mdglichkeiten der beiden Klassen, so sieht man, dass es genau
der Aussage von Satz 8 entspricht.

Wird in Satz 8 m = n gesetzt, so erhélt man

fon = facifn + fafner = fn(Facr + fran);

Aus dieser Gleichung erkennt man, dass f, ein Teiler von f,, ist. Daruber hinaus sieht man
ebenfalls aus obiger Gleichung, dass die Differenz der Quadrate zweier Fibonaccizahlen
fn_1 und f,,,; Wieder eine Fibonaccizahl ist, denn es gilt:

on = fn(fn—l + fn+1) = (fn+1 - fn—l)(fn—l + fn+1) = fr$+1 - fnz—l-

Die Summe der Quadrate zweier aufeinanderfolgender Fibonaccizahlen ist wieder eine
Fibonaccizahl. Das erkennt man, wenn man in Satz 8 m = n + 1 setzt:

fons1 = fn+(n+1) = fa—1fn+1 T fafnsz
= (fn+1 - fn)fn+1 + fn(fn + fn+1)

= fnz+1 — fafnsr t+ fnz + fafner = fnz + fr%+1

Im nachsten Satz wird eine interessante Beziehung zwischen vier aufeinanderfolgenden
Fibonaccizahlen hergestellt:

Satz 9
frsifnsz — fafnes = (D"

Beweis:

Durch vollstandige Induktion nach n:

n=1fofs—fifa=1x2-1+3=(-11

Fur beliebiges n € N* gelte nun die obige Beziehung. Dann erhalten wir fir n + 1 mithilfe der
Rekursionsformel:

fri2fnes — fosifnra = freafnes — foer(Fnez + fres)
= furofnes = farifnez — fasifoes
= (fasz = foe ) fnes — fusifnez
= fafn+z = fosiSnez

= (_1)(fn+1fn+2 - fnfn+3)
- (_1)n+1

wie behauptet, wobei im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwendet wurde. ¢
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Im Folgenden wird die Identitat von d’Ocagne (nach dem franzésischen Mathematiker Maurice
d’'Ocagne, 1862-1938) gezeigt. Sie ist die Verallgemeinerung von Satz 9: Wenn man in Satz
10 namlich m = n + 2 setzt, erhalt man die Aussage von Satz 9.

Satz 10
fmfns1 — fafmer = (_1)nfm—n (m=n)
Beweis:

Handelt es sich um den Spezialfall m = n, ergibt sich f,, fms1 — fmfm+1 = 0 = (—1)°f, und die
Identitat ist richtig.

Wir nehmen jetzt m > n an und zeigen die Behauptung durch Induktion nach n.
n=1 fofo — fifme1 = fin = frnt1 = ~fin-1 = (=D s
n=2fofs— fofmi1 = 2fm = fmrr = fn + U — frns) = fn — fne1 = fn2 = (_1)2fm—2

Fur passende m und n nehmen wir an, dass die Behauptung fir n — 1 und n richtig ist, es
gelten also

ffn = fa-1fmer = GO frnonan,
fnfn+1 = fafmer = (CD finn.
Damit erhalten wir firn + 1 < m:
fnfnvz = fastfmer = fn(Fwr + ) — (o + fr1 finn
= fmfnar  fnfn = fafiner = fr-1fmar
= (fmfn = fa-1fme1) + Fnforr = fafmer)
= (D" Ypentr + (D fnon
= (=" (fin-n = fin-n+1)

= (_1)n+1fm—(n+1)a

was zu beweisen war. ¢

Im nachsten Satz wird deutlich, dass sich das Quadrat einer Fibonaccizahl nur um 1 vom
Produkt der beiden benachbarten Fibonaccizahlen unterscheidet.

Satz 11
fnz = fn—lfn+1 + (_1)n+1
Beweis:

Durch Induktion nach n: Fir n = 2 gilt 2 = f;f; — 1 = 1. Nun nehmen wir an, dass Satz 11 fiir
ein beliebiges, aber festes n richtig ist. Auf beiden Seiten der Formel addieren wir fir dieses n
den Term f,, f,+1 und erhalten:
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fnz + fafnir = fooifoer T fofoe (_1)n+1
falfn + fas1) = fas1(Facr + ) + (_1)n+1
fafasrz — (_1)n+1 = fnz+1;

Somit gilt unsere Annahme auch fir n + 1 und damit fur jede natirliche Zahl. ¢

Im folgenden Satz 12 dient uns Satz 11 als wichtiges Hilfsmittel. Es wird eine Summenformel,
bei der erstmals Briiche mit Fibonaccizahlen im Nenner auftreten, bewiesen.

Satz 12

C Lt DD fas—d ,
Z(ﬁ+z—1)(ﬁ+3—1)_2 fs—1  MEND

Beweis:

Durch vollstandiges Induktion. Fur n = 1 ist die linke Seite der obigen Gleichung wegen f; +

(-1 =1-1 =0 gleich null, und fur die rechte Seite gilt 2 — f —=2- E =2 —% = 0; die

Gleichung ist also richtig.

Zum Beweis des Induktionsschritts beachten wir

n+1

z fir C1) = (laut Induktionsvoraussetzung) 2 — Snrs ~ 1 + fava + O™ ;
(fl+2 1)(fi+3 - 1) fn+3 -1 (fn+3 - 1)(fn+4 - 1) '

Die rechte Seite dieser Gleichung soll dann gleich 2 — ;”*5 sein. Daher genugt es

n+4—

fn+4_1_fn+5_1 — fn+1+(_1)n+1
fn+3_1 fn+4_1 (fn+3_1)(fn+4—_1)

zu zeigen. Wir bringen die linke Seite dieser Gleichung auf den Hauptnenner und erhalten

(fn+4 - 1)2 - (fn+5 - 1)(fn+3 - 1) _ fn+1 + (_1)n+1
(fn+3 - 1)(fn+4 - 1) (fn+3 - 1)(fn+4 - 1)

Da die Nenner Ubereinstimmen, ist es ausreichend, die Gleichheit der Zahler nachzuweisen:
(fara = D% = (fara + frazs = D(fpas — 1
= (frra ~ Dfra = 1= frez + D = frazs(fez — 1)
= (furz + faez = Dz = fas(prr + faez — D
= forz + fr2fnss = favz = fasifaes = fasafues + faes
(Satz 11) = fry1fnes + (GO = friifuas + (fass — fas2)

= for + (=D

wie erwinscht. Damit ist der Satz bewiesen. ¢
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2.2 Lineare Rekursion und die Formel von Binet

Mithilfe der bisher gezeigten Beziehungen zwischen Fibonaccizahlen und Formeln lassen sich
Ausdriicke zwar vereinfachen, aber die explizite Berechnung der Ausdriicke und Summen
gelingt erst, wenn alle vorkommenden Fibonaccizahlen bekannt und Schritt fur Schritt
berechnet sind. Die Berechnung der einzelnen Glieder durch die Rekursionsformel kann
allerdings sehr aufwandig sein, vor allem, wenn man sehr groRe Folgenglieder angeben
mdochte. Es ist daher sinnvoll eine Formel angeben zu kénnen, die die n-te Fibonaccizahl
direkt, also ohne Zuhilfenahme der vorgehenden Zahlen, darstellt. Diese Formel entdeckte
unter anderen der franzésische Mathematiker Jacques Philippe Marie Binet im Jahr 1843 und
daher wurde sie nach ihm benannt. Die Formel von Binet berechnet die Fibonaccizahl nur in
Abhangigkeit von ihrem Index n € N. Im folgenden Abschnitt wird die Formel von Binet
angegeben und bewiesen.

Satz 13

Die Formel von Binet (die explizite Darstellung des n-ten Folgengliedes f, der

Fibonaccifolge)
<1 + \/5>" _ (1 - \/5)"
2 2

fo = N (13)
Setzt man ¢ = Sl (14)und y = %g (15), soist f,, = d)ngpn.
Beweis:
Durch Induktion nach n: Aufgrund von
f = % —0,f = 1+\/§2—\%—\/§) —1

ist die Formel fir n = 0 und n = 1 richtig. Also nehmen wir an, dass sie firn—2und n—1
stimmt. Die Rekursionsformel sagt uns, dass f,, = f,_1 + fn—» gilt. Wir mussen daher

cbn—l _ an—l N ch—Z _ L|Jn_2 3 on — an
V5 V5 45

zeigen. Da der Nenner gleich ist, geniigt es wiederum, ®"*~1 + ®"~2 = d" und Y"1 + Y™ 2 =
Y™ nachzuweisen:

1+ \/§>n_1 (1 + \/§>n_2
+

2 2
VST VE ] 145\ [3+45
() =)
(1445 21 +45B) ~ 1+v5\"
-(77) |2 =)

Analog geht man fiir den Beweis von y™~1 + (=2 = " vor. ¢
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Da wir jetzt die Formel von Binet kennen, mit deren Hilfe man Folgenglieder direkt berechnen
kann, lasst sich auch die Abbildungsvorschrift der Fibonaccifolge explizit angeben:

<1+\/§>"_<1—\/§>"
2 2
annz \/g

Im Beweis von Satz 13 war zu erkennen, dass ®?=d+1=1+d+ 1 gilt. Fur die
nachsthoheren Potenzen von ® erhélt man sukzessive:

P3I=P?=P(P+1)=P?’+DP=P+1+DP=20+1

Pt =PP3 =202+ D =20+2+P=3D+2

D5 = PpP* = (B3P +2) =3P2 +20 =30 +3+2d =5P+3
Entsprechend gilt fur ys:

Pr=y+1=1¢+1

Py =g+ D=+ =v+1+p=2¢+1

usw.

Dadurch entsteht folgende Vermutung:
Satz 14

" = fncb + fn—l: '~|Jn = fnqJ + fn—l' n € N*
Beweis:

Durch Induktion nachn: Firn = 1 gilt ®! = fid + f = 1« ® + 0 = &, fur die Fallen = 2,3,4,5
ist Satz 14 nach Obigem richtig. Daher bleibt nur der Induktionsschritt zu zeigen. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt ®X = £, ® + f,_1, @t = fi .1 ® + f,. Addiert man die beiden
Gleichungen, erhalt man:

OK + X = (fi + fry )P + (fieer + fi)
PKZ = OK(P + 1) = fr 2@ + firs

Die Formel fur y zeigt man ebenfalls durch Induktion nach n. ¢

Bemerkungen:

e Zwischen & und s bestehen folgende Beziehungen, die haufig benutzt werden:

D+ =1
®—y=+5
oY = -1
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o & =1,618033988 und y = —0,618033988 sind Wurzeln des Polynoms

x%—x—1.

Lineare Rekursion

Die Fibonaccifolge ist ein Beispiel fur eine lineare Rekursionsgleichung zweiter Ordnung, wie
bereits in Kapitel 1 erklart wurde. Die Rekursionsgleichung schaut folgendermalf3en aus:

Xn+1 = Xn + Xp—1 (16)

Wir wollen jetzt eine explizite Darstellung fir das n-te Folgenglied angeben. Das lasst sich
direkt aus den Satzen 1 und 2 von Kapitel 1 herleiten. Hier aber werden wir fur didaktische
Zwecke die Beweise dieser Satze fur diesen Spezialfall explizit erlautern. Wie wir schon
bemerkt haben, werden die Glieder der Fibonaccifolge rasch sehr grof3. Daher kann man
vermuten, dass die Folgenglieder exponentiell wachsen. Ist die Folge {a,} eine Losung der
Rekursionsformel (16), so versuchen wir es mit dem Ansatz

a, =1" (17).

Dabei ist A eine noch zu bestimmende reelle oder komplexe Zahl. Setzen wir (17) in die
Rekursionsgleichung ein, so erhalten wir

An+1 — An +/1n_1
und nach Division durch 1*~1 und Umstellen
A2—21-1=0; (18)

Diese quadratische Gleichung heif3t charakteristische Gleichung der durch (16) gegebenen
Rekursion. Daher erfillen Folgen, die die Form {a,, = A"} haben, wobei 1 eine Losung der
Gleichung (18) ist, die Rekursionsgleichung (16). In unserem Fall hat die charakteristische
Gleichung (18) die Losungen

1++/5 1-+5

A = A, =
2 2

Eine weitere Beobachtung ist wesentlich: Wenn auch {a,} und {b,,} Folgen sind, die die

Rekursionsgleichung (16) erfiillen, so stimmt dies auch fur jede Folge {c,} mit

Cp =Ta, +sb,

wobei r und s beliebige reelle oder komplexe Zahlen sind. Diese Beobachtung entspricht
genau der Aussage des Superpositionsprinzips, das zu Beginn des ersten Kapitels gezeigt
wurde.

Wenn die Anfangswerte a, und a,; gegeben sind, erhélt man die Koeffizienten r und s aus
¢, = ra, + sb, durch Ldsen des linearen Gleichungssystems

ag=r+s
a1=Tll+S/12

Im Fall der Fibonaccifolge ist f, = 0, f; = 1 und wir erhalten
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O=r+s

_ 1445 Lol V5
“TT2 T2
also s = —r; dies in die zweite Gleichung eingesetzt liefert
1445 1-45
—TT T2
oder
1=rV5
also
1 1
r=—,s=——
5B

Damit gilt fur die Glieder der Fibonaccifolge

1

fn—ﬁ

1+v5\" [1-+5
=) -(5

wie in Satz 13 gezeigt wurde.
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2.3 Fibonaccizahlen mit negativen Indizes
Die Rekursionsformel der Fibonaccifolge (12)
fo=fo-1+ fa2
kann umgeschrieben werden zu
fr-2 = fo = fa1 (19)

Wenn wir mit den Startwerten f, = 0und f; = 1 beginnen, kénnen die Fibonaccizahlen mit
negativen Indizes ,ruackwarts“ berechnet werden und wir erhalten f_, =f; —f,=1-0=
1,f_,=fo—f-1=0—1=—1und allgemein ausgedriickt

fon = (FD)™1f, firn € N*;  (20)
Das kann man mithilfe einer vollstandigen Induktion ,nach ruckwarts“ zeigen:

Fir n = —1 und n = -2 ist die Behauptung richtig. Wir nehmen an es gilt bereits f_;_) =
(—=D™f,_; und f_,, = (—=1)"*1f,. Aus der Rekursionsformel (19) ergibt sich dann fotne) =
f—(n—l) —foan=(CED" o — (_1)n+1fn = (_1)n+2(fn—1 +fu) = (_1)n+2fn+1’ wie behauptet.
<o

Durch den Ausdruck (20) konnte die Fibonaccifolge zu einer auf Z definierten Zahlenfolge Z -
Z erweitert werden.

Im néchsten Schritt soll gezeigt werden, dass die Formel von Binet fir negative Exponenten
ebenfalls richtig ist. Es gilt also mit den Bezeichnungen von Satz 13 der folgende Satz:

Satz 15
fa =%(CI>" —y")  firnez
Beweis:

Im Beweis von Satz 13 haben wir gezeigt, dass ®"*2 = @ + d"+1 ynd Y"+2 = Y + "+ ist.
Da &y = —1, gilt ¢ = (—=1) ®~L. Daher liefert uns die Formel fiir s, dass (—1)"+*2p~-(+2) =
(D" + (=)™ P~ D ynd weiter ¢~ = " — (D oder " = ~(M+2) 4
&~(*1) gilt. Analog zeigt man y~™+2) = =" — y~(*+D_ Dje Rekursionsformel (19) und die

vollstandige Induktion nach riickwarts zeigen jetzt die Richtigkeit der Behauptung. ¢

Satz 5 liefert uns direkt die Formel fir die Summe der ersten n Fibonaccizahlen mit negativen
Indizes:

-1 n
Y fi= ) D = (DM 1= —fpe +1

i=—n i=1

Weiters kann man die wichtige Identitat aus Satz 8

frem = facifim + fafmer fur beliebige m,n € Z

beweisen, fir negative m, n durch Induktion nach rickwarts.
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2.4 Fibonaccizahlen und Lineare Algebra

2.4.1 Die Herleitung der Formel von Binet mithilfe der Eigenwertrechnung

Hier werden wir die Ideen vom Beweis von Satz 3 aus dem ersten Kapitel auf den Spezialfall
der Fibonaccifolge anwenden und diese Ideen dazu verwenden einen alternativen Beweis fir
die allgemeine Form von f,, zu prasentieren.

Betrachtet man das Bildungsgesetz der Fibonaccifolge genauer, wissen wir aufgrund der
Rekursionsformel, dass f,;, =1x*f, +1*f,,1 gilt. In Worten ausgedriickt bedeutet die
Formel, dass jedes Glied der Folge entsteht, indem die Summe der beiden vorhergehenden
Glieder gebildet wird. Die Beziehung, die durch die Formel ausgedriickt wird, schaut einer
linearen Abbildung in einem zweidimensionalen Vektorraum schon sehr ahnlich. Daher
verwenden wir jetzt einmal den folgenden Ansatz: Im zweidimensionalen reellen Vektorraum

R? wollen wir den Vektor (fle) auf den Vektor (;"E) = (f ’f’:}‘:iﬂ) abbilden. Das kann erreicht

werden, indem man den Vektor (fle) (von links) mit der Matrix

-0 )

multipliziert, also

)= 6 D)= (35, =60

Starten wir mit dem Vektor (;2) erhalten wir

f()=0 D) =7 0=0)
() =r(1)= HE)=(?)

Durch wiederholtes Anwenden von F ergibt sich schlie3lich fur alle n € N

(=)= ()= ()

Im Besonderen gilt fir n = 0:
()-+()-()

1 0) die 2 x 2 — Einheitsmatrix dar.

Dabei stellt E = (0 1

Bezogen auf den gesamten Vektorraum R? betrachten wir also die durch

b Hmmitz=( )elRZ

X1
X2
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definierte lineare Abbildung des R? auf sich. Da F invertierbar ist — die Inverse ist F~! =

(_11 (1)) — ist diese lineare Abbildung sogar ein Isomorphismus des R?.

Durch die Matrix F~1 hat man jetzt ebenfalls die Mdglichkeit, die Fibonaccifolge auf negative
Indizes fortzusetzen:

Aus F (?3) = ((1) 1) (;(1]) = (foj‘c:ﬁ) = (ﬁ) folgt ja
(=)
und weiter
Co=r()=G" D)
1

(=)= ()= 0

usw.

Wir mochten jetzt aber nicht nur Folgenglieder mit negativen Indizes berechnen kénnen,
sondern es geht uns vorranging darum eine Formel zu erhalten, die es uns ermdglicht, f,, und
fne1 €xplizit zu berechnen. Eine solche Darstellung wirden wir bekommen, wenn es uns
gelingt, die Potenzen F™ der Matrix F zu berechnen. Dabei hilft uns ein Satz aus der Linearen
Algebra weiter:

Eine Matrix F mit lauter verschiedenen Eigenwerten kann auf Diagonalgestalt D gebracht
werden und es gilt D = T~1FT. Auf der Diagonalen in der Diagonalmatrix D stehen die
Eigenwerte von F und die Spaltenvektoren der Transformationsmatrix T sind die
Eigenvektoren von F.

Mit einer solchen Diagonalmatrix D gilt
D=T"'FT,also F =TDT!
und weiter
F*=(TDT~Y*=TDT-TDT~'..TDT~! =TD"T~1!

Die Diagonalmatrix D™ kann leicht berechnet werden: Auf der Diagonalen stehen namlich die
n-ten Potenzen der Diagonaleintrdge von D.

Durch die gewonnenen Erkenntnisse wissen wir, dass jetzt die Berechnung folgendermal3en
vor sich gehen wird: Wir berechnen zunachst das charakteristische Polynom, sowie die
Eigenwerte und Eigenvektoren von F und erhalten dadurch die Diagonalmatrix von D sowie
die Transformationsmatrix T

Das charakteristische Polynom y(4) ergibt sich zu

0-2 1
1 1-1

41

X = —12-1-1



die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind die beiden Eigenwerte

145 1-+5
> und A, =y = >

AIZCI):

Die Diagonalmatrix D hat also die Gestalt

(3 1)

Jetzt bestimmen wir den Eigenvektor von F zum Eigenwert &:
X X
Pl =)
X2 X2

also

¢ H) =250

Daraus ergeben sich die Gleichungen:

1445
Xy = ) X1
1++/5
x1 + x2 = x2
2
. i . . 1+/5
Wenn wir x; = 1 wahlen, ergibt sich x, = = o,

2

Der zugehdrige Eigenvektor ist also ().
Auf entsprechende Weise bekommen wir den Eigenvektor (ql)) zum Eigenwert .

Damit erhalten wir die Transformationsmatrix T und ihre Inverse T~ 1:

T=<;> tt) T wlfb(wcb _11)=%(_c1>lIJ —11)

Damit gilt
D=T T =F=TDT™!
also
(C(I)D 0>=i(—¢ 1)(0 1)(1 1)
v 5le —1/\1 U\ ¢
Somit ist:

() =7 ()= roror () =omr ()

-6 D WE 0
e qﬁ;Hx 20)
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1( PY" — Oy " — " )(O)

- ﬁ CDllJrH-l _ cI)n+llJrJ q)n+1 _ llln+1 1

1 q)l'l —_ Lpl'l
= E $n+l — Lpn+1 (21)
Wird jeweils die erste Komponente auf der linken und der rechten Seite der obigen Gleichung
(21) verglichen, so haben wir wieder die Formel von Binet erhalten:

1+v5\" [1-+5\"
) -(57)] @

i(q)n_ n)—i
B VIR

fo =

Als zusatzliches Ergebnis haben wir ganz beilaufig auch die Potenzen der Matrix F = ((1) 1)

berechnet. Es stellt sich heraus, dass die Fibonaccizahlen als Eintrage von F™ vorkommen.

Die soeben gezeigte Herleitung der Formel von Binet stellt eine Alternative zu der im Kapitel
2.2 gezeigten Herleitung dar, bei der die Lineare Rekursion verwendet wurde. Es ist mdglich,
dass die jetzt gezeigte Herleitung einfacher zu verstehen ist. Bedient man sich allerdings der
Linearen Rekursion, entspricht die Vorgehensweise der in Kapitel 1 durch Satz 1 und Satz 2
fur den allgemeinen Fall gezeigten.

Satz 16

P =0 ) e

Beweis:

Nach (21) gilt:

Fn _ i CDLIJn _ chl'J ch _ l|Jn
\/g q31|1n+1 _ (Dn+1l|1 (Dn+1 _ l|Jn+1
Wir betrachten die einzelnen Eintrédge der Matrix und beachten dabei die Formeln (22) und
o+yP=1
®—y=v5
oY = -1

Z (@Y — ") = YY" — ") = (@M -y = £y
F@ =M = £

Z (@Y™ — O™ 1Y) = Z DY — ") = 2 (" — ") = fr;

F @) = £

far fa

somitist F™* = (
fo fanr

), wie behauptet. ¢
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2.5 Zahlentheoretische Eigenschaften der Fibonaccifolge

2.5.1 Teilbarkeitsaussagen fur Fibonaccizahlen

Der erste Satz dieses Kapitels beschreibt einen Zusammenhang zwischen
Teilbarkeitsaussagen der Indizes und Teilbarkeitsaussagen der dazugehdrigen Fibonaccizahl.
Wie bereits im Abschnitt 2.1.3 Beziehungen zwischen Fibonaccizahlen festgestellt wurde, ist
fn fur alle n €N ein Teiler von f,,. Im nachsten Satz wird diese Aussage noch weiter
verallgemeinert.

Satz 17
Sind m und n nattrliche Zahlen mit m | n, so ist f,,, ein Teiler von f,,.
Beweis:

Aufgrund der Voraussetzung gilt n = km fur ein passendes k € N. Wir fihren den Beweis tber
eine Induktion nach k:

Gilt k = 1, so ist m = n und die Aussage des Satzes ist richtig. Wir nehmen jetzt f,,, | fr @n.
Unter der Verwendung des Satzes 8 erhalten wir

fm(k+1) = frk+m = fmk-1fm + fmkfm+1

Der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung ist durch f,, teilbar, der zweite ist es
aufgrund der Induktionsvoraussetzung f,,, | fmk- Somit ist die rechte Seite der Gleichung durch

fm teilbar und daher ist f,,, auch ein Teiler von f,; 41y ©

Im Beweis des folgenden Satzes wird ein Widerspruchsbeweis verwendet. Diese Art einen
Beweis zu flihren, haben wir bereits im ersten Kapitel verwendet, und zwar, um die Irrationalitat
von 1 zu beweisen. Hier wird die Vorgehensweise noch einmal kurz erklart: Wir nehmen das
Gegenteil der Aussage des Satzes an, fihren einen Widerspruch herbei und dadurch wird
gezeigt, dass die Annahme falsch und somit die Aussage des Satzes richtig sein muss.

Satz 18
Zwei aufeinanderfolgende Fibonaccizahlen sind teilerfremd.
Beweis:

Angenommen, die Aussage des Satzes ist falsch. Das bedeutet es gibt Fibonaccizahlen f,
und f,+1, die von einem d > 1 geteilt werden. Dann ist natirlich auch ihre Differenz f,,,; —
fn = fn—1 durch d teilbar. Nach und nach erhalt man dann d | f; = 1. Dies ist aber ein
Widerspruch. Somit gibt es keine zwei aufeinanderfolgenden Fibonaccizahlen mit einem Teiler

d>1.¢

Wir stellen uns jetzt die Frage, ob es zu jeder natirlichen Zahl m eine Fibonaccizahl f,, gibt,
fur die m| f, gilt. Der folgende Satz bejaht diese Frage nicht nur, sondern hat auch
weitreichende Konsequenzen. In diesem Beweis verwenden wir den Begriff der Restklassen.
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Satz 19

Fur jede natiirliche Zahl m > 2 findet sich unter den ersten m? — 1 Fibonaccizahlen eine, die
m als Teiler hat.

Beweis:

Man betrachte die Folge

(fo f1), (Fu f2), (Feo f3), oo s (fov Fran)s s

die aus Paaren von Restklassen modulo m von aufeinanderfolgenden Fibonaccizahlen
besteht. Es gibt jeweils m Restklassen modulo m. Daher kann es maximal m? verschiedene
Paare von Restklasse geben. Satz 18 zeigt, dass es sogar nur m? — 1 verschiedene Paare
geben kann. Denn aus der Existenz eines Paares (0,0) folgt die Existenz zweier
aufeinanderfolgender Fibonaccizahlen mit gemeinsamem Teiler m > 2. Das stellt allerdings
einen Widerspruch zur Teilerfremdheit dar. Man kann daher unter den ersten m? Gliedern der
obigen Folge mindestens zwei gleiche finden. Wir wahlen (ﬁm) aus und sagen, dass es

das erste Glied der Folge ist, fiir das ein Paar (7, fi+1) mit (fx, fie1) = (fi, fiv1) | > k existiert.
Mithilfe eines Widerspruchsbeweises zeigen wir, dass (fk,fkﬂ) = (0,1), also k = 0, gilt:

Angenommen, es giltk > 0. AUS fi—1 = fi41 — fi» fiee1 = fes1 — [ @ISO f1o1 = frs1, f1 = fr fOlQt
fi-1 = fr—1. Somit ist (fi_1,f) €in Paar, das zweimal in der Folge und sogar vor (fy, fi+1)
vorkommt. Dies ist ein Widerspruch zu der Voraussetzung, dass (fkm) das erste Paar mit
dieser Eigenschatft ist. Daher muss k = 0 gelten.

Wir nehmen an, dass das Paar (0, 1) in der Folge noch einmal an s-ter Stelle (f5, fs+1) = (0,1)
mit 1 < s < m? auftritt. Dann ist f; wegen f, = 0(mod m) durch m teilbar und die Behauptung

ist gezeigt. ¢

Bemerkungen:

e Die gerade gezeigte Eigenschaft, dass jede natlrliche Zahl als Teiler einer
Fibonaccizahl auftritt, stellt eine Besonderheit der Fibonaccifolge dar.

e Satz 19 sagt weiters noch aus, dass sich auch alle Primzahlen als Teiler von
Fibonaccizahlen finden lassen.

e Fir eine Primzahl p kann man nach der kleinsten Fibonaccizahl suchen, die p als Teiler
hat. Umgekehrt kann man sich die Frage stellen, ob jede Fibonaccizahl f,, einen
Primteiler besitzt, der keine kleinere Fibonaccizahl f, mit k < n teilt. Ein solcher
Primteiler heil3t primitiver Primteiler von f,,. Allgemeiner nennt man eine naturliche Zahl
m einen primitiven Teiler von f,,, falls m | f,,, aber m ¢ f; fir alle k < n; k € N, gelten.

e Es kann gezeigt werden, dass fast alle Fibonaccizahlen primitive Primteiler haben.
Ausgenommen davon sind nur die Fibonaccizahlen f; = f, = 1, fo = 8 und f;, = 144.
Dieses Ergebnis ist aber nicht ganz einfach herzuleiten.
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Im folgenden Satz wird ein weiterer Zusammenhang zwischen den Teilbarkeitseigenschaften
einer Fibonaccizahl und ihrem Index hergestellt.

Satz 20

Ist die natlrliche Zahl n zusammengesetzt (d.h. sie ist keine Primzahl) und von 4 verschieden,
so ist auch die n-te Fibonaccizahl f,, zusammengesetzt.

Beweis:
Nach der Voraussetzung kann man n so darstellen:
n=ny*n, Mtl<ng,n, <nundn; > 2 odern, > 2

Man kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit n; > 2 annehmen. Aus Satz 17 folgt, dass
fay | fn@iltmit 1 < £, < f,. Daraus folgt, dass auch f, zusammengesetzt ist. ¢

Bemerkungen:

¢ Die Umkehrung von Satz 20 gilt allerdings nicht, da es Fibonaccizahlen gibt, deren
Index eine Primzahl ist, die aber selbst keine Primzahlen sind. Beispiele dafiir sind
fio = 4181 = 37 x 113 und f3; = 1346269 = 557 * 2417.

¢ Die moglicherweise aufkommende Frage, ob unter den Fibonaccizahlen endlich oder
unendlich viele Primzahlen vorkommen, konnte bisher noch nicht geklart werden.

Mithilfe von Satz 20 kann ein einfacher Zusammenhang zwischen dem ggT zweier
Fibonaccizahlen und dem ggT ihrer Indizes hergeleitet werden:

Satz 21

99T fm fn) = fggremmny mitmn €N
Insbesondere ist der ggT zweier Fibonaccizahlen also selbst wieder eine Fibonaccizahl.
Beweis:

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit darf man m > n annehmen. Dann liefert der euklidische
Algorithmus:

m =nqqy+ 1y, 0<rn<n (By)
n=rq, +1;, 0<nrn<n (B1)
L =Tyqy + 13, 0<mr3<mn (By)
Teep =Te—1qe-1 + 1, 01, <14 (Bt-2)
Te—1 = Tt qe (Bt-1)

Mithilfe von (By) kénnen wir ggT(fin, fn) = 99T (fugy+r,, fn) ScChreiben. Satz 8 liefert
99T (fms fn) = 99T (fnge-1fr, t frqofr,+1, fn)- Daraus folgt mit Satz 17 und der Voraussetzung:
Seien a,b,c € Z. Aus b | c folgt ggT(a,b) = ggT(a + c, b),
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dass ggT (fm, fn) = 99T (fnge-1fr,, fn)- Aufgrund von f, | fnq, muss ggt(fn;fnqo—l) =1 sein.
Denn ansonsten wiirde es eine Zahl d > 1 mit d | f, und d | f4,—1 geben. Damit hatten f,,
und frq,~1 Wegen f, | frq, €inen gemeinsame Teiler d > 1, was nach Satz 18 ausgeschlossen
ist. Folglich kdnnen wir die Voraussetzung: Ist ggT (a,c) = 1, so gilt ggT (a, bc) = ggT(a, b) mit
a,b,c € Z anwenden und erhalten ggT(fm, fn) = 99T (fr,, fn)- Genauso beweisen wir
sukzessive

99T (fry fu) = 99T (fi fr,)
ggT(frz:frl) = ggT(fryfrz)

99T (froey i) = 99T (frp £ )

Ein Kombinieren all dieser Gleichungen ergibt ggT (fin, f») = 99T (fr,, fr,_,)- Wegen (B;_,) ist
fr,_, nach Satz 17 durch f,, teilbar. Somit gilt ggT(fy,. fr,_,) = fr, = fagremmn)- ©

Satz 21 macht es uns moglich auch die Umkehrung von Satz 17 zu beweisen.
Satz 22
Aus f, | f,, folgt m | n.

Beweis:

Wenn f,, ein Teiler von f, ist, so gilt ggT (f, fin) = fm- Satz 21 sagt: ggT (fm, fn) = fggrmmn)-
Beide Gleichungen zusammen ergeben f,;, = fysrmm), also git m = ggT(n,m) und

insbesondere m | n. ¢

Satz 17 und Satz 22 kann man- wie folgt- zu einer einzigen Aussage zusammenfassen:
Satz 23

fr ist genau dann durch f,, teilbar, wenn n durch m teilbar ist.

Dieser Satz ermoglicht es viele interessante Folgerungen Uber Teilbarkeitseigenschaften von
Fibonaccizahlen herzustellen, wenn wir kleine Fibonaccizahlen betrachten. Beispielsweise
wahlt man f; = 2 aus: Nach dem Satz gilt f5 | f,, genau dann, wenn 3 | n. Auf entsprechende
Art kann man auch f, = 3,f; =5, f¢ = 8, f; = 13 oder fg = 21 wahlen und erhalt somit weitere
Teilbarkeitsaussagen. Einige davon sind im folgenden Korollar angefiihrt:

Korollar 24
Eine Fibonaccizahl ist genau dann

a) gerade, wenn ihr Index durch 3 teilbar ist.
b) durch 3 teilbar, wenn ihr Index durch 4 teilbar ist.
¢) durch 5 teilbar, wenn ihr Index durch 5 teilbar ist.
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d) durch 8 teilbar, wenn ihr Index durch 6 teilbar ist.
e) durch 13 teilbar, wenn ihr Index durch 7 teilbar ist.
f) durch 21 teilbar, wenn ihr Index durch 8 teilbar ist.

Schauen wir uns den Fall d) genauer an, kénnen wir erkennen, dass f, = 8 die kleinste durch
4 teilbare Fibonaccizahl ist. Es stellt sich jetzt die Frage, ob es eine Fibonaccizahl gibt die
durch 4 teilbar, aber nicht durch 8 teilbar ist. Diese Frage wird im folgenden Satz beantwortet.

Satz 25

fr ist genau dann die kleinste durch m teilbare Fibonaccizahl, wenn jede durch m teilbare
Fibonaccizahl f; auch durch f, teilbar ist.

Beweis:

Sei jede durch m teilbare Fibonaccizahl f; auch durch f, teilbar. Trivialerweise ist dann f,. < f;
und dabher ist £, die kleinste durch m teilbare Fibonaccizahl.

Falls nun umgekehrt f,. die kleinste durch m teilbare Fibonaccizahl ist und f; eine beliebige
durch m teilbare Fibonaccizahl, dann ist natirlich ggT(f,,f;) < f. Aus Satz 21 folgt m |

99T (fr, fs) = fggr(rs)- Dann muss ggT(f, fs) = f- gelten, denn sonst ware f 75 < f- €ine
durch m teilbare Fibonaccizahl im Widerspruch zur Annahme, dass f, die kleinste derartige

Fibonaccizahl ist. ¢
Aufgrund von Satz 25 gibt es also keine Fibonaccizahl, die durch 4, aber nicht durch 8 teilbar
ist, da 8 die kleinste durch 4 teilbare Fibonaccizahl ist. Nach demselben Prinzip folgt, dass

jede durch 7 teilbare Fibonaccizahl durch 21 und somit auch durch 3 teilbar ist, weil fg = 21
die kleinste durch 7 teilbare Fibonaccizahl ist.

Zum Abschluss dieses Unterkapitels wird noch eine Aussage daruiber getatigt wie Teiler von
Fibonaccizahlen aussehen kdénnen.

Satz 26

Alle ungeraden Teiler von Fibonaccizahlen mit ungeraden Indizes haben die Form 4k + 1,k €
Z.

Beweis:

Sei n eine ungerade naturliche Zahl. Dann gilt ;> = f,,_1fn+1 + 1 Nach Satz 11, also fy,—1 frn41 —

fnz = fac1(fnm1 + ) — fnz = fnz—l + fa—ifn — fnz = —1 und somit gilt fnz—l + 1+ foifn— n2 =
0 (mod f;,) und weiter f2, + 1= 0 (mod f;,). Sei p # 2 eine Primzahl, die f, teilt. Dann ist
f2,+1=0(modp), und daraus folgt f,2; = —1 (mod p). Durch Potenzieren erhalt man

(fnz_l)pT_1 =fPl= (—1)172;1 (mod p). Nach Satz 18 sind f,,_; und £, teilerfremd. Damit sind die
Voraussetzungen des kleinen Satzes von Fermat erfiillt. Andererseits haben wir fP7' =
1 (modp) = (—1)102;1 (mod p). Das kann allerdings nur richtig sein, wenn pT_l gerade ist, also
z.B. pT_l = 2k fir ein k € Z. Dann ergibt sich p — 1 = 4k, also p = 4k + 1, wie behauptet. Alle
ungeraden Primteiler von f,, haben daher die Form 4k + 1. Jeder ungerade Teiler von f,, ist

ein Produkt solcher Primzahlen. ¢
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2.5.2 Fibonaccizahlen und Binomialkoeffizienten

Im folgenden Teil werden Zusammenhénge zwischen Fibonaccizahlen mit den
Binomialkoeffizienten untersucht. Es werden ebenfalls Summenformeln betrachtet, in denen
Binomialkoeffizienten vorkommen.

Zuerst wird allerdings eine Definition bendtigt:
Definition 2.2

Fir eine reelle Zahl a bedeutet die GauRklammer |a]| (,das groRte Ganze von a“) die grofte
ganze Zahl, die kleiner oder gleich a ist.

Zur Veranschaulichung der Definition folgt ein Beispiel: Flr eine nattrliche Zahl n ist EJ gleich

. . -1 ...
%, wenn n gerade ist, und gleich "T fur ungerades n.

Die GauRklammer erflllt folgenden Zusammenhang, der flr den weiteren Verlauf noch
hilfreich sein wird:

Lemma 27

Far natirliche Zahlen m,n und r gilt:

m-l-nJZlE

Beweis:

Es gilt IEJ <~ und H <= mit geeigneten a, b € [0, 1] kénnen wir also = = [%J +a, = H +
b schreiben. Dann ist m—+n = lmJ +a+ [ J +b= lmJ H + (a+b). Wenn a + b < 1 ist, gilt
lm+n lmJ l J Ist aber 1 <a+b <2, so ist [m+nJ lmJ l J+ 1. In beiden Féllen gilt

daher lm—mJ > lmJ [ J o

Nach diesen VorlUberlegungen kann jetzt ein erster Satz formuliert werden, der den
Zusammenhang von Fibonaccizahlen und Binomialkoeffizienten beinhaltet:

Satz 28
2]

=3 ("7

k=0
Beweis:

durch vollstandige Induktion nach n.

n = 1: In diesem Fall ist EJ = 0, und die rechte Seite der Gleichung verkdrzt sich zu (”;") =

(D=1=fa
49



n = 2: Hier ist EJ = FJ = 1; die rechte Seite der Gleichung wird zu (*;°) + *7) =) + (}) =

2
1+41=2=Ff,.

Nun sei die Behauptung bereits fir n —1 und n gezeigt. Fir n+ 1 ergibt sich mit der
Voraussetzung (") = (}) + (")

5] 5] 5]

RIS (st M I8 S 8 s

Ist n + 1 ungerade, so ist lnTH = % = EJ also reicht es in diesem Fall weiter zu schreiben

2] 2] [2] N
ST -Y 3 )
Letzteres gilt wegen ["T_lj =2-1

Nach Induktionsvoraussetzung ergibt sich flir den ersten Summanden f,,,, und fir den zweiten
Summanden f,,, daher insgesamt f,,.1 + f, = fu4+2, Wie es gefordert war.

Fur gerades n + 1 gilt lnTHJ = nT“ = EJ + 1, also erhalten wir in diesem Fall

[2]+1 [2]+1
DN EDN
B k k-1

k=0 =

QJ n-1

[ n+1 I—J+1 n+1
= -k n—— \ n—1-1 n-——-1
=Z(k)+u+2(l)+ n+1
k=0 3 1=0 2
|7 24+ n+1 n+3
B 2 m—k 3 n—-1-1 n—-—— n——
=2 2 (7 )+ st e
k=0 1=0 2 2

Da die beiden letzten Summanden nach Definition des Binomialkoeffizienten null sind, erhalt
man wie im ersten Fall f,,,, als Wert der Summe.

Damit ist der Satz vollstandig gezeigt. ¢

Weiters gilt folgende Summenformel:
Satz 29
Fur m,n € N, qgilt:
n
n
Z (k) fram = fon+m
k=0
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Beweis:

Die Bezeichnungen werden so gewahlt, wie es bereits in Satz 13 getan wurde, und die Formel
von Binet wird angewendet:

Zn: fk+m:%

k=0 k=

')’l (CI)k+m _ lle+m)

(o3 (e

k=0

vl

M:OM:

§||*‘

&
O

Aus dem binomischen Lehrsatz folgt:

n n

n n
A+d)r = 1vkpk = old
> (rter =3 ()
bzw.
@+gyr = () 1mkgk = (F) uk
k=0 k=0
Somit erhalten wir weiter:
Z from () = 2 [@7 A + )" = 4m @+ )

Nach dem Satz 14 gilt 1 + ® = ®2 und 1 + y = ?; damit ergibt sich

L
V5

was zu zeigen war. ¢

[q)mq)Zrl _ lIJmlllzn] — [q)2n+m _ ¢2n+m] — f2n+m

Gl =
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2.6 Fibonaccizahlen in der Analysis
2.6.1 Folgen mit dem Grenzwert ®

In diesem Teilabschnitt wird es um jene Folgen gehen, deren Grenzwert die bereits bekannte

Zahl & = “f

spateren Kapitel, dem Kapitel 2.7.2 Der goldene Schnitt, in dem die Zahl ® eine Hauptrolle
spielt, genauer beschrieben.

ist. @ wird auch als ,goldene Zahl“ bezeichnet. Warum das so ist, wird in einem

Man betrachte nun die Folge {x,}, die gegeben ist durch
X 1= 1, Xnpp =1+ (23)

Diese Folge beschreibt den unendlichen Kettenbruch

1
1+ ——— (24)
T+ —

Zwischen diesem Kettenbruch bzw. der durch (23) definierten Folge {x,,} und der reellen Zahl
® besteht der folgende Zusammenhang:

Satz 30

Fur die Folgenglieder x,, der durch (23) definierten Folge gilt:

1

|xn - Cbl = Ppn+1

und  lim x,, = &.

n—-oo
Beweis:
In Kapitel 2.2 Lineare Rekursion und die Formel von Binet haben wir gesehen, dass ¢ die

Beziehung ®2 = @ + 1, oder, wenn durch ® dividiert wurde, die Beziehung ® = 1 +é erflllt.
Mit der Rekursionsformel (23) fur die Folge {x,} erhalt man weiter

[x, —®| =1+ —CD|
Xn-1
PP P N
B Xp_1 ( CD) Clx, @
P =X _|xn—1—<D|
q)xn—l q)xn—l

Durch wiederholtes Anwenden der Rekursionsformel (23) ergibt schliel3lich

1
e — | = o — @] _|1—(1+5)|_ 1
*n PN, Xpp Xy DPUX,_g..Xy  DPOFlx, X

(25)

Der Ausdruck ganz rechts muss jetzt in geeigneter Weise abgeschétzt werden. Dazu zeigen
wir durch vollstandige Induktion x, > 1 fur natirliche Zahlen n > 1. Nach der Definition sind
Xo=1lund x; =1+1=2>1.Ist bereits x,, > 1 bekannt, so gilt nach der Rekursionsformel
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(23) x4 =1+ xi > 1, da aufgrund der Induktionsvoraussetzung 0 < xi < 1 gilt. Somit ist

tatséchlich x,, > 1 fur n > 1, wie behauptet.

Daher ist der Term im Nenner des letzten Ausdrucks von (25) auf jeden Fall groRer als ®"+1

1 . . . 1
onii- ES folgt also, wie wir zeigen wollten, |x,, — ®| < —.

pn+1
Da® > 1ist, gilt 0 < lim |x, — | < lim % = 0. Also gilt limx, = ®. ¢
n—-oo n—ooo O

n—-oo

und der Kehrwert davon kleiner als

Im gerade bewiesenen Satz ist auch die folgende Aussage enthalten:
Korollar 31

Der unendliche Kettenbruch

stellt die irrationale Zahl & dar.

In Satz 30 steckt nicht nur obiges Korollar, sondern er enthalt auch eine wichtige und
interessante Aussage uber den Grenzwert des Quotienten aufeinanderfolgender
Fibonaccizahlen.

Satz 32
Fir den Quotienten aufeinanderfolgender Fibonaccizahlen gilt

fnt1 | 1 1
—_ ¢) = — % ——
fn fo @™

und

fri1

n

lim

n—oo

= .

Beweis:

Nach der Definition der Fibonaccifolge istj;2 =1 und
1

fn+1 — fn +fn—1 =1+

f fn n
fn-1

Die Folge {f’}ﬁ} (die Folge der Quotienten aufeinanderfolgender Fibonaccizahlen) stimmt also

n

mit der in Satz 30 betrachteten Folge {x,} Uberein. Daraus lasst sich sofort die Aussage uber
den Grenzwert ableiten.

Aus Gleichung (25) folgt auRerdem sofort
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1 1 1
_— = — —
Pn+i fo f? fo ®nt1

n—1-J1

fat1
fn

~ol-
wie behauptet. ¢

Die erste Gleichung des Satzes 32 zeigt, dass sich das Verhaltnis zweier aufeinanderfolgender

Fibonaccizahlen immer mehr der Zahl ® annéhert. Die beiden vorkommenden Briiche q);l

und fiwerden namlich fir wachsendes n schnell sehr klein. Betrachtet man den Grenzwert flr

n

n — oo, dann sieht man, dass dieser gleich @ ist, was die zweite Gleichung im Satz 32
ausdruckt. Das Verhaltnis nahert sich also dem goldenen Schnitt an. Die folgende Abbildung
veranschaulicht, wie sich das Verhaltnis zweier aufeinanderfolgender Fibonaccizahlen dem
Grenzwert & annahert: es nahert sich namlich abwechselnd von oben und unten durch zwei
verschiedene Teilfolgen immer mehr der Zahl ¢ an.

2:1
2+
178-'- Sts 13:8
b 16— ==—m- e
= By 21:13
144 3:2
124
1-.
1:1

Abbildung 6: Verhaltnis zweier aufeinanderfolgender Fibonaccizahlen; (Der goldene Schnitt. Das Mysterium der
Schénheit, 2016)

Auf &hnlicher Weise wie den Kettenbruch bei (24), kann man eine ,geschachtelte® Wurzel
durch die Folge {y,} mit

Yo =1 und  yp4 =41+, (26)
definieren.
Satz 33

Far die durch (26) definierte Folge {y,,} gilt:

1
d2n+1

lyp, — @] < und  lim y, = .

n—oo
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Beweis:

Durch vollstéandige Induktion wird zuerst y,, > 1 fur alle n € N, gezeigt. Nach Definition ist y, =
1; sei also fur ein n € N bereits y,, > 1 gezeigt. Dann gilt y,.; = /1 +y, = V2 = 1,4142, also
Vn+1 = 1 wie behauptet.

Nun konnen wir — wieder mithilfe der Beziehung ®? = ® + 1 — abschéatzen. Bei der zweiten
Umformung wurde die dritte binomische Formel verwendet.
1+ 7y, — ®?

—®| =T+ y,_ —@| =
|yn | | Vn-1 | 1+yn_1+q)

_ 1+3/n—1_(¢'+1) _|Yn—1_q)|
Vo + O Vo + O

< |yn-1 — @| _ lyn-1 — @I

- 14+ P2

Dieses Verfahren wenden wir nach und nach auf den letzten Teil der Ungleichungskette an,
bis wir schlieBRlich y, erreichen. Das bedeutet wir erhalten

21— ® - 1
|yn1 |<.“<|YO |_

|yn - ch < D2 = =  ¢2n - Pp2n+1

wobei beim letzten Gleichheitszeichen wie im letzten Schritt der Gleichungskette (25)
umgeformt wurde.

Da & > 1ist, gilt 0 < lim |y, — ®| < lim —— = 0. Also gilt limy, = ®. ©
n—oo n—oo n—oo

Aufgrund der Definition der ,geschachtelten” Wurzel, folgt aus diesem Satz sofort
Korollar 34

Die ,geschachtelte” Wurzel

j1+ /1+\/m

hat den Grenzwert &.

2.6.2 Reihen mit Fibonaccizahlen

Definition 2.3
Sei {r,} eine Folge reeller Zahlen. Durch
n
Sp = Z 1 mNeN
i=0

definiert man eine neue Folge {s, }; diese Folge nennt man Reihe und man bezeichnet sie mit
Y.1; oder Y; ;. Dabei sind s,, die n-te Partialsumme und r; der i-te Summand der Reihe ), ;.
Eine Reihe ist also die Folge ihrer Partialsummen.
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Eine Reihe ) r; konvergiert, wenn die Folge {s,} ihrer Partialsummen konvergiert. In diesem
Fall wird die Reihe als konvergent bezeichnet. Der (eindeutig bestimmte) Grenzwert von {s,,}
wird der Wert der Reihe Y; r; genannt und mit };2,r; bezeichnet.

Die Satze, die fur Grenzwerte von Folgen gelten, besitzen ihre Glltigkeit auch fir Reihen.
Daher kénnen wir gleich folgenden Satz formulieren und beweisen:

Satz 35
> =
nzlfnfn+2
Beweis:
Es gilt

1 _ 1 — fn+2_fn _ fn+1 — 1
fnfn+1 fn+1fn+2 fnfn+1fn+2 fnfn+1fn+2 fnfn+2

Damit erhalt man fur die n-te Partialsumme

n

et 1 1 1 1
Sn = ;ﬁﬁ+2 - 2 (fifi+1 - fi+1fi+2) T i farifaro

i=1

1

Wegen f; =f, =1 hat der Summand # den Wert 1, und der Term

1J2 n+i/n+2

geht fur

wachsendes n gegen null. Also ist

lim s, = lim

( 1 1 )_1
N fifz  fasifnsz

und die Behauptung ist gezeigt. ¢

Wenn wir die Folge der Inversen der Fibonaccizahlen {fi} fur n € N* betrachten, verhalt es

n

sich etwas anders. Wir wissen namlich, dass die Fibonaccizahlen nicht nur beliebig grof3
werden kdnnen, sondern sogar streng monoton wachsen, denn fir m,n = 2 gilt f,,, < f,, fur
m < n. Das bedeutet fir die Inversen der Fibonaccizahlen folgendes:

e = >Llfirm<n,dh. die Folge {fi} ist streng monoton fallend;

fm n

1) . .
. {E} ist eine Nullfolge.

Durch die letzte Erkenntnis ist eine notwendige Bedingung fir die Konvergenz der Reihe
Z;";lfi erfullt. Es ist aber Vorsicht geboten, denn die Folge {fi} ist eine Teilfolge der Folge {%}

und die zugehorige Reihe Z{;li — die harmonische Reihe - zahlt zu einem der

Standardbeispiele nicht konvergenter Reihen. Daher muissen wir jetzt die Folge der
Partialsummen genauer betrachten. Dazu setzen wir
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Y

i=1

ol I

Zunéchst einmal gilt fi= 1 und fir n > 1 entsteht S,,, dadurch aus S, dass ein positiver

1

Summand, namlich , dazuaddiert wird. Somit gilt

n+1
1<S,neN* (27)

Des Weiteren ist die Folge {S,,} streng monoton wachsend. Wir wollen die Folge jetzt nach
oben abschéatzen. Dazu brauchen wir das folgende Lemma:

Lemma 36
Fir alle n € N* gilt
Pl < N — Y
Beweis:
durch vollstandige Induktion.

1+\/_ 1- \/—

Fur n = 1 ist die Behauptung aufgrundvon 1 < & — (s = = /5 richtig.

1+\/—

Fir n=2 gilt d2 -2 = (@ —P)(@+P)=/5%1=+5>
ebenfalls zeigt.

= @, was die Behauptung

Nun nehmen wir an, dass flr ein n bereits
q)n—l < o — an
richtig ist. Wir missen jetzt die Richtigkeit von
dn < (Dn+1 _ lIJn+1
zeigen. Damit dies mdglich ist, schauen wir uns den Term

Joz)

an. Im letzten Schritt wurde benutzt, dass fur beliebige reelle Zahlen x und y stetsx —y > x —

ly| gilt. Wegen |%| |1+\/_| < 1gilt
5 (&)
- l=db-— - — =1
‘w(q, 1wl |(3 [l
Durch das Zusammenfiihren der beiden Abschétzungen erhalt man
ch+1 __4|n+1
1< —llj
cDIl

oder, wenn man mit ®" multipliziert

q)n < CI)n+1 _ LIJn+1

was zu zeigen war. ©
57



Durch Lemma 36 erhalten wir fir n € N*

1 W5 V5
}; T ¢n __lpn'< pn-1

Daraus ergibt sich fur die n-te Partialsumme die Abschatzung

1 1
5120 7<) G
i=1 i=1

Schaut man sich die rechte Seite der Ungleichung genauer an, dann erkennt man eine
Partialsumme einer geometrischen Reihe. Bei geometrischen Reihen Y7, ¢ mit |q| < 1 gilt

die Formel
E = ! 28

1 1 ®+vV5 5+3V5
Snzz_<\/_* = - =

T -1 2 <6

i
[
=y
I
Sl

Zusammen mit (27) liefert das
1<5,<6 (29)

In der Sprache der Analysis bedeutet das: Die Folge der Partialsummen S,, ist beschrankt.
Oben haben wir schon bemerkt, dass sie auch streng monoton wachsend ist. Wir wissen, dass
jede monotone und beschrankte Folge konvergent ist.

Damit ist auf alle Falle klar:

Satz 37
Die Reihe

konvergiert gegen einen Grenzwert S € R.

~>ehr viel mehr kann man jedoch nicht zu diesem Grenzwert S sagen: Man weild zwar, dass
er existiert, aber man kennt seinen genauen Wert nicht. Immerhin ist bekannt, dass S irrational
ist, doch bedarf es noch einiger Arbeit, um S explizit zu bestimmen® (Lausch, 2009, S. 111).
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2.7 Fibonaccizahlen in der Geometrie

In diesem Kapitel wird die Bedeutung der Fibonaccizahlen in der Geometrie hervorgehoben.
Es gibt in diesem Bereich allerdings sehr vielfaltige und verschiedene Anwendungsbereiche.
Daher kann hier nur ein Teil davon exemplarisch vorgestellt werden. Ausgewahlt wurden
rechtwinkelige Dreiecke, der goldene Schnitt — der wahrscheinlich den bekanntesten
Zusammenhang mit den Fibonaccizahlen darstellt — und die Fibonaccispirale, wozu auch kurz
goldene Rechteckt vorgestellt werden.

2.7.1 Rechtwinkelige Dreiecke

Mit ziemlicher Wahrscheinlichkeit ist jedem und jeder aus seiner Schulzeit der Satz von
Pythagoras noch ein Begriff. Dieser stellt einen zentralen Satz im Geometrieunterricht dar und
ist auch hier von Bedeutung. Er lautet wie folgt: In einem rechtwinkligen Dreieck mit der
Hypotenuse ¢ und den Katheten a und b hat das Quadrat tber der Hypothenuse den gleichen
Flacheninhalt wie die Quadrate Uber den beiden Katheten zusammen. Das bedeutet ist gilt:

a?+b%2=c* (30)

Die Umkehrung des Satzes ist ebenfalls richtig: Wenn die Seiten eines Dreiecks die Beziehung
(30) erfillen, dann ist das Dreieck rechtwinkelig mit dem rechten Winkel bei C; der rechte
Winkel liegt der langsten Seite ¢ gegenlber.

Abbildung 7: Rechtwinkeliges Dreieck; (selbst erstellt)

Es sollen auch die weiteren Satze, die in einem rechtwinkeligen Dreieck gelten, hier ihren Platz
finden und angegeben werden:

Kathetensatz:

Das Quadrat Uber einer Kathete eines rechtwinkeligen Dreiecks ist flachengleich zum
Rechteck, dessen Seitenlangen die Lange des anliegenden Hypotenusenabschnitts und die
Lange der Hypotenuse sind. Es gilt also:

a? =px*c,b?=q=x*c.
Hohensatz:

Das Quadrat tUber der Hohe eines rechtwinkeligen Dreiecks ist flachengleich zum Rechteck,
dessen Seitenlangen die Langen der beiden Hypotenusenabschnitte sind. Ausgedriickt in
einer Formel bedeutet das:

h? =p=xq.
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Schon vor langer Zeit, namlich bereits im alten Agypten, kannte man eine Hilfskonstruktion,
um rechte Winkel herstellen zu konnen. Man verwendete dazu eine Knotenschnur mit zwolf,
in gleichen Abstanden geknipften, Knoten. Mithilfe dieser Schnur bildete man ein Dreieck mit
den Seitenldangen 3,4 und 5 Knotenabstanden. Dieses Dreieck ist aufgrund der Beziehung
32 + 42 =52 rechtwinkelig. Von besonderem Interesse sind daher die Tripel (a;b;c)
naturlicher Zahlen a, b und c, die (30) erfullen. Zahlentripel dieser Form bezeichnet man als
pythagoreische Tripel. Interessant ist die Tatsache, dass Fibonaccizahlen dazu verwenden
werden konnen, ebendiese pythagoreischen Tripel zu bilden:

Satz 38

Die Zahlen a,, = 2f,,f—1,bn = ;> — ;21 und ¢,, = f,,_; bilden fir n > 2 ein pythagoreisches
Tripel mit a2 + b2 = c2.

Beweis:

Es gilt arzl + brzl = (anfn—l)z + (fnz - fnz—l)z = 4fnzfnz—1 + fn4 - anzfnz—l + frf—l = fn4 +
222 0+ fy = (F2 + f21)?. Nach der Formel f,,41 = f;2 + f;2.1 (die mithilfe von Satz 8 auf

Seite 32 gezeigt wurde) ist f5,,_1 = ;2 + f,21, woraus sofort die Behauptung folgt. ¢

Beispiel:

SEI Tl=6, a|SO a=2f6f5=2*8*5=80,b=f62_f52 =82_52 =64_25=39,C=f11=
89. Damit erhalt man a? + b2 = 80% + 392 = 6400 + 1521 = 7921 = 892. Also ist das Tripel
(80; 39; 89) ein pythagoreisches Tripel.

Auch mit vier aufeinanderfolgenden Fibonaccizahlen f,, fu+1, fas2z UNd f,.3 kann ein
pythagoreisches Tripel erzeugt werden:

Satz 39

Setzt man a, = fufn+3, bn = 2fni1fasz UNd ¢ = fnz+1 + f112+2 = fan+3, SO bilden (ay, by, c,) fur
n > 1 ein pythagoreisches Tripel mit a2 + b2 = c2.
Beweis:

Man hat arzt + brzt = (fnfn+3)2 + (an+1fn+2)2- Das Einsetzen von f,, = fu42 — fasr UNd fry3 =

fr+z + fas1 Dringt das Ergebnis ai + b7 = [(fa+2 — fas1) Fnsz + fas)]? + 4fiv1fitre = (v —
fiv)? + 4t fimz = (Ftv2 + fire1)® = ch, was zu zeigen war. Wegen fonyq = fi + fiipq gilt

aulerdem c¢,, = fo543- ©

Beispiel:

Wir wahlen wieder n=6, also f=8,f;, =13,f3 =21,f =34 und setzen a =8%*34 =
272,b =2 %13 %21 =546 und ¢ = 132 + 212 = 169 + 441 = 610. Damit gilt a® + b% = 272% +
546% = 73984 + 298116 = 372100 = 6102, d.h. (272; 546; 610) ist ein pythagoreisches Tripel.
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2.7.2 Der goldene Schnitt

Der goldene Schnitt ist wahrscheinlich der bekannteste Zusammenhang mit den
Fibonaccizahlen. Auch hier gibt es viele interessante Erkenntnisse, die nicht alle erwahnt
werden konnen. Es geht in diesem Teilabschnitt um die besondere Art der Teilung einer
Strecke, die der goldene Schnitt ist. Anhand eines Beispiels wird die Bedeutung des goldenen
Schnitts fur die Bereiche der Architektur, Kunst und Kultur gezeigt. Diese Teilung wird namlich
als besonders harmonisch und schon empfunden. Weiters wird vorgestellt, wie der goldene
Schnitt mithilfe von Zirkel und Lineal konstruiert werden kann.

Teilung einer Strecke

Zunachst wird der Begriff , Teilverhaltnis® allgemein erklart. AnschlieRend wird die besondere
Art der Teilung einer Strecke, die man als goldenen Schnitt bezeichnet, untersucht.

Definition 2.4

Wenn man eine Strecke [AB] durch den Punkt T auf der Geraden AB teilt, dann entsteht ein
Zahlenverhéltnis AT:TB = A. Dieses Verhéltnis wird als Teilverhaltnis der Streckenlange AT
und TB bezeichnet. Man kann auch sagen, dass T die Strecke [AB] im Verhaltnis 1 teilt. Der
Punkt T kann entweder innerhalb oder auerhalb der Strecke [AB] liegen. Im ersten Fall ist T
ein sogenannter innerer Teilpunkt von [AB], im zweiten Fall spricht man von einem auf3eren
Teilpunkt.

Abbildung 8: Teilung einer Strecke; (selbst erstellt)

Teilt man die Strecke [AB] innen, dann wird diese Teilung als besonders harmonisch
angesehen, wenn sich die Lange der gré3eren der beiden Teilstrecken zur Lange der kleineren
so verhalt wie die Lange der Gesamtstrecke zur Lange der groReren Strecke. Ausgedrickt
durch eine Formel bedeutet das: wenn das Verhaltnis

AT B AB
TB AT
gilt, wobei AB = AT + TB; daraus ergibt sich
AT AT +TB
TB AT
In diesem Fall spricht man von einer Teilung im Verhéltnis des goldenen Schnitts.
Formt man die Gleichung (31) um, erhalt man
AT TB
TB AT

Bezeichnet man das Teilverhaltnis AT:TB mit ® = %, so gilt
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1
P=1+oed?-0-1=0

Diese Gleichung ist uns bereits im Kapitel der Formel von Binet begegnet. Sie hat die
Ldsungen

¢_1+V§
2
und
1—-+/5
b= 2

wobei auch jetzt wieder die Bezeichnungen von Satz 13 verwendet wurden. @ wird auch
goldene Zahl genannt. FUr @ und (s gelten Satz 13 sowie die Beziehungen

P+ =1
®—y=+5
oY = -1

Fur die Teilung einer Strecke im Verhaltnis des goldenen Schnitts findet man manchmal auch
die Bezeichnung stetige Teilung. Dieser Name lasst sich durch die folgende Eigenschaft der
Teilung im Verhaltnis des goldenen Schnitts erklaren:

Lemma 40

Verhalten sich die Langen a und b zweier Strecken im Verhaltnis des goldenen Schnitts

E

zueinander, so gilt dies auch fur die Strecken der Langen b und a — b, d.h. % =d =

S

.
Beweis:

. a . b b 1
Sei = ®, alsoa = @ b. Dann gilt — = oy e -0

Beispiel eines Bauwerkes im goldenen Schnitt

Der Parthenon in Athen zahlt sicherlich zu einem der bekanntesten klassischen Bauwerke.
Dieser berthmte Tempel wurde rund 450 v. Chr. unter Perikles errichtet und kront die
Akropolis. Betrachtet man diesen Tempel genauer, kann man nicht nur Bauteile finden, die im
goldenen Schnitt errichtet wurden, sondern auch viele Beispiele fir Symmetrie und
architektonische Genauigkeit. Die Umsetzung des goldenen Schnitts in der Architektur soll
zum einen die Schénheit noch mehr zum Ausdruck bringen, auf der anderen Seite wurde der
goldene Schnitt dazu verwendet das géttliche Ideal darzustellen und sich diesem anzunéhern.

In den beiden schemenhaften Abbildungen (Der goldene Schnitt. Das Mysterium der
Schonheit, 2016) des Tempels werden die Bauteile, die in ihren Proportionen dem goldenen
Schnitt entsprechen, gezeigt und im Folgenden kurz erlautert.
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Abbildung 9: Tempel im goldenen Schnitt 1; (Der goldene Schnitt. Das Mysterium der Schonheit, 2016)

Abbildung 9 zeigt das Verhéltnis des Unter- zum Uberbau des Tempels. Der Tempel wird
anhand einer gedachten horizontalen Linie in zwei Abschnitte gegliedert. Als Unterbau
bezeichnet man den tragenden Teil des Tempels, also die Saulen und die Stufen. Zum
Uberbau rechnet man den Bereich des Giebels bis hin zu den tragenden Saulen. Diese beiden
Teile stehen im Verhéltnis des goldenen Schnitts. Dabei entspricht der Unterbau der groReren
Strecke, wird daher als Major bezeichnet, und der Uberbau der kiirzeren Strecke, die daher
mit dem Begriff Minor in der Abbildung eingezeichnet ist.

Minor

Abbildung 10: Tempel im goldenen Schnitt 2; (Der goldene Schnitt. Das Mysterium der Schonheit, 2016)

In Abbildung 10 wird um den Tempel ein gedachtes Rechteck errichtet. Dabei entspricht die
Hoéhe dem Bereich von der Grundlinie der Treppe bis hin zur Spitze des Giebels. Als Breite
bezeichnet man die Breite des Aufbaus. Hohe und Breite stehen zueinander im Verhaltnis des
goldenen Schnitts. Ein derartiges Rechteck wird als goldenes Rechteck bezeichnet (wie ein
Exkurs im Kapitel 2.7.3 Fibonaccispirale und goldene Spirale zeigen wird).
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Konstruktionsverfahren fir den goldenen Schnitt

Es gibt viele verschiedene Konstruktionsverfahren fir den goldenen Schnitt. Im folgenden Teil
werden exemplarisch drei verschiedene Konstruktionsverfahren angegeben und bewiesen.

1. Konstruktion
Dies ist ein Verfahren, um den inneren Teilungspunkt zu bestimmen:

Gegeben ist eine Strecke [AB], gesucht ist ein innerer Punkt T von [AB], der [AB] im Verhaltnis
des goldenen Schnitts teilt. Die Konstruktion lauft in folgenden Schritten ab:

1. Schritt: Im Punkt B errichtet man die Senkrechte auf [AB] und wahlt darauf den Punkt C so,

dass BC = %ﬁ

2. Schritt: Man verbindet die Punkte 4 und C. Der Kreis um € mit Radius CB schneidet [AC] im
Punkt D.

3. Schritt: Der Kreis um A mit Radius AD schneidet [AB] im Punkt T. Dieser Punkt teilt [AB] im
Verhéltnis ® des goldenen Schnitts.

Abbildung 11: Konstruktion 1 goldener Schnitt; (erstellt nach: Lausch, 2009, S. 121)

Dass der innere Teilungspunkt T die Strecke [AB] wirklich im Verhéltnis des goldenen Schnitts
teilt, mussen wir erst beweisen. Dazu ist AT = AD zu berechnen.

Nach dem Satz von Pythagoras gilt
AC? = AB? + BC?
und wegen BC = %@ folgt
_ 5__
AC? =-4B?
4

also

=

S
)

I
~ |5

Daraus ergibt sich
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AT=AD=AC—CD=7AB—EAB= > AB
Somit ist
AB 541
—_— = :CI)
AT 2
und
AT _V5-1_(f5-DE+V5) _Vo+1_
TB 3-v5 (3-V5)@3+v5) 2
&

2. Konstruktion

Man sagt, dass dieses Konstruktionsverfahren auf Euklid zurtickgeht. Dabei wird wieder der
innere Teilungspunkt, diesmal aber auf andere Art und Weise, gesucht. Dazu ist wieder eine
Strecke [AB] = a gegeben und der Teilpunkt T im Inneren der Strecke [AB], der [AB] im
Verhéltnis des goldenen Schnitts teilt, ist gesucht.

1. Schritt: Im Punkt A wird eine Senkrechte zu [AB] errichtet und darauf die Strecke [AC] mit
AC = %E =~ abgetragen.
2. Schritt: Der Kreis um € mit Radius CB schneidet die Halbgerade [CA im Punkt D.

3. Schritt: Der Kreis um A mit Radius AD schneidet die Strecke [AB] im Punkt T. T teilt [AB] im
Verhéltnis des goldenen Schnitts.

Abbildung 12: Konstruktion 2 goldener Schnitt; (erstellt nach: Lausch, 2009, S. 122)
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Die Begriindung dazu ist bei Beutelspacher & Petri, 1996, auf der Seite 22 zu finden.

Auch in diesem Fall greifen wir auf den Satz von Pythagoras zurlick. Dieser liefert uns
folgenden Zusammenhang:

=cp=22
T2
Also haben wir erhalten:
AT = DA =DC CA—a > z_4
S T2 2 o

und daher folgt:
AB

— =0
AT

3. Konstruktion

Als drittes wird ein Konstruktionsverfahren vorgestellt, bei dem ein auf3erer Teilungspunkt, also
ein Punkt, der auBerhalb der gegeben Strecke liegt, gesucht ist. Daflr ist eine Strecke [AT]
gegeben und jener Punkt B auf3erhalb von [AT] gesucht, dass [AB] durch T im Verhdltnis des
goldenen Schnitts geteilt wird.

1. Schritt: Man errichtet die Senkrechte zu [AT] in T und tragt darauf AT ab; dadurch erhalt
man den Punkt C.

2. Schritt: Man konstruiert den Mittelpunkt M von [AT].

3. Schritt: Der Kreis um M mit dem Radius MC schneidet die Verlangerung von [AT] Uber T
hinaus im Punkt B. Dann teilt T die Strecke [AB] im Verhaltnis des goldenen Schnitts.

C

o -

A M T B

Abbildung 13: Konstruktion 3 goldener Schnitt; (erstellt nach: Lausch, 2009, S. 123)
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Dies kann wieder mithilfe des Satzes von Pythagoras gezeigt werden. Es gilt nAmlich:

- 01— ___. 5__
MC? = MT?* +TC? = ZAT2 + AT? = ZAT2

also
. A5
C =MB =—AT
2
Nun ist
. 1__ ~5__ 14++5__
AB = AM + MB = -AT + — AT =
2 2 2
und
__ . __ A5-1__
TB = AB — AT = AT

woraus sofort die Behauptung folgt. ¢

2.7.3 Fibonaccispirale und goldene Spirale

Man kann Quadrate, die Fibonaccizahlen als Seitenldangen haben, derartig anordnen, dass
sich eine spiralférmige Folge von Quadraten ergibt. Der Ablauf, er wird in Abbildung 14 bildlich
dargestellt, geht folgendermafen vor sich: Man beginnt mit einem Quadrat der Seitenlange 1
(dieses ist in der Abbildung grau markiert) und fligt daran ein Quadrat, das ebenfalls die
Seitenldnge 1 hat. Daran fligt man ein Quadrat der Seitenlange 2, daran fiigt ein Quadrat der
Seitenldnge 3, dann der Seitenlange 5, 8, 13 usw. wie in Abbildung 14: Fibonaccispirale zu
sehen ist. In dieser Darstellung sieht man sehr anschaulich, dass Fibonaccizahlen sehr rasch
wachsen. AulBerdem zeigt die Abbildung die Formel aus Satz 6 fir die Summe der n ersten
Quadrate von Fibonaccizahlen: denn alle Quadrate mit den Seitenlangen f, ..., f,, flllen ein
Rechteck mit den Seitenlédngen f,, und f,,,; aus.

Jetzt wird in jedes Quadrat ein Viertelkreis eingezeichnet, wie es Abbildung 14 zeigt. Dadurch
entsteht eine Spirale, die Fibonaccispirale genannt wird. Nach jeder 90°-Drehung vergrof3ert

man den Radius des Viertelkreises um einen Faktor, der sich als Verhaltnis % zweier

n

Fibonaccizahlen darstellen lasst. Aus Satz 32 ist uns bekannt, dass sich der Quotient f’j’% far

n

immer gréRer werdendes n der Zahl ® annahert.
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Abbildung 14: Fibonaccispirale; (erstellt nach: Lausch, 2009, S. 133)

Bevor im weiteren Verlauf noch zwei Spiralen vorgestellt werden, folgt ein Exkurs Uber goldene
Rechtecke. Dieses Wissen werden wir spater noch bendtigen. ,Unter dem ,Goldenen
Rechteck® verstehen wir das Rechteck mit dem Seitenverhéaltnis des Goldenen Schnittes®
(Walser, 1996, S. 43). Ein derartiges Rechteck konnte man beispielsweise um den im
vorhergehenden Unterkapitel vorgestellten Tempel legen.

D M C F

A M B E

Abbildung 15: Goldenes Rechteck; (erstellt nach: Lausch, 2009, S. 133)

Die Konstruktion eines goldenen Rechtecks, die in Abbildung 15 dargestellt wird, soll im
Folgenden erklart werden:

Man beginnt mit einem Quadrat ABCD. Bei diesem Quadrat halbiert man zwei Seiten,
beispielsweise [AB] und[CD]; die Mittelpunkte dieser Seiten bezeichnet man als M und N.
Jetzt zeichnet man je einen Kreis um M und N mit Radius MC: diese beiden Kreise schneiden
[AB im Punkt E und [DC im Punkt F des Rechtecks. Das entstandene Rechteck ist in der Tat
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ein goldenes Rechteck. Insbesondere teilt der Eckpunkt B des Quadrates die Rechteckseite
[AE] im Verhaltnis des goldenen Schnitts, also % = = %.

In das kleinere Rechteck BEFC, das ebenfalls ein goldenes Rechteck ist, schreibt man ein
Quadrat der Seitenlange BE ein. Dadurch bleibt wieder ein goldenes Rechteck ubrig. Diesen
Vorgang kann man beliebig oft fortsetzen: immer, wenn man von einem goldenen Rechteck
das gréfiitmaogliche Quadrat abschneidet, bleibt wieder ein goldenes Rechteck brig. Fligt man,
wie man es zuvor bereits bei der Fibonaccispirale getan hat, in jedes Quadrat einen Viertelkreis
ein, wie in der Abbildung 16: Naherung fur die goldene Spirale dargestellt ist, erhalt man eine
Né&herung fur die goldene Spirale, die jetzt genauer untersucht wird.

Abbildung 16: Naherung fir die goldene Spirale; (erstellt nach: Lausch, 2009, S. 134)

Um dies zu tun, betrachten wir die zuvor beschriebene fortgesetzte Teilung des goldenen
Rechtecks in ein Quadrat und in ein kleineres goldenes Rechteck genauer. Dazu ordnen wir
das erste goldene Rechteck im Koordinatensystem genau so an, dass es das
Ausgangsquadrat ABCD und ein Einheitsquadrat ist. Die Eckpunkte haben dadurch folgende
Koordinaten:

A (0]0); B (1]0); € (1]1); D (0[1); E (@]0); F (@[1).

Um die Koordinaten der Ubrigen Punkte genau zu bestimmen, missen wir ein bisschen
rechnen:

EsistEF = 1; 26 — ¢, d.h. 12£€
EG EG

Damit gilt

1 1
d>_+1 =32 nach Satz 14.

=@, also EG(® + 1) = 1, somit EG

6 (o] g2)i# (1152)
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Weiters ist BE = & — 1,2 = o, also 22" — & und & — 1 = BJ(® + 1), somit B] = 2= Also
BJ BJ ®+1
gilt

1 B
@2’ Y
14) ergibt sich

BI
= @, also 5

D2

1 —_—

Mit BH = also BI = é (wieder mit Satz

— = @ und weiter (1 + ®)BI = >

(1] 39)

Wir schauen uns jetzt die Geraden

1
AG:yzgx,

1
DE:y=—5x+1,

1 1
BEy=9—1*"9-1

o +1 O]
CJ]:y=-— X+ 2—-

b -1 b -1
an. Zunachst erkennen wir, dass H auf DE liegt; dabei muss die Beziehung ®2 = @ + 1, also

®? — ® =1 und, wenn durch ®? dividiert wurde, 1 —% = é beachtet werden. Des weiteren
liegen I auf AG und K auf BF.

Nachdem sich diese Konstruktion bei jedem Schritt immer wieder wiederholt, und zwar nur in
einem kleineren Mal3stab, bedeutet das:

Lemma4l

Alle Eckpunkte von goldenen Rechtecken, die sich im Lauf der Konstruktion ergeben, liegen
auf einer der vier Geraden AG, DE, BF oder CJ.

Lausch (2009, S. 135) gibt fur den Schnittpunkt O der Geraden AG und DE folgende
Berechnung an:

Fir die x-Koordinate dieses Punktes muss gelten:

1 1
Ex=—5x+1
1 1
(Gt5)=1
1+ P2
o3 * T
CD3
x=1+cl>2
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Setzt man das Ergebnis in die Gleichung von AG ein, so erhalt man die y-Koordinate y = v

0 hat dementsprechend die Koordinaten

q)3
0 (1+CI)2

)
1+ P2

Setzt man die Koordinaten von O in die Gleichung von BF und CJ ein, kann man eindeutig
zeigen, dass 0 auch auf BF und C] liegt; dabei behalt man wieder die Erkenntnisse von Satz
14 im Kopf. Wir haben also folgendes bekommen:

Lemma 42

CD3
1+®2

1
1+ P2

Der Punkt O (

) liegt auf der Geraden AG, BF,CJ und DE.

Jetzt zeigen wir noch:

Lemma 43

Die Geraden AG und CJ sowie die Geraden DE und BF stehen aufeinander senkrecht.
Beweis:

Das Produkt der Steigung von AG und der Steigung von CJ ist

1 (CI>+1) P2 1 1 L
— X = — = — = — = —
o3 \d-—-1 P3(d—-1) o2 - d+1-090
daher gilt AG L CJ.

Das Produkt der Steigung von DE und der Steigung von BF ist

1 1 1
—_— % =
o d-1 P2 - @

d.h. DE L BF. ¢

Lemma 43 sagt uns, dass 0 im rechtwinkligen Dreieck DEF der HohenfuRpunkt ist. Das
bedeutet, dass die rechtwinkeligen Dreiecke DOF und OEF zueinander &hnlich sind, mit dem

Ahnlichkeitsfaktor =1 = 5:—';. Des Weiteren sind auch die Dreiecke AJO und CIO zueinander
ahnlich mit dem Faktor &1,

Man kann eine Abbildung finden, die A auf C, C auf G, G auf ] usw. abbildet. Diese Abbildung
wird durch eine Abbildung ¢ beschrieben, die aus einer Drehung um 90° nach rechts um das
Drehzentrum O und aus einer Stauchung um den Faktor ®~! besteht. Durch dieselbe
Abbildung wird auch D auf F, F auf E, E auf B, B auf H usw. abgebildet. Man kann sagen, dass
es sich bei der Abbildung ¢ um eine sogenannte Drehstauchung um den Punkt O handelt.

Der Punkt O bildet den sogenannten Pol, von dem man ausgeht. Man kann die
Umkehrabbildung o~! der Drehstauchung, eine sogenannte Drehstreckung o~ finden und
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mithilfe von Polarkoordinaten beschreiben. In Polarkoordinaten wird jeder Punkt P mithilfe
seines Abstands vom Koordinatenursprung 0 und des Winkels 9 zwischen der x-Achse und
der Geraden OP beschrieben, d.h. P = (r;9). Die Abbildung o~ besteht dann aus einer

Drehung nach links um 90° = % und einer Streckung um den Faktor ®. Durch ¢~ wird der
Punkt P = (r;9) auf den Punkt 6™*P = (¥r;9 +7) abgebildet.

Jetzt miissen wir ein neues Koordinatensystem mit dem Ursprung O und 0G = 1, also G =
(1;9), wahlen. Wenn wir a1 anwenden, erhalten wir nacheinander

C = (CD; g),A = (®2; ), ...
sowie
J= (c1>—1; —g),l = (®72; —11), ..

Daraus erhalt man eine unendliche Folge von Punkten (r; 9), fur die r = @™, 9 =m *% far

m € Z gilt. Die zweite Gleichung liefert m = %, wodurch man schreiben kann

29
r=0mn

Mit dieser Gleichung wird eine Spirale beschrieben, die als goldene Spirale bezeichnet wird.

Sie sieht so aus, wie in Abbildung 17 dargestellt. Dabei ist es wirklich so, dass die goldene

Spirale die Seiten des goldenen Rechtecks nicht wie eine Tangente beruhrt, sondern sie diese

zweimal in einem kleinen Winkel schneidet.

o

~

Abbildung 17: Goldene Spirale; (Beutelspacher & Petri, 1996, S. 61)
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3 Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass in dieser Arbeit rekursive Folge, dabei
allerdings nur lineare Rekursionsgleichungen mit konstanten Koeffizienten, und insbesondere
der Spezialfall der Fibonaccifolge, die eine Rekursionsgleichung zweiter Ordnung ist,
bearbeitet wurden. Dadurch ergibt sich gleich eine mdgliche Erweiterung dieser Arbeit: man
kénnte sich auch die Eigenschaften nichtlinearer Rekursionsgleichungen anschauen. Wir
haben uns hier allerdings auf lineare Rekursionsgleichungen beschrankt, weil es fur diesen
Fall eine schone Theorie gibt und die Fibonaccifolge, auf die der Fokus dieser Arbeit gerichtet
ist, eine besondere lineare Gleichung zweiter Ordnung darstellt.

Die Theorie, die im ersten Kapitel allgemein fur lineare Rekursionsgleichungen erarbeitet wird,
findet im zweiten Kapitel anhand des Beispiels der Fibonaccifolge ihre Anwendung. Im ersten
Kapitel wird eine allgemeine Formel zur Lsung einer linearen Rekursionsgleichung gesucht.
Dazu berechnet man diese im homogenen und inhomogenen Fall. So lasst sich die gesuchte
Formel aufstellen.

Im zweiten Kapitel wird die Fibonaccifolge, mit all ihnren Eigenschaften und Richtungen, auf die
sie einen Einfluss hat, vorgestellt. Dass man nur einen Ausschnitt der mdglichen
mathematischen Erkenntnisse und Zusammenhéange darstellen kann, ist aufgrund der Fille
der Erkenntnisse klar. Die wichtigsten Satze und Eigenschaften werden dargestellt. Wenn man
bedenkt, dass es ein Journal mit dem Titel ,The Fibonacci Quaterly“ gibt, das sich nur mit der
Fibonaccifolge beschéftigt und vierteljahrlich erscheint, ist erkennbar, dass es Uber diese
Folge wirklich viel zu berichten gibt und nicht alles in einer Arbeit unterzubringen ist.

Ausgehend vom Kapitel 2 konnte man beispielsweise des Weiteren auch noch
Unterrichtsmaterialien flr die Schule zur Fibonaccifolge erstellen. In den meisten
Schulblichern wird die Fibonaccifolge mithilfe der Kaninchenaufgabe vorgestellt und grob
angerissen. Eine Vertiefung findet allerdings meist nicht statt. Das konnte man aber in
Spezialkursen, zum Beispiel im Rahmen eines Wabhlpflichtgegenstandes Mathematik,
durchaus machen. Daher wirde es sich anbieten, konkrete Unterrichtssequenzen zum Thema
der rekursive Folgen und der Fibonaccifolge zu erarbeiten.

AbschlieRend méchte ich mich noch bei allen, die mich bei der Erstellung dieser Arbeit
unterstiitzt und motiviert haben, bedanken. Besonders erwdhnen mochte ich dabei auf der
einen Seite meine Familie und Freunde, auf deren Unterstltzung ich immer zahlen konnte und
die ich um Rat fragen konnte.

Auf der anderen Seite gilt mein besonderer Dank meiner Betreuerin, Dr. Olivia Constantin. Nur
aufgrund der guten Zusammenarbeit, der gro3en Unterstitzung und der Zeit, die sie sich
immer fir mich genommen hat, war die Erstellung der Arbeit in dieser Form mdglich. Vielen
Dank!
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