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2 Einleitung

Knoten sind uns aus dem Alltag eine vertraute Erscheinung. In dieser Arbeit beschéfti-
gen wir uns mit der mathematischen Knotentheorie. Die mathematische Knotentheorie
hat ein grofies Anwendungsgebiet. Neben den innermathematischen Anwendungen (To-
pologie, Algebra, Differentialgeometrie) beispielsweise auch in der Biologie und Chemie
(DNA Forschung) sowie in der Physik (statistische Mechanik). Die mathematische Ausein-
andersetzung mit Knoten ist allerdings eher Spezialisten vorbehalten. So werden an den
wenigsten Universititen Lehrveranstaltungen angeboten welche dieses Thema behandeln
wiirden obwohl eine Einfithrung mit relativ simplen mathematischen Methoden auskommt.
Diesem Umstand mochte diese Arbeit entgegenwirken. Studierende und Interessierte sol-
len eine Einfiihrung in die Theorie der Knoten erhalten. Die wichtigsten Begriffe und
Resultate werden behandelt und grafisch anschaulich mittels Beispielen illustriert. Neben
Reidemeister-Bewegungen wird ein Schwerpunkt auf die Klassifizierung von Knoten gelegt.
Dabei spielen Knoteninvarianten eine wichtige Rolle.

Aufbauend auf diesen Grundlagen wird in dieser Arbeit ein neues Konzept fiir die
Darstellung und Bearbeitung von Knotenprojektionen vorgestellt, die Spoke Diagrams.
Diese sind eine Erfindung meines GrofSonkels Erich Harasko, welcher sich bis zu seinem
plotzlichen Tod im Jahr 2010, jahrzehntelang mit Knotentheorie auseinandersetze. Diese
Arbeit miindete in der Entdeckung der Spoke Diagrams mit welchen er einen neuen Beitrag
zur mathematischen Knotentheorie liefern wollte. Ich wiirdige seine Arbeit zur Knotentheo-
rie indem ich versuche das Konzept der Spoke Diagrams einerseits mathematisch korrekt
und andererseits so einfach verstandlich wie moglich darzustellen. Die Spoke Diagrams
sollen in die bestehende Knotentheorie eingegliedert werden und es wird versucht deren
Anwendbarkeit zur Vereinfachung von Knotenprojektionen und zur Klassifikation von
Knoten deutlich zu machen. Diese Arbeit soll Studierende und Interessierte auch dazu
motivieren sich mit exotischeren mathematischen Gebieten auseinanderzusetzen und be-
stehende Ideen und Theorien fortzusetzen oder diese aus einem anderem Blickwinkel
zu betrachten. Nachdem ich selbst Lehramts Student bin, mochte ich diese Gelegenheit
auch dazu nutzen mich das erste mal serids mit einem innermathematischen Thema ndher
auseinanderzusetzen und tiefer in die entsprechende Materie einzutauchen. Dies war im
bisherigen Studium nicht moglich und ich denke in meiner Téatigkeit als Lehrer wird es fiir
mich immer weniger moglich sein mich mit universitdrer Mathematik auseinanderzuset-

zen.






3 Grundlagen der Knotentheorie

3.1 Einleitung

Man nehme eine Schnur, verknote sie und klebe dann die Enden zusammen. Man erhalt
eine verknotete Schnur ohne Enden. Diese kann man dann ohne Gewalteinwirkung (wie
beispielsweise die Anwendung einer Schere) nicht mehr entknoten. Mit solch einem Knoten
konnte man sich nun weiter spielen, ihn drehen, weitere Verschlingungen hinzufiigen, etc.
Solange man aber keinen Schnitt mit der Schere durchfiihrt, wiirde man weiterhin von dem
selben Knoten sprechen. Dies liefert uns die Idee fiir die mathematische Definition eines
Knotens.

- E

— —

Abbildung 3.1.1: Schnur wird verknotet und zusammengeklebt

S -y

Abbildung 3.1.2: Knoten wird verformt

Prézisieren wir diese Vorstellung nun mit folgenden Definitionen.



3.2 Definitionen zu Knoten

3.2.1 Definiton: Raumkurve

Eine Raumkurve ist eine unendlich oft differenzierbare Abbildung ¢ : [0,1] — R3>. Eine
Raumkurve heifit geschlossen falls ¢(0) = ¢(1), und einfach geschlossen, wenn ¢ zusitzlich
auf [0,1) injektiv ist; vgl.[Bael0, S.26].

3.2.2 Definiton: ambiente Isotopie

Ein Isotopie des IR? ist eine stetige Abbildung @ : [0,1] x R® — R3 sodass fiir jedes feste
t € [0,1] die Abbildung ®(t, -) ein Homdomorphismus ist.

Zwei einfach geschlossene Raumkurven cp und c¢; im IR3 heiflen ambient isotop falls es
eine Isotopie @ des R3 gibt mit ®(0, x) = x fiir alle x € R3 und ®(1, Spur(cg)) = Spur(cy);
[BaelO, S. 87].

Zur Veranschaulichung betrachten wir folgendes Diagramm.

Co stetige De formation C1

t 1auft
NNy

Dy = id Dy

€0
Abbildung 3.2.1: ambiente Isotopie ®

Bemerkung: Diese Definition zu Beginn ist etwas sperrig und ist auch nicht unbedingt der
Vorstellung dienlich. Anschaulich ist die ambiente Isotopie einfach das Verformen
der Raumkurve ¢y in die Raumkurve c; so wie wir es beim Spielen mit unserer
Schnur gemacht haben. Statt cg, ¢ sind isotop sagen wir auch c; entsteht aus ¢y durch

anwenden der Isotopie.

3.2.3 Definition: Knoten

Ein Knoten ist eine ambiente Isotopieklasse von einfach geschlossenen Raumkurven. [Bael0,
S. 87]



3.2.4 Definition: Knotenprojektionen

(i) Die Elemente der zum Knoten zugehorigen Isotopieklasse nennen wir die Vertreter
des Knoten.

(ii) Wir fixieren nun eine Projektion, und zwar die Orthogonalprojektion 7 : R — R?. Die
Projektion solch eines Vertreters in die Ebene nennen wir Projektion des Knotens oder
allgemeiner eine Knotenprojektion des Knotens. Bei einer Knotenprojektion bleibt
allerdings die Information ob eine Kreuzung oben oder unten verlduft erhalten, denn

sie wird grafisch kenntlich gemacht wie wir in den folgenden Beispielen sehen werden.

3.2.5 Beispiele: Knoten

o @

(a) der Unknoten (b) der Kleeblattknoten (c) der Knoten 4
Abbildung 3.2.2: Beispiele fiir Projektionen von drei einfache Knoten
3.2.6 Definition: Aquivalenz von Knotenprojektionen

Wir nennen zwei Knotenprojektionen dquivalent wenn zugehorige Knotenvertreter ambient

isotop sind, also denselben Knoten reprédsentieren.

3.2.7 Definition: Orientierung von Knotenprojektionen

Durchlaufen wir eine Knotenprojektion mit einer gewédhlten Orientierung (siehe Abbil-
dung 3.2.3), so nennen wir die Knotenprojektion orientiert.

Abbildung 3.2.3: Zwei gegensitzlich orientierte Knotenprojektionen



3.2.8 Definition: Kreuzungen einer Knotenprojektion

Projizieren wir einen Knotenvertreter in die Ebene so ergeben sich Schnittpunkte der Kurve
mit sich selbst. Diese Schnittpunkte nennen wir die Kreuzungen der Knotenprojektion. In
Zusammenhang mit dem repréasentierten Knoten sprechen wir auch manchmal ungenauer

von den Kreuzungen des Knoten.

Das Vorzeichen der Kreuzung ergibt sich folgendermaflen: Wir wihlen fiir die Knotenpro-
jektion eine Orientierung in dem wir sie in einer Richtung durchlaufen. Es ergeben sich so
an den Kreuzungen zwei tibereinanderliegende Pfeile wie in folgender Abbildung. Drehen

wir die unten liegende Linie im Uhrzeigersinn bis beide Linien parallel sind, so haben wir

d AN
-~ N

zwei Fille.

(a) Die Pfeile zeigen nach Drehung des unte- (b) Die Pfeile zeigen nach Drehung des unte-
ren Pfeils im Uhrzeigersinn in die selbe Rich- ren Pfeils im Uhrzeigersinn in entgegengeset-
tung: In diesen Fall nennen wir die Kreuzung ze Richtungen: In diesem Fall nennen wir die
positiv. Kreuzung negativ.

Abbildung 3.2.4: Positive und negative Kreuzungen.

3.2.9 Definition: Link

Ein Link ist eine Verschlingung mehrerer Knoten. Genauer handelt es sich um eine Menge
von nn Knoten, n € N, die sich nicht schneiden aber ineinander verschlungen sind.

Abbildung 3.2.5: Der Hopf-Link - eine Verschlingung zweier Unknoten

Bemerkung: Es sei hierbei erwidhnt dass mit n = 1 Knoten nach obiger Definition ebenfalls
spezielle Links sind.



3.2.10 Definition: Verformung von Knotenprojektionen

Aus einer Verformung eines Knotenvertreters mittels einer Isotopie entsteht wieder ein
Knotenvertreter desselben Knoten. Das liefert analoge Operationen auf Knotenprojektionen
die der Verformung der Knotenvertreter mittels isotopie entsprechen. Wir nennen diese
Operationen Verformungen der Knotenprojektionen.



3.3 Reidemeister Bewegungen

3.3.1 Einleitung

Wir wollen uns nun die in 3.2.10 definierten Verformungen von Knotenprojektionen genauer
ansehen. Es stellt sich die Frage ob es fundamentale Verformungen von Knotenprojektionen
gibt. Dieser Frage ist Kurt Reidemeister auf den Grund gegangen. Kurt Reidemeister (1983-
1971) war ein deutscher Mathematiker und Sohn eines braunschweigischen Regierungsrats.
Er entwickelte mit seinen Reidemeister Bewegungen einen Grundstein der Knotentheorie.
Er war lange Zeit an der Universitat Wien als Professor titig und begann dort, sich mit der
Knotentheorie zu beschiftigen. Unter anderem war er auch als Philosoph und Dichter aktiv.

Abbildung 3.3.1: Kurt Reidemeister !

1 Bildquelle: Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach
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3.3.2 Beispiel: Verformungen von Knotenprojektionen

Wenn man eine Knotenprojektion verformt entsteht eine neue Knotenprojektion dessel-
ben Knotens, welche man oftmals nicht mehr einfach mit der urspriinglichen Variante

in Beziehung setzen kann. Es gibt zudem Verformungen die "mehr verdndern" als ande-

O ® @

Abbildung 3.3.2: Drei Knotenprojektionen desselben Knotens

re.

- COH

(a) diese Verformung "a@ndert nicht viel"
(b) Die Anzahl der Kreuzungen hat sich erhoht

Abbildung 3.3.3: Es gibt Verformungen die mehr verandern als andere.

3.3.3 Definition: triviale Verformungen
Triviale Verformungen sind Verformungen welche die Anzahl und relative Lage der Kreu-

zungen der Knotenprojektion nicht verandern. vgl. [Sos00, S.61] Beispiel siehe Abbil-
dung 3.3.3a

11



3.3.4 Definition: Reidemeister Bewegungen

Eine Reidemeister Bewegung ist eine der folgenden drei Moglichkeiten eine Knotenpro-
jektion zu verformen. Diese Verformungen sind im Sinne von Def. 3.2.10 zu verstehen. Im
Gegensatz zu den trivialen Verformungen dndert sich bei Reidemeister Bewegungen die
Anzahl oder Art der Kreuzungen; vgl.[Ada04, S.13].

(i) Typ R1 Reidemeister Bewegung;:

>l oo

Abbildung 3.3.4: Reidemeister Bewegung R1

(ii) Typ R2 Reidemeister Bewegung;:

o = o

Abbildung 3.3.5: Reidemeister Bewegung R2

\ [

(iii) Typ R3 Reidemeister Bewegung:

| Lo N N
- oK

Abbildung 3.3.6: Reidemeister Bewegung R3

Bemerkung: Die obigen Bewegungen zeigen jeweils nur den Ausschnitt der Knotenprojek-
tion bei dem eine Verdnderung vorgenommen wird. Der Rest der Knotenprojektion

bleibt bei den Bewegungen unverandert.

12



3.3.5 Satz: Der Satz von Reidemeister

Eine Knotenprojektion K kann immer durch eine Serie von Reidemeister-Bewegungen und trivialen
ebenen Verformungen in eine beliebige andere Knotenprojektion K' desselben Knoten iiberfiihrt
werden; vgl.[Ada04, S.14].

Bemerkung: Die trivialen ebenen Verformungen spielen beim Satz von Reidemeister nur
eine nebensdchliche Rolle, da sie die Anzahl und relative Lage der Knotenprojektion
nicht verdndern. Die Reidemeisterbeweungen R1, R2 und R3 sind keine trivialen
ebenen Verformungen. Der Beweis des Satzes von Kurt Reidemeister findet sich in
[BZ86, S.116].

3.3.6 Zur Bedeutung des Satzes

Der Satz stellt klar, haben wir zwei Knotenprojektionen desselben Knoten, so muss es einen
Weg in Form von Reidemeister-Bewegungen von der einen Projektion zur anderen geben
welchen man angeben kann. Diesen Weg zu finden kann allerdings sehr langwierig und
kompliziert sein. Reidemeister hat jedenfalls mit seinem Satz das Problem der raumlichen
Manipulation von Knotenprojektionen auf ein zweidimensionales und viel konkreteres

Problem zuriickgefiihrt.

13



3.4 Klassifikation von Knoten

3.4.1 Einleitung

Erste Auflistungsversuche

Die ersten intuitiven Verfahren zur Klassifikation von Knoten bestanden zunéchst darin
fiir kleine n € IN eine Liste von allen ebenen geschlossenen Kurven anzulegen die n Kreu-
zungen haben. Beispielsweise gibt es nur wenige Knoten die eine Knotenprojektion mit
2 Kreuzungen besitzen. Leider steigt die Anzahl der Moglichkeiten mit der Anzahl der
Kreuzungen schnell an, sodass es bei 10 Kreuzungen bereits 2! = 1024 Moglichkeiten
gibt einen Knoten zu bilden. Zur Klassifikation der Knoten auf diese Weise ist es notig
unter all diesen Moglichkeiten alle Aquivalenzen zu finden was wiederum eine enorme
Herausforderung ist. Trotzdem gelang es dem Amerikaner C.N. Little 1899 alle Knoten mit
10 Kreuzungen oder weniger auf diese Art zu klassifizieren.

Zu priifen ob zwei Knotenprojektionen den selben Knoten reprasentieren diirfte fiir Little
und seine Zeitgenossen nicht so einfach gewesen sein. Seine Klassifikation der Knoten
mit 10 Kreuzungen enthielt ndmlich zwei Knotenprojektionen die dem selben Knoten
entsprechen. Dieser Fehler wurde erst nach 75 Jahren von dem Anwalt und Hobbymathe-
matiker Kenneth A. Perko entlarvt. Diese zwei Projektionen heifien seitdem das Perko-Paar.

' D 0
Abbildung 3.4.1: Das Perko Paar: zwei Projektionen desselben Knoten

Klassifikation mit Hilfe von Reidemeister

Die erste bahnbrechende Idee zur Vereinfachung der Knotenklassifikation lieferte Kurt
Reidemeister mit seinen Reidemeister-Bewegungen wie wir im folgenden sehen wer-

den.

14



3.4.2 Korollar: Aquivalenz von Knoten

Aus Satz 3.3.5 und Definition 3.2.6 folgt sofort folgendes Korollar:

Zwei Knotenprojektionen sind genau dann dquivalent wenn sie nach einer endlichen Anzahl von
Reidemeister-Bewegungen (auf eine der beiden Knotenprojektionen) die gleiche Anzahl an Kreuzun-
gen haben und diese Kreuzungen sich jeweils in ihrem Vorzeichen sowie ihrer relativen Position nicht
unterscheiden; vgl.[S0s00, S.68].

3.4.3 Zur Bedeutung des Korollars

Das bedeutet wenn wir neue Knoten mit beispielsweise 11 Kreuzungen finden wollen
brauchen wir nur eine beliebige Knotenprojektion mit 11 Kreuzungen erzeugen, diese
mittels Reidemeister-Bewegungen bearbeiten und jeweils mit den bereits klassifizierten
Knoten vergleichen. Wenn es keine Ubereinstimmung gibt, so haben wir einen neuen Knoten
gefunden. Diese Priifung kdnnen seit langerem Computer durchfiihren aber leider kann man
bei zwei nicht dquivalenten Knoten nur mutmaflen dass diese einander nicht entsprechen,
da es ja sein konnte dass der Algorithmus einfach nur sehr lange dauert. Wenn es jedoch
eine Ubereinstimmung mit einem berets klassifiziertem Knoten gibt, wissen wir jedenfalls

sicher dass wir keinen neuen Knoten gefunden haben.

3.4.4 Klassifikation tiber Invarianten

Die néchste revolutiondre Idee zur Klassifikation von Knoten waren die sogenannten Kno-
teninvarianten mit denen wir uns im ndchsten Kapitel beschiftigen wollen. Die Idee ist
einfach: Wenn wir eine Invariante finden die einen Knoten so gut charakterisiert dass wir
tiir jede Knotenprojektion des Knoten die selbe Invariante erhalten, jedoch fiir eine Knoten-
projektion die dem Knoten nicht entspricht eine andere Invariante gewinnen, dann konnte

man die Knoten iiber diese Invariante klassifizieren.

15



3.5 Knoteninvarianten

3.5.1 Einleitung

Eine Invariante besitzt bekanntlich die Eigenschaft dass sie sich unter gewissen Operatio-
nen auf den betrachteten Objekten nicht verdndert. So ist es im Fall der Knotenivarianten
so, dass solche fiir verschiedene Projektionen desselben Knoten immer gleich sind. Es
gibt eine Vielzahl von Knoteninvarianten mit denen man Knoten gut analysieren kann.
Beispielsweise die Entknotungszahl, die Briickenzahl oder die Kreuzungszahl. Die inter-
essantesten Invarianten sind aber Knotenpolynome, weil sie die Knoten aktuell am besten
charakterisieren. Eine vollstindige Knoteninvariante, also eine die fiir verschiedene Knoten
verschiedene Werte annimmt hat man aber auch mit den Knotenpolynomen noch nicht

gefunden.

3.5.2 Definition: Entknotungszahl

Wir sagen ein Knoten hat die Entknotungszahl n falls eine Projektion des Knoten exis-
tiert sodass die Anderung des Vorzeichens von 1 Kreuzungen in der Projektion den Kno-
ten in den Unknoten ( 3.2.5) verwandelt und es keine Projektion des Knoten gibt, bei
der weniger Kreuzungsinderungen zu gleichem Ergebnis fithren wiirden; vgl.[Ada04,
S.57].

3.5.3 Beispiel: Entknotungszahl

Es reicht zwei Kreuzungen dieser Knotenprojektion zu dndern um eine Projektion des
Unknoten zu erhalten. Somit ist die Entknotungszahl 2.

s
:

Abbildung 3.5.1: Diese Knotenprojektion hat Entknotungszahl 2

Bemerkung: Es ist generell sehr schwer die Entknotungszahl eines Knoten zu finden. So
tindet man z.B. nicht allzu schwer die zwei Kreuzungsédnderungen die obigen Knoten
in den Unknoten verwandeln, aber woher weifs man ob nicht vielleicht eine Moglich-
keit mit nur einer Kreuzungsanderung besteht? Es hat Jahrzehnte gedauert dies nur
tiir den obigen Knoten zu beweisen; vgl. [Ada04, S5.60].
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Bemerkenswert ist auch, dass die Knotenprojektion welche die Entknotungszahl liefert
nicht immer die mit den wenigsten Kreuzungen ist; [Ada04, S.62].

3.5.4 Definition: Kreuzungszahl

Die Kreuzungszahl eines Knoten K ist das Minimum der Menge Zx. Wobei Zk genau
die Anzahlen der Kreuzungen aller Knotenprojektionen des Knoten K enthalt; vgl.[Ada04,
S.67].

3.5.5 Kreuzungszahl bestimmen

Wie finden wir die Kreuzungszahl eines Knoten?

Zuerst nehmen wir eine beliebige Projektion des Knoten und notieren deren Anzahl an

Kreuzungen n. Wir wissen nun die Kreuzungszahl ist < n.

Wenn alle Knoten mit weniger als n Kreuzungen bekannt sind und unser Knoten nicht
einem davon entspricht, dann muss der Knoten die Kreuzungszahl n haben. vgl.[Ada04,
S.67f]

Bemerkung: Man kann sich vorstellen dass es sehr schwierig ist die Kreuzungszahl zu
bestimmen falls diese grofser ist weil die Knoten mit mehr als 10 Kreuzungen noch
nicht klassifiziert werden konnten. Es lauft also alles darauf hinaus eine Invariante zu
tinden welche es ermoglicht Knoten bestmoglich zu unterscheiden. Hier kommen die
Knotenpolynome ins Spiel.
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3.6 Knotenpolynome

3.6.1 Einleitung

Knotenpolynome sind die interessantesten Knoteninvarianten weil man verschiedene Kno-
ten mit ihnen aktuell am besten unterscheiden kann. Berechnet man die Knotenpolynome
zweier Knoten und erhélt unterschiedliche Polynome, so kann man mit Sicherheit sagen,
dass es sich um zwei unterschiedliche Knoten handelt. Leider ist umgekehrt das Uberein-
stimmen der Knotenpolynom zweier Knoten zwar notwendig aber nicht hinreichend fiir
die Gleichheit dieser Knoten.

Die Geschichte der Knotenpolynome

Die Geschichte der Knotenpolynome (vgl.[Ada04, S5.148]) begann ca. 1928 mit dem Alexander-
Polynom, welches bereits damals recht erfolgreich angewandt wurde um Knoten auseinan-
der zu halten. 1969 fand John Conway einen Weg das Alexander Polynom auf einem sehr

einfachen Weg iiber die sogenannte Skein-Relation zu berechnen. 1984 fand Vaughan Jones,

ein Neuseeldndischer Mathematiker, den Zusammenhang zwischen der Skein-Relation und

gewissen Relationen in Operator-Algebren, was ihn zur Erfindung eines neuen Knoten-
polynoms, des Jones-Polynoms fiihrte. Das Jones-Polynom war besser imstande Knoten

zu unterscheiden als das Alexander-Polynom und dessen Erfindung fiihrte zu einer Eu-
phorie unter Knoten-Theoretikern weil man glaubte eine vollstindige Knoteninvariante

gefunden zu haben. Es dauerte weniger als 1 Jahr und weitere, verbesserte Varianten des

Jones-Polynoms wurden von verschiedenen Mathematikern der ganzen Welt gefunden.
Sechs dieser Mathematiker schafften es zeitgleich das Jones-Polynom zu verallgemeinern.
Die Verallgemeinerung des Jones- und auch Alexander-Polynoms wurde dann das HOMFLY-
Polynom genannt. HOMFLY steht dabei fiir die Anfangsbuchstaben der Nachnamen dieser

sechs Mathematiker.

Wir beschiftigen uns nun mit dem Jones-Polynom und verwenden dazu das Kaufmannsche
Klammern-Polynom.
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3.6.2 Definition: Klammern-Polynom

Das Klammern-Polynom <L> eines Links L ist ein Laurent-Polynom der Variable A, das
wie folgt definiert ist; vgl.[Ada04, S.149f].

@

(o)

Bemerkung: Das Klammenpolynom des Unknoten ist 1

<\/\>:A<><>+A—1<><> @
Byrl)

Bemerkung: Fiir die obige Bedingungen verwenden wir die folgende Skein-Relation:

(I1)

Haben wir eine Knotenprojektion mit Kreuzungen, so splitten wir die Kreuzun-
gen nacheinander horizontal und vertikal, sodass wir neue Projektionen mit

jeweils einer Kreuzung weniger erhalten. Dabei entstehen obige Koeffizienten.

(10} - a(e)

Bemerkung: In der Bedingung (III) steht L allgemein fiir einen Link, also einen Knoten

(1)

oder eine Verschlingung mehrerer Knoten wie wir in folgenem Beispiel sehen
werden.
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3.6.3 Beispiel: Klammern-Polynom des Kleeblattknoten

Der Einfachheit halber berechnen wir vorerst die Klammern-Polynome von drei sehr tibli-

chen Verschlingungen.

<C/\)> AL <@> i, <@> e <@>
gA<O>+A4<ﬁ¥—A4><O>

:_A—3<O >é_A—3 ()

= A(—A3> + A=At A (ii)

I:HA<_A2_A—2) <CX3> +A‘1<CX3>

s <A<—A2 — A‘Z) + A‘1> (—A3> — A° (iii)

Somit ergibt sich fiir den Kleeblatknoten unter Verwendung von (i), (ii) und (iii):
<c93> _ A<c9>> +A—1<&5>

A <A6) +A7! (—A4 - A—4) = AT - A A7
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3.6.4 Die Unzuldnglichkeit des Klammern-Polynoms

Um zu zeigen dass das Kammernpolynom eine Knoteninvariante ist, miisste sichergestellt
werden dass die Anwendungen von Reidemeister-Bewegungen auf die gewéhlte Knotenpro-
jektion deren Klammernpolynom unverdndert ldsst. Das ist bei Reidemeister Bewegungen
(siehe 3.3.4) vom Typ R2 und Typ R3 der Fall (Beweis: [Ada04, 5.150]), aber eine simple
Typ R1 Bewegung verandert leider das Klammern-Polynom was dessen Anwendung als

Knoteninvariante zunichte macht.

3.6.5 Beispiel Verinderung des Klammern-Polynoms durch eine

Reidemeister-Bewegung

Wiare das Klammernpolynom invariant beziiglich Reidemeister-Bewegungen hitten wir bei
beiden Berechnungen dasselbe Resultat herausbekommen miissen. Leider unterscheiden
sich die Exponenten im Vorzeichen und somit ist die Invarianz ausgeschlossen - eine

Tragodie ;) .
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3.6.6 Louis Kauffmans Trick

Um dieser Tragodie zu entgehen bediente sich Louis Kaufmann, ein bedeutender Knoten-
theoretiker aus Illinois USA, der sogenannten Windungszahl. Mit dem folgenden Trick
konnen wir das Klammenpolynom zu einer echten Knoteninvariante vervollstindigen. Es
ist allerdings so, dass Jones das resultierende Polynom bereits vor Kauffman auf einem
komplizierterem Weg tiber Operator-Algebren gefunden hatte, weswegen es den Namen

Jones-Polynom tragt.

3.6.7 Definition: Windungszahl

Sei L die Projektion eines Links. So ist die Windungszahl W (L) definiert als die Differenz
der Anzahlen aller positiven und negativen Kreuzungen (siehe Abbildung 3.2.4) von £; (vgl.
[Ada04, S.152]).

3.6.8 Definition: Das Jones Polynom
Sei L ein Link. Das Jones Polynom X(L) ist ein Laurentpolynom das wie folgt definiert
ist

X(L) = (—A3)—W<ﬁ><L>

Bemerkung: Oft wird auch die Notation von Jones verwendet wobei die Variable A durch

t—1/4 ersetzt wird.

3.6.9 Beispiel: Das Jones Polynom

Versuchen wir nun ob das Jones Polynom die fiir Aufgabe aus 3.6.5 besser geeignet ist. Da
wir es in beiden Fallen mit Knotenprojektionen des Unknoten zu tun haben, sollten wir in

beiden Féllen fiir das Jones Polynom das Ergebnis 1 erhalten.

() -corma(a(@) (@)
— (A7) <A<—A2 - A—2> <@> + A‘1<@>>
= (—A—3)<—A3< © >) = (A (-A% =1
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x(@) _ (a3 (A<@> n A—1<@>>
nfo)or o)
) (_A—3< o >) (YA 1

Bemerkung: Dieses erfolgreiche Beispiel ist nattirlich kein Beweis fiir die Invarianz des
Jones Polynoms unter Reidemeister Typ I Bewegungen. Ein vollstandiger Beweis dieser
Invarianz findet sich in [Ada04, S.153].

3.6.10 Zur Vollstindigkeit des Jones-Polynoms

Das Jones-Polynom ist eine der besten Knoteninvarianten und es wurde durch das erwdhnte
HOMFLY Polynom noch weiter verbessert bzw. verallgemeinert. Man kann mit ihm Knoten
gut auseinanderhalten oder einen Knoten als Unknoten identifizieren. Auch ist momentan
noch kein Knoten bekannt dessen Jones-Polynom gleich 1 ist welcher nicht dem Unknoten
entspricht. Aber leider ist es - trotz anfanglicher Euphorie unter Mathematikern - keine
vollstindige Knoteninvariante wie folgendes Beispiel zeigt.

DE
/3

Abbildung 3.6.1: Zwei verschiedene Knoten mit demselben Jones bzw. HOMFLY-
Polynom.
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3.7 Ungeloste Probleme

3.7.1 Einleitung

Die Knotentheorie ist trotz vielversprechender Klassifizierungsversuche und Knoteninva-
rianten noch lange nicht vollstandig erforscht. So gibt es viele ungeldste Probleme und
Fragen von denen einige sehr grundlegend sind. Ein paar von ihnen mdochte ich hier kurz
festhalten.

3.7.2 Ungelostes Problem: Den Unknoten entlarven
Wie kann man feststellen ob eine gegebene Knotenprojektion dem Unknoten entspricht oder
nicht?

Wenn das Jones-Polynom gleich 1 ist, dann handelt es sich gewiss um einen guten Kandi-
daten fiir den Unknoten, aber es konnte noch nicht bewiesen werden ob diese Eigenschaft

hinreichend ist.

3.7.3 Ungelstes Problem: Aquivalenz von Knoten
Wie kann man feststellen ob zwei gegebene Knotenprojektionen densleben Knoten darstellen
oder nicht?

Haben zwei Knoten dasselbe Jones- oder HOMFLY-Polynom ist dies ein guter Hinweis dass
es sich um den selben Knoten handelt, aber diese Eigenschaft ist leider nicht hinreichend.
(siehe 3.6.10)

3.7.4 Ungeloste Frage: Minimale Knotenprojektion

Gibt es fiir jeden Knoten eine ausgezeichnete Projektion mit minimaler Anzahl an Kreuzun-
gen?

Wie konnte man diese auf effiziente Weise finden und welche Eigenschaften zeichnen diese

aus?
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3.7.5 Ungelostes Problem: Vollstindige Knoteninvariante

Finde eine vollstandige Knoteninvariante welche verschiedene Knoten unterscheidet.

Mit solch einer Invariante konnte man die Knoten klassifizieren.
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4 Spoke Diagrams

4.1 Einleitung

Spoke Diagrams wurden von Erich Harasko, einem begeisterten Hobbymathematiker aus
Niederosterreich erfunden. Harasko (1931-2010) studierte Physik an der TU Wien und ar-
beitete als Dienststellenleiter und wissenschaftlicher Referent im Bereich Programm und
Systementwicklung bei der Siemens AG. Er beschéftigte sich mehrere Jahre lang in seiner
Freizeit mit Knotentheorie. Wir beschéftigen uns hier mit seiner Arbeit [Har08] in welcher
er eine neue Représentationsform von Knoten, sogenannte Spoke Diagrams vorstellt. Jede
Knotenprojektion kann auch als Spoke Diagram dargestellt werden. Wir werden sehen dass
auch umgekehrt jedem Spoke Diagram eine Knotenprojektion entspricht. Mit den Spoke Dia-
grams konnen ebenfalls Reidemeister-Bewegungen durchgefiihrt werden. Nachdem Spoke
Diagrams Kreise in der Ebene sind welche mit "Speichen” (engl. Spokes) verbunden sind,
lassen sich diese im Gegensatz zu den Knotenprojektionen einfacher und tibersichtlicher
bearbeiten.

Da jeder Knoten unendlich viele Vertreter mit zugehorigen Knotenprojektionen hat, versu-
chen wir mit Spoke Diagrams und Reidemeister-Bewegungen im folgenden fiir jede Knoten-
projektion eine besonders {iberschaubare Menge an Reprédsentanten zu finden.

QD ©@

Abbildung 4.1.1: Eine Knotenprojektion und ein Spoke Diagram desselben Knoten
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4.2 Definitionen: Spoke Diagrams

4.2.1 Definition: Spoke Diagram

Ein Spoke Diagram ist ein System disjunkter Kreise in der Ebene welche mit Linien (soge-
nannten Spokes) verbunden sind sodass die dadurch gegebene Teilmenge des R? zusam-

menhdngend ist.

(a) die gegebene Menge ist zusammenhdngend

’ (b) die gegebene Menge ist nicht zusammenhan-
es handelt sich um ein Spoke Diagram

gend, es handelt sich um kein Spoke Diagram

Abbildung 4.2.1
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4.2.2 Definition: Funktion fs von Knotenprojektionen zu Spoke

Diagrams

Wie kommen wir aber nun von einer Knotenprojektion K zum zugehorigen Spoke-Diagram?

Sei P die Menge der Knotenprojektionen aller Knoten im IR? beziiglich einer festen Projektion
pe : R> — R? und sei Sp die Menge der Spoke Diagrams im R2. Wir definieren die
Abbildung fs : P — Sp mit folgender Abbildungsvorschrift:

(i) Durchlaufe K einmal in einer beliebigen Richtung. Es ergibt sich eine Orientierung wie
in Abbildung 4.2.2a.

(ii) Beijeder Kreuzung: Ziehe den Kreuzungsmittelpunkt wie in Abbildung 4.2.2b ausein-

ander (man folgt dabei der Orientierung).

(iii) Verbinde die gewonnenen Kreise an den ehemaligen Kreuzungsstellen mit einer Linie -
dem sogenannten Spoke. (siehe Abbildung 4.2.2c). War die Kreuzung negativ (siehe
Abbildung 3.2.4), so erhilt der Spoke ein negatives Vorzeichen.

(iv) Die so entstandenen Kurven (Seifert-Kreise) werden zu gewohnlichen Kreisen geformt
(siehe Abbildung 4.2.2d).

P88

(a)

Abbildung 4.2.2: Knotenprojektion wird zum Spoke Diagram

Bemerkung: Beachtenswert ist dabei, dass wir dasselbe Spoke Diagram erhalten unabhéan-
gig davon in welche Richtung wir den Knoten durchlaufen haben. Das liegt daran, dass
sich das Vorzeichen der Kreuzung bei umgekehrter Durchlaufrichtung nicht dndert (siehe
Abbildung 3.2.4).

Eine etwas andere Darstellung derselben Durchlaufregel zum Erzeugen von Spoke Diagrams
findet sich in [Har08, S.2]. Ich habe aber aus Griinden der Ubersichtlichkeit obige Darstellung
gewdhlt .
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4.2.3 Lemma: Eigenschaften von f;

fs hat eine Umkehrfunktion fq L diese wandelt Spoke Diagrams in Knotenprojektionen um. Insbe-
sondere ist fs somit bijektiv.

Beweis.

Machen wir die Punkte der Abbildungsvorschrift in Def: 4.2.2 schrittweise riickgdngig so
landen wir per Definition wieder bei der ausgehenden Knotenprojektion. Somit ergibt sich
die Abbildungsvorschrift der Umkehrfunktion f¢ 1. Sp — P indem wir jeden Spoke durch
eine Kreuzung mit dem entsprechendem Vorzeichen ersetzen (siehe Abbildung 4.2.3).

Abbildung 4.2.3: Umwandlung eines Spoke Diagrams in eine Knotenprojektion

O

Bemerkung: Fiir jedes Spoke Diagram S gibt es also genau eine passende Knotenprojektion
K mit fs(K) = S. Diese kann man durch Anwendung von f; ! erhalten.
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4.2.4 Beispiel: Spoke Diagram des Kleeblattknotens

Wir wandeln nun eine Knotenprojektion des Kleeblattknoten mittels Funktion fs in ein
Spoke Diagram um. Danach wandeln wir dieses dann mittels f¢ ! wieder zurtick in die

urspriingliche Knotenprojektion.

D
-

Abbildung 4.2.4: Knotenprojektion des Kleeblattknoten wird zum Spoke Diagram

-0-&

Abbildung 4.2.5: Spoke Diagramm wird wieder zur Knotenprojektion



4.2.5 Definition: konzentrisches Spoke Diagram

Ein konzentrisches Spoke Diagram ist ein Spoke Diagram bei dem alle Kreise den selben
Mittelpunkt besitzen. Sind zwei solche konzentrischen Diagramme jeweils am dufierstem
Kreis miteinander durch Spokes verbunden, so sprechen wir von einem bi-konzentrischen
Spoke Diagram. Bei konzentrischen und bi-konzentrischen Spoke Diagrams nennen wir
zwei Kreise welche mit Spokes verbunden sind und den selben Mittelpunkt haben einen
Ring.

4.2.6 Definition: Orientierung von Spoke Diagrams

Ahnlich wie bei Knotenprojektionen (siehe 3.2.7) kénnen wir auch einem Spoke Diagram
eine Orientierung geben. Durchlaufen wir das Spoke Diagram so biegen wir beim Er-
reichen eines Spoke in dessen Richtung ab und beim verlassen des Spokes biegen wir
in die entgegengesetzte Richtung ab. In dieser Weise wird das Spoke Diagram durch-
laufen bis der Anfangspunkt erreicht ist. Die Spokes werden bei solch einem Durchlauf
immer genau zweimal durchlaufen. Am Ende erhalten wir ein orientiertes Spoke Dia-
gram

Abbildung 4.2.6: Ein orientiertes Spoke Diagram

Bemerkung: Die in Def: 4.2.6 aufgestellte Behauptung dass man beim Durchlaufen des
Spoke Diagrams immer zum Ausgangspunkt zuriickkehrt und jeder Spoke genau zweimal
durchlaufen wurde stammt aus [Har08, S.2] und wird dort nicht ndher begriindet. Sie kann
aber durch die analoge Aussage fiir Knotenprojektionen begriindet werden; (vgl. [Ada04,
S.35]).
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4.2.7 Lemma: Orientierung von Spoke Diagrams

In einem beliebigen orientierem Spoke Diagram folgt unmittelbar aus Definition 4.2.6:

(i) Zwei nebeneinanderliegende Kreise welche mit Spokes verbunden sind haben immer eine
unterschiedliche Orientierung.

(ii) Sind zwei Kreise in der Art sodass ein Kreis im anderen liegt und sie mit Spokes verbunden
sind, so haben sie immer die gleiche Orientierung.
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4.3 Bearbeitung von Spoke Diagrams

4.3.1 Spoke Diagrams und Reidemeister Bewegungen

Wir untersuchen nun, wie sich ein Spoke Diagram verdndert wenn sich die zugehorige Kno-
tenprojektion durch Reidemeister Bewegungen (siehe 3.3.4) verdndert. Dazu betrachten wir
nur den Teil der Knotenprojektion bzw. des Spoke Diagrams, welcher durch die Reidemeister
Bewegung verdndert wird. In den Darstellungen von Spoke Diagram Ausschnitten werden

anstatt Kreisbogen fallweise gerade Linien verwendet.

Im folgenden sehen wir immer zuerst den Teil der Knotenprojektion vor und nach der Reide-
meister Bewegung und danach dieselbe Bewegung mit Spoke Diagrams.

Reidemeister Bewegung Typ R1:

+R1

- @ oder @

-R1

+R1

. O = FO

-R1

Abbildung 4.3.1: Reidemeister Bewegung Typ R1

Bemerkung: Nachdem das Vorzeichen der Kreuzung unabhéngig von der Orientierung der
Knotenprojektion ist, haben wir auch wenn die Knotenprojektion gegensitzlich orientiert
ist dasselbe Ergebnis nach der Durchfiihrung einer R1 Bewegung.

Anschauliche Interpretation: +R1 fiigt einen Kreis im Spoke Diagram hinzu, -R1 entfernt
einen Kreis im Spoke Diagram.
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Reidemeister Bewegung Typ R2a: (gleiche Orientierung I T)

Y Y Y
+R2a
ﬁ

<

I oder

-R2a

+R2a
- oder

-R2a

Abbildung 4.3.2: Reidemeister Bewegung Typ R2a

Anschauliche Interpretation: +R2a fiigt zwei Spokes mit unterschiedlichen Vorzeichen
hinzu, -R2a entfernt zwei Spokes wenn diese unterschiedliche Vorzeichen haben und neben-

einander liegen.

Reidemeister Bewegung Typ R2b: (unterschiedliche Orientierung I l)

4
+R2b
—
| oder )
4—
-R2b
,. ; ,\
A 4
+R2b -
- oder
— <
| -R2b

Abbildung 4.3.3: Reidemeister Bewegung Typ R2b

Anschauliche Interpretation: +R2b fligt einen Kreis zwischen zwei Kreissegmenten hinzu,
dieser ist mit zwei Spokes verbunden welche unterschiedliche Vorzeichen haben. -R2b
entfernt einen Kreis der mit zwei Spokes an Kreissegmenten verbunden ist, die zwei Spokes

miissen dazu unterschiedliche Vorzeichen haben.
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\?
Reidemeister Bewegung Typ R3a (Fall 1): (die freie Kreuzung - ™ hat dasselbe
Vorzeichen der beiden anderen Kreuzungen)

e N W e B
: /:\ /\ ot )/\\

+R3a +R3a
- -
- oder
—
-R3a R3a

Abbildung 4.3.4: Reidemeister Bewegung Typ R3a (Fall 1)

%

{
S
Reidemeister Bewegung Typ R3a (Fall 2): (die freie Kreuzung »*\ hat das den

anderen beiden Kreuzungen entgegengesetzte Vorzeichen)

+R3a */ e / +R3a
= =
R3a / | pd \ ea

+R3a
% - e
oder
< = —
- -R3a -R3a

Abbildung 4.3.5: Reidemeister Bewegung Typ R3a (Fall 2)

\

N\

X/

AN

Anschauliche Interpretation: Spokes werden zwischen zwei Ringen vertauscht, wobei die

Vorzeichen zu beachten sind.
Bemerkung: Wir dndern von Fall 1 zu Fall 2 immer nur das Vorzeichen der freien Kreuzung

N3
K, d.h. jener Kreuzung deren Vorzeichen beliebig gewéhlt werden kann ohne die R3
Bewegung zu verbieten. Daher nennen wir die Kreuzung mit frei wiahlbarem Vorzeichen

auch die freie Kreuzung.
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Bemerkung: Wir hatten bei R3a Bewegungen die Orientierung immer so gegeben dass
die drei einander kreuzenden Linien ein Dreieck bilden welches keinem Umlaufsinn folgt
wenn man der Orientierung nachgeht (siehe Abbildung 4.3.6a). Nun werden wir den Fall
der R3 Bewegungen betrachten, bei welchem die Orientierung so gegeben ist dass die drei
einander kreuzenden Linien ein Dreieck bilden welches einem Umlaufsinn folgt (siehe
Abbildung 4.3.6b). Diesen Fall nennen wir R3b.

\ \
|// /
(a) Orientierung bei R3a (b) Orientierung bei R3b
Abbildung 4.3.6
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\?
Reidemeister Bewegung Typ R3b (Fall 1): (die freie Kreuzung K ist positiv)

d

oder

-
-R3b

Abbildung 4.3.7: Reidemeister Bewegung Typ R3b (Fall 1)

Anschauliche Interpretation: Die Kreisbogen (1,2), (3,4), (5,6) werden aufgelost und die
neuen Kreisbogen (2,3), (4,5), (6,1) werden gebildet. Der innere Kreis samt Spokes rotiert um
180° im Uhrzeigersinn.

Wir betrachten nun einen weiteren Fall von R3b mit unterschiedlicher Orientierung;:

\*/
Reidemeister Bewegung Typ R3b (Fall 2): (die freie Kreuzung 7\ ist negativ)

oder
7

oder

Abbildung 4.3.8: Reidemeister Bewegung Typ R3b (Fall 2)

Bemerkung: Wenn man alle moglichen Orientierungen der drei kreuzenden Linien be-
riicksichtigt, gibt es fiir die Reidemeister-Bewegung vom Typ R3 noch weitere Falle zu
analysieren. Nachdem diese Félle allerdings alle entweder zum Ergebnis von R3a oder R3b
(siehe Abbildung 4.3.4 bzw. Abbildung 4.3.7 ) fiihren, gehen wir nicht weiter darauf ein.
Eine ausfiihrliche Behandlung der weiteren Fille findet sich in [Har08, S.4ff]
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4.3.2 Definition: Reidemeister Bewegungen von Spoke Diagrams

Wir fassen nun die Reidemeister-Bewegungen beziiglich Spoke Diagramms in folgender
Definition zusammen. Folgende Verdnderungen von Spoke Diagrams nennen wir ana-
log zu den Knotenprojektionen (vgl. 3.3.4) Reidemeister Bewegungen von Spoke Dia-
grams.

+R1
—p-
—O oder -
<
-R1
(R1)
-R1 entfernt einen Kreis, +R1 fiigt einen Kreis hinzu
+R2a Z
=% oder
-«
-R2a
(R2a)

-R2a entfernt zwei Spokes mit unterschiedlichen Vorzeichen, +R2a fligt zwei Spokes
mit unterschiedlichen Vorzeichen hinzu

+R2b
oder

-R2b

(R2b)

+R2b fligt einen Kreis zwischen zwei Kreissegmenten hinzu, dieser ist mit zwei
Spokes verbunden welche unterschiedliche Vorzeichen haben. -R2b entfernt einen
Kreis der mit zwei Spokes an Kreissegmenten verbunden ist, die zwei Spokes miissen
dazu unterschiedliche Vorzeichen haben.
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Fortsetzung Definition 4.3.2

Y = Y +R33 (_) Y A 4 A 4 +R3a A 4 (-) A
—_ —
- - oder
- i ¥ <~
) -R3a - ) R3a

(R3a)

Spokes werden zwischen zwei Ringen vertauscht, wobei die Vorzeichen zu beachten
sind.

oder

Die Kreisbogen (1,2), (3,4), (5,6) werden aufgeltst und die neuen Kreisbogen (2,3),
(4,5), (6,1) werden gebildet. Der innere Kreis samt Spokes rotiert um 180° im Uhrzei-
gersinn.

Bemerkung: Bei der Reidemeister Bewegung R3 hatten wir von Fall 1 zu Fall 2 jeweils das
Vorzeichen der freien Kreuzung gedndert (siehe Abbildung 4.3.5, Abbildung 4.3.8). Diese
beiden Fille fassen wir oben mit dem Symbol (-) zusammen: Das Symbol bedeutet dass
der Spoke an dieser Stelle entweder negativ oder positiv gewéhlt werden kann, nach der
Reidemeister-Bewegung bleibt das Vorzeichen erhalten.
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4.3.3 Definition: Aquivalenz von Spoke Diagrams

Wir nennen zwei Spoke Diagrams S; und S; dquivalent wenn f¢ 1(s1) und fs 1(8,) aqui-
valent sind d.h. die zu f5(S;) und f5'(S,) zugehorigen Knotenvertreter sind ambient
isotop.)

Werden auf eine Knotenprojektion Reidemeister Bewegungen angewendet, dann ist die
resultierende Knotenprojektion dquivalent zur urspriinglichen Knotenprojektion weil zu-
gehorige Knotenvertreter ambient isotop sind (siehe 3.2.6). Weil wir die Reidemeister
Bewegungen fiir Spoke Diagrams genau so gewdhlt haben sodass sie beziiglich der Bijektion
fs den Reidemeister Bewegungen fiir Knotenprojektionen entsprechen, gilt der Satz von
Reidemeister auch fiir Spoke Diagrams:

4.3.4 Satz von Reidemeister fiir Spoke Diagrams

Zwei Spoke Diagrams Sy und Sy sind genau dann dquivalent wenn Sy durch eine Serie von Reide-
meister Bewegungen aus Sy hervorgegangen ist.

Zur Begriindung des Satzes prazisieren wir die obige Uberlegung mit folgendem Be-

weis.

Beweis.
Fiir zwei Spoke Diagrams S;, Sp welche durch fs aus den Knotenprojektionen Kj, K»
hervorgegangen sind gilt:

S1 und S; sind dquivalent

& Kj und K; sind dquivalent

durchR. B
& Ky R Zenestneen K> (Satz von Reidemeister: 3.3.5)
durchR. B
e gy T e g (Definition: 4.3.2)
O

41



4.3.5 Die Aquivalenzbewegung P fiir bi-konzentrische Spoke Diagrams

Die folgenden Bewegung auf Spoke Diagrams entspricht im Raum der Knotenprojektionen
trivialen ebenen Verformungen. Aus diesem Grund liefert sie nach 4.3.3 eine Aquivalenzbe-

wegung fiir Spoke Diagrams.

Bewegung P:

Haben wir ein bi-konzentrisches Spoke Diagram konnen wir eines der beiden konzentri-
schen Diagramme iiber das andere stiilpen und erhalten somit ein konzentrisches Spoke
Diagramm (siehe Abbildung 4.3.14 und Abbildung 4.3.15 ). Diese Bewegung kann auch
in umgekehrter Weise aus konzentrischen Spoke Diagrams bi-konzentrische Diagramme
erzeugen; vgl. [Har08, S.9].

P P
=2 CO.=
triv. ebene
Verformung

Abbildung 4.3.14: Bewegung Typ P auf einem Spoke Diagram entspricht auf der
zugehorigen Knotenprojektion einer trivialen ebenen Verformung

9-@

Abbildung 4.3.15: Bewegung Typ P auf einem Spoke Diagram mit Ring
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4.4 Beispiele fiir die Bearbeitung von Spoke Diagrams

4.4.1 Entknoten eines Unknoten

Wir werden nun die untenstehende Knotenprojektion als eine Projektion des Unknoten
entlarven indem wir sie in ein Spoke Diagram tiberfiihren und dieses mit Reidemeister Bewe-

gungen vereinfachen. Wir gehen dazu foldendermafsen vor:

Strategie:
(i) erzeuge ein konzentrisches Spoke Diagram

(i) wende R3a immer in der Weise an, dass die Anzahl der Spokes im dufierem Ring
erhoht wird.

(iii) wann immer es moglich ist Spokes oder Kreise mit R1 oder R2a Bewegungen zu ent-

fernen fiihre diese durch.

< S
0-0-0-0-

Bemerkung: Die Spokes bzw. Kreissegmente bei denen die nachste Reidemeister Bewegung

b
G
&

=

stattfindet sind immer fett markiert.



4.4.2 Aquivalenz des Perko Paars

Wir Zeigen nun die Aquivalenz des Perko Paars (siehe 3.4.1) mittels Spoke Diagrams. Dazu
vereinfachen wir beide Projektionen. Die +R2b Bewegung wird in zwei Schritten durchge-

tihrt damit besser ersichtlich ist, was bei der Bewegung passiert.

)
Q4G

R3a

@@
600
slets

R3a
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4.5 Zentrierungsalgorithmus - Die +R2b Methode

4.5.1 Einleitung

In den vorangegangenen Beispielen (4.4.1 und 4.4.2) haben wir gesehen dass eine konzen-
trische Form eines Spoke Diagrams am tibersichtlichsten ist. Wir hatten entweder Gliick und
es ergab sich gleich nach der Anwendung von fs ein konzentrisches bzw. bi-konzentrisches
Diagram oder wir fanden nach einer wiederholten Anwendung von +R2b Bewegungen zu
dieser Form. Diesem Umstand wollen wir nun genauer auf den Grund gehen und dazu prii-
fen ob die gewdhlte Methode allgemeingitiltig ist, d.h. ob wir stets aus jeder Knotenprojektion

ein konzentrisches Spoke Diagram erzeugen konnen.

4.5.2 Satz: Zentrierungsalgorithmus - Die +R2b Methode

Jedes Spoke Diagram S wird nach der Ausfiihrung von endlich vielen +R2b Bewegungen zu einem
bi-konzentrischen oder konzentrischen Spoke Diagram.

Um obigen Satz zu beweisen (vgl. [Har(08, S.15ff]) werden wir zuerst kurz die Beweisidee

skizzieren:

wir werden sehen dass es nur genau zwei mogliche Anwendungssituationen fiir den +R2b
Move gibt:

(i) Zwei Kreise liegen nebeneinander und haben die selbe Orientierung.
(ii) Zwei Kreise liegen einer im anderen und ihre Orientierungen unterscheiden sich.

In beiden Féllen kénnen die Kreise jeweils nicht durch Spokes miteinander verbunden sein.
Auflerdem werden wir erkennen dass konzentrische und bi-konzentrische Spoke Diagrams

die einzigen Spoke Diagrams sind bei welchen kein weiterer +R2b Move moglich ist.

Wir definieren die Verdichtungszahl zg eines Spoke Diagrams S als
Zg i— Zr(Ri) — Zl(Ri) + ZZ(L]') — Zr(L]-)
i i j j

wobei r(R;) die Anzahl der rechtsorientierten Kreise ist welche den rechtsorientierten Kreis
R; umgeben, r(L;) ist die Anzahl der rechtsorientieren Kreise die den linksorientierten Kreis
L; umgeben. Analog dazu ist I(R;) die Anzahl der linksorientierten Kreise welche den
rechtsorientierten Kreis R; umgeben und I(L;) ist die Anzahl der linksorientieren Kreise die
den linksorientierten Kreis L; umgeben. In den Summen lduft i {iber alle rechtsorientierten

Kreise und j tiber alle linksorientierten Kreise.
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e Seienr,| € IN gegeben. Wir betrachten die Menge
S(r,1)

aller Spokediagrams mit r rechtsorientierten und / linksorientierten Kreisen. Wir werden
sehen dass die Verdichtungszahl zg auf S(r, I) ein Maximum z, ; annimmt und dies geschieht
genau dann wenn S ein konzentrisches oder bi-konzentrisches Spoke-Diagram ist. Wir
konnen also fiir gegebene Anzahlen von linksorientierten und rechtsorientierten Kreisen
Spoke Diagrams S mit maximaler Verdichtungszahl zs = z,; konstruieren. Das sind dann
entweder konzentrische oder bi-konzentrische Spoke Diagrams. Insbesondere kénnen wir

deshalb die maximale Verdichtungszahl z, ; einfach berechnen wie wir sehen werden.

e Wenn wir zeigen konnen dass fiir ein gegebenes Spoke Diagram S ein +R2b Move die
Verdichtungszahl zg immer um 1 erhoht und gleichzeitig aber die Anzahl der rechtsorien-
tierten und linksorientierten Kreise immer gleich bleibt, dann ergibt sich folgendes: Jede
Knotenprojektion hat ein zugehoriges Spoke Diagram S € S(r,1) fiir gewisse 7,1 € INp
mit Verdichtungszahl zg und nachdem ein +R2b Move zg immer genau um 1 erhoht, so
erhoht sich zg je mehr +R2b Bewegungen wir anwenden. Wir kdnnen nun so lange +R2b
Bewegungen anwenden bis zg = z,; maximal ist und wir deshalb bei einem konzentrischen
bzw bi-konzentrischen Diagram S angelangt sind. Dies muss nach z,; — zg Schritten der
Fall sein und dann ist kein weiterer +R2b Move mehr moglich denn sonst kdnnte sich zg
noch weiter erhéhen. Dies ist aber nicht moglich da z,; die maximale Verdichtungszahl des
Spoke Diagrams ist.

e Es ergibt sich durch die Differenz z, ) — zg nun die Anzahl der +R2b Moves die notwendig
und hinreichend sind um die gegebene Knotenprojektion in eine konzentrisches bzw. bi-

konzentrisches Spoke Diagram zu verwandeln.

e Nachdem wir also die Anzahl der Schritte berechnen kénnen die zu unserem gewtiinschten
bi-konzentrischen Diagram fiihren, handelt es sich um einen endlichen Prozess der immer

zum gewiinschten Ziel fiihrt.
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Beweis des Satzes:

Wenn wir die +R2b Bewegung (siehe Def 4.3.2) betrachten, sehen wir dass es wegen der
notwendigen Orientierung nur genau zwei Situationen gibt in denen der +R2b Move
anwendbar ist, denn die Kreissegmente welche bearbeitet werden (fett markiert) miissen

unterschiedliche Orientierung aufweisen damit der +R2b Move anwendbar ist.

(1.) K7 und Kj liegen nebeneinander und haben die selbe Orientierung.

YOG == - Y3)

Abbildung 4.5.1: Verdichtung von K; und K;

(2.) K; liegt in K; und die Orientierung ist verschieden.

Ki ki
+R2b E% : ( )
— —

Abbildung 4.5.2: Auflentransfer von K; und K3

Unter Berticksichtigung von Def 4.3.2 und Lemma 4.2.7 erkennen wir dass konzentrische
und bi-konzentrische Spoke Diagrams die einzigen Spoke Diagrams sind bei welchen
kein weiterer +R2b Move moglich ist denn diese haben keine angrenzenden Kreise mit
Kreissegmenten unterschiedlicher Orientierung sodass ein +R2b Move moglich wiére.

Dass die Anzahl der rechtsorientierten Kreise und die Anzahl der linksorientierten Kreise
nach der Ausfithrung von +R2b gleich bleibt sehen wir sofort, da dies bei den zwei einzigen
Anwendungsmoglichkeiten (siehe Abbildung 4.5.1 bzw. Abbildung 4.5.2) der Fall ist.

Die Verdichtungszahl zg eines Spoke Diagrams S ist definiert durch:
i i j j

wobei r(R;) die Anzahl der rechtsorientierten Kreise ist welche den rechtsorientierten Kreis
R; umgeben. r(L;) ist die Anzahl der rechtsorientieren Kreise die den linksorientierten Kreis
L; umgeben. Analog dazu ist I(R;) die Anzahl der linksorientierten Kreise welche den
rechtsorientierten Kreis R; umgeben und /(L;) ist die Anzahl der linksorientieren Kreise die
den linksorientierten Kreis L; umgeben. In den Summen lduft i tiber alle rechtsorientierten

Kreise und j iiber alle linksorientierten Kreise.

47



Fiir die Fortfithrung des Beweises benotigen wir folgende Lemmata:

4.5.2 a Lemma: Maximale Verdichtungszahl.
Die Verdichtungszahl zg eines Spokediagrams S € S(r,1) ist genau dann maximal unter allen
Verdichtungszahlen zg wobei S' € S(r,1) wenn S konzentrisch oder bi-konzentrisch ist, d.h.

zg =z, := max{zg : S’ € S(r,1)} < S ist konzentrisch oder bi-konzentrisch.

Fiir die maximale Verdichtungszahl gilt

r(r—1)+1(1—-1)
Zr,l = 5 .

Beweis. Wegen der Definition der Verdichtungszahl (Gleichung 4.1) gilt ganz allgemein:
Ein Spokediagram S mit gegebener Anzahl von rechts und linksorientierten Kreisen hat
genau dann maximale Verdichtungszahl unter allen solchen Spokediagrams wenn gilt :
Jeder Kreis von S mit einer bestimmten Orientierung ist von so vielen Kreisen derselben
Orientierung wie moglich umgeben und es umgibt ihn kein Kreis anderer Orientierung.
Ein Spoke Diagram S € S(r,!) ist also genau dann ein Spoke Diagram mit maximaler
Verdichtungszahl wenn gilt:

e S ist ein bi-konzentrisches Spoke Diagram (wenn r # 0 sowie [ # 0).
e S ist ein konzentrisches Spoke Diagram (wenn entweder r = 0 oder | = 0).

Die maximale Verdichtungszahl ist z, ; kann nun einfach berechnet werden: In einem bi-
konzentrischen oder konzentrischen Spoke Diagram sind alle Kreise nur von Kreisen dersel-
ben Orientierung umgeben und die Anzahl der rechtsorientieren Kreise r sowie die Anzahl
der linksorientierten Kreise [ ist gegeben. Somit konnen wir einfach in die Definition von zg
(Gleichung 4.1) einsetzen und erhalten die maximale Verdichtungszahl z, ;:

Zy] = ZT’(Ri) -0+ ZI(L]) -0
i j

r—1 -1
= it}
=1 j=1

_rr=1)+1(I-1)
5 .
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4.5.2b Lemma: Erhohung der Verdichtungszahl.
Ein +R2b Move erhoht die Verdichtunszahl zg eines Spoke Diagrams S immer genau um +1.

Beweis. Fiir die Veranderung der Verdichtungszahl betrachten wir die allgemeinen Fal-
le einer +R2b Bewegung, also einer Verdichtung und eines Aufientransfers (sieche Abbil-
dung 4.5.3 und Abbildung 4.5.4). Die Felder x, y und u enthalten dabei eine beliebige Anzahl
von rechtsorientierten und linksorientierten Kreisen.

ks
Ki Kz

y +R2b

(@
(b)
Abbildung 4.5.3: allgemeine Verdichtung von K; und K,

Ki
ky

+R2b X y k2

(b)
(a)

Abbildung 4.5.4: allgemeiner Aufientransfer von K; und K

Die Veranderung von zg durch einen +R2b Move nennen wir zp = z, — z, . Wobei z,
die Verdichtungszahl vor der +R2b Bewegung ist und z; die Verdichtungszahl danach.
Rechtsorientierte Kreise nennen wir R-Kreise, linksorientierte Kreise L-Kreise. Die Beitrage
der Felder x, y und u zu z, bzw. zj, nennen wir z,; und zp; miti € {x,y, u} . Die Beitrige der

Felder x, y und u zu z, definieren wir als zx; 1= zp; — z5; miti € {x,y,u}.
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Betrachten wir die allgemeine Verdichtung in Abbildung 4.5.3, so sehen wir dass die Anzahl
der umgebenden R-Kreise und L-Kreise fiir das Feld x, das Feld y und das Feld u in Fig. b
gleich sind wie in Fig. a. Das bedeutet dass diese Felder fiir z bei einer Verdichtung nicht

berticksichtigt werden miissen.

Betrachten wir den allgemeinen Aufientransfer in Abbildung 4.5.4 , so sehen wir dass die
Anzahl der umgebenden R-Kreise und L-Kreise fiir das Feld x und u gleichbleibend sind,
also erhalten wir z5, =0 und z» =0 . Das Feld y in Fig. b ist von einem L-Kreis und einem
R-Kreis weniger umgeben als in Fig. a. Setzen wir nun fiir z,, und z;, in Gleichung 4.1 ein
erhalten wir folgendes: ZAy = Zby — Zay = Ty +ry—1ly+1,=0

Wobei r, und [, die Anzahlen der rechtsorientierten und linksorientieren Kreise innerhalb
des Feldes y sind. Also auch bei einem Aufsentransfer konnen wir fiir z die Felder x, y und
u vernachldssigen. Wir miissen also fiir z in beiden Fallen nur die Kreise Kj, Ky und k1, k>

berticksichtigen.

Fiir eine Verdichtung (sieheAbbildung 4.5.3) ist per Definition von zg giiltig:

zp = r(k1) +r(kz) — (I(k1) + 1(k2)) + Zpx + Zby + Zpy
= r(k1) +r(k2) = (k1) = I(k2) + zpy + zby + Zp,
za = r(Ky) +r(Kz) — (I(K1) + [(K2)) + Zax + Zay + Zau
= 1(Ky) + r(K2) — (K1) — [(K2) + Zax + Zay + Za
Somit ist

ZN =2 — 24
= (r(k1) —r(Ky)) + (r(k2) — r(K2)) + (I(K1) — I(k1)) + (I(K2) — I(k2))
=0+14+0+40 (betrachte Abbildung 4.5.3)
= +1

Fiir einen AufSentransfer (sieheAbbildung 4.5.4) ist per Definition von zg giiltig:

zp = r(k1) = I(k1) + [(k2) = 7(k2) + Zpy + Zby + Zby
za = r(K1) = I(Kq) + 1(Kz) — 7(K2) + Zax + Zay + Zau
Somit ist

ZN — Zp — Zg

= (r(k1) —r(K1)) 4 (I(K1) = I(k1)) + (I(k2) — [(K2)) + (r(K2) = 7(k2))
=0+04+0+1 (betrachte Abbildung 4.5.4)
= +1
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Somit ergibt sich nun wie Eingangs erwdhnt folgendes: Jede Knotenprojektion K hat ein
zugehoriges Spoke Diagram S € S(r, ) fiir gewisse r,] € INg mit Verdichtungszahl zg und
nachdem ein +R2b Move zg immer genau um 1 erhoht, so erhoht sich zg je mehr +R2b
Bewegungen wir anwenden. Wir kdnnen nun so lange +R2b Bewegungen anwenden bis wir
bei einem Spoke Diagram S mit maximaler Verdichtungszahl zs = z,; angekommen sind.
Nach Lemma 4.5.2a muss S dann konzentrisch bzw bi-konzentrisch sein. Nach z,; — zg
Schritten ist also kein weiterer +R2b Move mehr moglich denn sonst kénnte sich zg noch
weiter erhdhen. Dies ist aber nicht moglich da z, ; die maximale Verdichtungszahl des Spoke
Diagrams ist.

Es ergibt sich also durch die Differenz z,; — zg die Anzahl der +R2b Moves die notwendig
und hinreichend sind um die gegebene Knotenprojektion zu einem konzentrischen oder
bi-konzentrischen Spoke Diagram zu verwandeln.

Der Algorithmus ist daher endlich und terminiert immer mit einem konzentrischen oder

bi-konzentrischen Spoke Diagram. O

4.5.3 Zur Bedeutung des Satzes

Wir haben durch die Zentrierungsmethode eine einfache Moglichkeit gefunden aus jeder
gegebenen Knotenprojektion ein konzentrisches bzw. bi-konzentrisches Spoke Diagramm
zu erzeugen. Falls wir ein bi-konzentrisches Diagramm erhalten, kénnen wir durch die
einmalige Anwendung von P (siehe 4.3.3) ein konzentrisches Diagramm erzeugen. Ausser-
dem kénnen wir durch die Berechnung von z, ; und zs sofort sagen wie viele Schritte (+R2b
Moves) bei einem gegebenem Spoke Diagram notig sind um es zu einem konzentrischen
bzw. bi-konzentrischen Spoke Diagram zu machen.

In den vorangegangenen Beispielen haben wir gesehen dass wir konzentrische Spoke Dia-
grams dafiir verwenden konnen um Knoten auf einfache Art zu unterscheiden.

Es ist auch moglich aus konzentrischen Spoke Diagrams zugehorige Zopfe zu generieren
wie wir in 4.6.10 sehen werden. Das wire ebenfalls ein Ansatz Knoten zu klassifizieren,
weil sich Zopfe durch ihre klare algebraische Struktur klassifizieren lassen. (siehe [Sos00,
5.42,57])
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4.5.4 Vergleich mit dem Vogel Algorithmus

An dieser Stelle soll nicht unerwéahnt bleiben dass bereits ein Algorithmus zum zentrieren
von Knotenprojektionen existiert. Es handelt sich um den Algorithmus von Vogel welcher
in [Sos00, S.44-51] ausfiihrlich erklart ist. Der Algorithmus ist allerdings etwas komplex
und bendtigt eine Vielzahl an neuen Definitionen. Es werden Knotenprojektionen in Seifert
Kreise umgewandelt, diese werden in Liander unterteilt und falls ungleichartige Lander
existieren werden bei der ausgehenden Knotenprojektion Operationen durchgefiihrt. Da-
nach erfolgt eine neue Umwandlung in Seifert Kreise usw. Es ist also nétig standig zwischen
Knotenprojektionen und Seifert Kreisen umzuwandeln und verschiedene Operationen an-
zuwenden. Dies ist bei der +R2b Zentrierungsmethode (siehe 4.5) nicht der Fall weil dabei
einfach nur +R2b Bewegungen auf Spoke Diagrams angewendet werden. Auflerdem ist der
Beweis des Satzes von Vogel nur mit dem Einsatz hochst komplizierter Methoden aus dem
Gebiet der algebraischen Topologie moglich ([Sos00, S.50]).

Der Zentrierungsalgorithmus von Harasko konnte also einen innovativen Fortschritt ge-
geniiber dem Vogel-Algorithmus bedeuten weil es nicht mehr nétig ist stindig zwischen
Knotenprojektionen und Seifert Kreisen zu wechseln und dort jeweils verschiedene Ope-
rationen durchzufiihren. Weiters konnen wir durch die Berechnung von z,; und z; sofort
bestimmen wie viele Schritte (+R2b Moves) bei einem gegebenem Spoke Diagram notig
sind um es zu einem konzentrischen bzw. bi-konzentrischen Spoke Diagram zu machen.
Auflerdem ist der Beweis des Satzes 4.5.2 sehr elementar im Vergleich zum Beweis des
Satzes von Vogel da keine algebraische Topologie notig ist.
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4.6 System zum Vereinfachen von Spoke Diagrams

4.6.1 Einleitung

Wir haben im vorigem Abschnitt eine Methode gefunden aus gegebenen Kontenprojektionen
konzentrische Spoke Diagrams zu erzeugen. In den vorangegangenen Beispielen haben wir
die konzentrischen Spoke Diagrams allerdings immer noch weiter vereinfacht indem wir
versucht haben die Anzahl der Spokes und der Kreise zu reduzieren. Diese Methode stammt
aus [Har08, S.11]. Wir mochten nun versuchen ob wir aus der verwendeten Methode ein
generelles System zum Vereinfachen von Spoke Diagrams gewinnen konnen sodass wir
diese bestmdglich vergleichen kénnen.

In 4.4 sind wir folgendermafien vorgegangen um Spoke Diagrams zu vereinfachen:
(i) erzeuge ein konzentrisches Spoke Diagram

(i) wende R3a immer in der Weise an, dass die Anzahl der Spokes im dufierem Ring
erhoht wird solange dies moglich ist. (Wir nennen eine solche Bewegung eine R3a
Bewegung nach aufen.)

(iii) wann immer es moglich ist Spokes oder Kreise mit R1 oder R2a Bewegungen zu
entfernen, fithre diese durch.

Bemerkung: Die Bewegung R3b ist zur Vereinfachung eines Spoke Diagrams also gar nicht

notig.

Untersuchen wir die Giite dieser Methode nun anhand eines weiteren Beispiels.
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4.6.2 Beispiel: Vereinfachen von Spoke Diagrams

Betrachten wir folgende zwei Spoke Diagrams. Es sind beides Spoke Diagrams des Perko
Paars (siehe 4.4.2) und somit dquivalent.

S S2

Abbildung 4.6.1: zwei dquivalente Spoke Diagrams S; und S

Die Spoke Diagrams sind bereits konzentrisch und wir haben den Fall, dass bei beiden
Spoke Diagrams keine weitere R3a Bewegung moglich ist sodass sich die Anzahl der Spokes
im dufleren Ring erhohen wiirde.

Wir haben also zwei Spoke Diagrams deren Aquivalenz wir mit unserer Methode in diesem
Fall nicht erkennen konnen. Fiir gewisse Fille versagt also die Methode aus 4.4.
Versuchen wir in dem Fall, wenn keine weiteren R3a Bewegungen nach aufien hin moglich
sind, umgekehrt R3a Bewegungen nach innen (also sodass sich die Anzahl der Spokes im
inneren Ring erhoht) durchzufiihren solange dies moglich ist.

R3a

@ @
S2
triviale
R3a Verformung
—_— —_—

Nun haben wir die selben Spoke Diagrams erhalten und kénnen somit sagen dass es sich
um dquivalente Spoke Diagrams bzw. Knoten handelt. Man hat also mehr Erfolg wenn man
nicht nur R3a Bewegungen nach aufien, sondern anschlieffend auch R3a Bewegungen nach

innen betrachtet.
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Wir miissen allerdings zugeben, dass bei S, eine R3a Bewegung auch an einer anderen
Stelle des Spoke Diagrams moglich gewesen ware. Wenn wir das beriicksichtigen und alle

Moglichkeiten fiir eine R3a Bewegung in die jeweilige Richtung durchfiihren erhalten wir
fiir jedes Spoke Diagram einen Baum!

S1
R3a
—

Abbildung 4.6.3: Baum von S;

Abbildung 4.6.4: Baum von S,

Wir sehen dass die beiden Baume ein gleiches Blatt ! (Blatter eines Baumes sind Spoke

Diagrams ohne ausgehende Pfeile) haben. Die Schnittmenge der Blétter von beiden Baumen
ist also nicht leer.

1 vgl. Baumdiagramm eines Entscheidungsbaumes: https:/ /de.wikipedia.org/wiki/Entscheidungsbaum
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4.6.3 Algorithmus zum Vereinfachen von Spoke Diagrams

Wir fassen nun die in 4.6.2 entwickelte Vereinfachungsmethode zu einem Algorithmus

Zusammen:

(i) Erzeuge mittels +R2b Methode (und ggf. P) ein konzentrisches Spoke Diagram.

(ii) Anjeder moglichen Stelle des Spoke Diagrams: wende R3a Bewegungen nach aufien

an solange dies moglich ist.

(iii) An jeder moglichen Stelle des Spoke Diagrams: wende R3a Bewegungen nach innen

an solange dies moglich ist.

o wann immer es bei ii) und iii) moglich ist Spokes oder Kreise mit R1 oder R2a

Bewegungen zu entfernen, fiihre diese durch.

Folgendes Flussdiagramm zeigt den detaillierten Ablauf des Algorithmus:

e = fiihre
(.f'/r'st das Dfagramf}x +R2b
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B il durch

T

P
/".’ 7----\\

o e
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“~._-R2a oder R1 Moves~~ J

“~._reduzieren? Bewegung “._duBeren Ring -
/ ~ g ; \E(thenz/ \
{ P v . |
| >
| S e
\ - il J
\\
\\ fiihre R3a /
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/
|
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e "’-«,\_\
//'/\ ‘\_\\ /‘/ ,,// AR
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Abbildung 4.6.5: Flussdiagramm des Algorithmus.

Weil der Algorithmus immer alle moglichen R3a Bewegungen durchfiihrt liefert er

am Ende einen Baum.
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Bemerkung: Harasko verwendet diesen Algorithmus (siehe [Har08, S.23]) ohne alle mog-
lichen R3a Bewegungen zu beriicksichtigen und auch ohne R3a Bewegungen nach innen
durchzufiihren. Die R3a Bewegung wird bei ihm nur in der Form verwendet sodass sich die
Anzahl der Spokes im dufSeren Ring erhoht, also nach aufSen. Es wird in jedem Schritt immer
nur eine (beliebige, von mehreren moglichen) R3a Bewegungen durchgefiihrt. Dies liefert
ihm ein einzelnes Spoke Diagram anstelle eines Baumes. Der von Harasko beschriebene
Algotithmus wiirde bei Beispiel 4.6.2 keine Aquivalenz der beiden Diagrammen finden.
Dazu ist anzumerken dass Harasko die Klassifikation der Knoten mittels Spoke Diagrams
auf dem Wege versucht, mit den konzentrischen Spoke Diagrams Polynome zu erzeugen
(siehe [Har08, 5.23]). Das Hauptaugenmerk wird bei Harasko nicht darauf gelegt eine Menge
von konzentrischen Spoke Diagrams fiir eine Klassifizierung zu suchen, was aber unsere

Intention ist.

4.6.4 Definition: Baum eines Spoke Diagrams

Wenden wir den Algorithmus 4.6.3 auf ein Spoke Diagram S an, so erhalten wir einen Baum.

Diesen nennen wir den Baum Bg des Spoke Diagrams S.

4.6.5 Definition: Minimales Spoke Diagram

Jedes Mal wenn beim Durchfiihren des Algorithmus keine weitere -R3a Bewegung (nach
auflen) oder keine weitere +R3a Bewegung (nach innen) moglich ist, so sind wir bei einem
speziellen Spoke Diagram angelangt. Ein Spoke Diagram welches diese Eigenschaft erfiillt
nennen wir ein minimales Spoke Diagram. Insbesondere sind alle Blatter eines Baumes Bg
minimale Spoke Diagrams, denn bei den Blattern ist keine +R3a Bewegung (nach innen)
mehr moglich.

Die Menge aller minimalen Spoke Diagrams des zu einem Spoke Diagram S zugehdrigen

Baumes Bg bezeichnen wir mit Mg.

4.6.6 Satz: Der Algorithmus terminiert

Sei S ein Spoke Diagram. Der Algrotithmus zum Vereinfachen von Spoke Diagrams ( 4.6.3) terminiert
nach einer endlichen Anzahl an Schritten und erzeugt eine endliche Anzahl minimaler Spoke
Diagrams die alle zu S dquivalent sind.

Beweis.

Die (endliche) Anzahl an Schritten zur Ausfithrung von i) haben wir bereits durch den Satz
4.5.2 gezeigt.
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Zu ii): Nachdem R3a Bewegungen die Anzahl der Spokes nicht verdndern und es nur
endlich viele Spokes in einem Spoke Diagram gibt, konnen R3a Bewegungen in jedem
Schritt nur an endlich vielen Stellen vorgenommen werden. An jeder dieser Stellen erhoht
die R3a Bewegung die Azahl der Spokes im dufleren Ring wobei die insgesamte Anzahl an
Spokes gleich bleibt. Da jedes Spoke Diagram nur endlich viele Ringe und Spokes hat, so
findet Schritt ii) des Algorithmus nach einer bestimmten Anzahl an Schritten sein Ende. Die
Anzahl der Schritte kann grob durch (Anzahl der Spokes - Anzahl der Kreise) nach oben
abgeschdtzt werden.

Analoges gilt fiir iii) mit inneren Ringen.

R1 und R2a werden jeweils im Algorithmus nur angewendet um die Anzahl der Spokes
oder Kreise zu reduzieren, dies kann trivialerweise bei einer endlicher Anzahl von Spokes

und Kreisen nur endlich oft passieren.

Nachdem i), ii) und iii) endliche Schritte des Algorithmus sind, terminiert der Algorith-
mus nach einer bestimmten Anzahl von Schritten und liefert uns eine bestimmte Anzahl

minimaler Spoke Diagrams. O

Bemerkung: Die Menge der minimalen Spoke Diagrams eines Spoke Diagrams S welche
der Algorithmus liefert enthélt im Regelfall nicht alle minimalen Spoke Diagrams die zu S
dquivalent sind (siehe Bsp: 4.6.2 ) und ist daher keine Invariante. Jedoch ist die Menge aller

minimalen Spoke Diagrams welche dquivalent zu S sind sogar eine vollstandige Invariante.

4.6.7 Satz: Eigenschaften von minimalen Spoke Diagrams

Seien zwei Spoke Diagrams Sy und Sy gegeben. Ist die Schnittmenge der minimalen Spoke Diagrams
von Bg, und Bg, nicht leer, also Ms, N Ms, # @, so reprisentieren Sy und S, den gleichen
Knoten.

Beweis.

Der Algorithmus 4.6.3 verwendet nur Reidemeister Bewegungen fiir Spoke Diagrams.
Enthélt die Schnittmenge Mg, N Ms, zweier Spoke Diagrams Sq, S; mindestens ein Spoke
Diagram Sy € Mg, N Ms,, so sind 51 und S, nach Satz 4.3.3 d4quivalent da eine Abfolge von
Reidemeister Bewegungen von S; zu S, durch die Aste der Biume welche zu Sy fiihren
angegeben werden kann. Weil wir zwei Spoke Diagrams als dquivalent definiert haben
wenn deren Knotenvertreter ambient istotop sind (Def: 4.3.3) repradsentieren sie daher den
gleichen Knoten. ad
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4.6.8 Vermutung: weitere Eigenschaften von minimal Spoke Diagrams

Die Anzahl sowohl an Spokes als auch an Kreisen ist bei einem minimalen Spoke Diagram
minimal. D.h. es gibt es kein dquivalentes Spoke Diagram mit kleinerer Anzahl an Spokes
oder Kreisen.

Bemerkung: Das wiirde bedeutet dass wir im Algorithmus 4.6.3 , wenn keine R3a Bewe-
gungen nach aufien mehr moglich sind, bereits die minimale Anzahl an Spokes als auch
Kreisen erreicht haben. Wir fithren aber dann trotzdem R3a Bewegungen nach innen aus

weil wir dadurch weitere minimale Spoke Diagrams erhalten.

4.6.9 Liefert das eine Klassifizierung der Knoten?

Fiir eine Klassifizierung mittels dieser Methode miissen wir uns die Frage stellen ob fiir
den Satz 4.6.7 die Umkehrung gilt. Erstellen wir Biume von Spoke Diagrams so haben
wir durch die Menge der minimalen Spoke Diagrams dieser Baume auch die Menge der
minimalen Spoke Diagrams der zugehorigen Knoten. Es stellt sich die Frage ob diese Men-
ge reprasentativ fiir die jeweiligen Knoten ist. Die Menge enthdlt jedenfalls nur endlich
viele Elemente wie wir in 4.6.6 gesehen haben und vielleicht konnte sie uns helfen den
Knoten zu klassifizieren. Jedenfalls konnen wir mittels Satz 4.6.7 dquivalente Knotenpro-
jektionen identifizieren falls die Schnittmenge ihrer minimalen Spoke Diagrams nicht leer
ist.

In meinen Untersuchungen war fiir zwei dquivalente Spoke Diagrams S; und S, auch
immer Mg, N Mg, # ©. Ob dies tatsdchlich allgemein gilt ist jedoch nur eine Vermu-
tung. Es besteht die Moglichkeit dass bei zwei dquivalenten Spoke Diagramms S; und S;
(desselben Knotens) die Menge Mg, N Mg, leer ist. In diesem Fall hilft uns die genannte
Methode zur Klassifizierung nicht weiter, weil wir dann moglicherweise gleiche Knoten
als verschieden identifizieren wiirden. Wir hitten dann noch immer die Moglichkeit das
HOMPFLY bzw. Jones Polynom zur Hilfe zu nehmen und so die Aquivalenz genauer zu
priifen. Ist allerdings das HOMFLY sowie Jones Polynom zweier Knotenprojektionen gleich
aber Mg, N Mg, = @ so kann keine Aussage iiber die Aquivalenz getroffen werden. Die
Frage nach der Klassifizierung von Knoten mittels Spoke Diagrams bleibt also vorerst
offen.
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4.6.10 Exkurs: Spoke Diagrams und Zopfe

(vgl. [Har08, S.19f]) Zopfe sind den Knoten verwandte topologische Objekte welche algebra-
isch besser strukturiert sind und daher klassifizierbar sind. Jeder Knoten lasst sich durch
die Schlieffung eines bestimmten Zopfes gewinnen. Detaillierteres tiber Zopfe findet sich
in [Sos00, 5.39] wir wollen hier nur den Zusammenhang zu Spoke Diagrams behandeln.
Wir konnen konzentrische Spoke Diagrams zu Zopfen umwandeln und umgekehrt aus
Zopfen konzentrische Spoke Diagrams bilden. Die Methode ist einfach: Wir wandeln zu-
erst mittels f¢ ! das konzentrische Spoke Diagram zu einer Knotenprojektion um. Diese
hat, wie konzentrischen Spoke Diagrams, die Eigenschaft dass sie einen bestimmten Mit-
telpunkt immer in gleicher Richtung umléduft. Diese Knotenprojektion kénnen wir nun
entlang eines Strahls aufschneiden der vom Mittelpunkt ausgeht (siehe Abbildung 4.6.6)
um sie dann zum Zopf auszurollen. Schlieffen wir einen Zopf an den Enden in umgekehr-
ter Weise und wenden wir dann fs an, so gelangen wir zu einem konzentrischen Spoke
Diagram.

0-@-¢
Q

Abbildung 4.6.6: konzentrisches Spoke Diagram wird zu Zopf
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5 Zusammenfassung und Conclusio

Es wurde eine Einfiihrung in die wichtigsten Begriffe und Resultate der Knotentheorie gege-
ben. Nach den wichtigsten Definitionen haben wir die Reidemeister-Bewegungen néher un-
tersucht. Die Klassifikationsversuche von Knoten mittels Knoteninvarianten, insbesondere

Knotenpolynomen und deren Probleme wurden besprochen.

Danach wurde eine neue Repréasentationsform fiir Knoten - die Spoke Diagrams nach E.
Harasko - vorgestellt und deren Verbindung zu Knoten und Knotenprojektionen beschrie-
ben. Die Reidemeister-Bewegungen wurden fiir Spoke Diagrams definiert und Beispiele
wurden gezeigt wie man Spoke Diagrams damit vereinfachen kann. Es wurde ein Kno-
ten als Unknoten entlarvt und die Aquivalenz des Perko-Paars mittels Spoke Diagrams
gezeigt.

Danach wurde mit dem Zentrierungsalgorithmus 4.5.2 eine Methode beschrieben mit
der man jede Knotenprojektion in ein konzentrisches Spoke Diagram umwandeln kann.
Konzentrische Spoke Diagrams wurden als besonders iibersichtliche Darstellungen von
Knoten erkannt welche auch in Zépfe umgewandelt werden konnen. Weiters wurde in 4.6.3
ein Algorithmus vorgestellt welcher beliebige Spoke Diagrams noch weiter vereinfacht.
Dazu wird ein Baum eines Spoke Diagrams erzeugt welcher endlich viele minimale Spoke
Diagrams enthélt. Die Menge dieser minmalen Spoke Diagrams wird fiir eine Klassifizierung
der zugehorigen Knoten vorgeschlagen.

E. Harasko hat mit der Einfiihrung der Spoke Diagrams und den Reidemeister-Bewegungen
tiir Spoke Diagrams eine neue und effektive Methode geschaffen Knoten zu vereinfachen
(siehe Beispiel 4.4.2). Der Zentrierungsalgorithmus 4.5.2 von Harasko kénnte einen inno-
vativen Fortschritt gegentiber dem Vogel-Algorithmus bedeuten weil es nicht mehr nétig
ist standig zwischen Knotenprojektionen und Seifert Kreisen zu wechseln und dort jeweils
verschiedene Operationen durchzufiihren. AufSerdem ist der Beweis des Satzes 4.5.2 sehr
elementar im Vergleich zum Beweis des Satzes von Vogel da keine algebraische Topologie
notig ist.

Weiter hat Harasko in seiner Arbeit [Har(08, 5.23] einen Algorithmus zum Vereinfachen von
Spoke Diagrams vorgestellt der am Ende ein minimales Spoke Diagram dquivalent zum
ausgehenden Spoke Diagram liefert. Dies bietet eine Moglichkeit um Knoten auf dquivalenz
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zu testen. Es reicht allerdings nicht immer aus um die Aquivalenz zweier Knoten bzw. derer
Spoke Diagrams zu zeigen wie wir in Beispiel 4.6.2 gesehen haben.

In dieser Arbeit wurde der Algorithmus von Harasko weiterentwickelt sodass er weitere
minimale Spoke Diagrams liefert und somit die Aquivalenz von Spoke Diagrams fiir eine
grofiere Menge an Spoke Diagrams zeigen kann. Der Algorithmus zum Vereinfachen von
Spoke Diagrams 4.6.3 liefert eine Menge an minimalen Spoke Diagrams zugehorig zu
einem Spoke Diagrams S. Diese Menge enthilt aber im Regelfall nicht alle minimalen Spoke
Diagrams die zu S dquivalent sind (siehe Bsp: 4.6.2) und ist daher keine Invariante. Es bleibt
offen ob der Algorithmus allgemein die Aquivalenz zweier Spoke Diagrams zeigen kann.
Die Vermutung 4.6.8 , dass die Anzahl sowohl an Spokes als auch an Kreisen bei einem mini-
malen Spoke Diagram minimal ist, entstand aus dem Experimentieren mit Spoke Diagrams
im Zuge dieser Arbeit.

Zusammenfassend wird vermutet das Spoke Diagrams neben Knotenpolynomen einen wei-
teren Schritt zur Klassifizierung der Knoten liefern konnten. Allerdings ist eine vollstandige
Klassifizierung dadurch vorerst nicht moglich. Eine weitere Untersuchung der minimalen
Spoke Diagrams konnte sich allerdings lohnen. Dazu wiirde es sich anbieten den Algorith-

mus 4.6.3 in einem Computerprogramm zu implementieren.
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