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Zusammenfasseng

In dieser Arbeit widmen wir uns dem allgemeinen Stokes’schen Integralsatz, der eine
Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Integral- und Differentialrechnung darstellt.
Mit wir sei in dieser Arbeit der Leser und ich der Verfasser gemeint, da mir diese
Geste der Miteinbeziehung in der mathematischen Literatur immer sehr gut gefallen
hat. Im Wesentlichen folgen wir dem dritten Band der Analysisreihe von Otto Forster!
mit einem Fokus auf Differentialformen. Im ersten Abschnitt bedienen wir uns zur
Beschreibung des Integrationsgebietes dem Konzept der Untermannigfaltigkeiten. Damit
konnen allgemeine Objekte in R™ mit den notwendigen Eigenschaften erfasst werden. Im
zweiten Abschnitt werden die Integranden auf eine einheitliche und umfassende Weise
durch Differentialformen beschrieben. Dabei versuchen wir, die Anschauungsebene nicht
aus den Augen zu verlieren. Schliellich wird im dritten Abschnitt der allgemeine Satz
von Stokes vorgestellt und bewiesen. Im vierten Abschnitt sehen wir, dass die klassischen

Integralsatze der Vektoranalysis im allgemeinen Satz enthalten sind.

Abstract

This work addresses Stokes’ integral theorem, which is a generalization of the law of
integral and differential calculus. The first section introduces the concept of submanifolds
to describe the area of integration. This can be used to capture general objekts in R™ with
the necessary properties. In the second section, integrands are described in a consistent
and comprehensive way through differential forms. Finally, in the third section, Stokes’
general proposition is presented and proved. In the fourth section the classical integral

theorems of vector analysis are obtained from the general theorem.
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1 Integrationsgebiete in R"

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung? lautet fiir eine stetige Funktion

f :[a,b] = R und fir eine Stammfunktion F': [a,b] — R von f

/abf — F(b) — Fla).

Das 1-dimensionale Integrationsgebiet ist also ein reelles Intervall [a, b] C R. Als Verall-
gemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung erlaubt der Satz
von Stokes auch eine Verallgemeinerung des Integrationsgebietes. Als Beispiel kann hier
eine Kugel ohne Nord- und Siidpol (siehe Beispiel 1.1) oder ein Torus in R? dienen. Diese

Objekte werden in geeigneter Weise durch k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten in

2ygl. 11, S.623.



1 INTEGRATIONSGEBIETE IN R"

R™ beschrieben. In diesem Abschnitt werden wir den Begriff prazisieren und notwendige

Eigenschaften erldutern.

1.1 Untermannigfaltigkeiten

Der R? als euklidischer Vektorraum zeichnet sich insbesondere dadurch aus, dass auf
ihm das Skalarprodukt definiert ist. Das gilt auch fiir Untervektorraume des R3, wie
allen 2-dimensionalen Ebenen und 1-dimensionalen Geraden durch den Nullpunkt.
Verschiebt man einen Untervektorraum des R® um einen Vektor, so gelangt man zum
Konzept des affinen Teilraumes. Betrachten wir zum Beispiel die zy-Ebene als Untervek-
torraum U des R3. Verschiebt man U um den Vektor a € R3, so erhalten wir den affinen
Teilraum ¢ + U = {a+ u : u € U} (vgl. Abbildung 1). Nun konnen affine Teilrdume als
lineare Untermannigfaltigkeiten aufgefasst werden.3

Untermannigfaltigkeiten sind k-dimensionale, im Allgemeinen gekriimmte Flachen in R™,
von denen man sich je nach Anwendung gewisse Eigenschaften wie Differenzierbarkeit
wiinscht. Eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit erfiillt dann nur noch lokal die

Eigenschaften eines k-dimensionalen euklidischen Raumes.

Definition 1.1 (Parameterdefiniert). 4+ Fine Menge M C R"™ heifit k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit, wenn es fir jeden Punkt in M eine offene Umgebung U C R™
sowie eine offene Teilmenge T C RF gibt und eine Funktion ¢ : T — R"™ mit den

FEigenschaften
(1) @ ist injektiv,
(ii) sowohl ¢ als auch die Umkehrabbildung @' : o(T) = (M NU) — T ist stetig,

(iii) @ ist stetig differenzierbar und der Rang der Jacobimatriz ist

91 91

oty : Oty
Rang(Dy) = Rang | Sl =k

don don

oty e Oty

3vgl. 11, S.241.
4ygl. 6, S.106.



1.1 UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

a+U

Abbildung 1: Ein affiner Teilraum (eine lineare Untermannigfaltigkeit)

Die Abbildung ¢ : T——(M N U) heiBt lokale Parameterdarstellung oder lokales
Koordinatensystem von M N U. Die Bezeichnung deutet schon an, dass die Unterman-
nigfaltigkeit lokal wie der k-dimensionale euklidische Raum aussieht, mit den lokalen
Koordinaten (¢1,...,t;) € T. Man integriert dann iiber Untermannigfaltigkeiten, indem
man (mit Hilfe des Riicktransports, den wir im zweiten Abschnitt erkléren werden) tiber
diese lokalen Koordinaten integriert. Die Umkehrabbildung ¢! : (M N U)—T nennt
man Karte, passend dazu nennt man M NU Kartengebiet und U Kartenumgebung.®

Die erste Bedingung garantiert, dass es (eingeschrankt auf das Bild von ¢) eine
Umbkehrabbildung geben kann, also dass ¢ : T——=p(T') bijektiv ist (Die Tilde iiber dem
Pfeil steht fiir eine bijektive Abbildung). Der Rang der Jacobimatrix Dy € M, x(R) soll
k sein, also wird verlangt, dass die k Spaltenvektoren linear unabhéngig sind. Das ist

der Fall, wenn eine Unterdeterminante der Jacobimatrix

9eiy 9eiy
oty e Oty
oty T Oty

Svgl. 3, S.266.



1 INTEGRATIONSGEBIETE IN R"

Abbildung 2: Parameterdefinierte Untermannigfaltigkeit
R’I’L

Rk

€ M (R) mit k Komponentenfunktionen ¢, , ..., ¢;, und Indices 1 < iy <...<iy <n
nicht verschwindet. Da die Determinante eine stetige Funktion ist, gilt die lineare

Unabhéngigkeit auch in einer hinreichend kleinen Umgebung.®
Beispiel 1.1. 7

Die Parameterdarstellung einer Kugelsphére in R? mit Radius 1, welche durch Rotation

der Kreisline
sin(0)

cos(0)
in der xz-Ebene um die z-Achse entsteht, ist durch
sin(#) - cos(p)

(0,¢) — | sin(#) - sin(yp)
cos(0)

bvgl. 6, S.104f.
“vgl. 6, S.107f.



1.2 TANGENTIALRAUM

gegeben. Wir wéihlen den Rotationswinkel ¢ um die z Achse aus dem offenen Inter-
vall ]0,27[. Den Poldistanzwinkel 6 beschranken wir auf den Intervall ]0, 7|, da die

Jacobimatrix der Parameterdarstellung

cos(f) - cos(yp) —sin(f) - sin(y)
cos(f) - sin(p)  sin(f) - cos(p)
— sin(0) 0

nur fir @ # 0, 7, 27, . . . in zweiter Spalte keinen Nullvektor aufweist und damit maximalen
Rang hat. Das macht die Kugelsphére ohne die Punkte (0,0,1) und (0,0,-1) zu einer

2-dimensionalen Untermannigfaltigkeit im 3-dimensionalen Raum.

1.2 Tangentialraum

Betrachten wir die parameterdefinierte Untermannigfaltigkeit M aus Definition 1.1. Die
k Spaltenvektoren der Jacobimatrix spannen einen k-dimensionalen Raum auf, den
Tangentialraum T,(M) im Punkt p an der Untermannigfaltigkeit M. Man erhélt einen
Tangentialvektor v auch an einer beliebigen stetig differenzierbaren Kurve o :] — ¢, +¢[—

M NU mit U C R", indem man die Ableitung von « an der Stelle t=0 bildet. Es gilt
a'(0) = v

fir a(0) = p und € > 0. Die Gesamtheit aller Tangentialvektoren an Kurven durch den
Punkt p ist in 7,(M) enthalten, was ihn isomorph zu R* macht. Abbildung 3 zeigt zwei
Tangentialvektoren einer parameterdefinierten 2-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
des R3. Sie spannen im Punkt p = ¢(t) die 2-dimensionale Tangentialebene auf.®

Untermannigfaltigkeiten kénnen auch als Nullstellengebilde von (n-k) stetig differenzier-

baren Funktionen oder mit Graphen definiert werden:

Satz 1.1. Y Eine Teilmenge M C R™ ist genau dann eine k-dimensionale Untermannig-

faltigkeit, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen gelten:

8vgl. 7, S.224.
9vgl. 6, S.108f.



1 INTEGRATIONSGEBIETE IN R"

Abbildung 3: Tangentialraum an einer parameterdefinierten Untermannigfaltigkeit
T3

a1

T2

ta

(1) (Gleichungsdefiniert) Zu jedem Punkt in M gibt es eine offene Umgebung U C R™

und stetig differenzierbare Funktionen

(fl"'wfnfk) : U—>Rn7k’

sodass
MNU={z€U: fi(z)=...= foi(z) =0}
und
of1 ofr
Ox1 e Oxn
Rang(Df) = Rang : : =n—k
afnfk 8fn7k
Ox1 e Oxn

fur jeden Punkt in M NU.

(it) (Graphendefiniert) Zu jedem Punkt in M gibt es nach eventueller Umnummerie-

rung der Koordinaten offene Umgebungen U' C R¥ mit 2’ = (21, ..., x3) € U’ und

10



1.3 PARAMETERTRANSFORMATION
U’ C R"F mit 2" .= (2441, ..., ) € U" und eine stetig differenzierbare Abbildung
g:U —=U",

sodass

MNU xU")={(",2")e (U xU"): 2" =g(a")}.

Fiir einen Beweis siehe [6, S.108]. Wéahlen wir eine graphendefinierte Untermannig-
faltigkeit mit U’ C R? und U” C R, liegt der Gradient Vg(z’) in R? und zeigt dabei
die Richtung der gréfiten Anderung des Funktionswertes g(2') an (vgl. Abschnitt 5.1).
Weiter spannt der Vektor (—Vg(p'), 1) den Normalenraum N,(M) auf, mit U = U’ x U”
und p = (p',g(p')) € M NU. Abbildung 4 soll das illustrieren. Ein Normalvektor aus
N, (M) steht orthogonal auf der Tangentialebene T),(M). Auf einer orientierbaren Unter-
mannigfaltigkeit bilden die &uleren Normalvektoren normiert auf die Lange 1 ein duferes
Einheitsnormalenfeld auf der Untermannigfaltigkeit (mehr dazu in Abschnitt 1.6).1°

Wird hingegen eine Untermannigfaltigkeit gleichungsdefiniert durch n-k stetig diffe-
renzierbare Funktionen beschrieben, entspricht der transponierte j-te Zeilenvektor der

Jacobimatrix
oo
ox," " Oz,

)T =V

gerade dem Gradienten der j-ten Komponentenfunktion mit 1 < j < n — k. Da die
Gradienten linear unabhéngig sind, spannen sie einen (n-k)-dimensionalen Raum auf;,

den Normalenvektorraum in p € M. Abbildung 5 zeigt das fiir k=2 und n=3.!

1.3 Parametertransformation

Gegeben seien zwei Parameterdarstellungen einer Untermannigfaltigkeit mit den Eigen-
schaften aus Definition 1.1, deren Bilder sich auf der Untermannigfaltigkeit treffen (vgl.
Abbildung 6). Ein Wechsel zwischen diesen Abbildungen (eine Parametertransformation)
ist dann nach Satz 1.2 zuldssig, da dieser durch eine bijektive, stetig differenzierbare

Funktion beschrieben wird, dessen Umkehrabbildung ebenfalls stetig differenzierbar ist.

0ygel. 1, S.96.
Hyel. 7, S.179.

11



1 INTEGRATIONSGEBIETE IN R"

(=Vg(®), 1)

T,(M)

- V()
T2

Abbildung 4: Normalvektor an einer graphendefinierten Untermannigfaltigkeit

V£p)

T,(M)

T

T2

Abbildung 5: Normalvektor an einer gleichungsdefinierten Untermannigfaltigkeit

12



1.4 ABGESCHLOSSENE HULLE UND OFFENER KERN

Es ist also unerheblich, welche Abbildung man fiir die Darstellung der Bildschnittmenge
auf M wahlt. Notwendig wird dieser Wechsel, wenn eine Untermannigfaltigkeit von mehr
als nur einer Parameterdarstellung tiberdeckt wird, was im Allgemeinen der Fall ist. Zu

Uberschneidungen kommt es bei einer offenen Uberdeckung zwangsliufig.
Satz 1.2 (Parametertransformation). * Sei M C R" eine k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit wie in Definition 1.1 und seien

g Tj—V; C M,5=1,2

zwet Parameterdarstellungen, wobei sich die Bildmengen Vi und Vs tiberlappen sollen.
Dann sind W; = ¢;1(% NVa), die Urbilder von Vi N'Vs, offene Teilmengen von T; C R
und

T=(py 0p1): Wi = W,y
15t
(i) bijektiv und
(ii) stetig differenzierbar, wobei auch die Umkehrabbildung
(iii) 771 stetig differenzierbar ist.

Fiir einen Beweis sei auf [7, S.164] verwiesen.

1.4 Abgeschlossene Hiille und offener Kern

Wir prazisieren noch einmal die Umgebung eines Punktes: Es sei p ein Punkt in R™ mit
p € B C R"™ eine offene Menge (zum Beispiel ein offener n-dimensionaler ,Ball* mit
Radius > 0 und p im Mittelpunkt). Weiter sei U C R" eine Menge. Dann ist U eine
Umgebung von p, wenn es ein B gibt, das ganz in U enthalten ist. Die Existenz einer
solchen offenen Menge B macht U also erst zu einer Umgebung. Abbildung 7 soll das

zeigen. Sei nun A C R™ eine Menge und i, € A. Man sagt,

(i) ¢ ist ein innerer Punkt von A, wenn eine Umgebung von ¢ ganz in A liegt und

12yel. 7, S.164.
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1 INTEGRATIONSGEBIETE IN R"

Abbildung 6: Verhalten beim Wechsel der Parmeterdarstellung

Abbildung 7: Offene Menge B in der Umgebung eines Punktes

14



1.4 ABGESCHLOSSENE HULLE UND OFFENER KERN

(ii) r ist ein Randpunkt von A, wenn jede Umgebung von r sowohl A, als auch R™\ A

trifft.

Wo sich ein Punkt befindet, léasst sich also mit Hilfe von Umgebungen festlegen. Den
Punkten im Inneren einer Menge und jenen am Rand werden unterschiedliche Rollen
zukommen. Wir fassen die inneren Punkte von A zu einer Menge zusammen und
bezeichnen sie mit ;1, den offenen Kern von A. Mit 0A meint man dann die Menge aller

Randpunkte (vgl. Abbildung 8). Es gilt:
A=A\ 0A.

Die Vereinigung einer Menge A mit seinem Rand werden wir als abgeschlossenen Hiille
oder Abschluss
A=AU0A

bezeichnen.!3

Der Kern wird im nachstehenden Lemma und der Abschluss in der nachsten Definition

Abbildung 8: Innerer Kern und Rand

Verwendung finden: Sei {U;, Uy} eine offene Uberdeckung einer kompakten Menge A, wie
es zum Beispiel Abbildung 9 zeigt. Dann kann man in jedem U; mit i € {1,2} kompakte
Teilmengen A; finden, sodass deren Kerne /L ebenfalls eine offene Uberdeckung von A

bilden.
Byel. 1, S.11.

15



1 INTEGRATIONSGEBIETE IN R"

Lemma 1.1. ¥ Sei (U;)ier die offene Uberdeckung einer kompakten Menge A C R™.

Dann gibt es kompakte Mengen A; C U;, deren Kerne ebenfalls eine offene Uberdeckung
von A bilden.

Beweis. Da A kompakt ist, hat jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung,
sei also die Indexmenge I = {1,...,n} endlich. Wir zeigen die Behauptung induktiv:
Man setze K7 := A\ Up_, U;. Eine abgeschlossene Menge abziiglich einer Vereinigung
offener Mengen ist wieder abgeschlossen, also ist K7 abgeschlossen und iiberdies kompakt,
da Kj in A enthalten, also beschréankt ist. Die offene Menge U; ist eine Umgebung
der kompakten Menge K. Um jeden Punkt aus K; gibt es also nach Definition der
Umgebung einen offenen Ball, der ganz in U; enthalten ist. Alle diese Bélle bilden eine
Uberdeckung der kompakten Menge K, also ist K in einer endlichen Vereinigung dieser
Balle enthalten, die wir als By bezeichnen wollen.

Wir wéhlen eine kompakte Menge A; mit K C/ilg By, dann ist die kompakte Menge
Aj jedenfalls in U; enthalten und ;{1 UUj_, U; bildet eine offene Uberdeckung von
A. Angenommen, UZ_:II /Cl)k UUp_, U; ist bereits eine offene Uberdeckung von A, wobei
i-1 offene Mengen U}, sukzessive durch Kerne kompakter Mengen Aj, ersetzt wurden.
Man bilde K; := A\ U};_:ll /ik UUj=it1 Ui, dann ist K; kompakt in U;. Es muss dann
wieder eine kompakte Menge A; geben, sodass K; CfLC A; C U; gilt, also ist auch
Ui_, Ay U U1 Ui eine offene Uberdeckung von A. O

U, Us

Abbildung 9: Uberdeckung einer kompakten Menge A mit kompakten Teilmengen

Bemerkung 1.1. ° Auf Untermannigfaltigkeiten bezogen werden Rdnder in abge-

schwdchter Form verstanden. In R? ist zum Beispiel der Rand einer Kreisscheibe K eine

lygl. 12, S.49.
5ygl. 7, S.161,S.294.
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1.5 KOMPAKTER TRAGER

Kreislinie. Eingebettet in die x,x5-Ebene des R? ist der topologische Rand von K jedoch
die Kreisscheibe selbst. Dass dennoch von der Kreislinie die Rede ist, konnen wir mit der
Relativ-Topologie ausdriicken. Bezeichnen wir mit E die x1x9-Fbene, dann ist mit dem
Rand von K relativ E wieder die Kreislinie gemeint. Sei also M eine k-dimensionale

Untermannigfaltigkeit in R™ und V., A C M Teilmengen, dann halten wir fest:

(i) Es ist V relativ M offen genau dann, wenn es eine offene Umgebung U C R™ gibt,
sodass V := M N U gilt (und im Allgemeinen muss V nicht offen in R™ sein).

(ii) Man kann dann zeigen: Es ist A relativ M kompakt genau dann, wenn A in R"

kompakt ist.

(7ii) Der Rand von A relativ M wird mit Oy A bezeichnet und ist die Menge aller
Punkte, dessen Umgebungen sowohl Punkte aus A, als auch Punkte aus M \ A

enthalten (und entspricht im Allgemeinen nicht dem topologischen Rand).
(iv) Der Kern von A relativ M ist A\ OpA.
(v) Der Abschluss von A relativ M ist AU Oy A.

Des Weiteren wollen wir auf die exakte Bezeichnung Oy A verzichten, aber den Rand

0A einer Menge A auf einer Untermannigfaltigkeit M als solchen verstanden wissen.

1.5 Kompakter Trager

Ist f: M — R eine skalare Funktion auf M, dann nennt man die abgeschlossene Hiille

der Nichtnullstellenmenge den Trager der Funktion.

Definition 1.2 (Triger). 6 Sei M C R" und f : M — R eine Funktion. Dann ist die
Menge

Tr(f) :={zeM: f(z) # 0}

der Trager von f. Dabei wollen wir den Abschluss relativ M verstehen.

16yg]. 8, S.322.
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1 INTEGRATIONSGEBIETE IN R"

Bemerkung 1.2. Es kann passieren, dass der Trager von f nicht im Definitionsbereich
enthalten ist, wenn der topologische Abschluss (relativ R™) betrachtet wird. Sei zum
Beispiel ein offenes reelles Intervall M :=]a,b[ und eine Funktion gegeben, die auf M
konstant 1 und sonst identisch 0 ist. Dann ist die Nichtnullstellenmenge |a,b[ und der
topologische Abschluss (relativ R) ist |a,b], also nicht in M enthalten. Der Abschluss
relativ M ist jedoch ]a,b[. Wir werden spdter verlangen, dass der Trager ganz im Bild

einer jeden Parameterdarstellung enthalten ist.
Beispiel 1.2.
Abbildung 10 zeigt den Graphen der Funktion
fR—=R
mit
flz)=(x+2)-(x—1) .

Die Nichtnullstellenmenge von f ist R\ {—2,0, 1}. Die abgeschlossene Hiille der Nicht-

nullstellenmenge und damit der Tréger von f ist ganz R.
Bemerkung 1.3.

Der Trager in Beispiel 1.2 ist nicht kompakt, weil nicht beschrankt. Im dritten Ab-
schnitt werden wir uns aber besonders fiir Funktionen mit kompaktem Triger interessie-
ren. Das Integral dieser Funktionen verschwindet dann, wenn man das Integrationsgebiet
nur geniigend ausdehnt, denn auflerhalb des kompakten Tragers nehmen die Funk-
tionswerte den Wert Null an. Der kompakte Trager ist ein zentraler Aspekt in der

Beweisfiihrung des Stokes’schen Integralsatzes.

1.6 Orientierung

Die Orientierung eines reellen Intervalls [a, b mit a < b ist bereits durch die Ordnung auf
der Zahlengeraden festgelegt. In R™ mit n > 2 gibt es keine natiirliche Ordnung wie auf

der Zahlengeraden, dennoch kann man die Orientierung einer Basis des R™ definieren.

18



1.6 ORIENTIERUNG

Abbildung 10: Nichtnullstellenmenge einer Funktion

Eine Basis heifit dann positiv orientiert, wenn deren Determinante ein positives Vorzei-
chen tragt. Durch die kanonische Basis (e, ..., e,) erhélt der R™ auf natiirliche Weise
eine Orientierung mit det(ey,...,e,) = +1 > 0. Das Vorzeichen ist von der gewéhlten
Reihenfolge der Basisvektoren abhangig, da sich beispielsweise durch Vertauschung
zweier Spalten das Vorzeichen umkehrt. Verallgemeinern wir die eingangs erwahnte
lineare Funktion zu einer linearen Transformation. Das ist fiir U C R" offen eine lineare
Abbildung 7 : U — R", welche anstelle reeller Zahlen Punkte aus U abbildet, indem
der Punkt mit einer n X n Matrix multipliziert wird. Ist die Determinante dieser Ma-
trix positiv, nennt man die lineare Transformation orientierungstreu. Betrachten wir
nun eine Fliche in R? und die Normalvektoren an einem Punkt dieser Fliche. Davon
gibt es immer zwei, einen auf jeder Seite. Es stellt sich die Frage, welcher der beiden
Normalvektoren die positive Orientierung tragt. Hierfiir bildet man die Determinante
eines Normalvektors mit den Tangentialvektoren an der Ebene (in einer festgelegten
Reihenfolge). Diese Vektoren bilden eine Basis fiir den R?, dessen Orientierung bestimmt
werden kann. Der Normalvektor ist dann positiv orientiert, wenn die Determinante
dieser Basis positiv ist. Ziehen wir noch einmal den Begriff der Parametertransformation
aus Definition 1.2 heran. Je zwei Parameterdarstellungen ¢ und s mit @1y, = @207
heiflen dann gleich orientiert, wenn die Parametertransformation 7 orientierungstreu ist.
Eine Untermannigfaltigkeit M heiflt orientiert, wenn alle Parametertransformationen

von M orientierungstreu sind.!”

17ygl. 12, S.72.
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1 INTEGRATIONSGEBIETE IN R"

Definition 1.3 (Orientierung). Sei (eq, ..., e,) und (vi,...,v,) jeweils eine Basis eines

n-dimensionalen Vektorraumes und 1 < i <n.

(i) (Gleiche Orientierung.)!® Man nennt die Basen gleich orientiert, wenn die Deter-

minante der linearen Transformation T € M,(R) mit
7'(67;) = V;

ein positives Vorzeichen trigt.

(ii) (Positive Orientierung.)'® Die Basis heifit positiv orientiert beziiglich der kanomni-
schen Orientierung des R™, falls

det(vy,...,v,) >0

18t.
(iii) (Orientierungstreue.)®’ Sei
7 Wi —Ws

eine stetig differenzierbare Parametertransformation wie in Satz 1.2. Dann nennt

man T orientierungtreu, wenn die Determinante der Jacobimatrix von T

o o1
oxry ' Oz
det(D7) =det | :
Otk Ot
oxr1 = Oz

ein positives Vorzeichen tragt und orientierungsumkehrend im Falle eines negativen

Vorzeichens.

18ygl. 12, S.73.
9yel. 7, S.271.
20y]. 7, S.265.
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1.7 ORIENTIERUNG VON HYPERFLACHEN

1.7 Orientierung von Hyperflachen

Sei M C R” eine (n-1)-dimensionale orientierbare Untermannigfaltigkeit und U C R™
offen. Die Orientierung der sogenannten Hyperfliche kann durch auflere Normalvek-
toren beschrieben werden. Diese werden normiert auf die Linge 1 zu einem &ufleren

FEinheitsnormalenfeld von M zusammengefasst, das durch eine stetige Abbildung

n: M —R"

mit ( )
VS

"P) = 1 F o)

festgelegt ist, wobei f eine gleichungsdefinierte Darstellung einer Untermannigfaltigkeit
wie in Definition 1.1 ist. Ist (vq,...,v,_1) eine positiv orientierte Basis einer Tangential-

ebene T,(M), dann heifit das Einheitsnormalenfeld n positiv orientiert, wenn

det(n(p),vy...,vp—1) >0

gilt. Konkret heifit das fiir die Parameterdarstellung

p:T—V CM

einer Untermannigfaltigkeit M mit 7" C R"! offen, dass man mit

’ 0ty ? 7 Otn—1

det (n(p(0)), %0, .. 220} > 0

eine positive Orientierung erhélt, wobei t = (t1,...,t,-1) € T und ¢(t) = p € V gilt.

Dabei kann man mit

v(t) = , 1e{l,...,n—1}
ot
die Tangentialvektoren an M identifizieren.?!

Beispiel 1.3. #*

2lygl. 7, S.272.
22yel. 7, S.274.

21



1 INTEGRATIONSGEBIETE IN R"

Eine Kreisfliche

K={zecR:|z] <r}CR

mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung und Radius r» > 0 hat den Rand
OK = {z e R*: |a| =r} C R,
eine 1-dimensionale Hyperfliche oder 1-Sphére S in R2. Fiir T' =|0, 7| sei
p: T — 5
eine Parameterdarstellung mit
o(t) = r - (cos(t),sin(t)).

Wir wahlen ein normiertes dufleres Einheitsnormalenfeld

n:S; — R?
mit
1
”(P) = P;

fir einen Punkt p € o(T') C S;, wie Abbildung 11 zeigt. Es ist

cos(t) —sin(t)

= cos?(t) +sin®(t) = 1 > 0,
sin(t)  cos(t)

det (n(p(r)), % 1)) = det

also ist der Rand positiv orientiert. Durch weitere solcher Parameterdarstellungen
- zum Beispiel eine einzige weitere auf 7" =|r/2, (2r + 7/2)[ - kann die 1-Sphéare
vollstandig tberdeckt werden. Den Normalvektor erhalt man auch, indem von der

gleichungsdefinierten Darstellung

flx)=2>+9y*—r*=0

22



1.8 HALBRAUM

der Gradient

gebildet wird und der Gradient von f durch dessen Léange

V222 4+ (29)2 = /22(a2 + y2) = 22 + 42 = 2r

dividiert wird.

Abbildung 11: Orientierung einer 1-Sphére

1.8 Halbraum

Wir interessieren uns auch fiir den Rand von Untermannigfaltigkeiten bzw. fiir berandete
Mengen auf Untermannigfaltigkeiten. Die Rander erhélt man, indem man Parameter-

darstellungen auf Mengen mit Rand definiert, zum Beispiel einem Halbraum:

Definition 1.4 (Halbraum). *° Ein k-dimensionaler Halbraum ist die Menge

H; = {(a:l, L) €RYay < 0}

23], 7, S.291.
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1 INTEGRATIONSGEBIETE IN R"

mit dem durch die (k-1)-dimensionale Hyperebne beschriebenen Rand
0Hj, == {(ml, L) ERY i xy = 0} )

Fir k = 1 ist der Halbraum H; das Intervall | — oo, 0] und der Rand 0H; = {0}. Der
Halbraum H; liegt also auf einer Geraden und der Rand 0H; ist die O-dimensionale
Hyperebene, ein Punkt auf der Zahlengeraden.

Fiir k = 2 ist der Halbraum H, die Halbebene {(z1,z2) € R? : ; < 0} und der Rand
ist als 1-dimensionale Hyperebene die Gerade {(z,72) € R? : z; = 0}.
Fir k = 3 ist die 2-dimensionale Randhyperebene des Halbraums Hj die zox3-Ebene.

Die Normalvektoren des Randes

Abbildung 12: 1-, 2- und 3-dimensionale Halbrdume
0H, @

T

%1
Xy

7.

T2

61:(1,0,...,())

lassen sich zu einem &ufleren Einheitsnormalenfeld zusammenfassen. Mit den Tangenti-

24



1.9 UNTERMANNIGFALTIGKEITEN MIT RAND

alvektoren e,, . .., e, sind die Einheitsnormalvektoren e; in R* positiv orientiert, denn
det(eq, eq,...,ex) = 1.

Abbildung 12 zeigt 1-, 2- und 3-dimensionale Halbrdume.

1.9 Untermannigfaltigkeiten mit Rand

Da uns jetzt das Konzept des Halbraumes
Hk: {({131,...,.]7k) T SO} CRk

bekannt ist, wollen wir nun auch eine Untermannigfaltigkeit mit Rand definieren:

Definition 1.5 (Rand einer Untermannigfaltigkeit). %4 Sei T C R* offen und V C R™.
Dann ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand, wenn jeder Punkt in

M ein lokales Koordinatensystem
p: T—V

(mit den Eigenschaften aus Definition 1.1) in Hy besitzt. Dabei enthdalt
(i) TN Hy, =T lokale Koordinaten nur fir innere Punkte von M NV relativ M und

(i) T NOHy # O stellt lokale Koordinaten nur fir Randpunkte in OM NV relativ M

bereit.

1.10 Kompakta mit glattem Rand auf Untermannigfaltigkeiten

Wir wollen nun eine kompakte Teilmenge auf einer Untermannigfaltigkeit M und dessen
Rand relativ M betrachten, der lokal wie der Rand eines Halbraumes aussieht. Dabei
werden glatte Rander durch unendlich oft differenzierbare Parameterdarstellungen

beschrieben.

2ygl. 12, S.98.
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2 DIE INTEGRANDEN IN R"

Definition 1.6. #?° Sei A C M eine kompakte Teilmenge einer k-dimensionalen Unter-
manigfaltigkeit M C R™ und T C RF offen. Wir sagen, A habe glatten Rand, falls es fiir

jeden Randpunkt in OA ein lokales Koordniatensystem
p:T—V CcM
mit folgenden Figenschaften gibt (vgl. Abbildung 13):

(i) o(H,NT)=ANV

(ii) p(OH,NT) =dANV.

Abbildung 13: Kompaktum mit Rand auf einer Untermannigfaltigkeit

2 Die Integranden in R”

In diesem Abschnitt werden wir die Integranden des Integrals iiber Untermannigfaltigkei-
ten besprechen. Differentialformen liefern einen einheitlichen Zugang fiir eine allgemeine
Formulierung des Stokes’schen Integralsatzes. Da es sich dabei um ein recht abstraktes
Konzept handelt, erlautern wir zuerst Vertrautes, um dann Pfaff’sche Formen einzufiih-
ren, welche durch das Dachprodukt zu Differentialformen k.Ordnung fortgesetzt werden

kénnen.

25ygl. 7, S.294.
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2.1 DIFFERENTIALOPERATOREN ZWISCHEN FELDERN

2.1 Differentialoperatoren zwischen Feldern

Als Einstieg wollen wir sehen, wie der Gradient und die Divergenz (die Begriffe werden
in Abschnitt 5.1 vorgestellt) einen Zusammenhang zwischen einem Skalarfeld und einem

Vektorfeld herstellen (siche Abbildung 14).
Beispiel 2.1.

Sei U C R? offen. Die stetig differenzierbare Funktion
f:U—=R
(z,y) =z +y

definiere ein skalares Feld, das jedem Punkt p € U eine reelle Zahl (einen Skalar)
zuordnet. Man kann sich den Wert f(p) an den Punkt p angeheftet vorstellen. Weiter sei

F:U—R?

ein Vektorfeld, das jedem Punkt p in U einen Vektor anheftet. Wéhlen wir fiir

af /0x
af /9y

F:=Vf=

den Gradienten von f, dann sieht man folgenden Zusammenhang: Der Gradient macht
aus einem skalaren Feld ein Vektorfeld und die Divergenz macht aus einem Vektorfeld
ein skalares Feld. Abbildung 14 soll das fiir einige Punkte und Vektoren verdeutlichen.
Zum Beispiel triagt der Punkt (1,2) den skalaren Wert 1+2=3, der Gradient von f ist
an jedem Punkt der Vektor (1,1) und die Divergenz ist (als Spezialfall) in jedem Punkt
Null.

2.2 Cotangentialvektor
Betrachten wir zuerst den physikalischen Hintergrund des Skalarprodukts.

Beispiel 2.2.

27



2 DIE INTEGRANDEN IN R"

Skalares Feld Vektorfeld Skalares Feld
Yy Y y
( Vf(p) , R
f(.p) Gradient / / / Divergenz . .dWF (p)
. VY b
T T -

Abbildung 14: Differentialoperatoren zwischen Feldern

Sei 5 € R"™ ein Vektor mit

s=/s7+...+ 52

der Lange des Vektors und F C R" eine Kraft mit
F=\Ft+. . +F?

der Lénge des Vektors F. Angenommen, die Vektoren liegen auf einer gemeinsamen
Geraden, dann berechnet sich die Arbeit entlang des Vektors s durch W = F - s.

Andernfalls wirkt nur ein Teil von F in Richtung von §, ndmlich die auf § projizierte

W=F-s

F 5

Abbildung 15: Arbeit im 1-dimensionalen Fall
Kraft ﬁpr (vgl. Abschnitt 5.4). Die Arbeit entlang der Verschiebung ergibt sich dann mit

F1 S1
W=F.§=(F

S

I

Il
=
B
+
H
=
c;
3

dem Skalarprodukt der Vektoren F = (F,...,F,) und §= (sq,...,5,), wobei W; die
Arbeit in Koordinatenrichtung x; fiir i € {1,...,n} darstellt. Abbildung 16 zeigt das in
R3. Die Arbeit W; € R berechnet sich dann durch F; - s; und die ,,Koordinatenvektoren®

F; und 35; liegen auf einer gemeinsamen Verlangerung. Die Lange F,, der projizierten
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2.2 COTANGENTIALVEKTOR

Kraft berechnet sich durch das Skalarprodukt

von F mit dem normierten Vektor §- % Die Arbeit W ergibt sich andererseits wieder

aus dem Produkt der Lénge F}, der projizierten Kraft und s der Lange des Vektors s

Fpr-s—<ﬁ,§.i>-s—<ﬁ,§-i-s>—<ﬁ,§>,

da diese auf einer gemeinsamen Geraden liegen.
Nun betrachten wir diesen Zusammenhang in einem ganz anderen Licht: Wir wollen,
I3

sl

Wi

|4}

T

W

p

Abbildung 16: Physikalische Interpretation des Skalarproduktes als Arbeit

dass die Kraft in einem Punkt p als Funktion auftritt (Da die Kraft in einem Kraftfeld
vom Punkt p abhéngt, miissen wir F(p) schreiben). Dann kénnte F(p) am Vektor § mit
Hilfe des Skalarprodukts durch F(p)(3) := <ﬁ (p), §> ausgewertet werden.

Dann steht F'(p) zugleich fiir eine Funktion F'(p) : R” — R und fiir einen “Covektor*

von §, da er zusammen mit § im Skalarprodukt auftritt. Ist zudem ¢ € T,(U) ein

29



2 DIE INTEGRANDEN IN R"

Tangentialvektor an eine Kurve o im Punkt p € U, macht das F (p) zu einem Element
des dualen Vektorraumes T (U) (aller linearen Funktionen T,(U) — R) von T,(U),
also zu einem Cotangentialvektor von . Wenn aber F (p) ein Cotangentialvektor ist,
dann wiirden wir wie im néchsten Abschnitt die Funktion F , welche einem Punkt p
einen Cotangentialvektor zuordnet, als Pfaff’sche Form bezeichnen. Mit dem Wert des
Cotangentialvektors berechnet sich die Arbeit im Punkt p. Uber die Kurve integriert

erhdlt man die Arbeit der Verschiebung eines Massepunktes entlang der Kurve durch

das Kraftfeld?®:
/Q<F*<p),ﬁ> :/aﬁ.

Geméf diesem Schema

F
p—m— F(p) ) )
7 ———— F(p)@) = (F(p),?)

hat sich die Bezeichnung F von Rechts nach Links durchgezogen und als Pfaff’sche Form

offenbart. Im Folgenden werden wir den Weg in iiblicher Weise von Links nach Rechts

beschreiten, wodurch sich die Bezeichnung fiir w einer Pfaff’schen Form von Links nach
w

g w(p)
T — W)@ = (w(p),?)

Rechts tibertragt. Im néchsten Teil prizisieren wir diese Uberlegungen. So wie bisher

werden wir einen Vektor v nicht immer mit einem Pfeil ¥ kennzeichnen.

2.3 Pfaff’sche Form

Definition 2.1 (Pfaff’sche Form). #7 Sei U C R™ eine offene Menge. Eine Pfaff sche
Form oder Differentialform 1.0Ordnung ist eine Abbildung w, welche jedem Punkt p in U

26yg]. 6, S.132.
27y0]. 7, S.224.
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2.3 PFAFF’SCHE FORM

einen Cotangentialvektor w(p) € T, (U) fir alle p € U zuordnet (vgl. Abbildung 17):

w:U— | T;(U),

peU
p = (v (w(p),v).
Der Cotangentialvektor ordnet seinerseits jedem Tangentialvektor v € T,(U) eines fizen

Tangentialraums eine reelle Zahl w(p)(v) = (w(p),v) zu.

Eine Differentialform 1.0rdnung ordnet also jedem Punkt eine Funktion (eine Linear-
form ¢ : T,(U) — R mit ¢ € T(U)) zu. Das totale Differential ist ein konkretes Beispiel

fir eine Pfafl’sche Form:
Beispiel 2.3. ¢

Sei U C R" eine offene Menge und f : U — R eine stetig differenzierbare Funktion.
Dann ist das totale Differential df eine Differentialform 1.0rdnung, welche jedem Punkt

p in U die Linearform df (p) zuordnet. Der Wert der Linearform an einem Vektor v ist

dann df (p)(v) = (df (p),v) =

of
al’i

V500 = 2L )

fur p € U und v € T,,(U).
Bemerkung 2.1. #%%

Bei dem gerade definierten Differential handelt es sich um die Richtungsableitung von
f in Richtung v, wenn v die Lénge 1 hat. Das sieht man so: Die Richtungsableitung
D, f(p) im Punkt p in Richtung v ist

i 4 P E-0) = (D)

t—0 t

Bygl. 7, S.225.
Pvel. 6, S.72.
30ygl. 7, S.225.
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2 DIE INTEGRANDEN IN R"

(Die Richtungsableitungen existieren, weil f als stetig (total) differenzierbar vorausgesetzt
wurde). Fasst man p + ¢ - v als lineare Funktion g(¢) auf, kann man in die gew6hnliche
Ableitung von f o g in einer Variablen

lim
t—0 t t—0 t—20

%(p) U1
(fo9)(0)=Df(g(0)-¢g'(0)= | :
IL(p)) \vn

und das ist gerade das Skalarprodukt

(Vf(p),v)

mit g(0) = p und ¢'(0) = v. Betrachten wir den Punkt p als Wert an einer Kurve
a:] —e,+e[— U an der Stelle 0 und «/(0) = v als Tangentialvektor an der Kurve im

Punkt p fiir € > 0. Dann ist unter Verwendung der Kettenregel

d " df /
%f(a(t)) = Z o (a(t)) - al(b).

Fir t = 0 gilt dann

" df oy e
- o (a0) -aff0) = 3= -

=1

(p) - vi = {df (p),v) .

=1

Fasst man den negativen Gradienten eines Potentialfeldes als Kraftfeld auf, berechnet

sich durch das Kurvenintegral von df die Arbeit entlang der Kurve.3!

3lygl. 6, S.132.
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2.4 KOORDINATENDARSTELLUNG PFAFF’SCHER FORMEN

/ / / : '/*Nj()t'(Lllg(‘/llti'(ﬂ\'()kt()l'
w(p) € T;(U)

Abbildung 17: Pfaff’sche Form auf einer Kurve in einem Gradientenfeld von f

2.4 Koordinatendarstellung Pfaff’scher Formen

Wir suchen eine Basis fiir die Pfaff’schen Formen. Hierfiir betrachten wir die kanonischen
Koordinatenfunktionen z; : R® — R fiir i € {1,...,n}, welche jedem Punkt in R™ seine
i-te Koordinate zuordnet (also eine Projektion des Punktes = auf die Koordinate x;)%2.

Demnach ist fiir p € R"

P
ri(p) =2 | | =pi
Pn
Der Gradient der i-ten Projektion ist
8?71 (pz) 0
() = | 8 _ _
agn (pz> 0

32vgl. 7, S.225.
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2 DIE INTEGRANDEN IN R"

Dann ist das totale Differential dz; im Punkt p ausgewertet am j-ten Einheitsvektor e;

nach Definition 2.1

(Vai(p), ej) = ei-ej = dij

oder anders in Hinblick auf die Richtungsableitung

(drilp), ) = o+t e lemo = (01 - 05)lo = 3,

1 firi=j
5Z-j —
0 furi#j.
Deshalb sind nach Definition 5.1 die dz;(p) die dualen Basiselemente von T (U). Als

Richtungsableitung von z; in Richtung e; handelt es sich hier um die partielle Ableitung

nach der j-ten Koordinate33.

2.5 Differentialformen hoherer Ordnung

Nun verallgemeinern wir den Integranden zu einer Differentialformen w der Ordnung
k mit 1 < k& < n. Die Verallgemeinerung des Cotangentialvektors w(p) ist dann eine
Multilinearform, welche k Vektoren eine reelle Zahl zuordnet. Dabei heifit die Multiline-
arform alternierend, wenn der Wert der Funktion bei Vertauschung zweier Argumente
das Vorzeichen dndert und symmetrisch, wenn das Vorzeichen unveréndert bleibt (wir

betrachten aber nur alternierende Multilinearformen).

Definition 2.2. % Eine alternierende k-Form auf einem R-Vektorraum V ist eine
Abbildung

6 Vx..xV=VF3R
k—mal

mit den Figenschaften

(i) Linearitdt in jedem Arqument

O u+v,.)=Xo(c )+ o( )

33vgl. 7, S.225.
3yel. 7, S.248.
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2.5 DIFFERENTIALFORMEN HOHERER ORDNUNG

(ii) Vorzeichenwechsel bei vertauschten Argumenten

O sty vy =—=0( . 0,0, )

(1ii) Verschwindet bei gleichen Argumenten

O(.yv,..,0,...)=0
fir A € R und u,v € R™.
Bemerkung 2.2. %

(#7) und (4i7) sind unter Voraussetzung der Linearitit dquivalent, denn (iii) = (i) :

+o( .., w,...,0,...)
+o(..,0,...,w,...)

+o( ., w, .. w, )

und (i) = (4i7) :

also

Allgemeiner gilt fir eine beliebige Permutation 7(1,. .., k)

¢(,U7r(1)a s 7'U7'r(k)> = Sign(ﬂ-) ’ ¢(U17 s 7Uk?)

mit sign(7m) = (—1)" dem Vorzeichen der Permutation und r der Anzahl der Vertau-

schungen. Die alternierende k-Form ist dann ein Element des Vektorraums, den man

3dvgl. 7, S.248f.

35



2 DIE INTEGRANDEN IN R"

mit A¥V* bezeichnet. Man setzt A'V* = V* fir den Vektorraum der 1-Formen und

AOV* = R fiir den Vektorraum der 0-Formen.

2.6 Die Determinante als n-Form

Die Determinante ist eine alternierende Multilinearform, denn sie ist linear in jeder
Spalte, dndert das Vorzeichen bei vertauschten Spalten und verschwindet bei zwei
gleichen Spalten (analoges gilt fiir Zeilen). Fiir eine 2 x 2-Matrix mit reellen Eintragen
sieht man die Linearitdt zum Beispiel in erster Spalte, weil

Ay +wp g

det = ()\Ul + w1> Uy — ()\’UQ + w2) *Up
)\’UQ + Wy  Ug

:()\211-uz—)\vg-ul)—i—(wl-uz—wg-ul)

:)\(’01'UQ—UQ‘U1)+(UJ1‘UQ—UJ2‘U1)

V1 U w, U
=A-det | | 4det| P
Vg U2 Wz U2
fir A € R. Bei gleichen Spalten gilt
V1 U1
det zvl'vg—vg~v1:0
Vg V2

und wenn zwei Spalten vertauscht werden, gilt

U1 W Uy V1
det =vp Uy — Vg Uy = — (Vg - up — vy - up) = — det
Vg Uz Uz V2

Bemerkung 2.3. %

Die Determinante einer n x n Matrix stellt das Volumen des von den n Spaltenvektoren

aufgespannten Parallelepipeds (auch Spat genannt) dar. Wir zeigen das fiir n = 3 (vgl.

36ygl. 2, S.78.

36



2.6 DIE DETERMINANTE ALS N-FORM

Abbildung 18): Wir entwickeln die Determinante nach der ersten Spalte, dann erhélt
man

€T3

vV Xw

h/ .........

X

o)

Abbildung 18: 3-Spat oder Parallelepiped

U V1 wq
Vg W2
V3 wWs
Uz Vs W3
U1 wa
—uy - det
U3 W3
V1 W
“+us - det
Uy W2
und das ist das Skalarprodukt
(u,v X w)

von u = (uy,us,us) mit dem Kreuzprodukt der Vektoren v = (vy,vq,v3) und w =

(w1, wy, w3), das man auch Spatprodukt nennt. Es berechnet das Volumen des von
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2 DIE INTEGRANDEN IN R"

den Vektoren u, v und w aufgespannten Spats. Normieren wir den Vektor v x w (der

bekanntlich rechtwinkelig auf v und w steht, vgl. Abschnitt 5.3), ist das Skalarprodukt

v X w
=h

7'“
[o > wl|

die Hohe des Parallelepipeds, das durch Projektion von u auf den Normalvektor entsteht.
Da die Norm des Kreuzprodukts ||v x w|| = A die Grundldche des von den Vektoren v

und w aufgespannten Parallelogramms darstellt, gilt
(vxw)-u=h-A

das Volumen des Parallelepipeds. Legen wir zudem den Vektor w in den Ursprung eines
3-dimensionalen Koordinatensystems mit w auf der x;-Achse und den Vektor v in die
x1T9-Ebene wie in Abbildung 18, dann ist v3 = w3 = 0 und wy = 0. Damit verschwinden

die ersten zwei Untermatrizen und der letzte Summand ist wegen ws = 0 gleich
Uz - Wy - V2

dem besagten Volumen. Die Fldche des Rechtecks mit den Seiten w; und vy entspricht
der Grundflache des Parallelepipeds und w3 ist dessen Hohe h. So sieht man erneut, dass

sich auf diese Weise das Volumen des Korpers berechnen lésst.

Definition 2.3. %7 Es sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und ¢1, ..., ¢ € V*

Linearformen mit k < n. Dann ist die Abbildung
A NG VES R
das Dachprodukt und definiert durch

<¢1,Ul> <¢1>Uk>
(1 Ao A ) (vr, ..o, vg) = det :

(Dr,01) o (ks vk)

3Tvgl. 7, S.249.
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2.6 DIE DETERMINANTE ALS N-FORM

firvy,...,v, €V.

Das Dachprodukt hat wieder die Eigenschaften einer alternierenden Multilinearform,
das heifit linear in jedem Argument bei sonst festgehaltenen Eintragen und die Funk-
tionswerte bleiben unter einer beliebigen Permutation der Vektoren gleich bis auf ein
Vorzeichen, das sich wieder durch sign(r) berechnen ldsst.®
Bilden die linearen Funktionale dzy(p),...,dz,(p) eine Basis von V*, so ist dz;,(p) A
. Ndz;, (p) =: (dxiy A ... ANdx;, )(p) eine Basis von A¥V* mit einer Auswahl von Indizes
1 <4 < ... < <n. Es gilt also nach Definition 2.3

(dri, (p),v1) .- (dwi (D), vk)
(dxiy N ... Ndzy)(p) (v, ..., vp) = det :
(dx; (p),v1) ... (dx; (p),vk)
Weiter ist
(). 0) = 3 52 )i = v,

fiir 1 < j <n und damit wird die Determinante zu

Vi1 -+ Uk
det [ : I

Vi1 -+ Uik

wobei mit v;; die i;-te Koordinate des Vektors v; gemeint ist mit 1 < 4; < n und
1 < 45,1 < k. Letztendlich wird also in jeder Zeile ein Tangentialvektor v; auf seine
i;-te Koordinate projiziert. Bei der Determinante handelt es sich dann um den Fla-
cheninhalt eines k-dimensionalen Spates, der durch Projektion eines (von den Vektoren
v1,. .., v, aufgespannten) n-dimensionalen Spates in die z;, ...xz;, Ebene entsteht (bei
positiv orientierten Tangentialvektoren). So wie sich in Beispiel 2.2 die Teilarbeit W;
in Koordinatenrichtung x; durch W; = F; - s; berechnen lies, erhidlt man nun auch

im n-dimensionalen Fall den Fluss einer Komponentenfunktion F; : U — R eines

1.0k

Vektorfeldes durch den von den projizierten Vektoren aufgespannten Spat, indem man

38vgl. 7, S.249.
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2 DIE INTEGRANDEN IN R"

F;, 4, mit dieser Determinante multipliziert (Wem das Produkt aus Fléche und Kraft
Unbehagen bereitet, bedenke, dass auch die Lange eines Normalvektors zweier line-
ar unabhingiger Vektoren in R?® der Fliche des von diesen Vektoren aufgespannten
Parallelogramms entspricht). In Summe kann man also den Fluss (,,die Arbeit“) eines
Vektorfeldes F' an der k-dimensionalen Tangentialflache einer Untermannigfaltigkeit im

Punkt p berechnen.

2.7 Differentialformen k.Ordnung

Definition 2.4. %° Sei U C R"™ eine offene Teilmenge. Dann ist

w:U— |JATHU)

peU
mit der Zusatzforderung w(p) € N*T¥(U) eine Differentialform k.Ordnung.

Eine Differentialform k.Ordnung ordnet also jedem Punkt in U eine k-Form zu.

2.8 Koordinatendarstellung von Differentialformen k.Ordnung

Die (Z) k-Formen (dx;, A ... A dz;)(p) bilden eine Basis von A*T*(U) mit p € U und
U C R™. Dann lasst sich eine Differentialformen k.Ordnung in U als Linearkombination
der dx;, A ... A dx;, mit eindeutig bestimmten Koeffizientenfunktionen f;, ;, : U — R

darstellen:

w= > fo.gdry, Ao ANdzg,

11 <...<l

Es ist w stetig differenzierbar, wenn die f;, ;, stetig differenzierbar sind.°
Bemerkung 2.4.

Die dz;, A ... Adx;, bilden keine Vektorraumbasis, da zur Darstellung einer Diffe-
rentialform nicht konstante Koeffizientenfunktionen notig sind, der Vektorraum der

Differentialformen ist also unendlichdimensional. Allerdings bilden die dx;, A ... A dx;,

39vgl. 7, S.252.
40ygl. 7, S.252.
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2.9 ABLEITUNG VON DIFFERENTIALFORMEN

ein Erzeugendensystem und jede Differentialform k.Ordnung lésst sich durch eindeutig

bestimmte Koeffizientenfunktionen darstellen.

2.9 Ableitung von Differentialformen

Definition 2.5. 4! Es sei U C R" eine offene Teilmenge und

w= > fo.gdry, A ANdzg,

11 <...<tp
eine stetig differenzierbare Differentialform k.Ordnung. Dann nennt man die Differenti-

alform (k+1).Ordnung

11<...<tp
die duflere Ableitung von w.
Beispiel 2.4. 4°
Betrachten wir jetzt die d&uflere Ableitung einer Differentialform (n-1).Ordnung. Sei
F=(F,..F,):U—>R"
ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf U und
F,:U—R
die i-te Komponentenfunktion. Das totale Differential der i-ten Komponentenfunktion
ist

1

Wir wahlen Basiselemente

4lyel. 7, S.253.
42ygl. 7, S.254.
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2 DIE INTEGRANDEN IN R"

um w(p) darzustellen. Dabei bedeutet d/a:\i, dass diese Differentialform auszulassen ist.

So gibt es (nﬁl) = n verschiedene Moglichkeiten eine Basis zusammenzustellen und

n ist auch die Dimension des von den Basiselementen aufgespannten Vektorraumes
—1 .

A"HT(U). Dann sei

n

w=S(~1)"1Fda, A... Adzi A A dxy,

i=1
eine Differentialform (n-1).Ordnung. Die dufiere Ableitung von w ist dann gegeben durch

n

dw =Y (=1 dF, Aday AL Adag A A day,
i=1

Betrachten wir nur den i-ten Summanden. Setzt man fiir das totale Differential dF; ein,

erhalt man
, " OF;
_1 Zl( 2 1
( ) 8xj

Jj=1

da;j)dxl/\.../\ix\i/\.../\dxn.

Das Dachprodukt von Linearformen verschwindet, wenn zwei Linearformen tibereinstim-
men (siehe Definition 2.3). Fiir j # i kommen jeweils zwei Differentialformen doppelt

vor, also verschwinden diese Summanden. Es bleibt nur der i-te Summand

OF;
&zi

dxi N ... Ndx,

und im Dachprodukt wird die ,,Liicke* an i-ter Stelle durch die Differentialform dx; aufge-
fiillt. Das Vorzeichen der Permutation (—1)"~! hebt sich auf. Setzt man die Summanden
wieder zusammen, erhédlt man fiir die &uflere Ableitung

dwzzg fdxlA...Adxn.

i—1 9Ti

Satz 2.1. 47 Sei V. C R* offen und ¢; € V* mit 1 < i < k. Es sei eine Abbildung

k
Y = Z az'j¢j
j=1

43ye]. 7, S.250.
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2.10 RUCKTRANSPORT
mit (a;;) € Mi(R) gegeben. Dann gilt

1/11/\.../\¢k:det(aij)-gzﬁl/\.../\gbk.

Beweis. Wir setzen fur ¢; ein und erhalten

YA AN Yy = (Zﬁl am%) Ao A <Z§k1 akjkgbjk)

k
= Z aljl'...'akjk¢le...A¢jk.

J1se-sJk=1

Das Dachprodukt der k Differentialformen ¢;, mit 1 <[ < k ist 0 fiir jeden mehrfach
auftretenden Index j;. Es bleiben nur Summanden, deren Indices 71, ..., Jx genau einmal
vorkommen und deren Dachprodukte unterscheiden sich héchstens bis auf ein Vorzeichen
sign(m) einer Permutation 7 € Pery, mit 7(j;) = w(I) (Dabei ist Pery die Menge aller
Permutationen der k Indices ji, ..., jx). Dadurch werden auch die im Produkt genau

einmal vorkommenden Matrixeintrage a;;, durchpermutiert. Es folgt

Z sign(m)airy - - Qen(y®1 A - .- A Grs

wePery,

wobei man die Summe mit der Determinante der Matrix (a;;) identifizieren kann, also

erhalt man

det(aij) : gbl VANPIRIAN (bk‘

2.10 Riicktransport

Definition 2.6. 4 Es seien T € R* und V C R" offen. Des Weiteren sei ein lokales

Koordinatensystem

0= (01, n) : T—V

44y0]. 7, S.256.
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2 DIE INTEGRANDEN IN R"

und eine k-Form

11 <...<ig
in V' gegeben. Dann ist der Riicktransport von w in das lokale Koordinatensystem von

gegeben durch
ew=Y (fir.ap 0@)dpi, A...N\dpiy.

11 <...<ip
Dabei handelt es sich um eine Transformation der Koordinaten, wodurch die zurtick-
geholte Differentialform tiber T' integriert werden kann. Fiir den Riicktransport einer

Basisdifferentialform dz; muss dann
p'dr; = d(x; o @) = dy;
gelten, da x; die lokale Parametrisierung ¢ auf die i-te Komponentenfunktion ¢; proji-
ziert.
Bemerkung 2.5. 4°

Man schreibt auch einfacher fiir den Riicktransport von w

e'w="> (frop)der
I

mit Multiindices I = (iy,...,i), wobei 1 < 43 < ... < i, < n gilt und man fir

drp = dx;, N...Ndx;, setzt.

Satz 2.2 (Rechenregeln fiir den Riicktransport). 46 Seien T C R¥, V. C R™ und W C R™

offen,
0 TV

eine zweimal stetig differenzierbare lokale Parameterdarstellung und

v W—T

HByel. 7, S.259.
46ygl. 7, S.258f.
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2.10 RUCKTRANSPORT

eine stetig differenzierbare lokale Parameterdarstellung. Es seien w und W' Differenti-

alformen k.Ordnung und o eine Differentialform [.Ordnung in V, sowie A € R. Dann

gilt:
(1) ¢"(Aw) = Ap*w
(it) ¢*(w+w') = p'w + "W’
(iii) ¢*(w N o) = (¢'w) A (¢*0)
(iv) d(p*w) = " (dw)

(v) V*(p*w) = (po)'w

Beweis. Wir zeigen (iv). Da die zuriickgezogene Differentialform ¢*w stetig differenzier-

bar ist, gilt nach Definition 2.5 der dufleren Ableitung sowie Punkt (iii) und (ii)

d(p*w) = d(Y_ (frop)der)

=

= > d(froe) ANde;
="

= > " (dfr) A" (dxy)
=

= > o (dfi Nday)
="

= ©"( Y dfr Nday)

1=k

= p*(dw).

Wir zeigen (v). Es sei ¢; eine Komponentenfunktion von ¢ = (¢1,...,,). Es ist nach

(1v) d(p; oY) = d(¥*p;) = ¥*(dy;) und weil dy; sich aus dem Dachprodukt der dy;
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2 DIE INTEGRANDEN IN R”
zusammensetzt, gilt nach (iii) d(p; o ¥) = ¥*(dypr). Man erhélt mit dy;

Y (gtw) =" Y (frop)d(zr o)

=k

= Z@D (frop)v*d(zr o)

=k

=Y (fiopo)d(zropor)

=k

= > (po)*(frdxy)

=k

=(potp)* > frdx;

=k

=(poth)w

Bemerkung 2.6. 47

Betrachtet man das totale Differential der Komponentenfunktion ¢;

Pi
7 z::l ot;
mit (t1,...,%) € T und 1 <4 <n, dann gilt nach Satz 2.1 mit a;; = %fl
Opiy Opiy
T
iy iy
o O

47y0]. 7, S.257.
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also ist der Riicktransport fiir eine k-Form w auch durch

O\ s
’i1<...<ik a<t1’ e 7tk>

gegeben.

3 Satz von Stokes

Nachdem wir das Integral einer Differentialform erklért haben, kénnen wir bereits einen

Teil des Stokes’schon Integralsatzes beweisen.

3.1 Integration von Differentialformen

Definition 3.1 (Integration von Differentialformen n.Ordnung). 4% Sei U C R" offen
und

w= fdxy N... Ndz,

eine Differentialform n.Ordnung in U. Es heifit w integrierbar tuber eine Borel’sche

Teilmenge (siehe Abschnitt 5.6) A C U, wenn f|4 integrierbar ist und setzt

/w:/fdxl/\.../\da:n.
A A

Insbesondere ist die Differentialform integrierbar, wenn w stetig und A C U kompakt ist.

Definition 3.2 (Integration von Differentialformen k.Ordnung). 4 Sei U C R™ offen
und w eine Differentialform k.Ordnung in U. Es sei M C U eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R™ wie in Definition 1.1 mit einer positiven Orientierung.
Dann ist fiir eine positiv orientierte lokale Parameterdarstellung ¢ : T——V C M mit

A CV das Integral von w tber A definiert als

/w:/ wrw.
A e=HA)

48ygl. 7, S.265.
Ivel. 7, S.269.
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3 SATZ VON STOKES

Diese Definition ist unabhingig von der gewihlten Parameterdarstellung.®® Ist A nicht

ganz im Bild von ¢ enthalten, bedient man sich der Teilung der 1 (siehe Abschnitt 3.3).

3.2 Der Stokes’sche Integralsatz fiir Halbraume

Lemma 3.1. %! Es sei w eine stetig differenzierbare Differentialform (k-1).Ordnung in

R mit kompaktem Triger und Hy, ein Halbraum. Dann gilt

dw:/ w.
Hy, OHy,

Beweis. Behandeln wir zuerst die rechte Seite der Gleichung. Der Rand 0Hj, besitzt

eine Parameterdarstellung

/6:(617"'76k):Rk_1_>Hk

mit
(tl, c. ,tk_1> > (O,tl, c. 7tk—1)

mit einem positiv orientierten Einheitsnormalenfeld. Die Differentialform (k-1).Ordnung

kann wie in Beispiel 2.4 als

k
W= Z(—l)i_lfidazl A Ndz; AL N dTg

i=1

geschrieben werden. Mit dem Riicktransport in das lokale Koordinatensystem von (3

erhalt man nach Abschnitt 2.10

k

Brw=3"(=1)"\(fio B)dps A NAB AL A dB

oder

i - By B
B*WZZ(—l)Z_l(inB)det (611’ 7/Bk—1>

dty N ... Adty_q
i=1 Ot ... k1)

Bk) da in allen

nach Bemerkung 2.6. Die Jacobimatrizen verschwinden bis auf Do)

0vgl. 7, S.269f.
Slyel. 7, S.292.
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3.2 DER STOKES’SCHE INTEGRALSATZ FUR HALBRAUME

anderen Matrizen eine Nullzeile auftaucht, denn

o8 00

ot;  ot;

fir alle 1 <4 < k — 1. Deshalb bleibt nur der erste Summand mit ¢ = 1 iibrig und die

zuriickgezogene Differentialform vereinfacht sich zu

I(Pa, - -, Br)

B*w =(f, o f) det m

dty Ao N dtg—q

:(fl o ﬂ) det(el, c. ,ek,l)dtl VANAAN dtk,1

=(fiof) 1-dt A... Ndty_i.

Damit lasst sich das Integral der Differentialform (k-1).Ordnung iiber den Rand des

Halbraumes schreiben als

/ w = fl(O,tl,...,tk_l)dtl/\.../\dtk_l
BHk Rk—-1

mit (f1 0 B)(t) = f1(0,t1,...,tk—1). Jetzt kommen wir zur linken Seite der Gleichung.

Die duflere Ableitung von w ist

dw—zk:afidx Ao Ndx
= 2 axl 1 e ks
welche iiber den Halbraum Hj = R_ x R¥! integriert wird. Hilt man die Koordinaten
Za,..., 1 fest, kann man nach z; integrieren und erhélt fiir das Integral des ersten
Summanden

0 9fi 0

. aixl(xh oy ag)dry = fi(wy, mg, .. ) -

= f1(07$27 cee axk’) - Tgr_noofl(rax% cee axk’)

49



3 SATZ VON STOKES

:fl(O,ZL'Q,...,Ik)—O

= fl(oyx%"'axk)a

da auch dw einen kompakten Tréager hat, also mit r — —oo sicher verschwindet. Das

Integral der restlichen Summanden verschwindet jedoch fiir Indizes 2 < ¢ < k, denn fiir

feste x1,..., 2 1, i1, ..., 2 gilt
of, T
Rax,L(xl,,x“’xk)dl‘Z:rll)l’glo fz<l'1,,’)",,xk) _T:(],

da die Komponentenfunktionen f; auflerhalb des kompakten Tragers Null werden. Also

erhalt man in Summe

/H Zf(9317‘-'755k)d931---d$k:/Rk_l f1(0, 29, ... xx)dxs . . . dzg,

kj=1 amz

was den Satz mit

aw:/ fl(O,xQ,...,xk)dxg...dxk:/ w
Hk Rk—1 8Hk

beweist. OJ

3.3 Teilung der Eins

Untermannigfaltigkeiten ermoglichen es iiber Objekte zu integrieren, welche durch
mehr als eine Parameterdarstellung beschrieben werden. Die Synonyme Karte fiir die
Umkehrabbildung einer lokalen Parameterdarstellung und Atlas fiir die Menge aller
Karten deuten schon an, dass man die Erdoberfliche als Untermannigfaltigkeit betrachten
kann.?? Eine Karte ist dann eine lokale Darstellung und es ist ein ganzer Atlas notig,
um die Erdoberflache zu tiberdecken. Das aber iiber mehr als einem Parametergebiet
integriert wird, macht ein technisches Hilfsmittel notwendig, das zwei Aufgaben erfiillen
muss: Einerseits muss eine Differentialform so zerlegt werden, dass sie nur tber jeweils

einem Parametergebiet betrachtet werden kann und sonst verschwindet. Andererseits

92vel. 7, S.267.
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3.3 TEILUNG DER EINS

miissen sich die Integranden tiber Schnittmengen der Integrationsgebiete so ergénzen,
dass sie in Summe wieder die urspriingliche Differentialform ergeben. Das erreicht man

mit der Teilung der Fins.

Definition 3.3 (Teilung der Eins). ?%% Sei A C R" eine nicht leere Teilmenge. Eine

Familie (o;)ier glatter Funktionen o, : R™ — R heifit Teilung der Eins, wenn gilt:

(i) 0 < a;(p) <1 fiirallei € I und p € R"
(71) Y ierai(p) =1 fir allep € A

(iii) Fir jedes i € I gibt es eine abgeschlossene Menge A;, sodass auf R™\A; gilt:

a; = 0.

Fiir eine Konstruktion sei zum Beispiel auf [7, S.114f] oder [8, S.322f.] verwiesen.
Abbildung 19 zeigt die Triager A; und A, einer Teilung der Eins. Uber der Schnittmenge
missen die Werte der Teilungsfunktionen a;; und as abnehmen, sodass sie in Summe wie-
der den Wert 1 annehmen. Nachstehendes Lemma garantiert, dass die Familie (v)icf1,2)
auch mit jeder Parameterdarstellung ¢; einer Untermannigfaltigkeit M vertréglich ist,

indem jedes A; in einem V; := Im(y;) enthalten ist und deren Kerne ebenfalls eine

offene Uberdeckung von A bilden.
a(x)

, X
supp(ay) = Ay ——————

Ay = supp(an)
A

Abbildung 19: Triger einer Teilung der Eins

Lemma 3.2 (Untergeordnete Teilung der Eins). °° Es sei A C R™eine kompakte Menge
und (V;)ier eine offene Uberdeckung von A. Dann gibt es eine Teilung der Eins (oy)icr

auf A, welche der Uberdeckung untergeordnet ist, das heifit

53vgl. 8, S.324.
Sygl. 12, S.45.
5dvgl. 12, S.47.
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3 SATZ VON STOKES

(1) supp(a;) CV; fir alle i € I und
(ii) die Familie (supp(c;))icr bildet eine Uberdeckung von A.

Fiir einen Beweis siehe [12, S.47].

3.4 Der Integralsatz von Stokes

Satz 3.1 (Integralsatz von Stokes). °° Es sei M C R™ eine orientierte k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit und w eine stetig differenzierbare Differentialform (k-1).Ordnung
auf M. Dann gilt fir jede kompakte Teilmenge A C M mit glattem Rand 0A

/dw:/ w,
A DA

wobei der Rand A die induzierte Orientierung tragt (und relativ M zu verstehen ist).

Beweis. Da die Teilmenge A der Untermannigfaltigkeit einen glatten Rand hat, sieht
dieser lokal wie der Rand 0H,, eines k-dimensionalen Halbraumes aus. Wir wollen die
Integration auf der Untermannigfaltigkeit auf eine tiber den Halbraum zuriickzufiihren.
Es sei fiir i € [ = {1,...,n} mit I eine endliche Indexmenge T; C R* und U; C R" offen.
Wir wéhlen beziiglich des Randes positiv orientierte Parameterdarstellungen ¢, : T;——V;
mit V; := M NU,. Dabei sind die U; Kartenumgebungen und die Kartengebiete V; bilden
eine offene Uberdeckung (V;);er von A. Wir halten fest, dass A = UNX, ANV gilt.
AuBerdem sei eine der Uberdeckung (V;);c; untergeordnete Teilung der Eins («;)se; auf

A gegeben. Mit

w=lw=>D o) w=> a w

iel iel
hat auch jedes «; - w kompakten Trager in V;. Da [ endlich ist, miissen wir den Satz
also nur fiir jedes «; - w =: w; beweisen. Wir setzen die Differentialform ¢jw; auf ganz

R* fort. Es sei p := ¢;(t) und ¢iw; : RF — Upea /\kT;(V;) ordne durch

piwi =
0 t e RF\ T

yel. 7, S.297.
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3.4 DER INTEGRALSATZ VON STOKES

jedem Punkt aus R” \ 7; eine Null-Multilinearform zu. Wir taufen ¢fw; =: ;. Dabei
bleibt w; eine stetig differenzierbare Differentialform (k-1).Ordnung mit kompaktem
Trager. Trifft ein V; den Rand von A nicht (also ANV; = V; und dANV; = (), ist
einerseits das Randintegral iiber eine leere Menge Null, andererseits ist der kompakte
Trager supp(dw;) C V; in der offenen Menge der Uberdeckung enthalten, wodurch auch
das Integral iiber V; verschwindet. Fiir diese Integrale gilt also Gleichheit. Sei deshalb
0.B.d.A. 9A NV, nicht leer. Da nach Abschnitt 2.10 die dulere Ableitung mit dem
Riicktransport vertauscht, gilt

/ dw; :/ @5 (dw;) :/ d(pjwi) :/ did;.
ANV; HpNT; HiNT; Hy

Betrachten wir nun das Randintegral. Wir setzen 0H, N'T; =: T fiir einen Teilrand
des Halbraumes im lokalen Parametergebiet 7; und V) = 0A NV, fur einen Teil des
Randes von A im Bild der Parameterdarstellung ;. Es sei ¢; o §: T/—V/ die durch

¢; induzierte lokale Parameterdarstellung von einem Teil des Randes von A, mit

Btr, .. te—1) = (0,t1,. .., tr1).

Weiter ist

* * ok * o~ ~
/ wi:/(%oﬁ)wz‘Z/B%wi:/ 5%‘2/ Wi,
dANV; T T RE—1 OH,,
also kann man

ANV; Hy, OHy 0ANY;

setzen. Weil die Gleichheit aber fiir jedes ¢ gilt, ist mit

B N N T AR E bt 5

i€l i€l i€l i€l
Uie[ AnV; Uie] 9ANV;

der Satz bewiesen. Dabei gilt * und ** nur dank der Teilung der Eins. O]
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4 DIE KLASSISCHEN INTEGRALSATZE IN R?

4 Die klassischen Integralsitze in R*

Nun werden wir sehen, dass sich die klassischen Sétze aus dem allgemeinen Satz von
Stokes gewinnen lassen. Vorher erkldren wir aber noch, wie das Dachprodukt der
Basisdifferentialformen dz; das Volumenelement zusammensetzt. Es sei fiir den gesamten

Abschnitt, wenn nicht anders vereinbart, U C R? eine offene Teilmenge,
f:U—=R
eine stetig differenzierbare Funktion und
F=(F,FF):U—R?

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Fiir das Skalarprodukt verwenden wir die Schreib-
weisen (a,b) oder a - b fiir Vektoren a und b, wobei wir nur vereinzelt durch @ einen

Vektor a hervorheben wollen.

4.1 Das Volumenelement

Es sei ein Punkt p € U gegeben. Betrachten wir noch einmal die Projektion z; :
U — R auf die i-te Koordinate. Die Differentialformen dz; : U — U,ey T (U) ordnen
jedem Punkt p einen Cotangentialvektor dx;(p) zu. Der Cotangentialvektor dz;(p) fihrt
seinerseits einem Tangentialvektor v € T,,(U) seine i-te Koordinate zu, denn der Wert
von dz;(p) ist

dzi(p)(v) = (dzi(p), v) = v;.

Wir definieren das Volumenelement
dV =dxy N ... Ndx,,

wenn U C R™. Der Name ist berechtigt, denn wir haben bereits in Abschnitt 2.6 gesehen,
dass das Dachprodukt der dx;(p) als Determinante definiert ist, die im Betrag bzw. fiir

positiv orientierte Vektoren das Volumen des von den Vektoren aufgespannten Spates

o4



4.1 DAS VOLUMENELEMENT

darstellt. Also gilt zum Beispiel fiir die Basisvektoren des R?
dv(p)(ela €2, 63) = 1a

das Volumen des von den Einheitsvektoren aufgespannten Wiirfels. Fiir eine n-dimensionale

Untermannigfaltigkeit M C R™ ist

|My:/ dV:/ 1
M M

der Inhalt von M. Zur Erinnerung: Der Ausdruck dV im Integral ist kein infinitesimales
Volumen, sondern eine Funktion, welche jedem Punkt in U eine Multilinearform dV (p)
zuordnet. Fiir eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit in R? ist fiir linear unabhéngige,

positiv orientierte Vektoren u,v und w der Wert dieser Multilinearform

dV (p)(u,v,w) = (dxy A dxgy A dxs)(p)(u, v, w)

<dm1(p),u> <dx1(p),v> <dx1(p),w>
= det <dx2(p),u> <da:2(p),v) <dl‘2(p),w>
(drs(p),u) (drs(p),v) (ds(p),w)

das Volumen des von den Vektoren aufgespannten Spates.?”

4.1.1 Das Langenelement

Beschrinken wir uns weiter auf den R3 und betrachten eine 1-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit. Wir wéhlen in einem Punkt der 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit

(einer Kurve) einen Tangentialvektor v und zwei Einheitsnormalvektoren n und m,

5Tvgl. 7, S.116.
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4 DIE KLASSISCHEN INTEGRALSATZE IN R?

welche jeweils orthogonal aufeinander stehen sollen. Dadurch wird ein Quader mit zwei
Kanten der Linge 1 aufgespannt, wodurch das Volumen des Quaders V =1-1-v=wv

zahlenméaflig der Lange des Vektors v entspricht:

dV (p)(m,n,v) = (dzy A dxo A dxg)(p)(m,n,v)

my M U
=det | my ny vy

ms3 N3 Us

und nach der dritten Spalte entwickelt

= (m x n,v).

Fiir positiv orientierte Vektoren ist m x n aber ein Einheitstangentialvektor in Richtung

v, also ist fir m x n =t = (1, ts, t3)

<an,U> =11 v+ 1y v+ t3- U3
=ty - {dz1(p), v) + b2 - {dw2(p), v) + L3 - (dx3(p), v)

= (t; - dxy + tg - dxg + t3 - das)(p)(v) = ds(p)(v)

der Wert der Linearform des Langenelements. Demnach ist ds(p)(v) = ||v|| die Lénge

des Vektors v. Betrachtet man die letzte Zeile, kann man das Langenelement auch als

tl d.’l?l
dSZtl'd$1+t2'dZE2+t3'd5L’32 ty | - | dzo =t-ds
tg dlL’g
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4.1 DAS VOLUMENELEMENT

schreiben, mit ds dem wvektoriellen Liangenelement.58

4.1.2 Das Flachenelement

Wir betrachten eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit in R® und wéhlen fiir einen

Punkt der Mannigfaltigkeit (eine Fliche) zwei linear unabhiangige Tangentialvektoren v

und w und einen auf diese Vektoren senkrechten Einheitsnormalvektor n. Dann ist der

Wert der Multilinearform

AV (p)(n,v,w) = (dzy A dxs A dzs)(p)(n,v,w)

= det <dx2(p), 77,> <d1:2(p), U> <d:c2(p), w>

ny Y1 w

=det | ny vy wy

ng vz w3

und nach der ersten Spalte entwickelt

= (n,v X w) = ||lv x w||

die Fléche des von den Tangentialvektoren aufgespannten Parallelogrammes. Weiter ist

(%
(n,v X w) =ny - det
U3
U3
+nsy - det
U1
U1
+ns - det
(%

W2

w3

58vgl. 7, S.116.
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4 DIE KLASSISCHEN INTEGRALSATZE IN R?

=n, - det (das(p), v) {dr2(p), w)
(dzs(p),v) (dzs(p),w)
- det [ (@Ea@) ) {da(p),w)

o [0 )0

(dzy(p),v)  (dw2(p), w)
=ny (dzxs A dz3)(p) (v, w) + na(dzs A dzy)(p) (v, w) + ng(dzy A dza)(p)(v, w)
=(nydxg A dxz + nodxs A dry + ngdry A dzs)(p) (v, w)

=dS(p)(v,w)

der Wert der vom Flachenelement dS zugeordneten Bilinearform dS(p). Demnach
ist dS(p)(v,w) = ||lv x w|| die Fléche des von den Vektoren v und w aufgespannten

Parallelogrammes. Man schreibt fiir das Flachenelement auch

T dl’g N dl‘g
dS = Tlldﬂfz N dQTg + n2d5E3 A d$1 + ngdZL'l A dl‘g =1l1ng |- de‘3 N d{L‘l =n- dS,

N3 dxi A dxo

mit dS dem vektoriellen Flichenelement.>

4.2 Die Integranden in der klassischen Vektoranalysis

Nun lassen sich die Integranden iiber k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten fiir £ < 3 in

R3 klassisch beschreiben. Es seien fiir Indizes 1 < iy < ... < i, < 3 die Differentialformen

Wr = Z fivindxiy Ao N dx,

11 <...<ig

Mvyel. 7, S.117.
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4.2 DIE INTEGRANDEN IN DER KLASSISCHEN VEKTORANALYSIS

k.Ordnung fir £ = 0, 1,2 gegeben, wobei wir fiir jede Funktion f;, ;, eine geeignete
Komponentenfunktion F; mit 1 < j < 3 wahlen werden. Dann ist eine Differentialform

0.0Ordnung gegeben durch

WQ:f.

Eine Differentialform erster Ordnung lasst sich schreiben als

3 Fl dl’l
w1 =Y fudry, =Y Fdey= | Fy |- | day | = F-d5= (F,t)-ds.
i1 i=1
F3 dl’g

Die letzte Identitat stimmt tatséachlich (fiir Einheitstangentialvektoren), da nicht nur
ds =t - ds (siche Abschnitt 4.1.1), sondern auch ds'=t - ds gilt. Das sicht man so: Wir
wollen zeigen, dass

fir i € {1,2,3} gilt und tatsichlich erhélt man fiir einen Einheitstangentialvektor ¢
Fiir eine Differentialform zweiter Ordnung erhalt man

Wy = Z filideil A dxl-Q

11 <ig
= FldJTg VAN d$3 + FQdZL’g AN de'1 + ngl‘l A dl‘g

= F-dS = (F,n)-dS.

Wieder gilt die letzte Identitat (zumindest fir Tangentialvektoren): Aus der Behauptung
dS =n - dS folgt wieder
diL‘Q A dili'g = nldS’
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4 DIE KLASSISCHEN INTEGRALSATZE IN R?

und ebenfalls fiir deren zyklischen Permutationen. Es gilt fiir Tangentialvektoren v und

w

(dxog A dzs)(p)(v,w) = (e1,v X w)
= (e1,n) - [[v x w|
- o x

=ny - dS(p)(v, w),

wobei n der Einheitsnormalenvektor auf v und w ist. Kommen wir nun zu den aufleren

Ableitungen, die fiir Differentialformen k.Ordnung durch

11 <...<tp

gegeben sind. Im Grunde ist also nur von jedem f;, ; =: fr das totale Differential

"0
df[ = Z aildiﬁj

j=1Y"J

zu bilden. Fiir wy = f ist die duflere Ableitung

3 .
dwo = df = afl dl’l

i—1 8@

das totale Differential von f. Mit Hilfe des vektoriellen Léngenelements gilt weiter

of

37:21 dxl

Jf . — . ds
87:132 d,f[,’Q - Vf dS.
Ofs

Bzz d$3

Fir die Pfaff’sche Form ,
w1 = Z Fidx;
i=1
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4.2 DIE INTEGRANDEN IN DER KLASSISCHEN VEKTORANALYSIS

ist fiir die auBere Ableitung das totale Differential von jedem F; zu bilden. Da aber jeder

Summand mit j =i wegfallt, ist

OF:
40

OF: oF:
+72dI1 VAN dl‘g -+ Jdl‘g N deQ
81'1 6.CE3

OF: OF.
—f—igdfbl A\ dl’3 —f- Jdl‘g A\ d[L‘g.
81'1 8372

OF
dw; =—dxy A dry + —dxs A dr;
8333

Weiter gibt es drei Paare von Dachprodukten, welche sich bis auf ein Vorzeichen nicht

unterscheiden, da dx; A dz; = —dz; A dz; gilt, also ist

0F; O0F,

dwy =( 22— =22
‘“’1 (a@ axg)d“ A s

OF, OF;

oF, 0F
+(8x1 - am)d.fl N dﬂfg

—V x F-dS = rot(F) - dS.
Fir die d&ulere Ableitung einer Differentialform 2.0rdnung
Wy = FldQZQ A\ dxg + FQd.Tg A dl’l + ngxl N d$2

ist wieder das totale Differential von jedem F; zu bilden. Dann erhélt man fiir den ersten

Summanden

oF,

oF oF
del N dIQ N dl‘g -+ 71dZL‘2 N deQ N dIg + 71dl'3 A d[L‘Q N d[L’g.
0y 0xs Ox3
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4 DIE KLASSISCHEN INTEGRALSATZE IN R?

Nun fallen aufgrund identischer Differentialformen gleich zwei Summanden weg und

man erhalt insgesamt

OF:
X1
OF,

+7d$2 N dIg VAN dl‘l
8;1:2

dwy = dxy N\ dxy A\ dzg

E:
—f—bdl‘g N del VAN dZL'Q
01‘3

_<0F1 L OF | O
N 8901 81'2 61’3

)dl’l A dl‘g N d[L‘g

=div(F) - dV,

da sich bei geraden Vertauschungen von Differentialformen die Vorzeichen nicht #ndern.®°

Zusammenfassend gilt:5!

wo=f dwyg =V f -ds =grad(f)-ds
w; = F - d3 dw) =V x F-dS —=rot(F) - dS
wy = F-dS dwy =V - F -dV —div(F) - dV.

4.3 Satz von Green

Satz 4.1 (Satz von Green). % Es sei U C R* und A C U eine kompakte Menge mit

glattem Rand. Der Rand sei so orientiert, dass A immer links vom Rand liegt. Weiter

60vgl. 12, S.116-119.
6lygl. 7, S.262.
62ygl. 7, S.285.
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4.4 SATZ VON GAUSS

sei F'= (F, Fy) : U — R? ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

E F
/ <82 - al)dl’l A dIQ == / Fldl'l + FQd!L‘Q.
A\Odzry Oxy DA

Beweis. Der Rand 0A ist eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir wéhlen einen

Integranden

w1 = F.ds= F1d371 + FQd(L’Q

und die dulere Ableitung der Differentialform ist

F E
du)l = @dl’g N da:l + del A dxg =

( 0F, O0F
8x2 Oz 1

2T e Ad
8x1 8x2> xl/\ =

Daraus folgt der Satz mit

F F
/ <a2 _ al)dxl /\dl’g = / dwl = / wp = / Fldxl + FQdQ?Q.
A\Oz; Oy A A A

4.4 Satz von Gaul3

Der Gauflsche Integralsatz lasst sich jetzt aus dem allgemeinen Satz von Stokes erhalten.

Satz 4.2 (Gaufischer Integralsatz). %2 Sei A C R® eine kompakte Teilmenge mit glattem
Rand mit der von R® induzierten Orientierung. Es sei n : 0A — R3® das dufere
Einheitsnormalenfeld. Weiter sei U C R3 offen und eine Obermenge von A. Dann gilt
fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld

F=(F,FF):U—R?

/A div(F)dV = /8 (Fon)ds,

63ygl. 7, S.185.
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4 DIE KLASSISCHEN INTEGRALSATZE IN R?

Beweis. Wir betrachten die Differentialform 2.Ordnung

) F\ (dS,
wy =Y F (-1 oy A Ndwi A Ndas = | By || dS, | = F-dS = (F,dS) = (F,n)-dS
=1
s Fs) \dsS;

Andererseits ist die &ulere Ableitung nach Beispiel 2.4

3
F
dwy = Z g %dxl A dxs A dxs = div(F)dV.

i—1 9Ti

Deshalb gilt nach dem Satz von Stokes

/ div(F)dV = / dews = / w= [ (F,n)dS.
A A 0A 0A

4.5 Der klassische Integralsatz von Stokes

Satz 4.3 (Der klassische Integralsatz von Stokes). %Sei U C R? offen und F : U — R3
ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Gegeben sei eine 2-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit M C U und A C M eine kompakte Menge mit glattem Rand OA. Die Unterman-
nigfaltigkeit sei im Besitz eines dufleren Einheitsnormalenfeldes n : M — R? und der
Rand von A habe ein Einheitstangentenfeld 7 : 0A — R3, das durch M orientiert ist.
Dann gilt

/rot(F)-d§: F.ds
A DA

Bewets. Man betrachte eine Differentialform 1.0Ordnung
3
w1 = Zﬂdxz =F-.ds.
i=1

Es ist

dw1 = Z

i<j

<8Fj OF,

91, (99@) dz; N dx; =rot(F) - dS.

64ygl. 7, S.300.
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Also lautet der Stokes’sche Integralsatz

/rot(F)-dgz/dwlz/ wp = | F-ds.
A A 2A 0A

5 Anhang

Nachfolgend seien noch einige Erganzungen, Definitionen und Satze angefiihrt.

5.1 Differentialoperatoren

Sei U C R™ eine offene Teilmenge,
f:U—=R
eine stetig differenzierbare Funktion und
F=(F,. .. F,):U—=R"

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann ist der Gradient der Funktion f

of o,
of |0,

welches die Richtung der groften (momentanen) Anderung der Funktion anzeigt, denn
jede Komponentenfunktion des Gradienten zeigt die groite Anderung in eine Koordi-
natenrichtung an. Die Lange des Gradienten ist sogar ein Mafl fiir die Steigung. Die

Divergenz des Vektorfeldes F

0F, oF,
+o
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5 ANHANG

ist ein Maf} fiir das ,,Auseinanderstreben* des Vektorfeldes. Fiir n=3 ist die Rotation

des Vektorfeldes F' durch

OF3  0Fs

0z Oxs

_ — | oF OF:
rot(F) =V x F = g
oFy  0F;

821 812

gegeben, dessen Betrag ein Maf fiir die Rotation oder ,Verwirbelung® in einem Punkt

des Vektorfeldes ist.%°

5.2 Laplace’scher Entwicklungssatz

Sei A eine n x n Matrix und ¢,5 € {1,...,n}. Jene (n — 1) x (n — 1)-Matrix A’., dessen

K
i-te Zeile und j-te Spalte gestrichen wird, heifit Untermatriz und dessen Determinante
Unterdeterminante oder Minor. Abbildung 20 zeigt das Streichen der ersten Zeile und

ersten Spalte einer 3 x 3 Matrix. Die Berechnung der Determinante einer n x n Matrix

ap1 Qo2 Qa23
apy Aasz2 ass

Abbildung 20: Unterdeterminante einer 3 x 3 Matrix

kann nun auf eine Linearkombination von Unterdeterminanten zuriickgefiithrt werden.

Die Entwicklung fir die Determinante von A nach der i-ten Zeile lautet dann
det(A) = (1) - a; - det(A};)
j=1

und die Entwicklung nach der j-ten Spalte

det(A) = (—1)"* - a;; - det(Aj;).
i=1

Beispiel 5.1. %

65ygl. 8, S.126,5.334.
66ygl. 5, S.313.
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5.2 LAPLACE’SCHER ENTWICKLUNGSSATZ

Der Faktor (—1)™*7 fiir das Vorzeichen ergibt ein einprigsames Muster, zB. fiir eine

3 x 3-Matrix

Wir entwickeln die Determinante einer 3 x 3-Matrix

11 a1z 413

A= Q21 Q22 A23

a3; aszz2 ass

nach der ersten Spalte. Dazu betrachten wir die Matrix mit gestrichener erster Zeile

und erster Spalte

Q22 Q23
ro_
All - ’
azz2 433
in zweiter Zeile und erster Spalte
a2 13
, —
Ay =
agz ass3
sowie in dritter Zeile und erster Spalte
a2 a3
! —
Ay =
Q22 Q23

Man erhalt
3 .
det(A) = Z(—l)’“aﬂ : A;l

=1

/ / !

67



5 ANHANG

5.3 Das Kreuzprodukt

Seien v, w € R3 Vektoren, dann steht das Kreuzprodukt v x w normal auf v und w,

denn das Skalarprodukt

V2 W2
+
U3 W3
(%1
v W
— Ny | = (vows — vsws) - v; — (Viws — v3wy) - v + (Viwe — V3wWs) - v = 0,
U3 Ws
U3
U1 wr
_|_
V3 W3

wobei jeder Eintrag des ersten Vektors die Determinante der 2 x 2 Matrizen meint.

Gleiches sieht man fiir das Skalarprodukt von v x w mit dem Vektor w.

5.4 Projektion durch das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt von einem Vektor u mit einem normierten Vektor v entspricht der
Lange des auf v projizierten Vektors u. Das sieht man zum Beispiel fiir einen Vektor

u = (uy,uz) € R? und einem Vektor v = (1,0) = ¢; dem Einheitsvektor, denn

ist gerade die Lange des auf e; projizierten Vektors w. Ist v hingegen ein beliebiger
Vektor der Léange 1, ldsst sich eine Drehmatrix A € M,(R) finden, sodass A - v = ¢;
gilt. Mit A - u = u/ erhélt man einen Vektor, sodass (u',e;) = (u,v) gelten muss, da
Drehungen ldngentreue Abbildungen sind, also haben wir diesen Fall auf den ersten

zurtickgefiihrt.
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5.5 Duale Basis

Definition 5.1. 97 Sei V. C R™ ein Vektorraum und B = (by, ..., b,) € V eine geordnete
Basis von V.

FEs seien

by : V- R

fir allei € {1,...,n} lineare Funktionale mit b}(b;) = 0 fiir alle i # j und bf(b;) =1
nur firi = j. Dann heifst B* = (b%,...,b%) die zu B duale Basis.

5.6 Borel’'sche Teilmengen

Sei 2 eine Menge. Betrachten wir ein Mengensystem 20 C P(2) als Teilmenge der Potenz-
menge von §2. Man nennt 2 eine o-Algebra auf €2, wenn darin die leere Menge enthalten
ist und 2 abgeschlossen beziiglich Komplementbildung sowie abzdhlbar unendlicher
Vereinigung ist:
(i) DeA
(i) AcA= A e
i€l
mit AY := Q\ A und I eine abzihlbar unendliche Indexmenge. Wegen (ii) ist dann auch
P = Q in A enthalten und aufgrund der de Morgan’schen Regeln (A4; U 4;)¢ = A9 N Ajc
und (A; N A;)¢ = A U AS mit 4, j € I kann man (iii) auch durch
(iii)) A;e™Ufiraleic I = NA e
iel
ersetzen. Einfache Beispiele fiir o-Algebren sind {(), Q} und {@, 2A,AC, Q} Der Durch-
schnitt aller o-Algebren der Potenzmenge von (2, welche ein Mengensystem & C P(2)
enthalten, nennt man die von & erzeugte o-Algebra von 2. Ist O das Mengensystem aller

offenen Mengen von €2, dann nennt man die von O erzeugte o-Algebra die Borel’sche

o-Algebra B(2) von Q oder Borel-Algebra. Teilmengen der Borel-Algebra nennt man

67vgl. 13, S.174.
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5 ANHANG

Borel’sche Teilmengen oder Borelmengen.®

Wir wollen einige Teilmengen der Borel-Algebra B(R™) betrachten. Sei a,b € R™ mit

a=(ay,...,a,) und b= (by,...,b,). Wir definieren abgeschlossene Quader

la,b] := [a1,b1] X ... X [a,,b,] CR"

und analog halboffene und offene Quader. Die fiir unsere Zwecke interessante Borel-
Algebra B(R™) enthélt - erzeugt vom Mengensystem aller offenen Teilmengen - offene
Mengen, also auch offene Quader der Form |a, b[C R". Die Borel-Algebra enthélt aber

auch alle abgeschlossenen Quader, da wegen (iii)’

= 1 1
bt = N a—,b+{ € B(R")
e+ g

gilt (dabei ist + = (1/k1,...,1/k,) € R™ und die Laufvariable k = (ki,...,k,) des
Durchschnittoperators als Multiindex mit identischen Eintrdgen zu verstehen). Gleiches
sieht man fiir halboffene Quader. Es ist also leicht einzusehen, dass man die Borel-
Algebra auch durch andere Erzeuger, wie dem Mengensystem aller abgeschlossenen
Mengen, erhélt. Uber Borel’sche Teilmengen kann ein Integral sinnvoll definiert werden,

ohne dabei pathologische Situationen ausschlieBen zu miissen.%?>™

68vgl. 7, S.2,5.6-8.
69vgl. 4, S.19.
"Ovgl. 10, S.9.
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