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1. Grundlagen Markov-Ketten

In diesem Kapitel wird das mathematische Modell der Markov-Kette zur Beschreibung
stochastischer Vorgiange behandelt. Bei den aufgelisteten Definitionen und Satzen wurde
vor allem auf einen anwendungsorientieren Bezug geachtet, da dieser den relevantesten
Teil fiir eine spatere schulische Nutzung darstellt.

Zunidchst werden in Abschnitt 1.1. die notwendigen Grundbegriffe o -Algebra,
Wahrscheinlichkeitsraum und stochastischer Prozess wiederholt, ehe in Abschnitt 1.2.
die allgemeine Definition einer Markov-Kette erfolgt. Im Anschluss werden die Begriffe
Ubergangswahrscheinlichkeit, homogene Markov-Kette und Ubergangsgraph naher
erldutert. Zur Forderung des Verstindnisses der mathematischen Definitionen und
Satze wird ein Beispiel eingefiihrt, welches auch in den nachfolgengenden Abschnitten
Bezug findet. Abschnitt 1.3. behandelt die zeitliche Entwicklung von homogenen
Markov-Ketten, hier werden u.a. die zur Beschreibung des zeitlichen Verlaufs
notwendigen Grofen Anfangsverteilung und Ubergangsmatrix definiert. Mit Hilfe dieser
Grofen erfolgt im Anschluss eine schrittweise Erklarung, wie man die
Wahrscheinlichkeiten zukiinftiger Zustande berechnen kann. Abschnitt 1.4. befasst sich
mit den unterschiedlichen Klassifizierungen von Zustdnden. Die Begriffe Irreduzibel,
Absorbierend, sowie Rekurrenz und Transienz werden definiert und anhand von
Beispielen erldutert. Die Abschnitte 1.5. und 1.6. behandeln bestimmte Zeitspannen, wie
z.B. die Dauer bis zum erstmaligen Eintritt eines Zustandes einer homogenen Markov-
Kette. Im Zusammenhang damit werden die Verweilzeit und die Periodizitat von
Zustinden genauer untersucht. In dem letzten Abschnitt 1.7. wird der Begriff der
stationdaren Verteilung behandelt. Ein anschlieflendes Beispiel zeigt, wie die
Eintrittswahrscheinlichkeiten von zukinftigen Zustanden auf lange Sicht berechnet

werden.
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1.1. Stochastische Grundbegriffe

1.1.1. Definition: Mengensystem

Sei (2 eine beliebige nichtleere Menge. Unter einem Mengensystem versteht man eine
Menge, deren Elemente Teilmengen von (2 sind. [2]

Ein derartiges Mengensystem wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit mit A bezeichnet.

Es gilt zu beachten, dass {2 im Allgemeinen iiberabzahlbar sein kann.

Beispiel
Gegeben sei die endliche Menge 2 = {w;, w,, w3, w,}. Zwei mogliche Mengensysteme

von 2 lauten

Ay = {Q {w1} {wo ), {ws} {wy}, {wy, Wz, w3, (U4}};

Ay = {{‘UL w2}, {wy, w3}, {wq, w4}, {wy, w3}, {wy, w,}, {ws, w4}}.

Bei stochastischen Vorgidngen wird haufig die Potenzmenge P({2) von 2 als
Mengensystem herangezogen.

Die Potenzmenge P ({2) ist die Menge, welche alle Teilmengen von (2 enthalt. [1]

Aus Definition (1.1.1.) folgt demnach die Beziehung

A S P(Q).1

Beispiel

Die Potenzmenge der endlichen Menge 2 = {w;, w,, w3, w,} lautet

:P(Q) = {@, {0)1}, {0)2}, {0)3}, {(1)4}, {w1: (1)2}, {(1)1, (1)3}, {w1: (1)4}, {(1)2, (1)3}, {wZ; (1)4_},

{ws, Wi}, {w1, Wz, W3}, {w1, W3, W4}, {w1, W3, W4}, {wy, W3, W4}, {Wy, W, W3, W4}}

1 ,C“Dbezeichnet eine Teilmenge, ,c“ bezeichnet eine echte Teilmenge
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1.1.2. Definition: o-Algebra

Sei 2 eine beliebige nichtleere Menge. Ein System von Teilmengen A von (2 heifdt o-
Algebra, wenn gilt

i) NEAA,

ii) Falls A € A, dann gilt: A° € A, 2

iii)  Falls 44, 4,,...€ A, dann gilt: Uj2; 4; € A.3[2]

Beispiel

Sei ) = {w4, w,, w3, w,}. Die Mengensysteme

Ay = {0, {w1, Wz, w3, W4}}

und

‘AZ = {Q), {(U1; wZ}l {(‘)31 (‘)4}' {(1)1, W», W3, (1)4,}}

bilden jeweils eine o-Algebra auf (2. [4]

1.1.3. Definition: Allgemeiner Wahrscheinlichkeitsraum

Seien (2 eine beliebige nichtleere Menge, A eine o-Algebra auf 2 und P: A — R eine
reellwertige Funktion mit den folgenden Eigenschaften

1) P(A) = 0firAe A,

ii) P(2) =1,

iii) P(Uj‘;lAj) = Y21 P(4)) falls Ay, A, ... paarweise disjunkte Mengen aus A sind.”
[2, S. 283]

Das Tripel (2, A, P) heifdt allgemeiner Wahrscheinlichkeitsraum. Die Funktion P wird
auch als Wahrscheinlichkeitsmaf3 oder Wahrscheinlichkeitsverteilung auf <A bezeichnet.
Weiters nennt man jede Menge M aus A Ereignis. [2]

Aus den Eigenschaften des Wahrscheinlichkeitsmafdes P lassen sich folgende Satze

ableiten.

Z A¢ bezeichnet die Komplementidrmenge von A
3 Gilt nur fiir abzahlbar viele Vereinigungen
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1.1.4. Satz
Seien (2, A, P) ein allgemeiner Wahrscheinlichkeitsraum und 4,B € A. Wenn A € B,
dann gilt: P(A) < P(B). [9]

Beweis

SeiM € AmitM :=B\ Aund AUM = B, dann gilt: A N M = @. Aus Definition (1.1.3. i)

und iii)) folgt
P(B) =P(AUM) = P(A) + P(M) > P(A).
(1.1.3. D)) >0 nach (1.1.3. i))
g.e.d. [5]
1.1.5. Satz

Seien (£, A, P) ein allgemeiner Wahrscheinlichkeitsraum und A € A. Dann gilt: 0 <
P(A) <1VAE A 9]

Beweis

Es gilt A € (2. Aus Definition (1.1.3. 1) und ii)) und Satz (1.1.4.) ergibt sich

P(2) 1.

) (1.1.3. ii))

0 =< P
(1.1.3. i) (a

£l

<
(o]
.1.4.

g.e.d. [9]

Das folgende Beispiel soll das Konzept eines Wahrscheinlichkeitsraumes (12, A, P)
verdeutlichen. Hierfir wird als Ergebnismenge # die endliche Menge 2 =

{w,, w4, w3, w,} herangenzogen.

Beispiel

Ein Gliicksrad bietet vier mogliche Bereiche, an denen ein Zeiger stehen bleiben kann.

4 Die Ergebnismenge (2 bezeichnet die Menge aller méglichen Ergebnisse eines idealen
Zufallsexperimentes [2]
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Die einzelnen Bereiche nehmen folgenden Gesamtflachenanteil des Gliicksrades ein

Bereich W, | Wy | W3 | W,
Flachenanteil 1 1 1 1
2 4 8 8

Abbildung 1 illustriert das Zufallsexperiment, sowie die Funktion P auf der o-Algebra A.

A =P(0)

{wy, w,}

[&)2,0}3}

W3, W
(g, @) {wy, w4} {wy, 3, 04}

{w,}

(eya5 {w,, w3, w4}
9 {wy) {w,, w3} {wq, Wa, w3, Wy}
(ws) {ws)} {0y, 0y w3}

v

2 = {w1, Wz, W3, W4} Pt {w/

T ———

1 2 3 4 5 6 7
8 8 8 8 8 8 B8

Abbildung 1 - Illustration eines endlichen Wahrscheinlichkeitsraumes

Man erkennt in Abbildung 1, dass die gewahlte o-Algebra A der Potenzmenge P ({2)
entspricht. Diese Annahme ist bei endlichen oder abzdhlbar unendlichen
Ergebnismengen (2 moglich.

Bei iliberabzdhlbaren Ergebnismengen zeigt sich jedoch, dass eine Definition des
Wahrscheinlichkeitsmafdes P nicht mehr auf allen Teilmengen von (2 zielfiihrend ist. [2]

Hier muss gelten

A c P(N0).
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1.1.6. Definition: Messraum
Sei (2 eine beliebige Menge und A < P(2) eine o-Algebra auf 2. Das Paar ({2, A) heifdt

Messraum. [6]

1.1.7. Definition: Messbare Abbildung (Messbarkeitseigenschaft)
Gegeben seien zwei Messrdaume ({2,A) und (/,7). Eine Abbildung f:0 — I heifdt
messbar (oder A — J messbar), wenn VM € J gilt: f~1(M) € A.5

1.1.8. Definition: Zufallsvariable
Seien (£, A, P) ein allgemeiner Wahrscheinlichkeitsraum und (I,7) ein Messraum. Eine
messbare Abbildung X: 2 — [ heifdt Zufallsvariable. Im Fall I = R nennt man X eine

reelle Zufallsvariable. [7]

Das Konzept einer (reellen) Zufallsvariablen kann oftmals Zu
Verstandnisschwierigkeiten fihren, allen voran, wenn man endliche
Wahrscheinlichkeitsrdume mit bereits konkreten Zahlen betrachtet. Das folgende

Beispiel soll die Sinnhaftigkeit von Zufallsvariablen verdeutlichen.

Beispiel

Betrachten wir einen 6-seitigen Wiirfel, dessen Wiirfelflachen anstelle der Zahlen 1 bis 6
mit den Farben Rot, Blau, Griin, Orange, Violett bzw. Weif} versehen sind. Die
Ergebnismenge eines Wiirfelwurfs lautet somit 2 = {R,B,G,0,V,W}.

Angenommen man mochte wie mit einem ,klassischen“ Wiirfel zwei Mal wiirfeln, die
Ergebnisse addieren, und die Person mit dem hochsten Gesamtergebnis gewinnt. Im Fall
von Farben ist die Addition zweier Wiirfelergebnisse nur schwer zu interpretieren. Das
Problem kann jedoch durch die Anwendung einer Zufallsvariablen geldst werden, indem

man jeder Farbe einen bestimmten Wert zuordnet.

5 https://www.math.tugraz.at/~ganster/teaching.html; SS 2013: Maf3- und
Integrationstheorie; Unterlagen: Mef3bare Funktionen [Stand: 05. 05. 2018]
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Die nachfolgende Tabelle zeigt eine mogliche Zuordnung

Wiirfelergebnis

Rot

Blau

Grin

Orange

Violett

Weifd

Zufallsvariable X

X(R)=1

X(B) =2

X(G) =3

X(0) =4

X(V)=5

xX(w) =

Mit Hilfe der Abbildung X: 2 — [1,2,3,4,5,6] kann man wie bei einem ,klassischen”

Wiirfel mit den erwiirfelten Farben Rechenoperationen vollziehen.

Die bislang wiederholten Grundbegriffe ermdéglichen abschliefiend eine allgemeine
Definition eines stochastischen Prozesses.

1.1.9. Definition: Stochastischer Prozess

Gegeben seien ein allgemeiner Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), ein Messraum (I,7)
und eine Indexmenge T c [0, oo.

Eine Familie X = (X;)ter mit X;:02 - I, t €T mit der Messbarkeitseigenschaft aus
Definition (1.1.7.) heif3t stochastischer Prozess. Die Menge I wird auch als Zustandsraum

bezeichnet. [7]

Stochastische Prozesse konnen abhangig von der Indexmenge T und dem Zustandsraum
[ in unterschiedliche Klassen eingeteilt werden. Im Weiteren Verlauf dieser Arbeit
werden stochastische Prozesse mit einer diskreten Indexmenge T' € N, betrachtet. Die
Elemente dieser Indexmenge stehen fiir einzelne Zeitpunkte, in denen ein System
betrachtet wird. Man spricht infolgedessen bei diesen Prozessen von zeit-diskreten

stochastischen Prozessen. [7]
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1.2. Markov-Kette

1.2.1. Definition: Markov-Kette
»Ein zeit-diskreter stochastischer Prozess (Xy)nen, mit abzdhlbarem Zustandsraum I heifst
Markov-Kette, wenn fiir alle Zeitpunkten € Ny und alle Zustdnde iy, ...,1,_1,in, ins1 €1

die folgende Eigenschaft

P(Xn+1 = lns1 | Xo = loy s Xnm1 = I, Xn = 1) = P(Xng1 = lnga | Xn = 1)

erflillt ist.“[3, S. 11]

Die eben genannte Eigenschaft wird auch als Markov-Eigenschaft bezeichnet. Sie besagt,
dass die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Zustandes i, ,; € I zum Zeitpunktn +
1 nur vom vorherigen Zustand i,, zum Zeitpunkt n abhangt. Alle davor angenommenen
Zustinde haben keine Auswirkung auf den Zustand i, ,;. Die Wahrscheinlichkeit des
Eintretens eines zukiinftigen Zustandes hdngt somit lediglich vom gegenwartigen
Zustand ab. Man bezeichnet derartige stochastische Vorgiange auch als gedachtnislose

Prozesse. [3]

Die in Definition (1.2.1.) genannte bedingte Wahrscheinlichkeit P(X,, 41 = ip41 | Xn = i)
wird auch als Ubergangswahrscheinlichkeit bezeichnet. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit

an, ausgehend vom Zustand i,, den Zustand i, zu erreichen. [3]

Zum besseren Verstindnis verwendet man im Zusammenhang mit Markov-Ketten
hiufig sogenannte Ubergangsgraphen. In diesen werden alle moglichen Zustinde eines

stochastischen Vorganges, sowie deren Ubergangswahrscheinlichkeiten eingezeichnet.

[3]

Beispiel

Eine Labormaus wird in ein R6hrenlabyrinth gesetzt. Das Rohrenlabyrinth besteht aus 5
Aufenthaltsrdaumen (4, B, C,D, E), welche durch Réhren auf unterschiedliche Art und
Weise miteinander verbunden sind. Ausgehend von einem willkiirlich festgelegten

Startraum wahlt die Maus einmal pro Minute nach dem Zufallsprinzip eine Réhre aus
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und durchlauft diese. Abbildung 2 fasst in einem Ubergangsgraphen den eben

beschriebenen stochastischen Vorgang zusammen.

Abbildung 2 — Ubergangsgraph Labormausexperiment |

Die einzelnen Rdume entsprechen in diesem Beispiel den moglichen Zustdnden i, es gilt
somiti € {A,B,C,D,E} = I. Nach dem Passieren einer ,alten“ Rohre entscheidet sich die
Labormaus nach dem Zufallsprinzip fiir eine ,neue“ Rohre. Die Wahrscheinlichkeit fiir
das Erreichen des nachsten Raumes hangt somit einzig und allein von der momentanen
Position der Maus ab. Dies entspricht der in Definition (1.2.1.) erwahnten Markov-

Eigenschaft.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen den Zeitpunkten 0 und 1 wird haufig
abgekiirzt mit p;;:=PX;=j|Xo=1i) , so lautet beispielsweise die
Ubergangswahrscheinlichkeit von Raum A in Raum D p,p = P(X; =D | X, = A) = %

Ubergangswahrscheinlichkeiten — mit pij =0 werden in Ubergangsgraphen im

Allgemeinen nicht eingezeichnet. In dem eben dargestellten Labormausexperiment I

wurde angenommen, dass sich das Rohrenlabyrinth im Laufe der Zeit nicht verandert, es
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gilt somit p;; =PX;=j|Xo=1)=PXp4s1=jlX,=1) Vn€eEN, . Sind die
Ubergangswahrscheinlichkeiten pij einer Markov-Kette fiir alle Zeitpunkte n € N,

gleich, so bezeichnet man die Markov-Kette homogen, andernfalls inhomogen. [3]

Im Weiteren Verlauf dieser Arbeit werden nur homogene Markov-Ketten betrachtet.

Ausgehend von den bisherigen Definitionen lasst sich folgender Satz ableiten.

1.2.2. Satz

»1) Fiir allen € Ny und alle iy, ...,i,_1, i, € I gilt
P(XO = io, ...,Xn = lTL) = P(XO = lO)P(Xl = il |X0 = lo) ...P(Xn = iTl | Xn—l = in—l)-
(ii)  Fiirallen € Ny und alle Ay, ..., A1, 4, € 1 gilt

P(XO € Ao, ""XTl € An) =
= Z Z P(Xo =io) - P(Xy =iy | Xo = ip) . P(Xn = Un | Xpn—q = in—1).
i0€Ap  in€An

(iii)  Fiirallen € Ny und alle j € I gilt

PX,=j) =

= ) POo=i0): ) o ) PO =i 1Ko = ig) o P(Xy = iy | Xy = i)

i€l i€l ip_ €l

[3,S.13]

Beweis

i) Der Ausdruck P(X, = iy, ..., X, = i) lautet in Mengenschreibweise

P(Xo=i) N(Xy =i) N .. (Xpq = in_1) N Xy = in)).

=B =A
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Mit Hilfe der Formel fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten ¢ ergibt sich

P(AnB)=P(A|B)-P(B) =
=P((Xn = i)l (Ko = i) N (X1 =) NN (Kpog = ing)) -
P(Xo=ig) N Xy = i) NN Ky = iny)) =

= P(Xn = iTL IXO = iO’Xl ES il) ...,Xn_l == in—l) . P(XO == io, ---'Xn—l = in—l)-

Aus der Markov-Eigenschaft folgt

P(Xn = in |X0 = iO'Xl = ill ""XTl—l = in—l) . P(XO = io, ""XTl—l = in—l) =

= P(Xn =i, |Xn—1 = in—l) : P(XO =g, e, X1 = in—l)-

Wiederholt man diese Rechnung fir P(X, =iy, ...,X,—1 = ip—1) und alle daraus

resultierenden Ausdriicke, so erhalt man schliefdlich

P(Xg =lg, 0, Xn =1p) = P(Xp = in | Xnoq = ipq) - oo P(Xy =1y | X = 1) - P(Xo = L)

ii) Folgt unmittelbar aus i). Wahrend bei i) alle Zustande X,, (n € N) einen festen Wert
annehmen, sind bei ii) fiir die Zufallsvariablen X, ..., X,, jeweils mehrere Ergebnisse

moglich.

Aus dem Ausdruck

P(Xo = ig, e, Xn = i) = P(Xo = ip) - P(Xy = iy | Xo = ip) * v.” P(Xn = in | X1 = in—1)

ergibt sich darum

6P(A|B) = % fiir die Ereignisse A und B [2]
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P(XO € Ao, ...,Xn € ATL) =

= z P(Xy = i) - z PXi=i1|Xg=1ip) " wn" z PXp =iy | Xp1 =ip-1) =

- Z Z Z P(Xog=1io) P(Xy =iy | Xog=1p) " o P(Xp = in | Xpnoq = ln—1)-

iii) Folgt aus ii). Fiir 4g =1, ..., A1 = L A,, = {J} gilt

PX,=))=PXo€LX, €I, .. X1 ELX, €} =

=ZP(X0=L'0)-ZP(X1=i1|X0=i0)-...-

: Z P(Xn—l =lip_1 |Xn—2 = in—Z) : Z P(Xn =i, =] | Xpn-1=lp_1) =

in—1€l in€{Jj}

= ) PUo=ig)- ) POG =01 [ X =ig) -

ig€l i1l

: Z P(Xn—l =lp—1 |Xn—2 =in_2) 'P(Xn =i, =] | Xpn-1=lp-1) =

in 1€l
=ZZ Z P(Xy = iy) - P(X; = iy | Xg = ig) - "

io€l i€l  ip_1€l
'P(Xn—l =lip1 |Xn—2 = in—Z) ) P(Xn =i, |Xn—1 = in—l)-

g.e.d. [3]
Hinsichtlich des obigen Beispiels lasst sich Satz (1.2.2.) folgendermafien deuten.

Beispiel
i) Der Ausdruck P(X, = iy, ..., X, = i,,) gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der die Maus

entlang eines bestimmten Weges lauft.
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Zur Vereinfachung wird angenommen, dass sich die Maus zum Zeitpunkt 0 in Raum A
befindet. Die jeweiligen Ubergangswahrscheinlichkeiten sind aus Abbildung 2 zu

entnehmen. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Weg A - B = C — D ergibt sich somit aus
P(A,B,C,D)=1 1z 1—00417
) ] - 2 4 3 - )

wohingegen die Wahrscheinlichkeit des Weges A — C — B — D gegeben ist durch

Wl =
AN

P(A,C,B,D)=1-0-

Dies wird verstindlich wenn man Abbildung 2 betrachtet. Es gibt keine direkte

Verkniipfung zwischen den Zustanden A und C.

ii) Der Ausdruck P(X, € A, ..., X, € A,) gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der sich die
Maus zum Zeitpunkt 0 in einem der moglichen Raume aus Ay, zum Zeitpunkt 1 in einem
der moglichen Raume aus A;, und zum Zeitpunkt n in einem der moéglichen Raume aus

A, fir n € N befindet.

Angenommen A, = {4}, A; = {B,D}und A, = {C,E}. Zur Vereinfachung wird also wie
zuvor Raum A als Startraum zum Zeitpunkt O festgelegt. Die Wahrscheinlichkeit, dass
sich die Maus zum Zeitpunkt 0 in Raum A4, zum Zeitpunkt 1 in Raum B oder D und zum

Zeitpunkt 2 in Raum C oder E aufhalt, ist gegeben durch

P(X, € {A},X; €{B,D}, X, € {C,E}) =

1 ! ! +11 ! ! +|1 ! 0 +|1 ! 0 0,25
5 2 4 5 2 4 2 2 ) \F 2 3l
A->B B-C A-B B-E A-D A-D
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iii) P(X,, = j) gibt Wahrscheinlichkeit an, mit der sich die Maus zum Zeitpunktn in

einem bestimmten Raum j € {4, B, C, D, E} aufhalt.

Im Folgenden wird die Wahrscheinlichkeit berechnet, mit der sich die Maus zum
Zeitpunkt n = 3 in Raum B befindet. Es wird erneut vorausgesetzt, dass sich die Maus

zum Zeitpunkt 0 in Raum A befindet.

PUG=B)= ) D' ) PUo=A)- PO =iy | X = A)- PO, = | Xy = i) - POy = B X, = i) =

i0€{A} i€l iz€l

-]

—
»{—
S
1 {o
X
S
feo
ta{NI»—l
N~ —
+
~/
=
S
1{o
X
L{N] —
>+
é‘ [=)
~
+
O
»{m
S
fee
S
Lo
E{L»l»—\
N~ —
+
~—
=
S
1{o
X
T
U{MI»—k
S}
clu [=}
~—
+
N
>
S
Ite
S
1 {o
]
o
[e
N—

+11 1 ! L +11 L 0 0 |+[1 L L +{1 L 0 +11 ! ) +
72 4 2 72 5Ts 5 2 4 3 R et 7204
A-B B-A A-B A-B A-B B-C (C-B A-B B-D A-B B-E

1 1 1 1 1
#f{1-0-0-=]+[1-0-Z-0 |+[1-0-0- -3 |+ 0-=-0 J+[1-0-2 -0 ||+
) - 2 o 3 ) — 3 e 3 — R 3
A A-C C-A — A A-C o B-B A A-C C-C - A A-C - D-B A A-C o E-E
A-B C-B C-B C-D C-E
1 1 1 1 1 1 1
+ \_1, 3 1 3 + L]; 3 2 0 |+ 2: 2 9 3 + L]; 3 9 . 9 + é 3 ) 0 +
A - D-A - A - D-B B-B A - D-C o A - D-D D-B A - D-E E-B
A-D A-B A-D A-D C-B A-D A-D
1 1 1 1
+{(1-0- -+ = [+|1-0 -0 0 )+(1-0-0-—= |+(1-0 0 0 |J+(1-0-=-0 =
T 2 2 V] — — ) - 3 “ — — [ 2
A A-E ol - A A-E E-B B-B A A-E E-C ~ A A-E E-D D-B A A-E o E-B
E->A A-B C-B E-E

—11 r1 +11 11 +11 1 ! —1+1+1—03542
T\l 2 4 2 “ 2 4 3 w o2 w2716 24 4
A - e = A = - - A = D-A =
A-B B-A A-B A-B B-C C(C-B A-D A-B

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Maus zum Zeitpunkt 3 in Raum C befindet, ergibt
sich aus der Summe der Wahrscheinlichkeiten aller méglichen Wege, welche in A

beginnen und in € enden.
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1.3. Anfangsverteilung und zeitliche Entwicklung

In den bisher angefiihrten Beispielen wurde immer ein bestimmter Raum zum Zeitpunkt
0 festgelegt, es galt somit P(X, = i) = 1flri € I. Im Allgemeinen kann der Zustand zu

Beginn einer Markov-Kette mit folgender Definition beschrieben werden.

1.3.1. Definition: Anfangsverteilung

Sei m;(0) :==P(X, =1i) firi €I = {1, ...,k}, k € N die Anfangswahrscheinlichkeit, mit
der sich ein System zum Zeitpunkt 0 im Zustand i befindet. Der Zeilenvektor m(0) :=
(mq(0) -+ me(0)) wird Anfangsverteilung genannt und gibt die

Anfangswahrscheinlichkeiten fiir alle Zustidnde i € I an. Es gilt ¥¥_, ;(0) = 1.[3]

Beispiel
Erneut wird das Labormausexperiment [ betrachtet. Erfolgt die Auswahl des

Startraumes nach dem Zufallsprinzip, so lautet die Anfangsverteilung

ul]
ul] =
ul| =

7(0) = (

U] =
~—~—

ul] =

Neben den Anfangswahrscheinlichkeiten lassen sich auch die einzelnen

Ubergangswahrscheinlichkeiten zu einer Matrix zusammenfassen.

1.3.2. Definition: Ubergangsmatrix

Sei p;j =P(Xn41 =j|X,=1) die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen den
Zeitpunktennund n + 1 von Zustandiin den Zustandjzu gelangen. Die Matrix P =
(pl- j) wird Ubergangsmatrix genannt. Sie beinhaltet alle Uberganswahrscheinlichkeiten

zwischen den Zeitpunkten n und n + 1. [3]
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Beispiel

Die Ubergangsmatrix fiir das Labormausexperiment I lautet

P =(py) =

N|lR,rR,r © hlkrRr O
S OWlkRr © N|R
© O O Bl O
© OWlkRrAIRN]| -

N RPROWIRLRA| R O

Das Labormausexperiment I ist wie in Abschnitt 1.2. erwdhnt ein Beispiel einer
homogenen Markov-Kette, was wiederum bedeutet, dass auch die Ubergangsmatrizen

zu allen Zeitpunkten n € N gleich sind.

Bei der in Definition (1.3.2.) erwihnten Ubergangsmatrix handelt es sich um eine

stochastische Matrix.

1.3.3. Definition: Stochastische Matrix
Eine reelle N X N Matrix heifdt stochastische Matrix, wenn

i) alle Eintrage der Matrix grofSer oder gleich 0 sind, (p;; = 0V i,j € 1),

ii) die Summe aller Zeilenwerte 1 ergibt (¥ ;¢; pi; = 1). [3]

Sind sowohl die Anfangsverteilung, als auch die Ubergangsmatrix einer homogenen
Markov-Kette bekannt, so ist die zeitliche Entwicklung eines stochastischen Vorganges

vollstandig beschreibbar. Betrachtet man den Ausdruck

/pll : : : P1k\

m(0) - P =m(0) - (piy) = (m(0) - nk(O))-k - - : )=
Pkk

Pk1
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= ((nl(o) p1 + o+ m(0) -pm) <ﬂ1(0) - Pig -+ + 1 (0) 'pkk>> =
1-1 k-1 1-k k—k

= (m1) - m((1) =:m(1)

erkennt man, dass die einzelnen Elemente des Zeilenvektors m(1) die
Wahrscheinlichkeit angeben, sich zum Zeitpunkt 1 im Zustand i € {1, ..., k} aufzuhalten.
Eine erneute Multiplikation des Vektors (1) mit der Matrix P ergibt einen Zeilenvektor
n(2), dessen Elemente die Wahrscheinlichkeit angeben, sich zum Zeitpunkt 2 im

Zustand i € {1, ..., k} aufzuhalten. Die n-malige Multiplikation

(((k(0)-P)-P)...-P)=m(0) - P" =:1t(n)

n—-mal

ergibt einen Zeilenvektor mw(n) = (my(n) - m(n)) , dessen Element die

Wahrscheinlichkeit angeben, sich zum Zeitpunkt n im Zustand i € {1, ..., k} aufzuhalten.

Die eben beschriebene zeitliche Entwicklung einer homogenen Markov-Kette kann man
folgendermafien verdeutlichen. Die Multiplikation zweier allgemeiner

Ubergangsmatrizen ergibt

Pu - P Pu - P (P11P1 + -+ Pubia) - 0 (PuPu + o+ PuPri)
pr=p.p=| - : ] - : =

Pia  © Pk Pa  © Pk PraPis + -+ PPre) - 0 0 (PraPuk + o PraPro)

Eine erneute Multiplikation mit P fiihrt zu dem Ausdruck

@b+ Pul) - (PuPuct o PiPid) Pu - Pue
P3=PZ~P=( . . . \( . .\‘:
(Prap1r + +PukPia) (Prapae + + pkkpkk)} \pk o pkk/
([(Pnpn ot pulia) - Pun F o+ PPt Puliad) Pl 0 [(PuPa o PuePia) CPak o F (PuaPak + o PP | pkk]\‘

\[(pupu + o Palin) P+t @bt Dalia) Pl 0 0 [@raPun o F PraPra) P+ o+ BraPi + 0 F PrPid) pkk]/



18 Grundlagen Markov-Ketten

[((P11P11P11 + + + PuPraP1n) + -+ + PraPulia + -+ + PucPraPr)] - : © [PuP1bu + o+ PuPraPu) + o+ P1PuPia + 0+ plkpkkpkk)]\
|

[(PraP11P11 + - + PraliaP11) + - + DraPulia + - + PracPracPic)] - : © @rapuPik + 0+ PrbraPa) + 0+ @bl + 0+ pkkpkkpkk)]}

-
Im Allgemeinen kénnen die Matrixelemente pi(}l) der Matrix P™ berechnet werden durch

(n) _ U S - .
pl] —Z... z p”l p1112 e pln—l]'

Zum besseren Verstindnis dieser Behauptung dient folgendes Beispiel. Seien die

Matrizen 4, B, C gegeben durch

ai1 Q412 Qg3 b1y bz b3 €11 C12 C13
A = a21 a22 a23 B = b21 b22 b23 C = C21 CZZ C23

asy as; ass b31 b32 b33

Fur die Elemente xﬁ), xg) und xg) der Matrix A - B gilt

2

xil) =ayq by +ag - by +ag3- b3y
2

x§2) = Q1 b1y + Ay - byy +a43 - by
@)

X3 = Qq1 b1z + aq3 - bys + aq3 - bas

Fiir das Element yl(g’) der Matrix (A - B) - C gilt
Ny =
= (a11b11 + @12b21 + ay3bz) - €11 +
+(a11b12 + a12bz; + ai3bz;y) - €21 +
+(ay11b13 + ai2bz3 + ay3bss) - ¢34 =
= (a11b11611 + a12b21¢11 + ay3bgic1y) +

+(a11b12€21 + a12b23C21 + a13b32651) +
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+(ay1b13¢31 + a12by3¢31 + ay3b3zc3) =

= alll : biliz : C123 "
i1€{1,2,3} ip€{1,2,3}

Es gilt also

n) _
pij- =

=) D PO =i X = D) PO =y | Xy = i) POy = | Xy = i) =
i1€]  ip_q€l

= PXa=jlXo=1).
(1.2.2. iii))

Andererseits gilt fiir die Grofde P(X,, = j)

POy =))= ) Py =1 POy =) 1 Xg=1) = ) m(0) - p = my().

i€l i€l

P(X, =j) gibt firj € {1, ..., k} die Wahrscheinlichkeit an, dass sich das System zum
Zeitpunkt n im Zustand j befindet. [3]
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Beispiel

Ausgehend von der Ubergangsmatrix des Labormausexperimentes I lautet die Matrix P3

0,3646 0,1875 0,0521 0,2396 0,1563
P3=|0,2083 0,3194 0 0,3194 10,1528

0,6250 0 0,1250 0,1250 0,1250/

0,4375 0,1250 0,0625 0,1875 0,1875

0,1875 03542 0 0,3542 0,1042\|

Angenommen die Auswahl des Startraumes zum Zeitpunkt O erfolgt zufillig. Die

Verteilung zum Zeitpunkt 3 wird berechnet durch

m(3) =n(0)-P3 =

0,1875 03542 0 0,3542 0,1042
1\ [ 03646 0,1875 0,0521 0,2396 0,1563\
—)-|O,2083 0,3194 0 0,3194 0,1528 |
5/ | 0,6250 0 0,1250 0,1250 0,1250/

0,4375 0,1250 0,0625 0,1875 0,1875

ul] =

ul] =

ul] =

ul] —
Il

= (0,3646 0,1972 0,0497 0,2451 0,1452).

Legt man hingegen Raum A als Startraum fest, so ergibt sich die Verteilung zum

Zeitpunkt 3 durch

n(3) =n(0)-P3 =

0,3646 10,1875 10,0521 0,2396 0,1563
=(1 0 0 0 0)-]02083 03194 0 0,3194 10,1528
0,6250 0 0,1250 10,1250 0,1250/
0,4375 10,1250 0,0625 0,1875 0,1875

0,1875 03542 0 0,3542 0,1042\|

= (0,1875 0,3542 0 0,3542 0,1042).

Bemerkung: Die Grofde mz(3) = 0,3542 wurde bereits in dem Beispiel zu Satz (1.2.2. iii))

berechnet.
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1.4. Klassifizierung von Zustanden

Abhingig von den Ubergangswahrscheinlichkeiten kann man die Zustinde i € I einer
Markov-Kette in unterschiedliche Kategorien einteilen. Zum besseren Verstandnis der
nun folgenden Definitionen wird das bisher bestehende Rohrensystem des
Labormausexperimentes 1 veriandert. Der neue Ubergangsgraph ist in Abbildung 3

dargestellt.

Abbildung 3 — Ubergangsgraph Labormausexperiment II

1.4.1. Definition: Erreichbar

Seien i,j € I Zustdande. Der Zustand j heifdt erreichbar von Zustand i, wenn einn >0

existiert, fiir das gilt: pi(?) > 0. Man schreibti — j. [8]

Zwei wechselseitig erreichbare Zustinde i,j € [ nennt man kommunizierend. Man
schreibti & j. [8]
Fiir zwei kommunizierende Zustande i,j € I gilt, dass n,m > 0 existieren, sodass gilt:

(n

pij) > 0 und pj(.:n) > 0.
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Sind zwei Zustinde erreichbar oder kommunizierend, bedeutet das nicht, dass sie eine

direkte Verbindung pi(jl) aufweisen miissen.

Beispiel

Raum D ist in dem Labormausexperiment II von Raum C aus erreichbar (C — D). Die
Raume A und C sind miteinander kommunizierend (4 < C).

Man kann die Erreichbarkeit oder die Kommunikation zweier Raume entweder direkt
aus dem zugehorigen Ubergangsgraphen ablesen, oder mit Hilfe der Matrix (pl-j)3

liberpriifen. Die Ubergangsmatrix P fiir das Labormausexperiment II lautet

11010

3 3 3

1 11 1

2 Z o0 =

4 4 4 4
P=01100.

2 2

0 0 O 0

11OOO

2 2

Es gilt

()’ =P-P)-P=

L N R 2 S LS S TN
3 3 3 3 3 3 3 3 3
111 1[]1 11 1 111 1
- -0 =] =0 = ~ - 20 -
4 4 4 4| |4 2 4 4 4 4 4 4

o2 Lo oflolloo 0o 12 of

2 2 2 2 2 2
000 ol o o0 10 00 0 0
Ll o000/ 22000 L1l oo
2 2 2 2 2 2
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111
33 3
/ 0,1944 0,1944 0,0833 0,4444 0,0833\ 111 1
02708 03958 0,1875 00833 00625|| |2 2 2 © 3
| 0125 0375 0375 0 0125 |-l 11 =
\ 0 0 0 1 05500
0,2917 02917 0,125 0,1667 0125 00010
Ll 000
2 2

0,1551 10,1968 0,0903 0,5093 0,0486
0,2205 10,3142 0,1927 10,1736 0,0990\
=10,1979 0,3854 0,2813 0,0417 0,0938 |.
0 0 0 1 0
0,2326 0,2951 0,1354 0,2639 10,0729

(3)

Man erkennt, dass sowohl p;; > 0, also auch p(3) > 0 und pgj) > 0 sind.

1.4.2. Definition: Irreduzibel und maximal Irreduzibel

Sei] € (). Die Menge ] heifdt irreduzibel, wenn Vj, j, € J gilt: j; & j,.[8]

Die Menge / heifst maximal irreduzibel, wenn J irreduzibel ist, und V]’ € 2 folgende
Implikation gilt: ] € J' € 2 => ]’ ist nicht irreduzibel. [9]

Eine maximal irreduzible Menge ist somit die grofdte irreduzible Menge auf (2.

Sind alle Zustdnde einer Markov-Kette irreduzibel, so spricht man von einer

irreduziblen Markov-Kette.

Beispiel

Die Menge {B, C,E} ist in dem Labormausexperiment II irreduzibel, denn man gelangt
von jedem dieser Riume in jeden anderen Raum. Die Menge {4, B, C, E} ist hingegen
maximal irreduzibel, da hier im Gegensatz zur Menge {4, B,C, D, E} noch alle Raume
miteinander kommunizieren. Die Irreduzibelitit oder maximale Irreduzibelitit kann

man wie im vorherigen Beispiel entweder direkt mit Hilfe des Ubergangsgraphen, oder
durch Berechnen der Matrix (pij)3 Uiberpriifen. Die Matrix (pl-j)3 ist bereits aus dem

vorherigen Beispiel gegeben. Fiir i,j € {4, B, C, E} gilt: pU) > 0 und p( ) >0 vn,m = 3.
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1.4.3. Definition: Absorbierend

Man nennt einen Zustand i € I absorbierend, wenn ¥n € N, gilt: pi(?) = 1.[8]

Beispiel

In dem Labormausexperiment II ist Raum D ein absorbierender Zustand. Informationen
liber absorbierende Zustinde erhilt man entweder direkt aus dem Ubergangsgraphen
der Markov-Kette, oder durch die zugehorige Ubergangsmatrix P. Die Ubergangsmatrix

fiir das Labormausexperiment II wurde bereits in dem Beispiel zu Definition (1.4.1.)

angegeben. Es gilt: pgg =1Vn € N,.

Fir die nachfolgende Klassifizierung muss zunachst die Riickkehrwahrscheinlichkeit f;;
eingefithrt werden. Diese wird in Abschnitt 1.6. noch genauer behandelt. Sei fign) =
PX,=1X,_14#1,..,X; #1| X, = i) die Wahrscheinlichkeit der erstmaligen Riickkehr
in den Zustand i € I nach n Zeitpunkten. Summiert man tiber alle fign), so erhalt man die

Wahrscheinlichkeit f;;, ausgehend vom Zustand i in den Zustand i zuriickzukehren. Es

gilt: f; = Y2, £, [8]

1.4.4. Definition: Rekurrent und Transient

Man nennt einen Zustand i € I rekurrent, wenn gilt

[ee]

fa= ) fP =1

n=1

[8]

Man nennt einen Zustand i € [ transient, wenn gilt

o0}

fii=zfi§n)<1

n=1

[8]
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Ein rekurrenter Zustand tritt im zeitlichen Verlauf fast sicher unendlich oft ein. Ein

transienter Zustand tritt im zeitlichen Verlauf fast sicher endlich oft ein. [3]

Beispiel

Betritt die Labormaus Raum D, so kann sie diesen nicht mehr verlassen, woraus folgt,
dass die Raume A4, B, C und E nur endlich oft angenommen werden kénnen. Die Raume
A, B, C und E aus obigen Labormausexperiment II sind somit transient, der Raum D ist

rekurrent.

Ein rekurrenter Zustand muss im Allgemeinen nicht absorbierend sein, wie der

Ubergangsgraph des folgenden Labormausexperimentes I1I verdeutlicht.

Abbildung 4 - Ubergangsgraph Labormausexperiment lll

Fiir das Arbeiten mit Markov-Ketten ist es haufig notwendig, den Begriff der Rekurrenz
zu unterteilen. Ist ein Zustand i € I rekurrent, so kehrt die Markov-Kette nach Definition
(1.4.4.) fast sicher nach i zurtick. Fiir die Riickkehrzeit T; vom Zustand i in den Zustand i
gilt:

Ist die mittlere Riickkehrzeit E(T;) = Ygeqn - fign)endlich, so spricht man von positiver
Rekurrenz. Ist ein Zustand rekurrent, aber nicht positiv-rekurrent, so nennt man den

Zustand null-rekurrent. [8]
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1.5. Zeitspannen bei absorbierenden Zustinden

Sei] c I eine Menge, deren Zustinde absorbierend sind. MitT; = inf(ln € N| X, € ]}
wird die Zufallsvariable bezeichnet, welche dem Zeitpunkt bzw. der Zeitspanne

entspricht, bis ein Zustand j € ] zum ersten Mal eintritt. Es gilt T; € N U {oo}. [3]

Die Wahrscheinlichkeit des Eintretens inJzum Zeitpunktt € N ist gegeben durch
P;(T; = t). Die Grofe P;(T; > t),t € Ny gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der ein
Eintritt inJ erst nach dem Zeitpunkt t stattfindet. Ob ein Erreichen von ] noch in
endlicher Zeit erfolgt, wird durch die Wahrscheinlichkeit P;(T; < o) angegeben. Sowohl
P(T;=t) , als auch P;(T; >t) und P;(T; <o) hiangen von der Wahl des
Anfangszustandes i & J ab. [3]

Die im Mittel verstrichene Zeit bis zum Eintritt in / kann mit Hilfe des Erwartungswertes
7Ei(T]) = Yot - P;(T; = t) berechnet werden. Auch Ei(T]) hdangt von dem zu Beginn

gewahlten Anfangszustand i € J ab. [3]

Grundsatzlich miissen Zustinde der Menge J nicht absorbierend sein, die eben
beschriebenen Groéfien P;(T; > t), P;(T; < o) und Ei(T]) sind infolgedessen auch fiir
allgemeine Zustidnde einer Menge J giiltig. Absorbierende Zustdnde eines Systems sind
jedoch in den meisten Fallen auch kritische Zustande, das bedeutet, dass das Erreichen
dieser Zustinde den vorliegenden stochastischen Vorgang beendet. Aus diesem Grund

interessiert man sich vorranging dafiir, ob und wann absorbierende Zustdnde eintreten.

Der folgende Satz gibt an, wie man die Groflen P;(T, > t), P;(T; < o) und Ei(T])

berechnet.

7E(X) = Yier X;p;, wobei x; die Realisierung der Zufallsvariablen X und p; die
Wahrscheinlichkeit, mit der x; eintritt, bezeichnet [2]



Grundlagen Markov-Ketten 27

1.5.1. Satz

,Sel | eine Menge von absorbierenden Zustinden und i € J. Dann gilt

i) Ausgehend von Pi(T] > 0) = 1fiir allei & ] ldsst sich P;(T; > t) fiir allei & ] und alle

t € N rekursiv berechnen gemdfs

P(T) > t) = Z pucPie(T) > t — 1),
ké¢j

ii) P;(T; < o) ist die kleinste Losung u; € [0, 1], i € I, des Gleichungssystems

u; = Z Pik t Z DikU-

keJ kéj

iii) E;(T;) ist (im Falle Pk(T] < 00) =1,k € J]) die kleinste Lésung u; =0,i €1, des

Gleichungssystems

u =1+ z DikUk-

[3,S.19-20]

Beweis
i) Unter der Voraussetzung i & | kann die Wahrscheinlichkeit P;(T; > t), t € N, mit der

ein Eintritt in J erst nach dem Zeitpunkt t stattfindet, angeschrieben werden als
P(T)>t)=PX1 €],..X €] | Xo =1).

Bei einem festen Anfangszustand i bezeichnet p;;, die Ubergangswahrscheinlichkeit von
dem Zustand i in den Zustand k fiir k € I. Im Weiteren Verlauf gilt k ¢ J. Der Ausdruck
P(X;¢],...X: ¢ ]| X, = k) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass ausgehend von dem
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Zustand k kein Eintritt in / zwischen den Zeitpunkten 1 und t stattfindet. Fiir ein festes k
bezeichnetp;, - P(X; € J, ..., X; € ] | X, = k) die Wahrscheinlichkeit, dass ein Eintritt in
J erst nach dem Zeitpunkt t stattfindet, wobei zum Zeitpunkt O der Zustand i & J und
zum Zeitpunkt 1 der Zustand k € /] angenommen werden. Die Summation tiber alle
Zustinde k € I \ J, ergibt infolgedessen die Wahrscheinlichkeit, dass ein Eintritt in J

erst nach dem Zeitpunkt ¢t stattfindet. Es gilt

POGE] e Xe €] [ Xo = D)= ) pi- P(X: €], Xe €] 1 X = K)
kéj

und auf Grund von k €& |

D Pu POGE ) X @] 1X =00 = ) i PO €, X € 1y = 1) =
kéj kej

= Zpik'Pk(T] >t—1).

ke&J

ii) Die Wahrscheinlichkeit Pi(T] > t) =PX,€],..X:&] | Xo=10)istVi €I, i & ] mit
zunehmenden t monoton fallend, da fiir X;,; € J,t € Ny der Ausdruck PL-(T] > t) mit
einer Ubergangswahrscheinlichkeit 0 < p < 1 multipliziert wird. Da P;(T; > t) auch
nach unten beschriankt ist, konvergiert Pi(T] > t) fir t > . Es gilt somit, dass
tll)rg Pl-(T] > t) und insbesondere tllg Pk(T] >t — 1) Vi,k €1, i,k & ] existieren.

Sei P;(T; = o) die Wahrscheinlichkeit, dass ein Eintritt in den Zustand J nicht in

endlicher Zeit erreicht wird. Es gilt

P(Tj <) =1—-P(Tj =) =1~ lim P,(T; > t) =1 - lim Zpik-Pk(T] >t—1).
k&J
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Nach Definition (1.3.3. ii)) und den Rechenregeln fiir Summen und Limiten gilt

_hmzplk P(Ty>t—1) = <zpik>_zpik'tli_{£lopk(7}>t—1)=

(133. u)) g et e
= (Zpik +Zpik> —Epik'gi_)rgpk(ﬂ >t— 1) =
kej k&j k&j
= zpik +Zpik — Pk’ th_{gpk(Tj >t—1)=
KkEJ 173
Zplk-l_zplk 1—llm Pk(T] t—l))
Kke) 173

Die Grofleu; = 1 — hm P; (T] > t) [0, 1] ist somit eine Losung des Gleichungssystems

Ykej Pik + ke Dik - Ug-

Im Folgenden wird mit vollstandiger Induktion nach t gezeigt, dass es sich bei u; um die
kleinste Losung des Gleichungssystems Y.xc; Pix + Xke) Pik - Ux handelt. Angenommen v;
sei eine beliebige Losung des Gleichungssystems Yxc; Pix + Xk Pik * Vk-

Z. Z.: Pi(T] >t) >1—-v

Induktionsanfang (1.A.)
Seit = 0.DanngiltVi € |

P(T)>0)=1>1-w,.

Induktionsvoraussetzung (1.V.)

Es gilt

P(Tj>t-1)=1-wv.
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Induktionsschritt (I.S.)

Fiir t gilt nach den Rechenregeln fiir Summen und Definition (1.3.3. ii))

P(Ty> €)= ) puc P>t = 1) = ) pye- (1= ) =

ke Lv. k&)
= Zpik — DPik " Vg = (Zpik> _Zpik Uk =
ke k] kg
:<Zpik_zpik>_zpik'vk: 1 _Zpik_zpik'vk:
kel keJ keJ (1.3.3. 1)  kej kej
=1- (Zpik+zpik'vk> =1-v.
keJ kéj

Durch vollstandige Induktion erhdlt man somit fiir ¢ — o

lim P(T) > t) 21—

©1-lim A(T) > t) < v,

iii) Unter der Bedingung, dass man einen Zeitpunkt [ auch anschreiben kann als

N
|
=

o~
1]
o

und der Gleichung

Z P(T; =1 = P(T; > t)

I=t+1
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gilt fiir den Erwartungswert Ei(T]) nach den Rechenregeln fiir Summen

(0]

(1) = Zzp@a—z) Zzp(n z)=2(i)-a(n=z)=

=1

-1

zi P(T, iip(r,=l)=iﬂ(n>t)=
=y s

1=1t=0

iz i Pe(Ty >t 1) =
= +22plk Pk(T]>t—1)—1+Zplk zpk(T]>t_1)

=1 ké¢] kéj t=

= P(T, > 0) +§:Pi(T, > t)

=u‘k

Die GroRe u; = Y32 P;(T; > t) = 0 ist somit eine Losung des Gleichungssystems 1 +

Yke) Pik - Uk

Im Folgenden wird mit vollstandiger Induktion nach n gezeigt, dass es sich bei u; um die

kleinste Losung des Gleichungssystems 1 + }x¢; pix - Uy handelt. Angenommen v; sei
eine beliebige Losung des Gleichungssystems 1 + Yxg; Pik * V-

Z7.Z.. ?20 Pi(T] > t) < V;

Induktionsanfang (1.A.)
Sein = 0. Dann gilt Vi & J, dass

ZP(T]>t) P(T]>0)—1<vl—1+2plk V.

kéj
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Induktionsvoraussetzung (1.V.)

Es gilt

n-1
Z Pi(T] > t) < V;.
t=0

Induktionsschritt (1.S.)
Flurn gilt auf Grund von Pi(T] > O) = 1,Satz (1.5.1. i)) und den Rechenregeln fiir

Summen

n
zpi(T’ >t) =
t=0

an

n n—1
=Pi(T]>0)+ZPi(T]>t)=1+ZPi(T]>t+1)
t=1 t=0

(1.5.1. 1)
n—-1 n-1
= 1+22pik Pe(T) > 0) = 1+Zpik-ZPk(T] >t) S
t=0 k¢J ke t=0 av)
1 +Zpik * Vg = V.
k]

Durch vollstandige Induktion erhdlt man somit fiir n — o

lim > P(T) > t) <v;.
t=0

g.e.d. [3]
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Beispiel
i) Angenommen die Maus aus dem Labormausexperiment II startet zum Zeitpunkt 0 in
Raum A, dann wird die Wahrscheinlichkeit, dass die Maus erst nach 4-maligen

Raumwechsel in Raum D gelangt berechnet durch

Ps(Tppy > 4) = Z parcPi(Tipy > 3) = Z ParPi(Tipy > 3) =
Kk&{D} kE{A,B,C,E}

= pAAPA(T{D} >3) + pABPB(T{D} >3)+ PACPC(T{D} >3) + pAEPE(T{D} >3) =

1 53 +1 119+0 23+0 53_04390
3 108 3 144 24 72 '

Nebenrechnung:

PA(T{D} > 1) = z pAkPk(T(D) > 0) = Z pAkPk(T(D) > 0) =

k&(D} keE{A,B,C.E}

1 1 2
= PAAPA(T{D} > 0) + Pas PB(T{D} > 0)+pACPC(T{D) > 0) +pAEPE(T{D) > 0) = Paat Pap T Pac + Pac =§+§+0+0 =3

=1 =1 =1 =1

Py(Tppy > 1) = Z PP (Tipy > 0) = Z PicP(Tipy > 0) =

k&{D} ke{A,B,C.E}

+-+-=1

B

1
4

B

1
= Ppa PA(T{D} > 0) + Dss PB(T(D} > 0) + Dae PC(T(D} > 0) +Pse PE(T(D) > O) = Ppa + Ppg + Ppc + Ppe = Z"'

=1 =1 =1 =1

Pe(Tpy > 1) = Z PeiPi(Tipy > 0) = Z PeiPi(Tipy > 0) =
Kke(D} KE(A.B,C.E}

1 1
=pCAPA(T(D} > 0)+pCBPB(T{D} > 0)+pCCPC(T{D} >0)+PCEPE(T{D) >0) = DPca t Pcs t Pcc + Pce = 0+E+E+O =1

=1 =1 =1 =1

Pe(Tipy > 1) = Z pePi(Tipy > 0) = Z pexPi(Tipy > 0) =

k&{D} Ke{4,B,C,E}

1 1
:pEAPA(T(D} > 0)+pEBPB(T{D) > 0)+pECPC(T{D} > 0)+pEEPE(T(D) >0) = Pga + Pes + Pec + Per :§+E+0+0 =1

=1 =1 =1 =1
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PA(T{D} > 2) = Z pAkPk(T(D) > 1) = Z pAkPk(T(D) > 1) =
k€(D} Ke(A,B,CE)

12 1
= PaaPa(Tipy > 1) + pasPs (Tipy > 1) + acPe(Tipy > 1) + parPe(Tipy > 1) = 3373 140-140-1=

=S+5= =

Py(Tipy > 2) = Z PocPi(Tipy > 1) = Z PoPe(Tipy > 1) =

ke{D} k€{A,B,C,E}
12 1 1 1
= PpaPa(Tipy > 1) + PpsPs(Tipy > 1) + PacPe(Tioy > 1) + PpePe(Tipy > 1) = 23ty ity itg1=
2 N 3 N 3.3 11
T12 012 12 127 12
PC(T{D) > 2) = Z kaPk(T(D} > 1) = Z kaPk(T{D) > 1) =
ke&{D} k€E{A,B,C.E}

2 1 1
=0caPa(Tipy > 1) + PesPs(Tipy > 1) + PecPe(Tipy > 1) + 0epPe(Tpy > 1) = 0 gy lAg14001=
—1+1—1

=5+5=

Pe(Tipy > 2) = Z PecPe(Tppy > 1) = z pePe(Tipy > 1) =

k¢{D} k€E{A,B,C,E}
12 1
= PeaPa(Tipy > 1) + PesPs (Tpy > 1) + PecPe(Tipy > 1) + peePe(Tpy > 1) = 273t7 1+0: 140-1=
1.1 243 5
=372 %
Pi(Typy > 3) = z PaicPie(Tpy > 2) = Z ParPi(Tipy > 2) =
ke{D} Kk€E(A,B,C,E}
15 111 5
= paaPa(Tioy > 2) + PasPs(Typy > 2) + PacPe(Tipy > 2) + paePs (T > 2) = 39T3 0140 =
_5,11_20433_ 53
T 27 36 108 ~ 108
Py >3) = ) pukliy >2) = ) pueelTiy >2) =
ke{D} k€e{A,B,C,E}
15 111 1 15
= ppaPa(Tipy > 2) + PesPs (Tipy > 2) + PocPe(Tipy > 2) + PoePe(Tipy > 2) = AR R A R

5 11 1 5 20+33+36+30 119

BETRPT Ry 144 T 144



Grundlagen Markov-Ketten 35

Pe(Typy > 3) = Z PexPe(Tipy > 2) = Z PePe(Tipy > 2) =

k&(D} KkeE(A,B,CE}

5 111 1
= PeaPa(Tipy > 2) + esPs(Tioy > 2) + PecPe(Tipy > 2) + pepPe(Tipy > 2) =0 5ty 3tz 140 =

1 1 11412 23

2t ua "

Pg(Tpy > 3) = z pePie(Tipy > 2) = Z pePie(Tipy > 2) =

k&(D} ke({AB,C.E}

15 111 5
————— T0 140 2=

= PeaPa(Tipy > 2) + PesPo(Tiny > 2) + picPe(Tipy > 2) + pepPe(Tppy > 2) = 29t 12

5 11 20+33 53

“BYRT T Tm

ii) Um die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, mit der die Maus aus dem
Labormausexperiment II Raum D in endlicher Zeit erreicht, wird nach Satz (1.5.1. ii))

folgendes Gleichungssystem aufgestellt

u; = z Pik + Z PikUx = Z Pix + Z PikUs

keJ k] kej kE€{A,B,C,E}

miti € {A,B,C,E}und] = {D}.

PakUi = Pap + [Paatia + Paplp + Paclc + PaglUs]

lruy = Par +
KE(D) KE{A,B,C.E}
II:ug = Ppr + PerUk = Ppp + [Ppalta + PppUB + Ppclc + PprUk]
Ke(D) KE(A,B,C.E}
HI:ue = Pck + PckUk = Pcp + [Pcatia + Pepuip + Peclc + Peps]
KeD)} KE(AB,C.E}

IV:iug = 2 Pk + PerUk = Pep + [PEalla + DepUp + Prclc + PerlUs]

ke{D} k€e{A,B,C,E}
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I uA=1+1-uA+l-uB+O uc + 0 uE=1+1-uA+1-uB
3 3 3 3 3 3
II'ug = 0 + 1-uA + l-uB + l-uc + l.uE = l-uA + l.uB + l.uc + l-uE
4 4 4 4 4 4 4 4
III:uC=0+0-uA+%-u3+%-uc+0-uE= %.u3+%.uc
1 1 1
IV:uE=0+EuA+§-uB+OuC+OuE= —UA+§'UB

Nach wenigen Aquivalenzumformungen ergibt sich das Gleichungssystem

I: 2uy=1 + up
II:3ug= Uy + uc; + ug
HI:u; = Ug
IV:2up= u, + ug

welches mittels dem Computerprogramm GeoGebra gelost wurde und folgende

Losungen ergibt

Uy =Ug =Uc = ug = 1.

Das Ergebnis ist so zu deuten, dass egal von welchem Raum aus die Maus startet, sie

nach ausreichend langer Zeit immer in Raum D gelangt.

Bemerkung: In Kombination mit mehreren absorbierenden Zustinden miissen die
Losungen u; = Pi(Tj < o) nicht alle gleich 1 sein. In Abschnitt 3.2. wird ein derartiger
Fall behandelt.

ili) Um die mittlere Dauer zu berechnen, bis sich die Maus aus dem
Labormausexperiment II in Raum D befindet, wird nach Satz (1.5.1. iii)) folgendes

Gleichungssystem aufgestellt
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u; = 1+zpikuk =1+ z DirUrk
73] KE{A,B,C,E)

miti € {A,B,C,E}und] = {D}.

Lug =1+ Z PakUi = 1+ [Paatta + PapUp + PacUc + Partg]
KE(A,B,C,E)

lug =1+ Z PeiUx = 1+ [ppalta + PppUp + Ppclc + Prrlik]
KE(A,B,C,E}

Hl:uc =1+ z PekUi = 1+ [Pcatia + PcpUs + Peclc + Peple]
KE(A,B,C,E}

Viug =1+ Z PexUi = 1 + [Pgatia + PepUp + Peclc + Perug]

ke{A,B,C,E}
1 1 1 1
I uA=1+§-uA+§-u3+0-uc+0-u5=1+§-uA+§-uB
1 1 1 1 1 1 1 1
[Miug =1 + g Wt gug tuc v up = 1+ 2wt st oue toou
1 1 1 1
IH:uC=1+0'uA+E~uB+E.uC+O-uE:1+ E.'u'B-l—E.u'C
1 1 1
IV:uE=1+§uA+E~uB+O uC+O-uE=1+—uA+§.uB

Nach wenigen Aquivalenzumformungen ergibt sich das Gleichungssystem

I: zuA: 3 + Up
II: 3uB= 4 + Uy + Uc + Ug
I up = 2 + oup

IV:ZuE: 2 + Uy + Up
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welches mittels dem Computerprogramm GeoGebra gelost wurde und folgende

Losungen ergibt

23 37 43
uA = ?,uB :?,uc = ?,U,E = 11

Die Labormaus vollzieht im Durschnitt beginnend in Raum A ?, beginnend in Raum B 33—7,

beginnenden in RaumC43—3und beginnend in Raum E 11 Raumwechsel, bevor sie in

Raum D gelangt. Die unterschiedlichen Losungen werden verstdandlicher, wenn man den
zugehorigen Ubergangsgraphen aus Abbildung 3 betrachtet. Es gibt nur eine Moglichkeit
in Raum D zu gelangen, diese Moglichkeit fiithrt tiber Raum A. Mit dem Startraum A
bendtigt man somit im Mittel am wenigsten Ziige, um in Raum D zu gelangen. Die Maus
benoétigt hingegen beginnend in Raum C die meisten Raumwechsel, um - schnellsten

Falls direkt - in Raum D zu gelangen. Weiters fiihrt ein Weg mit Startraum C nur tiber

Raum B, in dem die Wahrscheinlichkeit mit nur i gegeben ist, in Raum A zu gelangen.
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1.6. Zeitspannen bei allgemeinen Zustdnden

Wie bereits zu Beginn des Abschnittes 1.5. erwdhnt, muss zur Berechnung der Grofien
T;, Pi(T; = t), Pi(T) > t), Pi(T; < o) und E; (T]) die MengeJ c I im Allgemeinen keine

Menge absorbierender Zustiande sein.

Im Folgenden seiT; = inf{n € N| X;, = j} die Zufallsvariable, welche dem Zeitpunkt
bzw. der Zeitspanne entspricht, bis ein Zustand j € J zum ersten Mal eintritt. Es gilt T; €
NU {oo}. Mit f;; := P;(T; < o0) wird die Wahrscheinlichkeit fir das Erreichen eines
Zustandes j € J in endlicher Zeit (ausgehend vom Anfangszustand i € I) bezeichnet. Die

Wahrscheinlichkeit der Riickkehr in einen Zustand i € [ ist gegeben durch f;; == P;(T; <
). [3]

Von weiterer Interesse ist die Haufigkeit, mit der ein Zustand j € ] angenommen wird.

Hierfiir wird die Indikatorfunktion angewendet.

1.6.1. Definition: Indikatorfunktion
Sei A € (). Die Funktion

(1 fallsweA
Ly(w) = {0 sonst

heifdt Indikatorfunkton von A. [2]

Die Haufigkeit N;, mit der ein Zustand j € / angenommen wird, ergibt sich aus der
Summe aller Zeitpunkte, in denen j eintritt. Es gilt: N; = Y71y - . Die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand j 6fter als m-mal eintritt, ist, in Abhangigkeit vom

Anfangszustand i, gegeben durch P;(N; > m). [3]

Der Erwartungswert El-(Nj) = Ym=0Pi(N; >m) gibt an, wie oft ein Zustand j im

Durchschnitt eintritt. [3]
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1.6.2. Satz

, Fiirallei,j € I und allem € N gilt

) P(N; >m) = f;(F;)"

=y, bl 13,5.27]

i) E;(N;) = = y

Um Satz (1.6.2. i)) zu beweisen, wird die sogenannte starke Markov-Eigenschaft
verwendet. Diese mathematische Grofde wird im Folgenden eingefiihrt, wobei auf einen

zugehorigen Beweis verzichtet wurde.

1.6.3. Definition: Filtrierung

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Man definiert fiir

.M € Ny die o-Algebra F, auf () als die Menge der Teilmengen von (), die sich als
(notwendigerweise abzdhlbare) Vereinigung von Mengen der Form {w:Xy(w) =

ig) -, Xn(w) = iy} [..] schreiben lassen. [...]. Weiters gilt F,, € F, fur m < n. “[10,S. 16] 8

1.6.4. Definition: Stoppzeit

Sei (12, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir eine Markov-Kette mit Anfangsverteilung
m(0) heiflt die Abbildung7:02 — N, U {0} Stoppzeit, wenn gilt: {t = n} € F, Vn € N,,.
[10]®

»Zur Formulierung der starken Markoveigenschaft ist es niitzlich, die o-Algebra F, - die
sogenannte t-Vergangenheit — als natiirliche Verallgemeinerung von F,, im Spezialfall T =
n zu definieren. Dabei soll ein Ereignis F in F; liegen genau dann, wenn das Eintreffen oder
Nichteintreffen von F aufgrund der Beobachtung X,, ..., X; erkennbar ist. Wir definieren F;

als die Menge der Teilmengen von (2, die sich als (notwendigerweise abzdhlbare)

8 http://www3.math.tu-berlin.de/Vorlesungen; WS11/; StoMo; Literatur: Skript von
Prof. Dr. Scheutzow [Stand: 05. 05. 2018]
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Vereinigung von Mengen der Form {w:t(w) = n, Xy(w) = iy, ..., Xp(w) = i,,} fiirn € N,

[-.] und einer Teilmenge von {w: T(w) = oo} in F schreiben lassen.” [10, S. 22-23] 8

1.6.5. Satz
Gegeben seien eine Markov-Kette mit der Ubergangsmatrix P und der Anfangsverteilung
m(0). Weiters sei 7 eine Stoppzeit auf der Markov-Kette.

,Dann gilt die starke Markoveigenschaft, d.h.
P(Xpy1 =iy e, Xpgi = U [ X =i} 0 F 0 {T < 0}) =pii, e Dip_yi

fiiralle F € F,k € N [..] fiirdie P({X, = is} N F N {t < o}) > 0.“[10, S. 23] &

Beweis (Satz 1.6.2.)

zz: PNy >m+1) =f;(6,)"

i) Induktionsanfang (1.A.)
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand j € ] 6fter als 0-mal eintritt, ist gleich der
Wahrscheinlichkeit, dass die Ersteintrittszeit T; des Zustandes j € J endlich ist. Es gilt

somit

P(N; > 0) = P(Ty < ) = fy; = fiy (f3;) -

Induktionsvoraussetzung (1.V.)
Sei ’I}.(m) = inf{n > ’I}-(m_l) | X, = j} fiirm > 0 die Zufallsvariable, welche dem Zeitpunkt

entspricht, in dem ein Zustand j € | zum m-ten Mal eintritt. Es gilt

P >m) S (1Y < o) = £y ()"
a b
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da a) die Wahrscheinlichkeit, dass die Haufigkeit des Eintretens eines Zustandes j € J
grofder als mist, gleich der Wahrscheinlichkeit der Zufallsvariablen T}(m”) < oo ist, die

den Zeitpunkt des m + 1 Eintritts in j € J angibt, und b) eben diese Wahrscheinlichkeit
gleich ist der Multiplikation der Wahrscheinlichkeit f;;, die dem Ubergang von dem

Zustand i in den Zustand j entspricht, mit der m -maligen Multiplikation der

Ruckkehrwahrscheinlichkeit f] je

Induktionsschritt (1.S.)

Der Ausdruck P, (7}("”2) — ’1}.(’"“) =k| 7}("‘“) = n) gibt die Wahrscheinlichkeit fiir
eine endliche Dauer k zwischen den Zeitpunkten T}(m“) und Y}(m”) an, unter der

Bedingung, dass auch die Dauer Y}(m“) endlich ist. PL-(?}("”I) =n) gibt die

Wahrscheinlichkeit an, dass die Dauer bis zum m + 1 Eintrittszeitpunkt endlich ist.

Da k und n beliebig grof3 sein konnen, ergibt die Summation dariiber

_ Z Z Pi(.l}(m+2) _ 7}(m+1) — k| 7}(m+1) _ n) _Pi(Tj(mu) _ n)

k=1n=1

Im folgenden Schritt wird die starke Markov-Eigenschaft angewendet, wodurch der
Zeitpunkt der letzten Beobachtung ebenfalls als Zufallsvariable angeschrieben werden

kann. Es gilt

P(N;>m+1) = Z Z P(Ty=k)|Xo =) -pi(T].(m“) = n)
k=1n=1
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Nach den Rechenregeln fiir Summen ergibt sich

iiP(Tj:k|Xo:j)‘Pi(7}(m+l) =n)=§:Pj(Tj:k) iP(T(mH) n):

k=1n=1 k=1 n=1

= P(Ty < ) - P(T™ <o) = ;- £is ()" = fis(fis

LV.

ii) Der Erwartungswert von N; in Abhédngigkeit vom Zustand i lautet nach Satz (1.6.2. i))

und den Rechenregeln fiir geometrische Reihen

E(N) ZP(N>m) qu(fu = Z(fu _i"l——fjj'

m=0

Weiters folgt aus den Rechenregeln fiir Erwartungswerte °

E(N;) = E; <i 1{Xn=j}> Z Ei(1,=p) = z Pi(Xn =]) = z P -
n=1

g.e.d. [3]

Interessiert man sich fiir die Dauer des Aufenthaltes in einem Zustand, so wird diese
durch die Zufallsvariable H; = inf{n > 0: X,, # i} fiir i € I beschrieben. Man nennt H; die
Verweilzeit eines Zustandes i € I. [8]

Flr die Verweilzeit eines Zustandes gilt folgender Satz.

9E(X +Y) = E(X) + E(Y), wobei X und Y Zufallsvariablen sind und E(1y,) = P(X;) [2]
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1.6.6. Satz
Seii € I.
» Die Verweilzeit H; ist in jedem Zustand [...] geometrisch verteilt”. [8, S. 5]

Fir alle n € N gilt somit: P(H; = n | Xy, = i) = (p;)"(1 — pip).

Beweis

Es gilt
PHi=n|Xo=0)=P(Xy=i,..Xpy, =i, Xyo1 # 1| Xo=10) =

=P(Xo=10,X1 = l,., Xp, = U, Xpg1 # D).

Aus Satz (1.2.2. 1)) folgt

P(Xo=i,X1 =10, Xy, =1, X1 #1) =

=[P(X0=i)-P(X1=i|X0=i)~...~P(XH=i|XHl__1 =0)] - PXyy1 #F1i| Xy =1)

das  bedeutet, dass sich P(H;=n|X,=1i) als Multiplikation von

Ubergangswahrscheinlichkeiten anschreiben lisst. Es gilt somit

P(H; =n|X,=1) =

:[P(XOZL)P(Xlzll)(O:l)P(XH:llel_l:l)]'P(XH_l_l:/:llXH:l):

n—-mal

=pii P A —pu) = @)™ (1 —py)

n—-mal

wobei p;; die Ubergangswahrscheinlichkeit angibt, von dem Zustand i in den Zustand i
zu gelangen, und (1 — p;;) die Wahrscheinlichkeit angibt, von dem Zustand i in einen
anderen Zustand ungleich i zu gelangen.

g-e.d. [8]
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Beispiel
Fir das Labormausexperiment II gilt, dass die Wahrscheinlichkeit ausgehend von Raum

B fur 5 Minuten in Raum B zu bleiben, berechnet wird durch

1,° 1 1 3
PHy =51X=B) = (3) -(1-7) = 1o57°3 = 00007342

Zur Erklarung der folgenden Definition wird das Labormausexperiment erneut

verandert. Der zugehérige Ubergangsgraph ist in Abbildung 5 dargestellt.

Abbildung 5 — Ubergangsgraph Labormausexperiment IV

1.6.7. Definition: Periode
Seii € I ein Zustand. Den grofdten gemeinsamen Teiler allern € Nmit P(X, =i | X, =

i) nennt man Periode d;. [3]

Es gilt somit d; :== ggT({n € N |P(X,, =i |Xy, = D)}).
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Beispiel

Befindet sich die Maus aus obigen Labormausexperiment [V zum Zeitpunkt 0 in Raum A
so kann sie nur zu den Zeitpunkten 4,6,8,10,12,... wieder in selbigen Raum
zurickkehren. Ist der Startraum hingegen mit Raum C festgelegt, so kann die
Labormaus nur zu den Zeitpunkten 2,4,6,8,10,12,... wieder in diesen Raum
zuriickkehren. In dem Labormausexperiment IV haben alle Rdume eine Periode d; = 2
firi € {4,B,C,D,E}, woraus sich schliefien lasst, dass eine Riickkehr in den jeweiligen

Startraum nur nach einer geraden Anzahl an Zeitpunkten maoglich ist.

Kennt man die Periodizitit eines Zustandes, so kann man im Fall d; # 1 Vorhersagen

iber mogliche Eintrittszeitpunkte treffen.

Gilt d; = 1 fiir einen Zustand i € I, so nennt man diesen Zustand aperiodisch. [3]
Ein Zustand i € [ ist genau dann aperiodisch, wenn gilt: 3n € N, sodass pl(ln ) > 0. [9]

Sind alle Zustinde einer Markov-Kette aperiodisch, so spricht man von einer

aperiodischen Markov-Kette.
Beispiel

In dem Labormausexperiment I ist jeder Raum aperiodisch. Dies ldsst sich mit Hilfe der

Ubergangsmatrix (pl- j)s liberpriifen. Aus der urspriinglichen Ubergangsmatrix

P =(py) =

S OWlkrLr O N|R
O OWlkRLrAIRN|RF

o O O sk O

N[—RrR, © N, O
N ROWlIRA R O

folgt
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0,2760 10,2769 0,0234

. [03676 01979 10,0499
P5=(p;) =10,2882 10,2675 0,0260
0,4948 10,0938 0,0885

0,4037 0,1667 0,0599

Da p(.s) >0Vie{AB,CD,E}gilt, sind alle Raume

ii

aperiodisch.

0,3004
0,2478
0,2905
0,1823
0,2266

0,1233
0,1367
0,1308 |.

Q1406/
0,1432

des Labormausexperimentes |

Bemerkung: Da pi(j5)>0 Vi, je{AB,C,DE} gilt, handelt es sich bei dem

Labormausexperiment I um eine irreduzible Markov-Kette.

Ist die Wahrscheinlichkeit einer Markov-Kette gleich 0, wieder in den Anfangszustand

i € I zuriick zu gelangen, so ist die Periode dieses Zustandes gegeben mit d; = oo. [3]

Beispiel

In dem Labormausexperiment Il ist die Periode d, gleich oo.
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1.7. Stationare Verteilung

In Abschnitt 1.3. wurde bereits die zeitliche Entwicklung von homogenen Markov-
Ketten behandelt. Mit Hilfe der Anfangsverteilung 7(0) = (m,(0) -+ m,(0))firi €
I ={1,..,k},k € Nund der stochastischen Matrix P = (pij) kann man die Verteilung
n(n) = (my(n) -+ mr(n)) zu beliebigen Zeitpunkten n € N, berechnen. Stellt man
sich nun die Frage, welche Verteilung sich bei einem stochastischen Vorgang nach

langfristiger Betrachtung einstellt, so fiihrt dies zum Begriff der stationdren Verteilung.

1.7.1. Definition: Stationare Verteilung
Sei P eine stochastische Matrix. Man nennt eine Verteilung m, stationdr, wenn Vn € N

gilt: Ty - P™ = m,. [9]

Eine stationdre Verteilung muss nicht immer existieren, beispielsweise wenn es sich bei
dem stochastischen Vorgang um eine transiente Markov-Kette handelt. Auféerdem muss
eine stationdre Verteilung im Allgemeinen nicht eindeutig sein. Setzt man P gleich der
Einheitsmatrix, so kann man beliebig viele Verteilungen 7, angeben, welche die

Bedingung aus Definition (1.7.1.) erfiillen. [9]

Fir irreduzible Markov-Ketten mit endlichen Zustandsraumen bzw. irreduzible Markov-
Ketten mit abzdhlbaren Zustandsraumen und positiv-rekurrenten Zustanden existieren
hingegen immer eindeutige stationdre Verteilungen. [3]

Weiters gilt fiir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen 7 einer endlichen irreduziblen und

aperiodischen Markov-Kette, dass lim - P"* = m(,, wobei , die stationdre Verteilung

n—-oo

bezeichnet. [9]

Existiert eine eindeutig stationdre Verteilung, so kann diese mit dem folgenden Satz

berechnet werden.

1.7.2. Satz
,» Fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung 1, folgt aus m(0) = m, die Beziehung t(n) = m,

vn € Ny genau dann, wenn ntyP = m, gilt (also ty linker Eigenvektor zum Eigenwert 1

ist).“[9 S. 4 - Endliche Markovketten]
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Beweis

(=) Wegeny = m(n) vn € Ny gilt: 1y = n(1) = w(0) - P = 1y - P.

(&) Induktionsanfang (1.A.)
Sein = 0. Es gilt

My P =1y = m(0) = nw(n = 0).

Induktionsvoraussetzung (I.V.)

Es gilt
n(n) = m,.

Induktionsschritt (I.S.)
Furn + 1 gilt

n(n+1)=n(n)-P=mn, P =m,.
LV.

g.e.d. [9]

Beispiel

Um herauszufinden, in welchem Raum sich die Maus aus dem Labormausexperiment I
nach langer Zeit aufhalt, muss die stationdre Verteilung m, berechnet werden. Diese
existiert und ist eindeutig, da es sich bei dem Labormausexperiment [ um eine endliche

irreduzible und aperiodische Markov-Kette handelt. Die Irreduzibelitit und

Aperiodizitat der Markov-Kette wurden bereits durch die Matrix (pi ]-)5 in dem Beispiel

zu aperiodischen Markov-Ketten (S. 46-47) gezeigt.

Nach Satz (1.7.2.) ist die stationdre Verteilung der linke Eigenvektor zum Eigenwert
A, =1 bei vorgegebener Ubergangsmatrix P. Die Ubergangsmatrix fiir das

Labormausexperiment I lautet
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P=(py) =

N[R,rFR, © ANlkFL, O©
o oWl © NIk
o O O »lr O
S OWlRA|IRN]|F

NROW|lRLrA[RLR O

Die allgemeine Formel zur Berechnung eines Eigenvektors v zum Eigenwert A ist

gegeben durch [A — AE] - v = 6, wobei A eine quadratische Matrix, E die Einheitsmatrix
und v einen Spaltenvektor bezeichnen. Da die stationidre Verteilung 7, als Zeilenvektor
angeschrieben wird, miissen die Ubergangsmatrix P und der Zeilenvektor m, zunichst

transponiert werden, das ergibt

01011
4 2
10100
2 3
1
PP=l0 = 0 0
4
11100
2 4 3
01101
4 3 2
und

Gemaf3 der Formel zur Eigenvektorberechnung ergibt sich folgendes Gleichungssystem

[Pt — LE] mf =0
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1 1 0 1 1
4 2
1 1 1 0 0 s 0
- - — 1
2 13 nz\ 0\‘
0 - =1 0 0 |-|]7m]|=1]0
4 Ty 0
1 1 1 1 0 ”5/ 0
2 4 3
0 1 1 0
4 3

1 1
I: —Tq +—TL'2+07I3+ TTy +—T[5=0
4 2
1 1
II:E'T[I— TL—Z +§T[3+OT[4+OT[5=0

1
IIIO7T1+1T[2_ T3 +O7T4+O7T5=0

1 1 1
IVET[1+ZT[2+§T[3_ TTy +OT[5:0
1
V0T[1+1'T[2+ '7T3+O 7-[4,_— 7'[5_0

Nach wenigen Aquivalenzumformungen ergibt sich folgendes Gleichungssystem

I: 4m, = Ty T 4m, + 2my
II: 6m, = 3my + 2m;

II: 4y = T,

IV: 12n, = 6wy + 3m, + 4my

V: 6mg = 3m, + 4m;

welches mittels dem Computerprogramm GeoGebra gelost wurde und folgende

Losungen ergibt

11 3 3 15
My = —/1T5, Ty = 715, T3 = <Tg, My =

4 2 8 g o 7s T s
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Da die Summe der Komponenten eines Verteilungsvektors 1 ergeben muss, wird der

Zeilenvektor m, mit dem Faktor

11 3 3 15
TT[S +§T[5 +§T[5 +§Tl’5 + Ty = 7,5 Ty

normiert. Das ergibt

11 3 3. 15
Ty = ( R T T T ) ~ (0,37 0,2 005 0,25 0,13)
7,5 Ty 7,5 Ty 7,5 Ty 7,5 Tl 7,5 Tl

Bemerkung: Die Bedingung s # 0 darf angenommen werden, da im Fall m5 = 0 die

Summe der Komponenten des Zeilenvektors m nicht 1 ergeben wiirde.

Nach langer Zeit halt sich die Labormaus mit einer Wahrscheinlichkeit von rund 37 % in
Raum 4, 20 % in Raum B, 5 % in Raum C, 25 % in Raum D und rund 13 % in Raum E
auf. Am wahrscheinlichsten ist es somit, dass man nach langer Zeit die Labormaus in
Raum A antrifft, wohingegen es am unwahrscheinlichsten ist, die Labormaus in Raum C
anzutreffen. Dieses Ergebnis ist nachvollziehbar, wenn man den Ubergangsgraphen in
Abbildung 2 betrachtet. Raum 4 ist von 3 Rdumen aus erreichbar, wobei hinzukommt,

dass die Ubergangswahrscheinlichkeit von Raum D in Raum A mit 1 gegeben ist. Raum C
ist hingegen nur von Raum B aus mit einer Ubergangswahrscheinlichkeit von i

erreichbar.
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2. Markov-Ketten in Verbindung mit schulischem Unterricht

2.1. (Wo) Finden Markov-Ketten einen Platz im Unterricht?

Im Zuge meines Lehramtsstudiums an der Universitat Wien wurde der Begriff Markov-
Kette nur am Rande eines unverbindlichen Seminars erwdhnt. Des Weiteren waren
Markov-Ketten auch in Gesprachen mit meinen Kommilitonen immer eine grofde
Unbekannte. Diese Erfahrungen sind nur subjektiv, dennoch stellt sich zunachst

folgende Frage:

JIst es tiberhaupt sinnvoll, Markov-Ketten im Schulunterricht zu behandeln?

Um eine Antwort auf diese Frage zu finden, wurden folgende Kriterien herangezogen:

e Der Lehrplan der Neuen Modularen Oberstufe der AHS. 10
¢ Der Grundkompetenzenkatalog fiir die standardisierte schriftliche Reifepriifung in
Mathematik. 11

¢ Eine Handreichung zum Lehrplan Mathematik fiir die Oberstufe AHS. 12

Bemerkung: Die in diesem Abschnitt 2.1. zitierten Punkte wurden als solche erkenntlich

gemacht. Auf einen expliziten Verweis wurde auf Grund der Ubersicht verzichtet.

Aus Kapitel 1 geht hervor, dass Markov-Ketten nicht nur auf das Gebiet der
Wahrscheinlichkeitsrechnung beschrankt sind, sondern Wissen verschiedenster
mathematischer Teilgebiete voraussetzen.

Neben dem Rechnen mit (bedingten) Wahrscheinlichkeiten, und der Bedeutung von
Zufallsvariablen und Erwartungswerten, ist vor allem ein fundiertes Grundwissen aus

dem Bereich der linearen Algebra notwendig. Um die zeitliche Entwicklung von Markov-

10 https://bildung.bmbwf.gv.at/schulen/unterricht/lp/Ip_ahs_oberstufe.html; Lehrpldane
der allgemein bildenden hoheren Schulen [Stand: 05. 05. 2018]

1T https://www.srdp.at; Schriftliche Prifungen; Mathematik: Allgemeine Informationen;
Grundkompetenzenkatalog; Die standardisierte schriftliche Reifepriifung in Mathematik
(gtiltig am Maturatermin 2018) [Stand: 05. 05. 2018]
LZhttps://www.srdp.at/fileadmin/user_upload/downloads/Begleitmaterial /07_MAT /P
ublikationen/Handreichung_Lehrplan_Mathematik_2016_BMB.pdf [Stand: 05. 05. 2018]
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Ketten zu beschreiben, sind die Begriffe Vektor und Matrix, sowie die jeweiligen
Operationen untereinander unerldsslich. Die Fahigkeit des Aufstellens und Losens
linearer Gleichungssysteme ist sowohl fiir das Rechnen mit Zeitspannen, als auch fiir die
Berechnung der stationaren Verteilung notwendig.

Im Zusammenhang mit stationdren Verteilungen spielt auch der Begriff des Grenzwertes
eine zentrale Rolle. Markov-Ketten eignen sich im schulischen Unterricht gut zur
Wiederholung des Grenzwertbegriffes, da dieser an Hand eines praxisorientierten
Beispiels verdeutlicht werden kann.

Zwar sind die Binomialverteilung und die Normalverteilung in Hinblick auf die
standardisierte schriftliche Reifepriifung die zwei essentiellsten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen, dennoch sollten nach dem Lehrplan der Neuen
modularen Oberstufe der AHS auch noch weitere diskrete Verteilungen behandelt
werden. Das Arbeiten mit Verweilzeiten bietet sich hierfiir gut an, um den Schiilerinnen

und Schiilern die geometrische Verteilung naher zu bringen.

Die im Lehrplan der Neuen Modularen Oberstufe der AHS aufgelisteten und zu
unterrichtenden Themengebiete wurden mit den fiir das Rechnen mit Markov-Ketten

notwendigen Kompetenzen verglichen und sind im Folgenden nachzulesen.

e 5.Klasse (1. und 2. Semester)
,-) Lineare Gleichungssysteme in zwei Variablen Ilosen und deren Losungsfille
untersuchen und geometrisch interpretieren kénnen
-) Die oben genannten Gleichungen und Gleichungssysteme auf inner- und

aufsermathematische Probleme anwenden kénnen”

e 6.Klasse
3. Semester - Kompetenzmodul 3
»-) Eigenschaften von Folgen kennen und untersuchen kénnen (Monotonie,

Beschrdnktheit, Grenzwert)"“
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4. Semester - Kompetenzmodul 4
,-) Lineare Gleichungssysteme in drei Variablen l6sen kénnen
-) Vektoren in R™ und deren Rechenoperationen kennen, in Anwendungskontexten

interpretieren und verstdndig einsetzen kénnen*

»-) Mit Wahrscheinlichkeiten rechnen kénnen (Baumdiagramme; Additions- und
Multiplikationsregel)
-) Bedingte Wahrscheinlichkeiten und (stochastische) Unabhdngigkeit von

Ereignissen kennen”

e 7.Klasse
6. Semester - Kompetenzmodul 6
,-) Die Begriffe ,diskrete Zufallsvariable” und ,diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung“
kennen
-) Erwartungswert,  Varianz  und  Standardabweichung  einer  diskreten
Zufallsvariablen (Wahrscheinlichkeitsverteilung) kennen und deuten kénnen
-) Mit diskreten Verteilungen (insbesondere mit der Binomialverteilung) in

anwendungsorientierten Bereichen arbeiten konnen”

e 8. Klasse - Kompetenzmodul 7
8. Semester
»-) Wiederholen, Vertiefen von Fdihigkeiten und Vernetzen von Inhalten, um einen
umfassenden  Uberblick  iiber  die  Zusammenhdnge  unterschiedlicher

mathematischer Gebiete zu gewinnen.”

Um die Eingangs erwdhnte Frage zu beantworten, wurden neben dem Lehrplan der
Neuen Modularen Oberstufe der AHS auch der Grundkompetenzenkatalog fiir die
standardisierte schriftliche Reifepriifung, sowie ein erweiterter

Grundkompetenzenkatalog einer Handreichung zum Lehrplan 2016 Mathematik auf
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Zusammenhdnge mit dem Thema Markov-Ketten untersucht. Es zeigt sich, dass das
Thema  Markov-Ketten mit einigen Grundkompetenzen und erweiterten
Grundkompetenzen libereinstimmt.

Im Lehrplan der Neuen Modularen Oberstufe der AHS zielt das Thema Vektorrechnung
zum Grofdteil auf eine geometrische Darstellung ab. Die algebraische Deutung eines
Vektors, namlich die Zusammenfassung von Zahlen zu einem n-Tupel, findet kaum
Beachtung. Mit Hilfe der Anfangsverteilung bzw. der stationdren Verteilung kénnen die
Schiilerinnen und Schiiler eine Anwendung von Vektoren aufierhalb der geometrischen
Darstellung mittels Markov-Ketten kennen lernen.

Wie bereits erwahnt, geht mit dem Thema Markov-Ketten vielfach das Ldosen von
Gleichungssystem mit mehreren Variablen einher. Im Zuge dessen bietet sich die
Moglichkeit an, komplexere Gleichungssysteme mit Hilfe von elektronischen
Hilfsmitteln zu losen. Generell ist es beim Arbeiten mit Markov-Ketten von Vorteil, mit
Hilfe von Computerunterstiitzung an die vorliegenden Aufgabenstellungen
heranzutreten, da diese oftmals eine Vielzahl von Berechnungen erfordern. Schon fiir
die Berechnung des Wahrscheinlichkeitsvektors m(1) sind bei einem Zustandsraum der

Kardinalitat 5 25 Multiplikationen und 20 Additionen notwendig.

Im Folgenden sind die fiir das Thema Markov-Ketten notwendigen Kompetenzen aus
dem Grundkompetenzenkatalog, sowie dem erweiterten Grundkompetenzenkatalog

aufgelistet.

Grundkompetenzenkatalog:

¢ Inhaltsbereich Algebra und Geometrie (AG)

LAG 2.5  lineare Gleichungssysteme in zwei Variablen aufstellen, interpretieren,

umformen/Iésen, tiber Losungsfille Bescheid wissen, Lésungen und

Losungsfdlle (auch geometrisch) deuten kénnen

Anmerkungen:

[-]
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Mit dem Einsatz elektronischer Hilfsmittel kénnen auch komplexe Umformungen von
Termen, Formeln wund Gleichungen, Ungleichungen und Gleichungssystemen

durchgefiihrt werden.”

Vektoren

LAG 3.1 Vektoren als Zahlentupel verstindig einsetzen und im Kontext deuten

kénnen

[-]

Anmerkungen:
Vektoren sind als Zahlentupel, also als algebraische Objekte, zu verstehen und in

entsprechenden Kontexten verstdndig einzusetzen.”

¢ Inhaltsbereich Wahrscheinlichkeit und Statistik (WS)
WS3.1 die Begriffe Zufallsvariable, (Wahrscheinlichkeits-)Verteilung, Erwar-
tungswert und Standardabweichung verstdndig deuten und einsetzen kén-

"

nen

Erweiterter Grundkompetenzenkatalog:

e Inhaltsbereich Algebra und Geometrie (AG)

JAG-L 2.7 Lineare Gleichungssysteme in drei Variablen l6sen konnen”

¢ Inhaltsbereich Funktionale Abhangigkeiten (FA)
Reihen

,FA-184  Folgen und Reihen zur Beschreibung diskreter Prozesse in anwendungs-

orientierten Bereichen einsetzen kénnen"“

¢ Inhaltsbereich Wahrscheinlichkeit und Statistik (WS)

+WS-L 2.5 Bedingte Wahrscheinlichkeiten kennen, berechnen und interpretieren

kénnen”
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Summa summarum liefert die Behandlung von Markov-Ketten im Unterricht eine gute
Moglichkeit zur Verkniipfung unterschiedlicher mathematischer Teilgebiete. Mit Blick
auf die Schiilerinnen und Schiiler wird nicht nur der Zusammenhang verschiedenster
mathematischer Teilgebiete verdeutlicht, zusatzlich ist eine Wiederholung des bisher
erlangten Wissens gegeben. Aus diesem Grund bietet es sich an, das Thema Markov-

Ketten am Ende der 7. Klasse oder im Verlauf des 8. Semesters zu behandeln.

In den anschliefenden Abschnitten 2.2. bis 2.5. werden mogliche Stundenplanungen zur
Behandlung des Themas Markov-Ketten im Unterricht gegeben. Die geplanten
Unterrichtsstunden kénnen im Rahmen einer Projektwoche am Ende der 7. oder 8.
Klasse gehalten werden. Es wurde von 45-miniitigen Unterrichtseinheiten ausgegangen.
Fir die geplanten Unterrichtseinheiten ware es von Vorteil, wenn der Unterricht in
einem Computerraum stattfindet, da die Schiillerinnen wund Schiiler ein
Computeralgebrasystem (z.B. GeoGebra) zur Losung linearer Gleichungssysteme
benoétigen. Steht kein Computerraum zur Verfiigung, so sollten die Schiilerinnen und
Schiiler die linearen Gleichungssysteme mit Hilfe des Taschenrechners losen. In diesem
Fall sollte die Lehrkraft jedoch die notwendigen Rechenschritte tber den

Klassencomputer und den Beamer prasentieren.
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2.2. Stundenplanung 1

Ziele fiir die Unterrichtsstunde

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen:

e die zur Behandlung des Themas Markov-Ketten notwendigen Grundbegriffe
wiederholen.

e wissen, was man unter einem Zustandsraum und einem stochastischen Prozess
versteht.

e einen Ubergangsgraphen lesen und interpretieren konnen.

Verlauf

¢ Grundbegriffe wiederholen. (20 Min.)

e Ubungszettel 1 bis 4 austeilen und die Schiilerinnen und Schiiler bearbeiten lassen.
(15 Min.)

e Ubungszettel 1 bis 4 vergleichen. (10 Min.)

Allgemeines

Zur Wiederholung der Grundbegriffe wird als Unterrichtsmethode das von Josef Leisen
vorgeschlagene Domino (siehe Abschnitt 5.1.) verwendet. Hierfiir werden jeder
Schiilerin bzw. jedem Schiiler mindestens ein Dominostein samt einem Haftmagneten
ausgeteilt. Die Lehrkraft heftet den ,Start-Stein“ an die Tafel, und liest die
danebenstehende Frage vor. Die Schiilerin bzw. der Schiiler, die bzw. der den dazu
passenden Stein hat, geht an die Tafel, beantwortet die Frage, und liest ihre bzw. seine
Frage vor. Dieser Vorgang wird so lange wiederholt, bis alle Dominosteine aufgebraucht

sind. Es empfehlen sich folgende Punkte:

e Der ,Ende-Stein“ sollte bei gentligend Steinen einer Schiilerin bzw. einem Schiiler
gegeben werden, die oder der bereits einen Stein besitzt.

¢ Die Steine sollten zur besseren Handhabung einfoliert werden.

e Man kann schwierigere Fragen eher leistungsstiarkeren und leichtere Fragen eher

leistungsschwacheren Schiilerinnen bzw. Schiilern geben.
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e Bei Dominosteinen mit Bildern (siehe Anhang 5.1. Ende) sollten diese iiber den
Beamer hergezeigt und kurz von der Lehrkraft erlautert werden.
e Bei Dominosteinen mit Formeln sollten diese von den Schiilerinnen bzw. Schiilern an

der Tafel aufgeschrieben werden.

Mit Hilfe des Dominos werden vorwiegend folgende Grundkompetenzen bzw.
Grundbegriffe behandelt: Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten, Bedingte
Wahrscheinlichkeit, Erwartungswert, Lineare Gleichungssysteme, Vektor und

Grenzwert.

Bemerkung: Bei der Erstellung des Dominos wurden die fiir das Rechnen mit
Wahrscheinlichkeiten, sowie den Begriff des Erwartungswertes notwendigen
Informationen aus [5] herangenzogen. Diese sind im Abschnitt 5.1. nicht extra

angefihrt.

Nach dem Domino sollen die Schiilerinnen und Schiiler die Ubungsblitter 1 bis 4 in
Einzelarbeit behandeln. Ubungsblatt 1 dient dazu, die Schiilerinnen und Schiiler mit den
Begriffen ,System* und ,Zustandsraum*“ vertraut zu machen. Die Ubungsblitter 2 und 3
behandeln den Begriff des stochastischen Prozesses. Ein zugehoriges Beispiel soll den
Schiilerinnen und Schiiler verdeutlichen, wie man die zeitliche Betrachtung eines
Systems mathematisch darstellt. Ubungsblatt 4 befasst sich mit dem Ubergangsgraphen

eines stochastischen Vorganges.

Im Anschluss werden die Ubungsblitter in der Klasse gemeinsam mit der Lehrkraft
besprochen. Hierbei werden vorrangig die Aufgaben verglichen. Bei dem Ubungsblatt 4
sollte darauf aufmerksam gemacht werden, dass Ubergangswahrscheinlichkeiten gleich
0 wichtig fiir die Betrachtung eines Systems sind, jedoch im Ubergangsgraphen nicht

eingezeichnet werden.
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Projektwoche - Markov-Ketten

Mit Hilfe von Markov-Ketten kann man Voraussagen iiber bestimmte zukiinftige
Ereignisse treffen. Um zu verstehen, was eine Markov-Kette genau ist, muss man

zundchst ein paar mathematische Definitionen einfiihren.

Zustandsraum
Ein Zustandsraum E ist eine Menge, deren Elemente allen méglichen Zustdanden eines

Systems entsprechen.

Zum besseren Verstandnis betrachten wir als Beispiel das System ,Verkehrsampel®. In
einem vereinfachten Modell zeigt eine Strafdenverkehrsampel zeigt entweder Rot, oder
Gelb oder Griin an, die Zustdnde des Systems ,Verkehrsampel® sind somit ROT, GELB
und GRUN. In der nachfolgenden Tabelle sind die méglichen Ampelzustinde nochmals

aufgelistet, und mit entsprechenden Abkiirzungen notiert.

Zustand ROT GELB GRUN

Abkiirzung e, e, es

Der Zustandsraum des Systems ,Verkehrsampel“ ist somit gegeben durch

E ={e,, e, €3} = {ROT,GELB, GRUN}

Aufgabe:

In _der nachfolgenden Tabelle sind modgliche Transportmittel mit zugehorigen

Abkiirzungen aufgelistet. Ergdnze die Tabelle mit weiteren mdglichen Transportmitteln
und gib den entsprechenden Zustandsraum E an.

Zustand Auto Flugzeug | Fahrrad Zug

Abkiirzung ey e, es e, e €e e;

E ={ej, ey e3,e4,€564,€7} = { }

Blatt 1
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Betrachtet man ein System tiber einen langeren Zeitraum, kann man die Zustande eines

Systems mit einem Zeitparameter X,, (n € N) versehen.

Als Beispiel betrachten wir das System ,Tims Friihstiick“. Tim friihstiickt taglich, wobei

er immer zufallig zwischen einer der folgenden Speisen auswahlt:

Ham | Kornspitz

Zustand Kasesemmel | and mit Zuckerkipferl | Marmeladebrot | Pfannkuchen
Eggs | Schinken
Abkiirzung e e, e3 ey es €s

Angenommen Tim speist an ungeraden Tagen im Monat sauer, und an geraden Tagen im

Monat stf3. Diesen Fall kann man mathematisch folgendermafien anschreiben.

X, = e, oder X; = e, oder X; = e3

X, = e, oder X, = e; oder X, = e¢
X3 = e; oder X3 = e, oder X5 = e;
X, =e,oder X, = esoder X, = ¢4

Xz = e, oder X5 = es oder Xg = e

Aufgabe:

Welches Friihstiick konsumiert Tim ndchste Woche dienstags bzw. mittwochs?

Dienstag: X =e oderX =e oderX =e

Mittwoch: X =e oderX =e oderX =e

Stochastischer Prozess

Unter einem stochastischen Prozess versteht man die mathematische Beschreibung von

zeitlich geordneten, zufilligen Vorgangen.

Blatt 2
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Man kann stochastische Prozesse auch graphisch darstellen. Das folgende Diagramm
zeigt drei mogliche Varianten von Tims Friihstiick tiber eine Woche gesehen dar. Es wird
davon ausgegangen, dass die Zahlung am ersten Tag im Monat, und somit an einem

ungeraden Tag beginnt.

€s
€y

€3

Abbildung 6 — Drei Maéglichkeiten fiir Tims Wochenfriihstiick

Aufgabe:

a) Betrachte den orangenen Wochenverlauf. Welches Friihstiick isst Tim tdglich? Nimm
dir hierfiir die Tabelle von Blatt 2 zur Hilfe.

b) Zeichne im unten nachfolgenden Diagramm zwei weitere mogliche Wochenverldufe

von Tims Friihstick ein. Bedenke dabei, dass Tim an ungeraden Wochentagen sauer,

und an geraden Wochentagen siifd speist.

€q

1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 7 — Zwei Moglichkeiten fiir Tims Wochenfriihstiick

Blatt 3
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Bringt man den Wahrscheinlichkeitsaspekt in einen stochastischen Vorgang ein, so flihrt

dies zur Definition einer Markov-Kette. Die genaue mathematische Definition einer

Markov-Kette erfolgt spater, zunachst betrachten wir noch einmal Tims Friihstiick mit

einem Wahrscheinlichkeitsaspekt. Es gelten folgende Annahmen, in der
nachfolgenden Tabelle zusammengefasst sind.
Heute e e, es ey es e
Ubergangs- 1] 1 1 1] 1 1|1 |1
wahrscheinlichkeit | 2 | 2 2| 2 2 2 2 2
Morgen e, | es | ey | €6 | €5 | €4 e e, e es e, e
Aufgabe:

a) Tim isst heute einen Kornspitz mit Schinken. Welches Frithstiick kann Tim morgen

essen?

b) Wenn Tim heute ein Marmeladebrot isst, welches Friithstick wird er morgen (mit

Ausnahme der siif3en Gerichte) mit Sicherheit nicht essen?

Das eben beschriebene

System kann man mit Hilfe

Ubergangsgraphen veranschaulichen.

Abbildung 8 — Ubergangsgraph Tims Friihstiick

eines

sogenannten

Ubergangsgraph

Ubergangswahrscheinlichkeiten eines Systems darstellt.

Ein Ubergangsgraph ist eine Ubersicht, die sowohl die Zustinde, als auch die

Blatt 4
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2.3. Stundenplanung 2

Ziele fiir die Unterrichtsstunde

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen:

e wissen, was man unter einer Markov-Kette versteht.

e die Vorteile der Matrixschreibweise kennen lernen, sowie die Matrixmultiplikation
ausfiihren kénnen.

e erkennen, dass man den zeitlichen Verlauf einer homogenen Markov-Kette mit Hilfe

der Anfangsverteilung und der Ubergangsmatrix beschreiben kann.

Verlauf

e Ubungszettel 5 bis 11 austeilen und die Schiilerinnen und Schiiler bearbeiten lassen.
(20 Min.)

e Ubungszettel 5 bis 11 vergleichen. (15 Min.)

e Ubungszettel 12 austeilen und gemeinsam besprechen. (10 Min.)

Allgemeines

Zunichst sollen die Schiilerinnen und Schiiler die Ubungsblitter 5 und 6 in Einzelarbeit
behandeln. Diese befassen sich mit der Definition einer Markov-Kette. Anhand zweier
Beispiele sollen die Schiilerinnen und Schiiler selbststindig erkennen, was man unter
der Markov-Eigenschaft versteht. Bei der anschlielenden Besprechung der
Arbeitsblatter 5 und 6 sollte die Lehrkraft noch einmal explizit auf die Begriffe Markov-

Eigenschaft und homogene Markov-Kette eingehen.

Die Ubungsbliatter 7 bis 11 werden ebenfalls in Einzelarbeit behandelt. Die
Ubungsblitter 7 und 8 fithren einerseits den Begriff der Anfangsverteilung ein, und
dienen andererseits als Voriibung zur Berechnung der Wahrscheinlichkeitsverteilung
m(1). Ubungsblatt 9 soll den Schiilerinnen und Schiilern verdeutlichen, dass es Abseits
von Baumdiagrammen noch weitere Mdoglichkeiten gibt, stochastische Vorginge
anzuschreiben. Es wird darauf abgezielt, die Matrixschreibweise bzw.
Matrixmultiplikation als neues und hilfreiches Instrument zur Berechnung von

Eintrittswahrscheinlichkeiten zu verstehen. Die Ubungsblitter 10 und 11 fithren den
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Begriff der Ubergangsmatrix ein. Hier wird auch die Matrixmultiplikation an Hand eines
Beispiels genau erklart. Die Schilerinnen und Schiiler sollen in Verbindung mit
Ubungsblatt 8 erkennen, dass man mit Hilfe der Vektor-Matrix-Multiplikation zukiinftige

Eintrittswahrscheinlichkeiten berechnen kann.

Ubungsblatt 12 wird gemeinsam mit der Lehrkraft bearbeitet. Diese zeigt die hierfiir
notwendigen Rechenschritte mit Hilfe eines Computeralgebrasystems (z.B. GeoGebra)
her. Findet die Unterrichtsstunde in einem Computerraum statt, so sollten die
Schiilerinnen und Schiiler die jeweiligen Befehle unter Anleitung der Lehrkraft

ausfiihren.
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Projektwoche - Markov-Ketten

Aufgabe:
Betrachte die Tabelle auf Blatt 2 und den Ubergangsgraphen .Tims Frihstick” auf Blatt

4. Welche der folgenden drei Aussagen ist korrekt?

0 Wenn Tim heute eine Kisesemmel isst, dann isst er mit Sicherheit morgen ein
Zuckerkipferl.

[0 Wenn Tim heute Ham and Eggs isst, dann dauert es mindestens 4 Tage, bis er ein
Marmeladebrot isst.

[0 Die Wahrscheinlichkeit, mit der Tim ein bestimmtes Friihstiick isst, hdngt nur vom

Friihstiick des Vortages ab.

Markov-Kette
Sei E ein endlicher Zustandsraum mit den Zustanden e, ey, ..., €,_1, €5, €n+1 (N € Np).

Ein zeit-diskreter stochastischer Prozess (X;)nen, heifdt Markov-Kette, genau dann

wenn gilt:

P(Xn+1 = €n+1 |X0 =ep, X1 =€, Xp1 =€p_1, Xy = en) = P(Xn+1 =eny1 | Xn = en)

Die Wahrscheinlichkeit, mit der ein beliebiger Zustand zum Zeitpunkt n + 1 eintritt,
hdngt bei einer Markov-Kette somit nur vom Zustand zum Zeitpunktn ab. Anders
ausgedriickt bedeutet das, dass das Eintreten eines zukiinftigen Zustandes nur vom
aktuellen = Zustand abhangig ist. Bleiben fiir alle Zeitpunkte die
Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Zustdnden gleich, so spricht man von
einer homogenen Markov-Kette. In den kommenden Beispielen werden immer

homogene Markov-Ketten behandelt.

Blatt 5




68

Markov-Ketten in Verbindung mit schulischem Unterricht

Betrachten wir als Beispiel einen einfachen Fahrkartenautomaten. Es gelten folgende

Bedingungen:

e Wenn der Fahrkartenautomat heute funktionsfdhig ist, dann wird er auch am

. L - : 95 o L
nachsten Tag mit einer Wahrscheinlichkeit Vonmfunktlonleren. Mit einer

Wahrscheinlichkeit von % wird der Fahrkartenautomat am nachsten Tag hingegen

defekt sein.

e Wenn der Fahrkartenautomat heute defekt ist, dann wird er mit einer

Wahrscheinlichkeit VOH%biS zum nachsten Tag repariert werden. Mit einer

Wahrscheinlichkeit von %Wird er allerdings auch noch am nachsten Tag defekt sein.

Ob der Fahrkartenautomat am nachsten Tag funktioniert, oder defekt ist, hangt nur vom

Zustand des Fahrkartenautomaten am heutigen Tag ab. Es liegt somit eine (homogene)

Markov-Kette vor. Es gilt

Zustand

Funktioniert

Defekt

Abkiirzung

€

)

Aufgabe:

Trage die Ubergangswahrscheinlichkeiten in den unten dargestellten Ubergangsgraphen

ein.

Abbildung 9 — Ubergangsgraph Fahrkartenautomat

Blatt 6
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Mit Hilfe von Markov-Ketten kann man einfach und schnell
Eintrittswahrscheinlichkeiten zukiinftiger Zustinde berechnen. Hierfiir ist es jedoch

notwendig, eine sogenannte Anfangsverteilung anzugeben.

Anfangsverteilung

Die Anfangsverteilung eines Systems gibt an, in welchem Zustand sich ein System mit
einer bestimmten Wahrscheinlichkeit zum Anfangszeitpunkt 0 befindet. Sie ist durch
einen Zeilenvektor m(0) = (7y(0) -+ m,(0)) (n € Ny) gegeben. Die Elemente des
Zeilenvektors m(0) entsprechen den Wahrscheinlichkeiten der jeweiligen Zustande zum

Anfangszeitpunkt 0.

Angenommen der Fahrkartenautomat wird neu in Betrieb genommen und funktioniert
mit einer Wahrscheinlichkeit von 1, dann ist die Anfangsverteilung des

Fahrkartenautomaten gegeben durch

n(0)=(1 0)

Angenommen der Fahrkartenautomat wird neu in Betrieb genommen und funktioniert
mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,5, dann ist die Anfangsverteilung des

Fahrkartenautomaten gegeben durch

7(0) = (0,5 0,5)

Aufgabe:

Die Summe aller Elemente einer Anfangsverteilung ergibt immer 1. Wie kann man

dieses Ergebnis begriinden? Gib auferdem eine weitere Anfangsverteilung fiir das

System ,Fahrkartenautomat” an.

Blatt 7
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Angenommen der Fahrkartenautomat funktioniert zu Beginn mit einer
Wahrscheinlichkeit von %, oder ist defekt mit einer Wahrscheinlichkeit von % Weiters

gelten die Ubergangswahrscheinlichkeiten von Blatt 6 aus Abbildung 9. In Abbildung 10

ist das entsprechende Baumdiagramm dargestellt.

1 1
2 2
Funktioniert Defekt
95 5 1 1
100 100 2 2
Funktioniert Defekt Funktioniert Defekt

Abbildung 10 — Baumdiagramm | Fahrkartenautomat

Aufgabe:

a) Wie grofd ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Fahrkartenautomat nach einem Tag

funktioniert?

Rechnung: P(Automat funktioniert nach 1.Tag) =

b) Wie grof? ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Fahrkartenautomat nach einem Tag

defekt ist?

Rechnung: P(Automat ist defekt nach 1.Tag) =

Nachdem die Anfangsverteilung 7 (0) die Wahrscheinlichkeiten der Zustande zu Beginn
beinhaltet, kann man auch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung 7 (1) angegeben, welche

die Wahrscheinlichkeiten der Zustande nach dem 1. Tag beinhaltet.

Aufgabe:

Gib die Wahrscheinlichkeitsverteilung (1) fiir das System ,Fahrkartenautomat” an.

(1) = ( )

Blatt 8
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Mochte man die Wahrscheinlichkeiten berechnen, mit denen der Fahrkartenautomat
beispielsweise nach drei Tagen funktioniert bzw. defekt ist (also m(3)), so wiirde das

entsprechende Baumdiagramm folgendermaf3en aussehen.

=
[N}

Funktioniert Defekt
95 5 1
100 100 2
Funktioniert Defekt Funktioniert Defekt
L 5 1 1 95 5 1
100 100 2 2 100 100 2 2
Funktioniert Defekt Funktioniert Defekt Funktioniert Defekt Funktioniert Defekt
9 5 %5 5 z 95 51 ! 9 5 1 1
100 100 100 100 Z 100 100 2 2 100 100 z 2
Funktioniert Defekt Funktioniert Defekt Funktioniert Defekt Funktioniert Defekt Funktioniert Defekt Funktioniert Defekt Funktioniert Defekt Funktioniert Defekt

Abbildung 11 — Baumdiagramm Il Fahrkartenautomat

Um die Wahrscheinlichkeit, ob der Fahrkartenautomat nach drei Tagen funktioniert, zu
berechnen, sind schon 24 Multiplikationen und 8 Summationen notwendig. Méchte man
also weitere zukunftige Wahrscheinlichkeiten berechnen, benétigt man eine effektivere

Strategie. Es empfehlen sich daher folgende drei Schritte:

1) Das jeweilige System sollte mit Hilfe eines Ubergangsgraphen dargestellt werden.
2) Die Wahrscheinlichkeiten sollten in Matrixschreibweise angegeben werden.
3) Die anschliefenden Berechnungen sollten mit Hilfe eines Computeralgebrasystems

durchgefiihrt werden.

Das System ,Fahrkartenautomat wurde bereits auf Blatt 6 in Form eines

Ubergangsgraphen aufgezeichnet.

Blatt 9
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Eine Matrix ist eine rechteckige Anordnung von Zahlen.

Ubergangsmatrix
Eine Ubergangsmatrix ist eine Matrix, deren geordnete Elemente alle

Ubergangswahrscheinlichkeiten einer Markov-Kette sind.

Als Beispiel betrachten wir die Ubergangsmatrix P des Systems ,Fahrkartenautomat".

Diese wird folgendermafien angeschrieben

95 5
_(100 100
P=1"1 1
2 2

Die nachfolgende Tabelle zeigt, wie die jeweiligen Ubergangswahrscheinlichkeiten

angeordnet werden.
Funktioniert morgen Defekt morgen
Funktioniert heute i i
100 100
1 1
Defekt heute = =
2 2

Die Reihenfolge der Zustiande in den Zeilen muss gleich der Reihenfolge der Zustiande in

den Spalten sein (1. Zeile: ,Funktioniert®, 2. Zeile: ,Defekt; 1. Spalte: ,Funktioniert®, 2.

Spalte: ,Defekt“). Weiters ergibt die Zeilensumme einer Ubergangsmatrix immer 1.

Aufgabe:

Betrachte erneut das System ,Fahrkartenautomat”. Warum ist die Matrix P

keine Ubergangsmatrix?

5 95

_ | 100 100
b= 1 1
2 2

Blatt 10
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Man kann Vektoren und Matrizen miteinander multiplizieren. Im Fall von
Anfangsverteilungen und Ubergangsmatrizen ist es dabei notwendig, dass die
Reihenfolge der Zustdnde der Anfangsverteilung mit der Reihenfolge der Zeilen-/ bzw.
Spaltenzustande Ubereinstimmt. Die Multiplikation eines Zeilenvektors mit einer Matrix
ergibt erneut einen Zeilenvektor. Zur Veranschaulichung der Vektor-Matrix-
Multiplikation wird die Anfangsverteilung m(0) mit der Ubergangsmatrix P

multipliziert:

5

7(0)-P = (05 05)- 1007} —

5
= (0,5- +05:5 05 755+05- )= (0,725 0,275)

Bei der Vektor-Matrix-Multiplikation wird die Zeile des Vektors wird mit den einzelnen
Spalten der Matrix multipliziert, wobei man Produkte der jeweiligen Elemente

miteinander summiert.

Erganzung:

e Die Multiplikation einer Matrix A mit einem Spaltenvektor ¥ funktioniert wie folgt

ajq a12) ) (x) _ ((111 "X+ ag 'Y)

a1 Az Az1 X +az -y

Ao=( y

e Die Berechnung der Multiplikation zweier Matrizen lautet
4.8 = (all alz) _ (b11 b12) _ (a11 b1y +a12by1 a1y bzt agy- bzz)
Q21 Qz2/ \by1 by Az1 b1 + gz - ba1 Qg1 bip + ayp - by

Folgender Merksatz ist bei der Multiplikation von Vektoren und Matrizen hilfreich:

»Leile zuerst - Spalte spater”

Aufgabe:
Vergleiche das Ergebnis der Vektor-Matrix-Multiplikation (0) - P mit dem Vektor (1)
auf Blatt 8. Was fallt dir auf?

Blatt 11
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Die Multiplikation einer Wahrscheinlichkeitsverteilung m(n) zum Zeitpunkt n mit der
zugehorigen Ubergangsmatrix P liefert die Wahrscheinlichkeitsverteilung (n + 1) zum

Zeitpunktn + 1 (n € Ny).

Mochte man wie auf Blatt 9 dargestellt die Wahrscheinlichkeitsverteilung nach dem 3.

Tag fiir das System ,Fahrkartenautomat” berechnen, so geht man folgendermaf3en vor

=m(1)
=m(2)
=m(3)

((w . P> -P) =mn(3)

Andererseits kann man auch rechnen

m(0)-P-P-P=m(0)-P3=mn(3)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung m(n) zum Zeitpunktn (n € N) ergibt sich aus der
Multiplikation der Anfangsverteilung 7(0) mit der Matrix P", wobei P die

Ubergangsmatrix des Systems bezeichnet.

Mit Hilfe eines Computeralgebrasystems lisst sich die Matrix P3 schnell berechnen. Es

gilt
95 5 95 5 95 5 92 8
3_p.p.p—|/100 100} [ 100 100} [ 100 100 | _| 100 100
pe=p-p-F 1 1 1 1 1 1 83 17
2 2 2 2 2 2 100 100
und
92 8
.p3 _ | 100 100 | _
n(0)-P? = (05 05):| g3° 17 |=(0875 0,125)
100 100
Aufgabe:

Woran konnte es liegen, dass man nach 3 Tagen ,nur” mit einer Wahrscheinlichkeit von

87.5 % einen funktionierenden Fahrkartenautomaten vorfindet?

Blatt 12
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2.4. Stundenplanung 3

Ziele fiir die Unterrichtsstunde

Die Schilerinnen und Schiiler sollen:

wissen, was man unter der Verweilzeit eines Zustandes versteht.

die geometrische Verteilung als weitere diskrete Verteilung neben der
Binomialverteilung kennen lernen.

an Hand eines Versuchs erkennen, dass vorab einfach wirkende Aufgabenstellungen
nicht zwingend triviale Ergebnisse zur Folge haben.

wissen, wie man den Erwartungswert fiir die mittlere Eintrittszeit eines Zustandes

berechnet.

Verlauf

Ubungszettel 13 austeilen und gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schiilern
bearbeiten. (5 Min.)

Ubungszettel 14 austeilen und Vermutungen erheben. (2 Min.)

den Miinzwurfversuch erklaren und die Schiilerinnen und Schiiler durchfiihren
lassen. (10 Min.)

Ergebnisse vergleichen und Daten erheben. (3 Min.)

Ubungszettel 15 bis 20 austeilen und die Schiilerinnen und Schiiler bearbeiten lassen.
(20 Min.)

Ubungszettel 15 bis 20 vergleichen. (5 Min.)

Allgemeines

Zu Beginn der Einheit wird das Ubungsblatt 13 gemeinsam mit der Lehrkraft bearbeitet.

Die Lernenden sollen an Hand eines Beispiels die Verweilzeit eines Zustandes deuten

konnen, sowie von selbst auf die geometrische Verteilung als weitere diskrete

Verteilung schlief3en.

Mit Hilfe des Ubungsblattes 14 wird ein Klassenversuch durchgefiihrt. Die Schiilerinnen

und Schiiler sollen an Hand eines Miinzwurfversuchs herausfinden, ob das Ergebnis

Kopf-Kopf-Kopf-Kopf bzw. das Ergebnis Zahl-Zahl-Kopf-Kopf haufiger auftritt, oder ob
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beide Ergebnisse ungefiahr gleich haufig eintreten. Hierfiir werden zundchst die
Vermutungen der moglichen Falle von der Lehrkraft eruiert, und an der Tafel notiert. Im
Anschluss sollen die Schiilerinnen und Schiiler das Experiment in Partnerarbeit
ausfiihren. Schlussendlich werden die Einzelergebnisse in der Klasse besprochen und
von der Lehrkraft an der Tafel zusammengefasst. Die Ubungsblitter 15 und 16 dienen
als Vorbereitung zur Berechnung des Erwartungswertes fiir die mittlere Eintrittszeit
eines Zustandes. Die Erwartungswerte fiir die Eintrittszeiten der Zustande Kopf-Kopf-
Kopf-Kopf und Zahl-Zahl-Kopf-Kopf werden mit Hilfe der Ubungsblitter 17 bis 20
berechnet. Um die Schiilerinnen und Schiiler im Umgang mit Summenzeichen zu
unterstiitzen, ist auf den Ubungsblittern 17 bis 20 eine detaillierte Schrittanleitung
gegeben. Im Anschluss werden die jeweiligen Ergebnisse in der Klasse mit der Lehrkraft

besprochen.

Sollte noch geniigend Zeit vorhanden sein, kann als Erganzung in dieser
Unterrichtseinheit der Ruin eines Spielers aus Abschnitt 3.2. lUber den Beamer

prasentiert werden.

Bemerkung: Die Idee fiir das Miinzwurfexperiment stammt aus [15] und wiirde auf den

Ubungsblittern nicht extra vermerkt.
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Projektwoche - Markov-Ketten

Aufgabe:

Betrachte den Ubergangsgraphen zum System ,Fahrkartenautomat auf Blatt 6.

Angenommen man findet den Fahrkartenautomaten in einem funktionierenden Zustand

(also e4) vor, was kénnten die Rechnungen

95 5
100 100

95 95 5
100 100 100

95 95 95 5
100 100 100 100

bedeuten? Berechne die jeweiligen Ergebnisse.

Verweilzeit und deren Wahrscheinlichkeit
Die Verweilzeit H, eines Zustandes e ist die Zeit, bis der Zustand erstmals verlassen
wird. Die Wahrscheinlichkeit der Verweilzeit ist geometrisch verteilt, das bedeutet, dass
firn € N gilt:

P(H,=n|X,=e) =
=PX,=e|Xy=e)-PX,=e|X;=¢) ... P(X,=¢e | X,_.1=¢) - P(X, #e | X,_1 =e).

Blatt 13
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Aufgabe:

Wirf eine Miinze so lange, bis sie entweder viermal hintereinander Kopf (KKKK) oder

zweimal hintereinander Zahl und anschlieRend zweimal hintereinander Kopf (ZZKK)

anzeigt. Nutze zur Unterstiitzung die unten angefiihrte Tabelle.

Anzahl
Durchgang Ergebnisreihe KKKK ZZKK
Miinzwiirfe
K-Z-Z-K-Z-K-K-Z-Z-Z-K-Z-K-K-K-Z-Z-
Beispiel X 32
K-Z-K-K-Z-K-Z-K-Z-Z-K-Z-Z-K-K
1
Summe

Blatt 14
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Der Ubergangsgraph fiir den Miinzwurfversuch sieht folgendermafien aus

Abbildung 12 — Ubergangsgraph Miinzwurfversuch gesamt

Aufgabe:

Woran kann man an Hand des Ubergangsgraphen feststellen, dass das Ergebnis ZZKK

ofter als das Ergebnis KKKK eintreten wird?

In dem Ubergangsgraphen kann man erkennen, dass die
Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir die Zustinde ZZKK bzw. KKKK nur in sich selbst
wieder zuriickfiihren. Solche Zustinde nennt man bei Markov-Ketten auch

absorbierende Zustande

Absorbierende Zustinde
Absorbierende Zustdnde sind Zustdnde eines Systems, die nicht wieder verlassen

werden konnen.

Blatt 15
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Man kann den im Durchschnitt zu erwartenden Wert, wie haufig man eine Miinze
werfen muss, bis das Ergebnis ZZKK bzw. das Ergebnis KKKK eintritt, berechnen. Dieser
Wert ist davon abhdngig, in welchem Zustand man sich momentan befindet. Hat man
beispielsweise schon drei Mal hintereinander Kopf geworfen, so benétigt man nur noch
ein weiteres Mal ,Kopf“, um das Spiel mit KKKK zu beenden. Hat man hingegen zuletzt
»Zahl“ geworfen, so benotigt man mindestens vier weitere Wiirfe, um das Spiel mit

KKKK zu beenden.

Um den Erwartungswert fiir die mittlere Anzahl an Wiirfen zu berechnen, schreibt man
zunichst die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Zustinden in Kurzform an.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit, zu irgendeinem Zeitpunkt n ausgehend vom Zustand
1

,Kopf‘ in den Zustand ,Zahl“ zu gelangen, ist gegeben durch P(X,,;; = Z | X, = K) = >

1

Man schreibt auch py ; = >

Andererseits ist die Ubergangswahrscheinlichkeit, zu irgendeinem Zeitpunkt n

ausgehend vom Zustand ,Kopf-Kopf“ in den Zustand ,Kopf-Kopf-Kopf“ zu gelangen,
gegeben durch P(X,4; = KKK | X, = KK) = pxxxxx = %

Aufgabe: Schreibe die Ubergangswahrscheinlichkeiten

PXps1 =K | X, =2) =
P(X,41 =ZZKK | X,, = ZZK) =

in Kurzform an. Was bedeuten sie?

Ausgehend vom Zustand e € E berechnet sich der Erwartungswert E, als kleinste

Losung u, des Gleichungssystems

U, =1+ Z Pe,ilU;

wobei J die Menge der absorbierenden Zustande bezeichnet.

Blatt 16
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Im Folgenden werden die Erwartungswerte E, = u, (e € E), bis man den Zustand KKKK
erreicht, berechnet. Der zugehérige Ubergangsgraph ist in Abbildung 13 dargestellt.
Dieser enthilt im Vergleich zum Ubergangsgraphen aus Abbilung 12 weniger Zustinde.
Da man sich jedoch fiir den Zustand KKKK interressiert, konnen die Zustinde ZZ, ZZK

und ZZKK weggelassen werden.

Abbildung 13 — Ubergangsgraph fiir das Ergebnis KKKK

In diesem Ubergangsgraphen ist ] = {KKKK} die absorbierende Menge.

Mit Hilfe der Gleichung

U =1+ Zpe,iui =1+ Z De,illi
ig) i€{Z,K,KK, KKK}

wird folgendes Gleichungssystem aufgestellt.

Blatt 17
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Lu; =1+ Z pziu; =1+ [Pz,zuz + Pz Uk T PzrxUkk T pZ,KKKuKKK]
i€(Z,K, KK, KKK}

Nug =1+ z Pkt =1+ [pK,ZuZ + Pk kUk T Pk kkUkk T pK,KKKuKKK]
ke(Z,K,KK, KKK}

Hl:ugg =1+ z Pkt =1+ [PKK,ZuZ + Pk kUk T Prk kxUkk T pKK,KKKuKKK]

ke(z,K KK, KKK}
IViuggg =1+ z Prkk,iui =1+ [pKKK,ZuZ + Pkkk kUk + Prkk kkUkk T pKKK,KKKuKKK]
ke(z,K KK, KKK}
Aufgabe:
Vervollstindige das Gleichungssystem mit den zugehorigen

Ubergangswahrscheinlichkeiten aus Abbildung 13 und lose es hindisch nach den

Unbekannten u,, Ux, Urr UnNd Ug i auf.

I:uZ:1+ 'uz+ ‘uK+ ‘uKK+ *Ugkk

II:uK:1+ ‘uz+ ‘uK+ ‘uKK+ *UkkKk
III:uKK=1+ 'uz+ 'uK+ 'uKK+ *UgKkK
IV: UgkkKk — 1+ 'uZ+ 'uK+ 'uKK+ *UgKkK

Rechnung:

Blatt 18
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Ergebnis:
Uz = Ug = Ugg = Uggg =
Im Mittel bendtig man ausgehend von Z ___ Wiirfe, ausgehend von K ___ Wiirfe,

ausgehend von KK ____ Wiirfe und ausgehend von KKK Wiirfe, um das Ergebnis

KKKK zu erhalten.

Aufgabe:

Berechne die Erwartungswerte fiir die Zustande K, Z, ZZ und ZZK mit Hilfe des in

Abbildung 14 dargestellten Ubergangsgraphen.

A

Abbildung 14 — Ubergangsgraph fiir das Ergebnis ZZKK

Gehe hierfiir folgende Schritte durch:

1) Schreibe die absorbierende Menge an.

Blatt 19
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2) Stelle das allgemeine Gleichungssystem

u, =1+ Z Deiti =1+ z De,iUi

i¢] i€{K,Z,2Z,7ZK}

[s5]
c

~

3) Setzte die Werte aus Abbildung 14 fiir die jeweiligen Ubergangswahrscheinlichkeiten

ein.

IV:

4) Berechne das Gleichungssystem mit Hilfe eines Computeralgebrasystems

(Taschenrechner, GeoGebra).

5) Gib die Lésungen fur uy, u-, u-- und u an

Blatt 20
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2.5. Stundenplanung 4

Ziele fiir die Unterrichtsstunde

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen:

e wissen, was man unter einer stationdren Verteilung versteht, und wie diese
berechnet wird.

¢ die mit dem Thema Markov-Ketten verbundenen Grundbegriffe wiederholen.

Verlauf

e Ubungszettel 21 bis 24 austeilen und die Schiilerinnen und Schiiler bearbeiten lassen.
(30 Min.)

e Ubungszettel 21 bis 24 vergleichen. (5 Min.)

e Wiederholen der Grundbegriffe. (10 Min.)

Allgemeines

Die Ubungszettel 21 bis 24 sollen von den Schiilerinnen und Schiilern in Einzelarbeit
behandelt werden. An Hand eines Beispiels wird erklart, was die stationare Verteilung
angibt, und wofiir man die stationdre Verteilung nutzen kann. Da die Berechnung der
stationaren Verteilung einige Elemente der linearen Algebra bendtigt, wurde wie bereits
bei der vorherigen Stundenplanung 3 eine detaillierte Schrittanleitung in den
Ubungszetteln angegeben. Im Anschluss an die Einzelarbeit werden die Ubungszettel 21
bis 24 in der Klasse mit der Lehrkraft besprochen. Fiir die Wiederholung der
Grundbegriffe wird ein Quiz herangezogen. Hierfiir bietet sich die immer haufiger im
schulischen Unterricht verwendete Lernplattform ,Kahoot!“ an. In Abschnitt 5.2. ist eine

entsprechende Vorlage gegeben.
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Projektwoche - Markov-Ketten

Ein Restaurant bietet hauptsachlich folgende fiinf Gerichte an

Zustand Burger Salat Flammkuchen Fisch Steak

Abkiirzung ey e, es ey es

Um den Zubereitungsablauf zu optimieren - z.B. benétigen unterschiedliche Gerichte
unterschiedliche Beilagen - mochte der Restaurantinhaber feststellen, welche der fiinf
Speisen am haufigsten, und welche der Speisen am wenigsten konsumiert wird. Dafiir

erhebt er folgende Statistik

Gericht dieses Mal e e, e;3

Ubergangswahrscheinlichkeit 01/,04/05/035|015/05(03]0,2|0,1

Gericht ndchstes Mal e, | es | eg e, e; e, | e1 | ex | e3

Gericht dieses Mal e, es

Ubergangswahrscheinlichkeit 0,8 0,1 0,1 0,4 0,1 0,5

Gericht ndchstes Mal e, e; es e, e, es

Aufgabe:
Gib den Ubergangsgraphen und die Ubergangsmatrix P fiir das System ,Restaurant” an.

Ubergangsgraph

Ubergangsmatrix

Blatt 21
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Um festzustellen, welche Gerichte mit welcher Wahrscheinlichkeit konsumiert werden,
miissen die Eintrittswahrscheinlichkeiten fiir die jeweiligen Zustidnde auf lange Sicht
berechnet werden. Diese werden in der Wahrscheinlichkeitsverteilung m
zusammengefasst. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung = nennt man auch stationdre
Verteilung, da sie fiir grofde Zeitpunkte nund n + 1 (n € N;) unverandert bleibt. Eine

stationdre Verteilung ist also eine Verteilung, die sich im Laufe der Zeit nicht dndert.

Stationdre Verteilung

Sei P eine Ubergangsmatrix. Man nennt eine Verteilung 7 stationir, wenn gilt:

T-P'=1

firn € N

Aufgabe:

Berechne die stationidre Verteilung des Systems ,Restaurant”. Gehe hierfiir folgende

Schritte durch:

1) Schreibe die Matrix P! fiir das System ,Restaurant” an. Die Matrix P! erhilt man,

indem man die Ubergangsmatrix P entlang ihrer Hauptdiagonale spiegelt.

Beispiel:

0,7 02 01
A= ( 0 0,6 )

0,35

0,7
At:(o,z ; )
0,1 06 0,35

Pt

Blatt 22
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2) Ziehe jeweils 1 von der Hauptdiagonale der Matrix P¢ ab.

Beispiel:

07 02 01
A= <0,4 0 0,6)

03 035 0,35

-03 02 01
A_1=<0,4 —1 0,6)

0,3 035 -0,65

2) Stelle folgendes Gleichungssystem auf

S|
[N

/0

N

Pfl’

333
w
I
coco

R
&8

—_
(=

\_—

II:

111

IV:

3) Lose das Gleichungssystem nach den Unbekannten 14, -, 2, 1, und 7= auf. Benutze

hierfiir ein Computeralgebrasystem (Taschenrechner, GeoGebra).

m = T, = T3 = Ty = g =

Blatt 23
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4) Berechne die Summe aus

7T1+7T2+7T3+7T4_+7T5:

und dividiere jeden Wert (m,, w,, w4, ™, und =) durch diese Summe.

5) Die jeweiligen dividierten Werte aus 4) sind die Komponenten des Zeilenvektors 1.

Schreibe den Vektor  an.

= ( )

Welches Gericht wird am hiufigsten und welches Gericht wird am wenigsten bestellt?

Aus dem Ubergangsgraphen kann man erkennen, dass egal von welchem Zustand man
ausgeht, jeder andere Zustand erreicht werden kann. Beispielsweise ist der Zustand
,Flammkuchen“ vom Zustand , Burger” ausgehend erreichbar, und umgekehrt. Derartige
wechselseitig erreichbare Zustinde nennt man kommunizierend. Jede endliche
homogene Markov-Kette, deren Zustiande alle miteinander kommunizieren, besitzt eine

eindeutige stationare Verteilung.

Blatt 24
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3. Anwendungsgebiete und Beispiele von Markov-Ketten

3.1 Physik — Brown’sche Bewegung und Ehrenfest-Modell

Markov-Ketten werden vor allem in der statistischen Physik zur Modellbeschreibung
herangenzogen. 1827 beobachtete der Botaniker Robert Brown unter einem Mikroskop,
dass auf einem Wassertropfen verteilte Bliitenpollen unregelmafdige Zitterbewegungen
vollziehen. Diese Brown’sche Molekularbewegung ist auf die Bewegung der
Wassermolekiile in dem Tropfen zurtickzufiihren. Je hoher die Temperatur des Wassers
ist, desto grofder ist die kinetische Energie der Wassermolekiile, und desto grofiere
Zitterbewegungen konnen festgestellt werden. [11]

Die Zitterbewegung der Teilchen unterliegt der Markov-Eigenschaft aus Abschnitt 1.2..
In der Schule kann die Brown’sche Bewegung mit Hilfe des Teebeutelexperimentes
verdeutlicht werden. Hierflir benotigt man zwei Glaser, zwei Teebeutel, Wasser und
einen Wasserkocher. In ein Glas wird kaltes Wasser gegossen, in das andere Glas wird
mit Hilfe des Wasserkochers erwarmtes Wasser gegossen. Gibt man nun gleichzeitig je
einen Teebeutel in die Glaser, so kann man erkennen, dass sich das warme Wasser viel
schneller verfarbt, als das kalte Wasser. Der Grund hierfiir liegt in der Brown’schen
Bewegung. Die stiarkeren Zitterbewegungen der Wassermolekiile im warmen Wasser
verteilen die einzelnen Bestandteile und Farbstoffe des Tees schneller als die

Wassermolekiile des Wasserglases mit kaltem Wasser.

~ Warmes Wasser &

Abbildung 15 — Teebeutelexperiment zur Brown’schen Bewegung
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Eine weitere Anwendung finden Markov-Ketten im sogenannten Ehrenfest-Modell.
Hierbei betrachtet man ein abgeschlossenes System!3 mit zwei Rdumen, welche durch
eine Trennwand voneinander getrennt sind. In Raum 1 befindet sich ein Gas mit der
Teilchenanzahl N;, der Temperatur T; dem Druck p; und dem Volumen V;, in Raum 2
befindet sich ein Gas mit der Teilchenanzahl N,, der Temperatur T,, dem Druck p, und

dem Volumen V,. Abbildung 16 illustriert die eben beschriebene Situation.

Gas 1 Gas 2
N1, Ty, p1, Va1 Nz, Tz, p2, V2

Abbildung 16 — Zwei Gase in getrennten Raumen

Bei einer vollstindig isolierenden Trennwand bleiben die Zustidnde (Teilchenzahl,
Temperatur, Druck und Volumen) in den jeweiligen Raumen erhalten. Sobald man
jedoch einen Teil der Trennwand entfernt, z.B. durch ein Loch in der Wandmitte, stellt
sich mit der Zeit eine gleiche Temperatur (thermisches Gleichgewicht) und ein gleicher
Druck (mechanisches Gleichgewicht) im gesamten System ein. Man sagt, dass sich das
System in einem Gleichgewichtszustand befindet. Im Gleichgewichtszustand sind neben
dem Druck und der Temperatur auch die Teilchen der Gase 1 und 2 nahezu gleichmaf3ig
auf den gesamten Raum verteilt. Abbildung 17 illustriert ein System im

Gleichgewichtszustand. [12]

13 Ein System ist abschlossen (oder isoliert), wenn kein Materie-/ oder Energieaustausch
mit der Umgebung stattfindet [12]
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Gas gesamt
NT,p,V

Abbildung 17 — Vermischung zweier im Vorhinein
getrennter Gase nach langer Zeit

Der Austausch von Gasteilchen zwischen den Raumen 1 und 2 kann ebenfalls mit Hilfe
einer Markov-Kette dargestellt werden. Paul Ehrenfest beschrieb in seinem Modell den
Teilchenaustausch zwischen zwei getrennten Raumen. Dabei wird jedes Teilchen gleich
wahrscheinlich ausgewahlt und in den jeweils anderen Raum befordert. Es zeigt sich
nach ausreichend langer Zeit, dass man bei realen Versuchen mit grofien
Teilchenanzahlen mit hoher Sicherheit ungefahr gleich viele Teilchen in Raum 1 und
Raum 2 vorfindet. Zwar ist es nicht unmdglich, dass die Raumverteilung einen stark
ungleichverteilten Zustand erreicht - selbst das Wandern aller Teilchen in einen Raum
ist nicht unmoéglich - jedoch miisste man das System hierfiir iiber einen sehr langen

Zeitraum betrachten, sodass dieser Fall praktisch nie eintritt. [13]
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3.2. Spieltheorie — Der Ruin eines Spielers

Beim franzodsischen Roulette gibt es insgesamt 37 mogliche Zahlen (0 bis 36), wobei 18
Zahlen die Farbe Rot und 18 Zahlen die Farbe Schwarz annehmen. Die 0 besitzt unter
allen Zahlen einen Sonderstatus und ist griin gefarbt. Es gibt beim Roulettespiel die
Moglichkeit, den Einsatz auf Rot oder Schwarz zu setzen. Hat man die richtige Farbe
vorhergesagt, so erhdlt man einen Gewinn in Hohe des Einsatzes, und den gesetzten
Betrag zuriick. Fallt die Kugel jedoch auf die jeweils andere Farbe, so verliert man den
Einsatz zur Ganze. Tritt bei der Wahl von Rot oder Schwarz die Null auf, so wird der
Einsatz gesperrt. Auf die genauen Zéro-Regeln wird an dieser Stelle nicht weiter
eingegangen. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine im Vorhinein ausgewadhlte Farbe

tatsachlich eintritt, liegt somit bei

18
P(X = Rot) = P(X = Schwarz) = 37

und die Wahrscheinlichkeit, dass eine vorher ausgewahlte Farbe nicht eintritt bei

18 19
37 37

P(X = Nicht Rot) = P(X = Nicht Schwarz) =1 —
Angenommen ein Spieler benétigt 100,- € und besitzt derzeit 20,- €. Er geht ins Casino,
um beim Roulette sein Gliick zu versuchen, dabei verfolgt er folgende Strategie: Der
Spieler setzt mit jedem Zug 10,- € auf die Farbe Rot, bis er entweder bankrott geht, oder
100,- € besitzt. Tritt einer dieser zwei Falle ein, so ist das Spiel beendet. Wie grof? ist die
Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler das Casino mit 100,- € verlasst? Zur Vereinfachung
dieses Beispiels wird angenommen, dass, unabhangig von der Farbwahl, der Einsatz

beim Eintreten der 0 immer verloren geht.

Die vorliegende Situation ist ein Beispiel einer endlichen homogenen Markov-Kette, da
die Wahrscheinlichkeit fiir das Erreichen eines zukiinftigen Zustandes nur vom
momentanen Zustand abhangt. Die Betrage 0,10, 20, ...,90,100 sind die moglichen
annehmbaren Zustinde. Der zugehérige Ubergangsgraph ist nachfolgender Abbildung

18 illustriert.
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19 19 19 19 19 19 19 19 19

37 37 37 37 37 37 37 37 37

Abbildung 18 — Ubergangsgraph Gliicksspiel

Die Ubergangsmatrix P lautet

1 0 0 0 O O O O 0 0 o

19 0 18 0 0 0 0 0 0 0 0

37 37
0 19 0 18 0 0 0 0O O 0 O

37 37
0 0 19 0 18 0 0 0 0 0 O
37 37
0 0 0 19 0 18 0 0 0 0 0
37 37
P=|l0o 0 0 o0 19 0 18 0 0 0 0
B 37 37
0 0 0 0 0 19 0 18 0 0 0
37 37
0 0 0 0 0 O 19 0 18 0 0
37 37
0 0 0 0 0 0 0 19 0 18 0
37 37

0 0 0 0 O O 0 0 19 0 18
37 37

Nach Satz (1.5.1. ii)) lasst sich die Wahrscheinlichkeit P;, ausgehend vom Zustand i €
{0,10,...,90} den Zustand j € ] = {100} zu erreichen durch folgendes Gleichungssystem

berechnen

u; = Z Dik t Z PirUx = Z Dik t Z PikUk

keJ k&) keJ k€{0,10,..,90}

mit i € {0,10,..90} und J = {100}.
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liug = Z Pox + Z Dol =

ke{100} k€{0,10,...,90}

= Po,100 T [Po,ouo + Do,10U10 T Po,20U20 + Po,z0Uz0 T Po,a0Uao T Po,soUso T Po,coUso T Po,70U70 + Po,goUso T po,qouqo]

II:uy = Z Piox t Z P1oili =
KkE{100} k€{0,10,..,90}

P10,100 T [Pm.ouo + P1o,10%10 T P1020U20 T P10,30U30 T P1o,40Ua0 T P1os0Uso T P1roeoUso T P1o,70U70 T ProgoUso T p10,90u90]

HI:up = Z P20k + Z D20 Ui =
ke{100} k€{0,10,..,90}

= P20,100 T [P20,0Uo + P20,10%10 T P20,20%20 T P20,30U30 + P20,40%a0 + P20,50Us0 + P2060Uso T P20,70U70 + P20s0Uso T P20.90Uso]

1V:iuz, = Z P3ok T Z P3o Ui =
Kke{100} k€{0,10,..,90}

= P30,100 T [P30,0Uo + P30,10%10 T P30,20%20 + P30,30%30 + P30,40%a0 + P30,50Us0 + PaoeoUso T P30,70U70 + P3osoUso T P3o90Uso]

Viug = Z Paox t Z Pao Uk =
KkE{100} k€(0,10,..,90}

= Pao,100 T [p4o,0u0 + Pao,10U10 T Pao,z0Uz0 T Pao30Uz0 T PaoaoUao T PaosoUso T PaocoUso T Pao,70U70 T Pao,goUso T Pao,00Uoo

VI ugo = Z Psox + Z PsoxUk =
Kk€E(100} k€(0,10,..,90}

= Pso,100 T [Pso,0Uo + Pso,10%10 T Pso20%20 + PsozoUso + Psosolao + PsosoUso + PsosoUso + PsozoUzo + PsosoUso T PsooUoo]

VII:ugy = Z Psoic T Z Peo Ui =
ke{100} k€{0,10,..,90}

= Péo,100 T [Pso,0Uo + Peo,10%10 T Peo,20%20 + Peo,zoUz0 + Peo,sotao + Peo,soUso + PeocoUso T Peo,70U7zo + PeosoUso T PeosoUso]

VI uzg = Z Prok t Z ProxUe =
ke{100} k€{0,10,..,90}

= D70,100 + [Pr0,0%0 + Pr0,10U10 + Pr0,20U20 F+ P70,30Us0 T+ Pr0,40Us0 T Pros0Uso T Proe0leo + Pro70U70 + Pro.g0lso + P7o,90Uso]

IX:ugy = Z Pso + Z PsoUi =
KéT00} KE{0,10...,90}

= Dso,100 + [Pso,0%o + Pso,10U10 + Pso,z0Uz0 + Pso,z0Uso T PgosoUao T Psosolso + Psocolieo + Psoz0lUzo + Psosolso + Psogolioo]

Xiugy = Z Poox + Z Poo, Ui =

ke{100} ke(0,10,..,90}

= Poo,100 T [p90,0u0 + Poo,10U10 T Poo,20Uz0 T Poo,30Uz0 T Pooa0Us0 T Poo,s0Uos T Poo,coUso T Poo,70U70 T Poo,goUso T pqo,qouqo]
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I Uy = Uy
I: uyy = %-uo + g Uzo
IHI: uy,, = ;-ulo + g'uw
IV: uzy = g “Usyg + g Uy
Vi Uy = % “Uszg + g Usg
VI: ugy = % Uy + % " Ugo
VII: ugy = % “Usg + % " Uz0
VIII: u,, = % “Ugo + % " Ugo
IX: ugy, = % “Uyg + % " Ugg
X: ug = ; + % " Ugo

Da u, die Kleinste Losung aus u, € [0, 1] ist, gilt

u0=0.

Die Losung u, = 0 ist auch nachvollziehbar, wenn man bedenkt, dass es sich bei dem
Zustand 0 um einen absorbierenden Zustand handelt, und man dadurch - sobald man
einmal in 0 angelangt ist - nicht mehr in den Zustand 100 kommen kann. Dies gilt

insbesondere fiir den Startzustand 0.

Das Gleichungssystem wurde mittels dem Computerprogramm GeoGebra gelost. Es

ergeben sich folgende Losungen.
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1889568
uO = O uSO = -
4365667
L 198359290368 L _ 36978950736
10 ™ 2560599031177 60 ™ 69205379221
L _ 11019960576 L _ 1642592755224
207 69205379221 70 T 2560599031177
L _ 628749972864 L _ 52221816180
307 2560599031177 80 ™ 69205379221
L _ 23298373440 L. _ 2237911333398
40T 69205379221 % 7 2560599031177

Die nachfolgenden Tabellen geben die Wahrscheinlichkeiten an, ausgehend vom

Zustand i € {0, 10, ...,90} in den Zustand 100 zu gelangen.

Startzustand 0 10 20 30 40
Wahrscheinlichkeit
0 | 00775 | 0,1592 0,2455 0,3367
fiir den Zustand 100
Startzustand 50 60 70 80 90
Wahrscheinlichkeit

0,4328 | 0,5343 | 0,6415 | 0,7546 | 0,8740

fiir den Zustand 100

Es zeigt sich, dass der Spieler mit einem Startkapital von 20,- € mit einer
Wahrscheinlichkeit von 1592 % 100,- € gewinnt. Weiters kann man folgenden
Zusammenhang erkennen: Je hoher das Startkapital des Spielers ist, desto

wahrscheinlicher ist es fiir ihn, den angestrebten Zustand zu erreichen.
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3.3. Meteorologie — Wettervorhersage

Angenommen, das Wetter innerhalb einer Region ldsst sich tageweise durch folgendes

vereinfachtes Modell (S: Sonnig, B: Bewdlkt, R: Regen) beschreiben. 14

Abbildung 19 — Ubergangsgraph Wettermodell

a) Wie grofd ist die Wahrscheinlichkeit, dass auf einen Sonnentag zwei weitere
Sonnentage folgen?

b) Wie lautet die langfristige Erwartung der Wetterlage in dieser Region?

a) Nach Satz (1.2.2. i)) lasst sich die Wahrscheinlichkeit flir einen bestimmten Weg

berechnen durch

P(S,S,8) =1 6 6—036
ST 10 100

14 http://www.math kit.edu/stoch/lehre/stochproz2009s; Ubungsblatt 01 [Stand: 05.
05.2018]
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b) Um die langfristige Wettersituation innerhalb der Region zu festzustellen, muss die
stationare Verteilung my berechnet werden. Nach Satz (1.7.2.) wird die stationdre
Verteilung durch den linken Eigenvektor zum Eigenwert 1 angegeben. Die

Ubergangsmatrix P lautet fiir dieses Wettermodell

0
3 3 7
10

1 3 3
10

!
Il
—
[E
=
S|
(e}
(U
N

—_
(e)
—_
o
=

Gemafd der Formel zur Eigenvektorberechnung ergibt sich fiir den Eigenvektor A, =

1 folgendes Gleichungssystem

)

10 10

3 7 7 1 0
0 10 10 |'\2)=\°
1 3 7 | N 0
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4
. 4+ —. + 013 = 0
10 ™ 10 ™2 3
3 7 7

Tpm = pm tgpm =0
1 3 7

n: —.-p 4+ —p - g =
10 ™ 10 ™2 1073

Das Gleichungssystem wurde mittels dem Computerprogramm GeoGebra geldst und

ergibt folgende Losungen

7 7
T[l = ZT[3, T[Z == ZT[3,7T3 == T[3.
Die Normierung mit dem Faktor
7
17-[3 +ZT[3 +T[3 = 4',5 T[3

ergibt die stationdre Verteilung

7 7
Ty = < 2™ 3™ Ty > ~ (0,39 0,39 0,22)
45m; 4,5m; 4,5m;

Bemerkung: Die Bedingung m; # 0 darf angenommen werden, da im Fall m3 = 0 die

Summe der Komponenten des Zeilenvektors m nicht 1 ergeben wiirde.

Es zeigt sich, dass es auf lange Sicht gesehen mit einer Wahrscheinlichkeit von ungefahr
39 % sonnig oder bewdlkt, und mit einer Wahrscheinlichkeit von ungefahr 22 %

regnerisch in der Region ist.
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3.4. Informatik — Page Rank

Bei Google handelt es sich um die grofdte Suchmaschine weltweit. Gibt man einen Begriff
in die Google ein, so wird sofort ein Vorschlag an moglichen Webseiten chronologisch
aufgelistet. Es stellt sich jedoch die Frage, nach welchen Kriterien die Reihenfolge der
Auflistung, und damit gleichzeitig die Bewertung der Webseiten durch die
Suchmaschine, stattfindet? 1998 entwickelten Sergey Brin und Lawrence Page hierfiir
einen Algorithmus, welcher die ,Wichtigkeit“ bzw. ,Bedeutung“ einzelner Webseiten
festlegt. Der sogenannte Page Rank einer Seite ist ein skalierter, dimensionsloser Wert
zwischen 0 und 10 und spielt eine grofde Rolle bei der Bewertung von Webseiten. An
dieser Stelle sei vorweggenommen, dass Google neben dem Page Rank Algorithmus

noch eine Vielzahl weiterer Bewertungskriterien zur Webseitenbewertung heranzieht.15

Grundsatzlich setzt sich die Bewertung einer Webseite i aus der Anzahl an Links, die auf
diese Seite verlinken, zusammen. Einen von einer Webseite auf eine andere Webseite
aus verweisenden Link bezeichnet man auch als Backlink. Stammt ein Backlink von
einer stark besuchten Webseite ab, so nimmt dieser einen gréfderen Einfluss auf den
Page Rank der Seite i, als der Backlink einer weniger haufig besuchten Webseite. Die

Formel zur Berechnung des Page Ranks PR; einer Webseite i lautet

PR,
PRi=1-d+d Z — 16
jefitm ©

J
Mit PR; bezeichnet man den Page Rank einer Webseite j € {1, ...,n}, welche auf die
Webseite i verlinkt. Da eine Webseite j auf mehrere Seiten verlinken kann, muss der
Page Rank PR; durch die Anzahl an wegweisenden Links ¢; verhéltnismafig aufgeteilt
werden. Die Grofde d entspricht einem Dampfungsfaktor und wird iiblicherweise d =

0,85 gesetzt.

15 http://homepage.univie.ac.at/Franz.Embacher; Lehrtatigkeit; Online-Skriptum: Von
Graphen, Genen und dem WWW; Bewertung von Webseiten durch Google [Stand: 05. 05.
2018]

16 http://pr.efactory.de/d-pagerank-algorithmus.shtml [Stand: 05. 05. 2018]


http://homepage.univie.ac.at/Franz.Embacher/Lehre/aussermathAnw/
http://homepage.univie.ac.at/Franz.Embacher/Lehre/aussermathAnw/
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Um die Funktionsweise des Page Rank Algorithmus zu verdeutlichen, zieht man das
sogenannte Random Surfer Model (dt. Zufallssurfer-Modell) heran. Das Random Surfer
Model kann man mit dem in Kapitel 1 eingefiihrten Labormausexperiment vergleichen.
Ein Internetbesucher startet nach dem Zufallsprinzip auf einer Website und springt mit
Hilfe der Backlinks zwischen den Webseiten umher. Die einzelnen Webseiten
entsprechen den moglichen Zustianden einer homogenen Markov-Kette. Jene Webseiten,
welche nach langer Zeit die grofiten Aufenthaltswahrscheinlichkeiten des Besuchers
haben, erhalten einen dementsprechend hohen Page Rank. Im Gegensatz dazu werden
Webseiten mit geringer Aufenthaltswahrscheinlichkeit mit einem verhaltnismafdig
niedrigeren Page Rank dotiert. Um die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten eines Besuchers
auf lange Zeit zu berechnen, muss die stationdre Verteilung angegeben werden. Der
Faktor d aus obiger Formel gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Besucher die
Backlinks auf einer Webseite verwendet. Analog dazu kann man den Faktor 1 —d als
jene Wahrscheinlichkeit interpretieren, mit der eine Person eine beliebige Webseite
ohne eine direkte Verlinkung besucht, z.B. durch manuelles Aufrufen. Webseiten ohne
Backlinks (absorbierende Webseiten) und Webseiten, auf die kein Backlink verweist,

werden im Rahmen des Random Surfer Model nicht beriicksichtigt. [14] 15

Der Zusammenhang zwischen dem Page Rank und Markov-Ketten wird im folgenden
Beispiel verdeutlicht. Angenommen es gibe n  Webseiten deren

Ubergangswahrscheinlichkeiten in der Matrix P

0 piz . . . Pin
P,y O . . . .

. 0 Pn-1n
Pn1 ' v pn,n— 1 0

zusammengefasst sind. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten pij, L,J € {1,...,n},n €N,
i # j entsprechen der gewichteten Anzahl an Backlinks einer Webseite. Gibt es
beispielsweise von Webseite 1 fiinf Backlinks auf Webseite 2 und nur einen Backlink auf
die Webseite 3, dann giltp;, =5 p;3. Um die oben erwdahnte Page Rank Formel

vollstindig in Matrixschreibweise darzustellen, muss noch der Dampfungsfaktor d
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berticksichtigt werden. Sei S eine Matrix, deren Elemente s;; i,j € {1,..,n},n €N

berechnet werden durch

1-d
Sij: n .
Es gilt somit

1-d 1—d
(< =)
o | | |
R |
\1—d 1—d/
n | n

Weiters sei Ps eine Matrix, die sich zusammensetzt aus

Es gilt

1-d 1-d 0 piz - - Pin
n n P, 0 ..
|- o . .
kl—d 1—'d/ k 0 pn_l,n/
n ) n Pn1 pn,n—l 0
1-d 1-d 0 d - P12 d - Pin
n n d-py 0
| |
|
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1—-d 1—d+d 1—d+d

n n P12 - - . n Pin
1—d+d 1-d
P21 n

1—d 1-d
n n pn—l,n

1—d+d 1—d+d 1-d

n Pn1 . - n Pnn-1 n

[14]

Man erkennt, dass die Matrix P im Random Surfer Model die Formel zur Berechnung
des Page Ranks in Matrixschreibweise darstellt. Summiert man beispielsweise tiber die

erste Spalte von Ps, so erhdlt man

1-d (1-d
+(

1-d
+d'P21>+‘“+<T+d'Pn1>:

n-mal

n n

1-d
:n'(T>+(d‘P21+”‘+d‘Pn1) =
=1-d+d-(pa1+ - +pn).
Durch Berechnen der stationdren Verteilung der stochastischen Matrix P; kann man den

Page Rank der Webseiten i, i € {1, ...,n} ermitteln. Im Allgemeinen wird das dabei

aufgestellte Gleichungssystem durch ein Naherungsverfahren berechnet.
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3.5. Logistik — Warteschlangen

In diesem Beispiel geht es darum, den Erwartungswert E (X) flir die aktuelle Anzahl an
wartenden Personen in einer Warteschlange mit einem Bedienschalter zu berechnen.
Wie in dem vorher beschriebenen Beispiel zur Wettervorhersage (Abschnitt 3.3.) wird
auch in diesem Beispiel ein vereinfachtes Modell herangezogen.

Die Anzahl der wartenden Personen entspricht in diesem Modell den moglichen
Zustindeni € {0, 1, ...,n},n € N einer homogenen Markov-Kette. Fiir die Ankunftsrate
(z.B. 3 Personen pro Minute) bzw. fertige Bedienrate (z.B. 5 Personen pro Minute)
innerhalb einer Warteschlange werden die Parameter a bzw. f§ festgelegt. In diesem
Modell wird die Warteschlange in der Zeiteinheit m betrachtet, wobei gilt, dass pro
Zeiteinheit maximal eine Person zur Warteschlange hinzukommt bzw. fertig bedient

wird. In der nachfolgenden Abbildung 20 ist der zugehorige Ubergangsgraph illustriert.
B

Mit den Ubergangswahrscheinlichen%bzw.;wird die Anzahl an Personen in der

Warteschlange pro Zeiteinheit um 1 erh6ht bzw. verringert. 17

Abbildung 20 — Ubergangsgraph Warteschlangenmodell

Die Elementem; i € {0,1,... N} der stationaren Verteilungm = (To 71 .. Ty) geben
die prozentuellen Wahrscheinlichkeiten fiir die Zustindei € {0, 1, ..., n} an. Zwischen

zwei benachbarten Elementen r; gilt die Gleichgewichtsbeziehung

17 http://www.nibis.de/~lbs-gym/; 14, Verschiedenes, bis auf Unter- und Mittelstufe
iberwiegend keine schulischen Inhalte; Stochastik: Warteschlangentheorie [Stand: 05.
05.2018]
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a
Y'm =1 m

bzw.

— 17
T Q=Tq B

Diese Beziehung kann man folgendermafien verdeutlichen. Angenommen in x % der
Fille steheni — 1 Personen, iny % der Fille stehen i Personen und inz % der Falle
stehen i + 1 Personen in der Warteschlange. Es gilt alsom;_; =x %, m; =y % und

miy1 = Z %. Auf lange Sicht diirfen sich die Wahrscheinlichkeiten m; nicht verdandern.

. . a . .
Eine Zuwanderung von m; nach ;4 mity % - — muss somit einer Abwanderung von
;41 nach ; mitz % - % entsprechen. Andererseits muss eine Abwanderung von m; nach

. . . . a .
- he 2 - . he L )
m_,y mity % £ oleich einer Zuwanderung von m;_1 nach m; mitx % sein. 18
m m

Die eben  genannte Gleichgewichtsbeziehung  liefert = somit  folgende

Rekursionsdarstellung

To-a =1

18 https://www.youtube.com/watch?v=X7w5A1QFpG8 [Stand: 05. 05. 2018]
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Fiir die Elemente ;i € {0,1, ...,n},n € N gilt

n o
lim ni=2ni=1
n—>oo. :
=0 =0
c>7'[0'|'7-[1'|'7T2"‘TE3‘|"“=1
a a\? a\3
<:>7T0+<'E)7T0+(E> 7T0+<E> ‘7T0+"’:1
a a\? a\3 18
<=>7T0' 1+(E)+(E> +<E> + .- =1
k
~2i2o(5)

Nach den Rechenregeln fiir geometrische Reihen gilt

YERIED

= 1_
k=0 ,3

Die hierfiir notwendige Bedingung |5| < 1 darf angenommen werden, da 5| = 1 dem
B 8 B

Fall, dass sich der Bedienschalter und die hinzukommenden Personen in Waage halten,

und |%| > 1 dem Fall, dass die Warteschlange ins Unendliche wachst, entsprechen.

Man erhalt somit
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(:)n0=1—(%)

bzw. nach obiger Rekursionsdarstellung

Um Erwartungswert E (X) fir die aktuelle Anzahl an wartenden Personen fiir dieses

Modell zu berechnen, wendet man die zugehorige Formel E(X) = Y,;¢; x;p; an. Es gilt

Durch die Substitution von% = x kann nach den Summenregeln fiir Ableitungen die

Summe Y;_,n - x™ auch angeschrieben werden als

in-x”=i(x-ix(x”))=x-ix(x°)+ x-;—x(x1)+x-;—x(x2)+---=

Nach den Rechenregeln fiir die geometrische Reihe erhalt man mittels der Kettenregel

N d d
En-xn=x-(a(1ix)>=x-<a((1—X)_1)>=x-(—(1—x)_2'(—1))=

n=0

_ X
- (1-x)?
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Nach der Rucksubstitution von x = % erhalt man fiir den Erwartungswert

N
w0
und aus y = 1 —%folgt

Ty
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5. Anhang

5.1. Domino

Mit Hilfe eines
S ta rt kann man das Rechnen mit
Wahrscheinlichkeiten veranschaulichen.
Wie grof? ist die Wahrscheinlichkeit, mit
Baumdiagrammes einer Miinze 2x hintereinander Zahl zu

werfen?

e B

Wie grof? ist die Wahrscheinlichkeit, mit
einer Miinze zuerst Kopf, und danach Zahl
oder zuerst Zahl, und danach Kopf zu
werfen?
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Wie grof? ist die Wahrscheinlichkeit, mit
einem Wirfel eine 1 oder eine 6 zu
werfen?

N| =

Wie grof? ist die Wahrscheinlichkeit, mit
einem Wiirfel eine gerade Zahl oder eine 1
zu werfen?

ol

Wenn man die Wahrscheinlichkeit fiir ein
Ereignis A berechnen méchte, das vom
vorher eingetretenen Ereignis B abhdngig
ist, dann ist diese Wahrscheinlichkeit
gesucht.

o s
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Dieses Bild zeigt ein zweistufiges
Baumdiagramm mit den Ereignissen A, B
und C.

P(4) P(B) P(C)

P(4l4) P(BlA) P(ClA)
A B (4 A B c A B c

AnA  AnB AnC  BnA BnB BnC CnA CNB €nC
P(ANA) P(AANB)P(ANC) P(BNA) PBNB)P(BNC) P(CNA)P(CNB)P(CNC)

P(AIB) P(BIB) P(CIB)  P(AIC) P(BIC) P(C|C)

Die Wahrscheinlichkeit eines Pfades ergibt
sich als der
Einzelwahrscheinlichkeiten entlang dieses
Pfades.

Produkt

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
ergibt sich als der
Wahrscheinlichkeiten aller Pfade, die
dieses Ereignis darstellen.
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Wie lautet die Formel fiir die bedingte

Summe Wahrscheinlichkeit zweier Ereignisse A
und B.
B — P(ANB)
(AlB) = P(B) Welcher Wert sagt den Durchschnittswert

auf lange Sicht voraus?

Erwartungswert Wie lautet die Formel fiir den
Erwartungswert einer Zufallsvariablen X?
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E(X) = Z x; - P(X = x;) So nennt man eine Funktion, die nur
i=1 endlich viele Werte annehmen kann.

Dieses Bild zeigt die diskrete
Diskret Wahrscheinlichkeitsverteilung eines
Wiirfelwurfs.

P(X)

0,833

0,667
Welche Form hat ein allgemeines lineares

» Gleichungssystem?

0,333

- I I | | | |
X
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A11%1 + A12X5 + - AypXy = by
A21X1 + Az2X5 + -+ AapXy = by

T eeno Gl A0 Lpp) A 0 e S (s

Ein lineares Gleichungssystem hat
, oder
Losungen.

mita,b € R
keine Hat ein lineares Gleichungssystem mit
genau eine zwei Variablen keine Losung, dann

unendlich viele

bedeutet das im geometrischen Fall, dass
zwei Geraden einander

nicht berihren

Hat ein lineares Gleichungssystem mit
zwei Variablen genau eine Losung, dann
bedeutet das im geometrischen Fall, dass

zwei Geraden einander
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schneiden

Hat ein lineares Gleichungssystem mit
zwei Variablen unendlich viele Losungen,
dann bedeutet das im geometrischen Fall,
dass zwei Geraden einander

sind.

ident

Wie nennt man in der Mathematik ein
Tupel von Zahlen?

Vektor

Ein Vektor kann in diesen Formen
angeschrieben werden.
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Zeilenform z.B. (2 3) Wenn eine Zahlenfolge a,, flirn — oo
gegen einen Wert b strebt, dann
und bezeichnet man b als der

Spaltenform z.B. (g)

Folge a,,.

Grenzwert So nennt man eine Zahlenfolge a,, die
einen Grenzwert besitzt.
Konvergent So nennt man eine Zahlenfolge a,, die

keinen Grenzwert besitzt.
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Divergent Welche Eigenschaft kann eine Zahlenfolge
besitzen?
Monotonie Dieses Bild zeigt eine konvergente nicht

monotone Zahlenfolge.

M ST S P SR Dieses Bild zeigt eine konvergente streng
! monoton fallende Zahlenfolge.
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Dieses Bild zeigt eine divergente nicht
monotone Zahlenfolge.

Dieses Bild zeigt eine divergente streng
monoton steigende Zahlenfolge.
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P(4) P(B) P(C)
A B C

P(AlA) P(B|A) P(ClA)  Pp(A|B) P(B|B) P(C|B) P(AIC) P(BIC) P(CIC)

A B c A B c A B C

ANA ANnB AncC BnNnA BnB BncC CNA CnB cncC
P(ANA) P(ANB)P(ANC) P(BNA) P(BNB)P(BNC) P(CNAYP(CNB)P(CNC)

Abbildung 21 - Zweistufiges Baumdiagramm
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Abbildung 22 — Wahrscheinlichkeitsverteilung Wiirfelwurf
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A11X1 + A12X3 + - Q1% = by
(p1X1 + Xy + - Axp Xy, = by

Am1X1 T ApaXy + " QppXy = bm

mita, b € R

Abbildung 23 — Allgemeines lineares Gleichungssystem
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Abbildung 25 — Konvergente streng monoton fallende Folge
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Abbildung 26 - Divergente nicht monotone Folge
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Abbildung 27 — Divergente streng monoton steigende Folge
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5.2. Quiz

1) Wie bezeichnet man die Menge, welche alle Zustinde eines Systems beinhaltet?

a) Zustandsraum
b) Erwartungsraum
c) Zufallsraum

d) Wahrscheinlichkeitsraum

2) Unter welchem Begriff fasst man zeitlich geordnete, zufillise Vorginge in der

Mathematik zusammen?

a) Statistischer Prozess
b) Wahrscheinlichkeits-Prozess
c) Stochastischer Prozess

d) Zufallsprozess

3) Welche Aussage trifft auf Markov-Ketten zu?

a) Die Wahrscheinlichkeit des Eintretens des zukiinftigen Zustandes hangt nur vom
gegenwartigen Zustand ab.
b) Die Wahrscheinlichkeit des Eintretens des zukiinftigen Zustandes hangt von allen

vergangenen Zustinden ab.
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4) Warum ist die Matrix P

04 04 03
P={01 02 07

1 0 O

keine Ubergangsmatrix?

a) Eine Ubergangsmatrix darf keine Nullen enthalten.
b) Nicht alle Zeilensummen der Ubergangsmatrix sind gleich 1.
c) Nicht alle Spaltensummen der Ubergangsmatrix sind gleich 1.

d) Die Matrix enthalt negative Eintrage.

5) Was gibt die Anfangsverteilung an?

a) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung aller Zustande zu Beginn.

b) Die Eintrittswahrscheinlichkeiten aller Zustande auf lange Zeit gesehen.

6) Was gibt der Ausdruck

(0) - P°

an? (r(0)..Anfangsverteilung, P..Ubergangsmatrix)

a) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung zum Zeitpunkt 1.
b) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung zum Zeitpunkt 4.
c) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung zum Zeitpunkt 5.

d) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung zum Zeitpunkt 6.
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7) Welche Zustinde dieses Ubergangsgraphen sind absorbierend?

Abbildung 28 — Ubergangsgraph Quiz

a) e; und e3
b) e;und e,
c) ez und es

d) e, und es

8) Was gibt die stationire Verteilung an?

a) Die Eintrittswahrscheinlichkeiten aller Zustdnde auf lange Zeit gesehen.

b) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung aller Zustdande zu Beginn.
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5.3. Abstract

Abstract in Deutsch:

Diese Diplomarbeit liefert einen Uberblick iiber die Anwendungsméglichkeiten von
homogenen Markov-Ketten, inklusive deren Nutzung im schulischen Unterricht. In
Kapitel 1 werden die mathematischen Grundlagen zu homogenen Markov-Ketten
behandelt. Die darin vorkommenden Siatze und Beweise zielen hauptsachlich auf eine
Anwendungsorientierung ab. Kapitel 2 behandelt den schulischen Teil dieser
Diplomarbeit. Hier wird eine Verbindung des Neuen Lehrplans der Modularen
Oberstufe, sowie den Grundkompetenzen fiir die standardisierte schriftliche
Reifepriifung im Zusammenhang mit dem Thema Markov-Ketten aufgezeigt. Weiters
wird eine Stundenplanung tiber vier Unterrichtseinheiten angegeben. Das
Hauptaugenmerk liegt hierbei auf den Ubungszetteln. Diese konnen Grofteils von den
Schiilerinnen und Schiilern selbststandig bearbeitet werden. Kapitel 3 beschreibt die
unterschiedlichen Anwendungsgebiete von Markov-Ketten. Es werden Beispiele zu fiinf
unterschiedlichen Themenbereichen angegeben, um die vielfaltige Anwendung von

Markov-Ketten aufzuzeigen.

Abstract in English:

This diploma thesis is an overview for the possible application from homogenous
Markov chains together with their using in the classrom. Chapter 1 describes the
mathematic basics from homogenous Markov chains. The theorems and proofs in this
chapter aim mainly on an application orientation. Chapter 2 discusses the school-based
part of this diploma thesis. Here will be shown a connection between the new
curriculum of the modular upper school plus the basic skills for the standardized school
leavin examination in relating to the topic Markov chains. Furthermore there is given an
lesson planning for four teaching units. The focus here is on the exercise sheets. The
students can handle the exercise sheets mostly alone. Chapter 3 describes the different
areas of application in connection to Markov Chains. There are five examples given,

which show the numerous applications from Markov Chains.



