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Vorbereitung

Zur Vorbereitung auf die folgende Arbeit werden hier nun einige Definitionen, Satze und
Instrumente der Analysis in R™ definiert die bei der Herleitung der Iterationsverfahren

benotigt werden.

Vektor- und Matrizennormen

Definition: Sei R™ ein Vektorraum und x,y € R", a € R, dann ist ||x|| eine Norm von

x, wenn fur alle x € R"gilt:

(i) llx]| = 0, wobei ||x|| = 0 giltwennx =0
(i) llax|l = lal ||x|l
(i) llx + Il < |l + [yl

Weiters gilt mitn € N

llxllo = max |x;]
1<isn

n

Ixlly = ) I

i=1

lIxll; =

sowie die Ungleichung
Ixlleo < llxllz < llxlly < nllxllc

Definition: Sei M, eine (n X n) Matrix mit M = (m;;,); my,, a € R, dann ||M|| eine

Matrixnorm von M, wenn

(i) |IM|| = 0, wobei ||M|| = 0giltwenn M =0

(ii) llaM|| = lal [IMI|

(iii) IM + N|| < |IM]| + |IN]|, wobei N ebenfalls eine Matrix ist.
(iv) |IM N|| < |IM]|| |IN]], wobei N ebenfalls eine Matrix ist

Weiters gelten mit n € N die Matrixnormen



n
IMlle = max > gl
1<isn
k=1

n
1M1l = max > [yl
i=1

Vektorfunktion

Ein System von Funktionen h;: R™ — R in einem Gebiet A ¢ R"
hy = fi(xy, o, %)
hm = fm(xll "'ﬂxn)

kann als Vektorfunktion f: A ¢ R™ — R™ durch
fl(xl' "'lxn)]

fx1, %2, 0, xp) = [ :
fin (X1, ey X0)

definiert werden, wobei f;: A c R* - R, i = 1,2,3, ..., m jedem Punkt (x4, x5, ..., X;,) €

A eine reelle Zahl h; = f;(xq, x5, ..., x,) € R zugeordnet.

Die Vektorfunktion wird im Folgenden abgekuirzt durch:
fi (x)]

fx) = [ -
fm ()

Ableitungen einer Vektorfunktion
Um die Ableitung von einem System von Funktionen zu erhalten, muss partiell abgeleitet

werde. Wir nehmen f als stetig differenzierbar an.

Definition: Sei f: A ¢ R™ — R. Die partielle Ableitung nach der j Variable an der Stelle

x € A definiert man dadurch, dass man die anderen Variablen fix lasst und nur nach X;

ableitet. Man setzt dann

0
D@ =@ = fy)  J=1m
]



Weiteres wird der Vektor von f an der Stelle x als Gradient von f bezeichnet und ist

beschrieben durch:

oF
n af 6x1\
6_x-(x)ei = : [
= 0% o

dx,

gradf (x) = Vf(x) =

Wobei (e, ..., e,) die Standardbasis von R™ist und die einzelnen Komponenten des

Vektors die partiellen Ableitungen sind.

Definition: Sei A ein offenes Gebiet mit A € R™. Eine Funktion f: A — R™ heil’t

differenzierbar in x, € A, falls es eine m x n- Matrix J(x,) gibt, sodass

lim ”f(x) — f(xo) —]f(xo)(x - xo)” _

0.
X=X Il — xol

Proposition: Sei f: A ¢ R™ - R™. Falls f differenzierbar in x € A ist, dann wird die

erste Ableitung durch eine Matrix der Form

of, _ of: of;
@ @ L E(")\

Fo=pe=| v b
Iniy Uiy " Ungy )

_ %(x) i=1,.,m
~\0x j=1,..n
dargestellt. /¢ (x) wird dabei als Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix von f bezeichnet.

Definition: Sei A € R" ein offenes Gebiet und f:A - R™ . Dann ist f auf A

differenzierbar, wenn f in jedem x € A differenzierbar ist.

Satz: Sei A offen und ein Teilraum von R™ ist und alle partiellen Ableitungen von einer

Funktion f: A - R™ stetig auf A sind?, dann ist £ differenzierbar auf A.

Beweis: Es reicht den Satz fir m = 1 zu beweisen. Sei € > 0. Zuerst wird ein ¥ € R"

gewahlt sodass furein § > 0mit Us(x) € A

L Also stetig partiell differenzierbar



I — xllo < &
und aufgrund der Stetigkeit der partiellen Ableitungen von f

Lw-Lw|<:

gilt. Seinunv €R™, v %0, [Vl <&

=

n i i—

f(x+v)—f(x)=2f x+Zvjej —flx+ ) v

1

i=1 j=1 j

Jetzt kann der Mittelwertsatz angewandt werden, demnach existiert fur jedes 1 <i <n

ein &; € (0,1), sodass

i i-1 i-1
0
flx+ E vie; | —f| x+ E vje; =6_£ x + E vje; + &vie; | hy;
=1 j=1 ‘ j=1

i—-1
d
Fl+v) - F) - Z (), = Z[ X+ e+ ime |~ o) v
j=1 l

Fir jedes 1 < i < n gilt auBerdem wegen

i-1

x+ Y v+ e | = x|| = max(ivl vl s Lo} < ol < 8
j=1

(o]

immer

i-1
af £

af
a_xi x+Zvjej+€iviei —a—xi(x) <E'

j=1

Damit kann folgende Abschétzung getroffen werden

n
€

é —|vi| < ellhlle
n

i=1

FO+v) = F) - Z (v <

[+ ) - £ - S 5L G

<e
Al

Somit ist bewiesen, dass f fir alle x € A differenzierbar ist. O
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Definition: Falls f(x) den obigen Satz erfullt, dann nennt man f stetig differenzierbar
auf A, beziehungsweise kurz f ist C*.

Satz von Taylor
Sei f(x):R™ - R™ eine n + 1 mal stetig differenzierbare Funktion. Weiteres existiert
f™*1 in einer Umgebung A um a € R™. Dann gilt fir jedes x € A

)] 1 " 2 1 nr 3

fO=f@+f@x-a)+sf (@x-a)+5f" @k —-a)+--
1
@& —a)" + Ra (),

wobei fur ein b zwischen x und a

1
(n+ 1)!

Ra(x) = L B) (e — @)™

gilt.

Ist zusatzlich |f™*1(x)| fur alle x € A durch ein M,,,; beschrankt, dann gilt auRerdem

IR, (X)] < Myialx — a™*!

1
(n+1)!



1. Allgemeines Iterationsverfahren

Angenommen es wird die Nullstelle n einer Polynomfunktion f(x), f: R" - R" mit
Grad n gesucht, sodass f(n) = 0

n

f(x) =px) :=Zajxj mit j,n €N; a;,x€R™ a,#0

j=0

Nun kann mit Hilfe von Ldsungsformeln aus der Algebra fir alle n < 4 das Polynom
p(x) = 0 aufgeldst werden, allerdings ist dies in der Praxis bereits fiir Polynome mit Grad

3 schon recht kompliziert.

Ab n > 4 gibt es jedoch keine Auflésungsformel? mehr (Karpfinger & Meyberg, 2012).
Die Losung kann nur ndherungsweise bestimmt werden, indem eine erste grobe
Néherungslésung x, bis zu einer bestimmten Genauigkeit durch schrittweise Iteration
optimiert wird (Friedrich & Pietschmann, 2010).

1.1.  Herleitung der allgemeinen Iterationsvorschrift

Zuerst wird die Gleichung f(x) = 0 auf eine Gleichung der Form x = ¢(x) gebracht®.

Definition: Sei ¢(x) eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall A c R",
@:A - R", mit x > @(x). Dann ist n € A ein Fixpunkt der Funktion ¢(x), wenn
¢(n) = n. Die Gleichung

x = @(x)

wird als Fixpunktgleichung bezeichnet. Die Funktion ¢(x) ist die Schrittfunktion oder

Iterationsfunktion zu f(x).

Diese Fixpunktgleichung kann nun ohne Beschréankung der Allgemeinheit untersucht
werden, da f(x) = 0 und x = @(x) die gleichen Losungen besitzen. Anders ausgedriickt
ist die Abszisse des Fixpunkts der Funktion ¢(x) gleich die Nullstelle von f(x). (Freund
& Hoppe, 2007) (Engeln-Mullges, Niederdrenk, & Wodicka, Numerik-Algorithmen,
2005)

2 Dies gilt auch fiir Nullstellenberechnung von Polynomfunktionen mit Grad >4 und transzendente
Gleichungen
3 Meistens indem f(x) = 0 nach x aufgel6st wird

8



Satz 1.1: Seien f und h stetige Funktionen in einem abgeschlossenen Intervall A c
R™, wobei fiir alle x € Aauch h(x) # 0 gilt. Sei ¢(x) eine weitere Funktion, definiert

durch
@(x) = x — f(x)h(x).

Dann sind die beiden Gleichungen f(x) = 0 und ¢(x) = x &quivalent.

Satz 1.2: Die Gleichung x = ¢@(x) besitzt in einem endlich abgeschlossenen Gebiet
A c R™ hochstens eine Losung, wenn die Funktion ¢(x): A — R™ eine der folgende

Bedingungen erfillt:

) e —eE)Il < Lilx - x|l 0<L<1
(i) suplle’')l <1 falls ¢ differenzierbar in A
XEA
Beweis:

(i) Wenn n € A eine Nullstelle von f(x) ist, dann gilt:

fm =0 = o) =n—fm)*h(m =1

=0

(i)  Wennn € A eine Losung fur ¢(x) = x ist, dann gilt

om=n = e =n-fm)*h(mn)

=0
Nun muss laut Satz 1.1 h(x) # 0,Vx € Aalsoist f(n) =0

(Engeln-Mullges, Niederdrenk, & Wodicka, Numerische Verfahren zur
Losung nichtlinearer Gleichungen, 2011)

[

Beispiel 1: Gegeben ist die Gleichung f(x) =x%2—x—1=0. Gesucht ist die
Schrittfunktion ¢(x) der Funktion f(x).

Je nachdem wie f(x) nach x aufgeldst wird, erhélt man verschiedene Schrittfunktionen

(i) x=x>—-1 2¢9x) =x*>-1,

(i) x=vx+1=209x)=vVx+1, x=>-1



(i) x=1+- =@ =1+ x#0

Der Zusammenhang zwischen der Nullstelle einer Funktion und dem Fixpunkt der
dazugehdrigen Schrittfunktion lasst sich im zweidimensionalen Raum gut darstellen. In
Abbildung 1 ist die Funktion f(x) mit der Schrittfunktion (ii) aus dem vorherigen
Beispiel 1 abgebildet. Der Schnittpunkt zwischen ¢ (x) und der ersten Mediane* besitzt
die selbe x-Koordinate n wie die Nullstelle von f(x). Demnach haben die Gleichungen

@(x) = x und f(x) = 0 dieselbe Losung®.

A -

P(x)
o(x)=

R0

/ﬂ >

Abbildung 1

Fir die numerische Auffindung der Nullstelle der Funktion f(x), beziehungsweise zur
Lésung der Gleichung f(x) = 0 wird mithilfe eines Startwerts x, € A und der

Schrittfunktion eine rekursive Zahlenfolge {x;} konstruiert, nach der Vorschrift
Xiv1 = @(x;), i=012,..

Wird in die Schrittfunktion eingesetzt, liefert ¢ (x,) das nachste Folgenglied x;, auf das
wiederum die Funktion angewendet wird um x, zu berechnen. Die so konstruierte Folge
{x;} heil3t Iterationsfolge und ist nur dann sinnvoll, wenn ¢ (x;) selbst wieder im Intervall
A liegt. Wenn nun {x;} gegen n konvergiert, also sich x;mit groRer werdenden i immer
naher an n annédhern, dann ist n eine Losung der Fixpunktgleichung und somit auch eine
Ldsung fur f(x) = 0.

Satz 1.3: Sei ¢ eine stetige Funktion. Wenn die Iterationsfolge {x;} € A gegen
n konvergiert dannist n = @(n)

4 Definiert durch x = y
SVgl. Satz 1.1
10



Beweis: n = lim x; = lim x;,, = lim (x;) —5> ¢ | limx; | = o) O

@(xi) stetig p

(Engeln-Millges, Niederdrenk, & Wodicka, Numerische Verfahren zur Lésung
nichtlinearer Gleichungen, 2011) (Friedrich & Pietschmann, 2010) (Freund & Hoppe,
2007)

Definition: Sei x, € R™ die erste grobe Né&herungslésung fur die Gleichung f(x) = 0,

f:R™ - R", dann wird x, als Startwert bezeichnet.

Zur Auffindung eines geeigneten Startwertes bieten sich Wertetabellen und grafische

Darstellungen der Funktion f(x) an.

Beispiel 2: Gegeben ist die Funktion g(x) = x3 —sin(x) + 2. Gesucht wird ein

Startwert x,,.

Tabelle zur Auffindung: Wichtig fir diese Methode ist der x_| 9(x)

-2,5 | -13,03

Zwischenwertsatz von Bolzano. Dieser sagt aus, dass eine stetige Funktion 2 |-509

f auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] jeden Wert zwischen f(a) _-1,5 | -0,38

-1 1,84

und f(b) mindestens einmal annimmt. Falls nun f(a) und f(b) 05 | 2.35
verschiedene Vorzeichen hat, so besitzt die Funktion mindestens eine

Nullstelle n, sodass a < n < b gilt (Arens, Busam, Hettlich, Karpfinger, ravelle

& Stachel, 2013). Aus Tabelle | folgt nun, dass g(x) im Intervall [-1,5; —1] mindestens

eine Nullstelle besitzt. Also wahlt man den Mittelwert des Intervalls als Startwert.

~1,5-1
X = ———=—125

Graph zur Auffindung: Durch plotten der Funktion wird ein geeigneter Startwert grafisch

ermittelt. Aus Abbildung 2 kann x,=-1,45 abgelesen werden.

11



Abbildung 2

Definition: Sei ¢ (x) eine stetige Funktion, ¢: A - A, A c Rund ¢(x) = x die

Fixpunktgleichung fir f(x) = 0, dann ist die Iterationsvorschrift gegeben durch
Xiy1 = @(x;), i=012,..

Beispiel 3: Gegeben ist die Funktion f(x)=x?—x—1 . Gesucht ist eine
Iterationsvorschrift zur Berechnung der Nullstelle der Funktion f(x), um die ersten 4

Né&herungslésungen anzugeben.

Fir die Gleichung x2 —x — 1 = 0 sind in Beispiel 1 mogliche Fixpunktgleichungen

ausgerechnet. Als Startwert x, wird 2 angenommen

D) xip = o) =x7 -1, x; €ER
(ll) Xiy1 = (p(xl) =./x;+ 1 X; € R, X; = -1
(i) xpe1 = Q) =1+ X, €ER, x; %0
(i) (ii) (iii) In Tabelle 2 sind die algorithmischen Berechnungen
Xo| 2 2 2 der drei  verschiedenen Iterationsverfahren

x| 3 [1,7321] 15

x, | 8 11,6529 |1,6667
x; | 63 16288 16 konstruierte Iterationsfolge nicht gegen die Losung

x, | 3968 | 1,6213 | 1,625 1,62 konvergiert und demnach nicht zur

dargestellt. Die Berechnung von (i) zeigt, dass die

Tabelle 2 Losungsberechnung geeignet ist. Bei (ii) und (iii)

hingegen deutet die Tabelle 1 an, dass die Folge

gegen 1,62 konvergiert und somit sind die Schrittfunktionen gut geeignet.

12



Die Wahl der Funktion ¢(x) ist somit von groRer Bedeutung, da diese sowohl Einfluss
auf die Konvergenzgeschwindigkeit als auch die Konvergenz selbst hat (Friedrich &
Pietschmann, 2010). Nun stellt sich die Frage ob es Konvergenzbedingungen fiir eine
Iterationsfolge gibt, damit die passende Schrittfunktion ausgewahlt wird. Um das zu

beantworten ist zuerst die Frage nach der Eindeutigkeit und Existenz von n zu klaren.

1.2.  Existenz und Eindeutigkeit der Losung
Um die Existenz nachzuweisen, wird das Intervall A := [a, b] c R betrachtet in dem die

Losung n liegt. Es gilt
a<n<b

Aus dem Zusammenhang zwischen der Funktion f(x) fur dessen Gleichung f(n) =0
und der dazugehdrigen Schrittfunktion ¢@(x) wissen wir, das n die Abszisse des
Schnittpunktes des Grafen von ¢ und der ersten Mediane ist. Deswegen muss das Bild
von ¢ fir alle x € A auch im Intervall A liegen. Da a und b nicht die Ldsung n sein
konnen ista # @(a) und b #= @(b). Weil p(a), (b) € A ist, muss a < ¢(a) und b >
@ (b) sein. Werden diese Bedingungen in R betrachtet so bilden die Intervalllangen auf
den beiden Koordinatenachsen einen Definitionsbereich der als Quadrat darstellbar ist.
Die Diagonale dieses Quadrats liegt wegen der Symmetrie der Intervallldngen genau auf
der ersten Mediane. Die Punkte P (a|@(a)), Q (b|@(b)) liegen auf den Seiten dieses
Quadrats und somit auf verschiedenen Seiten der Mediane. Jetzt erklart sich auch die
Notwendigkeit, dass ¢ (x) im Intervall A stetig ist. In Abbildung 3 ist ¢ in A stetig und
schneidet deswegen mit Sicherheit die erste Mediane. In Abbildung 4 hingegen ist ¢ in
A nicht stetig, so muss dieser Schnittpunkt nicht zwingend existieren und somit ist es

nicht sicher ob die Losung n existiert.

Abbildung 3 Abbildung 4
13



Satz 1.4: Die Gleichung x = ¢(x) besitzt in einem endlich abgeschlossenen Intervall
A c R mindestens eine Losung, wenn die Funktion ¢(x) : A — R folgende

Bedingungen erfllt:

Q) p(x)EA Vx€EA
(i)  @(x)istin A stetig

(Engeln-Mullges, Niederdrenk, & Wodicka, Numerische Verfahren zur Losung
nichtlinearer Gleichungen, 2011)

Die Existenz dieser Lésung lasst sich auch analytisch beweisen.
Beweis: Sei h: A == [a; b] € R — Reine in A stetige Funktion definiert durch
h(x) = x — (x)

Weiteres gilt ¢(a) = a und @(b) < b und die Loésung n liegt in A. Deswegen auch
h(a) < 0 und h(b) = 0. Der Zwischenwertsatz besagt nun, dass die Funktion h jeden
Wert zwischen h(a) und h(b) in A annimmt. Demnach muss ein n existieren, sodass

h(n) = 0 ist. Daraus folgt:

h(n) =n =)

=0
0=n-9m
n=em)
Somit existiert mindestens eine Losung fiir die Gleichung x = ¢(x) in A.
-
(Henrici, 1972)

Da wir nun wissen, dass n € A existiert, wenn Satz 1.4 erfillt ist, bleibt noch zu zeigen,
dass das Gleichungssystem eindeutig I6sbar ist wenn n auch die einzige Lésung ist. Dazu
wird bewiesen, dass x = ¢(x) genau dann eindeutig I6sbar ist, wenn ¢(x) in A eine
kontrahierende Abbildung ist. Die Bezeichnung kontrahierend bedeutet, dass die Norm
lo(x) — @(®)|l, x, ¥ € AKleiner ist als die Norm ||x — X||. ¢ (x) ,,zieht* sozusagen die

Punkte enger zusammen. (Tornig & Spellucci, 1988) (Werner, 1992)

14



Definition: Eine Funktion ¢(x): A —» A, A c R heift lipschitzstetig®, wenn es fiir x, ¥ €

A die Lipschitzbedingung:
lp(x) — @)l < Lllx — x| L=0,
gilt. L wird als Lipschitzkonstante bezeichnet und ist definiert durch
L = max]|p' ().

Wenn 0 < L < 1ist, so kann L auch als Kontraktionszahl und ¢(x) als kontrahierende
Abbildung bezeichnet werden.

(Locher, Numerische Mathematik fir Informtiker, 1992)

Durch Umformen der Lipschitzbedingung erhalt man eine neue Ungleichung die mithilfe

der ersten Ableitung von ¢ (x) berechnet werden kann

lo(x) = (@)l < Lllx — X[

lpG) = (I _

- <L
|lx — x]|

Laut Mittelwertsatz der Differenzialrechnung gilt: Wenn ¢ (x) auf einem Intervall [a, b]
stetig ist und im Intervall (a, b) differenzierbar ist, dann exisitiert mindestens ein Punkt

A € (a, b) sodass:

b)) —
fO 1@ _ g

b

gilt (Heuser, 1990). Durch Anwenden des Mittelwertsatzes auf die Ungleichung und

hinzufuigen der Norm erhélt man fir alle x € A

I (x) —</~)(x)ll <L<1
llx — x]|
o’ Gl
llo'()Il <1

(Engeln-Millges, Niederdrenk, & Wodicka, Numerische Verfahren zur Lésung
nichtlinearer Gleichungen, 2011) (Locher, Numerische Mathematik fir Informtiker,
1992) (Freund & Hoppe, 2007)

6 Und somit auch stetig
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Proposition: Falls sup|[¢’(x)|| < 1, dann ist ¢ kontrahierend auf dem Intervall A.
XEA

Beweis: Setzte L := sup||¢’(x)||. Nach den Bemerkungen oben ist
X€EA

llp(x) — @Il < Lllx — x|

Satz 1.5: Die Gleichung x = ¢(x) besitzt in einem endlich abgeschlossenen Gebiet
A c R™ hochstens eine Losung, wenn die Funktion ¢(x): A — R™ eine der folgende

Bedingungen erfullt:

0 o) —eE)Il < Lllx - Xl 0<L<1
(i) suplle')|l <1 falls ¢ differenzierbar in A
XEA

Beweis: Angenommen es gibt A zwei Losungen n,,n, € A fur die Gleichung x = ¢(x),

sodass (i):
m=¢m) und 1, =@;)

Nach der Lipschitzbedingung fur ¢ muss nun gelten

lo(2) — eIl < Lliny — n4ll
[Imz2=n4ll

llm2 —n4ll < Lliny —n4ll

A—-L)ln,=mll <0

>0

Da1l—L > 0istmuss||n, —n,l| < 0 sein. Die Norm ||-||bildet jedoch nicht in R™ " ab,
also muss ||n, —n.|| = 0 gelten und daraus folgt, dass n, = n, ist. (Engeln-Miillges,
Niederdrenk, & Wodicka, Numerische Verfahren zur Lésung nichtlinearer Gleichungen,
2011)

(if) Nach der obigen Proposition ist (i) erflllt und damit hat ¢ (x) = x hdchstens eine

LOsung

16



Laut Satz 1.4 besitzt die Gleichung x = ¢(x) mindestens eine L6sung, laut Satz 1.5
besitzt sie maximal eine LAsung. Fasst man diese beiden Satze nun zusammen erhalt man

folgendes:

Satz 1.6: Die Gleichung x = ¢(x) besitzt in einem endlich abgeschlossenen Gebiet
A c R™ genau eine Losung, wenn die Funktion ¢(x): A - R" die folgenden
Bedingungen erfllt:

Q) p(x)EA Vx€EA
(i) o) — @I < Ll|lx — ||, fir 0 < L < 1 oder supll¢’(x)|| < 1,, falls
XEA

@ differenzierbar in A.

1.3. Konvergenz

Bei der heuristischen Betrachtung in R des Konvergenzverhalten von

Iterationsverfahren, wird klar wieso die Iterationsfolge {x;} mit der VVorschrift

Xiv1 = @(x;)

genau dann konvergiert, wenn ¢ die Bedingungen des Satzes 1.6 erfullen. Angenommen
esgilt p: A - A,A c R, also ist (i) aus Satz 1.6 erfullt. Somit gibt insgesamt vier Falle

die betrachtet werden muissen.

1. Fall: 0<¢'(x) <1, also ¢ ist eine konkave’ Funktion im Intervall A. Bei
Betrachtung von Abbildung 5 ist zu sehen, dass {x;} in diesem Fall monoton

konvergiert.

X=y

AP S .
P S

[
[
=

Abbildung 5

" Negativ gekrimmte
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2. Fall: =1 < ¢’(x) < 0.¢ ist im Intervall A demnach eine konvexe® Funktion. In

diesem Fall konvergiert die lterationsfolge {x;} auch, allerdings alternierend

(siehe Abbildung 6).
A
x=y
!
i i
E Ngereeereend i
: . 1
s
o i P(x)
. || ....... [
VAN
: 191 0 !
: [ T !
A |
é | i
X §2§4'n X3 Xy >
Abbildung 6

3. Fall: 1< ¢'(x). Die Abbildung 7 zeigt, dass sich die Glieder der Iterationsfolge
{x;} bei groRer werdendem i immer mehr von der Lésung n entfernen. In diesem

Fall ist die Folge divergent.

A
¢ (x)

X=y

g ———

e - -

Abbildung 7

4. Fall: Wenn ¢’ < —1 im Intervall A gilt, dann ist die Folge divergent, wie in
Abbildung 8 zu sehen ist.

8 Positiv gekrimmt
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A x:y

I
i
i
!
i
I
!
i
I
i
i
I
i
i
$

X4

Abbildung 8

Um analytisch zu beweisen, dass {x;} genau dann konvergiert, wenn ¢ die Bedingungen
aus Satz 1.6 erfullt, zeigen wir, dass {x;} eine Cauchy-Folge ist. Dies ist ausreichend, da
jede Cauchy-Folge in vollstandigen Raumen konvergent ist (Brosowski & Krel3, 1975).
Wir betrachten die Iterationsfolge in einem abgeschlossenen Gebiet A. Da A < R™ ist
und R™ ein vollstindiger Raum ist (Neunhduserer, 2017), ist A durch die

Abgeschlossenheit auch vollstandig (Brosowski & KreR, 1975).

Satz 1.7: Die Iterationsfolge {x;} mit der Vorschrift x;,; = ¢(x;) ist eine Cauchy-
Folge und somit konvergent, wenn ¢: A ¢ R™ — A eine kontrahierende Abbildung

ist.

Beweis: Aus der Kontraktionseigenschaft
le(x) — @) <Lllx—%]] mit 0<L<1, x,X€EA
und der Eigenschaft®, das ¢ (x) € A ist ergibt sich eine Ungleichung der Art

lxivr — xill = lle(x) — @i DI S Ll — xicqll < L2lxg_q — x5l < -
~—_—
o Cxim)=@(xi_o)ll

< LIy — xol.

Wendet man nun die Dreiecksungleichung an so ergibt sich fir 0 < v < u; x,, x, €
{x:}

”xu - xv” < ”xu - xu—l” + -t ”xv+1 - xv”

% Selbstabbildungseigenschaft
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< L7y — xoll + -+ + L7l — xol
=[L* T+ L2+ oo+ LV] |l — x|

= P[00 4 L7270 e 1] [l — ol

u—1-v

=17 )8 -l = ol
k=0

Der letzte Ausdruck beinhaltet die u — 1 — vte Partialsumme der geometrischen Reihe
und da 0 < L < 1 gilt erhalten wir

1 — L‘LL—‘U

=L 7l = xll
IV — ¥
R 121 — xoll
v
< 1 _L||x1 — x|

Nun muss nur noch ein passendes v(¢) € N\{0} gewahlt werden sodass fur alle € >
0 gilt

14

1-L

”xu - xv” < “xl - xO” <e&

Somit ist {x;} eine Cauchy-Folge und konvergent, wenn ¢ eine kontrahierende
Abbildung ist.

[

(Opfer, 1993) (Locher, Numerische Mathematik flr Informtiker, 1992) (Ortega &
Rheinboldt, 1970)

Wenn ¢: A c R" — A in A stetig partiell differenzierbar nach x;,j =1, ..,n ist, so

kann die erste Ableitung von ¢ mithilfe der Jacobi-Matrix angegeben werden durch

dx; 0x, dx,

_ (99 _ | 092 002 902 |

Jo = <a> oxy Ox,  O0x |
j=1,...n : : :

0x; 0Ox, dx,

20



Damit ¢ eine geeignete Iterationsfunktion ist und das Verfahren konvergent ist muss nun
Vol <t<1

mit 0 <L <1 gelten. Mithilfe der Matrixnormen ° konnen nun folgende

Konvergenzkriterien fiir ¢ gefunden werden:

das Zeilensummenkriterium:

n
d;
Vel = max, ) 55 < ko <1
x€A Jj=1
Das Spaltensummenkriterium
n
ol = s, 5] < <
xeA =1

Das Kriterium von E. Schmidt und R. v. Mises:

n n a(p
4
bl = (3 (52) ) <

i=1j=1

(Brosowski & KreR, 1975) (Engeln-Miillges, Niederdrenk, & Wodicka, Numerische
Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungen, 2011)

Beispiel 4: Im Beispiel 1 sind drei mogliche Iterationsvorschriften zur Ermittlung der
Losung der Gleichung f(x) = x? —x — 1 = 0 ermittelt worden. Um nun nicht alle

durchrechnen zu missen um ihr Konvergenzverhalten zu testen, prifen wir ob ¢(x) in

einem Intervall A eine kontrahierende Abbildung ist.
D) X1 = o) =x7 — 1, x; €ER

Das Intervall A wird definiert durch A := [—1; 2]. Jetzt muss |¢'(x)| < 1 furallex € A

sein. Da
@' (x) = 2x

die erste Ableitung ist und fir alle

10'vgl. Vorbereitung
11 Bei der Wahl muss auf den Definitionsbereich von ¢ Riicksicht genommen werden
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x € A, |x| 2%: lo'(0)| =1

gilt, ist @ in A keine kontrahierende Abbildung. Die erzeugte Folge misste somit nicht

konvergent sein und es kommt tatséchlich bei der Iteration zu keiner Anndherung an die
Nullstelle.

(i) xp1=90) =x +1 xi €ER, x; =2 -1

A= [1;2],

x=1

0<x
4—1< +1
1= X
-< = 1
2 4(x+)
1 1
—<=vx+1
2 2
1 1 <1
2|x+1|

<0

1 1
=<3
2Vx+ 11 2

Somit erfiillen alle x € A die Bedingung sup||¢’(x)]] < % < 1 und das durch die Folge
XEA

{x;} erzeugte Iterationsverfahren konvergiert gegen die Losung in A.

(i)  xp=0k) =1 +xii xi €ER, x; #0
A= [1,5;2],
1
@' (x) = Tz
x| > 1,5 > V2
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|2 2
1l 1
x2l 2

Die Funktion ¢ ist demnach kontrahierend und {x;} konvergent auf A da die Bedingung

supllg’(x)l <5 <1 fiiralle x € A erfiilltist.
XEA

1.4. Abbruchbedingungen

Das Iterationsverfahren kann abgebrochen werden, wenn eine gewisse, manchmal
vorgegebene Maximaldistanz zwischen Néherungslésung und der exakten Ldsung n

unterschritten wird.

Diese Maximaldistanz kann entweder durch den relativen Fehler oder den absoluten
Fehler gegeben sein. Allgemein kann man sagen, dass ein Iterationsverfahren nach dem

iten Schritt abgebrochen werden kann, wenn fur €, 5, €3 > 0 folgendes gilt:

() e = xall < &@llxgll oder lx; — x4l < &
(i) Nfedll < e
(Engeln-Mullges, Niederdrenk, & Wodicka, Numerik-Algorithmen, 2005)
(Friedrich & Pietschmann, 2010)

1.5.  Fehlerabschatzung

Die einzelnen Glieder der Iterationsfolge sind immer exaktere N&herungslésungen fir 7.
Jetzt stellt sich die Frage, wie viele Iterationsschritte ben6tigt werden um die gewiinschte
Né&herungslosung zu erhalten. Anders gesagt ist es wie nah die N&herungsldsung an 7 ist.
Diese Frage kann durch die Fehlerabschatzung geklart werden. Die N&herungslésung

x; € A c R™ unterscheidet sich von n um einen absoluten Fehler A; der durch
Ai=n—x

definiert wird. Wenn dieser Fehler kleiner als eine vorgegebene Schranke & > 0 ist, so

kann das Iterationsverfahren abgebrochen werden. Die Wahl der Schranke bestimmt
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somit die Qualitat'? der Naherungslésung. Je kleiner & gewdéhlt wird umso kleiner ist auch

der Fehler A denn es gilt
Al < e.

Wir erhalten eine Fehlerabschatzung indem wir die Ungleichung aus dem Beweis das
{x;} eine Cauchy-Folge ist nochmals betrachten. Sei u > i, dann gilt
i

1-L

I, — x; || < 12, — xol

Wenn nun i fest ist und u gegen Unendlich strebt (u — o) mit lim x,, = n, so erhalt
u—->00
man
i
8ill = lIn = xill < 7= llxs = xoll < &1 &> 0.
Diese Ungleichung liefert die a priori-Fehlerabschéatzung. Mithilfe dieser Formel kann
man bei gegebener Schranke &; > 0 abschétzen, wie groR der hochste Fehler der iten
Né&herung, i = 2 ist, wenn der Startwert x, und die erste N&herungslosung x; bekannt
sind (Tornig & Spellucci, 1988). Wenn eine bestimmte Qualitdt der N&herungsldsung
schon bekannt oder sogar gegeben ist, dann kann mittels dieser Abschatzung auch eine
obere Schranke £; > 0 der Anzahl der benétigten Iterationsschritte bestimmt werden. Die
Anzahl kann durch umformen der a priori-Fehlerabschatzung erfolgen:
Li
1—-1L

I, — x0ll <&

e1-1L)

< —=
Il — xoll

. e(1-1)
inL<In—
ll2¢ — ol
ilnL <Ine+In(1—-L)—Inl|lx; — xll
i(—InL) > —Ine —In(1 —L) + Infjx; — x|

—Ine—In(1—L) + Inf[x; — x|
—InL

P>

12 Genauigkeit
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Somit missen mindestens i Iterationsschritte erfolgen um eine vorgegebene Schranke &
zu unterschreiten und der Rechenaufwand kann im Vorhinein bestimmt werden
(Brosowski & Krel3, 1975) (Friedrich & Pietschmann, 2010).

Die a priori-Fehlerabschétzung ist in der Regel nicht sehr genau, also eine eher grobe
Fehlerabschatzung. Eine bessere Abschédtzung des Restfehlers erhalt man durch die
Differenz der beiden letzten errechneten N&herungswerte wéhrend der Iteration.

Wir betrachten die Ungleichung
loxirq — x; [l < Lllx; —x;-4l] 0<L <1,

die aus der Kontraktionseigenschaft und Selbstabbildungseigenschaft von ¢ folgt2. Fiir

einfestesiundeinu >i+1,;x;,x, €A c R" folgt
ey — xll = llocy — X1 + X1 = 2xuz + -+ x50 — x|
< oy = g Il 4 leu—1 = xuall + o+ x40 — x4l
Weiters gilt
2y — %1l < Lllxy—1 — x|l < Llxy—p — xy3ll < -+ < L7l — x4
Betrachtet man diese beiden Ungleichungen nun gemeinsam ergibt sich
Iy = 2l <l = o (L7 + L4707 4 4 L)

= Lllxi = xiall (L o+ 1770

geometrische Reihe

1— Lu—i

=L—=—7 ll2¢; — x4l

Also gilt die Ungleichung

L
2y, — x:ll < 11 Il — x4 l.

Wenn nun v fest ist und u gegen Unendlich strebt (u = o) mit lim x,, = n, so erhalt
u—->0o

man

L
1A = lln — x;ll < 1-L i — xi-1ll < &

13'vgl. Beweis von Satz 1.7
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Diese Ungleichung wird als a posteriori-Fehlerabschéatzung bezeichnet. Wie oben schon
erwahnt wird diese Abschéatzung wéhrend oder nach der Iteration verwendet, da x; und

x;_1bekannt sein mussen.

Da die a posteriori- Fehlerabschétzung genauer ist als die a priori gilt zusatzlich fir

£1,&5 >0
& < &.

(Engeln-Miillges, Niederdrenk, & Wodicka, Numerik-Algorithmen, 2005) (Friedrich &
Pietschmann, 2010) (Locher, Numeriche Mathematim flr Informatiker, 1992)

Diese ganzen Erkenntnisse lassen sich mit einem der wichtigsten Sétze der Analysis

zusammenfassen, dem Banach’schen Fixpunktsatz.

Satz 1.8 (Banach’sche Fixpunktsatz): Sei R™ ein Raum mit gegebener Norm ||-|| und

@:A c R™ - R" eine Abbildung mit den Eigenschaften

Q) A c R" ist nichtleer und abgeschlossen
(i) ¢ bildet auf sich selbst ab, also ¢(A) c A
(iii) ¢ ist bezuglich ||-|| kontrahierend, also mit der Lipschitzkonstante 0 <

L < 1 oder sup||¢’'(x)]| < 1.
X€EA

Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes n € A mit ¢(n) = n und es gilt:

()] Die Folge {x;} mit der Vorschrift x;,; = ¢(x;),i = 0,1,2, ... konvergiert
fiir jeden Startwert x, € A gegen n € A, welches der einzige Fixpunkt von
@ inAist.
limox;, =7
(1)  Die a priori Fehlerabschatzung
i
1-1L
(1) Die a posteriori Fehlerabschatzung

ln —x;|| < llx; — x0ll, i=0,12,...

ln — x|l < l; — x;—4ll, i=0,12,..

1-L
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1.6. Konvergenzordnung
Die Konvergenzordnung ist eine Grolie, mithilfe derer der bendétigte Rechenaufwand
eines Verfahren abgeschétzt werden kann. Sie gibt die Geschwindigkeit an mit der sich
die Glieder einer Iterationsfolge an die gesuchte Lésung n annéhern. Deswegen ist die
Konvergenzordnung ein gutes Kriterium zur Beurteilung eines Iterationsalgorithmus und

kann herangezogen werden, wenn mehrere Algorithmen zur Auswahl stehen.

Satz 1.9: Sei ¢ € A c R" = R eine kontrahierende Abbildung in A mit dem
Fixpunkt n € A und p € R eine reelle Zahl. Dann heillit das dazugehdrige

Iterationsverfahren p-ter Ordnung, wenn es eine Zahl C > 0, C € R gibt sodass

llp(x) —nll < Cllx —nlP.

Durch Ersetzten von x durch x; erhélt man die Ungleichung

< Cllox; = nlIP

p(x;)—n

Xi+1

X1 = nll < Cllx; =P

Wenn p = 1 ist liegt eine lineare Konvergenz vor, bei p = 2 eine quadratische, p = 3
eine kubische. Sowohl p als auch L beeinflussen die Konvergenzgeschwindigkeit, denn
je kleiner die Lipschitzkonstante und je groRer p ist, umso schneller konvergiert das
Verfahren. Aus dem Satz von Banach folgt demnach, dass jedes Iterationsverfahren, fiir
das eine kontrahierende Schrittfunktion ¢ gefunden werden kann, mindestens linear
konvergiert. (Freund & Hoppe, 2007).

Ein Verfahren, dass nur innerhalb eines Gebietes A ¢ R™ konvergiert heif3t lokal

konvergent, wenn allerdings A = R" gilt, so heift es global konvergent.

Im eindimensionalen Raum, also A c R ist die Ordnung eines Iterationsverfahren leicht
festzustellen, wenn die dazugehorige Schrittfunktion ¢ in einer Umgebung um D (n) von

x = n geniigend oft differenzierbar ist.
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Satz 1.10: Sei ¢: A c R — A die Schrittfunktion einer Iteration und p- mal stetig

differenzierbar. Weiteres gilt fur die Iterationsfunktion lim x; = n und
L—> 00

oM =1
¢’ =" () = =P D) =0
e®(n) # 0.

Das Iterationsverfahren x; ., = @(x;) konvergiert dann mit der Ordnung p und es gilt:
p! ~ p! xea =t

Falls p = 1 ist, dann gilt zusétzlich C = sup||l¢’(x)|| < 1
XEA

Beweis: Um den Satz 1.10 zu beweisen entwickeln wir ¢ an der Stelle .

1
@) = e(n) + (xi =" () + 5 G = m)*¢" () + -+

N e
Xit+1 n

Durch Umformen der Taylorentwicklung erhalt man:

1
Xigg =N = (i =m @ () +5 0 — m?e"m) + -
=0 =0
e 14
Xipp —1 = %q)@) (M + 0((x; —n)P*)
i+1 — 1
ﬁ = E(p(”)(n) +0((x; — M)

Lasst man i jetzt gegen Unendlich streben, so erhalt man

. Xiy1 — 1 1
lim [———| = —|p® =C
i |(x; =Pl p! [l

mit
1 )
C < —p!r)rclgqup p (x)| <(
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Wenn nun p = 1 gilt, dann ist das Iterationsverfahren erster Ordnung also linear und

wegen der Lipschitzbedingung fiir ¢ gilt

C=suplle’ll <L <1

XEA

0

(Engeln-Mullges, Niederdrenk, & Wodicka, Numerische Verfahren zur Losung

nichtlinearer Gleichungen, 2011) (Freund & Hoppe, 2007) (T6rnig & Spellucci, 1988)

1.6.

Praktische Anwendung des Algorithmus

Das Ziel ist es die Losung der Gleichung f(x) = 0 mithilfe des allgemeinen

Iterationsverfahren zu finden. Dazu bendtigen wir sieben Schritte

1.
2.

Schritt: Ein Gebiet A bestimmen in dem mindestens eine Nullstelle von f liegt.
Schritt: Auffinden einer passenden Schrittfunktion ¢ (x), sodass die Gleichungen
f(x) =0und x = ¢(x) aquivalent sind
Schritt: Prufen ob die Funktion ¢ eine kontrahierende Abbildung ist,
insbesondere ob ¢ (A4) € A.
Schritt: Eine Iterationsvorschrift x;,; = @(x;) bestimmen und einen geeigneten
Startwert x, wahlen.
Schritt: Berechnung der Glieder der Iterationsfolge {x;} laut Iterationsvorschrift
Schritt: Die Iteration abbrechen, wenn mindestens eine der Abbruchbedingungen
erfullt ist.
Schritt: Fehlerabschatzung

(Engeln-Millges, Niederdrenk, & Wodicka, Numerische Verfahren zur Lésung

nichtlinearer Gleichungen, 2011)

Meistens ist Schritt 5 und 6 in einem durchfiihrbar. Eignen sich mehrere Funktionen als

Iterationsvorschrift, ist es meistens von Vorteil mithilfe einer Fehlerschranke & den

Rechenaufwand pro Iterationsvorschrift zu bestimmen.

Beispiel 5: Gegeben ist eine Funktion f: [0; o] —» R, f(x) = e* —v/x — 3. Gesucht ist

eine Naherungslosung der Nullstelle von f, die einen absoluten Fehler maximal € = 1 *
1077 hat.
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1. Schritt:
f(1)=-128<0
f(2)= 297>0
Da f stetig ist und zwischen f(1)und f(2) ein Vorzeichenwechsel ist muss es ein
€ [1;2] geben mit f(x) =0 . Deswegen besitzt die Funktion in [1,2]
mindestens eine Nullstelle und das Intervall A ist gefunden.
A=[1;2]

2. Schritt: Die erste mogliche Schrittfunktion erh&lt man durch Auflésen der
Gleichung
0=e*—Vx—3
nach dem x unter der Wurzel.
@1(x) = (e* = 3)?
3. Schritt: Damit ¢, eine kontrahierende Abbildung ist muss ¢; in A
selbstabbildend®* sein und |¢, (x)'| < 1,x € A.
Es muss also ¢ (1) € A gelten, ¢(1) = 0,08 ¢ A. Somit ist diese Schrittfunktion

nicht geeignet, da die erzeugte Iterationsfolge nicht zwingend konvergiert.

Also zuriick zu Schritt 2. Eine andere Mdglichkeit ware die Auflésung nach dem
x in der Hochzahl, so ergibt sich

@, =In(Vx + 3)
Jetzt kann Schritt 3 erneut durchgefuhrt werden.

p,(1)=139€ A
0,(2)=148€ A
, 1 1
@,(x) = 2 —\/;(\/;+ 3)

Dafiralle x € A ¢;(x) > 0 ist, ist die Funktion ¢ in A streng monoton steigend
und somit ist sind alle ¢ (x) € A und ¢ selbstabbildend.

Wenn nun auch fur sup||e;(x)|| < 1 gilt, ist ¢, eine geeignete Schrittfunktion
XEA

Byxedip(x)eA
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‘1 1 1 1 1 1
<1

1
2 Vx(x+ 3)‘ = Zminvx min(Vx+3)  2VI(VI+3) 8

€A

Somit sind alle Bedingungen erfiillt, sodass die erzeugte Folge in A konvergiert

und die Schrittfunktion ist definiert durch

p:A—> A, ¢ =In(Vx+3)

4. Schritt: Iterationsvorschrift

Xip1 = @(x;) = ln(\/Z- + 3), i=012,..
Als Startwert x, wird 1,5 gewahlt

5. Schritt: Die Glieder werden nun solange berechnet bis |x; — x;_¢| < 1 * 1077 gilt

o~

Xi Xi = Xi—1

1,5
1,440958874
1,435179631
1,434605799
1,434548741
1,434543066 0,000018081
1,434542502 0,000000564

1,434542446 0,000000056
Tabelle 3

N O oo AW N =k O

Bei i = 7 ist der absolute Fehler kleiner als die vorgegebene Schranke .
6. Schritt: Nach Berechnung des Gliedes x, kann die Iteration abgebrochen werden
da

0,000000056 = 0,56« 1077 < 1% 1077.

7. Schritt: Wir benutzen die a posteriori Fehlerabschatzung, da diese genauer ist als

die a priori. Zuerst wird ein L bestimmt mit0 < L = ma}”(/"(x)ll < 1.
X€E
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1 1
min+vx min(vx + 3) ~ 8
XEA XEA

N
2 Vx(Vx+3)|

L 1
- 2

Jetzt kann durch Einsetzten in die Formel der Fehler geschétzt werden.

1
1 — x6| < £10,000000056]

8
< 0,142857143-0,000000056 < 0,000000008

<0,8%1078,

— <
In x7|—1_L

Somit ist die gesuchte Naherungslésung n = 1,434542446 mit einem maximalen Fehler
von 0,8 x 1078, wobei die Naherung auf die siebente Nachkommastelle genau ist. In
Abbildung 9 sind die Funktionen f und ¢ dargestellt, sowie die erste Mediane x = y.
Das graue Quadrat zeigt das Intervall A an. Die Abbildung 9 verdeutlicht nochmal den

Zusammenhang zwischen dem Fixpunkt von ¢ und der Nullstelle von f.
A

2561

X=y

151 @(x)

0.54 f(X)

05 1 V.s 2 25 3 35 >

Abbildung 9
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2. Regula falsi

Dieses  lterationsverfahren ~ gehért zu  den  Einschlussverfahren  oder
Intervallschachtelungsverfahren und ist nur im eindimensionalen Raum anwendbar. Das
Ziel ist wie bei jedem Iterationsverfahren die Auffindung der Ldsung n € R der
Gleichung f(x) = 0, wobei f: A € R — R eine stetige Funktion ist und in A monoton.
Es wird ein Intervall A := [a; b] SO angenommen, dass mindestens eine Nullstelle der
Funktion f: A c R = R in diesem Intervall liegt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
f(a)f(b) < 0ist. Dieses Intervall A wird als Einschlussintervall bezeichnet. Der x-Wert
der Nullstelle der Sekante von f durch die Punkte P(a|f(a)) und Q(b|f(b)) sei mitc
bezeichnet und ist ein Element von A. Somit kann A in zwei Teilintervalle [a; c] und
[c; b] aufgeteilt werden. Eines dieser Teilintervalle ist wiederum ein Einschlussintervall,
falls die Intervallgrenzen ungleich n sind. Wiederholt man die Aufspaltung eines
Einschlussintervalls immer wieder, so konnen fortlaufend kleinere Einschlussintervalle
gebildet werden, die die Losung n beinhalten. Wenn ¢ = 7 ist, also f(c) = 0 gilt, kann

das Verfahren abgebrochen werden, da die Lésung gefunden ist.

2.1. Herleitung der Formel

Sei f:Ala;b] c R - R eine stetige Funktion und f(n) =0 fir a<n <b mit
fla)f(b) < 0. Jetzt definieren wir x; = a,x, = b,x3 =c¢,f(x1) = f(a), f(xy) =
£(b), weiteres ist s die Sekante von £ in den Punkten P(x; |f (x1)), Q (%2 |f (x2)).

A

Abbildung 10
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Die Sekante s(x) = kx + d. Nun gilt s(x;) = f(x;) und

By fG) G

Ax Xy — X1

fla) = fe)
. . X2

flxz) =kx; +d = X, — 1,

+d

fxz) — f(xl)x
— . X2

Xy — X1

d= f(xz)—

und somit

f(xz) — f(xl)x
— . X2

Xy —Xq

s(x) x+ f(x) —

_ f(xz) = f(x1)

Xy —Xq

_ fx2) = fx1)
=— .

X2

(x — x3) + f(x2).

s besitzt nun im Intervall A[x;; x,] eine Nullstelle mit s(x3) = 0 also gilt

_ f(x2) = f(x1)

0 o—— (x3 — x2) + f(xz)
_f(xz)(xz —x1) = (X3 — %)
f(xz) — fxy) 3 2
Xy = Xy — f(x2) (x, — x,)

f(x2) = f(x1)

Jetzt kann A in die Teilintervalle [x;; x3] und [x3; x,] unterteilt werden, wobei eines

davon das neue Einschlussintervall ist. Somit erhalt man zwei Félle

1. Fall: [x;; x5] ist Einschlussintervall, also f(x;)f(x3) < 0 und es gilt

P VS

YT ) — f(xy)

2. Fall: [x5; x,] ist Einschlussintervall, also f(x3)f (x,) < 0 und es gilt

f(x2)

2" F ) — Flag) B2 T

x4_:
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Eine allgemeine Formel fiir dieses Verfahren ist recht schwer anzugeben, da bei jedem
Schritt ein neues Intervall um die Ldsung n gebildet wird. Allerdings kann man eine
allgemeine Formel zur Berechnung einer N&herungslosung x von n in einem
geschlossenen Einschlussintervall, welches a als unterer Grenze und b als oberer Grenze

hat, angeben

f(b)

=P @

(b —a).

x ist hier wohldefiniert da f(b)f(a) < 0 ist und es gilt entweder f(x)f(a) < 0 oder
fb)f(x) <O0.

(Locher, Numerische Mathematik flr Informtiker, 1992) (Wille, 1976) (Engeln-
Miillges, Niederdrenk, & Wodicka, Numerische Verfahren zur Losung nichtlinearer
Gleichungen, 2011)

Die berechneten x bilden eine Folge {x;}, die als Regula falsi-Folge bezeichnet. Jetzt
stellt sich wieder die Frage ob diese gebildete Folge auch wirklich immer gegen die

Losung n konvergiert und ob n die einzige Losung ist.

2.2. Existenz und Eindeutigkeit der Lésung

Wie oben erwéhnt, muss das erste Einschlussintervall so gewahlt werden, dass die
Funktionswerte der Intervallgrenzen unterschiedliche Vorzeichen haben. Der Grund
dafur ist der Zwischenwertsatz. Dieser besagt, dass die stetige Funktion f in einem
offenen Intervall (a; b) mindestens eine Nullstelle in [a; b] besitzt, wenn f(a) - f(b) <
0 gilt. Um nun sicherzustellen, dass n die einzige Losung in [a; b] ist muss die Funktion
in diesem Intervall monoton sein. Demnach muss fiir alle x € [a; b] f'(x) < 0 oder

f'(x) > 0 gelten

2.3. Konvergenz

Satz 2.1: Sei f: A[x;; x5] € R — R eine stetige Funktion mit f(x;)f(x,) < 0, dann

konvergiert die Regula falsi-Folge {x;} in A gegen die Nullstelle der Funktion.
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Beweis: O.B.d.A sei f(x;) < 0 < f(x,). Der Satz ist bewiesen, wenn fir ein Glied x;
der Regula falsi-Folge f(x;) = 0 gilt. Wir nehmen nun an, dass f(x;) # 0, fur alle i =
1,2,3,.... Die Folgenglieder sind nach Konstruktionsvorschrift immer paarweise

verschieden und lassen sich so in zwei verschiedenen Mengen einteilen
M_ = {xn|f (x,) < 0}
M, = {x;|f (xi) > 0}
wobei x,, < x;, da M, rechts von M_ liegt. Weiters gilt fur alle i < j
x; <x; fallsx;,x; € M_

X > XJ falls Xi,Xj € M+

Die Glieder der Menge M_ bilden also eine monoton steigende Folge und die der Menge
M, eine monoton fallende Folge. Nun gibt es zwei Falle die betrachtet werden mussen,

da die beidem Mengen entweder endlich oder unendlich sein kénnen.

1.Fall: Angenommen M. ist eine endliche und M_ eine unendliche Menge. Da die Folge
der Glieder aus der Menge M_ sowohl monoton steigend als auch beschrankt ist, muss
die Folge {x,}, x,, € M_ gegen einen Grenzwert n < xx konvergieren. Der Fall xx = n

kann nicht eintreten, da f(xx) > 0 und f(n) < 0 sein muss.

Die endliche Menge M, besitzt ein Element x;,, welches den gréften Index k = K hat.
Setzt man dies jetzt in die Konstruktionsformel der Regula falsi-Folge ein so erhalt man

firallen > K

f(xn)
f(xn) = f (i)

Xn+1 = Xn — (xn — xx)

Lasst man nun n gegen Unendlich streben, so erhélt ergibt sich die Gleichung

: . : f ()
lim x,,; = limx,, — lim
n—-oo n—->0oo

M o) — flag) )

n n

fm)

BVIORIen R

Um Gleichheit zu erlangen muss f(n) = 0 gelten und somit ist die Konvergenz fiir diesen

Fall gegeben.
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2.Fall: Seien sowohl M, als auch M_ unendliche Mengen. Da die Regula falsi
Folgenglieder immer abwechselnd M, und M_ zugeordnet werden kann, entstehen
endliche Teilfolgen der Regula falsi-Folge.

.{9 ,xl‘x2, ...,xkl ,xk1+1, ...,xnl ,xn1+1, ...,xkz ,xk2+2, ...,xnz ) nes
EM_ € My €EM_ €M, €EM_

Innerhalb der Menge M, gibt es ein Element a,., welches das Infimum dieser Menge ist,

und analog dazu gibt es Supremum a_ der Menge M_ . Es gilt

ay = lj}_,f xi, flay) =0
XREM 4

a_:= sup x,, f(a_)<0
XnEM_

Weil nun M_ von links gegen a_ und M, von rechts gegen a, strebt, ware die
Konvergenz der Regula falsi Folge gegen die Losung der Gleichung f(n) = 0 bewiesen,
wenn a_ = a, ist,da f(a_) < 0und f(a,) = 0 gilt, und somit f(a_) = f(a,) = 0.

Wir nehmen nun an, dass a_ # a, ist und beweisen die Konvergenz indirekt. Somit muss
a_ < a, sein. Fur x, € M_ und x;, € M, gilt nun laut Konstruktionsvorschrift die

Gleichung

f(xni)
f(xni) - f(xki

xni+1 = xni -

) (xni - xki)'

Durch Umformen ergibt sich

£ O] = P =3l o)

| ki T n+1|

Da x,, <a_ <ay <xg, undx, ., bereits ein Element der Menge M, ist, gilt
0<ay—a_< |xni+1 - xni|.

Weil die Elemente in M, eine konvergente Folge bilden ergibt sich fiir gro genug

gewdhlte i > N die Ungleichung

a, +a_

|xki o xni+1| < 2

37



Setzt man nun die beiden obigen Ungleichen in die Gleichung aus der
Konstruktionsvorschrift ein so ergibt sich

>a4—a—

—_—V
|xn+1 xnl|
Xn -
G| = =17 o)
W/
2

| Gen )| > 21 ()] -

Mithilfe der Konstruktionsvorschrift erhdlt man allerdings auch die Gleichung

f(xki) .
f(xki) - f(xni_l) (xki ni‘l) ’

die durch Umformen und Abschatzen die Ungleichung

xki+1 = xki -

|f Cae)| > 2f (e,
)]
2

liefert und somit fir allei > N

|f Gen)| > 41f Cen, )|

gilt. Dies wirde bedeuten, dass die durch f(x,,) gebildete Folge bei wachsendem i gegen

Unendlich strebt. Da f allerdings eine stetige Funktion ist und deshalb
lim £ (xn,) = f (@)

gelten muss, ist die angenommene Aussage a_ < a, falsch und es muss a_ = a, sein.

Somit ist die Konvergenz der Regula falsi-Iteration bewiesen.
-
(Wille, 1976)

2.4. Fehlerabschatzung und Abbruchbedingung

Anders als das allgemeine Iterationsverfahren wird bei der Regula falsi-lteration keine
Fehlerabschatzung mitgeliefert, das heil3t es kann der Rechenaufwand im Vorhinein nicht

bestimmt werden kann. Allerdings ist es mdglich die Lésung n bis auf einen
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vorgegebenen Fehler € > 0 zu bestimmen, indem die Regula falsi-Folge {x;} bis zu

einem x; € {x;} berechnet wird, sodass
lox; —x;-q] < €

gilt. Diese Bedingung kann gleichzeitig als Abbruchbedingung benutzt werden. Ist ein
Element der Folge gefunden, welches diese Bedingung erfillt, wird f(x; + ¢€)

und f (x; — &) berechnet. Gilt nun
fOi+e) f(x) <0 oder f(x;—e) f(x)<O0.
So existiert laut Zwischenwertsatz eine Nullstelle n von fmit
In —xil <e

und die Naherungsldsung x; weicht weniger als € von der exakten Losung n ab. Man
kann auch sagen, dass wenn f(x; +¢)- f(x;) <0 gilt, die Ldsung n im Intervall

[x;, x; + €] liegt™®.

2.5. Praktische Anwendung des Algorithmus

Die Regula falsi-Iteration ist in ihrer Durchfihrung zwar langwierig aber daftr recht

einfach. Die Auffindung einer Naherungslésung x kann in vier Schritte unterteilt werden.

1. Schritt:  Einschlussintervall [a,b] mit a=x;,b =x, wahlen, sodass

fe)f(xp) < Olist.

2. Schritt: Berechnung x5 mithilfe der Regula falsi-Vorschrift
f(b)
f) = f(a)

3. Schritt: Abbruchbedingung Uberprifen
4. Schritt: Ist die Bedingung erfullt, und f(x; + &)f(x;) <0 oder  f(x; —

x3=h— (b—a)

€)f(x;) < 0 qilt, dann ist x5 die gewiinschte N&herungsldsung. Ansonsten wird
die Iteration fortgefiihrt indem neue Intervallgrenzen a und b wie folgt gewahlt
werden

i) Wenn f(x,)f(x3) < 0,dannista = x3,b = x,

i) Wenn f(x,)f(x3) > 0,dannista = x;,b = x3

BWenn f(x; —e) - f(x;) < 0giltistn € [x; — &, x;]
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Nun werden der 2.-4. Schritt solange wiederholt, bis die Abbruchbedingung erfullt

ist.

5. Schritt: Fehlerabschatzung

Beispiel 6: (Wir betrachten eine ahnliche Angabe wie im Beispiel 5 verwenden diesmal

jedoch die Regula falsi-Iteration). Gegeben ist eine Funktion f:[0; ] - R, f(x) =

e* —+/x — 3. Gesucht ist eine Néaherungsldsung der Nullstelle von f, die einen absoluten

Fehler maximal € = 1 * 10™* hat.

1. Schritt: Geeignete Startwerte fiir die Intervallgrenzen finden

f(1)=-1,28<0
f(2) =2,974 >0
Somitista =x; =1und b = x, = 2.
Schritt:

f(2)

A T OETI6)

2-1)=13

Schritt:
2-13]=0,7>10"*
Die Abbruchbedingung ist also nicht erfiillt und die Iteration wird fortgesetzt.
Schritt:
f(x3) = —0,468
fx2)f(x3) <0

Somit lautet das neue Einschlussintervall [x3, x,] und a = x5, b = x5.

Die weitere Iteration ist in Tabelle 4 dargestellt.

i X; f(x) lx; — xi_1] Einschlussintervall
1 1 —1,281718172

2 2 2,974842537 [x1, x5 ]

3 1,301115915 —0,467271106 [x3,x5]

4 1,395990278 —0,142548027 [x4, x5]

5 1,423609658 —0,041070132 [xs, x5 ]

6 1,431458833 —0,011636222 0,02943391 [x6, x5 ]

7 1,433674041 —0,003281141 0,008355082 [x7,x,]

8 1,434297989 —0,000923958 0,002357183 [xg, x5 ]
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9 1,434473636 —0,000260085 | 0,000663873 [x9, x7]

10 1,434523075 —0,000073203 0,000186881 [x10, x2]
11 1,43453699 —0,000020603 0,0000526
Tabelle 4

Das elfte Glied x;, der Iterationsfolge erfullt die Abbruchbedingung, da
0,0000526 < 107%.

5. Schritt: Nun muss f(x;; +107) - f(x41) <0 oder  f(x;; —107%)-
f(x11) < 0 gelten.

f(x11 +107%) - f(x11) <O

>0 <0

Somit ist n auf vier Stellen hinter dem Komma genau berechnet und die Losung

lautet 1,4345. Weiteres liegt die exakte Losung 7 im Intervall [x;,, x;; + 107%].

Es ist sofort erkennbar, dass dieses Iterationsverfahren im Vergleich zum allgemeinen
Iterationsverfahren nur sehr langsam gegen die Losung konvergiert. Im Beispiel 5war die
Losung nach dem 7. Iterationsschritt auf sieben Kommastellen genau mit einem
maximalen Fehler von 0,8 = 10~8, hier ist selbst nach dem 11. Schritt die Lésung nur auf
vier Kommastellen genau berechnet, bei einem Fehler kleiner als 10~*. Dieses Verfahren
hat allerdings den Vorteil der Einfachheit, denn es muss weder abgeleitet noch umgeformt
werden. Weiters muss die Konvergenz nicht erst Gberprift werden, da die Regula falsi-
Folge in einem geeignet gewéhlten Einschlussintervall fur alle stetigen Funktionen
konvergent ist.
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3. Newtonverfahren in R

Das Newtonverfahren ist ein Standard Iterationsverfahren zur nummerischen Lésung von
nichtlinearen Gleichungen. Die Funktion f: R™ — R™ Es wurde nach Sir Isaak Newton

und Joseph Raphson benannt und wird auch Newton-Raphson Verfahren genannt.

Fir dieses Verfahren wird die Funktion f und deren Ableitung ' bendtigt. Ein
wichtiges Anwendungsgebiet des Newtonverfahren findet sich in der Optimierung, hier
wird allerdings zuséatzlich auch die zweite Ableitung /"' benétigt da nicht die Nullstellen

einer Funktion gefunden werden soll, sondern ein Extremum.

3.1. Herleitung der Formel

Die Idee des Newtonverfahrens ist die sukzessive Linearisierung der Funktion an den
Gliedern einer Iterationsfolge{x;} € R, i = 0,1,2,3, ... . Diese Linearisierung ist bei einer
Funktion f: R — R gleichzusetzen mit der Tangente der Funktion in einem Punkt
x; (Freund & Hoppe, 2007).

A

Abbildung 11

Angenommen es ist die Nullstelle € [a, b] einer Funktion f: R — R gesucht, wobei
f(x) in dem Intervall [a, b] stetig differenzierbar ist. Nun wird ein Startwert x, € [a, b]
passend gewahlt®, dem der Wert £(x,) zugeordnet wird. Jetzt wird eine Tangente an die
Funktion f(x) in x, gelegt!’. Der x-Wert des Schnittpunkts der Tangente mit der x-
Achse ist bei Konvergenz die neue bessere N&herung an die Nullstelle  und das nachste
Glied der Iterationsfolge {x;}, also x;, welches wiederum Element aus dem Intervall
[a, b] ist.

16 \vgl. Beispiel 2
17 Siehe Abbildung 11
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Dieses Verfahren wird nun so lange wiederholt, bis ein Punkt x; dicht genug® an der
Nullstelle liegt. Die Formel kann nun uber das Steigungsdreieck und die erste Ableitung
der Funktion hergeleitet werden. Das Steigungsdreieck von tywird von den Eckpunkten
Xg, %1 Und f(x,) begrenzt. Die Steigung k € R des Dreiecks kann mithilfe der Katheten,
die die L&ngen Ax := |x, — x;| und 4y := f(x,)berechnet werden. Es gilt

_A_Y_ f (xo)

= = Xo * X
A |xg — 1 o

Der Anstieg der Tangente kann jedoch auch analytisch berechnet werden, da der Wert
der ersten Ableitung an der Stelle x, gleich der Steigung der Funktion in diesem Punkt

ist. Demnach gilt auch
ke, = f'(x0)

Setzt man nun die beiden Gleichungen fir die Berechnung der Steigung gleich, so erhalt

man fir x, # x;:

f(xo)

lxg — x4

= f'(x0)

f(xo) = f'(x0) * |x0 — x4]

f (x0) e

flg) 07

Yo = o — f(xo)
! ° f'(xo)

Durch Verallgemeinerung dieser Formel ergibt dies eine Gleichung der Form:

f(x)

Xiv+1 = X _f’(X')
l

i=012..

Es ist auch mdglich, die Iterationsvorschrift des Newtonverfahren salopp mithilfe der
Taylorentwicklung der Funktion f herzuleiten. Wenn eine Funktion f:Ac R —
R geniigend oft!® differenzierbar ist, und die Lésung n der Gleichung f(x) =0 in A

liegt, erhalt man durch die Entwicklung um einen Punkt x, € A

18 Abhangig von der gewiinschten Genauigkeit der Naherung an 7.
19 Fir dieses Verfahren geniigt zwei Mal
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F) =0 = £ + 00 iy + LI ey

k
—-x
+¥fk(x0+9(n—xo)), 0<o<1

Die hoheren Potenzen j > 1 kdnnen fir dieses Verfahren vernachléssigt werden, da es
sich hier um ein Verfahren ersten Grades handelt. Der Grad eines Verfahrens wird mit
der Hochzahl des letzten Terms (n — x,) bestimmt, also dem Term nachdem die
Entwicklung abgebrochen wird. Der Grad des Verfahrens bestimmt auch wie oft die

Funktion differenzierbar sein muss. Fur das Newtonverfahren ergibt sich nun
0 = f(x0) + (1 — x0)f (o).
Jetzt 16sen wir nach n auf
(n — x0)f'(x0) = —f (x0)

)
0 f'(xo)

ic)
1207 Frlxg)

Sxo)
f!(x0)

diese zu verfeinern wird eine lterationsfolge {x;} nach der Vorschrift

Der Term x, — liefert nun eine erste Naherungslosung® x; an die Lésung . Um

x.
Xiy1 = X f( : ) =0,1,..

&)
o(x;)
gebildet. Diese Folge heilst Newtonfolge. (Friedrich & Pietschmann, 2010) (Freund &
Hoppe, 2007) (Wille, 1976) (Deuflhard, 2011) (Locher, Numerische Mathematik fir

Informtiker, 1992).

3.2. Konvergenz und Konvergenzordnung
Um eine Konvergenzbedingung fir das Newtonverfahren aufstellen zu kénnen, erinnern

wir uns an den Satz 1.1. Wenn nun

20 Abgesehen von x,
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Xiv1 = @(x;) = x; — f(x)h(x;)

gilt, und die Funktion h definiert wird durch

hx) = —
Y

so ergibt sich die Iterationsvorschrift des Newtonverfahren

B N N __f(xi)
Xi+1 = ‘P(xl) =X f(xl) fl(xi) =X fl(xl')

sowie die Schrittfunktion p: R - R

f(x)

<P(x)=x—m

Laut dem Banach’schen Fixpunktsatz 2 konvergiert die Folge {x;} mit der

Iterationsvorschrift x;,.; = @(x;),p: A € R - A gegen ein n € A, wenn fiir alle x € A

sup|¢e’(x)|gilt. n ist dann gleich dem Fixpunkt von ¢ und die Lésung der Gleichung

XEA

f(x) = 0, wobei

FEF@ = fCf'@) _ | G @6 _ [ @)
@)? F@2T @ 2
=0

P'(x)=1-

gilt. Erfullt ¢ nun die Selbstabbildungs- und die Kontraktionseigenschaft, dann ist das
Newtonverfahren lokal konvergent.

Entwickelt man nun ¢: A = R um n fur n = 2, so erhdlt man fiir x € A

px) =@M+ o' (Mx—n) + Ry(x)

Nun gilt
o) =17
—
v -LDC0
1Rl = L (e —y < e -y

2 vgl. Satz 1.8
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C= Erggflw €3]

Setzt man nun all diese Voraussetzungen in die Entwicklung ein so erhélt man
p(x) =n+R,
lp(x) —nl = IR, < Cx —n)?
Demnach gilt auch

Xiv1 — 0l < Clx; — |

Laut Satz 1.9 ist das Newtonverfahren demnach sogar mindestens quadratisch

konvergent, da p = 2 ist. Zusammenfassend gilt also:

Satz 3.1: Sei f: A — R eine mindestens dreimal stetig differenzierbare Funktion mit
f'(x) # 0,x € A. Weiteres gébe es ein eindeutiges n € A mit f(n) = 0. Zusatzlich

gébe es eine Funktion

f(x)
frx)

px) =x—

die fiir alle x € A folgende Bedingungen erfullt:

FOOf" ()
f(x)?

<1

(i)  suple’(x)| =sup

XEA X€EA

(i) px)€A
Dann ist die Folge {x;} die durch die Iterationsvorschrift

f(x)

—-——F) 1i=012,..
f'(x;)

Xi+1 = X;

gegeben ist lokal quadratisch konvergent und es gilt

limx; =1n.

1—>00

Die Bedingung (i) aus diesem Satz kann auch ohne Benutzung der ersten Ableitung
formuliert werden, ndmlich mithilfe der Lipschitzkonstante L fur die gilt 0 < L < 1. Da

@ eine kontrahierende Funktion sein muss, gilt nun fur x,y € A
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lp(x) — )| < Llx —y|

Wobei die Lipschitzkonstante wie folgt abgeschatzt werden kann

fOOf"(x)

ez | St

sup|e’(x)| = sup

XEA XEA

Anders formuliert bedeutet es, dass ¢ lipschitzstetig ist mit einer Lipschitzkonstanten
L = sup|e’(x)|.

Ein Iterationsverfahren, das mit der Iterationsvorschrift aus diesem Satz arbeitet wird als
Newtonverfahren bezeichnet. Weil die Newtonfolge nur konvergent ist, wenn der
Startwert x, ,,nahe genug“ an der eigentlichen LoOsung gewéhlt wird, ist das
Newtonverfahren ein lokal konvergentes Verfahren. (Friedrich & Pietschmann, 2010)
(Wille, 1976) (Tornig & Spellucci, 1988) (Locher, Numerische Mathematik flr
Informtiker, 1992) (Engeln-Miillges, Niederdrenk, & Wodicka, Numerik-Algorithmen,
2005)

3.3. Fehlerabschatzung und Abbruchbedingung

Wie schon bei dem Konvergenzverhalten, verwenden wir wiederum den Banach‘schen
Fixpunktsatz um festzustellen, um welchen Wert die Naherungslésung maximal von der
exakten Losung abweicht. Die a priori und a posteriori Fehlerabschatzungen kénnen
direkt aus dem allgemeinen Iterationsverfahren ibernommen werden, da wir nun schon
wissen, dass das Newtonverfahren ein Spezialfall des allgemeinen Iterationsverfahren ist.
Demnach gilt mit 0 < L < 1:

() Die a priori Fehlerabschatzung
i
— . < —
In—xl <7

(1)  Die a posteriori Fehlerabschatzung

lx; —x0], i=0,1,2,...

L .
In— x| < 11 lx; —x;-1l, 1=012,...

(Tornig & Spellucci, 1988)
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Fx)
1)

Angenommen die Newtonfolge {X;} konvergiert im Intervall A, dann gilt x; € A und

Da ¢(x) = x — gilt kann die a posteriori Fehlerabschatzung verbessert werden.

f'(x;) # 0. Laut der Taylor‘schen Formel gilt nun
0=f0=fC)+f )l —x)+1/2f" (&) — %)?
miti = 1,2,3, ..., dabei liegt X; zwischen n und x;. Durch Umformen ergibt sich

f () 1f7(%)

TGy T 2 ey T
@),
-n= 2f(x)( )

Durch den Ubergang zu den Betragen ergibt sich jetzt

1 r;lgj(lf (0] ,
%41 — 1| < P mm — x|
Jetzt wird ein K definiert, sodass
1 maXIf ()]
_—— <K
2 mmlf )l —

gilt. Demnach ergibt sich die Ungleichung
X401 — 1l < Kln — x;1?

Fur [n — x;| kann die Abschatzung aus der a posteriori Fehlerabschatzung angewendet
werden
|oc; — x4

L
— . < —
In—xl <7

Somit ergibt sich eine neue a posteriori Fehlerabschatzung:
2

L 2
|xi+1—U|SK<m) |2¢; — x4

Wenn der Betrag der Differenz zweier Folgenglieder x; und x;_; kleiner ist als eine
Schranke € > 0, so ist auch der Betrag der Differenz von x; und n kleiner als die
Schranke. Aus dieser Eigenschaft kann eine Abbruchbedingung formuliert werden. Die
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Iteration kann nach dem i -ten Schritt abgebrochen werden, wenn x; folgende

Bedingungen erfullt.

0 Ifedl <&

(i) |x; — x4l < & ieEN;g,e, €RY

€, und &, geben die Qualitat der Nullstelle an und |x;,; — x;| den absoluten Fehler. Je
Kleiner £; und &, gewdahlt werden, desto hoher ist die Qualitat, also desto kleiner ist der
Maximalfehler. (Engeln-Mullges, Niederdrenk, & Wodicka, Numerik-Algorithmen,
2005) (Tornig & Spellucci, 1988)

3.4. Vergleich mit Regula falsi

Wird die allgemeine Formel der Regula falsi nochmals betrachtet, wobei [a, b] das

Einschlussintervall der Losung f(x) = 0 ist, so kann diese auf folgende Form gebracht

werden
B
BT BT R
L f®)

fb) —f(a)
b—a

Der Nenner des Hauptbruchs beschreibt einen Differenzenquotienten im Intervall [a, b],
was bei genauer Uberlegung gar nicht so abwegig ist, denn schlieBlich wird die Nullstelle
durch Sekantenlegung angenéhert??. Der Differenzenquotient
f(b) — f(a)
b—a
beschreibt die Steigung der Sekante die durch die Punkte (a|f(a)) und (b|f (b)) geht.
Jetzt wird die Vorschrift des Newtonverfahren auf eine ahnliche Eigenschaft untersucht.
s = x, — LD
1+1 i f,(xi)
Hier steht die erste Ableitung von f(x) im Nenner, diese kann jedoch auch als

Differentialquotient aufgefasst werden, denn es gilt firein h € R

22\gl. Abbildung 10
49



i L&)~ f)
im .

h—-0

= f'(0),

wobei h als die Differenz x —y fur x,y € A gedeutet werden kann. A ist hier ein
Einschlussintervall um die Ldsung n. Der Differentialquotient gibt die Steigung der
Tangente an f in x an. Bei grafischer Betrachtung des Newtonverfahren zeigt sich, dass
der néchste Naherungswert der Losung n immer durch Legung der Tangente ermittelt
wird?®,

3.5. Praktische Anwendung des Algorithmus

3.5.1. Allgemein

Das Newtonverfahren kann in 5 Schritte unterteilt werden.

1. Schritt: £(x), f'(x) und f''(x) bestimmen?*
2. Schritt: Konvergenzintervall A[a, b] so wahlen, dass f(a)f(b) < 0 und

i) o0 =(x-5)e4

. / _F@r"(x)
(”) I(p (X)l - fl(x)z

3. Schritt: Einen Startwert x, € A wéhlen.

<1

4. Schritt: Iterationsfolge {x;} bilden, bis |x; — x;_;| oder |f(x;)| eine gewahlte
Schranke € > 0 unterschreitet.
5. Schritt: Fehlerabschatzung

Beispiel 7: Gesucht ist die Losung der Gleichung: e?* — sin(x) — 1 = 0 mithilfe des

Newtonschen Néherungsverfahren. Der Fehler soll maximal 10~°
1. Schritt: Zuerst bestimmen wir f(x) und die ersten beiden Ableitungen.
f(x) = e?* —sin(x) — 3
f'(x) = 2e?* — cos(x)
f""(x) = 4e** + sin(x)

2. Schritt
f(0) =e%—sin(0) —3=-2
£(1) = 3,55

23Vvgl. Abbildung 11
24 Meist ist f(x) gegeben
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fOf(D) <0
Jetzt wird das gefundene Intervall [0,1] soweit eingeengt, dass es die

Konvergenzbedingungen (i) und (ii) erfullt.

x ) f'() £ @ (x) @' (x)

0 —2,00 1,00 4,00 2,00 —8,00
0,1 —1,88 1,45 4,99 1,40 —4,47
0,2 -1,71 2,00 6,17 1,05 —2,62
0,3 —1,47 2,69 7,58 0,85 —1,55
0,4 -1,16 3,53 9,29 0,73 —0,87
0,5 -0,76 4,56 11,35 0,67 —0,42
0,6 —0,24 5,81 13,85 0,64 -0,10
0,7 0,41 7,35 16,87 0,64 0,13
0,8 1,24 9,21 20,53 0,67 0,30
0,9 2,27 11,48 24,98 0,70 0,43

1 3,55 14,24 30,40 0,75 0,53

Tabelle 5

Wie in Tabelle 5 ersichtlich erfullt das Teilintervall [0,4; 1] die Bedingungen und

ist somit A.

Schritt: x, =1

Schritt: Die Berechnung der Iterationsfolge {x;} mit der Vorschrift

f(x) e?* —sin(x) — 3
= am f'(x) TN e cos(x)
i X; f(x) f(x) |2¢; — x4
0 1 3,54758511 14,2378099
1 0,75083351 0,80691797 8,24721227 5,99059762
2 0,65299221 0,08375537 6,58837283 1,65883944
3 0,64027961 0,00123188 6,3953744 0,19299843
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4 0,64008699 2,7809 %1077 | 6,39248717 0,00288723
5 0,64008694 | 1,4211 %1071 | 6,39248652 6,5194 « 1077
6 0,64008694 0 6,39248652 | 3,2863 x 1074

Tabelle 6

Bei x4 ist die Fehlerschranke unterschritten und das Verfahren kann abgebrochen

werden.

Schritt: Um den Fehler abzuschatzen wird die Lipschitzkonstante L und die
Konstante K berechnet, dazu wird Tabelle 5 benitzt.

1 max|f" ()l __304
2 min|f'(x)] ~ 2%3,53
x€A

=431=K

lp'(x)]| < 0,75 =1L
Jetzt kann mithilfe dieser Konstanten die a posteriori Fehlerabschatzung ?°

berechnet werden.

0,75 \?
1_—075> |X5 - X4_|2 < 51,72 % (6,5194 * 10_7)2

<2,19951 « 10711 < 10710

|x¢ — 71| < 4,31(

|X6 - T]I S 10_10

Das bedeutet, dass die N&herungslosung x, sogar auf 10 Dezimalstellen genau ist

und somit die Losung fiir die Gleichung e?* — sin(x) — 1 = 0 ist.
A

08
06
04

p
L
X=Ys
’a
;
;

02

’ H
’ M
.
. ’
.
I 02 04 uern 08 T 12

Abbildung 12

% vgl Kapitel 3.3
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3.5.2. Wurzelberechnung

Das Newtonverfahren im eindimensionalen Raum eignet sich besonders gut zur
Berechnung von Wurzeln. Heutzutage ist Wurzelberechnung von Hand eher uniblich, da
technologische Hilfsmittel dies bernehmen. Allerdings ist es spannend, dass
Taschenrechner und Computerprogramme zum GroRteil einen Algorithmus basierend auf
dem Newtonverfahren nutzen um den numerischen Wert einer Wurzel zu berechnen.
Dieser Wert ist allerdings wiederum nur ein Naherungswert. Ein Taschenrechner mit
einer Anzeigemdglichkeit von beispielsweise neun Nachkommastellen kann demnach
einen maximalen Fehler von 10~° (RieRinger, 2001). Betrachten wir nun die allgemeine

Wurzel der Form
Va=x aeRY,beN\{0},xEeR
Diese Gleichung kann umgeformt werden zu

0=x"—a

Jetzt kann die rechte Seite der Gleichung als ein Funktionsterm fir f(x) aufgefasst
werden und die gesamte Gleichung beschreibt die Berechnung der Nullstelle dieser

Funktion. Also definierten wir fir f: R - R

fx)=x"—a
f'(x) = bxP!

Diese Funktion ist dreimal stetig differenzierbar mit f’(x) = 0. Jetzt kann die

Newtonfolge {x;} mithilfe der Iterationsvorschrift?® gebildet werden

b

x; —a

b-1
bx;

Xi+1 = Xi —
Aus dieser Vorschrift ist ersichtlich, dass x; # 0 gelten muss, demnach darf 0 auch nicht
als Startwert gewahlt werden.

Beispiel 8: Gesucht ist der numerische Wert von 3/5 mit einem absoluten Fehler von
1077,

% \vgl. Satz 3.1
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Mit a = 5 und b = 4 lautet die VVorschrift fur die Iteration:

xt—5

4x}

Xit1 = X; —

Um einen geeigneten Startwert zu finden, wird /5 abgeschatzt
1=V1<V5<Vi6=2

Demnach kann der Startwert x, aus dem Intervall [1,2] gewéhlt werden. Um nun zu
testen ob die Konvergenz in diesem Intervall gegeben ist, wird getestet ob die Funktion

f:[1,2] » R, f(x) =x*—5 die Konvergenzbedingungen fiir das Newtonverfahren

erfullt.

. FOOf" (%)

(I) fl(x)z < 1

.. 4_5

(i) x-ZF=9®Ee2]

f'(x) = 4x3
f"(x) = 12x?
fOOf"(x) 3x*-15 |
fl(x)z = 4_x4. = (p (x)
x @(x) @' (x)
1 2 -3
1,2 1,76 —-1,81
1,2 1,62 —1,06
1J3 1;54' _0,56
1,4 1,51 —-0,23
1,5 1,50 0,0093
1,6 1,51 0,18
1,7 1,53 0,30
1,8 1,56 0,39
1,9 1,61 0,46
2 1,66 0,52
Tabelle 7
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Die Bedingung (i) ist erfullt, da ¢(x) wieder in das Intervall [1,2] abbildet. Die (ii)
Bedingung hingegen ist nicht fur das ganze Intervall erfullt, sondern nur fir das
Teilintervall [1,3; 2], weiteres bildet ¢ auf sich selbst ab, also ¢([1,3;2]) < [1,3;2].
Somit ist die Konvergenz des Verfahren nur gewahrleistet, wenn x; € [1,3; 2] ist und

somitauch 1,3 < x, < 2 gilt.

Jetzt wissen wir, dass die Iterationsfolge fir alle x; € [1,3; 2] konvergiert und kénnen

nun den Naherungswert berechnen

i X; |l — x;_1]

0 1,3

1 1,54395767 ... 0,24395767

2 1,49759653 ... —0,046361138

3 1,49535384 ... —0,002242695

4 1,49534878 ... —0,00000506

5 1,49534878 ... —2,5x10711
Tabelle 8

Als Lipschitzkonstante auf dem Intervall [1,3; 2] flir ¢ wahlen betrachten wir zwei Félle

1. Fall:x> V5
oo BI85 315 3 3 3
T T T <1 205
3
20

2. Fall:1,3<x <35

15—-3x* 15 3 27 3 3

! = = —_,— Ll ——— ==
Ol = = 1207175
27
<20

Jetzt kann L = Zals Konstante gewéahlt werden.

Nun gilt fir
|lx; — x4

1-L

Und weiters firi = 5
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Ul w

——(25%1071) <375 107 <4« 10711
3

1-2

5

Und somit gilt

In —xs| <4+10711

Der numerische Wert von V5 ist demnach sogar auf einen absoluten Fehler von maximal

elf Stellen (10 Nachkommastellen) genau berechnet

[132]

K=Y

Abbildung 13

Ein Spezialfall tritt ein, wenn b = 2 ist. Das Quadratwurzelziehen wurde schon vor
langer Zeit in Mesopotamien durchgefiihrt mit einem sehr &hnlichen VVorgehen, wie jenes
mithilfe des Newtonverfahren. Diese damalige systematische Anndherung an den
numerischen Wert einer Quadratwurzel ist auch heute noch als babylonisches
Wourzelziehen bekannt. Friher, vor der Einfiihrung von technologischen Hilfsmitteln,
wurde diese Technik sogar noch in Schulen gelehrt. Spéter hat Heron von Alexandria
das babylonische Wurzelziehen weiterentwickelt und beschrieb das Heron‘sche
Wurzelziehen auch Heron-Verfahren genannt (Alten, et al., 2003). Die Herleitung des
Verfahren betrachten wir jetzt genauer. Die Quadratwurzel aus einer Zahl a > 0 kann als

Nullstelle der Funktion
fo)=x*-a
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aufgefasst werden. Wird in die allgemeine Iterationsvorschrift fiir Wurzeln eingesetzt so

ergibt sich firi = 0,1,2, ...

x?
L
Xip1 = X — =

t 2x; 2x; 2x; 2

—a 2xt—-x*+a xf-a 1 a
TR

i

Satz 3.2: Sei a € R*, so konvergiert die Folge {x;} mit der Vorschrift

1 a
=3 (5t 5)
L

gegen va. Der Startwert x, > 0 muss folgende Bedingungen erfiillen

)  flx)>0

(i) xE>a

Dadurch ist automatisch x, > +/a und es gilt x; > Va.

Beweis: Der Beweis wird in zwei Teilschritten durchgefiihrt zuerst wird x, > va
nachgewiesen und mithilfe dieser Erkenntnis wird x; > +/a bewiesen. Es gilt: f: R —
R f(x) =x%>—a,f(x)>0,f(Va)=0,a>0,x€R,xy>0

fl(x) =2x

fr'(x) =2

Da f'(0) =0 und f""(0) > 0 hat die Funktion fur alle a > 0 an der Stelle 0 ein
Minimum. Weiters ist f auf dem gesamten reellen Raum links gekrimmt, da f"'(x) =

2 > 0 fir alle x und fir alle x € R* ist f'(x) = 2 x > 0. Die Funktion ist also fur alle
>0

x € R* monoton steigend und x, > v/a beziehungsweise x3 > a.

Jetzt wird mittels vollstandiger Induktion x; > +/a bewiesen. Der Induktionsanfang ist

mit dem ersten Teil des Beweises geltend.

Weil x; > va > 0 gilt, ist x; —va > 0 und == > 0. Daher ist

1 2 1 1
0<2_xl(xl_\/a) :Z—%(xlz—le\/a-i-a)zz_%(xlz_i_a)_\/a
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Werden nun beide Seiten der Ungleichung mit +/a addiert, so ergibt sich

1 a
Ja<-= (xl- + —).
2 X;
Xi+1

Damit gilt x;,, > Va, falls x; > va

Satz 3.3 (Heron Verfahren): Sei a > 0, x, > 0 und x2 > a, dann gibt es eine

konvergente lterationsfolge {x;} mit der VVorschrift
1 a ]
Xiyq = E(xi + x—l), i=01,2..

die quadratisch gegen den numerischen Wert der Quadratwurzel aus a strebt. Es gilt

die a posteriori Fehlerabschéatzung

x{

—a
2K

|xi —Va| <

mit K := min{1, a}

(Wille, 1976) (Werner, 1992)

Beweis: Der erste Teil des Satzes ist oben schon bewiesen worden. Es gilt noch zu zeigen,
dass {x;} monoton fallend und fiir alle x; € (0, o) quadratisch konvergent ist, sowie die

a posteriori Fehlerabschatzung.

>a
2 2
X;i —a X —a 0
Xi — Xiy1 = Xj — xl-+ = >
2x; 2 X
Newtonver fahren >0

Demnach ist x; > x;,, und {x;} monoton fallend und konvergent. Das heil3t es muss ein

Grenzwert s € R existieren sodass lim (x;) = s. Betrachtet man nun die Konvergenz der
L—>00

Iterationsvorschrift fir das Newtonverfahren so erhalt man

. . xi—a
lim(x;;,) = lim | x; — ———
i—oo i—oo in

s?—a
2s

S=S—
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0=a-—s?

s=+a

Daraus folgt, dass lim (x;) = va. Fir die Konvergenzordnung verwenden wir aus dem
L—>00

Beweis fiir Satz 3.2 die Umformung des Terms x;,,; — Va.

1
Xip1 = Va = o—(x — Va)’
L

Beim Ubergang zu den Betrégen und unter der Beachtung, dass x; > /a ist ergibt sich

[t =] < e~ vl

1
2

Die Hochzahl bei |x; — va| gibt die Konvergenzordnung an. Hiermit ist die quadratische

Konvergenz bewiesen. Fir die Fehlerabschatzung wird folgende Gleichung betrachtet.

(x; +Va)(x; —Va) =x?—a

Da x; > +/a ist gilt fir eine Konstante K := min{1, a}

x’—a xt—a x}-a

|xi = Va| =

< <

und es ergibt sich die a posteriori Fehlerabschatzung
2

Xl- —a
2K

|xi = Va| <
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Beispiel 9: Gesucht ist ein numerischer Naherungswert von /7.
Weil 32 > 7 > 0 ist, liefert x, = 3 ein geeigneter Startwert. Die Tabelle 9 zeigt die

Iterationsfolge erzeugt durch die Vorschrift

1 7 ]
Xiyq = E(xi + —), i=012..

i

[ X;

3
2,66666666666667
2,64583333333333
2,64575131233596

2,64575131106459
Tabelle 9

B W N kR O

V7 = 2,64575131106459

Um den Fehler abzuschatzen wird die Konstante K = 1 gewahlt.
7,00000000672744 — 7
|xs —Va| < |x3 —Va| < > = 0,0000000033637

=3,33637-107° < 0,5-107°

2
Xi

—a
2K

[xi = Val <

Demnach unterscheidet sich die Lésung von v7 um maximal 0,5 - 10~°
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4. Newtonverfahren in R™
Zu Beginn dieses Kapitel klaren wir kurz die Bedeutung von vier allgemeinen
Abbildungen.

fx):R->R

f(x) ist hier eine reelle Funktion in einer Variablen die in den eindimensionalen Raum
abbildet.

gx):R*" - R

g(x) isteine Funktion in mehreren Variablen die in den eindimensionalen Raum abbildet.
s(x):R—-> R™

s(x) ist ein Beispiel fur die Darstellung einer Raumkurve
t(x):R™ - R™

t(x) kann hier beispielsweise ein nichtlineares Gleichungssystem ein System von
Funktionen oder Flachen darstellen.

4.1. Herleitung der Formel und Konvergenz

Der folgende Absatz bezieht sich auf das Skript ,, Einflhrung in die Numerische
Mathematik, Uni Heidelberg* der Uni Heidelberg, verfasst von Thomas Richter und
Thomas Wick und ,, Numerische Mathematik. Band 1: Lineare und nichtlineare
Gleichungssysteme, Interpolation, numerische Integration*, geschrieben von Jochen

Werner.

Betrachtet man ein System von Funktionen

zunéchst grafisch, so die Lésung der Gleichung f(x) = 0 gleich den Schnittpunkten der
Funktionen f, ..., f, . Um die Iterationsvorschrift des Newtonverfahren in R™ zu
erhalten, tbertragen wir die Vorschrift aus eindimensionalen in den mehrdimensionalen

Raum.

Die Funktion f(x) € CP(A),p = 2,A S R"™ beschreibt nun eine p — mal stetig
differenzierbare Vektorfunktion und /¢ (x) die erste Ableitung dieser Vektorfunktion.
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Satz 4.1: Sei f:R"™ - R" eine Abbildung, die eine Nullstelle n € R" besitzt,
demnach gilt also f(n) = 0. Weiteres gilt:

Q) f istauf A € R™ stetig partiell differenzierbar
(i)  Jr(m) € R™™ ist nichtsingular, also det(J;) # 0.

Seinun [|-]| eine zugeordnete Matrizennorm in R™, dann existiert ein > 0 sodass fiir
jeden  Startwert x, € A,(n) ={x € R™|lx—n|| <o} die durch das

Newtonverfahren erzeugte Folge {x;} mit der Vorschrift
Xigr =X = ()T f(x), =012,
gegen n konvergiert. Es gilt sogar:

(iii)  Je() ist auf einer Kugel um n in n lipschitzstetig, das heilt es existieren

eine > 0undein L > 0 mit

) =1 < Lllx —nll, falls|lx—nll < ¢
Demnach konvergiert die Folge flr jedes x, sogar quadratisch gegen n.

Die Iteration kann abgebrochen werden, wenn eine der folgenden

Abbruchbedingungen erfullt ist.
loxir1 — 2l < llxi41 €1, g >0
lxir1 — xill < &z, & >0

If(xirDll < €3, & >0

Um diesen Satz zu beweisen, bendtigen wir zunédchst jedoch noch ein Lemma, das

Stérungslemma.

Lemma (Stoérungslemma): Sei M € R™ ™ nichtsingular. Weiteres sei N € R™*™ eine
Stérung von M mit ||[M~1|||IN]|| < 1, soist auch M + N nichtsingular und

_ M~
< =
1 —[IM=HlIN]]

I(M +N)

Beweis des Stérungslemmas: Sei I die Einheitsmatrix, dann gilt:

M+ N=M(I+MN)
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Fur ein beliebiges y € R™ gilt nun:

I+ M Nyl = Iyl = 1M~ Nyl = @ = [IMHHINID NIyl

>0

Wenn nun (I + M~IN)y = 0 ist, ist y = 0. Demnach ist I + M~IN nichtsingular und
M + N folglich auch. Jetzt wird y definiert durch

y:=({+MIN)x, x €R

Wird nun y in der obigen Ungleichung durch die Definition ersetzt so ergibt sich

I +M7IN) x| < — 1l

IM=HINI
Durch Umformung erhalt man

1

I +MIN)7H < -
1= IM=HIN

M|
IM=HIIN]]

1M +N)TH = T+ MTIN)TIMTH] < 7=

und somit ist das Stérungslemma bewiesen.

Beweis von Satz 4.1: Zunéchst wird etwas mehr Vorbereitung bendtigt. Dazu wird ein

o1 > 0 so Kklein gewahlt, dass die Jacobi-Matrix J; auf A, () existiert und es gilt die

Ungleichung

V) =1, < x €Az, (1)

1
27r e
Furalle x € A, () gilt nun:
(1) Da J¢(x) nichtsingular ist und wegen der obigen Ungleichung und J¢(x) =
Jr @) + [Jr G = Jr ()] gitt:
-1 1
Uy G0 = Il < 5
Durch die Anwendung des Stérungslemmas erhalt man nun

AN IO
(2) Betrachtet man

Jr @)™ =Jr ™ = =1 )M I ) = ] T
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unter der Bertcksichtigung von (1) so folgt
Ve~ = 1, < 2l U o0 = 1|

Jetzt folgt der eigentliche Beweis. Sei nun ¢: A, (1) € R™ - R™ die Iterationsfunktion

des Newtonverfahren.
p(x) =x—Jp(x)7 f(x)

Jetzt kann die Konvergenz wieder tber den Banach schen Fixpunktsatz bewiesen werden.
Wenn ¢(x) in die Kugel A abbildet ist die Selbstabbildungseigenschaft erfillt und die
Iterationsfolge {x;} mit x;,, = @(x;) ist fur jeden Startwert x, € A definiert. Wenn ¢
nun auch noch kontrahierend ist, konvergiert die Folge {x;} sogar gegen die Ldsung .
Sei x € Ay, (), dann gilt

p(x) —n=x—n—JrC)[f(x) — fF)]
= [ =IO =m) = Jr GG = F) = T () (x — )]
=[Urm™ =1, x =)
—Jr(0)™? Jol[]f(n +t(x—m) —Jrm](x —n)de
Mit den Erkenntnissen aus (1) und (2) gilt demnach also:
leC) —nll < w@)llx —7ll
mit
o = 20 | by ol -3y o

+ [+ ee-m) —]f(n)”dt}.
0

Weil J¢(+) in 7 stetig ist, existiert nun ein o € (0, g,], sodass fiir alle x € A, (1)

1
lo(x) —nll < Ellx —7ll

gilt. Damit ist bewiesen, dass ¢ selbstabbildend ist, also ¢: A — A und die Folge {x;}
gegen 7 strebt. {x;} konvergiert sogar superlinear gegen n, da
Ixi1 =7l < @Cx)llx; = il und lim w(x;) = .
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Ist J; in n lipschitzstetig, so gilt flr hinreichend grofe i
w(x;) = 2”]/‘(77)_1” {”]f(n)””]f(n)_ln”]f(xi) —]f(ﬁ)”

1
+ f (0 + tCx; —m) —]f(n)”dt}
0

1
< 2]l o N @Il o0 + 5} e =l

Hiermit zeigt sich, dass die Iterationsfolge quadratisch konvergent ist. Der Satz 4.1 ist
somit bewiesen.
]

(Werner, 1992)

In der Praxis ist es fir R™,n > 2 problematisch die inverse Funktionalmatrix von f zu
berechnen. Deshalb wird die Vorschrift des Newtonverfahren durch einen
Zwischenschritt so vereinfacht, dass diese Berechnung nicht mehr notwendig ist.

Xip1 = % — Jr ()T ()

=AXi1q

Xit1 = X + AXjiq
Axip1= — JrQe) 7 f(x)
Jr(x)Bxipq = —f(x;)

Jetzt muss stattdessen ein lineares Gleichungssystem geldst werden. Die néchste

Naherungslosung x;,, wird nun in zwei Schritten (1) und (2) berechnet?’.

(1) Berechnung von Ax;,, durch Ldsen des Gleichungssystems
Jr(x)Bxiq = —f(x;)

(2) Berechnung der Naherungslésung x; .,

Xiv1 = X; + AXiq

27 Bis jetzt war es immer nur ein Schritt.
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Dies fuhrt zu einem wesentlich praxisorientierteren Satz, den Newton-Kantorovich Satz.
Er ist allgemein auch unter dem Kantorovich Theorem bekannt und garantiert die

Konvergenz des Verfahren.

Satz 4.2 (Newton-Kantorovich): Sei U eine konvexe, offene Teilmenge des R™ und
f:U — R" eine stetig differenzierbare Funktion. Weiteres gelten folgende vier Punkte
Q) Die Jacobimatrix J(x) ist gleichmaBig lipschitzstetig fir alle x, ¥ € U

7y G = I @ < Lllx - 2|
(ii)  Je(x) besitzt eine gleichmaRig beschréankte Inverse fiir alle x € U

r@ <
(iti)  Fur den Startwert x, € U gilt

1
B = ||]f(x0)_1f(x0)||, q:=apL < 5
(iv)  Weiteres ist in U eine abgeschlossene Kugel
Ar(xo) = {x ER™|lx —xoll <7}, 7r=2p

enthalten.

Dann ist in der Kugel A,(x,) die Nullstelle n der Funktion f enthalten und die

Newtoniteration mit der VVorschrift firi = 0,1,2, ...

Jr(x)Bxipq = —f(x;)

Xip1 = X; + AX4q

konvergiert quadratisch gegen n. Zusétzlich gilt die a priori Fehlerabschatzung

lx; — nll < 28> !

Beweis (Newton-Kantorovich): Der Beweis wird in finf Schritten durchgefiihrt.
1. Herleitung von Abschétzungen

Sei x, X, x € U < R™ Weil U konvex ist, gilt nun flr x, X

fn(x) — fn (%) = J%fm(sx + (1 - s)X)ds, m=123,..
0
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S

0fm

ox (sx + (1 —9))(x; — %)

1 n
) = i = [ Y x4 (= 9 - 7 ds
0

i=1
1
FOO — F) = f I (sx+ (1 — D) (x - D)ds

Da J¢ () (X — x) ist kann die obige Gleichung nun zu

1
£ = F@) = ;GG =0 = [ (Jplox + A= 9D = ;@) (x = Dds
0

umgeformt werden. Da laut der (i) Bedingung J; lipschitzstetig ist, kann der linke

Ausdruck abgeschéatzt werden durch

1
If () = f() = J(®E =0 < Lll% - x| fIIS(x — %)+ 1 —-95)&—-x)llds
0

L“

< S I1X = Il Cllx = x| + 1% — D).

Wird angenommen, dass X = x ist, ergibt sich fir alle x,x € U

L
lF@ = £G0 = J;@)@E = 0| < 5 17 = xI?
Wird angenommen, dass X = x, ist, ergibt sich fur alle x, ¥ € A, (x,)

If (&) = FG) = Jr(x) (& = || < rLlI% — x|

2. Zu zeigen ist, dass alle Folgenglieder der Iterationsfolge {x;} in der Kugel A, (x,)

liegen, also

i_ .
lxi —xoll <7, Nl —xall <Bg*~,  i=123..

Der Beweis wird durch Induktion gefiihrt.

Induktionsanfang: i = 1. Durch den (ii) und (iii) Punkt aus Satz 4.2 gilt

Tr
llx; — xoll = ”]f(xo)_lf(xo)” =p= 5 <r
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daher ist die Aussage wabhr.

Induktionsschritt: i — i + 1. x;,, ist wohldefiniert, da die Jacobimatrix eine gleichmaRig
beschrankte Inverse besitzt und x; € A,(xy) € U ist. Unter der Verwendung der
Induktionsvoraussetzung, der Newtoniteration, der Abschétzung fur x = x der Definition

fur g und dem Punkt (ii) aus Satz 4.2 kann folgende Abschéatzung gefunden werden:
%41 — x;1l = ”]f(xi)_lf(xi)”
< allf (x)l
= al[f(x) — f(x) = Jr (xim) O — xi-1) ||

al
< > llo¢;—x;—4 ||

alL i1
2 -1
< > Bq ]

= Bg* .
Zusétzlich gilt

Ixi+1 — xoll < llxj01 — 230l + [lx; — 251 |1 + ==+ |[23 — x|

Sﬁ(1+q+q3+q7+---+q2i-1)
<p—
1-q
<26 =r.
Die Induktion ist somit fertig und es ist bewiesen, dass alle Folgenglieder Elemente der
Kugel sind.

3. Existenz eines Grenzwerts n der Folge {x;}
Dazu benutzen wir die Cauchy Eigenschaft. Sei k > 0 und g < % , dann gilt

g — Xl < Nt — xiq Il + -+ N r—1 — Xigel

< ﬁ (qzi—1 + q2i+1_1 4ot q2k+i—1_1)

_ ﬁqzi_l (1 + qzi I (qzi)zk_1_1>

< Zﬁqzi_1
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Demnach ist {x;} genauso wie im eindimensionalen Fall eine Cauchy Folge und jede
Cauchy Folge konvergiert. Zusétzlich ist {x;} € U, und da U endlich dimensional?® ist,

muss der Grenzwert
"= g
existieren. Beim Grenziibergang ergibt sich somit
In — xoll < 7.
sodass n € A, (x,). Weiteres gilt firi = 0,1,2, ...
lim llx; = xisill = Il = nll < 28q*
und somit ist die a priori Fehlerabsch&tzung gefunden.

4. Der Grenzwert 7 ist eine Nullstelle von f.

Der Punkt (i) aus Satz 4.2 und die Newtonvorschrift flihren zu folgender Abschétzung
If Gl = | (e O — xi—0) ||
< |JrGe) = 15 (o) + J Geo) [l xi41 — %1

< (Lllx; = xoll + | o) ||) Nxie1 — 2l

Wenn nun i gegen unendlich strebt, dann strebt der rechte Ausdruck gegen 0 und somit

gilt auch
lim £ () = 0.
Da f laut VVoraussetzung stetig ist gilt
fm =0
und die Folge {x;} konvergiert gegen die Nullstelle n von f.
5. Eindeutigkeit von n innerhalb der Kugel A, (x,)

Hier benutzen wir den Banach‘schen Fixpunktsatz aus Satz 1.8. Demnach ist die

Nullstelle von f gleich dem Fixpunkt einer Funktion ¢ die definiert ist durch

28 Also vollstandig
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@(x) = x = J(xo) 7 f (x).

Weil nun

() — () =x =X — ] (xo) T f () + Jp () THf (%)
=Jr ()M (f (B = f () = Jr (o) (% = X))

Gilt, folgt nun mithilfe der Punkte aus von Satz 4.2 fur alle x, X € A, (x,)
lo(x) — Gl < aalr||X — x|| < 2q||% — x||.

Jetzt ist bewiesen, dass ¢ eine Kontraktion ist da q < % gilt. Weil eine Kontraktion

hdchstens einen Fixpunkt besitzt, ist n die einzige Nullstelle der Funktion innerhalb der
Kugel A.

U
Im Gegensatz zum eindimensional Newtonverfahren muss die Existenz der Nullstelle hier
nicht vorausgesetzt werden, sondern ihre Existenz folgt automatisch aus dem Satz. Ein
weiterer wesentlicher Unterschied ist die Regularitdt der Funktion f, die in R genau dann
gegeben ist, wenn f zweimal stetig differenzierbar ist. In R™ ist f* regular, wenn J¢
lipschitzstetig ist. Natlrlich kann wie im eindimensionalen Fall das Newtonverfahren im
mehrdimensionalen auch als allgemeines Iterationsverfahren formuliert werden, und den

ganzen Beweis fur das Verfahren tiber den Banach‘schen Fixpunktsatz fiihren.
(Richter & Wick, 2012)

4.2. Praktische Anwendung des Algorithmus

Um die praktische Durchfiihrung des Newtonverfahren aufzuzeigen, betrachten wir das

folgende Beispiel

Beispiel 10: Sei f eine Funktion definiert durch

3x% — 3y>

fy) = (Sy2 —3x

Gesucht ist die Nullstelle n von f, sodass f(n) = 0 gilt. Die Loésung soll einen

maximalen Fehler von 10~°

e = (% o)
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2y 1 \
_ 12xy —3 12xy —3
Jit e y) = 31] Zyx

12xy — 3 12xy—3/

det(J) = 36xy —9

Die Jacobi-Matrix von f ist nichtsingular, wenn y # ﬁ gilt. Damit sind Bedingung (i)

und (ii) aus Satz 4.1 erfullt. Um jetzt die Bedingung (iii) aus Satz 4.1 zu prifen, wird eine

Konstante L gesucht, sodass

177 G = Jr )| < Lilx =l

gilt.

_(6x;—6m;,  —3+3\ _ (6(x;—1y) 0
]f(x)—]f(n)—( _13+31 6x2—6n2> ( 10 ' 6(x2—7’[2)>

0 dz

Die Abschatzung kann mit Hilfe der Ungleichung ||x|le < ||x||, erfolgen®®. Damit ist

Es gilt

IDIl = = Bcﬂlg)fIDxI = 6llx —nlle < 6llx —7ll

eine Konstante L = 6 gefunden und die Bedingung (iii) ist mit

VG — 1| < 6llx =l
erfillt.

Als Startwert wird wahlen wir

o) =(T3), e =(1% 7

(55 1) =(55)

29 Sjehe Vektor- und Matrizennormen
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—)Axlz

R
A
I
R
(=}
+
>
R
A
I
Wl

16
15
16
15

Die Iteration lasst vermuten, dass sich die Werte der x; an (1) annahern und die nachsten

Iterationsschritte verstarken diese Vermutung

256
x, =255 = (L00392157)
256 | ~ \1,00392157
255
65536
x, = | 65535 | (L00001526)
65536 | ~ \1,00001526
65535
9118215569408
%, = | 9118128187285 | _ (L00000958)
9118215569408 | ~ \1,00000958
9118128187285
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0,00000568 = x5 — x,|l < & = 1075

Somit kann x5 als Lésung angenommen werden und ist auf fiinf Nachkommastellen

genau, demnach ist
n = 1,00000

4.2.1. Vereinfachtes Newtonverfahren
Da es recht aufwandig ist die erste Ableitung neu zu berechnen, kann das
Newtonverfahren vereinfacht werden indem bei jedem lterationsschritt J.(x;) durch

J ¢ (xo) ersetzt wird.

Satz 4.3: Sei f(x):R™—> R"™ eine stetig differenzierbare Funktion, deren

Jacobimatrix J¢(x) nicht singular ist. Weiteres existiert einn € R™ mit f(n) = 0 und
det/s(n) # 0. Dann gibt es ein § > 0,sodass fur alle x, € R™ mit [x, —n| < § die
Folge {x;} mit der VVorschrift

iG]
Jr(x0)

Xi+1 = Xj

gegen n konvergiert.

(Térnig & Spellucci, 1988)
Beispiel 11: Sei f(x, y) gegeben durch

= ()= (137"

Es soll die Nullstelle n des Systems3° mithilfe des vereinfachten Newtonverfahren

anndherungsweise berechnet werden mit einem maximalen Fehler von 5 x 1072,

Die Abbildungen 14-16 zeigen die grafische Lésung des Beispiels. Abbildung 14 zeigt
fi, Abbildung 15 zeigt f, und Abbildung 16 zeigt die beiden Funktionen in der
xy —Ebene.

30
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Abbildung 14 Abbildung 15

-4 1 2 3 4 >
Abbildung 16
Die Ableitung von f ist
_ (3x%2 2y
Jry) = (Zx Zy)

det(J;) = 3x% * 2y — 2y x 2y = 6x%y — 4y?

Um nun die Konvergenz des Verfahren zu sichern, wird eine Umgebung A bestimmt,

sodass det(J;) # 0 ist. Dies ist sicher der Fall, wenn y = 0 und y = %xz ist.

Als Startwert wird der Vektor x, = (—1 2)T gewahlt und die neue Naherungslosung

wird mithilfe der Vorschrift aus Satz 4.3 berechnet.

e =) e =, 3)

(5 Don=-()
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| W

2w

Jr(xg)Axy = —f(x4)

603

(_32 i) Axy == 5900

20
207

625
531

10000

—)Ax2=

xz = xl +Ax2

8 207 793

o5 \_|[ o5
531 17531

10 10000 10000

+

1877823368

1220703125
2121925357459

1250000000000

X3 =

Ab jetzt rechnen wir der Einfachheit halber mit Werten auf vier Dezimalstellen gerundet
—1,538
x3_(Lw8)

1,337
1,736

—1,374
1,728

vy = (2337)
w5 = (1703 )
%= (7708 )
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Somit kann die Iteration abgebrochen werden, da

s = 25 = | Zgocal

0,023 <5x%1072
ist und die x;, kann als Naherungslésung angenommen werden.

4.2.2. Spezialfalln = 2
Wenn J; eine 2 X 2 Matrix ist, kann eine allgemeine vereinfachte Iteration hergeleitet

werden. Sei

= 5

Um die Inverse zu berechnen, wird ein Gleichungssystem J.x = a fur einen Vektor a €

R? gelost. Der Vektor x ist definiert durch (*1  X2)T somit ergeben sich folgende zwei

Gleichungen

() fi1x1 + fizx, = a4
(i) fo1%1 + fa2x; = ay
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Wird nun das Eliminationsverfahren angewendet und je ein Mal x; beziehungsweise x,

eliminiert, so ergeben sich

(i) (firfaz — fo1f12)%1 = f22a0 — f1202
(iv) (firfaz — f21f12)%2 = —f2104 + fi1as.

Da Jg invertierbar ist, muss (fi1f22 — f21f12) # 0 gelten, da es aufgrund der
Invertierbarkeit fur jeden beliebigen Vektor a eine Ldsung x gibt. Wenn (fi1fs2 —
f21f12) = 0 gelten wiirde, ware die Existenz ndmlich von x an Bedingungen fir a

geknlpft und somit nicht gesichert. Werden die Gleichungen (iii) und (iv) nach x geldst

erhalt man
1
v - —
( ) *1 (f11f22—f21f12) (f22a1 f12a2)
. 1
Vi =— (-
i) x (firfoz—Forfiz) (—fa01 + fr122)

als Losung des Gleichungssystems. Weil
Jpx =a
x=]J'a

gilt, und mit Betrachtung der Gleichungen (v) und (vi), kdnnen die Komponenten der

Matrix von /7' abgelesen werden.

—1= 1 f22 _flz
s (f11f22—f21f12)(—f21 o)

Wird nun diese Erkenntnis in die Vorschrift des Newtonverfahren eingesetzt so ergibt

sich
e 1 f22(xi)  —f12(x;) '
T O G fa () — fr (e Fra () (UE G0 T )/
. 1 f22/1 — fi2f>
i = X (f11f22 - f21f12) (_f21f1 + f11f2)
wobei

_ f22f1 — f12f2

x.+1 =Xx; —
e " f11f22 - f21f12
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—faifi + firf2

x‘+1 = X;, — .
2 2 f11f22 - f21f12

(Engeln-Mullges, Niederdrenk, & Wodicka, Numerische Verfahren zur Losung

nichtlinearer Gleichungen, 2011)

Daraus kann nun folgender Satz geschlossen werden.

Satz 4.4: Sei f:R? - R? ein System von Funktionen mit

f1(x1, %2) >,

[l x2) = <f2 (1, x2)

dann konvergiert die Iterationsfolge {x;} gegen die Losung n des Systems. Die

Vorschrift fur die Ermittlung der Komponenten x;,;, und x;,;,, der nachsten

Né&herungslésung x; ., lautet

f22f1 _f12f2

Xiy1, = Xi, —
i " f11f22 - f21f12

—fo1fi + fiife

Xig1, = Xj, —
2 2 f11f22 - f21f12'

wobei

o= (1 72)

ist. Es gelten die Fehlerabschatzungen sowie die Abbruchbedingen wie in R™.

Beispiel 12: Sei f (x4, x,) ein System von Funktionen definiert durch

flxy,x5) = (2) = <xf + X = 10>

X, +x5—6

Gesucht ist die Nullstelle des Systems, also f(x, x,) = 0 mit einem Maximalfehler von

<1077,

Zuerst wird die Jacobimatrix von f berechnet. /. ist eine 2 X 2 Matrix, da f aus zwei

Funktionen f;, f, besteht und zwei Variablen besitzt.
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o5 o
[ 0x1 Oxz | _ (fur S\ _ (2% 1
]f(xl'xz) - % % - (f21 fZZ) - ( 2X2>

dx; 0x,
Die Matrix ist nichtsingular, da
4-x1

det/r = 4x,x, — 1 # 0, flr x; ii,xz +—
2

gilt. Weil f (x4, x,) die Bedingungen aus Satz 4.4 erflllt, lautet die Iterationsvorschrift

fur die Komponenten

inixl-z + xig - xl-l - 20xi2 + 6

Xip1, = Xj, —
h 1 4xi1xi2 -1

_ inlxl-g - xl-z + xii - 12xl-1 + 10

4xi1xi2 -1

xi+12 = xiz

Abbildung 17

Die Abbildung 17 zeigt die grafische Losung des Systems. Die Funktionen f; und £, sind
hier implizit dargestellt und es ist ersichtlich, dass es vier mégliche Lésungen gibt. In

diesem Bespiel wird die Lésung x; > 0, x, > 0 gesucht. In der Abbildung ist diese durch

1 gekennzeichnet. Als Startvektor wird x, = (;) gewadhlt.

16+4—2—40+6_2+16_3067
16 —1 - 15

x1=
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16 —2+4—-24+10 4

X, = 6-1 :Z_E:1'768
Xi Xig Xip
X 2 2
X1 3,06666667 | 1,73333333
X 2,87551364 |1,76796081
X3 2,86889349 |1,76949396
X4 2,86888558 |1,76949553
X5 2,86888558|1,76949553
Tabelle 10

Tabelle 10 zeigt die Folgenglieder der Iterationsfolge. Bereits nach dem vierten Schritt
ist die Naherungslosung auf die achte Kommastelle genau, das zeigt wie schnell das
Newtonverfahren konvergiert. Die Abbruchbedingung ||x;.; — x;|| < € ist bei x5 erfillt,
somit kann die Iteration abgebrochen werden.

s — xa|| = ||(2,868885580346) _ (2,868885580358)”
> 1,769495526882 1,769495526879

= | Co000000000003 ) = 011+ 107 < 107
286888556

Somit lautet der Lésungsvektor des Systems (1 76949553
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5. Iteration in der Schule

Iterationsverfahren sind im Lehrplan der AHS wdrtlich nicht enthalten, und sind am
ehesten in der 6. Klasse AHS im Kapitel Folgen angeschnitten. Eine rekursive
beschrankte Folge kann als Iterationsverfahren zur Auffindung des Grenzwerts gesehen
werden. Allerdings kann das Thema Iteration bei einigen anderen Themen des Lehrplans
erwahnt und aufgezeigt werden. Ein Beispiel daflr ware die Zahl r bei der Einfuhrung
der irrationalen Zahlen. Den Schilerinnen und Schilern kann hier bewusst gemacht
werden, dass der Wert den Taschenrechner angibt nur eine auf die Anzeigemoglichkeit
des Taschenrechners angepasste Naherungsldsung ist® und mittels Iteration berechnet
wird. Da in der neuen Zentralmatura ab 2019 die Berechnungen der Beispiele fast zur
Ganze mithilfe technologische Unterstltzung erfolgt, sollten die Schulerinnen und
Schiiler verstehen, wie diese Berechnungen im Hintergrund moglich sind. Dies kann das
Verstdndnis fir mathematischen Abldufen und Denkweisen fordern. Eine andere
Madglichkeit bietet das Thema Tangenten. Die Iteration kann als Anwendungsgebiet fiir
Tangenten angeflihrt werden, indem das Newtonverfahren grafisch durchgeftihrt wird. So
kann gezeigt werden, dass die Nullstelle von einer Funktion mithilfe von
Tangentenlegung® gefunden werden kann. Eine besonders gute Kombination bietet das
Thema Wurzel ziehen, denn hier kann ein Ausschnitt aus der Geschichte der Mathematik
durch die Vorstellung des Heron-Verfahren mit einflieRen. Dieses Verfahren bedarf nur
einer kurzen und einfachen Bestimmung eines geeigneten Startwerts und benétigt im
Zuge der lteration® keine Ableitungen. Diese Einfachheit erlaubt es, das Verfahren zur
Wurzelberechnung gemeinsam mit den Schilerinnen und Schilern durchzufiihren und
aufzuzeigen, dass es auch damals, ohne technologische Hilfsmittel mdglich war die

Waurzel aus einer reellen Zahl zu ziehen.

Die praktische Durchfuhrung des Newton Algorithmus fir die Auffindung von
Nullstellen von Funktionen ist im reguldren Mathematikunterricht wahrscheinlich nicht
realisierbar, da es doch ein etwas umfangreiches Thema ist und mehr Zeit benétigt als der
Lehrplan zulassen wirde. Allerdings ist das Newtonverfahren sowie das allgemeine
Iterationsverfahren, beide im eindimensionalen Raum, fur das Wahlpflichtfach oder einen

Fortgeschrittenenkurs durchaus interessant. (Bundesministerium Bildung)

31 Siehe Kapitel 3.5.2
32 Einem bestimmten Muster entsprechend, vgl Kapitel 3.1
33 vgl.Satz 3.3
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Zusammenfassung

Zu Beginn der Arbeit werden Hilfsmittel der mehrdimensionalen Analysis und
grundlegende mathematische Formulierungen erklart die im Laufe der Arbeit verwendet
werden. Jedes Kapitel, abgesehen von dem Letzten, beschaftigt sich mit einem
Iterationsverfahren, welches theoretisch beschrieben und bewiesen wird und
anschlieBend an einem Beispiel angewendet wird. Zuerst wird das allgemeine
Iterationsverfahren beschrieben, da sich alle anderen Iterationsverfahren auf dieses
Verfahren zuriickfiihren lassen. Es wird Schritt fur Schritt zundchst in der Theorie erklart
wie sich dieses Verfahren verhalt und welche Bedingungen die Konvergenz garantieren,
wobei zwischen den theoretischen Erklarungen die Anwendung einzelner Schritte
mithilfe von Beispielen und Abbildungen aufgezeigt wird. In dem ersten Kapitel spielen
die Begriffe lipschitzstetig, kontrahierend und Fixpunktgleichung eine wichtige Rolle und
es wird aufgezeigt wie der Fixpunkt einer passenden Schrittfunktion mit der Nullstelle
einer Funktion zusammenhéngt. Das zweite Kapitel behandelt die Regula falsi Iteration,
ein Vertreter der Einschlussverfahren. Auch hier wird zunachst die Formel hergeleitet
und anschlieRend die Konvergenz sowie Abbruchbedingung und Fehlerabschatzung fir
dieses Verfahren beschrieben und bewiesen. Die folgenden zwei Kapitel behandeln das
Newtonverfahren, indem zundchst im dritten Kapitel nur der eindimensionale Fall
behandelt wird. Nach der Herleitung und den Voraussetzungen fiir Konvergenz sowie
Fehlerabschitzung und Abbruchbedingung wird auch auf die Ahnlichkeiten zwischen
Regula falsi und dem Newtonverfahren eingegangen. Die praktische Anwendung des
Newtonverfahren wird in zwei Unterkapitel erklart, wobei eines ein Exkurs in die
Wurzelberechnung ist. Hier findet sich ein Anwendungsgebiet fiir die Schule, welches im
letzten Kapitel nochmal beschrieben wird. Das vierte Kapitel beschaftigt sich mit dem
Newtonverfahren im mehrdimensionalen Raum. Danach wird die Formel mittels zweier
Satze beschrieben, wobei einer die praxisorientierte Iteration aufzeigt. Nach der
praktischen Anwendung des Algorithmus wird zuséatzlich eine, aus dem Newtonverfahren
abgeleitete, Iteration fur den zweidimensionalen Raum theoretisch und praktisch
beschrieben. Da Iteration kein Teil des Lehrplans der AHS ist, wird im letzten Kapitel
einige Maglichkeiten aufgezeigt, wie Iteration im Mathematikunterricht integriert werden

kann.
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Abstract

At the start of this study, tools of multidimensional analyses and fundamental
mathematical formulations used in this paper are explained. Every chapter, except for the
very last one, deals with an iteration method that is described, proven theoretically, and
then applied to an example. Initially, the common iteration method is depicted because
all other iteration methods can be traced back to this common one. To begin with, it is
explained theoretically step by step how this method works and which conditions
guarantee the convergence, whereby between the theoretical explanations the applications
of individual steps are demonstrated by examples and mappings. In the first chapter, the
terms Lipschitz-continuous, contractive, and fixed point equation play an important role
and it is shown how the fixed point of an appropriate iteration function is connected to
the zero of a function. The second chapter deals with the Regula falsi algorithm, a
representative of containment methods. Here too, at first the formula is derivated and then
the convergence as well as conditions of truncation and error estimations for this method
are described and proven. The subsequent two chapters deal with the Newton algorithm,
as at first, in the third chapter, only the one-dimensional case is covered. After the
derivation and requirements for convergence as well as error estimation and conditions
of truncations, the similarities between Regula falsi and Newton algorithm are elaborated.
The practical application of the Newton algorithm is explained in two subchapters, one
of which is an excursus on radical reckoning. Here there is a field of application for
schools, which is again described in the last chapter. The fourth chapter addresses the
Newton algorithm in multidimensional space. Subsequently, the formula is described
employing two propositions/theorems, one of which demonstrates the practice-oriented
iteration. Additionally, following the practical application of the algorithm an iteration
for two-dimensional space derivated from the Newton algorithm is described in theory as
well as in practice. Since iteration is not part of the curriculum of AHS, some possibilities

of how iteration can be integrated into math class are shown in the final chapter.
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