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Kurzfassung

Diese Diplomarbeit umrahmt das breite Spektrum der Differentialrechnung in der
Schule und befasst sich dartiber hinaus noch mit der Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen fur Differentialgleichungen. Der Schwerpunkt der Differentialrechnung liegt
in der 7. Klasse einer AHS oder der 3. beziehungsweise 4. Klasse einer berufsbildenden
hoéheren Schule, wie HAK oder HTL. Die Tiefe und Wichtigkeit der
Differentialrechnung variiert stark mit dem Schwerpunkt der jeweiligen Schule. Diese

Thematik wird im zweiten Kapitel genauer beleuchtet.

Daran anschlieRend wird im dritten Kapitel ein kurzer geschichtlicher Rickblick in die

Entwicklung der Differentialrechnung gegeben.

Im vierten Kapitel werden Voraussetzungen diskutiert und die Theorie der
Schuldifferentialrechnung aufgearbeitet. Wichtig sind hierbei die Definitionen fir
Differenzenquotient und Differentialquotient, sowie die verschiedenen Zugénge zur
Ableitungsfunktion. Dartiber hinaus sind die Definitionen von Stetigkeit und
Differenzierbarkeit angefiihrt. Einen weiteren Schwerpunkt bilden die Ableitungsregeln
und die dazugehoérigen Beweise. Abschlielend werden Anwendungsbereiche, wie die

Untersuchung von Funktionen und Extremwertaufgaben, besprochen.

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz bildet das Thema des flinften Kapitels, welches
sich grundlegend damit beschéftigt, ob es fiir Differentialgleichungen erster Ordnung
eine eindeutige Losung gibt. Untermauert wird dieser Beweis mit einem Beispiel. Des
Weiteren wird die Methode der Trennung der Variable erldutert und an einem konkreten

Beispiel, welches sich mit logistischem Wachstum beschéftigt, verdeutlicht.

Das letzte Kapitel dieser Diplomarbeit befasst sich mit der Beschreibung und dem
Vergleich von Schulbiichern. Hierfiir werden vor allem jene der 7. Klasse Oberstufe
AHS, der 4. Klasse HAK beziehungsweise der 3. Klasse HTL herangezogen. Die
beschrieben Buchreihen sind ,,Mathematik verstehen®, ,,Dimensionen Mathematik®,
,,Thema Mathematik® und ,,Mathematik HTL".
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Abstract

The following diploma thesis covers the wide range of differential calculus in schools.
The main focus of differential calculus is addressed in the 7 form of secondary schools
or in the 4™ form of a vocational schools. The depth and importance of the subject
matter depends on the school type and their set focus. This is dealt with in more detail

within the second chapter of this thesis.

The third chapter briefly covers the historical background of the differential calculus’

development.

The fourth chapter discusses required prior nowledge and deals with the theory of
differential calculus’ use in schools. Main issues in this section are definitions of the
difference quotient and the differential quotient as well as different approaches
concerning their understanding. Furthermore, definitions of continuity and
differentiability are given and inference rules and their mathematical proofs, another
main issue of this chapter, are pictured. At the end of this thesis paper, the scope of
applications concerning curve sketching and exercises with extreme values are

discussed.

The existence and uniqueness theory form the topic of the fifth chapter. The main
question regarding this topic is whether a unique solution for a differential calculus of
first order exists. Along with that focus, mathematical proof is given and an example is
shown. Additionally, the method for the separation of variables is explained. An

example, dealing with logistic growth illustrates that method.

The last chapter of this diploma thesis covers the description and the comparison of four
different schoolbooks for a 7" form in secondary schools or a 4™ form in vocational
schools. The used books are: “Mathematik verstehen®, ,,Dimensionen Mathematik”,

,,Thema Mathematik.* and “Mathematik HTL”.






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung und MOTIVATION .......ccviiiiecc e 13
2 LENIPIAN .. 15
2. L A S e 15
2.2 HAK Lttt b e 16
2.3 HTL (Technik, Maschinenbau)...........cceoeiiieiiiiiiiese e 18

3 Geschichtliches zur DifferentialreChnung ... 20
A INNAIT ... 23
4.1 Allgemeine Voraussetzungen fur die Schule ... 23
4.2 TREOTIE ...ttt bbbt bbbt bbb 26
4.2.1 DIfferenzenqUOTIENT. ........oiiiieieieiese s 26

4.2.2 Differential QUOLIENT ...........oceeiie e 28

4.2.3 Differenzierbarkeit und Stetighkeit...........cooviiiiiiiiiiii e 32

4.2.4 ADIEITUNGSIEURIN ..o 34

4.2.5 Untersuchung von FUNKLIONEN .........cooiiiiiiiiiie e 47

4.2.6 EXtremwertaufgaben ..o 59

5 Existenz- und EiNdeUtigKEITSSALZ.........c.coiviiiiiiie e 66
5.1 1.Proposition und Beweis der 1. Proposition ..........cccccveveeivereiiesieeseeieseesesnens 66
5.2 Satz: Existenz- und EindeutigKeit ..o 67
5.3 Beweis: Existenz- und EINAEULIGKEIT ..........ccvviiiiiiiiiccceeee e 68
5.4 2. Proposition und Beweis der 2. PropoSIition ............cccccveiveveiiieiiese e see e 70
5.5 Gegenbeispiel: Existenz- und EindeutigkeitSSatz ..........cccooevviieieeiviinsienesnns 71



5.6 Trennung der Variable ...........c.ooveeoiiiiccecce e 71

5.7 Beispiel BakterienWaChStUM ...........ccooiiiiiiiniiieeec e 72
B SCRUIDUCKEN ... 75
6.1 Mathematik VErStENEN .........ccooiiiiiicee e 76
6.2 Dimensionen MathematiK ............cccooeiiiiiiiiiice e 79
6.3 Thema Mathematik ...........cocooiiiii e 82
6.4 MAthematik HT L .......ccoiiiiieiieee s 84
6.5 Vergleich und personliche Meinung ..........ccccviiiiiiininciee e 87
QUEIIENVEIZEICNNIS ...t s ebe e s re e nbeesnreeas 92

Xl



1 Einleitung und Motivation

Ein groBer Teil meiner mathematischen Ausbildung an der Uni Wien befasste sich mit
der Analysis und der Differentialrechnung. Aus meiner Schulzeit blieb bei mir aus der
7. Klasse zum Thema Differentialrechnung vor allem die Kurvendiskussion und
verschiedene Ableitungsregeln, die monoton immer nach demselben Schema angewandt
wurden, in Erinnerung. Viele meiner Nachhilfeschiiler, die ich wahrend meiner
Studienzeit betreute, hatten einen sehr schematischen Bezug zu diesem Thema. Viele
Lerneifrige hatten Freude daran, endlich ein mathematisches Thema gefunden zu haben,
das nach gleichbleibendem Muster geldst, beziehungsweise abgearbeitet werden konnte.
Auch fir mich war dieses Thema als Schulerin sehr reizvoll, weil durch die klaren
Strukturen der Regeln und Rechenschritte, die Beispiele schnell abgehandelt waren. In
vielen Belangen war unklar, warum diese gelernten Regeln funktionieren oder woftir
diese Berechnungen eigentlich gut sein sollen. Unter anderem deswegen wird dieses
Thema aus pédagogischer Hinsicht stark diskutiert, da der Unterricht oft sehr stark auf
die Anwendung von Kalkilen und zu wenig auf das Verstandnis der Begriffe und der
Inhalte abzielt (vgl.: Greenfrath, 2016: 137).

Erst im Studium erkannte ich die enorme Vielfalt des Themas, welches keinesfalls nur
aus einer Schritt fur Schritt durchfiihrbaren Kurvendiskussion und ein paar Regeln
besteht, und fand immer mehr Gefallen daran. Deshalb, und weil ich aufzeigen mdchte
was dieses Stoffgebiet ,,Differentialrechnung in der Schule®, auBer Kurvendiskussion
und Ableitungsregeln, beinhaltet, werde ich mich in meiner Diplomarbeit mit diesem

Thema beschaftigen.

Der Fokus meiner Arbeit liegt auf verschiedenen Lehrplédnen und die Wichtigkeit dieser
Thematik in verschiedenen Schultypen mit unterschiedlichen Schwerpunkten, wie AHS,
HAK und HTL. Daruber hinaus beschaftige ich mich mit den Voraussetzungen, die
Schilerinnen und Schiler benétigen, um mit dem Thema Differentialrechnung starten
zu kénnen. Ein weiterer Schwerpunkt meiner Arbeit ist die schulrelevante Theorie der
Differentialrechnung, welche Differenzen- und Differentialquotient, Differenzierbarkeit
und Stetigkeit, verschiedenste Ableitungsregeln und die weitere anwendungsorientierte

Bereiche der schulischen Differentialrechnung beinhaltet. Die Beweise der jeweiligen
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Ableitungsmethoden werden in dieses Kapitel ebenfalls einflieen. Daruber hinaus lege
ich ein Augenmerk auf den Existenz- und Eindeutigkeitssatz, welcher der zentralen
Frage nachgeht, ob jede Differentialrechnung eine eindeutige LOsung besitzt. Die
Methode der Trennung der Variablen und ein Beispiel aus dem Bereich Biologie
werden in diesem Abschnitt ebenfalls genauer beleuchtet. Im letzten Kapitel meiner
Arbeit wurden die vier Schulbiicher ,Mathematik verstehen 7°, ,,Dimensionen
Mathematik 7°, ,,Thema Mathematik 7* und ,,Mathematik HTL 2/3/4/5* bezuglich der
Kapitel Differentialrechnung, analysiert und mein personlichen Standpunkt zu diesen
Werken dargelegt.
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2 Lehrplan

In dem folgenden Kapitel wird der Lehrplan der AHS und der BHS dargestellt und
somit den Unterschied der Lehrplédne in Bezug auf das Thema Differentialrechnung
verdeutlicht. Exemplarisch fir eine berufsbildende hohere Schule habe ich mich fir die
Lehrplanausziige aus der HAK und aus einer HTL mit Schwerpunkt auf Maschinenbau
entschieden, um wiederum hier die Uberschneidungen aber auch die Abweichung im
Bezug auf die Lehrplane der berufsbildenden héheren Schulen zu veranschaulichen. In
der Handelsakademie liegen die Schwerpunkte mehr auf wirtschaftlicher Mathematik,
wobei in einer héheren technischen Lehranstalt vor allem die angewandte Mathematik
im jeweiligen Schultyp im Vordergrund steht. In den allgemein héherbildenden Schulen
wird eine grof’e Bandbreite an theoretischer Differentialrechnung abgedeckt, jedoch

werden hier die praktischen Anwendungen eher vernachlassigt.

2.1 AHS

Im Lehrplan der AHS Oberstufe des Bildungsministeriums ist die Differentialrechnung
als eignes Thema in der 7. Klasse das erste und einziges Mal vermerkt, jedoch wird der
Differenzenquotient laut Lehrplan mit dem Uberbegriff ,,Reelle Funktionen* unter
,Beschreiben von Anderungen durch AnderungsmaBe* bereits in der 6. Klasse
behandelt. In der 8. Klasse wird die Differentialrechnung unter dem Punkt ,,Kennen des
Zusammenhangs zwischen Differenzieren und Integrieren sowie des Hauptsatzes der
Differential und Integralrechnung® in der Rubrik ,Integralrechnung® und unter der
Uberschrift »Dynamische Prozesse* mit den Unterpunkten ,,Beschreiben von Systemen
mit Hilfe von Wirkungsdiagrammen, Flussdiagrammen, Differenzen- und
Differentialgleichen®, ,,Untersuchen des dynamischen Verhaltens von Systemen* und
,Losen von einfachen Differentialgleichungen” behandelt.  Durch die folgende
Auflistung verschiedenster Inhalte aus dem Lehrplan der 7. Klasse AHS kann man
erkennen, dass in dieser Stufe auf jeden Fall, neben algebraischen Gleichungen,
nichtlinearer analytischer Geometrie und Stochastik, der Schwerpunkt bei der

Differentialrechnung liegt.
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Auszug Differentialrechnung

— Definieren des Differentialquotient (Anderungsrate), ausgehend vom
Differenzenquotient (mittlere Anderungsrate), Deuten dieser Begriffe als
Sekantensteigung bzw. Tangentensteigung, weiteres Deuten in
aulRermathematischen Bereichen

— Kennen des Begriffes Ableitungsfunktion, Berechnen von Ableitungen
elementarer Funktionen

— Deuten der zweiten Ableitung in inner- und auBermathematischen Bereichen

— Herleiten von Differentiationsregeln zu Ableitung von Polynomfunktionen,
Kennen weiterer Differentiationsregeln (sofern sie fur Funktionsuntersuchungen
verwendet werden)

— Untersuchen einfacher und im Hinblick auf Anwendung sinnvoller Funktionen
beziiglich Monotonie und Kiimmungsverhalten, Ermitteln von Extrem- und
Wendestellen

— L&sen von Extremwertaufgaben

— Prézisieren einiger Grundbegriffe und Methoden der Differentialrechnung
(insbesondere des Begriffes Grenzwert) unter Einbeziehung des Begriffs
Stetigkeit

— Kennenlernen weiterer Anwendungen der Differentialrechnung

Hierbei wird klar, dass in der 7. Klasse Oberstufe sowohl die Einfihrung der
Differentialrechnung, die verschiedenen Ableitungsregeln, das Diskutieren von Kurven
mit Schwerpunkt auf verschiedene wichtige Stellen einer Funktion, wie Maximumstelle
oder Wendestelle, Grenzwert und verschiedene Anwendungsbeispiele behandelt
werden. Die Differentialrechnung im AHS-Bereich ist sehr wenig anwendungsorientiert

und vor allem theoretisch aufgebaut. (vgl.: bmbwf, Lehrplan Mathematik 2004)

2.2 HAK

Als Lehrstoff in der 4. Klasse HAK im 7. Semester sind der intuitive Grenzwertbegriff,
intuitiver Begriff der Stetigkeit, Differenzen- und Differentialquotient, Ableitungsregeln

und die Eigenschaften von Funktionen im Bereich Analysis angegeben. Darlber hinaus
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sind fir dieses Semester auch noch die Regressionsrechnung und die Kosten- und

Preistheorie angedacht.
Auszug Bereich Analysis — Differenzen- und Differentialquotient:

— die Begriffe Grenzwert und Stetigkeit von Funktionen intuitiv erfassen und
damit argumentieren,

— den Zusammenhang zwischen Differenzen

— und Differenzialquotienten beschreiben und diese sowohl als
mittlere/lokale Anderungsraten als auch als Sekanten-
/Tangentensteigung interpretieren,

— den Differenzenquotienten auf Problemstellungen anwenden, Berechnungen

durchfuhren und die Ergebnisse interpretieren.
Auszug Bereich Analysis — Ableitungsfunktionen und Ableitungsregeln:

— den Begriff der Ableitungsfunktion beschreiben, diese grafisch darstellen
und deren Verlauf deuten,

— Ableitungsfunktionen zur Beschreibung von Sachverhalten aus
unterschiedlichen Themengebieten einsetzen, damit lokale Anderungsraten
berechnen und interpretieren,

— mit Hilfe der Summen Faktor, Ketten, Produkt und Quotientenregel, Potenz
und Polynomfunktionen sowie Exponentialfunktionen zur Basis e und die
natrlichen Logarithmusfunktionen ableiten, Eigenschaften von Funktionen,
insbesondere Monotonie und Kriimmungsverhalten mit Hilfe der

Ableitungsfunktionen erklaren und berechnen.

In diesem Semester werden sowohl Grundlagen der Differenzialrechnung, mit mittlerer
Anderungsrate und die graphische Darstellung von Ableitungsfunktionen als auch die
Ableitungsregeln und spezielle Ableitungen behandelt. Hier ist erkennbar, dass der
Umfang, beziehungsweise die Zeit in der die Differentialrechnung behandelt wird um
einiges geringer als in der AHS ist, und somit ein weniger wichtiges Thema darstellt.
(vgl.: ris, Lehrplan HAK 2014)

17



2.3 HTL (Technik, Maschinenbau)

Im Schultyp HTL gibt es viele verschiedene Lehrplane mit unterschiedlichsten
Schwerpunkten. Ich habe fiir einen besseren Vergleich mit AHS und HAK einen
Lehrplan einer HTL Maschinenbau gewéhlt. Die Gegenstdnde und auch Schwerpunkte
im Bereich Mathematik einer technischen HTL variieren stark zu denen der AHS und
der HAK. Dies wird auch bei der Differentialrechnung ersichtlich, da in diesem
Stoffgebiet um einiges mehr in die Tiefe gegangen wird und einige Teilgebiete der
Differentialrechnung behandelt werden, die auch im Mathematikstudium an der
Universitat relevant sind. Die Differentialrechnung ist im 7. und 8. Semester
vorgesehen. Darlber hinaus ist der Lehrplan um einiges weniger exakt formuliert, da
manche Grundlagen wie zum Beispiel Ableitungsregeln gar nicht erwahnt werden.
Neben dem Fach ,, Angewandter Mathematik* finden sich noch andere Fécher, wie
,»Technische Mechanik* oder ,,Fertigungstechnik® im Lehrplan wieder, in welchen die
Differentialrechnung bendétigt und auch angewandt wird, um Berechnungen anstellen

zu konnen.
Auszug Bereich Analysis — 7. Semester

Bildungs- und Lehraufgabe:

Die Schilerinnen und Schler kénnen:

— partielle Ableitungen berechnen und mit Hilfe des Differentials Fehler
abschétzen;
— Funktionen in Taylorreihen und periodische Funktionen in Fourierreihen
entwickeln;
— einfache Differenzengleichungen erster Ordnung lsen.
Lehrstoff:

— Funktionen mehrerer Variablen (partielle Ableitungen; lineare
Fehlerfortpflanzung und maximaler Fehler)

— Funktionenreihen (Taylorreihen, Fourierreihen)

18



— Differenzial und Differenzengleichungen (trennen der Variablen; lineare

Differenzialgleichungen erster Ordnung; lineare Differenzengleichungen erster
Ordnung).

Auszug Bereich Analysis — 8. Semester

Bildungs- und Lehraufgabe:

— lineare Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung aufstellen und l6sen.

Lehrstoff:

— Differenzialgleichungen (lineare Differenzialgleichungen zweiter
Ordnung mit  konstanten Koeffizienten; numerische Losung von

Anfangswertproblemen)

(vgl.: HTL Bildung mit Zukunft, Lehrplan der hoheren Anstalt fir Maschinenbau 2015)
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3 Geschichtliches zur Differentialrechnung

Den Grundstein fiir die uns heute bekannte Differentialrechnung legten Issac Newton
und Gottfried Wilhelm Leibniz (vgl.: Malle, 2016: 113). Hier ist hinzuzuftigen, dass
auch die Einfuhrung der analytischen Geometrie unter anderem von Pierre de Fermat
eine bedeutende Rolle gespielt hat (vgl.: Fritzsche, 2015: 288). Die uns heute bekannte
Form entwickelte sich im 19. Jahrhundert. Durch die Differentialrechnung wurde in
vielen Bereichen, wie zum Beispiel Mechanik oder Populationsmodelle, neue Tiren
geoffnet. (vgl.: Greenfrath, 2016: 137)

Anfang des 17. Jahrhundert beschéftigte sich Pierre de Fermat, ein bedeutender
franzosischer Mathematiker, welcher von 1607 bis 1665 lebte, mit Werken von Euklid,
Pappos und Apollonios. Im Jahr 1629 gelang es ihm Minima und Maxima von
Funktionsgraphen zu bestimmen und spéter war es ihm auch mdéglich Tangenten an
Kurven zu legen. Hier ist zu erwahnen, dass in der Antike fur die Definition der
Tangente ausreichend gewesen ist, dass es sich um eine Gerade handelt, welche die
Kurve nur in einem Punkt berthrt. Diese Definition wurde im Laufe der Jahre immer
weiter prazisiert bis hin zu der Auffassung, dass eine Tangente als ein Grenzwert von
Sekanten anzusehen ist. Systematisch wurde dieser Zugang aber von Newton und
Leibniz untersucht. (vgl.: Fritzsche, 2015: 288ff)

Newton war ein englischer Naturforscher und lebte zwischen 1643 und 1727. In seinem
1687 veroffentlichen Werk ,,Principia Mathematica* leitete Issac Newton die
Differentialrechnung geometrisch her (vgl.: Greefrath, 2016: 138). Hierbei stand das
Problem der Berechnung einer Geschwindigkeit zu einer bestimmten Zeit im Fokus
(vgl.: Malle, 2016: 13). ,,Zentral ist fiir ihn dabei die Bewegung lings einer Kurve*
(Greefrath, 2016: 138). Die zeitabh&ngige GrolRe wurde von Newton als ,,flieBend*
beschrieben und wird deshalb auch als ,,Fluente*“ benannt. Als Fluxion wurde die
Geschwindigkeit dieser GroRe zum Zeitpunkt t bezeichnet, weshalb die mathematische
Beschreibung auch als Fluxionsrechnung in den Biichern aufscheint. Als Symbol fur
diese Fluxion wéhlte er x(t) (vgl.: Malle, 2016: 113; Greefrath, 2016: 138). ,,Aus der

Fluxion zur Zeit t folgt sofort die Tangentensteigung in einem Punkt der Kurve zu §
(Greenfrath, 2016: 138).
20



Im Gegensatz zu Newton war das Hauptaugenmerk von Leibnitz auf das
Tangentensteigungsproblem gerichtet (vgl.: Malle, 2016: 113). ,,Leibnitz rechnete v.a.
mit ,,Differentialen®, die er mit dx und dy bezeichnete, und verwendete diese, wenn er
endliche, aber beliebig kleine von null verschiedene Grofien betrachtete. Der Operator
d, der eine infinitesimal kleine Anderung einer GroRe bezeichnet und den er anstelle des
sonst fiir Anderungen verwendeten A benutzt, geht auf ihn zuriick. (Greenfrath, 2016:
138) Leibnitz pragte neue Symbole und geometrische Veranschaulichungen, wie zum
Beispiel das ,,charakteristische Dreieck®, welches heute allgemein als Steigungsdreieck

bekannt ist. Er stellte die Steigung einer Funktion und zwei Werten aus dem

Definitionsbereich zuallererst als Sekante, mit dem Ausdruck fx2) =/ (1) dar. Das

X2—X1

Symbol % wurde von Leibnitz dann verwendet, wenn die jeweiligen Differenzen aus

Zahler und Nenner ,,unendlich kleine* Werte annahmen. Ein grof3es Problem, auf
welches beide Mathematiker gestof3en sind, und warum sie auch immer wieder Kkritisiert
wurden, ist die Verkleinerung des Nenners, ohne, dass dieser den Wert Null annehmen
darf (vgl.: Greenfarth, 2016: 138f).

Die beiden Begrunder kamen unabhdngig voneinander, aber beinahe simultan, mit
unterschiedlichsten Zugangsweisen auf sehr dhnliche Ergebnisse (vgl.: Malle, 2016:
113). Wer nun der Erfinder der Differentialrechnung sei, war, wahrend Lebzeiten, ein
groler Streit zwischen Newton und Leibnitz, bei welchem Newton auch als Plagiator
verurteilt wurde (vgl.: Greenfrath, 2016: 139).

Viele Jahre spéter wird die Ableitung mittels des Grenzwertes von Sekantensteigungen
von dem franzosischen Mathematiker Agustin-Louis Cauchy (1789-1857) definiert
(vgl.: Greenfrath, 2016: 139). Die von ihm verwendete Grenzwertdefinition sieht zwar
aus Sicht der heutigen Mathematik umstandlich aus, umfasst aber Dbereits die
wesentlichsten Punkte (vgl.: Malle, 2016: 115). Die heute gangige Definition des
Grenzwerts lieferte Ende des 19. Jahrhunderts dann der deutsche Mathematiker Karl

Weierstral? (vgl.: Wikipedia: Differentialrechnung).

Somit kann zusammengefasst werden, dass die beiden Mathematiker Newton und
Leibnitz den Grundstein fur die Differentialrechnung gelegt haben, jedoch viele weitere

Mathematiker, wie Pierre de Fermat bereits VVorarbeit geleistet haben. Darliber hinaus

21



haben viele Mathematiker, unter anderem Agustin-Louis Cauchy, die grundlegenden

Ideen Uber einen langen Zeitraum verbessert und verfeinert.
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4 Inhalt

Im folgenden Kapitel werden die Voraussetzungen, die Schulerinnen und Schuler fur
die Erarbeitung der Differentialrechnung bendétigen, definiert. Dartber hinaus wird der,
in der Schule zu behandelnde mathematische, Inhalt analysiert und mit Definitionen,
Satzen oder Beweisen belegt. Wichtige Punkte sind dabei der Differenzen- und
Differentialquotient, die  Differenzierbarkeit und  Stetigkeit, verschiedenste

Ableitungsregeln sowie Funktionsuntersuchungen und Extremwertaufgaben.

4.1 Allgemeine Voraussetzungen fur die Schule

Da die Mathematik sehr strukturiert ist und einen aufbauenden Charakter hat, ist die
Definition  konkreter ~ Voraussetzungen ein  schwieriges Unterfangen. Die
Herausforderung liegt darin, dass alles ab den Grundrechnungsarten zum Basiswissen
flir das neu zu erlernende Thema ist. Da dies aber den Rahmen jeder Arbeit sprengen
wirde, beschranke ich mich in diesem Fall auf die Fundamente, die meiner Meinung
nach wichtige Voraussetzungen zum Erlernen der Differentialrechnung in der Schule

sind.

Eine der essenziellsten Voraussetzungen fiir die Differentialrechnung sind Funktionen.
Die Lernenden mussen den Begriff Funktion kennen und Funktionen aufstellen,
darstellen, berechnen und deuten konnen, um mit den Informationen fir die
Differentialrechnung in der Schule anknipfen zu kénnen. Dariiber hinaus muss den
Schilerinnen und Schilern das Wort Grenzwert und die Definition des
Grenzwertbegriffs gelaufig sein. Das Rechnen mit dem Limes von Folgen sollte aus der

6. Klasse bekannt sein.
Definition (reelle) Funktion

,,Sei A eine Menge von reellen Zahlen. Wird jeder Zahl x € A genau eine Zahl

Yy € R zugordnet, so bezeichnet man diese Funktion als (reelle) Funktion “

(Malle, 2017: 107)
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Gibt man einer Funktion den Namen £, so wird diese Funktion als y = f(x) bezeichnet,
wobei x die Stelle oder das Argument ist und f(x) der Funktionswert f an der Stelle x.
Die Menge 4, also die Menge x, denen ein f(x) zugeordnet werden kann, kennt man

auch Dy, also die Definitionmenge der Funktion f.

Wichtig ist auch der Unterschied zwischen f und f(x), da f den Namen der Funktion
darstellt und f(x) dagegen den Wert der Funktion f an der Stelle x (vgl.: Malle, 2017:
107).

Definition lineare Funktion
., Eine reelle Funktion f: A - Rmit f(x) = k - x + d heif3t lineare Funktion *
(Malle, 2017: 127)

Wobei hier k die Steigung der Funktion darstellt und d den Abstand zwischen dem
Nullpunkt und dem Schnittpunkt der Funktion mit der y-Achse ist.

Abbildung 1: lineare Funktion

Satz lineares Wachsen und Abnehmen

,Ist: f: R — R eine lineare Funktion mit f(x) = k * x + d, dann gilt fir alle
x € R:
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O fx+D=f)+k

Wird das Argument um 1 erhoht, so andert sich der Funktionswert um k.

@ f(x+h)=f(x)+k=*h(h>0)

Wird das Argument um h erhoht, so @ndert sich der Funktionswert um k * h.

Gleiche Zunahme der Argumente bedeutet stets gleich Zu-/Abnahme der

Funktionswerte.*
(Malle, 2017: 130)
Deutung der Steigung k

,Ist: f: R — R eine lineare Funktion mit f(x) = k - x + d, dann gilt fir alle
x€ERundh € R

Mk=fGx+1D-f)

Die Steigung k ist gleich der Anderung der Funktionswerte bei Erhhung des

Arguments um 1.

(2) k = LT (5 )

Die Steigung ist gleich dem Verhéltnis der Anderung der Funktionswerte zur
Anderung der Argumente.

(Malle, 2017: 131)

Der Begriff Grenzwert wird als erstes in Verbindung mit Folgen und auch als
Grenzwert einer Folge definiert. Erst spater wird der Grenzwert auch in Verbindung mit
Funktionen gebracht. Jedoch ist die Definition des Limes dennoch ein wichtiges
Vorwissen, damit die Schilerinnen und Schilern mit der Vorstellung der Annéherung

und Berechnung von Unendlichem vertraut sind.
Definition Grenzwerte von Folgen

., Ndhern sich Glieder einer Folge unbegrenzt einer bestimmten Zahl a, dann
nennt man a den Grenzwert (Limes) der Folge und schreibt:
a=Ilim, .a,"

(Malle, 2015: 119)
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Definition Konvergenz und Divergenz

,,Die Zahl a heifst Grenzwert (Limes) der Folge (a,|n € N*), geschrieben
a = lim,_, a,, wenn gilt:

Zu jeder Zahl £ € R*gibt es einen Index n, € N*, sodass:

la, —al| < efirallen > n,

Besitzt eine Folge einen Grenzwert, so heil3t sie konvergent, andernfalls

divergent
(Malle, 2015: 120)
Definition Grenzwert von Funktionen

Wenn flr jede Folge {(a,) mit lim,_,. a, = xo und a,, # x, die Eigenschaft
lim, .« f (a,) = a gilt, dann nennt man « den Grenzwert der Funktion f an der

Stelle x,.

(vgl.: Bleier, 2016: 17)
4.2 Theorie

In diesem Kapitel werden Grundkompetenzen behandelt, welche die Schilerinnen und
Schiler bei der Erarbeitung des Themas Differentialrechnung erlernen mdassen.
Darunter fallen der Differenzenquotient, der Differentialquotient, die Leibniz’sche
Schreibweise  fur  Differenzen- und Differentialquotient,  Steigungen von
Funktionsgraphen deuten konnen und verschiedene Ableitungsregeln kennen und

anwenden konnen (vgl.: Malle, 2016: 12).

4.2.1 Differenzenquotient

Mit dem Differenzenquotient wird die Steigung einer Funktion in einem bestimmten
Intervall berechnet. Hierbei werden zwei Punkte A und B auf einem Graphen gewahlt
und diese mittels einer Gerade verbunden. Die Steigung der Gerade zwischen A und B
ist dann gleich der Steigung der Funktion zwischen den zwei Punkten (vgl.: Bleier,
2016: 25).
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Als Einstiegbeispiele werden gerne Beispiele mit mittlerer Geschwindigkeit in einer
Zeit-Weg-Funktion in einem Zeitintervall gewahlt. Diese sind folgendermafen

definiert:
Definition mittlere Geschwindigkeit

., Bewegt sich ein Korper gemdfs einer Zeit-Ort-Funktion s: t — s(t), dann setzt
man:

s(tz)—s(t1) «

Mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [ty; t,] = V(ty;t,) = po—
274

(Malle, 2016: 13)

Definition Differenzenquotient

, Es sei f: A — Reine reelle Funktion und [a; b] € A.
Die Zahl % heilt Differenzenquotient oder mittlere Anderungsrate von

finla;b].“
(Malle, 2016: 15)

Der Differenzenquotient, wie oben definiert, ist also das Verhaltnis von der Anderung
der Funktionswerte f(b) — f(a) und der Anderung der Argumente b —a in einem

gegebenen Intervall [a; b].

Die Sekante durch die Punkte A(a|f(a)) und B(b|f(b)) des Funktionsgraphen f zeigt

die Steigung k an, welche dem Differenzenquotient beziehungsweise der mittleren

Anderungsrate entspricht: k = == = ==—== (vgl.: Bleier, : 25).
And ht: k = 22 = ZOLD (yq1.: Bleier, 2016: 25)
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Abbildung 2: Differenzenquotient

4.2.2 Differentialquotient

Grob spricht man bei einem Differentialquotient davon, die Steigung einer Kurve
festzulegen. Anders als beim Differenzenquotient wird nicht die Steigung einer Gerade
zwischen zwei Punkten betrachtet sondern als Anstieg einer Tangente an einem
bestimmten Punkt p an einer Kurve.

Definieren kann man den Differenzialquotienten als  Grenzwert des

Differenzenquotienten in einem bestimmten Intervall. (vgl.: Fetzer, 2012: 339 ff)

In der Schule tastet man sich an den Differentialquotient oft mit einem Weg-Zeit-
Problem heran. Somit wird die Vorstellung des Differenzenquotienten beziehungsweise
der mittlernen Geschwindigkeit verwendet. Die Momentangeschwindigkeit zu einem

Zeitpunkt t wird mittels folgender Definition beschrieben:
Definition Momentangeschwindigkeit

,, Bewegt sich ein Korper gemdfs einer Zeit-Ort-Funktion s: t — s(t), dann setzt

man:

S(Z)—S(t) It

Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = v(t) = liTTtl v(t; z) = lim,_; p—”

(Malle, 2016: 13)
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Das Problem der Bestimmung einer lokalen  Anderungsrate  (oben
Momentangeschwindigkeit) wird als das ,,Tangentenproblem* bezeichnet. “Man kann
sich unter dem Differentialquotient an der Stelle x n&herungsweise einen
Differenzenquotient in einer sehr kleinen Umgebung von x vorstellen* (Malle, 2016:
16). Man stellt sich also vor, dass man die Punkte A und B, der oberen Grafik, soweit
aneinander annahert, also den Abstand so gering werden lasst, bis das Intervall gegen
Null geht und die beiden Punkte der Sekante einen Tangentenpunkt ergeben (vgl.:
Hohenwarter, Differentialquotient: 2005).

Definition Differentialquotient 1

. Es sei f: A — R eine reelle Funktion und [a; b] € A.
/ — s F@—f) ai : : :
Der Grenzwert f'(x) = lim,._,, = —— heift Differentialquotient von f an der

Stelle x oder momentane Anderungsrate von f an der Stelle x.
(Malle, 2016: 15)

Eine andere Schreibweise fir den Differenzen- und Differentialquotient geht auf den
Mathematiker G. W. Leibniz zuriick, welcher z—x = Ax und f(z) — f(x) = Ay

setzte. So lasst sich % auch als 2_3; schreiben. (vgl.: Malle, 2016: 27)

Auf dem Intervall [x,; xo + h] ergibt dies dann folgende Definition:

Definition Differentialquotient 2

Ist f eine reelle Funktion, dann heil3t der Grenzwert des Differentialquotienten i—i

ﬂ—limA—y—limf(x0+h)_f(x0)—f’(x)
dx N h-0 Ax N h-0 h B 0

lokale/momentane Anderungsrate bzw. Differentialquotient an der Stelle

“«“

Xg-

(vgl.: Fetzer, 2012: 340; Bleier, 2016: 33)

29



Definition der Tangentensteigung mit Hilfe des Differentialquotienten

,,Sei f eine reelle Funktion und f'(x) ihr Differentialquotient an der Stelle x.
Die Gerade durch den Punkt X = (x|f (x)) mit der Steigung f'(x) bezeichnet
man als Tangente am dem Graphen von f im Punkt X. Die Steigung f'(x) dieser

Tangente heil3t auch Steigung der Funktion f an der Stelle x.

(Koth, 2010/11: 9)

Abbildung 3: Differentialquotient

Grundvorstellungen zum Differenzialquotient

Seit Anbeginn der schulmathematischen Analysis gehort die Diskussion tber den
richtigen Zugang zur Ableitung zu den wichtigsten Fragen bezlglich des Analysis
Unterrichts. Es gibt hierbei verschiedene Zugange, die vor allem in der
Mathematikdidaktik von groRer Bedeutung sind. Es gibt verschiedene
Grundvorstellungen auf welche die Basis flr unterschiedliche Vorstellungen zum
Ableitungsbegriff bilden (Bruder, 2015: 167).

Grundvorstellung: lokale Anderungsrate

Bereits in friheren Klassen muissen sich Schilerinnen und Schiler mit

Anderungsprozessen auseinandersetzten, wie zum Beispiel bei der absoluten oder
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relativen Anderungsrate. Ein Beispiel dafiir ist die Berechnung einer Geradensteigung
mit Hilfe eines Steigungsdreiecks. Deshalb haben Schulerinnen und Schiler hier schon
ein gewisses Vorwissen, an welches man ankntpfen kann (Greenfrath, 2016: 147). ,,In
diesem Fall werden der Aspekt des Anderungsverhaltens einer Funktion und die
Interpretation des Differenzenquotienten als Anderungsrate ins Zentrum gestellt«
(Bruder, 2015: 169). Als Anwendungsbeispiel wird hier, wie bereits oben genannt,
gerne die Anderung der Geschwindigkeit herangezogen. Das Erstellen einer Tabelle mit
der mittlernen, relativen Geschwindigkeit bringt den Begriff der mittlernen
Anderungsrate, die als Sekantensteigung gezeichnet werden kann. Wichtig ist hierbei,
dass eine Beschleunigung dieser Art umso exakter beschrieben werden kann, desto
Kleiner das betrachtete Zeitintervall ist. Das bedeutet, dass man die Grenzen des
Intervalls  gedanklich  immer ndher zusammen laufen l&sst, bis die
Geschwindigkeitskurve beinahe gerade ist (Bruder, 2016: 169f).

Grundvorstellung: Tangentensteigung

Auch bei diesem Zugang nutzt man bereits gelerntes um Schilerinnen und Schiler an
das Thema heranzufuhren. In diesem Fall wird die Ableitung einer Funktion in einem
Punkt als die Steigung der Tangente bestimmt. Schulerinnen und Schiler sind bereits
vertraut mir der Steigung einer Gerade und ebenfalls mit der Definition einer
Kreistangente und daran kann man anknipfen (vgl.: Greenfrath, 2016: 149;
Danchwerts, 2010: 46). Die gesuchte Tangente wird mit Hilfe einer Sekante, Definition
des Differenzenquotienten, durch einen fixen und einen dynamischen Punkt angenéhert.
Fir diesen Vorgang ist Geogebra oder ein anderes mathematisches Tool von Vorteil, da
die Schulerinnen und Schiler selbst den dynamischen Punkt dem fixen beliebig nahe
anndhern konnen und somit das Intervall beziehungsweise den Abstand der Punkte
beliebig verkleinern kénnen. Dadurch wird der Ubergang von der Sekante zur Tangente
greifbar (vgl.: Greenfrath, 2016: 155f).

Uber diese beiden Zugdnge hinaus gibt es noch einige weitere Moglichkeiten
Schilerinnen und Schiler den Einstieg in dieses Thema naher zu bringen. Die Methode
der Tangentensteigung und der lokalen Anderungsrate als Grundvorstellung sind hierbei
die am meist genutzten Methoden in der Schule, um die Lernenden von ihrem bis dahin
angeeignet Wissensstand abzuholen und auf diesen aufzubauen.
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4.2.3 Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Differenzierbarkeit

Die Ableitung einer Funktion f muss nicht zwingend existieren, daher an einem
gewissen Punkt p zum Beispiel keine Tangente, daher keine erste Ableitung der
Funktion besitzt (vgl.: Malle, 2016: 105).

Definition Differenzierbarkeit

,Sei fA — R eine reelle Funktion. Die Funktion f heif3t differenzierbar

JCIRIACD)
X—

inp € A, wenn der Grenzwert lim,._,,, existiert.

(vgl.: Fetzer, 2012: 340; Malle, 2016: 105)

Dazu passend beschaftigen wir uns mit der Funktion f(x) = |x|. Die Frage ist nun, ob

diese Funktion fir alle x € R differenzierbar ist.

flz) = |z|

Abbildung 4: Differenzierbarkeit
x firx >0

f)=|x|=< 0flrx=0
—x furx <0
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Wenn man nun x = 0 betrachtet muss man sich sowohl den linksseitigen, mit x < 0, als

auch den rechtsseitigen, mit x > 0, Grenzwert betrachten:

- . —lo
rechtsseitiger Grenzwert: lim,_,o+ 'xxl_l) = ~=1
. . . —|o -
linksseitiger Grenzwert: limy_,o- ";'_L = 7’6 =-1

Man sieht hier, dass die beiden Grenzwerte an der Stelle x = 0 nicht Ubereinstimmen
und somit der Grenzwert x — 0 nicht existiert. Die Funktion f(x) = |x]| ist an der

Stelle Null nicht differenzierbar.
(vgl.: Fetzer, 2012: 343)

Es gibt einige elementare Funktionen, wie Potenzfunktionen, Exponentialfunktionen,
Polynomfunktionen, Logarithmusfunktionen, rationale Funktionen und
Winkelfunktionen, welche in ihrem jeweiligen Definitionsbereich immer differenzierbar
sind (vgl.: Malle: 2016: 105).

Stetigkeit
Zu stetigen Funktionen kann man Graphen von Funktionen zdhlen die keine Springe

aufweisen.
Definition Stetigkeit

,Sei:A = R eine reelle Funktion. Eine Funktion f ist stetig an der Stelle p €

A; wenn iin;f(x) = f(p) ist.

(vgl.: Fetzer, 2012: 344 ff; Malle, 2016: 105)

Potenz-, Polynom-, Winkel-, Exponential-, Logarithmus-, und rationale Funktionen sind

stetige Funktionen in ihrem jeweiligen Definitionsbereich. (vgl.: Malle, 2016: 104)

Die beiden, in der Differentialrechnung sehr wichtigen, Begriffe stehen in engem
Verhaltnis miteinander, da wenn eine Funktion f in einer Stelle p differenzierbar ist, ist
diese Funktion f an der Stelle p auch stetig (vgl.: Fetzer, 2012: 348). Die Umkehrung
dieser Eigenschaft gilt jedoch nicht, da aus der Stetigkeit einer Funktion nicht zwingen

die Differenzierbarkeit folgt. Das oben genannte Beispiel ist auch hier wieder
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aussagekréftig: die Funktion f(x) = |x| ist in p = 0 stetig, aber an dieser Stelle, wie

oben auch grafisch verdeutlicht nicht differenzierbar.
Satz Zusammenhang Differenzierbarkeit und Stetigkeit
. Ist f an der Stelle p differenzierbar, so ist f an der Stelle p stetig. “

Beweis Zusammenhang Differenzierbarkeit und Stetigkeit

fO)—f(p)

Wenn der Grenzwert lim,._,,, existiert, dann ist f ist an der Stelle p

differenzierbar. Es ist zu zeigen, dass der Limes von x gegen p von f(x) — f (p)

gleich Null ist. Somit kann man schreiben:

fE = f®)
X—p

}grzg(f(x)—f(p)) =chi_f)g( x—p)=f'(P=*0=0

(vgl.: Fetzer, 2012: 348)

4.2.4 Ableitungsregeln

Den Differenzialquotient kann man, anders wie bisher, nicht nur fir eine bestimmte
Stelle x bestimmen, sondern fiir jede Stelle x € A den Differenzialquotient f'(x)
berechnen. Denn fir jede Stelle eines Definitionsbereichs den Differentialquotienten
berechnen zu missen wére viel zu aufwéndig. (vgl.: Malle, 2016: 30) Die
Ableitungsfunktion f'(x) ist die erste Ableitung der Funktionf (x). Die Ableitungen
") =" und f"(x)= (") sind die zweite und dritte Ableitung einer
Funktionf (x). Dies kann man beliebig weiter fuhren. (vgl.: Malle, 2016: 36)

Definition Ableitungsfunktion

,,Die Funktion f': x — f'(x) nennt man Ableitungsfunktion von f oder kurz
Ableitung von f. Die Berechnung der Ableitungsfunktion nennt man Ableiten

oder Differenzieren. “
(Malle, 2016: 30)

Im Weiteren werden Rechenregeln des Differenzierens von Funktionen verschiedener

Arten aufgelistet und ihre Beweise behandelt. Die Reihenfolge unterschiedet sich
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teilweise mit der Struktur die in der Schule lblich beziehungsweise gern verwendet

wird, da fir manche Beweise bereits andere Regeln von groRer Wichtigkeit sind.
Satz Ableitung einer konstanten Funktion

f=c=>f"=0(ceR)”
(vgl.: Koth, 2010/11: 10)

Beweis
LX) =c= f'(x) =lim,, %ﬁ(x) =lim,_, 5 =lim,,, 0=0"
(Malle, 2016: 30)
Die Ableitung einer konstanten Funktion c, wird immer Null.
Satz Ableitung der Potenzfunktion (fur nattrlichen Exponenten)
) =x"=f'(x)=n*xx"1(neN)“
(Malle, 2016: 30)
Beweis

Bei diesem Beweis zieht man sich die Regel von Horner zu Hilfe.

/ . f@)—f(x) . "—x™
f'(x) = llmz_,x% = llmzﬁx% =

— lim (z=2)x(Z2" 1 +2" Zax 423 ux 24 b zax T Zapx M)
B = zZ-x -
=lim, ,(zZ" T+ 2" 2k x+ 2V 3 xx2 + o+ zxxV 2 x 44 =

=M " 2w x e x kx24T = (X xM b ) =

=nx*x"?1

(vgl.: Koth, 2010/11: 10; Malle, 2016: 30)

Satz Ableitung der identischen Funktion
S =x=f'(x)=1"

(Malle, 2016: 30)
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Die Ableitung der identischen Funktion ist ein Sonderfall der Potenzregel flr natirliche

Exponenten.
Satz Regel vom kontanten Faktor

() =cxgx) = f'(x) =c*g'(x) (c konstant) “
(Malle, 2016: 30)

Beweis

cxg(z)—cxg(x)
zZ—X

Eingesetzt in die Definition der Ableitung erhalt man lim,_,, und ¢

9@D-9() _ .,
Z—X

kann herausgehoben werden. Dadurch ergibt sich lim,_,, ¢ *
g'(x).

Ein konstanter Faktor k bleibt beim Differenzieren einer Funktion erhalten, daraus
ergibt sich, dass die Ableitung eines k-fache einer Funktion das k-fache der Ableitung
dieser Funktion ist. (Bleier, 2016: 43)

Satz Summen - und Differenzenregel

@) =g +hx)=f'(x) =f(gx)+h(x)' =g"(x)+h'(x)“
@) = g0 —h(x) = £/ = f(g() — h(x) = g'() — K (@)

(Malle, 2016: 31; Bleier, 2016: 44)

Beweis

F1(0) = (g + B)'(x) = lim,_,, L@ _

Z—X

[9(2)+h(2)]-[g(x)+h(x)]

=lim,_, g =
. 9(@)-gx)+h(@)—h(x) _ ;. 9(@2)—g(x)+h(z)—h(x)
= lim,_,, . =lim,_, . =
. 9(2)—g(x) | h(z)-h(x)
= llmz_}x [ zZ—X + Z—X

9@2)-gXx)
Z—X

Wenn jetzt z gegen x strebt, dann strebt gegen g'(x) und analog

h(z)—h(x)
z—x

gegen h'(x). Der obenstehende Ausdruck in den eckigen Klammern
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strebt dann gegen g’ (x) + h'(x) und somit gilt, dass:
fx) =g(x) +h(x) = f'(x) = g'(x) + h'(x) ist.

(vgl.: Koth, 2010/11: 11)

Bei der Summenregel werden die einzelnen Summanden differenziert und wieder als
Summe angeschrieben. Dies funktioniert auch mit mehreren Summanden. Der Beweis

l&sst sich analog fur mehrere Summanden und fiir f(x) = g(x) — h(x)fuhren.
Satz Produktregel

L) =ulx) xv(x) = f'(x) =u'(x) *v(x) + ulx) *v'(x)“
(Malle, 2016: 84)
Beweis

Um die Produktregel zu beweisen wird der Ausgangsausdruck in die Formel
f@)—f(x)
zZ—X

eingesetzt. Man erhalt ”(Z)*”(Z;:Z(x)*”(x). Fur die weiteren Schritte

addiert man zum Z&ahler Null, wenn auch etwas anders angeschrieben:
—u(x)v(z) + u(z)v(x). Somit bleibt der Wert unverandert, aber der Ausdruck

kann umgeformt werden.

[@70) _ w@w@ uv@u@ve) @ g rch herausheben kommt man
Z—X zZ—X
u(z)—u(x)]xv(2)+u(x)*[v(z)-v(x)] _ ulz)-ux) + 1(2) + u(x) * v(z)—v(x)
z-x T z—x z-x

auf: [
Der Limes von

u@-ul) _ 17 (x) und der Limes von v(z)%z(x) = v'(x). Somit kommt man auf:

Z—X z

u(z)—u(x) v(z)-v(x) _
z-x

f'(x)= limz_m% = lim,_,, * v(z) + lim,_, u(x) *
=u'(x) * v(x) + ulx) + v'(x).

Um ein Produkt abzuleiten wird der erste Faktor differenziert und mit dem zweiten
unverdnderten Faktor multipliziert. Dies summiert man dann mit dem Produkt aus dem

ersten unveranderten Faktor und dem zweiten differenziertem Faktor.

(vgl.: Malle, 2016: 84)
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Satz Quotientenregel

(X)) = % = f'(x) == (x)*”([i)(;;gx)*”'(x) firallev # 0

(Malle, 2016: 85)

Beweis

YY)  SD-2D
Fir den Beweis verwenden wir =—x—- = 2z v

und um damit weiter rechnen

Z—X Z—X
zu konnen ein gemeinsamer Nenner der Briiche im Nenner gebildet

u(z2)*v(x)—ulx)*v(z)
v(z)*v(x)

— WD) U@ Kar Nenner wird nun, wie auch schon beim
z—x v(2)*v(x)*(z—x)

Beweis der Produktregel mit erweitert mit: —u(x) * v(x) + u(x) * v(x) = 0.
u(2)*v () —u(x)*v(x)+ulx) xv(x)—ulx) *v(z) kann man dann

v(2)*v(x)*(z—x)
1 N [u(z)—u(x)
v(z)v(x)
F1(x) = lim F(@)—fx) _ u' (x)*v(x)-ulx)v' (x)
= . =

zZ—x [v(x)]?

Diesen Ausdruck

umformen: * v(x) — u(x) * %;(x)] und somit ergibt sich:

zZ—X

(vgl.: Koth, 2010/11: 41)

Um einen Bruch zu differenzierten wird im Nenner der Faktor aus dem Nenner der
Ursprungsfunktion abgeleitet und mit dem ursprunglichen Zéhler multipliziert. Davon
wird das Produkt aus dem urspriinglicheren Nenner und dem abgeleiteten Zéhler der
Ursprungsfunktion abgezogen. Dividiert wird dies dann durch das Quadrat des

ursprunglichen Zahlers.
Satz Kettenregel
L) =ulv®) = f/(x) =u'(vx) *v'(x)"
(Malle, 2016: 93)
Beweis

Zu aller erst wird das die betrachtete Funktion f(x) in den Differenzenquotient

eingesetzt und man bekommt: UW@)-u@) nHieser Ausdruck wird erweitert mit
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—ZZ;:ZEQ = 1. Somit kann man diesen Ausdruck folgendermafen geschickt

u@w@)-uwk)  v@-v)
v(z)-v(x) zZ—x

Ausdruck, wenn man davon den Grenzwert bildet v'(x) ergeben wird. Beim

und sofort erkennen, dass der zweite

anschreiben:

ersten Bruch kann man v(z) = v und v(x) = x schreiben und somit
ist %}tm Der Limes dieses Ausdrucks ware dann: u’(x). Wenn man dann
wieder rickeinsetzt ergibt das u'(v(x)). Somit kann man schreiben:

fl(x) — limz_)x f@)-fx) — u((2))-u@x)) % v(z)-v(x) — ul(v(x)) % vl(x)

zZ—X v(z)—v(x) zZ—X

(vgl.: Malle, 2016: 93)

Der oben genannte Beweis ist so nicht korrekt, da der Ausdruck v(z) — v(x) Null sein
konnte. Deshalb wéahlt man eine Folge z,, mit z,, # x Vn und z,, = x und unterscheidet

drei Falle:

Fall 1: mitv(z,) # v(x)Vn = N

Der obige Beweis zeigt, dass

u(w(zp))—u@x)) / ’
EEE— (w(x) *v'(x)

Fall 2: mitv(z,) = v(x)Vn = N

MO _ L, = () = 0

u(w(zy))—u(x)) _ ’ _
BEEP— =0->0=>wov)(x)=0

(wev) (x) =0=0x*u'(vx)) =v'(x)=u{wk)

Fall 3: es wird die Folge in zwei Teilfolgen zerlegt und es trifft entweder Fall 1

oder Fall 2 zu.
(vgl.: Raith, mindliche, 15.11.2018)

Bei der Kettenregel wird u’(v(x)) auRere Ableitung genannt, hierbei wird der
gesamte Ausdruck abgeleitet, und v'(x) die Innere Ableitung, hier wird nur der
innere Teil abgeleitet. Das Produkt dieser beiden ist das Ergebnis der

Kettenregel.
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(vgl.: Malle, 2016: 93)

Satz Ableitung von Umkehrfunktionen

., Ist g die stetige Umkehrfunktion einer stetigen reellen Funktion £, dann gilt:

1 (13
fr(g(x)

g'(x) =
(Malle, 2016: 97)

Beweis

Man setzt y = f(x) und t = f(z) weiters x = g(y) und z = g(t). Nun kann

man sagen, dass sich z genau dann unbegrenzt x naher, wenn sich t unbegrenzt

x nahert. Somit kann man schreiben:

gi)-gly) _

g'(y) = lim,_,, o =lim, f(z%;(x) diesen Ausdruck kann man weiter

t

. 1 1 1
umformen auf: lim,_,, 7= = Wenn man nun y durch x
zZ—X

10 f190)

1
fr(gx)’

ersetzt bekommt man: g'(x) =

(vgl.: Malle, 2016: 97)

Satz Ableitungsregel flir Exponentialfunktionen

(1) ”f(x) =eX = f’(x) =X«

(2).,f(x) =a* = f'(x) = a* xIna (wobeia € R*,a # 1)"
(Malle, 2016: 89)
Beweis
1)

Eingesetzt in die Definition der Ableitung, wobei hier z — x = h und flr

z = h + x eingesetzt wird. Somit ergibt sich lim;,_,, f(h++_f(x) Die e*

eXxeh—eX

. Durch herausgeben e* ergibt siche® * =

Funktion hier eingesetzt

h_q
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h_
Der Limes des Ausdrucks eTl geht gegen 1 ().

fht+x)—f(x) _
- =

Somit erhdlt man: f'(x) = ff”& e*x1=e”*

(vgl.: Koth, 2010/22: 53)

(*) Um diesen Beweis so durchfuhren zu kdnnen muss noch gezeigt werden, dass

h_
;liné % = 1 ist. Hierzu setzt man y = e — 1 und durch umformen erhalt man,

dass h = In(y + 1) ist. Eingesetzt in den Anfangsausdruck ergibt,

dass lim =lim 5 = lim ;1 Der letzte Umformungsschritt
y—-0 In(y+1)  y-0 ;ln(y+1) y-0 In((y+1)7)

ist wegen der Logarithmusregel in x? = b In x méglich. Fiir weitere Schritte

n
greift man nun auf einen sehr bekannten Grenzwert, lim,, (1 + %) =e,

1
zuriick. Dadurch kann man erkennen, dass (y + 1) aus dem oberen Grenzwert

lim ;1 gleich e ist, wenn y gegen Null geht. Somit kann man, wegen der
Y20 in(r+1)%)

Grenzwertregeln schreiben: ! —.Und somit ist der Ausdruck in der
In(limy_o(y+1)¥)

Klammer im Bruch gleich e, weil wenn y gegen Null geht und y = % ist, dann

h_
geht n gegen Unendlich. Weil L =1 ist, ist lim<— = 1.
Ine h-0 h

(vgl.: Polar Pi, Advanced Calculus: Limit Proofs - Limit as h goes to zero of [e~h-1]/h:
2017)

Das oben Gezeigte ist jedoch nur eine Beweisidee und kein vollstdndiger Beweis, weil

n
nur mit einer konkreten Folge gearbeitete wird. Aus lim,_, (1 + %) = e folgt noch

LR

nicht, dass lim,,_,o+(1 + y)7 = e.

(2)

Weiters ist zu zeigen, dass die Ableitung der Funktion a* dieselbe Funktion Mal
den natdrlichen Logarithmus von a ist. Dazu verwendet many = a*.

Man kann schreiben a* = (e!°9%)* = ¢*!09@ Die Ableitung von a* ist gleich
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(a®)' = (e*'°9%)" und dies ist mit Anwendung der Kettenregel e*°9¢ x [og a.
Da wie oben geschrieben e* 9@ = g* ist, kann man schreiben:

(a*) = a* xloga.
(vgl.: Koth, 2010/11: 53)
Satz Ableitung einer Logarithmusfunktion

S =nx = f'(x) = i

Sf(x) =logax = f'(x) =

1
— (a#1)

x*l

(Malle, 2016: 97)
Beweis

(x) = In x ist die Umkehrfunktion von g(x) = e*. Somit kann die
f g

Umkehrregel angewendet werden und es gilt:
1 1 1 1

f'x) = @) ef® T glnx T ¥

(vgl.: Koth, 2010/11: 54; Malle, 2016: 97)

Beweis

loga x

Togyb Ist.

Bei diesem Beweis kann man sich der Regel bedienen, dass log, x =

e l 1 -
Somit ist: log, x = % = lnx *—. Aus dem ersten Beweis kann man dann

. . . 1 . ' 1.
schlieRen, dass die Ableitung von f(x) = Inx * — gleich f'(x) = — ist.

(vgl.: Koth, 2010/11: 54; Malle, 2016: 97)

Satz Potenzregel fur reelle Exponenten

., Fiir alle x € R* und alle r € R gilt:

f)=x"=f'(x)=rxx""

(Malle, 2016: 98)
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Beweis

Die Funktion x" kann auch als (e!**)" geschrieben werden, da diese beiden
Ausdrucke aquivalent sind. Mithilfe der Rechenregeln fur Potenzen wird der

zweite Ausdruck als e™!™* geschrieben. Des Weitern wird die Kettenregel

verwendet. Wir erhalten:f'(x) = e™*"* « £ Umgeformt ergibt dies weiter
x" x £ woraus durch Kiirzen r = x" 1.

Somit ergibt sich: f'(x) = r xx" 1.
(vgl: Malle, 2016: 98)

Bei der Ableitung einer Potenzfunktion wird der Exponent, natirlich oder reell, nach
vorne geschrieben und mit dem urspringlichen Ausdruck, bei welchem im Exponent

minus Eins gerechnet wurde multipliziert.

Satz Ableitung Sinus-,Cosinus- und Tangensfunktion
1), fx) =sinx = f'(x) =cosx"“
@), f(x)=cosx = f'(x) =—sinx*“

). f(x)=tanx = f'(x) = 1

cos?x

=1+tan®x"“

(Malle, 2016: 90-92)
(1) Ableitung Sinusfunktion
1. Beweis

Fir den Beweis der Ableitung einer Sinusfunktion nutzt man die Formel

f(x+h;—f(x) sin(x+h) —sin(x). von

, auch h-Methode genannt, und setzt in diese ein
diesem Ausdruck bildet man nun den Grenzwert und bekommt:
limy,_ SIn+M)=sin) byyreh erweitern mit Hilfe des ersten Additionstheorem

h

sinx cos h+cos x sin h—sinx

- . Diesen Ausdruck

bekommt man den Ausdruck limy,_,,

kann man durch geschicktes herausheben auch folgendesmalien schreiben:

cos sinh

. . h-1 . . . .
sinx limy_, —,— tcosx limy_, - Wenn man nun die Ausdrticke einzeln
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betrachtet ist limy,_,o <22 gleich Null und somit istsin x = 0 = 0. Der Limes

von h gegen Null von % ist gleich Eins und somit ist cos x * 1 = cos x. Das

ergibt: f(x) = sinx = f'(x) = cos x.

h sinh
h
0.1 0.9983341665
0.01 0.9999983333
0.0001 0.9999999983
0.000001 0.9999999999
0.0000001 1

Tabelle 1: Ableitung Sinusfunktion

(vgl.: ARTMath100, Ableitung von sin(x): 2012)

Beweis der Tabelle 2

Hier soll gezeigt werden, dass lim,,_,q ih = 1 ist. Dafiir betrachtet man in der

Abbildung 5 den sin h, den Kreisbogen h,den tan h und verschiedene von diesen

1
0

A, genannt 4;,, hat die Flache %sin h. Die Flache des Kreissegments, genannt

Grol3en abhangige Flachen. Die Flache des Dreiecks (8) ( ) und dem Punkt

Ly, ist% und die Flache des Dreiecks (8) , ((1)) und dem Punkt B, genannt 4,

betragt 2 tan h. Diesen Ausdruck kann man auch anders schreiben, da 1 tanh =

1 sinh
2 cosh

<-

h 1 h
. Offensichtlich ist nundg;,, < 25, < Aggn. Also ist = smh <-< Sin

2 cosh’

daraus ergibt sich durch umformen:cos h < % < 1. Wenn man nun den Limes

von h gegen Null bildet, geht Cosinus von h gegen 1. Der Limes von h gegen

Null von 1 ist ebenfalls eins und somit ergibt sich die Ungleichung

sinh

folgendermalien: 1 < llmh_,o < 1. Somit, kann man sehen, dass der

limp_o—— st yegen 1 geht.

(vgl.: MrYouMath, 1.Grenzwert sin(x)/x: 2012; Raith, mundlich: 29.11.2018)
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1.2 B

tarn(h)

sin{h)

1.2

Abbildung 5: Sin(h)/h

2. Beweis

In dem zweiten Beweis verwendet man wieder die Definition des

sin(x+h)—sin(x)

A jedoch wird die Regel des

Differentialquotienten: lim,,_,,

[’Hospital in diesem Fall nicht verwendet, weil dies vor allem in der Schule oft
nicht bekannt ist und hier zu einem Zirkelschluss fiihren wirde.

In diesem Fall wird h = 2k angenommen und eingesetzt:

sin(x+2k)—sin(x)
2k

limk—)O

Hier kann man dann ein Additionstheorem flir die Summe zweiter

- : - . . +y . x—
trigonometrischer Funktionen verwenden:sin x — siny = 2 cos =~ sin=>.

Angewandt in diesem Fall schaut der Grenzwert dann folgendermalien aus:

2 cos2XF2k (in2k (o) sink K
— Sin—- cos(x+k) sin sin

limy_o——2—=* = lim—————— = limcos(x + k) * lim =
k=0 2k k=0 k k>0 ( ) k-0 Kk

. Sink . Sinh . . .
= cos x * lim—— = cos x * lim ——. Nun kann man nun wieder, wie oben in
k-0 k h-0 h

der Tabelle kleine Werte fiir h einsetzten und kann somit schreiben:

. sin(x+h)-sin(x . sinh
f'(x) = llmhqo% = Ccosx *%lméT =cosx *1 = cosx.
-

(vgl.: ARTMath100, Ableitung von sin(x): 2012; Korntreff, 2014: 25ff)



Beweis Ableitung Cosinusfunktion

Fir den Beweis der Ableitung der Cosinusfunktion nutzt setzt man cos x gleich

sin(x + g). Wenn man nun die Ableitung von Cosinus berechnen will schreibt
man: cos x' = sin (x + E) = cos (x + E) = sin(x + m) = — sin x. Somit hat
2 2
man gezeigt, dass f(x) = cosx = f'(x) = —sinx ist.
(vgl.: Raith, mindlich, 15.11.2018)
Beweis Ableitung Tangensfunktion

Bei dem Beweis der Ableitung der Tangensfunktion nutzt man die Definition,
dass tanx = % ist. Des Weiteren greift man hier auf die Quotientenregel,

sowie die oben hergeleiteten Ableitungen von Sinus und Cosinus zuriick. Man
1

bekommt f'(x) =

cos?(x)’
cos?(x)+sin?(x) cos?(x) . sin?(x) .
Wenn man s w0520 T cosi(r) schreibt, kann man auf
in2
1+ j;’zz((’;)) kiirzen. Somit gilt wegen der Definition des Tangens auch

f'(x) =1+ tan?(x).
(vgl.: Jung, Ableitung tan(x), Trigonometrische Funktionen, Tangens, Ableiten: 2015)

Satz Ableitung der Quartwurzelfunktion
S =Vx = @) =55

(Malle, 2016: 92)
Beweis

Als erstes wird in die Formel des Differenzenquotient eingesetzt, somit ergibt

sich ﬂz;:ﬁ(x) = \E:f Den Nenner kann man auch als (vVz — vx) * (Vz + vx)

1

NN ist. Dieser

wodurch gekurzt werden kann und das Zwischenergebnis
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Ausdruck wird in die Definition des Differentialquotienten eingesetzt und er

[@=f) _ o 1 1
o M T o

ergibt sich: f'(x) = lim,_,,
(vgl.: Koth, 2010/11: 49)

4.2.5 Untersuchung von Funktionen

Bei der Untersuchung von Polynomfunktionen, auch Kurvendiskussion genannt,
werden die Eigenschaften einer Funktion mit Hilfe der verschiedenen Mdglichkeiten

der Differentialrechnung untersucht (vgl.: Bleier, 2016: 77).

Eine Funktion weist einem Intervall, oder Teilintervallen ihres Definitionsbereichs, ein
gewisses Monotonieverhalten auf. Dieses einheitliche Verhalten auf einem (Teil-)
Intervall nennt man Monotoniebereich. Die Funktion kann entweder (streng) monoton
steigend oder (streng) monoton fallend sein. Ist die Funktion in einem Intervall monoton
fallend so ist jeder Punkt, rechts vom Anfangspunkt der Funktionswert nicht groRer als
der Funktionswert des Ausgangspunktes. Analog funktioniert das bei monoton

steigenden Funktionen.
Definition Monotonie

, Es sei f: A — R eine reelle Funktion und M eine Teilmenge von A. die
Funktion f heif3t:

monoton steigend in M, wenn V x4, x, € M gilt:x; < x; = f(xq) < f(x3)
monoton fallend in M, wenn V x;,x, € M gilt: x; < x, = f(x1) = f(x3)

str. monoton steigend in M, wenn V x;,x, € M gilt: x; < x, = f(x1) < f(x3)

str. monoton fallend in M, wenn V x,, x, € M gilt: x; < x5, = f(x1) > f(x)“
(Malle, 2016: 40)
Definition Nullstelle

, Es sei f: A — R eine reelle Funktion. Eine Stelle « € A heil3t Nullstelle von f,

wenn f(a) =0.“
(Malle, 2016: 10)
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Eine Nullstelle einer Funktion ist also der x-Wert an welchem der y-Wert gleich Null

ist. Der Graph der untersuchten Funktion schneidet bei einer Nullstelle die x-Achse.
Jede Funktion kann auch mehrere Nullstellen besitzen und kénnten ermittelt werden in

dem die Funktionsgleichung gleich Null gesetzt und die Gleichung geldst wird. (vgl.:
Fokkens, Nullstelle einer Funktion: 2012) Jedoch kann einer Polynomfunktion von

Grad n nur maximal n Nullstellen besitzen. (Malle, 2016: 10)

IMullstelle
&

\
\

\

&

[

|
|
|
|
|

\ |
‘Lr-iullstelle ,"Nullstelle
&

3 4

'lr-z 2

RV

2

Abbildung 6: Nullstelle

Definition Maximum- und Minimumstellen

,Sei f:A = R eine reelle Funktion und M < A. Eine Stelle p € M heil3t

Maximumstelle von £ in M, wenn f(x) < f(p) furalle x € M.

Minimumstelle von f in M, wenn f(x) = f(p) fir alle x € M.
Extremstelle von f in M, wenn p eine Maximum- oder Minimumstelle von f in

M ist.”

(Malle, 2016: 41)
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Abbildung 6: lokales Extremum

Definition lokale Extremstelle

Sei f: A —» R eine Funktion und p € A.

Falls ein 6 > 0 existiert, sodass (p — 6,p + 6) € A und p ein Maximum von f
auf (p — 8,p + ), dann nennt man p ein lokales Maximum.

Falls ein 6 < 0 existiert, sodass (p — §,p + 6) € A und p ein Minimum von f
auf (p — 6,p + &), dann nennt man p ein lokales Minimum.

Man nennt p lokales Extremum, wenn es ein lokales Maximum oder ein lokales

Minimum ist.
(vgl.: Raith, mindlich: 18.10.2018)

Eine Extremstelle an einer Stelle p ist eine Stelle der Funktion an der sich das
Vorzeichen des Tangentenanstiegs andert. An diesem Punkt ist die Tangente parallel
zur x-Achse und die Steigung f'(p) = k = 0, dies ist eine notwenige Bedingung fiir
eine lokale Extremstelle. Die Funktion andert an dieser Stelle ihr Monotonieverhalten,
was als hinreichende Bedingung gilt. In der betrachteten Stelle p muss die Kriimmung
daher positiv oder negativ sein um sicherzugehen, dass ein Hoch- beziehungsweise

Tiefpunkt vorherrscht.
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Satz lokales Extremum

Wenn p ein lokales Extremum von f ist, dann ist f'(p) = 0.
(Raith, mundlich: 15.11.2018)
Satz Notwenige Bedingung flr lokale Extremstellen

., Eine lokale Maximumstelle liegt vor, wenn f'(p) = 0 und f"'(p) < 0 gilt.
Eine lokale Minimumstelle liegt vor, wenn f'(p) = 0 und f"'(p) > 0 gilt. “

(Bleier, 2016: 79)
Gegenbeispiel fir notwenige Bedingung fur lokale Extremstellen

Die Funktion f(x) = x* in dem Punkt (0|0) ein lokales Extremum. Es ist
jedoch nicht méglich mit der oben genannten Bedingung zu bestimmen ob es
eine Minimum- oder Maximumstelle ist, da "' (x) = 12x2 istund da f"'(0) = 0

ergibt.

Abbildung 7: Gegenbeispiel
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Satz Hinreichende Bedingung fur lokale Extremstellen

., Andert eine Polynomfunktion f ab der Stellen p das Monotonieverhalten, dann

ist p eine lokale Extremstelle von f.*

(Malle, 2016: 43)

-

Maximumptelle
i

\ /
| 3 4

|
i 3 [ = i ) V1 2
! \‘ryzimumstelle

-

| fgmc-dx+2 o

[

Abbildung 8: Minimum Maximum

Eine globale Maximum oder Minimum liegt in einem bestimmten Definitionsbereich
am Rand des

entweder an einem lokalen Maximum oder Minimum oder
Definitionsbereiches vor (vgl.: Bleier, 2016: 91). In der rechten Grafik kann man

erkennen, dass das globale Minimum der Funktion im D = [—3,2] im Punkt A liegt, da
dies der tiefste Punkt der Funktion in diesem Intervall ist. Der Punkt B jedoch ist kein
globales Maximum, da der Rand des Definitionsbereichs, also 2, hoher als der Punkt B

liegt. Daher ist B weiterhin ein lokales Maximum der Funktion.
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Abbildung 7: globales Extremum

Definition Terrassenpunkt/Sattelpunkt

., Eine Stelle p mit f'(p) = 0, an der sich das strenge Monotonieverhalten einer
Polynomfunktion nicht &ndert, heif3t Terrassenstelle von f oder Sattelstelle von
f. Der dazugehdorige Punkt auf dem Graphen von f heif8t Terrassenpunkt oder

Sattelpunkt.
(Malle, 2016: 47)

Dieser Sattelpunkt ist also eine Spezialform, ein kritischer Punkt, welcher gleich

berechnet wird wie ein Extrempunkt, jedoch auch ahnlich einem Wendepunkt ist.
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Abbildung 8: Sattelpunkt

Definition Krimmung

SeiM € Rund f: M — R eine Funktion. dann heif3t

konvex, falls Vx < y und vt € [0,1] giltf((l —t)x + ty) <A-t)f(x)+
tf(y)

strikt konvex, falls Vx < y und vt € [0,1] gilt f((1 — t)x + ty) <
1-0f(x) +tf ()

konkav, falls Vx < y und vt € [0,1] gilt f((1 — )x + ty) = (1 — ) f (x) +
tf(y)

strikt konkav, falls Vx < y und vt € [0,1] gilt f((1 — t)x + ty) >

1 -0f )+ ef ().
(Raith, 2014: 0.S.)

Aus dieser Definition des Krimmungsverhaltens kann man die ndchste Definition
ableiten, da an diesen Stellen, an welchen sich das Krimmungsverhalten dndert ein
Wendepunkt ist. Dieser Punkt wird fir Schulerinnen und Schiler oft durch das Beispiel
des Lenkens beim Auto deutlich gemacht. Wenn man von oben eine kurvige StraRe

betrachtet und man stellt sich vor, dass man diese StraRe mit dem Auto fahrt, ist genau
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da der Wendepunkt wo zwischen den zwei Kurven das Lenkrad genau wieder gerade

gerichtet wird.

Definition Wendestelle und Wendetangente
., Sei f: A — R eine reelle Funktion. Eine Stelle p € A hei3t Wendestelle von f,

wenn sich an der Stelle p das Krimmungsverhalten von f &ndert. Der Punkt
(p|f (p)) heiBt Wendepunkt des Graphen von f, die Tangente an den Graphen

in diesem Punkt heifit Wendetangente. **

(Malle, 2016: 52)

/

\ fll
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|
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|I ()= - 4 + 2
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Abbildung 9: Wendepunkt

An diesem Punkt (p|f(p)), dem Wendepunkt, beriihrt die Wendetangente den Graphen
der Funktion. An diesem Punkt wechselt die Funktion die Seite der Tangente, also in
der obenstehenden Grafik von links nach rechts. An dieser Stelle &ndert die zweite

Ableitung der Funktion f das Vorzeichen und daher muss f"'(p) = 0 sein (vgl.: Malle,

2016: 52).
Bei der oben zu sehenden Grafik ist dariiber hinaus noch zu erwéhnen, dass es mit

bloRem Auge oft kaum zu erkennen ist, wo genau sich der Wendepunkt befindet, da es,
wie in diesem Fall, so aussieht, als waren Funktion und Tangente ber einen langeren
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Abschnitt ident. Es ist folglich nicht eindeutig zu erkennen, wann genau die Funktion

die Seite der Tangente wechselt, beziehungsweise wo sich der Bertihrpunkt befindet.
Satz Notwenige Bedingung fur Wendestellen

Sei f:1 — R eine Funktion, wobei I € R ein Intervall ist und p ein innerer
Punkt von 1.

Falls p ein Wendepunkt von £ ist und f zweimal differenzierbar ist, dann gilt

f" () =0.
(vgl.: Malle, 2016: 52; Raith, mindlich: 03.01.2019)
Satz Hinreichende Bedingung fur Wendestellen

Sei f:1 — R eine Funktion, wobei I S R ein Intervall ist und p ein innerer
Punkt von I. Weiters sei f in p dreimal differenzierbar.
Falls f""(p) = 0und f"'(p) # 0, dann ist p ein Wendepunkt von f.

(vgl.: Malle, 2016: 52; Raith, mundlich: 03.01.2019)
Gegenbeispiel fur hinreichende Bedingung fur Wendestellen

Die Funktion f(x) = x5 in dem Punkt (0]0) eine Wendestelle. Die dritte
Ableitung der Funktion ist f""’(x) = 60x? ist und daher ergibt f'”'(0) = 0.
Somit ist mit einem Gegenbeispiel widerlegt, dass die oben genannte

., Hinreichende Bedingung “ auch notwendig ist.
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Abbildung 10: Gegenbeispiel Wendestelle

Bei dieser ,klassischen Kurvendiskussion® ermittelt man, mit den oben genannten
Maoglichkeiten, die Eigenschaften einer gegebenen Funktion. Daruber hinaus ist es aber
moglich mit gegebenen Eigenschaften eine passende Funktion zu finden. Das Suchen
nach einer geeigneten Funktion nennt man auch ,,umgekehrte Kurvendiskussion* oder
in vielen Schulbiichern auch Umkehraufgabe.

Mit den Hilfsmitteln der Analysis lassen sich die einzelnen Eigenschaften zu einem
grollen Ganzen zusammenfiigen. Wichtig ist bei einer Umkehraufgabe, dass ein Bogen
zwischen den einzelnen betrachteten Stellen bis zum Gesamtverhalten einer Funktion
gezogen wird (Greefrath, 2016: 191f).

Zum Beispiel finden diese Umkehr- und Modellbildungsaufgaben in physikalischen,
biologischen und wirtschaftlichen Vorgédngen Verwendung. Man waéhlt fir das
mathematische Modell einen passenden Funktionstyp und bestimmt mit Hilfe der

Zusatzinformationen und Eigenschaften den Term.
EinfUhrungsbeispiel fir Umkehraufgaben

Eine Polynomfunktion dritten Grades hat im Punkt E = (—2|3) ein lokales

Extremum und W = (—1|0) einen Wendepunkt. Ermittle die Funktion.
Zuerst wird eine Polynomfunktion 3. Grades allgemein angegeben.
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fx)=ax®+bx*>+cx+d

Danach alle benétigten Ableitungen dieser berechnet. In diesem Fall bendtigt man
wegen den Bedingungen (lokales Extremum, Wendestelle) die erste und zweite
Ableitung.

f'(x) =3ax?® + 2bx + ¢
f"(x) =6ax +2b

Im ndchsten Schritt werden mit allen gegebenen Bedingungen unabhangige
Gleichungen erstellt. Bei einer Polynomfunktion 3. Grades werden vier Gleichungen,
fiir alle vier Koeffizienten benétigt.

1. Gleichung + 2. Gleichung: Die Punkte E und W missen auf dem Graphen liegen.

3. Gleichung: Da Punkt E ein lokales Extremum ist, muss die erste Ableitung gleich

Null gesetzt werden.

4. Gleichung: Da Punkt W ein Wendepunkt ist, muss die zweite Ableitung gleich Null

gesetzte werden.

I f(=2)=3
11 fF(=1) =0
111 f1(=2)=0
v F'(=1) =0

In den folgenden Schritten muss dieses Gleichungssystem maglichst sinnvoll gel6st

werden.
I f(=2)=3 —8a+4b—2c+d=3
10 f(-1)=0 —a+b—-c+d=0
11 fl(=2)=0 12a—4b+c =0
v f'(=1)=0 —6a+2b=0=-3a+b=0
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b wird aus IV ausgedriickt, b = +3a, und in die anderen Gleichungen eingesetzt.

I —8a+4b+2c+d=3 4a—2c+d =3
I —a+b—-—c+d=0 2a—c+d=0
I 12a —4b+c =0 c=0
,»C* wird in die anderen Gleichungen eingesetzt.
I 4a—2c+d=3 4a+d =73
I 2a—c+d=0 2a+d=0

,,d* in einer der beiden Gleichungen ausgedriickt und wieder eingesetzt.

11 2a+d =0

I 4a+d =3

,»a wird wiederum eingesetzt. Dieses System wird fortgefiihrt bis alle Koeffizienten
berechnet sind. Die Ergebnisse werden in die allgemeine Funktionsgleichung einer

Polynomfunktion dritten Grades eingesetzt.

I 2a+d=0 d=-2x=—=d=-3

v —-3a+b=0

N|\©

3
b=+3a=>3*§=b=

Somit ist die gesuchte Funktion:

3 9
_2.3,2.2_
f(x)—zx +2x 3

(vgl.: Malle, 2016: 116f)
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Abbildung 11: Umkehraufgabe

4.2.6 Extremwertaufgaben

Bei einer Extremwertaufgabe handelt es sich um eine Anwendungsaufgabe im Bereich
der Differentialrechnung. Es wird untersucht unter welchen Bedingungen eine GroRe
einer Funktion moglichst klein oder groR wird. Zum Beispiel ist ein Schnittmuster auf
einer bestimmten Flache so anzuordnen, dass so wenig wie madglich Verschnitt entsteht
oder bei einer geplanten Route soll die Fahrzeit oder die Kilometeranzahl so gering wie
moglich sein (vgl.: Bleier, 2016: 124).

Hierbei kann bei vielen Beispielen das Folgende oder ein sehr &hnliches Schema
angewendet werden. Zu aller erst wird wenn mdoglich eine Skizze, Tabelle o.4.
beziiglich der Sachlage angefertigt, um das zu bearbeitende Problem besser verstehen
zu konnen.

Danach wird die Zielgrolie ermittelt und diese in Verbindung mit anderen Variablen als
Zielfunktion festgelegt.

Weiters wird eine oder mehrere Nebenbedingungen aus weiteren Angaben im Text
zusammengestellt. Diese wird soweit umgeformt, dass eine Variable, welche auch in
der Zielfunktion vorhanden ist, ausgedruckt wird.

Im ndchsten Schritt  wird die umgeformte Nebenbedingung/umgeformten

Nebenbedingungen in die Zielfunktion eingesetzt, sodass eine Funktion mit nur einer
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Variable entsteht. Fir diese Variablen muss dann der zuldssige Bereich bestimmt
werden.

Im néchsten Schritt wird die Funktion abgeleitet (nach den Regeln in 3.2.4) und diese 1.
Ableitung gleich Null gesetzt.

Die erhaltenen Werte missen nun mit den Randstellen des Definitionsbereichs
abgeglichen werden, ob sie auch im zul&ssigen Bereich liegen. (vgl.: Malle, 2016: 67;
Bleier, 2016: 124f).

1. Extremwertbeispiel: Einfihrungsbeispiel
Welches Rechteck mit dem Umfang u = 80 hat den grofiten Flacheninhalt?
ZielgrolRe ist in diesem Fall der Flacheninhalt A. Und die Zielfunktion ist
Alx,y) =xx*y

Gegeben sind darlber hinaus der Umfang des Rechtsecks und somit ist die

Nebenbedingung
80=2(x+y) =>40=x+y=>40—-y=x
Eingesetzt in die Zielfunktion ergibt das
A(y) = (40 — y) *y = 40y — y?

Der Definitionsbereich ist hier nur sinnvoll fur positive x und y, da eine negative L&nge

nicht moglich ist. Der Definitionsbereich umfasst somit (0 < y < 40).
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200

100

Alr) = 40> —2*

Abbildung 12: Extremwertaufgabe

Nun wird die Funktion abgeleitet und diese gleich Null gesetzt
A(y) =40y —y? = A'(y) =40 — 2y
Aly)=40-2y=0=20=y

Es ist dann A(20) = 400. Mithilfe der Untersuchung der Randwerte kann man

herausfinden, ob ein globales Minimum oder Maximum vorliegt.
A(y) = 40y — y?
A(0) =0;A(40) =0

Wenn keine der beiden Werte groRer beziehungsweise hoher der Maxima sind, ist die

Stelle y = 20 Maximum.

Somit handelt es sich hier wie gewinscht um ein Maximum. Nun wird y in die

Nebenbedingung eingesetzt und x berechnet.
80=2(x+y)=>40=x+20=>20=x

Somit ist ein Rechteck mit den Seitenlangen x = y = 20 am flachengrofiten.
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2. Extremwertbeispiel: Sektglas

Ein kegelférmiges Sektglas mit der Seitenkante s = 12¢m soll so gestaltet werden, dass

das Volumen maximal wird. Wie groR sind Radius und Hohe?

Die ZielgroRe ist in diesem Fall das Volumen des Sektglases und somit ist die

Zielfunktion
V(r,h) = %rzh

Gegeben ist dartiber hinaus noch die Seitenkantenldange s mit 12cm. Wobei man sich
hier mit einer vereinfachten Skizze helfen kann. Zweidimensional kann man einen
Kegel als gleichseitiges Dreieck darstellen und so mit Hilfe des Satzes von Pythagoras

die Nebenbedingung aufstellen.

Abbildung 13: Skizze Sektglas

r?2 + h? = 52

Umgeformt ergibt das:

Eingesetzt in die Zielfunktion ergibt sich daraus:
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V(h) = g(s2 — h?)h

144hm  h3m

Vi =—3 3

3

h
V(h) = 48hm — Tﬂ

Der Definitionsbereich ist nur fur positive h und r sinnvoll daher muss der

Definitionsbereich (0 < h < 12) sein.

FOO
500

500

300
200

100 i 4 hw— hiln
Gl = = ==
3 3

Abbildung 14: Funktion Sektglas

Dieser Ausdruck wird nun abgeleitet, gekirzt und gleich Null gesetzt damit man h

berechnen kann:
V'(h) = 48 — h®r

0 =48 — h®n|+ h?m i

h2 =48/
h=vV48 = h ~ 6.93

Hier mussen wiederum die Rénder Gberprift werden ob auch wirklich ein Maximum

vorliegt:
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3

h
V(h) = 48hr — Tﬂ

V(V48) = 32148 ~ 696.5
V() =0;V(12) =0

Hier sind beide nicht grol3er beziehungsweise nicht hoher als der errechnete Hochpunkt

und somit kann h in die Nebenbedingung eingesetzt und r berechnet werden.
r2=122-48 =96 = r =96 ~ 9.80
3. Extremwertbeispiel: abgebrochenes Glasstlick

Von einer rechteckigen Glasplatte ist eine Ecke abgebrochen. Aus dem Rest soll eine
Scheibe mdglichst groRer Flache geschnitten werden. Wie ist der Punkt P hierbei zu

wahlen?

Gl

30 Gilerre

Bl

Abbildung 15: Skizze Glasstiick
Zielgrofe ist in diesem Fall der Flacheninhalt A. Und die Zielfunktion ist
A(b,h) =b+*h

Um die Nebenbedingung zu formulieren bendtigt man mehrere Aspekte. Zum ersten ist

b = 80 — x und der Punkt P liegt auf der Geraden zwischen den Punkten (0[30) und
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(20]60), dadurch kann diese beschrieben werden mit g = (60 — 30): (20 —0) = 1.5
und h, = 30. Das h = 30 + 1.5x. Die Variable x kann nur die Werte zwischen 0 und

20 annehmen und somitist 0 < x < 20.

Somit wird b =80 —x und h = 30 + 1.5x in die Zielfunktion eingesetzt und diese

enthalt nur noch eine Variable.
A(x) = (80 — x) * (30 + 1.5%)
A(x) = 2400 — 30x + 120x — 1.5x2
A(x) = —1.5x2 + 90x + 2400
Diesen Ausdruck wird ableitet und gleich Null gesetzt
A'(x) =—-3x+90
0 = —3x + 90 |—90]: (—-3)
30=x

Der Wert x = 30 liegt nicht in dem genannten Intervall und somit missen die R&nder

des Definitionsbereichs betrachtet werden, um ein globales Maximum zu erhalten.
A(x) = —1.5x2 + 90x + 2400
A(0) = 2400; A(20) = 3600

Der gesuchte Punk ist P = (20]60).
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5 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Der Existenz und Eindeutigkeitssatz beschaftigt sich damit, ob iberhaupt eine Losung
fir eine Differentialgleichung existiert. Durch den Satz von Picard-Lindel6f und von
Peano lasst sich die lokale Ldsbarkeit von Anfangswertproblemen bei gewdhnlichen

Differentialrechnungen erster Ordnung beschreiben.

5.1 1.Proposition und Beweis der 1. Proposition

Es sei I ein Intervall und I° ein das Innere des Intervalls mit
I =[a,bl,[a,b),(a,b],(a,b) = I = (ab). D ist Teilmenge vonR", dann ist f
definiert als eine Funktionvon D x R nach R". Das Anfangswertproblem ist gleich

x = f(x,t) und x(ty) = x,.

Dieses Anfangswertproblem hat genau dann eine Losung wenn, mindestens ein Intervall

I € Rmitt, € I’ und eine Losung x: I — R” existiert.

1. Proposition

Die Funktion x ist Losung der Differentialgleichung x = f(x,t) und x(t,) = x, genau
dann, wenn x die Lésung der Integralgleichung x(t) = x, + ftto f(x(s),s) dsist.
Beweis der 1. Proposition

Wegen dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung ist die LOsung der

Differentialgleichung auch die der Integralgleichung.

Die Losung der Differentialgleichung ist x und es gilt, dass x stetig ist, weil x und f

stetig sind. Dann gilt nach dem Fundamentalsatz der Analysis, dass ftto f(x(s),s)ds =
ftt()x(s) ds = x(t) — x(tp). Der Ausdruck x(to) =x, und somit istx(t) = x, +

ft";f(x(s), s) ds.

x ist die Losung der Integralgleichung und wegen des Hauptsatzes gilt: x(t) = (x, +

f;;f(x(s),s) ds) dieser Ausdruck ist gleich 0+ f(x(t),t) = f(x(t),t). Folglich
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ist x(ty) = xo + ftf)"f(x(s),s) ds = x,, da das Integral von f(x(s),s) von t, nach t,

gleich Null ist.
Definition:

Sei I € R ein Intervall und D < R" eine Teilmenge. f: D X I - R" eine Funktion

(f (x, £)).

Die Funktion f ist Lipschitz-stetig in x, falls es eine Lipschitz-Konstante L, fur welche
man immer L > 0 annehmen kann, Element aus den reellen Zahlen gibt, sodass fiir alle

t € Iund furalle x,y € D gilt: |f(x,t) — f(y,t)| < L|x — y|.

(Raith, 2015/16: 42f)

5.2 Satz: Existenz- und Eindeutigkeit

Es sei t, ein Element der reellen Zahlen, x, Element aus R" und a und b groRer als
Null. Es sei eine Funktion mit f:B(xy,b) X [t, — a,ty +a] » R” die stetig und
Lipschitz-stetig in x ist. Weiters sei M > 0 so, dass der Betrag von f(x,t) kleiner
gleich M ist fur alle x aus der Menge B und fur alle ¢t aus dem oben genannten Intervall.
Man definiert nun ein « :== min{a, %}. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion
x:[to—a,to+a] > R™ mit x(ty) =x, und x(t) = f(x(t),t) fur alle tdes
Intervalls (t, — a,ty + @). Des Weitern gilt dann, dass der Betrag von x(t) minus x
kleiner gleich M|t — t,| fur alle t aus dem geschlossenen Intervall [t, — a,t, + a].

Dartiber hinaus gilt dann, dass x(t) der Menge B(x,,b) fur wiederum alle ¢ der

abgeschlossenen Menge ist.

Falls die Funktion Lipschitz-stetig ist, dann gibt es lokal eindeutig bestimmte Ldsungen

der Differentialgleichung.

(Raith, 2015/16: 46)
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5.3 Beweis: Existenz- und Eindeutigkeit

Fur den Beweis, welcher nun in finf Schritten vollzogen wird, definiert man eine

Lipschitz-Konstante mit L > 0.
Schritt 1:

Sei t; Element aus dem Intervall (t, — @, ty + @) und x; Element von R", sodass der
Betrag von x; — x, Kleiner gleich M|t; — t,| ist. Man wahlt B := min{a — |t; —
to|.2—1L}- AnschlieRend definiert man A als die Menge aller stetigen Funktionen von
[ty — B, t; + B] in die Kugel B(x;, b — M|t; — to|) mit der Eigenschaft, dass x(t;) =
xq, also A:=C([ty — B, t1 + B], B(xy, b — M|ty — to]); x(t,) = x1). A ist beziiglich

der Unendlichnorm ein vollstandiger metrischer Raum.
Definiere Tx(¢) = x, + ft"; F(x(s),s)ds furt € [t; — B, t; + B).

Nun kann man drei Behauptungen formulieren, welche in den kommenden Schritten
bewiesen werden massen.

@) T:-A—- A

(2 furalleyy,y, € A:ITy1 = Tyzlle < 511 — y2llo

(3) furallet €[ty — B, t; + B]: [Tx(t) — x1| < M|t — t4]

Als erstes beschéftigt man sich mit der Behauptung (3). Sei t € [t; — B, t; + B]. Nach
der Definition ist|Tx(t) — x| = fttl f(x(s),s)ds. Der Betrag von f(x(s),s) ist

Kleiner gleich M und somit ist |Tx(t) — x;| < M|t — t;| und die Behauptung (3) ist

somit gezeigt.

Um Behauptung (1) zu zeigen, sieht man, dass Tx(t,) = x,. Fur alle t aus dem Intervall
[t; — B, t; + B] kann man sagen, dass der Betrag von Tx(t) — x; Kleiner gleich M|t —
t,| ist. Der Ausdruck |t — t,]| ist wiederum kleiner gleich g und Kkleiner gleich @ — |t; —
to|. Daraus ergibt sich, dass b — M|t; — to| groBer gleich|Tx(t) — x;| ist und somit

wurde gezeigt, dass Tx aus A ist.
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Seien y;,y, €A und t € [t; —B,t; + ]. Der Betrag von Ty, — Ty, ist gleich
. F01(),9) = FOa(s), N ds|.  Es ist|[) 1f(a(),9) = f(72(s), 9)lds| <
Lly;:(s) —y,(s)| und wiederum |y;(s) — y,(s)| < |ly; — ¥2ll. Durch Integrieren
erhalt man daher, dass |Ty;(t) — Ty,(t)] < LIt — t;] * [y — V2lleo < %Ilyl — Vollo
fur beliebige t. Daraus ergibt sich, dass die Unendlichnorm von Ty; — Ty, kleiner

gleich %Ilyl — ¥4l ist und somit ist auch die Behauptung (2) gezeigt.

Schritt 2:

Der Integralgenerator T ist eine Kontraktion auf einem vollstdndigen metrischen Raum

A und nach dem Banach’schen-Fixpunkt-Satz hat T daher eine eindeutigen Fixpunkt x.
Es gqilt also: x(t) =Tx(t) =x; + f:l f(x(s),s)ds, somit ist x LoOsung der

Integralgleichung. Deshalb hat die Integralgleichung auf dem Intervall [¢t; — B8, t; + B]
eine eindeutige LAsung.

Schritt 3:

Fur t, und x, wenden wir den zweiten Schritt an und erhalten eine Losung der
Integralgleichung auf [ty — B, ty + B]. Falls § = a sind wir hier bereits fertig. Sonst ist
B < a und wir wenden wiederum den zweiten Schritt auf t, + £ und auf x(t, + ),
sowie auf t,—pf und x(t,—pf) an. Wir erhalten damit eine Losung der
Integralgleichung auf dem Intervall [t, — a, ty, + a] falls @ < 2 (in diesem Fall sind
wir hier fertig) oder auf [t, — 2f3,t, + 23] falls « > 2. Durch Induktion erhalten wir
so nf < a und eine Losung der Integralgleichung auf [t, —np,ty, + nf]. Nachdem
sicher irgendwann nf > a wird, erhalten wir eine Losung der Integralgleichung auf

dem Intervall [t, — a, ty + .
Schritt 4:

Laut dem dritten Schritt gibt es eine Losung x der Integralgleichung auf [t, — a, t, +

«]. Nach der Proposition ist dies zugleich auch Losung der Differentialgleichung.
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Schritt 5:

Indirekt wird angenommen, dass es ein x und ein y gibt die beide Losungen der
Differentialgleichung sind, und dass x ungleich y ist. Weil x # y gilt, gibt es ein t mit
x(t) ist ungleich y(t). Weil x(t,) = xq = yo = y(to) ist, kann t groRer oder kleiner t,
gelten. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kdnnen wir t > t, annehmen und dann
ist A:={t € (ty, to+ a]:x(t) # y(t)} nicht leer und nach unten beschréankt. Dann
besitzt A ein Infimum und man setzt t; := infA.

Nun sind x und y stetig und deshalb gilt jetzt x(t;) = y(t,), weil sich x und y sonst in
einer Umgebung von t; unterscheiden wirden. Da aber t; das Infimum der Punkte an
der sich x und y unterscheiden ist, ergibt sich hier ein Wiederspruch.

Setzt man nun x; == x(t;)(= y(t1)) und B := min {a —|t; — tol,i} > 0 gibt es nach
dem 2. Schritt eine eindeutige Losung der Integralgleichung auf [t; — B,t; + B]. Weil x
und y Losungen der Differentialgleichung sind, sind sie, laut Proposition, auch

Losungen der Integralgleichung und missen daher Gberall im Intervall gleich sein.

Nach Definition von t; gibt es ein t Element aus (t,, t; + 8) mit x(t) # y(t) und daher

haben wir hier einen Wiederspruch und die Losung ist eindeutig.

(Raith, 2015/16: 47ff)

5.4 2. Proposition und Beweis der 2. Proposition

2. Proposition:

Seien ty, xo, a und b wie in Satz 5.2. Weiter sei D eine Obermenge der abgeschlossenen
Kugel B mit dem Radis b, D 2 B(x,, b), offen und I 2 [t, — a,t, + a] ein offenes
Intervall. Falls f auf D x I stetig differenzierbar ist, dann ist f Lipschitz-stetig auf

E(Xo,b) X [to - a,to + a].

Beweis der 2. Proposition

Setze C := B(xy,b) X [to —a,to +alund L :=r max{|% (x, t)| ((x,t) € C}.
k
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Seij €{1,..,r}, seien x,y € B und seiens,t € [ty — a,ty + a]. Setzte nun g(u) =
filx +uly —x),t + u(s —t)).

g:[0,1] —» R daraus ergibt sich durch den Mittelwertsatz, dass es ein ¢ aus (0,1) gibt
mit £;(y,5) = f;(x,t) = g(1) = g(0) = g(€)(1 - 0) = df; + (% _ 7). Daraus folgt,

dass der Betrag von f;(y,s) — f;(x, t) kleiner gleich é |(y,s) — (x,t)].

Der Betrag von f(y,s)—f(x,t) ist gleich 2\/2§=1|jj-(y,s)—]§-(x,t)|2. Es st

lfi(v, ) = fi(x, t)|2kleiner gleich Lr—zl(y,s) — (x,0)|? woraus sich X7_,|fj(y,s) —
fi(x, t)|2 < LT—Z |(y,s) — (x,t)]? < L?|(y,s) — (x,t)|? ergibt. Zieht man die Wurzel, so

erhalt man [f(y,s) — f(x,t)| < L|(y,s) — (x,t)| und die Proposition ist gezeigt.

(Raith, 2015/16: 45)

5.5 Gegenbeispiel: Existenz- und Eindeutigkeitssatz

2
Als Beispiel kann man Funktion x = 3x3 mit x(0) = 0 heranziehen. Die Ldsungen

x,(t) =0 und x,(t) = t3 sind beides Losungen dieser Differentialgleichung, weil
2 2
x,(0) =0 und x,(t) = 0 =303 = 3= x,(t)3, sowie x,(0) =0 und x,(t) = 3t3 =
2 2
3(t3)s = 3x,(t)s. In diesem Fall gibt es keine eindeutige Losung der

2
Differentialgleichung, deshalb kann auch die Funktion 3x3 nicht Lipschitz-stetig sein,

weil es sonst eine eindeutige Losung geben misste.

(Raith, 2015/16: 47)

5.6 Trennung der Variable

Im Kapitel 5.3 wurde bewiesen, dass unter gewissen \oraussetzungen eine
Differentialgleichung lokal eine eindeutige LOsung besitzt. Eine maogliche
Losungsmethode fir Differentialgleichungen wurde in diesem Kapitel jedoch noch
nicht behandelt. Neben der Methode der Trennung der Variable gibt es viele weitere
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Madglichkeiten und Methoden Differentialgleichungen zu l6sen, jedoch wird diese

besonders haufig verwendet.

Wie der Name bereits verrat kann man, salopp formuliert, sagen, dass man die "x" auf

die eine Seite und die "t" auf die andere Seite bringt und dadurch die Variablen trennt.

Exakt formuliert formt man die Differentialgleichung zu f;(x) - x = f,(t) um. Nun
bestimmt man eine Stammfunktion F;(x) von f;(x) und eine weiter Stammfunktion
F,(t) von f,(t). Es gilt also F;(x)" = f,(x) und F,(t) = f,(t). Die Lésung erhalt man
dann dadurch, dass F;(x(t)) gleich F,(t) + c ist, sofern die Voraussetzungen des

Existenz- und Eindeutigkeitssatzes erfullt sind.
Beweis

Wir leiten die Gleichung F,(t) + ¢ = F;(x(t)) ab. Es ist (F,(t) + ¢) = f,(t), und
wegen der Kettenregel gilt: (Fy(x(8))) = F{(x(®)) - %(t) = fi(x(t)) - x(t). Somit
ist f,(t) = f1(x(t)) - x(t) und unsere Differentialgleichung ist erfillt.

(vgl.: Raith, miindlich: 05.12.2018)

5.7 Beispiel Bakterienwachstum

Die Bakterienanzahl zum Zeitpunkt t sei gleich x(t). In einem einfachen Modell ist die

Zunahme der Bakterien proportional zur Bakterienzahl.

Also x(t) = ax(t). Es handelt sich hier um eine Differentialgleichung. Diese I6sen wir,

wir im Kapitel 5.6 beschrieben mit der Methode der Trennung der Variable.

Also g = a. Es ist fidx =Inx und [ a dt = at. Deshalb istInx(t) = at + ¢. Dieser

Ausdruck umgeformt ergibt: x(t) = e€e. Wenn wir nun ¢ = e€ setzten und dieses c
in die Gleichung einsetzten erhalten wir: x(t) = ¢ - e%. Setzt man nun ¢ = 0, erhalt

man x(0) = c, also die Anfangspopulation. Daher sind mehrere Félle zu betrachten:

Falls a < 0, dann ist der Limes von t nach 400 von x(t) gleich Null, also die

Bakterienkultur stirbt aus.
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Falls a > 0, dann ist der Limes von t nach 4+co von x(t) gleich +co. Die Population

kdnnte unbegrenzt wachsen.

Falls a = 0, ein sehr unwahrscheinlicher Fall, erhalt man, dass x(t) = x(0)Vt. Somit

ware die Population konstant.

Ein besseres, beziehungsweise verbessertes Modell, ware das Modell des logistischen
Wachstums, bei welchem der Zuwachs, zum Beispiel einer Bakterienpopulation
proportional zum Produkt aus dem aktuellen Bestand und der noch freien Kapazitét,
verlauft. Die freie Kapazitat wird durch die Differenz zwischen der Obergrenze und der
bestehenden Population berechnet. (vgl.: Engel, 2010: 154)

Beschrieben werden kann das Modell mit dieser Differentialgleichung: x(t) = ax(t) -
(M — x(t)), wobei hier das M fur das Maximum der Population steht. Dieses Aufgabe

wird ebenfalls mit der Trennung der Variable gelost.

x 1

Somit ist = a. Um den Ausdruck [ zu berechnen, machen wir eine
x(M—x) x(M—x)
Partialbruchzerlegung, also setzen wir =§+i, daraus ergibt sich durch
x(M-x) x x-M

erweitern, herausheben und umformen, wenn man beachtet, dass x — M = —(M — x)

-1 (A+B)x—MA
" xe(x=M)  x-(x=M)

ist Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich A+ B =0

und (—MA) = —1, also weil man, dass A=$ und B=—% ist. Deshalb

. 1 1,1 1 1 1 1
blstfx_(M_x) dx =—[—dx—— [—dx=+In(x) ——In(M —x), wenn  man

annimmt, dass 0 < x(t) < M ist.

1
x(M—x)

Wegen der Rechenregel fir den Logarithmus ergibt sich [ dxzilnx—

ZIn(M — x) = =In——. Weiters istf a dt = at, also ist —In—— = at + ¢ und durch
M M M-x M M-x

umformen ergibt sich lnﬁzMat+M5. Weiertes Umformen fihrt auf x(1+

MeMé Mat

eMceMat) = MeMceMat woraus man x = erhalt. Kiirzt man hier eMceMat,

1+eMEeMllt
M —M& . .
so kommt man auf x = ———=——. Setzt man nun ¢ := e~M¢, so ergibt sich

1+e-Mtp—Mat

x(t) =

1 + ce Mat
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Nachdem a > 0 und M > 0 sind, gilt lim,_, ., e "3 = 0. Deshalb ist

lim x(t) =M

t—>+o
Es stellt sich also nach ,,langer Zeit* die Bevolkerungszahl M ein.

(vgl.: Raith, mindlich: 05.12.2018)
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6 Schulblcher

Im kommenden Kapitel werde ich mich mit der Beschreibung und dem Vergleich von
Schulblchern beschaftigen. Zu aller erst werde ich drei Schulbiicher heranziehen,
welche vor allem im AHS-Bereich weit verbreitet sind und mich in meiner

mathematischen Laufbahn teilweise begleitet haben.

Die Werke ,,Mathematik verstehen wurden unter anderem von Professoren und
Professorinnen der Universitat Wien geschrieben, deren verschiedenste Vorlesungen
und Prufungen ich besuchen durfte. Dadurch wurden diese Biicher immer wieder als

Anschauungsmaterial herangezogen.

Die Buchreihe ,.Dimensionen Mathematik®“ war mein verwendetes Lehrbuch in der
Oberstufe im Gymnasium. Seit dieser Zeit wurden viele Anderungen, vor allem in

Hinblick ,,neue Matura‘, vorgenommen, die dieses Buch grundlegend veréndert haben.

Die Werke ,,Thema Mathematik* sind ebenfalls weit verbreitet und auch einige meiner
Nachhilfeschilerinnen und -schiler arbeiteten mit diesen Buchern in der Schule. Die
Auflage fur die 7. Klasse ist die dlteste der angeflihrten Blicher, da die letzte Neuauflage

2012 erschienen ist.

Bei allen dreien wird das Hauptaugenmerk auf die Exemplare der 7. Klasse gelegt, da
vor allem in dieser Stufe das Thema Differentialrechnung behandelt wird. Als Ausblick
werden zusétzlich noch kurz den Inhalt des Buches der 8. Klassen betrachtet.

Dartiber hinaus werde ich noch eine Buchreihe heranziehen, welche speziell fir die
HTL entwickelt wurde und diese genauer beschreiben. Weiters werde ich sie mit den
oben genannten Biichern im Hinblick auf die hier behandelte Thematik vergleichen und

auf die inhaltlichen Unterschiede eingehen.

Zum Schluss werde ich meine personliche Meinung zu den Werken dufRern und Vor-

und Nachteile der jeweiligen Biicher beleuchten.
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6.1 Mathematik verstehen

Im Buch ,,Mathematik verstehen 7¢ wird bereits im Inhaltsverzeichnis sichtbar, dass die
Differentialrechnung einen Schwerpunkt in der 7. Klasse AHS darstellt. Das
Inhaltsverzeichnis ist in verschiedene Kapitel unterteilt, die wiederum viele
Unterkapitel ~ beinhalten.  Diese  Uberkapitel  sind:  Grundbegriffe  der
Differentialrechnung, Untersuchen von Polynomfunktionen, Untersuchen weiterer

Funktionen und Exaktifizierung Differentialrechnung.

Malle | Woschitz | Koth | Salzger

Mathematik
verstehen

Abbildung 16: Mathematik verstehen 7 Cover
(Malle, 2016: Cover)

Auf der ersten Seite des Buches gibt es eine ,,Erklarung zum Buch®, die auf Symbole,
Farben und Aufz&hlungszeichen hinweist und spater im Buch von Bedeutung sind.

Jedes neue GrolRkapitel im Buch wird farblich durch einen dicken dunkelblauen Balken
gekennzeichnet, in welchem die Beschriftung und Uberschrift geschrieben stehen.
Darunter sind die Grundkompetenzen aufgelistet, die in diesem Kapitel erlernt werden
sollen. Hier wird zwischen den Grundkompetenzen, die fir die zentrale Reifeprifung
unverzichtbar sind (dunkelblaues Aufzéhlungszeichen) und den Grundkompetenzen, die
in Hinblick auf den Lehrplan erforderlich sind (hellblaues Aufzahlungszeichen),
unterschieden.
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Die Unteriberschriften sind wieder in dunkelblauen Balken geschrieben (siehe
Abbildung 18). Diese sind jedoch schmaler als die der groBen Uberschriften. Am
oberen Rand der Seiten steht, in welchem Kapitel man sich gerade befindet. Am Ende
des jeweiligen Grol3kapitels gibt es hellblau hinterlegte Kontrollseiten, die sich in
Grundwissen und Grundkompetenzen gliedern (siehe Abbildung 17). Diese Aufgaben
kdnnen unterschiedlich gestaltet sein und von Wissensfragen Uber Typ-1-Beispielen bis
hin zu herkdmmlichen Rechenaufgaben reichen. Am Ende des Buches gibt es einen
Anhang mit dem Titel ,,Selbstkontrolle*. Hier sind Beispielsammlungen zu allen
behandelten Themengebieten zu findet. Fur jedes Grolikapitel gibt es eine Seite mit

zehn Multiple-Choice Aufgaben, die zur Uberpriifung des Erlernten dienen sollen.

2.6 Kontrolle: Grundwissen und Grundkompetenzen

® 2101 a) Wieist die mittlere Geschwindigkeit in einem Zeitintervall [t,; t7] definiert?
b) Wie ist die Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt t definiert?

®m 2102 1) Wieist der Differenzenquotient einer Funktion f in einem Intervall [a; b] definiert?
2) Wie ist der Differentialquotient einer Funktion f an einer Stelle x definiert?

®m 2103 a) Wie kann man einen Differenzenquotienten noch nennen?
b) Wie kann man einen Differentialquotienten noch nennen?

®m 2104 Was sagt das Vorzeichen des Differenzenquotienten aus?

m 2105 Nenne aulermathematische Beispiele fiir mittlere Anderungsraten bzw. Anderungsraten an
einer Stelle!
® 2106 a) Gibeinen Funktionstyp an, bei dem der Differenzenquotient in jedem Intervall den gleichen

Wert hat! Begriinde!

b) Gib einen Funktionstyp an, bei dem der Differentialquotient an jeder Stelle den gleichen Wert
hat!

¢) Bei welchen Funktionen hat der Differenzenquotient in jedem Intervall das gleiche Vorzeichen?
Begriinde!

a) Was versteht man unter einer Sekantenfunktion? Wie hangt ein Differenzenquotient mit
einer Sekantenfunktion zusammen?

Wie ist eine Tangente an einen Funktionsgraphen definiert? Durch welche Uberlegung kommt
man zu dieser Definition?

Abbildung 17: Mathematik verstehen 7 Grundwissen
(Malle, 2016: 37)

Da die meisten Unterkapitel ahnlich aufgebaut sind, ziehe ich exemplarisch eines heran.
Als Musterbeispiel nutze ich ein Unterkapitel, welches sich dem Thema
Differenzenquotient und Differentialquotient widmet, und mit Hilfe von vorgerechneten
Geschwindigkeitsbeispielen, Definitionen von Differential- und Differenzenquotient
und Aufgaben untermalt wird. Die durchgerechneten Beispiele sind grin hinterlegt und
die Definitionen und Séatze gelb (siehe Abbildung 18). Somit hat man beim
Durchblittern sofort einen Uberblick. Sind Beweise zu den Satzen angefiihrt, stehen

diese unmittelbar unter den gelben Kaé&stchen. Die Aufgaben sind haufig in
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Grundkompetenz-Aufgaben und Vertiefungs-Aufgaben geteilt. Dariiber hinaus wird
gekennzeichnet, wenn Technologieeinsatz sinnvoll oder sogar notwendig ist oder
welche Beispiele als Partner-Ubungen gedacht sind. Damit man sofort sieht, dass auch
Aufgaben angefiihrt sind, ist die jeweilige Uberschrift mit einem griinen Balken
hinterlegt (siehe Abbildung 18). Bei einigen Beispielen sind bereits Skizzen angefiihrt

oder es sind andere passende Bilder neben Aufgaben gedruckt.

chten eine Polynomfunktion f, zum Beispiel £() =x°+ 2~ 5x+7

2.5 Hdhere Ableitungen

1 Es sei f eine reelle Funktion. Man bezeichnet

= die Funktion f’ als erste Ableitung von f,
= die Funktion f”= (') als zweite Ableitung von f,
= die Funktion = (f")" als dritte Ableitung von f.

Beispiel:  Es sei s: t — s(t) eine Zeit-Ort-Funktion.
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t: v(t) = s'(t)
> des Ortes zum Zeitpunkt t

Die Geschwindigkeit ist die Anderung

Sie gibt an, wie schnell sich der Ort zui unkt t dndert
Beschleu
Die B
bzw, ingsrate der Anderungsrate des O
Sieg ie schnell sich die Geschwindigkeit z
Aufgaben Grundkompetenzen
2.95 Berechne f'(x) und f'(x)!
a) fx)=x+3 0 f)=x"=x"+3x’+2 &) f(x)=x(x=Nx+1)
b) f()=5x2+x d) f(x)=x"—x*+3x f) fO)=x—1Dx+2)

2.96 Berechne f'(x) und f“(x)!

a) f=ax+b b) f(x)=ax’+bx’+cx+d o f=ax"+a, _x""+..+ax +ax+a

Abbildung 18: Beispielseite Mathematik verstehen 7
(Malle, 2016: 36)

Bei einigen Kapiteln gibt es Informationen uber die historische Entwicklung dieses
Themas oder verschiedene Anwendungsgebiete, die ber den Schulstoff hinausgehen.
Die Uberschriften zu diesen Themen sind mit einem weinroten Balken hinterlegt und

heben sich farblich von den anderen Seiten ab (siehe Abbildung 19).
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George BERKELEY
(1685-1753)

Abbildung 19: Mathematik verstehen 7 historisches
(Malle, 2016:114)

Im Buch der 8. Klasse ist im Inhaltsverzeichnis ein Kapitel mit der Uberschrift
,Differenzen- und Differentialgleichungen* zu finden, welches sich nur iiber einige
wenige Seiten erstreckt. Hier werden die Grundlagen der Differenzen- und
Differentialgleichungen anhand von linearen und exponentiellen Wachstums- und
Abnahmeprozessen beschrieben. Dariiber hinaus werden in dem Kapitel ,,Vernetzte
Systeme und deren Entwicklung“ die im Lehrplan geforderten Wirkungs- und

Flussdiagramme behandelt.

(vgl.: Malle, 2016: Mathematik verstehen 7; Malle, 2016: Mathematik verstehen 8)

6.2 Dimensionen Mathematik

Auch im Buch ,,.Dimensionen Mathematik 7 nimmt das Thema Differentialrechnung
einen Schwerpunkt ein. Alle dreizehn zu behandelnden Unterkapitel sind im

Inhaltsverzeichnis unter den grofRen Abschnitt Differentialrechnung zusammengefasst.

Auf der ersten Seite des Buches wird als direkter Brief an die Schiilerinnen und Schiler
erklart, wie das Buch aufgebaut ist. Es werden alle Farben, Symbole und andere

wichtigen Punkte, die bei der Verwendung des Buches wichtig sind, beschrieben.
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E.DORNER @

Abbildung 20: Dimensionen Mathematik 7 Cover
(Bleier, 2016: Cover)

Die Grollkapitel im Buch werden nicht farblich hinterlegt sondern nur groRer
geschrieben. Die Unterkapitel sind dann von eins bis dreizehn durchnummeriert und

ebenfalls nicht farblich hervorgehoben.

Beispielhaft ziehe ich die zwei Abschnitte Differenzenquotient und Differentialquotient
heran. In ,,Dimensionen Mathematik 7 sind diese zwei Themengebiete eigene Kapitel.
Das Unterkapitel beginnt mit einer Auflistung erforderlicher Kenntnisse und direkt
darunter sind die Grundkompetenzen formuliert, die in hellem Grun hinterlegt sind
(siehe Abbildung 21).

Wenn bei Schillerinnen und Schilern bereits an ein bestimmtes Vorwissen angeknlpft
werden sollte, wird dieses noch einmal zusammenfassend erklart und mit
Ubungsbeispielen untermauert. Ein greller gelb-orangener Balken lésst dieses Thema
»Vorwissen™ erkennen (siehe Abbildung 21). Ein dunkler griiner Balken ldsst ,,Neues
Wissen™ erkennen. Darunter sind Erkldarungen, vorgerechnete Beispiele, Definitionen
und Ubungsaufgaben gesammelt. Durchgerechnete Beispiele sind griin, Definitionen,
Satze und Zusammenfassungen sind gelb hinterlegt. Einige Symbole bringen daruber
hinaus noch mehr Struktur und Uberblick. Ein Brillensymbol weist auf einen Lesetext
hin. Manche Beispiele sind mit einem roten ,,GK*, fiir Grundkompetenzen, mit blauen

»Typ 2 Aufgaben* oder einer Eule gekennzeichnet, was auf sehr knifflige Aufgaben
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schlieen l&sst. Potentielle Gruppenarbeiten sind mit zwei oder mehreren Smileys
markiert und ein moglicher Technologieeinsatz wird ebenfalls mit einem Symbol
versehen (siehe Abbildung 21).

2 Differenzenquotient

Du hast bereits bei verschiedenen Fu i die mittlere 9! mit dem
Differenzenquotienten berechnet

Du wiederholst und vertiefst folgende Grundkompetenzen:

© Absolute und relative (prozentuelle) AnderungsmaBe unterscheiden und angemes-
sen verwenden

© Differenzenquotient im Kontext deuten und entsprechende Sachverhalte durch Dif-
ferenzenquotienten beschreiben

GO Der Differenzenquotient (die mittlere Anderungsrate) j{ - w ist das Verhiltnis
der ung der te f(b) - f(a) zur Anderung der Arg b-a im
betrachteten Intervall [a; b]

Er kann auch als mittlere g der i pro i aufge-
fasst werden und ist ein MaB dafiir, wie stark sich eine Funktion im betrachteten Intervall
indert

45 || Berechnet die mittlere Anderungsrate der Funktion im angegebenen Intervall
(1) f(x)=3x2-2,[-2;4] (2) fix)=4,[-4-1] (3) f(x)=2%[0;3]

() f(x)=ex, [1; 2] (5) fx) =sin(x), [-m; =]~ (6) f(x) = cos(x), [5; 3

GO Geometrische Deutung des Differenzenquotienten 4 1(x) .
Die Sekante ist eine Gerade, die durch mindestens
zwei voneinander verschiedene Punkte einer Kurve
(eines Funktionsgraphen) geht. fb) - a)
. A
: X

Die Steigung k der Sekante des Funktionsgra- —f—‘—
phen durch die Punkte Ala|f(a)) und B(b|f(b)) |
entspricht dem Differenzenquotient oder der
Ay _ f(b) - f{a)

=

mittleren Anderungsrate: k = ‘i.— o

46 || Berechne die Gleichung der Sekante s|A(0]f(0)); B (2|f(2))] des Graphen der Funk-
tion f(x) = x2

Abbildung 21: Beispielseite Dimensionen Mathematik 7
(Bleier, 2016: 25)

Am Ende des GrolRkapitels Differentialrechnung befindet sich ein mehrseitiger

Kompetenzcheck mit verschiedenen Typ 1 und Typ 2 Aufgaben.

Im Buch ,Dimensionen Mathematik 8“ ist die Differenzialrechnung im
Inhaltsverzeichnis unter dem Titel ,,Dynamische Systeme und Prozesse*
wiederzufinden. Neben Diagrammen, wie Fluss- und Wirkungsdiagrammen, steht hier
vor allem das Bilden von Modellen mit Differenzen- und Differentialgleichungen im

Fokus.

(vgl.: Bleier, 2016: Dimensionen Mathematik 7; Bleier, 2017: Dimensionen
Mathematik 8)
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6.3 Thema Mathematik

Abbildung 22: Thema Mathematik 7 Cover
(Brand, 2012: Cover)

Im Buch ,,Thema Mathematik 7 ist im Inhaltsverzeichnis die Differentialrechnung in
drei Kapitel geteilt. Zwischen diesen Differentialrechnungskapitel,
,Differentialrechnung  Grundlagen®, ,Differentialrechnung Eigenschaften von
Funktion* und ,,Anwendung der Differentialrechnung® sind andere zu bearbeitende
Themengebiete. Die jeweiligen Differentialrechnungskapitel sind wiederum in
Unterpunkte  gegliedert. In den Grundlagen werden Differenzen- und
Differentialquotient, Differenzierbarkeit und Stetigkeit sowie verschiedenste
Ableitungsmethoden bearbeitet. Bei den Eigenschaften steht vor allem die
Untersuchung von Funktionen im Fokus. Schwerpunkt des dritten Teils sind
Extremwertaufgaben. Dariber hinaus werden Anwendungen in der Wirtschaft und die
Regel von de I’'Hospital bearbeitet. Diese Themen sind in anderen Schulbiichern
géanzlich vernachlassigt. Grundsatzlich geht die Erarbeitung und Verwendung von de
I’Hospital iiber den Schulstoff deutlich hinaus. Deswegen ist dies bereits im
Inhaltsverzeichnis mit einem roten E gekennzeichnet, welches bedeutet, dass diese

Themen eher flr Realgymnasien geeignet sind oder als Erganzungsstoff dienen.
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Noch vor dem Inhaltsverzeichnis werden Symbole und Farben erklért, die spater flr die

Nutzung des Buches von Bedeutung sind.

Jede Uberschrift zu einem GroRkapitel ist mit lila hinterlegt und startet mit einer
Mindmap, die den Inhalt dieses Kapitels grafisch strukturiert darstellt (siehe Abbildung
23).

Differentialrechnung -
Grundlagen

leina Veranderungen der unabhangigen Variable auf den
enquotienten zum Differentialquotienten Gber. Du
- Zugange

wwwww

Dffereraonquotient
yy  niftere Hndenngiate
7 Sckanten-

Differentialuotient

¥, tomenfare Anderangsiate

Ablﬂi‘"ﬂ ginAiL Emkﬁon /

fte W02 — Diferenialrechnung
SEr A

Hihere Ableitungen

\f: y3
\
\

\Fré1" / /
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N /'//

T o
f(go) {lgavg®

Abbildung 23: Thema Mathematik 7 Mind-Map
(Brand, 2012: 37)

Die Unterkapitel sind nummeriert und beginnen mit der Definition von essentiellen
Variablen oder anderen wichtige Informationen. Die Definitionen sind in gelb
hinterlegten Késtchen angefihrt und auch durchgerechnet Beispiele sind grafisch
hervorgehoben. Immer wieder sind Grundkompetenzen formuliert, welche farblich
hervorgehoben werden. Bei manchen Aufgaben steht ein Symbol mit ,,GK“ wenn diese
Aufgaben zur Entwicklung der mathematischen Grundkompetenzen dienen und den
Aufbau des notigen Grundwissens fordern. Es sind viele Aufgaben vorhanden, die
farblich nach Schwierigkeit von grundlegenden Uber weiterfiihrende bis anspruchsvolle
Beispiele markiert sind. Kurz vor Ende jedes Grol3kapitels gibt es einen Aufgabenpool
mit vermischten Aufgaben und ein Kapitel mit dem Namen ,,Sprache der Mathematik®,
in welchem der Fokus vor allem auf der richtigen Anwendung der Fachsprache der
Mathematik liegt. Den Abschluss bilden eine Kapitelcheckliste, die darauf hinweist,

welche Kompetenzen bereits beherrscht werden sollten. Ein Abschnitt unter dem Titel
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,Teste dein Wissen mit unterschiedlichsten Typ 1-Augaben dient der

Selbstuberprifung.

Bei manchen Kapiteln bietet das Buch ,Thema Mathematik® sogenannte
,Themenseiten an, welche Zusatzinformation und gelegentlich dazu passende

Musterbeispiele beinhalten.

Exemplarisch ziehe ich das Kapitel Gber den Differentialquotienten heran. In diesem
Buch wird dieser anhand von drei verschiedenen Zugangen erklart. Zuerst wird der
Differentialquotient als Tangentenproblem, dann als Momentangeschwindigkeit und
anschlieRend als momentane Anderungsrate beschrieben. Unter jedem dieser Themen
werden Grundvorstellungen aufgelistet die zum Verstdndnis des jeweiligen Zugangs
dienen sollen. Dariiber hinaus wird jede Idee mit Hilfe von Definitionen, Bemerkungen
und Ubungsaufgaben untermalt. Sind erganzende Hinweise angefiihrt, werden diese in
helllila hinterlegt.

Am Ende des Unterkapitels gibt es keinen gemeinsamen Aufgabenpool. Die Beispiele
sind unmittelbar unter den jeweiligen Erklarungen und mit verschiedenen Symbolen
bezeichnet. Bei moglichen Gruppenarbeiten mit einem Emoji mit mehreren Personen

und bei sinnvollem Technologieeinsatz mit einem Computersymbol.

In der Ausgabe fur die 8. Klasse sind Differenzen- und Differentialgleichungen ein
kleiner Teil des Kapitels ,,Dynamische Prozesse*. Zusétzlich zu den Definitionen dieser
Gleichungen und die Anwendung auf Wachstums- und Abnahmeprozesse, sowie
wichtigen Diagrammen, bilden ,,Losung von Differentialgleichungen durch Trennung
der Variablen* und ,,Numerisches Losen von Differentialgleichungen® eigene Kapitel,

welche jedoch mit dem bereits beschriebenen ,,roten E*“ gekennzeichnet sind.

(vgl.: Brand, 2012: Thema Mathematik 7; Brand, 2013: Thema Mathematik 8)

6.4 Mathematik HTL

Die Buchreihe ,,Mathematik HTL* ist speziell fur die mathematische Ausbildung an der
HTL Kkonzipiert. Wie bereits im 2. Kapitel ,Lehrpldne* beschrieben, nimmt die
Differentialrechnung in einer hoheren technischen Lehranstalt einen groRReren und auch
anwendungsorientierteren Stellenwert ein.
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Bereits in der 2. Klasse HTL kommt das Thema Differentialgleichungen im Schulbuch
unter den Titeln ,,Modellieren von Wachstum durch lineare Differentialgleichungen
erster Ordnung* und  ,Modellieren  von Wachstum durch andere
Differentialgleichungen™ vor. Schilerinnen und Schiler lernen bereits hier

Differentialgleichungen erster und héherer Ordnung zu lgsen.

<

Mathematik

Abbildung 24: Mathematik HTL 3 Cover
(Pauer, 2013: Cover)

Im Buch Mathematik HTL 3 ist das zweite Thema im Inhaltsverzeichnis direkt mit der
Uberschrift Differentialrechnung betitelt, welches wiederum in ,,Differentialrechnung
fiir Polynomfunktionen®, ,,Ableitung und Ableitungsregeln®, ,,Erste Anwendungen®,
»Zweite Ableitung und quadratische Néherung®“ und ,,Numerische Berechnung von
Nullstellen” gegliedert ist. In diesem Lehrbuch der 3. Klasse werden vor allem Bereiche
behandelt, die auch Schilerinnen und Schiler in der 7. Klasse AHS kennen lernen.
Schwerpunkte sind Differenzenquotient, Differentialquotient, Ableitungsregeln und
verschiedene Anwendungen. Dieses Exemplar der 3. Klasse werde ich nun verwenden,

um den Aufbau genauer zu beschreiben.

Zu Beginn ist die Struktur des Buches sehr genau erklart, damit sich Schulerinnen und

Schuler gut orientieren kdnnen.
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Die durchnummerierten Unteruberschriften sind grin hinterlegt. An allererster Stelle
werden die Kompetenzen, die in diesem Abschnitt erworben werden, aufgelistet. Diese
Kompetenzen sind blau hervorgehoben. Wichtige Satze und Definitionen sind in Gelb
hinterlegten Ké&stchen geschrieben. In ebenfalls blauen Ké&stchen befinden sich
Musteraufgaben, die als Orientierung fir Schilerinnen und Schuler dienen. Darunter
befinden sich viele verschiedene Aufgaben fir die Vorbereitung auf die neue
standardisierte Reifeprifung. Wie auch in den anderen Biichern sind Aufgaben bei
denen Technologieeinsatz oder Partner- und Gruppenarbeiten winschenswert sind mit
einem Symbol versehen. Zusétzlich ist jedem Beispiel die Handlungskompetenz der
Bildungsstandards, gekennzeichnet mit einem Buchstaben, voran gestellt. Die Erklarung
zu den Buchstaben in Form einer Standardmatrix der Handlungskompetenzen findet
man auf der letzten Seite des Buches. Einigen Erklarungen oder Beispielen sind
hilfreiche Tipps angefligt, die zum besseren Verstandnis dienen sollen.
Jedes Unterkapitel schlielft mit eine Seite unter dem Titel ,,Was habe ich in diesem
Abschnitt gelernt?. Hier sind wichtige Beispiele zu finden, die eine Selbstkontrolle
ermoglichen. Zum Ende jedes Grol3kapitels schlieBen die Autoren mit einer
Zusammenfassung der wichtigsten Punkte, die im jeweiligen Abschnitt behandelt
wurden und bieten eine Aufgabensammlung mit dem Namen ,,Zusammenfassende

Aufgaben® (siehe Abbildung 25).

Zusammenfassung
Differenzen- Fiir eine Funktion f und ein Intervall [a; z], das im Definitionsbereich von f enthalten ist, nennen
quotient wir die Zahl

f(z)—f(a)

Z—a
den Differenzenquotienten von f oder die mittlere Anderungsrate von f in [a; z].
Der Differenzenquotient ist die Steigung der Geraden durch die Punkte (alf(a)) und (z|f(z)) des
Graphen von f.

differenzierbare Eine Funktion f: M — R heifdt in a € M differenzierbar, wenn der Grenzwert der Differenzen-
Funktion quotienten

. f(2)—f@)
I|m?

z—a

von f in [a; z] (wenn a <z ist) bzw. [z; a] (wenn a > z ist) fiir z gegen a existiert.

Abbildung 25: Mathematik HTL 3 Zusammenfassung
(Pauer, 2013: 129)

Das Exemplar fir die 4. und 5. Klasse ist in einem Buch zusammengefasst und
beinhaltet ebenfalls Differentialrechnungsthemen. Im Inhaltsverzeichnis sind folgende

Themen aufgelistet: ,Lineare Differentialgleichungen der Ordnung 1, ,Lineare
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Differentialgleichungen der Ordnung 2 mit konstanten Koeffizienten®, ,,Einige andere
Differentialgleichungen®, ,,Uneigentliche Integrale”, ,,Laplace-Transformation und
,Numerische Losung von Anfangswertproblemen®. Hier kann man deutlich erkennen,
dass ein Schwerpunkt der Differentialrechnung in einer héheren technischen Lehranstalt
auf der Behandlung von Differentialgleichungen liegt. Der zu behandelnde Inhalt geht
weit Uber den Lehrplan der AHS hinaus. Themen wie ,,uneigentliche Integrale* und
,Laplace-Transformationen“ sind unter anderem Materie fur Universitatsvorlesungen

und werden hier schon in der 4. oder 5. Klasse HT L behandelt.

(vgl.: Pauer, 2013: Mathematik HTL 2; Pauer, 2013 Mathematik HTL 3; Pauer, 2014:
Mathematik HTL 4/5)

6.5 Vergleich und personliche Meinung

Alle betrachteten Bucher haben meiner Meinung nach ihre Vor- aber auch Nachteile.
Da jedoch die Buchreihe fur die HTL wegen der schulspezifischen Verwendung und
des anderen Lehrplans kaum mit den anderen zu vergleichen ist, werde ich mich zuerst

auf die drei ersten Biicher beziehen und spéter erst auf ,,Mathematik HTL* eingehen.

In ,,Mathematik verstehen* finde ich vor allem die farbliche Ubersicht mit den dunklen
Balken fiir die GroRkapitel-Uberschriften und die griin hinterlegten durchgerechneten
Musterbeispiele positiv. Die vorgerechneten Ubungsbeispiele sind fiir Schiilerinnen und
Schiler meiner Meinung nach besonders wichtig, damit sie eine bessere Vorstellung
bezlglich verschiedener Losungswege erlangen und auch Strukturierungsmoglichkeiten
vorgezeigt bekommen. Erfolgversprechend finde ich auch, dass alle Aufgabenformate
fur die Matura integriert sind. In diesem Buch werden oft mathematische Hintergriinde,
Herleitungen und Beweise, wie zum Beispiel bei den Ableitungen verschiedenster
Funktion, aufgezeigt. Als angehende Lehrperson finde ich dies gut, kann mir aber
vorstellen, dass es bei viele Schilerinnen und Schillern Verwirrung auslést und es im
Regelunterricht wenig Zeit fir solche Vertiefungen gibt. Die Struktur im
Inhaltsverzeichnis und auch die Abfolge der Themen finde ich verwirrend. Ich wirde es
besser finden, wenn es ein groRes Thema Differentialrechnung gabe, welches alle
Unterkapitel dieser Thematik beinhaltet.
Vor allem fiir Schulen mit mathematischem Schwerpunkt oder fiir Lehrpersonen, die
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ein besonderes Augenmerk auf mathematische Hintergrundinformation legen, ist dieses
Buch sehr zu empfehlen.

Als gewinnbringend erachte ich Kapitel mit historischem Hintergrund und
Zusatzinformationen. Fur Gruppenarbeiten kénnen diese zum Beispiel von grofiem
Nutzen sein. Besser platziert wéren diese jedoch am Anfang des Kapitels, um einen

lockeren Einstieg in das Thema zu ermdglichen.

Im Buch ,,Dimensionen Mathematik“ ist meiner Meinung nach vor allem das
Inhaltsverzeichnis und die Abfolge der Themen vorteilhaft, da diese einen roten Faden
durch die Thematik Differentialrechnung bilden. Hier sind die durchgerechneten
Vorzeigebeispiele paddagogisch sehr wertvoll fur die Schilerinnen und Schiller. Besser
gefallen wiirde mir, wenn die Uberschriften, wie in ,Mathematik verstehen“ farblich
hervorgehoben waren, um sich sofort einen Uberblick verschaffen zu kénnen. Auch in
diesem Buch sind alle wichtigen S&tze und Definitionen vorhanden, aber die Beweise
und Herleitungen fehlen zum Grofiteil. Zielfihrend wére das Angebot einiger
essentieller Herleitungen und Beweise im Buch.

Der mehrseitige Kompentenzcheck am Ende jedes GroRRkapitels gefallt mir sehr gut, da
die Schulerinnen und Schiler ihr Wissen noch einmal selbst tberprifen kénnen. Diese
Aufgaben sind dartiber hinaus der neuen Matura angepasst und Kklar in Typ 1 und Typ 2
Beispiele gegliedert.

Aus meiner Sicht besonders sinvoll finde ich die mit Brillen gekennzeichneten Stellen,
die kleine ,,Lesetexte* und Beschreibungen markieren. Diese kurzen Texte sind sehr
hilfreich fir das Verstandnis der Inhalte. Dieses Buch ist inhaltlich weniger Gberladen
und darum fir viele Schiillerinnen und Schuler tbersichtlicher.

Die erste Seite des Buches empfinde ich als sehr gut und personlich, da sie direkt an die
Schilerinnen und Schiiler gerichtet ist und Informationen (ber das Buch enthélt.
Besonders motivierend finde ich, dass am Ende dieser Seite die Autorinnen und

Autoren des Buches den Lernenden viel Erfolg fur das Schuljahr wiinschen.

Bei ,,Thema Mathematik 7 mdochte ich vor allem der Schuss der jeweiligen Kapitel
hervorheben, da durch die verschiedensten Kontrollseiten ein sehr breites Spektrum des
mathematischen Wissens Uberprift werden kann. Ein gutes Beispiel dafir ist der

Abschnitt ,,Sprache der Mathematik®, welcher vor allem auf die korrekte Verwendung
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des mathematischen Sprachgebrauchs abzielt. Die Kompetenzen des Beschreibens,
Formulierens, Erklarens und Vergleichens werden auch in der neuen Reifeprifung
immer mehr gefordert. Gerade deswegen ist meiner Meinung nach das Uben dieser

mathematischen Formulierungen wichtig.

In allen Biichern sind sehr viele Ubungsbeispiele und Aufgaben vorhanden. Die meisten
sind an die neue standardisierte Reifepriifung angepasst. Immer wieder wird auf einen
sinnvollen Technologieeinsatz und Partner- oder Gruppenarbeiten hingewiesen, wobei
dies im Buch , Thema Mathematik am wenigstens vorkommt. In ,,Mathematik
verstehen und ,Dimensionen Mathematik sind Grundkompetenz-  und
Vertiefungsaufgaben klar markiert. Im dritten Exemplar sind die Beispiele eher durch
aufsteigenden Schwierigkeitsgrad gekennzeichnet, was sich aber leicht auf die
Definition fir Grundkompetenz- und Vertiefungsaufgaben ummunzen l&sst. Der
,»Wissenscheck® in allen Biichern gibt einen schénen Uberblick (iber das Gelernte und

das eigene Konnen.

In den Bichern fir die 8. Klasse wird das Thema Differentialgleichungen in den
Exemplaren ,,Mathematik verstehen und ,,.Dimensionen Mathematik* nur kurz durch
Wachstums- und Abnahmeprozesse angeschnitten und sonst kaum berihrt. In ,,Thema

Mathematik* ist diese Materie etwas umfangreicher behandelt.

Bezliglich der graphischen Struktur liegt fir mich ,,Mathematik verstechen® an der
Spitze. Durch die unterschiedlichen Farben und das klare Kennzeichnen von
Uberschriften, Grundkompetenzen und Ubungsbeispiele, hat man sofort einen
Uberblick im Buch. Bei der inhaltlichen Struktur finde ich das Exemplar ,,.Dimensionen
Mathematik*“ bezuglich der Differentialrechnung am Ubersichtlichsten. Die
Themengebiete werden in einer, fir mich sinnvollen Reihenfolge, er- und abgearbeitet.
Zuerst wird der Grenzwert und die Stetigkeit, dann Differenzen- und
Differentialquotient, anschlielend alle Ableitungsregeln und hohere Ableitungen,
weiters die Funktionsuntersuchung, dann Umkehraufgaben und abschlielend erst
Extremwerte behandelt.

Im Gegensatz dazu werden in den anderen Biichern die Kapitel nicht so Klar strukturiert
und aufgebaut. Zum Beispiel wird in ,Mathematik verstehen im ersten Kapitel
,»Grundbegriffe der Differentialrechnung™ bereits Ableitung einer konstanten Funktion
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sowie Summen- und Differenzenregel behandelt. Im darauffolgenden Kapitel werden
Monotonie, Extremstellen, Wendepunkte und Extremwertaufgaben erarbeitet. Erst im
Kapitel ,,Untersuchungen weiterer Funktionen® werden Produkt-, Quotienten und
Kettenregel,  Ableitungen  von  Exponential-,  Sinus-,  Cosinus-  sowie
Logarithmusfunktionen besprochen. Im Buch ,,Thema Mathematik* werden zwischen
den bereits aufgeteilten Differentialrechnungskapitel noch zusétzliche Themen, wie
komplexe Zahlen oder Kegelschnitte und die Kugel eingefligt. Diese Reihenfolge ist flr
mich im Gegensatz zu der klaren Struktur im Buch ,,Dimensionen Mathematik* sehr

fragwardig.

Gesondert erwdhnen mochte ich die Buchreihe ,Mathematik HTL®, da sich ein
Vergleich wegen des unterschiedlichen Lehrplanes und Schultyps als schwierig erweist.
Lediglich die graphische Struktur kann mit den anderen drei Blchern verglichen
werden. ,,Mathematik verstehen* und ,,Mathematik HTL* dhneln sich im Aufbau und
der Struktur stark. Dies lasst sich mdglicherweise mit dem gleichen Herausgeber
erklaren. Als Orientierungshilfe empfinde ich das Inhaltsverzeichnis zu Beginn eines
neuen Grol3kapitels. Dartber hinaus gefallt mir die Auflistung der Kompetenzen, die die
Lernenden in diesem Kapitel erwerben sollen, sehr gut.

Im Buch der 3. Klasse sind die Differenzenquotient, Differentialquotient und
Ableitungsregeln ein ausfuhrlich behandeltes Thema, jedoch stehen in diesen Biichern
klar die Differentialgleichungen im Vordergrund. Verwunderlich finde ich, dass keine
Beweise fur Ableitungsregeln angegeben sind, obwohl sonst auf die Thematik der

Differentialrechnung viel genauer eingegangen wird.

AbschlieRend kann man sagen, dass alle vorgestellten Biicher ihre Daseinsberechtigung
haben und fur jede Schilerin, jeden Schuler, aber auch jede Lehrerin und jeden Lehrer
etwas Passendes dabei ist. Die Autorinnen und Autoren beziehungsweise Verlage
bemihen sich fiir jeden Lern- und Lehrtyp das geeignete Format zur Verfiigung zu
stellen und bieten Gber die klassischen Schulbiicher hinaus, ein breites Spektrum an
Zusatzmaterialien sowohl in Buchform als auch im Internet. Es gibt Ldsungshefte,
Technologie-Tipps-Hefte oder auch Maturatrainingsbiicher, welche zur Ubung und als
Vertiefung sowohl fir Schilerinnen und Schiiler als auch fur Lehrkrafte hilfreich sein

konnen. Somit wird ermdglicht, dass die Schilerinnen und Schiler einen
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kompetenzorientierten und abwechslungsreichen Unterricht genieen konnen und
bestmdglich auf die neue standardisierte Reifeprifung vorbereitet werden. Die Verlage
bedienen sich aller, fur den Unterricht relevanten, neuen Medien und bieten zum
Beispiel dynamische Arbeitsblatter auf beigelegten CDs und weiterfuhrende Beispiele
auf ihren Internetseiten. Flr Lehrkrafte gibt es dartiber hinaus digitale Unterstiitzung in

Form von Beamer und Whiteboard-Versionen der Lernmaterialien.
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