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1. Einleitung

Die rasche Globalisierung der wirtschaftlichen Prozesse und das Streben nach positiven
Vergiitungen in Form von Profiten drdngen Unternehmen weltweit neue
Managementstrategien kontinuierlich zu ergriinden und zu implementieren, welche
ihnen die Maximierung der Einnahmen bzw. die Minimierung der entstandenen Kosten
ermdglichen. Unternehmen lagern beispielsweise ihre Produktionsstitten in Lander mit
relativ  betrachtet  niedrigeren = Lohnniveaus aus und optimieren ihre
Verwaltungsprozesse im Inland, um das erstrebte Vorhaben zu erreichen. In diesem
Kontext ist die zielgerechte mathematische Optimierung des wirtschaftlichen Handelns
fiir die Uberlebenschancen der Unternehmen in dem eingebetteten Umfeld von enormer

Relevanz.

Der Wissenszweig, der sich mit der oben exemplarisch angedeuteten Problematik
befasst, ist in den Wirtschaftswissenschaften unter Operations Research bekannt.
Operations Research ist das Wissensgebiet, welches praxisnahe, komplexe Sachverhalte
im Rahmen eines Planungsprozesses analysiert, mit dem Zweck mdglichst gute
Entscheidungen durch die Anwendung mathematischer Methoden auszuarbeiten. Die
Abbildung eines realen Entscheidungsprozesses durch ein Optimierungsmodell und die
Anwendung bzw. Entwicklung eines Losungsalgorithmus gehéren zu den priméren
Aufgaben im Operations Research. Die existierende Literatur unterscheidet zwischen
Operations Research im engeren und im weiteren Sinne. Operations Research im
engeren Sinne beschrinkt sich einerseits auf die mathematische Modellierung von
Entscheidungsfragen und anderseits auf die Entwicklung von Algorithmen zur
Anwendung und Losung mathematischer Modelle. Zu den Aufgaben im weiteren Sinne
gehoren die Definition, Beschreibung und Abgrenzung des Problems, sowie die
Methoden zur Beschaffung und Analyse von Daten (vgl. Domschke et al. (2015); S. 1-
2).

Die Jahre kurz vor und wéhrend des zweiten Weltkrieges konnen als Griinderzeit des
Operations Research betrachtet werden. So arbeiteten Wissenschafter und Militdr in
GrofBbritannien ab den Jahren 1936/37 daran, ein Radar zur Abwehr von feindlichen
Flugzeugen zu entwickeln. Spiter wurden in GrofBbritannien und in den USA
Moglichkeiten erforscht, Schiffskonvois, die den Atlantik iiberqueren sollen, optimal

zusammenzustellen. Diese Art von Forschungsarbeiten wurden in den USA als



,,Operations Research® und in GroBbritannien als , Operational Research“ bekannt.!
Heutzutage iiberwiegen in vielen Bereichen wie beispielsweise Produktion, Logistik
und Verkehr, Gesundheitswesen, Umweltschutz, Projektplanung etc., die 6konomischen
und ingenieurwissenschaftlichen Anwendungen (ebd., S.3).

Im Zentrum der schon genannten Anwendungsprobleme stehen die mathematische
Modellierung und die Findung einer optimalen Ldsung unter Beriicksichtigung von
Restriktionen in Form von Gleichungen und Ungleichungen. Dieser Wissenszweig der
Mathematik ist unter mathematischer Optimierung bekannt, der ein Teilgebiet der
linearen Algebra darstellt.

Die lineare Optimierung® als Optimierungsmethode ist die verbreitetste in den
Wirtschaftswissenschaften. Als Erfinder der linearen Optimierung wird der russische
Mathematiker und spitere Nobelpreistrager L.V. Kantorowicz (1912 — 1986) gesehen.
Im Jahr 1939 erscheint seine ausfiihrliche Arbeit ,,Mathematische Modelle der
Organisation und Planung der Produktion®, in der Kantorowicz veranschaulicht, dass
viele Probleme der Produktionsorganisation wohldefinierte mathematische Strukturen
aufweisen. Diese Modelle lassen sich nummerisch behandeln (vgl. Burkard und
Zimmermann (2012); S. 3).

Die Arbeit von Kantorowicz enthdlt nicht nur verschiedene 6konomische
Aufgabenstellungen sondern die Skizze eines Losungsverfahrens, welches wesentliche
Grundgedanken der spéter entwickelten Simplexmethode zur Ldsung linearer
Optimierungsprobleme verwendet. Leider blieben seine friiheren Beitrige lange Zeit
unbeachtet, wodurch die Entwicklung der mathematischen Optimierung verzogert
wurde (vgl. Korth et al. (1975); S. 260). Erst im Jahre 1947 gelang der tatsidchliche
Durchbruch fiir die theoretische Grundlage der linearen Optimierung, als G. B. Dantzig
(1914 — 2005) ein nummerisches Verfahren — den Simplexalgorithmus — entdeckt.
Dieses wirkungsvolle Rechenverfahren zéhlt weltweit zu den Standardverfahren der
Angewandten Mathematik, da damit alle linearen Optimierungsprobleme gelost werden
konnen (vgl. Burkard und Zimmermann (2012); S. 4).

AbschlieBend ist festzuhalten, dass durch die rapide Entwicklung kontinuierlich
leistungsfahiger werdender Computer das Simplexverfahren immer mehr an Relevanz

gewinnt. Die in der Praxis zur Losung stehenden Optimierungsprobleme weisen

! Eine exzellente Ubersicht iiber die Entwicklung des Operations Research vom 16. bis zum 21.
Jahrhundert liefern Gass und Assad (2005).

2 Sehr oft wird der Begriff ,lineare Programmierung® als Aquivalent in der deutschsprachigen Literatur
verwendet.



manchmal hunderte oder tausende unbekannte Variablen auf, die ohne Computereinsatz
zu ermitteln wéren. Zu optimierende Sachverhalte in zwei oder drei Variablen kénnen
fiir Unterrichtszwecke geldst werden.

In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage nach der Relevanz der linearen

Optimierung fiir den Mathematikunterricht.

1.1. Relevanz der linearen Optimierung fiir den

Mathematikunterricht

Als Lehrkraft werde ich oft seitens der Schiilerinnen und Schiiler mit der Frage
konfrontiert, warum sie dieses mathematische Wissen erwerben sollen. Eine Ausrede
auf die in den Lehrpldnen vorgeschriebenen Inhalte als Rahmenbedingungen fiihrt nicht
zu den gewiinschten Ergebnissen. Um die lernenden Personen von der Tatsache
tiberzeugen zu konnen, dass die Disziplin Mathematik keine abstrakte Welt darstellt,
sind Realitdtsbeziige duBlerst wichtig. Die Relevanz der Mathematik wird durch
authentische Probleme veranschaulicht, welche in einer aulermathematischen Situation
vorkommen. Maall (2004) bietet eine einleuchtende Definition hinsichtlich der

authentischen Situation:

., Eine authentische Situation ist eine aufsermathematische Situation, die in ein
bestimmtes Gebiet eingebettet ist und sich mit Phdnomenen und Fragen
beschiftigt, die fiir dieses Gebiet bedeutsam sind und von den entsprechenden
Fachleuten auch als solche erkannt werden. Dabei gelten auch der Alltag als
., Gebiet“ und hier die Menschen, die in ihm leben als ,, Fachleute . Eine Situation
wird auch als authentisch angesehen, wenn sie im Unterricht nur simuliert wird. *

(Maal3 (2004); S. 22).

Blum (1996; S. 21) macht auf weitere Argumente flir die Realitdtsbeziige im
Mathematikunterricht aufmerksam. Der Autor unterteilt die Argumente in pragmatische,
formale, kulturbezogene und lernpsychologische. Die Pragmatik ermdglicht den
Lernenden durch das Herstellen passender Anwendungsbeziige im Unterricht, die
Umweltsituationen besser nachzuvollziehen und zu bewiltigen. Durch die Formalitit
erwerben Schiilerinnen und Schiiler allgemeine Qualifikationen und lernen sich mit
anderen Individuen zu unterhalten, sich kritisch mit der eigenen Umgebung auseinander

zu setzen und als Folge dessen eine angemessene Haltung zu entwickeln. Dank der
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Kulturbezogenheit wird den Lernenden die Moglichkeit geboten, ein wohldurchdachtes
Bild von der Mathematik als Gesamtphdnomen gesellschaftlicher und kultureller Natur
zu schaffen. Schlussendlich weisen die lernpsychologischen Argumente auf die
Lernergebnisse und Motivation der zu unterrichtenden Personen hin. Durch die Beziige
zur Realitit kann das Verstdndnis und das nachhaltige kognitive Einbetten
mathematischer Inhalte gefestigt werden. Die Anwendungsorientiertheit kann
motivierende Auswirkung auf die lernenden Personen haben (vgl. Blum (1996); S. 21).
Insbesondere in den Berufsbildenden Hoheren Schulen (BHS) sollten die lehrenden
Personen Sorge dafiir tragen, dass die Verkniipfung zwischen der Mathematik und den
realen Gegebenheiten stets prasent und sichtbar bleibt, da sie Reprdsentantlnnen der
angewandten Mathematik als Unterrichtsfach sind. Dariiber hinaus wird im Rahmen der
didaktischen Grundsitze der Lehrpline® darauf verwiesen, dass bei der Planung und
Gestaltung des Mathematikunterrichts auf anwendungsorientierte Fragestellungen und
die Entwicklung von Kompetenzen, wie beispielsweise selbststindiges logisches
Denken oder Formalisieren sprachlich definierter Probleme, Acht zu geben ist (siche
Abschnitt 5.1.1., S. 96-110).

Die Praxisbezogenheit der Aufgabenstellungen ist durch das Modellieren mittels der
linearen Optimierung eindeutig gegeben. Die lineare Optimierung findet eine vielfaltige
Anwendung und bietet somit aulermathematische Situationen an, die in Gebieten wie
beispielsweise Produktionsproblemen in der Erzeugung, Mischungsproblemen in der
Nahrungs- und Futtermittelherstellung, Bebauungsproblemen in der Raumordnung,
Transportproblemen im diversen Verkehr, Schichtarbeitsproblemen bei Versorgung-,
Sicherheits- und Sozialeinrichtungen, etc. eingebettet sind (vgl. Reichel et al. (1992); S.
221). Somit konnen die Schiilerinnen und Schiiler durch die Vielseitigkeit der
Sachverhalte der linearen Optimierung nicht nur verschiedene mathematische Modelle
bilden, sondern sie lernen kritisch in einem abwechslungsreichen Umfeld zu denken, die
rechnerisch ermittelten Ergebnisse auf Zuldssigkeit zu iiberpriifen und Mingel in der
Darstellung oder in der Begriindung der modellierten Realbeziigen zu entdecken.
Abschlieend sind die vom Bundesinstitut fiir Bildungsforschung, Innovation &
Entwicklung des Osterreichischen Schulwesens (BIFIE) fiir die teilstandardisierte Reife-

und Diplompriifung vorgegebenen Kompetenzen* als Relevanz der linearen

3 Vgl. Online: https://www.abc.berufsbildendeschulen.at/downloads/?kategorie=10 (Zugriff: 11.07.2018).
4 Vgl. Kompetenzkataloge fiir Angewandte Mathematik, Online: https://www.srdp.at/schriftliche-
pruefungen/angewandte-mathematik/allgemeine-informationen/ (Zugrift: 11.07.2018).
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Optimierung im Mathematikunterricht zu erwihnen. In dem Cluster W1° ist der Erwerb
der Kompetenzen wie das Aufstellen, Losen und Interpretieren linearer
Ungleichungssysteme in zwei Variablen einerseits und das Berechnen und Interpretieren
der optimalen Losung einer Zielfunktion mit einem geeigneten Technologieeinsatz
anderseits vorgesehen. Die Aufnahme der linearen Optimierung in die BIFIE-
Kompetenzkataloge hebt noch einmal die essenzielle Relevanz dieses Themas fiir den

Mathematikunterricht hervor.

1.2. Zielsetzung der Diplomarbeit

Die Zielsetzung der vorliegenden Diplomarbeit besteht darin, eine gut strukturierte,
iibersichtliche und logisch nachvollziehbare Ausarbeitung der Grundlagen der linearen
Optimierung zu bieten, welche sich in einer abgekiirzten Form flir eine Anwendung
direkt im Mathematikunterricht oder in einer vorwissenschaftlichen Arbeit eignet. Das
in den Schulbiichern présentierte theoretische Wissen ist meiner Ansicht nach
unzureichend, um die lineare Optimierung als Modellierungsmethode nachzuvollziehen
und auf die realititsbezogenen Sachverhalte einwandfrei anzuwenden, da sie
ausschlieBlich mittels Rechenaufgaben ausgearbeitet wird (siehe Abschnitt 5.3., S. 130-
136).

Ein weiteres Ziel, welches durch die Arbeit angestrebt wird, sind die Losungsverfahren
— grafisches Losen in zwei Variablen und Simplexalgorithmus — sowohl vom
theoretischen als auch vom praktischen Standpunkt zu beleuchten, wobei im Zentrum
die Moglichkeiten seitens des Technologieeinsatzes zu stellen sind.

In vielen Sachverhalten, welche mithilfe der linearen Optimierung modelliert werden,
wird verlangt, dass einige oder alle zu untersuchenden Grof3en diskrete Werte annehmen
sollen. Ein Runden einer kontinuierlichen optimalen Losung zu diesem Zweck auf
ganze Zahlen konnte in vielen Fillen wie beispielsweise bei der Planung des
Produktionsprogramms bei sehr hohen Mengeneinheiten vertretbar sein, aber es liefert

nicht notwendigerweise die tatsdchliche optimale diskrete Losung. Das gilt

> Die BHS sind laut der Abteilung VI/6 — Standardisierte kompetenzorientierte Reifepriifung bzw. Reife-
und Diplompriifung bzw. Berufsreifepriifung des Bundesministeriums fiir Bildung, Wissenschaft und
Forschung in Clustern unterteilt. Der Cluster W1 umfasst die BHS fiir Wirtschaftliche Berufe, Tourismus,
Mode und Design, Kunst, Landwirtschaftliche Schulen, Landtechnik und Forstwirtschaft. (vgl. Online:
https://www.srdp.at/fileadmin/user_upload/downloads/Begleitmaterial/

08 AMT/srdp am clustereinteilung 2018 2017-01-27.pdf (Zugriff: 11.07.2018).



insbesondere bei Entscheidungen {iber bindre Realisationen wie etwa bei der
Investitionsplanung. Die Schiilerinnen und Schiiler sollten verinnerlichen, dass eine
Rundung der nichtganzzahligen Losung nicht als optimale Losung eines ganzzahligen
Optimierungsproblems akzeptiert werden kann. Daher verfolge ich mit der vorliegenden
Arbeit das Ziel, diese Problematik einschlieSlich Rechenaufgaben zu thematisieren und
mogliche Losungsverfahren, welche im Mathematikunterricht einsetzbar sind, zu
erldutern.

Nicht zuletzt ist es mein Ziel, eine didaktische Begriindung basierend auf den
Lehrplénen, den Lehrbiichern und auf den Mdglichkeiten des Technologieeinsatzes fiir
die lineare Optimierung als lohnenswertes Thema im Unterricht zu liefern, wobei die
Strukturierung der Unterrichtssequenzen einschlieBlich Rechenaufgaben zur linearen

Optimierung das Primirziel der vorliegenden Diplomarbeit darstellt.

1.3. Gliederung der Diplomarbeit

Nach der Einleitung in die Problematik der linearen Optimierung (siche Kapitel 1, S. 1-
3), in welcher auf die Relevanz des Themas und auf die verfolgten Ziele eingegangen
wird, werden im Kapitel 2 die Grundlagen der linearen Optimierung beleuchtet. Dabei
sind die Formen — Standard-, Normal- und kanonische Form —, die grundlegenden
Eigenschaften der linearen Optimierungsprobleme und schlussendlich die grafische

Losung in zwei Variablen von grof3er Bedeutung.

In Kapitel 3 wird das Simplexverfahren in seiner Grundversion und seinen Varianten
ausgearbeitet, wobei bei den Varianten auf das revidierte Simplexverfahren, Regeln zur
Spalten- und Zeilenauswahl und auf das duale Simplexverfahren eingegangen wird.
Dem Rechenalgorithmus zur Losung der linearen Optimierungsprobleme folgt die
ganzzahlige Problematik, die im Kapitel 4 ihre Thematisierung findet. Wie schon im
Abschnitt 1.2. angedeutet, existieren Sachverhalte, bei denen eine Rundung der
optimalen Losung auf ganze Zahlen nicht akzeptabel ist. Daher werden im vorliegenden
Kapitel die Grundbegriffe zur diskreten linearen Optimierung und die wesentlichen
Losungsansétze prasentiert.

Im Kapitel 5 wird eine fachdidaktische Auseinandersetzung dariiber offeriert, warum
die lineare Optimierung ein durchaus lohnenswertes Thema im Mathematikunterricht

darstellt. Neben der Analyse der Grundkompetenzen und der Lehrpldne gehe ich auf



Aspekte des computerunterstiitzen und fédcheriibergreifenden Unterrichts ein, fiir
welchen sich die lineare Optimierung besonders eignet.

Die Diplomarbeit wird mit dem Kapitel 6 abgeschlossen, indem fachdidaktischen
Grundsdtzen entsprechend Unterrichtssequenzen einschlieBlich Rechenaufgaben
entwickelt werden, welche direkt im Schulunterricht Anwendung finden konnen. Die
ausgearbeiteten Unterrichtssequenzen sind als Vorschlag zu sehen, wie das Thema

,Lineare Optimierung in zwei Variablen* in der Schule unterrichtet werden konnte.



2. Grundlagen der linearen Optimierung

Die Anwendung mathematischer Methoden zur Optimierung von Systemen und
Prozessen setzt eine Planung voraus, welche sich in einem komplexen Prozess mit sechs
Schritten nach Domschke (2015, S. 1-2) vollzieht. Diese lassen sich wie folgt kurz

darstellen:

(1) Das Problem erkennen und analysieren: Der Prozess geht von dem Auftreten
eines Entscheidungs- und Handlungsbedarfs oder von dem Erkennen einer
Entscheidungs- und Handlungsmdglichkeit aus.

(2) Die Ziele und Handlungsmoglichkeiten bestimmen: Das rationale Handeln der
EntscheidungstragerInnen fithrt zur Vorgabe bestimmter Ziele, welche zu
erreichen sind. Da bei diesem Schritt nicht alle Aspekte beriicksichtigt werden
konnen, entsteht ein vereinfachtes Modell der zu untersuchenden Situation.

(3) Das mathematische Modell formulieren: Das vereinfachte Modell bildet die
Grundlage fiir die Formulierung eines mathematischen Modells, welches aus einer
Reihe von mathematischen Beziehungen und Forderungen besteht.

(4) Die Beschaffung der empirischen Daten: Das Aufstellen des mathematischen
Modells erfordert die Beschaffung von quantitativen Daten, welche auch unter
Einsatz von Prognosemethoden erfolgen konnen.

(5) Das Finden der Losung: Das unter Beriicksichtigung der empirischen Daten
aufgestellte Modell ist mit Hilfe eines geeigneten Verfahrens zu ldsen. Als
Losung konnen eine oder mehrere Alternativen erhalten werden, welche den
Forderungen des mathematischen Modells geniigen.

(6) Das Bewerten der Losung: Die erhaltene Losung wird analysiert und anschlieend
einer Bewertung auf  Akzeptanz,  Modifizierungsbediirftigkeit  oder
Unbrauchbarkeit unterworfen.

Die oben geschilderten Schritte stellen eine denkbare Abstraktion realer Prozesse, die

einer Optimierung bediirfen, dar. Optimierungsaufgaben treten auf natiirliche Weise in

zahlreichen Anwendungen auf. Als Folge dessen wird in diesem Kapitel das
theoretische =~ Fundament der linearen Optimierung als die verbreitetste

Optimierungsmethode in den Wirtschaftswissenschaften prasentiert. Das Kapitel 2 wird

mit der grafischen Ldsung linearer Optimierungsprobleme in zwei Variablen

abgeschlossen.



2.1. Lineare Optimierungsprobleme

Die lineare Optimierung befasst sich mit Verfahren, welche den maximalen oder den
minimalen Wert einer linearen Funktion unter Berilicksichtigung einschrinkender
linearer Gleichungen oder Ungleichungen ermitteln. Die linearen
Optimierungsprobleme sind allgemein folgendermafen zu definieren.
Definition 2.1: (nach Domschke et al. (2015); S. 17-18)
Unter einem Problem der linearen Optimierung wird die Aufgabe verstanden, eine
lineare Zielfunktion

z:F(xl,xz,...,xn)=clx1+czx2+-~-+cnxn (2.1)
zu maximieren oder zu minimieren. Die Variablen x,x,,...,x, miissen dabei die

linearen Nebenbedingungen (genannt auch Restriktionen) der Form
a,x, +a,x, +---a,x <b firi=12,...,m, (2.2)
a,x,+a,x,+---a,x, b, firi=m +1,m+2,...,m, (2.3)
a,x,+a,x,+---a,x, =b, firi=m,+1,m,+2,...,m (2.4)

unter Einhaltung der Nichtnegativitiitsbedingungen

x;20 fiir einige oder alle j=1,2,...,n (2.5)

gentligen.

Man nennt die in der Definition 2.1. auftretenden verdnderlichen GréBen wie folgt:

z die Zielfunktion

C1sCyseensC, die Koeffizienten der Zielfunktion

XXy, 05X, die Variablen

a. die Koeffizienten der Nebenbedingungen

Die Optimierungsprobleme weichen hédufig in ihrer Form von der Darstellung (2.1) —
(2.5) ab. Es ist manchmal vorteilhaft, die Variablen nicht durch einen Index, sondern
durch zwei oder mehrere Indizes zu beschreiben, wobei sich jede dieser Modellformen
durch Umbezeichnung der Variablen in die Gestalt (2.1) — (2.5) iiberfiihren ldsst (vgl.
hierfiir und im Folgenden: Korth et al. (1975); S. 262).

Aus den mathematischen Ausdriicken (2.1) — (2.5) lassen sich Bedingungen erkennen,
welche ein vorgegebenes Anwendungsproblem zu erfiillen haben, damit sie sich durch

ein lineares Optimierungsmodell darstellen lassen.



Bedingung 2.1: Jede der Modellrestriktionen und die zu optimierenden verdnderlichen
GroBen miissen von jeder einzelnen Variablen linear abhéngen.

Bedingung 2.2: Jede der Relationen, welche das Problem mathematisch darstellen,
muss sich als Summe linearer Funktionen von jeweils einer der auftretenden Variablen
darstellen lassen.

Die Aufgabenstellungen in der Praxis veranschaulichen, dass fiir zahlreiche Probleme
die oben formulierten Bedingungen (2.1) und (2.2) in ausreichender Néherung erfiillt
sind.

Die Definition 2.1 wird an einem Sachverhalt veranschaulicht, welcher sich auf die

Sortimentsoptimierung eines Herstellbetriebs bezieht.

Beispiel 2.1: Das Optimierungsobjekt in diesem Modell ist das Volumen und die

Struktur des Herstellungsprozesses. In Rahmen dieser Optimierungsaufgabe ist

folgenden Fragen nachzugehen:

v" Welche Positionen der Nomenklatur eignen sich fiir die Bestimmung eines fixen
Produktionsvolumens?

v" Welche Rohstoffe, Materialien, technische Ausstattung, Arbeits- und
Finanzressourcen sind fiir den Herstellungsprozess limitierend?

v’ Haben die Transportkosten fiir Rohstoffe, Materialien und fertig gestellte
Produkte einen Einfluss auf die Produktionsentwicklung?

v Welche zusitzlichen Restriktionen technischen und organisatorischen Charakters
beeinflussen die Zusammensetzung der Produktionsstruktur?

Die Antwort auf die oben gestellten Fragen ermdglicht die Ausarbeitung eines

mathematischen  Optimierungsmodells. Dieses Optimierungsmodell inkludiert

veranderliche Gréfen mit folgender 6konomischer Bedeutung:

i=12,....m Arten von Endprodukten, welche im Unternechmen

hergestellt werden

j=L2,...,n Maschinengruppen im Produktionsprozess
a. Produktivitéit der Herstellung des i -ten Produkts an der j -

ten Maschinengruppe

s=12,...,8 Arten von Ressourcen im Produktionsprozess
b, Ressource der s-ten Art flr die Erzeugung einer

Mengeneinheit des i -ten Produkts
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[=12,...,L Qualifikationsgruppen innerhalb der Arbeitskréfte
Zeit der [-ten Qualifikationsgruppe fiir die Erzeugung

einer Mengeneinheit des 7 -ten Produkts

M, Verfiigbare Zeit der j-ten Maschinengruppe

R Gelieferte Menge der s-ten Ressource zu einem

bestimmten Zeitpunkt zuziiglich der auf Lager
vorhandenen Menge

T, Verfiigbare Zeit der /-ten Qualifikationsgruppe

X, Herstellmenge des i -ten Endprodukts im Unternehmen

Fiir das auf diese Art und Weise formulierte Optimierungsproblem ergeben sich

folgende drei Nebenbedingungen:

Zal.j-xl.SMj fir j=12,...,n
i=1
sti-xiSRs fir s=12,...,8
i=1
Dtx <T, fir /=1,2,...,L

i=1
Die Zielfunktion bezieht sich auf die Maximierung des Produktionsvolumens im

Herstellunternehmen und lautet:

Z=F(x1,x2,...,xm):2xl..
i=1
Die Losungsermittlung des in Definition 2.1 formulierten Problems der linearen

Optimierung flihrt zu der Definition 2.2.

Definition 2.2: (nach Domschke et al. (2015); S. 18)

a) Ein Vektor x=(x,x,,...,x,) des R" wird Ldsung des linearen
Optimierungsproblem genannt, wenn er allen Restriktionen (2.1) — (2.4) geniigt.

b)  Der Vektor x heillt zuldssige Losung des linearen Optimierungsproblems, wenn

er auBerdem die Restriktion (2.5) erfiillt.
¢) Eine zulissige Losung x :(xl* ,x;,...,x:) heiBt optimale Losung, wenn kein

zuldssiger Vektor x mit einem groferen (bei Maximierungsproblemen) bzw. mit
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einem kleineren (bei Minimierungsproblemen) Wert der Zielfunktion als F (x*)

existiert.
d) Die Menge der zuldssigen Losungen wird mit X und die Menge der optimalen

Lésungen mit X~ gekennzeichnet.

2.1.1. Formen linearer Optimierungsprobleme

Das lineare Optimierungsproblem kann in verschiedenen Formen wie zum Beispiel in

Standardform, Normalform und kanonischer Form dargestellt werden.

Standardform des linearen Optimierungsproblems
Jedes beliebige Problem der linearen Optimierung ldsst sich folgendermafen als
Maximierungsproblem formalisieren, welches als Standardform bezeichnet wird (vgl.

hierfiir und im Folgenden: Domschke et al. (2015); S. 21):
Maximiere z = F(x,,X,,...,x,) = Y ¢,x, (2.6)
j=1

unter den Restriktionen

Z}aijxj <b, fir i=1,2,...,m (2.7)
=
x, >0 fiir einige oder alle j=1,2,...,n (2.8)

J

Das zu minimierende lineare Optimierungsproblem lésst sich auch wie folgt darstellen:

Minimiere Z:F(xl,xz,...,xn)=20jxj (2.9)
j=1

unter den Restriktionen

Dax, >b fir i=1,2,...,m (2.10)
j=l

x,20 fiir einige oder alle j=1,2,...,n (2.11)

J
Die Aussagen (2.9) — (2.11) haben ihre Berechtigung aufgrund der unten aufgelisteten
Uberlegungen:
(1) Eine Zielfunktion F (x), welche zu minimieren ist, kann durch die Funktion

—F(x), die zu maximieren ist, ersetzt werden und vice versa. Das erfolgt durch

die Multiplikation des Koeffizientenvektors mit dem Skalar —1.
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(2) Eine,,>“-Restriktion ldsst ich durch die Multiplikation mit dem Skalar —1 in eine
,, < “-Restriktion umformen.

(3) Durch zwel Ungleichungen a,x,+a,x,+---a,x, <b, und

m - n 1

x,<-b) ldsst sich eine

a,x,+a,x,+---a,x, 2b (bzw. —a,x,—a,x,—-—a,
Gleichung der Form a, x, +a,,x, +---a,x, = b, austauschen.

(4)  Wenn eine Variable x; die Nichtnegativitdtsbedingung nicht erfullt, d. h. sie darf
beliebige Werte aus R annehmen, dann kann diese durch zwei Variablen x>0

und x7 >0 substituiert werden, wobei x; :=x" —x7 gilt.

Die oben angefiihrten Uberlegungen (1) — (4) werden anhand eines Sachverhaltens im

Einzelnen veranschaulicht.

Beispiel 2.2: Gegeben sei folgendes Optimierungsproblem in zwei Variablen:
Minimiere z = F(x,,x,) = x, +2x, (2.12)

unter den Restriktionen

6x,+x,=9 (2.13)
4x,+9x, 25 (2.14)
x+7x,<3 (2.15)
x 20 (2.16)
x,eR (2.17)

In einem ersten Schritt wird die zu minimierende Zielfunktion durch die Multiplikation
mit —1 in eine zu maximierende transformiert. Somit ergibt sich durch diese

Aquivalenzumformung die neue Zielfunktion, welche lautet: Maximiere
—F(x,x,)=—x,—2x,.

Die in (2.13) dargestellte Restriktion ist eine Gleichung, welche durch zwei
Ungleichungen zu ersetzen ist. Diese lauten 6x,+x, <9 und 6x, +x, >9. Die zweite
Ungleichung ist durch Multiplikation mit —1 in die ,,<*“-Form zu bringen ist. Dadurch
ergibt sich: —6x, —x, <-9.

Da die (2.14)-Nebenbedingung von der ,,>“-Form ist, wird sie mit —1 multipliziert, so

dass sie in die Restriktion —4x, —9x, < -5 transformiert wird.
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Schlussendlich ist eine Substitution bei diesem Optimierungsproblem vorzunehmen, da
die Variable x, die Nichtnegativitdtsbedingung nicht erfiillt. Wir setzen: x, = x), —x,
mit x, >0 und x) >0.
Wir erhalten nach der Durchfiihrung der obigen Transformationen das neue lineare
Optimierungsproblem:
Maximiere F(x,,x;,x;)=—x, —2x; +2x}
unter den Nebenbedingungen
ox, +x,—x, <9
—6x, — X, +x, <=9
—4x, —9x, +9x, <=5
X, +7x,—7x; <3

! n
X, X5,%, 2 0.

Normalform des linearen Optimierungsproblems

Wenn wir die Nebenbedingungen (2.2) und (2.3), die im Abschnitt 2.1. formuliert
wurden, um die so genannten Schlupfvariablen® erweitern, die in der Zielfunktion (2.1)
mit Null zu bewerten sind, erhalten wir aus (2.1) — (2.5) das folgende
Optimierungsmodell, welches als Normalform bezeichnet wird (vgl. Domschke et al.

(2015); S. 21-22):

Maximiere z :F(xl,xz,...,xn,xnﬂ,xn+2 ,...,xp) =Zn:cj X+ i 0-x; (2.18)
J=1 j=n+l
unter den Nebenbedingungen der Form
ayx, +a,x, +--a,x, +x,.,=b, firi=12,...,m, (2.19)
ayx, +a,x, +-a,x, —x,. . =b, firi=m +1,m+2,...,m, (2.20)
a,x,+a,x,+---a,x, =b, firi=m,+1,m,+2,...,m (2.21)
x;20 fir j=12,....p (2.22)

Die urspriinglichen Variablen x,,x,,...,x, bezeichnet man als Strukturvariablen.

¢ Die Schlupfvariablen (auch Uberflussvariablen genannt) sind solche Variablen, die im Rahmen der
linearen Optimierung eingefiihrt werden, damit Ungleichungen in Gleichungen transformiert werden.
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Die Normalform des linearen Optimierungsproblems wird anhand des Beispiels 2.2
verdeutlicht (siehe S. 13-14 fiir die Angabe). Wir erhalten nach der Erweiterung mittels

der Schlupfvariablen x, und x, folgendes Optimierungsproblem in Normalform:
Maximiere F(x,,x5,x;,%;,%,)=—x —2-x, +2-x5+0-x, +0-x,
unter den Nebenbedingungen
ox, +x,—x; =9
—4x, —9x, +9x) + x, =5
X, +7x,—7x)+x, =3

! "
X5 X5, X5, X5,%, 2 0.

Kanonische Form des linearen Optimierungsproblems
Fiir das lineare Optimierungsproblem kann auch die Matrixschreibweise verwendet
werden. Fiir das oben notierte Problem in Normalform sieht sie wie folgt aus (vgl.
Domschke et al. (2015); S. 22):
Maximiere F(x)=c'x (2.23)
unter den Nebenbedingungen
Ax=b (2.24)
x>0 (2.25)

Dabei ist in Betracht zu ziehen, dass ¢ und x jeweils p -dimensionale Vektoren, A4
eine (mx p)-Matrix und b ein m-dimensionaler Vektor sind. Im Allgemeinen ist

p = m erfiillt.

Es stellt sich in diesem Kontext die Frage, ob jedes Optimierungsproblem eine

kanonische Form besitzt.
Definition 2.3: Das lineare Optimierungsproblem besitzt eine kanonische Form,
wenn in (2.23) — (2.25) sowohl fiir die Vektoren b und ¢ als auch fiir die Matrix
A die Eigenschaften gelten (vgl. Domschke et al. (2015); S. 22):
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¢
a,, a 1 0
c .
b>0, c= ”Om und 4= :
a,, Ay 0 1
0

Die kanonische Form des linearen Optimierungsproblems wird mithilfe folgenden

Beispiels verdeutlicht.

Beispiel 2.3: Die lineare Optimierungsaufgabe in zwei Variablen ist in die kanonische

Form zu iiberfiihren.
Maximiere F(xl,xz) =x, +1,5x,
unter den Nebenbedingungen

x, +1,5x, <3

0,25x, +x, <1

X,%x,20.

Um diese Optimierungsaufgabe in kanonischer Form schreiben zu konnen, ist es
zuniachst erforderlich, sie in die Normalform zu tuberfilhren. Es werden zwei

Schlupfvariablen x, und x, eingefiihrt. Wir erhalten damit fiir die kanonische Form wie

folgt:

Maximiere F(x):(l L5 0 0)- 2

X3
Xy
unter den Nebenbedingungen
X
1 LS 1 0)|x | (3
0251 0 1)|x| U
x4

XXy, %5,X, 20
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2.1.2. Grundlegende Eigenschaften linearer Optimierungsprobleme

Die Zielsetzung dieses Abschnitts ist, eine Reihe von grundlegenden Eigenschaften fiir
die linearen Optimierungsprobleme zu erldutern, die fiir die weitere Untersuchung von
wesentlicher Relevanz sind bzw. einen Zusammenhang zu den geometrischen
Betrachtungen im Abschnitt 2.1.4. herstellen. Dabei befassen wir uns in erster Linie mit
den Charakteristika der Menge aller zuldssigen Losungen X und aller optimalen
Losungen X~ (fiir die Definitionen siche Abschnitt 2.1., S. 12). Die Begriffe
»beschrankte bzw. unbeschrinkte Menge™ sowie ,lineare Abhidngigkeit bzw.
Unabhéngigkeit von Vektoren* werden als bekannt vorausgesetzt. Zunichst setzten wir
uns mit den konvexen Mengen in R" und mit dem Extrempunkt einer Menge
auseinander (vgl. hierfiir und im Folgenden dieses Abschnittes: Domschke et al. (2015);
S. 23-26).

Definition 2.4: Eine Menge C c R" heiflt konvex, wenn mit je zwei Punkte x,,x, € C
und A e (0,1) auch jeder Punkt y =1-x, +(1 —/1)-x2 e C ist.

Bemerkung 2.3: Seien x,,x, € C. Dann heit [x,,x,]:= {l-xl +(1-1)-x, ‘/1 € [O,l]}
Verbindungsstrecke von x, und x,. Fiir den R" bedeutet die Konvexitit, dass mit den

zwel Punkte x,X, € C auch ihre Verbindungsstrecke in C liegt.

Um die oben ausformulierte Definition zu verdeutlichen, widmen wir uns folgendem
Beispiel.
Beispiel 2.4: Wir betrachten die in der Abbildung 2.1. dargestellten Mengen.

Abb. 2.1: Konvexe bzw. nicht konvexe Mengen

Laut Definition 2.4 und Bemerkung 2.3 ist es erforderlich, dass mit zwei beliebigen

Punkten x; und x, einer konvexen Menge C auch alle Punkte auf der

Verbindungsstrecke zwischen x; und x, zu der Menge C gehoren. Somit ist die links
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in Abb. 2.1 dargestellte Menge konvex. Bei der rechts abgebildeten Menge gehoren

zwar die Punkte x, und x, zu der Menge C, aber die Verbindungsstrecke liegt nicht
mehrin C.

Definition 2.5: Die konvexe Hiille H einer beliebigen Menge C — R” ist die kleinste
konvexe Menge, in der C enthalten ist.

Beispiel 2.5: Die rot umrandete Menge ist die konvexe Hiille A der elf abgebildeten
Punkte. Wenn man die Punkte mit einander verbindet, ergibt sich eine Menge, die nicht

konvex ist.

%1 X

%,0 X,

X, X

9

X5 4

X7 XE X

Abb. 2.2: Konvexe Hiille

Definition 2.6: Gegeben seien ¢ Punkte Xx,X,,...,X, € R" und 11,/12,...,/1(]
9 . q

nichtnegative reelle Zahlen. Setzt man z/ll. =1 voraus, so wird y = z/il. ‘X, konvexe
i=1 i=1

Linearkombination der Punkte X;,X,,...,X, genannt. Wenn fiir alle i=1,2,...,q

zusitzlich erfiillt ist, dass A, >0 ist, dann liegt eine echte konvexe Linearkombination

VOr.

Definition 2.7: Die Menge aller Linearkombinationen von endlich vielen Punkten
X;,X,,...,X, € R", die konvex sind, werden als konvexes Polyeder bezeichnet.
Bemerkung 2.4: Das konvexe Polyeder, welches durch die g Punkte aufgespannt wird,

ist mit der konvexen Hiille der Menge identisch, die sich aus diesen Punkten

zusammensetzt.

Es stellt sich allerdings die Frage, welche Punkte einer konvexen Menge eine besondere

Stellung in den linearen Optimierungsproblemen einnehmen.
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Definition 2.8: Gegeben sei eine konvexe Menge C. Der Punkt y € C heillt Eckpunkt
oder Extrempunkt von C, wenn aus y=A-x,+(1-1)-X,, x,,x,€C und 0<A<1
folgt y =x, =x,.

Bemerkung 2.5: Man sagt, dass sich y nicht als echte konvexe Linearkombination
zweier unterschiedlicher Punkte x, und x, présentieren ldsst.

Bemerkung 2.6: Ein konvexes Polyeder schlieB3t endlich viele Eckpunkte ein.

Um die Eckpunkte und das konvexe Polyeder besser verstehen zu konnen, werden diese

zwei Begriffe an folgendem Beispiel veranschaulicht.

Beispiel 2.6: Konvexe Polyeder in R", n=1,2 und konvexe Menge
a)  Ein abgeschlossenes Intervall wie beispielsweise das Intervall [2,9] bildet ein
konvexes Polyeder in R'.

b)  Eine ebene Figur kénnte ein konvexes Polyeder in R* sein. Wir betrachten die

Abbildung 2.3. Das durch die Eckpunkte x,,x, und x,gebildete Dreieck ist das
konvexe Polyeder, welches durch diese Punkte aufgespannt ist. Jeder Punkt
x=(x,x,) in R* mit den Koordinaten x =24-0+4,-5+4-0 und
x,=4-0+4,-0+4-6 (wobei 4, >0 fiir alle i=1,2,3 und A, +4,+4, =1) ist

konvexe Linearkombination von x,, X, und X,.

¥,=(5.0)
0 1 2 3 4 5 [ 7

Abb. 2.3: Konvexes Polyeder in R*

c) Die in der Abbildung 2.4 dargestellte Menge ist konvex. Sie ist hinsichtlich ihrer

Unbeschrinktheit kein konvexes Polyeder.
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Abb. 2.4: Kein konvexes Polyeder in R*

Im Weiteren werden einige wesentliche Sitze formuliert und eine Auswahl von ihnen
bewiesen, welche fiir die Ermittlung der Losung eines linearen Optimierungsproblems
relevant sind. Dabei wird stets von der Standardform in Matrixschreibweise (siche
Abschnitt 2.1.1., S. 12-13) ausgegangen.

Satz 2.1: Die Menge X der =zuldssigen Losungen des durch das lineare
Ungleichungssystem (2.6) — (2.8) definierten Optimierungsproblems ist konvex, wenn
sie nicht leer ist.

Beweis: (vgl. Korth et al. (1975); S. 226; John (2009); S. 8)

Seien X, und x, zwei zuldssige Losungen des linearen Optimierungsproblems. Dann ist
auch jede konvexe Linearkombination y=A4-x,+ (1 - /1) ‘X, mit 0<A<1 eine

zuldssige Losung. Aus

Ax, <b; x, 20 und 4x,<b; x, >0

folgt mit A € [0,1]
AAx, <2b, (1-2)4x, <(1-4)b.

Durch die Addition und Linearitét der Matrizenmultiplikation folgt, dass
A(2x,+(1-2)x,)<b.

Anlog ergibt sich, dass Ax, +(1-2)x, >0 ist. Damit ist nach Definition 2.4 (siehe S.

17) die Menge der zuldssigen Losungen X konvex.

Bemerkung 2.7: Es kann auch gezeigt werden, dass der Durchschnitt vieler konvexer

Mengen auch konvex mit endlich vielen Eckpunkten ist.’

7 Beweise fiir die Bemerkung 2.7 kénnen beispielsweise in Neumann und Morlock (2002, S. 43ff.) sowie
in Opitz und Klein (2014, Kapitel 16.3) nachgelesen werden.
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Im verbleibenden Teil dieses Abschnitts richten wir unser Augenmerk auf die Begriffe
Basislosung, zuldssige Basislosung, Basisvektor(en) und Basisvariable(n) als
Vorbereitung einerseits fiir das Definieren des Hauptsatzes der linearen Optimierung
und anderseits fiir die grafische Losung in zwei Variablen.

Definition 2.9: (vgl. Domschke et al. (2015); S. 25; John (2009); S. 14)

Es sei ein Problem der linearen Optimierung in der Normalform (2.18) — (2.22) mit

Rang m der (mx p)-Matrix 4 und p >m gegeben.

a) Eine Losung X:(xl.l,xl.z,...,x,.m,O,...,O) wird Basislosung des linearen

Optimierungsproblems genannt, wenn die m Variablen x,,x, x, —eine

127200 im

Koeffizientenmatrix 4, mit Spaltenvektoren (aj) ,j=12,..., p, besitzen, die

m

nicht singulér ist.
b) Eine Basislosung heilit zuldssig, wenn alle Nichtnegativitdtsbedingungen erfiillt

sind.

c) Die m linear unabhédngigen Spaltenvektoren (a j), j=12,...,p, einer

Basislosung nennt man Basisvektoren, die zugehdrigen Variablen x; bezeichnet

man als Basisvariablen. Demzufolge ist die Rede von Nichtbasisvektoren und
Nichtbasisvariablen.

d)  Als Basis bezeichnet man die Menge aller Basisvariablen einer Basislosung.

Satz 2.2: Ein Vektor x ist genau dann eine zuldssige Basislosung eines linearen

Optimierungsproblems, wenn er einen Eckpunkt von X = {x :Ax=b,x> 0} darstellt

(nach John (2009); S. 16-17).

Beweis:

(1)  Aus Basislosung folgt Eckpunkt: Es sei x =(x1,x2,... x ,0 ..,O)T eine zuldssige

Basislosung von Ax=b. Dann gibt es m linear unabhéngige Spaltenvektoren

a,a a von A mit ax+a,x,+...+a x =b. Die Nichtbasisvariablen

1242554,

X X

m+12 " m+29°

x, sind gleich Null. Wir fithren den Beweis indirekt. Wir nehmen
an, dass x=(x1,x2,...,xm,0,...,0) kein Eckpunkt sei. Dann gibt es Punkte

y,ze X mit y=2z und 0<A<1, so dass gilt /1y+(1—/1)z=x. Da die letzten

p—m-Elemente der zuldssigen Basislosung x verschwinden, hat das auch fiir
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(ii)

entsprechende Elemente von y und z zu gelten, da alle Elemente dieser Vektoren
nichtnegativ sind. Seien Y=(Y20 s Y0 0sees O)T und

z=(zl,22,... z ,0 ..,O)T. Da die Punkte y und z zuldssig sind, gilt

9 “mo Vo

ay+tay +..+a y =b und az+taz +..+a z =b. Es folgt

a (y-z)*a,(y,-z)+...+a,(y,—2,)=0. Da dic Vektoren aa,,...,a

m

linear unabhéngig sind, folgt y =z. Das widerspricht der getroffenen Annahme.

Somit ist x ein Eckpunkt.
Aus Eckpunkt folgt Basislosung: Es sei x ein Eckpunkt von X mit

nichtnegativen Koordinaten x,,x,,...,x, und es gilt ax+a,x,+...+a,x, =b,
x;>0 fiir alle a; eR" mit j=L12,...,k<p. Ohne Beschrinkung der

Allgemeinheit seien die Elemente, welche verschwinden, die hinteren. Es ist zu

zeigen, dass a,,a,,...,a, linear unabhingig sind. Der Beweis wird wieder indirekt
gefiihrt. Es wird angenommen, dass es ein y € R* mit a,y,+a,y, +...+a,y, =0

und mindestens ein y, #0 existieren. Fiir jede reelle Zahl & gilt damit
k k

Zaj(xj—i-gyj):b und Zaj(xj—gyj):b. Somit erfiilllen die Punkte
Jj=1 Jj=1

X, =(X, +EY, %+ €Y, X, +€Y,,0,...,0),

X, =(X —€YLX, — €Y, X, —€Y,,0,...,0)

die Bedingung Ax=b. Wenn ¢ >0 hinreichend klein gewéhlt wird, dann sind

alle Elemente dieser Punkte nicht negativ und x,, X, sind zuldssig. Aus der
Konstruktion von x, und x, folgt, dass x=0,5x,+0,5x,. Dieses Resultat

widerspricht der Eckpunktannahme von x. Die Basislosung verlangt m linear
unabhingige Vektoren. Daher betrachten wir folgende drei Félle.

Fall 1: k> m. In diesem Fall sind m+1 Vektoren des R" stets linear abhingig.
Dieser Fall kann also nicht vorkommen.

Fall 2: k=m. In diesem Fall weist die zuldssige Basislosung m positive
Komponenten auf und ist daher nicht entartet.

Fall 3: k<m. In diesem Fall haben wir eine zuldssige Basislosung mit weniger
als m positiven Komponenten, d.h. eine entartete Losung. Aus den {ibrigen

Spalten von A4 konstruieren wir eine Menge von linear unabhidngigen Vektoren
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a,a,,...,a , fiir welche offensichtlich a x,+a,x, +...+a,x, +a, 0+...+a 0=Db

erfiillt ist. Diese Konstruktion ist moglich, da m der Rang der Matrix A ist.

Ein Beispiel soll das Gesagte verdeutlichen, in dem auf die Begriffe Basis- und

Nichtbasisvariablen, Basislosungen und zuldssige Losungen Acht gegeben wird.

Beispiel 2.7: (vgl. Domschke et al. (2015); S. 18-19)

Ein Herstellungsbetrieb kann wegen seiner Ausstattung mit Personal, Maschinen und

Rohstoffen innerhalb einer Planungseinheit zwei Produkte P; und P> erzeugen. Die

herstellbaren Mengeneinheiten sind durch drei Inputfaktoren beschrankt, wobei die pro

Planungseinheit verfiigbaren Kapazititen, Produktionskoeffizienten und die pro

erzeugtes Produkt erzielten Gewinne in der Tabelle 2.1 abgebildet sind.

Inputfaktoren Produkt P: Produkt P Kapazitiiten
Maschinen 1 1 100
Rohstoffe 6 9 720
Montage 0 1 60
Gewinne 10 20

Tab. 2.1: Inputfaktoren im Herstellungsprozess, Outputfaktor Gewinn

Um das oben formulierte lineare Optimierungsproblem mathematisch zu formalisieren,

wihlen wir folgende Variablen: x, von

B bzw. x,

von P, herzustellende

Mengeneinheiten (ME). Auf diese Weise erhalten wir folgendes in Normalform

gebrachtes Modell:
Maximiere F (x,,x,,x;,%,,x;) =10x, +20x,
unter den Restriktionen

X, +x,+x, =100

6x, +9x, +x, =720

X, +x, =60

X[ Xy, X3, X,,%s 20
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Mithilfe von Computerprogrammen, wie beispielsweise GeoGebra®, ist es moglich, die
Restriktionen grafisch darzustellen. In Abb. 2.5 sind alle Schnittpunkte von
Restriktionsgeraden und/oder den Koordinatenachsen présentiert. Die Punkte A bis I
stellen sdmtliche Basislosungen dar, die Punkte A bis E sind zuldssige Basislosungen
mit jeweils drei Basisvariablen und zwei Nichtbasisvariablen. Wie aus der Grafik
ersichtlich ist, entspricht jeder dieser Basislosungen einem Eckpunkt des konvexen

Polyeders der zulédssigen Losungen.

X2

140

E |
i 20 40 60 80 1‘5\\ 1%\ 140 X|

Abb. 2.5: Basislosungen und zuldssige Basislosungen in R’

2.1.3. Hauptsatz der linearen Optimierung

Anhand des Beispiels 2.7 wurde grafisch die im Satz 2.3 formulierte und bewiesene
Aussage veranschaulicht, dass sich unter den zuldssigen Basislosungen eines linearen
Optimierungsproblems stets ein Eckpunkt des zuldssigen polyedrischen Bereichs
befindet, welcher die affin-lineare Zielfunktion optimiert. Wir bezwecken in diesem
Abschnitt zu zeigen, dass diese Aussage Allgemeingiiltigkeit hat.

Des Weiteren nehmen wir an, dass die Menge der zuldssigen Punkte stets in der Form
X = {x :Ax=b,x> O} gegeben ist. Somit ist X der Durchschnitt von p+m
Halbrdumen. Der Durchschnitt der Halbrdume kann entweder leer oder als Durchschnitt

konvexer Mengen wieder eine konvexe Menge sein. Da die Menge X von

Hyperebenen begrenzt wird, ist sie eine polyedrische Menge. Damit ergibt sich, dass X

8 GeoGebra ist ein kostenloses Open-Source-Programm, welches unter dem Link www.geogebra.org
downloadbar ist. Fast alle in der vorliegenden Arbeit befindlichen Abbildungen sind mit diesem
Programm erstellt worden. In Abschnitt 5.2. werde ich genauer auf die Kapazititen dieses Programms
eingehen.
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entweder leer oder eine konvexe, polyedrische Menge in R" ist. Falls die Menge der

zuldssigen Punkte leer ist, dann weist das lineare Optimierungsproblem keine Losung

auf und ist fir uns an dieser Stelle nicht von Relevanz. Daher wird im weiteren Verlauf

dieses Abschnitts davon ausgegangen, dass X nicht leer ist.

Satz 2.3 (Hauptsatz der linearen Optimierung): (nach Opitz und Klein (2014); S.

452)

Sei die Menge X der zuldssigen Losungen ein konvexes Polyeder. Dann gilt:

(1)

(i)

Die Zielfunktion nimmt ihr Optimum (Maximum bzw. Minimum) in mindestens
einem Eckpunkt an.
Existieren mehrere Eckpunkte des konvexen Polyeders, in denen die Zielfunktion

ihr Optimum annimmt, so ist jede lineare Konvexkombination optimal.

Beweis:

(i)

(ii)

Seien XX, X, die Eckpunkte des konvexen Polyeders. Wir betrachten ein
Minimierungsproblem und nehmen an, dass keiner der endlich vielen Eckpunkte
optimal ist. Dann existiert ein ye X mit ¢'y<c'x, fiir alle i=1,2,...,q.
AuBlerdem ist y als lineare Konvexkombination der Eckpunkte darstellbar, also

y:iﬂi-xi mit 4 >0 und Zq:ﬂ,l.:l.

i=1 i=1
q q q
Mit ¢’y = Z/L.CT y < ZlicT x,=¢ Z/iixi =c'y erhalten wir einen Widerspruch.
i=1 i=1 i=1
Somit ist mindestens ein Eckpunkt minimal.
Seien Xx,,X,,...,X, die Eckpunkte des konvexen Polyeders, in denen die

Zielfunktion ihr Optimum annimmt. Sei x=z/7,l.xl. (mit A4 >0 fir alle

i=1

i=1,2,...,s und z/ll. =1) lineare Konvexkombination.
i=l

Mit der Gleichung ¢'x= cTZ/iixi = Z/Lchi =c'x, fir i=1,2,..,s ist die

i=l i=1

Optimalitdt von x nachgewiesen.
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Bemerkung 2.8: Es lésst sich auch zeigen, dass bei einer unbeschriankten Menge X der
zuldssigen Losungen eines linearen Optimierungsproblems mindestens ein Eckpunkt
von X optimale Losung ist, wenn eine solche iiberhaupt existent ist.

Auf Grund von Satz 2.3 ist es nicht notwendig, alle xe X auf Optimalitit zu
tiberpriifen, sondern wir konnen unsere Untersuchung auf die Eckpunkte von X
beschrianken, von denen es endlich viele, wie der folgende Satz zeigt, gibt.

Satz 2.4: Die Menge X hat endlich viele Eckpunkte (vgl. Burkard (2009); S. 23).
Beweis:

Jeder Eckpunkt ist ein Schnittpunkt von mindestens p Hyperebenen. Aus den
gegebenen p+m  Hyperebenen, die die Nebenbedingungen des linearen
Optimierungsproblems erfiillen, lassen sich nur endlich viele verschiedene p -Tupel

von Hyperebenen auswéhlen.

AbschlieBend konnen wir festhalten, dass man sich auf eine endliche Menge zuldssiger
Eckpunkte bei der Suche nach der Optimallosung in Anbetracht der Sdtze 2.3 und 2.4

beschrianken kann.

2.2. Grafische Losung linearer Optimierungsproblemen in zwei

Variablen

In dem vorliegenden Abschnitt dieser Diplomarbeit richten wir unser Augenmerk auf
die linearen Optimierungsaufgaben in zwei Variablen, welche in einfacher und sehr
instruktiver Art und Weise grafisch dargestellt und gelost werden konnen. Die Relevanz
dieser grafischen Methode fiir die Praxis ist &uBlerst gering, da die
Optimierungsprobleme in der realen Welt meistens eine sehr grole Anzahl von
Variablen beinhalten. Allerdings erfordert die Aufnahme der linearen Optimierung in
zwei Variablen in die BIFIE-Kompetenzkataloge des Clusters W1 eine mdglichst
ausfiihrliche theoretische und praktische Auseinandersetzung mit der geometrischen
Darstellung, Losung der Optimierungssachverhalte und Auslegung der gewonnenen
Ergebnisse im Bereich der Schulmathematik. AuBlerdem eignen sich die in diesem
Abschnitt durchzufiihrenden Betrachtungen sehr dazu, die grundlegenden Eigenschaften
und alle wesentlichen Ziige der linearen Optimierung zu veranschaulichen.

Das lineare Optimierungsproblem in zwei Variablen lautet:
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Maximiere die Zielfunktion F (xl, xz) =X, +¢,X, (2.26)
unter den Nebenbedingungen
a,x, +a,x, <b, (2.27)

ay X, +a,x, <b,

a,x +a,,x,<b

x20,x,20. (2.28)

Deutung der Nebenbedingungen
Alle Restriktionen in den zu betrachtenden Optimierungsproblemen werden als

Ungleichungen der Form (2.27) auftreten. Jede Ungleichung dieser Form definiert im
zweidimensionalen  Fall  eine  Halbebene, d.h. fiir (all, alz) #0  ist
H_= {x|a11x1 +a,x, < bl} . Analog ist die Halbebene H_, mit umgekehrter Ungleichung
zu definieren. Der Durchschnitt dieser beiden Halbebenen ist die Gerade H_. Um
feststellen zu konnen, welche der beiden durch die Gerade H_ erzeugten Halbebenen
zu der Ungleichung a,,x, +a,,x, <b, gehort, brauchen wir einen Punkt (x{,x}), der

nicht der Durchschnittsgerade geniigt, in die Ungleichung einzusetzen. Ist

a,,x, +a,x, <b, erfillt, dann gehort die Halbebene zu der Ungleichung, welche den
Punkt (xl’ ,xé) enthilt, ansonsten ist es die andere Halbebene. Wenn die begrenzende
Gerade H_ nicht durch den Koordinatenursprung verlduft, dann ist es angemessen, den
Nullpunkt (0,0) als Entscheidungspunkt zu wéhlen. Wenn 5, >0 ist, was in den

meisten Optimierungsproblemen der Fall ist, dann gehort die den Nullpunkt enthaltene
Halbebene zur Ungleichung. Dariiber hinaus erweist es sich als giinstig, die Gleichung

der Gerade in Achsenschnittform zu bringen, d. h. fir 5 #0 schreiben wir

L [ b : .
%xl +%x2 =1. Damit sind mit (—I,OJ der Schnittpunkt der Gerade mit der x, -
| | 4

Achse und mit (O,ij der Schnittpunkt der Gerade mit der x,-Achse gegeben (vgl.
ap,

Korth et al. (1975); S. 269-270).
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Die Menge der Losungen, welche den Nebenbedingungen geniigen, bilden das Polyeder
P der zuldssigen Punkte in der Ebene. Der Durchschnitt zweier Halbebenen ist
entweder leer oder unbeschrinkt. In Abbildung 2.6 sind alle moglichen Fille fiir das
Polyeder P zweier Halbebenen ohne Beriicksichtigung der
Nichtnegativitdtsbedingungen dargestellt (vgl. Burkard und Zimmermann (2012); S.
21).

XA Leerer Durchschnitt XA Halbebene XA Kegel

Abb. 2.6: Durchschnitt zweier Halbebenen

Deutung der Nichtnegativititsbedingungen
Des Weiteren sind die Nichtnegativititsbedingungen (2.28) zu erfiillen. In einem

rechtwinkeligen kartesischen x,,x, -Koordinatensystem gilt x, >0 fiir die Punkte, die
rechts der x,-Achse und genau auf dieser Achse liegen. Analog erhalten wir fiir x, >0
jene Punkte, die oberhalb der x,-Achse und auf dieser Achse liegen. Die auf diese Art

und Weise definierten abgeschlossenen Halbebenen haben als Durchschnitt den
abgeschlossenen ersten Quadranten (vgl. Korth et al. (1975); S. 269).

Wenn wir die oben ausgefiihrten Uberlegungen beziiglich der Restriktionen und der
Nichtnegativitdtsbedingen zusammenfassen, konnen wir daraus folgern, dass der
zuldssige Bereich eines linearen Optimierungsproblems in zwei Variablen durch den
Teil des Durchschnitts der allen Nebenbedingungen erfiillenden abgeschlossenen
Halbebenen definiert ist, der im ersten Quadranten des rechtwinkeligen kartesischen
Koordinatensystem liegt. GemalB3 Definition 2.4 und 2.7 ist die Menge aller zuldssigen
Punkte entweder leer, konvexes Polyeder oder unbeschriankte polyedrische Menge. In
Abbildung 2.7 sind ein konvexes Polyeder und eine unbeschriankte polyedrische Menge
als zuldssiger Bereich fiir ein lineares Optimierungsproblem mit zwei Ungleichungen

unter Beriicksichtigung der Nichtnegativitiatsbedingungen veranschaulicht.
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Unbeschrdnkte polyedrische Menge <

X A Konvexes Polyeder

XA

Zy
Xy

Abb. 2.7: Menge der zuldssigen Punkte

Deutung der Zielfunktion

Wir konnen uns die Zielfunktion £ (xl,xz):clx1+czx2 als Schar von Geraden
{x|clxl+c2x2 :z} mit einem Parameter zeR vorstellen. Sinnvollerweise muss in

(2.26) wenigstens einer der Koeffizienten ¢, ¢, verschieden von Null sein. Sei ¢, # 0

und wir l6sen (2.26) nach x, auf. Wir erhalten (vgl. hierfiir und im Folgenden dieses

Abschnittes Korth et al. (1975); S. 270):

X, =Ly + = (2.29)
) )

Wenn ¢, =0 und ¢, #0 sind, dann wird mithilfe von (2.26) eine zur x,-Achse parallele

Gerade fiir jedes feste z abgebildet. Bei einem verdnderlichen z ist aus (2.29)

erkennbar, dass eine Schar von parallelen Geraden entsteht. Das Glied Zin (2.29) gibt
)

an, in welchem Punkt die betreffende Gerade die x,-Achse schneidet. Dieser

Schnittpunkt offeriert die erforderliche Auskunft iber den Wert von z .

Des Weiteren konnen wir uns folgende Zusammenhénge iiberlegen:

. . . z ,
v' Wenn ¢, >0 ist, dann wird bei wachsendem — auch der Wert von z grofler.
%)

: : : z .
v' Wenn ¢, <0 ist, dann wird bei wachsendem — der Wert von z kleiner.
G
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Da wir das Maximum der Zielfunktion suchen, gilt es, die Gerade mit dem maximalen
Parameterwert z zu finden, welche mit dem Polyeder P eine nicht leere
Durchschnittsmenge aufweist. Daher zeichnen wir zuerst eine Gerade, fiir welche z=0
ist. Wir verschieben die so gezeichnete Gerade parallel zu sich selbst, bis der Abschnitt

auf der x,-Achse bei ¢, >0 moglichst gro3 bzw. bei ¢, <0 mdglichst klein wird.

Ist die Optimallosung eindeutig bestimmt, dann beriihrt diese parallel verschobene
Gerade den zulédssigen Bereich (in diesem Fall konvexes Polyeder) genau in einem
Punkt. Die Koordinaten des Punktes sind als Schnittpunkt derjenigen

Nebenbedingungen definiert, die er in der Gleichheit erfiillt. Bei zwei Restriktionen

konnen wir die Optimalldsung X~ folgendermafBen ermitteln:
ay Ay )\ X, b,

Der zugehorige Optimalwert fiir z ist durch Einsetzen der Optimalldsung x in die

Zielfunktion zu errechnen (sieche Abb. 2.8).

X2 A

N cx, +c,x, =0

Abb. 2.8: Eindeutige Optimallosung

Ist die Optimalldsung nicht eindeutig bestimmt, dann fdllt diese parallel verschobene

Gerade, die zum Optimalen z gehort, mit einer der Grenzgeraden zusammen. Daher

gibt es unendlich viele Optimalldsungen x*, welche die Zielfunktion maximieren. Diese

kann man als lineare Konvexkombination darstellen (siche Abb. 2.9)
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\
rox +e,x, =0

Abb. 2.9: Unendlich viele Optimallésungen

AbschlieBend ist auf den Fall Riicksicht zu nehmen, in dem die zulédssige konvexe
Menge unbeschriankt ist. Der Optimalwert fiir z ist nicht beschrinkt, da die Gerade
beliebig weit nach rechts parallel verschoben werden kann und der Wert von z gegen

+o0o strebt. Das lineare Optimierungsproblem besitzt keine endliche Optimallosung
(siche Abb. 2.10).

v

Sox +e,x, =0

Abb. 2.10: Keine endliche Optimallosung
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3. Das Simplexverfahren

Verfahren, die eine explizite Darstellung hinsichtlich der Losung einer linearen
Optimierungsaufgabe angeben konnen, sind bis dato nicht bekannt. Dieses Faktum ist
nicht besonders iiberraschend, da lineare Gleichungssysteme am wirksamsten mit
iterativen Methoden zu losen sind. Aus diesem Grund sind zur Bewiltigung linearer
Optimierungsprobleme Iterationsverfahren ausgearbeitet worden. Das am meisten
angewandte und bekannteste ist die Simplexmethode. Der Name dieses Verfahrens leitet
sich von dem Begriff Simplex aus der Geometrie ab, welcher ein durch 7n+1 Punkte des
R" aufgespannten konvexen Polyeders bezeichnet (vgl. Korth et al. (1975); S. 278).
Wie schon im Kapitle 1 der vorliegenden Arbeit beleuchtet, wurden die Grundgedanken
fiir die Simplexmethode von dem russischen Mathematiker Kantorowicz im Jahr 1939
dargelegt. Allerdings wird dieses Losungsverfahren meistens G. B. Dantzig
zugeschrieben, da er die Vorgehensweise in ausfiihrlicher Entwicklung im Jahr 1947
verdffentlichte.

In dem vorliegenden Kapitel wird zunéchst auf die Voraussetzungen und Konventionen
kurz eingegangen, damit den weiteren Ausfiihrungen unmissverstdndlich gefolgt

werden kann (vgl. Grotschel (2015); S. 159-160).

Hauptvoraussetzungen

Das lineare Optimierungsproblem ist in der kanonischen Form angegeben:

max c¢'x

unter den Nebenbedingungen
Ax=b
x>0

Dabei ist zu beriicksichtigen, dass

v A4 eine (mx p)-Matrix mit m < p
v' Rang(4)=m

v' Polyeder der Form P~ (4,b)# & sind.

Konventionen
Um die Schreibtechnik der weiteren Darstellungen zu vereinfachen, werden folgende

Konventionen festgelegt:
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v" Die Zeilenindexmenge der Matrix 4 wird mit {1,2,...,m} angegeben.

v" Die Spaltenindexmenge des Vektors b wird mit {1,2,. e p} angegeben.

Mit B und N werden stets Spaltenindexvektoren der Matrix A4 kennzeichnet,
wobei B=(pl,p2,...,pm)e{l,2,...,p}m und
N = (ql, Gyse-es qpfm) € {1, 2,0, p}pim gelten. AuBlerdem  kommt  kein
Spaltenindex, der in B vorkommt, auch in N vor und vice versa.

v" Wenn die Anordnung der Indizes nicht von Relevanz ist, konnen wir B und N
als Mengen auffassen, fiir die BN N=& und BUN = {1,2,...,p} gelten. Wir
konnen dann i € B und j € N notieren.

v' Zur Vereinfachung schreiben wir fiir die Basismatrix A, und fir die
Nichtbasismatrix 4, .

v' Ist ein Spaltenindexvektor B wie oben angefiihrt definiert, so bezeichnet

N :(ql,qz,...,q pfm) immer den Spaltenindexvektor, welcher alle {ibrigen

Spaltenindizes enthélt. Dabei gilt g, <g, fur i< ;.

Abschlielend ist festzuhalten, dass wir zwischen Grundversion und Varianten des
Simplexverfahrens in diesem Kapitel unterscheiden, wobei die Grundversion aus
schulpddagogischen Motiven im Vordergrund steht. Die Varianten des

Simplexverfahrens werden aus Griinden der Vollstindigkeit kurz beleuchtet.

3.1. Grundversion des Simplexverfahrens

Das Simplexverfahren erzeugt in ihrer ersten Phase eine zuldssige Basislosung des
linearen  Optimierungsproblems  oder  veranschaulicht, dass fiir  diesen
Optimierungssachverhalt keine zuldssige Losung existiert. Wie eine zulédssige Losung
generiert wird, wird im Abschnitt 3.1.3. genauer erldutert. In der zweiten Phase werden
ausgehend von einer zuldssigen Basislosung schrittweise neue zuldssige Basislosungen
errechnet, wobei eine optimale zuldssige Basislosung in endlich vielen Iterationen zu
finden ist oder es ist zu erkennen, dass fiir dieses Problem sogenannte unbeschrinkte
Losungen vorhanden sind. Dabei ist der Zielfunktionswert stets zu vergroflern, wenn

man von einem Maximierungsproblem ausgeht.
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Wir unterschieden zwischen der Simplexmethode, welche sich aus den beiden bereits
erwdhnten Phasen zusammensetzt, und dem Simplexalgorithmus, der in der ersten

Phase aus einer vorliegenden zuldssigen Basislosung eine neue generiert.

3.1.1. Basisabhingige Darstellung des linearen Optimierungsproblems

Da der Simplexalgorithmus stets mit der zuldssigen Basislosung beginnt, ist es
erforderlich, in einem ersten Schritt die wesentlichen Begrifflichkeiten an die

angefiihrten Konventionen anzupassen.

Definition 3.1.: (vgl. Grotschel (2015); S. 160).

Es sei ein Problem der linearen Optimierung in der Normalform (2.18) — (2.22) mit

Rang m der (mx p)—Matrix A und m < p gegeben.

a) Ist A, reguldr, so werden A, Basismatrix (Basis) und A, Nichtbasismatrix
(Nichtbasis) genannt. Der Vektor x € R” mit x, =0 und x, = 4,' -b heiBt die zu
A, gehorige Basislosung.

b)  Ist 4, eine Basismatrix, dann heift jede Variable x; mit j € B Basisvariable und
x, mit j € N heilit Nichtbasisvariable.

c) Ist 4, eine Basismatrix, so werden 4, und die zugehorigen Basislosungen x,
zuldssig beziiglich des Polyeders P~ (A,b) genannt, wenn X, = 4, -b >0 erfiillt
ist.

d) FEine Basislosung zur Basis 4, heift nichtentartet, wenn x,=4,'-b>0,

ansonsten wird sie entartet genannt.

Die in Definition 3.1. angefiihrten Begrifflichkeiten werden anhand des Beispiels 2.7
(siehe Kapitel 2, S. 23-24) veranschaulicht. Das Produktionsplanungsproblem kann in

kanonischer Form folgendermaflen notiert werden:

X
1 1100)]x, 100
69010]|x [=|720 (3.1)
01001)]x, 60

Xs
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Somit ist das Polyeder P~ (A,b) gegeben durch:

11100

100

A=|69010]|, b=|720].

01001

60

In der Tabelle 3.1 sind die Basen von A4 und die zugehorigen Basislosungen x,

abgebildet. Bei diesem Optimierungsproblem stellt jede (3x3)-Matrix von A eine

Basis dar, was allerdings nicht immer der Fall sein kann.

Spalten in B A, X, X, X Ecke
0 (x3,x,, %) =
3,4,5 01 (100,720,60) (x,x%) | (0,0,100,720,60) | Ecke A
00
(x25x3’x4):
2,3,4 90 11 | (60,40,180) (x,x) | (0,60,40,180,0) | EckeB
0
(x1’x2’x3):
1,2,3 69 (30,60,10) (x%) | (30,60,10,0,0) | EckeC
0
(xlaxzaxs):
12,5 69 (60,40,20) (x,,x,) | (60,40,0,0,20) | EckeD
0
0 (xl,x4,x5):
1,4,5 6 1 (100,120,60) (%,x) | (100,0,0,120,60) | EckeE
00
0 (xz,x4,x5)=
2,45 21 (100,-180,-40) | (x,x,) | (0,100,0,-180,—40) | EckeF
0
1 (xy,X5,%5) =
2,3,5 20 (80,20,-20) (x,x,) | (0,80,20,0,-20) | Ecke G
0
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Spalten in B A, X, X, X Ecke
110 (x,x,,x,)=
1,2,4 6.9 1 1(40,60,-60) (x5,%) | (40,60,0,-60,0) | EckeH
010
11 0) | (x,%,x)=
1,3,5 60 0] |(120,-20,60) (x,,x,) | (120,0,-20,0,60) | Eckel
001

Tab. 3.1: Baseniibersicht des Gleichungssystems

Die ersten fiinf in der Tabelle 3.1 angefiihrten Basislosungen sind zuléssig, da x, >0

ist. Die letzten vier Losungen zu den entsprechenden Basen sind unzuldssig, da das
Nichtnegativitatskriterium verletzt ist.

Abschlieend ist in Erinnerung zu rufen, dass zuldssige Basislosungen Ecken des
zuldssigen Bereichs und umgekehrt entsprechen (siehe Satz 2.2, S. 21-23). In diesem
Zusammenhang ergibt sich die Frage, wie man den zuldssigen Bereich durch Basis- und

Nichtbasisvariablen darstellen kann.

Zulissige Menge durch Basis- und Nichtbasisvariablen
Seien B eine festgewdhlte Basis und N eine festgewihlte Nichtbasis. Das lineare
Optimierungsproblem kann mithilfe dieser Basen folgendermafen notiert werden (vgl.
hierfiir und im Folgenden: Burkard und Zimmermann (2012), S. 33-34):

Agx, +A4,x,, =b (3.2)
Wenn man mit der inversen Matrix 4,' zu Basis B die Gleichung (3.2) von links
multipliziert, erhédlt man die dquivalente Gleichung

X, =A;'b—A4;'4,x, (3.3)
Um die dquivalente Gleichung (3.3) schreibtechnisch zu vereinfachen, kann man die

reduzierte Matrix A, = A;' A, und den reduzierten Vektor b:= 4;'b einfiihren. Damit
erhilt man fiir das Polyeder P~ (4,b) die Notation
x,=b—4,x,, X, 20, x,2>0 (3.4)

Wie aus (3.4) hervorgeht, kann jede mogliche Losung der Gleichung durch Angabe von

x, dargestellt werden.
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Die Koeffizienten der rechten Seite der Gleichung (3.4) nennt man

Darstellungskoeffizienten und wir bezeichnen sie mit ¢, (i=L2,...,m und

j=L12,...,p). Die aus dieser Notation resultierende Darstellung ist

P

Xy =lo = D2 li¥n(ys 1= 1200, (3.5)

j=1
Die in (3.5) angegebene Schreibweise werden wir anhand des Beispiels 2.7

veranschaulichen. Dabei wihlen wir als B =(1,2,3) und als Nichtbasis N =(4,5).
Beispiel 3.1: Darstellung des Beispiels 2.7 in der Form (3.5)
1 3
X = 30—gx4 +5x5
x, =60—x;

X, = 10+%x4 —%xs

Zielfunktion durch Basis- und Nichtbasisvariablen
Seien B eine festgewéhlte Basis und N eine festgewihlte Nichtbasis. Der Wert der
Zielfunktion F (x)=c'x sei gegeben durch z=z,+ ¢'x, wobei z, eine belicbige
Konstante ist. Wenn man die Zielfunktion durch Basis und Nichtbasisvariablen
ausdriickt, so erhilt man

z=z,+CpX, +ChX,,

_ T -1 -1 T
Z=2zy+cCy -(AB b-A4, ANXN)+chN

z:(z0 +C£A;1b)+(cf, —ch;AN)XN (3.6)

20 E;,

z=3,+C X,
Die in (3.6) angefiihrten GroBen Z,:=z,+cy4,'b und ¢, :=c, —c,A; A, werden
reduzierte Kostenkoeffizienten der Zielfunktion genannt. Wie aus der Form (3.6)
ersichtlich ist, ist jeder Wert der Zielfunktion durch die Angabe von x, festgelegt. Die

dazugehorigen Darstellungskoeffizienten der rechten Seite konnen analog zu (3.5)

notiert werden:

p
2= oy + Dty Xy (3.7)
j=1
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Die in (3.7) angegebene Schreibweise der Zielfunktion werden wir anhand des Beispiels
2.7 verdeutlichen. Dabei gehen wir wieder von B =(1,2,3) als Basis und N =(4,5) als
Nichtbasis aus.

Beispiel 3.2: Darstellung der Zielfunktion aus dem Beispiel 2.7 in der Form (3.7)

F(xl,xz,x3,x4,x5) =10x,+20x,

z

2:10-(30—%)64+%x5j+20-(60—xs)

z= 1500—%)64 +5x;

Basiswechsel und Simplexkriterium

Da jede Basis der Matrix A4, die zuldssig ist, eine Ecke des Polyeders definiert, kann
das Problem der linearen Optimierung dadurch geldst werden, indem man alle Basen
der Matrix 4 bestimmt, den Zielfunktionswert der zugehdrigen Basislosung ermittelt
und die optimalste aus den errechneten Losungen auswidhlt. Wenn man in Erwdgung

zieht, dass eine (m X p) -Matrix bis zu (p

j zulédssige Basen haben kann, ergibt sich bei
m

dieser Vorgehensweise mit Zunahme der Dimension der Basismatrix ein gewaltiger
Rechenaufwand, der kaum durchfiihrbar ist. Als Folge dessen sollte man — ausgehend
von einer zuldssigen Basislosung — eine neue Basislosung generieren, die einerseits
zuldssig ist und anderseits den Wert der Zielfunktion verbessert. AuBlerdem ist das
Verfahren so auszurichten, dass der Basiswechsel nicht allzu viel Rechenaufwands
bedarf. Des Weiteren wird veranschaulicht, wie ein Basisaustausch mit relativ geringem
Rechenaufwand durchgefiihrt werden kann. Um den Basisaustausch rechentechnisch
genau zeigen zu konnen, ist es notwendig, die Indexmengen B und N wie in den
Konventionen (sieche S. 34) angegeben als Vektoren aufzufassen. (vgl. hierfiir und im

Folgenden: Grétschel (2015), S. 164-170).

Satz 3.1 (Basiswechsel): Es sei Ax=Db ein Gleichungssystem mit Rang(A):m.

B=(p,.p,,--..p,)€{L2,...,p}"  und N:(ql,qz,...,qp_m)e{1,2,...,p}pm seien

Spaltenindexvektoren von A4, sodass 4, eine Basis von A ist. Dann setzen wir
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Ist G, #0,s0ist A, mit B'=(p,, pyse.vs P,ysq,s Pyars---» Py ) €ine Basis der Matrix A4 .

Ferner gilt, dass 4,/ =E- A, , wobei E eine (mxm)-Elementarmatrix ist, welche wie
folgt definiert ist:
1 5

Dabei ist der Vektor & =(3,,6,,...,6, )T die r-te Spalte der Matrix £ und ist gegeben

durch:
-
aVS
a
0, =—, ze{l,Z,...,m}\{r}
a

Das Element a,, wird Pivot-Element genannt.

Sind X und X' die zu 4, und A4, gehorenden Basislosungen, dann gilt:

X, =b, - Y% b, =E b=E x,,ic {1,2,...,m{\{r} (alte Basisvariablen)
t ars

A G ~ L

X, ==—b=E-b=E x, (neue Basisvariable)
‘ ars

X', =0 andernfalls (Nichtbasisvariablen)

Beweis: (ebd.; S. 165-167)
Es seien d:= A, , d:=4,'d=4. und F:= 4;'4, . Die Matrix 4,, generiert man, indem
die r-te Spalte 4., von A, durch d ersetzt wird. Daher ist die Matrix F eine

(mxm) -Elementarmatrix, deren r-te Spalte der Vektor d bildet. Somit gilt fiir das
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Produkt der Matrizen E-F =1 . Daraus folgt, dass E=F"'.Da F und 4, invertierbar
sind, folgt aus 4, = A4,-F sofort A, =F'-4,'=E-A4,'. Die iibrigen im Satz 3.1

formulierten Formeln kénnen durch einfache Berechnungen ermittelt werden.

Der Basiswechsel, der im Satz 3.1 beschrieben wurde, zeigt, dass von einer Basis zu
einer anderen iibergegangen wird, indem eine Nichtbasisvariable und eine Basisvariable
gesucht werden, sodass a, # 0 erfiillt ist. Wenn diese Restriktion erfiillt ist, kann die
Nichtbasisvariable zu einer Basisvariable gemacht werden, wobei alle restlichen

Basisvariablen erhalten bleiben. Im Weiteren wird der Basistausch anhand folgenden

Beispiels veranschaulicht.

Beispiel 3.3: Durchfiihrung des Basiswechsels ausgehend vom Beispiel 2.7.

Wir betrachten wieder die kanonische Form des Produktionsplanungsproblems Ax=Db

gegeben durch:
11100 100
A={6 901 0|, b=|720|.
01001 60

Es seien B=(3,4,5) und N =(1,2), dann ist 4, eine Basis von 4 und es gilt

100 11 100
A'=[01 0|, A=4'4,=|6 9| und 4,'-b=| 720
001 01 60

Die zugehdrige Basislosung lautet xj =(100,720,60) und xj, =(0,0,0). Folglich
bekommen wir fiir die Losung x' =(0,0,100,720,60). Das Element a, =9 ist

verschieden von Null und wir kénnen es als Pivot-Element 4, (7 =2,s=2) wihlen.

1 ~1/9 0
Daraus resultieren: B'=(3,2,5), N'=(14), E=/0 19 0],
0 —1/9 1
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E-A'=4,=/0 19 0 und
0 -1/9 1
/3 0 1 =19 0 /3 -1/9
A A=E-4)'-A=| 2/3 1 0 1/9 0 |, A=44,=|2/3 1/9
-2/3 0 0 -1/9 1 -2/3 -1/9

Die zugehdrige Basislosung ist xj, =(20,80,-20) und xj. =(0,0,0). Damit erhalten
wir fiir die Lésung x = (0, 80,20,0, —20). Allerdings wissen wir nicht, unter welchen
Voraussetzungen die ermittelte Losung x’ optimal ist. Dies wird im Satz 3.2 genauer

erldutert.

Satz 3.2: Es sei ein lineares Optimierungsproblem in kanonischer Form (2.23 — 2.25)

angegeben und A, sei eine Basis von 4 (ebd.; S. 168).

1 Fir den Wert der Zielfunktion ¢'x, wenn xe P (4,b), ilt
g

To _ T -1 T T -1
cXx=cyd, bt+| cy —cy A, Ay X, .
\_ﬁ——/

ET

Der Term & in den Klammern wird reduzierte Kosten genannt.

(i)  (Simplexkriterium) Wenn die Matrix A4, eine zuldssige Basis und die reduzierten
Kosten nichtpositiv sind, dann ist die zugehérige Basisldsung x mit x, = 4,'b
und x, =0 optimal fir das Problem der linearen Optimierung in kanonischer

Form (2.23 — 2.25).

(1) Wenn die Matrix A, eine zuldssige Basis und die zugehorige Basislosung

nichtdegeneriert und optimal sind, dann gilt ¢ <0.
Beweis: (ebd.)

(1) Da die Matrix A4, eine Basis von A fiir das lineare Optimierungsproblem in

kanonischer Form (2.23 —2.25) ist, dann gilt x, = 4,'b—4,'4,x,, .

. . T, _ T T T -1 -1 T _
Damit gilt ¢’ X =cyx, +cyX, =c,| Ay b— A4, A, X, |+cyX, =

Xp

= cpdy'b+(ch —cpdy' 4, )x, .
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(i)

(iii)

Sei ze P~(A,b) beliebig. In diesem Fall ist zu zeigen, dass ¢'x>c'z. Wir
konnen schreiben:

c'z=c A, b+¢'z, <cj A, b=cix, =c'x, da ¢' <0 und z, >0. Somit wurde
gezeigt, dass ¢'x>cz.

Die Basislosung x mit x, =A4,'b und x, =0 sei optimal. Dann gilt fiir alle
zeP (A4b), dass c'x2c'zecpdb+ixy 24, b+c'z, <0287z,
Angenommen das i -te Element von ¢’ wire positiv. Nach Voraussetzung ist die
zugehdrige Basislosung nichtdegeneriert, d. h. A4;'b>0. Sei e der i-te
Einheitsvektor in R”™, dann existiert ein 4 >0 mit 4,'b > 4,' 4, Ae,. Der Vektor
x* mit xj =A4,'b—4;'4,Ae, und x} = Ae, ist fiir (2.23 — 2.25) ein zuldssiger

Vektor. Somit gilt es ¢'x* =cj4,'b+¢" de, =c"x+A¢ > c'x. Dadurch erhalten

——
>0

wir einen Widerspruch.

3.1.2. Durchfiihrung des Simplexverfahrens

In dem Abschnitt der vorliegenden Arbeit setzen wir uns mit der numerischen

Durchfiihrung des Simplexverfahrens auseinander. Die Grundidee des Verfahrens

wurde zu Beginn des Kapitels 3 bereits erldutert und kann an dieser Stelle

folgendermafBlen kurz dargestellt werden (vgl. hier und im Folgenden: Grotschel (2015);

S. 170-171):

v Eine zuldssige Basis 4, wird gefunden. (Phase I)

v' Aus der Basis 4, wird eine zuldssige Basis A, konstruiert, sodass die neue
zuldssige Basislosung besser ist. (Phase II)

v Die zuletzt ermittelte Basislosung ist optimal, wenn keine bessere existiert.

Um die oben informell beschriebene Grundidee analytisch darzustellen, gehen wir von

folgender Grundversion des Simplexverfahrens aus:

Definition 3.2. (Grundversion des Simplexverfahrens): Eingabe: A'eR""),

b'eR™, ceR”; Ausgabe: Das Simplexverfahren liefert eine optimale Losung des

linearen Optimierungsproblems, wenn eine solche existiert, die folgende Form aufweist:
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max ¢’ x unter den Restriktionen A'’x=b’, x> 0. Ansonsten stellt das Verfahren fest,
dass das Problem der linearen Optimierung unbeschrdnkt ist oder keine zuldssige

Losung hat.

Phase I des Simplexverfahrens

In dieser Phase wird eine Basislosung ermittelt und auf die Zuldssigkeit getestet. Wie
die gesamte Phase I durchzufiihren ist und wie numerisch vorzugehen ist, wenn die
erstrebten Ergebnisse nicht zustande kommen, wird im Abschnitt 3.1.3. genauer
erldutert.

Wir bestimmen von A'x=b’, x>0 ein Subsystem Ax=b, x>0, sodass
P~(A4,b)=P (A4,b") gilt und die Zusatzbedingungen Rang(A4) =Zeilenanzahl von 4 <

Spaltenanzahl von A, wenn moglich, erfiillt sind.

Des Weiteren ermitteln wir B=(p,, p,,...,p, ) €{L2,...,p}", sodass A4, eine zuldssige
Basis von 4 ist, wobei N = (ql,qz,...,qp_m) e{1,2,...,p}" " und Rang(4)=m seien.
AbschlieBend berechnen wir die Inverse von A4 zur Basis B, A=A4,'d,, b=4,'b,
¢"=cy—cyd;' A, und ¢, = cgf) .

Allerdings gehen wir an dieser Stelle davon aus, dass die Phase I zum gewiinschten

Erfolg gefiihrt hat.

Phase II des Simplexverfahrens

Die Phase II setzt sich aus Optimalititspriifung, Bestimmung der Pivotspalte, Priifung
auf Beschrdnktheit der optimalen Losung, Bestimmung der Pivotspalte, Basiswechsel
und Updating zusammen. Ist die gefundene zuldssige Basislosung optimal, dann ist die
Phase II abgeschlossen. Diese Phase geht auch zu Ende, wenn die Beschrianktheit des
Optimums nicht bestétigt wird. Andernfalls wiederholen sich die oben aufgelisteten
Rechenschritte bis die errechnete Basislosung optimal wird. Im Konkreten beinhalten

die Rechenschritte wie folgt (ebd., S. 171-173):

(1) Optimalititspriifung: Die errechnete Basislosung ist optimal, wenn ¢, <0 fiir
i=12,...,p—m gilt. Wir geben den Vektor x mit x, =b und x, =0 aus. Fiir
den Optimalwert des linearen Optimierungsproblems erhalten wir ¢'x =cLb =c,.

Somit ist das Simplexverfahren beendet.
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(2)

3)

(4)

)

(6)

Bestimmung der Pivotspalte: Wir wihlen einen Index s €{1,2,..., p—m}, sodass

die reduzierten Kostenkoeffizienten positiv sind, d.h. ¢, >0. Wenn mehrere

reduzierte Kosten positiv sind, existieren diverse Varianten zur konkreten
Realisierung der Auswahl, die wir im Abschnitt 3.2.2. (sieche S. 62-65) genauer
erldutern werden.

Priifung auf Beschriinktheit der optimalen Lésung: Die ermittelte zuldssige
Basislosung wird auf Beschrianktheit iiberpriift. Wenn ;l,s <0 gilt, dann ist das

lineare Optimierungsproblem unbeschrinkt. Damit ist das Simplexverfahren

beendet.

. . . : .| b
Bestimmung der Pivotzeile: Wir berechnen A, := min {—’

15

i, >0, i:1,2,...,m}.

S

Dann wihlen wir einen Index re{l, 2,...,m}, sodass A, =—- erfiillt ist. Die

)

rs

verschiedenen Moglichkeiten zur Auswahl der Zeile werden im Abschnitt 3.1.4

besprochen.

Basiswechsel: Wir setzen B' = ( PisPasevvs PytsQss Prats Pransos P ) 5
N =425 -+4,1> Py Qs> Quszre-+G,p ) » Ay = EA,' (siche Satz 3.1, S. 38-40).

Updating: Wir berechnen A, b, ¢ und ¢, neu. Zur Ermittlung der erwdhnten

GroBlen existieren viele numerische Varianten. Allerdings aus fachdidaktischen
Griinden wird ein klares Verfahren angegeben, welches numerisch umstindlich

und hochstens fiir Berechnungen ohne Computerunterstiitzung geeignet ist.

v' Neuberechnung von A: Wir setzen a, :=—. Fir i=1,2,....m, i#r

1
drs
fihren wir a4, :=-a_a._ aus. Fir j=L2,...,p—m, j#s fithren wir

is rs IS

a, =4 G aus. Fir j=L2,...,p—m, j#s und i=12,...,m, i #r flihren

= ~ & ~ ~ z o~
WIr q; '=a, ——~d, =4, +a,4a, aus.
a}"S
~ ) = b .. . .
V' Neuberechnung von b : Wir setzen b, :=——. Fir i=1,2,...,m, i # r fithren
ars
wir b :=b ——~b_aus.
a

rs
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v' Neuberechnung von ¢: Wir setzen fiur j=L2,...,p-m, j#s

~ o~

¢, und ¢, :=—

s

S

a

rs rs

v' Neuberechnung von ¢ : Wir setzen fur j=1,2,...,p-m, j#s

o

Schlussendlich setzen wir A:= ;1, b ::lj , ¢:=¢ und gehen zum Schritt (1) der

Phase I1.

Simplextableau
Um die einzelnen Rechenschritte unmissverstindlich zu veranschaulichen und ohne
Technologieeinsatz leicht durchfithrbar zu machen, kann fiir das lineare

Optimierungsproblem (2.23 — 2.25) das sogenannte Simplextableau verwendet werden.

Definition 3.3: Sind max{cT X|Ax:b, XZO} ein lineares Optimierungsproblem in
kanonischer Form und A4, eine =zuldssige Basis von A4, so wird die

(m+1, p+1)—Matrix

T ' —chA)' A —cpA'b
g A;'4 A;'b

ein Simplextableau zu Basis B mit Zeilen i =1,2,...,m+1 und Spalten j=1,2,...,p+1

genannt. (ebd., S. 173)
Insbesondere fiir Unterrichtszwecke im schulischen Kontext kann das Simplextableau
folgendermaflen veranschaulicht werden (siehe Tabelle 3.2, vgl. Domschke et al.

(2015), S. 28). Ein Simplextableau von dieser Gestalt wird in der gangigen Fachliteratur
primal  zuldssig  genannt. Die dabei auftretenden  (m+1)— verschiedenen
Einheitsvektoren bilden stets eine zulédssige Basis.

Wie aus der Tabelle 3.2 (siehe S. 46) ersichtlich ist, beinhaltet das Simplextableau alle

essenziellen Informationen eines linearen Optimierungsproblems in kanonischer Form

mit Rang(A) =m . Im Konkreten sind veranschaulicht:

v' Basisvariablen aller Gleichungen des Optimierungsproblems

v Koeffizienten aller Basis- und Nichtbasisvariablen
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v F als zusitzliche Variable

v' Werte b, der rechten Seite.

Nichtbasisvariablen Basisvariablen
X, X, Xyt e X, F b,
= X p-m+1 @, A pom 1 0 0 b,
)
S
N
S
-
2
)
& x, a,, .. Aoy pm 0 .. 1 0 b,
- . —Cp 0 .. 0 1

Tab. 3.2: Simplextableau, Ausgangssituation

Die letzte Zeile des Simplextableaus listet die Koeffizienten der Zielfunktion auf und
wird Ergebniszeile oder F —Zeile genannt. In der grauschattierten Zelle des Tableaus
ergibt sich der aktuelle Zielfunktionswert, der aus der folgenden Gleichung ermittelt

werden kann:

F—-cx —c,x,—...—¢c, ,x, , =aktueller Zielfunktionswert (3.8)

Wenn wir die Koeffizienten der Zielfunktion fiir die Nichtbasisvariablen zu Beginn mit

negativem Vorzeichen eintragen, dann fiihrt diese Vorgehensweise dazu, dass eine

Losung andauernd modifiziert werden kann, wenn eine negative Nichtbasisvariable in

der F —Zeile vorkommt.

Jede Iteration des Simplexalgorithmus mithilfe des Tableaus setzt sich aus folgenden

drei Schritten zusammen (vgl. Domschke et al. (2015); S. 29):

(1) Bestimmung der Pivotspalte: Wenn alle errechneten Werte in der F —Zeile
nichtnegativ sind, dann ist die gegenwértige Basislosung optimal und das
Rechenverfahren wird abgebrochen. Ansonsten wird die Spalte s mit dem
kleinsten Wert in der F —Zeile ausgesucht. Wenn wir mehrere Spalten mit
kleinstem Wert zur Verfiigung hétten, so wihlen wir eine beliebige. Die

zugehorige Nichtbasisvariable x, wird in die Basis neu aufgenommen.

(2) Bestimmung der Pivotzeile: Wenn alle Koeffizienten in der Pivotspalte

nichtpositiv sind, dann konnen wir fiir das lineare Optimierungsproblem keine
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3)

optimale Losung angeben und das Rechenverfahren wird beendet. Ansonsten wird

eine Zeile r bestimmt, fiir welche gilt, dass b, =min {gﬁs >0,i=1, 2,...,m}

Q

ist. Die Basisvariable, die zu der Zeile r gehort, verldsst die Basis.
Berechnung des neuen Simplextableaus:
v" Die bisherige Basisvariable (BV) in der Pivotzeile r wird durch die

bisherige Nichtbasisvariable x ausgetauscht. Dann wird durch lineare
Transformation des Systems von Restriktionen unter der neuen
Basisvariable x, ein Einheitsvektor a, =1 erzeugt. Das geschieht, indem
wir die Pivotzeile durch das Element a, dividieren, und anschliefend fiir
alle Zeilen i (ausgenommen die Zeile s) die neue Pivotzeile mit —a,

multiplizieren und diese zu der jeweiligen Zeile i hinzu addieren.

v Indem die Spalten der beiden beim Basiswechsel beteiligten Variablen
vertauscht werden, wird ein neues Simplextableau fiir das lineare
Optimierungsproblem in kanonischer Form erzeugt. Danach wird wiederum

zum Schritt 1 ibergegangen.

Um die Iterationsschritte des Simplextableaus zu demonstrieren, verwenden wir das

Beispiel 2.7 aus dem Kapitel 2.

Beispiel 3.4: Iterationsschritte mithilfe des Simplextableaus

Wir

betrachten das lineare Optimierungsproblem zur Produktionsplanung in

kanonischer Form.

Maximiere F(x,,x,,%;,%,,%s)=10x, +20x,

unter den Restriktionen

X, +x,+x, =100
6x, +9x, +x, =720
X, +x, =60

X)Xy, X3, X,,%s 20
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Das Starttableau T, zu diesem Optimierungsproblem sieht folgendermaflen aus:

BV il ) ) X4 5 b,
X, 1 1 0 0 100
X, 6 9 0 1 0 720
X, 0 0 0 1 60
F -10 -20 0 0 0 0

Tab. 3.3: Ergebnisse des Starttableaus T,

Das erhaltene Starttableau ist zuldssig und wir konnen die zugehdrige zuldssige
Basislosung (Ausgangslosung) bestimmen. Wir setzen die Nichtbasisvariablen

x,=x,=0 und bekommen die erste zuldssige Losung des Optimierungsproblems
x=(0,0,100,720,60). Der Wert der Zielfunktion ist Null. Da die Werte in der F —Zeile

nichtpositiv sind, ist die errechnete Losung nicht optimal und kann verbessert werden.

Es ist das Pivotelement zu bestimmen. Die Pivotspalte ist in diesem Fall die zweite, da

—20=min{—10,—20}. Die sich daraus ergebende Pivotzeile ist die dritte, da

60 = ? = min {?,%,?} . Somit ist das resultierende Pivotelement aj, =1.

Mithilfe des Algorithmus werden folgende Kalkulationen zum Basiswechsel

durchgefiihrt:
v’ Fiir die Pivotzeile (dritte Zeile): Die Pivotzeile wird durch eins dividiert. Wir
erhalten:
0 0 0 0
a 0 a a a 0
a;lz%:Tzo’a;zz%:—zl’a}wz%:T:O’ a:li“':%:T:O’
as, 3 as, as,
0 0
a 1 b 60
a;sz%:—zl’b;:—g:—:6o
a; 1 as,

v' Fiir die erste Zeile: Die Formeln fiir die entsprechenden Berechnungen sind im

Schritt 6 ,,Updating* der Phase II ausfiihrlich erldutert wurden (sieche S. 44). Wir

erhalten:
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a a
1 _ 0 Gy o L 10 _ 43 o .
ay =a;, —— a5 =1 0=1, a,=0a,——a; =1 1=0,
as, as)
0 0
a a
L0 @ oo, Lo 1 _ 0 @ o _
ay =ay——-ay=1---0=1, a, =a, ——-a,, =0 0=0,
as, 3
0 0
a 1 a 1
1 0 0 170 0
a5 =a —%-aﬁ =0—--1=-1, b, =), —%-@ =100—--60=40
a,, 1 a,, 1

v’ Fiir die zweite Zeile: Die Elemente dieser Zeile werden wie schon oben

veranschaulicht, errechnet. Wir bekommen:

0 0
a 9 a 9

r_ 0 _ ™0 0 _rg_ 7 n= 0 _"» 0 _9g_Z.1—

Ay =0y ——4 3 =06 1 0=6, ay, =ay, ——a;, =9 1 1=0,
3 3
0 0
a a

0 9y o0 o 7 o 10 9y o 0

Uyy =y =533 =0 0=0, ay, =ay, —— a5 =1 0=1,
as, as,
0 0
a 9 a 9

1 0 0 1 0 0

Ays = Ay —%-aﬁ =0-—1=-9, b, =b, —%-l& =720-=-60=180
a,, 1 a,, 1

v’ Fiir die F-Zeile: Die Formel fiir die Berechnung der Ergebniszeile ist im Schritt 6

,Updating® genau présentiert worden. Nach Anwendung erhalten wir:

0 0

=G0 = 10-2 . (20)=10, ¢ =~ 2.0 = 20~ L. (220) =0,
32 1 32 1

Lo @y 0 Lo @y o 0

=0 ——=2¢)=0-=+(-20)=0, ¢, =c¢; -+ -¢] =0——+(-20) =0,
a3 1 a3

|0 s I

-csz—I-(—20)=20

v Fiir den aktuellen Funktionswert: Fiir den Funktionswert des ersten

Simplextableaus erhalten wir:

0
cé=c8+cgb—3=0+20-$=1200

32

Als Folge der oben durchgefiihrten Berechnungen sieht das erste Simplextableau T,

folgendermaflen aus:
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BV il ) ) X4 5 b,
X, 0 1 0 0 40
X, 6 0 0 1 -9 180
X, 0 1 0 0 1 60
F -10 0 0 0 20 1200

Tab. 3.4: Ergebnisse des ersten Tableaus T,

Das erhaltene erste Simplextableau 7, ist zuldssig und wir konnen die zugehorige
zuldssige Basislosung ermitteln. Wir setzen die Nichtbasisvariablen x, =x, =0 und

bekommen die  zweite  zuldssige Losung des  Optimierungsproblems

X = (0, 60,40,180,0) . Der Wert der Zielfunktion ist F =1200. Da in der F —Zeile noch

immer ein negativer Koeffizient vorhanden ist, ist die erzeugte Losung nicht optimal
und kann durch Anwendung des Simplexalgorithmus verbessert werden. In diesem Fall
ergibt sich fiir die Pivotspalte die erste, da sich dort der einzige nichtpositive Wert
befindet. Die sich ergebende Pivotzeile ist die erste, da 30:%:min{$,%}.

Somit ist das resultierende Pivotelement a,, = 6.

Die einzelnen Berechnungen sind analog durchzufiihren und wir kommen das zweiten

Simplextableau T, , dessen Elemente wie folgt sind:

BV il ) ) X4 5 b,
X, 0 0 1 -1/6 1/2 10
X, 1 0 0 1/6 -9/6 30
X, 0 1 0 0 1 60
F 0 0 0 5/3 5 1500

Tab. 3.5: Ergebnisse des zweiten Tableaus T,

Wie aus der Tabelle 3.5 hervorgeht, ist das zweite Simplextableau 7, zuldssig und wir

konnen die zugehorige zuldssige Basislosung ermitteln. Wir setzen die

Nichtbasisvariablen x, =x, =0 und bekommen die dritte zuldssige Losung des
Optimierungsproblems x =(30,60,10,0,0). Der Wert der Zielfunktion ist F =1500.

Die ermittelte Losung ist zugleich die optimale Losung des aufgestellten Problems, da

in der F —Zeile keine negativen Koeffizienten mehr vorhanden sind. Als Folge dessen
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bedarf die Zielfunktion keiner Verbesserung. Somit ist der Simplexalgorithmus
abgeschlossen.
Abschliefen mochten wir den fiir das Beispiel 2.7 durchgefiihrte Simplexalgorithmus

im Kontext des grafischen Losens linearer Optimierungsprobleme interpretieren. Das

Startsimplextableau 7, lieferte die zulissige Basislésung x =(0,0,100,720,60) , welche

der Ecke A mit Koordinaten (0,0) entspricht (folge Abb. 3.1).

140

100

Zuléssiger
» Bereich

E |
0 2 40 60 80 1‘5\\ 1%\ 140

Abb. 3.1: Losungsschritte nach dem Simplexalgorithmus

Durch das Generieren des ersten Simplextableaus 7, ergab sich die zuléssige
Basislosung x = (0,60,40,180,60). Diese entspricht dem Eckpunkt B mit Koordinaten
(O, 60) und ist noch nicht optimal. Das zweite Simplextableau 7, lieferte die optimale,
zuliissige Basislosung x =(30,60,10,0,0), welche der Ecke C mit Koordinaten (30,60)
entspricht. Abschlieend ist festzuhalten, dass das Rechenverfahren in der Ecke (0,0)
des Zuléssigkeitsbereichs beginnt und iiber den Eckpunkt (0, 60) zu der optimalen Ecke

(30, 60) fiir dieses Problem der linearen Optimierung konvergiert.

Zusammenfassend ist zu vermerken, dass die Grundversion des Simplexverfahrens nach
endlich vielen Iterationen eine optimale Losung errechnet, oder sie stellt fest, dass das

lineare Optimierungsproblem in kanonischer Form unbeschrinkt ist, wenn

P (A,b) #J und alle zuldssigen Basislosungen nicht entartet sind. Wenn das lineare

Optimierungsproblem degenerierte Ecken besitzt, konnte die Grundversion des
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Simplexverfahrens nur noch zuldssige Basen generieren, die zu der gleichen Ecke
gehoren. Man spricht in diesem Fall vom Kreiseln des Verfahrens (vgl. Grotschel

(2015); S. 178).

3.1.3. Phase I des Simplexverfahrens

Das im Abschnitt 3.1.2. diskutierte Simplexverfahren ist nur dann anwendbar, wenn
eine zulédssige Ausgangslosung vorliegt. Andernfalls ist eine erste zuldssige Losung zu
ermitteln, fiir deren Erzeugung mehrere Verfahren verfiigbar sind. Wir widmen uns in
diesem Abschnitt der vorliegenden Diplomarbeit den zwei géngigsten Verfahren — dem

dualen Simplexalgorithmus und der sogenannten M-Methode.

Dualer Simplexalgorithmus
Ein Hilfsverfahren dieser Art ist dann durchzufiihren, wenn das lineare
Optimierungsproblem nicht in kanonischer Form angegeben ist oder wenn es nicht
leicht in diese zu transformieren ist. Das Ausgangsproblem wird durch Hinzufligen von
Schlupfvariablen, Multiplikation jeder >— Bedingung mit —1 etc. (sieche fiir weitere
mogliche Umformungen Beispiel 2.2, S. 13-14) so transformiert, dass der
Zielfunktionsvektor ¢ und die Koeffizienten der Matrix 4 den Eigenschaften der
kanonischen Form eines linearen Optimierungsproblems geniigen. Allerdings weist der
Vektor b negative Elemente auf. Danach startet man in Phase I mit einer nicht
zuldssigen Basislosung, da einige oder alle Elemente des Vektors b negativ sind. Im
Laufe des dualen Simplexalgorithmus wird diese nicht zuldssige Basislosung in eine
zuldssige transformiert (vgl. Domschke et al. (2015); S. 30).
Danach wird das lineare Optimierungsproblem durch ein Starttableau veranschaulicht
und mit den entsprechenden Iterationen des Hilfsalgorithmus begonnen. Jede Iteration
des Simplexalgorithmus mithilfe des Tableaus setzt sich aus folgenden drei Schritten
zusammen, wobei hier mit der Bestimmung der Pivotzeile gestartet wird. (ebd.; S. 31):
(1) Bestimmung der Pivotzeile: Wenn alle Elemente des Vektors b positiv sind,
dann liegt bereits eine zuldssige Basislosung vor und das duale Rechenverfahren
wird beendet. Ansonsten wird eine Zeile » mit dem kleinsten Wert in der
b—Spalte ausgesucht. Sollten mehrere Zeilen mit dem kleinsten Wert zur

Auswahl stehen, so wiahlen wir eine beliebige.
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(2)

3)

Bestimmung der Pivotspalte: Wenn alle Werte in der Pivotzeile » positiv sind,
dann besitzt das lineare Optimierungsproblem keine zulédssige Basislosung und

das duale Rechenverfahren wird abgebrochen. Andernfalls wird eine Spalte s

~ E
bestimmt, fiir welche gilt, dass S — max {—’ a;<0,j=12,..., p} ist. Somit

a,

)

ergibt sich als Pivotelement a_ .

Berechnung des neuen Simplextableaus: Die Tableautransformationen sind

analog zum primalen Simplexalgorithmus durchzufiihren.

Die Iterationsschritte des Hilfsalgorithmus zur Berechnung der ersten zuldssigen

Basislosung werden anhand des Beispiels 3.5 erldutert.

Beispiel 3.5: Iterationsschritte der Phase I und II

Wir gehen aus folgendem Problem der linearen Optimierung in Standardform aus:

Maximiere F(x,,x,)=x, +2x,, unter den Restriktionen

6x,+x,=9
4x,+9x, 25
X +7x,<3

X,%, 20

Zunichst ist es erforderlich, das lineare Optimierungsproblem in Normalform zu

transformieren. Durch Anwendung der entsprechenden Umformungen erhalten wir:

Maximiere F (x,,x,,x;,%,,Xs,%; ) = X, +2x, , unter den Nebenbedingungen

6x, +x,+x;,=9
—6x, —x, +x, =-9
—4x, —9x, +x, =5
X +7x,+x,=3

X,%, 20

In diesem Fall sind x;,x,, x,,x, die Schlupfvariablen.
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Das Starttableau 7; zu diesem Optimierungsproblem sieht folgendermaf3en aus:

BV o ) ) X4 5 X6 b,
X, 6 1 1 0 0 0 9
X, -6 -1 0 1 0 0 -9
X, -4 -9 0 0 1 0 -5
X, 1 7 0 0 0 1
F -1 -2 0 0 0 0 0

Tab. 3.6 Ergebnisse des Starttableaus T,, Phase I

Die in dem Starttableau ausgewiesene Basislosung ist unzulissig, da zwei der Elemente
in der b—Spalte negativ sind. Wir setzen die Nichtbasisvariablen x, =x, =0 und
bekommen die erste Basislosung x=(0,0,9,—9,—5,3). Der Wert der Zielfunktion ist
Null. Da die errechnete Basislosung nicht zuléssig ist, kann sie verbessert werden. Es ist

das Pivotelement zu bestimmen. Die Pivotzeile ist die zweite, da —9 = min {—9,—5} . Die

sich ergebende Pivotspalte ist die zweite, da 2=max{_—1,_—2}. Somit ist das

resultierende Pivotelement aj, = 1.

Nach Durchfiihrung der Transformationsschritte, die wir in Phase II des
Simplexverfahren (folge S. 43-44) ausfiihrlich diskutiert haben, erhalten wir die unten

abgebildeten Simplextableaus 7}, 7,, T;. Die Simplextableaus 7 und 7, sind dual bzw.

primal zuldssig aber nicht optimal. Die optimale Losung ist im Tableau 7, dargestellt.

BV o ) ) X4 5 X6 b,
X, 0 0 1 1 0 0 0
X, 6 1 0 -1 0 0 9
X 50 0 0 -9 1 0 76
X, -41 0 0 7 0 1 -60
F 11 0 -2 0 0 0 18

Tab. 3.7: Ergebnisse des Tableaus T,, Phase I

Wie aus der Tabelle 3.7 ersichtlich ist, ist die Basislosung unzuléssig, da ein Element in

der b—Spalte negativ ist. Wir setzen die Nichtbasisvariablen x, =x, =0 und

bekommen die dual zuldssige Basisldsung x=(0,9,0,0,76,—60). Der Wert der
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Zielfunktion betrdgt 18. Die erzeugte Basislosung ist zu verbessern, indem wieder das

Pivotelement bestimmt wird. Fiir das Pivotelement erhalten wir a,, =—41.
BV X, X, X, X, X; X, b,
X, 0 0 1 1 0 0 0
X, 0 1 0 1/41 0 6/41 9/41
X, 0 0 0 -19/41 1 0 116/41
X, 1 0 0 -7/41 0 -1/41 60/41
F 0 0 0 -5/41 0 11/41 78/41

Tab. 3.8: Ergebnisse des Tableaus T,, Phase |

Die in der Tabelle 3.8 abgebildete Losung ist primal zuldssig, da alle Elemente des

Vektors b nichtnegativ sind. Wir setzen die Nichtbasisvariablen x, =x,=0 und

bekommen die zuldssige Basislosung x:(@ ) 0,0,%

,—, ,0|. Der Wert der
41 41

Zielfunktion ist F :%. Da die F —Zeile einen negativeren Koeffizienten enthilt, ist

die erzeugte Losung nicht optimal und kann durch Anwendung des Simplexalgorithmus

(Phase II) verbessert werden. In diesem Fall ergibt sich fiir das resultierende
Pivotelement a;, =1.

Die optimale Losung fiir dieses lineare Programm ist in der Tabelle 3.9 dargestellt.

BV i xz x3 Xy o5 X6 b,
X, 0 0 1 1 0 0 0
X, 0 1 -1/41 0 0 6/41 9/41
X, 0 0 19/41 0 1 0 116/41
X, 1 0 7/41 0 0 -1/41 60/41
F 0 0 0 5/41 0 11/41 78/41

Tab. 3.9: Ergebnisse des Tableaus T,, Phase II

Wie aus der Tabelle 3.9 zu entnehmen ist, sind in der F —Zeile keine negativen
Koeffizienten mehr vorhanden. Als Folge dessen bedarf die Zielfunktion keiner

Verbesserung. Somit ist der Simplexalgorithmus abgeschlossen und die optimale

Losung lautet x = @,2,0,0,2,0 .
41 41 41
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AbschlieBBend ist hervorzuheben, dass der duale Simplexalgorithmus fiir die Ermittlung
einer zuldssigen Basislosung insbesondere dann geeignet ist, wenn fiir ein lineares
Optimierungsproblem, dessen optimaler Basislosung bekannt ist, durch Hinzufiigen
einer weiteren Nebenbedingung die so bestimmte Basislosung unzuldssig wird (ebd.; S.

33).

M-Methode

In diesem Abschnitt der vorliegenden Diplomarbeit werden wir die M-Methode nur fiir
Maximierungsprobleme erldutern, da wir bis jetzt die theoretischen Grundlagen fiir
diese Art von Optimierungsproblemen ausfiihrlich besprochen haben.

Wir gehen davon aus, dass das lineare Optimierungsproblem in Normalform angegeben
ist. Die >—Nebenbedingungen werden nicht mit —1 wie bei dem schon erlduterten
dualen Simplexalgorithmus multipliziert. Es werden Schlupfvariablen mit negativem
Vorzeichen eingefiigt. Zu jeder Restriktion i, welche keine Schlupfvariable mit
positivem Vorzeichen aufweist, fiigen wir eine sogenannte fiktive Variable y, >0, die
ein positives Vorzeichen hat, hinzu. Diese fiktive Variable wird in einer Zielfunktion,
die zu maximierenden ist, mit —M bewertet. Dabei ist M ausreichend grof3 zu wihlen,
sodass gewihrleistet wird, dass alle fiktiven Variablen im Laufe des
Optimierungsprozesses die Basis verlassen, wenn eine zuldssige Losung des linearen

Optimierungsproblems existiert. Auf das mit y, erweitere Optimierungsproblem
wenden wir den primalen Simplexalgorithmus an, bis alle y,, die anfinglich in der

Basis enthalten sind, diese verlassen. Wenn die fiktive Variable in der Basis nicht mehr
vorhanden ist und damit den Wert null annimmt, kann sie von den weiteren
Rechenschritten ausgenommen werden (ebd.; S. 34).

Die M-Methode wird anhand des Beispiels 3.5 genauer erldutert. Dieses Beispiel erhalt

durch Hinzufligen von Schlupfvariablen sowie fiktive Variablen folgende Form:

Beispiel 3.6: Anwendung der M-Methode
Maximiere F(xl,xz,x3,x4,x5,x6,yl,yz) =x, +2x,— My, —My,,
unter den Restriktionen

6x, +x,+x,=9

6x, +x,—x,+y,=9
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4x,+9x, —x;+y, =5

X +7x,+x,=3

X,%, 20

In diesem Fall sind x;,x,,x,,x, die Schlupfvariablen und y,, y, die fiktiven

(kiinstlichen) Variablen.

Das Starttableau 7, zu diesem Optimierungsproblem sieht folgendermaf3en aus:

BV il %) X3 X4 45 Xe Vi Vs b,
X, 6 1 1 0 0 0 0 9
» 6 1 0 -1 0 1 0 9
¥, 4 9 0 0 -1 0 0 1 5
X, 1 7 0 0 0 1 0 0 3
F -10M  -10M 0 M M 0 -M -M | -14M
-1 -2

Tab. 3.10: Ergebnisse des Starttableaus T, M-Methode

Die in dem Starttableau abgebildete Basislosung ist zuldssig, aber nicht optimal, da in

der F —Zeile Elemente vorhanden sind, die einen negativen Wert aufweisen. Daher ist

das Pivotelement nach der in Phase II angegebenen Kriterien zu bestimmen. Wir

erhalten fiir das Pivotelement a,, = 7.

Nach Anwendung der Rechenschritte des Simplexalgorithmus, erhalten wir die unten

abgebildeten Simplextableaus 7, 7,, 7;, T,. Die Simplextableaus 7;, 7, und 7, sind

primal zuléssig aber nicht optimal. Im Simplextableau 7, sind die fiktiven Variablen in

der Basislosung nicht mehr priasent (siehe Tabelle 3.13, S. 58).

BV il ) o X4 N5 X6 Y1 V> b,
X, 41/7 0 1 0 0 -1/7 0 0 60/7
» 41/7 0 0 -1 0 -1/7 1 0 60/7
¥, 19/7 0 0 -1 -9/7 1 8/7
X, 1/7 1 0 0 0 1/7 0 3/7
F -60/7T M 0 0 M M 10/M| -M -M | -68/7TM
-5/7 +2/7 -6/7

Tab. 3.11: Ergebnisse des Tableaus T,, M-Methode
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BV 2 xz 3 2 25 X6 Y b,

X, 0 0 1 0 41/19 22/19 0 116/19
» 0 0 0 -1 41/19 50/19 1 116/19
X, 1 0 0 0 -7/19 -9/19 0 8/19
X, 0 1 0 0 1/19 4/19 0 7/19
F 0 0 0 M -41/19M  -50/19M 0 -116/19M

-5/19 -1/19 +22/19
Tab. 3.12: Ergebnisse des Tableaus T,, M-Methode

BV Bl %) o X4 N5 Xe b,
X, 0 0 1 1 0 -28/19 0
X, 0 0 0 -19/41 1 50/41 116/41
X, 1 0 0 -7/41 0 -1/41 60/41
X, 0 1 0 1/41 0 6/41 9/41
F 0 0 0 -5/41 0 11/41 78/41

Tab. 3.13: Ergebnisse des Tableaus T,, M-Methode

Wie Tabelle 3.13 zeigt, haben die fiktiven Variablen in dem Beispiel 3.6 nach drei

Iterationen die Basis und damit das lineare Optimierungsproblem verlassen. Durch eine

weitere Iteration, deren Ergebnisse in Tabelle 3.14 dargestellt sind, gelangen wir zu der

optimalen Losung. Daher ist der Simplexalgorithmus abgeschlossen und wir erhalten als

Optimum x:(@,i,O,O,M,OJ.
41 41 41

BV i xz x3 Xy o5 X6 b,
X, 0 0 1 1 0 0 0
X, 0 1 -1/41 0 0 6/41 9/41
X, 0 0 19/41 0 1 0 116/41
X, 1 0 7/41 0 0 -1/41 60/41
F 0 0 0 5/41 0 11/41 78/41

Tab. 3.14: Ergebnisse des Tableaus T,, M-Methode

AbschlieBend ist zu vermerken, dass sowohl der duale Simplexalgorithmus als auch die

M-Methode identische Losung fiir das Optimierungsproblem geliefert haben. Allerdings
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haben wir bei der M-Methode eine Iteration mehr bendtigt, um zu dem gewiinschten

Resultat zu kommen.

3.2. Varianten des Simplexverfahrens

Der Simplexalgorithmus ist der Motor der linearen Optimierung. Daher wird stets nach
effizienteren Implementationen des Verfahrens gesucht, sodass man im akademischen
oder im kommerziellen Kontext mit wenig Aufwand zu der gewiinschten Losung
gelangt.

Im Abschnitt 3.1. wurden die Grundversion des Simplexverfahrens theoretisch erldutert
und die Iterationsschritte anhand von Beispielen deutlich veranschaulicht. Wir setzten
diese Kenntnisse — Definitionen, Sétze, Notationen etc. — voraus, um ein Verstindnis
fiir ausgewahlte, praxisrelevante Modifikationen des Simplexverfahrens aufzubauen und

auf diese Art und Weise unsere Grundkenntnisse zu vertiefen.

3.2.1. Das revidierte Simplexverfahren

Fiir Probleme der linearen Optimierung, bei welchen die Variablenanzahl p wesentlich
grofler als die Anzahl der Restriktionen m ist, eignet sich das revidierte
Simplexverfahren besser als die im Abschnitt 3.1. dargestellte Grundversion. Dariiber
hinaus stellt man bei genauer Betrachtung der Grundversion fest, dass wéhrend einer
Iteration nicht alle Spalten der Matrix 4 verwendet werden. Diese Tatsache wird im
revidierten Verfahren ausgenutzt, indem nur diejenigen Spalten neu ermittelt werden,
die im gegenwartigen Rechenschritt benotigt werden.
Wir skizzieren den revidierten Simplexalgorithmus fiir ein Problem der linearen
Optimierung in kanonischer Form (2.23) — (2.25):
Maximiere F' (x)=c"x, unter den Nebenbedingungen

Ax=b

x>0
Wir gehen davon aus, dass eine erste zuldssige Basislosung A4, des

Optimierungsproblems existiert. Daher iiberspringen wir an dieser Stelle die Phase I

und beschreiben im Nachfolgenden nur die Phase II des Verfahrens.
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Definition 3.3. (Revidiertes Simplexverfahren): Eingabe: AcR™? peR™,

ceR”, Spaltenindexvektor B, zugehdrige Matrix 4,' und Vektor b= 4,'b ; Ausgabe:

Eine optimale Losung des linearen Optimierungsproblems (vgl. Grotschel (2015); S.

218).

Die Phase II setzt sich aus Backward Transformation (BTRAN), Pivotspaltenauswahl
(PRICE), Forward Transformation (FTRAN), Pivotzeilenauswahl (CHUZR), Updating
der Basis (WRETA). Im Konkreten beinhalten die Rechenschritte wie folgt (ebd.):

(1)

(7)

(8)

9

(10)

BTRAN: Wir berechnen 7, :=c,A, . Diese Werte werden auch Schattenpreise
genannt.

PRICE: Wir berechnen die reduzierten Kostenkoeffizienten ¢, := (c]Tv) - Aye;
J

fir j=1,2,...,p—m und wiéhlen einen Index s mit ¢ >0. Die errechnete
Basislosung ist optimal, wenn ¢, <0 fir j=L2,...,p—m gilt. Wir geben den
Vektor x mit x,=b und x, =0 aus. Fiir den Optimalwert des linearen
Optimierungsproblems ~ erhalten ~ wir ¢'x=cib=c,. Somit ist das
Simplexverfahren beendet.

FTRAN: Wir aktualisieren die Pivotspalte indem wir d:=4,'d :A;A,q‘x

berechnen.

CHUZR: Wir berechnen A, := min{%‘c@ >0,i=1, 2,...,m}. Dann wihlen wir

einen Index r €{1,2,...,m}, sodass 4, :% erfiillt ist.

1

WRETA: Wir entfernen das r —te Element von B und ersetzen dieses durch ¢, .
Der aktualisierte Spaltenindexvektor heiBt B’. Damit berechnen wir A4, und

b=4,b.

Wir veranschaulichen das revidierte Simplexverfahren anhand des Beispiels 2.7 (siehe

S. 23), indem wir von einem Simplextableau ausgehen, wie es in Tabelle 3.2 dargestellt

ist.
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Beispiel 3.5: Revidiertes Simplexverfahren
Die erst erzeugte zuldssige Basislosung ist nicht optimal und ldsst sich verbessern,

indem die Variable x; durch x, in der Basis ersetzt wird. Somit ergibt sich fiir die

Matrizen B und B~ wie folgt:

1 100 00 1 O
9010 L, |1 0 -1 0

B = B = .
1 0 0 O 01 -90
0 0 0 1 00 0 1

In den Zeilen und Spalten der Matrix B befinden sich die Werte der Variablen x,, x;,

x, und diese der Zielfunktion F.

Durch die Multiplikation der Matrix B™' mit A erhalten wir:

00 1 0O\(1 1 1 0 0 0 100
L -1t o -1ol|]6 9 0o 1 0 0 72
Bl A= .
01 90|00 1 0 0 1 0 60
00 0 1)(-10 20 0 0 0 1 0
o 1 0 0 1 0 60
L1 0 1 0 -1 0 40
B A=
6 0 0 1 -9 0 180
-0 0 0 0 20 1 1200

Die neue Basislsung ist zulissig aber nicht optimal. In den Zeilen der Matrix B™'- 4

befinden sich die Werte der Variablen x,, x;, x, und diese der Zielfunktion /. In den
Spalten sind die Eintragungen der Variablen x,, x,, x;, x,, x,, diese der Zielfunktion

F und des Vektors b. Die erzeugte Losung ldsst sich durch den Austausch der

Variable x, mit x, verbessern. Fiir diesen Zweck werden die neue Matrix B und ihre

Inverse B~ berechnet. Wir erhalten wie folgt:

o L 3¢
1 1 10 6 2
s 9 0 0 710010
B= B = 1 1 .
0 1 00 I 5 0
10 =20 0 1 5
0 2 5 1
3
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Durch die Multiplikation der Inversen B~' mit der Matrix A, die im Laufe der
Iterationen unverdndert bleibt, bekommen wir die nédchste Ldsung des

Optimierungsproblem. Diese ist wie folgt:

o L _3
6 2 1 1 1 0 0 0 100
- 00 0 e 9 o 1 0o 0 72
B A= 1 1
- 5 0 O 1 0 0 1 0 60
5 10 20 0 0 0 1 0
0 2 5 1
1 0 o L 3 45 3
6 2
0 1 0 0 1 0 60
BA= 11
0 0 1 = = 0 10
6 2
5
0 0 05 1 1500

Wie aus der Matrix B™'- 4 hervorgeht, ist die neu ermittelte Losung optimal und bedarf
keiner weiteren Verbesserung. Wir erhalten fiir die optimale Basislosung
x =(30,60,10) mit F =1500.

Zusammenfassend ist zu vermerken, dass beim revidierten Simplexverfahren der grofite
Teil der Rechenzeit fiir die Erzeugung der inversen Matrix B~' aufgewendet wird. Die
Vorgehensweise dieser Modifikation ldsst sich auf den, schon im Abschnitt 3.1.3.

dargestellten, dualen Simplexalgorithmus und auf die M-Methode problemlos

iibertragen.

3.2.2. Regeln zur Spalten- und Zeilenauswahl

Bei der Durchfithrung des Simplexverfahrens kann die Wahl der Spalten bzw. der
Zeilen nach diversen Regeln erfolgen, fiir welche detaillierte Diskussionen in der
Literatur zu finden sind. Aus Griinden der Vollstindigkeit listen wir einige der
essenziellen Regeln im folgenden Abschnitt auf. Diese Regeln gewinnen insbesondere
an Relevanz, wenn beispielsweise mehrere Spalten bzw. Zeilen mit der gleichwertigen

Eintragung existieren.
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Regeln der Spaltenauswahl

Essei S = { je {1,2,..., p}‘éj > O} # & . Folgende Varianten der Spaltenauswahl werden

bei Implementationen des Simplexalgorithmus angewendet (vgl. Grotschel (2015), S.

181):

(1)

2)

3)

(4)

Kleinster-Index-Regel: Diese Regel ist rechnerisch betrachtet die einfachste. Wir

wihlen s = min { jes } , d.h. wir durchlaufen den Vektor ¢ bis wir einen Index s

mit ¢, >0 finden. Dann gehen wir zum néchsten Schritt des Simplexalgorithmus.

Bei dieser Regel miissen wir die reduzierten Kosten nicht ermitteln.

Kleinster-Variablenindex-Regel: Wir wihlen einen Index seS§, sodass

qS:min{qjeN | jeS} ist. Bei dieser Regel miissen alle reduzierten

Kostenkoeffizienten neu errechnet werden.
Steilster-Anstieg-Regel: Diese Regel findet bei einfachen Anwendungen des

Simplexverfahrens am héufigsten eine Verwendung. Wir wihlen dabei einen

Index se€S, sodass ¢, = max{E : | Jje S}, d.h. in die Basis sollten jene Variablen

aufgenommen werden, welche den groBten Zuwachs pro Einheit der Zielfunktion
verschaffen.

Grofiter-Fortschritt-Regel’: Bei dieser Regel berechnen wir den tatsdichlichen
Zuwachs der Zielfunktion fiir jeden mdglichen Basiswechsel. Dann nehmen wir

den Basiswechsel vor, der, insgesamt betrachtet, den grofiten Fortschritt aufweist.

In anderen Worten ermitteln wir fiir jedes jes
b o ) .
A =miny—~la,; >0, i=1,2,...,m; und ¢,=¢,A]. Danach wihlen wir seS,
a;

sodass qs:max{qj| jeS}. Diese Variante wurde im Beispiel 3.4 bereits

angewendet.

AbschlieBend ist festzuhalten, dass sich die Regeln (1) — (3) fiir kleinere bis mittlere

Problemgrofen in der Praxis bewédhrt haben. Sie fiihren im Allgemeinen zu einer

hoheren Anzahl an Pivotoperationen. Fiir grof3ere lineare Optimierungsprobleme ist es

° In der Literatur existieren zahlreiche Varianten von der groBten Fortschritt-Regel. Einige dieser
Modifikationen sind beispielsweise in Goldfarb und Reid (1977), Harris (1973) und Crowder und
Hattingh (1975) beschrieben.
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angebracht, die Regel (4) und ihre Modifikationen zu verwenden, da komplexere

Regeln das Ziel verfolgen, die Pivotoperationen zu minimieren.

Regeln der Zeilenauswahl

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass der Spaltenindex durch eine der schon

? = 10}. Bevor
a.

A

prisentierten Regeln ermittelt wurde. Wir setzen R := {i e{1,2,...,m}

wir die Varianten der Zeilenauswahl besprechen, definieren wir die Begriffe
lexikographisch positiv und lexikographisches Minimum (vgl. hier und im Folgenden
Grotschel (2015), S. 182-184).

Definition 3.4: Ein Vektor x’ = {xl,xz,...,xp} heil3t lexikographisch positiv, wenn die

erste Komponente, welche verschieden von Null ist, positiv ist. Wir schreiben in diesem

Fall x> y,wenn x—y >0 gilt.

Bemerkung 3.1: > definiert eine totale Ordnung in R”. Wir bezeichnen mit lex-min
S das lexikographische Minimum einer endlichen Menge S < R”.

Somit sind wir bereit die Varianten der Zeilenregeln zu erldutern. Die in der Praxis
gingigen Regeln sind wie folgt:

(1) Erste lexikographische Regel: Wir wihlen reR, sodass

a, i

A

%(A;A)r‘ :lex-min{;(ABlA)‘ a, >0, i ER} gilt. In anderen Worten wird

unter allen in Frage kommenden Zeilen diejenige ausgewdhlt, die lexikographisch
eindeutig die kleinste ist.
(2) Zweite lexikographische  Regel: Wir wihlen reR, sodass

&L( 4 )r' = lex-min {;(Az;l ),-.

ais

a,>0,i GR} gilt. Hier wird bei der Auswahl

von r im Gegensatz zu der ersten lexikographischen Regel nur denjenigen Teil

des Simplextableaus verwendet, indem A4;' steht.

(3)  Kleinster-Index-Regel: Wir wihlen r=min{ie R}, dh. wir durchlaufen den

Vektor b bis wir einen Index r mit b, >0 finden.
(4) Kleinster-Variablenindex-Regel: Wir wihlen einen Index reR, sodass

D, =min{pj eB|ieR}.
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Schlussendlich ist zu vermerken, dass die Regeln (1) und (2) eine Endlichkeit'® des
Simplexverfahrens garantieren. Die Varianten (3) und (4) konnen fiir sich allein keine

Endlichkeit bewirken.

3.2.3. Das duale Simplexverfahren

Bei gewissen linearen Optimierungsproblemen ist eine Minimierung und keine
Maximierung der Zielfunktion erforderlich. Die theoretischen Grundlagen und die
nummerische Ausfilhrung einer Maximierungsaufgabenstellung wurden in der
vorliegenden Diplomarbeit ausfiihrlich veranschaulicht. In diesem Abschnitt werden wir
uns der Dualitit widmen, d.h. wir werden die sogenannten Paare dualer linearer
Optimierungsprobleme betrachten und die Beziehungen zwischen den beiden sowohl

theoretisch als auch anhand von Rechenaufgaben untersuchen.

Dualitiit der linearen Optimierung

Definition 3.5: Es sei ein lineares Optimierungsproblem in der Form
Maximiere F(x,,x,,...,X,)=D_c,x, (3.1)
Jj=1

unter den Restriktionen

Zal.jxjﬁbl. firi=12,....m
j=1
x;20 fir j=1,2,...,n
gegeben.
Das Problem Minimiere FD(u,,u,,...,u, )= Y by, (3.2)

unter den Restriktionen

3

alu <c, fir j=12,...,n

u, 20 firi=12,...,m

heiB3t das zu (3.1) duale Problem.
Wegen der Dualisierungsregel ist (3.2) dual zu dem linearen Optimierungsproblem in

(3.1). Somit bezeichnet man diese zwei Optimierungsprobleme als zueinander dual. Die

19 Der Beweis hierfiir findet sich beispielsweise bei Grotschel (2015); S. 182-183.
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Festsetzung primal-dual ist willkiirlich gewédhlt. Der Vektor wu  wird

Dualvariablenvektor genannt und hat die gleiche Dimension wie der Vektor b.

Wie aus der Definition 3.5 abgeleitet werden kann, lauten die Vorschriften fiir die

Bildung der zu (3.1) gehdérenden Dualaufgabe (3.2) wie folgt (vgl. Korth et al. (1975);

S. 309; Domschke et al. (2015); S. 39):

a)  Die Zielfunktion des primalen Optimierungsproblems ist zu maximieren, wahrend
diese des dualen zu minimieren ist.

b) Die Koeffizienten der Zielfunktion gehen in den Restriktionsvektor des dualen
tiber.

c) Die aus den Koeffizienten der Restriktion zusammengesetzte Matrix des dualen
Problems ist die transponierte der Koeffizientenmatrix des primalen.

d) Eine <—Nebenbedingung im primalen Optimierungsproblem korrespondiert mit
einer im Vorzeichen beschrinkten Variable im dualen. Der Grund dafiir ist die
Tatsache, dass sich eine Gleichung als Restriktion durch zwei Ungleichungen
ersetzen ldsst. Daher erhédlt man bei der Dualisierung zwei nichtnegative
Variablen, deren Differenz den im Vorzeichen unbeschrinkten Variablen
entspricht.

e) Eine nichtnegative Variable im primalen Problem entspricht einer
> — Nebenbedingung im dualen. Eine unbeschrinkte Variable hat eine Gleichung
als Nebenbedingung im dualen Problem zur Folge. Die Begriindung kann analog

zu d) erfolgen.

Des Weiteren enthilt Tabelle 3.15 einen zusammengefassten Uberblick iiber die oben

verschriftlichten Dualitétsregeln, die im nummerischen Kontext von Relevanz sind.

Primales Optimierungsproblem (P) Duales Optimierungsproblem (D)
Zielfunktion: Maximiere F (x) Zielfunktion: Minimiere FD(X)
Nebenbedingungen: Dualvariablen:
i —te Nebenbedingung: < u, >0
i —te Nebenbedingung: = u, eR
Primalvariablen: Nebenbedingungen:

x;20 j —te Nebenbedingung: <
x; eR j —te Nebenbedingung: =

Tab. 3.15: Dualisierungsregeln
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Die Dualitédtsregeln werden wir anhand zweier Rechenaufgaben erldutern. Bei der ersten

Aufgabe handelt es sich um eine triviale Problemstellung der linearen Optimierung.

Beispiel 3.6: Dualisierung des linearen Optimierungsproblems, trivial
Maximiere F(x,,x,,%;)=5x, +6x, +2x, (3.3)

unter den Nebenbedingungen

4x,+3x, +x,; <5 (3.4)
2x,+3x, —x; <1 (3.5)
3x,+x,+x,<2 (3.6)
X,%y,%, 20 (3.7)

Da alle Restriktionen der Form ,,<* sind und alle Variablen x, mit i=1,2,3 die

Nichtnegativititsbedingung erfiillen, erhalten wir fiir das duale Optimierungsproblem
wie folgt:
Minimiere FD (u,,u,,u;) = 5u; +u, +2u, (3.8)

unter den Nebenbedingungen

4u, +2u, +3u, 25 (3.9)

3u, +3u, +uy; 26 (3.10)
U —u, +uy =2 (3.11)
u,uy,uy, <0 (3.12)

Beispiel 3.7: Dualisierung des linearen Optimierungsproblems, modifiziert
Maximiere F(x,,x,,x;)=5x, +6x, +2x, (3.13)

unter den Nebenbedingungen

4x,+3x,+x, <5 (3.14)
2x,+3x,—x; =1 (3.15)
3x,+x,+x,22 (3.16)
xeR, x,,x,20 (3.17)
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Da die Variable x, unbeschrinkt ist, wird sie im dualen Problem einer Gleichung als
Restriktion entsprechen. Die zweite Nebenbedingung im primalen Problem ist eine
Gleichung, welche zur Folge hat, dass die Variable u, unbeschrinkt sein wird. Die
Variable x; ist nichtnegativ. Die im dualen Problem korrespondierte Nebenbedingung

weist die Form ,,>“ auf. Damit erhalten wir fiir das duale Optimierungsproblem wie
folgt:
Minimiere FD (u,,u,,u;) = 5u; +u, +2u, (3.18)

unter den Nebenbedingungen

4u, +2u, +3u, =5 (3.19)
3u, +3u, +u, 26 (3.20)
U —uy, +u, 22 (3.21)
u, 20, u, eR, u; <0 (3.22)

Eigenschaften dualer linearer Optimierungsprobleme

Die Formulierung des dualen linearen Optimierungsproblems zu einem
Ausgangsproblem wére ohne grofle Relevanz, wenn zwischen den zwei Primal-Dual-
Problemstellungen keine engen Beziehungen vorhanden wiren. Einigen der wichtigsten
dieser Zusammenhinge werden wir folgende Ausfiihrungen widmen. Dabei gehen wir

stets von einem dualen Paar der Form (3.1), (3.2) aus. Des Weiteren sei 4, die Basis

von 4.

Definition 3.6: (nach Grotschel (2015); S. 227)

Die Basis A4, von A wird primal zuldssig genannt, wenn A;lb >0 und dual zuldssig,
wenn ¢ =c,, —cy A, A, <0. Die zugehdrigen Basislosungen x mit x, = 4,'b, x, =0

bzw. u mit u’ =cj 4, heiBen primal bzw. dual zulissig.

Satz 3.3: (ebd.)

Ist A, eine Basis von A4, und sind x bzw. u die zu 4, gehoérenden primalen bzw.
dualen Basislosungen, welche aber nicht notwendigerweise zuldssig sind, dann gilt:

T T
cx=ub.
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Beweis:

Da u die zu 4, gehdrenden dual Basislosung ist, setzten wir in die rechte Seite der zu

beweisenden Gleichung ein und erhalten: u'b=c} 4,'b=c;x, =c'b.
—

Xp

Satz 3.4: (vgl. Burkard (2009); S. 87) Schwacher Dualitditssatz

Ist x eine zuldssige Losung von (3.1) und u eine zulédssige Losung von (3.2), dann gilt:
F(x)<FD(u).
Beweis:

Es gelten x>0 und 4"u > ¢. Damit erhalten wir F(x)=c¢'x<u’Ax=u’b= FD(u) .

Eine Verstiarkung des oben ausgefiihrten Resultats bietet der starke Dualitétssatz.

Satz 3.5: (vgl. Grotschel (2015); S. 208-209) Starker Dualitdtssatz

Es seien AeR"™” beR” und ceR”, dann haben das primale und duale lineare

Optimierungsproblem
max ¢’ X minu’b
Ax<b (P) u'd=c" (D)
x>0 u>0

optimale Losungen, deren Werte der Zielfunktion identisch sind, genau dann wenn
beide Optimierungsprobleme zuldssige Losungen besitzen.

Beweis:

Wenn das primale und duale Problem optimale Losungen besitzen, dann haben sie auch

zuldssige Losungen.

Wenn sie zuldssige Losungen haben, dann gilt nach dem Satz 3.4, dass F(x) < FD(u)

ist. Das primale und duale Problem haben genau dann zulédssige Losungen mit dem

gleichen Wert der Zielfunktion, wenn das System

(&)=

A'u=c (3.23)
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eine Losung besitzt. Dies ist nach dem allgemeinen Farkas-Lemma'! dquivalent dazu,
dass das System
zb" v A" >0"
u'A—zc" =0"
uz0 (3.24)
z20

u'b+v'c<0
keine Losung hat. Indirekt nehmen wir an, dass (3.24) eine Ldsung (uT WV ,z) hat.

Wenn eine Losung von (3.24) mit z=0 existiert, dann hat nach dem Farkas-Lemma
das System

Ax<b

A'u=c

ux=0
keine Losung. Das bedeutet wiederum, dass das primale oder das duale
Optimierungsproblem keine zuldssige Losung besitzt. Die letztere Schlussfolgerung
steht im Widerspruch zu der Annahme.
Wenn eine Losung von (3.24) mit z > 0 existiert, dann konnen wir durch Skalieren eine
Losung mit z =1 erzeugen. Daraus ergibt sich 0>u"b+v'c>-u" Av+v' A'u=0, was
einen Widerspruch darstellt. Dies impliziert eine Inkonsistenz vom System (3.24). Als
Folge dessen besitzt das System (3.23) nach dem Farkas-Lemma eine Losung und der

starke Dualititssatz ist bewiesen.

Aus dem schwachen und starken Dualititssatz kann der nachstehende Existenzsatz
abgeleitet werden.

Satz 3.6: (vgl. Burkard (2009); S. 87-88) Existenzsatz

Seien die Menge M, der zuldssigen Losungen des primalen Optimierungsproblems und

M, jene des dualen Problems. Dann gilt:

(i) Besitzen das primale und das duale Problem zuldssige Losungen, so haben beide

lineare Optimierungsprobleme endliche Optimallosungen.

" Die Formulierung diverser Varianten von dem Farkas-Lemma findet sich beispielsweise bei Grotschel
(2015); S. 201-202.
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(i)

(iii)

Besitzt nur eines der beiden Probleme zuldssige Losungen, so hat diese
Aufgabenstellung keine endliche Optimallosung.

Besitzt ein Problem zwar zuldssige Losungen aber keine endliche
Optimalldsungen, so hat die zugehorige duale Aufgabenstellung keine zuldssigen

Punkte.

Beweis:

(1)

(ii)

(iii)

Wenn beide Optimierungsprobleme eine zuldssige Losung besitzen, dann gilt

nach dem Satz 3.4, dass F(x)<FD(u) ist. Daraus resultiert, dass die
Zielfunktion F(x) auf M, nach oben beschréinkt ist und als Folge dessen nimmt

sie auf M, ihr Maximum an. Nach dem starken Dualitdtssatz 3.5 besitzt auch das

duale Problem eine endliche Optimalldsung.

Angenommen seien ue M, und M, = . Hitte das duale Optimierungsproblem

eine endliche Optimallosung, so hitte nach dem Satz 3.5 auch das primale

Problem eine endliche Optimalldsung. Dies steht im Widerspruch zu M, =< .
Angenommen seien x € M, und ¢'x unbeschrinkt. Gibe es ein @ € M, , so wire
nach dem Satz 3.4 F (x) < FD(ﬁ). Folglich wire ¢’x nach oben beschrinkt. Dies

widerspricht der Voraussetzung. Somitist M, = .

O

In den oben dargestellten Sétzen haben wir uns mit der Zuléssigkeit und Optimalitit der

Losungen beider Optimierungsprobleme auseinander gesetzt. Ein wichtiges Resultat

offeriert der Satz vom komplementiren Schlupf, der notwendige und hinreichende

Bedingungen dafiir angibt, dass zulédssige Losungen x des primalen und u des dualen

Problems optimal sind.

Um zwischen Zeilen- und Spaltenvektoren einer Matrix unterscheiden zu kdnnen,

verwenden wir folgende Notation: a, bezeichnet den i—ten Zeilenvektor und a ; den

j — ten Spaltenvektor der Matrix 4.

Satz 3.7: (ebd.; S. 88-89) Satz vom komplementdren Schlupf

Besitzen das primale und duale Optimierungsproblem zuldssige Losungen x und u , so

sind die Bedingungen

x.>0=>a’u=c,
; Y (3.25)
au>c =>ux = 0
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u,>0=a;x=>h,

(3.26)
a,x<bh=u,=0
notwendig und hinreichend fiir die Optimalitdt dieser zuldssigen Losungen.
Beweis:
Aus  Ax<b, x>0 und A'u>c, u>0 sowie x'ec=b'u  folgt

(Ax)TquTu:xTc:>(Ax)Tu—xTc£0:>xT(ATu—c)SO. Aus x>0 und 4A'u>e¢
folgt x” (ATu - c) =0 . Damit ergibt sich die Bedingung (3.25).

Aus  Ax<b, x>0 und A'u=c, u>=0 sowie ¢'x=u’b folgt
(ATu)TXZCTx=uTb:uTAx—uTbZO:uT(Ax—b)ZO. Aus Ax-b<0 und u>0
folgt, dass u” (4x—b)=0. Damit ergibt sich die Bedingung (3.26).

Wenn die Beziehungen (3.25) und (3.26) fiir xe€ M, und u e M, gelten, dann folgt

x’ (ATu —c) =u’ (Ax—b)=0. Daher gilt x'¢=x"A4"u= (Ax)T u=b"u. Die Lésungen

x und u sind gemifl dem schwachen Dualitdtssatz optimal.

Der Satz vom komplementdren Schlupf kommt bei vielen Losungsverfahren zum
Einsatz. Beispielsweise bei dem Einsatz des primalen Simplexalgorithmus wird von
einer zuldssigen Losung des primalen Optimierungsproblems ausgegangen und es
werden Losungen des dualen, welche den Bedingungen (3.25) und (3.26) geniigen,
generiert. Bei dem primal-dualen Optimierungsproblem ist die Vorgehensweise analog.
Man startet mit einer zuldssigen Losung des dualen Problems und erzeugt stets eine
Losung des primalen Problems, welche die Bedingungen des Satzes vom

komplementdren Schlumpf erfiillen.

Durchfiithrung des dualen Simplexalgorithmus

Lemke entwickelte im Jahr 1954 den dualen Simplexalgorithmus. Hinsichtlich der
Transformationsschritte kann er als die Anwendung des primalen Simplexalgorithmus
auf das duale Problem betrachtet werden. Der Algorithmus setzt sich aus Phase I und II.
In Phase I wird eine erste zuldssige Losung erzeugt, fiir welche Zwecke die schon

ausfiihrlich besprochenen Methoden (folge S. 51-52 und S. 55-56) angewendet werden

~72 ~



konnen. Die Phase II des Rechenverfahrens umfasst folgende Rechenschritte, die aus

Griinden der Vollstindigkeit angefiihrt werden. Diese sind wie folgt (vgl. Grotschel

(2015); S. 229):

(1) Optimalititspriifung: Die erzeugte gegenwirtige Basislosung ist optimal, wenn
l;i <0 fiir i=1,2,...,m gilt. Wir setzen x, =b und x, =0 ein und erhalten den

Optimalwert des linearen Optimierungsproblems. Somit ist das Simplexverfahren

beendet. Andernfalls gehen wir zum Rechenschritt (2).
(2) Bestimmung der Pivotzeile: Wir wihlen einen Index 7, sodass Z;r > 0 erfiillt ist.
(3) Priifung auf Beschrinktheit des Optimums: Die ermittelte zuldssige Basislosung
wird auf Beschranktheit iiberpriift. Wenn ,er, >0 gilt, dann ist das duale

Optimierungsproblem unbeschriankt. Damit ist das Simplexverfahren beendet.

(4) Bestimmung der Pivotspalte: Zunéchst berechnen wir

a. .

C.
A = min{—’ a,; <0, j :1,2,...,p—m}. Dann wihlen wir einen Index
1

13

se{l,2,...,p—m}, sodass A, =— erfiillt ist.

7

IS

(5) Basiswechsel: Wir setzen B' = ( PisPaseos PrisGys Prvis Prvase+s P ) >
N =265 14,12 P Q> Quszre-+ G, ) » Ay = EA,' (siche Satz 3.1, S. 38-40).

(6) Updating: Wir berechnen alle notwendigen Parameter und gehen zum

Rechenschritt (1) tiber.

Die Durchfiihrung der einzelnen Rechenschritte des dualen Simplexalgorithmus kann
mittels des Simplextableaus dargestellt werden. Die Anwendung erfolgt analog zum
Tableau des primalen Optimierungsproblems und wird anhand des Beispiels 3.8

veranschaulicht.

Beispiel 3.8: Duales Optimierungsproblem (vgl. Korth et al. (1975); S. 322-323)

Ein Herstellungsbetrieb erzeugt aus zwei Einsatzstoffen drei Endprodukte. Vom ersten
Einsatzstoff sind maximal 50 Mengeneinheiten (ME) verfiighar und es miissen
mindestens 35 ME verbraucht werden. Vom zweiten Einsatzstoff stehen maximal 70
ME zur Verfiigung und es miissen mindestens 40 ME verbraucht werden. Die

herstellbaren Mengeneinheiten sind durch zwei Inputfaktoren beschrinkt, wobei die pro
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Planungseinheit verfiigbaren Kapazititen und die pro erzeugtes Produkt erzielten

Kosten in der Tabelle 3.16 abgebildet sind.

Inputfaktoren Endprodukt Py Endprodukt P2 Endprodukt P3
Einsatzstoff' 1 2 3 4
Einsatzstoff 11 1 2 5
Kosten 30 20 10

Tab. 3.16: Inputfaktoren im Herstellungsprozess, Outputfaktor Kosten

Um das oben formulierte lineare Optimierungsproblem mathematisch zu formalisieren,

wihlen wir folgende Variablen: x, von B, x, von P, und x, von P, herzustellende
ME. Damit erhalten wir folgendes Modell:
Minimiere F (x,,x,,x;)=30x, +20x, +10x,
unter den Restriktionen
2x, +3x, +4x, <50
2x, +3x, +4x, =35
X, +2x,+5x, <70
X, +2x,+5x, 240
X, X,,%,20.

Nach Einfithren je einer Schlupfvariable und Multiplikation der Zielfunktion, der
zweiten und vierten Restriktion mit —1 iiberfithren wir das Optimierungsproblem in die

Form:
Maximiere FD (xl 3 Xy X35 Xy, Xgy X Xy ) =-30x, —20x, —10x,
unter den Restriktionen

2x, +3x, +4x; +x, =50

—2x, —=3x, —4x, +x, =-35

X, +2x,+5x, +x, =70

—X, —2x, = 5x; +x, =40

X, X,,%, 20.

~T4 ~




Das Starttableau T, zu diesem Optimierungsproblem sieht folgendermaflen aus:

BV o ) X3 X4 5 X6 ' b,
X, 2 3 4 1 0 0 0 50
X, -2 -3 -4 0 1 0 0 -35
X, 1 2 5 0 0 1 0 70
X, -1 -2 -5 0 0 0 1 -40

FD 30 20 10 0 0 0 0 0

Tab. 3.17: Ergebnisse des Starttableaus T

Die in dem Starttableau ausgewiesene Basislosung ist nur dual zuldssig, da zwei der

Elemente in der b—Spalte negativ sind. Wir setzen die Nichtbasisvariablen
X, =X, =x, =0 und bekommen die erste Basislosung x =(0,0,0,50,-35,70,-40) . Der
Wert der Zielfunktion FD bzw. F ist Null. Da die errechnete Basislosung nicht optimal
ist, miissen wir diese verbessern. Es ist das Pivotelement zu bestimmen. Das nach den
schon dargestellten Regeln zu bestimmende Pivotelement ist aj;, = -5.

Nach Durchfiihrung der Transformationsschritte, erhalten wir die unten abgebildeten

Simplextableaus 7, und 7, .

BV . xz 3 2 5 X6 2 b,
X, 6/5 7/5 0 1 0 0 4/5 18
X -6/5 -7/5 0 0 1 0 -4/5 -3
X 0 0 0 0 0 1 1 30
X, 1/5 2/5 1 0 0 0 -1/5 8

FD 28 16 0 0 0 0 2 -80

Tab. 3.18: Ergebnisse des Starttableaus T,

Die in Tableau 7, prisentierte Basislosung ist nur dual zulédssig und nicht optimal. Das
. 4 . . . .
Pivotelement lautet a,, = 5 Die optimale Losung ist in Tableau 7, dargestellt. Wir
setzen die Nichtbasisvariablen x, =x,=x,=0 und bekommen die optimale

Basislésung x=(0, ()’37;5’1 5, Q%,%j . Der Wert der Zielfunktion F betrigt ?
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BV o ) X3 X4 5 X6 ' b,
x, 0 0 0 1 1 0 0 15
x, 3/2 7/4 0 0 -5/4 0 1 15/4
X, -3/2 -7/4 0 0 5/4 1 0 105/4
X, 1/2 3/4 1 0 -1/4 0 0 35/4

FD 25 25/2 0 0 5/2 0 0 -350/4

Tab. 3.19: Ergebnisse des Starttableaus T,

Schlussendlich erhalten wir folgenden optimalen Produktionsplan fiir den
Herstellungsbetrieb: Es ist nur das Endprodukt P; zu 35/4 ME zu erzeugen. Dabei
benotigt man 35 ME des ersten und 175/4 ME des zweiten Ausgangsstoffes. Die
entstehenden Kosten belaufen sich auf 350/4.

AbschlieBend stellt sich die Frage, wie 6konomisch sinnvoll es ist, von einem Produkt
35/4 ME herzustellen, sollte es sich beispielsweise um Produkte handeln, die in
ganzzahligen Mengeneinheiten anzufertigen sind. Diese Frage fiihrt zum néichsten
Kapitel dieser Diplomarbeit, in der wir uns mit den Grundziigen der ganzzahligen

linearen Optimierung auseinander setzen werden.
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4. Diskrete lineare Optimierung

Die in den Kapitel 2 und 3 betrachteten Probleme der linearen Optimierung weisen
neben der Linearitdt der Zielfunktion und Restriktionen kontinuierliche Variablen auf,
an welchen die Nichtnegativitdtsbedingung in den meisten Féllen gestellt wurde. Solche
Problemstellungen sind mit dem dargestellten Simplexalgorithmus oder spezialisierten
Vorgehensweisen gut losbar. Im Gegensatz dazu treten beispielsweise in Supply Chain
Management, Verschnittoptimierung, Investitions- oder in der Personaleinsatzplanung

12 Variablen

Sachverhalte auf, die bei dem Modellierungsprozess nach diskreten
verlangen. In diesem Fall sprechen wir von einer diskreten linearen Optimierung, zu
welcher auch solche Probleme mit bindren Variablen zéhlen.

Da die Bedeutung dieses Teilgebietes der linearen Optimierung grofle Relevanz genieft,
existieren zahlreiche Lehrbiicher, welche sich ausfiihrlich mit der diskreten linearen
Optimierung auseinander setzen. An dieser Stelle sind beispielsweise Chen et al.
(2010), Klein und Scholl (2011), Kallrath (2013) und Domschke et al. (2015) zu
erwihnen, da sie eine fachlich fundierte Darstellung des Themas bieten.

In diesem Kapitel der vorliegenden Diplomarbeit wird die ganzzahlige lineare
Optimierung nur eine kurze Behandlung erfahren, da sie in den Lehrplidnen des
Unterrichtsfaches ,,Mathematik und angewandte Mathematik* nicht vertreten ist.
Nichtsdestotrotz ist dieses Teilgebiet des Operations Research fiir die Optimierung
wirtschaftlicher ~ Prozesse  von  essenzieller Bedeutung und sollte im
schulmathematischen Kontext auch seinen Platz im Rahmen eines Wahlfaches finden.
Das Kapitel ist so strukturiert, dass nach einer kurzen Auseinandersetzung mit
ausgewdhlten Grundbegriffen der ganzzahligen Ilinearen Optimierung zu den
Losungsverfahren {ibergegangen wird. Zwei dieser Verfahren werden sowohl

theoretisch als auch anhand relevanter Aufgabenstellungen erldutert.

4.1. Grundbegriffe der diskreten Optimierung

Die ganzzahligen linearen Optimierungsprobleme konnen allgemein folgendermallen
definiert werden.
Definition 4.1: Unter einem ganzzahligen linearen Optimierungsproblem versteht man

die Aufgabenstellung:

12 Die Begriffe ,,diskret* und ,,ganzzahlig* werden in diesem Kapitel dquivalent verwendet.
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Maximiere F'(x)=c'x (4.1)
unter den Nebenbedingungen
Ax=b (4.2)
x>0, xeZ” 4.3)
Dabei ist zu beriicksichtigen, dass
v AeZ"" mit Rang(A4)=m
v belZ"”
v oceZ’
v

Polyeder der Form P~(A4,b)# < sind.

Des Weiteren wollen wir in diesem Abschnitt durchleuchten, unter welchen
Bedingungen sich aus der Ganzzahligkeit der in Definition 4.1 formulierten Daten die

Existenz einer ganzzahligen Losung ergibt.

Satz 4.1: (Hier und im Folgenden dieses Abschnitts vgl. Werner (2001); S. 159-162)

Sei die Matrix A4eZ"™" mit Rang(A4)=m nichtsinguldr. Dann ist A”'beZ" fiir alle

b eZ" genau dann, wenn die Determinante von A den Wert 1 oder —1 hat.

Beweis:

Wir nehmen an, dass det(A4)=+1 ist. Aus der Cramer’schen Regel folgt, dass

A" eZ™™ ist. Daraus ergibt sich trivialerweise fiir jedes b € Z", dass A™'b e Z" ist.
Umgekehrt nehmen wir an, dass 47'b e Z” fiir alle b e Z" erfiillt ist. Insbesondere ist
Ale eZ™ fiir i=1,2,...,m. Folglich ist 4" eZ"™" . Damit ergibt sich, dass die

Determinanten von 4 und A~ ganze Zahlen sind. Wegen det(A)det(A’l)zl folgt

det(A4)==l.

Definition 4.2: Eine Matrix A€ Z"*” mit Rang(4)=m heiBt unimodular, wenn jede

mx m — Subdeterminante 1 oder —1 ist.

13 Eine Erlauterung der Cramer’schen Regel findet sich in Burkard und Zimmermann (2012), S. 205.

~78 ~



Aus dem Hauptsatz der linearen Optimierung (sieche Abschnitt 2.1.3., S. 25) folgt, dass

die Zielfunktion ihr Optimum in mindestens einem Eckpunkt des Polyeders P~ (A,b)

annimmt. Wenn wir wissen, dass jede Ecke von P~ (A,b) ganzzahlig ist, so konnen wir

aus der Existenz einer Losung des linearen Optimierungsproblems auch die Existenz

einer diskreten Losung folgern. Als Folge dessen sind wir daran interessiert, welche
Eigenschaften die Matrix 4 aufzuweisen hat, sodass fiir alle beZ" jede Ecke vom

Polyeder P~ (4,b) ganzzahlig ist.

Satz 4.2: Gegeben sei die Matrix 4 e Z"™? mit Rang(A)=m. Fiir jedes beZ" ist

jede Ecke des Polyeders P~ (A,b) genau dann diskret, wenn die Matrix 4 unimodular
ist.
Beweis:

Wir nehmen an, dass die Matrix 4 unimodular, beZ"” und xe P~ (A,b) eine Ecke
seien. Dann existiert eine Basisindexmenge B C {1, 2,00, p} mit #(B) =m, sodass
A, € Z""™ nichtsingulir, x, = 4™'b und x, =0 sind. Da die Matrix 4 unimodular ist,
folgt nach dem Satz 4.1, dass x, € Z" und insgesamt x € Z” sind.

Umgekehrt nehmen wir an, dass jede Ecke des Polyeders P~(A4,b) fiir alle beZ"
ganzzahlig sei. Des Weiteren seien B — {1, 2,..., p} eine Indexmenge mit #(B ) =m und
A, nichtsinguldr. Um die Unimodularitit der Matrix A4 zu zeigen, geniigt es gemél des
Satzes 4.1 nachzuweisen, dass 47'b e Z" fiir alle b € Z™ sei. Daher sei b € Z" beliebig
vorgegeben. Wir bestimmen veZ" hinreichend groB mit v+A4'b>0 und setzen
b:=4, (V+ A‘lf)) . Wir definieren z=(z,,z,) durch z,:=v+4'b und z, :=0. Dann
ist z eine Ecke von P (4,b) und wegen beZ" ganzzahlig. Da veZ" nach

Voraussetzung ist, ist auch 4;'b € Z". GemiB des Satzes 4.1 ist die Determinante von

A, *1. Als Folge dessen ist die Matrix 4 unimodular.

Definition 4.3: Eine Matrix A4 e Z"™" heift total unimodular, wenn die Determinante

jeder quadratischen Untermatrix von 4 den Wert 1,—1 oder 0 hat.
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(m,p

An dieser Stelle ist festzuhalten, dass wenn die Matrix A€ Z ) total unimodular mit

Rang(A4)=m ist, dann ist A unimodular. Ist umgekehrt die Matrix Aez!™?

unimodular mit Rang(A) =m , so ist diese nicht notwendigerweise total unimodular.
Dieser Zusammenhang wird anhand der unten angefiihrten zwei Beispiele verdeutlicht.
Beispiel 4.1: Unimodularitit, keine totale Unimodularitit

Gegeben sei die Matrix 4 € 79 mit

1 0 0 -1 0 O
A=/3 1 0 -3 -1 O
32 1 3 =2 -1

Die Matrix A4 ist modular, da sie den Rang(A) =3 hat und die Determinante jeder

nichtsinguldren 3x3—Untermatrix +1 ist. Allerdings ist die Matrix A nicht total

unimodular, da beispielsweise die Determinante von der 2x2-— Untermatrix
31 ‘

det =6-3=3 ist.
3 2

Beispiel 4.2: totale Unimodularitdt, Unimodularitat

Gegeben sei die Matrix 4 € 79 mit

Die Matrix A ist total modular, da die Determinante jeder quadratischen Untermatrix
den Wert 1,—1 oder 0 aufweist. Sie ist gleichzeitig modular, da der Rang(A) =3 und
die Determinante jeder nichtsinguldren 3x3 —Untermatrix %1 ist.

Wie aus dem Beispiel 4.2 hervorgeht, ist eine notwendige Bedingung fiir die totale
Unimodularitit einer Matrix, dass nur Eintrige der Grofenordnung 1,—1 und 0

auftreten. Bedauerlicherweise ist diese Bedingung nicht hinreichend, da beispielsweise

die Matrix 4
-1 0 -1 1 0 1
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nicht total wunimodular ist, da die Determinante der 3x3—Untermatrix

-1 0 -1
det|] -1 1 1 [=2 ist.
1 0 -1

Satz 4.3: Sei AeZ™” eine Matrix mit Elementen alje{O,H,—l} fiir alle

ie {1, 2,...,m} und j e {l, 2,...,p} . Die Matrix A ist total unimodular, wenn jede ihrer
Spalten nicht mehr als zwei von Null verschiedenen Elemente enthélt und die

Zahlenindexmenge / e{l, 2,...,m} so in zwei Teilindexmengen /, und /, partitioniert

werden kann, sodass die Aussagen Geltung haben:

(1)  Enthilt eine Spalte zwei Elemente mit gleichem Vorzeichen, dann befinden sich
die zugehorigen Zeilen in verschiedenen Teilindexmengen.

(i) Enthdlt eine Spalte zwei Elemente mit unterschiedlichem Vorzeichen, dann
befinden sich die zugehdrigen Zeilen in der gleichen Teilindexmenge.

Beweis: Der Beweis erfolgt mittels vollstandiger Induktion und ist in Werner (2001), S.

162 nachzulesen.

Abschlieend formulieren wir den Satz von Hoffman und Kruskal, da seine Bedeutung
daran zu sehen ist, dass lineare Optimierungsprobleme mit einer total unimodularen
Restriktionsmatrix stets ganzzahlige Basislosungen haben. Wenn man derartige
Aufgabenstellungen beispielsweise mit dem Simplexverfahren bewiltigt, erhdlt man
automatisch die gewlinschte ganzzahlige Losung.

Satz 4.4: (vgl. Burkhard (2009); S. 136-137, zitiert nach Veinott und Dantzig (1968); S.
371-372) Satz von Hoffmann und Kruskal

Sei AeZ"™" eine Matrix. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Matrix 4 ist total unimodular.

(i) Fiir beliebige b € Z™ sind die Ecken des Polyeders P~ (A,b) ganzzahlig.

(i11)) Jede quadratische, nichtsinguldre Untermatrix von A besitzt eine ganzzahlige
Inverse.

Beweis: Der Beweis dieses als Hoffman und Kruskal bekannten Satzes ist in Veinott

und Dantzig (1968), S. 371-372, nachzulesen.
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O
Zusammenfassend ist festzuhalten, dass wir uns mit einer Auswahl von Grundbegriffen
und Sitzen hinsichtlich der ganzzahligen linearen Optimierung, welche fiir den Aufbau

eines grundlegenden Verstindnisses erforderlich sind, auseinander gesetzt haben.

4.2. Losungsverfahren der diskreten Optimierung

In diesem Abschnitt gehen wir davon aus, dass das formulierte ganzzahlige

Optimierungsproblem exakt gelost werden kann. Solche Rechenverfahren, welche dies

in endlich vielen Schritten ermodglichen, werden als exakte Verfahren bezeichnet. Sie

durchsuchen den gesamten Losungsraum und garantieren auf diese Art und Weise, dass
eine Optimallosung gefunden wird, wenn sie existiert. Die exakten Losungsverfahren

lassen sich folgendermal3en unterteilen: (vgl. Domschke et al. (2015); S. 134)

(1) Entscheidungsbaumverfahren: Bei diesem Verfahren wird mittels einer sich
auffichernden Baumstruktur nach Losungen des Optimierungsproblems gesucht.
Sie beruht auf dem Prinzip der vollstindigen bzw. unvollstaindigen Enumeration,
d.h. auf der Ermittlung sdmtlicher Losungen und Auswahl der optimalen unter
denen. Zu den Entscheidungsbaumverfahren zdhlt das Branch-and-Bound-
Verfahren, welches wir detailliert im Abschnitt 4.2.1. diskutieren werden.

(2) Schnittebenenverfahren: Dieses Verfahren wird als Erweiterung des
Simplexverfahrens betrachtet. Es werden Schnittebenen als zusitzliche
Restriktionen generiert, die aus dem Bereich der zuldssigen Losungen stammen,
in denen keine ganzzahligen Losungen enthalten sind. Anschliefend wird mit dem
Simplexalgorithmus ein neues Optimum ermittelt. Erste Schnittebenenverfahren
stammen von Gomory (1958) und Benders (1962). Wir werden uns dem
Schnittebenenverfahren von Gomory im Abschnitt 4.2.2. genauer widmen.

(3) Kombinationen aus (1) und (2): Zu den kombinierten Verfahren zdhlen solche
Vorgehensweisen wie beispielsweise Branch-and-Cut oder Branch-and-Price, mit
denen wir uns in dieser Arbeit nicht auseinander setzen werden.

Abschlieend ist zu vermerken, dass die Entscheidungsbaumverfahren nur bei

Optimierungsproblemen mit wenigen Variablen effizient sind, da der damit verbundene

Rechenaufwand exponentiell mit der ProblemgroBe wichst. Im Bereich der

Schulmathematik stellt dieses Verfahren eine exzellente Moglichkeit, das Themengebiet

Stochastik mit der linearen Optimierung zu verkniipfen und dadurch den Schiilerinnen
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und Schiilern plausibel die Koexistenz einzelner mathematischer Bausteine zu

verdeutlichen.

4.2.1. Branch-and-Bound-Verfahren

Das Brach-and-Bound-Verfahren (B&B-) zéhlt zu der implizierten vollstindigen
Enumeration. Wir werden das Prinzip dieses Verfahrens fiir Maximierungsprobleme
zunéchst theoretisch erldutern und dann anhand eines Beispiels veranschaulichen.

Das B&B-Verfahren impliziert beide Losungsverfahren Branching und Bounding, die
sich folgendermafen skizzieren lassen (vgl. hier und im Folgenden: Domschke et al.

(2015); S. 140-141).

Branching

Ein Ausgangsproblem F, der diskreten linearen Optimierung wird in k£ Teilprobleme
k

P,P,...,B, so zerlegt, dass X(P)=|JX(P) und moglichst fiir alle i

i=1
X(P)nX (Pj) =@ erfiillt ist. Dabei stellt X (£) die Menge der zuldssigen Losungen
des Problems P dar.

Des Weiteren sind die Probleme FB,P,...,P, analog zum Ausgangsproblem so

verzweigt, dass dadurch ein Losungsbaum von Problemen entsteht.

Ein solch beliebiger Losungsbaum ist in Abb. 4.1 préisentiert.

Abb. 4.1: Losungsbaum eines beliebigen Problems
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Wie aus der Abb. 4.1 hervorgeht, sind F,, Pund P, in k=2 Teilprobleme verzweigt.

Die Probleme B, P,, P, und P, besitzen keine Verzweigungen.

Bounding

Die Zielsetzung des Boundingprizips besteht darin, den in Abb. 4.1 dargestellten
Verzweigungsprozess zu beschrinken. Aus diesem Grund werden fiir die
Zielfunktionswerte Schranken ermittelt, mithilfe derer entschieden werden kann, ob
Teilprobleme zu verzweigen sind oder nicht. Dabei lésst sich stets eine untere globale

Schranke F fiir den Zielfunktionswert einer optimalen Losung des Ausgangsproblems
bestimmen. Am Anfang des Verfahrens konnen wir entweder F :=—co setzen oder eine
bessere Schranke £ ermitteln. Danach liefert die beste bekannte Losung des linearen

Optimierungsproblems die aktuelle Schranke F .

AuBlerdem lasst sich fiir jedes Problem P (i = 0,1,...) eine obere lokale Schranke Fl
fiir den Zielfunktionswert berechnen. Fiir diesen Zweck bilden wir eine Relaxation P’

von P. Die Relaxation P’ stellt ein vereinfachtes Problem im Vergleich zu P dar,
welches die Eigenschaft X(P)c X (P) besitzt. Sie kann beispielsweise durch

Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingungen bei der diskreten linearen Optimierung

erhalten werden.

Definition 4.4: Ein Problem P heif}t ausgelotet, falls einer der unten aufgelisteten, sich

ausschlieflenden Falle eintritt:

Fall 1: Die optimale Losung des Teilproblems P ist schlechter als die beste bekannte

zuldssige Losung, d.h. es ist F, < F erfillt.

Fall 2: Die optimale Losung der Relaxation P ist fiir P, zuléssig und somit fiir B,. Sie
liefert einen hoheren Zielfunktionswert als die beste bekannte zuldssige Losung, d.h. es

ist F, > F erfiillt. Wir setzten F :=Fl..
Fall 3: Die Relaxation P besitzt keine zuldssige Losung des Optimierungsproblems.

Dadurch ist auch X (P)=0.
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Wie die Definition 4.4 verdeutlicht, brauchen wir ausgelotete Probleme nicht weiter zu
verzweigen, da sie keine bessere Losung des Problems als die schon ermittelte besitzen.

AuBlerdem weisen sie eine optimale Losung auf, die auch fiir das Ausgangsproblem F,

zuldssig ist. Als Folge dessen werden nicht ausgelotete Teilprobleme in Teilprobleme
verzweigt, solange bis alle Teilprobleme ausgelotet werden. Die dann beste bekannte
zuldssige Losung ist eine optimale Losung des Ausgangsproblems.

Das oben geschilderte Prinzip des B&B-Verfahrens wird anhand des Beispiels 4.3
erldutert.

Beispiel 4.3: (vgl. Werner (2001); S. 217 hinsichtlich der Angabe)

Die Mobelfabrik ,,.Birnbaumblau® erzeugt vier Modelle von Schreibtischen — Alpha,
Beta, Gamma und Delta. Der Produktionsprozess erfolgt in zwei Werkstitten -
Tischlerei und Veredelung. Die Anzahl der Arbeitsstunden, die fiir die Herstellung einer
Einheit erforderlich sind, sowie der Gewinn pro Mengeneinheit sind in der Tabelle 4.1

abgebildet.

Tisch Alpha Tisch Beta | Tisch Gamma | Tisch Delta
Tischlerei 4 9 7 10
Veredelung 1 1 3 40
Gewinne 12 20 18 40

Tab. 4.1: Inputfaktoren im Herstellungsprozess, Outputfaktor Gewinn

Da die Kapazitit der Mobelfabrik begrenzt ist, konnen in den kommenden sechs
Monaten hochstens 6000 Arbeitsstunden in der Tischlerei und 4000 Arbeitsstunden in

der Veredelung investiert werden. Unter diesen Bedingungen bezweckt die

Geschiftsfithrung den Gewinn des Betriebs zu maximieren.

Um das oben formulierte lineare Optimierungsproblem mathematisch zu formalisieren,
wihlen wir folgende vier Variablen: x; vom Tisch Alpha, x, vom Tisch Beta, x, vom
Tisch Gamma und x, vom Tisch Delta herzustellende Mengeneinheiten. Damit erhalten
wir folgendes in Standardform gebrachtes Modell:

Maximiere F(x,,x,,%;,%,)=12x, +20x, +18x, +40x, (4.4)
unter den Restriktionen

4x, +9x, + 7x, +10x, <6000 (4.5)

X, +, +3x, + 40x, <4000 (4.6)
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x eZ fir i=1,2,3,4 (4.7)

Um zu einer Losung mittels des B&B-Verfahrens zu kommen, wird das lineare

Optimierungsproblem in Probleme P, (i =0,1,...) unterteilt.

Problem F,: Da der Ursprung (x,,x,,x;,x,)=(0,0,0,0) zuléssig ist, beginnen wir mit

der unteren Schranke F =0 . Die Relaxation P, bekommen wir mittels Weglassens der

!

Ganzzahligkeitsbedingungen. Die optimale Losung fiir F, ist
(xl, X,y X;, x4) = (@, 0, 0,%) mit dem Zielfunktionswert FO = L;)OO . Das Problem

F, ist nicht ausgelotet, da die Losung nicht zuléssig ist. Sie liefert die obere Schranke
FO fiir den Zielfunktionswert einer optimalen Losung fiir P,. Da FO > F ist, muss F,
verzweigt werden. Es bietet sich an, von der Losung fiir P auszugehen und zwei

Teilprobleme A und P, zu bilden. Im Teilproblem £, fordern wir x, <1333 zusitzlich

zu (4.4) — (4.7). Im Teilproblem P, verlangen wir stattdessen x, >1334 .

Problem P : Die Relaxation P’ besteht aus der Zielfunktion (4.4), die Restriktionen
(4.5) — (4.6) und x, <1333. Durch Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingungen
bekommen wir die optimale Lésung fiir B (x,,x,,x;,x,)=(1333,0,0.2,66.7) mit dem
Zielfunktionswert Fl =18666. Das Problem F, wird weiter in die Teilprobleme P mit
x, <66 und P, mit der zusitzlichen Bedingung x, > 67 zerlegt.

Problem P,: Die Relaxation P besteht aus der Zielfunktion (4.4), die Restriktionen

(4.5) — (4.6) und x, 21334 . Die optimale Losung fiir die Relaxation PZ' wie fiir das
Problem P, ist (x,,X,,%;,x,)=(1334,0,0,66.4) mit F, =18664 . Das Problem P, wird
weiter in die Teilprobleme P, mit x, <66 und P, mit der zusitzlichen Bedingung
x, =67 verzweigt.

Problem P, : Die optimale Losung fiir das Problem P mit der zusétzlichen Restriktion

x, <66 lautet (x,,x,,x;,x,)=(1334,0,1.14,66) mit E =18656.7 . Da die Losung nicht
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zuldssig ist, wird das Problem weiter in die Teilprobleme P, mit x, <1 und £, mit der
zusitzlichen Bedingung x, >2 zerlegt.

Problem P,: Die Relaxation P/ besteht aus der Zielfunktion (4.4), die
Nebenbedingungen (4.5) — (4.6) und den zwei zusétzlichen Restriktionen x; <1333 und
x, 2 67 . Fiir die optimale Losung sowohl der Relaxation als auch des Problems erhalten
wir (x,,x,,%;,%,)=(1310,10,0,67) mit F, =18600 . Das ist eine verbesserte Losung fiir
das Ausgangsproblem P, und damit eine neue untere Schranke F =18600. Das
Problem P, ist ausgelotet.

Problem P,: Die Relaxation P beinhaltet die Zusatzrestriktionen x, 21334 und
x,£66. Als optimale Losung fir das Problem bekommen  wir
(x1,%,,%5,x,)=(1335,0,0,66) mit F, =18660 . Damit ist das Problem P, ausgelotet.
Problem P,: Die Relaxation P, besitzt keine zuldssige Losung und somit auch das
Problem P,.

Die Verzweigung des Problems P, fiihrt zu keiner Verbesserung der besten bekannten

Losungen (sieche Abb. 4.2). Als Folge dessen sind alle Teilprobleme im Losungsbaum

ausgelotet und die optimale Losung des  diskreten = Problems st

(x;,x,,%5,x,)=(1335,0,0,66) mit dem Zielfunktionswert F =18660.

F,=18666,7 F=0

x, 21334

F, =18656,7

x <1 ) keine zuldssige Losung

F, =18656,2 F, =18654

Abb. 4.2: Losungsbaum des Beispiels 4.3
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Die optimale Losung des Beispiels 4.3 veranschaulicht, dass die Mobelfabrik den
maximalen Gewinn in der Hohe von 18.660 Geldeinheiten erwirtschaften wird, wenn
sie in das Produktionsprogramm nur die Tische Alpha und Gamma mit den
Mengeneinheiten 1.335 und 66 aufnimmt. Nichtsdestotrotz ist zu bedenken, dass sich
die Produktion eines Unternehmens nach der Nachfrage der Konsumentinnen und
Konsumenten richtet. Die Geschéftsfiihrung konnte sich MarketingmalBBnahmen
tiberlegen, sodass die Tische Alpha und Gamma gefordert werden und die restlichen
zwel Arten eher in Ausnahmefillen hergestellt werden, wenn sie diesen maximal
moglichen Gewinn erzielen wollen.

Abschlieend ist zu vermerken, dass sich die groBten Herausforderungen bei der
Verzweigung der noch nicht ausgeloteten Teilprobleme ergeben. Es existieren
verschiedene Regeln fiir die Vorgehensweisen, von denen zwei als die relevantesten an
dieser Stelle zu nennen sind (vgl. Domschke et al. (2015); S. 145):

v' Maximum Upper Bound-Regel: Aus den nicht ausgeloteten Teilproblemen P,

wird stets jenes Problem ausgewihlt, welches die grofite Oberschranke fl besitzt.

Bei dieser Regel wird in der Breite gesucht.

v' Last In-First Qut-Regel: Nach dieser Regel wird das zuletzt aufgetretene nicht
ausgelotete Problem weiter zerlegt. Man unterscheidet zwischen der reinen
Tiefensuche und der Tiefensuche mit vollstindiger Verzweigung. Hinsichtlich der
reinen Tiefensuche wird fiir jedes betrachtete Problem ein Teilproblem gebildet
und in die Liste der nicht ausgeloteten Probleme abgelegt. Bei der Tiefensuche
mit vollstindiger Verzweigung wird jedes betrachtete Problem vollstindig in
Teilprobleme zerlegt und aus der Liste entfernt. Danach kann die Reihenfolge der
Untersuchung entstandener Teilprobleme nach der Maximum Upper Bound-Regel
erfolgen.

Ein ausfiihrlicher Vergleich der verschiedenen Regeln zum Aufteilen eines

ganzzahligen Optimierungsproblems in Teilprobleme ist in Achterberg et al. (2005) zu

finden.

4.2.2. Schnittebenenverfahren von Gomory

Die Schnittebenenverfahren zéhlt zu den theoretisch am fundiertesten erforschten
Verfahren zur Losung ganzzahliger linearer Optimierungsprobleme. Der Durchbruch in

diesem Gebiet der linearen Optimierung wurde mithilfe des Verfahrens von Gomory
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(Gomory Cut) geschaffen. Dieses Verfahren kann als eine Alternative zu den schon
behandelten B&B-Verfahren mit dem Unterschied angesehen werden, dass bei dem
B&B-Verfahren die Losungsmenge zerlegt wird, wihrend beim Schnittebenenverfahren
von Gomory die Losungsmenge verkleinert wird. Wir bezwecken in diesem Abschnitt
die Grundidee des Verfahrens zu beleuchten und die Vorgehensweise anhand eines
Beispiels anzuwenden (vgl. Werner (2001); S. 225)
Wir gehen von dem ganzzahligen Optimierungsproblem aus, das durch (4.1) — (4.3)
formuliert ist (sieche Abschnitt 4.1., S. 77-78). Die Vorgehensweise bei diesem
Verfahren ist prinzipiell wie folgt (ebd. S. 225-227):
(1) Lésung der Relaxation: Um zu einer Losung des Optimierungsproblems (4.1) —
(4.3) zu gelangen, bilden wir eine Relaxation, die durch Weglassen der
Ganzzahligkeitsforderungen entsteht. Besitzt die Relaxation keine zuldssige

Losung oder unbeschrinkte Losungen, dann gilt das gleiche fiir das ganzzahlige

lineare Optimierungsproblem. Wir nehmen an, dass x  die optimale Lésung von
PO' ist. Ist diese Losung diskret, so ist das Optimierungsproblem gelost.

(2) Bestimmung einer Hyperebene: Wenn die erzeugte Optimallosung x ¢ Z7 ist,

dann ist ein Gomory-Schnitt (Hyperebene) H = {x eR”:a'x= B} zu bestimmen.

Dieser Gomory-Schnitt weist folgende Eigenschaften auf:
v' Die Menge der fiir das ganzzahlige lineare Optimierungsproblem
zuldssigen Gitterpunkte befindet sich im nichtpositiven Halbraum, der

vom Gomory-Schnitt erzeugt wird, d.h.
{XEZp x>0, Ax:b} cH” ::{xe]R" :aTXSB}

v' Die optimale Losung x  liegt nicht im nichtpositivem Halbraum bzw.
a'x >P.

(3) Aquivalentes Optimierungsproblem: Die Schnittebeneungleichung wird als neue
Restriktion dem Optimierungsproblem hinzugefiigt. Wir ermitteln eine neue
Optimalldsung der entsprechenden Relaxation. Wenn diese ganzzahlig ist, dann
wird das Gomory-Verfahren beendet, ansonsten wird wieder eine Hyperebene
ermittelt.

Zusammengefasst wird die Losung eines ganzzahligen linearen Optimierungsproblems

mithilfe des Schnittverfahrens von Gomory auf die Losung einer Folge von linearen

Problemen, welche der Ganzzahligkeitsforderung nicht geniigen, zuriickgefiihrt. In

~ 89 ~



diesem Kontext ergibt sich die Frage, ob die sogenannte Gomory-Folge der sich
ergebenden linearen Probleme konvergent ist. Es ldsst sich beweisen'®, dass nach
endlich vielen Schritten mit dem Schnittebenenverfahren von Gomory eine ganzzahlige
Optimalldsung gefunden oder angezeigt wird, dass eine solche nicht existiert.

Die oben geschilderte Vorgehensweise des Gomory-Verfahrens wird anhand einer
Aufgabenstellung in zwei unbekannten Variablen veranschaulicht. Der Grund fiir dieses
einfache Problem der ganzzahligen linearen Optimierung ist einerseits die Moglichkeit,
die einzelnen Rechenschritte grafisch abzubilden und anderseits die Tatsache, dass der

Rechenaufwand mit Anstieg der Variablen enorm ansteigt.

Beispiel 4.4: Gegeben sei folgendes Optimierungsproblem in zwei Variablen: (nach

Borgwardt (2010); S. 254, Angabe der Aufgabe 9.5.3)
Maximiere F(x,,x,)=x, +2x, (4.8)

unter den Restriktionen

2x,—x,<4 (4.9)
-x, +x,<2 (4.10)
X +x,<7 (4.11)
x eZ furi=12 (4.12)

Xy =1

= Zieffunktion
<

Abb. 4.3: Grafische Losung des Beispiels 4.4

14 Ein Beweis findet sich in Burkard (1972), S. 132-138.
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Zunéchst 16sen wir grafisch das Problem mithilfe des Programms GeoGebra. Wie aus
der Abb. 4.3 hervorgeht, ist die Losungsmenge ein konvexes Polyeder. Die optimale
Losung wird sich in einem der Eckpunkte dieses Polyeders ergeben, welcher die
Zielfunktion maximiert. In diesem Fall liegt die optimale Losung im Punkt A, dessen
Koordinaten nicht ganzzahlig sind. Um zu einer Losung des Beispiels 4.4 zu kommen,
bilden wir eine Relaxation durch Weglassen der Ganzzahligkeitsforderung, die wir

mittels des Simplexverfahrens losen. Die optimale Losung fiir die Relaxation ist

(x,%,,%;,x,)=(2.5,4.5,3.5,0) mit dem Zielfunktionswert 11,5 (siche Tab. 4.2).

BV X, %, X, X, X5 b,
X, 0 0 1 1,5 -0,5 3,5
X, 0 1 0 0,5 0,5 4,5
X, 1 0 0 -0,5 0,5 2,5
F 0 0 0 0,5 1,5 11,5

Tab. 4.2: Losung der Relaxation mittels Simplexverfahrens

Die Komponenten der Lésung sind offenbar nicht ganzzahlig. Als Folge dessen wird ein

Gomory-Schnitt fiir die Komponente x,=4,5 konstruiert. Die Ungleichung der
Hyperebene lautet:

-0,5=[4,5]-4,52(] -0,5]|+0,5)x,+(] 0.5]-0,5)x; =—0,5x, - 0,5x,
Des Weiteren wollen wir, die zur Gerade

—0,5x, —0,5x;, =-0,5. (4.13)

gehorenden Punkte in der (x1 , X, ) — Ebene aus den urspriinglichen Nebenbedingungen

X, =2+x —x, (4.14)
Xg=T7—x—x,. (4.15)
ermitteln.

Durch Einsetzen von (4.14) und (4.15) in (4.13) erhalten wir die Gleichung der

gewiinschten Geraden x, =4. Die neue Restriktion wird in der grafischen Losung

beriicksichtigt und wir erhalten Abb. 4.4 (siche S. 92). Ein Vergleich der grafischen
Losung des relaxierten Optimierungsproblems mit der in Abb. 4.3 prisentierten Losung

verdeutlicht, dass sich der zuldssige Bereich verkleinert hat. Als ganzzahlige Losungen
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kommen die zwei Punkte mit den Koordinaten (2,4) und (3,4) in Frage. Allerdings ist

der Wert der zu maximierenden Zielfunktion im ersten Punkt kleiner als im zweiten.

Xy +X5=T

~
~

Abb. 4.4: Grafische Losung des Beispiels 4.4 mit Gomory-Schnitt 1

Im néchsten Schritt des Schnittebenenverfahrens von Gomory ist das durch die neue

Nebenbedingung erweiterte Optimierungsproblem zu 16sen. Dieses lautet wie folg:
Maximiere F (xl ,X,) = X, +2x,
unter den Restriktionen

2x,—x,+x;, <4

—X, +Xx,+x,<2

X +x,+x, <7

-0,5x, -0,5x, <-0,5

x, 20 fir i=1,2,3,4,5
Die optimale Losung fiir das erweiterte Problem ist (xl,xz,x3,x4,x5) = (3,4,2,1,0) mit

dem Zielfunktionswert 11 (siehe Tab. 4.3). Sie ist auch grafisch in Abb. 4.4 sehr gut

ersichtlich. Diese Losung ist ganzzahlig und somit optimal fiir das Ausgangsproblem.
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Die Ermittlung eines weiteren Gomory-Schnitts ist nicht erforderlich, da das Verfahren

abgeschlossen ist.

BV gl ) e X4 5 Xe b,
X, 0 0 1 0 -2 3 2
X, 0 1 0 0 0 1 4
X, 1 0 0 0 1 -1 3
X, 0 0 0 1 1 -2 1
F 0 0 0 0 1 1 11

Tab. 4.3: Losung des erweiterten Problems mittels Simplexverfahrens

Abschlieend ist festzuhalten, dass das Schnittebenenverfahren von Gomory nur bei
relativ kleindimensionalen Problemen der ganzzahligen linearen Optimierung effizient
anzuwenden ist. Sein Nachteil besteht in der steigenden Dimension des zu losenden
Problems, da mit jeder Konstruktion eines neuen Gomory-Schnitts eine Ungleichung
bzw. Gleichung und eine Schlupfvariable hinzukommen. Nichtsdestotrotz l4sst sich das
Verfahren fiir Unterrichtszwecke sehr gut mit dem grafischen Losen von
zweidimensionalen ganzzahligen Optimierungsproblemen kombinieren, indem die
Schiilerinnen und Schiiler die Hyperebenen intuitiv beispielsweise mittels GeoGebra
konstruieren und mit dem Schieberegler die Zielfunktionswerte miteinander

vergleichen.
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5. Fachdidaktische Analyse

Die lineare Optimierung in zwei Variablen ist ein fester Bestand in den seit 2014 bzw.
2015 in Kraft getretenen neunen Lehrpldnen der Hoheren Lehranstalten fiir
Wirtschaftlichen Berufe, Tourismus, Mode und Design, Kunst (HUM) und der Hoheren
Lehranstalten fiir Land- und Forstwirtschaft (HLFS). Dieses Themengebiet des
Unterrichtsfaches ,,Mathematik und angewandte Mathematik* war in den auslaufenden
Lehrplinen'® mit der Uberschrift , Lineare Optimierung® vertreten. Wie aus den
hervorgegangen Kapiteln dieser Diplomarbeit zu entnehmen ist, handelt es sich um ein
duBerst komplexes Themengebiet, fiir welches eine Konkretisierung der Inhalte
erforderlich ist. Diese Konkretisierung wurde in den neu ausgearbeiteten Lehrpldnen
durch die Einfiihrung der teilstandardisierten Reife- und Diplompriifung in Mathematik
vorgenommen, um diese Inhaltsdimension einerseits objektiver liberpriifen zu kénnen
und anderseits die Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler in der vielseitigen
Landschaft der HUM wund HLFS vergleichbar miteinander zu machen, was
schlussendlich von einer standardisierten schriftlichen Reife- und Diplompriifung
bezweckt wird.

In diesem Kontext ergibt sich die Frage, welche Inhalte und Grundkompetenzen die
Lernenden zu erwerben haben, um sowohl ein nachhaltiges mathematisches Wissen
vorzuweisen als auch die Reife- und Diplompriifung erfolgreich zu absolvieren. Fiir den
nachhaltigen Erwerb des Lehrstoffes sind auch die Unterrichtsmethoden als Teil der
fachdidaktischen Kompetenz der Lehrkréfte von besonderer Relevanz, zu denen auch
der Technologieeinsatz zdhlt. Das computerunterstiitzte Unterrichten der angewandten
Mathematik ist von dem Tagesgeschift der lehrenden Personen nicht wegzudenken, da
das Operieren als Handlungsdimension immer in einem moglichst realititsnahen
Zusammenhang zu erfolgen hat. Im Konkreten handelt es sich bei den
anwendungsorientierten Aufgabenstellungen um ein Transferieren der erworbenen
Fachkenntnisse, die vorwiegend einen facheriibergreifenden Charakter aufweisen. Erst
der richtige Transfer des Wissens ermdglicht die Durchfiihrung der Rechenschritte,
welche eine Unterstiitzung durch einen geeigneten Technologieeinsatz bedingt durch

die Anwendungsorientiertheit der mathematischen Probleme benétigen.

15 Diverse auslaufende und neu in Kraft getretene Lehrpline fiir die oben erwihnten Bildenden Hoheren
Schulen sind unter https://www.abc.berufsbildendeschulen.at/downloads/ nachzulesen. (Zugriff:
12.07.2018)
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Die Inhaltsdimensionen und die Grundkompetenzen sind in den Lehrpldnen der

jeweiligen BHS vorzufinden und werden im Folgenden dieses Kapitels diskutiert.

5.1. Lehrpline und Grundkompetenzen

Die Lehrpline der diversen Berufsbildenden Hoéheren Schulen (BHS) fiir das

Unterrichtsfach ,,Mathematik und angewandte Mathematik* konnen als Wegweiser

jeder lehrenden Person angesehen werden. Sie geben die gesetzlichen Richtlinien an,

die Vergleichbarkeit und Durchléssigkeit gewéhrleisten sollen, entscheiden {iber die

Inhalte, Ziele und Lernergebnisse des Mathematikunterrichts und bieten schlussendlich

die Grundlage fiir die Arbeit von Schulbuchautorlnnen. Welche Inhalte Schiilerinnen

und Schiiler und fiir welche Zwecke sie diese lernen sollten, ist durch den Lehrplan
verbindlich vorgeschrieben. Allerdings sind diese Vorgaben meist in Form von

Rahmenrichtlinien — mit  gewissen  Interpretationsspielriumen, welche den

Unterrichtenden ermdglichen, eigene Schwerpunkte zu setzen.

Der sterreichische BHS-Lehrplan'® besteht aus folgenden Teilen:

v" Stundentafel;

v' Allgemeines Bildungsziel: Lernergebnisse der im Lehrplan vertretenen Cluster;

v" Schulautonome Lehrplanbestimmungen: Allgemeine Bestimmungen,
Abweichungen von der Stundentafel, Freigegenstinde, unverbindliche Ubungen,
Forderunterricht, Bestimmungen hinsichtlich integrierten Fremdsprachenlernens;

v' Didaktische Grundsitze: Unterrichtsqualitit, Unterrichtsplanung, Didaktische
Grundsitze des jeweiligen Clusters, Unterrichtsorganisation, Pflichtpraktikum,

v' Lehrpléne fiir den Religionsunterricht;

v" Fachlehrpldne: Bildungs- und Lehraufgaben, Lehrstoffe der einzelnen

Unterrichtsgegenstéinde.

Das Augenmerk in diesem Abschnitt wird auf die didaktischen Grundsitze,
Lernergebnisse der Schiilerinnen und Schiiler und auf den Fachlehrplan gelegt. Die
Grundkompetenzen, die im Rahmen des Konzeptes ,teilstandardisierte Reife- und

Diplompriifung® zu erwerben sind, werden gesondert behandelt.

16 Vgl. Online: https://www.abc.berufsbildendeschulen.at/downloads/ (Zugriff: 12.07.2018).
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5.1.1. Lehrplan ,,Mathematik und angewandte Mathematik*

In Osterreich kommt den BHS gemiB dem in Paragraph 65 des

Schulorganisationsgesetzes (SchOG) verschriftlichten Bildungsauftrag die Aufgabe zu,

den lernenden Personen eine allgemeine hohere und fachliche Bildung so zu vermitteln,

dass sie zum Ausiliben eines ,,/..] Berufes auf technischem, gewerblichem,
kunstgewerblichem,  kaufmdnnischem,  hauswirtschaftlichem  oder  sonstigem
wirtschaftlichem Gebiet befihigt und sie zugleich zur Universitdtsreife fiihrt.“!” Der

Bildungsauftrag im Unterrichtsfach Angewandte Mathematik bezieht sich insbesondere

auf (ebd.):

V' Anwendungsbezogenheit: Es sollten nicht nur allgemeine mathematische
Bildungsziele sondern auch spezielle mathematische Kenntnisse, Methoden und
Verfahren vermittelt werden, die fiir die Berufspraxis von Relevanz sind.

v’ Zubringerfunktion: Die mathematischen Kompetenzen sollten zum erst
moglichen Zeitpunkt in den Berufskontext gestellt werden.

V' Berufsfeldgerechten Technologieeinsat;: Den Lernenden sollte zu einer
professionellen Technologiekompetenz hinsichtlich der verfolgten beruflichen
Zielsetzung verholfen werden.

Die oben erwéhnten Bildungsauftriage spiegeln sich in dem jeweiligen Lehrplan wider.

Da die Fachlehrpline der HUM und der HLFS im Unterrichtsfach ,,Mathematik und

angewandte Mathematik* kaum voneinander hinsichtlich der didaktischen Grundsétze,

der Lernergebnisse und der Inhaltsdimension ,,lineare Optimierung* divergieren, wird
das Augenmerk auf den Lehrplan der Hoheren Lehranstalt fiir Wirtschaftsberufe (HLW)
als Stellvertreterin fiir die oben genannten BHS gelegt.

Das Fundament des Lehrplanes bilden die Bildungsstandards einerseits mit den

inhaltlichen Dimensionen Zahlen und Malle, Algebra und Geometrie, Funktionale

Zusammenhdnge,  Analysis und  Stochastik und anderseits mit den

Handlungsdimensionen =~ Modellieren ~ und  Transferieren, = Operieren  und

Technologieeinsatz, Interpretieren und Dokumentieren, Argumentieren und

Kommunizieren.!® Diese Inhalts- und Handlungsbereiche sind mit dem BIFIE-

Kompetenzmodell kompatibel und werden genauer im Abschnitt 5.1.3 diskutiert.

17 Online: Allgemeine Information Angewandte Mathematik unter https://www.srdp.at/schriftliche-
pruefungen/angewandte-mathematik/allgemeine-informationen/ (Zugrift: 12.07.2018).

8 Vgl. hier und im Folgenden: Lehrplan Hohere Bundeslehranstalt fiir Wirtschaftsberufe unter
https://www.abc.berufsbildendeschulen.at/download/2074/HLW .pdf/ (Zugrift: 12.07.2018).
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Inhaltlich ist die lineare Optimierung in dem Bereich Algebra und Geometrie

positioniert. Im Konkreten handelt es sich um die Bestimmung und Interpretation des

Losungsbereichs linearer Ungleichungssysteme in zwei unbekannten Variablen, um die

Durchfiihrung linearer Optimierung einer Zielfunktion mittels geeigneten

Technologieeinsatzes und schlussendlich um die Erkldrung, Begriindung und

Interpretation des Losungsweges und der erzeugten Ergebnisse. Dieser Lehrstoff bildet

nur den Rahmen, der die Beriicksichtigung von Verdnderungen in 6konomischen,

gesellschaftlichen, kulturellen, wissenschaftlichen und technischen Belangen

ermdglicht. Bei den Lehrplaninhalten ist auf regionale Besonderheiten und aktuelle

Geschehnisse einzugehen.

Die Planung und Durchfiihrung des Unterrichts hat stets auf die realititsnahen,

praxisorientierten Aufgabenstellungen zu achten, welche folgende Kompetenzen der

Schiilerinnen und Schiiler férdern und fordern (ebd.; S. 13):

v', Kenntnisse der grundlegenden, allgemeinen mathematischen Strukturen,

v Selbstindiges logisches Denken,

v' Modellieren von sprachlich formulierten Problemen mit Hilfe von Gleichungen,
Funktionen oder grafischen Darstellungen sowie

v' Durchfiihrung von allgemeinen Rechenverfahren mit Schritt-fiir-Schritt-

Analysen. *

Durch das Fordern und Fordern sollten die lernenden Personen folgende Lernergebnisse

vorweisen konnen (vgl. ebd.; S. 8):

v' Grundlegende Kenntnisse in allen Bereichen des Clusters Mathematik und
angewandte Mathematik;

v' Praxisbezogene Anwendung fachspezifischer Methoden sowie
Problemldsungsstrategien;

v' Beherrschung und situationsgerechte Anwendung der Fachsprache;

v" Beschreibung von diversen Vorgingen durch Formeln, GroBen und Einheiten
sowie ihre Darstellung und Erlduterung durch einfache Modelle;

v" Sinnvolle Anwendung einfacher Untersuchungsmethoden bzw. Planung,
Durchfiihrung und Dokumentierung der Experimente mit geeigneten Mitteln;

v' Einordnung des erworbenen Wissens, Abschitzung der Konsequenzen und

Setzung entsprechender Handlungen im eigenen Verantwortungsbereich;
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v' Prisentation fachbezogener Inhalte und Darlegung und Begriindung der eigenen
Standpunkte.
Wird die lineare Optimierung in zwei Variablen als Aufgabenstellung betrachtet, so ist
festzustellen, dass alle vier aufgelisteten Kompetenzen darin Platz finden. Zunéachst ist
es erforderlich die mathematischen Strukturen Gleichung bzw. Gleichungssysteme
und/oder Ungleichungen bzw. Ungleichungssysteme in zwei Variablen zu kennen und
die Rechenverfahren sowohl grafisch als auch analytisch zu beherrschen. Das
Modellieren des praxisorientierten, meist aus dem wirtschaftlichen Bereich,
stammenden Optimierungsproblems setzt nicht nur entsprechendes, grundlegendes
Mathematikwissen sondern auch logisches Denken und facheriibergreifende
Féhigkeiten und Fertigkeiten aus den Gebieten ,,Rechnungswesen und Controlling* und
,Betriebswirtschaftslehre voraus. AnschlieBend sind die erhaltenen Ergebnisse in
korrekter Fachsprache zu dokumentieren und weiteren Interpretationen und
Begriindungen zu unterziehen. Schlussendlich ist der Einsatz neuer Informations- und
Kommunikationstechnologien bei der Bewiltigung der linearen Optimierungsprobleme

nicht auBBer Acht zu lassen.

5.1.2. Lehrplan ,,Rechnungswesen und Controlling*

Die einwandfreie Bewiltigung der linearen Optimierungsprobleme setzt fundiertes
Wissen der Kosten- und Preisbildung voraus, da der anwendungsorientierte Kontext in
den BHS im Vordergrund steht. AuBerdem sind die fiir den Unterricht ,,Mathematik und
angewandte Mathematik™ approbierten Schulbiicher voll mit Aufgabenstellungen,
welche sich mit Maximierung von Umsétzen bzw. Gewinnen unter Beriicksichtigung
diverser Kostenpositionen auseinandersetzen. Aus diesem Grund bin ich der
Uberzeugung, dass eine kurze Beleuchtung der relevanten Lehrstoffinhalte in
»Rechnungswesen und Controlling” anzubieten ist und dass Moglichkeiten eines
facheriibergreifenden Unterrichts zu tiberlegen sind.

Der Lehrplan fiir das Unterrichtsfach ,,Rechnungswesen und Controlling“!® im
Gegensatz zum Unterrichtsfach ,,Mathematik und Angewandte Mathematik* ist

hinsichtlich des zu behandelnden Lehrstoffs ziemlich offen gehalten. Im Konkreten sind

die Kostenrechnung — System, Berechnung der Gemeinkostenzuschlége, Stundensétzen

Y Vgl. Online: https://www.abc.berufsbildendeschulen.at/download/2074/HLW .pdf/  (Zugriff:
12.07.2018).
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und Selbstkosten —, die einfachen Kalkulationen fiir diverse Wirtschaftszweige und die
unternehmerischen Entscheidungen auf der Basis der Teilkostenrechnung genannt.
Somit bleibt es der lehrenden Person iiberlassen, welche Branchen zu wihlen sind und
in welcher Tiefe das Kalkulieren von Kosten durchzufiihren ist. Expliziert sind im
Lehrplan die Bildungs- und Lehraufgaben genannt, welche sich mit folgenden Themen
aus der Kostenrechnung befassen (ebd.; S. 54):

,,Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

das System der Kostenrechnung anwenden;

Kosten ermitteln und auf Kostenstellen verteilen,

Zuschlagsditze und Selbstkosten ermitteln;

SN NEENEEN

Kalkulation auf Basis eines Betriebsabrechnungsbogens fiir unterschiedliche

Branchen durchfiihren;

(\

Zwischen fixen und variablen Kosten unterscheiden,
v' Unternehmensentscheidungen auf der Basis der Teilkostenrechnung treffen und
diese kostenrechnerisch und betriebswirtschaftlich beurteilen. *
In diesem Zusammenhang bin ich der Uberzeugung, dass Schiilerinnen und Schiiler
wirtschaftliche Produktions- und Absatzprozesse mittels der linearen Optimierung
modellieren konnen, wenn sie ein theoretisches Fundament in den Bereichen Kosten-
und Preisbildung aufgebaut haben. Das Kumulieren des fiir die Aufstellung der
mathematischen Modelle relevanten Wissens ist auf Grund der derzeitigen Reihenfolge
der Lerninhalte nicht gewihrleistet, da die lineare Optimierung im zweiten und die
Kostenrechnung im dritten Jahrgang laut dem geltenden Lehrplan zu unterrichten sind.
Diese tiefgreifende Symbiose zwischen den beiden Unterrichtsfichern wurde
bedauerlicherweise von den zustindigen Institutionen nicht in Betracht gezogen.
Konsequenterweise werden hochstwahrscheinlich die lernenden Personen mit Begriffen
in beiden Unterrichtsfichern zu arbeiten haben, welche in ihrer Formulierung
voneinander abweichen und schlussendlich zu einem neuen Wissenserwerb fithren, und
den sogenannten Schubladen-Effekt beim Lernen verstérken wiirden.
Nichtsdestotrotz bietet sich an, die mathematischen Inhalte der linearen Optimierung
mittels eines COOL-Auftrags?® im Unterrichtsfach ,,Rechnungswesen und Controlling*

im dritten Jahrgang aufzugreifen und ihre Relevanz fiir das Treffen von

20 Die Abkiirzung COOL bedeutet Cooperatives Offenes Lernen. Die Schiilerinnen und Schiiler einer
bestimmten Klasse oder eines ganzen Jahrganges befassen sich selbstindig, eigenverantwortlich und
kommunikationsfahig mit schriftlichen, oft auch fécheriibergreifenden Arbeitsauftragen. Die Lehrkraft
wird zu einer moderierenden Person des Lernprozesses.
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unternehmerischen  Entscheidungen und fiir das  kostenrechnerische und

betriebswirtschaftliche Beurteilen dieser Entscheidungen zu verdeutlichen.

5.1.3. Grundkompetenzen und teilstandardisierte Reife- wund
Diplompriifung

Die teilstandardisierte, kompetenzorientierte Reife- und Diplompriifung an BHS und

Bildungsanstalten fiir Kindergartenpddagogik und Sozialpddagogik fiir das

Unterrichtsfach ,,Angewandte Mathematik* ist mit dem Haupttermin des Schuljahres

2015/16 flichendeckend eingefiihrt. Die gesetzlichen Rahmenbedingungen sind durch

die Novelle zum Schulunterrichtsgesetz BGBI. Nr. 52/2010 und durch die Verordnung

iiber die abschlieBende Priifungen BGBIL. II Nr. 160/2015 vom 22. Juni 2015

geschaffen.?!

Den speziellen Bildungsauftrag, den das berufsbildende hohere Schulwesen

auszufilhren hat, spiegeln die seit dem Jahr 2004 fiir das Fach ,,Angewandte

Mathematik* entwickelten Bildungsstandards wider.?> Sie stellen die sogenannten

mathematischen Grundkompetenzen dar, welche die Schiilerinnen und Schiiler am Ende

ihrer BHS-Ausbildung dauerhaft erwerben sollen und orientieren sich an den Inhalten

und Bildungszielen des jeweils geltenden Lehrplanes.

Bei der Erstellung dieses Kompetenzmodells fanden ihre Beachtung folgende

Anforderungen:

v Sicherung der Ausbildungsqualitét im Berufsbildungssystem;

v Analyse der Gemeinsamkeiten und Ausarbeitung moglichst einheitlicher
Problemstellungen fiir alle BHS-Formen;

v' Chancennutzung und Minimierung von Risiken innerhalb des einzuleitenden
Paradigmenwechsels.

Die oben aufgezdhlten Anforderungen fithrten zum Konzept der Zweiteilung im

hochdifferenzierten BHS-System. Das Kompetenzmodell fiir das Unterrichtsfach

»Angewandte Mathematik® setzt sich aus zwei Teilen zusammen, welche als Ganze im

Rahmen der Reife- und Diplompriifung zu betrachten sind. In dem sogenannten ,,Teil

A* sind Grundkompetenzen des gemeinsamen Kerns aufgewiesen, welche den

2l Vgl.  Online:  https://www.bmb.gv.at/schulen/unterricht/ba/reifepruefung_bhs.html  (Zugriff
12.07.2018).
2 Vgl. hierfiir und im Folgenden Online: Allgemeine Information Angewandte Mathematik unter
https://www.srdp.at/schriftliche-pruefungen/angewandte-mathematik/allgemeine-informationen/ (Zugrift:
12.07.2018).
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lernenden Personen aller Schultypen der BHS gleicherweise vermittelt werden sollen.
Im Gegensatz dazu werden im ,,Teil B* basierend auf dem gemeinsamen Kern
erweiterte Kompetenzen inhaltlicher und sachbezogener Natur gelehrt, die in den
verschiedenen Schulformen hinsichtlich der beruflichen und allgemeinbildenden
Zielsetzung als wesentlich und unverzichtbar zu erachten sind (vgl. Schiiller et al.
(2009); S. 12).

Laut der von MR Dr. Schiiller geleiteten Arbeitsgruppe steht der Begriff Kompetenz
. [...] fiir eine Vielfalt von Schliisselqualifikationen und bezeichnet ganz allgemein die
Fdhigkeit eines Menschen, bestimmte Aufgaben und Problemstellungen selbstindig
situationsgerecht zu bewdltigen. “>> Ausgehend von diesem Kompetenzbegriff und
basierend auf der einschldgigen Literatur beziehen sich die mathematischen

Kompetenzen auf Inhalte und Titigkeiten.?*

Als Folge dessen unterscheidet die
Arbeitsgruppe eine Inhaltsdimension und eine Handlungsdimension, deren Auspriagung

in der Abb. 5.1 dargestellt ist.

Abb. 5.1: Kompetenzmodell Angewandte Mathematik®

Wie aus der Abb. 5.1 hervorgeht, sind die Grundkompetenzen in vier Inhaltsbereiche —
Zahlen und Malle, Algebra und Geometrie, Funktionale Zusammenhinge, Analysis und

Stochastik — gegliedert, in welchen einerseits konkrete Inhalte erfasst sind, die fiir alle

B ebd., S. 7.
24 Vgl. hierfiir und im Folgenden: Schiiller et al. (2009), S. 12-16.
%5 Konzepte und Kompetenzen giiltig ab dem Maturatermin 2017/18, Kompetenz- und Bildungskataloge

unter https://www.srdp.at/schriftliche-pruefungen/angewandte-mathematik/allgemeine-informationen/
(Zugriff 12.07.2018).
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BHS von Relevanz sind und anderseits spezifische Inhalte, welche nur fiir gewisse
Schulformen Geltung haben. Fiir die Zwecke eines besseren Verstindnisses des
Kompetenzmodells bin ich der Uberzeugung, dass eine kurze durch die Lupe der HLW

Beleuchtung der einzelnen Inhaltsbereiche erforderlich ist.

Zahlen und Mafle

In diesem Inhaltsbereich stehen im Vordergrund der Umgang mit Zahlen und ihre
Zuordnung einer bestimmten Zahlenmenge, die Darstellungsmdglichkeiten der Zahlen
und ihre Bedeutung als Groflen, welche sich aus einer Mallzahl und einer Mal3einheit
zusammensetzten. Im Konkreten werden folgende Grundkompetenzen — im
gemeinsamen Kern und erweitert — gefordert:*

Zahlenmengen N, Z, @, R, Zahlengerade

Fest- und Gleitkommadarstellung
Maleinheiten, Zehnerpotenzen
Uberschlagsrechnung, Runden und Abschitzen von Ergebnissen

Prozent- und Promillerechnung

NN N N NN

Betrag einer Zahl
Der Erwerb der aufgelisteten Kompetenzen ist fiir die Bewiéltigung der linearen
Optimierungsproblemstellungen unabdingbar, da sie, meiner Ansicht nach, das

Fundament der mathematischen Féhigkeiten und Fertigkeiten bilden.

Algebra und Geometrie

In diesem Inhaltsbereich wird ein sachlicher Umgang mit grundlegenden Begriffen und
Konzepten der Algebra solche wie Terme, Variablen, Potenzen, Gleichungen
(Formeln), Ungleichungen und Gleichungssysteme gefordert (vgl. Aue et al. (2015); S.
6). Dartiber hinaus sollen die lernenden Personen algebraische Tatbestinde geometrisch
und umgekehrt geometrische Tatbestinde algebraisch beurteilen und daraus resultierend

neue Erkenntnisse gewinnen. Da die Inhalte Gleichungen, Ungleichungen und

26 Zusitzlich zu Schiiller et al. (2009) sind fiir die Ausarbeitung der Inhaltsbereiche die
Kompetenzkataloge hinsichtlich des gemeinsamen Kerns und des Clusters W1 herangezogen. Vgl.
Online: https://www.srdp.at/schriftliche-pruefungen/angewandte-mathematik/allgemeine-informationen/
(Zugriff 12.07.2018).
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Gleichungssysteme filir die lineare Optimierung von essenzieller Bedeutung sind,

werden sie genauer angefiihrt. Es sind folgende Grundkompetenzen gefordert:?’

v’ Probleme aus Anwendungsgebieten durch lineare Gleichungen mit einer
Unbekannten modellieren, diese losen und die Losung interpretieren; im Kontext
argumentieren *

v’ Zusammenhdinge zwischen GrofSen durch eine Formel modellieren, die Formel
umformen und die gegenseitige Abhdngigkeit der Grofien interpretieren und
erkldren*

v, Probleme aus Anwendungsgebieten durch lineare Gleichungssysteme in zwei
Variablen modellieren, diese [osen, die moglichen Lésungsfdlle grafisch
veranschaulichen und interpretieren; im Kontext argumentieren

v’ Probleme aus Anwendungsgebieten durch lineare Gleichungssysteme in
mehreren Variablen modellieren, diese mittels Technologieeinsatz losen; das
Ergebnis in Bezug auf die Problemstellung interpretieren;, im Kontext
argumentieren “

v', Lineare Ungleichungssysteme mit zwei Variablen modellieren, deren Losungen
mittels  Technologieeinsatz  ermitteln;  interpretieren und im  Kontext
argumentieren *

v', Lineare Optimierung: Zielfunktion aufstellen; die optimale Losung mittels
Technologieeinsatz ermitteln und interpretieren sowie den Losungsweg erkldren *

Hierbei ist festzuhalten, dass die letzten zwei aufgelisteten Grundkompetenzen im Teil

B des Clusters W1 abgepriift werden. Uberraschenderweise ist das Modellieren durch

Gleichungen und Gleichungssysteme im Kompetenzkatalog stark vertreten, wobei die

lineare Ungleichung als Bestandteil der Nebenbedingungen eines linearen

Optimierungsproblems kein einziges Mal Erwdhnung findet. Thre genaue algebraische

und geometrische Behandlung im Mathematikunterricht ist erforderlich, um ein

Verstindnis fiir die Optimierungsproblematik aufzubauen.

Funktionale Zusammenhénge
Dieser Inhaltsbereich verfolgt die Zielsetzung, dass die Schiilerinnen und Schiiler im

Stande sind, mit der funktionalen Sichtweise sachlich und fachkundig umzugehen.

27 Mathematische Grundkompetenzen im gemeinsamen Kern giiltig ab den Matura-Priifungsterminen
2017/2018, S. 1-2 und Schulformspezifische Kompetenzen und Begriffe im Cluster HLFS/HUM (W1)
giiltig ab den Matura-Priifungsterminen 2017/2018, S. 1. Online: https://www.srdp.at/schriftliche-
pruefungen/angewandte-mathematik/allgemeine-informationen/ (Zugriff 12.07.2018).
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Darunter wird verstanden, dass das Augenmerk auf das Verhéltnis zwischen zwei oder
mehreren Groflen in diversen Sachzusammenhidngen zu richten und des Weiteren die
iblichen Darstellungsformen der Funktionen zu kennen, und mit ihnen verstdndnisvoll
umgehen zu kdnnen. Somit steht im Mittelpunkt des von den lernenden Personen zu
erwerbenden mathematischen Grundwissens das Kennen der Funktionstypen, welche
fiir die Anwendungen von essenzieller Signifikanz sind. Im Konkreten sind es das

Kennen von Namen, Gleichungen und typischen Verldufen der Graphen, das Wechseln

zwischen den Darstellungsformen und das Wissen von charakteristischen Eigenschaften

(vgl. Aue et al. (2015); S. 9).

Abschlieend sind die Grundkompetenzen, welche meiner Meinung nach fiir die

Auseinandersetzung mit dem Thema der linearen Optimierung besonders anzusprechen

sind, zu nennen. Diese sind wie folgt:?®

v', Eine Funktion in einem geeigneten Definitionsbereich als eindeutige Zuordnung
verstehen und als Darstellung der Abhdngigkeit zwischen GréfSen interpretieren,
den Graphen einer gegebenen Funktion mittels Technologieeinsatz darstellen,
Funktionswerte ermitteln und den Verlauf des Graphen im Kontext
interpretieren *

v’ Zusammenhinge aus Anwendungsbereichen durch lineare Funktionen
modellieren, damit Berechnungen durchfiihren, die Ergebnisse interpretieren und
damit argumentieren; Graphen von linearen Funktionen skizzieren und die
Parameter kontextbezogen interpretieren; den Zusammenhang zwischen einer
linearen Gleichung in zwei Variablen und einer linearen Funktion verstehen und
anwenden “

v’ die Nullstellen einer Funktion gegebenfalls mittels Technologieeinsatz
bestimmen und als Losung einer Gleichung interpretieren

v’ Schnittpunkte zweier Funktionsgraphen gegebenfalls mittels Technologieeinsatz

bestimmen und diese im Kontext interpretieren

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass die zu optimierende Zielfunktion eine lineare
Funktion ist. Die Aufstellung ihrer Gleichung erfordert fundierte Kompetenzen iiber die

eindeutige Zuordnung zwischen zwei GroBen. AuBerdem ist fiir die grafische

28 Hierfiir und im Folgenden sind die Kompetenzkataloge hinsichtlich des gemeinsamen Kerns und des
Clusters W1 herangezogen. Vgl. Online: https://www.srdp.at/schriftliche-pruefungen/angewandte-
mathematik/allgemeine-informationen/ (Zugriff 12.07.2018).
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Ermittlung der optimalen Losung unabdingbar, einerseits den Graphen der Zielfunktion
mittels Technologieeinsatz darzustellen bzw. ohne Technologieeinsatz zu skizzieren,
und anderseits das Verhiltnis zwischen einer linearen (Un-)Gleichung in zwei Variablen
und einer linearen Funktion nachzuvollziehen, und diesen in einem grafischen Kontext
zu prasentieren. Schlussendlich stellen die Koordinaten der Schnittpunkte zweier
Funktionsgraphen zuldssige Basislosungen dar, welche fiir die Berechnung der

Optimalldsung von Relevanz sind.

Analysis

Dieser Inhaltsbereich setzt sich mit Konzepten auseinander, welche das formale
Darstellen diskreten und stetigen Anderungsverhaltens nicht nur in der Mathematik
sondern auch in diversen Anwendungsgebieten ermoglichen. Hierbei sind
beispielsweise von grundlegender Bedeutung die mathematischen Begriffe
Differenzenquotient bzw. Differenzialquotient, welche die quantitative Beschreibung
des Anderungsverhaltens von GroBen im jeweiligen Sachzusammenhang gewihrleisten.
Zusitzlich sind die Stammfunktion und das bestimmte Integral als zentrale Begriffe der
Integralrechnung zu verstehen und kontextbezogen anzuwenden. Dabei ist es
ausreichend, sich auf die grundlegendsten Differentiations- und Integrationsregeln zu
beschrinken, da die Betrachtung der grafischen Darstellung der Funktionen neben der
symbolischen zur Verfiigung steht, an der die wesentlichen Eigenschaften und
Zusammenhédnge zu erkennen und qualitativ abzuschédtzen sind (vgl. Aue et al. (2015);
S. 13).

Abschlielend ist zu vermerken, dass die in diesem Inhaltsbereich durch die
Schiilerinnen und Schiiler zu erarbeitenden Kompetenzen keinen direkten Bezug zu der

linearen Optimierung aufweisen.

Stochastik

In dem Inhaltsbereich Stochastik stehen im Vordergrund der Umgang mit Begriffen,
Darstellungsformen  und  Verfahren  der  beschreibenden  Statistik,  der
Wabhrscheinlichkeitstheorie und der schlieBenden Statistik. Im Konkreten werden
folgende Grundkompetenzen — im gemeinsamen Kern und erweitert — gefordert (vgl.
Schiiller et al. (2009); S. 13):

v" Beschreibende Statistik

v' Korrelation und Regressionsanalyse
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v" Wabhrscheinlichkeitsrechnung
v' Wabhrscheinlichkeitsverteilungen
v' Beurteilende Statistik

Der Erwerb der aufgelisteten Kompetenzen ist fiir die Bewiéltigung der linearen
Optimierungsproblemstellungen nicht von besonderer Signifikanz, da es sich nicht um
die Aufstellung von stochastischen Modellen sondern um die Arbeit mit
deterministischen Modellen handelt, mit ihrer Hilfe die Zielfunktion optimiert wird. In
vielen Problemstellungen der linearen Optimierung bilden beispielsweise die schon
ermittelten Durchschnittskosten die Basis fiir die Aufstellung der Nebenbedingungen.
Daher konnte das arithmetische Mittel als Teilbereich der beschreibenden Statistik im
Rahmen eines facheriibergreifenden Unterrichts (Mathematik und Rechnungswesen)
thematisiert werden. Beispielsweise bietet sich das gleitende Durchschnittsverfahren bei
der Bewertung von Vorrdten an, da es sich des arithmetischen Mittels als Zentralmal3
bedient.

Zusammenfassend zeigt sich, dass sich Themen der linearen Optimierung hinsichtlich
der Vermittlung von Grundkompetenzen einerseits fiir viele Inhaltsbereiche eignen und
anderseits eine leicht fiir die Schiilerinnen und Schiiler nachvollziehbare Anwendung
fiir die Modellierung wirtschaftlicher Prozesse anbieten.

Neben den inhaltsspezifischen Grundkompetenzen, erwéihnt das Kompetenzmodell
Angewandte Mathematik (sieche Abb. 5.1, S. 101) unterschiedliche Handlungsbereiche,
ndmlich Modellieren und Transferieren, Operieren und Technologieeinsatz,
Interpretieren und Dokumentieren, Argumentieren und Kommunizieren. Im Folgenden
werden die schon erwidhnten Handlungsbereiche einschlieBlich charakteristischer

Tatigkeiten kurz diskutiert.

Modellieren und Transferieren

Die im Vordergrund stehende Zielsetzung einer mathematischen Modellierung ist es,
ein mathematisches Modell zur Losung eins Problems, welches aus der Realitdt stammit,
zu entwickeln. Nach Maal} ist das Modell eine ,,vereinfachte Darstellung des realen
Sachverhaltes, das nur gewisse, fiir die jeweilige Fragestellung relevante Teilaspekte
der Situation beriicksichtigt” (Maall (2007); S. 13). Folglich bedeutet das Modell, dass
die reale Komplexitdt auf geeignete GroBen reduziert wird, die alle wesentlichen

Einflussfaktoren angemessen beschreiben.
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In diesem Zusammenhang erfordert das Modellieren, die fiir den gegebenen

Sachkontext relevanter mathematischer Beziehungen zu erkennen und unter Treffen

diverser Annahmen und Vornehmen entsprechender Vereinfachungen diese mittels des

mathematischen Formalismus darzustellen (vgl. hierfliir und im Folgenden Schiiller et

al. (2009); S. 14-15).

Das Transferieren erfordert hingegen fundierte Kenntnisse iiber mathematische

Modelle, addquates Wissen iiber Anwendungsmdglichkeiten in dem Alltag bzw.

berufsspezifischen Bereichen und die Féhigkeit ihrer Bewertung, damit fiir den

Sachverhalt ein passendes Modell ausgewihlt werden kann.

Die fiir den Handlungsbereich Modellieren und Transferieren charakteristischen

Tétigkeiten - ohne Anspruch auf eine Vollstandigkeit - sind wie folgt:

v' Problemstellungen aus dem Alltag und berufsspezifischen Bereichen auf die
wesentlichen Einflussgréf3en reduzieren und présentieren;

v" Geeignete mathematische Darstellungsformen finden, fiir das formulierte Problem
adaptieren und erkléren;

v" Formulierungen der Alltags- und der berufsspezifischen Sprache in die Sprache
der Mathematik iibertragen;

v" Entscheidung fiir verschiedene Darstellungsformen treffen und zwischen ihnen
wechseln;

v Das erarbeitete mathematische Wissen facheriibergreifend nutzen;

v' Mathematische Konzepte eigenstandig in den beruflichen Kontext umsetzen.

Bezogen auf die Problematik der linearen Optimierung ist die Handlungsdimension
Modellieren und Transferieren von enormer Signifikanz. Beispielsweise hingt von der
richtigen Ubertragung der Textangabe in eine Tabelle als erster Schritt die Aufstellung
der Zielfunktion und der Restriktionsbedingungen ab. Daher sind auch die
Sprachkompetenzen der lernenden Personen &uflerst gefordert. Die Wahl des Modells
spielt in diesem Fall keine so grole Rolle, da es sich um lineare Beziehungen zwischen

den Einflussgrofen handelt.

Operieren und Technologieeinsatz
Das Operieren verfolgt die Zielsetzung, Rechen- und Konstruktionsabldufe nicht nur zu
planen, sondern auch korrekt, sinnvoll und selbstverstdndlich effizient durchzufiihren.

Dabei ist bei der nummerischen bzw. algebraischen Losungsermittlung auf die richtige

~107 ~



mathematische Notation Acht zu geben, da sie unmissverstindlich den Rechenweg

anzugeben hat. Auflerdem beinhaltet das Operieren die zweckmiBige Auslagerung

unterschiedlicher Bearbeitungstitigkeiten an die zur Verfiigung stehende Technologie.

Der Technologieeinsatz unterstiitzt oder hat eigentlich das mathematische Bearbeiten

von Problemstellungen durch die stindige Bereitstellung und Verwendung

elektronischer Werkzeuge wie beispielsweise Tabellenkalkulationsprogrammen,

dynamischer Geometriesoftware oder Computeralgebrasystemen ermoglicht. Dadurch

wird gewihrleistet, dass triviale Rechenoperationen, die mit keinem Erkenntnisgewinn

in Verbindung zu setzten sind, vermieden werden.

Als charakteristische fiir die Handlungsdimension Operieren und Technologieeinsatz

Tétigkeiten konnen exemplarisch folgende aufgezihlt werden:

v' Einfache Rechenoperation in den Zahlenmengen ohne Technologieeinsatz
durchfiihren;

v" Ergebnisse gestellter Probleme in geeigneter Genauigkeit abschitzen;

v' Die Losung des gestellten Problems sinnvoll runden und mit Naherungswerten
rechnen;

v' Zwischen nummerischen und algebraischen Methoden unterscheiden und diese
situationsgerecht anwenden;

v" Den Technologieeinsatz passend zur Lsung der Problemstellung auswéhlen und

nutzen.

Fiir die Bewiltigung der Probleme der linearen Optimierung ist die Auswahl und die
Anwendung einer passenden Technologie von essenzieller Bedeutung, da laut dem
Lehrplan 2015 sowohl der Losungsbereich eines linearen Ungleichungssystems in zwei
Variablen als auch die Optimierung der Zielfunktion mittels Technologieeinsatz zu
erfolgen hat. Demnach sollten die Schiilerinnen und Schiiler das Arbeiten mit
elektronischen Hilfsmitteln situationsgerecht beherrschen und Sensibilitét fiir ihre Vor-

und Nachteile aufweisen.

Interpretieren und Dokumentieren

Das Interpretieren bedarf der Erkennung und Darlegung von Fakten, Zusammenhéngen
und Sachverhalten, die auf Informationen oder mathematischen Darstellungen basieren.
Im Konkreten handelt es sich um den Ubergang von dem aufgestellten Modell zu der

realen Ausgangsituation. Aullerdem kann die Handlungsdimension Interpretieren die
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Umdeutung der gewonnenen Ergebnisse eines Modells in neue mathematische

Sichtweise beinhalten.

Das Dokumentieren verfolgt das Ziel, aufgestellte Modelle, ausgedachte Losungswege

und ermittelte Resultate fiir weitere Verwendung geeignet zu prisentieren, wobei die

Darstellung verbal oder grafisch erfolgen kann.

Tatigkeiten, welche diese Handlungsdimension exemplarisch charakterisieren, sind wie

folgt:

v" Rechenergebnisse beschreiben und im jeweiligen Sachzusammenhang beurteilen;

v' Mathematische Vorgangsweisen, Losungswege oder Losungen strukturiert und
tibersichtlich darstellen;

v' Werte aus Tabellen, Grafiken ablesen und diese im addquaten Kontext deuten;

<\

Mathematische Begriffe im angemessenen Sachzusammenhang deuten;

v" Die Richtigkeit mathematischer Darstellungen im gegebenen Kontext einschétzen.

Da die Losungsermittlung eines  linearen = Optimierungsproblems  sehr
technologiefokussiert ist, bedarf es einer gut strukturierten und {ibersichtlichen
Darstellung der mathematischen Vorgehensweise und der Losungsermittlung. Der
optimale Wert der Zielfunktion ist ein mathematischer Begriff, der in einem
wirtschaftlichen Kontext schlussendlich zu deuten ist, damit die Problemstellung

korrekt geldst ist.

Argumentieren und Kommunizieren

Die im Vordergrund des Argumentierens stehende Zielsetzung ist, getroffene
Entscheidungen zu begriinden oder mathematische Aspekte, welche fiir oder gegen eine
konkrete Sichtweise sprechen, anzugeben. Diese Handlungsdimension bedarf einer
richtigen und passenden Verwendung mathematischer GesetzmaBigkeiten, wobei die
Kenntnis der mathematischen Fachsprache nicht auBer Acht zu lassen ist. Dabei ist
Argumentieren mit Begriinden nicht gleich zu setzen. Beim Begriinden wird eine
Argumentationskette hergestellt, welche zu einer bestimmten mathematischen
Schlussfolgerung fiihrt.

Das Kommunizieren beinhaltet das Austauschen von kontextbezogenen Informationen
in mathematischen Schreibweisen und Formen der Ergebnisprisentation, um die
Verstindigung zwischen diversen Adressatlnnen zu ermdglichen. Es ist allerdings

festzuhalten, dass Kommunizieren in schriftlicher Form nicht zu testen ist.
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Beispielgebend sind im Rahmen der Handlungsdimension Argumentieren und

Dokumentieren als charakteristische Tétigkeiten folgende zu nennen:

v' Mathematische Vermutung ausarbeiten und begriinden;

v' Die Entscheidung, mathematische Modelle und Rechenverfahren einzusetzen,
belegen und reflektieren;

v" Fehler erkennen und konstruktiv mit ihnen umgehen;

v' Verschiedene Techniken und Mittel zur Prisentation der mathematischen

Sachverhalte nutzen.

Die schliissige Argumentation, warum die gegebene Zielfunktion ihr Optimum in
diesem konkreten Eckpunkt annimmt, ist bei der grafischen Ermittlung der Losung
eines linearen Programms duflert wichtig. Wenn im Rahmen des Unterrichts zwischen
einer grafischen Losung und dem Simplexverfahren fiir ein bestimmtes Problem zu
wihlen ist, ist die von der lernenden Person getroffene Entscheidung zu begriinden.
Schlussendlich ist eine Entscheidung iiber eine addquate Prasentationstechnik zu treffen,
den erarbeiteten Losungsweg bzw. die ermittelte Losung zu wihlen, sodass die
Zuhorerinnen und Zuhorer die mathematischen Argumente folgen kénnen.
Zusammenfassend ist festzuhalten, dass die Behandlung der linearen Optimierung im
Unterricht Angewandte Mathematik ermoglicht, alle vier Handlungsdimensionen
ausreichend zu schulen. Das Thema gewéhrleistet meiner Auffassung nach nicht nur
eine Einsicht in die Anwendungsgebiete der wirtschaftlichen Prozesse, sondern erlaubt
ein differenziertes Betrachten beziiglich der Umsetzbarkeit und Legitimitdt der
aufgestellten Modelle auf die Realitdt zu entwickeln.

Ein weiterer Blickwinkel, der ein wesentlicher Bestandteil im Kompetenzmodell
darstellt, ist die Rolle des Technologieeinsatzes. Dies soll im néchsten Abschnitt der

vorliegenden Arbeit genauer beleuchtet werden.

5.2. Computerunterstiitzter Mathematikunterricht

Das Durchfiihren von nummerischen oder algebraischen Operationen unter Anwendung
von Technologie ist wie im Abschnitt 5.1.3 erldutert, eine Handlungsdimension des
Kompetenzmodells, die im Mathematikunterricht zu schulen ist. Der Diskurs

hinsichtlich des Computereinsatzes im Mathematikunterricht veranschaulicht, dass
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diese Technologie*” mehrheitlich als Werkzeug zur Minimierung des Rechenaufwandes,

zur Ergebnisiiberpriifung von analogen Rechenschritten oder als

Kommunikationsmedium zur Veranschaulichung mathematischer Sachverhalte

Anwendung finden (vgl. Schneider (2002); S. 38). Die moderne Unterrichtstechnologie

sollte sich nicht nur auf die Veranderungen beim Operieren beschrianken, sondern den

mathematischen Lernprozess und den Wissenserwerb unterstiitzen und verdandern. Diese

Forderung am Mathematikunterricht wird durch den Umbruch, welchen das

Informationszeitalter auf allen Gesellschaftsebenen hervorrief, stark beschleunigt. Fiir

den Einsatz von Technologien sprechen Aspekte wie folgt (vgl. hierfir und im

Folgenden Fiirst (2012), S. 101-103):

v Der Wissenserwerb wird nachhaltig durch das frilhere Erlernen von
Computertechniken gefordert;

v" Durch die ansteigende Forderung technischer Fahigkeiten und Fertigkeiten bei
den lernenden Personen kann dem Mangel an Fachkréiften in den technischen
Berufen entgegen gewirkt werden;

v Die teilstandardisierte Reife- und Diplompriifung sieht an BHS
Mindestanforderung an die Technologie*® vor;

v' Fiir die kiinftige Berufsauswahl vom Madchen ist der selbstverstindliche Umgang
mit neuen Informations- und Kommunikationstechnologien (IKT) essenziell, da
die Schiilerinnen tendenziell weniger an technischen Berufen als die Schiiler
interessiert sind und diese als beruflicher Werdegang in Erwégung ziehen (siche
fiir weitere Details OECD (2015); S. 4-6);

v" Der IKT-Grad in den einzelnen Haushalten steigt kontinuierlich und fordert von

den Jugendlichen ein sicheres Umgehen mit diversen Technologien.

Unter welchen Voraussetzungen und zu welchem Zeitpunkt es im Mathematikunterricht
didaktisch sinnvoll ist, das nummerische oder algebraische Operieren der Technologie
zu liberlassen, sollte im Einzelfall entschieden und individuell auf die lernende Person,
Unterrichtsinhalte und Sozialformen abgestimmt werden. Allerdings sollte der
Technologieeinsatz nicht temporér erfolgen, sondern ein kontinuierlicher Begleiter des

Mathematikunterrichts sein. Die Griinde, die fiir den Technologieeinsatz sprechen sind:

2 Laut First (2012, S. 101) meint das Wort Technologie beziiglich des Mathematikunterrichts den
Einsatz von elektronischen Werkezeugen, Lernmedien und Wissensbasen.

39 Die Mindestanforderungen an die Technologie werden an einer spéteren Stelle in diesem Abschnitt
thematisiert.
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Begiinstigen des entdeckenden Lernens und Beitragen zum nachhaltigen
Wissenserwerb;

Unterstlitzen beim Finden eigener Ldsungsstrategien, da aufgestellte
Vermutungen und durchzufiithrende Rechenschritte schnell iiberpriift werden
konnen;

Fordern der Kompetenzentwicklung in den Handlungsdimensionen ,,Modellieren
und Interpretieren‘ sowie ,,Argumentieren und Kommunizieren®;

Unterstiitzen des Lese- und Textverstindnisses;

Begiinstigen der Interpretation von Ergebnissen im Sachzusammenhang.

Die Osterreichische Mathematische Gesellschaft gibt in ihrem Mathe-Brief Nr. 26 (Juni

2012, S. 1) fiir den Einsatz von elektronischen Werkzeugen vier verschiedene Bereiche

an:

v

Modellieren: Durch die Technologie ist eine Vielzahl mathematischer Modelle,
welche fiir den Unterricht relevant sind, leicht verfiigbar. Die Schiilerinnen und
Schiiler sind im Stande, rechenaufwéndige Modelle effizient zu nutzen. Dariiber
hinaus stehen parallel verschiedene Darstellungsformen zur Verfiigung, wodurch
die Qualitit der Modellbildung, LoOsung und Interpretation der Ergebnisse
verbessert wird.

Visualisieren: Die lernenden Personen weisen Schwierigkeiten auf, sich abstrakte
Objekte vorzustellen. Somit bietet die grafische Reprédsentation mathematischer
Sachverhalte die Moglichkeit, den Abstraktionsgrad zu reduzieren und die
Kompetenzentwicklung im Allgemeinen zu beschleunigen.

Experimentieren: Charakteristisch flir diesen Bereich sind drei Phasen -
experimentelle, ,, exaktifizierende “ und Phase der Anwendung. Die experimentelle
Phase ermoglicht das Finden von Vermutungen, welche in der exaktifizierenden
Phase auf ein gesichertes mathematisches Fundament gestellt werden.
Schlussendlich werden die gesicherten Erkenntnisse genutzt, das aufgestellte
Problem zu 16sen.

Rechnen: Die ,hindische” Durchfiihrung von Rechenoperationen tritt bei einem
verstirkten Technologieeinsatz in den Hintergrund und es wird freier Raum fiir
die Schulung anderer mathematischer Kompetenzen wie Modellieren,
Interpretieren, Argumentieren und Kommunizieren geschaffen. Selbstverstdndlich

kann auf das ,,hdndische* Operieren nicht komplett verzichtet werden, wenn es
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die Zielsetzung bei der Aufgabenstellung ist, eine mathematische Losung zu
ermitteln. Allerdings bedeutet die Auslagerung des Operativen auf die
Technologie keine Verarmung des Mathematikunterrichts. Dadurch werden neue
Kompetenzen in diesem Bereich bedeutsam, wie beispielsweise das Erkennen von

Strukturen in durchgefiihrten Rechnungen.

Abschliefend soll zu den Mindestanforderungen an die Technologien Stellung
genommen werden. Folgende Funktionalititen werden von der zustindigen Instanz
vorausgesetzt:’!

v', Darstellung von Funktionsgraphen *;

v, Moglichkeiten  des  numerischen  Losens  von  Gleichungen — und
Gleichungssystemen *;

v ,, Numerisches Integrieren“;

v',, Grundlegende Funktionen der Matrizenrechnung “;

v’ Funktionen fiir statistische Kenngrofien, lineare Regression und Korrelation,

Binomial- und Normalverteilung *.

Wenn die oben genannten Mindestanforderungen in Betracht gezogen werden, sind fiir
den computerunterstiitzen Mathematikunterricht vor allem folgende drei Programme
von zentraler Bedeutung:

v' Tabellenkalkulationsprogramme (TKP)

v" Computeralgebrasysteme (CAS)

v" Dynamische Geometriesysteme (DGS)

Die Charakteristika einerseits und die Anwendungsmoglichkeiten der schon erwidhnten
Programme im Bereich der linearen Optimierung anderseits werden im Folgenden
ausfiihrlicher erldutert. Dabei wird anhand von Aufgabenstellungen schrittweise
demonstriert, wie diese Programme bei der Bewiltigung der linearen

Optimierungsproblematik im Mathematikunterricht einzusetzen sind.

3 Online: https://www.srdp.at/schriftliche-pruefungen/angewandte-mathematik/allgemeine-

informationen/ (Zugriff 12.07.2018).
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5.2.1. Tabellenkalkulationsprogramme

Das erste TKP VisiCalc wurde im Jahr 1979 fiir verschiedene Personal Computer
entwickelt und fand bald einen Einsatz im Mathematikunterricht. Vor allem diskrete
dynamische Prozesse wie Wachstumsvorginge, Probleme der Zinseszinsrechnung und
stochastische Prozesse eignen sich mit einer Tabellenkalkulation (TK) modelliert zu
werden. Die Tabellenkalkulationsprogramme, welche heutzutage eine breite
Verwendung finden, sind solche wie Microsoft EXCEL und OpenOffice Calc. Sie sind
bedingt durch ihre Wechselbeziehung zwischen Tabellen- und grafischen Darstellungen
ein exzellentes Rechen- und Visualisierungswerkzeug (vgl. Weigand (2013); S. IX). Im
Folgenden dieses Abschnittes wird der Schwerpunkt auf das Programm Microsoft

EXCEL und ihr Solver-Tool liegen.

Microsoft EXCEL — Struktur, Eigenschaften und Anwendung

Eine TK ist eine Software, welche eine interaktive Eingabe und Bearbeitung von Daten
in nummerischer bzw. alphanumerischer Form gestattet. Ein Datenblatt in EXCEL setzt
sich aus einer Tabelle zusammen, deren Zeilen mit Zahlen und deren Spalten mit
Buchstaben gekennzeichnet sind. Dadurch entsteht eine Matrix von Zellen, wobei die
Position der jeweiligen Zelle durch die Zahlen-Buchstaben-Zuordnung eindeutig
identifizierbar ist. Beispielsweise bedeutet die Bezeichnung B2 die Zelle in der zweiten

Zeile und Spalte (siche Abb. 5.2).

H - s Mappel - Excel ?2 B - O %
START EINFUGEN SEITENLAYOUT FORMELN DATEM UBERPRUFEN ANSICHT |+

"D % Calibri M 11. '. = % &) Bedingte Formatierung ~ & 1)
Einfiigen EE_' F kU-jAa Ausrichtung  Zahl I Als Tabell formatieren~ Zellen Bearbeiten
- N Hae D A - - - ';Zellenformab.forlagenv - -
Zwischenabla.. Schriftart [ Formatvorlagen
A B C D E F G H |«
1
2 (=
4
5
[
7
8
9 -
Tabellel @ 1 3
BEREIT ] M -—F—+ 100%

Abb. 5.2: Arbeitsblatt in Microsoft EXCEL
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Jede Zelle des Datenblattes kann Text, Zahlen oder Formeln wie beispielsweise

Berechnungsvorschriften, Programmcodes beinhalten. Allerdings koénnen die

Argumente der Formeln Werte aus anderen Zellen durch entsprechende Adressierung

verwenden. Fir die im TKP vorhandenen Formeln sind zahlreiche

Bibliotheksfunktionen verfiigbar, die eine zahlreiche Auswahl an mathematischen,

finanzmathematischen, statistischen und logischen Funktionen bieten. Des Weiteren

konnen die eingegebenen Zahlen auf beliebig viele Stellen formatiert werden, was bei
einem diskreten Problem der linearen Optimierung duferst praktisch ist.

Die wertvollste Eigenschaft vom TKP EXCEL ist die Kommunikation der einzelnen

Zellen eines Arbeitsblattes bzw. mehrerer Arbeitsbldtter miteinander. Das bedeutet, dass

sich das Resultat in der Ergebniszelle automatisch mitverdndert, wenn der Inhalt der

verwendeten Zelle gedndert wird. Eine weitere praktische Eigenschaft ist die

Moglichkeit, eine angegebene Formel beispielsweise durch Hinunterziehen in die unten

liegenden Zellen zu kopieren. Gerade dieses Kommunizieren der einzelnen Zellen

miteinander ist fiir den iterativen Charakter des Simplexerfahrens, welches zur

Anwendung bei der linearen Optimierung kommt, besonders essenziell. AuBlerdem

verfiigen die TKP iiber grafische Darstellungsmdoglichkeiten, welche sich in wenigen

Schritten ausfiihren lassen. Schlussendlich ist zu vermerken, dass die Struktur der

EXCEL-Berechnungen jederzeit ersichtlich ist und damit die Gefahr minimiert werden

kann, dass das Programm zu einer ,,Black-Box* wird. Die Struktur des Programms ist

sehr klar, die Kenntnisse der Syntax sind iiberschaubar. Rechenschritte und

Abhingigkeiten konnen mittels Zuordnungspfeile nachvollzogen werden, was

wiederum das rasche Entdecken und Korrigieren von Fehlern zulésst (vgl. Ableitinger

(2008); S. 106-112).

Bedingt durch ihr Wesen und ihre Transparenz ermoglichen Tabellenkalkulationen eine

natlirliche Differenzierung ihrer Anwendungsbereiche. Folgende fiinf Stufen

ausfithrbarer schulischer Aktivititen im Mathematikunterricht sind nennenswert (vgl.

Wittmann (2001); S. 49):

(1) Verwenden vorgegebener Tabellen und Diagramme: Die lehrende Person
verwendet im Unterricht angefertigte Tabellen und grafische Darstellungen
sowohl fiir die Erarbeitung des Lehrstoffes als auch fiir Ubungszwecke.

(2) Verstehen der Funktionsweise vorgegebener Tabellen und Diagramme: Die
Lehrkraft nutzt vorgegebenen Tabellen und Diagramme, um die Funktionsweise

des Programms den Schiilerinnen und Schiilern plausibel zu erkléaren.
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(3) Verinderung und Erstellung von Tabellen und Diagrammen: Die Lernenden
verdndern, die von der unterrichtenden Person vorgegebenen Tabellen und
grafische Darstellung oder sie erstellen analoge.

(4) Erstellen von eigenen Tabellen und Diagrammen aufbereiteter Probleme: Die
Schiilerinnen und Schiiler fertigen eigene Tabellen und Diagramme als Losung
aufbereiteter Problemstellungen an.

(5) Erstellen von eigenen Tabellen und Diagrammen selbstindigen Problemliosens:
Die lernenden Personen erzeugen eigene Tabellen und Diagramme als selbstindig

erarbeitete Losung vorgegebener Problemstellungen.

Zusammenfassend ist zu vermerken, dass innerhalb dieser fiinf Stufen potenzieller

Aktivitdten verschiedene Kompetenzen autbauend geschult werden kdnnen. AuBlerdem

konnen sie zum differenzierten Fordern und Fordern innerhalb einer Klasse eingesetzt

werden. Dadurch erhélt jede Person die Chance, ihre eigene Stufe herauszufinden und

entsprechend ihrer Potenziale auf unterschiedlichen Niveaus zu agieren.

Abschliefend wird auf die Typen von Aufgaben, welche mit der TK zu bewiltigen sind,

eingegangen, bevor das Solver-Tool in Microsoft EXCEL vorgestellt wird. In der

Literatur wird zwischen folgenden Modelltypen unterschieden (vgl. Henning und Keune

(2001); S. 28-37):

v' Es werden Modelle bearbeitet und dargestellt, bei denen ein groBes Datenvolumen
involviert ist.

v" Es werden Modelle bearbeitet und dargestellt, bei denen ein systematisches
Probieren bei der Ermittlung der Losung hilfreich ist.

v' Es werden Modelle bearbeitet und dargestellt, welche auf Iterationen aufgebaut
sind.

v" Es werden Modelle bearbeitet und dargestellt, bei denen Daten auszuwerten sind,

die funktionalen Zusammenhéngen geniigen.

In den Problemstellungen der linearen Optimierung konnen alle vier der oben
aufgelisteten Voraussetzungen zum Tragen kommen. Das zu bearbeitende Modell
konnte viele unbekannte Groflen in  der Zielfunktion und in den
Restriktionsbedingungen  enthalten. Das  einfachste  Modell, welches im
Mathematikunterricht behandelt wird, besteht aus zwei unbekannten Variablen. Das

systematische Probieren ist fiir die Losungsfindung im Bereich der diskreten linearen
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Optimierung von besonderer Relevanz. Von den Schiilerinnen und Schiilern wird die
Kompetenz abverlangt, eine vollstindige Verzweigung des Problems zu erarbeiten und
systematisch die Losungen durchzugehen, bis die optimale gefunden wird. Der
interaktive Charakter kommt besonders bei der Generierung der einzelnen
Simplextableaus zum Vorschein. Ausgehend von einem Starttableau wird das Tableau
ermittelt, welches die Zielfunktion optimiert. Die einzelnen Simplextableaus sind
iterativ miteinander verbunden. Der funktionale Zusammenhang ist durch die
aufgestellte Zielfunktion eindeutig gegeben, da ihr Maximums bzw. Minimum unter

Beriicksichtigung der Nebenbedingungen zu ermitteln ist.

Solver-Tool in Microsoft EXCEL

Das TKP Microsoft EXCEL verfligt liber ein leistungsstarkes Werkzeug — das Solver-
Tool, mit dessen Hilfe die lineare Optimierung mittels Simplexverfahrens problemlos
durchzufiihren ist. Das Solver-Tool ist als Add-In integriert und findet sich auf dem
Register ,,Datei” und dann auf der Schaltfliche ,,Optionen®. Im Dialogfenster ,,Excel-
Optionen* ist die Kategorie ,,Add-Ins* zu wihlen und dann auf die Schaltfliche ,,Gehe
zu“ zu wechseln. Im Dialogfenster ,,Add-Ins* wird die Option ,,Solver* aktiviert (siche
Abb. 5.3). Danach wird das Solver-Tool in der Meniileiste des Programms unter

»DATEN® angezeigt.

Allgemein

D Zeigen Sie Microsoft Office-Add-Ins an und verwalten Sie sie.

Formeln

Dokumentprifung Add-Ins

Speichern

Name ot Typ B
Sprache Aktive Anwendungs-Add-Ins |
Keine aktiven Anwendungs-Add-ins
Enweitert ‘ — s
Mentband anpassen Inaktive Anwendungs-Add-Ins
Analyse-Funktionen G\l Excel-Add-In [l verfagbare Add-ns:
Symbolleiste fiur den Schnellzugriff Analyse-Funktionen - VBA C.M  Excel-Add-In ‘Analyse-Funktionen Al = ]
Datum (XML) Ciull  Aktion [T Analyse-| -VBA
Add-Ins Euro Currency Tools C..M  Excel-Add-In | | | Euro CurrengyToals
TrarCa Microsoft Actions Pane3 XML-Erweiterd | ((E I
Microsoft Power Map for Excel C.lL COM-Add-In
Solver C.M  Excel-Add-In
« I
Add-In: Analyse-Funktionen
Herausgeber:  Microsoft Corporation
Es sind keine verfiig
ort: C:\Program Files\Microsoft Office 15\root\officel
Analysis\analys32.dl
Beschreibung:  Stellt Tools zur Datenanalyse fir statistische und te

Analysen bercit Solver

Verwalten: |Excel-Add-Ins

Tool zum Optimieren und Berechnen von Formein

Abb. 5.3: Aktivierung des Solver-Tools in Microsoft EXCEL

Die Anwendung des Solver-Tools wird anhand einer Rechenaufgabe demonstriert,
wobei es in diesem Fall keine Rolle spielt, ob die Zielfunktion maximiert bzw.

minimiert wird.
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Beispiel 5.2: Minimierungsproblem (nach Korth et al. (1975); S. 372)

Die Aufgabe einer Werkstitte ist es aus Stangen der Lédnge 16 m mindestens 1000 Stiick

der Lange 9 m, mindestens 2000 Stiick der Ldnge 6 m und mindestens 3200 Stiick der

Liange 4 m zu erzeugen. Es soll ein Zuschnittplan erarbeitet werden, bei welcher die

Anzahl der notwendigen Stangen minimiert wird.

Um das Zuschnittproblem mit Hilfe der linearen Optimierung formulieren zu konnen,

ist es zundchst zu iiberlegen, welche die sinnvollen Zuschnittkombinationen sind, die in

der Tabelle 5.1 abgebildet sind:

Kombinationen 1 2 3 4 5
Anzahl der 9 m Stiicke 1 1 0 0 0
Anzahl der 6 m Stiicke 1 0 2 1 0
Anzahl der 4 m Stiicke 0 1 1 2 4

Tab. 5.1: Sinnvolle Zuschnittkombinationen

Fiir die mathematische Formalisierung des Zuschnittproblems in Standardform erhalten

wir, nachdem die Anzahl der Stangen, die fiir die Kombination i zerschnitten werden,

mit x, bezeichnet werden, wie folgt:

Minimiere F(x;,X,,X;,X;, X5 ) = X, + X, + X; + X, + X

unter den Restriktionen

x, +x, 21000

X, +2x;, +x, 22000

X, +x, +2x, +4x, 23200

x, eZ fur i=1,2,3,4,5

(5.1)

(5.2)
(5.3)
(5.4)
(5.5)

Danach werden die Koeffizienten der Zielfunktion und der Nebenbedingungen in einer

EXCEL-Tabelle {ibertragen,

wobel

die Beschriftung des

durchzufiihren ist (siche Abb. 5.4, S. 119).
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= s Beispiel 5_2-Losung mit Sovler-Tool - Excel ? H - O X%

START EINFUGEN SEITENLAYOUT FORMELN DATEN UBERPRUFEN ANSICHT Anmelden
B Laschen Blitrvarschau i 2y Solver
Erneut anwenden Du, entfernen .
Externe Daten Alle Sortieren | Filtern ) Text in ! Gliederung
abrufen~  aktualisieren Erweitert Spalten Dateniiberpriifung -
Verbindungen Sortieren und Filtern Datentools Analyse -~
SUMME  ~ X W fr | =CoCSHDIDS+EIESHIFIHGIES v
A B C D E F G H I ] K L M [~
1
2 Minimum der Zielfunktion: "=C4*C5+D4*D5+E4*E5+F4*F5+G4*G5"
3 x1 x2 x3 x4 x5
4| Koeffizienten | 1 1 1 1 1
5 Variablen | 0| ] o 0| ol
6
7 1. Nebenbedngung 1 1 0 0 0>= 1000|"=CT*CS+DT*D3+ET*ES+F *F5+GT*G3"
8 2. Nebenbedngung 1 0 2 1 0 >= 2000["'=C8*CS+DE*D3+ES*ES+FE*F5+G8*G3"
9 3. Nebenbedingung ol 1l 1l 2| 4= 3200|=CS*C 5+DO*DS+EFFESHFI*F 5 +GH*GS
10
1
12
13 =
Tabellel ] 3

BEARBETTEM

Abb. 5.4: Eingabe des Beispiels 5.2 in Microsoft EXCEL

Wie aus der Abb. 5.4 ersichtlich ist, sind die Koeffizienten der Zielfunktion in der Zeile
4 eingegeben. Die Zeile ,,Variablen® - Zellen C5 bis G5 - ist fiir die optimale Losung
vorgesehen. Die zu verdndernden Variablen in den oben erwdhnten Zellen werden mit
der Zelle C2 verkniipft, in der die Formel fiir die Zielfunktion eingetragen wird.
Dartiber hinaus sind sie mit Koeffizienten der Nebenbedingungen in Verbindungen zu
bringen.

Danach wird der Solver mit den Angaben fiir die Zielfunktion (,,Ziel festlegen*), den
Zielwert (,Max, Min, Wert“), die verinderbaren Variablen (,Durch Andern von
Variablenzellen*) und Nebenbedingungen, welche in Abb. 5.5 veranschaulicht sind,

befillt.

<= i
START  ENFUGEN  SETENLAYOUT ~ FORMELM  DATEN  UBERPRUFEN  ANSICHT Ziel festlegen: scs2 =
Losche A [ Blitzvorschau o 3 ' R
E 2 oy A ¢ hen Sy T pienchas B A e o e ow 3
Erneut anwenden BB Duplikate entfernen 3 -
BtemeDaten Al 7| Sortieren  Filtem T Glied -
ity s B o i Y Erweitert Spalten =X Dateniberprufung ~ ] Durch Andern von Variablenzellen:
Verbindungen Sortieren und Filtern Datentoals 3C55:3655 3
2 - Ji | =CatC5+Da"D5+EATESHATFS4GA"GS Unterliegt den Nebenbedingungen
$J57 >= SIS7 P ”
A B & D E F G H 1 ) 5188 >= 5158 iinzuocy

‘ $J59 > = SIS9
—
Minimum der Zielfunktion: I].

i
2
3 x2
4| Koeffizienten | 1 1 1 1 1
5 Variablen o o 0 0 0 Alles zuracksetzen
6
7 1. Nebenbedingung 1 1 0 0 0>= 1000] 0 s Laden/Speichern
8 2. Nebenbedingung 1 0 2 1 0= 2000 0 Nicht eingeschrankte Variablen als nicht-negativ festlegen
150 s Hebentroleigys 0 1 1 2 il 5200 L Lo ethode auswahlen: | Simplex-LP [~] e
1 LGsungsmethode
12 WWahlen Sie das GRG-Nichtlinear-Madul f0r Solver-Prableme, die kantinuierlich nichtlinear sind,
13 Wahlen Sie das LP Simplex-Modul fur lineare Solver-Probleme Und das EA-Madul fur
4 Solver-Probleme, die nicht kontinuierlich sind,

Tabellel <

BEREIT [iii

Abb. 5.5: Eingabe des Beispiels 5.2 mittels Solver-Tools in Microsoft EXCEL
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Um die entsprechende Losung des linearen Optimierungsproblems zu generieren, ist die

Losungsmethode  ,,Simplex-LP*“  auszuwidhlen.  AuBerdem ist auf die

Nichtnegativititsbedingung im Solver zu achten, dass diese aktiviert ist. Damit erzeugen

wir die optimale Losung des Beispiels 5.2 (siche Abb. 5.6).

H - = Beispiel 5_2-Lasung mit Sovler-Tool - Excel ? H - O X
START EINFUGEN SEITENLAYOUT FORMELN DATEN UBERPRUFEN ANSICHT Anmelden
% Calibri n A s ==, g |sendwd - FZ Bedingte Formatierung - = Einfigen ~ 2 - 47+
g - [ ] GAIE Tabelle formatieren = E’ Léschen ~ i i N
~ FXL-|E- D A-===&% M '_‘,jZellenformat.'or\agen' EIFormat' e~
Zwischenablage Schriftart [F] Ausrichtung F] Zahl F] Formatvorlagen Zellen Bearbeiten A~
11 - Je v
A B C D E F G H I J K =
1
2 Minimum der Zielfunktion: 2175
3 x1 x2 x3 x4 x5
4 Kocffizienten 1 1 1 1 1
5 Variablen 1000 0 500 0 675
4
7 1. Nebenbedingung 1 1 0 0 0 >= 1000 1000
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Abb. 5.6: Losung des Beispiels 5.2 mittels Solver-Tools in Microsoft EXCEL

Wie aus der generierten Losung hervorgeht, belduft sich die minimale Anzahl an

bendtigten Stangen auf 2175 Stiick. Dabei erweisen sich als sinnvolle

Zuschnittkombinationen x,, x; und x;. Die Kombinationen x, und x, kommen in der

optimalen Losung dieses Problems nicht vor.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass Microsoft EXCEL zahlreiche Moglichkeiten fiir
einen sinnvollen Einsatz im Mathematikunterricht bietet, wenn es sich um das Thema
,Lineare Optimierung™ handelt. Ein groBer Vorteil dieses Programms ist, dass es in
jeder Schule der lehrenden Person zur Verfiigung steht. AuBerdem lassen sich
Verdnderungen der Restriktionen und der Zielfunktion mit dem Solver-Tool schnell
durchfiihren. Nichtsdestotrotz bleiben die im Rahmen des Simplexalgorithmus
vorzunehmenden Rechenschritte eine fiir die Schiilerinnen und Schiiler geheime Welt.
Folglich sollte das Solver-Tool, meiner Ansicht nach, erst dann zum Einsatz im
Mathematikunterricht kommen, wenn sich die lernenden Personen einerseits mit den
theoretischen Grundlagen sehr intensiv auseinander gesetzt haben und anderseits einige
Aufgabenstellungen rechnerisch bewiltigt haben, sodass die Erstellung der einzelnen

Simplextableaus nicht erforderlich ist.
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5.2.2. Computeralgebrasysteme

Bei CAS geht es vereinfacht formuliert um Programme, welche den Benutzerinnen und
Benutzern die rechnerischen Schritte einer mathematischen Problemstellung und damit
die algorithmischen Prozesse abnehmen. Bevor ich den CAS-Einsatz im
Mathematikunterricht thematisiere, mochte ich einen kurzen historischen Einblick in die
Entwicklung der CAS bieten.

Die ersten Taschenrechner erblickten die Welt in den 60er Jahren und kosteten mehr als
das Monatsgehalt eines Diplomingenieurs. Sie beherrschten nur die vier
Grundrechenarten mit einer Genauigkeit von acht Stellen nach Dezimalkomma. Fiir
schulische Zwecke wurde erst im Jahr 1984 auf dem International Congress of
Mathematical Education in Adelaide, Australien, das CAS muMATH, welches von
Albert D. Rich und David Stoutemyer entwickelt wurde, der breiteren Offentlichkeit
préasentiert. Das MUMATH war das erste kleinere CAS, das auf den damaligen PC zum
Einsatz kam und wurde spédter als DERIVE weiterentwickelt. Die zweite Generation
begann in den 80er Jahren und zwar mit den Versionen von MAPLE und
MATHEMATICA. Die dritte Generation umfasst beispielsweise solche Programme wie
AXIOM und MUPAD. Die Entwicklung der CAS geht weiter und die Vielfalt der am
Markt angebotenen Produkte kennt kaum Grenzen. Die darin implementierten
Algorithmen stiitzen sich auf den Ergebnissen aller mathematischen Gebiete (vgl. Henn
(2004); S. 3).

Fiir schulische Zwecke ist die Tatsache von essenzieller Relevanz, dass das CAS
beispielsweise in den Texas-Intruments-Taschenrechnern, in denen DERIVE
implementiert ist, erhiltlich ist. Somit lassen sich mittels des ,,Solve*-Befehls lineare
Gleichungssysteme miihelos und frei von Rechenfehlern 16sen. Diese Auslagerung der
Rechenoperationen fiihrt dazu, dass sich die Schiilerinnen und Schiiler im
Mathematikunterricht mehr auf den Sachzusammenhang, den Modellierungsprozess
und die Interpretation der gewonnenen Ergebnisse hinsichtlich der linearen Optimierung
konzentrieren konnen. An dieser Stelle ist auch zu erwédhnen, dass die Auslagerung der
erforderlichen Rechenschritte einige Gefahren mit sich bringt. Erstens wird das
operative Arbeiten im Mathematikunterricht auf ein Minimum reduziert, da diese
Aufgabe von dem CAS iibernommen wird. Zweitens besteht die Gefahr, dass die
erforderlichen Befehlsschritte von der lernenden Person maschinell eingetippt werden,

ohne Verstindnis dafiir zu entwickeln, wie das CAS zum gewiinschten Rechenergebnis
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kommt. Dadurch verwandelt sich der Computer in eine Black-Box, welche aufgefordert
ist, richtige Ergebnisse egal durch welche Mittel zu liefern.

In diesem Kontext stellt sich die Frage nach der Legitimitit solch einer rezepthaften
Anwendung von CAS. Meiner Ansicht nach ist die Auslagerung des operativen
Arbeitens legitim, da dadurch andere wie schon oben genannte Aspekte in den
Vordergrund riicken konnen. Dabei ist duflerst essenziell, die wichtigsten zur
Anwendung kommenden Verfahren verstanden und diese ohne CAS durchgefiihrt zu
haben, bevor sich die lernende Person des Technologieeinsatzes bedient. Schlussendlich
miissen die Schiilerinnen und Schiiler vor der CAS-Verwendung die Struktur der
Aufgabenstellung erkannt haben, die erforderlichen Daten in das CAS korrekt eintippen
und die daraus generierten Ergebnisse richtig interpretieren konnen. Dadurch geraten
verstiarkt das mathematische Verstindnis und die Strukturerkennung ins Zentrum des
Unterrichts (vgl. Weigand und Weth (2002); S. 74).

AbschlieBend ist festzuhalten, dass CAS-Programme wie MATHEMATICA, MAXIMA
und MuPAD durch ihre spezielle Syntax eine zeitintensivere Einarbeitungsphase im
Mathematikunterricht zu Beginn erfordern, welche nur dann lohnenswert ist, wenn sie
regelméBig fiir Unterrichtszwecke bendtigt werden. Die Befehlserlernung nur fiir den
Bereich der linearen Optimierung zahlt sich, meiner Ansicht nach, nicht aus. DIRIVE
hingegen bieten nur eine grafische Losung des linearen Optimierungsproblems, welche

beispielsweise auch mit dem Programm GeoGebra erarbeitet werden kann.

5.2.3. Dynamische Geometriesysteme

Grafische Darstellungen mithilfe von CAS-Programmen und der ,,Plot“-Funktion
ermoglichen die rasche Bewiltigung eines linearen Optimierungsproblems.
Nichtsdestotrotz eignen sich dynamische Geometriesysteme (DGS), wie zum Beispiel
GeoGebra, fiir die Erarbeitung der grafischen Losung einer Optimierungsaufgabe.

Die dynamischen Geometriesysteme erblickten Ende der 80er Jahre als , rein
didaktische Software“ (Hischer (2002); S. 278) die Welt und charakterisieren sich durch
ihre intuitive Handhabung. Ahnlich wie mit Zirkel und Lineal lassen sich mit DGS
geometrische Konstruktionen nicht nur statisch darstellen, sondern auch animieren.
Dadurch wird den lernenden Personen ermdglicht, die Zusammenhédnge

nachzuvollziehen und ihren geometrischen Horizont zu erweitern. Um die Dynamik der
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Zeichnung gewihrleisten zu konnen, stellen Holzl (1997, S. 34) und Elschenbroich

(2001, S. 13) drei Forderungen an die DGS:

(1) Zugmodus: Die euklidisch geprigte Geometrie der Schule und ihre Werkzeuge
sind dynamisch zu modellieren, d.h. die einzelnen Elemente lassen sich mithilfe
der Maus verschieben, wobei auf die logische Struktur zu achten ist.

(2)  Ortslinie: Die Bahnbewegung der Punkte, welche von anderen Punkten abhiangen,
ist zu visualisieren.

(3) Makro: Eine Sequenz von Konstruktionsbefehlen ist zu einem neuen Befehl
(Makro) zusammenzufassen.

Das grundlegende Charakteristikum aller DGS ist laut Hischer (2002) der Zugmodus, da

er ,, die Visualisierung von sowohl metrischen als auch nicht metrischen Invarianten der

Geometrie” (Hischer (2002); S. 279) gestattet. Dadurch wird das heuristische und

handlungsorientierte Arbeiten im Mathematikunterricht geférdert. Den Schiilerinnen

und Schiilern wird durch ein experimentelles Verdndern einzelner Komponente
ermoglicht, sich ein Bild der funktionalen Zusammenhdnge auszumalen, ohne die

Konstruktion als Ganzes aus den Augen zu verlieren. Auflerdem kdnnen durch die

grafische Betrachtung des mathematischen Problems neue Fragen auftauchen. Das der

Ereignisraum um die kontinuierlich fortschreitende Zeit als Dimension erweitert wird,

riickt fiir die lernende Person in den Vordergrund die Frage ,,Was passiert, wenn ich

...7*. Diese Dynamisierung der Problemstellung fordert den Denkprozess im Unterricht,

da die Schiilerinnen und Schiiler stets neue Vermutungen aufstellen kdnnen, welche

ohne nennenswerten Zeitaufwand zu iiberpriifen sind. Beispielsweise durch die parallele

Verschiebung der Zielfunktion kdnnen sie verfolgen, wie sich ihre Werte verdndern.

Dariiber hinaus bieten die DGS eine Entlastung der lernenden Personen. Durch die

Eingabe der Nebenbedingungen — Gleichungen oder Ungleichungen — und der

Zielfunktion werden diese rasch, exakt und in kurzer Zeit grafisch dargestellt. Die

grafische Darstellung der Restriktionen in einem passenden kartesischen

Koordinatensystem ist fiir die Mehrheit der Schiilerinnen und Schiiler eine echte

Herausforderung. Allerdings ist so eine Handhabung laut Weigand und Weht (2002) nur

dann als sinnvoll zu betrachten, ,,wenn sie zielgerichtet sind, wenn sie als Antworten

und Fragen verstanden sind.* (ebd.; S. 31). Da die zu unterrichtenden Personen nicht
mehr auf das Konstruieren ihren Blick zu fokussieren haben, geraten andere Aspekte
des linearen Optimierungsproblems, wie beispielsweise Losungsbereich, Eckpunkte und

Werte der Zielfunktion, in den Vordergrund. Dabei konnen durch VergrofBern und
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Verschieben des Bildes die wesentlichen Abschnitte der grafischen Losung genauer
betrachtet und analysiert werden.

Zusitzlich sollte die Frage nach dem ,,Warum? ein unverzichtbarer Bestandteil des
Unterrichts sein, wenn die Schiilerinnen und Schiiler die grafische Erkenntnis gewonnen
haben. Dabei ist die numerische und symbolische Ebene der Problemstellungen in
vielen Fillen nicht zu vernachlédssigen. Ansonsten besteht die Gefahr, dass das Nutzen
von DGS in ein unkompliziertes Spiel verwandelt wird und dass die im Hintergrund
laufende Mathematik vollkommen auller Acht gelassen wird (vgl. Ableidinger (2003);
S. 38).

Im Folgenden wird der Schwerpunkt auf das Programm GeoGebra gelegt, da sein

Einsatz aus der Mathematiklandschaft der BHS nicht auszudenken ist.

GeoGebra — Historie, Struktur und Anwendung

GeoGebra ist eine dynamische Open Source Mathematiksoftware fiir lehrende und
lernende Personen aller Altersstufen.’® Das Programm verbindet Geometrie, Algebra,
Analysis, Statistik, Tabellen und Zeichnungen in einem handlungsfreundlichen
Softwarepaket. Die erste Version der Software entwickelte Markus Hohenwarter
innerhalb seiner Diplomarbeit mit dem Titel ,, Didaktik der Mathematik und Informatik “
an der Universitdt Salzburg von 2001 bis 2002 und erzielte im Jahr 2002 den European
Academic Software Award. Hohenwarter setzte von 2003 bis 2006 an derselben
Universitét als Dissertationsprojekt ,, Didaktik der Mathematik* fort, welches von der
Akademie der Wissenschaften gefordert wurde. In diesem Zeitraum gewann der
Entwickler fiinf internationale Preise. Im Dezember 2007 wurde auch das Internationale
GeoGebra Institut (IGI) gegriindet und im Juli 2009 wurde zum ersten Mal eine
internationale GeoGebra-Konferenz in Linz organisiert.*?

Die Fahigkeiten der Unterrichtssoftware werden stets weiterentwickelt. Beispielswiese
unterscheidet sich GeoGebra von den anderen am Markt existierenden interaktiven
Geometrieprogrammen durch das Anzeigen einer algebraischen Definition aller
mathematischen Objekte. Ab der Version 3.2 verfiigt das Programm {iber eine
Tabellenkalkulation, die zusétzlich die Interaktion mit den Zeichenblatt anbietet.
Dadurch kénnen Zahlen aus einer geometrischen Darstellung ausgesucht und Objekte

aus der Tabelle abgezweigt werden. AbschlieBend ist hinsichtlich der Historie dieses

32 Vgl. Online: https://www.geogebra.org/about?ggbLang=de (Zugriff: 28.03.2018).
33 Vgl. hier und im Folgenden Online: https://de.wikipedia.org/wiki/GeoGebra (Zugriff: 28.03.2018).
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Programms zu erwéhnen, dass die Software ab der Version 5.0 die dreidimensionale
Geometrie beherrscht.

GeoGebra ist ein Werkzeug, welches computerbasiert ist und ein ,,aktives,
handlungsorientiertes, experimentelles und entdeckendes Lernen* durch die
Verbindung symbolischer und ikonischer Reprisentationstechniken ermoglicht und
fordert (vgl. Hohenwarter (2006); S. 16). Diese beiden Darstellungsformen werden von
der Software im Algebra-, CAS- und Grafikfenster parallel angeboten (siche Abb. 5.7).

& oo I . - =

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

Bl Al b olo] 4=+ =

» Algebra X (» CAS » Grafik X |~ Tabelle X

Ungleichung a=d = 2x+ Ty AIF KIEE EE |

® a: 4>2x47y 1 4 A | B

® -+ a:=4>2x47y

2

o

"

E

b
|

-
n

Eingabe:

Abb. 5.7: Parallele Darstellung einer linearen Ungleichung in GeoGebra

Dartiber hinaus bekommt die lernende Person durch die Koppelung ikonischer und
symbolischer Darstellung des mathematischen Problems einerseits eine direkte
Riickmeldung tiber das erstellte Modell (vgl. hier und im Folgenden: Hohenwarter
(2006); S. 25-26). Anderseits kann sie auf das Modell durch beide Darstellungsarten
Einfluss nehmen: ikonisch mittels der Maus und symbolisch iiber die Tastatur. Die
Moglichkeit liber zwei verschiedene Arten das Modell zu manipulieren, zeichnet die
Software GeoGebra aus und differenziert sie von den anderen DGS und CAS. Diese
bidirektionale Koppelung symbolischer und ikonischer Darstellung in GeoGebra scheint
Markus Hohenwarter dullerst wichtig zu sein. Ein bidirektionales System hat zu
gewihrleisten, dass beispielsweise der Losungsbereich einer Ungleichung wie in einem
geldufigen DGS dynamisch konstruiert und seine Ungleichung angezeigt werden kann.
Allerdings dass der Losungsbereich mittels der Eingabe seiner Ungleichung in einem

CAS dargestellt und dass ferner der Bereich mit Hilfe der Maus bewegten werden kann,

~125~



ist eine Selbstverstindlichkeit in GeoGebra. Als Folge dessen bekommen die
Schiilerinnen und Schiiler die einmalige Chance durch die Verwendung dieser Software,
sich das mathematische Wissen mittels enaktiver, symbolischer und ikonischer
Représentation versténdlicher zu erwerben.

Abschlieflend ist festzuhalten, dass eine solche Unterrichtssoftware nicht alle
erdenklichen Moglichkeiten eines DGS und CAS beinhalten muss bzw. kann.
GeoGebra bietet als Darstellung und Berechnung — bidirektional — folgende Features in
Auswahl:>*

Funktionsgraphen in Abhingigkeit diverser Parametern

Bestimmtes und unbestimmtes Integral

Nullstellen, Extremstellen und Wendepunkte von ganzrationalen Funktionen
Darstellung impliziter Kurven

Kriimmung von Funktionsgraphen

Tangente und Normale an Funktionsgraphen

Taylorpolynome

Ausmultiplizieren und Faktorisieren von Polynomen

Asymptoten von Hyperbeln

Gerade und ihre Steigung, Halbgerade

Mittelpunkt, Mittelsenkrechte, Lote, Parallele, Winkelsymmetrale

Fléache beliebiger Polygone und regelméBiger Vielecken

Streckenlédnge

Winkelgrof3e

Kegelschnitte: Kreis, Ellipse, Polare

Kreissektor, Kreisbogen, Umkreis

N N N N N N N N N N N VR N N NN

Achsen- und Punktspiegelung, Parallelverschiebung, Drehung, zentrische
Streckung

v' Vektoren, Normalvektor

v" Komplexe Zahlen

v" Rechnen mit Matrizen

Zusammenfassend ist zu vermerken, dass der FEinsatz dieses Programms im
Mathematikunterricht stets von den Fragen ,,Wie?* und ,,Wann?* zu begleiten ist, damit

aus der Wissensvermittlung nicht eine Anleitung zu einem Computerspiel wird.

34 Vgl. Online: https://de.wikipedia.org/wiki/GeoGebra (Zugriff: 28.03.2018).

~126 ~



GeoGebra — Lineare Optimierung
Die Anwendung des Programms GeoGebra im Bereich der linearen Optimierung wird
anhand eines zweidimensionalen Maximierungsproblems demonstriert, indem auf den

Technologieeinsatz genauer eingegangen wird.

Beispiel 5.3: Maximierungsproblem (vgl. Pauer et al. (2016); S. 29)

Der chinesische Textilhersteller ,,Lang Lang* produziert Hosen und Jacken fiir den
europdischen Markt. Die Produktion erfolgt in den Arbeitsschritten ,,.Zuschnitt®,
,»Nédhen“ und ,,Endfertigung®, welche in drei verschiedenen Werkstitten vorgenommen
werden. Der Zeitaufwand, der flir die einzelnen Arbeitsschritte benétigt wird und die

Kapazitdten, die in den Werkstitten verfiigbar sind, sind in der Tabelle 5.2 angefiihrt.

Werkstitten Zeitaufwand in Minuten Kapazitit in
Hose Jacke Minuten
Zuschnitt 4 6 350
Ndhen 7 3 350
Endfertigung 1 4 200

Tab. 5.2: Inputfaktoren im Herstellungsprozess, Outputfaktor Gewinn

Der erwirtschaftete Gewinn belduft sich fiir eine Hose auf € 20,00 bzw. fiir eine Jacke
auf € 24,00. Es soll ein Produktionsprogramm erarbeitet werden, bei welchem die
Anzahl der hergestellten Hosen und Jacken errechnet wird, sodass der erzielte Gewinn
maximal ist. Wie grof} ist der Zeitaufwand in den einzelnen Werkstétten fiir diesen
Auftrag?

Fir die mathematische Formalisierung des Produktionsprozesses in Standardform

erhalten wir, nachdem die Anzahl der Hosen mit x, und die Anzahl der Jacken mit x,
bezeichnet werden, wie folgt:
Maximiere F (x,,x,)=20x, +24x, (5.6)

unter den Restriktionen

4x, +6x, <350 (5.7)
7x, +3x, <350 (5.8)
X, +4x, <200 (5.9)
x,,Xx, €Z", ganzzahlig (5.10)
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Nachdem die mathematische Formalisierung des linearen Optimierungsproblems
abgeschlossen ist, werden zunédchst die Nebenbedingungen in das Programm GeoGebra
eingetippt. Die Koppelung ikonischer und symbolischer Darstellung ermdoglicht der
lernenden Person fiir die Eingabe der Restriktionen entweder das Algebra- oder das
CAS-Fenster zu verwenden.

Zunidchst werden die Nebenbedingungen in GeoGebra eingetippt, sodass man die
Losungsmenge veranschaulichen kann. An dieser Stelle ergibt sich die Frage, ob diese
als Gleichung bzw. als Ungleichung im Programm einzugeben sind. Bei Eingabe als
Gleichung bzw. Ungleichung zeichnet GeoGebra Gerade bzw. Halbebene. Meiner
Ansicht nach ist es fiir den Aufbau des mathematischen Verstdndnisses sinnvoller, die
Restriktionen als Gleichungen von der lernenden Person zeichnen zu lassen. Danach
ermitteln die Schiilerinnen und Schiiler aus der grafischen Darstellung den
Losungsbereich und visualisieren diesen mittels der Option ,,Vieleck® (siehe Abb. 5.8).
Die Visualisierung der Nebenbedingungen als Ungleichungen fiihrt dazu, dass das
Programm GeoGebra die Losungsmenge automatisch ermittelt und farblich
entsprechend kennzeichnet. Diese Option sollte eher zu einem spdteren Zeitpunkt im

Unterricht thematisiert werden.

80

70

+6x, =
X +4%,=200 (0, 50)

40

Gewinn =0

L4

T, +3%,=350

30

~

Abb. 5.8: Grafische Darstellung des Losungsbereichs

Wie aus der Abb. 5.8 ersichtlich ist, ist der Losungsbereich ein konvexes Polyeder.

Daher wird sich die optimale Losung in einem der Eckpunkte dieses Polyeders
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befinden, welcher die Zielfunktion maximiert. Um die Zielfunktion in GeoGebra
variabel verstellen zu konnen, wird ein Schieberegler bendtigt, der mit ,,Gewinn®
beschriftet wird, um den Sachkontext hervorzuheben. Danach wird der Schieberegler
mit der Zielfunktion verkniipft, indem die rechte Seite in ,,Gewinn* umbenannt wird,
d.h. ,,20x, +24x, = Gewinn “. Damit wird die parallele Verschiebung der Zielfunktion
ermOglicht und die Schiilerinnen und Schiiler erhalten die Moglichkeit, die Verdnderung

der Zielfunktion durch die Betdtigung des Schiebereglers zu verfolgen, bis sie den

maximalen Gewinn ermittelt haben (siche Abb. 5.9).

Txy+3%5=350

Abb. 5.9: Grafische Losung des linearen Optimierungsproblems

Wie aus der Abb. 5.9 hervorgeht, betrdgt der maximale Gewinn des Textilherstellers
»Lang Lang™ € 1.540,00. Um dieses Betriebsergebnis erreichen zu koénnen, sind 35
Hosen und 35 Jacken zu produzieren.

Die zur Verfligung stehenden Kapazititen in den Werkstétten ,,Zuschnitt und ,,Ndhen*
sind zur Génze ausgeschopft. In der Werkstitte ,,Endfertigung* sind 25 Minuten
(200—(1-35+4-35)=25) librig geblieben. Aus 6konomischer Sicht stellt sich hier fiir
die Geschiftsfiihrung die Frage, wie diese freie Kapazitit genutzt werden konnte,
sodass die Effizienz des Unternehmens erhoht wird. Dies konnte durch die Annahme
von Zusatzauftragen in der Werkstitte ,,Endfertigung® erreicht werden. Die an dieser

Stelle angedeutete Problematik sollte vor Augen fiihren, dass der Technologieeinsatz
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und das mathematische Instrumentarium bei der Losung des linearen
Optimierungsproblems ohne den Entscheidungstriager nicht auskommen konnen.

AbschlieBend ist hervorzuheben, dass die Software GeoGebra zahlreiche Gelegenheiten
fir einen anwendungsorientierten und fdcheriibergreifenden  Einsatz  im
Mathematikunterricht hinsichtlich des Themas ,,Lineare Optimierung® bietet. Durch die
rasche Bewiltigung der Kompetenz ,,Operieren und Technologieeinsatz® wird der
lehrenden Person mehr Zeit angeboten, die Schiilerinnen und Schiiler mit dem
Sachkontext zu konfrontieren und sie dazu zu bewegen, ihr Wissen aus den anderen
Unterrichtsfichern abzurufen und anzuwenden. Dadurch bekommen die lernenden
Personen verstiarkt vermittelt, dass die Mathematik nicht nur mit Rechenaktivititen in
Verbindung steht, sondern sie bildet den Anfang eines Denkprozesses, der stets durch

Handeln und Experimentieren zu verbessern ist.

5.3. Lineare Optimierung in Schulbiichern

Die lineare Optimierung in zwei unbekannten Variablen, wie schon am Anfang dieses
Kapitels thematisiert wurde, ist fester Bestandsteil der HUM- und HLFS-Lehrpléne und
wird im Rahmen des Teils B der teilstandardisierten Diplom- und Reifepriifung
abgepriift. Aus diesem Grund werden in diesem Abschnitt die gingigsten
osterreichischen BHS-Lehrbiicher auf ihre Inhalte hin untersucht. Die Buchreihen, die
sich in der Schullandschaft etabliert haben, sind wie folgt:

v' Mathematik anwenden HUM (Osterreichischer Bundesverlag)

v' Angewandte Mathematik @ HUM (Veritas Verlag)

v' Kompetenz: Mathematik HUM (Verlag Holder-Pichler-Tempsky)

v" Angewandte Mathematik HUM (E. Dorner Verlag)

Selbstverstindlich gibt es im Entstehen begriffene Schulbuchreihen, die von den
Verlagen Manz und Trauner vermarktet bzw. auf den Markt zu bringen sind. Manz und
Trauner haben sich eher auf die Lerninhalte der kaufménnischen Schulen spezialisiert
und beginnen sich fiir die anderen BHS-Formen langsam zu interessieren. Wir
beschrinken uns auf die vier oben erwidhnten Werke, da sie in der Zwischenzeit an

Relevanz in der Schullandschaft gewonnen haben.
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5.3.1. Mathematik anwenden HUM

Das Schulbuch ,Mathematik anwenden HUM 2“ wird von dem Osterreichischen
Bundesverlag (OBV) Schulbuch GmbH & Co. KG herausgebracht. Dem Thema

,Lineare Optimierung™ sind im Buch 16 Seiten gewidmet, wobei das Kapitel in zwei

Hauptteile untergliedert ist (siche S. 19-34):

(1)

(2)

Lineare Ungleichungssysteme: In diesem Abschnitt setzten sich die Autorlnnen
mit dem grafischen LoOsen einer linearen Ungleichung bzw. eines linearen
Gleichungssystems in zwei unbekannten Variablen auseinander. Dabei wird der
Begriff der Losungsmenge anhand einer konkreten Aufgabenstellung erarbeitet
und erst dann formalisiert. Die mathematische Notation dieses Begriffes ist,
meiner Ansicht nach, sehr kurz gehalten, sodass die Schiilerinnen und Schiiler
kaum die Moglichkeit erhalten, in die Tiefe dieser Problematik einzutauchen.
Danach gehen die AutorInnen gleich zu der Anwendung des Technologieeinsatzes
— GeoGebra und TI-Nspire — iiber. Durch den relativ raschen Ubergang zum
computerunterstiitzten Mathematikunterricht besteht die Gefahr, dass die
Probleme der linearen Optimierung nur rezepthaft durch die lernenden Personen
geldst werden.

Lineare Optimierung: In diesem Abschnitt wird wieder mit einer konkreten
Aufgabenstellung begonnen und anschlieBend werden die Begrifflichkeiten
lineare homogene Funktion, lineare Optimierungsaufgaben, Zielfunktion,
zuldssiger Bereich, optimaler Punkt, Maximum- und Minimumaufgaben und
Niveaulinien definiert. Der Teil, der sich mit der mathematischen Formalisierung
bei der Erklarung der Begriffe befasst, ist sehr kurz. Somit ist wiederum zu
bezweifeln, dass die Schiilerinnen und Schiiler im Stande sind, ein Verstdndnis fiir
die Problematik aufzubauen. Des Weiteren sind die Spezialfdlle hinsichtlich des
zuldssigen Bereiches nicht thematisiert worden. Schlussendlich ist kein Satz {iber

das duale Optimierungsproblem von den AutorInnen verloren worden.

Das Kapitel wird mit einer Zusammenfassung und zusammenfassenden Aufgaben

abgeschlossen. Die Zusammenfassung bietet den Schiilerinnen und Schiilern die

Moglichkeit an, schnell die in dem Kapitel vorkommenden Begriffe zu finden und ihre

Erklarung nachzulesen. Die von Autorlnnen kreierten und gewéhlten Rechenaufgaben

decken viele Berufsfelder, welche fiir den Mathematikunterricht in den HUM

bedeutsam sind.
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Schlussendlich ist festzuhalten, dass die wesentlichen Inhalte der linearen Optimierung
in diesem Schulbuch vorhanden sind, wobei ihre Ausarbeitung mit grofB3er

Wahrscheinlichkeit zu einem rezepthaften Erwerb des Wissens fiihren wird.

5.3.2. Angewandte Mathematik @ HUM

Der Veritas Verlag verdffentlichte im Jahr 2016 die erste Auflage des Schulbuches
, Angewandte Mathematik @ HUM 2, in dem sich die AutorInnen mit der linearen
Optimierung auf 22 Seiten auseinandersetzten. Das Kapitel ,,Lineare Optimierung® ist
in vier Teile untergliedert, welche wie folgt sind (siche S. 7-28):

(1) Lineare Ungleichungen und Ungleichungssysteme: In diesem Unterkapitel
befassen sich die Autorlnnen einerseits mit der grafischen Darstellung linearer
Ungleichungen und anderseits mit dem grafischen Losen linearer
Gleichungssysteme. Dabei wird der Unterrichtsstoff gleich mit einem
Musterbeispiel begonnen und erst danach wird kurz die offene und geschlossene
Halbebene definiert. AnschlieBend sollten die Schiilerinnen und Schiiler die
Kompetenz erworben haben, die Losung der formulierten Rechenaufgaben zu
ermitteln.

(2) Maximalprobleme: Mit den Maximalproblemen sind Probleme der linearen
Optimierung im Schulbuch gemeint, bei denen die Zielfunktion maximiert wird.
Allerdings ist nach einer formalen Definition der Zielfunktion vergeblich in
diesem Buch zu suchen. Sie ist anhand des als Einfiihrung gelGsten
Musterbeispiels aufgestellt und grafisch durch eine parallele Verschiebung
optimiert.

(3) Minimalprobleme: Die Minimierung der Zielfunktion steht im Vordergrund
dieses Unterkapitels, wobei diese Problematik analog zu Maximierungsproblemen
ausgearbeitet ist. Die Autorlnnen beginnen mit einem Musterbeispiel und
formulieren im gegebenen Sachkontext die Zielfunktion, die es zu optimieren gilt.
Die Dualitét spielt dabei keine Rolle und wird einfach als nichtexistent betrachtet.

(4) Lineare Optimierung mit Technologieeinsatz: Dem Technologieeisatz widmen
die AutorInnen einen ganzen Abschnitt, was beim OBV-Schulbuch nicht der Fall
war. Dabei wird die Losung des Musterbeispiels mittels der Software GeoGebra

ausfiihrlich und sehr gut nachvollziehbar erldutert.
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Die lineare Optimierung wird wie alle anderen im Buch erarbeiteten Kapitel mit
folgenden Themenbereichen abgeschlossen:

v" Vermischte Aufgaben

v' Sprache der Mathematik

v" Thema — lineare Optimierung in mehr als zwei Variablen

v

Der Weg zur Reifepriifung

Besonders irritierend, meiner Meinung nach, ist der Bereich ,,Sprache der Mathematik®,
da man sich von den Autorlnnen erwartet, dass sie den mathematischen Formalismus
thematisieren und alle in den Musterbeispielen vorgekommenen Begrifflichkeiten
definieren. Dabei geht es um Rechenaufgaben, welche keinen Sachkontext aufweisen.
AuBerst lobenswert ist die Tatsache, dass im Veritas-Buch die lineare Optimierung mit
mehr als zwei Variablen Erwdhnung findet und mit dem TKP Microsoft Excel erklart
wird. Dadurch bekommen sich fiir das Unterrichtsfach interessierende Schiilerinnen und
Schiiler die Mdglichkeit, ihr Wissenshorizont zu erweitern und erhalten dadurch eine
Forderung als Basis fiir ein Selbststudium im Bereich der linearen Optimierung.

AbschlieBend ist zu vermerken, dass Inhalte fiir den erfolgreichen Weg zur
Reifepriifung vorhanden sind, wobei ihre Thematisierung ausschlieBlich mittels

Musterbeispielen vorgenommen worden ist.

5.3.3. Kompetenz: Mathematik HUM

Das Schulbuch ,, Kompetenz: Mathematik*, Band 2, welches von dem Verlag Holder-

Pichler-Tempsky (hpt) im Jahr 2015 zum ersten Mal herausgebracht wurde, setzt sich

auf 19 Seiten mit der Problematik der linearen Optimierung auseinander. Das Kapitel

,Lineare Optimierung® ist in zwei Hauptteilen untergliedert, welche wie folgt sind

(siehe S. 5-23):

(1) Lineare Ungleichungen und Ungleichungssysteme: Dieses Unterkapitel setzt
sich aus zwei Abschnitten zusammen: ,,Grafische LoOsung einer linearen
Ungleichung mit 2 Variablen und ,Grafisches Losen von linearen
Ungleichungssystemen®. Bedauerlicherweise ist die Losungsmenge der linearen
Ungleichung in zwei Variablen anhand einer Rechenaufgabe definiert worden,
wobei zu Beginn die Losung einer Gleichung in zwei Variablen thematisiert wird.

Davon ausgehend sind die offene bzw. die abgeschlossene Halbebene definiert
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und grafisch dargestellt worden. Unmittelbar danach sind die Schiilerinnen und
Schiiler gefordert, das erworbene Wissen anzuwenden und die Rechenaufgaben zu
16sen. Als Technologieunterstiitzung verwendet das Schulbuch den TI-Nspire,
welcher verglichen mit GeoGebra schwieriger in der Handhabung ist, wenn man
die hohen Anschaffungskosten auller Acht lésst.

Der Abschnitt ,,Grafisches Losen von linearen Ungleichungssystemen® beginnt
mit einer Aufgabenstellung, welche fir den HUM-Bereich sehr passend ist.
Allerdings wird auf S. 7 des Buches nur 1/5 dem Thema gewidmet, was ein
Ungleichungssystem und seine Losungsmenge sind. Unmittelbar danach sind die
drei mdglichen Losungsbereiche — beschriankt, unbeschriankt und leer — abgebildet
worden. Dieser Abschnitt wird mit dem Einsatz von TI-Nspire und
Rechenaufgaben abgeschlossen. Hervorragend ist, meiner Ansicht nach, die
Aufgabe 1.15 (siehe S. 9), welche von den Schiilerinnen und Schiilern verlangt,
das Ungleichungssystem aufzustellen, dessen Losungsbereich grafisch dargestellt
ist. Aus meiner langjdhrigen Unterrichtserfahrung ist mir bekannt, dass sich
solche Aufgabenstellungen als duBerst schwierig fiir die lernenden Personen
erweisen, wenn sich diese mit dem theoretischen Hintergrund nicht vertiefend
auseinander gesetzt haben.

(2) Lineare Optimierung: Dieses Unterkapitel besteht aus drei Abschnitten:
»,2Maximumaufgabe®, , Minimumaufgabe“ und ,,Mehrdeutige Losung bei linearer
Optimierung®. Alle drei Abschnitte einschlieBlich wesentlicher Begriffe wie
beispielsweise Zielfunktion, Zielfunktionsgerade und Lésungsbereich sind mittels
einer einfilhrenden Rechenaufgabe ausgearbeitet worden. Der Abschnitt
»~Maximumaufgabe“ schliefft mit ,,Behandlung einer Maximumaufgabe* ab. Den
gleichen Aufbau weist der Abschnitt ,,Minimumaufgabe“ auf. Bei der Losung des
Minimierungsproblems wird der moglichst kleine, verschieden von Null
Ordinatenabschnitt  der  Zielfunktion  gesucht. Dadurch  kann die
Dualitdtsproblematik im Unterricht umgangen werden.

Dieses Schulbuch zdhlt zu den wenigen, welches sich mit der Mehrdeutigkeit der
Losung in einem ganzen Abschnitt auseinandersetzt und den Hauptsatz der
linearen Optimierung formuliert.

Das Kapitel ,,Lineare Optimierung™ wird wie alle anderen im Schulbuch ausgearbeiteten

Kapitel mit folgenden Themenbereichen abgeschlossen:

v’ Zusammenfassung
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v' Vermischte Aufgaben zur Vertiefung
v" Wissens-Check

Besonders hervorzuheben ist der Bereich ,,Zusammenfassung®, in dem das gesamte
theoretische Wissen komprimiert, ohne Aufgabenstellungen, dargestellt ist. Dies bietet
den Schiilerinnen und Schiilern schnell und miihelos die erforderliche Theorie zu
wiederholen, bevor sie sich den Rechenaufgaben widmen.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass dieses Schulbuch alle fiir die erfolgreiche
Absolvierung der Reife- und Diplompriifung erforderliche Inhalte ausschlielich anhand

von Rechenaufgaben thematisiert, deren Losungen immer diskret sind.

5.3.4. Angewandte Mathematik HUM

Der Verlag E. Dorner GmbH brachte im Jahr 2017 die zweite Auflage des Schulbuches

,, Angewandte Mathematik HUM“, Band 2, heraus, in dem sich die Autorlnnen auf 24

Seiten mit der Problematik der linearen Optimierung befassen. Um den Lernprozess der

Schiilerinnen und Schiiler zu erleichtern, bedienen sich die Autorlnnen bei der

Ausarbeitung des Lehrstoffes vier Farben — blau, griin, gelb und sandfarbig. Die

Musterbeispiele sind in den Késten mit blauen Balken présentiert, in den Késten mit

griinen Balken sind die Definitionen zu finden, in orangen Késten sind alle Erkldrungen

zum Technologieeinsatz nachzulesen und in einem sandfarbigen Hintergrund sind alle

Rechenaufgaben zu selbstindiger Ausarbeitung aufgelistet.

Das Kapitel ,,Lineare Optimierung® ist in vier Teile untergliedert, welche wie folgt sind

(siehe S. 5-28):

(1) Warum es bei der linearen Optimierung geht: In diesem Unterkapitel wird ein
historischer Uberblick zur linearen Optimierung einschlieBlich eines einfithrenden
Beispiels angeboten. Dabei sind die Anwendungsgebiete nicht aufler Acht
gelassen, damit die lernenden Personen gleich einen Alltagsbezug bekommen, der
fiir die mathematische Leistung der Schiilerinnen besonders relevant ist.

(2) Lineare Ungleichungssysteme in zwei Variablen: Dieses Unterkapitel setzt sich
zu Beginn mit der Losungsmenge einer linearen Ungleichung auseinander. Dabei
wird auf die Definition nicht vergessen, was unter einer linearen Ungleichung
verstanden wird, bevor die erste Aufgabe gelost und die Losungsmenge grafisch

prasentiert wird. Danach folgt auch eine Definition der grafischen Darstellung
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einer linearen Ungleichung. In einem ndchsten Schritt werden Systeme linearer
Ungleichungen anhand von Rechenaufgaben mit und ohne Sachzusammenhang
ausgearbeitet. Dieses Unterkapitel wird mit dem Technologieeinsatz bei der
Losungserarbeitung ~ von  Ungleichungen und  Ungleichungssystemen
abgeschlossen. Das Schulbuch bietet Erklarung zu GeoGebra und TI-Nspire.

(3) Lineare Optimierung in zwei Variablen: In diesem Unterkapitel sind jeweils eine
Maximum- und eine Minimumaufgabe grafisch in drei Schritten gelost. Der erste
Schritt umfasst die mathematische Formulierung des Optimierungsproblems, der
zweite Schritt setzt sich mit der Ermittlung des Losungsbereichs des
Ungleichungssystems auseinander und der dritte Schritt thematisiert die Suche des
Optimums. Unmittelbar nach den Losungen beider Aufgabenstellungen sind die
theoretischen Grundlagen zum Hauptsatz der linearen Optimierung und zu den
Losungsschritten einer linearen Optimierungsaufgabe nachzulesen. Besonders
lobenswert ist die ausfiihrliche Auseinandersetzung der Autorlnnen mit der
Losbarkeit linearer Optimierungsprobleme in zwei Variablen. Kein anderes
Schulbuch befasst sich so genau damit (siehe S. 21, Schulbuch). Abgeschlossen
wird dieses Unterkapitel mit einer kurzen Bemerkung hinsichtlich der
ganzzahligen Optimierung, die auch nur in diesem approbierten Schulbuch zu
finden ist.

(4) Rechnerische  Losung  von  linearen Optimierungsaufgaben  mit
Technologieeinsatz: In diesem Unterkapitel wird mit dem Solver-Tool von
Microsoft EXCEL erlautert, wie Optimierungsprobleme mit mehr als drei
Variablen zu bewiltigen sind. Dabei wird wie schon auf S. 6 des Buches das
Simplexverfahren erwihnt. Des Weiteren wird geklart, was das Wort ,,Simplex*
bedeutet. Eine ausfiihrliche theoretische Behandlung des Simplexverfahrens
wiirde den Rahmen dieses Schulbuchens sprengen.

Das Kapitel ,,Lineare Optimierung® wird mit einer Mind-Map abgeschlossen, in dem

alle behandelten Themenbereiche auf einer Seite zusammengefasst sind.

AbschlieBend ist festzuhalten, dass dieses Schulbuch, meiner Ansicht nach, das einzige

ist, welches eine exzellente Balance zwischen theoretischem Hintergrund und

Rechenaufgaben im Sachkontext bietet. Aus diesem Grund wird dieses Schulbuch als

Fundament bei der Ausarbeitung des Unterrichtsvorschlags dienen.
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6. Strukturierung der linearen  Optimierung im

Mathematikunterricht (Unterrichtsvorschlag)

Das Unterrichtsthema ,,Lineare Optimierung® ist der Inhaltsdimension ,,Algebra und

Geometrie*“ zuzuordnen. Dabei geht es um die Ermittlung und Interpretation des

Losungsbereichs linearer Ungleichungssysteme in zwei Variablen, um die Optimierung

einer linearen Zielfunktion unter Beriicksichtigung bestimmter Restriktionen mittels

Technologieeinsatzes, und schlussendlich um die Dokumentation des Losungsweges

und Interpretation der gewonnen empirischen Evidenz. Dabei eignet sich die lineare

Optimierung fiir die vertiefende Wiederholung folgender Themen des schon

unterrichtenden Lehrstoffes:

(1) Lineare Funktionen: Die zu optimierende Zielfunktion ist eine lineare Funktion.
Somit bietet das Thema die Mdglichkeit, die Gleichung bzw. die Termdarstellung
der linearen Funktion einschlieBlich ihrer Eigenschaften zu wiederholen, den
Graphen in einem kartesischen Koordinatensystem abzubilden und zu analysieren,
was eine parallele Verschiebung des Graphen bewirkt.

(2) Lineare Algebra: Die bei der Optimierung der Zielfunktion zu
berticksichtigenden Restriktionen sind lineare Gleichungen oder Ungleichungen.
Als Folge dessen ist es angebracht, das Umformen linearer Gleichungen und
Ungleichungen vertiefend zu wiederholen, das Losen linearer Gleichungssysteme
mit und ohne Technologieeinsatz kurz zu thematisieren.

(3) Geometrie: Da die Ermittlung des Losungsbereichs linearer Ungleichungen und
Ungleichungssysteme grafisch zu erfolgen hat, ist es von besonderer Relevanz,
das Darstellen linearer Gleichungen und Ungleichungen im Koordinatensystem
anzusprechen und das Augenmerk auf das grafische Losen linearer Gleichungs-
und Ungleichungssysteme in zwei Variablen zu legen.

Bei der vertiefenden Wiederholung der oben erwidhnten Themenbereiche sollten alle

Handlungsdimensionen — Modellieren und Transferieren, Operieren und

Technologieeinsatz, Interpretieren und Dokumentieren, Argumentiren und

Kommunizieren — geschult werden, die selbstverstindlich nicht im gleichen AusmaB bei

der Auseinandersetzung mit der linearen Optimierung zum Zug kommen.

Wie die Analyse der Schulbiicher hinsichtlich der linearen Optimierung (siche

Abschnitt 5.3, S. 130-136) veranschaulicht hat, stehen nicht die theoretischen

Grundlagen und das Verstidndnis sondern die Bewiltigung der Rechenaufgaben im
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Vordergrund. Daher mochte ich einen Unterrichtsvorschlag unterbreiten, wie man
dieses Thema in den HUM und HLFS durchfiihren konnte, sodass den lernenden
Personen bewusst wird, dass die lineare Optimierung als Losungsansatz in der Praxis
zur Anwendung kommen kann.

Der im folgenden Kapitel ausgearbeitete Unterrichtsvorschlag setzt sich aus
Unterrichtssequenzen zusammen, wobei jede Sequenz einer Unterrichtsstunde
entspricht. Bei der Realisierung der einzelnen Unterrichtssequenzen werden
Ubungsblitter verwendet, welche aus dem Anhang der vorliegenden Diplomarbeit zu
entnehmen sind. Dariiber hinaus sind auf den Ubungsblittern Literaturverweise zu
finden, damit die lehrenden Personen {iber eine groBere Aufgabenauswahlmoglichkeit
verfiigen.

AbschlieBend sei von mir ausdriicklich betont, dass die ausgearbeiteten
Unterrichtssequenzen als Vorschlag zu sehen sind. Sie konnen in Abhéngigkeit von
Wissen und Kenntnissen der eigenen Schiilerinnen und Schiiler inhaltlich und zeitlich

variiert werden.

6.1. Unterrichtssequenz 1: Historischer Uberblick und Motivation

In dieser ersten Unterrichtssequenz werden die Schiilerinnen und Schiiler fiir das Thema
,.Lineare Optimierung* motiviert. Dabei wird ein historischer Uberblick hinsichtlich der
WissenschafterInnen, welche sich mit dieser Problematik befassten, durch die Lehrkraft
angeboten. Dabei sollen die Errungenschaften von dem Nobelpreistrager L.V.
Kantorowicz und die Entwicklung des Simplexverfahrens von G. B. Dantzig
thematisiert werden. AnschlieBend sollen sich die lernenden Personen mit den
Anwendungsgebieten der linearen Optimierung vertraut machen, um fiir ihren spiteren
Werdegang ausgestattet zu sein.

Nach dem historischen Exkurs und potenziellen Anwendungsmaoglichkeiten der linearen
Optimierung folgt die Formulierung einer einfithrenden Aufgabenstellung durch die
Lehrkraft, die entweder an der Tafel oder durch ein anderes Medium verschriftlicht
wird, so dass die lernenden Personen mit dem Problemstellungstext stets in Kontakt
bleiben. Eine mogliche Aufgabenstellung als Einfilhrung bietet Beispiel 5.3 (siehe S.
127-128). Danach werden die Schiilerinnen und Schiiler in einer Diskussionsrunde
aufgefordert, heraus zu finden, was fiir dieses Problem charakteristisch ist. Durch diese

Diskussionsrunde wird bezweckt, die lernenden Personen zum selbststindigen Denken
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zu bewegen, sodass sie zu der Schlussfolgerung kommen, dass sich die
Aufgabenstellung aus einer linearen Gewinnfunktion zusammensetzt, die maximiert
wird. Dabei sind die angegebenen Kapazititen fiir die Werkstdtten nicht zu
iiberschreiten. Die Anzahl der herzustellenden Hosen und Jacken ist unter
Berticksichtigung der Kapazitidten und Maximierung des Gewinns zu ermitteln.

Abschlieend werden die Schiilerinnen und Schiiler in Transport-, Produktion- und
Mischungsprobleme eingeteilt und mit der Aufgabe in Partnerarbeit betraut, ein eigenes
Problem der linearen Optimierung auf ein Extrablatt zu formulieren. Die so
ausgearbeiteten Aufgabenstellungen werden von der lehrenden Person am Ende der

Unterrichtssequenz eingesammelt.

6.2. Unterrichtssequenz 2: Lineare Gleichung und Ungleichung in

zwei Variablen

Zu Beginn der Unterrichtssequenz wird mittels eines fragend-entwickelnden Unterrichts
die lineare Gleichung in zwei Variablen wiederholt. Bei dieser Wiederholung wird der
Schwerpunkt auf die grafische Losung der linearen Gleichung und auf die Verkniipfung
der Geraden mit der linearen Funktion gelegt. AnschlieBend werden die Schiilerinnen
und Schiiler aufgefordert, tiber die Lage-Beziehung zweier Geraden nachzudenken. Wie
verdndern sich die Koeffizienten vor den Variablen, wenn die Gerade parallel hinauf
bzw. hinunter verschoben wird.

Danach wird definiert, was eine lineare Ungleichung in zwei Variablen ist. Eine
mogliche Definition wire:

Definition 6.1: (vgl. Timischl et al. (2017); S. 8) Eine Ungleichung einer der Formen
a-x+b-y<c, a-x+b-y<c, a-x+b-y>c, a-x+b-y>c nennt man lineare

Ungleichung in zwei Variablen x und y, wobei a,b,c€ R und a,b#0.

Beim Definieren der linearen Ungleichung in zwei Variablen ist es erforderlich, die
lernenden Personen darauf aufmerksam zu machen, dass die Variablen auch anders, wie
beispielsweise x, und x,, genannt werden konnen.

AnschlieBend werden die Schiilerinnen und Schiiler aufgefordert, Rechenaufgaben zu
jeder der in Definition 6.1 angegebenen Form der linearen Ungleichung in zwei

Variablen zu geben, die an der Tafel verschriftlicht werden. Danach stellt sich die
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Frage, wie diese lineare Ungleichung zu I6sen ist und wie die grafische Losung
aussehen konnte. Das grafische Losen erfolgt, indem man zuerst die Gerade mit der

Gleichung a-x+b-y=c in einem kartesischen Koordinatensystem abbildet. Diese

Gerade wird Randgerade genannt und teilt die Ebene in zwei Halbebenen. Die grafische
Losung bildet dann genau eine, moglicherweise einschlielich der Randgerade,
Halbebene. Die Uberpriifung, ob die obere oder die untere Halbebene die Losung der

linearen Ungleichung darstellt, erfolgt mit Hilfe der Koordinaten eines beliebigen

Punktes — am einfachsten mit dem Koordinatenursprung O = (O|O), wenn dieser nicht

auf der Randgerade liegt. Wenn die so geschilderte Uberpriifung eine wahre Aussage
ergibt, dann gehdrt der Koordinatenursprung zu der gesuchten Halbebene. Des Weiteren
wird von einer abgeschlossenen Halbebene gesprochen, wenn die Randgerade ein Teil
der Halbebene ist, ansonsten wird die Halbebene offen genannt. In diesem Fall kann die
Randgerade beispielsweise strichliert und nicht durchgezogen gezeichnet werden.

Nach dieser theoretischen Auseinandersetzung mit dem grafischen Losen der linearen
Ungleichung in zwei Variablen sollten die lernenden Personen ohne Technologieeinsatz
die an der Tafel verschriftlichten Rechenaufgaben im Heft 16sen. Nach einer kurzen
Prasentation der Losungen an der Tafel durch die Schiilerinnen und Schiiler wird das
erste Ubungsblatt ausgeteilt, mit dem sie sich bis zum Schluss der Unterrichtssequenz

befassen. Die Lehrkraft spielt dabei eine beratende Rolle.

6.3. Unterrichtssequenz 3: Lineare Ungleichungssysteme in zwei

Variablen

Im Rahmen der zweiten Unterrichtsequenz erwarben die Schiilerinnen und Schiiler die
Kompetenz, lineare Ungleichungen in zwei Variablen aufzustellen und diese grafisch zu
16sen. Somit wird die Erweiterung auf lineare Ungleichungssysteme durch die Lehrkraft
vorgenommen.

Zunidchst wird definiert, was unter einem linearen Ungleichungssystem in zwei
Variablen verstanden wird. Eine mdgliche Definition wire:

Definition 6.2: (vgl. Wessenberg et al. (2016); S. 7) Lineare Ungleichungssysteme in
zwei Variablen setzen sich aus mindestens zwei linearen Ungleichungen zusammen. Ein
lineares Ungleichungssystem in zwei Variablen liegt auch dann vor, wenn neben den

Ungleichungen Gleichungen vorkommen.
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AnschlieBend werden den Schiilerinnen und Schiilern zwei mdgliche lineare
Ungleichungssysteme in zwei Variablen in Allgemeinform mit Koeffizienten wie a, b,

c etc. an der Tafel notiert, wie beispielsweise:

a-x+b-y<c a-x+b-y=c
d-x+e-y>f oderd-x+e-y< f,wobei a,b,d,e#0.
x20,y=0 x20,y>0

Dabei ist es wichtig, dass in einem der Ungleichungssysteme auch eine Gleichung
vorkommt. Danach werden die lernenden Personen aufgefordert, konkrete
Rechenaufgaben zu erfinden, indem sie die Koeffizienten durch Zahlen ersetzen.

Im néchsten Schritt wird die Losungsmenge des linearen Ungleichungssystems in zwei
Variablen grafisch ausgearbeitet. Bei dieser Aufgabenstellung kommt das schon
erworbene Wissen zur Anwendung, dass die Losungsmenge einer linearen Ungleichung

eine offene bzw. abgeschlossene Halbebene ist. Da bei einem Ungleichungssystem alle

Ungleichungen zu erfiillen sind, d.h. alle Zahlungspaare (x| y) geniigen den

Ungleichungen, wird die LoOsungsmenge des linearen Programms grafisch als
Durchschnittsmenge aller offenen bzw. abgeschlossenen Halbebenen abgebildet, die
sich aus den Ungleichungen ergeben. Die so entstandene Durchschnittsmenge gibt den
Losungsbereich des linearen Ungleichungssystems an.

Als nichstes stellt sich die Frage, wie der Losungsbereich aussehen konnte. Den
lernenden Personen wird zeitlich die Moglichkeit gegeben, nachzudenken, wie die
Durchschnittsmenge grafisch dargestellt werden kann. Danach werden an der Tafel drei
Losungsbereiche — leer, beschrinkt und unbeschriankt — von der Lehrkraft prisentiert.
Die Schiilerinnen und Schiiler werden mit der Aufgabe betraut, sich lineare
Ungleichungssysteme in zwei Variablen auszudenken, sodass alle drei Losungsbereiche
— leer, beschrankt und unbeschrinkt — vorkommen. Die von den lernenden Personen
ausgedachten Ungleichungssysteme werden auf freiwilliger Basis mittels geeigneten
Mediums présentiert und wenn erforderlich mit einer nachvollziehbaren Erkldrung

ausgebessert.
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6.4. Unterrichtssequenz 4: Lineare Ungleichungssysteme in zwei

Variablen mit GeoGebra

Diese Unterrichtssequenz beginnt mit einer kurzen Wiederholung der wesentlichen
Begriffe wie beispielsweise lineare Ungleichungssysteme in zwei Variablen,
Losungsbereich und Arten von Losungsbereichen. Danach setzen sich die Schiilerinnen
und Schiiler gemeinsam mit der lehrenden Person mit den Aufgabenstellungen des
Ubungsblattes 2 auseinander. Dabei spielt der Technologieeinsatz GeoGebra noch keine
Rolle. Ich bin keine Vertreterin des zu frilhen Einsatzes von GeoGebra bei der
grafischen Losung der linearen Ungleichungssysteme, da die lernenden Personen nicht
nachvollziechen konnen, wie die Losung zu Stande kommt. Das Ldsen der
Aufgabenstellungen kann sehr leicht zu einer Eintipp-Aufgabe degradiert werden, ohne
die erforderlichen Rechentechniken ausreichend gut zu beherrschen. Nachdem die
Schiilerinnen und Schiiler die Aufgabe 1 (Ubungsblatt 2) ohne Technologieeinsatz
gelost haben, wird der Einsatz von GeoGebra unterrichtet, wobei hervorzuheben ist,
dass GeoGebra nicht automatisch den Ldsungsbereich eines linearen
Ungleichungssystems in zwei Variablen grafisch darstellt. Durch die Uberlappung der
Halbebenen verdndert sich die von GeoGebra verwendete Farbe der
Durchschnittsmenge. Auf diese Art und Weise kann der Losungsbereich ermittelt
werden.

AnschlieBend werden die restlichen Aufgaben aus dem Ubungsblatt 2 mit

Technologieeinsatz gemeinsam gelost.

6.5. Unterrichtssequenz 5: Lineare Optimierung in zwei Variablen —

Maximalproblem

Zu Beginn der Unterrichtssequenz wird Beispiel 5.3 in Erinnerung gerufen, welches in
der ersten Sequenz verwendet wurde, um die lernenden Personen fiir das Problem der
linearen Optimierung zu motivieren. Dabei ist meiner Ansicht nach, eine abstrakte
Definition den Schiilerinnen und Schiilern als erster Schritt zumutbar. Eine Moglichkeit
das lineare Optimierungsproblem zu definieren bietet Definition 2.1 (S. 9), die
allerdings auf zwei Variablen zu reduzieren ist.

Definition 6.3: Unter einem linearen Optimierungsproblem in zwei Variablen wird die

Aufgabe verstanden, eine lineare Zielfunktion
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z= F(xl,xz) =X, T CyX,
zu maximieren bzw. zu minimieren. Die Variablen x, und x, miissen dabei die linearen

Nebenbedingungen (Restriktionen) der Form

a,x, +a,x, <b, firi=12,...,m,
a,x, +a,x, > b, firi=m +1,m+2,...,m,
a,x, +a,x, =b, firi=m,+1,m,+2,...,m

unter Beriicksichtigung der Nichtnegativititsbedingungen
x;20 fiir einige oder alle j=1,2,...,n (6.5)

geniigen (vgl. Domschke et al. (2015); S. 17-18).

Basierend auf der obigen Definition, sollen die lernenden Personen in einem fragend-
entwickelnden Unterricht die Komponenten eines linearen Optimierungsproblems

verschriftlichen, welche wie folgt sind:

(1) Lineare Zielfunktion: Die Zielfunktion héngt von jeder der zwei Variablen x,
und x, linear ab. Die Funktion ist zu maximieren bzw. zu minimieren.

(2) Nebenbedingungen: Die Nebenbedingungen, auch Restriktionen genannt, stellen
ein lineares Ungleichungssystem in zwei Variablen dar, dessen grafische
Ermittlung der Losungsmenge schon im Unterricht durchgenommen wurde.

(3) Nichtnegativititsbedingungen: Die Nichtnegativititsbedingungen spielen eine
essenzielle Rolle, wenn ein anwendungsorientiertes Problem der linearen
Optimierung bearbeitet wird. Die zu bestimmende Produktionsmenge kann
beispielswiese keine negativen Werte annehmen. Diese Bedingungen fiihren dazu,
dass sich der Losungsbereich stets im ersten Quadranten des kartesischen

Koordinatensystems befindet.

AnschlieBend wird die Definition 6.3 auf das Beispiel 5.3 angewandt, indem der
Sachkontext in die Sprache der linearen Optimierung iibersetzt wird. Erst dann wird
mittels GeoGebra die Losungsmenge (auch Losungsbereich, Zuldssigkeitsbereich

genannt) des Ungleichungssystems ermittelt. Es ist den Schiilerinnen und Schiilern noch

einmal klar zu machen, dass sich der Losungsbereich aus Zahlungspaaren (x1 |x2) bzw.

(x| y) zusammensetzt, welche den Restriktionen gentigen.
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Im nidchsten Schritt bestimmt man das Optimum der Zielfunktion. Es soll aus der

Menge aller Zahlenpaare (x1 |x2) der Losungsmenge des linearen Ungleichungssystems

jenes oder jene ermittelt werden, welche die Zielfunktion maximieren bzw. minimieren.
Da das Thema ,,Lineare Funktion* im ersten Jahrgang durchgenommen wurde, sind die
Schiilerinnen und Schiiler im Stande, die Zielfunktion grafisch darzustellen. Des
Weiteren wissen sie auch, was eine parallele Verschiebung der Geraden nach oben bzw.
nach unten bewirkt. Allerdings ist ein Startwert erforderlich, um die lineare Zielfunktion

grafisch darzustellen. Dabei wird die Zielfunktion meistens gleich Null gesetzt. Damit

erhdlt man fiir die Geradengleichung wie folgt: cx +cx, =0 x,= —S—‘xl.
2

AnschlieBend wird die Gerade mittels GeoGebra gezeichnet und parallel verschoben,
bis das Optimum der Zielfunktion aus dem Beispiel 5.3 gefunden wird. An dieser Stelle
ist zu vermerken, dass in dieser Unterrichtssequenz nur Problemstellungen zu behandeln
sind, die keine Sonderfille (unldsbar, mehrere Optimallosungen, ganzzahlige Losung)
darstellen. Mit dieser Problematik wird man sich in einer eigenen Unterrichtssequenz
auseinandersetzen.

Danach werden die Schiilerinnen und Schiiler aufgefordert, die ersten zwei Aufgaben
aus dem Ubungsblatt 3 zu 1sen. Bei den Aufgabenstellungen im Ubungsblatt 3 geht es
nur um Maximierungsprobleme. Die lernenden Personen werden gebeten, bei der
grafischen Ermittlung der Losung, Acht auf die Art der Losungsmenge einerseits und
anderseits auf das Optimum zu geben. Wo befindet sich die optimale Losung?

Die nicht bearbeiteten Aufgabenstellungen aus dem Ubungsblatt 3 werden als

Hausiibung vergeben.

6.6. Unterrichtssequenz 6: Lineare Optimierung in zwei Variablen —

Minimalproblem

Zu Beginn der Unterrichtssequenz werden die Fragen aufgegriffen, die am Ende der 5.
Unterrichtssequenz gestellt wurden. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen bei der
Losung der linearen Maximalprobleme zum Schluss gekommen sein, dass der
Losungsbereich immer ein geschlossenes Vieleck war und dass sich die optimale
Losung in einer Ecke des zuldssigen Bereichs befand. Dadurch ist die Basis fiir die

Formulierung des Hauptsatzes der linearen Optimierung geschaffen. Die von mir auf S.
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25 angebotene Formulierung dieses Hauptsatzes kann nicht als schiileriInnengerecht
angesehen werden. Eine fiir schulische Zwecke mogliche Formulierung wiére:

Satz 6.1 (Hauptsatz der linearen Optimierung): (vgl. Timischl et al. (2017); S. 20)
Die optimale Losung eines linearen Optimierungsproblems, wenn sie existiert, liegt

stets in mindestens einem Eckpunkt der Losungsmenge.

Dem Hauptsatz der linearen Optimierung folgend geniigt es, die Koordinaten der
Schnittpunkte aller Randgeraden des Losungsbereichs zu ermitteln und diese in die
Zielfunktion einzusetzen, um das Optimum zu finden.

Mit dem Hauptsatz der linearen Optimierung ausgestattet, wird das
Minimierungsproblem ausgearbeitet. Dabei ist, meiner Meinung nach, die
Dualitétsproblematik im Regelunterricht aus Zeitgriinden nicht zu thematisieren. Die
lehrende Person verschriftlicht an der Tafel oder ein anderes Medium verwendend eine
Aufgabenstellung, in der die Zielfunktion zu minimieren ist. Es bietet sich folgende
Minimierungsaufgabe aus Timischl et al. (2017):

Beispiel 6.1: , Ein Lebensmittelbetrieb beabsichtigt Konserven herzustellen, die im
Notfall den Tagesbedarf eines Menschen an Eiweif3, Fett und Kohlenhydraten decken.
Dazu stehen zwei Lebensmittelprodukte A und B zur Verfiigung. 1 kg des Produktes A
enthdlt 120 g Eiweifs, 40 g Fett und 250 g Kohlenhydrate und kostet bei der Herstellung
€ 7. 1 kg des Produktes B enthdlt dagegen 80 g Eiweif3, 120 g Fett und 500 g
Kohlenhydrate und kostet bei der Herstellung € 6. Es wird davon ausgegangen, dass ein
Mensch im Mittel pro Tag mindestens 80 g Eiweif3, 80 g Fett und 400 g Kohlenhydrate
zu sich nimmt. Ermittle die fiir die Notfallkonserve erforderlichen Mengen der beiden
Lebensmittelprodukte A und B bei minimalen Herstellungskosten.* (Timischl et al.
(2017); S.19)

Danach werden die Schiilerinnen und Schiiler aufgefordert, selbstindig die Lésung zu
erarbeiten, indem sie folgende fiinf Gedankenschritte befolgen:

(I) Welche Grofen sind mit x, und x, zu bezeichnen?

(2) Wie lautet die Zielfunktion?

(3) Wie sehen die Restriktionsbedingungen aus? Sind bei dieser Aufgabenstellung die
Nichtnegativitdtsbedingungen erforderlich?

(4) Wie sieht der Losungsbereich aus? Ist er offen oder abgeschlossen?

(5) Wie ist das Minimum der Zielfunktion zu ermitteln?
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Nachdem die Phase der selbstindigen Arbeit mit einer Zeitangabe abgeschlossen ist,
wird die Losung durch eine Schiilerin bzw. einen Schiiler auf freiwilliger Basis mittels
GeoGebra présentiert.

AbschlieBend sollen sich die Schiilerinnen und Schiiler bis zum Ende der
Unterrichtssequenz den Aufgaben aus dem Ubungsblatt 4 widmen, um das erworbene
Wissen zu festigen. Je nach personlicher Leistung, wird die Bewiltigung der
Problemstellung unterschiedlich sein. Jede Schiilerin bzw. jeder Schiiler soll
entsprechend seinem/ ihrem Tempo arbeiten. Dabei iibernimmt die Lehrkraft die Rolle
eines Lernberaters bzw. einer Lernberaterin. Als Hausiibung sollen die lernenden
Personen die essenziellen Merkmale und Unterschiede zwischen dem Maximal- und

Minimalproblem ausarbeiten.

6.7. Unterrichtssequenz 7: Lineare Optimierung in zwei Variablen -

Losbarkeit

Diese Unterrichtssequenz beginnt mit Uberpriifung der als Hausiibung ausgearbeiteten
Unterschiede zwischen dem Maximal- und Minimalproblem. Es sollte den Schiilerinnen
und Schiilern aufgefallen sein, dass die Losungsmenge ein geschlossenes oder offenes
Vieleck in den behandelten Aufgabenstellungen war. Bei einem Maximalproblem wird
die Zielfunktion bis zu dem entferntesten Eckpunkt der Losungsmenge parallel
verschoben. Bei einem Minimalproblem kommt als Optimallosung der néchstliegende
Eckpunkt des Losungsbereichs in Frage.

Danach widmet sich die siebente Unterrichtssequenz der Losbarkeit von linearen
Optimierungsproblemen in zwei Variablen. Die Schiilerinnen und Schiiler werden mit
den Fragen konfrontiert:

v’ Ist das lineare Optimierungsproblem in zwei Variablen eindeutig 16sbar?

v' Kann das lineare Optimierungsproblem mehrere optimale Losungen besitzen?

v' Besitzt das lineare Optimierungsproblem immer eine Losung?

Um die Beantwortung dieser Fragen zu erleichtern, werden den Schiilerinnen und
Schiilern drei Abbildungen prasentiert, welche die Zielfunktion und den Losungsbereich
eines Maximalproblems darstellen (siche Ubungsblatt 5, Aufgabe 1, S. 165). Die
lernenden Personen sollen die optimale Losung bestimmen und dabei zu folgenden

Schlussfolgerungen kommen:
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v" Das Maximalproblem ist eindeutig 1osbar, wenn die Losungsmenge abgeschlossen
ist und wenn keine der Randgeraden die gleiche Steigung wie die Zielfunktion
aufweist.

v’ Das Maximalproblem besitzt mehrere optimale Losungen, wenn die
Losungsmenge abgeschlossen ist und wenn eine der Randgeraden die gleiche
Steigung wie die Zielfunktion aufweist.

v' Das Maximalproblem ist nicht 16sbar, wenn die Losungsmenge nach oben offen
ist. Dadurch kann die Zielfunktion beliebig parallel verschoben werden und

dadurch wird ihr Wert unbeschrénkt grof3.

AnschlieBend werden die Schiilerinnen und Schiiler mit einer Zeitangabe aufgefordert,
sich drei grafische Losungen auszudenken, die alle oben erwéhnten Fille der Losbarkeit
bei einem Minimalproblem decken. Nach Ablauf der Zeit werden die Losungen an der
Tafel prasentiert und einer Diskussion unterworfen. Als Hausiibung sollen die lernenden

Personen Aufgabe 2 und 3 aus dem Ubungsblatt 5 mittels GeoGebra 1dsen.

6.8. Unterrichtssequenz 8: Lineare Optimierung in zwei Variablen —

ganzzahlige Optimierung

In den vorangegangenen Unterrichtssequenzen wurden die unbekannten Variablen nur
den Nichtnegativitdtsbedingungen unterworfen. Es stellt sich die Frage, wie die Losung
des linearen Optimierungsproblems zu ermitteln ist, wenn sie der Ganzzahligkeit
geniigen soll und wenn sie so eine nicht besitzt. Den lernenden Personen soll bewusst
werden, dass eine Rundung der nichtganzzahligen Losung nicht unbedingt die optimale
Losung einerseits ist und dass anderseits die optimale Losung innerhalb des
Losungsbereichs liegen kann. Die Verfahren, welche zum Einsatz bei der diskreten
Optimierung kommen, wurden im Kapitel 4 der vorliegenden Diplomarbeit prasentiert.
Die diskrete Optimierung kann anhand des Beispiels 4.4 (siche S. 90-93) demonstriert
und gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schiilern diskutiert werden, damit sie einen
Einblick in die komplexe Problematik dieser Aufgabenstellung als abschlieBende
Unterrichtssequenz zum Thema ,,Lineare Optimierung in zwei Variablen® bekommen.
Als Hausiibung sollen die lernenden Personen ein Optimierungsproblem formulieren,

dessen optimale Losung ganzzahlig ist und innerhalb des Losungsbereichs liegt.
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7. Zusammenfassung

Das Flexibilisieren der Lebensumstinde und das Wegtfallen diverser wirtschaftlicher
Barrieren treiben eine raschere Globalisierung der Prozesse im wirtschaftlichen Bereich
an. Dadurch sind Unternehmen, um ihre Uberlebens- und Erfolgschancen zu
garantieren, gezwungen, ihre Managementstrategien stets zu reflektieren und solche zu
entwickeln, die ihnen die Maximierung der Profite bzw. die Minimierung der
anfallenden Kosten gewéhrleisten. Das Wissensgebiet, welches ihnen eine fundierte
theoretische Basis fiir die Optimierung ihrer Strategien bietet, ist in den
Wirtschaftswissenschaften unter Operations Research bekannt. Zu den primédren
Aufgaben von Operations Research gehoren die Auseinandersetzung mit einem realen
Entscheidungsprozess, seine Abbildung durch ein Optimierungsmodell und
schlussendlich die Entwicklung eines Losungsansatzes, sodass die verfolgten Strategien
optimale Anwendung finden. Ein wesentlicher Teil von Operations Research setzt sich
mit der linearen Optimierung auseinander, welche im Mittelpunkt der vorliegenden
Diplomarbeit steht.

Die lineare Optimierung wirtschaftlicher Prozesse ist fiir schulische Zwecke in den
Berufsbildenden H6heren Schulen von besonderer Relevanz, da in diesen Schulformen
angewandte Mathematik gelehrt wird. Die Veranschaulichung von authentischen
Aufgabenstellungen in einer auBermathematischen Situation sichert einerseits den durch
die Lehrpline geforderten Realititsbezug und sensibilisiert die Schiilerinnen und
Schiiler anderseits dafiir, dass die Disziplin Mathematik keine abstrakte Welt darstellt,
die keine Anwendungsméglichkeiten offeriert.

Das Modellieren diverser praxisbezogener Sachverhalte mittels der linearen
Optimierung ist im Rahmen der teilstandardisierten Reife- und Diplompriifung im
Kompetenzkatalog des Cluster W1 fest verankert. In dem erwédhnten Cluster ist
einerseits das Aufstellen, Losen und Interpretieren von linearen Ungleichungssystemen
in zwei unbekannten Variablen und anderseits das Ermitteln und Interpretieren der
optimalen Losung einer linearen Zielfunktion mittels geeigneten Technologieeinsatzes
gefordert.

Um den oben angefiihrten Anforderungen zu geniigen, verfolgt die vorliegende Arbeit
das Ziel, eine priagnante, gut strukturierte und logisch nachvollziehbare
Auseinandersetzung mit den Grundlagen der linearen Optimierung zu liefern, welche

als potenzielles Aufschlagwerk von lehrenden Personen verwendet werden konnte, um
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den eigenen Mathematikunterricht zu planen, entwickeln und reflektieren. Dieser
Aspekt ist meiner Ansicht von &duBlerster Bedeutsamkeit, da dies in den gingigen
Schulbiichern ausgearbeitete theoretische Wissen als unzureichend einzustufen ist, um
die lineare Optimierung als Modellierungsansatz zu verstehen und einen fiir die
Schiilerinnen und Schiiler plausiblen Unterricht mit praxisbezogenen Sachverhalten zu
bieten. Schlussendlich ist festzuhalten, dass wihrend meines Lehramtsstudiums keine
einzige Lehrveranstaltung im Rahmen der Fachdidaktik angeboten wurde, die sich mit
dieser Problematik auseinandersetzt, was im hochsten Grade erstaunlich ist, wenn man
bedenkt, dass diese Inhalte fiir zahlreiche Schiilerinnen und Schiiler fiir die erfolgreiche
Absolvierung der teilstandardisierten Reife- und Diplompriifung in Mathematik von
Bedeutung sind.

In vielen Aufgabenstellungen, welche mittels der linearen Optimierung zu bewéltigen
sind, werden direkt bzw. indirekt diskrete Werte fiir die zu untersuchenden Groflen als
Optimallosung verlangt. Ein Runden der ermittelten nicht diskreten Losung auf ganze
Zahlen liefert nicht notwendigerweise die optimale ganzzahlige Losung. Die Mehrheit
der analysierten Schulbiicher bietet Aufgabenstellungen, die als optimale Losung
diskrete Werte aufweisen, ohne die ganzzahlige lineare Optimierung behandelt zu
haben, was meiner Meinung nach sehr bedenklich ist. Dadurch verstirkt sich bei den
lernenden Personen die Vorstellung, dass Probleme der linearen Optimierung immer
eine ganzzahlige Losung besitzen. In diesem Zusammenhang bietet die vorliegende
Arbeit eine komprimierte Auseinandersetzung der diskreten linearen Optimierung, die
auch mittels Rechenaufgaben veranschaulicht wurde. Dartliber hinaus ist zu erwéhnen,
dass beispielsweise das Schnittebenenverfahren von Gomory problemlos mit Hilfe eines
geeigneten Technologieeinsatzes wie GeoGebra durchzufiihren ist.

Die Unterstiitzung durch Computertechniken ist aus zahlreichen zu unterrichtenden
Inhaltsbereichen des Mathematikunterrichts nicht mehr weg zu denken. Nichtsdestotrotz
stellt sich die Frage, welche Programme sollen im Unterricht Anwendung finden und an
welcher Stelle beziiglich der Unterrichtssequenzen sollen sie eingesetzt werden. Der
Technologieeinsatz sollte, meiner Ansicht nach, erst dann im Unterricht gefordert
werden, wenn die Schiilerinnen und Schiiler die theoretischen Grundlagen der linearen
Optimierung gefestigt und die erforderlichen Rechentechnikengen anhand einfacher
Problemstellungen ausreichend gut geiibt haben. Ansonsten besteht die Gefahr, dass die
lineare Optimierung zu einer Eintipp-Aufgabe degradiert wird. Was die im Unterricht

eingesetzten Programme anbelangt, sollte nicht das Ziel verfolgt werden, eine moglichst
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grofle Auswahl zu bieten, da die verschiedenen Computertechniken unterschiedliche
Handhabung aufweisen. Ich bin der Ansicht, dass das Programm GeoGebra fiir die
Bewiltigung  der  Aufgabenstellungen  der  linearen  Optimierung  den
handlungsfreundlichsten Losungsansatz bietet, was bei Microsoft Excel nicht der Fall
ist. Die Anwendung dieses Tabellenkalkulationsprogramms ist empfehlenswert, wenn
das Simplexverfahren fiir die Ermittlung der optimalen Losung gefordert wird. Da die
Auseinandersetzung mit dem Simplexverfahren in den BHS-Lehrpldnen nicht
vorgesehen ist, kann dies nur im Rahmen eines Wahlfaches vorgenommen werden. In
so einem Fall wiirde ich das TKP Microsoft Excel einsetzen, wenn keine grafische
Losung zu erarbeiten ist. AbschlieBend mochte ich festhalten, dass die géngige zur
Verfligung stehende mathematische Software als Unterstiitzung des sachbezogenen
Kontextes und nicht als Ersatz fiir den Mathematikunterricht anzusehen ist.
Schlussendlich offeriert die vorliegende Arbeit einen Unterrichtsvorschlag, bestehend
aus acht Sequenzen, der einerseits die Struktur des Denkprozesses im Bereich der
linearen Optimierung in zwei unbekannten Variablen logisch nachvollziehbar abbildet
und anderseits den zu beachtenden fachdidaktischen Grundsdtzen geniigt. Die
Strukturierung der mathematischen Inhalte bildet, meiner Meinung nach, das Wesen des
Unterrichts. Ein schlecht strukturierter Unterricht konnte dazu fiithren, dass die
Lehrinhalte von den Schiilerinnen und Schiilern nicht verstanden werden und als Folge
dessen, ihre Freude an Mathematik geddmpft wird. Den Hohepunkt dieses
Unterrichtsvorschlags bilden die ausgearbeiteten Ubungsblitter, welche kompatibel mit
den in der entsprechenden Sequenz vorgenommenen Lehrinhalten sind. Dadurch
bekommen die daran interessierten lehrenden Personen die Moglichkeit, den von mir
ausgearbeiteten Unterrichtsvorschlag 1:1 zu erproben und daraus resultierend eigene
Verbesserungsvorschldge vorzunehmen.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass die vorliegende Diplomarbeit eine fundierte
theoretische Grundlage beziiglich der linearen Optimierung bietet, die in den Kontext
des computerunterstiitzten Mathematikunterrichts gestellt ist und in einem ausfiihrlich
ausgearbeiteten Unterrichtsvorschlag die theoretischen und praktischen Aspekte

schiilerInnengerecht vereinigt.
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Anhang

Abstract Deutsch

Die vorliegende Diplomarbeit verfolgt die Zielsetzung, die lineare Optimierung in zwei
und mehreren Variablen vorzustellen, da diese Inhaltsdimension ein verpflichtender
Bestandteil der teilstandardisierten Reife- und Diplompriifung der Hoheren
Lehranstalten fiir Wirtschaftlichen Berufe, Tourismus, Mode und Design, Kunst (HUM)
und der Hoheren Lehranstalten fiir Land- und Forstwirtschaft (HLFS) darstellt. Dabei
liegt das Augenmerk auf die Ausarbeitung der fiir einen anwendungsorientierten
Mathematikunterricht erforderlichen Grundlagen in einer gut gegliederten,
iibersichtlichen und logisch nachvollziehbaren Form.

Um die Zielsetzung der Arbeit zu erreichen, baut die Autorin in eigens dafiir
vorgesehenen Kapiteln das Wissensfundament auf. Im Konkreten werden die Formen,
die grundlegenden Eigenschaften und abschlieBend das grafische Losen der linearen
Optimierungsprobleme in zwei Variablen présentiert, bevor sich die Autorin dem
Simplexverfahren und der ganzzahligen linearen Optimierung widmet. Dabei spielt der
Technologieeinsatz stets eine essenzielle Rolle. Im Anschluss an das Wissensfundament
folgt eine fachdidaktische Auseinandersetzung mit der linearen Optimierung, in der die
Grundkompetenzen, die Lehrpline und die approbierten Lehrbiicher unter die Lupe
genommen werden. Die Autorin ldsst die Moglichkeiten eines computerunterstiitzen
und facheriibergreifenden Unterrichts nicht auller Acht, welche sich beim Befassen mit
der linearen Optimierung unmittelbar ergeben. Den Abschluss der Arbeit bilden die
ausgearbeiteten Unterrichtssequenzen, welche direkt als Unterrichtsvorschlag
Anwendung finden kénnen. Die Umsetzung jeder Unterrichtssequenz wird durch die

Bereitstellung entsprechender Ubungsblitter unterstiitzt.

~157 ~



Abstract English

The current diploma thesis targets the objective to deal intensively with the linear
optimization in two and more variables as this content dimension depicts an inherent
part of the semi-standardized matriculation and final examination in the higher schools
for business, tourism, fashion and design, and art as well as in the higher schools for
agriculture and forestry. However, special attention is paid to the preparation of basics
in a well-structured, clearly arranged and logically comprehensible form, which are
required for an application-oriented mathematic lesson.

In order to achieve the objective of the thesis, the author builds the foundation of
knowledge in chapters designed for this purpose. Specifically, the forms, the essential
characteristics and finally the graphical solving of linear optimization problems with
two variables are presented, before she addresses the simplex method and the integer
linear optimization. The application of technology always plays a crucial role in this
thesis. Subsequent to the foundation of knowledge, a subject-related didactical
discussion of the linear optimization follows, which takes into consideration the basic
mathematical competences, the syllabuses and the approbated teaching materials. The
author does not disregard the possibilities of computer-aided and interdisciplinary
teaching that immediately arise when dealing with linear optimization problems. The
conclusion of the current thesis is the elaborated teaching sequences, which can be
applied directly as a lesson proposal. The implementation of each teaching sequence is

supported by the provision of appropriate exercise sheets.

~ 158 ~



Ubungsblatt 1: Lineare Gleichungen und Ungleichungen in zwei Variablen

Aufgabe 1: Ermitteln Sie grafisch die Losung der folgenden Gleichungen in zwei
Variablen. Bestimmen Sie, ob die Koordinaten der Punkte A4 :(2|—3), B :(O|3) und

C= (4|—8) der Gleichung gentigen.
5
a) 3x+2y=6 b) —Xx+2y=-8 ¢) 5x+y:2
Aufgabe 2: Stellen Sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichungen in zwei

Variablen grafisch dar. Beurteilen Sie, ob die Ungleichung eine offene oder eine

abgeschlossene Halbebene beschreibt.

a) x=>-3 b) 2y<5 c) —4x+2y<-1
d) z>—lmitx;at0 e) —iﬁimity;tO f) —lx—1y<2
X 2y 2 3
2
O 2x-4)-3(-1)sx-y R Ly

Aufgabe 3: Beschreiben Sie die folgende Halbebene durch eine passende Ungleichung
in zwei Variablen. Geben Sie an, ob die Halbebene offen bzw. abgeschlossen ist.

a) b) ©)

Weitere Rechenaufgaben zur linearen Ungleichungen in zwei Variablen findet man in

Wessenberg et al. (2016), S. 6 und in Timischl et al. (2017), S. 10.
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Ubungsblatt 2: Lineare Ungleichungssysteme in zwei Variablen

Aufgabe 1: Ermitteln Sie grafisch den Losungsbereich des linearen
Ungleichungssystems in zwei Variablen. Bestimmen Sie, welche Art von
Losungsbereich — leer, beschrankt, unbeschrankt — vorliegt.

I:x>-3 I: 2x—y<1 I:2x-5y<10

b) c)
II:y<5 II:x+3y>26 II:-2x+5y2>-1

Aufgabe 2: Ermitteln Sie mit Hilfe von GeoGebra den Losungsbereich des linearen
Ungleichungssystems in zwei Variablen. Berechnen Sie die Koordinaten der
entstehenden Schnitt- bzw. Eckpunkte.

I: -3x+4y<10

I: x-y<4
I: x-5y>-4 II: x-2y<6
) II: 2x-4y<l b) 1y=> ) II: 3x+4y <36
a : 2x—4y< c : 3x+4y<
g x>0 g
l: x+y=0 II: x>4
V:y>0

V: x20

Aufgabe 3: Stellen Sie das lineare Ungleichungssystem zu den folgenden grafisch

abgebildeten Losungsbereichen auf.

a) b) ©)

/ T 7
3 &

pereich
5
4
Losungsbereich
i \ /
1

Lésungsbereich o T T

-1 0 1 2 4
-2
1 2 3
=1

Weitere Rechenaufgaben zur linearen Ungleichungen in zwei Variablen findet man in

Wessenberg et al. (2016), S. 9-10 und in Timischl et al. (2017), S. 13-14.
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Ubungsblatt 3: Lineare Optimierungsprobleme in zwei Variablen - Maximum

Aufgabe 1: Die Landwirtin Olivia stellt am gut besuchten Kutschkermarkt jeden
Samstag zwei Sorten selbsthergestellten Apfel- und Birnensaft aus, die in Ein-Liter-
Flaschen abgefiillt sind. Sie kann aus Platzgriinden nur 220 Flaschen am Stand
auftbewahren. Pro Samstag verkauft sie hochstens 150 Flaschen Apfelsaft und 80
Flaschen Birnensaft. Der Verkaufspreis betridgt € 2,80 fiir 1 Liter Apfelsaft und € 3,00
fiir 1 Liter Birnensaft. Die Landwirtin mochte ihren Umsatz maximieren.

a) Ermitteln Sie das Ungleichungssystem in zwei Variablen, welches den

Sachverhalt darstellt.
b)  Stellen Sie die Zielfunktion zur Berechnung des maximalen Umsatzes auf.
¢) Berechnen Sie mittels GeoGebra den maximalen Umsatz, den die Landwirtin

Olivia an einem Samstag erwirtschaften kann.

Aufgabe 2: Die Landwirtin Olivia iiberlegt zwei selbstgemachte Torten — Nuss- bzw.
Obsttorte — anzubieten, da der Verkauf am Kutschermarkt sehr gut lduft. In der
abgebildeten Tabelle sind die erforderlichen Zutaten, die Kapazitit, die Kosten und der

Verkaufspreis aufgelistet. Aus einer Torte lassen sich 8 Stiicke schneiden.

Nusstorte Obsttorte Kapazitit

Mehl 400 g 150 g 10 kg
Zucker 200 g 100 g Skg
Butter Og 100 g 2 kg
Eier, Stiick 6 3 120
Obst nach Saison 0Og 500 g Skg
Niisse 450 g Og 15kg
Kosten pro Torte € 9,60 € 5,60

Verkaufspreis pro Stiick €250 € 1,80

X ... Anzahl der verkauften Nusstortenstiicke

y ... Anzahl der verkauften Obsttortenstiicke

a) Stellen Sie das Ungleichungssystem in zwei Variablen auf, welches den

Sachverhalt darstellt.
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b)

e)

Ermitteln Sie die Termdarstellung der Zielfunktion zur Berechnung des
maximalen Gewinns.

Berechnen Sie mittels GeoGebra den maximalen Gewinn, den die Landwirtin
Olivia an einem Samstag mit dem Tortenverkauf erzielen kann.

Wie viel Torten muss sie backen, damit sie den Bedarf der Kundinnen und
Kunden deckt?

Auf wie viele Euro belduft sich ithr maximaler Gewinn?

Aufgabe 3: Das Caf¢ Franze am Kutschermarkt mochte bei der Landwirtin Olivia

Apfel, Birnen und Zwetschken fiir die Herstellung der eigenen Torten und der frisch

gepressten Sifte bestellen. Die Betreiberin kann pro Woche 50 Kisten kaufen, obwohl

darunter mindestens 20 Kisten Apfel, mindestens 10 Kisten Birnen und mindestens 15

Kisten Zwetschen sein miissen. Aullerdem miissen mindestens doppelt so viele Kisten

Zwetschen als Birnen vorhanden sein. Die Landwirtin Olivia erwirtschaftet pro Kiste

Apfel € 2,50, pro Kiste Birnen € 3,00 und pro Kiste Zwetschken € 3,50.

a)

b)
¢)

d)

Wodurch unterscheidet sich dieses Problem der linearen Optimierung von diesen
in der Aufgabe 1 bzw. Aufgabe 2 formulierten Sachverhalten?

Erstellen Sie die Ungleichungen, mit denen die Losungsmenge zu bestimmen ist.
Stellen Sie die Zielfunktion zur Bestimmung des maximalen Verkaufsgewinns
auf.

Berechnen Sie mittels GeoGebra wie viele Kisten je Obstsorte die Landwirtin
Olivia dem Café Himmelblau verkaufen muss, damit sie ihren Gewinn maximiert.

Wie hoch ist ihr maximaler Gewinn?

Weitere Rechenaufgaben zur linearen Ungleichungen in zwei Variablen findet man in

Wessenberg et al. (2016), S. 12-13 und in Timischl et al. (2017), S. 22-25.
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Ubungsblatt 4: Lineare Optimierungsprobleme in zwei Variablen - Minimum

Aufgabe 1: Die taiwanesische Kiinstlerin Lin Wu fertigt am Samstagsmarkt in Taipei

Armbénder und Ringe an. Fiir die Anfertigung der Armbénder zu Hause benétigt sie 1,5

Stunden pro Stiick, fiir die Finalisierung am Markt 15 Minuten. Die Ringe kreiert sie

nach Anweisungen der Kundinnen ausschlielich am Markt und bendtigt dafiir 30

Minuten. Zu Hause stehen Frau Wu mindestens 15
Stunden pro Woche zur Verfligung. Der Kunstmarkt
ist von 9:00 bis 18:00 Uhr am Samstag gedffnet. Sie
verbringt am Markt mindestens 5 Stunden. Die

Materialkosten fiir ein Armband betragen hochstens

240 NT$ und fiir einen Ring héchstens 160 NTS$.

d)

Quelle: Eigenes Foto

Erstellen Sie die Ungleichungen, mit denen die Losungsmenge zu bestimmen ist.
Stellen Sie die Zielfunktion zur Bestimmung der minimalen Materialkosten auf.
Wie viele Armbédnder und Ringe muss die Kiinstlerin Wu am Samstagsmarkt
verkaufen, damit ihre Materialkosten minimal gehalten werden? Ermitteln Sie die
Losung mittels GeoGebra.

Die Kiinstlerin verfligt wochentlich iiber ein Budget von 4.500 NTS. Ist dieser
Betrag ausreichend, um die optimale Menge an Armbindern und Ringen

herzustellen?

Aufgabe 2: Die Dumplings-Spezialistin Yuting Sun verkauft am Samstagmarkt in

Taipei Dumplings ,,Zongzi“ mit gegrilltem Fleisch. Die Hauptzutaten fiir die

Zubereitung sind Klebereis, gegrilltes Fleisch und
Bambusblitter. 1 kg Klebereis kostet 80 NT$ und
enthilt 970 kcal. 1 kg Schweinsschulter kosten 240
NT$ und enthélt 3 900 kcal. Die Kosten fiir die
Bambusblitter sind zu vernachléssigen, da sie diese
kostenlos bezieht. Ein ,,Zongzi“ soll mindestens 60 g
wiegen und nicht mehr als 1500 kcal enthalten. Das
Verhiltnis Klebereis zu Fleisch soll 4:1 nicht

iibersteigen.
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Frau Sun mochte die Dumplings so zubereiten, dass die Kosten pro Stiick mdéglichst

minimal bleiben.

a)  Geben Sie alle Ungleichungen an, welche die Restriktionen beschreiben, unter
welchen ein Stiick Zongzi zubereitet wird.

b)  Stellen Sie die Zielfunktion auf, mit welcher die minimalen Kosten zu bestimmen
sind.

¢) Berechnen Sie mittels GeoGebra, mit welchen minimalen Kosten pro Stiick Frau
Sun zu rechnen hat.

Hinweis: Die fiir ein Stiick verwendete Menge Klebereis in kg soll mit x, die Menge

gegrilltes Fleisch in kg mit y bezeichnet werden.

Aufgabe 3: Frau Yuting Sun bezieht ihr Schweinefleisch von dem Ziichter Zhyoung
Chen in der Gegend von Taipei. Damit das gegrillte Fleisch sehr bekdmmlich schmeckt,
miissen die Schweine mit gewissen Mindestmengen der Vitamine Vi und V:
ausreichend versorgt werden. Die Vitamine sind in den Futtermitteln F; und F»
vorhanden, die Herr Chen fertig gemischt bezieht.

In der abgebildeten Tabelle sind der Vitamingehalt, die Preise pro kg fiir das jeweilige

Futtermittel und den Mindestbedarf pro Tag und Schwein an Vitaminen aufgelistet.

Vitamin Vi Vitamin V2 Einkaufspreis pro
pro kg pro kg kg
Futtermittel F; 40 mg 20 mg 60 NT$
Futtermittel F> 30 mg 30 mg 50 NTS
Mindestbedarf 90 mg 60 mg

a) Stellen Sie das Ungleichungssystem und die Zielfunktion auf, mit denen die
minimalen Kosten zu berechnen sind.
b)  Ermitteln Sie mittels GeoGebra die Menge der Futtermittel F; und F», die an

einem Schwein zu verfiittern sind, damit die Kosten minimal sind.

Weitere Rechenaufgaben zur linearen Ungleichungen in zwei Variablen findet man in

Wessenberg et al. (2016), S. 14-15 und in Timischl et al. (2017), S. 22-25.
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Ubungsblatt 5: Lineare Optimierungsprobleme in zwei Variablen - Losbarkeit

Aufgabe 1: Ermitteln Sie die Losbarkeit des linearen Optimierungsproblems, wenn die
Zielfunktion zu maximieren ist. Der Losungsbereich und die entsprechende

Zielfunktion sind unten abgebildet.

Lésungsbereich \ Losungsbereich

Lésungsbereich

2 0y 1 2 3 4 5 6 7 8
\

o ‘Zle\funktmﬂ -1

\

™« _Zielfunktion
~
I ~
\
2
-2 \ s |

\ ~

Aufgabe 2: Die Familie Fertala pachtet einen Selbsterntegarten mit einer Fliche von
240 m? Sie plant den Garten mit Gemiise und Kriutern zu bepflanzen. Der pro
Quadratmeter zu erwirtschaftende Gewinn fiir Gemiise betrdgt € 50 und dieser fiir
Krauter € 30. Die Fliche, welche mit Krautern bepflanzt wird, darf nicht grofer als
diese fiir Gemiise sein. Die Familie Fertala bendtigt fiir den Anbau von Gemiise 12
Arbeitsstunden pro m?, fiir die Kriuter nur 8 Stunden pro m?. Fiir die gesamte Saison
sollen hochstens 720 Arbeitsstunden zur Bewirtschaftung des Selbsterntegartens

aufgewendet werden.
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a) Stellen Sie das Ungleichungssystem und die Zielfunktion auf, mit denen der
maximale Gewinn zu berechnen ist.

b) Bestimmen Sie, wie viele Quadratmeter Gemiise bzw. Kriuter anzubauen sind,
damit ein maximaler Gewinn erwirtschaftet wird.

¢) Ermitteln Sie den maximalen Gewinn, den die Familie Fertala mit dem

Selbsterntegarten erwirtschaften kann.

Aufgabe 3: Ermitteln Sie die Losbarkeit des linearen Optimierungsproblems, wenn die
Zielfunktion zu minimieren ist. Der Losungsbereich und die entsprechende Zielfunktion
sind unten abgebildet.

a) b)

Lasungsbereich Lésungsbereich

N 5 N

N
~ N\ Zielfunktion
N

~

ﬁ N
L %

Losungsbereich

<

\ ~ o Zielfunktion
\ I3 RCSH
\\ Zielfunktion S

~

\
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