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1 Wahlparadoxa

1.1 Anwendungen im Verhaltniswahlsystem

Man kann grundsétzlich zwischen Mehrheitswahl und Verhaltniswahl unterscheiden.
Die Unterscheidung scheint auf den ersten Blick klar zu sein, doch die damit verbun-
denen Assoziationen sind in den einzelnen Kulturrdumen recht unterschiedlich. Auch
sprachlich ergeben sich Differenzen zwischen beiden Systemen und was mit ihnen

verbunden wird. Eine recht verbindliche Definition kann folgendermaRen lauten':

e Eine Wahl ist eine Mehrheitswahl, wenn der Kandidat siegt, welcher die abso-

lute oder relative Mehrheit erreicht.

e Eine Wahl ist eine Verhiltniswahl, wenn die politische Repréasentation mog-

lichst exakt die Verteilung der Stimmen auf die Parteien widerspiegelt.

Es geht nichtdarum, tiefer in die in die Definitionsproblematik und die politischen
Zielvorstellungen und Auswirkungen von Wahlsystemen einzutauchen, das ist Sache
der Politikwissenschaftler. Meine Betrachtungen beziehen sich auf die Untersuchung
der mathematischen Aspekte von Wahlverfahren,Vorstellung von Berechnungsme-
thoden und das Auftreten moglicher Paradoxa sowie Manipulationsmoglichkeiten.

Am Ende des Kapitels will ich noch die Umsetzung in einzelnen Landern betrachten.

Grundsatzlich sind Verrechnungsverfahren ausschlieflich auf das System der Verhélt-
niswahl beschriankt. Es geht darum, auf welche Weise fiir bestimmte Gruppierungen
abgegebene Stimmen in Sitzverteilungen in unterschiedlichsten Gremien umgerech-
net werden. Die meisten Wahlverfahren lassen sich auf den Typus der Wahlzahlver-

fahren oder Hochstzahlverfahren sowie Divisorenverfahren zuriickfithren.?

lygl. NOHLEN: Wahlrecht, S 130-131.
2vgl. NOHLEN: Wahlrecht, S 114.



1.1.1 Das d "Hondt Verfahren

Hierbei handelt es sich um das wohl bekannteste Hochstzahlverfahren. Dabei wird
nach folgendem System vorgegangen.

Jeder Partei wird eine Spalte zugeteilt, und die bei einer Wahl erhaltenen Stimmen
fiir die einzelnen Parteien werden in die erste Reihe der jeweiligen Partei zugeteil-
ten Spalte geschrieben. Danach werden die erhaltenen Stimmen durch 2 dividiert
und in die zweite Reihe der jeweiligen Parteispalte geschrieben. Danach werden die
erhaltenen Stimmen durch 3,4,5,6, ...dividiert und in die 3.,4.,5., ... Zeile geschrie-
ben. Je nach Stimmenverteilung und Zahl der zu vergebenden Mandate sind die
Divisionen fortzusetzen. Je nach Anzahl der zu vergebenden Mandate werden den
Quotienten, beginnend beim hochsten Quotienten (darum die Bezeichnung Hochst-
zahlverfahren), Mandate zugeordnet. Der hochste Quotient erhélt das 1.Mandat, der
nédchsthochste Quotient das 2.Mandat,. ... Wenn n Mandate zu vergeben sind, wird
den n hochsten Quotienten jeweils ein Mandat zugeteilt. Danach sieht man sich an,
wie viele der n hochsten Quotienten in der jeweiligen Parteispalte vorhanden sind

und daraus ergibt sich die jeweilige Sitzverteilung.?

Allgemeine Darstellung des Verfahrens?

Sal|Sp Sy
|54 [ S5 S,
13 i
5 | Sa| 58 S,
5 | 5
SIS se 8
3 | 3 3
Csalse s
n n n

3vgl. NOHLEN: Wahlrecht, S 115.
4ygl. KOPERMANN: Wahlverfahren, S 124.



1.1.2 Wahlzahlverfahren

Wie der Name schon sagt, wird bei diesem Verfahren eine Wahlzahl festgelegt®.
Sobald eine Partei die Wahlzahl erreicht hat, steht ihr ein Mandat zu. Hat sie die
doppelte, 3-fache, ... Wahlzahl an Stimmen erreicht, so bekommt diese Partei 2,
3, ... Mandate. Ausgegangen wird dabei von der Anzahl der abgegebenen giiltigen
Stimmen, welche durch eine je nach Verfahren sich verdndernde Zahl dividiert wird.
Ist der Divisor die Anzahl der zu vergebenen Mandate, so spricht man von der
Hare-Quota; das Hagenbach-Bischoff Verfahren verwendet als Divisor eine um 1
erhohte Anzahl der zu vergebenden Mandate; beim modifizierten Wahlzahlverfahren
kann es auch um 2 erhoht werden. Meist konnen bei Wahlzahlverfahren nicht alle
Mandate vergeben werden, sodass man zusatzlich Methoden benétigt, um die nicht

zur Vergabe gelangten Mandate auch noch zu vergeben. Dies wiren:
e Methode des grokten Uberrestes
e Methode des kleinsten Uberrestes

e Restverteilungsverfahren (Hochstverteilungsverfahren aus Reststimmen ange-

wendet)

e Methode des groften Durchschnitts

1.1.3 Sainte-Lagué Methode

Das Sainte-Lagué Verfahren ist jenem nach d’Hondt dhnlich, mit dem Unterschied,
dass hierbei nicht die Divisorenreihe 1, 2, 3, 4, 5, ..., sondern die Divisorenreihe 1, 3,
5,7, ... angewandt wird und die n hochsten Quotienten n Mandaten zugeteilt wer-
den. Ein weiteres in Europa vorkommendes Verfahren ist die ausgeglichene Methode,
welcher im Prinzip das Sainte-Lagué Verfahren zugrunde liegt, nur der Anfangsdi-
visor von 1 auf 1,4 erhéht wurde.® Der Verdinderung der Divisorenreihe sind keine
Grenzen gesetzt, so konnen Anfangsdivisoren durch Schrittgrofsen verdndert werden
oder unterschiedliche Schrittgrofen innerhalb eines Verfahrens verwendet werden,
etwa 2, 5, 8 11 oder 1, 4, 7, 10 oder 4, 5, 6, 7.

®im Folgenden vgl. NOHLEN: Wahlrecht, S 117.
6vgl. NOHLEN: Wahlrecht, S 116.



1.1.4 Hare/Niemeyer Methode

Die fiir die Parteien abgegebenen giiltigen Stimmen werden jeweils mit der Zahl der
zu vergebenden Mandate multipliziert und das Ergebnis durch die Gesamtzahl der
abgegebenen Stimmen dividiert. Wenn man nun die Nachkommastellen abschnei-
det, erhilt man die Anzahl der auf die einzelnen Parteien entfallenden Mandate. Da
nun in den meisten Féllen nicht alle Mandate zur Vergabe kommen, werden nun
die Zahlen hinter dem Komma, die bei der Division entstehen, hergenommen. Wenn
man nun m nicht vergebene Mandate hat, erhalten die Parteien mit den m grofiten

Nachkommazahlen die Restmandate”.

Beispiel der Mandatsberechnung nach Hare/Niemeyer mit 499 zu vergebenden Man-

daten®.

Stimmen Rechenweg Mandatsquote | Mandate
Partei A | 18594670 | 18594670 - 499 : 37189335 249,500 249
Partei B | 12950200 | 12950200 - 499 : 37189335 173,763 174
Partei C | 1980006 | 1980006 - 499 : 37189335 26,567 27
Partei D | 3664459 | 3664459 - 499 : 37189335 49,169 49

1.1.5 Divisorverfahren

Stimmen der Parteien werden durch einen erst zu suchenden Divisor geteilt, bis die
Summe der ganzzahligen Anteile der vorher festgelegten Mitgliederzahl eines Gre-
miums entspricht”. Durch die Frage der Rundung kommen wir nun zu verschiedenen
Methoden.

e Jefferson-Methode (Divisorverfahren mit Abrundung), entspricht Héchstzahl-

verfahren nach d’Hondt. Divisor oder Quotient zwischen n und n+1 Mandat

e Webster-Methode (Divisorverfahren mit Standardrundung), entspricht Hochst-

zahlverfahren nach St. Lagué

e Hill/Huntington Verfahren (Divisionsverfahren mit geometrischer Rundung),

entspricht Héchstzahlverfahren mit Folge:

VO-1;V1-2:v2-3:V3 - 4;...5y/(n—1) - n

"vgl. NOHLEN: Wahlrecht, S 121.
8vgl. NOHLEN: Wahlrecht, S 123.
%im Folgenden vgl. wahlrecht.de/verfahren /divisorverfahren.html, 29.8.2018



Beispiel (als Quotientenverfahren)

249 55 247 47
oo(1) | oo(3) | o0(2) 0o (4)

176,0(5) | 38,8 | 174,6(6) | 33,2(19)
101,6(7) | 22,4 | 100,8(8) | 19,1
71,8(9) 71,3(10)
55,4(11) 55,2(12)
45,5(13) 45,1(14)
38,4(16) 38,1(17)
33,4(18) 33.3

Beispiel(als Divisorverfahren)

249:38,8 = 6,501 > 6,481 aufgerundet 7
55:38,8 = 1,434 > 1,414 aufgerundet 2

247:38,8 = 6,449 < 6,481 abgerundet 6
47:38,8 = 1,227 < 1,414 abgerundet 1

e Dean Verfahren (Divisorverfahren mit harmonischer Rundung), entspricht Héchst-

zahlverfahren mit Folge

e Adams Verfahren (Divisorverfahren mit Aufrundung)

Fiir welches Verfahren man sich entscheidet, liegt in der Hand nationaler Parlamente
und regionaler Vertretungen und dabei wird jenem Verfahren der Vorzug geben, wo-
von man sich als regierende Partei den groften Vorteil verspricht. Meist werden auf
nationaler und regionaler Ebene mehrere Verfahren auch kombiniert. Dabei kommt
man zur Einsicht, dass nicht der Wéhler, sondern das Wahlrecht bestimmt. Auf

dabei auftretende, teilweise recht skurrile Fille, gehe ich im nichsten Abschnitt ein.

1.2 Anwendungen im Mehrheitswahlrecht

1.2.1 Allgemeines und Beispiele

Manchmal mag eine Mehrheit auf den ersten Blick eine klare Angelegenheit. Bei einer

Wahl nach dem Mehrheitswahlrecht gewinnt derjenige, der die meisten Stimmen er-



halt. So kennen wir es beispielsweise bei der Wahl des sterreichischen Présidenten
nach der absoluten Mehrheitswahl. Bei der Wahl von manchen staatlichen Parla-
menten ist es notwendig, wenn man sich nach dem Mehrheitswahlrecht orientiert,
dass die Wahlen auf mehrere Gebiete verteilt durchgefiihrt werden miissen. In jedem
Wahlkreis gewinnt nun eine Person, die meist auch einer Partei zugeordnet ist, und
dies sind dann die Mitglieder des Parlamentes. Dabei wihlt man mit dem Kandida-
ten auch gleichzeitig die Partei, und wenn man alle Wahlkreise zusammenzahlt, kann
es durchaus passieren, dass eine Partei zwar nicht die Mehrheit an Wahlerstimmen,
aber eine Mehrheit an Mandaten besitzt. Wie dies vonstattengehen kann, erldutere
ich nun an folgendem Beispiel'?.

Man teilt 9 Personen in 3 Wahlkreise zu je 3 Personen ein, die zu wihlenden Parteien
sind A und B.

1. Wahlkreis: A A B (A Mehrheit im 1. Wahlkreis)

2. Wahlkreis: A B A (A Mehrheit im 2. Wahlkreis)

3. Wahlkreis: B B B (B Mehrheit im 3. Wahlkreis)

A hat die Mehrheit in 2 Wahlkreisen und B hat die Mehrheit in 1 Wahlkreis, damit
ist A nach diesem Mehrheitswahlrecht der Gesamtsieger

Héatte man es bei einem Wahlkreis belassen, so ware B Gesamtsieger.

Verédndert man die Wahlkreisaufteilung von horizontal auf vertikal, so ist auch B der

(Gesamtsieger.

A A B
A A B|A

A B A
A B AJA

A B B
B B BB ——m—

B B B

Je nach Wahlkreiseinteilung und Iteration kann also die Mehrheit der Wahlkreise
oder Wahlkreisverbdnde gewinnen ohne in der Gesamtbevolkerung eine Mehrheit zu
haben. Im 1. Beispiel kann man also mit etwas iiber 44% der Stimmen knapp 67%
der Mandate erreichen. Im 2. Beispiel setzen wir nun mehrere Iterationen ein, A und

B seien die zu wihlenden Personen.

10jm Folgenden vgl. Meyer: Einfache Paradoxien, S 29.



1.Wahlkreis
2.Wahlkreis
3.Wahlkreis
4.Wahlkreis
5.Wahlkreis
6.Wahlkreis
7.Wahlkreis
8.Wahlkreis
9.Wahlkreis

uelovll Huviils A R
uolive R iiveRlvs s Huv B ve i
sl ve R vl e Hos B i vs)
S IS el [N ee
=
o=

ow
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vy
=

Hier in diesem abstrakten Beispiel reichen also schon knapp 30% zum Sieg, namlich
)"

Nun folgt eine Interpretation dieses Wahlsystems, das durchaus in der Realitat in
dieser Art vorkommen konnte. Die Reihen 1-9 stellen dabei Wahlkreise dar, wobei
jeweils 3 Wahlkreise zu einem Wahlkreisverband zusammengefasst werden. Sieger ist
derjenige, der die Mehrheit an Wahlkreisverbdnden gewinnt, wobei derjenige Wahl-
kreisverband als gewonnen gilt, in dem die Mehrheit an Wahlkreisen gewonnen wird.
Versuchen wir es nun mit einem Zahlenbeispiel etwas realistischer zu gestalten. Wie
es in den meisten Staaten gesetzlich vorgeschrieben ist, haben alle Wahlkreise eine
Grofse innerhalb einer bestimmten Spannweite. Also reicht es, wenn wir alle Wahl-

kreise als gleich grofs annehmen.

1.Wahlkreis | 52%-48% | A
2.Wahlkreis | 51%-49% | A | A gewinnt mit ~ 44%
3.Wahlkreis 72%-28% B
4.Wahlkreis | 50,5%-49,5% | A
5.Wahlkreis | 50,1%-49,9% | A | A gewinnt mit ~ 41%
6.Wahlkreis 78%-22% B
7.Wahlkreis 67%-33% B
8 Wahlkreis | 63%-37% | B | B gewinnt mit ~ 68%
9.Wahlkreis | 74%-26% | B

A gewinnt mit 38,8% der Stimmen aus der Bevolkerung.
Wenn es kein Regularium zur Wahlkreisgrofe gibt (1andlich-stédtisch; kleiner- gro-
fer), kann eine noch niedrigere Stimmenanzahl zu einem Sieg nach diesem Wahlrecht

fithren, teilweise reichen Stimmenanteile von unter 30%.



1.Wahlkreis | 10400 — 9800
2.Wahlkreis | 12700 — 12300
3.Wahlkreis | 8600 — 38500
4.Wahlkreis | 8100 — 7800

5.Wahlkreis | 11020 — 11010
6.Wahlkreis | 10200 — 55100
7.Wahlkreis | 9200 — 20500
8.Wahlkreis | 10050 — 17100
9.Wahlkreis | 15800 — 64400
96070 — 236510 A

A gewinnt mit ~ 34%

A gewinnt mit ~ 28%

B gewinnt mit ~ 74%

BwIE =T

In diesem Beispiel gewinnt A mit 28,9% der Stimmen aus der Bevolkerung.

1.2.2 Gerry-Mandering

Wie man gesehen hat, bedarf es fiir einen Wahlsieg ein entsprechendes Wahlrecht
samt passender Wahlkreiseinteilung. Dabei kann es sein, dass die Wahlkreiseinteilung
bewusst manipuliert wird. Dafiir hat sich der Fachausdruck ,Gerry Mandering® her-
ausgebildet. Dabei wird bei der Wahlkreiseinteilung die Streuung der Wahlerschaft
ausgenutzt. Dieser Ausdruck wird zusammengesetzt aus Elbridge Gerry, Gouverneur
von Massachusetts, und Salamander. 1812 hatte Gerry, um einen fiir sich und seiner
Partei sicheren Wahlkreis zu schaffen, diesen so zugeschnitten, dass dieser der Form
eines Salamanders glich. Man bedient sich dieser Methode, um die Reprisentati-
on einer politischen Gruppe zu erhéhen. Vielfach braucht es gar nicht Absicht zu
sein, dass solch paradoxe Ergebnisse entstehen. Auch die Einteilung nach natiirli-
chen Grenzen kann solche Ergebnisse hervorbringen. Meist wird es dazu angewendet
die Regierungsmacht zu sichern und der Opposition einen Wahlsieg zu erschweren.
Durch Gesetze und demographische Verédnderungen kann Gerry Mandering vielfach

legitimiert werden!®.

Angewendet wird das Prinzip des Gerry Mandering fast ausschliefslich im Bereich des
Mehrheitswahlrechts. Im Bereich des Verhaltniswahlrechts hat dieses Prinzip sehr
wenig bis gar keinen Einfluss. Gerry Mandering kann auch als unterstiitzend fiir
das 2-Parteien System der USA gesehen werden. Gesetzlich legitimierte Zuschnitte
machte es kleinen Parteien de facto unmoglich Sitze im Représentantenhaus zu ge-
winnen, sodass man sich einer grofsen Partei anschloss, wo die eigene Stimme noch

etwas Gewicht hatte, Legislative im lokalen Bereich und keine unabhéngige Kom-

1o, NOHLEN: Wahlrecht, S 89.



mission. Die Strategie, die hinter diesem Prinzip steht, ist die Hochburgenbildung, in
dem ein Wahlkreis entsteht, wo moglichst viele oppositionelle Stimmen zusammen-
gefasst werden, um in angrenzenden Wahlkreisen eventuell eine regierende Mehrheit
zu ermoglichen, indem oppositionelle Stimmen abgezogen werden. Eine weitere Stra-
tegie des Gerry Mandering kann die Verdiinnung sein. Dabei wird ein Wahlkreis so
zugeschnitten, dass Teile auf umliegende Wahlkreise aufgeteilt werden, sodass ein
oppositioneller Sieg in diesem Wahlkreis erschwert, in den umliegenden Wahlkreisen
aber trotzdem nicht ermoglicht wird. Ein 60:40 Wahlkreis der Opposition wird be-
schnitten und auf drei 60:40 Wahlkreise der Regierung aufgeteilt. Durch Klagen am
Obersten Gerichtshof der USA wurde immer wieder versucht, das Gerry Mandering
einzuddmmen, doch der Oberste Gerichtshof entschied, dass Gerry Mandering nicht
verfassungswidrig ist, solange es aus politischen und nicht aus rassistischen Griinden

erfolgt!?.

Beispiel Texas

Nachdem die Republikaner 2003 die Mehrheit in der staatlichen Legislative erreicht
hatten, veranderten diese die bestehende Wahlkreisverteilung fiir das Représentan-
tenhaus auf eine fiir ihre Partei giinstige. Im Folgenden sei der Vergleich der Wahlen

fiir das Reprisentantenhaus in Texas 2002 und 2004 dargestellt!?:

\ Stimmen 2002 \ Mandate 2002 H Stimmen 2004 \ Mandate 2004
59% 15(47%) 58% 21 (66%)
)

Republikaner

Demokraten 41% 17(53% 42% 11 (34%)

Ohne dass es gesamtstaatlich zu gravierenden Verdnderungen im Stimmverhalten
gekommen ist, verdnderte sich der Mandatsanteil um 19%. Wieder ein Beispiel,

warum eine mathematische Mehrheit oft keine Mehrheit ist.

US Prasidentenwahl von 2016

Diese Wahl war ein weiteres Beispiel dafiir, dass man trotz einer Mehrheit an Stim-
men eine Wahl verlieren kann. Das Wahlrecht fiir den US Présidenten lasst dies zu
und ist in der Geschichte auch bereits 4 Mal vorgekommen. Zur Erklarung: Wer
einen Wahlkreis, in diesem Fall einen Bundesstaat, gewinnt, erhélt eine sich an der
Bevolkerungszahl des Bundesstaates orientierende Anzahl von Wahlménnern. Diese

setzt sich aus der Anzahl der Vertreter des Bundesstaates im Reprisentantenhaus +

12ygl. NOHLEN: Wahlrecht, S 90.
13ygl. de.wikipedia.org/wiki/Gerrymandering, 26.8.2018



2 Senatoren zusammen. Kleine Staaten erhalten {iberproportional mehr Wahlméan-
ner als grofe. Erreicht man eine absolute Mehrheit an Wahlménnern, so ist man als
US Président gewéhlt.

Zu vergebende Wahlminner in den einzelnen Bundesstaaten 20164,

Kalifornien 55 | Indiana 11 | Oregon 7 | New Hampshire
Texas 38 | Massachusetts 11 | Arkansas 6 | Alaska
Florida 29 | Tennessee 11 | Iowa 6 | Delaware
New York 29 | Maryland 10 | Kansas 6 | Montana
Illinois 20 | Minnesota 10 | Mississippi 6 | North Dakota
Pennsylvania 20 | Missouri 10 | Nevada 6 | South Dakota
Ohio 18 | Wisconsin 10 | Utah 6 | Vermont
Georgia 16 | Alabama 9 | Nebraska 5| DC

Michigan 16 | Colorado 9 | New Mexico 5 | Wyoming
North Carolina 15 | South Carolina 9 | West Virginia 5

New Jersey 14 | Kentucky 8 | Hawaii 4

Virginia 13 | Louisiana 8 | Idaho 4

Washington 12 | Connecticut 7 | Maine 4

Arizona 11 | Oklahoma 7 | Rhode Island 4

Wie kann man trotz fast 3 Millionen Stimmen mehr die Wahl verlieren? Ganz ein-
fach: Clinton gewann die groften Staaten mit {iberragenden Vorsprung, beispielsweise
in Kalifornien oder New York, wihrend Trump viele seiner grofen Staaten, wie Flo-

rida oder Pennsylvania, viel knapper gewann.

Ergebnisvergleich Trump-Clinton in den grofen Bundesstaaten!®

Kalifornien ~ Clinton | +30% Georgia Trump  +5%

Texas Trump | +9% Michigan Trump  +0,3%
Florida Trump | +1,2% North Carolina | Trump  +3,6%
New York Clinton | +22% New Jersey Clinton +14%
[linois Clinton | +17% Virginia Clinton +5,5%
Pennsylvania Trump | +0,7%  Washington | Clinton +16%
Ohio Trump | +8% Massachusets | Clinton  +27%

Dieses Wahlverfahren hilt sich deshalb so lange, da man den einzelnen Bundesstaa-

ten das Gefiihl geben mochte, etwas zur Wahl beizutragen und damit den Glauben

1 de.wikipedia.org/wiki/Electoral _College, 26.8.2018
5nytimes.com /elections/results/president, 17.9.2018
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an eine Union von foderalen Staaten zu untermauern. Dies konnte man auch durch
ein Verhéltniswahlrecht, jeweils einzeln auf die US Bundesstaaten angewendet, er-

reichen. Dazu nehmen wir das minderheitenfreundliche St. Lagué Verfahren.

In folgender Tabelle sehen wir die Ergebnisse!®

WahlmannerClinten Trump Jehnsen Stein Mchullin [Clinton Trump
Kalifornien i 34 18 B 0
Texas 38 17 20 38
Florida 25 14 14 25
New ok 29 17 11 a
lingis 20 12 ]
FPensylvania 20 10 20
Dhio 18 18
Georgia 18 16
Michigan 18
N Carclina 15
Mew Jersey 14
Wirginia 13
Washington 12
lArizona 11
Indiana 11
Massachusets 11
Tennesses 11
Maryland 10
Minnescta 10
Missouri 10
Wisconsin 10
\Alabama
Colorado
5 Carclina
Hentudy
Louisiana
Connecticut
Dklahoma
Oregon
\Arkansas
lowa
Kansas
Mississippi
Nevads
Ltah
Nebraska
MNew Mexico
West Virginia
Hawaii
Idaho
Maine
New Hampshire
Rhode Island
\Alaska
Celaware
Mantana
N Drakota
5 Drakota
Wermont
DC
Wyoming
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War es nach dem ,the winner takes it all‘ System ein eindeutiger Sieg fiir Trump,
so héitte eine Verhéltniswahl, angewendet auf die einzelnen Bundesstaaten, keinem

der Kandidaten eine, der US Verfassung nach notwendige, absolute Mehrheit an

6nytimes.com /elections/results/president, 17.9.2018
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Wahlméannerstimmen gebracht, da auch andere Kandidaten Wahlméannerstimmen
auf sich vereinigen hitten kénnen, sodass die Wahl des Prisidenten an das Repréa-
sentantenhaus hitte verwiesen werden miissen. Ein Sieg Clintons ware, aufgrund der
republikanischen Mehrheit, auch dort unwahrscheinlich gewesen. Der Modus sieht
vor, dass die Abgeordneten jedes Bundesstaates getrennt abstimmen und fiir die
Wahl zum Présidenten die Mehrheit in 26 Bundesstaaten notwendig ist. Nach der
Wahl 2016 hatten die Republikaner die Mehrheit an Abgeordneten in 32 Bundes-
staaten. Auch die Anwendung des Verhéaltniswahlrechtes in den Staaten hitte an
der Présidentschaft Trumps wahrscheinlich nichts gedndert. Natiirlich muss man
Unsicherheiten in der Frage des Wahlverhaltens bei einem gednderten Wahlrecht

miteinbeziehen, daher ist diese Betrachtung rein theoretischer Natur.

1.3 Paradoxa bei Verhidltniswahlen /

Verteilungsverfahren

1.3.1 Grundlegendes

Um Missverstdndnissen vorzubeugen, will ich vorab grundlegende Eigenschaften an-

fiihren, die ein Verteilungsverfahren haben sollte!:

e (M) Monotonie
Eine Mandatsverteilung ist monoton, wenn eine Partei mit mehr Stimmen als

eine andere Partei nicht weniger Mandate erhilt, also: Ist

Se < Sp =M, < My(NVa#b=1,...,n)

e (H) Homogenitét
Proportionale Stimmverteilungen ergeben bei gleicher Mandatszahl dieselben

Mandatsverteilungen

e (U) Unabhingigkeit
Die Zahl der Mandate einer Partei hingt nur von der eigenen Stimmenzahl ab

und nicht von der Zahl der Stimmen von anderen kandidierenden Parteien.

7im Folgenden vgl. KOPFERMANN: Wahlverfahren, S 95-100.
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e Mehrheits- und Minderheitsbedingung (fiir Koalitionen)
Eine absolute Mehrheit an Stimmen muss auch eine absolute Mehrheit an
Mandaten bedeuten.
Hat eine Koalition weniger als die absolute Mehrheit an Stimmen, muss diese
weniger als die Hélfte der Mandate erhalten. Hierbei ist es wichtig, dass nur
die Stimmenanteile der an der Mandatsverteilung beteiligten Parteien heran-

gezogen werden, also jener Parteien, die keiner Sperrklausel zum Opfer fallen.

Es gibt noch einige andere Eigenschaften, die aber fiir meine Betrachtungen nicht
relevant sind.
Sehen wir uns nun einige kleine Beispiele an, die gegen grundlegende Eigenschaften

verstofien.

Beispiel 1

Es seien in einem Wahlkreis 5 Mandate zu vergeben. Dabei entfallen die 3200 giil-

tigen Stimmen folgendermaken auf die Parteien!®:

Stimmen | Anteil | Quote | Mandate
Partei A 1632 51% 2,55 2
Partei B 1024 32% 1,60 2
Partei C 544 17% 0,85 1

Nach Hare (Methode des grofiten Uberrestes) ergibt sich folgende Aufteilung: Partei
A hat zwar die absolute Mehrheit an Stimmen, aber die Koalition aus B und C trotz
Minderheit die absolute Mehrheit an Mandaten.

Moglichkeiten dieses Paradoxon zu beseitigen sind®:

e Restmandate automatisch an die Partei mit absoluter Stimmenmehrheit, aber

ohne absoluter Mandatsmehrheit vergeben (Hare / Niemeyer)

e Parteien mit nicht mindestens einem Mandat vom Vergabeverfahren ausschlie-

fen

e Alle Parteien vom Vergabeverfahren ausschliefen, die nicht mindestens eine 1
vor dem Komma haben (dies kann nur bei geringer Anzahl von zu vergebenden

Mandaten angewendet werden).

18ygl. KOPFERMANN: Wahlverfahren, S 113.
Yebd.
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Wenn man meint, das Paradoxon tritt nur bei geringen Stimmen und Mandatszah-

len auf, dem sei folgendes Beispiel entgegengestellt??

Stimmen | Quote | Mandate
Partei A | 18594670 | 249,50 249
Partei B | 12950200 | 173,76 174
Partei C | 1980006 | 26,567 27
Partei D | 3664459 | 49,17 49

Hier bringt wieder die absolute Mehrheit an Stimmen nicht die absolute Mehrheit

an Mandaten.

Beispiel 2

Das Verfahren nach d "Hondt erfiillt zwar bei einer ungeraden zu vergebenden Man-
datszahl die Mehrheitsbedingung, aber nicht die Minderheitsbedingung. Dies sei

durch folgendes Beispiel illustriert(nur die letzten 4 Quotienten werden bei Partei A

hingeschrieben).

Partei A | 1510 | 188,75(17) | 167,78(18) | 151,00(19) | 137,27
Partei B | 601 | 601,00(3) | 300,50(10) | 200,33(16) | 150,25
Partei C | 450 | 450,00(5) | 225,00(12) | 150,00
Partei D | 430 | 430,006) | 215,00(14) | 143,33
Partei E | 401 | 401,00(7) | 200,50(15) | 133,67

So kann Partei A mit 44,5 % der Stimmen bereits die absolute Mandatsmehrheit
haben. Auch die Unabhingigkeitsbedingung ist bei d’Hondt sowie bei allen ande-
ren Divisorenverfahren verletzt. Denn bekommt B jeweils 4 Stimmen mehr und A
bleibt gleich, so wiirde A ein Mandat verlieren, ohne dass sich ihre Stimmenanzahl
verdndert hétte. Die Verletzung des Minderheitenprinzips hingt von der Anzahl
der kandidierenden Parteien ab. Das Minderheitenprinzip Prinzip kann unter Ein-
fluss von 3 Parteien genauso verletzt werden wie unter dem Einfluss von 8 Parteien.
Aber je hoher die Anzahl der Parteien, desto eklatanter kann das Ergebnis ausfal-
len. So wire es theoretisch moglich, dass die stimmenstéirkste Partei ohne absoluter
Mehrheit alle zu vergebenden Mandate auf sich vereinigen kénnte (501-100-99-98-
97-96-95). Dies geschieht aber nur bei ca. gleicher Stirke gegnerischer Parteien und
wenn die Anzahl der gegnerischen Parteien um 1 hoher ist als die Anzahl der zu
vergebenen Mandate.

Das einzige Sitzzuteilungsverfahren, das die Minderheitenbedingung erfiillt, ist das

20ygl. NOHLEN: Wahlrecht, S 123.
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Adams-Verfahren?!. Dabei beginnt die Divisorenzeile mit 0, 1, 2, . ... Division durch
0 ist hier nicht streng mathematisch zu verstehen. Es heifst nur, dass jeder Partei,
die mindestens 1 Stimme hat, auch ein Sitz zugeteilt wird, sofern die Gesamtzahl der
zu vergebenden Mandate nicht kleiner ist als die Zahl der Parteien mit mindestens
1 Stimme. Allerdings kann hier die Mehrheitsbedingung nicht garantiert werden.

Beispiel: Haben 6 Parteien bei 9 zu vergebenden Mandaten Stimmen erhalten, so
kann die stimmenstarkste Partei keine absolute Mandatsmehrheit mehr erhalten,
auch nicht, wenn diese 80 % der Stimmen erhélt. Man sieht, dass es gar nicht so

einfach ist, ein gerechtes Sitzzuteilungsverfahren zu entwickeln.

1.3.2 Das Alabama Paradoxon

Dieses Paradoxon kann folgendermafen kurz umschrieben werden: Ein Staat oder
eine Partei erhilt bei gleichbleibender Stimmverteilung weniger Sitze, obwohl die
Sitzanzahl des Hauses vergrofert wird?2.

Ein kurzes Beispiel zur Illustration:

Es soll nun ein Ausschuss nach der Anzahl der Stimmen fiir die Parteien nach der
Methode Hare + grofter Uberrest gebildet werden. Uber die Zahl der Mitglieder ist

man sich uneinig und man sieht sich die Verteilung an die Parteien fiir 7, 8, 9 Sitze an.

Stimmen | Quote 7 | Quote 8 | Quote 9
Partei A | 17175169 3,24 3,70 4,16
Partei B | 13190837 2,49 2,84 3,20
Partei C | 3615183 0,68 0,78 0,88
Partei D | 3129982 0,59 0,67 0,76

Wie man sieht, verliert die schwéchste Partei trotz Vergroferung des Gremiums von
7 auf 8 Mitglieder ihren Sitz darin.?®

Die Erwidhnung des Staates in dieser Umschreibung liegt der Tatsache zugrunde, dass
Sitzzuteilungsverfahren nicht nur bei Wahlhandlungen angewendet werden, sondern
bereits vorher, wenn es darum geht, die Anzahl der Mandate auf Wahlkreise, Linder
oder Staaten zu verteilen, um der Bevélkerung der Bundesstaaten in den USA oder
der Bevolkerung der Kantone in der Schweiz oder der Bundeslinder in Osterreich
eine gerechte Reprisentation in den nationalen Parlamenten zukommen zu lassen.

Nun mehr dazu, wie man dieses Paradoxon entdeckte. In den USA gab es seit der

2lim Folgenden vgl. KOPFERMANN: Wahlverfahren, S 131.
22ygl. KOPFERMANN: Wahlverfahren, S 114.
Zebd.
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Griindung stets Streit darum, mit welcher Methode die Zahl der Abgeordneten des
Repréasentantenhauses auf die einzelnen Bundesstaaten verteilt werden sollte. Nach
jeder Volkszdhlung in den USA, die alle 10 Jahre stattfindet, begann der Streit von
neuem. Mit steigender Bevolkerungszahl erhohte sich auch die Zahl der Mitglieder
des Reprisentantenhauses und mit jeder festgelegten Zahl der Mandatare sah sich
ein Bundesstaat unterreprisentiert oder einen anderen Staat iiberpréisentiert.1840
wurde die Jefferson Methode nach 50 Jahren von der Webster Methode abgelost und
10 Jahre spiter die Vinton-Methode eingefiihrt (ihnlich Hare + grofter Uberrest
mit variablen Divisor). 1880 wurde, wie nach jeder Volkszéhlung, eine Debatte um
die Vergroferung des Reprisentantenhauses erwartet und anders als in den Jahren
zuvor lieferte die Volkzahlungsbehorde fiir verschiedene Mitgliederzahlen die Vertei-
lung des Bundesstaates gleich mit. Wie man es erwartete, wurde jeder zusitzliche
Sitz im Représentantenhaus an einen Staat zusétzlich vergeben. Doch als sich die
Abgeordnetenzahl von 299 auf 300 erhohte, erhielt der Bundesstaat Alabama pl6tz-
lich einen Abgeordneten weniger, wiahrend Texas und Illinois einen mehr bekamen.
Von nun an war das Alabama-Paradoxon geboren?!.

Im Folgenden nun Tabellen von folgendem Problem??:

299 zu vergebende Sitze 300 zu vergebende Sitze

Alabama | Texas Illinois | Alabama | Texas Illinois
Einwohner 1262505 | 1591749 | 3077871 || 1262505 | 1591749 | 3077871
Zuteilung 7,646 9,640 18,640 7,671 9,672 18,701
Sitze 7 9 18 7 9 18
Nachkommarest 0,646 0,640 0,640 0,671 0,672 0,701
Zusétzliche Sitze +1 +0 +0 +0 +1 +1
Sitze Insgesamt 8 9 18 7 10 19

Die Mitgliederzahl des Repréasentantenhauses wurde in der Folge auf 325 erhoht,
sodass dieses Problem jetzt nicht mehr bestand. Doch wer glaubte, dass sich dieses
Problem durch Ignorieren in Luft auflésen wiirde, der irrte. Im Jahr 1900 ergab sich

dasselbe Problem mit Maine?.

391-400
4

350-382
3

383-385
4

386
3

387-388
4

389-390
3

Sitze Reprisentantenhaus

Sitze des Staates Maine

Im Jahr 1911 wurde die Mitgliederzahl des Repriasentantenhauses fix auf 435 fest-

Z4ygl. SZIPRO: Verflixte Mathematik, S 111-119.
%5im Folgenden vgl. SZIPRO: Verflixte Mathematik, S 120.
26ygl. KOPERMANN: Wahlverfahren, S 115.
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gelegt und nicht mehr verdndert, was das Problem des Alabama-Paradoxons loste.
Gleichzeitig wurde die Vinton Methode abgeschafft und zu Webster zuriickgekehrt.
Seit 1950 gilt das Hill/Huntington Verfahren fiir die Sitzzuteilung in den USA.

Das Problem konnte insbesondere auch im deutschen Wahlrecht auftreten, da die
Sitzzahl durch Uberhangmandate und Ausgleichsmandate variabel war und durch
das Verfahren Hare/Niemeyer begiinstigt wurde. Aus dem Alabama Paradoxon
konnte sich in Deutschland somit das Ausgleichsmandatparadoxon und das Sperr-

klauselparadoxon ergeben.

Zum Schluss noch ein Beispiel, welches zeigen soll, dass das Alabama-Paradoxon
nicht nur auf politische Fragestellungen beschrinkt werden muss, auch wenn es et-
was weit hergeholt ist:

Drei Rauber erbeuteten 20 Goldbarren, die sie sich nach einem bereits vorher abge-
sprochenen Schliissel von 7 : 46,5 : 46,5 aufteilen wollten. Bei iiberzéhligen Goldbar-
ren sollte der hochste Bruchteil entscheiden. Mathematisch ergab sich eine Auftei-
lung von 1,4 : 9,3 : 9,3, also schlussendlich 2 : 9 : 9. Dann wurde im Fluchtwagen ein
weiterer Barren entdeckt, der wohl aus der Kiste gefallen war. Die neue Aufteilung
lautete nun 1,47 : 9,765 : 9,765, also 1 : 10 : 10. Réuber 1 fiihlte sich betrogen?’.

1.3.3 Das Ausgleichsmandatsparadoxon

Ausgleichsmandate sind per Definition zusétzliche Mandate, die eine Partei erhélt,
falls andere Parteien Uberhangmandate bekommen haben. Damit soll der Vorteil
einer Partei durch Uberhangmandate ausgeglichen werden. Ausgleichsmandate gibt
es nur dann, wenn Uberhangmandate entstanden sind. Das Ausgleichsmandatpa-
radoxon ist nur moglich, wenn man ein Wahlverfahren mit Erst- und Zweitstimme
wie bspw. in Deutschland verwendet. Mit der Erststimme wird ein Kandidat einer
Partei in einem Einerwahlkreis nach Mehrheitswahl direkt gewédhlt. Dieses Man-
dat heiftt Direktmandat. Mit der zweiten Stimme wird eine Partei gewiahlt und die
Gesamtsitzverteilung des Parlaments wird iiber die Zweitstimme berechnet. Erhélt
eine Partei nach Erststimmen mehr Sitze als ihr nach dem Anteil der Zweitstimmen
zustehen, so nennt man die Differenz der Sitze Uberhangmandate. Die Groke des
Parlaments muss deshalb erhéht werden, denn einem mit der Erststimme direkt ge-
wihlten Kandidaten steht auf alle Félle ein Sitz im Parlament zu. Das Paradoxon

besteht nun darin, dass einer Partei Ausgleichsmandate deshalb zugeteilt werden,

27ygl. AIGNER: Alles Mathematik, S 286.
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weil diese Partei weniger Stimmen erhalten hat?®.

Beispiel 1: Nach Hare/Niemeyer werden 21 Mandate, davon 11 Direktmandate ver-
geben.

Partei A gewinnt 3 — Partei B gewinnt 8 Direktmandate. Der Ausgang nach Zweit-

stimmen laute

£29:

Stimmen | Quote | Mandate
Partei A 435 8,30 8
Partei B 385 7,35 8
Partei C 280 5,34 D

Aufgrund des hochsten Nachkommarestes erhélt Partei B das 8. Mandat, das ihnen
bei niedrigerem Rest auch zugestanden wire. Es gibt also kein Uberhangmandat.

Aufgrund einer Neuauszdhlung wird eine Stimme, die vorher félschlicherweise Partei
A zugerechnet wurde, nun Partei C zugeordnet. Nun steht Partei C das Restmandat

zu und nicht mehr Partei B.

Stimmen | Quote | Mandate
Partei A 434 8,285 8
Partei B 385 7,350 7
Partei C 281 5,364 6

Hierbei handelt es sich um eine nicht zugelassene Mandatsverteilung, da Partei B
auf alle Fille das Recht auf 8 Mandate hat. Partei B erhilt nun ein Uberhangman-
dat, die Sitzzahl des Gremiums muss um 1 auf 22 erhéht und die Sitzverteilung neu

berechnet werden. Aus dieser Neuberechnung folgt, dass Partei A einen Sitz dazu-

gewinnt, obwohl sie eine Stimme an Partei C verloren hat.

Stimmen | Quote | Mandate
Partei A 434 8,68 9
Partei B 385 7,70 8
Partei C 281 5,62 5

Z8wahlrecht.de/lexikon /ausgleichsmandate.html, 21.8.2018
2%im Folgenden vgl. wahlrecht.de/systemfehler /ausgleichsmandate.htm, 21.8.2018
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Beispiel 2: Voraussetzungen dieselben wie bei Beispiel 1

Nur wird hier bei Uberhangmandaten stets in Zweierschritten erhdht, um eine un-

gerade Sitzzahl des Gremiums zu gewédhrleisten. Partei A gewinnt 9, Partei B und

C jeweils 1 Direktmandat.

Stimmen | Quote | Mandate Stimmen | Quote | Mandate
Partei A 827 8,27 9 Partei A 827 8,27 8
Partei B 524 5,24 5 Partei B 523 5,23 5
Partei C 523 5,23 5 Partei C 522 5,22 5
Partei D 226 2,26 2 Partei D 228 2,28 3

In den beiden Tabellen findet sich die urspriingliche Mandatsverteilung sowie die

nicht zugelassene Verteilung nach der Neuauszdhlung. Nach einer Neuauszdhlung

erhilt nun Partei D jeweils 1 Stimme von B und C. A verliert das Reststimmen-

mandat an D. Dadurch gibt es ein Uberhangmandat fiir A, die Sitzzahl wird von 21

auf 23 erhoht und die Sitzverteilung neu berechnet. Partei B und C wird jeweils ein

Mandat mehr zugestanden, obwohl beide eine Stimme an D verloren hatten.

Stimmen | Quote | Mandate
Partei A 827 8,27 9
Partei B 523 5,23 6
Partei C 522 5,22 6
Partei D 228 2,28 2
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1.3.4 Das Direktmandatsparadoxon

Das Paradoxon besteht darin, dass wenn eine Partei ein Direktmandat verliert, die-
se insgesamt mehr Sitze bekommt. Wir beziehen uns weiter auf das Wahlrecht in
Deutschland vor 2013 (Hare/Niemeyer)3,

Beispiel: Es werden 598 Mandate vergeben, davon 299 Direktmandate, wie es in
Deutschland {iblich ist. Dabei iiberspringen 3 Fraktionen die 5% Sperrklausel mit

folgender Stimmverteilung3!:

Stimmen | Quote | Mandate
Partei A 12572885 | 288,7 289
Partei B 11788985 | 270,7 271
Partei C 1681030 | 38,6 38

Unabhingig — — 0

Da nach einer Neuauszdhlung ein urspriinglich einem Direktkandidaten von C zu-
geteiltes Mandat nun doch von einem unabhéngigen Direktkandidaten gewonnen
wurde, werden nun nicht mehr 598, sondern 597 Mandate verteilt. Der Verlust von
einem Direktmandat an einen unabhingigen Kandidaten fiihrt unmittelbar zu ei-

nem Mandatsgewinn.

Stimmen | Quote | Mandate
Partei A 12572885 | 288,21 288
Partei B 11788985 | 270,14 270
Partei C 1681030 | 38,53 39

Unabhéngig — — 1

30¢du-denkendorf.de /uploads/media/2011-10-19.pdf, 29.8.2018
3lwahlrecht.de/systemfehler /sperklausel.htm# direktmandatsparadoxon.htm, 21.8.2018
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1.3.5 Das Wahlerzuwachsparadoxon

Dieses Paradoxon hat zum Inhalt, dass Stimmenverédnderungen einer Partei Einfluss

auf die Mandatsverteilung anderer Parteien haben. Dazu ein Beispiel mit den Zahlen
der deutschen Bundestagswahl von 199832

CDU CSU SPD Griine PDS FDP
Stimmen | 14004908 | 3324480 | 20181269 | 3301624 | 2515454 | 3080955
Quote 1979 46,9 285,2 46,6 35,557 | 43,550
Sitze 198 47 285 47 36 43

Angenommen die CDU héatte 38.000 Stimmen verloren und die Ergebnisse aller

anderen Parteien wéren gleichgeblieben, wiirden sich die Quoten der Parteien fol-

gendermalen verdndern:

CDhU CSU SPD Griine PDS FDP
Stimmen | 13966908 | 3324480 | 20181269 | 3301624 | 2515454 | 3080955
Quote | 197,5879 47,0 2855 46,7 35,58579 | 43,550
Sitze 198 47 285 47 36 43

Dies hitte zur Folge, dass die FDP einen Sitz mehr und die PDS einen Sitz weniger
im deutschen Parlament hitte.

In einer kleinen Abwandlung hitte das Wahlerzuwachsparadoxon auch in den USA
auftreten konnen. Nachdem das Alabama-Paradoxon auf die stindig wechselnden
Sitzzahlen im Reprasentantenhaus zuriickgefiihrt werden kann, ging man der hypo-
thetischen Frage nach, ob bei einer festgelegten Parlamentsgrofe nicht auch Para-
doxa entstehen konnten, und zu einem solchen kam es auch, als man sich die Sitzver-
teilung von Virginia und Maine ansah. Obwohl die Bevilkerungszahl von Virginia
prozentuell hoher anstieg als diejenige von Maine (zwischen 1900 und 1901), hétte
bei einer Neuberechnung 1901 Virginia einen Sitz an Maine verloren. Dieses Beispiel

sei in folgender Tabelle veranschaulicht?3.

Einwohner 1900 | Quote | Mandate || Einwohner 1901 | Quote | Mandate
Virginia 1854184 9,599 10 1873951 9,509 9
Maine 694466 3,595 3 699114 3,584 4
USA 74562608 386 76069522 386

32wahlrecht.de/verfahren /paradoxien /population.html, 1.9.2018
33ygl. SZIPRO: Verflixte Mathematik, S 121.
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1.3.6 New States Paradoxon

Dieses Paradoxon wird je nach Anwendungsgebiet auch das Parteizuwachsparado-
xon oder das Neue-Parteien Syndrom genannt. Das Paradoxon kann folgendermafen
definiert werden:

,Die Mandatsverteilung dndert sich bei sonst gleichbleibender Stimmenverteilung,
wenn eine neuve leer ausgehende Partei hinzukommt. 34,

Aquivalent dazu ist folgende Definition:

,Bei einer Reduzierung der Gesamiparteienzahl kann das selbe Stimmergebnis fiir

eine Partei zu einem Sitzverlust fiihren >,

Bekannt wurde das Paradoxon durch die Aufnahme des Staates Oklahoma in die
Union. Da Oklahoma ca. 1 Million Einwohner hatte, entsprach dies ziemlich genau
5 Abgeordneten und deshalb wurde das Reprisentantenhaus um 5 Sitze vergro-
fsert. Nach den damaligen Bevolkerungszahlen entsprach ein Abgeordneter im Re-
prasentantenhaus ca. 200.000 Einwohnern. Die Neuberechnung nach der Hamilton-
Methode schien nur eine Formalitdt zu sein und tatsichlich standen Oklahoma 5
Sitze zu. Aber es dnderte sich plotzlich die Abgeordnetenzahlen, die den Staaten
New York und Maine zustanden, denn New York verlor einen Sitz an Maine, obwohl
sich die Bevolkerungszahlen der beiden Staaten nicht verdndert hatten. Zur Veran-

schaulichung folgt das Berechnungsbeispiel mit den damaligen Zahlen.

Stimmen | Quote | Mandate || Stimmen | Quote | Mandate
New York 7264183 | 37,606 38 7264183 | 37,589 37
Maine 694466 | 3,595 3 694466 | 3,594 4
Oklahoma — — — 1000000 | 5,175 5
USA gesamt | 74562608 386 75562608 391

Da mit der Hinzunahme der Bevolkerungszahl von Oklahoma zur Gesamtbevolke-
rungszahl die Nachkommareste aller Staaten schrumpften, bei den grofsen Staaten
natiirlich mehr als bei den kleinen Staaten, war es nun moglich, dass mit Maine ein
kleiner Staat dem grofen Staat New York einen Sitz wegnahm3®.

Direkte Folge des Parteizuwachsparadoxons ist das Sperrklauselparadoxon, worauf

ich im Folgenden kurz eingehen mdochte.

34KOPERMANN: Wahlverfahren, S 115.
35wahlrecht.de/verfahren /paradoxien /parteizuwachs.html, 1.9.2018
36ygl. SZIPRO: Verflixte Mathematik, S 122.
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1.3.7 Das Sperrklauselparadoxon

Bei einer Sperrklausel handelt es sich um eine Bestimmung in einem Wahlsystem,
welche die Beteiligung einer Partei an einer Sitzzuteilung von einem prozentuel-
len Anteil der abgegebenen giiltigen Stimmen abh&ngig macht . Sperrklauseln wer-
den meist auf staatlicher Ebene angewendet und koénnen zwischen 1,5% und 10%
variieren. Die 5% Sperrklausel ist die in einer Mehrzahl der Staaten angewendete
Klausel.?"

Hierbei ist das Paradoxe, dass eine Partei bei einem Stimmenzuwachs weniger Man-
date erhilt, wenn durch den Stimmenzuwachs eine andere Partei unter die Sperr-
klausel fillt. Im folgenden Beispiel sind 21 Mandate nach Hare/Niemeyer mit 5%

Sperrklausel zu vergeben3®.

Stimmen | Quote | Mandate
Partei A 500 1,05 1
Partei B 700 1,47 2
Partei C 4400 9,24 9
Partei D 4400 9,24 9

Fallt nun eine urspriinglich ungiiltig gewertete Stimme nun doch B zu, erreicht A
nicht mehr 5% der giiltigen Stimmen und fillt somit aus dem Sitzzuteilungsverfah-
ren heraus. Erstaunlicherweise erhélt B trotz einer Stimme mehr nun ein Mandat

weniger.

Stimmen | Quote | Mandate
Partei A 500 — —

Partei B 701 1,55 1
Partei C 4400 9,72 10
Partei D 4400 9,72 10

Aufgrund der auftretenden Paradoxa beschloss nun der Kongress in den USA, die
Hamilton-Methode durch das Verfahren nach Webster zu ersetzen, da man dieses
Verfahren als resistenter gegeniiber auftretender Paradoxa ansah. In Deutschland
beispielsweise wurde das Hare/Niemeyer Verfahren erst 2008 durch das Verfahren
nach Sainte-Lagué ersetzt, hauptsichlich aufgrund des Phinomens vom negativen

Stimmgewicht.

37ygl. NOHLEN: Wahlrecht, S 113.
38ygl. wahlrecht.de/systemfehler /sperrklausel.htm, 3.9.2018
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1.3.8 Das Phanomens des negativen Stimmgewichts

Beispiele aus Deutschland

Bleiben wir bei den Zahlen zur deutschen Bundestagswahl 1998. Der SPD stehen

laut Zweitstimmen 285 Mandate zu. Diese werden geméfs des deutschen Wahlrechts

auf die Lénderlisten der SPD nach dem Zweitstimmenergebnis in den Bundeslin-

dern verteilt3?.
Bundesland Zweitstimmen | Quote | Sitze | Direkt | Uberhang | Gesamt
Schleswig-H. 788907 11,140 11 11 0 11
Hamburg 445276 6,288 6 7 1 7
(Hamburg neu) (465276) (6,564) | (7) (7) (0) (7)
Niedersachsen 2446945 34,555 35 27 0 35
Bremen 201539 2,846 3 3 0 3
Nordrhein-W. 5097425 71,985 72 53 0 72
Hessen 1481898 20,927 35 18 0 21
Rheinland-Pfalz 1028886 14,529 15 10 0 15
(Rheinland-P. neu) (1028886) (14,515) | (14) (10) (0) (14)
Baden-Wiirt. 2118439 29,916 30 11 0 30
Bayern 2401021 33,907 34 7 0 34
Saarland 361486 5,104 5 0 5
Berlin 740915 10,463 10 0 10
Mecklenburg-V. 384746 5,433 5 2 7
Brandenburg 670744 9,472 12 3 12
Sachsen-Anhalt 620771 8,766 13 4 13
Thiiringen 549942 7,766 35 11 3 11
Sachsen 842329 11,895 35 8 0 12
Deutschland 20181269 285 285 212 13 298
(Deutschland) (20 201 269) (285) | (285) | (212) (12) (297)

Wiéren nun im Bundesland Hamburg 20.000 Zweitstimmen mehr fiir die SPD abge-

geben worden, so wiirden der Hamburger SPD weiterhin 7 Sitze zustehen, da diese

ja 7 Direktmandate erreicht hatte. Nur wiirde dies nicht mehr mit einem Uberhang-

mandat, sondern mit einem reguliren Mandat aus dem Kontingent von 285 Sitzen

besetzt. Dadurch geht aber der SPD in Rheinland-Pfalz ein regulérer Sitz verloren

und damit wiirde sich der Gesamtstand der Mandate insgesamt um ein Mandat in

ganz Deutschland verringern.

3%m Folgenden vgl. wahlrecht.de/systemfehler /spektrum.html, 3.9.2018
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Umgekehrtes Szenario: Hatte die SPD in Bremen 30.000 Stimmen und in Branden-
burg 1.000 Zweitstimmen weniger erhalten, hétte es folgende Quoten gegeben:
Bremen 2,426 — Brandenburg 9,487 — Berlin 10,479 — NRW 72,096.

Ohne 1.000 Stimmen Brandenburg:

Bremen 2,426 — Brandenburg 9,486 — Berlin 10,478 — NRW 72,096.

Somit wiirde die SPD Bremen ihr Restmandat verlieren, bleibt aber aufgrund der
Direktmandate auf dem Gesamtstand von 3 Mandaten. Aufgrund der Restquote
wire das Mandat an Brandenburg gegangen, aber aufgrund der 1.000 Stimmen we-
niger bleibt es bei 3 Uberhangmandaten in Brandenburg und die SPD Berlin erhilt
ein reguldres Reststimmenmandat hinzu, wihrend die SPD Bremen aufgrund des
Uberhangs kein Gesamtmandat verliert. Somit erhoht sich die Gesamtmandatszahl
der SPD in Deutschland um 1.

Es sei nun noch eine praktische Auswirkung des negativen Stimmgewichts darge-
stellt*®. Ein trauriger Zufall wollte es, dass dieses Beispiel entstand. Durch den Tod
einer Kandidatin in einem Dresdner Wahlkreis konnte die Bundestagswahl 2005
in diesem Wahlkreis erst zwei Wochen spéter durchgefiihrt werden. Da zu diesem
Zeitpunkt die Ergebnisse aus Restdeutschland bereits vorlagen, konnte man leicht
Zahlenspielereien fiir diesen Wahlkreis erstellen. Eine besondere Zahl stellt dabei die
Stimmenzahl von 41.227 dar. Erreicht die CDU diese Anzahl an Zweitstimmen, so
wiirde die CDU ein Listenmandat im Bundesland Sachsen mehr bekommen. Dies
hitte allerdings keinen Einfluss auf die Mandatszahl in Sachsen, da die CDU in
diesem Bundesland ohnehin 3 Uberhangmandate hat, aber ein Listenmandat aus
Nordrhein-Westfalen wiirde nach Sachsen wandern. Im Gesamten wiirde also die
CDU in Deutschland ein Mandat weniger erhalten. Die Nachwahl in Dresden hatte
auch bundespolitische Brisanz. Das Ergebnis der Hauptwahl war mit 225 CDU und
222 SPD Mandaten recht knapp. Wiirde die CDU die Grenze erreichen und das
Direktmandat nicht gewinnen, stiinde es plotzlich 224:223 bundesweit. So gab es
auf walrecht.de wahltaktische Empfehlungen fiir die Wihler, aber auch im Dresdner
Wahlkampf wurde aufgerufen, taktisch zu wahlen. CDU rief ihre Wahler dazu auf,
mit der Zweitstimme nicht CDU zu wéhlen, wahrend die SPD einige ihrer Anhdnger
davon iiberzeugen wollte, CDU zu wihlen, da die Chance der SPD, ein weiteres
Zweitstimmenmandat zu bekommen, nur noch theoretischer Natur war. Am Ende
lief es fiir die CDU wie geplant, denn die Stimmengrenze wurde nicht erreicht und
das Direktmandat wurde auch noch gewonnen. So stand es nun im Bundestag im
Kampt CDU gegen SPD 226:222.

10im Folgenden vgl. HESSE: Achtung Denkfalle, S 213-214.
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Die Nachwahl hatte fiir die CDU bundesweit keine Folgen. Die CDU in Nordrhein
Westfalen verlor trotzdem ein Mandat an die CDU im Saarland. Bei nochmaligem
Verlust von etwa 10.000 Stimmen der CDU in Sachsen hatte die CDU in Nordrhein
Westfalen ihr Mandat behalten!.

Solche Situationen wéren bei jeder Bundestagswahl moglich gewesen, darum wurde
auch nach Urteilen des Verfassungsgerichts das Wahlrecht in Deutschland wesent-
lich verdndert. All diese Paradoxa treten insbesondere bei Hare/Niemeyer bzw. beim

Hamilton-Verfahren auf*?.

Beispiele aus Osterreich

Auch in einigen Gsterreichischen Wahlsystemen kann es zum Phanomen des nega-
tiven Stimmgewichts kommen. Im Folgenden sei dies am Landtagswahlsystem der
Steiermark illustriert (mit fiktiven Zahlen, Wahlkreis wird mit WK abgekiirzt)?*3.

1. Ermittlungsverfahren: nach Hagenbach-Bischoff in 4 Wahlkreisen.

2. Ermittlungsverfahren: Reststimmensumme landesweit nach d’Hondt #4.

WK1 | WK2 | WK3 | WK4 | Mandate

Partei A 80000 | 65000 | 80000 | 73000 | 298000
Partei B 70500 | 60000 | 50000 | 20000 | 200500
Partei C 8000 8000 6000 4000 26000
Partei D — 7000 4000 4000 15000

Gesamtstimmen | 158500 | 140000 | 140000 | 101000 | 539500
Mandate 17 10 12 17 56
Wahlzahl 8806 12728 | 10770 | 5612

1ygl. wahlrecht.de/ueberhang/beispiel-bundestagswahl-2005.html, 3.9.2018
42ygl. wahlrecht.de/sytemfehler /spektrum.html, 3.9.2018

#nach: wahlrecht.de/systemfehler/billige-restsitze.html, 8.9.2018

HLTWO Steiermark 2004 — Landesgesetzblatt vom 31.08.2004, LGBI 30.09.2004
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Nach dem 1.Ermittlungsverfahren ergeben sich folgende Mandatsquoten :

WK1 | WK2|WK3| WK 4 | Mandate
Partei A 9,08 5,11 7,43 | 13,01 34
Partei B 8,01 4,71 4,64 3,56 19
Partei C 0,91 0,63 0,56 0,71 0
Partei D — 0,55 0,37 0,71 0
Restsitze 0 1 1 1 3
Reststimmen A | 746 1360 | 4610 44 6760
Reststimmen B 52 9080 | 6920 | 3162 19224

Nach d“Hondt mit Wahlzahl 6760 gehen 2 Restsitze an B und 1 Restsitz an A |
die endgiiltige Mandatsverteilung lautet: Partei A bekommt 35 Mandate, Partei B
21 Mandate.

Hatten nun im Wahlkreis 1 hundert Wahler Partei C anstatt Partei B gewéhlt, so
hitte Partei B ein achtes Grundmandat um 48 Stimmen verfehlt und somit gehen
nun 8758 Stimmen in den Reststimmentopf, wo 4 Restmandate zu vergeben sind.
Restmandate werden nur an jene Parteien vergeben, die im 1. Durchgang in einem
Wahlkreis ein Grundmandat erreicht haben.

Reststimmen Partei A: 6.760, Reststimmen Partei B: 27.930

Da Partei B mehr als 4-mal so viele Reststimmen wie Partei A hat, gehen deshalb
alle 4 Restmandate an B. Mit 100 Stimmen weniger bekommt Partei B also 1 Mandat

mehr.

1.3.9 Zwei Verfahren Paradoxon

Die Sitze in den Ausschiissen des deutschen Bundestages werden nach dem Verfahren
St. Lague vergeben. Wenn dieses Verteilungsverfahren nicht die Mehrheitsverhélt-
nisse des Bundestages widergibt, ist das Verfahren nach d "Hondt anzuwenden?®.
Wenn man nach dieser Methode vorgeht, kann es durchaus geschehen, das eine Par-
tei Sitze in Ausschiissen gewinnt, wenn sie Mandatare im Parlament verliert und
umgekehrt.

Hierzu nun ein Beispiel mit fiktiven Zahlen?.

Die Sitzverteilung im Parlament samt Sitzverteilung in einem Ausschuss mit 7 Mit-

gliedern stellt sich folgendermafsen dar:

45Beschluss zur Drucksache 19/438 des deutschen Bundestages vom 17.1.2018
6vgl. wahlrecht.de/systemfehler /zweiverfahren.html, 10.9.2018
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Partei 'A|lB|C|D
351 | 150 | 60 | 60
41111

Sitzverteilung Parlament

Sitzverteilung Ausschuss

Nun wechseln 2 Mitglieder von A den Parlamentsklub und treten nun Partei C bei.
Da nun die Berechnung der Sitze nach St. Lague die Mehrheitsverhaltnisse im Par-
lament nicht mehr korrekt widerspiegelt, ist folglich das Verfahren nach d "Hondt

anzuwenden.

Partei A B |C|D

Sitzverteilung Parlament 349 | 150 | 62 | 60
Sitzverteilung Ausschuss nach St. Lague | 3 2 |1
Sitzverteilung Ausschuss nach d "Hondt | 5 2 1010

Der Wechsel des Verfahrens fiihrt nun dazu, dass Partei A trotz des Verlustes von 2
Sitzen im Parlament einen Sitz im Ausschuss hinzu gewinnt, wihrend Partei C mit

zwel Mandataren mehr im Parlament ihren Sitz im Ausschuss verliert.

1.3.10 Paradoxon bei Volksabstimmungen

Bei diesem Paradoxon gehen wir von einer Volksabstimmung mit den Entscheidungs-
moglichkeiten JA und NEIN aus?’. Bei einigen Volksabstimmungen ist zusitzlich
zur Annahme des Entwurfs durch eine Mehrheit an JA-Stimmen noch ein Min-
destprozentsatz der Wahlbeteiligung vorgeschrieben. Dabei kann es sein, dass eine
Nichtbeteiligung an der Abstimmung zu einer Ablehnung der Fragestellung fiihrt,
da die Mindestbeteiligung nicht erreicht wurde, wahrend die Beteiligung mit einer
NEIN-Stimme zur Annahme fiihrt.

Nehmen wir zur Veranschaulichung des Problems folgendes an:

Es seien 1 Million Menschen zu einer Abstimmung aufgerufen. Damit die Abstim-
mung Giiltigkeit erlangt, miissen sich mindestens 50% der Wahlberechtigten daran
beteiligen. Von der Moglichkeit ungiiltiger Stimmen wollen wir in diesem Beispiel
absehen.

Das Ergebnis sieht folgendermafen aus:

JA-Stimmen \ 334178 \ 67,3%
NEIN-Stimmen \ 162 371 \ 32,7%

Von 1.000.000 Abstimmungsberechtigten nahmen 496.549 an der Volksabstimmung
teil, daraus folgt, dass die Wahl ungiiltig ist und automatisch eine Ablehnung des

*Tim Folgenden vgl.wahlrecht.de/systemfehler /referendum.html, 10.9.2018
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Entwurfs nach sich zieht. In diesem Fall wird trotz einer Mehrheit an JA-Stimmen
die Vorlage nicht angenommen. Hatten 4.000 Abstimmungsberechtigte mehr dage-
gen gestimmt, dann héitte es das Ergebnis nur geringfiigig zu 66,8% : 33,2% geén-
dert, aber durch das Erreichen von 50% Beteiligung wéire jetzt die Vorlage ange-
nommen. Aus diesem Grund werden Mindestbeteiligungen bei Volksabstimmungen
immer mehr ersatzlos gestrichen oder durch eine Mindestzustimmungszahl der Wahl-

berechtigten ersetzt.

1.3.11 Das Abhadngigkeits Paradoxon

Vorab sei folgende Definition gegeben:

"Je nach Verteilung der Stimmen auf die anderen Parteien schwankt bei gleicher
Gesamtsummenzahl und Gesamtmandatszahl die Zahl der Mandate fiir eine Parte:
um mehr als 1.8

Grundlage fiir dieses Paradoxon ist die Bedingung der Unabhéngigkeit, welche be-
sagt, dass die Mandatszahl nur von der eigenen Stimmenzahl, nicht aber von den
Stimmen aller anderen Parteien abhiingig ist*®. Bei niherer Untersuchung kann
man feststellen, dass fiir Sitzzuteilungsverfahren, welche die Bedingung der Mono-
tonie erfiillen, die Unabhéngigkeit nicht gewé&hrleistet werden kann. Es miissen also
Schwankungen um 1 Mandat immer in Kauf genommen werden. Das Abhéngigkeits-
Paradoxon kann beim Verfahren nach Hare/Niemeyer beispielsweise nicht auftreten,
da zu den bereits vor dem Komma stehenden ganzzahligen Mandaten nur 0 oder 1
Mandat hinzukommt, je nachdem, wie grof der Rest ist. Bei Hochstzahlverfahren
wie z. B. dem Verfahren nach d’Hondt, kann das Paradoxon ohne weiteres eintreten,
wie folgendes Beispiel zeigen soll.

Beispiel: Sei die Gesamtstimmenzahl 1.600 und die Anzahl der zu vergebenden Man-
date 15.

Stimmen | Mandate || Stimmen | Mandate
Partei A 688 6 688 8

Partei B 296 3 256 2
Partei C 216 2 248 2
Partei D 200 2 240 2
Partei E 200 2 168 1

48KOPFERMANN: Wahlverfahren, S 134.
49im Folgenden vgl. KOPFERMANN: Wahlverfahren, S 97.
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Verandert sich die Stimmenzahl von Partei A nicht und wandern 40 Stimmen von B
zu D und 32 Stimmen von E zu C, verdndert sich die Mandatszahl von A um 2. Mit
nur 43% der Stimmen erreicht A sogar die absolute Mandatsmehrheit. Mandatszahl

und Gesamtstimmen bleiben unverandert.

1.3.12 Vergleich von Wahlergebnissen mit verschiedenen

Wahlsystemen

(1)In Osterreich hiingt die Sitzverteilung im Parlament ausschlieRlich von der Stim-
menzahl im gesamten Bundesgebiet ab (ausgenommen die allerdings nur theore-
tische Moglichkeit von Uberhangmandaten aus der Summe der Landesmandate).
Dabei wird das d "Hondt Verfahren im Bundesgebiet auf Stimmenzahl der Partei-
en in ganz Osterreich angewendet, wobei Parteien bundesweit 4% der abgegebenen
giiltigen Stimmen brauchen oder 1 regionales Grundmandat. Bei Landtagswahlen in
den 9 Bundeslandern kommen andere Wahlsysteme zur Anwendung. Die folgende
Aufstellung vergleicht die derzeitige Mandatsverteilung eines Bundeslandes mit der
theoretischen Verteilung der Mandate, wenn das Wahlsystem zum Nationalrat auf
die Landtagswahlen angewendet wiirde, und als zweiten Vergleich wenden wir das
spanische Wahlrecht an, bei dem Mandate ausschlieflich auf Wahlkreisebene nach

dem d "Hondt Verfahren vergeben werden.

Die Reihenfolge der Bundesldnder von links nach rechts, 1.,2.,3.,4.Reihe lauten: Salz-
burg, Tirol, Niederosterreich, Steiermark, Burgenland, Vorarlberg, Oberdsterreich,
Kérnten®. In der 1.Spalte stehen Parteinamen, in der 2.Spalte die erreichte Stim-
menzahl, in der 3.Spalte die derzeitige Mandatsverteilung im jeweiligen Landtag,
in der 4. Spalte die Mandatsverteilung, wenn nach dem Wahlsystem der Natio-
nalratswahlordnung (NRWO) abgerechnet werden wiirde und in der 5. Spalte die

Mandatsverteilung, ermittelt nach dem spanischen Wahlsystem®!.

OVP | 94612 | 15 | 15 | 17 OVP | 141691 | 17 | 17 | 24
SPO | 50175 | 8 | 8 | 8 SPO | 55223 | 6 | 6 | 6
FPO 47194 | 7 | 7 | 7 FPO | 49727 | 5 | 5 | 4
GR |23337| 3 | 3|2 GR | 34168 | 4 | 4 | 2
NEOS | 18225 | 3 | 2 | 2 FRITZ | 17471 | 2 | 2 | 0O
FPS [ 11386 | 0 | 1 | O NEOS | 16670 | 2 [ 2 | 0

50Frgebnisse  nach  de.wikipedia.org/wiki/Ergebnisse der Landtagswahlen in_Osterreich,
8.9.2018
51Berechnungen erfolgen nach den jeweiligen LTWO, der NRWO und der spanischen Wahlordnung
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ovp
SPO
FPO
GR

NEOS

450812
217289
134084
58401
46801

29
13

29
13

38
15

SPO
OVP
FPO
GR
LBL

77947
54080
27964
11964
8976 | 2

15
11

16
11

19
13

Ovp

FPO
SPO
GR

316290
263985
159753
89703 | 6

21
18
11

21| 23
18 119

11 | 10

6 | 4

(2) Die jetzige osterreichische Wahlordnung stammt aus dem Jahr 1992. Im Folgen-
den vergleiche ich die tatsdchlichen Ergebnisse mit der theoretischen Mandatsvertei-
lung nach der Reform 1992. In Klammer die Verdnderung gegeniiber der Berechnung
der Mandate nach der NRWO 1992 ( (+3)bedeutet, dass 3 Mandate mehr vergeben

SPO | 189783 | 15 | 15 | 16
OVP | 184300 | 14 | 14 | 16
FPO | 173332 | 14 | 14 | 14
GR | 43272 1
KPO | 27339 1
OVP | 71205 | 16 | 16 | 18
FPO 39892 9| 9| 9
GR 29193 | 6 | 6 | 7
SPO | 14948 | 3 | 3 | 2
NEOS [ 11743 | 2 | 2 | 0
SPO | 140994 | 18 | 19 | 21
FPO | 67538 | 9 9
OVP | 45438 | 6 6
TK | 16667 | 3 0

wurden als nach der NRWO 1992 vergeben worden wéren)

Wahl 1945 | Wahl 1949 | Wahl 1953 | Wahl 1956
OVP | 85(+3) 77(44) 74(+5) 82(+6)
SPO | 76(+2) 67(+2) 73(+3) 74(+2)
WdU - 16(—3) 14(—4) 6(—4)
KPO |  4(-5) 5(—3) 4(—4) 3(—4)
Wahl 1959 | Wahl 1962 | Wahl 1966 | Wahl 1970 | Wahl 1971
SPO | T79(+4) 76(+1) 74(+1) 81(40) 93(0)
OVP | 78(+1) 81(+3) 85(+2) 79(+4) 80(=0)
FPO | 8(-5) 8(—4) 6(—3) 5(—4) 10(+0)
Wahl 1975 | Wahl 1979 | Wahl 1983 | Wahl 1986 | Wahl 1990
SPO | 93(%0) 95(+1) 90(—1) 80(=0) 80(—2)
OVP | 80(+0) 77(—1) 81(—2) 77(+0) 60(—1)
FPO | 10(£0) 11(40) 12(+3) 18(20) 33(+2)
GR — — — 8(40) 10(+1)
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Nach der Wahlordnung wurden kleine Parteien benachteiligt und die starkste Partei
stark bevorzugt. Mit der Wahlordnung von 1971 erschien immer mehr eine Bevor-
zugung kleinerer Parteien, die mit der Wahlordnung 1992 wieder etwas beschnitten

werden sollte.

(3) In drei Bundeslindern (Niederésterreich, Oberdsterreich, Salzburg) wird auch
in der Nationalratswahlordnung das Verfahren nach d'Hondt landesweit verwendet.
In Tirol, Vorarlberg und Steiermark besteht kein Unterschied zwischen Ermittlung
der Sitzverteilung auf einer Ebene oder zwei Ebenen. Im Burgenland und Kérnten
wiirde jeweils ein Mandat von der mandatsschwichsten Partei zur stirksten Partei
wandern.

Am eklatantesten ist der Unterschied der Sitzverteilung zwischen landesweiten, d’Hondt
Berechnung und geltender Landtagswahlordnung in Wien. Hier wird das Verfahren
Hag-Bischof in 18 Wahlkreisen angewandt. Bei einer durchschnittlichen Wahlkreis-
grofe von 5,5 Mandaten haben durch Hagenbach-Bischof grofse Parteien einen Vor-
teil, da in den iiberwiegend kleinen Wahlkreisen in Wien die Wahlzahl zwar gesenkt
wird, aber trotzdem fiir kleine Parteien Grundmandate unerschwinglich bleiben. Ei-
ne niedrige Wahlzahl bringt aber stimmenstirkeren Parteien mehr Grundmandate
und senkt die Zahl der Restmandate und es werden entsprechend mehr Stimmen
fiir ein Restmandat benétigt als fiir ein Grundmandat. So benétigte die SPO ca.
7.495 Stimmen, die FPO 7.542 Stimmen, die OVP 10.994 Stimmen, die Griinen
9.862 Stimmen und die NEOS 10.261 Stimmen. Die beiden groften Parteien beno-
tigten also im Schnitt ca. 2.800 Stimmen weniger fiir ein Mandat als die drei kleinen
Parteien. Der Vorteil fiir wahlkreisiibergreifende stimmenstarke Parteien ist also un-

ubersehbar.

SPO | 329772 | 44 | 41 | 19
FPO | 256448 | 34 | 32 | 13
GR | 98626 |10 | 12
OVP | 76958
NEOS | 51305 | 5 | 6 | 0

(4) Beschéftigen wir uns jetzt noch etwas ndher mit der Wiener Wahlordnung. Im
Vergleich mit einer landesweiten Sitzberechnung nach d’Hondt holen sich die grofen
Parteien 5 Mandate von den kleinen. Pro Grundmandat braucht die SPO 7.070
Stimmen, fiir ein Restmandat 10.183 Stimmen, die FPO 7.099 Stimmen fiir ein
Grundmandat, 10.114 Stimmen fiir ein Restmandat, die Griinen 7.617 Stimmen fiir
ein Grundmandat, 10.824 Stimmen fiir ein Restmandat, die OVP 10.994 Stimmen

32



fiir ein Grundmandat und die NEOS 10.261 fiir ein Restmandat. Im Durchschnitt
kostete also ein Grundmandat 7.105 Stimmen und 1 Restmandat 10.523 Stimmen.

Im folgenden sei ein Schema der Mandatsberechnung fiir den Wiener Landtag ge-

zeigt?.
Grundmandate Abgegeben Wahlzahl Reststimmen
SPO FPO GR Rest sPO FPO |GR OVP NEOS
WK 3 1 1 2 B1679 7698 1066 4845 3946 6825 AH165
W2 2 1 1 1 48429 8072 1994 306/ 2846 5602 4521
W3 2 1 1 1 42495 T0B2 3991 3178 355 2857 2506
Wk 2 1 D 2 41273 BBT9 2952 2872 6484 4198 3208
WA 4 4 0 2 7H8AT  BBY7| 3812 2261 4779 4B63 2694
WHE 2 3 0 1 42479 B0BY 4965 15 2297 2150 1576
WHT 2 1 D 2 38095 63500 3242 5889 4088 3025 1943
WS 1 1 0 1 29816  T4h4 2239 65 3298 6039 2903
WY 2 1 0 2 447200  T454 2092 4224 5609 4806 2932
WD 1 1 D 1 27198 6800 4772 389 4671 1718 1273
WH11 2 1 D 2 41343 BBM 3108| 4787 5960 3390 2212
W12 1 1 D 1 24156  B039 3077 228 3789 2656 1808
W13 1 0 0 2 24581 6146/ 2201 4796 4481 4112 2474
W14 1 1 0 2 36368 7274 5695 1880 3889 BA46 3477
WH15 2 1 D 1 32475 B495 999 3676 3692 1866 1493
W16 4 4 0 2 76644 B968 2145 3211 4840 5008 3124
WHAT 4 4 0 3 92092 V7675 6877 4866 6640 6145 4534
W18 2 2 0 2 53387 7827 5874 3082 4390 5148 3462
38)] 290 3| 30 61101 50570 75774 76959 51305
Restmandate B 5 i 7 5
Mandatsverteilung
SPO | 44
FPO | 34
GR 10 I I
OvP 7
Meos 5

(5)Wenden wir nun die Wiener Wahlordnung auf die Wahl zum Nationalrat an®, d.h.
in den 39 Regionalwahlkreisen Hagenbach-Bischoff und d‘Hondt auf die nationale
Restsitzsumme. In Osterreich umfasst der durchschnittliche Wahlkreis 4,2 Mandate,
also kann erwartet werden, dass der unterstiitzende Effekt fiir die starkeren Parteien
groker ist. Dem ist aber nicht so. Die FPO wiirde sogar ihren Mandatsstand nur
halten. Die kleinen Parteien verlieren im Schnitt 1,5 Sitze, in Wien waren es 1,66
Sitze.

®2Ergebnisse nach: wien.gv.at/politik/wahlen/grbv, Unterabschnitt Wiener Gemeinderatswahl
2015, 19.9.2018
53Zahlen von: wahl17.bmi.gv.at, 19.9.2018
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Das in der Allgemeinheit fiir die Unterstiitzung der stimmenstérkeren Partei ver-
antwortlich gemachte Verfahren nach Hagenbach-Bischoff ist nicht allein schuld am
mehrheitsbildenden Effekt. Denn auch in Vorarlberg gilt dasselbe Wahlsystem wie
in Wien und dort ist von einer Unterstiitzung fiir die stimmenstarke OVP nichts zu
bemerken. Vor allem wichtig fiir den unterstiitzenden Effekt ist die durchschnittliche
Wahlkreisgrofe und das Verhiltnis von tiberdurchschnittlich grofen zu unterdurch-
schnittlich grofen Wahlkreisen. In Osterreich ist die durchschnittliche Wahlkreisgré-
fse geringer, dafiir hélt sich das Verhaltnis mit 20:19 etwa die Waage. In Wien ist die
durchschnittliche Wahlkreisgrofe zwar hoher, aber das Verhiltnis von % : % klafft
weit auseinander. Mit einer Erhéhung der Wahlkreisgrofe und einem anndhernd
gleichen Verhéltnis von iiber- und unterdurchschnittlichen Wahlkreisen konnte man

den Effekt entgegenwirken wie beispielsweise Vorarlberg.

(6) Natiirlich nimmt auch die Ebene der Stimmverrechnung Einfluss auf die Sitzver-
teilung. Beispielsweise in Spanien gibt es keinen {iberregionalen Ausgleich und alle
Mandate werden bereits in den Wahlkreisen mit dem Verfahren nach d’Hondt ver-
teilt. Bei einer durchschnittlichen Wahlkreisgrofe von 6,7 haben nationenweit tatige
kleine Parteien kaum Chancen auf Mandate und landesweit titige stimmenstarke
Parteien sowie regionale Parteien mit landesweit wenig Stimmanteil werden bevor-
zugt. Wiirde man dieses Wahlrecht in Osterreich auf die Regionalebene anwenden,
so sihe die Sitzverteilung folgendermafen aus: SPO 59 — OVP 69 — FPO 54. Kleine
Parteien wiirden verschwinden. Im Grofien und Ganzen komme es auch in Verhélt-
niswahlsystemen darauf an, wie und welche Sitzzuteilungsverfahren wo angewendet
werden. Bei geschickter Anwendung ist es auch in diesen Systemen moglich, aus

einer Stimmenminderheit eine absolute Mandatsmehrheit zu machen.

1.4 Paradoxa bei alternativen Wahlverfahren

Eines der negativen Auswirkungen der Mehrheitswahl mit einer Stimme ist, dass
man nicht seinem Favoriten die Stimme gibt, weil dessen Wahl ohnehin aussichts-
los ist, sondern dem Kandidaten, den man als geringeres Ubel betrachtet. Das seit
langem etablierte Zweiparteiensystem in den USA kann man als gutes Beispiel fiir
dieses Problem angeben. Viele geben dem Kandidaten der Demokraten oder der
Republikaner eine Stimme, weil sie mitbestimmen wollen und der von ihnen bevor-
zugte Kandidat der Griinen Partei beispielsweise ohnehin keine Chance auf einen
Wahlsieg aufgrund des Mehrheitswahlrechts hat.
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1.4.1 Das Condorcet Paradoxon

Zuerst sei einmal grundlegend das CONDORCET-Verfahren erklirt®. Jeder Wihler
vergibt nicht nur eine Stimme fiir einen von ihm favorisierten Kandidaten, sondern
verteilt Priaferenzen, man vergibt fiir den Kandidaten einen bestimmten Rang. Kla-
rerweise ist dieses Wahlsystem erst ab einer Anzahl von drei Kandidaten sinnvoll.
Danach werden Zweikdmpfe simuliert, in denen die Kandidaten jeweils gegen alle
Gegenkandidaten antreten. In diesen Duellen wird festgestellt, wie die Kandidaten
im direkten Duell gereiht sind. Der Kandidat, der alle seine Duelle gewinnt, ist laut
Condorcet der Wahlsieger. Sehen wir uns ein Beispiel dazu an®®.

Es seien 710 Personen wahlberechtigt, welche auch alle ihre Préferenzen zu 3 Kan-

didaten komplett abgeben. Dabei ergibt sich folgender Wahlausgang;:

300 Wihler setzen A auf Rang 1, B auf Rang 2, C auf Rang 3
270 Wahler setzen B auf Rang 1, C auf Rang 2, A auf Rang 3
240 Wahler setzen C auf Rang 1, A auf Rang 2, B auf Rang 3

Wire nach dem System der relativen Mehrheitswahl, welche nur die Rang 1 Pri-
ferenzen abfragt, gewdhlt worden, so wire Kandidat A der Wahlsieger. Mit dem
Condorcet Verfahren ergibt sich folgendes Bild: Schliisseln wir zuerst alle direkten

Duelle auf: A gegen B, A gegen C, B gegen C. Das Ergebnis der Duelle lautet

A auf 1, B auf 2 — 300 Stimmen
A auf 2, B auf 3 — 240 Stimmen
B auf 1, A auf 3 - 270 Stimmen
Damit geht das Duell A gegen B mit 540 zu 270 Vorreihungen an A.

B auf 1, C auf 2 — 270 Stimmen
B auf 2, C auf 3 — 300 Stimmen
C auf 1, B auf 3 — 240 Stimmen
Damit geht das Duell B gegen C mit 570 zu 240 Vorreihungen an B.

A auf 1, C auf 3 — 300 Stimmen
C auf 1, A auf 2 — 240 Stimmen
C auf 2, A auf 3 — 270 Stimmen
Damit geht das Duell A gegen C mit 510 zu 300 Vorreihungen an C.

54im Folgenden vgl. AIGNER: Alles Mathematik, S 281.
55ebd.
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Das Paradoxe daran ist, dass die Priferenzen der einzelnen Wéihler immer transi-
tiv sind. Denn wenn sich ein Wahler fiir die Rangfolge A-B-C entscheidet, heift,
dass er A vor B, B vor C und natiirlich auch A vor C reiht. Aber wenn man alle
Einzelentscheidungen zusammenfasst, muss diese nicht transitiv sein. Als Condorcet-
Paradoxon bezeichnet man jene Situation, bei der die Zusammenfassung transitiver
Entscheidungen eine intransitive Entscheidung ergibt. Formal heiftt das, A > B und
B>C # A>(C.Eskann auch A > B > C > A gelten®.

Eine Moglichkeit dieses Paradoxon zu umgehen ist, die Duelle nach der Hohe ih-
res Sieges zu reihen und das Duell, welches mit der niedrigsten Quote gewonnen
wurde, wird weggelassen. In diesem Fall wire es das Duell A gegen C, welches von
C mit 1,7:1 gewonnen wurde. A:B geht mit 2:1 und B gegen C 2,375:1 bleiben. A
gewinnt gegen B und B gewinnt gegen C. Somit gibt es eine transitive Ordnung,
nach der Kandidat A die Wahl gewinnt. Je mehr Kandidaten zu einer Wahl an-
treten, desto hoher ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieses Paradoxon auftritt. Zur
Ermittlung eines Siegers werden dann solange die niedrigsten Siege gestrichen, bis es
eine transitive Ordnung und somit einen Wahlsieger gibt. Was bei Stimmengleich-
heit geschieht, wird bei der Darstellung des Verfahrens nicht erwihnt. Ein weiteres
Problem, welches es zu 16sen gibt. Bei politischen Wahlen ist dieses Verfahren bisher

unberiicksichtigt geblieben®’.

1.4.2 Das Borda Paradoxon

Zuerst will ich das Paradoxon darstellen, so wie Borda es 1784 beschrieben hat?®.
Wenn man drei Kandidaten zur Wahl hat (A, B, C), so kann jeder Wihler die
Kandidaten in eine Rangfolge der Beliebtheit bringen. Daraus konnen sich sechs
Moglichkeiten der Reihenfolge ergeben, und zwar A-B-C; A-C-B; B-A-C; B-C-A;
C-A-B; C-B-A.

Von den 21 Wihlern entscheiden sich 7 fiir A-C-B, 7 fiir B-C-A, 6 fiir C-B-A und
1 fiir A-B-C. Wenn man das Verfahren der relativen Mehrheitswahl anwendet, so
ergeben sich 8 Stimmen fiir A, 7 Stimmen fiir B und 6 Stimmen fiir C. Damit wi-
re A Wahlsieger. Nimmt man nun den paarweisen Vergleich wie bei der Condorcet

Methode zur Hand, so ergibt sich folgendes Ergebnis:

S6BARTH: Beriihmte Aufgaben, S 299.
5Tygl. AIGNER: Alles Mathematik, S 281.
®8im Folgenden vgl. BARTH: Beriihmte Aufgaben, S 297.
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A > B(8) — B > A(13) - B gewinnt Duell gegen A
A>C(8)—C > A(13) — C gewinnt Duell gegen A
B> (C(8) — C > B(13) — C gewinnt Duell gegen B

Damit hat C nach dem paarweisen Vergleich die Wahl gewonnen. Die Umkehrung
des Ergebnisses der relativen Mehrheitswahl durch den paarweisen Vergleich nennt
man Borda-Paradoxon. Da Borda die relative Mehrheitswahl fiir nicht sinnvoll er-
achtet und paarweise Vergleiche bei steigender Anzahl immer aufwendiger werden
(bei 10 Kandidaten miisste man 45 Duelle in iiber 3 Millionen méglicher Anordnun-

gen untersuchen), entwirft er ein eigenes Verfahren.

Das Verfahren nach Borda geht ebenfalls von einer Rangreihenfolge aus®®. Es wer-
den hier an die Kandidaten Punkte vergeben. Stehen 15 Kandidaten zur Wahl, so
erhdlt der nach Ansicht des Wahlers geeignetste Kandidat 10 Punkte, der néchst
geeignetste 9 Punkte usw. bis zu dem am wenigsten geeignetsten Kandidaten, an
den 1 Punkt vergeben wird. Alternativ konnen auch bei n Kandidaten dem hochst
geeigneten n-1 Punkte und dem am wenigsten geeigneten 0 Punkte vergeben werden.
Nach der Wahl werden die Punkte zusammengezihlt und jener Kandidat, der die
meisten Punkte auf sich vereinigen kann, ist der Wahlsieger. Bei diesem Verfahren
kann der Abstand zweier Kandidaten eine entscheidende Rolle einnehmen, wihrend
beim Condorcet nur die Vorreihung und nicht der Abstand in das Wahlergebnis
einflief’t. Wir wollen dieses Verfahren an einem Beispiel verdeutlichen. Nehmen wir
an, 210 Wéhler geben ihre Stimme ab und kdnne sich zwischen drei Kandidaten

entscheiden. Dabei geben

30 Wahler A 3 Punkte, B 2 Punkte und C 1 Punkt
120 Wahler B 3 Punkte, A 2 Punkte und C 1 Punkt
60 Wahler C 3 Punkte, B 2 Punkte und A 1 Punkt

Dies ergibt fiir B 540 Punkte, fiir A 390 Punkte und fiir C 330 Punkte.

Ein Problem, welches hier auftreten kann ist, dass Kandidaten, welche von vornher-
ein nicht fiir einen Sieg infrage kommen, sei aufgrund ihrer Ausrichtung oder ihrer
Aussagen, die Wahl nach dem Borda Verfahren mitbeeinflussen kénnen. Nehmen
wir an, 99 Wihler wiirden ihre Stimme abgeben und dabei 50 Personen fiir A und

49 Personen fiir B stimmen. Nach dem Mehrheitswahlrecht hitte A gewonnen. Kurz

5%im Folgenden vgl. AIGNER: Alles Mathematik, S 278-280.
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vor der Wahl gibt aber noch Kandidat C seine Nennung ab, welcher aber als aus-
sichtsloser Kandidat gilt, da er von keinem der Wéahler an die erste Stelle gereiht
werden wiirde und somit das Ergebnis der Wahl nach Mehrheitswahlrecht unveran-
dert bliebe. 5 der Wahler haben eine nicht ganz so schlechte Meinung von C, fiir eine
Stimme reicht die Sympathie aber nicht. Wird nach dem Borda-Verfahren gereiht,

so sieht das Ergebnis folgendermafen aus:

49 Wahler vergeben an A 3 Punkte, B 2 Punkte und C 1 Punkt
45 Wihler vergeben an B 3 Punkte, A 2 Punkte und C 1 Punkt
4 Wihler vergeben an B 3 Punkte, C 2 Punkte und A 1 Punkt
1 Wahler vergibt an A 3 Punkte, C 2 Punkte und B 1 Punkt

Das ergibt 246 Punkte fiir B, 244 Punkte fiir A und 104 Punkte fiir C. Jetzt wiirde
plotzlich B gewinnen, obwohl sich an den Priferenzen fiir A und B nichts verdndert
hat. Die Einflussnahme eines de facto irrelevanten Kandidaten, bei dem eine Teil-

nahme oder Nichtteilnahme den Wahlsieger verdndert, stellt ein Paradoxon dar.

Ein Beispiel mit 4 Kandidaten nach der Borda-Methode (w, x, y, z):
100 Wahler vergeben w(4)-x (3)-y(2)-z(1)

99 Wihler vergeben w(1)-x(4)-y(3)-2(2)

99 Wihler vergeben w(2)-x(1)-y(4)-2(3)

Dies ergibt:

y: 893 Punkte
x: 795 Punkte
w: 697 Punkte
z: 595 Punkte

Da z keine Erstreihung bekommen hat, kann man ihn getrost als irrelevanten Kan-
didaten bezeichnen. Wird nun z im Nachhinein von der Wahl ausgeschlossen, ergibt

sich ein anderes Bild:

100 Wéhler w(3)- x
99 Wihler w(1)-x(3)-y(2

)-x(3)-
99 Wihler w(2)- x(1)-y(3)
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Das Ergebnis wiirde lauten:
w: 597 Punkte
x: 596 Punkte
y: 595 Punkte

Nun ist der urspriinglich drittplatzierte Kandidat w nach Ausschluss von Kandidat

z Wahlsieger.

1.4.3 Instant-Runoff-Voting; No Show Paradoxon und

Monotonieproblem

Das Instant-Runoff Voting, im Deutschen auch Wahl mit sofortiger Stichwahl oder in
Grofsbritannien auch Alternative Vote genannt, welches ich im Folgenden verkiirzt
als IRV bezeichnen werde, wird als Alternative zum Mehrheitswahlrecht angebo-
ten. Wie auch bei den zwei vorhergehenden Wahlverfahren erstellt der Wihler eine
Rangliste der Kandidaten. Gleichplatzierungen, wie bei Condorcet mdglich sind,
werden ausgeschlossen. Ebenso miissen nicht alle Kandidaten, die auf dem gleichen
Wabhlzettel stehen, in eine Ordnung eingefiigt werden wie bei der Borda-Wahl. Die
in Rangfolge gebrachten Kandidaten kann sich der Wahler im zu wéhlenden Amt
vorstellen, die Ausgelassenen nicht. Es gibt dem Wéihler mehr Spielraum in seiner
Entscheidung und auch die M&glichkeit, in der Wahlentscheidung mitzuwirken, auch
wenn man einen aussichtslosen Kandidaten wihlt®.

Das Verfahren lauft folgendermafen ab: Die Wihler weisen Kandidaten, welche sie
im Amt sehen wollen, einen bestimmten Rang zu, von Rang 1 abwérts. Dabei steht
es den Wéahlern frei, wie vielen Kandidaten sie bestimmte Rénge zuweisen (nur ein
Kandidat hat den 1. Rang, 3 Kandidaten die Rénge 1-3 usw.). Wenn ein Kandidat
die Wahlzahl mit Zuweisungen fiir Rang 1 erreicht hat, so gilt man als gewé&hlt.
Die Wahlzahl (Anzahl der notwendigen Zuweisungen) ergibt sich aus der um 1 ver-
mehrten Hélfte der giiltigen Stimmen. Ist das nicht der Fall, so wird der Kandidat
mit den wenigsten Erstreihungen gestrichen. Nun werden die Stimmzettel, welche
den gestrichenen Kandidaten auf den 1. Rang gesetzt haben, hergenommen, und in
zweiter Zahlung wird die Zahl der 2. Rang Zuweisungen fiir die iibrigen Kandidaten
aus der Menge dieser Stimmzettel ermittelt. Diese Zahl wird dann zu Anzahl der
Rang 1 Zuweisungen hinzu addiert. Hat nach dieser 2. Zdhlung ein Kandidat die
Wahlzahl erreicht, so gilt man als gewédhlt. Haben die Wahler aus dieser Menge kei-

60ygl. verfassungsblog.de/das-neue-britische-wahlrecht-wre-deutschland-verfassungswidrig/,
04.10.2018
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ne Zuweisung fiir den 2. Rang getétigt, so gelten diese Stimmzettel als verfallen. Hat
wieder niemand die Wahlzahl erreicht, so wird der Kandidat mit den wenigsten Zu-
weisungen nach der 2. Zahlung gestrichen. Nun werden die Rang 2 Zuweisungen des
zuletzt gestrichenen Kandidaten und die Rang 3 Zuweisungen, wenn sich die zuvor
gestrichenen Kandidaten am Stimmzettel auf Rang 1 und Rang 2 befanden, gezihlt
und zu den Zuweisungen aus 1. und 2. Zahlung hinzuaddiert. Dieses Verfahren wird
so lange fortgesetzt bis ein Kandidat die Wahlzahl erreicht hat®!.

Dazu nun eine Veranschaulichung®?:

A>B>C>D |10%| A>C>D |19% A>C 30%
A>C>D>B| 9% | A>D>C |11% C>A 70%
A>D>B>C |11% | C>D>A |45% | C SIEGER
B>C>D>A|2%| D>C>A |25%
C>D>B>A|23% | STREICHE D
D>B>C>A|2%
STREICHE B

Ein Paradoxon, dass sich aus diesem Verfahren ergeben kann, ist, dass ein Kandidat
eventuell nicht gewinnt, wenn zu viele Wahler diesen als Erstpriferenz angeben und

als Sieger hervorgehen hitte kdnnen, wenn einige Wihler statt dem 1. Rang den 2.

Rang zugewiesen hitten. Dies sei durch folgendes Beispiel illustriert®3:
8 Wahler | 2 Wahler | 6 Wéahler | 5 Wahler
1.Rang A B C D
2.Rang B A A C
3.Rang C C B A

21 Wahler konnen sich zwischen Kandidaten A, B und C entscheiden. Nachdem
kein Kandidat die Wahlzahl 11 an Erstpraferenzen erreicht hat, wird C mit der
geringsten Anzahl von diesen gestrichen. Jene Wahler, die C auf Rang 1 setzten,
setzten A auf Rang 2. Diese sechs Rang 2 Zuweisungen werden zu Zahl 8 der Rang
1 Zuweisungen addiert und es ergibt sich die Zahl 14, A ist also gew#hlt. Aber hitte
die Wihlergruppe, die sich fiir die Rangfolge B-A-C entschied, fiir A-B-C votiert,
hiatte A die Wahlzahl 11 knapp verfehlt, in 2. Zahlung die 5 Stimmen von B im 2.
Rang an C gegangen und C hétte die Wahl gewonnen. Das Paradoxon des negativen

Stimmgewichts kann also auch bei diesem Verfahren zuschlagen.

6lygl. NOHLEN: Wahlrecht, S 366-367.

2im Folgenden vgl. HESSE: Achtung Denkfalle, S 213-214.

63vgl. verfassungsblog.de/das-neue-britische-wahlrecht-wre-deutschland-verfassungswidrig/,
04.10.2018

40



Zusétzlich sei noch das Paradoxon des negativen Stimmgewichts an einer Adaption
des ersten Beispiels in diesem Kapitel illustriert. Dabei lassen wir 4% von der Pri-
ferenz D > B > C > A zur Priferenz C > D > B > A wandern.

A>B>C>D |10% | A>B>C |21% A>B 30%
A>C>D>B| Y% | A>C>B | %% B> A 70%
A>D>B>C |11% | B>C>A |43% | B SIEGER
B>C>D>A|2%| C>B>A |2T%
C>D>B>A|27% | STREICHE C

D>B>C>A|21%

STREICHE D

Trotz dass die Variante C' > D > B > A und C an Erstpraferenzstimmen hinzu
gewann, wurde C bereits in der 2.Runde gestrichen, da nun D und nicht B mit den
geringsten Erstpraferenzstimmen in der 1.Runde gestrichen wurde und die Verglei-

che von C mit D insgesamt gilinstiger waren als die Vergleiche von C mit B.

Ein Ausweg aus diesem Paradoxon wire die Wahl durch Zustimmung, indem man
jene Kandidaten ankreuzt, die man als fiir dieses Amt geeignet hélt, aber dabei kei-
ne Rangfolge abgibt. Sieger wire dann der Kandidat mit der hochsten Anzahl an
Zustimmungen. Dieses Verfahren wird z. B. bei der UNO fiir die Vorauswahl des

Sicherheitsrates des Generalsekretiirs verwendet®4.

Weiters kann beim IRV auch das no show Paradoxon auftreten®®. Hierbei kann man
als Nichtwahler ein fiir seinen bevorzugten Kandidaten besseres Ergebnis herausho-
len, als wenn man diesen durch seine Stimme unterstiitzt. Dazu folgendes Beispiel:
Nach dem IRV Verfahren soll aus 3 Kandidaten einer ausgewéhlt werden. Das Er-

gebnis nach der 1. Z&hlung lautet wie folgt:

936 Wahler | 1692 Wahler | 72 Wahler | 900 Wahler
1.Rang A B B C
2.Rang B C C A
3.Rang C A A B

B verfehlt die Wahlzahl 1801, darum wird C aufgrund der wenigsten 1. Rang Stim-

men gestrichen und 900 Stimmen werden A zugewiesen und A erreicht damit die

64DIETHELM: Gemeinschaftliches Entscheiden, S 24.
65im Folgenden vgl. wahlrecht.de/lexikon /noshow.html, 04.10.2018
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Wahlzahl und ist gewéhlt. Die Gruppe der B Wahler hitte aber lieber C als A im
Amt gesehen, also wenn schon nicht Favorit B gewinnt, soll wenigstens C gewin-
nen. Wenn nun die Masse von 1692 Wihlern, die B-C-A bevorzugen, nicht wéhlen
gegangen ware, wiare B schon nach der 1. Zdhlung ausgeschieden. Da B aber im 1.
Szenario auch nicht gewéhlt worden wére, ist es egal, ob man nach 1. oder 2. Zah-
lung ausscheidet. Die Stimmen der Ordnung B-C-A werden C zugeschlagen und C
gewinnt mit 972 Stimmen von notwendigen 955. Durch das Zuhause bleiben haben

B-Unterstiitzer erreicht, dass zumindest ihre Zweitpréferenz ins Amt gewéhlt wurde.

Nach dem TRV Verfahren werden die Abgeordneten des australischen Parlaments
gewihlt, die Prasidentenwahl in Irland oder die Biirgermeisterwahl in San Francisco
werden ebenfalls nach diesem Verfahren durchgefiihrt. Die Abgeordneten der Parla-
mente von Irland und Malta werden nach dem Single transferable vote Verfahren,
einer Variante von IRV gewidhlt. Hierbei wird mehr als 1 Kandidat pro Wahlkreis
gewdhlt, das Wahlsystem ist groftenteils dasselbe, bis auf die Neuverteilung von
Uberschussstimmen®®.

Eine weitere Variante des IRV ist die Hare-Regel, nach der bei nicht erreichter ab-
soluter Mehrheit eines Kandidaten bei einem Wahlgang der Letztplatzierte fiir den
nachsten Wahlgang ausscheidet. Diese Wahl erfolgt {iber Einzelstimmgebung und
nicht {iber Praferenzordnung. Die Wahl der Austragungsorte der Olympischen Spie-

le wird nach diesem Verfahren durchgefiihrt.

1.4.4 Das Borda-Paradoxon bei den republikanischen

Vorwahlen zur US Prasidentenwahl

An fritherer Stelle betrachtete ich bereits das paradoxe Ergebnis der US Présiden-
tenwahl. Nun ein kurzer Blick auf die republikanischen Vorwahlen. Das System der
Vorwahlen ist in den einzelnen Staaten recht unterschiedlich und kompliziert, sodass
nur ein allgemeiner Uberblick der méglichen Konstellationen gegeben werden kann.
Betrachtet werden hier Umfragewerte auf USA-Ebene, wobei nur republikanische
Wihler befragt wurden. Dabei wurden Einzelunterstiitzung und paarweise Verglei-
che abgefragt. Dabei tritt das Borda-Paradoxon voll zutage. Trump hitte dabei
zwar eine Mehrheit an Einzelstimmen bekommen, aber laut Umfrage in jedem Duell

gegen seinen Konkurrenten verloren®’.

66ygl. verfassungsblog.de/das-neue-britische-wahlrecht-wre-deutschland-verfassungswidrig/,
04.10.2018
67vgl. KURRILD-KLITGAARD, Trump, Condorcel and Borda, S 4.
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Hier noch eine Vergleichstabelle%®:

Donald Trump | 30%
Ted Cruz 27%
John Kasich | 22%
Marco Rubio | 20%

Ted Cruz  57% versus Donald Trump 40%
John Kasich 57% versus Donald Trump 40%
Marco Rubio 56% versus Donald Trump 43%

1.4.5 Spitzenduo-Methode

Dies soll eine Weiterentwicklung des Mehrheitswahlrechts darstellen, bei dem ne-
ben dem Erstplatzierten auch der Zweitplatzierte in die Abstimmung miteinbezogen
wird. Prozentzahlen werden den beiden Erstplatzierten zugeschlagen®?. Die Prife-

renzen seien wie im ersten Beispiel in 1.4.3 verteilt:

A B C D
A>B>C>D|10% || 10% | 10%

A>C>D>B| 9% | 9% 9%
A>D>B>C | 11% | 11% 11%
B>C>D>A|22% 22% | 22%
C>D>B>A|23% 23% | 23%
D>B>C>A|2% 25% 25%

30% | 57% | 54% | 59%

Damit ist nach diesem Verfahren D der Sieger.

Bebd., S 5.
69vgl. HESSE: Achtung Denkfalle, S 202-203.
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1.4.6 Verfahrensvergleich

Wer Sieger einer Wahl ist, hdngt also stark vom Wahlverfahren ab. Zum Abschluss
bringe ich noch ein Beispiel des Wahlforschers Michel Balinski, in welchem die Wah-
lerschaft die Auswahl zwischen fiinf Kandidaten A, B, C, D und E hat™.

1.Rang | A B C | C D E
2.Rang | B D D | E E C
3.Rang | C C B | B C B
4.Rang | D E A | D B D
5.Rang | E A E | A A A
Anteil | 33% | 16% | 3% | 8% | 18% | 22%

Aus dieser Konstellation ergibt sich:

1. A gewinnt die relative Mehrheitswahl mit 33%

2. B gewinnt die Borda Wahl mit 247 Punkten

3. C gewinnt die Condorcet Wahl aufgrund des Sieges in allen Zweikdmpfen
4. D gewinnt nach dem IRV Verfahren

5. E gewinnt nach absoluter Mehrheitswahl

Jeder kann der Sieger werden. Bei gleichem Wahlverhalten der Wéahlerschaft kann

es fiinf verschiedene Sieger geben. Allein das System bestimmt den Sieger.

"Oim Folgenden vgl. HESSE: Achtung Denkfalle, S 207.
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1.5 Das Arrow Paradoxon

Auf den vorhergehenden Seiten habe ich vielfach Bezug auf verschiedene Wahlverfah-
ren genommen. Verschiedene Verfahren bringen oft trotz gleicher Stimmenverteilung
recht unterschiedliche Ergebnisse. Die Vielfalt von Sitzzuteilungsverfahren in natio-
nalen oder regionalen Volksvertretungen lisst den Schluss zu, dass es kein perfektes
Verfahren gibt, sonst wiirde man es allgemein anwenden.

Arrow lieferte 1951 den Beweis, dass es ein perfektes demokratisches Wahlsystem
nicht gibt. Arrow formuliert zuerst fiinf Bedingungen, welche unerlésslich fiir ein

Wabhlsystem sind, zuerst in einer saloppen Formulierung™:

1. Die Wahl soll zu einer eindeutigen Rangfolge fithren (vollstindig + transitiv)

2. Das Wahlergebnis muss den mehrheitlichen Wiinschen der Wihler Rechnung

tragen
3. Das Wahlergebnis darf nicht von anderen Alternativen abhédngen (unabhéngig)
4. Das Ergebnis darf keine Vorentscheidung enthalten (universell)

5. Es darf keine Entscheidung durch ein Individuum geben

Nun zur Ausformulierung der Bedingungen, so wie sie Arrow formuliert hat™:

e Das individualistische Prinzip - Bedingung der universellen Giiltigkeit, d.h. es

sind beliebige individuelle Priferenzen zugelassen (1)

e Bedingung der kollektiven Rationalitéit, d. h. Entscheidungen beruhen auf einer

transitiven Ordnung (2)
e Bedingung der Unabhéingigkeit von irrelevanten Alternativen (3)

e Bedingung der Pareto-Inklusivitét, d. h. wenn eine Alternative von allen Indi-
viduen bevorzugt wird, so muss diese Alternative auch im Kollektiv bevorzugt
werden (4)

e Bedingung der Nicht-Diktatur (5)

"lim Folgenden vgl. VOLLMER: Paradoxien, S 61.
"vygl. KAILITZ: Schliisselwerke, S 19-20.
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In der Sprache der Mathematik ausformuliert heifit das nun”:

73

X sei die Menge an Alternativen (zq, zs,x3,...) oder (x,y, z)
N sei die Menge der Individuen (1,...,4,...,n)

Jedes Individuum ¢ hat eine Priaferenzordnung R; {iber X
Préaferenzordnung R = (Ry, ..., R;,..., Ry)

G(R,X) = Rg : Soziale Priferenzfunktion, welche die Priferenzrelation Rg

zwischen jedem Alternativpaar in X festsetzt

G(R,X) — X : Soziale Entscheidungsfunktion, die individuelle Priferenzen

in ein Ergebnis aus X als kollektives Ergebnis iiberfiihrt

G(R,(z1,y)) =z < (z1 > y)q, d. h. 2y wird genau dann ausgewéhlt, wenn x4

gegeniiber y vorgezogen wird

Nun kommen wir zu kurzen Erkldrungen der Bedingungen von Arrow:

ad (1) G(Ry, ..., R,) muss fiir alle moéglichen Kombinationen von individuellen

Praferenzordnungen definiert werden
ad (2) Die kollektive Préferenzfunktion soll transitiv und vollsténdig sein

ad (3) Sei (z > y)g VR, (i=1,...,n)
und sei 71 R;xe = 11 R o V Ry, R (i = 1,...,n), dann gilt: (z1 > y)g ;

Dabei sind R‘; Préiferenzen und R‘; andere Préaferenzen
ad (4) Falls (z1 > y);, (i = 1,...,n) dann gilt:(z; > y)a

ad (5) Es gibt kein Individuum ¢, sodass fiir alle Kombinationen individueller
Praferenzen und fiir alle Paare z,y gilt:

Falls (z > y); und (z < y)_i = (z > y)a

"im Folgenden vgl. ORDESHOOK: Political Theory, S 56-62.
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SATZ: Falls X aus mindestens 3 Elemente besteht, sind die einzigen sozialen Préfe-

renzfunktionen G(Ry, ..., R,), die (1)-(4) erfiillen, solche, die gegen (5) verstossen™.

Im Folgenden sei nun ein Beweis angefiihrt, welcher der Einfachheit halber nur fiir

den Spezialfall von 3 Alternativen gefiihrt wird und ohne aufwendige Formalitit™.

BEWEIS:
1. Schritt: Sei ¢ ein beliebiges Individuum aus der Menge N

2. Schritt: Ist die Préferenzordnung von ¢ gleich der kollektiven Préferenzordnung
(R; = R), dann besitzt ¢ bereits die Diktatoreigenschaft. Sei nun im Folgenden an-

genommen, dass R; # R gilt.

3. Schritt: Ist R; # R, dann ermitteln wir, welche kollektiven Priferenzen sich fiir
die verbleibenden n — 1 Individuen ergibt. Nach (1) muss es eine solche Ordnung

geben. Diese sei im Folgenden R; genannt.

4. Schritt: R; = Ry # R verletzt (2), da eine kollektive Priferenz (R;) von einem

weiteren Individuum () unterstiitzt wird, was nicht zu ihrer Anderung fiihren darf.

5. Schritt: Wenn also R; # Ry sowie R; # R und R; # R gilt, dann kdénnen nur
Kombinationen von x-y-z; y-x-z; y-7-X; z-X-y; z-y-X zu einer kollektiven Praferenz-

ordnung x-y-z gefiihrt haben.

Tiehd., S 62
"im Folgenden vgl. HUBKA: Arrow Theorem, S 5-9.
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6. Schritt: Es gibt 10 solcher Kombinationen:

F1: T>z>Yy F2: xT>z>y F3: x>z>y F4 x>z2>y
y>x >z y>z>zw z2>x >y 2>y>x
(z>y) (z>y)
F5: y>x >z F6: y>x >z Fr y>xz>2 F8& y>z>u
y>z>a z2>x >y 2>y>x z2>x >y
(y > ) (y > ) (z > )
F9: y>z>zx F10: z2>x >y
2>y>zx 2>y>x
(y>z) (2 >x) (z>x) (2 >9)

7. Schritt: F3-F5 sowie F7-F10 kénnen nicht zur kollektiven Praferenzordnung

x >y > z fithren, da die in Klammern angefiihrten Relationen gegen (2) verstofen.

8. Schritt: F1, F2 und F6 verstofen gegen (3). Diese sei an F1 illustriert:
r>z>y(R) y>x>z(R) x>y>z(R)

9. Schritt: Ergdnzen wir R; und R; um eine weitere Alternative wu.
u>x>z>y (R;) y>u>x>z(R) u>xz>y>z(R)
Dann muss aus R die Ordnung R' werden, da u sowohl R‘; als auch in R‘; vor z

gereiht ist.

10. Schritt: Durch Elimination der Alternative z darf die Reihung von w, x,y nicht
verdndert werden.

u>z >y (RY) y>u>z(RY)  u>z>z(RY

11. Schritt: Beim Vergleich dieser Ordnungen mit R;, R; und R aus dem 8. Schritt
sieht man, dass (2) verletzt wird, denn w,z,y kommen in R“; und R in der glei-
chen Reihenfolge vor wie z, z,y in R; und R;. Nach (3) miisste R“ daher u >y >z

lauten und nicht u > z > y.

12. Schritt: Fiir F2 und F6 kann dies analog gezeigt werden.
Damit wéren alle Moglichkeiten ausgeschopft, bei welchen Ry # R wire und somit
ist bewiesen, dass jede Anderung der kollektiven Priferenzordnung nach Aussonde-

rung eines Individuums ¢ gegen die gestellten Bedingungen verstofit.
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13. Schritt: Ry darf also nach Aussonderung von ¢ nicht ungleich R werden. Dann
muss dies aber auch fiir die Aussonderung eines weiteren Individuums j aus der Men-
ge der n — 1 verbliebenen Individuen gelten, d. h. die kollektive Priferenzordnung

der n — 2 verbliebenen Individuen muss wieder gleich R sein.

14. Schritt: Wenn die kollektive Priferenzordnung R nicht iiberhaupt von den indi-
viduellen Préferenzordnungen unabhéngig ist und von aufsen determiniert ist, was
gegen (4) verstoft, miissen wir bei einer endlichen Anzahl von Individuen nach
fortgesetzter Aussonderung notwendigerweise bei einem letzten Individuum & an-
kommen, dessen Praferenzordnung genau der kollektiven Priferenzordnung aller In-

dividuen entspricht.
15. Schritt: Bei Beachtung der Bedingungen (1)-(4) muss daher entweder eines der

ausgesonderten Individuen 4,j usw. ein Diktator im Sinne von (5) sein oder das

zuletzt verbliebene Individuum k.
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2 Intransitive Paradoxa

2.1 Intransitivitat — Definition und Beispiele

Definition:"®Ist M eine Menge und R C M x M eine zweistellige Relation, dann

heift R transitiv, wenn gilt:
Ya,b,c € M : aRb N\ bRc = aRc.

Beispiele fiir transitive Relationen sind die Grofer-Relation (>) auf der Menge der
reellen Zahlen, denn aus a > b und b > ¢ folgt a > c¢. Dasselbe gilt fiir die Gleich-
heitsrelation (=) und die kleiner Relation (<). Ebenso ist die Teilbarkeitsrelation
auf der Menge der ganzen Zahlen transitiv, denn wenn a | b und b | ¢ gilt dann
folgt a | c. Eine Relation R heifst intransitiv, wenn die Eigenschaft einer transitiven

Relation nicht gilt, also:
da,b,c € M : aRb N\ bRc N\ —aRc

So wie Teilbarkeit ein Beispiel fiir eine transitive Relation ist, so ist Teilfremdheit
ein Beispiel fiir eine intransitive Relation. Denn trotz dass 5 und 8 sowie 8 und 15
teilfremd sind, haben 5 und 15 einen gemeinsamen Teiler. Das Spiel ,Schere, Stein,
Papier” enthilt auch eine intransitive Relation (besiegt). Stein besiegt Schere und
Schere besiegt Papier, aber es folgt nicht Stein besiegt Papier, sondern Papier be-

siegt Stein’’.

"6ygl. KLEINHUIS: Intransitive Paradoxa, S 3.
"ebd.
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2.2 Intransitive Wiirfel

2.2.1 Efron-Wiirfel

Unter diesen Wiirfeln versteht man nicht die fiir jedermann bekannten Wiirfel, die
mit den Augenzahlen 1-6 auf den Flichen bedruckt sind und jeweils gegeniiberlie-
gende Flichen die Summe 7 ergeben miissen. Grundlage ist ein Spiel mit 4 speziell
entworfenen Wiirfeln. Ziel dieses Spiels ist es, unter 2 Spielern mit einem Wurf die
héhere Augenzahl zu erzielen. Diese speziellen Wiirfel wurden von Bradley Efron

entworfen. Hier eine Netzdarstellung dieser Wiirfel™:

3| A ol B 2 | L 51D
3 ]3]3 alolall2]2 2|2 1]1

3 4 6 5

3 4 6 5

Diese Wiirfel zeichnen sich dadurch aus, dass sie mit einer hohen Wahrscheinlichkeit
intransitiv sind, d. h. A schligt B, B schligt C und C schligt D doppelt so oft und
das Paradoxe ist, D schlagt A doppelt so oft. Bei diesem Spiel ist es immer von Vor-
teil, seinem Gegner die erste Wahl zu iiberlassen, denn es ist egal, welchen Wiirfel
mein Gegner wihlt, ich kann immer einen Wiirfel wiahlen, der den gewihlten 2 von
3 Mal schligt™.

Gehen wir nun ins Detail:

(1) Wahlt mein Gegner Wiirfel B und ich wihle Wiirfel A, so gewinne ich in 24
Fillen, mein Gegner in 12 Fillen. Nehmen wir an, der Gegner wihlt Wiirfel A,
dann wahle ich Wiirfel D. Dazu erstellen wir nun eine Gewinnskizze. Diese enthilt
6 Zeilen und 6 Spalten, denn jede der 6 Fliachen von A tritt gegen 6 Flichen von D

an®?.

“®nach RUMP: Efron dice, S 212.
™ygl. RUMP: Efron dice, S 212.
80im Folgenden vgl. HERRMANN: Mathematik, S 112-114.
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4-514-5]14-5|4-5]0-5|0-5
4-5 1 4-5|4-514-5|0-5|0-5
4-5 1 4-5|4-5]4-5|0-5|0-5
4-114-1|4-11{4-1]0-1]0-1
4-1 1 4-1]4-114-1]0-1]0-1
4-114-1|4-1{4-1]0-1]0-1

Die erste 4er Flache von A steht links und alle méglichen Flachen von D werden
rechts von denen nach unten dazugeschrieben. Dabei gewinnt A 3x und D 3x. Diese
Prozedur setzen wir mit den anderen fiinf Flichen von A fort. Summieren wir die
Gewinne nach Flichenduellen auf, so sieht man, dass A in 12 Fillen gewinnt und
D in 24 Féllen gewinnt, also doppelt so oft. Da nun der Gegner Wiirfel D fiir den
Gewinnwiirfel halt, wihlt er diesen und ich wihle C. Und wieder entscheidet Wiirfel
C 24 zu 36 Duelle fiir sich. W&hlt mein Gegner nun C, so wéhle ich B und wieder
ergibt sich dasselbe Ergebnis mit Sieg von B. Setze ich nun alle Spiele zusammen,
so folgt A> B,B>C,C > D,D > A, also folgen diese Wiirfel nicht dem Transiti-
vitdtsgesetz und heifen intransitiv.

Fassen wir nun die Ergebnisse aller Wiirfelduelle in einer Tabelle zusammen®:

A gegen B | A gegen C | A gegen D
Kombinationen | 12 mal 0-3 | 8 mal 0-2 | 6 mal 0-5
24 mal 4-3 | 4 mal 0-6 | 6 mal 0-1
16 mal 4-2 | 12 mal 4-5
8 mal 4-6 | 12 mal 4-1
Gewinne 24mal A | 16 mal A | 12 mal A
12mal B | 20 mal C | 24 mal D
Quote 2.1 i L2
Sieger A C D
B gegen C | B gegen D | C gegen D
Kombinationen | 24 mal 3-2 | 18 mal 3-5 | 12 mal 2-5
12 mal 3-6 | 18 mal 3-1 | 12 mal 2-1
6 mal 6-5
6 mal 6-1
Gewinne 24mal B | 18 mal B | 24 mal C
12mal C | 18 mal D | 12 mal D
Quote % : % % : % % : %
Sieger B - C

8lygl. KLEINHUIS: Intransitive Paradoxa, S 7.
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Aus dieser Tabelle erkennt man deutlich, dass es zu jedem Wiirfel ein Gegenstiick
gibt, gegen das mit einer Wahrscheinlichkeit von % gewonnen wird. Wenn nun aber
jeder Spieler seine eigenen 4 EFRON Wiirfel hat und jeder Spieler gleichzeitig wahlt,
ist dann auch ein Spielermit einer optimalen Strategie im Vorteil . Sehen wir uns
dazu deine Wahrscheinlichkeitsmatrix an®?, wo jede Reihe der Wahl des Spielers R
entspricht und jede Spalte entspricht der Wahl des Spielers S. Jeder Eintrag in der
Matrix entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass Spieler R Spieler S schlégt, mit der

jeweiligen Kombination der Wiirfel.

12 4 1
2 3 9 3
11 2 1
3 2 3 2
5 1 1 2
9 3 2 3
2 1 1 1
3 2 3 2

Wenn man sich die Matrix ansieht, haben bei einer Auswahl die Spieler die glei-
che Chance ein Spiel zu gewinnen, 5 Mal gewinnt R, 5 Mal gewinnt S und 6 Mal
unentschieden. Sehen wir uns an, ob es eine optimale Strategie gibt, die Wiirfel zu
wahlen. Sei x der Strategievektor von R, x; gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass R
den Wiirfel aus der Reihe i wiahlen wird. Multipliziert man diesen Vektor mit der
i-ten Spalte der Matrix, so erhilt man die Gewinnwahrscheinlichkeit von R, wenn S
einen Wiirfel wihlt, der der Spalte j entspricht. Dabei ist v mit Wiirfel B zu maxi-

mieren.

Im Folgenden sei nun die Herleitung der optimalen Losungen beschrieben®?.
Seix; >0fliri=A;B,C,D

1 +1 +5 +2 N (I)
—XT —T =T —T v

9 A 3 B 9 C 3 D

2 1 1 1
ng—l—§a:B+§xc+§a:D2 v (H)
4 2 1 1
§ZL‘A+§IB+§IC—|—§ZL’DZ U(HI)
1 1 5 1
§$A+§$B+§xc+§l'pz U(IV)

ra+ v+ zc+ zp=1 (V)

82ygl. RUMP: Efron dice, S 213.
83im Folgenden vgl. RUMP: Efron dice, S 213.
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Substituiere xtp =1 — x4 — xp — z¢, das Problem wird reduziert auf

—lx —lx —lx +g>v (I)
64 3P T 97¢T3 =

1 1 1
EI'A —6$0+§ Z v (II)

1 1 1 1
§mA+§xB + axc—i-g > o(III)

1 1 1
—gifA +6$0+§ > U(IV)

TA +xp + ¢ >1 (V)

Bei einem fairen Spiel ist v* = 1, Il und IV zeigt, dass +3 (¢ —xf) > 0 = 2% = f.
Daher sollte Spieler R die Wiirfel A und C mit gleicher Wahrscheinlichkeit wahlen.
Dadurch werden I, IIT und V reduziert auf:

S5x% + 6xp = 3 und 2% + 25 > 3

Aus den verbliebenen Gleichungen ergeben sich mehrere optimale Losungen:

* ok .3
=25 € (0;2)

* _ 1 5, %

l’B 5_6'%14
x*D—l—ijl—x*B:%—%xj‘

Wenn man sich die vielen optimalen Losungen ansieht, so erkennt man, dass die
1.1.1.1
IR
lichkeit zwischen den Wiirfeln zu wéhlen. Interessant erschienen auch die Grenzen 0

Lésung ( ) nicht dabei ist. Es ist also nicht sinnvoll mit gleicher Wahrschein-

und % fiir 2% bzw. .. Daraus ergeben sich die optimalen Lésungen z* = (0; £;0; 3),

)99
(%; %; %; ), d. h. es ist optimal, nur mit den Wiirfeln B und D mit glei-

cher Priferenz zu spielen und A und C wegzulassen. Laut der anderen Losung ist es

sowie ¥ =
optimal Wiirfel D wegzulassen. Auch wenn der Gegner mit allen 4 Wiirfeln spielt,

ist es trotzdem sinnvoll, 1 oder 2 Wiirfel wegzulassen und ich bekomme trotzdem

ein faires Spiel.
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Folgende Abbildung zeigt die Wahrscheinlichkeit, Wiirfel B, C, D zu wahlen in Ab-

hiingigkeit von 2%8%.
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(2) Wir wollen uns jetzt ansehen, ob die Intransitivitdt im vorhin gezeigten Ausmaf
nach denselben Spielregeln noch vorhanden ist, wenn man 2 EFRON Wiirfel zum
gleichzeitigen Werfen auswéhlen soll. Aus 36 Kombinationen in 6 Duellen werden
nun 36*36 Kombinationen in 45 Duellen ausgespielt. Folgende Tabelle weist nun
die Gewinnwahrscheinlichkeiten aus (Wir gehen schon vorab in 10 Duellen gleicher
Wiirfel von einer Gewinnwahrscheinlichkeit von % aus).

AA: 0;4; 8 (4 x0; 16 x 8; 16 x 4)

AB: 3; 7 (24 x7; 12 x 3)

BB: 6 (36 x 6)

AC: 2; 6; 10 (8 x 2; (16 +4) x 6; 8 x 10)

AD: 1;5;9 (6 x1; (124 6) x 5; 12 x 9)

BC. 5,9 (24 x 5; 12 x 9)

BD: 4; 8 (18 x 4; 18 x 8)

CC: 4; 8; 12 (16 x 4; 16 x 8; 4 x 12)

3 mogliche Ausgange:
2 mogliche Ausgénge:
1 moglicher Ausgang:
3 mogliche Ausginge:
3 mogliche Ausgange:
2 mogliche Ausginge:
2 mogliche Ausginge:
3 mogliche Ausginge:

CD: 3 mogliche Ausgéinge: 3; 7; 11 (12 x 3; (124 6) x 7; 6 x 11)
DD: 3 mogliche Ausgéinge: 2; 6; 10 (9 x 2; 18 x 6; 9 x 10)
AB gegen BB | AB gegen BC | AB gegen BD | BB gegen BC
Kombinationen | 864 mal 7-6 288 mal 3-5 216 mal 3-4 864 mal 6-5
432 mal 3-6 144 mal 3-9 216 mal 3-8 432 mal 6-9
576 mal 7-5 432 mal 7-4
288 mal 7-9 432 mal 7-8
Quote 2:3 2.3 1.2 2.1
Sieger AB BC BD BB
BB gegen BD | BC gegen BD | AA gegen AB
Kombinationen | 648 mal 6-4 432 mal 5-4 144 mal 0-6
648 mal 6-8 432 mal 5-8 76 mal 4-6
216 mal 9-4 576 mal 8-6
216 mal 9-8
Quote % : % % . % g : g
Sieger - BC BD BB
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AA gegen AB | AA gegen BC | AA gegen BD
Kombinationen | 48 mal 0-3 96 mal 3-5 72 mal 3-4
96 mal 0-7 48 mal 3-9 72 mal 3-8
192 mal 4-3 384 mal 3-9 288 mal 3-8
384 mal 4-7 192 mal 3-9 288 mal 3-8
192 mal 8-3 384 mal 3-9 288 mal 3-8
384 mal 8-7 192 mal 3-9 288 mal 3-8
Quote ;—(; . ;—% 2% : % % : %
Sieger AA BC BD
AA gegen AC | AA gegen AD | AA gegen CC | AA gegen DD
Kombinationen 32 mal 0-2 24 mal 0-1 64 mal 0-4 36 mal 0-2
80 mal 0-6 72mal 0-5 64 mal 0-8 72 mal 0-6
32 mal 0-10 48 mal 0-9 16 mal 0-12 36 mal 0-10
128 mal 4-2 96 mal 4-1 256 mal 4-4 144 mal 4-2
320 mal 4-6 288 mal 4-5 256 mal 4-8 288 mal 4-6
128 mal 4-10 | 192 mal 4-9 64 mal 4-12 144 mal 4-10
128 mal 8-2 96 mal 8-1 256 mal 8-4 144 mal 8-2
320 mal 8-6 288 mal 8-5 256 mal 8-8 188 mal 8-6
128 mal 810 | 192 mal 8-9 64 mal 8-12 194 mal 8-10
Sieger AC AD CC DD

Auf weitere detaillierte Rechnungen méchte ich verzichten.
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Im Folgenden gebe ich noch die 10x10 Wahrscheinlichkeitsmatrix an® (Reihenfolge
AA;AB;AC;AD;BB;BC;BD;CC;CD;DD in den Spalten von links nach rechts bzw.
in den Zeilen von oben nach unten, Gewinnwahrscheinlichkeit angegeben im Duell

ZEILE gegen SPALTE):

1016 4 10 4 8 2 16 14 4
2 27 9 27 9 27 5 49 27 9
11 16 1 2 4 1 8 2 T
27 2 27 2 3 9 3 27 5 12
5 1 1 17 1 16 1 4 10 1
9 27 2 27 2 27 2 9 27 2
17 1 10 1 1 2 7 14 4 3
27 2 27 2 3 5 12 27 9 8
5 1 1 2 1 2 1 4 1 1
9 3 2 3 2 3 2 9 3 2
9 5 1103 1 1 2 16 1 5
27 9 27 5 3 2 3 27 2 12
3 2 1 5 1 1 1 2 1 1
5 3 2 12 2 3 2 5 12 2
33 19 5 13 5 1 3 1 1T 5
49 27 9 27 9 27 5 2 27 9
13 03 17 5 2 1 5 10 1 5
27 5 27 9 3 2 12 27 2 8
5 5 1 5 1 1 1 4 3 1
9 12 2 8 2 12 2 9 8 2

Bei genauer Untersuchung ldsst sich auch hier die Intransitivitdt nachweisen und
zwar ergibt sich die Kette AA > AB > AC > AD > BD > CD > BB > BC >
CC > DD > AA. Da CC nur von 2 Kombinationen geschlagen wird, sind die Mog-
lichkeiten, eine solche Kette aufzustellen, sehr begrenzt. Zuséatzlich gibt es nur sieben
Duelle von Kombinationen, welche eine Gewinnwahrscheinlichkeit von % haben, also

ist eine Kette mit % Gewinnwahrscheinlichkeit nicht moglich aufzustellen.

EFRON schaffte es, mit der auf Spielwiirfeln iiblichen Augenzahlen (bis auf die 0)
intransitive Wiirfel zu konstruieren. Lésst man auch Augenzahlen grofer als 6 zu,
so entstehen weitere Moglichkeiten, 4 intransitive Wiirfel nach EFRON-Art mit Ge-

winnwahrscheinlichkeit von % zu erhalten. Hier eine Moglichkeit dargestellt®¢:
2| A 0 6 |C 41D
3193 118 )7 51615 12} 4 |12
10 8 6 4
11 8 6 4

85vgl. RUMP: Efron dice, S 215.
86 Abbildung nach KLEINHUIS: Intransitive Paradoxa, S 8.
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Im Folgenden sei noch eine Tabelle samt Kombinationen und Gewinnquoten ange-

fiihrt®":
A gegen B A gegen C | A gegen D
Kombinationen 6 mal 3-8 8 mal 3-6 8 mal 3-4
3 mal 2-8 und 9-8 4 mal 2-6 4 mal 2-4
3 mal 10-8 und 11-8 | 4 mal 3-5 | 4 mal 3-12
2 mal 3-0 4 mal 9-6 4 mal 9-4
1 mal 2-1 und 2-7 | 4 mal 10-6 | 4 mal 10-4
1 mal 2-0 und 9-1 | 4 mal 11-6 | 4 mal 11-4
1 mal 9-7 und 9-0 2 mal 2-5 | 2 mal 2-12
1 mal 10-1 und 10-7 | 2 mal 9-5 | 2 mal 9-12
1 mal 10-0 und 11-1 | 2 mal 10-5 | 2 mal 10-12
1 mal 11-7 und 11-0 | 2 mal 11-5 | 2 mal 11-12
Gewinne 24 mal A 18 mal A 12 mal A
12 mal B 18 mal C 24 mal D
Quote % ; % % : % % : %
Sieger A - D
B gegen C B gegen D | C gegen D
Kombinationen 12 mal 8-6 12 mal 84 | 16 mal 6-4
6 mal 8-5 6 mal 812 | 8 mal 6-12
4 mal 1-6 4 mal 1-4 8 mal 5-4
4 mal 7-6 4 mal 7-4 | 4 mal 5-12
4 mal 0-6 4 mal 0-4
2 mal 1-5 2 mal 1-12
2 mal 7-5 2 mal 7-12
2 mal 0-5 2 mal 0-12
Gewinne 24 mal B 16 mal B 24 mal C
12 mal C 20 mal D 12 mal D
Quote % ; % g : % % : %
Sieger B D C

Auch bei diesen Wiirfeln kann man zu jedem Wiirfel einen anderen Wiirfel finden,

der diesen mit einer Wahrscheinlichkeit von % schldgt. Man kommt wieder zur Kette
A>B>C>D>A.

87yvgl. KLEINHUIS: Intransitive Paradoxa, S 8.
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(3)Um sich die zeitraubende Variante des Zihlens aller moglichen Kombinationen
zu ersparen, wollen wir uns eine Methode ansehen, welche es uns erlaubt, schneller
zu den Gewinnwahrscheinlichkeiten in den einzelnen Duellen zu kommen®®.

Um diese Methode zu erklédren, beschranken wir uns einmal auf einen Wiirfel. Wiirfel
C hat auf 4 Seiten die 2 und auf 2 Seiten die 6 als Augenzahl. Dieses Faktum wird
dargestellt in Form der Funktion C(z) = 2% + 2% + 2? 4+ 22 + 2% + 2% = 422 4 2.
Die Augenzahlen des Wiirfels werden als Hochzahl der Variablen x dargestellt, also
jede Seite des Wiirfels mit der Augenzahl k liefert uns den Ausdruck z*. Den Wiir-
feln A, B und D werden demzufolge die Funktionen A(x) = 2 + 4z, B(x) = 622,
D(z) = 3z + 3x° zugeordnet. Aus diesen Funktionen ist es dann moglich, die Ge-
winnwahrscheinlichkeit einfacher zu ermitteln.

Wenn wir z. B. C gegen D antreten lassen, ergibt sind folgendes: Der Ausdruck %
aus C(z) schligt alle Terme aus D(z) und das 2 Mal. Von den Termen z* in C(z)
schldgt jeder 3 Terme in D(x). Das heift C'(z) schlidgt D(z) in 2 x 6 +4 x 3 = 24
Féllen. Zur Sicherheit sehen wir uns noch an, wie oft C(z) von D(x) geschlagen
wird: Die drei 2° Terme schlagen die 42% Terme, die 3z' Terme gewinnen nie, d. h.
D(z) schlidgt C(z) in 3 x 4 = 12 Féllen. Damit erhalten wir nun fiir Wiirfel C gegen
Wiirfel D eine Gewinnwahrscheinlichkeit von %
Beim Werfen mit einem Wiirfel stellt diese Methode gegeniiber dem blofen Abzéhlen
noch keine wesentliche Erleichterung dar. Wenn man das Werfen mit zwei Wiirfeln
gegeneinander auf ihre Gewinnwahrscheinlichkeit hin untersucht, kommt man aber
leichter zu den Ergebnissen. Beim Werfen mit zwei Wiirfeln arbeitet man nun mit
den Produkten der einzelnen Funktionen. Als einfithrendes Beispiel sehen wir uns
das Duell AB gegen BB an.

AB(x) = A(z) - B(x) = (2 + 42%) - (623) = 2427 + 1223

BB(z) = B(z) - B(x) = (623) - (623) = 362°

Dabei schlagen die 2427 Terme von AB(x), alle 362% Terme von BB(z) und die 36x°
Terme schlagen die 122® Terme von AB(z). D. h. die Kombination von AB schligt
die Kombination von BB in 24 x 36 = 864 Féllen, BB schligt AB in 36 x 12 = 432
Fillen. Dies ergibt im Duell AB gegen BB eine Gewinnwahrscheinlichkeit von % ge-
gen BB. Um die Erleichterung im Berechnen von Gewinnwahrscheinlichkeiten noch
deutlicher zu machen, wenden wir uns dem Duell AC gegen CD zu.

AC(z) = A(z)-(z) = (2+424)- (422 422°%) = 822 4+-4204+-1625+8210 = 8219420204822
CD(x) = C(x) - () = (42% + 22%) - 3z + 32°) = 122 + 1227 + 627 + 62'! =
62!t + 1827 + 1223

AC: Die 82! Terme schlagen 30 Terme mit 27 und z3; die 202% Terme schlagen die

88im Folgenden vgl. HESSE: Achtung Denkfalle, S 83-85.
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1223 Terme; die 822 Terme verlieren immer.

CD: Die 62! Terme schlagen alle 36 Terme von AC(z), die 182" Terme schlagen
28 Terme mit 2% und 2? und die 1223 Terme schlagen die 822 Terme.

Daher schldgt CD AC in 6 x 36+ 18 x 28412 x 8 = 816 Fallen. Dies ergibt im Duell
AC-CD eine Gewinnwahrscheinlichkeit von ;—; oder rund 63% fiir CD.

Hier erkennt man schon eine deutliche Erleichterung in der Berechnung.

Im Folgenden will ich noch alle Funktionen anschreiben:

AA(z) = 1628 + 162 + 4
AB(z) = 242" + 1223
AC(z) = 82 + 2026 + 8z*
AD(z) = 122" + 182° + 6z
BC(z) = 122° + 24a°
BD(x) = 182° + 182"
BB(z) = 362

CCO(x) = 42" + 162® + 162*

CD(z) = 6z'1 4+ 1827 + 1223
(z) = 9210 + 182° 4 92

Und jetzt noch die Berechnung der Gewinnwahrscheinlichkeiten in den 45 mafgebli-
chen Duellen.Duelle mit gleichen Kombinationen ergeben immer eine Gewinnwahr-
scheinlichkeit von %

Fiir die Berechnung der Gewinnwahrscheinlichkeiten in allen Duellen wird mit dieser
Methode deutlich weniger Zeit verbraucht als mit dem Abzédhlen der Kombinatio-
nen. Rein formal betrachtet ist das Werfen mit zwei Wiirfeln nichts anderes als mit
einem 36-seitigen Wiirfel zu werfen; Wiirfel A hétte dann auf 24 Flichen die 4 und
auf 12 Flachen die 0 stehen.

ALAR | 16*36+16%12 gegen | 24F0+12* 768528 | oder 18271127 | fir | AA
AAAC | 16%28+168%8 gegen | 3*36+20%20+3%*4 376720 | oder 9415 fir | AC
AbLAD | 16%24+168%8 gegen | 12*36+18*20+6%*4 430:816 | oder 1WE2TAMEY | fir | AD
AB-AC | 24%28+12%8 gegen | 8*35+20"2 768528 | oder 16271127 | fir | AB
AB-AD | Z24%24+1276 gegen | 12*36+18*12 645648 | oder Yl fir

AABB | 16%36 gegen | 36%20 276720 | oder D419 fir | BB
AABC | 16%24 gegen | 12%¥36+24*20 354512 | oder 18027827 fir | BC
AsBD | 16™8 gegen | 18%*20+13%4 288432 | oder 35215 fur | BD
AACC | 16%8 gegen | 4*36+16%20+16*4 | 256:528 | oder 33/459:16/M49 | fir | CC

AACD | 16%30+16*12 gegen | 6*36+18%20+12*4 | 672624 | oder 14271327 | fir | A/
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2.2.2 Miwinsche Wirfel

Es handelt sich hierbei um 3 Wiirfel, welche auf jeder Seitenfliche eine Zahl zwischen
1 und 9 aufweist, ohne Mehrfachbeschriftungen einer Zahl auf einem Wiirfel, und
jede Zahl muss auf 2 von 3 Wiirfeln aufscheinen®. Die Augenzahlsumme auf jedem
Wiirfel betrdgt 30, die Summe der gegeniiberliegenden Augenzahlen ergeben 9, 10
oder 11. Die Wiirfel werden nach der Summe der beiden niedrigsten Augenzahlen
benannt.

Die Netze seien im Folgenden dargestellt®:

5] Il s]Iiv [4]vV
2] 5|2 91 711|1|8]7]3

5 4 6

1 3 2

Nach der Auswahl eines Wiirfels gibt es immer einen anderen Wiirfel, der gegen den
ausgewahlten Wiirfel mit Wahrscheinlichkeit von % gewinnt und Wahrscheinlichkeit
% verliert. Mit Wahrscheinlichkeit % gibt es ein Unentschieden. Dabei gewinnt II1
gegen IV, TV gegen V und V gegen III. Es handelt sich also um intransitive Wiirfel.
Nach den anfangs genannten Regeln kann auch noch ein zweiter Wiirfelsatz gebildet
werden.

Wiirfel IX mit Augenzahlen: 1-3-5-6-7-8

Wiirfel X mit Augenzahlen: 1-2-4-6-8-9

Wiirfel XI mit Augenzahlen: 2-3-4-5-7-9

Wenn man die Bedingungen erweitert, lassen sich noch etliche Wiirfel mit den ge-

nannten Gewinnwahrscheinlichkeiten bilden.

89im Folgenden vgl. miwin.com, 8.11.2018
90 Abbildung nach: miwin.com, 8.11.2018
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(2) Lasst man auf den drei Wiirfeln nur die doppelte Vergabe von Zahlenwerten zu,
wobei die Zahlen von 1-9 insgesamt auf den Wiirfeln erscheinen miissen, ergeben
sich folgende Wiirfeltripel®':

A mit Augenzahlen: 2-2-6-6-7-7 oder A* mit AZ: 2-2-4-4-9-9

B mit Augenzahlen: 1-1-5-5-9-9 oder B‘ mit AZ: 1-1-6-6-8-8

C mit Augenzahlen AZ: 3-3-4-4-8-8 oder C‘ mit AZ: 3-3-5-5-7-7

In jeder dieser Wiirfelsdtze gibt es einen Wiirfel, der einen zuvor ausgewahlten Wiir-
fel mit der Wahrscheinlichkeit von 8 schlédgt, also:
P(A>B)=PB>C)=P(C>A)=2

PA'>B)=P(B'>C)=P(C'> A") = g

2.2.3 Intransitive Vielflacher

Dass man fiir die Betrachtung von Intransitivitit bei Wurfspielen nicht bei Wiirfeln

bleiben muss, zeigen folgende Beispiele?:

e Intransitive Trieder
Auf jeden der neun Flichen der drei Trieder werden die Zahlen 1-9 geschrie-
ben, Augenzahlsumme ist 15.
T1: 2-6-7 T2: 1-5-9 T3: 3-4-8

Wenn wir in den Duellen jeweils 2 Trieder vergleichen, ergibt sich:

T1-T2:

2 gewinnt 1 Mal, verliert 2 Mal

6 gewinnt 2 Mal, verliert 1 Mal

7 gewinnt 2 Mal, verliert 1 Mal

Also T1 gewinnt gegen T2 mit Wahrscheinlichkeit

oot

T2-T3:

1 verliert 3 Mal

5 gewinnt 2 Mal, verliert 1 Mal

9 gewinnt 3 Mal

Also gewinnt T2 gegen T3 mit Wahrscheinlichkeit

oot

T1-T3:
3 gewinnt 1 Mal, verliert 2 Mal

9lim Folgenden vgl. miwin.com, 8.11.2018
92im Folgenden vgl. miwin.com, 8.11.2018
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4 gewinnt 1 Mal, verliert 2 Mal
8 gewinnt 3 Mal

Also gewinnt T3 gegen T1 mit einer Wahrscheinlichkeit von g.

Es handelt sich also um einen intransitiven Trieder.

e Intransitive Pentaeder
Hierbei handelt es sich um einen 5er Satz von 5 Flichen, die auf jeder der 25
Flachen die Zahlen 1-25 aufweist. Die Augenzahlsumme ergibt 65.
P1: 1-3-18-21-22 P2: 6-9-14-16-20 P3: 7-11-13-15-19
P4: 2-10-12-17-24 P5: 4-5-8-23-25

Nach Rechnung ergibt sich:
P(P1 > P2) = 2 P(P2 > P3) = P(P3 > P4) = P(P4 > P5) = 3
P(P5>P1)=3

Es handelt sich also um intransitive Pentaeder.

e Diese Liste intransitiver (2n — 1)-Flicher in (2n — 1)er Sétzen und (2n — 1)?
Flichen, auf denen alle Zahlen von 1 bis (2n — 1)? einmal vorkommen und die
Augenzahlsumme jeweils gleich ist, liefse sich beliebig fortsetzen, auch wenn

die Suche immer aufwendiger werden wiirde.

2.2.4 Allgemeine Betrachtungen

Nach den Regeln von Winkelmann bilden wir nun einen 3er Satz von Wiirfeln, die
auf jeden der 18 Fliachen die Zahlen 1-18 geschrieben hat und jeder Wiirfel hat die

Augenzahlsumme von 57.

Wiirfel A: 5-7-8-9-10-18 Wiirfel B: 2-3-4-15-16-17
Wiirfel C: 1-6-11-12-13-14

Es handelt sich dabei wieder um intransitive Wiirfel, weil
P(A>B)=P(B>C)=P(C>A)=2

Bezeichnet man die Wiirfel folgendermalfsen:
Wiirfel D: 1-4-4-4-4-4 Wiirfel E: 2-2-2-5-5-5 Wiirfel F: 3-3-3-3-3-6 so

ergibt sich mit P(D > F)=P(E > F)=P(F >0) = %

wieder dieselbe Wahrscheinlichkeit fiir einen Rundumsieg®.

93ygl. SZEKELY: Paradoxa, S 65-66.
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Diese Ausfiihrungen sollten nur die Basis fiir eine allgemeine Formulierung des Pa-
radoxons der Intransitivitdt von Wiirfeln sein.

Seien nun zq, ..., x, beliebige Zahlen und
P(X;>X9)=P,P(Xo>X3)=P,,..., P(X, > X)) =P,

die Wahrscheinlichkeiten der zugehorigen Ereignisse. Dann ist min(Py, Py, ..., P,)
die Wahrscheinlichkeit eines ,Rundumsieges”, nennen wir sie W. W kann dabei nie

grofer sein als "T_l und dies ist die kleinste obere Schranke™.

Widmen wir uns nun der Bestimmung der kleinsten oberen Schranke von Wahr-
scheinlichkeiten beim Wiirfeln. Wenn wir A; statt (X; > X; + 1) schreiben, dann ist
> P(AY) > P(JAY), also kann P(A‘;) nicht kleiner sein als L. Also kann P(A;)
nicht gréfer sein als ”T’l

Bezeichnen wir diese Schranke mit L,,. Dabei ist Ly = 3, Ly = Vool = 29,

SATZ%:Sei nun L, = sup{Py, P,, ..., P,}. Dann gilt:
3

lim L, = °

im 1

Fiir den Beweis des Satzes bedarf es der Beweise einiger Hilfssitze und dies wiirde

hier zu sehr ins Detail fiithren.

Im Folgenden sei die Tabelle der Schranken angefiihrt?".
n | untere Schranke | obere Schranke
3| £ =04375 2 =0,6250
4 2 = 10,6250 2 =0,6750
5| 2 =0,6597 -+ = 10,7000
6 | 1=0,6875 2=0,7143
10| 2 =0,7188 2L = 10,7364
20| 2 =0,7361 2% = 0,7467
25 | 925 —0,7390 208 = 10,7477
30 | 152 =0,7448 8T = 10,7494

Wie man aus der Tabelle ersehen kann, ndhert sich der Wert fiir die oberen und die

untere Schranken fiir L,, mit steigendem n immer mehr der Zahl % an.

94y0]. SZEKELY: Paradoxa, S 66.

9ygl. USISKIN: max-min Probabilities, S 857.
96 USISKIN: max-min Probabilities, S 860.
97ygl. USISKIN: max-min Probabilities, S 861.
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Die oberen und unteren Grenzen aus der Tabelle folgen folgenden Formeln®:

3 n-—-2 (n—2)2<L <3 3 2
4 4 16 "4 dn(n+1)
fiir n ungerade
3 n—2<L <3 3 2
4 4 "4 4n(n+1)

fiir n gerade

2.3 Intransitive Miinzwurffolgen

2.3.1 3er Kombinationen

In der Betrachtung von intransitiven Miinzwurffolgen gehen wir von einem Spiel fiir
2 Personen aus. Dabei wirft man eine Miinze, die mit Wahrscheinlichkeit von jeweils
5 auf Kopf (K) oder Zahl (Z) zu liegen kommt. Im ersten Teil unserer Beobachtung
sehen wir uns die Miinzwiirfe im Dreierpaket an. Dabei kénnen acht mogliche Kom-
binationen von Ereignissen auftreten, und zwar:

KKK; KKZ; KZK; KZZ; 777; 77K; ZKK; ZKZ.

Spieler A wihlt eine dieser 3er Kombinationen aus, danach wahlt Spieler B eine
andere 3er Kombination aus. Die Miinze wird so oft geworfen bis einer der bei-
den ausgewéhlten 3er Blocke erscheint und der Spieler, welcher den Block gewihlt
hat, hat gewonnen. Was anfangs nach einem fairen Spiel aussieht, wird bei ndherer
Untersuchung zu einer alles anderen als fairen Angelegenheit kommen, denn es ist
egal, welchen 3er Block Spieler A wiahlt, Spieler B kann einen 3er Block wahlen, der
den von Spieler A gewdhlten Block mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens %
schligt?.

Zuerst sei ein Beispiel betrachtet, um die Ermittlung der Wahrscheinlichkeit, mit
der ein Block gegen einen anderen gewinnt, zu illustrieren. Sei der erste Block KKZ
und der zweite Block KZZ. Wir suchen nun die Wahrscheinlichkeit, dass KZZ ge-
gen KKZ gewinnt. Die Wahrscheinlichkeit, dass KZZ gewinnt, ist das Mittel der
Gewinnwahrscheinlichkeit, gebildet iiber die 4 Mdglichkeiten fiir die ersten beiden
Miinzwiirfe. Dabei sei Po(K K') die Wahrscheinlichkeit, das KZZ gewinnt, wenn die

ersten beiden Wiirfe KK ausgehen. Féllt die Miinze im dritten Versuch auf K, so an-

98vgl. USISKIN: max-min Probabilities, S 860.
99yvgl. HESSE: Achtung Denkfalle, S 85-86.
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dert sich nichts, denn keiner der beiden Blocke hat gewonnen und die ersten beiden
Wiirfe eines 3er Blocks sind KK. Fillt der dritte Wurf aber auf Z, so gewinnt der
erste Block und die Gewinnwahrscheinlichkeit des zweiten Blocks sinkt auf 0. Um
Py(KK) zu berechnen, muss man die Wahrscheinlichkeit der beiden Moglichkeiten
gewichtet mitteln und das Ergebnis lautet:
P(KK)=1xP(KK)+1x0=1xP(KK)

Lauten die ersten beiden Wiirfe KZ, so ergibt sich:

P(KK) =3 xP(ZK)+ix1=1xP(ZK)+1

Féllt der 3. Wurf auf K, so hat kein Block gewonnen, die letzten beiden Wiirfe lauten
ZK und die Wahrscheinlichkeit, dass der 2. Block gewinnt, betrigt somit Py(ZK).
Fallt der 3. Wurf auf Z, so hat der 1. Block gewonnen.

Somit ist Py(KZ) =3 x Po(ZK) + 3 x 1 =1 x Po(ZK) + 1.

Fehlen jetzt noch 2 weitere Moglichkeiten: Py(ZK) und Py(ZZ). Diese werde ich
nicht mehr im Detail erldutern. Die Ergebnisse lauten:

Py(ZK)=1x Py(KK)+ 3 x P(KZ)

Py(ZZ) =1 x P(ZK)+ 3 x P,(2Z) 1.

2

Damit haben wir ein Gleichungssystem mit 4 Gleichungen und 4 Unbekannten:

(WP(KK) = x PAKK)

—_ DO

(I) P(KZ) = = x Py(ZK) %

Ll )

(1) Py(ZK) == x PQ(KK)JF% x Py(KZ)

(IV) P(2Z2) =

DO | = DD

1
x Po(ZK) +5 % Po(22)

Der Einfachheit halber ersetzen wir Py(K K) durch z, P,(KZ) durch y und Py (ZK)
durch z und Py(ZZ) durch w.

100y¢]. HESSE: Achtung Denkfalle, S 86-87.
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e
nZ —0

e
gl =
Ty Ty
X y .
(z+5—= =0
(V) —+5=0

(I) liefert uns = = 0,

durch Einsetzen von x wird (IIT) zu 4 — z = 0 oder z = 1y

und damit wird (II) nach Einsetzen von (III) zu
y=1-(3y)+1odery=1iy+3odery=1iy+3,alsoisty=2
aus (IIT) ergibt sich dann z = 3 und daraus folgend aus (IV): w = .
Aus dem Mittelwert der vier errechneten Werte ergibt sich dann:

I X [PKK)+ Po(KZ) + Py(ZK) + P (ZZ)] = %

Daraus folgt, dass KZZ mit einer Wahrscheinlichkeit von % gegen KKZ7 gewinnt,
d.h. dass KZZ mit einer Wahrscheinlichkeit von % vor KKZ in einem 3er Block bei

Miinzwiirfen erscheint!o!.
Des Weiteren will ich noch das Duell ZKZ gegen Z77 betrachten.

Nun sei P;(KK) die Wahrscheinlichkeit, dass ZKZ gegen ZZZ gewinnt, wenn die

ersten beiden Ereignisse KK lauten. Dann wire

(UﬂaaozleuKKHéxqu@

2
ﬂDHUﬁQ:%xEﬂZKHéxFﬂZ@
GH)PKZK):%><PﬂKYO +%
(V) P(22) :% « P(ZK) 10

Es wird wiederum der Einfachheit halber P,(KK) durch x, P,(KZ) durch y und
P (ZK) durch z und P;(ZZ) durch w ersetzt.

101ygl. HESSE: Achtung Denkfalle, S 87-88.
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2 2
z
) —ytoto=
(II) ytotsg 0
1
s =3
(IV) g—w: 0

Aus (I) folgt « = y und damit ergibt (III) z = £ + 1 und aus (IV) folgt w = £ und

damit ergibt (IT)y = £ + %, also 2. (IT) in (TIT) eingesetzt ergibt z = 2 + 1 also
52 _ 1

_ 1 : 4
5 —2undsorn1t2—5.

Aus (IV) wird nach Einsetzen w =

I

2

also w = 14—0 und somit w = z.

Wir haben z und w und kénnen durch (II) y berechnen:
4

y=5+2=5+325=> =2 daraus folgt y = 2.

Und da z =y folgt x = %

Nehmen wir nun den Mittelwert iiber die berechneten Wahrscheinlichkeiten, so er-

gibt sich fiir ZKZ eine Gewinnwahrscheinlichkeit von %

Als Zusammenfassung sei nun noch eine Tabelle mit Gewinnwahrscheinlichkeiten

angegeben (Zeilenblock gewinnt gegen Spaltenblock mit Wahrscheinlichkeit k)92,

KKK | KKZ | KZK | K7z | ZKK | 72K7 | 22K | 722
KKK | 5 | 5 | 2 | 2 | 5 | % | % |3
KKZ | 2 | 5 | 5 | 5 | & | & | 5 | %
KZK | 2 | 5 | 5 | 3 | 5 | 5 | & | %
KZZ | % | 5 | 5 | 5 | 5 | 5 | i | &
ZKK | % | & | 5 |5 |5 |5 |5 | &
ZXZ | % | 8 | 5 | 3 | 5 | 3 | 5 | 3
ZZK | %5 | 3 | 8 | i | 5 | 5 | 5 | 3
22 T I R S v I I S O S S

Wenn man sich die Tabelle genauer ansieht, so kann man die Eigenschaft der In-
transitivitdt fiir 3er Blocke von Miinzwiirfen herausfiltern:

KKZ>KZZ >ZZK >7ZKK > KKZ

und zwar jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit von % oder mehr.

102y6]. HESSE: Achtung Denkfalle, S 88.
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Zu einem gegebenen Block ladsst sich ein iiberlegener Block ganz leicht konstruie-
ren. Man nimmt das gegenteilige Ereignis der mittleren Position des ersten Blocks
und setzt es beim zweiten Block an die erste Position und die letzte Position wird
gestrichen, z. B. der erste Block lautet KZK, das mittlere Ereignis 7Z dndert man
zu K und setzt es an die Spitze und streiche das K an der letzten Stelle und man
bekommt den dominierenden Block KKZ.

2.3.2 4er Kombinationen

Als Nachstes betrachten wir nun 4er Blocke mit Miinzwurffolgen und werden sehen,
dass 4er Blocke von Miinzwurfkombinationen ebenfalls die Eigenschaft der Intransi-
tivitdt besitzen. Die Berechnung der Gewinnwahrscheinlichkeiten in 4er Block Du-
ellen verlauft etwas komplizierter als bei 3er Blocken, aber nach einem &hnlichen
Schema.

Im Folgenden mdchte ich die Berechnung nun erldutern!®s.

P(S) sei die Wahrscheinlichkeit, dass ZZKZ gegen ZKZZ gewinnt und sei P(ZZK)
die Wahrscheinlichkeit vom Ereignis ZZK zum Ereignis ZZKZ7 zu gelangen.
P(ZZK)=1x1+1xP(S)

Z wird mit der Wahrscheinlichkeit % geworfen und der Sieg ware fixiert, mit Wahr-
scheinlichkeit % wird K geworfen und man muss wieder von neuem beginnen.
P(ZKZ)=1x0+1x P(S)=1x P(ZK)

Der Wurf auf Z bringt den Sieg fiir den Gegner, Wurf auf K bringt uns Zustand ZK.

P(2Z)=1xP(Z2)+ L x P(ZZK)
P(ZZ)=5xP(ZZ)+ 1+ x 2 x 1+ 1 x P(5)]
P(2Z)=31xP(ZZ)+ 1+ 1% P(S)
SXP(ZZ) =5+ 1 x P(S)

P(ZZ) =5+ 1x P(S)

P(ZK) =1 x P(5) + 1x P(ZKZ)

P(ZK) =1 xP(S)+1x [t x P(ZK)]
P(ZK) =1 x P(9) + x P(ZK)

$x P(ZK)=3x P(S)

P(ZK) =2 x P(S)

103im Folgenden vgl. KLEINHUIS: Intransitive Paradoxa, S 11.
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= = N N[

X P(ZZ) +1x P(ZK)

X [% + X P(S)] + 5 X [g x P(S)]
+ 2 xP(S)+3 x P(S)

+ 15 x P(9)

Daraus kann man dann die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir das Ereignis S berechnen.

NI N N

x P(S)+1x P(Z)
x P(S)+ 4 x [+ 5 x P(5)]
X

PS)+i+ L xP(S)=8xPS)+1

1
8
=3
5

Damit haben wir die Wahrscheinlichkeit, dass die Kombination ZZKZ gegen die

Kombination ZKZZ gewinnt, errechnet.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ZKZZ gegen KZKZ gewinnt, ergibt sich nach folgender

Berechnung'%

—~

><P(K)—|—%

x P(KZ)  P(K)=P(KZ)

x P(ZK)+ 1 x P(Z) P(Z) = P(ZK)

x P(K)+1x P(ZKZ) Inach(1)
X P(KZ)+ i x P(ZKZ)

NI— N

X P(KZK)+ § x P(Z)

Ix[3xP(K)+1x0]+3xP(Z) Inach(1)
sX[3xP(KZ)+3ixP(Z)=1xP(KZ)+ 1 x P(Z) Inach(2)
X P(KZ)+ 5 x P(ZK) Inach(3)

x P(KZ)+ i x [§ x P(KZ)+ 4 x P(ZKZ))
KZ)+ix P(KZ)+1x P(ZKZ)=2 x P(KZ)+ 1 x P(ZKZ)

104im Folgenden vgl. KLEINHUIS: Intransitive Paradoxa, S 14.
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(5)

P(ZKZ)=3x P(KZK)+ 3 x1=1x[s x P(K)]+ 3 lnach(1)
P(ZKZ)=1xP(K)+1 |nach(4)

P(ZKZ)=1x [ x P(ZKZ)|+L=L1xP(ZKZ)+1
IXP(ZKZ)=}

P(ZKZ) =1}

(6)

P(ZKZ)=1ixP(K)+4%x0

Fiir die Gewinnwahrscheinlichkeit des Ereignisses folgt:

P(S) =4 x P(K)+1xP(Z) |nach(1); (2)

P(S)=1xP(KZ)+1ix P(ZK) [nach(4); (3)
P(S)=ix[IxP(ZKZ)+3x[3xP(KZ)+}x P(ZKZ)] Inach(4)
P(S)=L1xP(ZKZ) + Ix{Ix[3xP(ZKZ)|+ 1 x P(ZKZ)}
P(S)=3ixP(ZKZ)+31x [t x P(ZKZ) + 1% P(ZKZ)
P(S)=1xP(ZK2Z) + x P(ZKZ)+ % x P(ZKZ)

P(S)=8x P(ZKZ)

P(S) =4 x4

P(S) =4

Die Kombination ZKZZ gewinnt gegen die Kombination KZKZ mit einer Wahr-

scheinlichkeit von ﬁ.

Da es in der Anordnung von 4er Blocken 16 Kombinationen und 120 relevante Kom-
binationsmodelle gibt, erscheint diese Methode zur Berechnung der Gewinnwahr-
scheinlichkeit in allen Duellen recht miithsam. Selbst wenn wir zum Nachweis der
Intransitivitdat der 4er Miinzwurffolgen nicht alle Gewinnwahrscheinlichkeiten be-

rechnen miissen, entsteht hier trotzdem ein recht hoher Zeitaufwand.
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Formel nach Conway

Eine elegante Methode, die Gewinnwahrscheinlichkeit schneller zu berechnen, ist,
wenn wir die Methode nach Conway anwenden. Hierbei ist zu beachten, dass diese
Methode nur angewendet werden kann, wenn wir ein Zufallsereignis mit zwei mog-

lichen Ausgingen betrachten'®.

Zuerst muss jede 4er Kombination in eine Bindrzahl umgewandelt werden. Das funk-

tioniert folgendermafien:

e Schreibe die Kombinationen untereinander. Sind die Zeichen identisch, setze

eine 1, sonst 0 —1. Ziffer

e Streiche das erste Zeichen der 1. Zeile. Vergleiche mit dem Anfang der 2. Zeile.

Sind sie identisch, setze eine 1, sonst eine 0 — 2.Ziffer
e Streiche das 2. Zeichen der 1.Zeile. Vergleiche und setze wie in Schritt 2

e Streiche das 3. Zeichen der 1. Zeile. Vergleiche und setze wie in Schritt 2

ZZKZ | 4
ZZKZ
ZKZ
ZZKZ 0
KZ

zzkz | O
= 1
7 ZKZ

Die Kombination ZZK7 umgewandelt in eine Binérzahl ist 1001.

Durch diese Formel kann sowohl die Wartezeit fiir eine Kombination, als auch die
Gewinnwahrscheinlichkeit im Duell zweier Kombinationen berechnet werden. Diese

Formel kann auch auf ber, 6er,. .., n-stellige Blocke angewendet werden.

105im Folgenden vgl. KLEINHUIS: Intransitive Paradoxa, S 20.
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(1) Im Folgenden seien die entsprechenden Binérzahlen fiir alle 16 Kombinationen

angegeben:

KKKK | 1111 || ZKKK | 1000 | ZKZK | 1010 || ZKZZ | 1001
KKKZ | 1000 | KKZZ | 1000 | ZZKK | 1000 || ZZKZ | 1001
KKZK | 1001 | KZKZ | 1010 | KZZK | 1001 || ZZZK | 1000
KZKK | 1001 | ZKKZ | 1001 | KZZZ | 1000 || ZZZ7Z | 1111

(2) Wartezeit berechnen

Die Wartezeit fiir eine Kombination kann laut Conway mit dem doppelten Wert der
in eine Dezimalzahl umgewandelten Bindrzahl berechnet werden, also fiir ZZKZ er-
gibt die Bindrzahl 1001 die Dezimalzahl 9 und somit eine Wartezeit von 18 Wiirfen.
Hier nun eine gesammelte Aufstellung der Wartezeiten fiir alle moglichen Kombina-

tionen!6:

KKKK | 30 || ZKKK | 16 || ZKZK | 20 | ZKZZ | 18
KKKZ | 16 | KKZZ | 16 | ZZKK | 16 | ZZKZ | 18
KKZK | 18 || KZKZ | 20 | KZZK | 18 | ZZZK | 16
KZKK | 18 || ZKKZ | 18 | KZZZ | 16 || ZZZZ | 30

(3) Gewinnwahrscheinlichkeiten'0”

Wenn wir nun die Binédrzahl eines Duells feststellen wollen, funktioniert dies auch
nach dem oben genannten Muster. Betrachten wir zuerst die Kombinationen A:=727ZKZ
und B:=ZKZZ. Daraus konnen wir 4 Conway Zahlen ermitteln (A:A) [entspricht der
Bin#rzahl einer Kombination|, (A:B), (B:A), (B:B). Die zuerst genannte Kombina-

tion wird oben geschrieben, die zweite darunter:

(A: A)=1001=9 (A:B)=0101=5
(B:B)=1001=9 (B:A)=0011=3
Mithilfe der Formel

(B:B)—(B:A)
(A: A)—(A:B)

wird nun das Gewinnverhéltnis berechnet. Wenn wir die Zahlen aus unserem Bei-
spiel einsetzen, ergibt sich:

(9-3):(9-5)=6:4.

Von 10 Spielen gewinnt Kombination A 6 Mal und Kombination B 4 Mal. Es ergibt

10661, KLEINHUIS: Intransitive Paradoxa, S 19.
107im Folgenden vgl. KLEINHUIS: Intransitive Paradoxa, S 20-21.
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sich also eine Gewinnwahrscheinlichkeit von % fiir Kombination A.

2. Beispiel: ZKZZ gegen KZZ7Z
(A:A)=1000=8 (A:B)=0011=1
(B:B)=1001=9 (B:A)=0010=14
(8-1):(9-4)=T:5

Es ergibt sich also eine Gewinnwahrscheinlichkeit von 1—72 fiir die Kombination ZKZZ.

3. Beispiel: KZZZ gegen ZZKZ

(A: A)=1001=9 (A: B)=0001=3
(B:B)=1000=8 (B:A)=0100=2
(9-2):(8-3)=T:5

Es ergibt sich also eine Gewinnwahrscheinlichkeit von 1—72 fiir die Kombination KZZZ.

Aus diesen Beispielen ist die Intransitivitidt auch bei Kombinationen von 4er Blocken
deutlich zu erkennen, denn: ZZKZ > ZKZZ > KZZZ > ZZKZ.

Zum Abschluss sei noch die Tabelle aller Gewinnwahrscheinlichkeiten angefiihrt.

KKKK | KKKZ | KKZK | ZKKK | KKZZ | KZKZ | ZKKZ | ZKZK
KKKK | 5 2 5 v | 1 : i3 8
KKKZ | > 7 > 5 5 5| 1w
KKZK | 5 7 2 ; > > i | B
KZKK | 5 2 : 2 i 7 2 | 1
ZKKK | 5 g G| B 2 G| >
KKZZ | 3 5 2 7 i3 > 5 | 1
KZKZ | 1 8 7 2 i 5 2 | 1
ZKKZ | ¢ 6| B | 1 2 G| 2
ZKZK | 3 | G | 2 i 2 2
ZZKK | § | ou | 5 > 16 5
KZZK | 1 7 2 2 2 5 2 2
Kzzz | & 7 2 2 > 5 i >
ZKzZ | § | i 2 2 6| i 2
KKZK | 16 2 s 2 | >
ZZZK | 5 2 6 | i 7 G| 7
2277 | » 5 8 i1 i s | om
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Die Berechnungen dazu finden sich im Anhang .
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3 Paradoxe Ergebnisse bei

medizinischen Tests

3.1 AIDS Test (HIV-Test)

Zunéchst einige kurze Vorbemerkungen. Eine HIV Infektion kann mithilfe eines di-
rekten Virusnachweises oder iiber den Nachweis von Antikérpern diagnostiziert wer-
den, wobei ich mich im Folgenden mit dem Antikorper-Suchtest beschiftigen werde.
Seit Beginn der Aufzeichnungen zu AIDS weisen die Zahlen 77,3 Mio. HIV Infizierte
weltweit auf, wobei Ende 2017 96,9 Mio. mit HIV Infektion auf der Erde lebten.
Im Jahr 2017 kamen 1,8 Mio. Neuinfizierte dazu. 75% der HIV infizierten Menschen
wissen um die Tatsache ihrer Infektion. Seit 1996 der Hohepunkt an Neuinfektionen
erreicht wurde, reduzierte sich die Anzahl an Neuinfektionen um 47%. Die hochste
Rate an Neuinfizierten ergab sich im Raum Osteuropa und Zentralasien mit 9,3%.
Der Raum West- und Zentraleuropa mit Nordamerika weist mit 9,2% die niedrigste
Neuinfektionsrate auf. Der Raum Ost- und Siidafrika weist mit 800.000 Neuinfizier-
ten den Spitzenwert auf'%®.

In Deutschland leben ca. 88.000 HIV Infizierte, in Osterreich etwa 8.000-9.000. Die
Zahl der Neuinfektionen ist in den letzten Jahren wieder etwas gestiegen. Der An-
teil der HIV Infizierten in Deutschland und Osterreich an der Gesamtbevolkerung
betrigt also in etwa 0,1%, weltweit betriigt der Anteil ca. 0.5%'%.

Jetzt wenden wir den Blick auf das HIV Testverfahren!!?. Der Test findet mit 99,8%
Sicherheit die Infektion bei einem HIV infizierten Menschen, dies wird auch Sensiti-
vitat des Tests genannt. Mit 99% Sicherheit weist der Test ein negatives Ergebnis bei
einem nicht mit HIV infizierten Menschen aus, dies ist die Sensitivitdt des Tests. Auf
den ersten Blick kann man meinen, dass man aufgrund der hohen Sensitivitat und
Spezifitat auf den Test vertrauen kann. Nun wollen wir stochastisch untersuchen,

ob unser Vertrauen auch gerechtfertigt ist. Dazu bedienen wir uns der bedingten

108y¢l. unaids.org/en /resources/fact-sheet, 26.11.2018
1093ids.at /information /hiv-statistik, 26.11.2018
1%im Folgenden vgl. BOER: AIDS, S 113-115.
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Wahrscheinlichkeit mit folgenden formalen Grundlagen:

HIV-+ ... krank T+ ... Test positiv

HIV- ... gesund T- ... Test negativ

P(T + |HIV+)=0,998 P(T — |HIV+)=0,002 P(HIV+) = 0,0001
P(T —|HIV—)=10,99 P(T+ |HIV—-)=0,01 P(HIV—)=0,999

Die Wahrscheinlichkeiten werden aus den Kennzahlen des Tests ermittelt.

Um unser Vertrauen nun zu untermauern, berechnen wir nun die Wahrscheinlich-
keit, dass man AIDS hat, unter der Bedingung, dass der Test ein positives Ergebnis
aufweist.

Formal bedeutet es, dass wir P(HIV + |T+) suchen.

P(T +|HIV+)-P(HIV+)
(T+|HIV+)-PHIV+)-P(T'+ |HIV—)-P(HIV—)
P(T +|HIV+)-P(HIV+)

P(T+)
0,998 - 0,001 0,000998
PHIV +|T+) = ’ ’ =
( +1T+) 0,998 - 0,001 + 0,010,999  0,010988
D. h.: Wenn der HIV+ Test positiv ausfillt, ergibt sich eine Wahrscheinlichkeit von
ca. 9,1%, dass man tatsdchlich den HI Virus in sich trégt. Der Test bringt also

P(HIV +|T+) =

P(HIV +|T+) =

~ 0,0908

nur wenig Information dariiber, ob man tatséchlich erkrankt ist, was angesichts der
Werte fiir die Sensitivitit und Spezifitit kaum zu glauben ist. Man muss also nicht
gleich in Panik ausbrechen, wenn der HIV Test positiv ist. Ein Baumdiagramm

erklirt das Ergebnis'!!.

UlDiagramm nach BOER: AIDS, S 115.
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0,098% 0,0002% 0,999% 98,901%

Die beiden Pfade, die zu einem positiven Test fiihren, weisen als Ergebnis 0,000998
bzw. 0,00999 auf. Der rechte Pfad ist demnach um das 10fache stiarker als der linke
Pfad. Das paradoxe Ergebnis, welches der Test liefert, liegt augenscheinlich nicht
am Test selbst, sondern daran, dass es so wenig HIV Infizierte gibt. Die Stirke des
rechten Astes bildet sich trotz des kleinen Bruchteils einer sehr grofen Menge.

Mit absoluten Zahlen ist es besser zu sehen. Bezogen auf die Bevilkerungszahl Os-

terreichs von ca. 8,5 Millionen ergibt sich folgendes Diagramm:

8 500 000

g 491 500

g 406 585

Das berechnete Ergebnis entspricht also genau jener Zahl, die sich aus dem Bau-
diagramm ergibt. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 91% wird ein falsch positives
Testergebnis ausgewertet. So ein Testergebnis ist fiir die praktische Anwendung an-
scheinend untauglich, weil man sich nicht darauf verlassen kann.

Eine Losung fiir dieses Problem konnte ein neuer Ansatz sein, z. B. ein 2. Test fiir
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alle, deren 1. Test positiv war. Die zu beantwortende Frage ist: Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit ist jemand HIV infiziert, wenn der Test positiv ist? Wir suchen also
P(HIV + |T2+)"2

0,998 - 0,091 ~0,09082
0,998 - 0,091 + 0,01 - 0,909  0,099908

P(HIV +|T2+) = ~ 0,909
Lassen wir auch dazu wieder das Baumdiagramm sprechen. Hierzu verwenden wir
absolute Zahlen am Beispiel Osterreichs. Ausgangspunkt ist die Anzahl derjenigen,

deren 1. Test positiv war, in diesem Fall 93.398.

84915

549 T2+

Mit rund 91% Wahrscheinlichkeit ist das positive 2. Testergebnis auch richtig, sofern
der 1. Test auch positiv war. Mit diesem Ergebnis kann man auch in der Praxis gut

arbeiten und das Vertrauen in den Test wird gestérkt.

Seit der Bestitigung der Kennzahlen fiir Sensitivitidt und Spezifitit im Jahr 1991
hat sich das Testverfahren entwickelt und die Kennzahlen haben sich unbestétigt
bereits erhoht. Dabei erscheinen eine Sensitivitdt von 0,999 und eine Spezifitit von
0,997 realisierbar. Aber selbst dann ergibt sich fiir P(HIV+4|T+)=0,25 eine noch
nicht akzeptable Rate im 1. Testdurchgang. Dur einen 2. Test erhéht sich die Rate
fiir die korrekt positiven Testergebnisse auf 99,1%. Unter den 36,9 Mio. positiv
getesteten waren immer noch rund 330.000 falsch positive Testungen. Fiir die ferne
Zukunft wire wohl eine Sensitivitat von 1 und Spezifitit von 0,99995 wiinschenswert.
Dann liage die Rate richtig positiver Tests bei 95,2% und ausgehend davon fiir richtig
positive 2. Tests bei 99,999975%, also mit den heutigen absoluten Zahlen gesprochen
nur noch 9 falsch positive. Doch dafiir braucht man wohl noch eine lange Zeit an

Forschung!!?.

12y0]. BOER: AIDS, S 117.
"3yl BOER: AIDS, S 118-119.
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3.2 PSA-Test

Unter dem PSA-Test versteht man einen Schnelltest fiir Prostatakrebs. Bei den im
Folgenden eingegebenen Zahlen handelt es sich um Rundungen, was aber das zu
Zeigende im Wesentlichen unberiihrt lasst. Der Test zeigt bei 80% aller Manner mit
Prostatakrebs ein positives Testergebnis und bei 20% der Ménner ohne Prostata-
krebs ein falsch positives Testergebnis. Gesammelte Daten weisen darauf hin, dass
ca. 1% aller 60jahrigen Manner, die sich einer Vorsorgeuntersuchung unterziehen,
an Prostatakrebs leiden. Die Frage, welche sich nun stellt ist, wie grofs die Wahr-
scheinlichkeit ist, dass Méanner aus der eben angegebenen Gruppe bei positivem
Testresultat tatsdchlich Prostatakrebs haben. Wenn man nun die Bevolkerung er-
suchen wiirde, lage der grofte Teil wohl weit daneben. Selbst Personen, denen die
medizinische Materie nicht unbekannt ist, ligen mit einem Anteil von 85% daneben.
Die meisten geben eine Schitzung im Bereich von 75% ab. Im Folgenden wollen wir
nun untersuchen, ob sich ein sehr hoher Anteil tatséchlich verschéitzt hat, denn eine
Wahrscheinlichkeit von 75% erscheint auf den ersten Blick sehr plausibel, und die

tatsichliche Antwort auf die Frage geben''*.

Zuerst wollen wir einige Formalitéiten kliren!''>. Die Menge aller 60jihrigen Minner,
die sich einer Vorsorgeuntersuchung unterzichen, kann man in 2 Gruppen einteilen:
Gruppe K ... Méanner mit Prostatakrebs

Gruppe K .... Minner ohne Prostatakrebs

Nach der Durchfiihrung des PSA-Tests erhoht sich die Zahl der Gruppen auf 4.

K+ ... Manner mit Prostatakrebs und mit positivem Test
K- ... Méanner mit Prostatakrebs und mit negativem Test
K+ ... Minner ohne Prostatakrebs und mit positivem Test
K- ... Minner ohne Prostatakrebs und mit negativem Test

Eine Analyse dieser Situation kann mit Hilfe des Satzes von Bayes erfolgen. Dazu
benotigen wir die Wahrscheinlichkeiten

P(K) = 0,01 fiir ,Patient hat Prostatakrebs* und P(K) = 0,99 fiir ,Patient hat
keinen Prostatakrebs®.

Dazu kommen noch die Kennzahlen fiir die Verldsslichkeit des Tests:

P(T + |K) = 0,80 und P(T + |K) = 0,20

welche die Wahrscheinlichkeit fiir einen positiven Test darstellt, unter der Bedin-

H4ye]l, HESSE: Achtung Denkfalle, S 66.
15im Folgenden vgl. HESSE: Achtung Denkfalle, S 66-70.
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gung, dass der Patient Prostatakrebs hat bzw. nicht hat. Die Wahrscheinlichkeit,
welche wir suchen, ist aber eine andere. Wir suchen die Wahrscheinlichkeit, dass

man bei einem positiven Testergebnis tatsidchlich Krebs hat, formal ausgedriickt

P(K|T+) =?

Um den Satz von Bayes hier anwenden zu konnen, brauchen wir die umgekehrte

bedingte Wahrscheinlichkeit P(T + |K) und die Wahrscheinlichkeit P(T+) .
P(T+) = P(T +NK) + P(T + NK)

Daraus folgt dann:

P(T+)=P(T+|K)-P(K)+ P(T + |K) - P(K)

Nun koénnen wir P(K|T+)berechnen:

_ P(T+|K)-P(K)) P(T +|K) - P(K))
P(K|T+) = P(T+) " P(T+|K)-P(K))+ P(T +|K)- P(K))
PKIT) = 0,80 - 0,01 0,039

0,80 0,01+ 0,20 - 0,99
Dieses Ergebnis erscheint doch duferst paradox und wurde von Vielen nicht so er-
wartet. Selbst bei positivem PSA-Test liegt die Wahrscheinlichkeit, Prostatakrebs
zu haben, bei nur 3,9%. Der Grund ist folgender: Aus den Kennzahlen der Verliss-
lichkeit des Tests ergibt sich, dass es 20 Mal wahrscheinlicher ist, dass der Test einen
Fehler macht als dass der Patient Prostatakrebs hat. Wenn die Wahrscheinlichkeit
P(K|T+) so gering ist, ergibt sich dann die Frage, wozu der PSA-Test eigentlich

gut sein soll. Um diese Frage zu beantworten, werde ich nun folgende Berechnung

anstellen:
iy P —|K) - P(K)) P(T — |K) - PK))
P(K|T—) = P "~ P(T—|K)-P(K)) + P(T — |K) - P(K))
PUKITS) — 0,80 - 0,99 _ 09975

0,200,014 0,80 - 0,99
Hier habe ich die Wahrscheinlichkeit berechnet, dass ein Patient nach negativem
Testergebnis auch tatsdchlich keinen Krebs hat. Mit einer Wahrscheinlichkeit von
99,75% ist man nach einem negativen PSA-Test auch gesund. Die Frage der Sinn-
haftigkeit des Tests wird damit zumindest teilweise beantwortet. Es geht um die

Absicherung der Gesundheit und nicht um Absicherung der Krankheit.
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3.3 Erwahnung weiterer diagnostischer Tests

Ahnlich wie bei den eben dargelegten Tests verlaufen auch Tests auf Hepatitis C,
Drogentests, Schwangerschaftstests oder auch Tests zu Brustkrebs oder Darmkrebs.
All diese Tests sind mit einer hohen Unsicherheit verbunden und bendtigen im-
mer weiterfiihrende Untersuchungen zur vollstandigen Sicherheit des Patienten. Es
braucht auch eine Sensibilisierung und die richtige Interpretation der Ergebnisse,
um nach einem positiven Test nicht gleich in Panik zu verfallen. Deshalb sollte die
Behandlung der Diagnose seltener Ereignisse im Mathematikunterricht nicht fehlen

und mit dem Thema AIDS erhélt es auch noch die Aufmerksamkeit, die es bendétigt.

3.3.1 Test zu Trisomie 21

Nur kurz mochte ich das Testverfahren zu Trisomie 21 erwdhnen, auch als Down-
Syndrom bekannt. Diese genetische Anomalie kann durch eine Fruchtwasseruntersu-
chung bei einer Schwangeren festgestellt werden. In 99% aller Félle ist das Tester-
gebnis korrekt positiv und in 99% der Félle ist es korrekt negativ. In der Gruppe der
25jahrigen Miitter ist nach Datenanalysen 1 von 1.250 Féten vom Down-Syndrom
betroffen. Nach einer analogen Berechnung wie beim PSA-Test oder AIDS Test
kann man leicht einsehen, dass bei einem positiven Ergebnis der Fruchtwasserun-
tersuchung Foten nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 7% tatséachlich vom Down-
Syndrom betroffen sind. Es kann davon ausgegangen werden, dass viele untersuchte
und positiv getestete Foten gesunde Kinder hitten werden konnen und trotzdem

abgetrieben wurden!'¢,

3.3.2 Test zu Mastdarmkrebs

Als néchstes sehen wir uns den diagnostischen Test fiir Mastdarmkrebs an. Dieser
Test beruht auf dem Nachweis von Blut im Stuhl, welcher ein Indiz fiir diese Art
von Krebs ist. Fiir diesen Test wurden folgende Genauigkeiten festgelegt: Wenn der
Patient an Mastdarmkrebs leidet, so erkennt der Test den Krebs in 50% der Falle.
Leidet der Patient nicht an diesem Krebs, so ist das Ergebnis zu 97% richtig negativ.
Wenn wir nun die Altersgruppe zwischen 75 und 79 Jahren betrachten, leiden 0,2%
der Menschen dieser Gruppe an Mastdarmkrebs, ohne Symptome aufzuweisen. In
absoluten Zahlen bedeutet dies:

Von 100.000 Untersuchten leiden 200 an Mastdarmkrebs, ohne es zu merken. Bei
50% dieser 200, also bei 100, wird der Test ein richtig positives Ergebnis liefern. Bei

16yel. HESSE: Achtung Denkfalle, S 70.
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den anderen 100 ist der Test falsch negativ. In der Gruppe der 99.800 Untersuchten,
welche diesen Krebs nicht haben, weist der Test in 97% ein richtig negatives Ergeb-
nis aus, bei 3% ein falsch negatives, dies entspricht 2.994 Untersuchten. Also fallt
der Test bei 3.094 Untersuchten positiv aus. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Un-
tersuchter mit positivem Testergebnis tatsichlich an Mastdarmkrebs leidet, betrigt
3,2%. Betrachten wir die Altersgruppe der 30-34jahrigen, so ist Mastdarmkrebs ca.
100 Mal seltener als in der Gruppe der 75-79jdhrigen. Von 100.000 Personen dieser
Gruppe haben nur 2 diesen Krebs. Die Wahrscheinlichkeit, bei einem positiven Test
tatsichlich Krebs zu haben, betriigt in der jiingeren Altersgruppe nur 0,033% 7.
Man sieht in allen diagnostischen Tests, dass es wichtig ist, die Zahl der Erkrankten
zu kennen. Ist dies nicht der Fall, so ist es de facto unméglich, die Wahrscheinlichkeit,

dass jemand erkrankt ist bei positiver Testung, anzugeben.

3.3.3 Funktionaler Zusammenhang von Falsch-Positiv Fehlern

in Abhangigkeit der Infektionsrate

Wir haben beispielsweise beim HIV-Test eine Infektionsrate von 0,1% aufgrund von
Daten aus Osterreich und Deutschland zugrunde gelegt. Doch die Daten sind teil-
weise recht unterschiedlich, allein, wenn man sich die globale Infektionsrate von 0,5%
ansieht. In einigen Teilen Afrikas konnte diese noch héher sein, rechnet man noch die
Dunkelziffer mit ein, die gerade in armen Entwicklungsldndern sehr hoch sein kann.
Deshalb erscheint es sinnvoll, die Grofke der Wahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von
der Infektionsrate x als Funktion zu untersuchen'!8.

Nehmen wir dazu wieder P(HIV + |T+) her (Spezifitdt 99%; Sensitivitit 99,8% ).

20,998
x-0,998 + (1 — ) - 0,01

mit x € [0%;1%] (dargestellt in Abbildung 1) und z € [0%;10%)] (dargestellt in
Abbildung 2)

Als weitere Unsicherheit kann noch die Test-Spezifitdt ansehen werden, die bei Un-

P(HIV + |T+) =

tersuchungen teilweise sehr unterschiedlich angegeben wird. Sei nun die Wahrschein-
lichkeit in Abhéngigkeit von der Spezifitat x mit Infektionsrate 0,1% betrachtet:

0,001 - 0,998

PHIV 4+ |T+) =
( +1T+) 0,001 - 0,998 4+ 0,999 - (1 — z)

HUT"BORNHOLDT,DUBBEN: Der Schein der Weisen, S 154-158.
18im Folgenden vgl. BOER: AIDS, S 120.
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mit = € [99%; 100%] (dargestellt in Abbildung 3) und x € [99,9%); 100%](dargestellt
in Abbildung 4)

Dies sei in folgenden Abbildungen dargestellt!!?.

Abbildung 1
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119 Abbildungen nach: BOER: AIDS, S 121-122.
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Abbildung 3
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3.3.4 Hausarzt oder Spezialist

Es kann des Ofteren vorkommen, dass spezielle Erkrankungen wie Krebs durch die
falsche Diagnose von Allgemeinmedizinern unbehandelt bleiben, aber auch Fachérz-
te konnen Leiden iibersehen, die ein Hausarzt ohne weiteres erkannt héitte, weil
Fachérzte sich nur auf Untersuchungen in ihrem Spezialgebiet konzentrieren. Als
Beispiel sei hier eine Blinddarmentziindung genannt. Zu welchem Arzt sollte man

am besten gehen? Versuchen wir diese Frage zu 16sen, indem wir uns mit der Méglich-



keit einer Krebsdiagnose beschéftigen. Bei den in dieser Betrachtung verwendeten
Zahlen handelt es sich um grobe Schitzungen, was aber im Prinzip wenig Einfluss
auf die endgiiltige Aussage hat!'%’.

Von 1.000 Patienten, die von einem Hausarzt untersucht werden, haben 4 Krebs. 3
der 4 Krebsfille konnen vom Hausarzt richtig diagnostiziert werden. Bei 100 Patien-
ten von 1.000 vermutet der Hausarzt falschlicherweise Krebs. Aufgrund der Diagnose
des Hausarztes werden nun 13 Patienten zu weiteren Untersuchung an einen Spezia-
listen {iberwiesen. Von den 13 haben 3 tatsidchlich Krebs, also hat der Hausarzt eine
Trefferquote von 23%. Wenn wir die Quote von 75% richtig positiven und 99% rich-
tig negativen Diagnosen vom Hausarzt auch bei Spezialisten annehmen, so wiirde
man in etwa dieselbe Trefferquote erwarten. Dass dem nicht so ist, sei im Folgenden
gezeigt:

100 Hausérzte schicken nun 1.300 Patienten zu Spezialisten, von diesen haben 300
tatsdchlich Krebs. Davon werden 225 korrekt positiv diagnostiziert und von den
1.000 krebsfreien Patienten werden 990 korrekt negativ diagnostiziert. Das heift,
Spezialisten habe eine Trefferquote von ca. 96%. Auf diese Trefferquote diirften sich
Spezialisten eigentlich nichts einbilden, da ihnen von den Hausirzten schon eine
garantiert gefahrdete Gruppe geschickt wurde, wihrend Allgemeinmediziner zuerst
im grofsen tritben Teich fischen miissen. Meist liegt die Quote von 75% der richtig
positiven Diagnosen bei Spezialisten deutlich hoher, was aber meist zu Lasten der
richtig negativen Erkennung geht und die Trefferquote trotzdem sinken kann. Neh-
men wir an, ein Spezialist erkennt zu 99% einen Krebskranken als solchen, und in
95% der Falle werden krebsfreie Patienten mit einem negativen Testergebnis wie-
der nach Hause geschickt. Trotz einer drastischen Erhohung der Quote fiir richtig

positive Testergebnisse und einer kleinen Anderung der Quote von richtig negati-

ven Diagnosen, sinkt die Trefferquote trotzdem um etwa 10%. % im Gegensatz zu
297121
347

Trotz allem, wir sollten zuerst den Allgemeinmediziner zu Vorselektion aufsuchen,
damit die Spezialisten weiterhin den groften Teil der Krebsfille diagnostizieren und
behandeln kénnen. Sonst besteht die Gefahr, dass diese ihre richtig positive Diagno-
sequote aufgrund der Mehrzahl an Patienten nicht halten kdnnen, weil beispielswei-
se weniger Zeit fiir eine Untersuchung bleibt und dadurch mehr Krebserkrankungen

nicht erkannt werden konnen.

120y6]1. BORNHOLDT,DUBBEN: Warscheinlichkeit, S 70.
12161, BORNHOLDT,DUBBEN: Warscheinlichkeit, S 71-73.
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3.3.5 Verbesserte Diagnostik

Zum Abschluss sei nun noch eine Erwdhnung der Heilungschancen bei verbesserter
Tumordiagnostik betrachtet. Wurde friiher nur eine grobe Einteilung in kleine und
grofse Tumore getroffen, so konnen heute Einteilungen viel feiner in kleine, mittlere,
grofse und sehr groke Tumore getroffen werden. Paradoxerweise kann die kleinere
Grenzbestimmung von Tumoren zu rechnerisch verbesserten Heilungschancen fiih-
ren als wenn Tumore nur grob in Gruppen eingeteilt werden. Dabei sei vorausgesetzt,
dass mit beiden Methoden dieselben Tumore betrachtet und behandelt werden koén-
nen. Denn gehorte ein Tumor frither zu der groferen kleinen Gruppe mit schlechten
Prognosen, gehort er jetzt zur Gruppe der kleineren mittleren Tumore. Damit ver-
liert die KLEIN Gruppe einen Tumor mit schlechten Prognosen und die MITTEL

Gruppe bekommt einen Tumor mit guten Prognosen dazu'?2.

122y61. BOSBACH, Liigen mit Zahlen, S 150.
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4 Paradoxa der Physik

Im nun folgenden Abschnitt will ich Paradoxa betrachten, wie sie in unserer physika-

lischen Welt vorkommen und die Hintergriinde mit Hilfe der Mathematik beleuchten.

4.1 Das Spiegelparadoxon

Die Grundfrage hierbei lautet: Wieso vertauscht der Spiegel links und rechts, aber
nicht oben und unten? Etwas naturwissenschaftlicher ausgedriickt handelt es sich
um das Problem der Vertauschung der Bilder entlang der vertikalen Achse, wobei
die Bilder entlang der horizontalen Achse nicht vertauscht werden. Dabei wére ein
Losungsansatz, dass man erkennt, dass der Spiegel sich nicht um irgendwelche Re-
flexionsachsen kiimmert, sondern nur das auf ihn treffende Licht reflektiert. Weiters
wird man sich bei genauerer Betrachtung im Klaren sein, dass ein Spiegel nicht links
und rechts, sondern vorne und hinten vertauscht. Dazu zuerst eine etwas saloppe Er-
klarung. Man stellt sich vor einen Spiegel so, dass die Nasenspitze das Glas beriihrt.
Dann denke man sich von hinten so platt gedriickt, dass man von einer dreidimen-
sionalen zu einer zweidimensionalen Erscheinung wird. Wenn man weiter durch die
zweidimensionale Spiegelebene gedriickt wird und dann wieder dreidimensional wird,
eben mit der Nase auf der Spiegelebene auf der anderen Seite des Spiegels, wurde
also nur hinten und vorne vertauscht. Mathematisch gesprochen handelt es sich um

eine Invertierung und nicht um eine Drehung'?3.

123y6]. FREISTETTER: Wissenschaftliche Paradoxien, S 18-19.
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Wenn man jemand anderen im Spiegel beobachtet und nicht sich selbst, kann man

den Losungsansatz ganz leicht verstehen'?*.
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Ein grundlegendes physikalisches Gesetz lautet, dass der Einfallswinkel gleich dem
Ausfallswinkel ist. Wenn man einen Lichtstrahl zuriickverfolgt und hinter dem Spie-
gel geradlinig fortsetzt, gelangt man zum virtuellen Bild A‘. Die Lage von A ist bei
einem ebenen Spiegel unabhingig von der Lage des Beobachters. Fiir die Personen
A und B ist die Lage des Spiegelbildes an derselben Stelle. Wir legen nun auf die
Spiegelskizze in der Draufsicht ein Koordinatensystem, wobei die x-Achse in der
Spiegelebene verlduft. A hat dabei die Koordinaten (1|-2) und A daraus folgend die
Koordinaten (1|2). Volkstiimlich ausgedriickt dreht also der Spiegel (als x-Achse) das

Vorzeichen der y-Koordinate um. Dies kann man mathematisch durch eine Matrix

A‘:<1 0 )A
0 —1

In uns selbst ersetzen wir die Spiegelung des Spiegels durch eine unbewusste Drehung

ausdriicken'?:

und eine andere Spiegelung, wie wenn eine andere Person vor uns stehen wiirde.

o) (0

Spiegelung y = Spiegelung x und Drehung um 180 Grad!'?¢.
Wie schon gesagt, liegt die Ansicht des Tausches von links und rechts in uns selbst

un nicht in der Asymmetrie des Spiegels.

124 Abbildung nach: steyrerbrains.at/spiegel /spiegel 2a, 6.12.2018
125ygl. steyrerbrains.at/spiegel /spiegel 2a, 6.12.2018
126y¢], steyrerbrains.at/spiegel /spiegel 3, 6.12.2018
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4.2 Das Band Paradoxon |

Hierbei betrachten wir zwei kugelférmige Gebilde, einen Fufball und die Erde'?’.

Legen wir nun ein Band um den Fufball und um den Aquator der Erde (wie wir
alle wissen, ist die Erde keine perfekte Kugel, daher die nihere Festlegung der Lage
des Bandes). Der Umfang der Erde am Aquator betriigt, wie wir aus vielen Mathe-
matiklehrbiichern wissen, ca. 40.005 km. Der Umfang eines Fufballs der Grofe 5
betragt laut eigener Messung ca. 70 cm. Verldngern wir beide Béander um 1 Meter,
so ergibt sich ein Abstand des Bandes von der Oberfliche des Fufsballs sowie von
der Erdoberfliche von 16 cm, wenn man das verldngerte Band kreisférmig um den
jeweiligen Korper legt. Was uns anfangs wie ein Paradoxon vorkommt, ldsst sich
mathematisch ganz leicht erkléren (erwarten wiirden wir uns ja bei einem kugelfor-
migen Korper der Grofe unserer Erde weit mehr Abstand).

Wie allgemein bekannt ist, gilt bei Kreisen (ein Band um eine Kugel gelegt ist nichts
anderes als ein Kreis): U = 27r. Der Unterschied der Radien ist der gesuchte Ab-
stand zwischen Oberfliche der Kugel und dem kreisférmig um 1 m verldngerten

Bandes, welches um die jeweilige Kugel gelegt wird.

Ry sei der Radius des an der Oberfliche gelegten Bandes
R5 sei der Radius des 1 m verldngerten Bandes, um die Kugel gelegt

Uy und Us die jeweiligen Langen des Bandes

Daraus folgt nun folgendes:

Uy, U 1 1
RQ—Rl:—2——1:—'(UQ—U1):2—-1%16CTI’L

2r 2w 27 T

Die Grofse der umspannten Kugel spielt also fiir den Abstand keine Rolle.

127im Folgenden vgl. VOLLMER: Paradoxien, S 63.
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4.3 Hydrostatisches Paradoxon

Das Paradoxon besagt, dass der Bodendruck in einer Fliissigkeitssdaule nur von der
Hohe und nicht von der Fliissigkeitsmenge abhéngt. Anschaulich formuliert heifst
das, dass der Druck am Boden eines vollen Fasses derselbe ist wie der Druck am

Boden eines gleich hohen zylindrischen Gefiifies mit 1 cm Durchmesser!?s.

Physikalisch ausgedriickt:

Der hydrostatische Schweredruck héngt bei konstanter Schwerkraft g nur von der
Dichte p und von der Héhe h des Fliissigkeitsspiegels ab. Die Form des Geféfes ist
dabei unerheblich. Dabei sind folgende Zusammenhénge wichtig:

Kraft: F' = m - a (Masse mal Beschleunigung)

Gewichtskraft: Fo = m - g (Masse mal Fallbeschleunigung)

Druck: Kraft pro Fliache

Dichte: Masse pro Volumen

Volumen = Grundflache mal Hohe

Daraus folgt:

F m.g p.v.g p.g.A-h
p=—Ep=—r Sp= Sp=

A A A Ta Gr=egh

D. h. der hydrostatische Druck héngt nur von der Dichte und Hohe der Fliissigkeit,
nicht aber von der Menge ab'??.

Dieses Paradoxon machte man sich bei der Wasserversorgung zunutze, indem man
Wassertiirme hoher platzierte als alle Wasserverbraucher und so den Wasserdruck

aufrechterhielt!3.

128v6l. VOLLMER: Paradoxien, S 63.
129¥61. uni-miskolc.hu/ dephyma/physik/fleiss/norbi/phys9L40.doc, 11.12.2018
130ygl. de.wikipedia.org/wiki/Hydrostatisches_Paradoxon, 11.12.2018
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4.4 Das Boot Paradoxon

Wenn man eine Euromiinze von einem Boot in den Teich, auf dem man fahrt, wirft,
dann sinkt der Wasserspiegel. Warum?

Im Boot verdringt die Miinze die Menge Wasser, welche ihrer Masse entspricht.
Wenn man die Miinze ins Wasser wirft, verdringt die Miinze nur Wasser gem#f
ihres Volumens. In Zahlen ausgedriickt!3!: Eine Euromiinze hat eine Masse von 7,8 g
und ein Volumen von 1,1 ecm?®. Durch 1 kg Masse zusammen im Boot werden 1 1
Wasser zusétzlich verdrangt. Also werden durch die Zusatzmasse der Miinze 0,0078 1
Wasser verdriangt. Wenn die Miinze ins Wasser geworfen wird, verdréngt sie nur mehr
0,0011 1 Wasser. Da die Miinze im Wasser weniger Wasser verdringt als im Boot,

muss der Wasserspiegel des Sees zwangsliufig sinken!3?.

131 MiinzgréRen nach: de.wikipedia.org/wiki/euromiinzen, 19.12.2018
132y6]. VOLLMER: Paradoxien, S 63-64.
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5 Simpson Paradoxon und Will

Rogers Phanomen

5.1 Das Simpson Paradoxon

Das Simpson Paradoxon kann man folgendermafen erklaren:

"Die Paradoxie besteht in einer Mdglichkeit, dass bei einer Zusammenfassung von
Daten aus verschiedenen Gruppen zu einer einzigen Gruppe sich die Richtung einer

Beziehung umkehrt. "33

Oder salopp ausgedriickt:

LZweimal verloren und doch gewonnen.“13*

Das Simpson Paradoxon wurde bekannt durch einen Fall, der sich 1973 an der Uni-
versity of California in Berkeley ereignete. Die Universitit wurde verklagt, da Frauen
weniger Chancen auf einen Studienplatz hatten als Madnner und man dadurch dem
Vorwurf der Diskriminierung ausgesetzt war. Grundlage fiir deren Vorwurf waren
die Zulassungszahlen, die belegten, dass 44% der ménnlichen Bewerber, aber nur
35% der weiblichen Bewerber zugelassen werden®®.

Die Zahlen im Detail'36:

Bewerber méannlich ‘ zugelassen mannlich ‘ Bewerber weiblich ‘ zugelassen weiblich

2691 | 1198 | 1835 | 628

Um neben der Universitdt auch noch die Leiter der jeweiligen Fachbereiche als Frau-

endiskriminierer brandmarken zu konnen, sah man sich auch noch die Zulassungs-

I33HESSE: Achtung Denkfalle, S 26.
I34BORNHOLDT,DUBBEN: Warscheinlichkeit, S 142.
135ygl, BOSBACH, Liigen mit Zahlen, S 154.

13661 BORNHOLDT,DUBBEN: Warscheinlichkeit, S 141.
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quoten in den einzelnen Fachbereichen genauer an'37.

(Spalten unterteilt in: Fachbereich, ménnliche Bewerber, zugelassen ménnlich, zu-

gelassen ménnl in %, weibliche Bewerber, zugelassen weiblich, zugelassen weiblich

in %)

FB | mannl. Bew. | zug. m. | zug. m. in % || weibl. Bew. | zug. w. | zug. w. in %
A 825 512 62% 108 89 82%
B 560 353 63% 25 17 68%
C 325 120 37% 593 202 34%
D 417 138 33% 375 202 54%
E 191 53 28% 393 94 24%
F 373 22 6% 341 24 ™%

Dabei wurde festgestellt, dass in vier von sechs Fachbereichen Frauen héhere Zulas-
sungsquoten hatten als Manner und in den beiden anderen Fachbereichen lag der
Quotenunterschied bei nur 4%. Wie konnte dann ein Plus von 11% hoherer Zulas-
sungsquote fiir Manner auf gesamt universitiarer Ebene herauskommen? Die Lésung
liegt darin, dass sich 51% der Méanner, aber nur 7% der Frauen an den Fachberei-
chen A und B angemeldet haben, die wohl aufgrund der Zulassungsquoten leichtere
Aufnahmetests hatten oder die Latte der Aufnahmekriterien niedriger angelegt wur-
de. An die Fachbereiche E und F wagten sich 40% der Frauen, aber nur 21% der
Ménner heran. Da sich Frauen zu einem grofen Teil an Fachbereichen mit niedri-
ger Zulassungsquote angemeldet hatten, der Grofteil der Ménner an Fachbereichen
mit hoher Zulassungsquote beworben hatte, kam dieses Paradoxon zustande. Im
Endeffekt kann man wohl sagen, dass weibliche Bewerber keineswegs benachteiligt

wurden, ménnliche Bewerber haben es sich nur einfacher gemacht.

Im Folgenden sei noch ein vereinfachtes fiktives Beispiel dargestellt, welches einen

noch drastischeren Fall beleuchten soll als die Situation von Berkely!®®.

FB | mannl. Bew. | zug. m. | zug. m. in % || weibl. Bew. | zug. w. | zug. w. in %

A 80 50 63% 10 8 80%

B 60 40 67% 5 4 80%

C 40 10 25% 80 20 25%

D 40 10 25% 30 15 50%
220 110 50% 125 47 37,6 %

137im Folgenden vgl. BORNHOLDT,DUBBEN: Warscheinlichkeit, S 151.
138im Folgenden vgl. BOSBACH, Liigen mit Zahlen, S 155.

96




Die Zulassungsquoten an dieser fiktiven Hochschule scheinen eindeutig zu belegen,
dass Frauen diskriminiert werden (50% der ménnlichen, aber nur 37,6% der weib-
lichen Bewerber wurden an der Hochschule zugelassen). Wenn man sich aber die
einzelnen Fachbereiche ansieht, zeigt sich ein anderes Bild. In keinem der 4 Fach-
bereiche haben weibliche Bewerber eine niedrigere Zulassungsquote als ménnliche
Bewerber. In 3 Fachbereichen sind die Unterschiede in den Zulassungsquoten sogar
recht deutlich. Hier kénnte man schon eher von Diskriminierung der Méanner spre-
chen. Um eine Erkldrung zu erhalten, miissen wir die Zahlen genauer unter die Lupe
nehmen. 80 von 125 Frauen habe sich bei Fachbereich 3 beworben, an dem sowohl
% der Méanner als auch % der Frauen nicht zugelassen wurden. Diese Tatsache hat
die Zulassungsquote aus der Gruppe der Frauen stark gedriickt. Bei den Mannern
bewarben sich die meisten an Fachbereich 1 und 2, an welchen die Mehrheit der Be-
werber, egal, ob méannlich oder weiblich, angenommen wurde. Da sich 140 von 220
Ménnern an Fachbereich 1 und 2 beworben hatten, bringt dies eine starke Erhéhung
der Gesamtzulassungsquote in der Gruppe der Manner mit sich.

Man kann also sagen, dass die Auswahl der Fachbereiche und der Zulassungsquoten
der Fachbereiche entscheidend war, aber nicht das (Geschlecht der Bewerber.
Aufgrund von detaillierten Betrachtungen wurde die Universitit in Berkeley auch

nicht wegen Diskriminierung von Frauen verurteilt.

5.2 Beispiele zum Simpson Paradoxon

Wie sehr mit Daten die Allgemeinheit in die Irre gefithrt werden kann, wenn man
das Simpson Paradoxon nur geschickt fiir sich nutzen kann, soll nun in einzelnen

Beispielen angefiihrt werden.

5.2.1 Raucherinnen leben langer

Im Jahr 1972 wurde im Distrikt Wickham (Grofbritannien) eine groke Studie in
Auftrag gegeben. Unter anderem sollte die Lebenserwartung der Bevolkerung unter-
sucht werden. Dabei wurden 1814 Frauen in eine Gruppe von 582 Raucherinnen und
in eine Gruppe von 732 Nichtraucherinnen eingeteilt. Nach 10 Jahren wurde eine
Kontrolle dieser beiden Gruppen durchgefiihrt. 139 von 582 Raucherinnen waren in-
zwischen verstorben, 230 von 732 Nichtraucherinnen waren gestorben. Dies bedeutet
auch, dass 76% der Raucherinnen noch lebten, aber nur noch 68% der Nichtrauche-

rinnen. Dies konnte den Schluss zulassen, dass Rauchen das Leben verlingert!®?.

139y¢l. BORNHOLDT,DUBBEN: Warscheinlichkeit, S 137-138.
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Doch bevor man in Erwartung eines langeren Lebens vorschnell zur Zigarette greift,

sollte man sich die Zahlen in den einzelnen Altersgruppen ansehen'#?.

Altersgruppe 18-44
269 von 288 Raucherinnen leben(93%)
327 von 340 Nichtraucherinnen leben(96%)

Altersgruppe 45-64
167 von 245 Raucherinnen leben(68%)
147 von 199 Nichtraucherinnen leben(74%)

Altersgruppe iiber 64

7 von 49 Raucherinnen leben(14,3%)
28 von 193 Nichtraucherinnen leben(14,3%)

Jetzt kann man sehen, dass das Ergebnis fiir alle Altersgruppen ins Gegenteil um-

gekehrt wird, wenn man das Alter der Frauen berticksichtigt.

5.2.2 Die Ausgrenzung ethnischer Minderheiten in

Neuseeland

Im Jahr 1993 wurde vom neuseeldndischen Justizministerium eine Untersuchung

der Zusammensetzung von Geschworenen-Jurys in Auftrag gegeben. Dabei sollte

herausgefunden werden, ob der Anteil der Maori an der Gesamtbevélkerung in den

einzelnen Distrikten ungefihr dem Anteil der Maori an Geschworenen-Jurys in den

einzelnen Distrikten entspricht. Diese Untersuchung ergab, dass die Maori in allen

13 Distrikten unterrepriisentiert waren!®!.

Anteil an Anteil Anteil an Anteil
Bevoélkerung | an Jury Bevolkerung | an Jury
(Alter 20-64) (Alter 20-64)
Whangarei 17,0 16,8 Palmerston North 8,9 4.3
Auckland 9,2 9,0 Wellington 8,7 7,5
Hamilton 13,5 11,5 Nelson 3,9 1,7
Rotorua 27,0 23,4 Christchurch 4,5 3,3
Gisborne 32,2 29,5 Dunedin 3,3 2,4
Napier 15,5 12,4 Invercargill 8,4 4.8
New Plymouth 4.1 16,8

140y6]. BORNHOLDT,DUBBEN: Warscheinlichkeit, S 146.
14161 BORNHOLDT,DUBBEN: Warscheinlichkeit, S 139-140.
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Um den Vorwurf der verfehlten Minderheiten den Wind aus den Segeln zu neh-
men, wurde das Ergebnis nicht mehr nach Distrikten unterteilt, sondern lediglich
das landesweite Ergebnis betrachtet. Demnach betrug der Anteil der Maori an der
Gesamtbevolkerung 9,5% und der Anteil der Geschworenen-Jurys 10,1%. Die Maori
waren also in den Geschworenen-Jurys iiberproportional vertreten'42.

Was aber nicht beachtet wurde ist, dass die Justiz in den einzelnen Distrikten unter-
schiedlich viel zu tun hat und auch die Einwohnerzahlen recht unterschiedlich sind.
Anteile sagen hier nur wenig aus und darum sehen wir uns die absoluten Zahlen der
Geschworenen und die erwartete Anzahl der Maori in den Geschworenen-Jurys an.
Dabei sieht man, dass in den einzelnen Distrikten bis zu 12 Geschworenenplitze zu
wenig an Maori vergeben wurden. Landesweit hatten 350 Geschworenenplitze an

die Maori gehen miissen, tatsichlich waren es aber nur 300.'43.

5.2.3 Kriminalitatsstatistiken
Auslander sind kriminell

Im Folgenden nehmen wir an, dass in einer fiktiven Stadt 120.000 Einwohner leben,
die grob in die Gruppe der Inlinder mit der Gréfe von 100.000 Einwohnern und in
die Gruppe der Auslander mit 20.000 Einwohnern eingeteilt werden konnen. Nach
Durchsicht der 1. Kriminalitdtsstatistik stellt man fest, dass im vorigen Jahr 280
Straftaten veriibt worden sind, wovon 180 auf das Konto von Inlindern und 100
auf das Konto von Auslindern gehen. Anders gesagt werden pro 1.000 ausliandi-
schen Einwohnern 5 Straftaten im Jahr veriibt, wihrend pro 1.000 Inldndern nur
1,8 Straftaten registriert wurden. Alsbald kénnte man also die Schlagzeile ,, Auslén-
der erhohen Kriminalitdtsrate unsere Stadt® lesen. Doch dieser allzu kurzsichtigen
Schlussfolgerung kann schnell das Handwerk gelegt werden, wenn wir unser Daten-
material genauer durchleuchten'#*.

Im Folgenden seien die Zahlen getrennt nach Bezirken aufgefiihrt*®:

1.Bezirk
Einwohner Straftaten pro Jahr Straftaten pro 1000 Einwohner
Auslander 10000 10 1
Inlénder 90000 90 1

142y6]. BORNHOLDT,DUBBEN: Warscheinlichkeit, S 140-141.
143yg]. BORNHOLDT,DUBBEN: Warscheinlichkeit, S 150.
144y6], BORNHOLDT,DUBBEN: Warscheinlichkeit, S 150.
145yl BORNHOLDT,DUBBEN: Warscheinlichkeit, S 148.
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2.Bezirk

Einwohner Straftaten pro Jahr Straftaten pro 1000 Einwohner
Auslénder 10000 90 9
Inlander 10000 90 9

Die beiden Bezirke unterscheiden sich von der wirtschaftlichen Seite her gesehen sehr
stark. Im 2. Bezirk leben aufgrund der giinstigen Wohnungen in den Betonbauten
eher einkommensschwache Familien. Hier leben 20.000 Einwohner, die jeweils zur
Halfte Inldnder oder Auslinder sind. Im gehobenen und teuersten 1. Bezirk leben
9 Mal so viele Inldnder als Ausldnder. Doch wenn wir uns die Kriminalitatsrate
ansehen, ist diese bei Inlidndern gleich hoch wie bei Ausldndern. Also kénnte man

sagen, die Schlagzeile entbehrt jeder Grundlage.

Rassenspezifikum der Todesstrafe in Florida

Hierbei handelt es sich um ein Beispiel mit realen Daten zur Verlingerung der To-
desstrafe in Florida zwischen 1976 und 1987. Die Daten seien in folgender Tabelle

veranschaulicht!46:
Hautfarbe | Hautfarbe | Todesurteil | Todesurteil

Opfer Téater Ja Nein Anteil Ja

Weifs Weifs 53 414 11,3%

Schwarz 11 37 22.9%

Schwarz Weif 0 16 0,0%

Schwarz 139 2.8%

Weils 53 430 11,0%

Schwarz 15 176 7,9%

Weils 64 451 12,4%

Schwarz 4 155 2,5%

Nun wollen wir darstellen, in welche Richtung uns diese Zahlen fiihren konnen.
Wenn man die Hautfarbe der Opfer aufken vor ldsst, dann werden mehr Téter mit
weifser Hautfarbe zum Tode verurteilt als jene mit schwarzer Hautfarbe (gemessen
in Prozentanteilen an der Anzahl der Mordprozesse). Weifse Téter werden haufiger
zum Tode verurteilt als schwarze Téter. Beriicksichtig man die Hautfarbe der Opfer,
dann ist in beiden Opfergruppen der Anteil verhidngter Todesurteile bei schwarzen
Angeklagten grofer. Wird die Hautfarbe des Taters vernachlissigt und liegt der

Fokus auf der Hautfarbe der Opfer, so wird bei mehr weiken als schwarzen Té-

146y¢]. HESSE: Achtung Denkfalle, S 34.

100



tern die Todesstrafe verhangt. Wieder erhalten wir einen Widerspruch der beiden
Schlussfolgerungen. Diesem Widerspruch liegt zugrunde, dass ein Todesurteil haufi-
ger ausgesprochen wurde, wenn das Opfer weifs war und dass Weife weitaus hdufiger

Weifke umbringen als sie Schwarze umbringen!®”.

5.2.4 Wenn man langer studiert, verdient man besser

Nach einer Recherche des Handelsblattes scheinen doch Akademiker, die linger stu-
dieren, ein hoheres Einstiegsgehalt zu beziehen. Dies wurde auch noch graphisch

untermauert!*®.

Startgehalt
A

[y
| =

Studiendauer

Dabei wurden Studiendauer und das zugehorige Einstiegsgehalt in ein Koordina-
tensystem eingezeichnet. Dies waren nachweisbare Fakten und auf den ersten Blick
schon ein wenig tiberraschend. Die Korrelationsgerade hatte eine positive Steigung
und somit wurde diese Behauptung auch mathematisch untermauert. Dass hierbei 3
Studienficher in einen Topf geworfen wurden, wurde nicht erwéhnt. Denn wenn die
Fécher getrennt betrachtet werden, ergibt sich ein ganz anderes Bild, ndmlich, dass
eine langere Studiendauer das Einstiegsgehalt reduziert. Dem Faktum, dass schwere
Studien lingere Studienzeiten nach sich ziehen, aber auch héhere Gehélter, da sich
viele aufgrund der Komplexitét eines Studiums dieses nicht antun, wird hier geniige

getan. Das Einstiegsgehalt hiingt vom Studienfach und von der Studiendauer ab'*.

147ye]l, HESSE: Achtung Denkfalle, S 35.
148 Abbildung nach: KRAMER: Denkste, S 151.
149yg]. KRAMER: Denkste, S 151-152.
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Die folgende Abbildung enthilt diesselben Punkte, aber mehr Zusatzinformatio-

nen'®,

Startgehalt
A

Chemie

Physik

I~
=

Studiendauer

Man sieht: 3 Korrelationsgeraden mit negativer Steigung koénnen trotz allem eine
Korrelationsgerade mit positiver Steigung ergeben, wenn man die Gruppierung der

Studienficher weglisst.

5.2.5 Punkteanteil erhoht und trotzdem durchgefallen

Hier sei ein Szenario betrachtet, wie es im Schulalltag jederzeit vorkommen koénn-
taldl.

Eine schriftliche Mathematik-Priifung mit 2 Aufgaben, bei der es fiir einen Schiiler
um die Zulassung zur Matura geht. Um die Fairness zu wahren, wird vom Klas-
senlehrer ein unabhéngiger Zweitkorrektor hinzugezogen. Die Priifung wird vom

Klassenlehrer folgendermafien bewertet:

1.Aufgabe 2. Aufgabe Gesamt
Erreichbare Punkte 30 60 90
Erreichte Punkte 11 35 46
Anteil 36,7% 58,3% 51,1%

Sei nun angenommen, dass mit einer Quote von 50% die Zulassung zur Matura

gesichert wire. Nach der Erstkorrektur ist also die Priifung knapp positiv. Dem

150 Abbildung nach: KRAMER: Denkste, S 151.
151im Folgenden vgl. HESSE: Achtung Denkfalle, S 27-29.
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Zweitkorrektor ist die Ungleichgewichtung der Aufgaben ein Dorn im Auge und
setzt beide Aufgaben mit 60 zu erreichenden Punkten an. Beide Aufgaben werden
vom Zweitkorrektor um einen Punkt besser bewertet (zur doppelten Punktzahl der

1. Aufgabe wird noch ein Punkt hinzugefiigt).

1.Aufgabe 2. Aufgabe Gesamt
Erreichbare Punkte 60 60 120
Erreichte Punkte 23 36 59
Anteil 38,3% 60,0% 49,2%

Bei beiden Aufgaben bewertet der Zweitkorrektor den Schiiler besser, doch iiber-
raschenderweise erreicht der Schiiler jetzt nicht mehr 50% der Gesamtpunkte und
ware damit durchgefallen, und das trotz quotenméakig hoherer Bewertung beider

Einzelaufgaben.

5.2.6 Resiimee

Das Simpson-Paradoxon tritt immer dann auf, wenn Daten von Gruppen vergleich-
barer Gréfse vereinigt werden. Dadurch konnen Tatsachen mit ganz einfachen Tricks

verfilscht werden, wie wir in den genannten Beispielen gesehen haben!®2,

152y6]. HESSE: Achtung Denkfalle, S 36.
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5.3 Eine geometrische Interpretation des Simpson
Paradoxons

1.Beispiel: Baseball

Als Grundlage fiir die geometrische Interpretation verwenden wir den Vergleich von

Trefferstatistiken zweier fiktiver Baseballspieler!3.

Versuche | Treffer | Durchschnitt
. gegen Rechtshander 202 45 0,223 = A,
Spieler A
gegen Linkshénder 250 71 0,284 = A
Gesamt 452 116 0,257 =A
Versuche | Treffer | Durchschnitt
) gegen Rechtshinder 250 58 0,232 = B,
Spieler B ]
gegen Linkshander 108 32 0,296 = B,
Gesamt 358 90 0,251 = B

Wie man sieht, ist die Trefferquote von Spieler A hoher als die Trefferquote von
Spieler B, obwohl Spieler A sowohl gegen Rechtshénder, als auch gegen Linkshénder
eine niedrigere Trefferquote als Spieler B aufweist. Der Schliissel zum Verstindnis
dieses Paradoxons liegt in den unterschiedlichen Gewichtungen der Durchschnitts-

werte gegen Rechts- bzw. Linkshander.

a, = 22 = 0,447 a = 22 = 0,553
b, = 222 = 0,698 b = 1% = 0,302

Die um 0,25 hohere Gewichtung der fiir beide héheren Trefferquote reichte aus, um
aus zwei schlechteren Trefferquoten doch noch eine bessere Gesamttrefferquote zu

machen.

A:a7,~A,,—|—al-Al
B=0b.-B,+b-B

Wenn man horizontale Linien durch A und B zieht, sieht man, dass trotz A, < B,

und A; < B;, A > B ist. Die geometrische Abbildung dazu sieht folgendermafien

aus'?:

153im Folgenden vgl. TAN: A geometrical interpretation, S 340.
154 Abbildung nach TAN: A geometrical interpretation, S 340.
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2.Beispiel: FuRball

Als Ergiinzung sei hier noch ein fiktives Beispiel aus dem Fufball genannt!5®.

Spieler 1 trifft zu Hause 60% und auswéarts 80% der Elfmeter.
Spieler 2 trifft zu Hause 50% und auswéarts 70% der Elfmeter.

Spieler 1 Versuche Tore Quote

Heim 15 9 0,50
Auswérts 5 4 0,80
Spieler 2 Versuche Tore Quote

Heim 2 1 0,50
Auswérts 10 7 0,70

Insgesamt betragt die Trefferquote von Spieler 1 65% und von Spieler 2 66,6%.

Trotz dass Spieler 2 zu Hause als auch auswirts seltener einen Elfmeter verwandel-
te, liegt die Gesamtquote der verwandelten Elfmeter trotzdem iiber der Quote von
Spieler 1. Wie schon vorhin gesagt, ist die gesamte Trefferquote nichts anderes als
das gewichtete arithmetische Mittel der Trefferquoten aus Heim- bzw. Auswértss-
pielen. Alle diese Gewichte bewirken, dass Spieler 2 trotz 2 schlechterer Teilquoten
eine bessere Gesamtquote besitzt, bei Spieler 2 liegt eine hohere Gewichtung von
0,833 auf der besseren Teilquote, wihrend bei Spieler 1 die héhere Gewichtung von
0,75 auf der schlechteren Teilquote liegt.

155im Folgenden vgl. KRAMER: Denkste, S 152-154.
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Hier noch die geometrische Veranschaulichung dazu®®.

Trefferguote Trefferguote
zuhause auswirts
80%

60% ﬂ//

50% il

Durchschritt

Durchschnitt Spieler 2

Spieler 1

Die Punkte auf der linken senkrechten Achse zeigen die Trefferquoten beider Spieler
zu Hause, diejenigen auf der rechten Achse die Trefferquoten beider Spieler auswérts.
Die Gesamttrefferquote liegt dann auf einer Geraden, die Heim- und Auswirtsquo-
tenpunkte verbindet. Schiefst ein Spieler mehr Elfmeter zu Hause, so liegt die Ge-
samttrefferquote ndher bei der linken Achse, schieftt er mehr Elfmeter auswérts, liegt
die Gesamttrefferquote néher bei der rechte Achse. Das Verhiltnis der Entfernungen
der Gesamttrefferquote von der linken bzw. rechten Achse entspricht dem Verhéltnis
der auswirts bzw. zu Hause verwandelten Elfmeter. Wenn die grofiere der beiden
geringeren Trefferquoten kleiner ist als die kleinere der beiden groferen Torquoten

und dann auch die Gewichte passen, kommt ein paradoxes Ergebnis zustande.

156 Apbildung nach KRAMER: Denkste, S 154.
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3.Beispiel: Rauchen

Alter zu Studienbeginn Alter zu Studienbeginn
55-64 65-74
Uberlebende  Teilnehmer | Uberlebende Teilnehmer
(20 Jahre) (20 Jahre)
Raucher 64 115 7 36
Nichtraucher 81 121 28 129
Summe 145 236 35 165

47% der Raucher waren nach 20 Jahren noch am Leben, aber nur 44% der Nicht-
raucher. Die Interpretation der Studie, dass Raucher linger leben, ergibt sich nur,
wenn man das Alter der Studienteilnehmer aufer Acht ldsst. In den untersuchten
Altersgruppen ist es namlich umgekehrt (67% Nichtraucher — 56% Raucher in der
Gruppe 55-64; 22%-19% in der Gruppe 65-+).

Zur Veranschaulichung verwenden wir hier die Vektordarstellung.

Auf der 1. Achse wird die Groke der untersuchten Gruppe eingetragen, auf der 2.
Achse die Zahl der Uberlebenden aus der jeweiligen Gruppe, die vom Ursprung aus-
gehenden Strecken stellen die Verhéltnisse fiir die jiingere Altersgruppe dar. Von
diesen Zwischenwerten ausgehend, werden nun die Werte fiir die dltere Gruppe hin-
zuaddiert. Die Endpunkte, verbunden mit dem Ursprung, haben nun Steigungen,
welche die Uberlebenschancen der Raucher bzw. Nichtraucher darstellen. Aus die-
sem Diagramm ldsst sich herauslesen, dass die Raucher insgesamt besser abschnei-
den, weil sie in der Klasse der Alteren einen sehr geringen Teil ausmachen und die

schlechte Uberlebensrate dieser Altersgruppe vor allem Nichtraucher trifft.'®".

157y¢l. GRAMS: Kliiger irren, S 62-64.
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Hier nun die entsprechende Abbildung!'®®:
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Griin entspricht Nichtraucher, Rot entspricht Raucher.

Allgemein

Nun folgt eine allgemeine geometrische Erklirung mit Hilfe folgender Abbildung!®.

A

{3+, b+d)

I Ay
Lt

[A+C.B+D)

o
l.""-E.l'

(AB)

(2.t}

Dazu sei folgendes erklart: Die Quotienten g bzw. % sind die Steigungen der Ge-

raden x bzw. y zum Punkt (a|b) bzw. zum Punkt (c|d). Wenn man die Steigungen

- b A qd_C dtb o BED . :14160
vergleicht, erkennt man, dass ; < 5 und ¢ < 3, aber trotzdem 7 > Z=5 ergibt™".

158 Abbildung nach GRAMS: Kliiger irren, S 64.
159 Abbildung nach HESSE: Achtung Denkfalle, S 32.
160y6]. HESSE: Achtung Denkfalle, S 33.
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5.4 Das Will Rogers Phanomen

Dieses Phénomen tritt auf, wenn man Daten in zwei Gruppen zusammenfasst. Wech-
selt ein Element von einer Menge in eine andere, so nimmt der Mittelwert der Da-
tengrofen in beiden Mengen zu. Beschrieben wurde dieses Phinomen zuerst vom
amerikanischen Komiker Will Rogers, wenn auch unbeabsichtigt. Dabei ging es um
die Umsiedelung von Farmern aus Oklahoma nach Kalifornien in den 1830er Jahren,
die zu Folge hatte, dass die durchschnittlichen Intelligenzquotienten in beiden Staa-
ten stiegen. Was als Witz gemeint war (nur die Diimmsten zogen aus Oklahoma weg,
diese waren aber noch immer intelligenter als alle Bewohner Kaliforniens) enthélt
bei genauerer Betrachtung einen nicht zu verachtenden mathematischen Inhalt!6!.

Nun einige Beispiele.

5.4.1 Hohere Uberlebenschance bei Krebspatienten

Nachdem rund 50 Jahre vergangen waren, erhielt das Phidnomen offentliche Auf-
merksamkeit. In zwei medizinischen Studien, die sich mit dem Einfluss neuerer
diagnostischer Verfahren auf die Beurteilung der Prognose von Krebserkrankungen
auseinandersetzten, wurde festgestellt, dass eine Gruppe von Patienten mit Bron-
chialkarzinom, die im Zeitraum nach 1977 behandelt wurden, eine héhere 6-Monats-
Uberlebensrate aufwiesen als die Vergleichsgruppe, die zwischen 1953 und 1964 am
selben Ort behandelt wurde. Es lag nahe, diese Tatsache dem Fortschritt in der
Therapie zuzuweisen, aber auch diagnostische Methoden hatten sich verbessert, was
zu einer Anderung der Stadiencinteilung fiihrte (kleinere Streuungen konnten im
Gegensatz zu frither nun auch festgestellt werden). Die Moglichkeit, kleinere Her-
de zu entdecken, fithrten zu einer Grenzverschiebung zwischen den Stadien, sodass
ein Teil der Krebsfille, welche friiher eine giinstige Prognose hatten, nun mit einer
schlechteren Prognose reklassifiziert wurden. Die Prognose der reklassifizierten Pati-
enten war schlechter als derjenigen, die in der Gruppe der giinstigen Prognosegruppe
verblieben, aber besser als die Patienten, die sich von vornherein in der Gruppe der
schlechteren Prognosen befanden. Dadurch nahm die 6-Monats-Uberlebensrate in
den beiden Prognosegruppen zu, obwohl sich an den Prognosen der einzelnen Pati-

enten nichts verinderte!62.

Dazu sei noch ein Rechenbeispiel zur Veranschaulichung dargestellt¢3.
Ausgehend von hypothetischen Stadien A, B, C, D der Krebserkrankung, wird fiir

jedes Stadium die mittlere Uberlebensdauer berechnet:

161y61. HESSE: Achtung Denkfalle, S 38-39.
162y6]. GOLDER, bildgebende Diagnostik, S 348.
163im Folgenden vgl. HESSE: Achtung Denkfalle, S 42-43.
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A: 10 Jahre; B: 8 Jahre; C: 4 Jahre; D: 1 Jahr

Die einzelnen Patienten haben folgende Prognosen:

A. 20,16, 12; B: 10, 8,6; C: 5,4, 3; D: 1

Nun wird der gravierendste Fall aus einem weniger weit fortgeschrittenen Stadium
durch bessere Diagnosetechnik in das néchstschlimmere Krankheitsstadium hochge-
stuft. Und siche da, die durchschnittliche Uberlebensdauer steigt in Stadium A auf
18, in B auf 10, in C auf 5 und D auf 2 Jahre. In allen Stadien stieg die durchschnitt-
liche Uberlebensdauer durch die Neugruppierung, obwohl sich an den individuellen

Prognosen nichts verénderte.

5.4.2 Erhohung der durchschnittlichen Verkaufszahlen

Man nehme an, eine Firma sei betraut mit dem Vertrieb von Mobiltelefonen in Wien
mit zwei Vertriebsstandorten Nord und Siid'®*. Die Verkaufszahlen an den einzelnen
Vertriebsstellen sehen folgendermafen aus: Die drei Mitarbeiter im Norden verkau-
fen je 6.000, 6.000, 7.000 Stiick. Die vier Mitarbeiter im Siiden verkaufen je 5.000,
10.000, 15.000, 20.000 Stiick. Da dem Direktor der Firma die Verkaufszahlen nicht
hoch genug sind, wird eine neue Gebietsleiterin eingestellt mit dem Auftrag, die
Verkaufszahlen im 2. Halbjahr zu erhohen. Sie schaffte es tatsdchlich bis zum Ende
des Jahres die durchschnittlichen Verkaufszahlen im 2. Halbjahr sowohl im Norden
als auch im Siiden gegeniiber dem 1. Halbjahr um 16,7% im Norden bzw. 6,7% im
Siiden zu erhohen. Doch bei den absoluten Verkaufszahlen der Firma gab es im 2.
Halbjahr nicht die geringste Anderung.

Wie es dazu kommen konnte, sei in folgender Tabelle aufgeschliisselt.

1.Halbjahr 2. Halbjahr
Nord  Siid Nord Siid
5000 5000 5000 5000
6000 10000 || 6000 15000
7000 15000 7000 20000
20000 | 10000
Durchschnitt 6000 12500 7000 13333

Der Absatz von jedem der 7 Verkdufer dnderte sich im 2. Halbjahr nicht. Die neue
Gebietsleiterin hatte lediglich einen mittelméfigen Verkdufer aus dem Siiden in den
Norden versetzt. Im Norden wurde er zum besten Verkdufer und durch diese Ver-

setzung stiegen in beiden Vertriebsstellen die durchschnittlichen Verkaufszahlen.

164im Folgenden vgl. BOSBACH, Liigen mit Zahlen, S 146-148.
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5.4.3 Kurze Erwahnung weiterer Beispiele

Es wiirde noch viele weitere Beispiele fiir das Will-Rogers-Phinomen geben, einige

seien hier noch kurz erwihnt!'6%:

e Erhohung der Spielstirke von Mannschaft A und B durch Versetzung eines
Spielers von A nach B

e Erhohung des Leistungsniveaus durch Versetzung eines Schiilers vom Gymna-
sium in die NMS

e Erhohung der Prozentanteile einer Partei durch Verschiebung eines Dorfes von
Wabhlkreis A zu Wahlkreis B (in beiden Wahlkreisen)

5.4.4 Erkldrung des Phanomens

Dieses Phinomen kann in folgenden Fillen eintreten!6®:

e Seien A = {ay,...,a,} und B = {by,...,b,} zwei Mengen, wobei max A <
max B.
Wechsel eines Elements b; aus der Menge B in die Menge A bringt das Phé-

nomen mit sich

e Seien @ und b die Mittelwerte der MengenA und B, dann bringt jeder Wechsel

eines Elements b;, wobei @ < b; < b zu gelten hat, das Phinomen mit sich.

Im Folgenden mochte ich die mathematische Erklarung dazu liefern.

Gegeben seien 2 Mengen A und B mit gleicher Messgrofe. Die Anzahl der Elemente
A sei n mit der Summe S, B hat m Elemente, deren Summe betrigt Sg. Der Durch-
schnittswert der Elemente von A sei grofer als Durchschnittswert der Elemente von

B. g g
Sa_ Sp
n m

165im Folgenden vgl. BOSBACH, Liigen mit Zahlen, S 149.
166im Folgenden vgl. GOLDER, bildgebende Diagnostik, S 348.
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Die Verschiebung eines Elements a;, der Menge A in die Menge B, fiihrt zur Erho-
hung der Mittelwerte beider Mengen

i S
Sy——_ 524
n—1 n
SB—FCLI'>§
m+1 m

wenn a; zwischen den Mittelwerten der beiden Mengen liegt.
Umgekehrt fiihrt eine Verschiebung von b; aus B in die Menge A zu Senkung der
Mittelwerte beider Mengen.

Voraussetzungen sind also:

e Das Element, welches verschoben wird, hat einen geringeren Wert als der

Durchschnitt der Elemente der Menge, aus der es entfernt wird.

e Das Element, welches verschoben wird, hat einen hoheren Wert als der Durch-

schnitt der Elemente der Menge, in die es verlagert wird.
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6 Geometrische Paradoxa

6.1 Das Curry Paradoxon - Das Ratsel des
fehlenden Quadrats

(1)Zunéchst sei eine Darstellung des Paradoxons abgebildet!7.

In der Abbildung sehen wir 2 rechtwinkelige Dreiecke unterschiedlicher Grofe, die
aus jeweils vier Teilen bestehen. Das untere Dreieck entsteht durch Verschiebung
der 4 Teile des oberen Dreiecks. Nachdem 3 Teile des oberen Dreiecks verschoben
wurden, entsteht das untere Dreieck, welches offensichtlich um 1 Quadrat grofer
ist als das obere Dreieck. Da wir aber wissen, dass allein durch Verschiebung von
Teilflichen sich der Flidcheninhalt eines Objekts nicht verindern kann, ergibt sich
ein Paradoxon (Anleitung Verschiebung: Blaues Dreieck nach unten-Rotes Dreieck
nach oben, sodass die Ecken des grofen Dreiecks gleich bleiben-Gelbe Figur an Sei-

tenkante des blauen Dreiecks legen).

167 Abbildung nach de.wikipedia.org/wiki/Fehlendes-Quadrat-Riitsel, 10.1.2019
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Dieses Paradoxon ist eine Schopfung von Paul Curry, einem Amateurmathematiker,
aus dem Jahr 1953. Die hier angegebene Darstellung ist gegeniiber der Grundidee
von Curry leicht modifiziert (Curry schnitt Teile aus einem Rechteck, wobei das
obere Dreieck in der Lage nicht verdndert wurde, sowie die gelbe und griine Figur
vertauschte Lagen hatten und auch das fehlende Quadrat erschien an einer anderen
Stelle), aber die Idee dahinter ist dieselbe!%®,

(2)Im Folgenden sei die Losung des Paradoxons dargestellt%?,

Grundsétzlich kann es einem geiibten Auge schon auffallen, was am unteren Dreieck
nicht passt, aber in Computeranimationen ist es schwer zu erkennen. Eine entschei-
dende Rolle spielt jener Bereich, in dem die beiden Teildreiecke aneinandergrenzen.
Bei dufserst genauer Betrachtung ist die Hypotenuse des neuen Gesamt-Dreiecks
keine echte Gerade, aber die Abweichung ist so gering, dass sie einem ungeiibten

Betrachter kaum auffalls'°.

Bei echter Konstruktion wird man erkennen, dass beim oberen Dreieck die Ecke der
gelben Figur etwas iiber die Diagonale herausragen wiirde und wenn das blaue und
das rote Teildreieck vertauscht werden, entsteht eine kleine Uberlappung entlang

der Diagonalen des unteren Gesamtdreiecks.

168y61. GARDNER: Mathemagische Tricks, S 135-136.

169im Folgenden vgl. lichtmikroskop.net /optik/dreiecksraetsel-zauberquadrat.php, 13.1.2019

170Abbildung entnommen aus: lichtmikroskop.net /optik/dreiecksraetsel-zauberquadrat.php,
13.1.2019
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In der folgenden Darstellung sehen wir die Auflssung des Paradoxons!™.

Wenn man die Differenz, welche sich entlang der Hypotenuse sowohl am oberen als
auch am unteren Dreieck ergibt, addiert, ergibt es genau die Fliche des hinzu kom-

menden Quadrats.

(3)Die Differenz ergibt sich dabei durch die unterschiedlichen Steigungen der beiden
Teildreiecke (2 bzw. 2) gegeniiber der Steigung des Gesamtdreiecks ().

Grofse der Winkel: Gesamtdreieck 21,04°; rotes Dreieck 20,56°; blaues Dreieck 21,80°.
Beim Abzéhlen der Langeneinheiten der verschiedenen Figuren wird einem auffallen,
das es sich hierbei um Fibonacci-Zahlen handelt (Kathetenlingen 2 und 5; 3 und
8; 5 und 13 bzw. Breitenldngen des zusammengesetzten Rechtecks 3 und 5), und

hauptsiichlich deshalb entsteht das Paradoxon des fehlenden Quadrats!™.

17 Abbildung entnommen aus: lichtmikroskop.net /optik /dreiecksraetsel-zauberquadrat.php,
13.1.2019
172yg], STRICK: Mathematik ist schon, S 233.
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6.2 Das Schachbrettparadoxon

Ausgangspunkt ist ein Schachbrett 8 x 8 = 64 Quadraten.

Das Schachbrett wird entlang einer Linie, welche die Endpunkte im rechten obe-
ren Eck des Bretts und linken unteren FEck des zweiten Quadratkéstchens von links
hat, zerschnitten. Das nun entstandene untere Dreieck wird um ein Késtchen nach
unten geschoben, sodass ein iiberstehendes Dreieck entsteht. Dieses wird abgeschnit-
ten und in den freien, dreiecksférmigen Platz eingefiigt, welcher links unten durch
das Verschieben entstanden ist. Damit entsteht ein Rechteck mit der Grofe von
7 x 9 =63 Quadraten. Es fehlt also ein Quadrat gegeniiber der urspriinglichen von
64 Quadraten.

Wenn die Quadrate eingezeichnet sind, erkennt man leicht, dass diese entlang der
Schnittlinie nicht genau zusammenpassen. Das kleine Dreieck hat auch eine Hohe
von 1%, sodass das linke untere Késtchen des neu entstandenen Rechtecks nicht die
Flache 1 hat, wie jedes Késtchen der urspriinglichen Figur. Dies ist bei allen Kést-
chen der Fall, sodass die Summe der Fliachen, die grofer als 1 sind, genau die Fliche

1 ergeben, um die das neu entstandene Rechteck kleiner ist!'™.

173vgl. GARDNER: Mathemagische Tricks, S 126-127.
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6.3 Hoopers Paradoxon

Ausgangsfigur ist hier ein 10 x 3 Einheiten groRes Rechteck!™.

\

\

Mithilfe einer Teilung des Rechtecks in zwei rechtwinkelige Dreiecke und zwei Tra-
peze wird ein 30 Einheiten grofes Rechteck scheinbar in zwei kleinere Rechtecke mit
einer Gesamtfliche von 32 Einheiten verwandelt. Die Schnitte erfolgen entlang der
Diagonalen, wodurch zwei Dreiecke entstehen und diese Dreiecke werden jeweils so
geschnitten, dass ein rechtwinkeliges Dreieck mit Kathetenldnge 6 und ein Trapez
mit Grundlinienldnge 4 entsteht. Die so entstandenen kleineren Dreiecke werden
ebenso wie die Trapeze aufeinander gelegt, und so ergeben sich zwei Rechtecke, de-
ren gemeinsame Flache 32 grofs ist. Die Losung besteht darin, dass die Hohe der
beiden kleinen Dreiecke tatsédchlich nicht zwei betrdgt, so wie es einem ungeiibten
Auge erscheinen mag, sondern um % kiirzer ist , ein also fiir das geschulte Auge

leicht aufzulésendes Paradoxon'?®.

174 Abbildung nach GARDNER: Mathemagische Tricks, S 129.
175yol. GARDNER: Mathemagische Tricks, S 128-129.
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6.4 Variante des Schachbrettparadoxons-Sam Loyd
Paradoxon

Hier wird ein 8 x 8 Quadrat in zwei Rechtecke (3 x 8) und (5 x 8) geteilt.
Das kleinere Rechteck wird durch eine Teilung entlang der Diagonale in 2 rechtwin-

kelige Dreiecke verwandelt und das grofere Rechteck in 2 Trapeze mit Grundlinien-

linge 3 und 5'76.

Diese 4 Teile werden nun zu einem (5 x 13) grofen Rechteck neu zusammengefiigt.
Dabei ist aus der Grofe von 64 Késtchen scheinbar in der Neuzusammensetzung eine
Grofe von 65 geworden. Dies ist aber nur eine Folge von kleinen Ungenauigkeiten,

welche dem ungeschulten Auge nicht auffallen!”.

Der graue Teil in der Mitte ist ein, genauer gesagt, langgezogenes Parallelogramm'™.

Diese Fliche ergibt sich aus den unterschiedlichen Steigungen der aneinandergeleg-

ten Figuren, wie schon beim Curry Paradoxon. Die Steigung der Dreiecke betrigt

176 Abbildung nach usku.blogspot/2015/12/6465.htm, 17.1.2019
177ygl. HESSE: Dameopfer, Paragraph 28.
178 Abbildung nach HESSE: Dameopfer, Paragraph 28.
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(2), wihrend die Steigung der Trapezseite (2) betriigt. Die Fliche kann berechnet

werden durch die Formel a = a-h,(Seite mal zugehoriger Hohe des Parallelogramms).
apzm:m;bpz\/m:@

ap ist nichts anderes als die Hypotenuse der kleinen Dreiecke und b, entspricht der
Seite b des Trapezes. Fiir die Hohe h, des Parallelogramms benétigt man noch den
Winkel des Parallelogramms, denn

h, =b-sina.

Diesen erhiilt man aus der Differenz der Winkel, die den Steigungen (2) und (3)
entsprechen, arctan 2 = 21,801401° und arctan 3 = 20,556045°.

Der Winkel @ des Parallelogramms hat somit die Grofse von 1,245364°.

Damit erhilt man fiir h, = v/29 - sin 1,245364 = 0,11704 und daraus folgernd fiir
Ap =+/73-129 -sin1,245364 = 1.

Das Parallelogramm hat also genau die Flidche, um die sich die Flache des Rechtecks
gegeniiber der Fliche des Quadrats vergrofert hat. Wieder spielen Fibonacci-Zahlen

eine entscheidende Rolle.

6.5 Erzeugung des Loyd-Paradoxons

Das Paradoxon wird unterstiitzt von folgenden Eigenschaften der Fibonacci-Zahlen!™:

e Das Zahlenverhéltnis zweier aufeinanderfolgender Fibonacci-Zahlen strebt sehr
schnell dem Grenzwert @ ~ (0,618 entgegen, sodass sich die Steigungswinkel

der Dreiecke immer weniger voneinander unterscheiden.

e Das Quadrat einer Fibonacci-Zahl unterscheidet sich vom Produkt des oberen
und des unteren Nachbarn der Fibonacci-Folge stets um 1, immer abwechselnd
um +1 und dann -1.

Beispiel: 22 = (1-3)+1;32=(2-5)—1;5°=(3-8)+1; 8 = (5-13) — 1;
132=(8-21)+1; 212 =(13-34) — 1

Die zu konstruierenden Lingen brauchen nicht unbedingt Elemente der Fibonacci
Zahlenreihe zu sein, sondern miissen nur die eben genannten Eigenschaften erfiillen.
Es geniigt, drei Zahlen a, b, ¢ zu finden, sodass das Rechteck mit den Seitenldngen
a, b ungefdhr so grof ist wie das Quadrat mit der Seitenldnge c. Man betrachtet
dafiir alle moglichen Faktorenzerlegungen a*b fiir ¢2+1 bzw. c2-1.

Ebenso konnen die Zahlentripel a, b, c fiir die Erzeugung des Curry-Paradoxon be-

nutzt werden, indem man b, ¢ fiir die Katheten des urspriinglichen Dreiecks sowie a

1im Folgenden vgl. STRICK: Mathematik ist schon, S 235.
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fiir die kiirzere Kathete des kleineren aufgesetzten Dreieckteils verwendet. Die Stei-

gerungswinkel werden mit a = arctan ¢ und 8 = arctan 2 bezeichnet'®.

Geeignete Zahlentripel seien nun in folgender Tabelle angefiihrt®!.

c| & |—=1]a|b a B a |b| « B
3 9 8 21 4 |33,69°|36,87° || 10| 2] 5 | 33,69° | 30,96°
4 | 16 15 3| 5 | 36,87° | 38,66°
o | 25 24 4| 6 | 38,66° | 39,81° || 26 | 2 | 13 | 21,80° | 21,04°
31 8 |30,96° | 32,01°
2112 | 21,88° | 22,62°
6 | 36 35 5) 39,81° | 40,60°
49 47 6 40,60° | 41,19° || 50 10 | 35,54° | 34,99°
4|12 ] 29,74° | 30,26° 25 | 15,95° | 15,64°
3116 | 23,20° | 23,63°
2| 24 | 15,95° | 16,26°
8 | 64 63 719 |41,19° | 41,63° || 65| 5 | 13 | 32,01° | 31,61°
3| 21 | 20,56° | 20,85°
9 | 81 80 8110 | 41,63° | 41,99° || 82 | 2 | 41 | 12,38° | 12,41°
5|16 | 29,05° | 29,36°
4|20 | 23,96° | 24,23°
2| 40 | 12,53° | 12,68°
10 | 100 99 9| 11 | 42,27° | 36,87°
3133 | 33,69° | 16,86°

Legende fiir Curry Paradoxon

Legende fiir Loyd Paradoxon

b,c ... Katheten des Gesamtdreiecks

a ... Kiirzere Kathete des oberen kleinen Dreiecks

a ...Steigungswinkel des oberen kleinen Dreiecks

B ...Steigungswinkel des Gesamtdreiecks

180y61. STRICK: Mathematik ist schén, S 247.
181ygl. STRICK: Mathematik ist schon, S 235.
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Bis jetzt habe ich Figuren mit Seitenldngen betrachtet, sodass sich scheinbar ein Ge-
winn oder Verlust von einer Flicheneinheit bei Neuanordnung der Teilfiguren ergibt.
Bei geeigneter Wahl der Seitenléingen ist es aber auch moglich, einen scheinbaren
Gewinn oder Verlust von mehreren Flicheneinheiten zu konstruieren. Fiir die zu fin-
denden Seitenldngen ry, q, ro des gewiinschten Flichenunterschiedes von £ miissen
nur folgende zwei Bedingungen erfiillt sein:

i+ q=ryund ¢*> = (ry - ry) * z.

Dabei sind rq,r, die Seitenldngen des Rechtecks, q ist die Seitenlinge des Qua-
drats'®2.

Dabei kann man fiir q jede beliebige Seitenldnge sowie fiir x den gewiinschten Gro-
fsenunterschied der beiden Fliachen einsetzen. Wenn man zum Beispiel fiir q=10
wahlt und einen Groéfenunterschied von 4 wiinscht, so ergeben sich folgende Bedin-
gungen:

r1 + 10 = 7o und 100 = (ry - r9) + 4.

Mit Hilfe des Einsetzungsverfahrens erhélt man:

100 = [ry - (ry + 10)] + 4 = r? + 10r; — 96 = 0.

Mithilfe der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen erhalten wir r; = 6 und
ro = 4. Es kann aber auch der Grofenunterschied ermittelt werden, wenn 2 der 3

Flachenseiten gegeben sind.

Selbstverstandlich werden sich fiir gewiinschte ganzzahlige Gréfenunterschiede, die
notwendig sind, um mit Einheitsquadraten das Paradoxon zu unterstiitzen, nicht
immer rationale Seitenldngen ergeben. Falls man einen Unterschied von zwei oder
drei Flacheneinheiten wiinscht, kann dies nur mit Hilfe von irrationalen Seitenldngen
erreicht werden.

Fiir einen Flachenunterschied von 4 Flicheneinheiten ist die Linge der Quadrat-
seite aus folgender Zahlenreihe zu wéhlen: 2, 4, 6, 10, 16, 26, .... Fiir einen Fla-
chenunterschied von 5 Flicheneinheiten haben wir die Linge der Quadratseite aus
der Zahlenreihe 3, 4, 7, 11, 18, ...zu wiahlen. Um diese Reihen zu ermitteln, miis-
sen wir lediglich die Differenz zwischen einer Zahl zum Quadrat und dem Produkt
der benachbarten Zahlen bilden. Die Zahlenreihe muss dabei dem Bildungsgesetz
ay, = Ap_o + a,_1, wobei a; und ay frei wahlbar sind. Werden zwei Startwerte aus
der Reihe der Fibonacci-Zahlen gewihlt, so ergibt sich ein Fldchenunterschied von
1. Die oben genannten Reihen haben als Startwerte 2 und 4 bzw. 3 und 4.

Fiir die Startwerte 1 und 4 ergibt sich die Zahlenreihe 1, 4, 5, 9, 14, ...und ein

scheinbarer Flachenunterschied von 11 Einheiten. Derselbe Flachenunterschied er-

182y0]. GARDNER: Mathemagische Tricks, S 133.
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gibt sich fiir die Startwerte 2 und 5. Bei einem so grofen Flachenunterschied ist

dann das Paradoxon bereits leicht zu durchschauen!®?.

Zur Ubersicht seien hier nochmals einige Reihen angefiihrt:

Grofkenunterschied Startwerte Folge

1 a1 =Llia,=1 | (1,1,2,3,58,13,21,34,55,...)
2 a1 = V20 = 2v2 | (v/22v/2,3v2,5v2,8V2,...)
3 ar = V3ia; = 2v3 | (V32v3,3v3,5v3,8V3,...)
4 a; = 2;ay = 4 (2,4,6,10,16,26,42, . ..)

5 ap =102 =3 (1,3,4,7,11,18,29,47, .. .)

9 a; =3;a9 =3 (3,3,6,9,15,24,39, .. .)

11 as = 1liay =5 (2,5,7,12,19,31,50, . ..)

183y0]. GARDNER: Mathemagische Tricks, S 132.
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6.6 Vermehrung von Schokolade

Zum Abschluss dieses Kapitels mochte ich noch ein Paradoxon vorfiihren, welches
sehr fiir Kinder in praktischer Vorfilhrung geeignet ist. Dafiir braucht man eine Tafel
Schokolade mit Langsreihen und 4 Querreihen, sodass man diese in 24 Stiick entlang
der Bruchlinie teilen konnte. Man teilt diese Tafel nun in 4 Stiicke. Die Schnittlinien
sind in folgender Abbildung beschrieben'®*.

T2 | e |

Teil 3

Man nimmt Teil 1 und Teil 2 heraus, schiebt Teil 3 nach oben entlang der Schnitt-
linie und dann setzt man Teil 2 rechts unten ein. Ubrig bleibt der rechteckige Teil

1, um die sich die Schokoladentafel scheinbar vergrofert hat!®.

N | Tell3

\ Tdil 2

Das geschulte Auge erkennt dabei natiirlich sofort, dass die dritte Reihe nicht mehr

ganz so dick ist wie die der urspriinglichen Tafel. Nun die Erklirung dazu: Die
schriage Schnittlinie schneidet die zweite senkrechte Linie von links genau bei einem
Viertel der Hohe des kleinen Schokoladeteils, die dritte senkrechte Linie genau bei
der Hilfte und die vierte genau bei Dreiviertel der Stiickhéhe. Da man nun Teil
2 nach rechts und unten verschiebt, verschiebt sich dieser Teil insgesamt um ein
Viertel der Hohe einen kleinen Teilstiicks nach unten, und da dies in allen vier

Spalten geschieht, entsteht eine Uberlinge von der Grofe eines Teilstiicks™.

184 Abbildung nach HERRMANN, Mathematik, S 72.
185 Abbildung nach HERRMANN, Mathematik, S 74.
186ygl. HERRMANN, Mathematik, S 71-74.
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7 Paradoxa der Spieltheorie

7.1 Das St. Petersburger Paradoxon

7.1.1 Grundsatzliches

Das St. Petersburger Paradoxon tritt bei einem Spiel auf, in welchem eine faire
Miinze geworfen wird (d. h. P(K) = P(Z) = 1), und zwar so lange, bis das Ereignis
Kopf eintritt. Wenn dieses Ereignis beim n — ten Wurf eintritt, so hat die Bank dem
Spieler 2" Euro als Gewinn auszuzahlen. Das Paradoxon ergibt sich aus der Frage
nach dem fairen Einsatz des Spielers, welcher vom erwarteten Gewinn abhéingig ist.
Bei der Ermittlung des Erwartungswertes erkennt man, dass der erwartete Gewinn
unendlich ist und daher der Spieler, unabhéngig von der Hohe des Einsatzes, gegen-
iiber der Bank immer einen Vorteil hat!'87.

Ein Spiel wird dann als fair angesehen, wenn der Reingewinn, sowohl der des Spielers
als auch der der Bank, gleich Null ist. Anders gesagt, sollte der erwartete Gewinn
dem Einsatz entsprechen'8®.

Zunichst sei noch eine eine tabellarische Auflistung der Gewinne samt Gewinnwahr-

scheinlichkeiten angefiihrt!®?.
Miinzwiirfe | Wahrscheinlichkeit | Gewinn
K 1 2
ZK 1 4
ZZK 5 8
Z...ZK (%)” 2"
-1

187y¢]l. CLARK: Paradoxien, S 224.
188y6l. SZEKELY: Paradoxa, S 35.
18%im Folgenden vgl. SIEGERT: Das-Sankt-Petersburger Paradoxon, S 2.
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Der Erwartungswert (der erwartete Gewinn) E(x) wird mit folgender Formel be-

rechnet:

E(X):ZP(X:Gn)-Gn:22”-(%)”221:k

n=1
wobei G,, der Gewinn nach dem n-ten Wurf ist.

Da bei diesem Spiel vorerst keine Obergrenze fiir die Anzahl der Wiirfe festgelegt ist
(theoretisch kann es sehr lange dauern, bis die Miinze das erste Mal Kopf zeigt), ist
auch der Erwartungswert unendlich grof, was zur Folge hat, dass fiir ein faires Spiel

auch der Einsatz unendlich grofs sein miisste. Folglich ergibt sich ein Paradoxon.

7.1.2 Auswirkungen des St. Petersburger Paradoxons

Trotz des Vorteils, welcher ein Spieler gegeniiber der Bank hat, wird doch bei jedem
Spieler eine Aversion gegen einen zu hohen Einsatz entstehen!'®’. Daniel Bernoul-
li hat dafiir den Begriff des abnehmenden Erwartungswertes kreiert. Als Beispiel
konnte eine Gehaltserhohung von 100 Euro dienen. Betrigt ein Gehalt nur 1000 Eu-
ro, so hat die Erh6hung um 100 Euro einen betréchtlichen Wert fiir die arbeitende
Person. Bekommt man diese Erh6hung monatlich, so wird die 100 Euro Erh6hung
nach 5 Jahren und einem Gehalt von 7000 Euro einen geringeren Wert haben als zu
Beginn, als man nur 1000 Euro verdiente. Wenn wir in héhere Sphéiren des Geld-
besitzes gehen, hat wohl ein Ertrag von 1 Milliarde Euro nicht denselben Wert fiir
einen Person, wenn man schon 1 Milliarde hat, als wenn man von praktisch 0 diese
Milliarde bekommt. Die zweite Milliarde konnte das Leben nie mehr so bereichern
wie die erste Milliarde, obwohl sich am hinzu gewonnen Geldbetrag nichts verdndert
hat.

Ein weiterer Aspekt ist das Risiko, welches der Spieler trigt, auch in Erwartung
eines sehr hohen Gewinns. Viele Menschen haben mehr Angst davon Geld zu ver-
lieren. Diese Angst wird auch nicht durch die beinahe unendliche Menge an Geld,
die man gewinnen kann, genommen. Ab einer gewissen Wahrscheinlichkeit eines Ge-
winns wird man nicht mehr bereit sein, hohe Geldsummen als Einsatz zu bezahlen.
Beim St. Petersburger Spiel miisste 29 Mal Zahl erscheinen und beim 30. Wurf
Kopf, um mindestens 1 Milliarde Euro zu gewinnen. Allerdings liegt die Chance zu
gewinnen auch nur bei einem Milliardstel. Niemand wére wohl bereit, 10000 Euro
hinzublittern, nur fiir eine Chance von 107, um eine Milliarde zu gewinnen. Denn

selbst fiir die Riickgewinnung des Einsatzes diirfte beim 14. Mal Kopf erscheinen,

190im Folgenden vgl. CLARK: Paradoxien, S 225-226.
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was wohl verstéandlicherweise fiir viele ein groftes Risiko ware.

7.1.3 Losungsansatze fiir das St. Petersburger Paradoxon

Einen unendlich hohen Geldbetrag zu haben sind sowohl fiir den Spieler als auch
fiir die Bank unrealistisch. Daher arbeitete man an Verdnderungen, welche ich im

Folgenden darstellen werde.

Begrenzte Ressourcen

Man muss die Tatsache akzeptieren, dass kein Mensch und keine Institution iiber
einen gewissen Geldbetrag hinauskommt und die Ressourcen begrenzt sind. Wenn
wir davon ausgehen, dass ein Casino durchaus 10 Millionen Euro als Gewinn zur

Verfiigung stellen kann, dann wire der Erwartungswert des Gewinns eines Spielers

k
E(X)=Y P(X=G,) Gy=5 -2+

n=1

1 1

7
-8+---+<ﬁ+ﬁ+...)-10

wobei 3°F_ (3)" ~ 1,19 1077
Das heiftt: E(X) =23 + 1,19 ~ 24,2

Also wird ein Einsatz von 25 Euro fiir ein faires Spiel sorgen, wobei zu beriicksich-
tigen ist, dass die Bank bei jedem Spiel geringfiigig im Vorteil ist. Buffon, einer der
Vertreter dieses Ansatzes, legte sich nach der Untersuchung von 2084 Spielergebnis-

sen fest, dass ein Einsatz von 10 Geldeinheiten als fair zu beurteilen ist!%!.

Der Ansatz von Feller

Feller entwickelte eine Formel fiir einen fairen Einsatz, unter der Beriicksichtigung

der schon vorher gespielten n Spiele!®?. Dabei muss gelten:

G,
V5<O.P(|?|<5>—>1

n

fiir n — oo. Dabei stellt GG, des angehduften Gewinn und 7, den angeh&uften

Einsatz dar. Die Formel fiir einen fairen Einsatz nach n Spielen lautet:

T, =mn-logyn

191ye]l, SZEKELY: Paradoxa, S 35-36.
192im Folgenden vgl. SZEKELY: Paradoxa, S 36.
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Da der Einsatz von den zuvor bereits gespielten Spielen abhangt, 16st sich das Pa-

radoxon nun auf.

In der folgenden Tabelle soll noch der faire Einsatz pro Spiel in Abhéngigkeit von
der Anzahl der Spiele dargestellt werden'?

n | 10 | 100 | 1000 | 10000 | 100000 | 1000000 |
logyn | 3,32 6,64 | 9,97 | 13,20 | 16,61 | 19,93 |

Erwarteter Nutzen

Daniel Bernoulli versuchte eine Losung zu erarbeiten, welche nicht auf dem erwar-
teten Gewinn, sondern auf dem erwarteten Nutzen basiert. Dabei braucht man eine
Nutzenfunktion N(G), deren erste Ableitung positiv sein soll, was bedeutet, dass ein
zusitzlicher Gewinn immer einen zusatzlichen Nutzen bringen wird, aber wirklich
entscheidend ist das negative Vorzeichen der zweiten Ableitung, denn damit ldsst
sich das Paradoxon auflosen.

Fiir das St. Petersburger Spiel ergibt sich dann:

Ey=P(G)-N(G) =) P(X =G,) :22%

n=1

wobei Ey als Erwartungsnutzen bezeichnet wird!'%.

193ygl. SIEGERT: Das-Sankt-Petersburger Paradoxon, S 24.
194y61. JERGER: Das St. Petersburg-Paradoxon, S 408.
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In folgender Abbildung soll die Erwartungsnutzenfunktion graphisch veranschau-

licht werden'®.

HIG) &

oy

S S

Efk)

Im unteren Quadranten ist der Zusammenhang von Erwartungswert und maximaler
Wurfzahl dargestellt.

Im oberen Quadranten stellt die Gerade Ny jene Situation dar, in der der Spieler
bereit wire, den erwarteten Gewinn als Einsatz zu bezahlen.

Nj stellt die Situation dar, in welcher der Spieler einen kleineren Betrag als den
erwarteten Gewinn setzt.

k” stellt die normierte Anzahl der Wiirfe dar.

Da die zweite Ableitung von N; stets negativ ist, muss es einen Grenzwert geben,
ab dem Nl(G()) < No(Go) ist 196,

Die von Daniel Bernoulli aufgestellte Formel lautet:

N(G) = a-log(7)

195 Abbildung nach JERGER: Das St. Petersburg-Paradoxon, S 409.
196im Folgenden vgl. JERGER: Das St. Petersburg-Paradoxon, S 409.
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oder dquivalent
N(G)=a- (logG — logb)

Dabei sind a und b positive Parameter der Nutzenfunktion und mit log ist der
Zehnerlogarithmus gemeint. Wenn man die eben formulierte Formel in die Formel

fiir den Erwartungsnutzen einsetzt, ergibt sich:

k k
1 1
E: 5 [a-1og(2") —a- logb} =a- g log2—a-nE:12—n-logb

Die Ausdriicke Z _, 3 und Zn | 3 konvergieren fiir k — oo gegen 2 bzw. 1.

Daher sieht die vereinfachte Formel fiir den erwarteten Nutzen folgendermafen aus:
En =a- (log2 — logb)

Im Vergleich mit der Nutzenfunktion N(G) ist ersichtlich, dass das St. Petersburger

Spiel den gleichen Nutzen bringt wie ein sicherer Gewinn von 2.

Moralischer Ansatz

Nikolaus Bernoulli versuchte, den moralischen Aspekt in die Auflosung des Parado-
xons einzubringen. Fiir groke n wiirden die Wahrscheinlichkeiten fiir einen Gewinn
von 2n so gering sein, dass diese von der menschlichen Vernunft nicht erkannt wer-
den konnen und somit als moralisch unmoglich angesehen werden. Die Grenzen der
moralischen Erkennbarkeit sind aber schwer zu bestimmen und daher scheint es
leichter, einen Grenzbereich zu bestimmen als die exakte Grenze selbst. Fiir Niko-
laus Bernoulli liegt die Grenze des Einsatzes bei 20 Miinzen, weil hier die Chance

auf einen Reingewinn schon sehr gering ist'%7.

Der Ansatz von Cramer

Nach Gabriel Cramer gibt es einen Punkt, ab dem ein héherer Gewinn keinen zu-
sitzlichen Nutzen mehr bringt!?®. Laut Cramer wird dafiir der Wert 224 angesetzt.

Der erwartete Gewinn ist mit Beriicksichtigung dieser Grenze:

24
E(X)—Z K 2”+Z ”.224
n=1 n=25

97yvgl. SIEGERT: Das-Sankt-Petersburger Paradoxon, S 11.
98im Folgenden vgl. SIEGERT: Das-Sankt-Petersburger Paradoxon, S 12.
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Eine weitere Moglichkeit der Losung des Paradoxons sieht Cramer in der Beschrei-
bung des Verhiltnisses zwischen Nutzen und Wert von grofen Geldmengen. Der
Nutzen N(x) sei festgelegt als N(z) = y/x, d. h. dass beispielsweise ein 16 Mal ho-
herer Gewinn nur einen 4 Mal héheren Nutzen fiir den Gewinner hat. Aus diesem
Zusammenhang entwickelt Cramer den Begriff des moralischen Erwartungswertes,
festgelegt durch folgende mathematische Formulierung in Bezug auf das St. Peters-

burger Spiel:

1 1 1 1
Bn=3 Q) V2 =3 ()= 1 =V2+1
~ V2 1-5
auch zu beschreiben als Nutzen.
Der Einsatz ist dann das Quadrat des moralischen Erwartungswertes:(yv/2 + 1)? &
5,83

Der Ansatz von Euler

Zuletzt sei noch der Losungsansatz von Euler erwidhnt, welcher einen von Daniel
Bernoulli aufgreift, in dem der Wert des Gewinns in Abhingigkeit vom Vermogen
des Gewinners betrachtet wird, also je héher das Vermogen des Spielers ist, desto
niedriger ist der Wert des Gewinns. Anstelle des Miinzwurfs betrachtet Euler den
Wiirfelwurf. Das Spiel endet hier, sobald eine ungerade Zahl gewiirfelt wird. Das
Spiel ist dquivalent zum Miinzwurfspiel anzusehen.

Die allgemeine Formel fiir den Wert lautet:

o

[[A+ G

n=1
wobei p, die Wahrscheinlichkeit, den Betrag G, zu gewinnen und A das Vermogen
des Spielers darstellt. Sowohl A als auch G, sind als positive Zahlen vorausgesetzt.

Der Wert des St. Petersburger Spiels betragt demnach

W = E(A +2ME)" — A = exp [;(%)" In(A + 2”)] —A

Euler arbeitet hier mit dem geometrischen Mittel, da Ausreiffer nicht so stark den

Mittelwert verdndern und daher die hohen Gewinne, welche aber selten auftreten,

nicht so sehr ins Gewicht fallen und daher plausibel erscheinen'®”.

199ye], SIEGERT: Das-Sankt-Petersburger Paradoxon, S 17.
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Es sei noch eine Tabelle angefiihrt, in welcher fiir ein Vermégen A der Wert W be-

rechnet ist?%°,

Vermégen A | 1| 10 | 100 | 1000 | 10000 | 100000 | 1000000 |
Wert W | 4,28 | 547 | 7,89 [ 10,97 | 1424 | 17,55 | 20,87 |

7.1.4 Modifikation des Petersburger Spiels

Zum Abschluss will ich noch eine Modifikation des St. Petersburger Spiels betrach-
ten. Bei allen vorhergehenden Betrachtungen war vorausgesetzt, dass es sich bei der
geworfenen Miinze um eine faire Miinze handelt, d.h. die Wahrscheinlichkeit, Kopf
zu erhalten, gleich % ist, ebenso wie die Wahrscheinlichkeit, Zahl zu erhalten. Falls
wir aber mit einer unfairen Miinze spielen, bei der P(K) > P(Z) oderP(K) > P(Z),

wie beeinflusst dies das Paradoxon?

Sei nun p die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis Kopf und q=1-p die Wahrschein-
lichkeit fiir das Ereignis Zahl, dann ergeben sich folgende Ergebnisse fiir Gewinne
und Wahrscheinlichkeiten.

Folge Gewinn | Warscheinlichkeit
K 2 P
ZK 2 q-p
ZZK 2 - p
YANAS 2 @ -p
T I
n—1

Wenn nun G der Gewinn eines St. Petersburger Spiels mit nicht fairen Miinzen ist,

dann ergibt sich fiir den Erwartungswert:

E(G)=> (1—p)'-p-2"=2p-) 21 —p)"
) oo p € [0; 3]
o= { iy P E 5]

200yg], SIEGERT: Das-Sankt-Petersburger Paradoxon, S 15.
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Falls also die Miinze so beschaffen ist, dass P(K) > %, so ergibt sich ein Erwartungs-
wert, welcher kleiner als oo ist und somit das Paradoxon auflst. Ein fairer Einsatz

ware in diesem Fall .

1
+2p—1

Ist also p=51%, so ergibt sich ein fairer Einsatz von 51 Euro.
Bei p=0.,9 ist der faire Einsatz 2,25 Euro, bei p=0,99 wire 2,02 Euro der faire
Einsatz2°!.

Im Folgenden sei noch eine Tabelle mit P(K) samt fairem Einsatz angefiihrt.

0,50001 | 0,5001 | 0,501 | 0,51 | 0,52 | 0,53 | 0,54 | 0,55 | 0,56
51001 | 5001 | 501 | 51 | 26 | 17,66 | 13,50 | 11 | 9,33
0,57 | 058 | 059 |06 |07/ 07 | 08 | 09 |099
814 | 725 | 655 | 6 | 35| 3 | 266 |2.25]2,02

7.2 Das Parrondo Paradoxon

Dieses Paradoxon geht zuriick auf den Spanier Juan Parrondo, welcher im Jahr 1996
die Entdeckung gemacht hat, dass sich zwei ungiinstige Optionen zu einer giinstigen
Situation kombinieren lassen. Dabei kann ein doppelter Verlust relativ einfach in
einen Gewinn umgewandelt werden?°?. Anders gesagt:

, Es gibt Paare von verlustreichen Spielen, die zu einer gewinnbringenden Kombina-

tion werden, wenn man sie nacheinander spielt.*?%3

7.2.1 Darstellung der Spiele (vereinfacht)

Am einfachsten sind die Spiele mithilfe von 3 Miinzen durchzufiihren. Dazu benéti-
gen wir eine faire Miinze mit P(K) = P(Z) = % und vier nicht faire Miinzen, wobei
folgende Wahrscheinlichkeiten zugrunde gelegt werden kénnen:

Miinze A: P(K) = =; P(Z) = ;5
Miinze B: P(K) = 15; P(Z) = &%
Miinze C: P(K) = 3; P(Z) =
Miinze D: P(K) = 3; P(Z) =3

Beim ersten Spiel X wird eine faire Miinze geworfen und man gewinnt oder verliert

1
4
3

einen Euro, je nachdem, ob man auf das Ereignis richtig oder falsch getippt hat.

20lygl. SIEGERT: Das-Sankt-Petersburger Paradoxon, S 6.
202yo]. HESSE: Achtung Denkfalle, S 108.
203CLARK: Paradoxien, S 184.
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Auf lange Sicht ergibt sich also ein Gewinn von 0. Es handelt sich dabei um ein un-
giinstiges Spiel, wenn man eine Spielgebiihr einrechnet. Das zweite Spiel Y gestaltet
sich etwas komplizierter, denn dabei hingt die Fortsetzung des Spiels Y vom bisher

erspielten Geldbetrag ab.

e Ist der bisherige Gewinn des Spielers durch 3 teilbar, so wird mit einer fiir den
Spieler ungiinstigen Miinze geworfen. Entscheidet sich der Spieler fiir Kopf, so
wird mit Miinze B geworfen, entscheidet sich der Spieler fiir Zahl, so wird mit

Miinze A geworfen.

e Ist der bisherige Gewinn nicht durch 3 teilbar, so wird mit einer fiir den Spieler
giinstigen Miinze geworfen; Miinze C bei Entscheidung fiir Kopf und Miinze
D bei Entscheidung fiir Zahl.

Das eigentliche Spiel besteht aus einer Kombination der beiden angefiihrten Spiele
und kann iiber eine hohe Anzahl von Runden gespielt werden, und eine faire Miinze
entscheidet dariiber, in welcher Runde Spiel X und in welcher Runde Spiel Y gespielt
wird, wobei nach jeder Runde neu durch einen Miinzwurf entschieden wird. Also ist
die Reihenfolge der Spiele nicht vorhersagbar?®*.

Hier noch eine schematische Darstellung des eigentlichen Spiels?%°.

G nicht durch 3
teilbar

112
+1Euro

Das Parrondo Spiel wird hier etwas vereinfacht dargestellt, eigentlich wird die Miinze
W fiir ein Spiel X mit -0,005 zu Ungunsten des Spielers manipuliert. Miinze A wird
fiir Spiel Y7 mit -0,005 ebenso wie Miinze D mit -0,005 zu Ungunsten des Spielers

204y6], HESSE: Achtung Denkfalle, S 108.
205 Abbildung nach GUPTA: Parrondo ‘s Paradox, S 2.
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manipuliert. Es wird vorausgesetzt, dass der Spieler bei jedem Spiel immer das
Ereignis Zahl wéhlt. Miinzen B und C fallen aufgrund dieser fixen Wahl aus dem
Spiel?%¢,

7.2.2 Analyse des Spiels in vereinfachter Form

Bei Spiel X ist der erwartete Gewinn Ex = - (+1)5 - (=1) =0

Bei Spiel Y ist der erwartete Gewinn der Miinzen A und B: By, = 1-(+1)5%-(—1) =

_8
10

Bei Spiel Y5 ist der erwartete Gewinn der Miinzen C und D: By, = 3+ (+1)1-(—1) =
1

2

Die Miinzen A und B kommen dabei in % und die Miinzen C und D in = aller
Spiele Y zum Einsatz.

By = ()t h im0
Es handelt sich somit sowohl bei Spiel X als auch bei Spiel Y um faire Spiele, welche
dem Spieler auf lange Sicht in eine ungiinstige Situation ohne Gewinn bringt. Wenn
man nun im Parrondo Spiel beide Spiele kombiniert und eine faire Miinze iiber die
Reihenfolge der Spiele entscheiden lésst, geht die Situation fiir den Spieler durch

diese Zufallswahl in Richtung Gewinn?".

7.2.3 Analyse des eigentlichen Parrondo Spiels

Dafiir werden Ereigniswahrscheinlichkeiten der Miinzen A, D geringfiigig um 0,005
gedndert und fiir Spiel X eine neue Miinze W eingefithrt mit P(K)=0,505 und
P(Z)=0,495, sowie die Miinzen B und C weggelassen, da vorausgesetzt wird, dass

der Spieler immer das Ereignis Zahl wiihlt?%.

Miinze A: P(K) = 0,905; P(Z) = 0,095
Miinze D: P(K) = 0,255; P(Z) = 0,745

Ex = 0,505 (—=1) + 0,495 - (+1) = —0,01
By, = 0,095 - (+1) + 0,905 - (—1) = —0,81
By, = 0,745 - (+1) + 0,255 - (—1) = —0,49

By =& -(—0.81)+ £ -0,49 = —0,01

206yo]. CLARK: Paradoxien, S 184.
207yg], HESSE: Achtung Denkfalle, S 111.
208yg], CLARK: Paradoxien, S 184.
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Nun betrachten wir konkret ein Parrondo Spiel, welches {iber 12 Runden lauft und

die Spiele X und Y sich abwechseln, beginnend mit Spiel X2%9.

P(6 x Z) =0,495° =0,0147 (Gewinn 6)
P(5x Z +1x K) =0,495" -0,505 -6=0,0900 (Gewinn 4)
P(4x Z +2 x K) =0,495"-0,505%-15=0,2297 (Gewinn 2)
P(3 x Z +3 x K) =0,495%.0,505%-20=0,3124 (Gewinn 0)
P(2 x Z + 4 x K) =0,495%.0,505*-15=0,2390 (Gewinn — 2)
P(1x Z+5x K) = 0,495-0,505° -6=0,0975 (Gewinn — 4)

P(6 x K) = :0,505°  =0,0166 (Gewinn — 6)

Der erwartete Gewinn ergibt sich somit:
Ex =6-0,0147+4-0,0900+2-0,2297+40-0,3124 —2-0,2390 —4-0,0975—6-0,0166 =
—0,06

Somit sieht man, dass wir nach den ersten sechs Runden einen Verlust haben werden.

Spiel Y ist in der Aufschliisselung etwas komplizierter. Die Wahrscheinlichkeit, 6
Euro zu gewinnen ist noch einfach mit Ey = 0,095% - 0,745 = 0,0028 zu errechnen.
Insgesamt gibt es 64 mogliche Abfolgen, um zu den Gewinnen 4 Euro, 2 Euro, 0
Euro, -2 Euro, -4 Euro und -6 Euro zu kommen, welche in der Tabelle am Ende des
Abschnittes angefiihrt sind.

Aus all diesen Wahrscheinlichkeiten ergibt sich fiir den erwarteten Gewinn:

Ey =6-0,00278 +4 - 0,00890 + 2 - 0,14065 + 0 - 0,55749 — 2 - 0,19208 — 4 - 0,09463 —
6 - 0,00346 = —0,44988

Da der erwartete Gewinn negativ ist, ist auch Spiel Y ein Verlustspiel.

Nun betrachten wir das Parrondo Spiel als Kombination der beiden Spiele mit 6
gespielten Runden in der Abfolge X, Y, X, Y, X, Y. Die Abfolgen samt Wahrschein-
lichkeiten sind in der 2. Tabelle am Ende des Abschnittes angefiihrt.

Den Werten folgend ergibt sich fiir den erwarteten Gewinn:
Ep =6-0,00640 +4 - 0,02603 + 2 - 0,53928 4+- 0 - 0,26970 — 2 - 0,06269 — 4 - 0,08833 —
6 -0,00758 = 0,69687

2099m Folgenden vgl. HESSE: Achtung Denkfalle, S 115-117.
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Fiir das Parrondo Spiel kann also ein Gewinn erwartet werden. Es ergibt sich aus
der Kombination zweier ungiinstiger Spiele fiir den Spieler doch noch ein giinstiges

Spiel, in dem ein Gewinn eingefahren werden kann.

Spiel Y: Abfolgen mit Kontostdnden samt Wahrscheinlichkeiten

EEG GGG GG 123436 Q085 O74s QTF4E 0085 074 OT4S 00078
EdV G G G G G 101234 0905 O74s 0095 OT4S  OT4S 00es Q003358
GNIGG GG 10123 4 Q05 0255 00250 OT4S QTS 0085 0.00012
GG MNIGGEGE 121234 Q05 0745 0255 0TS QTS 00eS 0,00095
GGGV GG 123234 Q05 074 QT4 0905 OT4S 00es 000555
CEIGGNVIG 123434 Q0es  O74s Q74 0085 025 00es 000012
GG GGG 1234354 ades  O74s OQF4E 008 QTS 0255 0,00095
EXV NV IG GGG -1-3-1 40 1) 2 0205 0235 OQ7F4E OT4E 0085 Q745 0,00207
MIGNW GGG -19-14 1 2 0905 074 09205 0TS 0085 OT4S Q0217
MIGIENM GG 191012 0905 0745 0095 0235 0085 OT4S 0,00118
MIGIG GV G -1 a1 31 3 0205 0745 0095 QTS 025 OT4S 0,00807
MIGIGIGGENM 1101232 0205 0745 0095 OT4S  OT4S 0205 Q03217
GNVWMNKGGEG 19191 2 Q05 023 0905 0TS 0085 OT4S 0,00118
GNIGN GG 101912 Q0es 0255 Q095 0255 0085 OT4S 0,00004
N IGG VG 191312 ades 023 009F QTS 025 OT4S 0,00033
GN GGG 19123 2 Q05 0255 0095 OT4S  OT4S 0905 0,00118
GENNGEG 12414d013 Q05 o740 05 008s OT4S 0,00055
GEN GV 141312 Q085 O74s 025 0TS 0255 OT4E Q00255
GG NG GN 1413 3 2 ades O74s 025 0TS QTS 0ads 0,00807
CEGNNEG 143312 Q05 0745 Q7F4E 0805 02535 Q745 0,00207
GGGV G 1233332 Q05 074 QF4E 0905 OT4S 0ads Q0217
GG IGGVN 123432 Q0es  O74s Q74 0085 025 0ads 0,00118
EQV VWV W I GG -1-2-3-2-1 0 Q205 0235 0255 0085 QTS OT4S 0,00310
MNWNIGNGIG -1-21-2-1 0 0205 0255 Q74 0255 QTS Q745 Q02433
MW IGKGNVWIG -1-2-14-1 9 09035 023 QFdE 0TS 0905 OT4S 0,05636
MNIGG GV -1-2-1 010 0905 0255 QF4E 074 0085 0255 0,00310
MIGN MGG -1 9-1-2-1 0 0205 0745 0805 0255 QTS OT4S 0,08635
MIGNWNIGVIG -1 9-14a-1 9 0205 0745 0205 O74E 0905 Q745 030642
MIGN GG -19-149 149 0905 074 09205 0TS 008 0255 Q.01
MIGIEMVIG 1914919 0905 0745 0095 0255 0905 O74E Q01101
MIGIGNV GNM 113149149 Q205 074 0095 0255 0085 0255 0,00040
MIGIGKGMN a1 3149 0205 0745 0095 O74S 02535 0255 0,00310
GNVWMNMNIGEG 1 9-1-2-1 @ Q05 023 0905 05 0TS OT4S 0,00310
GNMGWIEG 19191 @ Q085 0255 Q805 0TS 0905 O74E 2,011
N MGG 19-1a 10 ades 0235 0805 0TS 008S 0255 0,00040
GNIGNNEG 1919 G Q05 0255 0095 0255 0905 Q745 0,00040
GV IGNV G 191910 Q05 023 009%  0Z5S 008s 0255 10,0001
GV IGKGWVN 191210 Q0es 0255 Q098 OT4S 025 0255 0,00011
CEMNNMNIEG 121404 0 ades  O74s 025 0255 04805 OT4S 0,00310
GENMNMEGNM 121010 Q05 0745 0255 0255 0085 0255 Q,00011
GG MG 12413140 Q05 o744 02 0TS 0255 0255 0,00057)
GGGV VN 123210 Q085  O74s Q74 0805 0255 0255 0,00310
£ MM NIGKG -1-2-3-4-3-2 Q205 0235 0255 04805 QTS 008S 0,00377)
MNWNWNGVIG -1-2-3-2-3-2 Q205 0255 0255 0085 02535 0095 0,00014
MW MNGGW -1-2-3-2-1-2 09035 023 023 008 OT4S 0255 000108
MNIGNMVIG -1-2-1-2-%-2 0205 0255 Q7F4s 0285 025 0095 Q,00108
MNIGNWGNM -1-2-1-2-1-2 0205 0235 QF4E 025 QTS 0255 0,00833
MNIGKGNMN -1-2-1 0-1-2 0205 0255 OQ7F4E 0O74S 0905 0255 0,095
MIGNMMWIG -1 0-1-2-3-2 09035 074 09205 055 0255 009S 000577
MIGNMNMNEGNV -1 9-1-2-1-2 0905 0745 Q&05 0285 0TS 0255 0,005
MG MGV N -1 91 4-1]-2 0205 0745 0805 0TS 0805 0255 Q,10431
MIGIGNV MM -0 1 9-1-2 0205 0745 0095 0255 0905 0255 Q,00377)
GVWMNMNNMNIEG 1 0-1)-23-2 Q05 023 0905 05 0255 008N 000014
GNMNEGN 1 0-1)-2-1 -2 Q0es 0255 Q&05 0285 0TS 0255 Q,00108
N MGV N 1 9-1 a1 -2 afes 0255 0805 QTS 0805 0255 000377
GNIGNVNMNMN 191 a-1-2 Q05 0255 0095 0255 0905 0255 0,00014
GG MMM 121 a-1-2 Q05 o740 05 0905 0255 0,00108
4G VNN 1 0-1-2-3-4 Q0es 0255 Q&05 025 0255 095 000128
MIGMNMNMNM -1 0-1-2-3-4 0205 0745 0805 0255 0255 048d% Q05591
MNMNIGNNMNM -1-2-1-2-3 -4 Q205 0255 Q7F4s 0255 02535 0905 Q,01012
MW MG -1-2-53-2-3-4 09035 023 025 008 0255 0905 000128
MNMMNGN -1-2-3-4-3-4 0905 0255 Q255 0805 OV4S 09 Q,0E591
MWW NMNMIG -1-2-3-4-5-4 Q205 0235 0255 04805 0235 OT4S Q01012
€6y M M NNV -1-2-3-4-5-6 Q205 025 0255 0205 0235 0255 000348
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Parrondo Spiel in Abfolge X, Y, X, Y, X, Y : Kontostande und Wahrscheinlichkeiten

EEG GG GGG 1234356 0495 0745 0495 0095 0495 0745 000640
B4V GGG GG 101234 0505 0745 0435 Q745 04385 Q085 0,00652
GVIGIGEGEG 19012 34 0435 0255 0425 0745 0485 Q0&85 Q,00212
GGV GGG 12123 4 0435 O7S 0505 0745 0485 0085 0,00652
GGG NMEGEGE 123234 0495 0745 0495 08205 0495 0085 Q00777
G EEGENG 123434 0435 0745 0435 0085 0505 Q08S 0,00053
GG IGIGIGM 123454 0435 0745 0425 0085 0485 0255 Q00218
EN MGG IGG -1-2-1 0 1 2 0505 0255 0435 0745 0485 QT4 Q075
vVIGN GGG -19-1a 1 2 0505 0745 0505 0745 0495 OT4S Q05E0
v GG MGG 1131012 0505 0745 0435 0255 0485 QTS Q0175
VGGGV G -1 131 3 0505 0745 0425 0745 0505 QT4 Q05220
v G IGIG GV 101232 0505 OF4S 0435 0745 0485 0905 006215
GVNEGGEG 10-140 1 2 0495 0255 0505 0745 0495 QT4 Q075
GV IGNIGG 1014012 0435 0255 0425 0255 0485 QTS Q00555
GVIGGNVEG 191312 0435 0255 0425 0745 0505 Q745 Q075
G v IGIG GV 101332 0435 0255 0435 0745 0485 0905 0,02055
GGV MGG 121412 0495 0745 0505 0255 0495 OT4S Q75
GGV EGNVG 121312 0435 0745 0505 0745 0505 QTS Q05220
GGV IGIGM 12133 2 0435 0745 0505 Q745 0485 0905 Q05215
GGIENNDG 123312 0435 O74S 0435 0805 0505 OT4S 006215
GGG MGV 12323 2 0495 0745 0495 08205 0495 0905 Q074
G GGGV M 123432 0435 0745 0425 0085 0505 0905 10,0073
EQV MV GG IG -1-2-3-2-1 0 0505 0255 0505 0085 0485 Q745 Q00225
vV IGW GG -1-2-1-2-1 0 0505 0255 0435 0255 0485 QT4 0,00593
VIVIEEGNVIG -1-2-1a-1 0 0505 0255 0495 0745 0505 074 Q01757
v VGGGV -1-2-10 1 49 0505 0255 0425 0745 0485 0255 0,00598
VMV IGNVN MGG -1 0-1-2-10 0505 0745 0505 0255 0485 Q745 Q01757
VIGNEGNVIG -1 9-1a-1 9 0505 OFS 0505 0TS 0505 AT 005525
vV IGN GG 1910149 0505 0745 0505 0745 0495 0255 Q01757
vV GG MV G -131a-149 0505 0745 0435 0255 0505 QTS Q01757
vV IGIG MG M 1101019 0505 0745 0425 0255 0485 0255 0,00592
vV IGIGIG MM 1312149 0505 O74S 0435 0745 0505 0255 0.0175T7
GV INNNGEG 10-1-2-1 0 0495 0255 0505 0255 0495 OT45 0,00598
G VNGV EG 101 a-1 a 0435 0255 0505 Q745 0505 QTS Q01757
G WV IGGM 10-14a 14 0435 0255 0505 Q745 0485 0255 0,00598
G VIEGNNDG 10140140 0435 0255 0435 0255 0505 QT4 0,00593
G VG MGV 10101040 0495 0255 0495 0255 0495 0255 Q00201
G VG IGNM M 101214 0435 0255 0435 Q745 0505 Q255 0,00558
GGNNMMVIEG 1214a-1 4 0435 0745 0505 0255 0505 Q745 Q01757
GGV MG 121014 0435 O74S 0505 0255 0485 0Z55 0,00593
GGV GV M 1212314 0495 0745 0505 0745 0505 0255 Q01757
G GG MMM 123214 0435 0745 0435 0805 0505 0255 Q02127
EW N NMNIGIG -1-2-3-4-3-2 0505 0255 0505 08905 0485 0085 Q,00277)
VIV IGNV G -1-2-53-2-3-2 0505 0255 0505 0085 0505 0085 0,00030
v VNG G -1-k-3-2-1-2 0505 0255 0505 0095 0495 0255 0,00078
v VG W VG -1-2-1-2-3-2 0505 0255 0485 0255 0505 Q085 0,00075
v VG WG -1-2-1-2-1-2 0505 0255 0495 0255 0485 0255 Q00205
v W IGIG VW -1-2-1 9-1-2 0505 0255 0435 0745 0505 0Z55 000612
v IGNWNNVIG -1 0-1-2-%-2 0505 0745 0505 0255 0505 0085 000232
v GV WG -1 9-1-2-1-2 0505 0745 0505 0255 0485 0255 000612
vV IGNVIGNMM -1 91 9-1-2 0505 0745 0505 0745 0505 0255 Q01823
v IGIG MWW =119 1 a-1-2 0505 O74S 0435 0255 0505 0Z55 000612
G VNNV G 1 0-1-23-2 0495 0255 0505 0255 0505 0085 0,00078
G VWV WG 1 0-1-214-2 0435 0255 0505 0255 0485 0255 Q00305
GV NIGNNM 1 9-1 a-1-2 0435 0255 0505 Q745 0505 0255 Q,00612
G W G MWW 141 a-1-2 0435 0255 0435 0255 0505 0Z55 000205
GGV MMM 121 a-1-2 0495 0745 0505 0255 0505 0255 000612
405 M MMM M 1 0-1-23-4 0435 0255 0505 0255 0505 04905 Q00743
vV IG VMMV -1 0-1-2-3-4 0505 0745 0505 0255 0505 0905 Q04
v WG WV -1-2-1-2 -3 -4 0505 0255 0435 0255 0505 0905 Q00745
v v IG W -1-2-3-2-3-4 0505 0255 0505 0095 0505 0905 000252
CRIEE = -1-2-3-4-3-4 0505 0255 0505 0805 04385 0905 0,063
v VNNV IG -1-2-3-4-5-4 0505 0255 0505 0805 0505 O74S e B
£ MWV 123456 0505 0255 0505 0805 0505 0ZI55 0.00755
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7.3 Das Umtausch Paradoxon

Fiir das Spiel, welches diesem Paradoxon zugrunde liegt, benttigt man zwei Um-
schldge, in welchen gewisse Geldbetrdge liegen. Man weifs, dass in einem Umschlag
der doppelte Betrag liegt als im anderen Umschlag, d. h. es liegen 100 Euro und 50
Euro oder 100 Euro und 200 Euro, 200 Euro und 400 Euro, ...in den Umschlagen.
Um nicht durch die Dicke der Umschlige einen Vorteil bei der Auswahl zu haben,
sei angenommen, dass sich in den Umschldgen nur Schecks befinden. Der Spielleiter
wihlt nun zufillig einen Umschlag aus und danach lasst der Spielleiter die Moglich-
keit des Tausches zu.

Die Frage, welche dem Paradoxon nun zugrunde liegt, ist: Soll man tauschen?

Man weifs, dass in einem Umschlag a Euro liegen und im anderen liegen entweder
2a Euro oder § Euro. Durch die zuféllige Wahl der Umschlége hat jede der zwei

Varianten die Wahrscheinlichkeit % Der erwartete Gewinn ist also:

DO | —
[N}

1 a
E,=2a- 5 + 5
Tauschen ist also die bessere Alternative.
Nach dem Tausch fragt dann der Spielleiter, ob man nochmals tauschen will, und
nach der vorhergehenden Rechnung, die auch fiir diese Situation gilt, tauscht man
wieder. Dieses Spiel kann man immer weiter treiben und der Tausch bleibt immer

lukrativer als das Behalten?'9.

Bevor ich zur Analyse dieser Situation komme, mdchte ich noch eine kleine Modifika-
tion dieses Spiels betrachten. Es befinden sich zwei unterschiedlich hohe Geldbetréige
in zwei Umschligen und wurden von zwei unabhingigen Personen in diese Umschla-
ge gelegt. Fiir beide bestand freie Wahl der Betrige. Man gewinnt, wenn man den
Umschlag mit dem héheren Geldbetrag wihlt. Soll man zufillig oder strategisch
wahlen?

Die Frage lésst sich durch folgende Analyse beantworten.

Seien X und Y die beiden zu gewinnenden Geldbetrige. Man denkt sich einen Be-
trag Z und wenn der gedffnete Umschlag einen Betrag X enthélt, der kleiner als Z

ist, tausche ich, ansonsten nicht.

20ye], KRAMER: Denkste, S 132-133.
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Es gibt 3 mogliche Ausgénge:
e X und Y sind beide kleiner als Z.
o 7 liegt zwischen X und Y.
e X und Y sind beide grofer als Z.

P(A)sei die Wahrscheinlichkeit, dass der erste Fall eintritt, P(B)sei die Wahrschein-
lichkeit, dass der zweite Fall eintritt und P(C)sei die Wahrscheinlichkeit, dass der
dritte Fall eintritt, Wenn der erste Fall eintritt, tauscht man, im dritten Fall wahlt
man X. In diesen beiden Fillen gewinnt man mit Wahrscheinlichkeit % Bei Eintre-
ten des zweiten Falles gewinnt man mit Sicherheit. Die Gewinnwahrscheinlichkeit
W ist somit:

W= % .[P(A) + P(C)] + P(B)
wobei P(A) 4+ P(B) + P(C) =1 gilt, und daraus folgt
W—%-[P(A)+P(B)+P(C)]+%-P(B) —%Jr%-P(B)

Da P(B) > 0 gilt, wihlt man mit dieser Methode also besser als wenn man iiber

den Tausch zufillig entscheidet?!!.

Nun wieder zuriick zum ersten Spiel. Hier konnte das Spiel unendlich lang fortge-
setzt werden und man wiirde als Spieler immer besser abschneiden. Ein Haken an
der Annahme, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von % das Doppelte und mit der
Wabhrscheinlichkeit von % die Hilfte des gew#hlten Geldbetrages im anderen Um-
schlag ist, ist, dass, nach einem Satz aus der Wahrscheinlichkeitstheorie, auf der
Menge der natiirlichen Zahlen keine Gleichverteilung moglich ist. In unserem Fall
wird aber Gleichverteilung angenommen. Wenn man nun den Umschlag 6ffnet, sieht
man, dass sich a Euro im Umschlag befinden und ich weift, dass der Gewinn ent-

weder a oder 3 ist. Ist a der Gewinn, dann gewinne ich durch tauschen, ist & der

Gewinn, dann verliere ich durch tauschen.

21yel. BRUSS: Schnippchen, S 106-107.
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Das heifét:

E(G):2a-P(G:a\G:a/\G:%)+g-P(G:%|G:aAG:g)

Je nach Verteilung der Zufallsvariablen G kann E(G) > a oder E(G) < a sein.

Hohe Gewinnbetrige werden mit zunehmender Hohe immer unwahrscheinlicher bei

solchen Spielen. Da P(G = §|G = a A G = §) dadurch irgendwann einmal gréfer

wird als P(G' = a|G = a A G = §), konnen wir annehmen, dass, wenn diese auf das

Doppelte anwéchst, sich tauschen nicht mehr lohnt und sich damit das Paradoxon

in Luft auflost?!2.

21201, KRAMER: Denkste, S 134-135.
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8 Paradoxa aus der Analysis

8.1 Das Band Paradoxon Il (Die Schnecke auf

dem Gummiband)

Hierbei handelt es sich um eine virtuelle Szenerie, bei der eine beliebig alt werden-
de Schnecke und ein beliebig dehnbares Gummiband eine zentrale Rolle spielen?'.
Diese Darstellung der Situation soll den fiir viele Betrachter nicht fiir moglich ge-
haltenen Ausgang der Fragestellung untermauern. Nehmen wir an, eine Schnecke
krabbelt vom linken Ende eines 1 m langen Gummibandes mit einer Geschwindig-
keit von 1 cm/min in Richtung rechtes Ende. Am Ende jeder Minute wird das Band
um 1 m blitzartig gedehnt. Die Frage lautet: Kommt die Schnecke jemals am rechten
Ende des Gummibandes an?

Die meisten Gefragten wiirden dies verneinen, mit der Begriindung, dass sich das
Ende des Bandes von der Position der Schnecke immer weiter entfernt. Wir wollen
jetzt eine Begriindung dafiir liefern, dass entgegen der Meinung der meisten Men-
schen die Schnecke doch das rechte Ende erreicht, wenn auch sehr viel Zeit braucht,
aber wir haben ja beliebig viel Zeit zur Verfiigung.

In der 1. Minute legt die Schnecke 1 cm zuriick und hat noch 99 cm vor sich, d. h.
sie hat 1(1)—0 der Bandlidnge zuriickgelegt. Dann folgt die blitzartige Dehnung und am
Beginn der 2. Minute wird das Band auf 2 m gedehnt und zwar gleichméfig, sodass
sich bei 2-facher Bandlange beides, der zuriickzulegende Weg und auch der bereits
zuriickgelegte Weg, auf das 2-fache ansteigen, d. h. am Beginn der 2. Minute hat die
o ihres

Weges zuriickgelegt. Wahrend der 2. Minute legt die Schnecke wieder 1 cm zuriick,

also ﬁ der gestreckten Bandldnge. Am Ende dieser 2 Minuten hat sie 3 cm hinter

sich und 197 cm vor sich. Anders gesagt: Sie hat am Ende der 2. Minute ﬁ + 2(13—0 der

Bandlinge zuriickgelegt. Nach der zweiten Streckung, diesmal um das 1,5fache, hat

die Schnecke 4,5 cm hinter sich und 295,5 cm vor sich. Wahrend der 3. Minute legt

L
300

sie 5,5 cm zuriickgelegt und 294,5 cm noch vor sich, dann folgt wieder eine Dehnung,

Schnecke 2 ¢m hinter sich und noch 198 ¢m vor sich und sie hat weiterhin

die Schnecke wieder 1 cm, diesmal === der Gesamtlange, zuriick. Nach 3 Minuten hat

213im Folgenden vgl. SCHUPPAR,HUMENBERGER: Elementare Numerik, S 76.
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diesmal um das %—fache. Lassen wir dies beliebig lange so weitergehen.

Betrachten wir im Folgenden nicht mehr den absoluten Weg, sondern die Anteile
des Bandes, welche die Schnecke in der jeweils n-ten Minute zuriicklegt. Wenn man
sich die vorhergehende Beschreibung der Situation ansieht, kann gefolgert werden,
dass die Schnecke in der n-ten Minute, in der das Band n Meter lang ist, einen Weg
von ﬁ zuriicklegt.

Nach n Minuten betrigt der Gesamtanteil also:

R SRS SR
100 200 ' 300 100 - n

Um zu zeigen, dass die Schnecke ankommen wird, muss die obere Summe zumindest

den Wert 1 erreichen, denn dann wéren 100% des Weges zuriickgelegt. Die néchste
Frage lautet also: Gibt es n € N sodass ﬁ + ﬁ + ﬁ + -+ ﬁ >1
oder einfacher:

TneN: 1+ 4o+ 4i>100
L R T n =

Bei 1+ % + % + }1 +-- ~—i—% handelt es sich fiir n — oo um die harmonische Reihe, wel-

che divergiert und daher die Partialsummen jede noch so grofse Grenze iiberschreiten.

Im Folgenden sei noch die Divergenz gezeigt?'*.

SATZ: Die harmonische Reihe

3

| =

divergiert fiir n — oo

Beweis:

H —1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+(1+1+1+1+1+1+1+1)+ >
"2 3 4775 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

>1_|_l+(l+l)+(l_|_l_|_1+1)+(i+i+i+i+i+i+i+i)+...:
2 4 4 8 8 8 8 16 16 16 16 16 16 16 16
S UL I I
2 4 16 2 2 2 2

= Divergenz []

214ye], HAVIL: Gamma, S 33.
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Wir wissen nun um die Divergenz der harmonischen Reihe, daher gibt es ein n, so-
dass H, = > ;_, + > 100.

Also haben wir festgestellt, dass die Schnecke tatséchlich ihr Ziel erreicht. Um die
Zeit, welche die Schnecke braucht, zu bestimmen, miissen wir n berechnen. Die Mi-
nimalzahl der Glieder, die man braucht, damit diese Ungleichung erfiillt ist, betragt
nach WRENCH

15092688622113788323693563264538101449859497

Um ein Gefiihl zu bekommen, wie grofs diese Anzahl an Summanden ist, sei folgen-
des Beispiel gegeben:

Durchschnittliche Computer kénnen ca. 10'? Rechenoperationen pro Sekunde aus-
fiihren. Fiir die Anzahl an benétigten Operationen, welche notwendig sind, um die

Zahl 100 zu iiberschreiten, wiirde ein Computer 5 - 10'* Milliarden Jahre brauchen.

Hat man die genaue Zahl nicht ad-hoc zur Verfiigung, so hilft uns zur Feststellung

der Grofenordnung folgende Uberlegung?'®:

Wir wissen [ 1dz = In(z) und daraus kann man folgern: > ;_, + ~ In(n)

Wenn wir nun n — oo gehen lassen, ergibt sich folgende Grenzwertaussage:

lim [(H %) —In(n)] = 0,57721566

k=1

Dieser Grenzwert wird die Euler-Mascheroni Konstante genannt.

Dadurch erhalten wir eine bessere Abschitzung

n

D

k=1

~ In(n) + 0,57722

o=

und wir konnen die Zeit, die die Schnecke braucht, um zum Ende des Gummibandes

zu kommen, berechnen.

215im Folgenden vgl. SCHUPPAR,HUMENBERGER: Elementare Numerik, S 76.
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3

>0 < In(n)+0,57722 > 100 < In(n) > 99,42278 < n > 4227 ~ 1.51.10% (Minuten)

| =

k=1

oder 2,87 - 1037 Jahre.

Zur besseren Einordnung dieser Zeitdauer ist zu sagen, dass nach derzeitlichen wis-
senschaftlichen Erkenntnissen der Urknall vor etwa 1,4 - 10° Jahren stattgefunden
hat. Zusétzlich sei noch zu sagen, dass die Geschwindigkeit der Schnecke, die Deh-
nungsgeschwindigkeit und die urspriingliche Lénge des Bandes vollig willkiirlich ge-
wahlt wurden und andere Grofien nichts an der Tatsache verdndern, dass die Schne-
cke das rechte Ende des Bandes erreicht. Man muss ihr nur geniigend Zeit dafiir

lassen.

8.2 Braess Paradoxon

Hierbei handelt es sich um eine Situation, die der Verkehrsplanung entstammt. Es
kann passieren, dass sich bei Erweiterung des Verkehrsnetzes und gleichbleibendem

Verkehrsaufkommen die Fahrtzeiten fiir die einzelnen Autofahrer verlingern?'.

Dazu sei folgendes Beispiel gegeben?!":

Gegeben sind die vier Orte A, B, C, D, wobei jeweils zwei Orte durch vier Strafsen
miteinander verbunden werden (Strake 1 verbindet A mit B, Strake 2 verbindet A
mit C, Strafe 3 verbindet C mit D und Strafe 4 verbindet B mit D). Dieses Stra-

fsennetz konnte durch ein Parallelogramm in folgender Form dargestellt werden.

D

216yo]. BRAESS: Verkehrsplanung, S 258.
217im Folgenden vgl. BRAESS: Verkehrsplanung, S 258.
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Die Fahrzeit fiir die Strecke von A nach C betriagt ebenso wie die Fahrzeit von B
nach D (50-+x) Minuten, wobei x die Verkehrsdichte auf einer bestimmten Strecke
darstellt, in der Einheit der Fahrzeuge/h (in Tausend gemessen). Von A nach B
sowie von C nach D benétigt man 10 - xMinuten. Mathematisch gesprochen heifst
dies:

tac(x) =tpp(x) = (50 + x)

tap(z) =tep(r) =10z

Fiir die Strecken AC und BD hat die Verkehrsdichte nur wenig Einfluss, also kénn-
te es sich um eine gut ausgebaute Autobahn handeln. Bei den Strecken AB und
CD koénnte es sich um schlecht ausgebaute Landstrafsen handeln, da hier die Ver-
kehrsdichte einen wesentlich gréfseren Einfluss auf die Fahrzeit hat. Nachdem jeder
Autofahrer nach der fiir sich besten Losung sucht, ergibt sich fiir den Gesamtstrom
|X|=6, welcher von A nach D fahrt, wobei Xapp = Xacp = 3 (jeweils die Hilfte
der Autofahrer fihrt auf gleich optimalen Strecken), der Zeitaufwand von 83 min
pro Autofahrer. Fiir die Fahrt von A iiber B nach D bzw. von A iiber C nach D
ergibt sich also:

Tacp(x) =tac(z) +tep(x) = (50 + z) + (10z) = 11x + 50

Fiir x=3 ergibt sich also der Zeitaufwand von 83 Minuten.

Wird nun eine neue Strafe zwischen B und C gebaut, welche nur in eine Richtung
befahren werden kann (eine Briicke iiber den See beispielsweise, den die Autobah-
nen aufgrund der verbauten Strafenfliche grofrdumig umfahren mussten), ergibt
sich fiir tpo(z) = (10 + ) min. Fiir den Gesamtstrom |X|=6 und gleichméfiger
Verteilung X=2 auf alle drei moglichen Strecken ABD, ACD und ABCD ergibt sich
theoretisch

Tagp(z) = (50 4+ z) + 10z = 11z + 50

Tacp(z) = (50 + x) + 10z = 11z + 50

Tapep(x) = 10z + (10 + x) + 10z = 21z + 30

Setzt man nun x=2 ein, so ergibt sich theoretisch eine Fahrzeit von 72 Minuten.
Worauf man bei oberflichlicher Betrachtung leicht vergisst: Die Strake AB wird von
den Nutzern der Strecke ABD und ABCD, und die Strafe CD wird von den Nut-
zern der Strecke ABCD gleichzeitig genutzt, und da sowohl die Strafse AB als auch
die Stralse CD nicht doppelstdckig vorhanden sind, ist die Berechnung der Fahrzeit
mit 72 Minuten nicht korrekt. Auf den Straften AB und CD betrdgt nimlich die
Verkehrsdichte x=4 und somit lautet die korrekte Berechnung der Fahrzeit:

Tapp =tap(4) +tpp(2) =104+ (50 + 2) = 92min

Tacp =tac(2) +tep(4) = (50+2) + 10 - 4 = 92min

Tapep =tap(4) +tpc(2) +tep(4) =104+ (10+2) + 10 - 4 = 92min

145



Bei gleichbleibender Verkehrsdichte und gleichméfiger Verteilung brauchen also alle
Autofahrer fiir die Strecke von Ort A nach Ort B nach Eréffnung der neuen Strafe
BC um neun Minuten ldnger an ihr Ziel als vor der Er6ffnung. In ungiinstigen Féllen

kann sich also die Fahrzeit bei Erweiterung des Strafsennetzes erhéhen.

Die Verkehrsdichte betrug vor der Eréffnung der Strecke BC sowohl auf der Nord-
als auch auf der Siidroute x=3. Wenn sich bei gleichbleibender Gesamtdichte der
Verkehrsfluss auf der Nordroute erhéht, dann erhoht sich auch die Fahrzeit auf
der Nordroute und die Fahrzeit auf der Siidroute wird geringer, sodass mit die-
sem Wissen wieder einige Autofahrer von der Nordroute auf die Siidroute wechseln.
Deshalb wird sich die Verkehrsdichte auf beiden Routen immer bei x=3 einpen-
deln. Natiirlich konnten einige Autofahrer nach der Er6ffnung der Briicke und Er-
kenntnis der lingeren Fahrzeit wieder auf ihre alte Routen zuriickwechseln, sodass
Xapp = Xacp = 2,5 wire und Xapcp = 1. Wenn aber Autofahrer gleichmékig auf
die Nord- und Siidroute wechseln, ergibt sich fiir die Briickenroute eine noch kiirzere
Fahrzeit und die Autofahrer wiren wieder in Versuchung auf die Briickenroute zu
wechseln, da sich nun mit 81 Minuten eine kiirzere Fahrzeit ergibt als es sie in letz-
ter Zeit auf der Nord- und Siidroute gab. Und mit dem Riickwechsel wiirden wieder
alle Autofahrer langer brauchen. Denn fiir Autofahrer zahlt nicht, dass sie auf einer
anderen Strecke weniger Zeit brauchen, solange es noch eine Strecke gibt, auf der

die Fahrzeit noch kiirzer ist?'®.

U8yel. BORNHOLDT,DUBBEN: Warscheinlichkeit, S 80-81.
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8.3 Eulers Reihen

8.3.1 Unendliche Summen

Zunéchst werfen wir einmal einen Blick auf unendliche Summen. Damit soll gemeint
sein, dass solche Summen trotz einer unendlichen Anzahl von Summanden trotz

allem eine endliche Summe ergeben. Unendliche Summen der Form

o0

a+a+ayto=Y a
n=0

nennt man eine Reihe.
Sehen wir uns ein Beispiel dafiir an. S=1+q¢+ ¢ +¢@ + ¢4+ ...
Wenn man jetzt den Faktor q ausklammert, ergibt sich
S=14q-1+q+F+¢F+...)
Wie man sieht, steht in der Klammer derselbe Term wie es auch dem urspriinglichen
Summenterm entspricht. Daher kann man sagen, dass S = 1+¢-S oder S-(1—¢q) =1

ist, und folglich kann man eine Formel fiir diese Summe herleiten, welche lautet:

ZZOOO ’f:L

k 1—¢

Dies gilt nur fiir |¢| < 1, denn fiir |¢| > 1, sei hier q=2 als Beispiel genommen,
ergibt sich laut Formel -1—=1+2-+4+8 und die Aufsummierung positiver Zahlen kann

unmdoglich eine negative Zahl ergeben. Nehmen wir nun fiir ¢ = % und es ergibt sich

Z_0001_ 110
k_ 100 1—L 9

fiir

10

die Dezimalbruchentwicklung fiir 1970 = 11111--- =1+ % + L+ # + ..., was

genau unserer Annahme entspricht?!?.

219y¢]. BARTHE: Unendliche Summen, S 19.
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8.3.2 Reihenentwicklungen

Die vorhin betrachtete Reihe heifst geometrische Reihe und diese war fiir lange Zeit
die einzige, mit der Mathematiker arbeiten konnten. Anfang des 17. Jahrhunderts
kamen die sogenannten Teleskopreihen dazu, bei welcher die Terme Glieder enthal-

ten, die sich gegenseitig wegheben??. Beispiele dazu wiren:

1.Beispiel
i N S A
k- ( k+1 3 6 10 15 B
— 2[+1+1+1+1+]—
B 2 6 12 20 30 B
1 11, 1 1 1 1 11
=2 (1= (=) + (=) (=) + (=) +...]=2
(=P +G-P+GE-PrG-—)+E g+
2.Beispiel

=> k" =1+2¢+3¢" +4¢° +5¢" + ...

(1—q) Ty =(1+2¢+3¢+4¢* +5¢* +...) — (¢ +2¢° +3¢° +4¢* +5¢° +...)
(1—q) Ti=1+q+@++q" +...

Dies ist also die geometrische Reihe S, welche vorhin betrachtet wurde.
Also ist die Summe der Reihe T} nichts anderes als die Summe der geometrischen
Reihe geteilt durch (1 — g).

T, =

1—q (1—gq)?

220im Folgenden vgl. BARTHE: Unendliche Summen, S 20-22.
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3.Beispiel

Wie bereits in einem Kapitel zuvor gezeigt wurde, hat die harmonische Reihe Y2 %

k

keine endliche Summe, die alternierende harmonische Reihe Y77 (—1)% - & schon.

Hier die Herleitung nach Mark Finkelstein.

1(2 2)_1 1

2'3 47 3 4

1(4 4)_1 1

4'5 67 5 6

1(4 4)_1 1

4'7 8 7 8
Firk=124,...,2" tund n =1,2,... gilt:

1 < n AK )_ 1 1
2n \2n 4+ (2k—1) 2n4+2k/)  224+2k—1 2042k —1
21 1 1 1 1 1
m2= [ =d n2=(1--= - -z
n [zxjn 1-35)+G-7+G -3

Also ergibt sich fiir die alternierende harmonische Reihe:

9]
k=1

=1n2

=

8.3.3 Eulers alternierende Reihen
Die Reihe 1-1+1-141-1+4...

Eine recht einfache Reithe 1—1+1—1+4+1—1+...sorgte fiir grofe Diskussionen. Denn
einerseits konnte diese Summe geschrieben werden als (1—1)4+(1—1)4+(1—1)+...,
was zur Folge hatte, dass die Summe dieser Reihe gleich 0 ist. Andererseits ergibt
die Reihe bei anderer Klammerung mit 1 —(14+1) —(141) —... die Summe 1. Eine
dritte Version mit einer Herleitung dhnlich jener der geometrischen Reihe ergibt fiir
S=1-(1-14+1-14...)=1-.5, was einer Summe von 5 entspricht (Argument
nach Grandi). Bekanntlich ist ﬁ] =14+qg+¢+¢+ ..., was der Grundlage
der Argumentation von Euler entsprach. Setzt man nun fiir g=1 ein, ergibt sich

$=1-14+1-1+..., was im Grunde die Annahme von Grandi bestitigte?*'.

221ygl. KLINE: Euler, S 307-308.
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Betrachtung der Reihe > (—1)*(k + 1)

Zur Herleitung der Summe???

(-DFE+1)=1-2+3—4+—...

M8

S:

e
Il

1

48 = (1-243—4+— .. )+(1—243—4+— .. ) +(1-243—4+— .. )+ (1-2+3—4+— ...

48 = (1-243—44— .. )+ 1+ (—243—-4+5—+ ... ) +14+(—243—-4+5—+...)—1+
+(3—-4+5—-6+—...)

48 = 1+[(1-2—-243)+(—24+3+3—4)+(3—4—445)+(—4+5+5—-6)+... ] =45 =1

und somit gilt:

(—)*k+1) ==

NE

>
Il

1
Die Grundlage fiir den Erhalt solch paradoxer Ergebnisse ist, dass man dabei die
absolute Konvergenz vollig aufer Acht lasst, was aber fiir die Umordnung solcher

Reihen notwendig ist?23.

Herleitung der Summen fiir die verallgemeinerte harmonische Reihe nach
Euler

Die verallgemeinerte harmonische Reihe wird folgendermafsen dargestellt:

ii—1+—+i+i+
£ o 3 T 4n

Als Erstem gelang es Euler, diese Summe fiir geradzahlige n zu bestimmen. Als

Beispiel sehen wir sich die Herleitung fiir den Fall n=2 an??**,

Dazu benotigt man die Potenzreihenentwicklung von sin :

R = kaQk—i—l
Slnl’—l'—y—Fg—_"—— kZ:O —1)' Ve € R

222 Je.wikipedia.org/wiki/Alternierende_ Reihe (Euler), 11.2.2019
223ygl. ebd.
224im Folgenden vgl. BARTHE: Unendliche Summen, S 22-23.
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Hatte die Reihe endlich viele Glieder, kénnte man diese als Polynom auffassen und

o= (1= ) (1= ) (1= )

wobei ay, ..., a, die Nullstellen eines Polynoms n-ten Grades wéren und p(0)=1.

es wiirde gelten:

Euler wendete diese Tatsache auf

sin x 2 ozt 1S

=1- — - _
T 3!+5! 7'+

p(x) =

an, und da alle Bedingungen erfiillt sind, ergibt sich:

[ x x x
E (D0 F) )
3'+5' 7'+ T +7r 27 +27r

2 2 2 2

S (-5)0- 50 )0 ) -

1 1 1 ) A
_1_<w2+ﬁ+ﬁ+'”>'$ + ()t

Da der Koeffizient von z? in beiden Darstellungen der Funktion p(x) derselbe sein

muss (Eigenschaft von Polynomen und Potenzreihen), ergibt sich:

L (1+1+1+ ):»1+1+1+1+ Z—il
31 w2 4x?2 Qg2 32 42 —k: k2

Weitere errechnete Summen der verallgemeinerten harmonischen Reihe wiren:
4 6

il_ﬂ il_ﬂ i": 1 224.76977927 - 7%6
k90 £~ |6 945 = |26 27!

Trotz aller Bemiihungen gelang es Euler nicht, die Summen fiir >~ | ,%n fiir ungerade

n > 3 zu berechnen.
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O Kurze Erwahnung weiterer

Paradoxa

9.1 Das Gefangenenparadoxon

Die Situation wird folgendermafen dargestellt.

Drei Héftlinge A, B, C sitzen in Einzelzellen und warten auf ihre Hinrichtung. Ohne
ihr Wissen wird Los gezogen, bei dem alle drei Héftlinge die gleiche Chance haben,
gezogen zu werden. Derjenige, auf dem das Los fillt, wird begnadigt. Der Wirter
kennt das Ergebnis und Héftling A bittet ihn, ihm den Namen desjenigen zu nennen,
der begnadigt wird. Der Wiérter sagt, dass Héaftling C hingerichtet wird. Wie grofs

ist jetzt die Wahrscheinlichkeit von A und B, begnadigt zu werden??5?

Hiftling A glaubt nun, dass die Chance auf seine Begnadigung von % auf % gestiegen
ist. Durch Klopfen verstindigt A nun C und auch dieser glaubt, dass eine Uberle-

benschance von % auf % gestiegen ist. Sehen wir uns an, ob dies tatséichlich so ist.

Zuerst ist P(A) = P(B) = P(C) =  (Die Wahrscheinlichkeit, dass A, B, C begna-
digt werden)

P(W = B|A) = P(W =ClA) =
1=P(W =C|B)
(Wahrscheinlichkeit, dass der Wirter Héftling B die Wahrheit sagt, unter der Be-
dingung, das A, B oder C begnadigt werden)

P(W=B[B)=0  P(W=B|X=0C)=

N

Uns interessiert nun P(A|W = C).

P(W = C|A) - P(A)
(W = C|A) - P(A) + P(W = C|B) - P(B) + P(W = C|C) - P(C)

PAIW = 0) =

P(AW = C) =

1
B
+0-173

NI (N
W[l

1
114

225ye], KRAMER: Denkste, S 98.
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Die Uberlebenschancen von Hiftling A bleiben bei %, wihrend die Chancen von

Hiftling B, begnadigt zu werden, auf 2 gestiegen sind??.

Das Paradoxe an dieser Situation ist, dass es fiir die Berechnung der Uberlebenschan-
cen tatsdchlich einen Unterschied macht, wer zuerst von der Hinrichtung von C
erfihrt.

9.2 Das Geburtstagsparadoxon

Hier beschéftigen wir uns mit der Frage, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, dass
in einer Gruppe von n Personen mindestens 2 Personen am selben Tag Geburtstag
haben??’. Fiir die Bearbeitung der Frage ist es leichter, mit der Gegenwahrschein-
lichkeit zu arbeiten.

Man wéahlt nun eine Person und eine zweite, die Wahrscheinlichkeit fiir verschie-

dene Geburtstage liegt bei %. Wenn nun eine dritte Person gewihlt wird, ist die

Wahrscheinlichkeit fiir einen von den beiden zuvor gewahlten Personen verschiede-

nen Geburtstag % Fiir n < 365 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Geburtstag der

n-ten Person von den Geburtstagen der n-1 zuvor gewihlten Personen verschieden

ist 365;7(’5171). Also folgt:

364 363 365 — (n—1) (365 — 1)! 365!
365 365 365 3651 - (365 —n) 365" - (365 —n)

Die Ergebnisse seien nun noch in folgender Tabelle zusammengefasst.

n 1 2 3 4 5 10
P(A) | 0% 0,274% |  0,82% 1,636% 2,714% 11,695%
n 20 21 22 23 25 30
P(A) | 41,144% | 44,369% | 47,57% 50,73% 56,87% 70,632%
n 40 41 50 57 60 69
P(A) | 89,123% | 90,315% | 97,037% | 99,012% 99,412% | 99,896%
n 70 80 89 100 105

P(A) | 99,916% | 99,991% | 99,99919% | 99,999969% | 99,99999403%

Man braucht also {iberraschenderweise nur eine Gruppe von 23 Leuten, damit die
gesuchte Wahrscheinlichkeit iiber 50% steigt und bei 58 Leuten iiber 99%. Schon ab
106 Personen in der Gruppe ist der Unterschied zu 100% kleiner als 10710 .

226yg], FALK: three Prisoners, S 201.
227im Folgenden vgl. BARTH: Briihmte Aufgaben der Stochastik, S 370.
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9.3 Das Benford-Paradoxon oder Problem der
fuhrenden Ziffer

Der Mathematiker Simon Newcomb entdeckte 1881 bei seiner Arbeit mit Logarith-
menbiichern, dass diese auf der ersten Seite viel abgenutzter sind als auf den hinteren
Seiten. Dazu muss man wissen, dass Logarithmenbiicher nach der Anfangsziffer ge-
gliedert waren und Newcomb zog daraus den Schluss, dass Logarithmen von Zahlen
mit Anfangsziffern 1, 2, 3 viel haufiger gesucht wurden als Logarithmen von Zahlen
mit Anfangsziffern 7, 8, 9. Aus seinen Beobachtungen heraus entwickelte Newcomb

eine Formel fiir die relative Haufigkeit des Auftretens der Anfangsziffer d, wobei
d e {1,2,3,4,5,6,7,8,9} ist:

logyg <E>

d

Da er aber fiir dieses Phianomen keine Erklarung fand und die Intuition der Gleich-
verteilung der Anfangsziffern widersprach, geriet es fiir 50 Jahre in Vergessenheit.
Nach dieser Zeit nahm sich der Physiker Frank Benford der Untersuchung dieses
Phénomens an, mit grofem Eifer und Untersuchung von groferen Datenmengen.
Erklarung fand er trotzdem keine. Aufgrund der weit hoheren Zahl an untersuchter
Datenmenge war es moglich, die Annahme von Newcomb zu bestétigen.
P(1.Ziffer von Z ist d)=log,o(d + 1) — log;(d) mit Z € R*

Seither ist es bekannt als das Benford-Gesetz>28.

Nun ein Blick darauf, wie diese Formel zustande kommt.
Sei X eine zufiillig gewéhlte Zahl aus der riesigen Menge an Daten (Messergebnisse,
Statistiken, ...).

Die erste Ziffer von X ist genau dann eine 1, wenn gilt:
10" < X <2-10"
Die erste Ziffer von X ist genau dann eine 2, wenn gilt:

2-10" < X <3-10"

228ye], HUMENBERGER: Benford-Gesetz, S 26-27.

154



Allgemein formuliert:
Die erste Ziffer von X ist genau dann eine Zahl d € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}wenn gilt:

d-10" < X < (d+1)-10"

mit n € N, passend.
Diese Ungleichung ist dquivalent zur folgenden Ungleichung:

n +logyo(d) < logyo(X) < n+logyy(d+ 1)

Diese Ungleichung ist genau dann erfiillt, wenn die erste Nachkommastelle von
log;o(X) zwischen log;,(d) und log;,(X) liegt und diese sei nun Y genannt. Die-
ses Y ist genauso eine Zufallsvariable wie es X und log,,(X) sind. ¥ nimmt nur
Werte zwischen 0 und 1 an und hat die Eigenschaft der Gleichverteilung.

Daraus folgt: X hat d als erste Ziffer genau dann, wenn
log;o(d) <Y <logyo(d+1)

und log;o(d + 1) — log;o(d) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir®®.

Die Wahrscheinlichkeiten der fiilhrenden Ziffern sei in folgender Tabelle zusammen-

gefasst30.

Erste Ziffer | Wahrscheinlichkeit
30,10%
17,61%
12,49%
9,69%
7,92%
6,69%
5,80%
5,12%
4,58%

C 00 ~ O Ot = W N =

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Ziffer 1 als fiihrende Ziffer auftritt, ist also sehr

hoch. Es widerspricht der Intuition des Menschen und ist deshalb als Paradoxon zu

bezeichnen.

229yg]. KRAMER: Denkste, S 68-69.
230yg]. KRAMER: Denkste, S 67.
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Eine allgemeine Formulierung des Benford-Gesetzes(Wahrscheinlichkeit des Auftre-

tens der Ziffer d zur Basis B an der n-ten Stelle) lautet®3!:

B"—1
_ 1
k=|B"1]

Damit lassen sich die Auftrittswahrscheinlichkeiten von Ziffern an einer bestimmten
Stelle (von vorne gezahlt) in verschiedenen Zéhlsystemen berechnen.

Nun seien noch die Wahrscheinlichkeiten von Ziffern an 2. und 3.Stelle zusammen-
gefasst?32:

0 1 2 3 4

2. Ziffer | 0,120 | 0,114 | 0,109 | 0,104 | 0,100
3.Ziffer | 0,1018 | 0,1014 | 0,1010 | 0,1006 | 0,1002
5 6 7 8 9

2. Ziffer | 0,097 | 0,0,93 | 0,090 | 0,088 | 0,085
3.Ziffer | 0,0998 | 0,0994 | 0,0990 | 0,0986 | 0,0983

Man sieht: Je weiter die Ziffern hinten stehen, desto kleiner wird das Intervall
der Auftrittswahrscheinlichkeiten. Die Auftrittswahrscheinlichkeit der Ziffer 1 bleibt

aber an allen Stellen die hochste.

231 de.wikipedia.org/wiki/Benfordsches _Gesetz, 14.2.2019
232yg]l. HUMENBERGER: Benford-Gesetz, S 32.
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9.4 Die Zenonschen Paradoxa

9.4.1 Achilles und die Schildkrote

LAchilles rennt schneller als die Schildkrite und gewdhrt ihr deshalb einen Vor-
sprung: Achilles lduft von dy los, die Schildkréte von dy. Zu dem Zeitpunkt, an
dem Achilles den Vorsprung der Schildkréte aufgeholt und dy erreicht hat, ist die
Schildkrote bereits an ds. Bis Achilles ds erreicht hat, ist die Schildkréte an dy an-
gekommen. Jedes Mal, wenn Achilles den Abstand aufholt, ist die Schildkréte schon
weiter vorangekommen. Wie kann Achilles mit der Schildkrite gleichziehen, da er

doch unendlich viele Abstinde iberwinden muss?“?33

9.4.2 Die Rennbahn (Regressive Form)

»Bevor Achilles zum Ende der Rennbahn gelangt, muss er zundchst die erste Hilfte
zuriicklegen. FEhe ithm das gelingen kann, muss er die Hilfte dieser Strecke zuriick-
legen, ndamlich das erste Viertel der Rennbahn und so weiter. Er gelangt von der
Startlinie aus nirgendwohin, ohne zuerst unendlich viele Intervalle durchlaufen zu

haben. %34

9.4.3 Der Pfell

wFin Pfeil kann nicht an einem Ort sein, an dem er nicht ist. Auch kann er sich
nicht an dem Ort bewegen, an dem er sich befindet. Aber ein fliegender Pfeil ist
immer jeweils an dem Ort, an dem er sich gerade befindet. Also befindet sich der

Pfeil immer im Ruhezustand.“?3>

Z3CLARK: Paradoxien, S 19.
234CLARK: Paradoxien, S 209.
235CLARK: Paradoxien, S 187.
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9.5 Die Richard Paradoxie

»Die Menge der reellen Zahlen, die anhand von einer endlichen Anzahl von Wértern
definierbar ist, ist abzdhlbar. Allerdings kéonnen wir mit endlich vielen Wortern eine
weitere reelle Zahl beschreiben, die aus einer Aufzihlung der Elemente dieser Menge
gebildet ist. Demnach gibt es genau dann eine reelle Zahl, die durch die Aufzdhlung

definiert ist, wen sie es nicht ist.“?3

9.6 Die Russel Paradoxie

,Die meisten Mengen (Klassen), an die man gewdhnlich denkt, sind nicht Elemen-
te ihrer selbst. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist nicht eine natirliche Zahl, die
Menge der Nationen ist nicht eine Nation und die Menge der Franzdésinnen ist keine
Franzosin. Jedoch ist die Menge all dessen, was keine Franziosin ist, ein Element th-
rer selbst, da sie keine Franzdsin ist. Dasselbe gilt auch fiir die Menge aller Mengen,
da sie selbst eine Menge ist. Allerdings ist die Menge jener Mengen, die sich selbst
nicht als Elemente entfalten, sowohl Element ihrer selbst als auch nicht FElement

ihrer selbst.“*7

9.7 Das Paradoxon der Miinzenkante

Ublicherweise wird bei Miinzwurfbeispielen das Ereignis: , Miinze fillt auf ihre Kan-
te* nicht beriicksichtigt, da die Wahrscheinlichkeit dafiir verschwindend gering ist.
Werfen wir nun einen Blick darauf, wie die Miinze beschaffen sein miisste, sodass
P(Zahl) = P(Wappen) = P(Kante) = % ist.

Eine Miinze kann geometrisch als Zylinder aufgefasst werden, bei dem die Grund-
fliche Wappen, die Deckfliche Zahl und der Mantel Kante bedeutet. Wenn man
die Miinze wirft, muss die Rotationsachse durch den Mittelpunkt und parallel zu
Grund- und Deckflache verlaufen. Die Miinze wird genau auf die Kante fallen mit
Wabhrscheinlichkeit %, wenn die Hohe und ihr Durchmesser im Verhéltnis tan(30) : 1,

was dem Verhiltnis 0,577:1 entspricht, stehen.?3®

Z6CLARK: Paradoxien, S 211.
ZTCLARK: Paradoxien, S 215.
238ygl, SZEKELY: Paradoxa, S 67-68.
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9.8 Das Paradoxon von Jakob und Laban

Zum Abschluss meiner Arbeit mochte ich noch einen Bogen zu meinem Zweitfach
katholische Religion schlagen. In der Bibel im Buch Genesis heifst es, dass Jakob
von Laban als Lohn fiir seine Arbeit Schafe erhielt. Obwohl die Anzahl der Schafe
immer sehr klein war, wurde Jakob vermd&gender als Laban, obwohl die Schaftherde
von Laban sehr grofs war. Wie kam es nun zu diesem Paradoxon?

Eine Grundlage war, dass Jakob immer nur Schafe erhielt, aber nicht zuriickgab,
wihrend Laban stets einige an Jakob abtrat. Seien nun J,, und L,, die durchschnitt-
liche Zahl der Schafe von Jakob und Laban im n-ten Jahr, wobei Jy = 0und Ly € N,
grofs. Wenn man nun annimmt, dass jedes Schaf jahrlich U Lammer hat und ¢ der
Anteil an Schafen ist, den Laban an Jakob abgibt, und (1 — ¢) = p jener Anteil an
Schafen ist, welcher bei Laban verbleibt, so ergibt sich:

L,.—-L,=U-p-L,und J, 1 —J,=U-J,+U-q-L,

Daraus folgt:

L,=Ly(14+U-p)"und J, = Lo(14+U)" — Lo(1 + U - p)"

und schlussendlich :
In < 1+U )n 9
L, \1+U-p

14U \"

1+Up

tatsachlich reicher als Laban

Da fiir n — oo ( gegen unendlich strebt, wird Jakob nach einiger Zeit

239
Da wir aus der Bibel wissen, dass Jakob 14 Jahre im Dienst von Laban stand und
wir annehmen, dass jedes Schaf im Durchschnitt 3 Lammer gebért, wiirde schon
eine jahrliche Abgabe von 7% von Labans Herde an Jakob ausreichen, um ihn nach

14 Jahren reicher werden zu lassen als seinen Herrn.

239yol. SZEKELY: Paradoxa, S 67-68.
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Anhang

Im Folgenden fiihre ich die Berechnungen der Wahrscheinlichkeiten fiir die Tabelle

im Kapitel 2.3.2 durch.

Zuerst seien die Entsprechungen der Buchstaben mit den jeweiligen 4er Blocken an-

gefiihrt.

A B C D E F G H

KKKK | KKKZ | KKZK | ZKKK | KKZZ | KZKZ | ZKKZ | ZKZK

I J L M N Q R T

ZKZK | ZZKK | KZZK | KZZ77 | ZKZZ | 7ZKZ | 777K | 7777
(8-0):(15-7)=8:8 (A-B) (9-1):(8-2)=8:6  (B-C) (9-3):(9-5)=6:4  (C-D)
(9-3):(15-3)=6:12  (A-C) (9-3):(8-2)=6:6  (B-D) (8-3):(9-2)=5:7 (C-E)
(9-3):(15-1)=6:14  (A-D) (8-7):(8-1)=1:7  (B-E) (8-0):(9-1)=8:8  (C-F)
(8-7):(15-0)=1:15  (A-E) (8-0):(8-4)=8:4  (B-F) | (10-0):(9-5)=10:4 (C-G)
(8-0):(15-3)=8:12  (A-F) || (10-0):(8-2)=10:6 (B-G) (9-4):(9-2)=5:7  (C-H)
(10-0):(15-1)=10:14 (A-G) (9-0):(8-1)=9:7  (B-H) | (10-1):(9-2)=9:7  (C-I)
(9-0):(15-0)=9:15  (A-H) || (10-1):(8-1)=9:7 (B-I) (8-3):(9-0)=5:9  (C-J)
(10-1):(15-0)=9:15  (A-I) (8-3):(8-1)=5:7  (B-J) (9-1):(9-1)=88  (C-L)
(8-3):(15-0)=5:15  (A-J) (9-1):(8-2)=8:6  (B-L) (8-0):(9-1)=8:8  (C-M)
(9-1):(15-1)=8:14  (A-L) (8-0):(8-2)=8:6  (B-M) | (9-0):(9-2)=9:7 (C-N)
(8-0):(15-1)=8:14  (A-M) | (9-0):(8-1)=9:7 (B-N) (9-0):(9-0)=9:9  (C-Q)
(9-0):(15-0)=9:15  (A-N) (9-0):(8-1)=9:7  (B-Q) (8-1):(9-0)=7:9  (C-R)
(9-0):(15-0)=9:15  (A-Q) (8-1):(8-1)=7:7  (B-R) | (15-0):(9-0)=15:9 (C-T)
(8-1):(15-0)=7:15  (A-R) | (15-0):(8-1)=15:7 (B-T)

(15-0):(15-0)=15:15  (A-T)
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Zusammenfassung

Diese Arbeit soll einen Uberblick iiber verschiedene Paradoxa aus den unterschied-
lichsten Teilgebieten der Mathematik geben, wobei auch ein kleiner Abstecher in
den Bereich der Physik gemacht wird.

Aus der Fiille an Paradoxa kann selbstverstandlich nur eine Auswahl getroffen wer-
den, welche einen Querschnitt darstellen soll und auch der Bezug zur Realitit so-
wie zur Welt, in der wir leben, nicht fehlen darf. Dieser Bezug wird insbesondere
durch die Kapitel 1 und 3, in denen paradoxe Situationen bei Wahlen sowie bei
der Verlésslichkeit medizinischer Tests beleuchtet werden, hergestellt, sowie durch
ein Paradoxon der Verkehrsplanung in Kapitel 8. Durch Bearbeitung des Simpson
Paradoxons und Will Rogers Phdnomens wird auch gezeigt, wie sehr unsere Lebens-
welt und Meinungsbildung durch geschickte Anwendung von Statistiken manipuliert
werden kann. Wie sehr uns die bloke Anschauung tduschen kann, wird im Kapitel
iiber geometrische Paradoxa betrachtet.

Einen grofen Teil der Arbeit nimmt auch der Bereich der Spieltheorie, der Miinzwurf-
und Wiirfelspiele ein, wo das Phinomen der Intransitivitit genauer unter die Lupe
genommen wird. Zuletzt wird noch das Phinomen der grofsen Zahlen und der Un-
endlichkeit betrachten und zusétzlich werden noch einige Paradoxa ohne detaillierte

Betrachtung erwéhnt.

Wie schon im Titel angesprochen, ist vieles anders als es auf den ersten Blick scheint,
besonders in der Mathematik. Durch Beleuchtung des Hintergrundes und das An-
bieten von Ldsungsansitzen der hier betrachteten paradoxen Situationen kann ein

Anfang im Umgang mit solchen Situationen gesetzt werden.
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Abstract

This thesis seeks to give an overview on different paradoxes from diverse fields of
mathematics with a small excursion into the domain of physics.

Of course, only a selection on the great abundance of paradoxes can be made. One
part of the thesis represents paradoxes, which have a relation to the reality and the
world we live. In chapter 1 the paradoxical situations in elections are highlighted
and chapter 3 is focused on the reliability of medical tests. Parts of chapter 8 are
dedicated to the paradox of traffic planning and management. By dealing with the
Simpson paradox and the Will Rogers phenomenon, it is shown how much the opini-
on formation and world of living can be manipulated through skilful use of statistics.
The chapter on geometrical paradoxes covers the topic how the pure notion can de-
ceive us.

A significant part of the thesis includes the area of game theory, coin toss and games
of dice, where the phenomenon of intransitivity is scrutinized. Finally, the phenome-
non of large numbers and infinity are considered as well as some paradoxes without

detailed contemplation.

As mentioned in the title, a lot of things are different than it seems at first glance,
especially in mathematics. By considering the background and offering approaches to
the presented paradoxical situations, it might be possible to deal with such situations

in a better way in the future.
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