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Zusammenfassung

Das Analyseverfahren VERA (Vienna Enhanced Resolution Analysis) wurde beginnend im Jahr 1995
am Institut fiir Meteorologie und Geophysik der Universitdt Wien unter der Leitung von Prof. Rein-
hold Steinacker entwickelt. Seither wurde es kontinuierlich verbessert und in verschiedenen Anwen-
dungsgebieten genutzt. Mit VERA kdnnen unregelmifig verteilte meteorologische Messdaten auf ei-
nem regelmiRiges Gitter analysiert werden. Neben der Interpolation wird gleichzeitig ein Downsca-
ling durch die Verwendung von hoch aufgeldsten Fingerprintfeldern durchgefiihrt. In der bisherigen
Variante erfolgt dabei die Berechnung des Analysefeldes auf einem rechteckigen Gitter. Einerseits
bringt diese Tatsache Vorteile in der einfachen mathematischen Formulierung und effizienten Be-
rechnung mit sich, andererseits ist sie mit wesentlichen Einschrankungen (u.a. ausschlie@lich recht-
eckige Form der Analysedom#ne moglich, fixierte bzw. konstante rdumliche Auflésung, Meridian-
konvergenz bei globaler Analyse) verbunden.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Machbarkeitsnachweis des Analyseverfahren VERA auf einem
trianguldren Gitter erbracht. Dabei wurden die Prinzipien und Annahmen der konventionellen Me-
thode (Standard-VERA auf rechteckigem Gitter) erhalten. Der grundlegende Ansatz in der triangulé-
ren VERA besteht im Ausdruck der Analysewerte durch Taylorreihenentwicklungen der benachbarten
Werte. Die darin enthaltenen ersten und zweiten Ableitungen in x- und y-Richtung werden explizit
ausgedriickt und wie in der Standard-VERA eine Kostenfunktion der Summe dieser quadrierten Ab-
leitungen minimiert. Unregelmiflig verteilte Stationsdaten werden mit Hilfe einer Stationsmatrix auf
das Dreiecksgitter interpoliert und dabei baryzentrisch gewichtet. Auch das Fingerprintkonzept wur-
de mit konstanten Fingerprintgewichten fiir die trianguldre VERA {ibernommen.

Ein Vergleich zwischen trianguldrer und Standard-VERA fiir idealisierte Stationsdaten zeigte weder
relevante positive, noch negative Qualitdtsunterschiede. Es scheint somit méglich, die Vorteile der
trianguldren VERA ohne Qualitédtsverlust in der Analyse ausschdpfen zu kénnen. Diese inkludieren
die beliebige geometrische Form der Analysdoméne, die Moglichkeit der lokalen Verdichtung des
Gitters bzw. variable raumliche Aufl6sung, die Moglichkeit einer globalen Analyse und eine rdumlich
variable Dimensionserweiterung.



ii Abstract

Abstract

The analysis method VERA (Vienna Enhanced Resolution Analysis) was developed at the Department
of Meteorology and Geophysics at the University of Vienna. Starting in 1995 under the direction of
Prof. Reinhold Steinacker, the method was continuously improved and used in different areas of
application. The VERA method interpolates irregularly distributed meteorological observation data
to a regular grid. Along with the interpolation, a downscaling is executed through the usage of high-
resolved fingerprint fields. In the conventional version of VERA, the analysis is calculated on a rectan-
gular grid. While this leads to advantages of straightforward mathematical formulations and efficient
computation, it implicates a number of constraints (e.g. rectangular shape of spatial domain, fixed
spatial resoultion, convergence of meridians for global analysis).

This master thesis demonstrates the proof of concept for the computation of the VERA method on a
triangular grid, maintaining the principles and assumptions of the conventional method. The fun-
damental approach of the triangular VERA is found in the expression of the analysis values through
taylor series of the neighboring values. The first and second derivations of the series along the x- and
y-coordinates are expressed explicitly. As in the conventional formulation of VERA, a cost function
of the sum of these squared derivations is minimized. Irregularly distributed station data is interpo-
lated on the triangular grid through barycentric weighting. The fingerprint concept is applied in the
triangular VERA for constant fingerprint weights.

A comparison between triangular and conventional VERA with idealized station data did not reveal
any substantial positive or negative quality differences. Therefore, it seems that the advantages of the
triangular version can be used without any loss of quality. These include the arbitrary geometrical
shape of the analysis domain, the possibility of using varying spatial resolution, the possibility of
computation of a global analysis and the spatially varying extension of dimensions.
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1. Einleitung

Die meteorologische Analyse strebt danach, den Zustand der Atmosphére so akkurat als moglich zu
beschreiben. Grundlage dafiir bilden die erhobenen Daten verschiedener Messinstrumente. Deren
Ursprung kann bis in das Jahr 1643 zuriickverfolgt werden, als Torricelli zum ersten Mal die Kon-
struktion eines Quecksilberbarometers zur Messung des Luftdrucks gelang. In dieser Zeit wurden
auch weitere wichtige Instrumente zur Messung atmospharischer Parameter erfunden oder wesent-
lich weiterentwickelt. Beispiele dafiir sind das Thermometer (Temperatur), Hygrometer (Feuchte),
Anemometer (Windgeschwindigkeit und -richtung) oder Pluviometer (Niederschlag) (Pasini, [2003).
Diese Instrumente fokussierten sich ausschlie@lich auf in-situ Messungen der jeweiligen Parameter.
Heutzutage stehen dariiber hinaus Messungen aus hochentwickelten Fernerkundungsinstrumenten
(Satellitenbeobachtungen, Radarmessungen, etc.) zur Beschreibung des atmosphérischen Zustands
zur Verfiigung. Einer der wesentlichen Unterschiede zwischen in-situ-Messungen und Daten aus Fer-
nerkundungsinstrumenten ist die riumliche Verteilung der Messdaten. Wahrend Fernerkundungs-
daten, mit spezifischen Einschrankungen des jeweiligen Geréts oder der Messmethode, in raiumlicher
Hinsicht regelm&Rig verteilte Messungen eines Parameters durchfiihren kdnnen, liegen Daten von
in-situ Messgeraten fiir gewdhnlich nur unregelméRig verteilt vor. Die Berechnung eines regelma-
Rig verteilten Feldes eines meteorologischen Parameters basierend auf in-situ Daten ist ein wichtiges
Hilfswerkzeug der meteorologischen Analyse und kann mit dem VERA Verfahren realisiert werden.
In der vorliegenden Arbeit werden diese riumlichen Analysen mittels intelligenter Interpolationsme-
thoden im Allgemeinen mit dem Begriff ,Analyse“ bezeichnet (in Abgrenzung zur meteorologischen
Analyse, die als Beschreibung des gesamten Atmosphirenzustandes dient).

1.1 Motivation

Das Analyseverfahren VERA (Vienna Enhanced Resolution Analysis) ist eine variationelle Analyseme-
thode, die ausschlielllich Messdaten und physikalisch motiviertes Vorwissen, jedoch keine zusitzli-
chen Modellinformationen (first-guess Feld) fiir die Berechnung eines Analysefeldes benétigt (Bica
et al.,2007). Die Methode wurde unter der Leitung von Prof. Reinhold Steinacker 1995 am Institut fiir
Meteorologe und Geophysik der Universitdt Wien entwickelt und seither laufend verbessert. In ver-
schiedenen Publikationen wurde das Konzept der VERA beschrieben, weiterentwickelt, sowie neue
Ansétze zur Verbesserung dargelegt (Steinacker et al. (2000), Steinacker et al.|(2006), Bica et al.| (2007),
Mayer (2007), [Lotteraner| (2009), [Léscher| (2013)). In Abschnitt [2.3| wird die Funktionsweise und die
mathematische Formulierung zusammenfassend erldutert.

Die Berechnung des Analysefeldes erfolgt in den aktuell in Betrieb stehenden Versionen der VERA auf
einem regelmilligen rechteckigen Gitter. Dieses Spezifikum der rdumlichen Verteilung bringt neben
den Vorteilen der einfachen Formulierung und effizienten Berechnung mittels diinn besetzter Matri-
zen auch einige Einschriankungen mit sich, die hier nachfolgend ausgefiihrt werden.

Geometrische Form der Analysedomine

Die geometrische Form der Analysedomaéne ist stets auf ein Rechteck beschrankt. Dadurch miissen
in der Analyse oftmals Gebiete mitanalysiert werden, die fiir den Anwendungsfall nicht von Inter-
esse sind. Man denke beispielsweise an eine Analyse des alpinen Raums, fiir die groBe Gebiete in
Norditalien, Siiddeutschland oder auch Kroatien stets mitberechnet werden miissen. Dariiber hin-
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aus werden in einigen Féllen grof3e Meeresgebiete mitanalysiert (z.B. Europadoméne), fiir die keine
Beobachtungsdaten zur Verfiigung stehen. In diesem Fall werden vereinzelte Punkte {iber dem Meer
mit Modelldaten ergédnzt. Dies benotigt Rechenzeit und Speicherkapazitét fiir Daten, die unter Um-
stdnden nicht von Bedeutung sind.

Konstante raumliche Auflésung

Die rdumliche Auflosung ist derzeit fiir die gesamte Analysedoméine konstant. Wenn diese jedoch auf
Basis verschiedener Kriterien variieren kdnnte, wire es denkbar, einerseits Rechen- und Speicherka-
pazitit einzusparen (bei geringerer Auflésung) und andererseits die Qualitédt der Analyse zu erhéhen
(bei hoherer Auflosung). Kriterien fiir die Auflosung kénnten die Gradienten und Kriimmungen iiber-
gebener Zusatzinformationen (z.B. Topographie) oder der Stationswerte (z.B. bei Frontdurchgang)
sein.

Meridiankonvergenz

Eine globale Analyse ist durch die Kugelgestalt der Erde und die damit verbundene Meridiankonver-
genz auf rechteckigen Gittern nicht in einheitlicher Qualitdt moglich. Bei einer anndhernd globalen
Analyse miissen derzeit die Bereiche um die Pole ausgespart und die Analyse nur bis zu einem gewis-
sen Breitengrad durchgefiihrt werden.

Rechenaufwiindige Dimensionserweiterung

Eine Erweiterung der Dimension von 2D auf 3D oder 4D (vertikale Koordinate und/oder Zeit) ist auch
in der konventionellen Variante der VERA auf einem rechteckigen Gitter moglich. Die Vertikalkoor-
dinate einer 3-dimensionalen Analyse im Raum Zentraleuropa spielt insbesondere im alpinen Raum
bei Inversionslagen eine wichtige Rolle. Hingegen liegen in Norddeutschland aufgrund der flachen
Topographie keine Daten in den Hohenschichten (mit Aufnahme der untersten Schicht) vor. Die
Analyse muss jedoch trotzdem immer auf der gesamten Analysedomaéne fiir alle Hohenschichten
durchgefiihrt werden. Dies fiihrt wiederum zu erheblich h6heren Rechenzeiten.

Die hier angefiihrten Einschriankungen konnten moglicherweise durch die Berechnung auf einem
trianguldren Gitter gelost werden. Durch die Verwendung von Dreiecken anstatt Rechtecken wiirde
zunichst die mathematische Notwendigkeit eines benachbarten Gitterpunktes in zonaler und meri-
dionaler Richtung aufgeldst. Die Lage der benachbarten Gitterpunkte wére beliebig und somit auch
die Form der Analysedomé&ne. Durch die frei wihlbare Lage der Gitterpunkte konnte auch die Auf-
16sung rdumlich variiert werden. In weiterer Folge konnten auch die Meridiankonvergenz und die
rechenaufwindige Dimensionserweiterung umgangen werden.

Diese im Konjunktiv angefiihrten Verbesserungen bilden die Motivation dieser Forschungsarbeit. Der
Kern der Untersuchung liegt in der Feststellung der Machbarkeit einer raumlichen Analyse auf einem
triangulédren Gitter mit dem VERA Verfahren. Dafiir wird eine Analysemethode fiir ein trianguldres
Gitter entwickelt, die die Grundprinzipien der VERA erhilt, und in weiterer Folge als trianguldre VERA
bezeichnet wird. Die Umsetzbarkeit der beliebigen Form der Analysedoméne und der variierenden
rdumlichen Auflosung werden tiberpriift. Fiir eine globale Analyse und eine Dimensionserweiterung
wird lediglich ein Ausblick geboten.
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1.2 Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit ist in drei Abschnitte gegliedert, auf welche abschlieBend die Schlussfolge-
rungen und ein Ausblick folgen. Zunéchst wird in Abschnitt [2|ein Uberblick iiber die verschiedenen
Analyseverfahren geboten. Ebenso wird eine Einteilung von Gitterarten vorgenommen und insbe-
sondere die Vorgehensweise bei der Konstruktion trianguldrer Gitter beleuchtet. Das konventionelle
Verfahren der VERA auf rechteckigem Gitter wird in Kapitel[2.3|als Grundlage fiir das Verstédndnis und
die Darstellung der trianguldren VERA beschrieben. In weiterer Folge wird in dieser Arbeit der Begriff
»Standard-VERA" fiir die bisherige operationelle Variante der VERA auf rechteckigem Gitter verwen-
det.

Deren konzeptionelle Entwicklung und mathematische Formulierung wird darauf folgend in Ab-
schnitt 3| ausgefiihrt. Dabei steigt die Komplexitidt beginnend bei gleichen Koordinaten von Gitter-
punkten und Stationen (Kapitel[3.1) tiber von der Stationsverteilung unabhéngiger Gitterpunkte (Ka-
pitel[3.2) bis zur Inkludierung von konstant gewichteten Zusatzinformationen bzw. Fingerprints (Ka-
pitel[3.3). AnschlieBend werden noch die verwendeten Verfikationsmethoden vorgestellt (Kapitel[3.6).
Eine detaillierte mathematische Dokumentation ist im Anhang zu finden.

Die Ergebnisse der entwickelten Methode werden schlieflich in Abschnitt[4] dargelegt. Auf die Opti-
mierung der Methode selbst (Kapitel[4.1) folgt der Vergleich mit der Standard-VERA (Kapitel[4.2).
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2. Theoretische Grundlagen

2.1 Meteorologische Analyseverfahren

Meteorologische Analyseverfahren tibernehmen eine wichtige Funktion in zahlreichen Bereichen der
Meteorologie und deren Anwendungsgebieten. Sie dienen beispielsweise als

— Initialisierungszustand von numerischen Vorhersagemodellen

Observationen fiir Assimilationsverfahren in numerischen Vorhersagemodellen

Vergleichsfelder fiir die Verifikation von Wetterprognosen, insbesondere fiir rdumliche Verifi-
kationsmethoden

— Informationsquelle fiir Anwenderinnen und Anwender meteorologischer Produkte

Eine gute meteorologische Analyse verwendet verschiedene Datenquellen, um die physikalischen
Gegebenheiten in der Atmosphére zum Analysezeitpunkt darzustellen (NOAA, 2013). Wahrend me-
teorologische Prognoseparameter in der numerischen Wettervorhersage als zwei- oder dreidimen-
sionale Felder auf einem regelméRigen Gitter vorliegen, stehen Messungen von Bodenstationen nur
unregelmiRig verteilt an den jeweiligen Orten der Messung zur Verfiigung. Diese Unzulédnglichkeit
der rdumlichen Verteilung gilt es zu tiberwinden. Hierfiir stehen grundsitzlich zwei Moglichkeiten
zur Verfiigung: UnregelmiRig verteilte Messungen durch regelméaRig verteilte zu ergdnzen, oder die
unregelmdRig verteilten Messungen durch mathematische Verfahren auf ein regelméliges Gitter zu
tibertragen.

In den vergangenen Jahrzehnten gelang es durch verschiedene Fernerkundungssysteme wie beispiels-
weise Infrarotradiometern auf Satelliten oder dem Niederschlagsradar, meteorologische Beobach-
tungen in einem grofleren Gebiet hoch aufgeldst und nahezu zeitgleich zu erheben. Aufgrund phy-
sikalischer und technischer Gegebenheiten dieser Messinstrumente und deren Messumgebung kon-
nen nur ausgewdihlte Parameter gemessen werden. Dariiber hinaus miissen Einschrankungen in der
Messgenauigkeit hingenommen werden. Als Beispiele seien Abschattungen durch Gebirge beim Nie-
derschlagsradar oder die Kollisionsverbreiterung der Absorptionslinien bei Radianzmessungen ge-
nannt. Somit bilden unregelmaRBig verteilte Stationsdaten weiterhin ein wesentliches Element des
meteorologischen Observationsnetzwerks. Dies gilt insbesondere fiir Parameter, deren in-situ Mes-
sung eine hohere Messgenauigkeit aufweist, als mit Fernerkundungssystemen derzeit erzielt werden
kann. Diese konnen mittels rdumlicher Interpolation auf ein regelmiRiges Gitter gebracht werden.
Die in der vorliegenden Arbeit vorgestellte Methode kann auch auf zeitlich asynoptische Beobach-
tungen angewandt werden, um RegelmiRigkeit in der Dimension der Zeit zu erzielen. Auf diese An-
wendung wird in dieser Arbeit nicht explizit eingegangen.

Wihrend in der Vergangenheit Analysen von Meteorologinnen und Meteorologen per Hand gezeich-
net und somit von Natur aus subjektivwaren, werden diese heute von Computerprogrammen durch-
gefiihrt. Die Herausforderung ist damals wie heute die Beriicksichtigung physikalischer Prozesse in
der Atmosphére zur akkuraten Darstellung des gegenwiértigen Zustands (Steinacker et al., 2006). Die
Analyse unregelmiRig verteilter Stationsdaten auf einem regelméRigen Gitter kann auf unterschied-
liche Arten vollzogen werden. Es existieren bereits verschiedene Ansitze diese Herausforderung zu
l6sen, ohne Verwendung von Daten eines numerischen Wettervorhersagemodells zu nutzen. Stein-
acker et al.[(2000) unterteilen diese Verfahren in fiinf Gruppen:
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1. Eine der ersten Methoden aus historischer Sicht wurde von [Panofsky| (1949) entwickelt. Die
Parameter werden durch Polynome dritten Grades auf die Gitterpunkte interpoliert. Durch die
erforderliche Glattung kann bei diesem Ansatz nur eine grol3skalige Repridsentation erwartet
werden.

2. Die Interpolation kann mit Hilfe einer vorgegebenen Gewichtsfunktion und der Anpassung von
Polynomen zweiten Grades durchgefiihrt werden (Gilchrist und Cressman,|{1954). Auch mit die-
sem Ansatz konnen nur grofrdumige Strukturen eines Parameters beschrieben werden.

3. Barnes| (1964) stellt eine Methode vor, in der das Analysefeld durch die Summierung von un-
abhédngigen harmonischen Wellen berechnet wird. Mit Hilfe dieser konvergenten, gewichtet-
gemittelten Interpolationsmethode kdnnen abhéngig von der Datendichte bereits detailliertere
Strukturen als zuvor analysiert werden.

4. Die Methode "Optimum Interpolation"(OI) wurde als erstes von |Gandin| (1965) formuliert. Sie
eignet sich insbesondere fiir Daten bei denen ein "first guess" (Vorwissen in Bezug auf rdumli-
che Autokorrelation und Fehlerstatistik, beispielsweise aus einem Modell) vorliegt. Der Vorteil
dieser Methode liegt in der Moglichkeit auch in Regionen ohne Beobachtungsdaten eine plau-
sible Analyse auf Basis des first guess Feldes zu berechnen. Die Notwendigkeit und der Einfluss
dieses first guess Feldes ist evident.

5. Variationelle Methoden inkludieren physikalische Nebenbedingungen in der mathematischen
Formulierung der Analyse (Sasaki,|1958,/1970). Im Zuge dieser Methode werden Kostenfunktio-
nen minimiert, um ein moglichst exaktes Analysefeld zu generieren. Der Ansatz der VERA fillt
in diese Gruppe der variationellen Methoden und wird in Abschnitt[2.3|dieser Arbeit vorgestellt.

Im Allgemeinen werden diese Ansétze der Analyse, die mittles mathematischer Verfahren gelost wer-
den, als objektive Methoden bezeichnet. Sowohl in der subjektiven, als auch in der objektiven Ana-
lyse, ist das Ziel eine moglichst genaue Darstellung des analysierten Parameters, in der Irregularita-
ten, Beobachtungsfehler und kleinskalige (irrelevante) Fluktuationen gegldttet werden (Sasaki, 1958).
Wihrend subjektive Ansitze stets unter Einfluss der analysierenden Person stehen und dessen Er-
fahrung als Vorwissen miteinbeziehen, variiert der Umfang und Einsatz von Vorwissen bei objektive
Analyseverfahren. Wiahrend einige Methoden ausschliefflich mit den aktuell gemessenen Beobach-
tungsdaten arbeiten (Anpassung von Polynomen), verwenden andere ein first guess Feld (Optimum
Interpolation) oder physikalisch motiviertes Vorwissen (VERA). Die Beobachtungsdaten sollten fiir
alle Verfahren in méglichst hoher rdumlicher Auflésung vorliegen. Da jedoch die Dichte des Messnet-
zes trotz kontinuierlicher Zunahme von Messstationen immer noch ein Vielfaches der Skala der auf-
zulésenden Phdnomene betrigt, werden objektive Analysen oftmals an ein Downscaling-Verfahren
gekoppelt werden (Mayer und Steinacker, 2013). Insbesondere lokale, feinskalige und orographisch
bedingte Effekte wie beispielsweise Stauniederschlédge, Inversionen oder lokale Hitzetiefs bzw. Kélte-
hochs sind davon betroffen.

Neben Subjektivitdt und Objektivitdt variieren die Ansédtze auch hinsichtlich der benétigten Rechen-
leistung. Wahrend in der zweiten Hilfte des 20. Jahrhunderts einige Methoden schon aufgrund der
bendétigten Computerleistung nicht umsetzbar gewesen wiren, konnen heute bereits komplexe Ana-
lysen mit einer rdumlichen Aufl6sung von weniger als 1 km beinahe in Echtzeit durchgefiihrt werden.
Dafiir werden zumeist regelmé@lige Gitter, bestehend aus Quadraten oder Rechtecken im zweidimen-
sionalen Raum (bzw. Wiirfel und Quader im dreidimensionalen Raum) verwendet. Im néchsten Ab-
schnitt wird ein Uberblick iiber verschiedene Arten von Gittern geboten und insbesondere auf trian-
guldre Gitter, wie in der Methode der trianguldren VERA verwendet, eingegangen.
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2.2 Gitter in der meteorologischen Analyse

Die Generierung und Anwendung verschiedener Arten von Gittern spielt im Zuge von numerischen
Stromungssimulationen (Computational Fluid Dynamics) eine wesentliche Rolle. Als Teilgebiet die-
ser Disziplin sind auch in numerischen Wettermodellen unterschiedliche Arten von Gittern in Ver-
wendung. Wihrend deren Eigenschaften und Funktionen sowohl in wissenschaftlichen Beitrdgen,
als auch vom jeweiligen Betreiber dokumentiert und detailliert beschrieben sind, gibt es iiber die
Anwendung unterschiedlicher Gitter in Methoden der objektiven Analyse keine zugénglichen Unter-
suchungen. Fiir den Zweck dieser Arbeit werden nur zweidimensionale Gitter betrachtet. Vor- und
Nachteile der verschiedenen Gitter werden kompakt dargestellt, da diese nicht ausschlieBlich von
der Form des Gitters, sondern insbesondere von der jeweiligen Anwendung oder Problemstellung
abhingig sind. Als Beispiel seien Instabilitdten durch zeitliche Integration in der numerischen Wet-
tervorhersage genannt, die jedoch in der Analyse durch die fehlende Integration keine Rolle spielen.

Eine allgemeine Gliederung der Gitter kann sowohl hinsichtlich ihrer Strukturierung (strukturiert,
unstrukturiert), als auch der geometrischen Form ihrer Zellen vorgenommen werden. Da es sich in
dieser Arbeit um ein Analyseverfahren auf einem triangulédren Gitter handelt, wird auf diese Form des
Gitters genauer eingegangen.

2.2.1 Strukturierung eines Gitters
Strukturierte Gitter

Der Charakter von strukturierten Gittern ist durch die regelméRBige Verbindung von Gitterpunkten
gegeben. Ein Gitterpunkt kann entweder im Zentrum, am Rand oder in der Ecke einer Doméne lie-
gen. In einem strukturierten Gitter hat jeder Zentrums-, Rand- und Eckpunkt eine bestimmte Anzahl
an Verbindungen zu den benachbarten Gitterpunkten. Alle Punkte seiner Kategorie besitzen die glei-
che Anzahl an Verbindungen (Vartziotis und Wipper, 2019) (Abbildung[l). Sind auch die Absténde zu
den benachbarten Gitterpunkten konstant, spricht man von einem gleichméfig strukturierten Git-
ter (oder auch regelméilliges Gitter). Bei ungleichméallig strukturierten Gittern kénnen hingegen die
Gitterpunktabstidnde variieren (Tu et al.,{2013).

Unstrukturierte Gitter

Im Gegensatz zu strukturierten Gittern steht bei der unstrukturierten Form die variierende Anzahl der
Gitterpunktverbindungen im Vordergrund. In Abbildung|[I] (rechts) ist ersichtlich, dass keine Struktur
und Regelmiligkeit in der Anordnung der Zellen gegeben ist und die Koordinatenlinien in ihrer Ori-
entierung nicht mehr einheitlich sind. Wahrend der Rand der Doméne noch strukturiert erscheinen
mayg, lasst sich bei genauerer Betrachtung im Inneren der Domaéne feststellen, dass die Anzahl (und
auch die Abstidnde) der Gitterpunkverbindungen nicht konstant sind. Dies erméglicht mehr Flexi-
bilitdt in der Darstellung komplexer Doménen. Die {iblichste Form der unstrukturierten Gitter sind
trianguldre Gitter (Tu et al., [2013). Eine viel verwendete Generierungsmethode fiir trianguldre un-
strukturierte Gitter ist die sogenannte Delaunay-Triangulierung (Farrashkhalvat und Miles, 2003).
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Abbildung 1: Kreisférmige Doméne basierend auf einem strukturierten (links) und unstrukturierten (rechts) Gitter. Die
Form der Gitterboxen (drei- oder viereckig) ist dabei nicht ausschlaggebend. Die Definition erfolgt tiber die konstante
(strukturiert) oder variierende (unstrukturiert) Anzahl der Verbindungen zwischen Gitterpunkten gleichen Typs (Zentrum,

Rand, oder Eckpunkt). Abbildung von|Tu et al(2013).

2.2.2 Geometrische Form der Zellen eines Gitters
Rechteckige Gitter

Traditionelle rechteckige (auch Latitude-Longitude) Gitter sind die am haufigsten verwendeten Git-
terformen in der Meteorologie und werden seit den 1960er Jahren in vielen numerischen Wetter-

vorhersagemodellen verwendet (Staniforth und Thuburn|[2012). Durch die orthogonale Natur dieser

Darstellung sind mathematische Operationen verhiltnisma@igleicht realisierbar. Schwierigkeiten er-
geben sich durch die sphirische Gestalt der Erde und die damit verbundene Meridiankonvergenz an
den Polen. Durch begrenzte Doménen, rotierte Gitter und geeignete Projektionen kann dieses Pro-
blem tiberwunden werden (Collins et al.,|2013).

Triangulére Gitter

Triangulére (dreieckige) Gitter werden zwar seltener verwendet als rechteckige Gitter, ermoglichen
jedoch eine nahezu homogene Abdeckung der gesamten Erde. In globalen Modellen wird ein trian-
guldres Gitter durch die Unterteilung eines Ikosaeders erstellt. Dabei wird jede Dreiecksflache in klei-
nere Dreiecke gegliedert. Jeder neue Eckpunkt entlang der Kanten der urspriinglichen Dreiecke ist
von sechs Dreiecken umgeben und bildet somit den Mittelpunkt eines Hexagons. Die Eckpunkte der
urspriinglichen Dreiecke sind von nur fiinf Dreiecken umgeben und somit Mittelpunkt eines Penta-

gons (Collins et al.}[2013). Im globalen Kontext wird daher auch von einem pentagonal-hexagonalen
Gitter gesprochen (Staniforth und Thuburn,2012).

In der lokalen Analyse sind triangulére Gitter nicht an eine spezielle Domédnenform gebunden. Der
betrachtete Kartenausschnitt muss keine rechteckige Form annehmen, sondern kann beliebig de-
finiert werden. Eine Analyse kann somit beispielsweise nur fiir eine bestimmte Region (z.B. Alpen-
raum) durchgefiihrt werden und fiir die Anwendung nicht relevante Ausschnitte aussparen. Da im
Zuge der Modellierung eines Parameters stets ein Zusammenhang zwischen benachbarten Gitter-
punkten hergestellt wird, muss bei trianguldren Gittern besonderes Augenmerk auf die Architektur
und Verbindungen der Gitterpunkte gelegt werden. Bei rechteckigen Gittern erfolgt die Identifikati-
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on eines Gitterpunkts einfach tiber den Wert seiner x- und y- bzw. lon- und lat-Koordinate (Tu et al.,
2013). Nichste und iibernidchste Nachbarn kénnen somit leicht zugeordnet werden. Um auch bei
trianguldren Gittern eine effiziente Berechnung sicherzustellen, miissen entsprechende Datenstruk-
turen verwendet werden. Dabei werden alle Gitterpunkte ebenso wie die einzelnen Dreiecke des Git-
ters durchnummeriert. Jedem Dreieck konnen somit seine entsprechenden Eckpunkten zugeordnet
werden. Ebenso kénnen fiir jeden Gitterpunkt deren nichste und iiberndchste Nachbarn abgegriffen
werden.

Hexagonale Gitter

Die Bildung hexagonaler Gitter erfolgt oftmals aus zuvor definierten trianguldren Gittern. Dabei wird
ein Hexagon aus sechs Dreiecken zusammengesetzt. Wahrend bei trianguldren und rechteckigen Git-
tern die Variablen jeweils an den Kreuzungen der Gitterlinien (Gitterpunkte) berechnet werden, kon-
nen diese bei hexagonalen Gittern zusédtzlich an den Mittelpunkten der Hexagone bestimmt werden.
Neben dieser Umformung eines trianguldren Gitters wurden bereits Methoden entwickelt, in der die
bendtigten Berechnungen direkt auf dem hexagonalen Gitter durchgefiihrt werden. Riumliche Ablei-
tungen werden dabei ohne Verwendung von Dreiecken innerhalb der Hexagone durchgefiihrt (Col-
lins et al.,[2013).

2.2.3 Delaunay-Triangulierung

Das Ziel der Delaunay-Triangulierung ist die Verbindung einer willkiirlichen Anzahl von Punkten
zu einem trianguldren Gitter, sodass die gebildeten Dreiecke so gleichseitig wie moglich sind. Die
Grundlage dafiir bildet die Dirichlet- oder Voronoi-Zerlegung einer Fldche in konvexe Polygone. Da-
bei werden Polygone um die gegebenen Gitterpunkte so konstruiert (jeweils ein Polygon um jeden
Gitterpunkt), dass jeder Punkt innerhalb eines Polygons ndher am umgebenen Gitterpunkt liegt, als
an benachbarten Gitterpunkten (Abbildung [2). Die Eckpunkte der Voronoi-Polygone bilden somit
die Umkreismittelpunkte der Delanauy-Dreiecke. Sie haben daher alle den gleichen Abstand zu den
Eckpunkten der Delaunay-Dreiecke (Abbildung[3). Somit ist eine wichtige Eigenschaft der Delaunay-
Triangulation bereits definiert: die Umkreiseigenschaft. Sie garantiert, dass in keinem Umkreis eines
Dreiecks ein Eckpunkt eines weiteren Dreiecks liegt (Farrashkhalvat und Miles, 2003). Dadurch ten-
diert diese Methode dazu, die Dreiecke so zu konstruieren, dass der kleinste Winkel in den Dreiecken
so gro wie moglich gemacht wird. Spitze Winkel in unstrukturierten Gittern fiihren oftmals zu einer
Qualitdtsreduktion der berechneten Resultate oder zu numerischen Instabilititen. Um dies zu ver-
meiden, konnen zusétzliche Gitterpunkte eingefiigt und das Gitter lokal verdichtet werden (Tu et al.,
2013).

2.2.4 Lokale Verdichtung eines Gitters

Die bendétigte Dichte eines triangulédren Gitters kann einerseits anhand eines geometrischen und an-
dererseits anhand eines physikalischen Aspektes bewertet werden. Aus geometrischer Sicht sollen
die gebildeten Dreiecke moglichst gleichmillig in Form und Grolle sein. Aus physikalischer Sicht soll
das Gitter moglichst gut an die physikalischen Eigenschaften des betrachteten Parameters angepasst
sein. Das bedeutet, dass in Gebieten, in denen die berechnete Variable stark variiert, eine hohe Git-
terpunktdichte herrscht (und in Gebieten von geringer Variation eine geringere Gitterpunktdichte).
Die Entscheidung, welche Dreiecke fiir eine Verdichtung ausgewdhlt und an welcher Stelle ein neu-
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Abbildung 2: Dirichlet Zerlegung (Voronoi-Diagramm) Abbildung 3: Delaunay-Triangulierung der Gitterpunk-
der Gitterpunkte Nj, No,..,Ng in konvexe Polygone te Ni,No,..., Ng. Verbindungen werden zwischen an-
T, T2, ..., Tg. Jeder Punkt innerhalb von T; ist néher grenzenden Polygonen gebildet (vgl. Abbildung[2). Ab-
zum Gitterpunkt N; als zu jedem anderen Gitterpunkt. bildung von |Farrashkhalvat und Miles| (2003).
Abbildung von |[Farrashkhalvat und Miles|(2003).

er Gitterpunkt eingefiigt wird, ist essentiell fiir die Qualitédt der Resultate (Farrashkhalvat und Miles,
2003). Eine Selektion von grundlegenden Ansédtzen und Methoden, die den geometrischen Aspekt be-
handeln, wird hier angefiihrt. Fiir die Auswahl der zu unterteilenden Dreiecke werden zunéchst jene
Dreiecke innerhalb der aktuellen Triangulierung identifiziert, welche nicht den vorgegebenen Regeln
von|Farrashkhalvat und Miles|(2003) entsprechen. In diese werden dann neue Gitterpunkte eingesetzt
und eine Neu-Triangulierung durchgefiihrt. Dies wird so oft wiederholt, bis das gewiinschte Gitter er-
reicht ist. Fiir die Definition der zu unterteilenden Dreiecke innerhalb einer (Sub-)Domaéne konnen
drei Regeln formuliert werden (Farrashkhalvat und Miles}|2003).

1. Dreiecke mit einer ,zu groen“ Fldche sollen unterteilt werden. Die Definition von ,zu grof3“
obliegt den spezifischen Anforderungen der Analyse.

2. Das Dreieck mit dem groten Umkreisradius wird ausgewdhlt. Diese Regel eliminiert Dreiecke
mit stumpfen Winkeln bzw. schmale Dreiecke mit zu kleiner Fldche, als dass sie durch Regel 1
eliminiert werden wiirden.

3. Stumpfwinkelige bzw. schlanke Dreiecke werden direkt gesucht. Hierfiir wird ein eigenes Krite-
rium zur Erkennung von schlanken Dreiecken bendtigt (z.B. das Seitenverhéltnis).

Neue Punkte sollten grundsétzlich nicht zu knapp an existieren Gitterpunkten insertiert werden. Ein
bewdhrter Ansatz ein Gitter zu verdichten besteht darin, neue Gitterpunkte an den Umkreismittel-
punkten der triangulierten Dreiecke einzusetzen und die Triangulierung erneut durchzufiihren. Da-
bei kann nicht sichergestellt werden, dass ehemals bestehende Verbindungen aufrecht erhalten wer-
den. In zwei Fillen muss die Insertierung am Umkreismittelpunkt jedoch verworfen werden (Farras-
hkhalvat und Miles, 2003).

— Fall 1: Der Umkreismittelpunkt des ausgewihlten Dreiecks liegt nicht innerhalb der zu analy-
sierenden Doméne.
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— Fall 2: Der Umkreismittelpunkt des ausgewdhlten Dreiecks liegt zu knapp an der Grenze der
zu analysierenden Doméne. Als Distanzkriterium fiir den Abstand zur Dominengrenze wird
oftmals festgelegt, dass der Abstand des neuen Gitterpunkts zur Doménengrenze nicht kleiner
als ein Drittel des Abstands der beiden Gitterpunkte, die diese Domédnengrenze definieren, sein
darf.

2.3 VERA - Vienna Enhanced Resolution Analysis

Das Analyseverfahren VERA wurde am Institut fiir Meteorologie und Geophysik der Universitdt Wi-
en unter der Leitung von Prof. Reinhold Steinacker entwickelt. Beginnend im Jahr 1995 wurde das
Verfahren laufend verbessert, ausgebaut, ergdnzt und in verschiedenen Anwendungsgebieten getes-
tet (Lotteraner, [2009). Die VERA zdhlt zu den Gruppen der Variationsanalysen, ist modellunabhingig
und bendtigt somit kein first guess Feld oder statistische Zusatzinformationen. Sie umfasst sowohl
die Interpolation der Stationswerte auf ein regelmaRiges Gitter, als auch das Downscaling durch In-
kludierung von physikalisch motivierten Vorwissen (Fingerprints). Das Analysefeld wird in dieser Me-
thode durch einen unerkldrten Anteil (nicht durch das physikalische Vorwissen erkldrbar) und einen
erklarten Anteil (durch das physikalische Vorwissen erkldrbar) zusammengesetzt. Aus mathemati-
scher Sicht erfolgt die Berechnung des unerkldrten Anteils der Analyse durch die Minimierung einer
Kostenfunktion. Dabei werden die quadrierten ersten (Gradienten) und zweiten (Kriimmungen) Ab-
leitungen minimiert, sodass ein moglichst glattes Analysefeld, das ebenso in der Natur angestrebt
wird, generiert werden kann. Gleichzeitig wird tiber die Methode der Fingerprints Zusatzwissen an-
geboten (erkldrter Anteil), das innerhalb der Berechnung erkannt und berticksichtigt werden kann
(Mayer und Steinacker| (2013), |Bica et al.| (2007)). Somit kénnen Analysen auch im komplexen Geldn-
de durchgefiihrt werden. In diesem sollen insbesondere Phinomene der niederen Meso-Beta oder
sogar h6heren Meso-Gamma Skala mit typischen Langenskalen von 5 bis 50 km identifiziert werden.
Dafiir ist eine rdumliche Auflésung der Analyse von 2 bis 20 km von Noten (Steinacker et al., 2006).
Ein wesentlicher Bestandteil des VERA Verfahrens ist dariiber hinaus die ausgekliigelte Qualitdtskon-
trolle. Diese ist sowohl modellunabhingig, als auch selbstkonsistent und beriicksichtigt zeitliche und
rdumliche Korrelationen meteorologischer Parameter (Steinacker et al., 2011).

Die mathematische Formulierung der VERA selbst stiitzt sich im Wesentlichen auf die Ausfithrung
von Mayer und Steinacker| (2013) und wird insbesondere in Vorbereitung auf die in Abschnitt 3| de-
tailliert ausgefiihrte, den Kern dieser Arbeit bildende Methode der trianguldren VERA, beschrieben.

2.3.1 Mathematische Formulierung

Eine Grundannahme der VERA besteht darin, einen meteorologischen Parameter ¥ in einen erklar-
ten Anteil ¥ und einen unerkldrten Anteil ¥ aufspalten zu kénnen (¥ steht dabei stellvertretend
fiir die Grofle Temperatur, Druck o.4). Diese Annahme gilt sowohl fiir die Stationswerte W als auch
fiir die Analysewerte an den Gitterpunkten W 4.

Die Information des erklirten Anteils W ist im Fingerprintkonzept enthalten. Dieser Anteil ldsst sich
in den Wert eines Fingerprintfeldes ¥ rp und einen Gewichtungsfaktor fiir dieses Feld ¢ aufspalten.
Fiir N Zusatzinformationen durch Fingerprintfelder kann dementsprechend folgender formeller Zu-
sammenhang hergestellt werden:
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N
Pa=Py+¥Pe=Py+ > cn¥rpn 1)
n=1

Die Fingerprintfelder ¥ p, deren hohe Auflésung auch feinskalige Strukturen aufweisen kénnen, sind
an dieser Stelle bereits bekannt. Hingegen sind Analysefeld ¥ 4 und Fingerprintgewichte ¢, unbe-
kannt. Deren Werte werden im Zuge der Analyse bestimmt.

Fiir den unerklarten Anteil ¥y wird nun die in der Einleitung dieses Abschnitts erwdhnte Glattheits-
bedingung in Form einer Kostenfunktion, in der die Quadrate der ersten und zweiten Ableitungen
minimiert werden, eingefiihrt. Um die Ubersichtlichkeit zu wahren beschrinken sich die Ausfiihrun-
gen nur auf eine Dimension.

i =K1(f a::—Jcde)2 +K2(f 62‘;’2[] dx)2 2)

Die Faktoren x; und x, ermoglichen die Gewichtung und somit die Steuerung des Einflusses der
ersten bzw. zweiten Ableitungen. Nach Approximation der Ableitungen durch endliche Differenzen,
sowie der Integrale durch Summen, kann die Kostenfunktion wie folgt angeschrieben werden:

k1Y Yy~ Yu,)?+x2 ) Yy —2¥y, +¥y,i-1)? 3)
7 7

Neben dieser ersten Kostenfunktion wird eine weitere Kostenfunktion J, definiert, die moéglichst ge-
ringe Abweichungen zwischen den unerkldrten Anteilen der Stationswerte ¥y und den linear auf
die Stationsposition interpolierten Werte W ;; sicherstellen soll.

S S

i 2 2
Pro) WVsu-Ysu) =0 Y5y -5 Vu,is+1+05,i5+1Y0,i(9)] “
s=1 s=1

Der Gewichtungsfaktor o steuert dabei den Einfluss der Kostenfunktion J, im Vergleich zu J;. S steht
fiir die Anzahl der Stationen und 5 ;(5) bzw. 05 j(5)+1 fiir den normierten Abstand zwischen der Stati-
on und ihrem links und rechts benachbarten Gitterpunkt. Die Stationswerte werden ebenso wie die
Analysewerte in einen unerkldrten und erkldrten Anteil aufgespalten und die entsprechenden Werte
der Fingerprintfelder an der Stationsposition abgegriffen.

Aus den Kostenfunktionen J; und /> kann nun die gesamte zu minimierende Kostenfunktion gebil-
det und nach allen unbekannten Variablen (Gitterpunktswerte ¥ 4 ; und Fingerprintgewichten c;)
abgeleitet werden.
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J=J+Jo=Min ®)
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Da jede Gleichung in den unbekannten Variablen linear ist, kann sie als lineares Gleichungssystem
mit einer Koeffizientenmatrix M angeschrieben werden (Gleichung[8). T steht fiir die Transponierung
des durch den Klammerausdruck definierten Vektors. Die Koeffizientenmatrix wird dabei aus der
Summe der jeweiligen Anteile der Kostenfunktion J; (Large-Matrix, LAMA) und J, (Stations-Matrix,
STAMA) zusammengesetzt (Mayer und Steinacker, 2013). Dabei koppelt die LAMA die Analysewerte
an die Werte ihrer jeweiligen benachbarten Gitterpunkte und die Stationsmatrix liefert die Ubertra-
gung der Stationswerte auf die umgebenden Gitterpunkte.

Die wesentlichen Konzepte dieser Methode (Fingerprintkonzept, Minimierung der Steigungen und
Kriimmungen, LAMA und STAMA) sollen auch in der Berechnung auf einem trianguliren Gitter er-
halten bleiben. Die Entwicklung dieser trianguldren VERA wird im folgenden Abschnitt beschrieben.
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3. Methode der trianguliren VERA

Fiir die Berechnung einer meterologischen Analyse auf trianguldren Gittern werden die Grundprinzi-
pien der VERA-Methode erhalten. Durch verdnderte Verbindungen der Gitterpunkte, die nicht mehr
ausschlie@lich horizontal und vertikal nebeneinander angeordnet sind, miissen die benotigten Glei-
chungen neu entwickelt werden. In diesem Abschnitt wird die Herleitung der Losungsmatrizen in
steigender Komplexitit auf trianguldren Gittern vorgestellt. Eine detaillierte Dokumentation befin-
det sich im Anhang. Die in Abschnitt[2.3|verwendeten Abkiirzungen werden so weit als méglich wie-
der verwendet. Aus Griinden der Lesbarkeit werden fiir manche Parameter neue Abkiirzungen ein-
gefiihrt. Um eine klare Differenzierung zwischen der bisherigen Version der VERA und der in dieser
Arbeit dokumentierten Version der trianguldren VERA zu unterscheiden, werden die Bezeichnungen
»Standard-VERA“ und , trianguldre VERA“ verwendet.

Der grundlegende Ansatz besteht im Ausdruck der Analyseparameter W p durch Taylorreihen 2. Ord-
nung, ausgehend von den benachbarten Gitterpunkten. Die darin enthaltenen 1. und 2. Ableitungen
in x- und y-Richtung werden durch im Anschluss beschriebene mathematische Operationen explizit
ausgedriickt. Durch die Minimierung einer Kostenfunktion der Summe dieser quadrierten Ableitun-
gen (Gleichung kénnen die Analysewerte bestimmt werden. Die einzelnen Bestandteile dieser
Vorgehensweise werden nun in angemessener Detailliertheit angefiihrt.

3.1 Stationsverteilung entspricht Gitterpunkten

Zunichst wird als primitivste Konfiguration ein unstrukturiertes Gitter betrachtet, bei dem die Stati-
onskoordinaten gleichzeitig als Gitterpunktkoordinaten dienen. Die Einfachheit in diesem Fall liegt
in der Abwesenheit der Interpolation von Stations- auf Gitterpunktkoordinaten. Dadurch ist die Sta-
tionsmatrix (STAMA) in diesem ersten Schritt nicht von Noten. In Abbildungist eine simple Anord-
nung von Stationen/Gitterpunkten dargestellt.

Der Analysewert ¥p an jedem Gitterpunkt P wird durch eine Taylorreihe 2. Ordnung der nichsten
und iibernédchsten Nachbargitterpunkte ausgedriickt. Das Konzept der ndchsten und iiberndchsten
Nachbarn bezieht sich auf die Verbindung der Gitterpunkte durch die Delaunay-Triangulierung. Als
nédchste Nachbarn eines Gitterpunktes, werden alle durch die Triangulierung direkt verbundenen Git-
terpunkte bezeichnet. Die tiberndchsten Nachbarn stellen wiederum alle mit den ndchsten Nachbarn
verbundenen Gitterpunkte dar (sofern sie nicht ohnehin bereits als nidchster Nachbar identifiziert
sind). Somit kann ein tibernédchster Nachbar bei lokal hoher Gitterpunktdichte auch rdumlich néher
als ein ndchster Nachbar sein. In Abbildung|5]ist das Konzept im Zuge der Erlduterung der Distanz-
gewichte graphisch dargestellt.

Mit dem Analysewert am Gitterpunkt A werden exemplarisch die Werte an den Gitterpunkten B (re-
présentativ fiir die ndchsten Nachbarn) und G (reprisentativ fiir die {iberndchsten Nachbarn) ausge-
driickt (zur vollstindigen Darstellung siehe Anhang).

Yp=¥ 9 ‘4(16 xA) 9 'z( ) L2 (xp—x )2+2 i (xp—x4)( )+ i ( )2 ©
B At ox B—XA)+ 3y YB—JVA +2 X2 A B~ XA oxdy B~ XA)YB—VA 02 ., YB—YA

Yo=¥Ya+ —6 ‘ (xg—xa)+ —a ‘ ( )+71 LZ (xg—x )2+2 ’ (xg—x4)( )+ 752 ( )2 (10)
G AT 51 G~ XA ay VG —JYVA 2| 3.2 G~ XA %0 G —XAG—yA 3y2 YG—JYA
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Triangulierung der Gitterpunkte
Stationskoordinaten entsprechen Gitterpunktkoordinaten

—— Delaunay-Triangulierung
®  Stationen (=Gitterpunkte)

Abbildung 4: UnregelméRig verteilte Gitterpunkte eines triangulédren Gitters. Die Stationskoordinaten sind mit den Gitter-
punktkoordinaten gleichgesetzt.

In weiterer Folge werden Differenzen zwischen Gitterpunkten in folgender Schreibweise abgekiirzt:

(xp—x4)=xB A an

Diese Differenzen konnen je nach Lage der Gitterpunkte positive oder negative Werte annehmen. Der
Abstand zwischen den Gitterpunkten soll sich tiber den Einfluss der Taylorreihe in der Kostenfunktion
widerspiegeln. Daher wird das Distanzgewicht ap 4 eingefiihrt. Die Analysewerte werden dadurch
entsprechend des Abstands zu den umliegenden Gitterpunkten invers gewichtet (Abbildung[5). Der
optimale Faktor fiir dieses Gewicht wird in Abschnitt[4.1.2]experimentell ermittelt.

dp,a=\/(xp a)?+(yB,a)? (12)

1
apA= E (13)
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Triangulierung der Gitterpunkte mit markierten Distanzgewichten

= Nachste Nachbarn
Ubemichste Nachbarn
—— Delaunay-Triangulierung
®  Stationen (=Gitterpunkte)

Abbildung 5: Grafische Darstellung des Gewichtungsfaktors a fiir die umgebenden Gitterpunkte (ndchste und iibernéchste
Nachbarn) eines ausgewéhlten Gitterpunktes A. Je ndher die Gitterpunkte zusammen liegen, desto hoher die Gewichtung.
Die Bestimmung der optimalen Gewichtung wird in Abschnitt erlautert.

Die abstandsgewichteten Taylorreihen-Gleichungen fiir die Analysewerte werden zu einer Gleichung
xpr umgeformt, dessen Wert minimiert wird. Dadurch wird erzwungen, dass die Differenzen zwi-
schen tatsdchlichem Analysewert und durch die Taylorreihen ausgedriicktem Analysewert minimal
werden. Fiir jeden Gitterpunkt P und seine umgebenden Gitterpunkte R (ndchste und iibernéchste
Nachbarn) gilt daher folgender Ausdruck:

oY oY
Xpr=arp¥Yp—Yp+appy -—| (xr—xp)+ ——| (YR—ypP)+ (14)
ox [p oy Ip
l 627\11 (xp—X )2+2627\P (xr —xp)( )+ 627\? ( )2 } min
2| 322 . R—Xp oxdy |, R—XpP)\YR— )P 3y2 » YR=)YP

Die Differenz zwischen den tatséchlichen Analysewerte an jedem Gitterpunkt und den durch die Tay-
lorreihen formulierten Werten soll moglichst klein sein. Mathematisch kann dies mittels einer Kos-
tenfunktion Jy formuliert und durch deren Minimierung realisiert werden.

N...Anzahl der Gitterpunkte
{(P)...Gridpoint-Neighbor-Operator (spezifiziert alle ndchsten und {iberndchsten Nachbar-Gitterpunkte von P)

N
Jo=3Y ). X%,-,R —min (15)
i=1R=C(P))

Die Ableitungen stellen die unbekannten Variablen dieser Kostenfunktion dar, nach denen diese ab-
geleitet wird, um zu einer Losung zu gelangen. Durch entsprechende Umformungen kann fiir jeden
Gitterpunkt P ein Gleichungssystem in Matrizenschreibweise entwickelt werden (detaillierte schritt-
weise Darstellung siehe Anhang).
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1 1
Y appxip > QRPXRPYRP Y appyryp Y QRP3XRPYap Y arpXi pVRP v
R=((P) ' R={(P) 5 R={(P) L ’ R={(P) s ' R={(P) ’ ) x |p
Y. QRPXRPYRP X appy Y @aRrpP3XppVRP Y app3y Y QaRrpXRpPY o
R={(P) L3 R={(P) 1 2R'P R={(P) z IR’Z R={(P) 1 22 R'Z R={(P) L3 RP 62J‘/I’P
Y aRP3Xpp Y QRP3Xp pVRP Y QARpP7XRpp Y QRPIXRpYrp Y app3XppVRP|.| 5%
Rty L, R L RGPy T R L e L, g;\PP
Y QRP3XRPYRp Y ARP3Vpp Y QRPIXRpYrp Y arP7Yrp Y QRP3XRPYRp A
R=((P) , R=((P) '2 RCipy RGPy TR R , gzyw
Y. QR pPX; pVR,P QR PXRPY > @rp3XppVRP Y arp3XRpY Y arpxypy
R={(P) fP R=({(P) RP - pltip RP R=C(P) RP pltp) RP7R,P 0xdy |p
Y [Yr-agrp¥p]xgrp
R=({(P)
Y [Yr—agrp¥plyrp
R=((P) L
Y [Yr-arp¥p]3x
R=((P) X f‘P
Y [Yr-agrp¥p]3zy
R=((P) &P
Y [Yr-agrp¥p|xgpyrp
R={(P)

(16)

Der Vektor der gesuchten (unbekannten) Ableitungen kann mit Hilfe der Cramer’schen Regel ausge-
driickt werden. Diese dient der Losung eines Gleichungssystems der Form M X = Z, wobei M eine
quadratische und invertierbare Koeffizientenmatrix darstellt und X den gesuchten Vektor reprisen-
tiert (Knabner und Barth, 2013).

a1 a2 ... ap X1 b
a  azp ... ap L I )

M= . . . ., o x=| .| b=|. 17
apl  4p2 ...  Qnpn Xn by

Im vorliegenden Fall besteht der gesuchte Losungsvektor aus den Ableitungen am jeweiligen Gitter-
punkt. Jede Komponente des Vektors wird durch die Cramer’sche Regel explizit bestimmt.

_ det(My)

= derat) e

Bei der Matrix My handelt es sich um die nach der Spalte k entwickelten Koeffizientenmatrix M, in
der die Spalte k durch den Vektor b ersetzt wurde.

a1 ... a4kl b ayger - ann
a1 ... a1 b2 appy ... azn

My =1 . . . . . . . (19)
anl ... Apk-1 bn apgar .. ann

Somit existiert fiir jede Ableitung an jedem Gitterpunkt ein formeller Zusammenhang. Diese sind
erforderlich, um einen Kerngedanken der VERA zu erméglichen, der auch in der bisher angewand-
ten Methode implementiert war und in Abschnitt[2.3|erwahnt wird: Die quadrierten Steigungen und
Kriimmungen an den Gitterpunkten werden minimiert, sodass ein méglichst glattes Analysefeld kon-
struiert wird, welches auch in der Realitit von der Natur angestrebt wird. Dieser Ansatz ist 4quivalent
zur Verwendung von Thin-plate splines fiir die rdumliche oder zeitliche Glattung (Steinacker et al.
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(2000), Daley| (1991)). Dies wird durch die Minimierung der Kostenfunktion J; erzwungen und kann
als Analogon zu Gleichung[2|interpretiert werden.

’ N[ 02y
Py Yp;K2+ Z =
pP; i

N 82w
0xdy

yp;k3 — min (20)
Pi

In der Kostenfunktion treten neben den Ableitungen der Analysewerte auch die Gewichtungsfakto-
ren y und « auf. Mit « kann der Einfluss der Steigungen und Kriimmungen analog zur Standard-VERA
gesteuert werden. Hier wurde als Vorbereitung fiir potentielle weitere Experimente noch der Faktor
k3 fiir die gemischten Ableitungen als eigener Faktor beriicksichtigt. Veranschaulicht wurde die Wir-
kung der ersten und zweiten Ableitungen bereits von [Mayer| (2007) in einer wissenschaftlichen Do-
kumentation von VERA (Abbildung|6) fiir die Universitdt Wien. Dabei wurde eine eindimensionale
Analyse implementiert und jeweils nur die ersten, zweiten oder beide Ableitungen minimiert. Eine
hohere Gewichtung der zweiten Ableitung bietet die Méglichkeit auch Maxima und Minima zwischen
benachbarten Gitterpunkten zuzulassen. Dariiber hinaus treten in den Analysefeldern meteorologi-
scher Variablen kaum Ecken und Kanten auf, die durch ein htheres Gewicht der ersten Ableitungen
erzwungen wiirden. Neben diesen Argumenten fiir eine hohere Gewichtung der zweiten Ableitungen
ist auch der Umstand der Randeffekte in Abbildung[22]erkennbar. Am &uRersten Rand einer Domi-
ne sind keine Informationen aus Stationsdaten mehr verfiigbar. Daher werden die Steigungen und
Kriimmungen dort einfach fortgesetzt. In der Realitdt muss daher eine etwas grofere Doméne analy-
siert und anschlieBend zugeschnitten werden.

Minimierung der 1. und / oder 2. Ableitung

—e— 1. Ableitung
@® Messwerte
—e— 2. Ableitung

1. und 2. Ableitung

] - 1 I S S 1 - I T

Abbildung 6: Eindimensionale Analyse mit dem Verfahren der Standard-VERA mit 37 Gitterpunkten und 4 Stationen mit
Messwerten (rot). Fiir die Inter- und Extrapolation auf die Gitterpunkte wurden nur die Steigungen (schwarz), nur die
Kriimmungen (blau) und sowohl Steigungen, als auch Kriimmungen (griin) minimiert. Abbildung von Mayer| (2007).

Wihrend die Gewichtungsfaktoren x bereits in der Standard-VERA Anwendung fanden, treten die
Flachengewichte y nur bei der neu entwickelten Methode der trianguldren VERA auf. Insbesondere
bei unregelmilig strukturierten und lokal verdichteten Gittern zeigt sich deren Einfluss. Die qua-
drierten Ableitungen an jedem Gitterpunkt P werden mit einem Faktor yp multipliziert, der sich aus
dem Verhiltnis der Flache der angrenzenden Dreiecke zur Gesamtfliche der analysierten Doméne
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berechnet (Abbildung[7). Dadurch wird erzwungen, dass das analysierte Feld in Regionen mit gerin-
ger Gitterpunktanzahl auch weniger variieren darf. Hingegen tragen einzelne Gitterpunkte in Gebie-
ten hoherer Gitterpunktdichte individuell gesehen weniger zur Kostenfunktion bei.

Triangulierung der Gitterpunkte mit markierten Flachengewichten

—— Delaunay-Triangulierung
®  Stationen (=Gitterpunkte)

Abbildung 7: Grafische Darstellung des Gewichtungsfaktors y fiir einen ausgewahlten Gitterpunkt A. Das Gewicht wird als
Anteil der mit dem Gitterpunkt A verbundenen Dreiecke (orange) von der Gesamtfliche der Analysedomé&ne (gelb und
orange) ausgedriickt.

Die aus der Cramer’schen Regel gewonnenen Ausdriicke fiir die Ableitungen an jedem Gitterpunkt
werden in die Kostenfunktion eingesetzt. Die tatsdchlichen Unbekannten, die Analysewerte an den
Gitterpunkten, konnen anschliefend durch die Minimierung der Kostenfunktion J; berechnet wer-
den (zur detaillierten Ausfiihrung siehe Anhang).

Im Zuge dessen werden nach Ableitung eines Analysewerts alle Unbekannten (alle Analysewerte)
herausgehoben und somit eine Koeffizientenmatrix konstruiert. Die Multiplikation dieser Matrix mit
dem Vektor der Analysewerte ¥ ergibt den Nullvektor (Gleichung. Diese Koeffizientenmatrix wur-
de bereits in der Standard-VERA traditionell als LAMA (Large Matrix) bezeichnet.

LAMA*Y =0 1)

Die trianguldre VERA kann somit an dieser Stelle fiir unstrukturierte Gitter, bei denen die Stations-
koordinaten gleichzeitig die Gitterpunktkoordinaten bilden, durchgefiihrt werden. Die Auflésung der
Analyse ist somit direkt an die Stationsdichte gekoppelt. Um diesen Zusammenhang zu 16sen, wird
im néchsten Abschnitt analog zur Standard-VERA die Interpolation zwischen den Stations- und Git-
terpunktwerten als STAMA (Stationsmatrix) entwickelt.
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3.2 Von Stationsverteilung unabhingige Gitterpunkte

Um eine meteorologische Analyse auf einem beliebigen trianguldren Gitter durchfiihren zu kénnen,
muss eine Verbindung zwischen den Stations- und Gitterpunktkoordinaten hergestellt werden. Wih-
rend dies auf einem klassischen Rechtecksgitter mittels bilinearer Interpolation durchgefiihrt wird,
bedient man sich im trianguldren Fall der baryzentrischen Gewichtung.

Die Basis dafiir wurde mit den baryzentrischen Koordinaten bereits von [Mobius| (1827) gelegt. Sie
bilden die Grundlage fiir die Lage und Reprisentation eines Punktes innerhalb eines Dreiecks (Floa-
ter, [2015). Die baryzentrische Interpolation ist eine lineare Interpolationsmethode, mit der ein Ska-
larwert innerhalb eines Dreiecks, ausgehend von den Skalarwerten an den Eckpunkten, berechnet
werden kann. Der Wert an einem Punkt mit den Koordinaten x innerhalb eines Dreiecks wird durch
baryzentrische Gewichtung (w4, wp,wc) der Eckpunkte (v4,vp,vc) beschrieben (Floater, [2015).

X=wWAVpA+wWBVB+wWCVC (22)

Die baryzentrischen Gewichte fiir jeden Eckpunkt werden als Anteil der Dreiecksfliche der Subdrei-
ecke A;, in denen der jeweilige Eckpunkt nicht enthalten ist, von der gesamten Dreiecksfliche A;;;
ausgedriickt (Abbildung|[8). Diese baryzentrischen Gewichte werden in der Formulierung der Stati-
onsmatrix (STAMA) benétigt.

i=AB,C (23)

Yc

Ac

Vi Y

Abbildung 8: Graphische Veranschaulichung der Berechnung der baryzentrischen Gewichte (Gleichung. Abbildung
nach Floater| (2015).

Ausgangspunkt fiir die mathematische Herleitung der STAMA ist wieder die Minimierung einer Kos-
tenfunktion. In diesem Fall soll wie in Gleichung 4| der Standard-VERA die Differenz zwischen den
tatsdchlichen Stationswerten und den von den stationsumgebenden Gitterpunkten auf die Stations-
koordinaten interpolierten Werte betrachtet und minimiert werden.

M
J2= ). (Qs,-Qs))° (24)
j=1
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M...Anzahl der Stationen

Q S; ...Stationswert an der Station S
Qg...von den Gitterpunkt- auf die Stationskoordinaten interpolierte Werte
wp...baryzentrisches Gewicht des stationsumgebenden Gitterpunktes P

Y p...Analysewert am Gitterpunkt P

Fiir eine Station S, die von den drei Gitterpunkten A, B, C umgeben ist, konnen die baryzentrischen
Gewichte w4, wp, wc, sowie der von den Gitterpunkten auf die Stationskoordinaten interpolierte Wert
Qg angeschrieben werden. Dabei wird der Flicheninhalt des Dreiecks mit .A;,; und die Flicheninhal-
te der Sub-Dreiecke mit A4, Ag, Ac bezeichnet.

1 .,
Agri = 5 WaB x vac) (25)
1 ., Ag
Apg=-(vpc*xvps) wa= (26)
2 Atri
1 ., Ap
Ap=-(vcaxvcs) wp= 27
2 Avri
1 ., Ac
Ac=-Wapxvas) wc= (28)
2 Atri
ES:‘UA\PA"'WB\PB"'WC\PC (29)

Die Kostenfunktion J, kann analog zur Kostenfunktion der LAMA nach ihren Unbekannten ¥ p abge-
leitet werden. Durch Herausheben der unbekannten Analysewerte kann wieder eine Koeffizienten-
matrix (STAMA) und ein entsprechendes Gleichungssystem erstellt werden. Die rechte Seite dieses
Gleichungssystems wird allerdings nicht durch den Nullvektor ausgedriickt, sondern durch die ba-
ryzentrisch gewichteten Stationswerte, die mit dem Gitterpunkt in Verbindung stehen. Im Fall von
sechs Gitterpunkten, wobei eine Station von den Gitterpunkten A, B, C umgeben ist, kann das Glei-
chungssystem der STAMA wie folgt formuliert werden:

w% wpwp wpweg 0 0 0 Ya wAQg
WAWR w% wpweg 0 0 0 Y wpQs
wWAWC WBRWC wzc 0 0 O ) Ye wcQg 30)
0 0 0 0 0 Oof |¥Yp 0
0 0 0 0 0 O] |Yg 0
0 0 0 0 0 0 \Yp 0

Im Falle mehrerer Stationen werden einzelne Stationsmatrizen gebildet und zu einer STAMA sum-
miert. Die Verbindung mit der Large Matrix LAMA wird durch eine einfache Addition der beiden Ma-
trizen gebildet, sodass folgendes Gleichungssystem gelést werden kann:

—

[STAMA+ LAMA) « V=) @31)

v entspricht der Summe der jeweils rechten Seiten des Gleichungssystems der einzelnen Stations-
matrizen. Im vorangehenden Beispiel (Gleichung[30) ist dies der Vektor mit dem gewichteten Sta-
tionswerten (wQs, wpQs, wcQs,0,0,0)T. Durch die Aufspaltung der Koeffizientenmatrix in LAMA
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und STAMA kann eine Analyse nun auf beliebigen trianguldren Gittern durchgefiihrt werden. Drei
Beispiele fiir verschiedene triangulére Gitter bei gleicher Stationsverteilung sind in Abbildung [9a-c
abgebildet. Um die Qualitit der Analyse moglichst hoch zu halten, sind die in Abschnitt[2.2]genann-
ten Kriterien der Gittergenerierung zu berticksichtigen.

a) b)

Triangulie Triangulierung der Gitterpunkte Triang,
Lokal verdichtetes Gitter Gier

ulierung der Gitterpunkte
Strukt Gitter

© Delaunay-triangulierte Gitterpunkte. © Delaunay-triangulierte Gitterpunkte

o Stationen o Stationen

© Stationen

Abbildung 9: Verschiedene Gitterkonfigurationen fiir triangulédre VERA Analysen mit idealisierten Koordinaten x und y. Sta-
tionen sind als rote, Gitterpunkte als blaue Punkte gekennzeichnet. a) Unstrukturiertes Gitter mit lokaler Verdichtung. b)
Strukturiertes Gitter bei dem die Gitterpunkte so gewéhlt sind, dass eine Analyse auch mit der Standard-VERA berechnet
werden kann. c¢) Unstrukturiertes Gitter.

Durch die in diesem Kapitel beschriebene Art der Berechnung der Stationsmatrix werden fiir die
Interpolation zwischen Stationen und Gitterpunkten ausschliellich die Stations- und Analysewerte
selbst betrachtet. Im folgenden Abschnitt wird eine verbesserte Version der Stationsmatrix vorgestellt,
in der auch die Steigungen und Kriimmungen des zu analysierenden Feldes an den Gitterpunkten in-
kludiert werden.

3.2.1 Beriicksichtigung von 1. und 2. Ableitungen in der Berechnung der Stationsmatrix

In der bisherigen Version der Stationsmatrix wird durch die Minimierung der Kostenfunktion J, bei
der klassischen STAMA zwischen den Analysewerten an den Gitterpunkten aus geometrischer Sicht
eine ebene Fldache aufgespannt, die sich mdoglichst nahe an den entsprechenden Stationswerten be-
findet. Im Zuge der Entwicklung der trianguldren VERA wurde auch eine verbesserte Version der
Stationsmatrix konzipiert, in der auch die 1. und 2. Ableitungen an den Gitterpunkten im Zuge der
Interpolation berticksichtigt werden kénnen. Dadurch kann eine Dreiecksflache zwischen drei Git-
terpunkten auch als gekriimmt betrachtet werden. Hierfiir wird, analog zu den ersten Schritten der
LAMA-Entwicklung, der Stationswert W als Taylorreihe der drei umgebenden Analysewerte W 4, ¥,
¥ formuliert.

Vo= +7an' (xs—x4)+ —'N‘ ( y+a o (xg—xp)%+2 v (x5 —x2)( )+ o ( )2 32)
s=¥ar 5o| s mxt 50| Ys=yA+ | 55 .\ S XA 533y |, s=xA) s —ya A Ys—ya

Yo=W +a—\y‘ (x5 —xp) + a—\y‘ Vs—y8)+ = 4 (x5 —xp)> +2 i (x5 —xB)(ys — )+ﬁ s —yB)? (33)
S=TB ax | S B ay B Ys—JB 2| 3x2 R S B axay R S BI\YS— VB 6_)/2 R Ys—JB

Yg=w +0\P' (xs— X, )+6\P‘ ( Y ikt R (xxs = xc)( o 28 I B2
S=TC ox c S C 6_}/ c ys—Yc 2| 3x2 c S C 6x6y c S c)\ys—Jyc 6y2 c ys—Yyc

Die stationsumgebenden Gitterpunkte einer Station S werden mit dem Station-Neighbor-Operator

p(S) zusammengefasst. Dieser ist analog zum Gridpoint-Neighbor-Operator definiert und spezifiziert
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alle die Station S umgebenden Gitterpunkte. Allgemein kann der Ausdruck der Taylorreihe fiir einen
stationsumgebenden Gitterpunkt als 7 bezeichnet werden.

2
ox?

2 2

, . 0%W v
(xs=x6)"+2 s—| (xs—x6)(¥s-ye)+ —
G

35
0x0y |, ay? ©)

T—‘I’-%—a—\P (x x)+6—ql'( )+l
G=Y6* 5| Fs e 0yGysyG2

vs-ye)?
G

Der von den Gitterpunkt- auf die Stationskoordinaten interpolierte Wert Qg wird analog zur klassi-
schen Variante der Stationsmatrix mit Hilfe der baryzentrischen Gewichte gebildet und eine neue
Kostenfunktion J, fiir alle Stationen minimiert.

Qs= )Y weTs (36)
G=p(S)
2
M
J2=3|9s;~ ) wGTc 37)
j=1 G=p(Sj)

Die Ableitungen in den Taylorreihenentwicklungen der stationsumgebenden Gitterpunkte werden,
wie schon in der Herleitung der LAMA, mit Hilfe der Cramer’'schen Regel definiert. Im Falle einer
einzigen Station S nimmt die Kostenfunktion folgende Form an.
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det(Mgay) det(Mpg2) lldel‘(MAg) 2 det(Mgs) det(Maq) 9 }
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Jo=(Qs = wa(¥a+ det(Mp) detMy) Y547 2 | TderMy) ST ey TSAYSAT der(vy) Y54 8

det(Mg1) det(Mgp) 1[det(Mgs) , . det(Mpgs) det(Mgy) ]

_ W -

‘”B( BY Gervp) BT dervag) Y98 T 2 | dernag) YSB T detvg) “SBYSBY Geriag) VS B 69

det(Mc1) det(Mcs) 1[det(Mcs) , . det(Mcs) , det(Mcy) 2 l
- ¥ - 40
wc(¥e+ detMe) “SC T detvie) 75T 2 | detvre) TSC T dervie) T detvie) Y “o

Die Zahlen in den tiefgestellten Indizes der Matrizen stehen fiir die Entwicklung nach der entspre-
chenden Spalte. Die unbekannten Analysewerte an den Gitterpunkten sind in ebendiesen Matrizen
enthalten. Durch die Minimierung der Kostenfunktion kann ebenso wie in der Bildung der LAMA ei-
ne Koeffizientenmatrix (verbesserte STAMA) konstruiert werden, die multipliziert mit den gesuchten
Analysewerten eine neue rechte Seite V des Gleichungssystems ergibt.

Quantitative Vergleiche zwischen der klassischen und der verbesserten Variante der Stationsmatrix
wurden im Zuge dieser Arbeit nicht durchgefiihrt. In ersten Experimenten konnte im Falle eines lo-
kalen Minimums/Maximums an einem Gitterpunkt bzw. in dessen Umgebung und entsprechender
Gewichtung der Stationsmatrix (Abschnitt eine hohere Analysequalitdt durch diese verbesserte
Variante der Stationsmatrix festgestellt werden (Abbildung[10|bis[I2). Dieser Taylorreihenansatz fiir
die STAMA kénnte auch in der Standard-VERA implementiert werden.

Analyse mit klassischer STAMA Tatsachliche Werte an den Gitterpunkten Analyse mit verbesserter STAMA

Abbildung 10: Analyse mit ei-
nem lokalen Minimum an einem

Abbildung 11: Tatsédchliches Feld, Abbildung 12: Analyse mit ei-

Gitterpunkt mit klassischer Stati-
onsmatrix. (Gitterpunktverifikation:
RMSE =6.73,BIAS = -3.97)

das mit einer Analyse reproduziert
werden soll.

nem lokalen Minimum an einem
Gitterpunkt mit verbesserter Stati-
onsmatrix. (Gitterpunktverifikation:
RMSE=29-10"% BIAS=-10"%)

3.3 Konstant gewichtete Zusatzinformationen (Fingerprints)

Einen Hauptbestandteil des Analyseverfahrens VERA stellt die Verwendung der Fingerprinttechnik
dar. Diese ist ein wesentlicher Bestandteil der Standard-VERA und muss somit auch inhédrenter Be-
standteil der Analyse auf einem triangulédren Gitter sein.

Der Einsatz von Fingerprintfeldern erméglicht modellunabhéngiges Downscaling von unregelméRig
verteilten Beobachtungsdaten. Diese Felder sind vorgegebene Muster, die physikalische Mechanis-
men durch beispielsweise Topographie, Land-Wasser-Verteilung o.4. reprasentieren und dem Analy-

sefeld aufgeprédgt werden (Steinacker et al.} 2006). Unter idealen Verhiltnissen beschreiben sie den

Einfluss des jeweiligen Musters auf den analysierten meteorologischen Parameter. Dadurch kann
die rdumliche Auflosung der Analyse auf jene des Fingerprintfeldes erhdht und somit feine Struktu-
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ren dargestellt werden, die durch die Stationsdaten alleine nicht aufgel6st werden konnen (Loscher,
2013).

Als Fingerprintfelder eignen sich verschiedene Arten von Zusatzinformationen, die sich auf drei ver-
schiedene Typen reduzieren lassen (Mayer und Steinacker, 2013):

— Aus topographischen Gegebenheiten beeinflusste Felder, die unter idealisierten Bedingungen
gewonnen werden kénnen. Die Basis dafiir bilden digitale Gelandemodelle mit hoher raumli-
cher Auflosung von Ax = Ay < 1 km. In diese Kategorie fallen unter anderem Fingerprintfelder
der Land-Wasser-Verteilung, Bodenrauigkeit oder die Topographie selbst.

— Felder, die auf aktuellen Fernerkundungsdaten basieren und aus denen Informationen zu Nie-
derschlag, Bewolkung, Strahlungstemperatur oder Schneebedeckung extrahiert werden kén-
nen. Beispiele hierfiir sind Radardaten oder Satellitenbilder.

— Aus mathematischen Basisfunktionen formulierte Felder, die mit der aktuellen Datenlage vari-
ieren. Mittels unterschiedlicher Gewichtungen kénnen diese zu einem flexiblen, {ibergeordne-
ten Fingerprint zusammengesetzt werden.

Die Amplitude eines Fingerprintfeldes ist fiir die Analysemethode nicht relevant. Durch das mit dem
jeweiligen Fingerprint verkniipfte Gewicht werden dessen Werte widhrend der Berechnung der Ana-
lyse selbst gesteuert. Wiirde dieselbe Analyse einmal mit dem tatsdchlichen Fingerprint und einmal
mit verdoppelter Amplitude desselbigen durchgefiihrt, wiirde das erkannte Fingerprintgewicht im
zweiten Fall halbiert werden (Mayer und Steinacker, 2013).

3.3.1 Das Fingerprintkonzept in der LAMA der trianguldren VERA

Um die Methode der Fingerprints auch in die trianguldre VERA zu implementieren, wird zun4chst
analog zur Variante ohne Fingerprintfeld ein Analysewert als Taylorreihe der benachbarten Analy-
sewerte ausgedriickt. In der folgenden Gleichung wird exemplarisch der Wert W durch ¥ 4 ausge-
driickt.

*vy 0%y

XB,AYB AT ——
0y~ |4

vy
0x?

oY

2
XB,A+ ’ YBA+
0y la

2 ——
*B,A 0xdy

1
5 Yia } 41

oy
‘{’B:aB,A “I"A+ -_—
0x A A

In weiterer Folge werden in den Taylorreihenentwicklungen die Ableitungen der Analysewerte in
einen unerklirten (¥) und erklirten (¥) Anteil aufgespalten (vgl. Gleichung. Die erklarten Anteile
bestehen wieder aus den Werten des Fingerprintfeldes und einem jeweils konstanten Fingerprint-
gewicht fiir das Feld. Der unbekannte Analysewert selbst wird in der Taylorreihenentwicklung nicht
aufgespalten, da nach diesem zum spéteren Zeitpunkt abgeleitet und die Gleichung aufgeldst wird. In
den weiteren Ausfithrungen werden zwei Fingerprintfelder mit den jeweiligen Gewichtungsfaktoren
c und d angenommen. Eine Begrenzung der Anzahl der Fingerprintfelder ist nicht gegeben.

0V, 0%ca  0Van oV, V.4 0Pg4
Yp= Wat+|——+ —+d - +(—=—+ —+d - + 42
B aB'A{ A ( 0x ¢ 0x 0x )xB’A (6}/ oy oy )yB’A “2)
102V, "% 0" Pgay, (¥, 0°Pea 0PV, 102V, 0*Pca 0" Pga) ,
5( a2 " Toxz 0x2 )b (6x6y+c axdy oxdy )xB'AyB'“E( a2 oz T )V}
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Die Herleitung der LAMA wird konzeptionell wie in Abschnitt[3.1|durchgefiihrt. In der Minimierung
der Kostenfunktion J treten die Taylorreihenentwicklungen der Fingerprintfelder am Gitterpunkt P
aufund konnen als Subtraktionen zwischen den Fingerprintwerten eines umgebenden Gitterpunktes

R und dem Punkt P aufgefasst werden.

- - 0%, p 0P, 1082%.p , 0%Fp 10°%.p ,
Yer—Yep= —XRpp + ’ + = —Xp pt — X + - — 43
on=Vep =5 ZXRp £ 5 TVRP 5 GG et T T RPYRP Y 35 5 VR “3)

Im daraus resultierenden Gleichungssystem (das wieder fiir jeden Gitterpunkt existiert und in dem
wieder der Gridpoint-Neighbor-Operator {(P) zur Anwendung kommt, da die bekannten Werte auf
dem Gitternetz vorliegen) dndert sich im Gegensatz zur Variante ohne Fingerprintfelder nur die rech-
te Seite (vgl. Gleichung[16).

Y appx’ Y. QRPXRPYRP Y appyx Y app3XRPY: Y agpx%pYRP v
R={(P) R,P R={(P) ) R=C(P) L R,P R=C(P) L R,P R=C(P) R,P ) 5 lp
Y. QRPXRPYRP Y. agpy > QaRp3Xy pVRP Y Qapp3Yy Y. QppXRpY k4

R=C(P) L RGP ZR'P rReCp) T C lR'i R=Gp) 22 R'I; r=ge) RP rlp

Y appzX > QaRp3Xy pVRP Y appzX Y aRrpzXppy ARP3Xp pYRP|.| 5=
R=Cp) R'Z R=((P) IR'PS Rty R'Z R=((P) lR'i RP - pp X RE ) g;\y P
Y QaRrp3XRpPY Y arp3Yy Y QppzXpp)y Y arpzy Y aRrp3XRpY v

R i R,P R R,2P RTE) 1 ;?,P R,P recm) ™ R,}; R=Z(P) ) 2R,P gg,‘y p
Y. QR,pXp pVRP Y. QRppXRpY Y QRP3Xp pVRP Y QRpP3XRPY Y Qppxppy 3507
Rz R,P o RP  p g 2%R,p Rz 2 RP e % R.PYR,P oxdy |p

Y [Yr-arp¥plxgp— X arpXpp [C((I)C,R ~Pep)+dPyp- @d,P)]
R={(P) R=({(P)
(Yr—agrp¥plyrp- X aR,PyR,P[C(‘Fc,R—‘Pc,PHd(‘Pd,R—‘Pd,P)]
Rapg p¥=((P) R={(P)
Y [Yr-arp¥pl3xhp- L appjrh, [C(@va ~Vep)+d(Pap _@d’P)]
R=((P) ’ R={(P) ’
Y [Yr-agrp¥p] %J/IZ? > aR,P%J’}z? P [C(\}’L‘,R -Yep)+d¥gynp —‘I’d,P)]
RE(P) R ) '
Y [Yr-arp¥plxrpyrp—- X lXR,PxR,PJ'R,P[C(‘{’c,R—‘I’c,P)+d(‘{’d,R—‘Pd,P)]
R={(P) R={(P)

(44)

Die im gesuchten Vektor enthaltenen Ableitungen dieses Gleichungssystems kénnen wieder mit Hil-
fe der Cramer’schen Regel explizit ausgedriickt und somit die Kostenfunktion J; (vgl. Gleichung[20)
gebildet werden. Die unbekannten Parameter sind in dieser nun nicht mehr ausschlieBlich die ge-
suchten Analysewerte ¥, sondern werden um die Anzahl der gesuchten Fingerprintgewichte c, d,...

erweitert.

W= (P, ¥p,Ye..., Ppy, ¢ d,...,cp) | (45)

3.3.2 Das Fingerprintkonzept in der STAMA der trianguliren VERA

In der Entwicklung der STAMA werden die Stationswerte ebenso in einen unerkldrten und erkldrten

Anteil aufgespalten und nach dem unerklarten Anteil aufgelost.
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Q=0+cQc+dQy (46)
Q=0-cQc-dOy A7

Bevor in derselben Art wie in der Variante ohne Fingerprints vorgegangen werden kann, miissen auch
die in Gleichung beschriebenen, von den Analysewerten interpolierten Stationswerte, in bereits
bekannter Weise aufgespalten werden.

Q= w A [\T’A + C(PC,A + d(pd,A] +wB(‘¥’B + C\/I\J(,‘,B +d@d,B) +wc[q’c + C(Pc,C + dq\ld,C] (48)

6 =wx (\I"A - C‘/PC,A - dq’d,A) +wB(\I’B - quc,B - dq)d,B) +wc(‘~l"c - C‘/PC,C - d\?d,C) (49)
Dementsprechend nimmt die Kostenfunktion J» (vgl. Gleichung[24) folgende Form an:

M ~ . N . 2
J2=) (Qs]- —cQes;—dQas, - ), w(¥e-c¥eg- d‘Pd,G)] (50)
j=1 G=p(S;)

In der Minimierung von J, muss neben den unbekannten Analysewerten auch nach den unbekann-
ten Fingerprintgewichten abgeleitet werden. Im Zuge dessen wird fiir die Differenz zwischen dem
Wert eines Fingerprintfeldes an einer Station und dem an diese Stelle baryzentrisch interpolierten
Wert die Abkiirzung ¢ eingefiihrt.

(e=0c-wpPep-wp¥ep-wp¥ec (51

Im analogen Beispiel zu Abschnitt[3.2mit sechs Gitterpunkten und einer Station, die von den Gitter-
punkten A, B, C umgeben ist, nimmt das Gleichungssystem der Stationsmatrix durch die Inkludie-
rung der Fingerprints folgende Form an:

wy  wawy wawc 0 0 0 wale walg) (Ya wAQ
WAWR w% wpwc 0 0 0 wgéc wgéy Y wpQ
WAWC WBWC w% 0 0 0 wcée wcéyg Yo wcQ
0 0 0 0 0 0 0 o [ |¥p|_| o 52
0 0 0 0o 0 O 0 0 Ygp 0
0 0 0 0o 0 O 0 0 Yr 0
waée wBSc wcée 0 0 0 5% Scba c §cQ
walqg WBSq wcsqg 0 0 0 by ffi d ¢qaQ

Fiir die Berechnung der Analyse kénnen nun wie in Abschnitt die STAMA und die rechte Seite V
aller Stationen aufsummiert werden. Durch die Addition von LAMA und STAMA kénnen somit die
gesuchten Analysewerte und konstanten Fingerprintgewichte berechnet werden.

In der verbesserten Version der Stationsmatrix, in der die 1. und 2. Ableitungen der stationsumgeben-
den Gitterpunkte bertiicksichtigt werden, kann das Fingerprintkonzept ebenso umgesetzt werden. Es
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sind die selben Annahmen zu treffen und die Entwicklungsschritte, wie in Abschnitt ausgefiihrt,
vorzunehmen.

3.4 Zusammenfassung des schrittweisen Ablaufs der trianguliren VERA

Am Ende dieses Abschnitts der konzeptionellen Beschreibung der trianguldren VERA, in der auch
eine beliebige Anzahl an Fingeprintfeldern beriicksichtigt werden kann, wird eine Zusammenfassung
des schrittweisen Ablaufs des Verfahrens angefiihrt.

Berechnung der Large Matrix (LAMA)

1. Gesuchte Analysewerte werden als Taylorreihe 2. Ordnung der benachbarten Analysewerte aus-
gedriickt (Gleichung[9). Dabei werden entsprechende Abstandsgewichte a eingefiihrt.

2. Aufspaltung der Analysewerte in einen erkldrten und unerklirten Anteil.

3. Minimierung der Differenz der tatsachlichen und der durch die Taylorreihen der benachbarten
Gitterpunkte ausgedriickten Analysewerte (Gleichung(15).

4. Minimierung der Summe aller quadrierten Steigungen und Kriimmungen der Analysewerte
an den Gitterpunkten um ein moglichst glattes Analysefeld zu erzeugen (Gleichung[20). Dabei
werden Flachengewichte y und Ableitungsgewichte x berticksichtigt.

5. Durch Herausheben der Unbekannten (Analysewerte und Fingerprintgewichte), kann die Ko-
effizientenmatrix LAMA (Large Matrix) bestimmt werden.

Berechnung der Stationsmatrix (STAMA)

1. Aufspaltung der Stationswerte und der von den stationsumgebenden Analysewerten interpo-
lierten Stationswerte in einen erkldrten und unerklirten Anteil.

2. Minimierung der Summe aller Differenzen der tatsdchlichen und der durch die Taylorreihen
der umgebenden Analysewerte ausgedriickten Stationswerte (Gleichung[24). Die Matrizen der
einzelnen Stationen werden ebenso zu einer gesamten Stationsmatrix addiert, wie die als Vek-
tor auf der rechten Seite des Gleichungssystems auftretenden gewichteten Stationswerte (17)

Durch die Addition der Large Matrix (LAMA) und der Stationsmatrix (STAMA) kann der gesuchte L6-
sungsvektor der unbekannten Analysewerte und Fingerprintgewichte berechnet werden.

3.5 Normierungen

Die in Abschnitt[3.1|beschriebenen Gewichtungsfaktoren spielen ebenso wie das Verhiltnis zwischen
LAMA und STAMA eine wesentliche Rolle fiir die Qualitdt der Analyse und werden in Abschnitt[4im
Detail besprochen. Um einen weiteren Qualitdtsgewinn (im Vergleich zur Analyse ohne Normierung)
aus den optimierten Gewichtungsfaktoren herauszuholen, miissen Normierungen im Gleichungssys-
tem[31|sowie in den Koordinaten vorgenommen werden. Die bekannten Elemente dieser Gleichung
(LAMA, STAMA und l_/)) werden dafiir durch ihren gemeinsamen maximalen Wert dividiert. Die Nor-
mierung erfolgt somit auf das Intervall [-1,1]. Auch die Koordinaten der Gitterpunkte, Stationen und
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Fingerprintfelder werden durch das Maximum des Absolutbetrages der x- und y-Koordinate dividiert
und somit die Doméne auf den Wertebereich [-1,1] normiert.

Fiir die in dieser Arbeit angewandten Gitterpunkt- und Stationskonfigurationen konnten diese Nor-
mierungen problemlos vorgenommen werden. In den graphischen Darstellungen wurden die Resul-
tate wieder mit dem jeweiligen Normierungsfaktor multipliziert, um die tatsdchlichen Werte abzu-
bilden. Eine Einschrinkung hinsichtlich der Konditionierung von Matrizen wird bei einer gréBeren
Anzahl von Gitterpunkten vermutet. Wenn die Gitterpunkte zu nah beieinander liegen, kénnte es zu
schlecht konditionierten Matrizen in der Berechnung der LAMA kommen. Das Intervall der Normie-
rung miisste dann angepasst, die in Abschnitt[4.1|beschriebene Optimierung der Gewichtungsfakto-
ren abermals durchgefiihrt und die Gewichte entsprechend adaptiert werden.

3.6 Verifikationsmethoden

Die Resultate, die mit der trianguldren VERA erzielt werden konnten, werden in Abschnitt [4| vorge-
stellt. Die Evaluierung der Qualitét erfolgt auf Basis zwei verschiedener Verifikationsverfahren:

1. Leave-one-out cross-validation

2. Gitterpunktverifikation

Die Giitemalf3e bilden in beiden Fillen der Root Mean Squared Error (RMSE) und die mittlere Abwei-
chung (BIAS). Um Randeffekten vorzubeugen (vgl. Abbildung[22) werden in der Verifikation nur jene
Stationen und Gitterpunkte beriicksichtigt, deren Koordinaten die Kriterien -6 < x<6und -5<y <5
erfiillen.

3.6.1 Leave-one-out cross-validation

Bei der Kreuzvalidierung handelt es sich um ein Verfahren mit dem die Giite eines Modells bestimmt
werden kann. Dabei wird versucht, einen tatsdchlich bekannten Wert (bzw. eine Gruppe von Wer-
ten) mit einem Modell zu reproduzieren. Das Modell darf allerdings weder bei der Berechnung selbst,
noch in einem etwaigen Trainingsdatensatz (liegt bei der Methode VERA nicht vor), Informationen
tiber das korrekte Ergebnis erhalten. Im einfachsten Fall wird diese Methode einmal durchgefiihrt.
Fiir eine robustere Verifikation eines Modells wird die Kreuzvalidierung k-mal vorgenommen (k-fold
cross-validation). Der Extremfall wird durch die leave-one-out cross-validation realisiert. Dabei wird
jeder Wert im vorhandenen Datensatz zu reproduzieren versucht, ohne ihn dem Modell zur Verfii-
gung zu stellen (Kiralj und Ferreira} [2009).

Im Fall der trianguldren VERA wird diese Form der Kreuzvalidierung wie folgt verwendet: Von einer
bekannten Anzahl von M Stationswerten werden M — 1 Werte an die Methode {ibergeben und die
Analyse durchgefiihrt. An den Koordinaten der ausgelassen Stationen wird der analysierte Stations-
wert abgegriffen. Dabei wird der unerkldrte Anteil von den umgebenden Gitterpunkten interpoliert.
Der bekannte Wert des Fingerprintfeldes wird am Ort der ausgelassenen Station mit dem berechne-
ten Fingerprintgewicht multipliziert. Dieser erkldrte Anteil wird zum unerklirten Anteil addiert und
die Differenz zum tatsédchlichen Stationswert gebildet. Dies wird fiir alle M Stationen durchgefiihrt
und aus den gebildeten Differenzen der RMSE und BIAS berechnet.
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3.6.2 Gitterpunktverifikation

Wihrend die leave-one-out cross-validation auch in der Praxis fiir die Verifikation der VERA mit rea-
len Stationsdaten verwendet werden kann, ist die Gitterpunktverifikation ausschlie8lich im Fall idea-
lisierter Felder anwendbar. Hier werden die analysierten Gitterpunktwerte direkt mit den korrekten
Gitterpunktwerten aus den verwendeten mathematischen Funktionen verglichen und der RMSE und
BIAS berechnet. In der Realitét stehen die tatsdchlichen Werte an den Gitterpunkten nicht zur Verfii-
gung, da die Berechnung derselbigen den Selbstzweck der Analyse bildet.
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4. Ergebnisse

In diesem Abschnitt wird die Qualitdt der im Zuge dieser Arbeit entwickelten trianguldren VERA an-
hand der Verifikationsergebnisse evaluiert und optimiert. Auf diesen Ergebnissen basierend werden
der Prozess und die Resultate der experimentellen Optimierung der internen Gewichtungsfaktoren
dargelegt. Im letzten Teil wird schlieBlich ein Vergleich mit der Standard-VERA in verschiedenen idea-
lisierten meteorologischen Situationen vorgenommen.

Um Aussagen iiber die Giite der Analyse treffen zu konnen, werden Analysen eines meteorologischen
Parameters durchgefiihrt. Die idealisierten Stationswerte werden durch mathematische Funktionen
berechnet und der Analysemethode {ibergeben. Die beiden gewéhlten mathematischen Funktionen
simulieren jeweils eine meteorologische Situation. Wihrend Gleichung[53]ein Tiefdruckgebiet nach-
bildet, stellt Gleichung[54]den Durchzug eines Frontensystems dar. Die analysierte meteorologische
Grole kann beliebig als Temperatur, Druck oder vergleichbarer skalarer Parameter interpretiert wer-
den. Vor der Analyse wurde der Wertebereich der Stationswerte mittels Division durch den Maximal-
wert und anschlieBender Multiplikation mit dem Wert 10 auf Werte zwischen 0 und 10 fiir die Konfi-
guration "Tief"bzw. -10 und 10 fiir die Konfiguration "Front" beschriankt. Damit die zu reproduzieren-
den Felder und das im Anschluss beschriebene Fingerprintfeld keine zufélligen Ubereinstimmungen
aufweisen, die die Analyse verzerren konnten, werden die Felder verschoben und im Fall der Front
auch gedreht (Abbildung[13|und[14).

Tief: z;= ((x—2)2+(y+ 1)2) (53)

Front: zy= amn((x—Z) + %) (54)

Idealisierte Funktion: Tief (exkl. Fingerprint)

6

10 6 Idealisierte Funktion: Front (exkl. Fingerprint

Abbildung 13: Idealisierte meteorologische Konfigura- Abbildung 14: Idealisierte meteorologische Konfigura-
tion "Tief" (ohne Fingerprint). tion "Front" (ohne Fingerprint).

Beide Konfigurationen wurden mit einem die Topographie simulierenden Fingerprintfeld aus trigo-
nometrischen Funktionen iiberlagert (Gleichung[55} [56| Abbildung[17). Die tatséchlichen Analsyefel-
der, die von der VERA auf Basis der Stationsdaten und des Fingerprintfeldes analysiert werden sollen,
sind in Abbildung[15|und[16|dargestellt.
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Tief: z;= ((x—Z)2 +(y+ 1)2) +10 % (sin(x) * cos(y)) (55)

Front: zp = atan ((x—2) + %) + (sin(x) = cos(y)) (56)

Die Gitterpunktverteilung (Abbildung[18) bildet im Hinblick auf den Vergleich mit der Standard-VERA
ein Gitter, welches mit beiden Methoden verwendet werden kann und daher eine Vergleichbarkeit
ermoglicht. Die Verbindungen der Gitterpunkte fiir die Erstellung eines trianguldren Gitters wer-
den durch die Delaunay-Triangulierung erzeugt (Abschnitt [2.2.3). Diese wird mit Hilfe des auf dem
python-Paket scipy basierenden Programm spatial. Delaunay durchgefiihrt. Wodurch die Entschei-
dung der gleichwertig scheinenden Moglichkeiten der Diagonalverbindungen getroffen wird, wurde
nicht weiter untersucht. Als Vergleich wurden benachbarte Gitterpunkte nicht durch die Delaunay-
Triangulierung, sondern iiber einen festgelegten Radius definiert. Alle Gitterpunkte innerhalb dieses
Radius wurden als verbunden klassifiziert. Diese Anderung zeigte keine Verdnderungen in den Resul-
taten der Analysen. Dies ldsst darauf schliel3en, dass auch in der Variante der Delaunay-Triangulierung
bereits genligend Verbindungen existieren.

Die Stationsverteilung wurde durch Zufallszahlen bestimmt. Die Anzahl der Gitterpunkte und Statio-
nen entspricht in etwa einer Analyse mit einer rdumlichen Aufl6sung von 12 km des dsterreichischen
Bundeslandes Niederosterreich.

Idealisierte Funktion: Tief (inkl. Fingerprint)

1 |dealisierte Funktion: Front (inkl. Fingerprint

Abbildung 15: Idealisierte meteorologische Konfigura- Abbildung 16: Idealisierte meteorologische Konfigura-
tion "Tief" (inkl. Fingerprint). Die roten Kreise entspre- tion "Front"(inkl. Fingerprint). Die roten Kreise ent-
chen den Stationskoordinaten. sprechen den Stationskoordinaten.

Fiir die Optimierung der internen Gewichtsfaktoren, sowie den Vergleich mit der Standard-VERA,
wurden beide Verifikationsmethoden (leave-one-out cross-validation und Gitterpunktverifikation (Ab-
schnitt[3.6) herangezogen.

4.1 Optimierung der internen Gewichtungsfaktoren

Im Verfahren der trianguldren VERA treten, wie in der Vorstellung der Methode in Abschnitt [3] be-
schrieben, verschiedene Gewichtungsfaktoren auf, die die Qualitidt der Analyse malgeblich beein-
flussen:



34 Ergebnisse

Triangulierung der Gitterpunkte
i i ion: Zufall

Fingerprint-Funktion: sincos 6 5 .
3 o

—6 —4 -2 0 2 4 6
X

®  Delaunay-triangulierte Gitterpunkte

X ®  Stationen

Abbildung 17: Fingerprintfeld aus trigonometrischen Abbildung 18: Gitterpunktsanordnung (blaue Punkte),

Funktionen, das eine idealisierte Topographie fiir die berticksichtigte Verbindungen zwischen Gitterpunkten
Analyse simuliert. Die roten Kreise entsprechen den (blaue Linien) und Stationsverteilung (rote Kreise) des
Stationskoordinaten. experimentellen Setups.

Gewichtung der Stationsmatrix o (Verhéltnis zwischen STAMA und LAMA)

Distanzgewicht a (vgl. Gleichung[13} Abbildung5)

- Flachengewicht y (vgl. Gleichung[20} Abbildung[7)

Ableitungsgewicht x (vgl. Gleichung[20} Abbildung|6)

Der Einfluss dieser internen Gewichtungsfaktoren wurde experimentell analysiert. Fiir die Optimie-
rung der Faktoren wurden die Stationswerte mit Hilfe der in Gleichung[55und[56]formulierten Funk-
tionen (fiir die nicht normierten Koordinaten) erzeugt. Als Gitter wurde die Gitterpunktverteilung aus
Abbildung|[18|verwendet. AnschlieBend wurde ein Gewichtungsfaktor nach dem anderen optimiert.
Da die verschiedenen Distanzen zwischen Gitterpunkten (Distanzgewichte) und bei unregelmaigen
Gittern auch die Flichen der Dreieckszellen (Flichengewichte) nur die Large Matrix verdndern, in der
Stationsmatrix allerdings nicht vorkommen, wird mit dem Gewicht der STAMA begonnen.

Die Faktoren werden dabei variiert und jeweils eine Analyse fiir die beiden zuvor beschriebenen me-
teorologischen Konfigurationen (Tief, Front) berechnet. Fiir beide wurde der RMSE beider Verifika-
tionsmethoden addiert. Je nach Gewichtungsfaktor wurde entweder jener Wert mit dem geringsten
Fehler in der Verfikation, oder ein robuster Wert, ab dem die Verdnderung der Analysequalitét nicht
mehr von Relevanz ist, als optimaler Gewichtungsfaktor betrachtet.

4.1.1 Gewichtung der Stationsmatrix o

Als erster Schritt wurde ein bestmégliches Verhéltnis zwischen Stationsmatrix und Large Matrix iden-
tifiziert. Dabei wurde beginnend bei einem Gewicht von 0.1 der Gewichtungsfaktor um eine Zehner-
potenz erhoht und bei 10,000,000 beendet. Ab einem Gewichtungsfaktor von 10,000 stellten sich
keine sichtbaren Verbesserungen im RMSE mehr ein (vgl. Abbildung[19). Geringfiigig bessere Ergeb-
nisse konnten jedoch mit einem Faktor von 100,000 erzielt werden. Dementsprechend wurde dieser
Faktor tibernommen und in der Optimierung der weiteren Faktoren bereits berticksichtigt. Dieser
Gewichtungsfaktor erscheint sehr hoch und tritt durch die in Abschnitt beschriebene Normie-
rung in dieser Hohe auf. Im Zuge dieser werden die Werte der Stationsmatrix starker reduziert als die
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Werte der Large Matrix. Dies wird durch die hier festgestellte h6here Gewichtung der Stationsmatrix
wieder ausgeglichen. Ob diese Auffilligkeit in anderen Stations- und Gitterpunktskonfigurationen in
dhnlicher Hohe auftritt, bedarf weiterer Untersuchungen.

4.1.2 Distanzgewichte a

Fiir die Optimierung der Distanzgewichte wurden fiir a die folgenden Zusammenhénge der Gitter-

punktsdistanz getestet: @ = 1, é, %, %, %, ﬁ, ﬁ, ﬁ. Die Werte der Kostenfunktion steigen naturge-

miR durch die kleineren Werte im Nenner. Die Verifikation aus Abbildung[20]zeigt, dass die Giite ab

einem Faktor a = %
tora = ﬁ noch erreicht werden, weshalb dieser auch tibernommen wurde. Der Exponent im Nenner
mit dem Wert 10 fiel hoher aus als erwartet. Diese hohe Gewichtung bedeutet, dass ndher liegende

nahezu konstant bleibt. Eine geringe Verbesserung konnte jedoch mit dem Fak-

Gitterpunkte um ein vielfaches stérker berticksichtigt werden, als weiter entfernte Punkte.

Optimierung des Gewichtungsfaktors "alpha”
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Abbildung 19: Optimierung der Gewichtung der Stati- Abbildung 20: Optimierung der Distanzgewichte an-

onsmatrix im Verhdltnis zur Large Matrix anhand des hand des RMSE fiir beide idealisierten meteorologi-
RMSE fiir beide idealisierten meteorologischen Situa- schen Situationen Front und Tief. Der Parameter d auf
tionen Front und Tief. der x-Achse bezieht sich auf die Distanzen zwischen

den Gitterpunkten (vgl. Gleichung[12)

4.1.3 Fliachengewichte y

Die Idee hinter der Flichgewichtung y wurde bereits in Abschnitt[3.1|erldutert. Experimentell wurden
verschiedene Arten der Flachengewichtung getestet. Zunichst wurde die Flachengewichtung aufer
Acht gelassen (y = 1). Danach wurde y wie in Abbildung|[7|dargestellt, tiber jene Dreiecksflédchen, die
mit dem Gitterpunkt direkt verbunden sind, gebildet (diese Variante wird als area weight bezeich-
net). In der Variante extended area weight wurden nicht nur die direkt benachbarten Dreiecke, son-
dern auch die daran angrenzenden Nachbar-Dreiecke in der Anteilsberechnung der Gesamtflache
beriicksichtigt. Eine Optimierung dieses Faktors ist fiir das vorliegende Gitter (Abbildung nicht
sinnvoll. Die Triangulierung ordnet theoretisch gleichberechtigten Gitterpunkten im Falle der Vari-
ante area weight innerhalb der Grenzen —6 < x < 6 und -5 < y < 5 zwischen 4 und 8 angrenzende
Dreiecke zu. Dadurch verschlechtert sich der RMSE bei Bertiicksichtigung der Flichengewichte (Ab-
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bildung[2I). Erste Experimente, die vom Autor auBerhalb dieser Arbeit mit lokal verdichteten Gittern
durchgefiihrt wurden, legen nahe, dass die Flichengewichte bei dieser Art von Gittern beriicksichtigt
werden sollten und die erwartete Qualitidtsverbesserung bringen. Daher wurde auch schon in den
idealisierten Berechnungen dieser Arbeit (Gitter gemaR Abbildung[18) wurde die Flichengewichtung
aufidentisch 1 gesetzt.

4.1.4 Ableitungsgewichte x

Die Ableitungsgewichte x sind keine Eigenheit der trianguldren VERA, sondern werden auch in der
konventionellen Variante berticksichtigt. Wie bereits in Abschnitt[3.1langedeutet, sollte der Minimie-
rung der Kriimmung eine hohere Bedeutung zukommen, als der Minimierung der Steigung. Mit den
in Abbildung[22] durchgefiihrten Konfigurationen konnten allerdings keine relevanten Unterschiede
zwischen den Varianten 0.33/0.33/0.33, 0.0/0.5/0.5 und 0.1/0.45/0.45 identifiziert werden (Gewicht
der 1. Ableitung «;/ 2.Ableitung x»/ gemischten Ableitung x3). Bei der Konfiguration Front lieferte
die Variante 0.9/0.05/0.05 die besten Resultate. Da dies durch die hauptsachlich lineare Steigung der
Front erklart werden kann, aber bei der Konfiguration Tief nicht der Fall ist, wurde diese Konfigura-
tion nicht weiter verwendet. Aufgrund der Ahnlichkeit der Resultate der drei genannten Varianten,
miissten Experimente mit realen, nicht idealisierten Daten durchgefiihrt werden, um die optimale
Konfiguration zu finden. Fiir den anschliefenden Vergleich mit der Standard-VERA wurde die Vari-
ante 0.0/0.5/0.5 gewdhlt, mit der diese auch berechnet wurde.

" Optimierung des Gewichtungsfaktors "gamma” " Optimierung des Gewichtungsfaktors "kappa”
s 8
—a&— RMSE (Front) - Crossval A RMSE (Front) - Crossval
—a— RMSE (Tief) - Crossval A  RMSE (Tief) - Crossval
0 [ —a— RMSE (Front) - GP verif 07 I A RMSE (Front) - GP verif
#— RMSE (Tief) - GP verif A RMSE (Tief) - GP verif
0.6 0.6
A
05 0.5
o B —a 7]
[ i @ 04 &
s A * — = : ‘ ‘
& & A
03 0.3
0.2 0 A
& & 3 A A A
0.1 0.1 '
& & 4 A A A
0.0 0.0
1 areaweight extended-areaweight 0.33/0.33/0.33 1.0/0.0/0.0 0.0/05/05 01/0.45/0.45 0.9/0.05/0.05
Gewichtungsfaktor: gamma Gewichtungsfaktor: kappa

Abbildung 21: Optimierung der Flichengewichte an- Abbildung 22: Optimierung der Ableitungsgewichte an-
hand des RMSE fiir beide idealisierten meteorologi- hand des RMSE fiir beide idealisierten meteorologi-
schen Situationen Front und Tief. schen Situationen Front und Tief.

Die Resultate der Optimierung der internen Gewichtungsfaktoren lassen den Schluss zu, dass folgen-
de Konfiguration fiir die vorliegenden idealisierten Situationen die bestméglichen Ergebnisse zuldsst:

— Gewichtung der Stationsmatrix o: 100,000
— Distanzgewicht: a = ﬁ

— Flachengewicht: y =1
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— Ableitungsgewicht: x = [0.00,0.50,0.50]

In Abbildung[23|und [24]sind die Ergebnisse dieser Einstellungen im Vergleich mit den tatséchlichen
Analysewerten grafisch dargestellt. Die groBen Ubereinstimmungen dieser Plots in beiden meteoro-
logischen Konfigurationen bestétigen die Qualitdt der Analyse. Rechts oben sind jene Einstellungen,
mit welchen die Analyse berechnet wurde, angefiihrt.

Ergebnisse
STAMA: Klassisch
1 Fingerprint inkludiert

3D Triangulire Oberflache Anzahl der Stationen: 55 1100

Konfiguration
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6 Ps Stationskoordinaten: Zufall
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kappa: 0.0 05 0.5
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Abbildung 23: Analyse mit Stationswerten der Funktion , Tief“ inkl. idealisiertem topographischen Fingerprint. Links oben:
3D-Darstellung der Analyse. Links unten: 2D-Darstellung der Analyse (blaue Punkte: Stationen). Leave-one-out cross-
validation: RMSE = 0.04 und BIAS = 0.01, Gitterpunktverifikation: RMSE = 0.18 und BIAS = 0.12. Rechts unten: 2D-
Darstellung der tatsdchlichen Funktionswerte.

Es wird festgehalten, dass die Resultate der Optimierung auf idealisierten meteorologischen Feldern
basieren. In weiterfiihrenden Untersuchungen kann der gleiche Aufbau der Experimente in einem
Praxissetting abermals durchgefiihrt und die Ergebnisse verglichen werden. Im folgenden Abschnitt
wird die Analysequalitédt der optimalen Konfiguration mit der Standard-VERA verglichen.

4.2 Vergleich mit Standard-VERA

Um die Vergleichbarkeit zwischen trianguldrer und Standard-VERA zu ermdoglichen, wurden alle Ein-
stellungen und Konfigurationen so gewdhlt, dass sie in beiden Versionen realisiert werden kénnen.
Die Gewichtungsfaktoren, die ausschlielich in der trianguldren VERA vorkommen, sind die Distanz-
gewichte a und Flichengewichte y. Diese wurden auf Basis der in Abschnitt[4.1]beschriebenen Op-
timierung auf a = ﬁ und y = 1 gesetzt. LAMA und STAMA sind in der Standard-VERA von #dhnli-
cher GroRBenordnung, weshalb dort keine eigene Gewichtung der Stationsmatrix vorgenommen wird
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Ergebnisse
STAMA: Klassisch
1 Fingerprint inkludiert
Anzahl der Stationen: 55 1038

3D Triangulare Oberflache

Konfiguration
Gitter: exp-setup Al
Funktion: Front
Stationskoordinaten: Zufall
Anzahl der Stationen: b5 595
STAMA Gewicht: 100000
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& gamma: Kein Flaschengewicht
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* b Lo.12

Triangulare VERA Analyse

Tatsachliche Werte an den Gitterpunkten
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Abbildung 24: Analyse mit Stationswerten der Funktion ,Front“ inkl. idealisiertem topographischen Fingerprint. Links
oben: 3D-Darstellung der Analyse. Links unten: 2D-Darstellung der Analyse (blaue Punkte: Stationen). Leave-one-out
cross-validation: RMSE = 0.38 und BIAS = 0.02, Gitterpunktverifikation: RMSE = 0.40 und BIAS = —0.14. Rechts unten:
2D-Darstellung der tatsdchlichen Funktionswerte.

(0 =1). In der trianguldren Variante wird die Stationsmatrix hingegen entsprechend der zuvor ange-
fithrten Resultate aufgrund der Normierungen mit o = 100,000 gewichtet.

4.2.1 Stationskonfigurationen

Die Gitterpunkte wurden so gew#hlt, dass beide Versionen der VERA damit rechnen kénnen (Abbil-
dung|[18). Neben der Konfiguration mit zufillig verteilten Stationskoordinaten wurden zwei weitere
idealisierte Sonderfélle von Stationsverteilungen (in vier Varianten) getestet, die in der konventio-
nellen Variante der VERA in vereinzelten Analysen meteorologischer Parameter zu Schwierigkeiten
fiihrten.

- Insel: Meteorologische Messstationen befinden sich auf Inseln oftmals vermehrt am Inselrand.
Dadurch entsteht eine annihernd kreisformige Anordnung der Stationen (Abbildung25). Bei-
spiele hierfiir sind Hawaii oder Korsika.

— Kiistenlinie: Nicht nur auf Inseln, sondern auch an Kiistenstreifen konzentrieren sich meteo-
rologische Stationen entlang einer Linie an der Kiiste (Abbildung 26} 27} [28). Beispiele hierfiir
sind die Adriakiiste von Kroatien und Italien, sowie der Westkiiste von Italien zu finden.

Im Zuge dieser Arbeit wurden die Analysen beider Methoden auch fiir diese Sonderfélle von Stations-
verteilungen in den idealisierten Situationen eines Tiefs und einer Front berechnet. Konkrete Félle in
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denen Probleme bei der Standard-VERA in der Vergangenheit auftraten, wurden aufgrund fehlender
Daten und Details nicht simuliert.

Durch die erweiterten Verbindungen der Gitterpunkte in der trianguldren VERA mit den nédchsten
und iibernédchsten Nachbarn aller Verbindungslinien (nicht ausschliellich horizontale und vertika-
le Verbindungen) kénnten entstehende Schwierigkeiten der Standard-VERA reduziert werden. Um
etwaige Auswirkungen dieser Spezialkonfigurationen in der trianguldren VERA zu testen, wurde die
Stationskonfiguration ,Kiistenlinie“ in drei Varianten getestet (Abbildung . Dabei wurden
die Stationen zunéchst im Zentrum einer rechteckigen Gitterbox platziert. In einer zweiten Variante
wurden sie um die Hélfte der Distanz zwischen Gitterpunkt und Stationen in horizontaler und verti-
kaler Richtung verschoben. In der dritten Variante wurden die Stationen dann direkt am Gitterpunkt
platziert.

Unabhéngig von der Anordnung entlang einer Kiistenlinie kam es in der Standard-VERA stets zu Un-
stetigkeiten wenn eine Station zu nahe an einem Gitterpunkt lokalisiert war. Diese wurde dann ge-
ringfiigig verschoben, um das Problem zu umgehen. In der triangulédren Variante der VERA tritt diese
Problematik nicht mehr auf.

Triangulierung der Gitterpunkte Triangulierung der Gitterpunkte
tati i Insel ionskonfiguration Kiiste 1

6 4 ) 0 2 4 6 —6 —4 -2 0 2 4 6
X X

®  Delaunay-triangulierte Gitterpunkte
®  Stationen

Abbildung 25: Stationskonfiguration ,Insel“. Die Statio-
nen sind wie auf Inseln oftmals tiblich am Inselrand
konzentriert.

©  Delaunay-triangulierte Gitterpunkte

®  Stationen

Abbildung 26: Stationskonfiguration , Kiiste 1. Die Sta-
tionen sind wie oftmals {iblich entlang der Kiistenli-
nien angeordnet (hier im Zentrum einer Gitterbox der

Standard-VERA).

4.2.2 Vergleich der Analysequalitit anhand des RMSE und BIAS

Fiir die im vorangehenden Abschnitt erwéhnten fiinf Stationskonfigurationen (Zufall, Insel, Kiisten-
linie 1,2,3) wurde jeweils eine Analyse mit der Standard- und der trianguldren VERA durchgefiihrt.
Die Verifikation erfolgte fiir alle Konfigurationen mittels Leave-one-out cross-validation. Als Verifika-
tionsmalle dienen RMSE und BIAS. Die Stationskonfiguration ,Zufall“ wurde auch anhand der be-
kannten Gitterpunktswerte verifiziert. Diese wurde fiir die iibrigen vier Spezialkonfigurationen nicht
gemacht, da sich der Grol3teil der Gitterpunkte in groller Distanz zu den im Zentrum der Doméne
konzentrierten Stationen befindet. Die Resultate der Gitterpunktverifikation wiirden somit maligeb-
lich von den Randeffekten beeinflusst werden.

Die Resultate fiir beide idealisierten meteorologischen Situationen Tief und Front sind in den Abbil-
dungen9|bis[32Jabgebildet. Weder die triangulire, noch die konventionelle Variante konnte bei einer
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Triangulierung der Gitterpunkte Triangulierung der Gitterpunkte
i ion: Kiiste 2 i i ion: Kiiste 3
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Abbildung 27: Stationskonfiguration , Kiiste 2“. Die Sta- Abbildung 28: Stationskonfiguration , Kiiste 3“. Die Sta-
tionen sind wie oftmals iiblich entlang der Kiistenlinien tionen sind wie oftmals iiblich entlang der Kiistenlinien
angeordnet (hier im linken bzw. rechten oberen Bereich angeordnet (hier direkt auf den Gitterpunkten).

einer Gitterbox der Standard-VERA).

speziellen Situation oder Stationskonfiguration herausstechen. Beide Varianten sind somit in ihrer
Analysequalitdt vergleichbar. Leichte Vorteile der Standard-VERA in der Kombination Front/Zufall in
der Gitterpunktverifikation (Abbildung[29) sind mit einem Wert von 0.36 gegeniiber 0.40 der triangu-
laren VERA auszumachen. Hingegen liefert die trianguldre VERA in den Kombinationen Tief/Kiiste
1 und 2 geringfiigig bessere Resultate. Diese "grofSten" Unterschiede in den Verifikationsmalien sind
jedoch nicht eklatant und lassen somit nicht auf eine qualitative Uberlegenheit einer Variante schlie-
Ben. Auch beim BIAS (Abbildung[30} 32) sind sich die Resultate der beiden Varianten sehr dhnlich.

Triangulire vs. Herkommliche VERA (Front): RMSE Triangulire vs. Herkommliche VERA (Front): BIAS
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Abbildung 29: Vergleich der Analysen von Standard- Abbildung 30: Wie Abbildung@ aber fiir den BIAS.
und triangulédrer VERA fiir die Konfiguration Front an-

hand des RMSE. Fiinf Stationskonfiguration wurden

mittels Cross-validation verifiziert, eine davon (Zufall)

auch mittels Gitterpunktverifikation.
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Triangulire vs. Herkdmmliche VERA (Tief): RMSE Triangulare vs. Herkommliche VERA (Tief): BIAS
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Abbildung 31: Wie Abbildung@ aber fiir die Konfigu- Abbildung 32: Wie Abbildung@ aber fiir den BIAS der
ration Tief. Konfiguration Tief.
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5. Schlussfolgerungen und Ausblick

Der Machbarkeitsnachweis der Berechnung einer meteorologischen Analyse mit der VERA Metho-
de auf einem trianguldren Gitter konnte im Zuge dieser Arbeit erbracht werden. Der Ansatz, die
Zusammenhdnge und Abhéngigkeiten zwischen Gitterpunkten mittels gewichteter Taylorreihenent-
wicklungen auszudriicken, stellte sich als erfolgreich heraus. Auf dessen Basis konnten die Ableitun-
gen an einzelnen Gitterpunken explizit ausgedriickt und somit die Steigungen und Kriimmungen im
Analysefeld entsprechend des VERA Ansatzes minimiert werden (Kostenfunktion in Gleichung[20).

Anhand der idealisierten meteorologischen Situationen eines Tiefdruckgebiets und einer Front zeigte
sich der groRe Einfluss der verschiedenen Gewichtungsfaktoren der trianguldren VERA. Der Einfluss
und die Auswirkungen dieser Faktoren wurden fiir den Zweck dieser Arbeit beschrieben und evalu-
iert. Eine Ausnahme bildet die Relevanz des Flichengewichtes y. Diese bedarf weiterer Untersuchun-
gen im Fall unstrukturierter Gitter, deren durch die Koordinaten definierte Dreiecke verschiedene
Flacheninhalte aufweisen. Durch die Optimierung der iibrigen Parameter auf Basis der Reduktion
des Root Mean Squared Error konnte die Qualitidt der Analyse bis auf das Niveau der Standard-VERA
verbessert werden. In den Verifikationsresultaten zeigen sich weder positive, noch negative relevan-
te Qualitatsunterschiede zwischen der trianguldren und der Standard-VERA (Abschnitt[4.2.2). Somit
konnen etwaige Vorteile der trianguldaren VERA ohne Qualitdtsverlust in der Analyse ausgeschopft
werden. Diese umfassen die folgenden in Abschnitt[I.I|detaillierter formulierten Moglichkeiten:

Die geometrische Form der Analysedoméne kann beliebig gew#hlt werden und ist nicht an die
Form eines Rechtecks gebunden.

Gitterpunkte kénnen beliebig gesetzt werden. Dadurch ist eine lokale Verdichtung des Gitters
und somit variierende rdumliche Auflésung innerhalb der Domane mdoglich.

— Das Problem der Meridiankonvergenz an den Polen bei globaler Analyse wird reduziert.

Eine effizientere Dimensionserweiterung kann realisiert werden.

Das Ziel dieser Arbeit konnte somit erreicht werden. Es eréffnen sich jedoch gleichzeitig zahlreiche
weitere Entwicklungsfelder der trianguldren VERA. Die Fingerprintgewichte werden in der vorliegen-
den Version ausschliellich als konstante Werte berechnet. Raumlich variable Fingerprintgewichte
wurden fiir die Standard-VERA bereits entwickelt und implementiert. Dadurch kann der Einfluss der
Fingerprints lokal optimiert und gesteuert werden. Dies fiihrte zu weiteren Verbesserungen der Ana-
lysequalitdat und kann auch fiir die trianguldre VERA entwickelt werden.

Eine Dimensionserweitertung in eine dritte und vierte Dimension (Raum, Zeit) verspricht ebenso
Verbesserungen und eine Reduktion des RMSE in ausgewdhlten Regionen bei bestimmten Wetter-
lagen. Somit kénnen beispielsweise Inversionslagen korrekter dargestellt (Seehdhe als Koordinate)
oder zeitlich homogenere Analysen durch die Beriicksichtigung zuvor gemessener Stationswerte (Zeit
als Koordinate) berechnet werden. In der Standard-VERA miissen fiir diese Erweiterungen eigene Ab-
stinde definiert werden, die fiir die gesamte Analysedomine gelten (z.B. flinf Hohenschichten). In der
trianguldren VERA kdnnten diese nur in relevanten Regionen (z.B. im Gebirge) beriicksichtigt und wi-
derum Regionen, in denen dadurch keine Verbesserungen erwartet werden (z.B. im Flachland) auller
Acht gelassen werden. Dies wiirde sich aller Voraussicht nach in der Effizienz der Berechnung nie-
derschlagen. Insbesondere im operationellen Betrieb eines Analysesystems kénnte dies wesentliche
Vorteile erzielen.
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Hinsichtlich der Rechenzeit im Allgemeinen wurden im Zuge dieser Arbeit keine Optimierungen und
Untersuchungen angestellt. Fiir einen Effizienz-Vergleich hinsichtlich dieser Grofle zwischen trian-
guldrer und Standard-VERA, miissten zunéchst vergleichbare Rahmenbedinungen und Vorausset-
zungen geschaffen werden. Neben der Berechnung der Analyse auf selber Hardware sind Versionen
mit Fokus auf zeitlicher Effizienz zu entwickeln und umzusetzen. In einem Vergleich kénnen sowohl
tibliche Doménen (Rechteck), wie auch Fokusregionen getestet werden. In diesen kann die Berech-
nung von nicht relevanten Regionen in der trianguldren VERA ausgespart werden und die Verifikation
nur fiir die Region von Interesse durchgefiihrt werden.

Im Zuge dieser Arbeit wurden auch theoretische Uberlegungen zur Verwendung triangulérer Gitter
ausgefiihrt. Der Einfluss verschiedener Gitter auf die Qualitédt der Analyse kann Gegenstand weite-
rer Untersuchungen sein. Durch die lokale Verdichtung in Gebieten rdumlich stark variierende Fin-
gerprints bei gleichzeitiger Verwendung von rdumlich variablen Fingerprintgewichten und der Hohe
der Stationen und Gitterpunkte als dritte Dimension, konnten voraussichtlich Analysen mit hoherer
Qualitét erzielt werden.
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6. Anhang

6.1 LAMA - Stationsverteilung entspricht Gitterpunkten

Ausdruck der Analysewerte (Gitterpunktwerte) durch Taylorreihenentwicklung der ndchsten und iiber-
néchsten Nachbarn.

wp=var 2| poxn+ 2| 2T e ZE e xnum v+ F| gs-va?| 6D
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In weiterer Folge werden Differenzen in folgender Schreibweise abgekiirzt.
(xB—xA):xB,A (62)

Der Gewichtungsfaktor ap 4 gewichtet die spédteren Analysewerte entsprechend des Abstands zu den
umliegenden Gitterpunkten. R bezeichnet dabei die mit A verbundenen Gitterpunkte (ndchste und
tibernédchste Nachbarn).
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Fiir jeden Gitterpunkt P und seine umgebenden Gitterpunkte R (ndchste und tibernidchste Nachbarn)
gilt daher folgender Ausdruck.

)CPR:aRP\I’P_"PR"'aRP{ iy‘ (xp—xp) + 07‘11' (yr-yp)+ (70)
' ' T loxlp oy Ip

1| 0% 2, 0PV 2 2 .

2| 32 P(xR—xp) +2m P(xR—xP)(J/R—yPH 372 P(yR—yp) }—»mzn

Minimierung der Kostenfunktion Jj fiithrt zu kleinstmdéglichen Differenzen zwischen den tatsachli-
chen und den durch Taylorreihen ausgedriickten Analysewerten. Dabei wird nach den Unbekannten
(1. und 2. Ableitungen) abgeleitet. Der Faktor 2 wird dabei gekiirzt, da er in allen Gleichungen glei-
chermalfien vorkommt. In den folgenden Gleichungen wird dies fiir einen beliebigen Gitterpunkt P
demonstriert. Aufgrund besserer Lesbarkeit wird auch der distanzgewichtende Faktor @ zwischen-
zeitlich ausgespart und an spéterer Stelle wieder eingefiigt.

N...Anzahl der Gitterpunkte

{(P)...Gridpoint-Neighbor-Operator (spezifiziert alle ndchsten und {iberndchsten Nachbar-Gitterpunkte von P)
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0‘3,27‘5 p R=CP) 0x oy 2 0x2 |, "RP T gxay|, NPT T2 g2 | TRP| 2TRP

ol X \PP_\PRJF(E XRP+6;P' yRPJrlazl x§P+627\P xRPpr+laz—‘y Yap ly%ep =0 (75)

rod ox|p T OylpTTT 2 0x? [T Ox0y |, T 2 oy TR 270

ay? p

o "k \PP_\PRJF(L\P XRP+(L\P' yRPJrlBZ*\P xlzqPJrﬂ xRPJ’RP‘Flazl Y%zp xgpyrRp =0 (76)
9 06;(;1; p RE®) ox|p ™" aylpT T2 ox? |, T dxdy|, T 2 ay? |t ,PVR,

Durch Ausmultiplizieren der Terme mit den inneren Ableitungen, umschreiben der Terme ohne Ab-

leitungen auf die rechte Seite und Aufteilung der Summe ) (...) auf die einzelnen Terme, gelangt
R=((P)
man zu folgenden Gleichungen.



% » ;P xRP (;\;I'PR:% ]xR PYRP+ (;22 ; % ?e + % PR:%P) RPJ’RP"' (;2;’ PR:%P)éxR,PJ/ﬁ,p :R:%P)[‘*’R—‘PP]XR,P @n
% PR:%P TRPIRPT Z\J}’, P R=((P y%’PJr 227\5 pR%p)%x%'PYR'N % pR:%P) Vet 227\5 PR:((P)%J’% :R=%PJ el (78)
% PR:%pJ %xR'PyIZQ’PJr ?Ty'p R=((P %ﬁ“ﬁ ZZT\;I pR:%PJ ixé'Py%'PJr % pch(P)%XR’PJ/}?%’PJr 227\5 PR=((P)iy;'P :R:%P) el %yi’P w
%I: PR:%P xR pYRP+ == 3y PR:%P)xR,pyéP-# 227‘5 PR:%P)%X%,pYR,p+ (;i—;; PR:%P)X%,pJ’%?,p"' (;27‘3 PR:((P)%XR,PJ’;}) R:%P [‘I’R ‘I’p XR,PYR,P 81

Die Gleichungen kénnen als Gleichungssystem in Matrix-Schreibweise angeschrieben werden. Ab dieser Stelle werden die Distanzgewichte a wieder be-
ruiicksichtigt.

1 1
)y aR,Pxirp Y Q@RPXRPYRP X a/R,Pix??’p X dR,PQXR,PJ'f;_p )y aR,Px%g,pJ’R,P v Y [Yr-agrp¥p|xrp
R={(P) R={(P) ) R={(P) L2 R={(P) L 3 R={(P) ) ox |p R=((P)
Y. QRPXRPYRP Y QarpPYRp > @Rrp3XypVRP Y ARP3YVpp Y QRPXRPYRp a¥ Y [Yr-arp¥p]yrp
R={(P) L3 R={(P) L2 ! R={(P) 1 ! . R=((P) L2 ’ ) R={(P) . ! 62{/1/ P R={(P) L2
Y ARpP3Xpp Y QRP3XppVRP Y QARpP7Xpp Y arpzXppVrp Y appz RpJ’RP B i P Y [Yr-agrp¥p]3x5p 82
RCP) TN RC) L RGPy U RD) R B o R=((P) . ®2)
> Qarp3XRPY X app3Yy Y appgXppy Y appzy Y app3xgpy — Y [Yr-arp¥p|3y
pegpy T TR e TR ey R gy TR ey kel | e STRP
Y. QRpXy pYRP Y. QR pXRpY > @rp3XppVRP Y. aRrp3XRpPY Y agpxlpy3 Y [Yr-agrp¥p]XrpyrP
rgpy o RP R=C(P) BP ptip) rP R=C(P) RE - plgpy T TRPIRE ] A Ox0yIPS \pip)

Der allgemeine explizite Ausdruck einer nxn Determinante, entwickelt nach der Spalte j lautet wie folgt. Der Summand i bezeichnet die jeweilige Zeile der
Matrix.

n o
det(M) =) (-1)'*"/-a;;jdet(M;;) ®3)
i=1

9
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Hier représentiert D;; die Determinante von M;, die entsteht wenn die Zeile i und die Spalte j der Matrix M gestrichen werden. a;; steht fiir das jeweilige
Matrixelement der Matrix M in der Zeile i und der Spalte j. Im Falle einer 5x5 Matrix kann die Determinante daher entsprechend berechnet werden.

det(M) = ay1 - D11 - a1+ D21 +asy - D31 — ay) - Dg1 + asy - Dsy (84)

Wie in Abschnitt 3]beschrieben, muss fiir die Berechnung der Analyse die folgende Kostenfunktion J; minimiert werden. Die Unbekannten bilden die

Analysewerte W, die hier noch in den ersten und zweiten Ableitungen enthalten sind.

2 N [ A2
0¥
YPiK2+Z(
P,—) =1\ 0y2

0x2

dy

i=1

2 N (aw| > N ( 52y
P)YP,-KHZ(— )YP,»K1+Z(
i P; i

i=1

)2)/ Ko + ﬁ ( 0w )2}/ K (85)
p;K2 P, K3
P =1\ 0xoy P,

N oy
1= (—
%

Die ersten und zweiten Ableitungen miissen daher zunichst aus dem zuvor angefiihrten Gleichungsystem M X = b entsprechend der Cramer’schen Regel

explizit aufgeldst und eingesetzt werden.

det(Mp)
xp = LetMp) (86)
detps
ail ... ayg-1 b apgar . ain
a1 ... dpk-1 b2 aspy1 ... azn
Mp={ . . . . . ) . 87)
an)l .- Apk-1 bn apky1 ... ann

Dementsprechend kann die Matrix Mp, fiir den Gitterpunkt P wie folgt angeschrieben werden. Dabei wurde die Spalte j = 1 wurde durch den Vektor der

rechten Seite des Gleichungssystems ersetzt.
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Y [Yr-arp¥p|xrp
R={(P)

Y [Yr-arp¥p|yrp
R=((P) -

= Y |Yr—arp¥p|5x
Mpl R=T(P) [ ] 27R,P

Y [Yr-agrp¥p]iy3
o 2VRp
Y [Yr-arp¥p|xrpyrP

R=((P)

R:%(P) QR PXRPYR,P
2
R=%(P) a}i’Pi’R’P
R=%(P) aR,p QXIRJ;VR,P
R=§(P) PR P

Y appXppY:
R=((P) RP

>
R=((

P)

1.3
XR,P2XR p

)

1.2
Y @Rrp3Xp pVRP
R=((P) )
4
@R,PZXR p
R=((P) ’

1.2 2
Y aRrpzXppYy
P1YRPYRP
R=({(P) )
3
YL QaRrp3XppYRP
R=({(P)

1 2
Y @RrpP3XRPYRp
R={(P) -
_Z ) aR,P EyR'p

1.2 2
pzip PR PR
1.4
)3 ORPzYRp
R=((P) ) ’
Y arp3*RPVyp
R=({(P) ’

2

Y @appX% pVRP
R=((P)

)y aR,PxR,PyIZq p
R=((P) . ’
R %(P) TP 20 PV

1

Y aRp3XRPVhp
R=((P) ’

Y arpxj pys
RZE) R,PYRP

Im Zuge der Minimierung der Kostenfunktion J; wird nun nach allen Gitterpunkten, hier exemplarisch nach ¥ 4, abgeleitet.

(88)

8
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10/, det(My) 1, 1,
2091 derMaZ Y araxgra-Dann— Y, apaYRA-Dan+ Y. @R,A5 ¥R A Dazi— ), ARAZVRA" Dasi+ ), QpAXrAYRA-Das1|yaxi (89)
A et(Ma)” | rZg(a) R={(A) R={(4) R=((4) R={(4)
det(M o) 1, L2
-——== |- Y apaxpa-Daiz+ Y, apaVra-Daxa— Y arazxpa-Dasa+ Y @pa=Ypa-Dasz— Y. QraXpAVRA-Das2|yaxi
det(My)? 2°R, 2R,
A R=((A) R={(A) R={(A) R={(A) R=((A)
det(M43) 1 1
T oM Y. apaxra-Daiz— Y, araVrRA-Dasz+ ), ARA, fm ‘Dazz— ), aR,Azylza,A ‘Dpsz+ Y, QRAXRAVYRA Dass|yaxe
et(Ma)® | pZg(a) R={(4) R=((4) R={(A) R=((4)
det(Maq) 1 1
T ZerZ | Y apaxra-Daa+ Y. apayra-Dasa— Y, aR,AEXIZq,A ‘Dpza+ ), aR,AE.V}Zz,A'DA44 - Y apaXRAYRA -Dasa|yaxz
etMa) | rig(a R={(A) R=((4) R={(4) R=((4)
det(Mys) 1, L)
_—d i )2 Z aR,AxR,A-DA15_ Z aR,AyR,A'DA25+ Z aR»AE'xR'A'DASS_ Z aRyAEyR,A'DA45+ Z aR,AxR,AyR,A'DASS ¥ AK3
e A R={(A) R=((A) R={(A) R={(A) R={(A)
det(Mp)) D Dpo1+@apai D L2 Dpa+ D
——— |aAaBXAB" -a . QAB=X; p" —@AB= . aABX . K
det(Mp)? ABXAB D11~ @ABYAB Dp21+ @A B5 Xy g D31 ~@AB5Va g DBa1+@ABXABYAB  DBs51|YBK1
det(Mp») L) 1o
———— | ~@A,BXAB DB12+®ABYAB DB22—AAB- X, 5 DB32+ @A B YA p - DBa2— @ABXABYAB DBs2|YBK1
det(Mp) 274 274
det(Mps) 15 Lo
——— |@A,BXAB D13~ ®ABYAB DB23+aAB X, 5 DB33—®aB5Ya g DBaz+aaBXaBYAB Dps3|vpk2
det(Mg) 274 274,
det(Mpa) X ARBX D +a D 11 lx2 D +a L D aARBX D
— -_— . . — _— . —_— . —_— . K
det(Mp)? ABXAB Dpla+@apyap-Dp2s—aaB5%ap D3s+ AR5V p DBas—@a8Xa8YABDp54| YBK2
det(Mps) D Dpos+appx ,-D L2 Dpas+ D
——— |@ABXAB" -a . QAB=X; " —®@AB= . aABX . K
det(Mp)? ABXAB DB15 =@ BYAB Dp2s+®AB5Xy g D35 ~ a5 Va g DBas+@aB¥ABYAB DBss | YBK3
ot
ot

uapundianio 1ysrrdsius Sun(relIaasuonels - VINV'1

...Vorgehensweise bei den weiteren benachbarten Gitterpunkte C,D,E,E... wie fuer B.

Jene Terme dieser Ausdriicke, in den die unbekannten Analysewerte W 4, ¥ 5, ¥, etc. nicht vorkommen, werden in den Variablen ® zusammengefasst. Fiir
den Gitterpunkt ¥ 4 lauten die zugehérigen © wie folgt.

6¥



L) L5

Oxaa= Y. apaXpa-Dani— ) @payra-Dan+ ), @razXpa-Dasi— ) arazVgpa-Dasi+ Y. QraXRAYRA-Dasi
2 27

R={(A) R={(A) R=((A) R={(A) R=((A)

L, L5
Oyaa=- Y araxpa-Daz+ Y. apaYra-Dax— Y. ARASXR,A" Daga+ ), ARAZVRA Dasgo— Y. QRAXRAYRA-Das2
R=((A) R={(A) R={(A) R={(A) R={(A)

1 1
Op2aa= 2. apaxpa-Dais— Y. apayra-Daz+ Y. “R,Alezg,A ‘Dasz— ), aR,AEJ’%z,A ‘Dagz+ ), QR AXRAYRA Das3
R={(A) R=((A) R=((A) R=((A) R=((A)

1 1
©,244=~ Y. apaxra-Dawa+ Y, apaVra-Daza— ), aR,Azx%qu ‘Dpza+ ), aR,AEJ’IZq,A ‘Dpsga— ), QRAXRAYRA-Dasa
R=((A) R=((A) R=((A) R=((A) R=((A)

[ L 5
Oxyaa= Y. apa¥pa-Dais— ) @paVra-Das+ ), ARAZXR,A" Daszs— ). ARAZVRA ‘Dass+ ), QR AXRAYRA Dass
R={(A) R={(A) R=((A) R=((A) R=({(A)
L) I 5

OxAB=aA,BXAB Dp11—aABYAB Dp21+aaB 2%A,B ‘Dp31—aa,B 2YaB *Dpa1+@4BXABYA B Dps1

1, L5
Oyap=—aaBXAB Dp12+aaBYaB-Dp22—aap 2%A,B ‘Dp32+aa,B 2YAB ‘D42 —@A,BXA,BYAB Dps2

L) 15
Oy245=@4BXAB - DB13— @A BYAB Dp23+aaB >¥AB ‘Dp33—aaB >YaB *DB43+@A,BXA,BYAB DB53

[ ) 1 5
©,24p=~®ABXAB DB14+@ABYAB DB24~@AB 2%A,B ‘Dp3sa+aap 2YaB *Dp4ga —aA,BXA,BYAB Dps4

L, 1,
OxyAB =®ABXAB DB15—aABYAB Dp2s+aap >¥AB -Dp3s—aaB >YaB *Dp4s+@A,BXA,BYAB DBs5

(90)

(€DY]

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

97

(98)

Verallgemeinert konnen die Variablen O fiir den Gitterpunkt i und seine benachbarten (ndchste und iibernéchste) Gitterpunkte j wie folgt definiert werden.

0§
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Oxii= ), ariXri-Dinn— ). @riyri-Diai+ ). @R,i5 g, Dis1 ~ > aR,i5 VR, Dian + Y. QRiXRiYR,i-Disi

R=((i) R=((i) R={(i) R={(i) R=((i)
1, 1,5
Oyii == ) @piXpi-Dia+ ). ariVri-Diza— . AR,i5 ¥R, Dis2 + > AR,i5VR,i Disz = Y. @RiXRiYRi-Disa
R={(i) R={(i) R=((i) R=((i) R=(()
L, L,
©2;;= Y apixp;-Diis— ) ap;yri-Disz+ ), aR,iEXR,,-'Disr Y aR,iEJ’R,,-'Di43+ Y. @RiXpiYRr,i-Diss
R=((i) R={(i) R={(i) R={(i) R=((i)
02 =~ Y. agpixri-Dija+ ), QriYri-Diza— Y, aR,ing,i'Di34+ > OfR,in’R,i'Dm— Y. QRiXRiVR,i-Disa
R=((i) R=((i) R=((i) R=((i) R=((i)
1, 1,
Oxyii= ). @RriXri-Dits— ). QRriVri-Dizs+ ), @pisXp;-Diss— ), @risVp; Diss+ ), @riXriVri-Diss
27R 2R,
R=((i) R=((i) R={ (i) R={(i) R=((i)

L 1o
Oxij =@ j%ij-Djin=@ijyi,j-Djor + @i j5%; j-Djg1 = @i j5 Vi ;- Djar + @i, jXi jyi,j - Djs1
1 o L o
Oyij=—aij%ij-Djiz+ai,jyi,j-Djoo = @i j5%; j-Djsz + @i j5¥; ;- Djaz = @i, jXi,j Vi, j - Djsz
Ox2ij =i jXij-Dji3=@i,jyi,j-Djog+ @i j 5% j-Djs3 = @i j5 ¥y ;- Djag + @i, jXi,jyi,j - Djss
1 > L o
Oy2ij == j%ij Djia+aijyi,j-Djoa=@i,j5%; j-Djsa+ @i joy; ;- Djaa = @i, jXi,j Vi, j - Djsa

1 o L2
Oxyij =i, jXi,j-Djis = @i jyi,j-Djos + @i j= X ;- Djgs = @i, j5 Vi - Djas + @i j X ji,j - D jss

(99)

(100)

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)

(106)

(107)

Durch Einsetzen der entsprechenden zusammengefassten Terme O in die Ableitung der Kostenfunktion J; nach ¥ 4 kann Gleichung|[89]vereinfacht ange-

schrieben werden.
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10 det(M det(M det(M det(M det(M
5% == #M':)l; XAAYAK1 = #Mﬁ; yAAY AK1 = ﬁgszAYAKz - ﬁGyZAAYAKZ - ﬁgxyAATAKS
det(MBl) det(MBz) det(MBg) det(M34) de[(MBs)
det(Mp)? xABYBK1+ det(Mp)? yABYBK1 + det(Mp)? x2ABYBK2 + det(Mp)? y2ABYBK2+ ngyABYBKS
det(Mc) det(Mc1) det(Mc1) det(Mc1) det(Mc1)
det(Mc)? xACYCK1+ det(Mc)? yACYcK1+ det(Mc)? x2AcYCcK2 + —det(Mc)2 y2AcYCK2+ —det(MC)2 OxyACYCK3
ot
+ot

...Vorgehensweise bei den weiteren benachbarten Gitterpunkte D,E,E... wie fuer B und C.

(108)

Die gesuchten Analysewerte sind nun in den Determinanten von Mp;...Mp5 enthalten. Diese konnen fiir einen beliebigen Gitterpunkt P entsprechend

Gleichung|[84Jausgeschrieben werden.

1 1
detMpy)= ), [Yr-arp¥p|xrp-Dpii— Y, [Yr—arp¥p|lyrp-Dpar+ Y. [Pr—arp¥p] Exf},p'DPSI - Y [Yr-arp¥p] 5Y§,p'DP41+ Y. [Yr-arp¥p|xrpyrp-Dpsi
R=((P) R={(P) R={(P) R={(P) R={(P)
1 1
det(Mpp)=— ) [Yr—agrp¥p|xgp-Dpiz+ ) [Yr—-arp¥p|yrp Dp22— ) [Yr-arp¥p] *sz? pDp+ ) [Yr-agrp¥p] *)’fg pDpaiz— Y, [Yr—arp¥p]xrpyrp-Dps2
2 271
R={(P) R={(P) R={(P) R=((P) R=((P)
1 1
det(Mp3)= Y. [Yr—arp¥p]xgp-Dpiz— Y. [Yr—arp¥p|yrp-Dpaz+ Y. [Yr—arp¥p] Exlza,p ‘Dpgz— Y. [Yr—agp¥p] gyfz,p ‘Dpaz+ Y. [Yr—arp¥p|xppyrp-Dps3
R={(P) R=({(P) R=({(P) R=((P) R=((P)
1 1
det(Mpg)=— Y. [Yr—app¥p|xpp-Dpia+ Y [Yr—arp¥p|yrp -Dp2a— ) [Yr—arp¥p] *xfz p-Dpaa+ Y [Yr-agrp¥p] *}/f; p-Dpaa— Y, [Yr—arp¥p]xrpyrp-Dpsa
2 271
R=((P) R=((P) R=((P) R=((P) R={(P)

1 1
det(Mps)= Y, [Yr—arp¥plxpp-Dpis— ). [Yr—arp¥p|yrp-Dpas+ Y, [Yr—arp¥p] Ex%g_p‘DP?)S_ Y [¥Yr-arp¥p] EY}Z{,p‘DP45+ Y. [¥r—arp¥p|xppyrp-Dpss
R=((P) R={(P) R={(P) R=((P) R=((P)

Die Determinanten werden nun in die nach ¥ 4 abgeleitete Kostenfunktion J; eingesetzt und die gesuchten Analysewerte herausgehoben.

((A, B)...Gridpoint-Neighbor-Operator (spezifiziert alle ndchsten und {ibernidchsten Nachbar-Gitterpunkte die die Gitterpunkte A und B gemeinsam haben)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

[A°]
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2 2 2 2 2
105 _ [ e y ®yAAYK %244 y ®y2AAYK+®xAAYK+
2090, A det(M ARt 2 T et a2 AT Geraa 2 T dern 2 AN
2 2
02 e? 62 0, ©
xAR yAR X2 AR y=AR xyAR
e det(MR)ZYR 1+ det(Mp )ZYR 1+ det(Mp )ZYR 2+ det(Mp )27}? 2+ det(Mp )ZYR 3]]
v [ _ ©xABOxRB - _ ©y4BOyrB — 0.2489:2rB - _ 9y24809y2r8 - OxyaBOxyrB yaal+
rRetpy det(Mp)? det(Mp)? det(Mp)? det(Mp)? det(Mp)?
©xAROxBR ©yAROyBR 0,24r0x2BR G)yZAR@yZBR oy QxyAROxyBR ]] N
wettip detp? T et TN T derp? R Tdermp TR T derup? TR
Oy440 ©y440yB4 0,240 ©,2440,254 OxyaAOxyBA
[- xAAYxBA AK] — y Y YAK] — x2AA xZBAYAKZ_ y Y ¥ aKo — Xy Xy Y axs]+
det(My)? det(My)? det(My)? det(My)? det(My)?
¥ [ ©x4cOxRC OyacOyrc 0,24cOx2rC ©y24c®y2re Oxyac®OxyrC
c - 2 YoK1 = — z YeKi- = 2 YCK2 = — Y ek T cK3 ]+
RiCio)  det(Mc) et(Mc) et(Mc) et(Mc) et(Mc)
®xAR®xCRY ®yAR®yCR S 0,2 4r052cR _— ®y2AR®y2CR - OxyAROxyCR YRKS]]+
Rty det(Mg)? det(MR)2 det(Mpg)? det(Mpg)? det(Mpg)?
©440 ©y440ycA 0,2,,0 ©,2440,204 Oxy44Oxyca
[~ QxanOnca o OyarOyca x2AA ngA P . L M .3 17 M N
det(My) det(Mp) det(My) det(My) det(My)
‘PD[...

... selbiges fiir andere mit A verbundenen Punkte

Somit kann die Ableitung der Kostenfunktion /; nach dem Punkt P wie folgt verallgemeinert werden.

(114)
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2 2 2 @2 2
105 :qJP[ o[ Opp K1+ Over K1+ Oxepp Ko+ —LLE ) Oyer K3+] (115)
20¥p det(Mp)? det(Mp)? det(Mp)? det(Mp)? det(Mp)?
2 2 2 2
eiPR Oyrr O%epR ®y2PR Oypr
Z YR[ K1+ K1+ K2 + K2 + K3]]+
RET(P) det(Mg)? det(Mpg)? det(Mpg)? det(Mg)? det(Mpg)?
OxPROXQR 0,prROyQR 0,2prOy20r ©,2pr0,20R OxyPROxyQR
Y <‘PR[ > vrl- dx Mx02 K1 dy My2K1— ; ng K2 = 2 My2 2- dy Myz K3]+
R={(P) Q={(R) et(Mp) et(Mp) et(Mp) et(Mpg) et(Mp)
OxrQOxrQ  OyrOyrq - OxpOxro  ©yPQ®yRQ  OxyPQOxyrQ I+
oo O detMg? T detMg? ' detMQ)? 0 detMQ)? - det(Mg)?

[ ©xppOxrP ©yprPOyRP ) 2x2PPOx2rp ©y2ppOy2rp @xyPPG)xyRPK ]]>
- - 3

PL Getp)2 T TdetpZ T T detMp)2 2T derMp? 2T det(Mp)?

Aus der Ableitung nach einem Analysewert ¥ p, und herausheben aller Analysewerte, kann die i-te Zeile der LAMA im folgenden Gleichungssystem gebildet

werden, wobei V¥ der Vektor der Analysewerte ist.

LAMA+T =0 (116)
6.1.1 Matrix-Schreibweise der LAMA
Um die Gleichungen in Matrixschreibweise zusammenzufassen, miissen einige Vektoren und Matrizen vordefiniert werden.
GP ... Gitterpunkte (Anzahl der GP)
A, B, C, etc. ... einzelne Gitterpunkte
1
1
Eepi=[1]| &ep=[1 1 1 1) (117)

4]
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1 0 O 0 1 -1 1 -1 1
0 1 0 -1 1 -1 1 -1
Igp=|0 0 1 S=[1 -1 1 -1 1 (118)
-1 1 -1 1 -1
0 1 1 -1 1 -1 1
XA YA
XB YB
X = xC y: J’C (119)
XGP yGp

C ist die Verbindungsmatrix der Gitterpunkte (ndchste und tibernédchste Nachbarn). Die Zeilen- und Spaltenanzahl entspricht der Gitterpunktanzahl und
verbundene Gitterpunkte werden mit 1, nicht verbundene Punkte mit 0 definiert. Hier ist ein beliebiges Beispiel angefiihrt.

0 1 0 1
1 0 1
C=|0 1 0 (120)
1 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
I1=1|0 Io=|0 I3=|1 I4=1|0 Is=10 (121)
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Aus diesen Vektoren und Matrizen kann die Trianguldre VERA berechnet werden. Neben der klassischen Matrixmultiplikation werden das Hadamard-
Produkt (Symbol ®) und das Kronecker-Produkt (Symbol ®) benétigt. Diese beiden Multiplikationen sind wie folgt definiert.

uapundianio 1ysrrdsius Sun(relIaasuonels - VINV'1
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£ aels A)-(ex o)

ae af
(a b)@(e f)_ ag ah
c d g h ce cf
cg ch

be

bg
de

dg

bf
bh
af
dh

In einem ersten Schritt werden nun zunéchst Differenzenmatrizen der Gitterpunkte definiert.

—-T —-T
ngGP,l'x ngcgl'y

Xeon=Co(X-XT)  Yeon=Co(Y-YT) X2, = Xcon© Xcon

Aus den Differenzmatrizen von X und Y kann die Taylor-Matrix 7 bestimmt werden.

Yzon =Ycon® Yeon XYcon = Xcon @ Yeon

— — 1 — 1 — —
T = Xcon® 1) + (Yeon ®T2) + (zxgo,, 8Ty + (5 Y2, ®Z4) + X Yon ®Is)

Aus der Taylor-Matrix 7 wird nun die Matrix M berechnet, mit der die Ableitungen an den jeweiligen Gitterpunktwerten ausgedriickt werden.

M= [[IGP ®(Es1-E15)] @ (T- TT)] “(Egp1®7Ts5)

(122)

(123)

(124)

(125)

(126)

(127)

Die Matrix M besteht aus den untereinander gereihten Matrizen M 4, Mp,Mg,... der einzelnen Gitterpunkte. Die Matrix D ordnet die Determinanten

dieser Submatrizen in einem Vektor untereinander an.
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My
Mp
M=|Mc

My

det(My)
det(Mp)
D=|det(Mc)

det(Mpy)

(128)

In den Matrizen Up sind die Determinanten der Submatrizen enthalten, die in ® verwendet wurden. Die tiefgestellten Zahlen entsprechen den ausgelasse-

nen Zeilen und Spalten. Die Matrix U/ ordnet schliellich die einzelnen Matrizen U/ 4, U, Ue,... fiir alle Gitterpunkte untereinander an.

Da1 Dan
Da12 Daze
Upg=|Daizs Daos
Daa Dazg
Da1s Dazs

Das1
Das2
Dass
D s34
Dass

Dan
Dage
Daas
D pgq
Dags

Das1 Un
Das2 Up
Dass U=\Uc
DA54 .ee

D 55 Un

Nun werden die Verbindungsmatrix sowie die Differenzmatrizen als Vektor umgeschrieben.

a = [(C®5GP,1) ® (5GP,1 ®Ig'p)] 'SGP,I

Xcon1 = (x® gGP,l) - (gGP,l ®X)

(129)

(130)

(131)

Die Matrix /C bildet die Basis fiir den folgenden Vektor 6{ , der wiederum die Synthese aus den bereits beschriebenen Grofen ©, ©, ©,2, © 2 und Oy, bildet.

I= [(Zgp®&gp1) @ Egp1®Zgp)]-Egpr

(132)

uapundianio 1ysrrdsius Sun(relIaasuonels - VINV'1
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Kx= [[‘SGP,l ® (Xcon 'gGP,l)] © IT/] +(Xcon,1 @ a)
Ky = [ Eer1® Yeon 5GP1)] 911}] + (Ycon 1 ®C1)

= 5GP1®(Xcon 5GP1)]®IV]+(Xcon1®C1)

[
w=l
[[ng1®( con 5GP,1)]®IU]+(YCO,Z1@C1)
r=[l

= [[€6r1 ® (XVeon-Egpn)] © Ty | + X¥eon1 ©C1)
=@ ek)+ @ oKy + T e %icxz) +@"e %icyz) +Z5 " ®Kxy)
0 = { [SGRI ®[(Egp18S) ou]] o (/C@gs,l)} €51
Aus diesen Matrizen kann nun die LAMA (Large Matrix) berechnet werden.

— 1 T
L= [@19[(5(;31@&)@55,1]] Q(Ig'p ®E1,5+GP)
L21 = Esugpr1-E1,6P) —2% abs{ [Ecp1®@Tgp®Es] - [[(I_;; ®Ep1) ®Es,1] ®51,GP]}

L2 =Ecp1® {(SI,GP ®L5.+Gp) [(C:)I ®&1,6p) 0 [Tgp®&s1) ®5GP,1]] }

Lo=1L210L2

LAMA=2x(Ly1-L))

(133)

(134)

(135)

(136)

(137)

(138)

(139)

(140)

(141)

(142)

(143)

(144)
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6.2 STAMA - Von Stationsverteilung unabhiingige Gitterpunkte

In diesem Abschnitt entsprechen die Stationen nun nicht mehr den Gitterpunkten. Stattdessen wird ein beliebiges Gitter definiert und die Stationen be-
finden sich unregelmiBig verteilt zwischen den Gitterpunkten. Die Interpolation zwischen Gitterpunkten und Station erfolgt mittels baryzentrischer Ge-
wichtung. Fiir eine Station S, die von den drei Gitterpunkten A, B, C umgeben ist, konnen die baryzentrischen Gewichte w4, wp, wc, sowie der von den
Gitterpunkten auf die Stationskoordinaten interpolierte Wert Q angeschrieben werden. Dabei wird der Flacheninhalt des Dreiecks mit .A;,; und die Fla-
cheninhalte der Sub-Dreiecke mit A4, Ag, Ac bezeichnet.

Das baryzentrische Gewicht fiir jeden Eckpunkt wird als Anteil der Dreiecksflache des Subdreicks, in dem der jeweilige Eckpunkt nicht enthalten ist, von der

gesamten Dreiecksfldche ausgedriickt.

Apri = %(%’ x UaC) (145)
Ap= %(Hé xVUBs) wa= j:i (146)
Ap = %(m xUcg)  wp= j:i (147)
Ac= %(U—Aé xVUa8)  wc= ifi (148)

Die Differenzen zwischen den tatséchlichen Stationswerten Qg; und den von den stationsumgebenden Gitterpunkten auf die Stationenskoordinaten inter-
polierten Werte 55 S sollen minimal sein. Hierfiir wird wieder eine Kostenfunktion (J,) aufgestellt und minimiert.

M...Anzahl der Stationen

Qg...Stationswert an der Station S

Qg...von den Gitterpunkt- auf die Stationskoordinaten interpolierte Werte
wp...baryzentrische Gewichte des stationsumgebenden Gitterpunktes P
Y p...Analysewert am Gitterpunkt P

M —_—
J2= ) (Qs;-Qs))° (149)
=1

ﬁszwA‘PA+wB‘PB+wC‘PC (150)

apjundianio) a83ugyqeun 3unjo119ASUONLIS UOA - VINVLS
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Die Kostenfunktion J, kann analog zur Kostenfunktion der LAMA nach ihren Unbekannten (umliegende Analysewerte) V¥ 4, W, ¥ abgeleitet werden.

1o,
20¥y
l%_(g
20¥p
lai_(g
20¥Y¢

3 wA\I’A+wB‘IJB+wc‘Ilc)(_ wA ) (151)
wpA+wWB+wcC wp+wpt+we

3 wA\PA"’wB\PB'HUC\PC)(_ wp ) (152)
wpA+wWB+wce wpA+wBt+we

3 wA‘-I—’A+wB‘~I—’B+wC\I’C’)(_ wc ) (153)
wpA+wWB+wc wp+wpt+wc

Durch Herausheben der unbekannten Analysewerte kann wieder eine Koeffizientenmatrix (STAMA) und ein entsprechendes Gleichungssystem erstellt wer-
den. Die rechte Seite dieses Gleichungssystems wird allerdings nicht durch den Nullvektor ausgedriickt, sondern durch die baryzentrisch gewichteten Stati-
onswerte, die mit dem Gitterpunkt des Analysewerts in Verbindung stehen.

10),

20¥,
10J,

20%p
10J,

2 o¥¢

+wAQ:\I’Awi+\I’BwAwB+\I’CwAwC (154)
+wpQ =Y 0 05 +\PB(U%+‘PCwaC (155)
+wcﬂ=‘PAwch+\I’Bwac+‘I’cw% (156)

Im Fall von sechs Gitterpunkten, wobei eine Station von den Gitterpunkten A, B, C umgeben ist, kann das Gleichungssystem der STAMA wie folgt formuliert

werden.

2

w5 wpwp wawec 0 0 O WY wpaQg
WAWB w% wpwc 0 0 O Yp wpQg
WAWC WBWC w2C 0 0 0] Ye _ wcQg (157)
0 0 0 0 0 0O |¥Yp 0
0 0 0 0 0 O |Y¥YE 0
0 0 0 0 0 0) \Yr 0
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Die Stationsmatrizen der einzelnen Stationen werden summiert und fiir die Berechnung der Analyse schlieflich zur LAMA addiert, sodass folgendes Glei-

chungssystem geldst werden kann.

—

(STAMA+ £AMA) V=Y

6.3 Das Fingerprintkonzept in der LAMA der trianguldren VERA

(158)

Wie am Beginn von Abschnitt[6.1lwerden die unbekannten Analysewerte als Taylorreihe der benachbarten (n4chste und {ibernidchste Nachbarn) Analyse-
werte ausgedriickt. Die Ableitungen werden nun in einen erkldrten und unerkldrten Anteil aufgespalten. In dieser Dokumentation werden zwei konstante

Fingerprintgewichte ¢ und d betrachtet. In der Realitédt kann eine beliebige Anzahl verwendet werden.

Yp=a {‘P+ L +0\P‘y AL iy x2 +262‘Ij XB,AY +62\P ¥4 }
B=apa\Va+ ——| Xpa+ ——| YA+ |55 25| XBAYBAT =5
0x |4 AN 2] ox2 |, BATT 9xdy 4 ay? |, B4
— a\FIVJA a@C,A a\’l\}d,A B‘T’A a\/I\Jc,A O‘T/d‘A
\PB—O,’B,A{“PA+(W+L‘ ox +d ox JXBA+(W+C 6_}/ +d ay )yB,A+
102V, *Pa  Pgay, (PF, 0°Poa 0Py 100°9,  0°P.a  P4a) ,
1 A L4 , : , 1 A g ,
2( o2 o YTox )xB'A+(6x6y e 0xdy * 8x0y )xB‘AyB‘A+ 2( ay? e ay? " ay? )yB‘A}
Allgemein gilt folgender Zusammenhang fiir einen beliebigen Gitterpunkt P und seine Nachbarn R.
0%p  0%.p Vgp 0%p  0%.p Vgp
= Yp-¥Ygr+ —_—+ —+d - + —_—+ —+d - +
xer=0apa¥p-Yg aR,p( ox T ox ox )xR,P aR,P( 3y "oy 3y ]yR,P

1

)xR,PJ’R,P + ()-’R,PE(

1(02€pp 0°P, p 52‘%,10)2 (62‘T’p PVep  PVp
+d d

app- c x5 pta +c + P¥p  PVep az@dvp) 2
RP5\ 552 0x2 ox2 JTRPTTRP UG5y 0xdy 0x0y y

372 +c 372 +d a2 JVRP

(159)

(160)

(161)

VYAA uargn3duein 19p VNV 19p ut 1dozuoyiundiadur seq
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Die Differenz des tatsdchlichen Analysewerts und durch die Taylorreihen ausgedriickten Analysewerts soll wieder moglichst gering sein. Dies wird mathe-
matisch durch die Ableitung der Kostenfunktion Jy nach den unbekannten Ableitungen ausgedriickt (in denen die eigentlichen unbekannten Analysewerte

¥ p enhalten sind.

N
Jo=Y Y b =0 (162
i=1R={(P;)
a
a{T? = ) 2xpr¥pp=0 (163)
P —
05k R=((P)
0Jo
2 - Y 2xpryrp=0 (164)
0%, R=CP)
)
02]\913 = Y 2xpr¥fp=0 (165)
0% R=C(P)
X
0Jo
—e—= ). 2XPR¥RPYRP=0 (166)
0% xe  pif(p)
0x0y
dJo
5= Y 2ARRVip=0 (167)
0 ay2P R=((P)

Exemplarisch wird hier die weitere Vorgehensweise anhand der Ableitung 6%‘; demonstriert. Einsetzen von y pr und Division durch den Faktor 2 fiithrt zu

ox

folgender Gleichung.
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O(Iv’p 2 6\?1: 62q’p 1 3 62q1p 2 62‘171: 1 2
Y. @rpXppt-—>— ), QRPXRPYRP+ =5 . ARP>Xpp+ Y arpYRpYRPt e Y. @RPLIRPYAp= (168)
ox R={(P) oy R=({(P) 0x2 R=Z(P) 2 0x0y RET(P) ay? TP 2
0%.p 0%up o.p 0%,p
Y. [Yr-arp¥plxrp— ) aR,PXR,P[(C ac +td— )xR,P+(C ac +d 3 )J’R,P+
R={(P) R={(P) x y y
1 (Cazq’c,P az‘f’d,P)xz (002‘%1) daz‘f’d, )x N 1(662‘?@ . az@d,P) 2 ]
20 ox? ox2 JRP 0x0y 0xdy RPYRPT 5 ay? ay? YrP
Auf der rechten Seite konnen die konstanten Fingerprintgewichte ¢ und d herausgehoben werden.
0¥p ,  0¥p #*¥p 1.5 0°¥p ) ' 1 5
—— ). appXppt—— ), QRPXRPYRPT Y arpsXppt Y. QRPXRpVRP+—3- . @RPSXRPYRp= (169)
0x rZZ(p) 9y rg(p) 0x% pi7ip) 2 0x0y pZrip 0y® Rritip 2
0P, p 0%.p 1, 0°¥.p ?P.p 1, #P¥.p
Yr—arp¥p|xpp-— QRPXRP|C\XRP—— +YRP— — + X — +XR,PYR,P —+ =y -
R:%P)[ ] R:%P) [ ( ax ay  27RP 5x2 daxdy 2 RP 52 J
d(x Oap + Oap L1 PPap +x P Pap riy aZWd'P)
R,P ox YR,P oy 2 "RP ox2 R,PYR,P axdy zyR’p ayz

Die Ausdriicke in den runden Klammern entsprechen einer Taylorreihenentwicklung des erkldrten Anteils des Fingerprintgewichts am Gitterpunkt P.

Vop-tgp= 20ty er 18y Phep 18T aro
R c,P ox RP 3 YR,P 2 ox2 TRP axdy R,PYR,P 2 0y2 YR,P
Somit kann der vorhergehende Ausdruck vereinfacht werden.
Jp 0¥p , 0¥p 92 14 0?%p ’ %Y 1 )
5" ar L ORPYRpt Y, @RPXRPYRP+ ——5 ). Q@RpyXpp+ Y, @RPXRpYRP+ =5 Y. QRPSIRPVRp = ar
o%fe 0% pigip) 0y rigip) 0x% pigipy 2 0x0y pigip) o ry 2

Y [Yr-arp¥plxrp- Y. agpxpp|c(Pcr-Pcp)+dPyp- \T’d,P)]
R=({(P) R={(P)

VYAA uargn3duein 19p VNV 19p ut 1dozuoyiundiadur seq
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Dies wird fiir alle unbekannten Ableitungen der Kostenfunktion Jy durchgefiihrt. Im daraus resultierenden Gleichungssystem dndert sich im Gegensatz zur
Variante ohne Fingerprintfelder nur die rechte Seite (vgl. Gleichung|16).

Y appx Y. QRPXRPYRP Y app3xy Y app %XR,PJ’2 Y appx3 pYRP o
R=((P) P R=((P) , ) RP R P L R pltp kP , ox|p
Y QRPXRPYRP X arpy Y QRp3XR pYRP Y arp3zYy Y QR pXRpY v
f=e®) 1.3 e 2 "~ f=e®) f ,Z =@ 2 RYZ k@ 3 " agj\,y i
Y appzx Y QaRp3XR pYRP Y appzX Y arpzXppy Y arp3XppYRP|.| 5=
R=Cp) R’Z R=C(P) f'}; recr) R‘Z R=C(P) f'i BP - pitip) | rP \ gg\i P
Y. QRp3XRPY Y arp3Yy Y QppzXppYy Y arpzy Y. QRrp3XRPY v
R=C(P) , ke B e UURPTRE e TR gl S e
Y QRpXp pYRP Y QRppXRpY Y QRrpP3Xp pVRP Y. QRpP3XRPY Y appxgppy
R=((P) R,P R=((P) R,P R=C(P) R,P R=C(P) R,P R=C(P) R,PR,P 0x0y |p
5 ® S " 172
Y [Yr-arp¥plxpp- X aR,PxR,P[C(‘Fc,R—‘l’c,P)+d(‘Pd,R—‘Pd,p)] (172)
R=((P) R={(P)
Y [Yr-arp¥plyrp— X @RrpYRP [C(‘I’c,R -Vep)+dWgpr- ‘Pd,p)]
R={(P) R={(P)
Y [Yr-agp¥plixap,— ¥ aR,P%xﬁp[C(‘I’c,R—‘l’c,P)+d(‘{’d,R—‘Pd,P)]
R={(P) ’ R={(P) ’
Y [Yr-arp¥pl3yip,— ¥ aR,P%y%gp[C(‘Pc,R_\I"c,P)"'d(\Pd,R_lyd,P)]
R=C(P) P rlte :
Y [Yr-arp¥Yp|XrpYrRP— Y QRPXRPYRP [C(‘YC,R -¥ep)+d¥Wap— ‘Pd,P)]
R={(P) R={(P)

Die weitere Vorgehensweise erfolgt analog zur Ableitung der Kostenfunktion /; in Abschnitt Die Fingerprintgewichte treten dabei in den Termen der
Determinanten det(Mpy) ... det(Mps) (vgl. Gleichung auf. Diese sind weitere Unbekannte die einerseits in den Ableitungen nach den Analysewer-
ten beriicksichtigt und nach denen die Kostenfunktion ebenso abgeleitet werden muss. Zur weiteren vereinfachten Schreibweise wird neben den bereits
bekannten Zusammenfassungen zahlreicher Terme in der Variablen ® (mit verschiedenen Indizes), weitere Auspragungen fiir die Fingerprintgewichte er-
ganzt. Hier sind diese fiir einen beliebigen Gitterpunkt P und ein beliebiges Fingerprintgewicht ¢ angefiihrt.
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- A 1 - -
Oxep= Y, appxpp(Per-Fep)-Dpii— Y. arpyrpPcr—Pcp)-Dpar+ Y, app= xR p@cr—Pcp)-Dps1— Y. apps yR p@cr—Pcp) Dpa+ Y. aprpxppyrp(Per—Pcp)-Dpsi
R=((P)

2

R={(P) R={(P) R=((P) R=({(P)
(173)
Opcp=— ) appxrp(Per—Pep)-Dpia+ Y. appyrp(Per—Pep) Dpaa— Y. agpz XR p(Per—Pcp)-Dpsa+ Y. apps )’R p@er-Pep) Dpio— Y, appxppyrp(Per—Pcp) Dpsa
R={(P) R=({(P) R={(P) R={(P) R=((P)
(174)
©2,p= 2 arpxrpPer—Fep)-Dpis— Y, arpYrp(Per—Pcp) Dpos+ . app- xR p(@er—Fcp)-Dpszs— Y, arp= )’R p@Per—Fcp)-Dpaz+ Y, appxppyrp(Pcr—Pcp) Dpss
R=({(P) R={(P) R={(P) R={(P) R={(P)
(175)
1
©p2cp=- Y OtR pxpp(Per—Pcp)-Dpia+ Y. appyrp(@or—Pep)-Dpaa— Y, DtszxR p(@er—Pp)-Dpaat+ Y. OtRP yR p@cr-Fep) Dpas— Y, aprpxrpyrp(Per—Pcp) Dpsa

R=((P R=({(P) R=((P) R=((P R={(P)

(176)

1 ~ N
xRp(‘I’cR P p)-Dpss— Y, agp- )/R p@er-Fep)-Dpas+ Y, aprpxppyrp(Per—Pcp) Dpss

Oxyer= 3, appxppPer—Pcp)-Dpis— Y. appyrp(Pcr—Pcp)-Dpas+ Y, agp=
2 R={(P) R={(P)

R=({(P) R=({(P) R=((P)
a77)

Die weitere Minimierung der Kostenfunktion erfolgt exemplarisch fiir den Punkt A und das Fingerprintgewicht c.

VYAA uargn3duein 19p VNV 19p ut 1dozuoyiundiadur seq
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Berechnung der Ableitung der Kostenfunktion J; nach W 4.

2 2 2 2
1on _ [ ©%aa yaxy + Oyaa yaxy + O2a4 Oy Y axa+ ©
20%, detM2 M T dery2 AT det(Mp)2 ' 4"?
2 2 2 02
O%AR Oyar O AR 2A
> YRK1+ > YRK1+
ki det(Mp) det(Mpg)

xyAA
+ 178
det(M 2 /A% a7

Yy
K2 +
der(Mg)2 | B2

©:4BOxRB ©yABOyrp ©,24p9,2Rp ©,2489)2rB OxyABOxyRB
T derMa2 VBKLT 5 YBK1— 2 VYBK2— 5 YBK2— 5
riGm)  det(Mp) det(Mg) det(Mg) det(Mg) det(Mg)

‘PB[ YBK3]+

O, AROxBR ©yArROyBR 0.2 459 ,2pR ©,2,9,2pR OxyAROxyBR
2 YRK1+ 2 YRK1 d 2 YRK2+ P 7 YRK2 + P 2
r=tiap) det(Mp) et(Mp) et(Mp) et(Mg) et(Mp)

YRK3]+

O,449:B4 0,440y84 0,2449,2p4 02449254 OxyAAOxyBA
[- 2 YAK1— 5 VAK1 = — o YAK2 = — 5 YAK2 o
der(My) det(My) der(My) der(My) der(My)

yaKk3] |+

_OxacOxre - OyacOyrc 0,22cOx2Rc 9y24¢9y2re _ OxyacOxyrc

K1 — Ko — K
! 2 Ve ez TN T T derme)?

N
I wZo' dere? "' der(Mcy? rc det(Mc)

ycK3]+

©x4ROxCR ©yAROycR 0.24r92¢R ©,24r9)2cr OxyAROxyCR

K1+ K1+ K2+ ————YRK2 K3 |+
rlihe) detMp? T der(vp)? TR detMp?2 'R derMp? ¢ derMp)z 'R ]

[ BOx440xCA 0y440ycA 0,24492ca eyZAAeyZCA OxyA4Oxyca

det(M )2 YcK1 = YCK1— ——————>=YCcK2 — detM )2 YcK2 det(M )2

.
det(M)? det(M,) vexs]

+

|

OxcaOxaa ©yca®yaa ©.2.40,2 ©,2:49y244 OxycAOxyAa
T 2 YAK1+ s 7 YAK1 Lol gAYAK2+ Y . 5 YAK2+ Y y2
det(My) det(My) det(My) det(Mp) det(Ma)

YAK3+

OxcrROxAR G)J’CROJ’AR exchG)szR GJ’ZCRQJ’ZAR G)XYCRG)XJ’AR
- > YRK1 — 5 YRK1 — 5 YRK2— 5 YRK2 — 3
R=g(a) det(Mp) det(Mp) det(Mp) det(Mpg) det(Mp)

YRKal

O,749x44 0,040y44 0,240,224 ®y2dA®y2AA O1ydAOxyaA

+ + + +
detM? AN dera? TN Tder? AT Tderm? AT T det(vg)?

YAK3+

OyqrOxAR O,arOyAR 0.,2,r0,24R ®y2dR®y2AR OxydROxyAR
7 5 YRK1— 5 YRK1— 5 YRK2— 5 YRK2— 5
R={(A) et(Mpg) det(Mpg) det(MpR) det(Mpg) det(MR)

YRK3]
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Berechnung der Ableitung der Kostenfunktion J; nach c.

1% _ det(Mgay) o det(Mg2) X1 — det(My3) ) Ko — det(Mpg) o) Ko — det(MAS)G) x (179)
> Bc det(My)? xcAY AK1 det(My)? ycAY AK1 det(Ma)? ¥2cAVAK2 det(Ma)? y2cAY AK2 det(Ma)? xycAY AK3
_ det(MBl) — det(Mgz) e BYEK1— det(MBg) 0., S det(MB4) o det(MBs) o BYEK3
det(Mg)2 *¢ det(Mg)2 ¢ det(Mp)2 *°¢B det(Mg)? Oy2cp det(Mg)2 V¢
...flir alle weiteren Gitterpunkte analog...
14 0.0 ©,c40 €] €] 02,402 €] (€]
105 =‘PA[ YA( xcA xA;’A ) ycA yA;KH ¥2cA x2124A e cA”y ;M xp+ xycA xJ’;‘A 3) (180)
2 0c det(My) det(My) det(My) det(Mpy) det(My)
Z y ( O4xcrROxAR Ky — OycrOyAR - 0©.2.29:2 4R Ko G)yzc}?@yzAR Ko — ®xch®xyARK ) ]+
RETLA) R\" detMp)? det(Mpg)? det(Mg)? det(Mpg)? det(Mg)?
0..20 0,.50 e) ¢) 02,50 2 e) e)
‘PB[ ( xcBOxBB ycB ny X1+ x2cB x21233 ) yecB"y IS‘B Ko+ xycB xylziB 1<3) i
det(Mp)? det(Mp) det(Mp) det(Mp) det(Mp)
S e ( OxcrOxbR OycrOyBR "1 - ©.2.rOx2BR - ©y2cr®2pR s OxycrROxyBR 3) ]+
RET(B) det(Mg)?2 det(Mg)? det(Mg)? det(Mg)? det(Mg)?
Ye [ ]+
+
2 2 2 2
GicA ®ycA zecA ®J’25A ®xycA
c YA K] 3 K1+ 2K2+ 2K2+ 2K3
det(My)? det(My) det(My) det(My) det(My)
2 2 2 2
( ®42VCB GJ’CB @)xch G)J’ZCB Gx}’CB
YB 21<1+ 2 2K2+ 21(2+ 3 K3
det(Mp) det(Mp) det(Mp) det(Mp) det(Mp)
]+
d[ (chAedi L+ ®ycA®ydA - 0,2.40,2,44 N ®ych®y2dA - @xycAnydA )+
det(My)? det(My)? det(My)? det(My)? det(Mn)?

(echG)de +®ycB®ydB +®x2cB®x2dB +®ych®y2dB +®xycB®xydB )
detMp)? ' detMp)Z 1T der(Mp)? 2 det(Mp)? 2 det(Mp)?

]
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Allgemein gilt demnach fiir die Ableitung der Kostenfunktion nach einem beliebigen Analysewert ¥ p und einem beliebigen Fingerprintgewicht c folgender
Zusammenhang.

N...Anzahl der Gitterpunkte P...Gitterpunkt

{(P)...Gridpoint-Neighbor-Operator (spezifiziert alle ndchsten und {ibernidchsten Nachbar-Gitterpunkte von P)
F...Anzahl der Fingerprintfelder

c...Fingerprintgewicht

w(c)...Fingerprint-Operator, der ein beliebiges Fingerprintgewicht ¢ aus der Menge der Fingerprintfelder ausschlie3t

2 2 2 2 2
190] _ O%pp Oypp Opp ©y2pp Okypp
b o] !

K1+ K1+ K Ko + K
detMp)2 1 detMp? 1T det(Mp)2 2 det(Mp)2 2 det(Mp)2 >
2 2 2 2
G?cPR G)yPR ®x2pR ®y2PR G)xyPR
vrl 5 K1+ 5 K1+ K2+ SKa+
R=((P) det(MR) det(MR) det(Mp) det(Mp) det(Mp)

(181)

2K3]]+

OxprROXQR ©yprOYQR 0,2ppO20r ©,2pr®y20R OxyPROXYQR
Z<‘PR[ Y e[ Q yPROy QR ®y y y YOR, 1+
=P

_ X1 — X _

o M depZ T detmp? N T T derp? 2T dertMp? T det(Mg)?
T o 2reOre, | OureOyrg  OxrOrg,  Oy2pQORe . OryPQOryrg

ot @ detvagrr T dermgr? T T denMg? P derMgZ 0T det(Mo)?

©,2pp®2pp OxypPOxyRP >
- Kg]] +

detMp? 1T TderMp? 2T derMp?2 2T det(Mp)?

K3]+

_ OxPpOyxprp - OyrpOyRP ©,2ppOy2pp
det(Mp)?

YP[

®foPGJcPP ®nyP®yPP GxZCfPG)xZPP ®y20fP®y2PP ®xnyP@xyPP
<cf [yp[ K1+ 5 K1+ 5Kz + 5 Ko + 5
det(Mp) det(Mp) det(Mp) det(Mp) det(Mp)
Z [ G)xchG)xPR G)ych@yPR ®xchR®x2PR ®ychR®y2PR exych@xyPR ]>
- K1— K1— K2 — K2 — 3
wZim B det(Mp)? det(Mp)? det(Mp)?

F
Z K3 |+
f=1

det(Mg)? det(Mg)?
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1 % _ N <“PP [YP [gxcPi(;—)xPl-P,- Ky + Oycp; Oyp; p; Ky + OxZCPi eszl-P,- Ko + Oychl-GsziPi - Oxycp;Oxyp; P;
20c o PO det(Mp,)? det(Mp,)? det(Mp,)? det(Mp,)? det(Mp,)?
Z YR [_ ®xcR®xPiR X1 — ®ch®yPiR X1 — zecRG)sziR Xy — eychOsziR Ko — ®xch®xyPiR
RET(P) det(Mpg)? det(Mg)? det(Mg)? det(Mpg)? det(Mg)?
2 2 2 2 2
®xcP4 GycP- ®x20P4 G)yZL‘P' ®xycP-
c[ >vp| K1 K1 Ko + K2 k3] ]+
P; ! det(Mpi) det(Mpi) det(Mpl.) det(Mpl.) det(Mpl.)
Oxcp; Oxap; Oycp;Oyap; @xch,- exzdPi eychi ©,24p, OxycP;Oxyap;
> (] Tral 7K1+ 7K1 7K 7 K2t 2
d=p(c) P; det(Mpi) det(Mpl.) det(Mpl.) det(Mpl.) det(Mpl.)

6.4 Das Fingerprintkonzept in der STAMA der triangulidren VERA

(182)

Analog zu Abschnitt[6.2]erfolgt die Interpolation zwischen stationsumgebenden Gitterpunkten und der Station selbst mittels baryzentrischer Gewichtung.
Die von den Gitterpunkt- auf die Stationskoordinaten interpolierten Werte Q werden in einen erklirten und unerklirten Anteil aufgespalten. Analog zu

Gleichung|149wird nun in der Kostenfunktion J» der unerklédrte Anteil minimiert.

M ~ =
]2 = Z (QS] _QSj)z
j=1

...von den Gitterpunkt- auf die Stationskoordinaten interpolierter Stationswert

...unerklérter Anteil des von den Gitterpunkt- auf die Stationskoordinaten interpolierten Stationswertes

Qb ©h LI

...erklédrter Anteil des von den Gitterpunkt- auf die Stationskoordinaten interpolierten Stationswertes

=wpa¥Ya4+wp¥Yp+oc¥Yce

ol 2l

=wA (@A + C(I)C,A + d‘fpd‘A) +w3(‘i’3 + C(PC,B + d@d,B) +wc(q’c + C(I\IC,C + d(pd,C)

§= WA (\FA_C(I)C,A_dqjd,A)"'wB(\PB_C@c,B_dq}d'B)"'wC(\PC_C@c,c_dqjd,c)

(183)

(184)
(185)

(186)
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Q=0+cQc+dQy (187)
Q=0-cOc-dQy (188)
M N . N N B
2= Y (05, cQcs;~d4s, - Y wg(¥Yo-c¥ec-d¥qc)) (189)
j=1 G=p(S;)

Die Kostenfunktion J, wird nun nach den unbekannten Analysewerten an den drei umliegenden Gitterpunkten sowie den unbekannten Fingerprintgewich-
ten abgeleitet (hier am Beispiel von einer Station).

%;‘% =(Q-clc-dBy - [0A(Ya-cPa-dTg 4) +0p(¥Y5—cPep-dTqp) +oc(Ye-cPec-dTqc)])(-wa) (190)
% :\I’% = (Q —cQc—dQy, - [wA(‘I’A ~cP2-dP ) +wp(¥p-cP.p- d@d,B) +oc(Ye-cPec- d‘i’d,c)])(—wg) (191)
%5% = (- e~ B~ [0A(Y - Fen - Ay 0) + 05 (V5 - T - AV ) + (Ve - T - APy )| )(~oc) (192)
9% _(q-cfie—dDg - [0a(¥ - cPes-dP g a) +op(V5 Ve - dTap) +0c(¥e - Pec-dPa)|)(-e+0aTer+ 0pTes +ocTec) (193)
295 _(a-chae-dDy - [0a(¥a-cPen-dPg,a) +05(V5 -~ Tep - dTa ) + oc(¥e - Voo dPac)])(-Da+orPan+osPas +ocTac) (194)

Mit der Einfithrung von ¢ und durch Herausheben der Analyswerte und Fingerprintgewichte kdnnen die Gleichungen wie folgt vereinfacht und zusammen-

gefasst werden.

ée=0c-wa¥ea-wp¥ep-wp¥Pec (195)
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1 0J;
——2+wAQ:‘I’Awi+‘PBwAwB+\PCwAwC+ch§C+de€d
20Y¥ 4

10
E% +wpQ =Y 005 +‘I/Bw% +‘I/Ca)ch+C(1)ch+da)de
B

10
—i +ch:‘l’AwAwC+‘~I"Ba)ch+\PCw%+chfc+dwcfd
20¥¢c

10)»

550 TEeQ=Y vl + Vpwple+ Wowcde + et +dicdq
L2, cia=w Ypwpty+Powce dé?
294 ea= Aawasg+¥Ypwplg+Yowcdg+clclq+dEy

0% wWpw2 wawc 0 0 0 waée waég\ (Ya wAQ
WAWR w% wpwc 0 0 0 wgéc wpég| |¥p wpQ
wWAWC WBWC w% 0 0 0 wcée wcéy Yo wcQ)
0 0 0 0o 0 O 0 0 Yp|_ 0
0 0 0 00 0 0 o |'|we|"| o
0 0 0 0 0 0 0 0 Yr 0
WA wBSc wcse 0 0 0 E% ¢c€a c 1739}
walq  wpéa wcég 0 0 0 &g & d $aQ

—

(STAMA+ LAMA) W=

(196)

(197)

(198)

(199)

(200)

Im schon bekannten Beispiel mit sechs Gitterpunkten und einer Station, die von den Gitterpunken A, B, C umgeben ist, nimmt das Gleichungssystem der
Stationsmatrix durch die Inkludierung der Fingerprints folgende Form an.

(201)

Wie auch schon in der Variante ohne Fingerprintfelder werden die Stationsmatrizen der einzelnen Stationen summiert und fiir die Berechnung der Analyse
schliefllich zur LAMA addiert, sodass das bereits bekannte Gleichungssystem geltst werden kann. Die Matrizen und der Vektor der Analysewerte werden
also um die Anzahl der Fingerprintfelder vergrofiert.

(202)
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