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Abstract

Das Erwerben geeigneter Grundvorstellungen zéhlt zu einer der wichtigsten Aufgaben des Ma-
thematikunterrichts. Bereits bei der Bruchrechnung, welche in der 6. Schulstufe erstmals unter-
richtet wird, gelingt es teilweise nicht die bendtigten Vorstellungen aufzubauen, was zu Ver-
stdndnisproblemen und somit auch zu Schwierigkeiten im Umgang mit Textaufgaben fuhren
kann. Dieser Mangel kann mit der Zeit zunehmen, aber auch durch weiteren Unterricht ge-
schmélert oder sogar behoben werden. Das Ziel dieser Arbeit ist es festzustellen, in welchem
Ausmal} Grundvorstellungen zur Multiplikation und Division von Bruchzahlen im heutigen
Mathematikunterricht am Gymnasium ,,BG und BRG St. P6lten aufgebaut werden und wie
sich diese im Laufe der weiteren Schulzeit entwickeln. Zur Beantwortung dieser Fragestellung
wurden mehrere Klassen des genannten Gymnasiums mit Hilfe eines Online-Fragebogens zu
verschiedenen Grundvorstellungen befragt und die Daten einheitlich und mit Blick auf unter-
schiedliche Schwerpunkte ausgewertet. Die erhaltenen Ergebnisse legen nahe, dass die Schi-
lerinnen und Schuler der befragten Schule in ihrer Schullaufbahn immer mehr passende Grund-
vorstellungen im Bereich der Multiplikation und Division von Briichen aufbauen. Zusétzlich
schnitt die Stichprobe in vielen Féllen deutlich besser ab, als es in Vergleichsstudien der Fall
war, was auf mehrere Faktoren zurtickgefiihrt werden kdnnte, welche in der Arbeit noch ge-

nauer erlautert werden.

Acquiring fitting mental models is one of the most important aims in mathematics education.
Even the introduction of fractions, which is taught in 6th grade for the first time, can lead to a
lack of comprehension and therefore also to difficulties when dealing with word problems. This
shortage can evolve into an even greater deficit but can also be reduced or even remedied by
further education. The objective of this work is to determine the extent to which mental models
for multiplication and division of fractions are built up in today’s mathematics education at the
“Gymnasium BG und BRG St.P6lten* and how they develop in the process of further schooling.
For dealing with this question several classes of the mentioned school were given an online
questionnaire asking for different mental models. The obtained data was then evaluated in a
uniform way several times, each having a different focus. The results of the empirical study
suggest that the longer the mathematics education lasts the more the participating students de-
velop fitting mental models for the multiplication and division of fractions. Furthermore the
sample group performed considerably better than groups of comparative studies which could

be attributed to several factors itemised in this work.
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1 Einleitung

Die Bruchrechnung wird von vielen Schiilerinnen und Schilern als eines der schwierigsten und
unanschaulichsten Themengebieten der Unterstufe betrachtet. Oft stehen im Unterricht dabei
Regeln wie ,,Beim Dividieren muss man mit dem Kehrwert des zweiten Bruches multiplizie-
ren® im Vordergrund, wahrend anschauliche Herangehensweisen und zugehérige Begrindun-
gen nur sehr knapp behandelt werden. Doch gerade diese anschaulichen Wege, welche be-
stimmte Vorstellungen in den Schilerinnen und Schulern aufbauen sollen, kdnnen letztendlich
dazu fiihren, dass Lernende ihr Wissen reflektiert anwenden und auch Uber l&ngere Zeit nutzen
konnen. Rechenregeln haben im Mathematikunterricht natirlich ihre Daseinsberechtigung. Je-
des Mal bei der Vorstellung zu beginnen und sich Formeln herzuleiten, wiirde sehr viel Zeit in
Anspruch nehmen und wére dementsprechend auch im Alltag nicht immer sinnvoll. Allerdings
ist es wichtig, dass Rechenregeln auf VVerstandnis basieren, da diese sonst sehr schnell verwech-
selt, verdreht oder auch vergessen werden konnen. Es kénnten bei manchen Schiilerinnen und
Schilern die Fragen auftauchen, wenn man den Kehrwert verwendet, von welchem Bruch man
den Kehrwert bildet oder ob man diesen bei der Division oder der Multiplikation braucht. Ge-
nauso finden manchmal Verwechslungen bei den Grundrechnungsarten bei Briichen statt.
Wenn ein Lernender jedoch erst einmal verstanden hat, warum die Multiplikation oder die Di-
vision bei Briichen so funktioniert, wie es in der Formel oder einem Merksatz gezeigt wird,

kann sie oder er dieses Wissen jederzeit wieder abrufen, um eine Formel zu validieren.

Ein weiteres Problem des Mathematikunterrichts auf rein syntaktischer Ebene ist der Wechsel
zwischen verschiedenen Kontexten oder Darstellungsformen. Oft fallt es Schilerinnen und
Schillern schwer bestimmte Textaufgaben zu l6sen, da sie den Text erst einmal in ein mathe-
matisches Problem ibersetzen mussen, bevor sich die gelernten Formeln anwenden lassen. Bei-
spielsweise bedarf die Frage nach dem Bruchteil von einem Bruch bereits einer bestimmten
Vorstellung, um die Fragestellung in eine Multiplikationsaufgabe mit Bruchzahlen umschrei-
ben zu kdnnen. Diese Vorstellungen, die in der Didaktik der Mathematik sogenannten Grund-
vorstellungen, spielen im Unterricht zwar bereits eine zentrale Rolle, unumgénglich werden sie
jedoch vor allem dann, wenn es zu konkreten Anwendungssituationen und somit auch Alltags-
situationen kommt. Denn ohne einer passenden Vorstellung einer gegebenen Situation fallt die

Ubersetzung in ein mathematisch &quivalentes Problem sehr schwer.
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1.1 Forschungsfrage und Erkenntnisinteresse

Wie im vorigen Unterkapitel beschrieben, erfullen Grundvorstellungen im Mathematikunter-
richt also zwei wichtige Funktionen: Einerseits bauen sie ein tieferes Verstandnis fir die The-
men des Mathematikunterrichts auf, was nicht nur zu besseren Ergebnissen bei Uberprifungen,
sondern auch zu nachhaltigem Wissen fuihren kann. Andererseits helfen Grundvorstellungen
beim Ubersetzen konkreter Probleme in die mathematische Sprache, was wiederum wichtig ist,
um diese Probleme auf meist einfachere Weise 16sen zu konnen. Diesen Ideen folgend wére es
naheliegend, vor allem in der Bruchrechnung, welche wie bereits erwéhnt oft als schwer oder
unanschaulich gilt, vermehrt den Aufbau von Grundvorstellungen im Unterricht zu férdern,
anstatt auf der rein formalen Rechenebene zu bleiben. Im zweiten Kapitel wird dieser VVorschlag
aus fachdidaktischer Sicht diskutiert.

Diese Arbeit befasst sich vor allem mit der Frage, welche Grundvorstellungen bezuglich des
Rechnens mit Briichen bei heutigen Schulerinnen und Schiiler vorliegen. Um das Gebiet etwas
einzugrenzen, wurde der Fokus auf die Multiplikation und Division von Bruchzahlen gelegt, da

diese in verschiedenen Umfragen oft schlechter abschneiden, als die Addition und Subtraktion.

Zuletzt wird auch ein Blick auf die zeitliche Entwicklung der Grundvorstellungen zur Multipli-
kation und Division von Bruchzahlen geworfen. Wahrend in der 6. Schulstufe die Bruchrech-
nung eingefihrt wird, ist sie in hdheren Schulstufen fir verschiedenste Anwendungsgebiete wie
die Prozentrechnung oder auch die Wahrscheinlichkeitsrechnung oft prasent. Aus diesem
Grund konnte schnell der Schluss gezogen werden, dass sie somit ,,verstanden® sein miisse. Der
Ruckgriff auf die moderne Technik, meist in Form eines Taschenrechners oder auch eines Com-
puters, erlaubt es jedoch Rechnungen mit Bruchzahlen schnell und einfach ohne weiteres Ver-
standnis zu l6sen, was wiederum implizieren konnte, dass die Grundvorstellungen zur Bruch-
rechnung in héheren Schulstufen in den Hintergrund treten oder vielleicht sogar vergessen wer-
den. Mdoglicherweise fuhrt der Einsatz von Technik aber auch dazu, dass der Fokus vom reinen

Rechnen auf das sinnvolle Anwenden von Vorstellungen gelenkt wird.

Das Wissen um beziehungsweise das Bewusstwerden der hier aufgeworfenen Fragen sowie
maogliche Antworten auf diese kann einer Lehrperson helfen, den Unterricht an die Schilerin-
nen und Schuler besser anzupassen und Grundvorstellungen gezielt aufbauen. Mit diesem Ziel
im Hinterkopf wurde folgende Forschungsfrage formuliert, welche im Laufe der Arbeit durch

eine empirische Untersuchung sowie fachdidaktische Analysen beantwortet werden soll:
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In welchem AusmaR werden Grundvorstellungen zur Multiplikation und Division von Bruch-
zahlen im heutigen Mathematikunterricht an der AHS ,, BG und BRG St.Pélten * aufgebaut und

wie entwickeln sich diese Vorstellungen in der weiteren Schullaufbahn?

1.2 Aufbau der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich in sieben Kapitel. Dieser Abschnitt, das 1. Kapitel, stellte dabei die
Einflhrung in die Thematik sowie die Hinflhrung zur Forschungsfrage dar. Das 2. Kapitel
widmet sich der Theorie der fiir die empirische Untersuchung relevanten Grundvorstellungen
sowie den daraus abzuleitenden zentralen Annahmen. Im dritten Abschnitt wird das Untersu-
chungsdesign vorstellt. Dabei wird erklart, wie die Online-Umfrage durchgefiihrt wurde und
welche Klassen daran teilnahmen. Anschlieend folgt Kapitel 4, welches den Fragebogen sowie
die einzelnen Fragen naher beleuchten soll. Infolge der Analyse der einzelnen Aufgaben wird
auch ein auf der Theorie aufbauender Erwartungshorizont formuliert und begriundet. Im 5. Ka-
pitel, welches sich mit den Ergebnissen der empirischen Untersuchung beschaftigt, wird ver-
sucht diese anschaulich in verschiedenen Kontexten beziehungsweise durch mehrere Auswer-
tungen und Analysen mit unterschiedlichen Fokussen und Grafiken Ubersichtlich darzustellen.
Die zusammengefassten Ergebnisse werden im 6. Kapitel schlielich diskutiert und interpre-
tiert. Infolgedessen wird auch die Forschungsfrage beantwortet. Das letzte Kapitel rundet die
Arbeit schlieBlich mit einem Fazit sowie einem Ausblick auf weitere Forschungsmoglichkeiten
ab, welche an die Ergebnisse der empirischen Untersuchung sowie die darauf beruhenden

Schlussfolgerungen anschlief3en.

Am Ende dieser Arbeit befinden sich das Literaturverzeichnis sowie der Anhang, welcher den

Fragebogen und die bei der Auswertung verwendeten Tabellen beinhaltet.
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2 Theoretische Grundlagen und Forschungsstand

In diesem Abschnitt erfolgt eine Auseinandersetzung mit der fur die empirische Untersuchung
bendtigten Theorie. Dabei wird zuerst auf die Idee der Grundvorstellung an sich eingegangen
und dann im zweiten Unterkapitel relevante Grundvorstellungen im Bereich der Multiplikation
und Division von Bruchzahlen aufgezeigt. Es folgen eine Analyse haufig auftretender Schwie-
rigkeiten und Fehler (siehe Abschnitt 2.3) sowie ein kurzer Abschnitt tiber die Entwicklung von
Grundvorstellungen mit der Zeit (siehe Abschnitt 2.4). Am Ende werden im letzten Unterkapi-
tel fur die Untersuchung zentrale Annahmen, welche aus dem Forschungsstand gezogen werden

kdnnen, kurz ausformuliert.

2.1 Grundvorstellungen — was sind sie und woflr werden sie gebraucht

In der Einleitung wurde bereits die Idee der Grundvorstellung knapp skizziert: Der Mathema-
tikunterricht soll vor allem dazu beitragen, dass Schiilerinnen und Schuler mathematische In-
halte verstehen lernen. Dabei ist zu beachten, dass ,,verstehen‘ nicht falschlicherweise mit ,,be-

herrschen® gleichgesetzt werden sollte. Das einfache Beherrschen des Kalkiils, zum Beispiel
die Rechnung % 4 = g I6sen zu kénnen, bedeutet noch nicht zu verstehen, was hinter dieser

Rechnung stecken oder wofur sie eingesetzt werden kann. Eine Schulerin oder ein Schiler,
welche oder welcher die Bruchrechnung bereits gelernt, aber nicht verstanden hat, kann diese
Rechnung zwar als solche erkennen und l6sen, hat aber vermutlich Probleme damit, diese in
einen Kontext zu setzen oder aus einem Kontext herauszulesen. Es fehlt die Verbindung zwi-
schen der Mathematik und der realen Welt, eine Mdoglichkeit, die Symbole und Zeichen zu
deuten, eine Grundvorstellung (Padberg & Wartha, 2017, S. 1-2). Eine knappe, aber treffende
Definition des Wortes findet sich im Lehrbuch ,,Didaktik der Analysis®, welche Grundvorstel-
lungen als inhaltliche Deutung eines mathematischen Begriffes, die diesem Sinn gibt, wahrneh-
men (Greefrath, Oldenburg, Siller, Ulm, & Weigand, 2016, S. 17). Wie das im Begriff beinhal-
tete Wort ,,Vorstellung* bereits andeutet, sollen sich Schiilerinnen und Schiiler unter Rechnun-
gen, Zahlen, sogar unter den einzelnen Operatoren etwas vorstellen konnen. Dabei ist es wich-
tig, dass sie Probleme nicht nur auf der symbolischen Ebene bearbeiten kdnnen, sondern flexi-
bel zwischen verschiedensten Darstellungsmdglichkeiten umdenken kénnen. Grundvorstellun-
gen sollen den Schulerinnen und Schiilern genau dieses Umdenken ermdglichen, indem sie als
Ubersetzungsmoglichkeit zwischen verschiedenen Darstellungsebenen dienen. Padberg und

Wartha beschreiben die Begriffe ,,Beherrschen® und ,,Verstehen* dabei so, dass Schiilerinnen
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und Schiiler ein Teilgebiet der Mathematik beherrschen, wenn sie mathematische Fragestellun-
gen auf einer Darstellungsebene bearbeiten kdnnen. Verstehen tritt jedoch erst ein, wenn die
Bearbeitung auf verschiedenste Darstellungsformen ausgeweitet werden kann (Padberg &
Wartha, 2017, S. 1-2).

Auch Malle schlie3t sich dieser Sichtweise an, er beschreibt Grundvorstellungen als wichtig
und fur die Allgemeinbildung unverzichtbar, da ohne diese Anwendung von Mathematik und
Problemldsen nur schwer gelingen kann. Grundvorstellungen stellen dabei ein Bindeglied zwi-
schen einer bestimmten Situation und der mathematischen Beschreibung dieser Situation dar.
So soll die Situation bei einem Problemldsevorgang in der Bearbeiterin oder im Bearbeiter ge-
wisse Grundvorstellungen ansprechen, mit deren Hilfe die Mathematik hinter dem Problem er-
kannt werden kann und welche eine Ubersetzung auf die formale, mathematische Ebene er-
maoglichen. Umgekehrt sollen sie auch dazu fiihren, dass aus rein mathematischen Beschreibun-
gen Ideen gewonnen werden, wie diese in konkreten Situationen gedeutet werden kénnen. Die
Verbindung zwischen Realitdt und Mathematik ist demnach in beiderlei Richtungen durch
Grundvorstellungen moglich. An dieser Stelle erkennt Malle schlief3lich auch ein fur ihn haufig
auftretendes Problem: Wenn Menschen mit Mathematik in alltdglichen Kontexten konfrontiert
werden, ihnen jedoch die passenden Grundvorstellungen fehlen, kénnen sie nur auf auswendig
gelernte, aber meist unverstandene Formeln zuriickgreifen. Dieses Verhalten ist jedoch sehr
fehleranfallig, da einzelne Symbole oder Phrasen schnell verwechselt oder vergessen werden
kénnen und den Anwendern jedoch keine Mdglichkeit der Selbstkontrolle zur Verfligung steht,
da diese Formeln nicht auf Verstandnis fuBen (Malle, 2004b, S. 1-2).

Fur einen tieferen Einblick und das Aufzeigen weiterer Aspekte von Grundvorstellungen muss
zwischen universellen und individuellen Vorstellungen unterschieden werden. Universelle
Grundvorstellungen beschreiben, was sich Lehrende und im Endeffekt auch Lernende unter
einem Begriff vorstellen sollen. Es handelt sich dabei um allgemeine Vorstellungen, welche als
Ziele des Mathematikunterrichts angesehen werden kénnen. Wenn der Fokus darauf liegt, was
sich eine konkrete Schiilerin oder ein konkreter Schiler unter einem bestimmten, mathemati-
schen Begriff vorstellt, spricht man von individuellen Grundvorstellungen. Diese kdnnen von
Person zu Person variieren, da sie das Produkt eines personlichen Lernprozesses sind. Dabei
koénnen Schilerinnen und Schiler auch solche Erklarungsmodelle verwenden, welche in man-
chen Situationen vielleicht passen, aber teilweise nicht allgemein gultig sind (Greefrath,
Oldenburg, Siller, Ulm, & Weigand, 2016, S. 18-19). Wird in dieser Arbeit von Grundvorstel-

lungen gesprochen, so sind im Allgemeinen universelle Grundvorstellungen gemeint.
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Mit der im vorigen Absatz erléuterten Unterscheidung lasst sich nun gezielt die Seite der Schi-
lerinnen und Schuler betrachten: Individuelle Grundvorstellungen von Lernenden sind sehr fle-
xibel, sie unterliegen regelméiigen Verénderungen, werden teilweise verworfen oder durch
neue Vorstellungen erweitert. So kann beispielsweise die Multiplikation von naturlicher Zahlen
als wiederholte Addition gesehen werden, diese Vorstellung muss jedoch spatestens bei der
Multiplikation zweier Bruchzahlen erweitert werden. Vom Hofe spricht dabei von der Ausbil-
dung eines Netzwerks, welches sich immer weiter zu einem leistungsfahigen System mentaler,
mathematischer Modelle entwickelt (Vom Hofe, 2003, S. 6). Natirlich kénnen diese Erweite-
rungen den Schulerinnen und Schiilern Schwierigkeiten bereiten, da vertraute Grundvorstellun-
gen, welche sich bis zu diesem Zeitpunkt bewéhrt hatten, nun zurtickgelassen oder adaptiert
werden mussen. Konkrete Ausfiihrungen zu diesem Thema finden sich im Abschnitt 2.3.

Wirft man nun einen Blick auf die Seite der Lehrkréfte, so bieten universelle Grundvorstellun-
gen nicht nur eine gewisse Zielorientierung, sondern kénnen auch zur Diagnose und einer an-
schlieRenden Behebung fachlicher Schwierigkeiten dienen. Da dank der fachdidaktischen For-
schung viele universelle Grundvorstellungen formuliert sowie maégliche alternative Konzepte
bereits bekannt sind, gibt es die Mdglichkeit, Aufgaben so zu erstellen, dass sie gezielt nach
einer bestimmten Grundvorstellung fragen. Die Analyse der von den Schilerinnen und Schii-
lern bearbeiteten Aufgaben kann in einigen Fallen Rickschlisse auf das Vorhandensein richti-
ger, aber auch mangelnder oder fehlerhafter Vorstellungen erméglichen und somit auch als
Ausgangspunkt fur weitere FérdermalRnahmen dienen (Greefrath, Oldenburg, Siller, Ulm, &
Weigand, 2016, S. 20).

Einen letzten Vorteil, welcher fur den Aufbau von Grundvorstellungen spricht, nennt Eva-Ma-
ria Pfeiffer in ihrer Diplomarbeit zum Thema ,,Grundvorstellungen zu funktionalen Abhéngig-
keiten®. Sie spricht davon, dass flr viele Lernende die Sinnhaftigkeit des Lernstoffes ein ent-
scheidender Faktor ist. Da Vorstellungen der Mathematik erst Sinn verleihen, da sie die Briicke
zwischen der formalen Ebene und der Realitat schlagen, fordert das Verstehen die Sinnhaf-
tigkeit des Mathematikunterrichts aus Sicht der Schiilerinnen und Schiler und kann somit auch
zu erhohter Motivation fiihren (Pfeiffer, 2012, S. 17).

Zusammenfassend dienen Grundvorstellungen der Sinnstiftung im Mathematikunterricht. Ei-
nerseits ermoglichen sie Schilerinnen und Schiilern flexibel zwischen verschiedenen Darstel-

lungsmoglichkeiten, alltdglichen Kontexten und der mathematischen Sprache zu tibersetzen
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und sind damit essentiell fir die Anwendung von Mathematik, andererseits helfen sie der Lehr-
person als Zielformulierung und bei der Diagnostik im Unterricht. Aus diesen Griinden sind
auch in der Forschung der Mathematikdidaktik Grundvorstellungen ein wichtiges Themenge-
biet und somit auch Thema vieler empirischer Untersuchungen. Malle beschreibt jedoch, dass
Ergebnisse einiger empirischer Untersuchungen zeigen, dass Grundvorstellungen bei befragten
Schulerinnen und Schulern weitgehend nicht oder nicht ausreichend vorhanden sind (Malle,
2004b, S. 3).

Wahrend dieser Abschnitt die Idee der Grundvorstellungen sowie ihre einhergehenden Vorteile
thematisierte, wird im folgenden Unterkapitel auf jene Grundvorstellungen eingegangen, wel-

che fiir die empirische Untersuchung dieser Arbeit notig sind.

2.2 Grundvorstellungen zur Multiplikation und Division von Bruchzahlen

Im letzten Abschnitt wurde auf die Wichtigkeit von Grundvorstellungen fir die Anwendung
von Mathematik hingewiesen. So ist auch beim Thema Bruchzahlen, welches sowohl in der
Schule als auch im Alltag oft eine relevante Rolle spielt, ein Aufbau passender Vorstellungen
und Ideen unverzichtbar. Padberg und Wartha betonen jedoch, dass es vor allem bei der Multi-
plikation und Division von Bruchzahlen zu Problemen bei der Aktivierung passender Grund-
vorstellungen bei Schilerinnen und Schiilern kommt. Diese Aussage untermauern sie mit meh-

reren Studien und weisen darauf hin, dass beispielsweise in einer Studie nur 4% der Lernenden
zu der Gleichung %- i = 12—2 eine passende Aufgabe formulieren konnten (Padberg & Wartha,

2017, S. 156). Umgekehrt lasst Padberg in einer anderen Umfrage Schilerinnen und Schiiler
ein Viertel der Hélfte eines Rechtecks anmalen und fragt nach der zugehdrigen Rechenaufgabe.
Wahrend 72% der Befragten das Rechteck richtig bemalte, schaffte es nur 1% auch die zuge-
horige Rechnung zu formulieren (Padberg, 1986, S. 68-69). Diese und weitere Ergebnisse em-
pirischer Untersuchungen zeigen, dass im Bereich der Multiplikation und Division innerhalb
der Bruchrechnung ein starker Nachholbedarf herrscht. Um jedoch gezielt nach Grundvorstel-
lungen fragen und die Antworten einheitlich auswerten zu kdnnen, missen die einzelnen

Grundvorstellungen jedoch zuerst formuliert werden, was das Ziel dieses Abschnitts darstellt.

2.2.1 Multiplikation von Bruchzahlen

Den fur Schulerinnen und Schiiler wahrscheinlich noch vertrautesten Aufgabentyp stellt die

Multiplikation einer natiirlichen Zahl mit einer Bruchzahl dar. Wie in den natirlichen Zahlen
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kann hier die Multiplikation als wiederholte Addition verstanden werden, beispielsweise kann
die Rechnung 5 e § = g als §+ § + § + § +§ = g gedeutet werden. Zusatzlich kann der
Quasikardinalzahlaspekt der Bruchzahlen hinzugezogen werden, um den Denkprozess zu er-
leichtern: 5 o § = 5 e ein Drittel = 5 Drittel. Der Vorteil dieser Vorstellung ist jener, dass sie

aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen ibernommen werden kann und somit auf weniger Wi-
derstand bei den Schilerinnen und Schiilern stot. Jedoch l&sst sich diese Grundvorstellung nur
fir Aufgaben des Typs naturliche Zahl mal Bruchzahl verwenden und ist somit in ihrem An-
wendungsgebiet sehr beschrénkt (Padberg & Wartha, 2017, S. 105).

Betrachtet man nun den umgekehrten Fall, Bruchzahl mal nattrliche Zahl, wird schnell Klar,

dass eine neue Vorstellung aufgebaut werden muss. Die Rechnung 2 e 3 = 2 kann nicht mehr

als wiederholte Addition gedeutet werden, die Zahl 3 kann nicht 2 mal addiert werden. An
dieser Stelle muss die Vorstellung etabliert werden, dass der Operator ,, » “ in diesem Kontext
als ,,von“ gedeutet werden kann. Mit dieser Idee kann die Rechnung % e 3 = 2 als,,zwei Drittel

von drei Ganzen“ gedeutet werden, also als zwei Ganze. Um diese Grundvorstellung einerseits
zu validieren und andererseits zu festigen, sollten verschiedenste, anschauliche Beispiele —auch
oder vor allem auf der grafischen Ebene — aufgezeigt und gerechnet werden. (Padberg &
Wartha, 2017, S. 106-107).

Wurde die Deutung der Multiplikation in der Bruchrechnung als ,,von“-Rechnung gewissenhaft
eingeflhrt, wurde damit bereits ein wichtiger Grundbaustein fir die Berechnung von Anteilen
von Anteilen gelegt. Bei diesem Aufgabentyp handelt es sich um Rechnungen, in welchen eine

Bruchzahl mit einer anderen Bruchzahl multipliziert wird. Auch in diesem Fall ist es vorteilhaft
die Multiplikation als ,,von* zu deuten. Beispielsweise kann die formale Rechnung %-% = %

als ,,die Halfte von zwei Drittel“ gedeutet werden, was ohne weitere Rechnung bereits die L6-
sung ,.ein Drittel* nahelegt (Padberg & Wartha, 2017, S. 109-111).

Die eher einfache Verkniipfung des Wortes ,,von* mit der Multiplikation von Bruchzahlen kann
flr einige Schilerinnen und Schiilern bereits einen grofRen Schritt im Verstandnis darstellen.

Mit Hilfe dieser Vorstellung kann auch der erste Aufgabentyp, die Multiplikation einer natr-
lichen Zahl mit einer Bruchzahl, gel6st werden. 5 o § = g kann dabei als ,,fiinf Stiick von einem

Drittel, also funf Drittel” gedeutet werden. Zuséatzlich bietet diese Deutung Anschluss an die

aus den nattrlichen Zahlen bekannte Grundvorstellung der wiederholten Addition.
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2.2.2 Division von Bruchzahlen

Bereits aus der Volksschule ist bei den meisten Lernenden die Vorstellung der Division als
Teilen vorherrschend. Diese Vorstellung aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen kann in Spe-

zialfallen auch fur die Bruchrechnung ubernommen werden. So kann die Rechnung
=:2 =2 mit Hilfe des Quasikardinalzahlaspekts als ,.4 Neuntel dividiert durch 2 sind 2 Neun-

tel”“ oder als ,,Man verteilt vier Neuntel gerecht an zwei Personen, jede bekommt zwei Neuntel*

gedeutet werden (Malle, 20044, S. 7). Diese Vorstellung stoRt jedoch sehr schnell an ihre Gren-

zen. % kdnnen bereits nicht mehr so einfach durch zwei geteilt werden. Allerdings lasst sich
dieses Problem mit einem Trick beheben: Erweitert man g mit 2, so erhalt man die zu S
aquivalente Bruchzahl 1% . Diese kann wiederum durch zwei geteilt werden. Anschaulich kann

man hier beispielsweise mit einer Torte argumentieren, von welcher noch E ubrig sind. Will

man diese gerecht auf zwei Personen verteilen, mussen alle drei Fiinftel zuerst halbiert werden.

Im Anschluss lassen sich die entstandenen sechs Tortenstlicke einfach auf zwei Personen ver-

6

teilen. Auf der formalen Ebene ware dies die Rechnung % 12 = o 2 = % (Padberg & Wartha,

2017, S. 129-133). Selbst mit diesem Trick bleibt jedoch zu beachten, dass die VVorstellung des

Teilens nur im Fall Bruch durch natiirliche Zahl einen Sinn macht. Die Deutung von 2 : % =3

als ,,Man teilt 2 Ganze auf % Personen auf. ist nicht zielfithrend.

Eine weitere Grundvorstellung der Division aus dem Bereich der natlrlichen Zahlen ist die
Division als Messvorgang. Diese Vorstellung kann ebenfalls in der Bruchrechnung angewandt
werden. Die vorher beschriebene und mit der Vorstellung des Teilens nicht l6sbare Rechnung

2: 2 = 3 kann als ,,Wie oft passen 2 in 2 hinein* gedeutet werden. Denkt man sich noch einen

konkreten Kontext dazu ,,Wie viele Kannen mit einer Fiillmenge von % Liter Milch kann man

mit zwei Liter Milch fiillen?, wird die Berechnung des Ergebnisses einfacher, auch ohne
Kenntnisse (ber die formalen Regeln der Division durch Bruchzahlen. Zusétzlich kann diese
Deutung auch noch durch die Grundvorstellung des Dividierens als wiederholte Subtraktion,
welche in sehr engem Zusammenhang mit der Multiplikation als wiederholter Addition steht,

gestarkt werden. In diesem Sinne kann folgendermallen vorgegangen werden:

2 2 2 2 . o ) .
2— 37575 0—>2: 3= 3, in Worten: ,,Wenn man zwei Drittel von zwei Ganzen abzieht,

bleiben ein Ganzes ein Drittel, zieht man erneut zwei Drittel ab, bleiben zwei Drittel. Man kann

ein letztes Mal zwei Drittel abziehen und erhalt null. Zwei Drittel passen demnach drei Mal in
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zwei Ganze hinein. Umgekehrt kann auch eine wiederholte Addition verwendet werden § +

g + g = 2, um zu argumentieren, dass % dreimal in die Zahl 2 passt. Auch fiir den Fall Bruchzahl
dividiert durch Bruchzahl I&sst sich die Vorstellung des Messens anwenden. Als einfaches Bei-

spiel kdnnte man fragen, wie oft % in % passt. Die Antwort zweimal spiegelt das Ergebnis der

Rechnung % : i = 2 wider. Die Division im Sinne eines Messvorgangs ist somit jene Grund-

vorstellung, welche fur das Dividieren mit Bruchzahlen vorherrschend sein sollte. Diese Vor-
stellung erfordert jedoch fiir die Schilerinnen und Schiler ein Umdenken, da sich im Vergleich

zu den naturlichen Zahlen einige, neue Hirden ergeben. Beispielsweise muss der Dividend

nicht mehr groler oder gleich dem Divisor sein. Die Frage, wie oft % in % passt, welche die

Rechnung %2 widerspiegelt, erscheint kompliziert, da g groler als% ist und somit nicht ein
einziges Mal hineinpasst. An dieser Stelle sollte versucht werden, anhand einfacher Beispiele
ein erstes Verstandnis zu generieren. So kann gefragt werden, wie oft 2 in é passt, was die

Antwort ein halbes Mal nahe legt (Malle, 20044, S. 7-8).

Lé&sst man sich die beiden Unterkapitel zum Thema Grundvorstellungen zur Multiplikation und
Division von Brichen noch einmal durch den Kopf gehen, so erkennt man eine wesentliche
Gemeinsamkeit der Rechenarten: Bei beiden Grundrechnungsarten kénnen teilweise Vorstel-
lung aus den natlrlichen Zahlen Gbernommen werden und zumindest in Spezialfallen ange-
wandt werden. Der Umstieg auf die neue ,,von“-Vorstellung bei der Multiplikation und die aus
den naturlichen Zahlen bekannte, aber nun erweiterte VVorstellung des Messens bei der Division
sollte einigermalien flieBend und mit anschaulichen Beispielen geschehen, um erste Grund-
steine fir die jeweilige Rechenart mit Bruchzahlen zu legen. Erst dann ist die Formulierung
einer Rechenregel, welche Uber die jeweiligen Grundvorstellungen hergeleitet wird, fur den

allgemeinen Fall sinnvoll.

Wahrend im Unterkapitel 2.2 mehrmals darauf verwiesen wurde, dass bestimmte Grundvor-
stellungen aus den natlrlichen Zahlen in den Bereich der Bruchrechnung Gibernommen werden
konnen, wird im ndchsten Abschnitt vor allem auf jene Vorstellungen eingegangen, welche
nicht Gdbernommen werden koénnen. Tatsachlich reicht bei manchen dieser Vorstellungen eine

einfache Adaption nicht aus, sondern sie mussen von Grund auf Uberarbeitet werden.
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2.3 Haufig auftretende Schwierigkeiten und Fehler im Bereich der Multi-

plikation und Division von Bruchzahlen

Die Deutung der Multiplikation als wiederholte Addition ist flr die meisten Schilerinnen und
Schiler, wie zuvor bereits angesprochen, eine vertraute Vorstellung. Im Kontext der naturli-
chen Zahlen kommt man dabei sehr schnell zu der Erkenntnis, dass die Multiplikation mit Zah-
len auBer 0 und 1 die urspringliche Zahl immer vergroRert. Diese Vorstellung erweist sich den
Lernenden vermutlich in vielen Kontexten als niitzlich, zum Beispiel zur schnellen Abschét-
zung, ob ein Ergebnis stimmen kann, muss jedoch bei der Multiplikation mit Bruchzahlen ver-
worfen werden. Denn bei der Multiplikation mit Bruchzahlen kann das Ergebnis kleiner, gleich
oder grofier als die Ausgangszahlen sein. Padberg und Wartha beschreiben, dass diese Vorstel-

lung der VergréRerung durch Multiplikation auch teilweise erhalten bleibt, dass manche Schi-

3

. .. . . . .. 3 1
lerinnen und Schiiler dies auch behaupten, wenn sie Rechnungen wie zum Beispiel i

ausrechnen koénnen, da sie sich algorithmisch und intuitiv auf verschiedenen Ebenen bewegen,
ohne diese miteinander verknupfen zu kénnen (Padberg & Wartha, 2017, S. 114-115). Diese
Dissonanz deutet darauf hin, dass die Multiplikation mit Bruchzahlen zwar beherrscht, aber

nicht verstanden wird.

Passend zu der aus den natirlichen Zahlen kommenden Idee, dass die Multiplikation immer
vergroRert, existiert auch die Vorstellung, dass die Division immer verkleinert, ausgenommen
durch die Zahl 1 (Padberg & Wartha, 2017, S. 144). Dieser Gedanken entspringt wahrscheinlich
der den Lernenden gut bekannten Deutung der Division als Teilen. Wenn man eine Menge an
Dingen auf mehrere Personen gerecht verteilt, ist unmittelbar klar, dass jede einzelne Person
danach weniger hat als zuvor gesamt zur Verfligung stand. Wie jedoch bereits im vorigen Ab-
schnitt erlautert, lasst sich die Vorstellung des Verteilens nur mehr in speziellen Situationen
anwenden, ndmlich wenn der Divisor eine natlrliche Zahl ist. In diesen Fallen passt auch die
Vorstellung, dass die Division den Dividenden verkleinert, in anderen Situationen, in welchen
durch eine Bruchzahl kleiner 1 und grof3er O dividiert wird, stimmt dies jedoch nicht. Im All-
gemeinen kann die Division durch Bruchzahlen die Ausgangszahl vergréf3ern, verkleinern oder

auch gleich bleiben lassen, je nachdem, durch welche Zahl dividiert wird.

Eine weitere Vorstellung aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen, welche nicht in den Bereich
der Bruchzahlen Glbernommen werden kann, ist jene, dass eine natirliche Zahl nur in Sonder-

fallen restlos durch eine andere nattirliche Zahl dividiert werden kann. In den meisten Fallen
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bleibt ein Rest, welcher nicht weiter aufgespaltet werden kann. Fir den Zahlenbereich der na-
thrlichen Zahlen stimmt diese Aussage zwar, erweitert man jedoch auf den Bereich der Bruch-
zahlen, ergeben sich zwei neue Wege. Einerseits ist das Ergebnis einer Division natlrlicher

Zahlen immer ein sehr einfach anzugebener Bruch, als Beispiel 5: 3 = g Andererseits kann
man auch wie gewohnt dividieren und den Rest als Bruch angeben, um zu einer gemischten
Zahl zu kommen, beispielsweise 5 : 3 = 1% . Laut Padberg und Wartha kann diese Umstellung

bei Schilerinnen und Schulern grolRe Unsicherheiten hervorrufen, da fir sie eine Division, wel-
che sie sehr lange als nicht ausfuhrbar betrachteten, jetzt plotzlich ein Ergebnis liefert. Die
falschliche Annahme, dass diese Rechnung jetzt auch im Bereich der natirlichen Zahlen még-
lich ist, kann zu Verstandnisproblemen und noch groRerer Unsicherheit fiihren. Diese Hypo-
thesen werden durch Untersuchungen zur Bruchrechnung belegt, in welchen Schulerinnen und
Schiler vor allem jene Beispiele des Typs natiirliche Zahl dividiert durch nattrliche Zahl aus-
lassen (Padberg & Wartha, 2017, S. 138, 143).

Eine letzte Fehlvorstellung, welche sich bei Schiilerinnen und Schiilern entwickeln kann, stellt
jene Vorstellung dar, dass sich eine kleinere Zahl nicht durch eine groRere Zahl dividieren Iasst.
Auch diese Idee stammt urspriinglich aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen. Weder die
Grundvorstellung der Division als Teilen, noch als Messen funktioniert, wenn der Dividend
kleiner als der Divisor ist, solange nicht auf entsprechende Vorstellungen von Bruchzahlen zu-
riickgegriffen wird. Die Frage, wie man zwei Apfel auf drei Personen aufteilen soll, kdnnte man
beispielsweise so beantworten, dass man jeden der beiden Apfel drittelt und jeder Person von
jedem Apfel ein Drittel abgibt. Dennoch hélt sich die Vorstellung bei einigen Schulerinnen und
Schilern, dass eine solche Division nicht méglich ist (Padberg & Wartha, 2017, S. 144).

Sowohl bei der Multiplikation, als auch bei der Division gibt es somit Bruchstellen zwischen
den vor der Einfihrung in die Bruchzahlen vorherrschenden Grundvorstellungen und jenen
Vorstellungen, welche wéhrend der Behandlung der Multiplikation und Division von Bruch-
zahlen entstehen sollen. Besonders aufféllig ist hier auch, dass es bei der Division deutlich mehr
potenzielle Bruchstellen gibt, was vermuten lasst, dass auch bei der Bruchrechnung die Divi-

sion schwerer verstandlich fir die Schilerinnen und Schiler als die Multiplikation ist.

Die Frage, ob Grundvorstellungen wie diese, wenn sie einmal aufgebaut sind, sich auch halten
beziehungsweise ob solche Vorstellungen, welche sich noch nicht gefestigt haben, im Laufe
des Mathematikunterrichts noch die Moglichkeit dazu bekommen, wird im nun folgenden Ab-

schnitt diskutiert.
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2.4 Mdogliche Entwicklungen von Grundvorstellungen Uber die Zeit

In der 6. Schulstufe, in welcher die systematische Bruchrechnung eingefihrt wird, stehen Com-
puteralgebrasysteme — kurz CAS — wie zum Beispiel in Form eines Taschenrechners an der
untersuchten Schule noch nicht zur Verfiigung. Dies &ndert sich jedoch im Jahr darauf: Ab der
7. Schulstufe missen alle Schulerinnen und Schiler einen Taschenrechner besitzen und die
Verwendung dieses wird in den Unterricht fortan integriert. Diese Anderung kann den Mathe-
matikunterricht nattrlich auf verschiedenste Arten beeinflussen, vor allem auch auf der Ebene
der Grundvorstellungen. Jedoch ist dies nicht der einzige Faktor, welcher sich auf die Ausbil-
dung von Vorstellungen bei Schilerinnen und Schilern auswirkt. So spielen zum Beispiel eine
immer groRer werdende Vertrautheit mit der Mathematik oder das regelméRige Wiederholen
sowie die Erweiterung von Grundvorstellungen im Unterricht ebenso eine wichtige Rolle. In
diesem Kapitel wird versucht, diese Faktoren, welche sich auf die Ausbildung und Festigung
von Grundvorstellungen im Mathematikunterricht auswirken kdnnen, zu erlautern und zu dis-
kutieren. Im Anschluss werden noch kurz zwei zur Thematik passende Studien zusammenge-

fasst und deren Ergebnisse im Lichte der vorangegangenen Theorie hervorgehoben.

Eine mdgliche Richtung, in welche der Einsatz von Computeralgebrasystemen den Mathema-
tikunterricht fithren kann, erldutert Josef Lechner in seinem Dokument ,,Grundwissen, Grund-
vorstellung, Grundtitigkeit®: Er beschreibt, dass der Einsatz von CAS im Unterricht auf eine
ganz besondere Weise zum Aufbau tragfahiger Vorstellungen beitragen kann. Einerseits kon-
nen bereits einfache Taschenrechner viele Rechenschritte ibernehmen, welche in der Theorie
zwar leicht verstandlich, in der Praxis aber handisch sehr miihsam und langwierig durchzufih-
ren sind. Andererseits konnen hoherwertige CAS durch verschiedenste Darstellungsmdglich-
keiten den Begriffsaufbau unterstiitzen und damit das Verstehen, wie es im Abschnitt 2.1 be-
sprochen wurde, fordern. Des Weiteren kann der Einsatz elektronischer Hilfsmittel aufgrund
der rechnerischen Entlastung zur Anregung von Denkprozessen und somit auch zur Festigung
von Grundvorstellungen beitragen. Zusammenfassen konnte man diese Sichtweise so beschrei-
ben, dass CAS es ermdglichen sollen sich vom héndischen Ausrechnen komplizierter Rechnun-
gen zu distanzieren und hin zur von Lechner betitelten ,,Strategiekompetenz* zu gelangen, wel-
che letztendlich vor allem Mathematik in Anwendungssituationen und somit auch Grundvor-
stellungen starken soll (Lechner, 2001, S. 12).

Eine andere Perspektive bietet jedoch Hans-Wolfgang Henn in seinem Artikel ,,Computer-Al-
gebra-Systeme - junger Wein oder neue Schlduche?*. Prinzipiell vertritt Henn eine dhnliche

Ansicht wie Lechner und sieht in Computeralgebrasystemen ein sehr niitzliches Werkzeug fur
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Modellbildung und Simulation im Mathematikunterricht, allerdings bt er jedoch auch nach-
dricklich Kritik am unreflektierten Einsatz sowie neu auftretenden Gefahren durch diesen. Da-
bei dirfen Hilfsmittel wie Taschenrechner oder mathematische Computerprogramme nicht als
allméchtige Problemldsewerkzeuge betrachtet werden, sondern sollten viel mehr als methodi-
sche Erganzung, eben als ein Hilfsmittel, gesehen werden. Es sollte nicht nur die reine Anwen-
dung der Software, sondern vor allem auch die Einsicht in den Kalkil durch die Software getibt
werden (Henn, 2004, S. 2, 18-19). Ein Beispiel in Henns Argumentation ware, dass es manch-
mal sinnvoller ist, die Schulerinnen und Schiiler héndisch, also ohne CAS, rechnen zu lassen,
da beispielsweise bei neuen Stoffgebieten die fur CAS bendtigte Syntax schnell zu einer Ver-
schiebung der Aufmerksamkeit weg von der anschaulichen Vorstellung hin zur Bedienung des
Programmes flihren kann. Der Fokus wiirde somit wieder am Kalkul liegen, vielleicht wére es
fiir die Lernenden sogar noch abstrakter, da nicht mehr ,,nur* die Rechnung im Vordergrund
steht, sondern auch die Syntax des Computerprogrammes. Ein weiterer Kritikpunkt eines unre-
flektierten Einsatzes von CAS ist jener, dass im Unterricht, sobald Taschenrechner oder mathe-
matische Computerprogramme vorhanden sind, oft ,,unschonere” oder ,,schwerere* Zahlen
vorkommen oder mehr Rechenschritte bendtigt werden. Dies kann dazu flihren, dass der Fokus
vor allem bei schwécheren Schulerinnen und Schilern auf dem komplizierten Vorgang der Be-
rechnung liegt, wahrend die VVorstellung zur Rechnung in den Hintergrund verbannt wird. Dies
kann bei den Lernenden ein Gefuhl der Abhangigkeit von CAS induzieren, was dazu fuhrt, dass
auch fur die einfachsten Aufgaben auf den Taschenrechner zurtickgegriffen wird und Grund-

vorstellungen immer weiter verdréangt werden (Henn, 2004, S. 5).

Natdrlich gibt es fernab des Einsatzes von CAS auch noch andere Faktoren, welche sich auf die
Entwicklung von Grundvorstellungen bei den Schilerinnen und Schiilern auswirken. So kann
davon ausgegangen werden, dass Lernende gerade im Alter zwischen 10 und 18 Jahren eine
zunehmende Reife mit den Jahren entwickeln, welche das logische Denken sowie das Vorstel-
lungsvermogen, vor allem auch fur das Abstrakte, verbessern. Dies lasst vermuten, dass &ltere
Lernende einfacher komplexere Grundvorstellungen aufbauen kdnnen. Des Weiteren weist
Gert Kadunz in seinem Werk ,,Zeichen und Sprache im Mathematikunterricht* auch darauf hin,
dass Schilerinnen und Schilern durch das Operieren auf der formalen Zeichenebene, durch das
Ubersetzen zwischen der Realitit und der mathematischen Sprache, durch das Losen mathema-
tischer Probleme oder ganz allgemein durch die Anwendung Mathematik als Ganzes immer
vertrauter wird (Kadunz, 2020, S. 40-41). Umso vertrauter den Lernenden die Sprache sowie
die Zeichen der Mathematik sind und umso leichter ihnen Ubersetzungen zwischen der Realitat

und der Mathematik fallen, umso wahrscheinlicher kann ihre Aufmerksamkeit auf den Erwerb
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von Vorstellungen gelenkt werden. Beide Faktoren, die zunehmende geistige Reife mit dem
Alter sowie die wachsende Vertrautheit mit der Mathematik mit steigender Schulstufe, lassen

vermuten, dass Grundvorstellungen in hoheren Schulstufen starker vorhanden sein kénnten.

Weitere Argumente fur eine mogliche Besserung der Schulerinnen- und Schilervorstellungen
mit der Zeit lassen sich bei Kristina Reiss und Christoph Hammer finden, welche unter anderem
uber das von Brunner 1970 eingeflhrte Spiralprinzip (Bruner, 1970) schreiben. Dieses besagt,
dass mathematische Inhalte in verschiedenen Jahrgangen aufgegriffen und dabei immer mehr
in die Tiefe gegangen werden soll. Eine sehr &hnliche Richtung wird auch beim Prinzip des
kumulativen Lernens eingeschlagen, welches fordert, dass Inhalte in der Schule sowohl inner-
halb eines Jahres, als auch ber mehrere Schuljahre hinaus vernetzt werden. Dies soll ein bes-
seres Verstandnis fur die Mathematik und den dazugehdrigen Vorstellungen ermdglichen
(Reiss & Hammer, 2013, S. 66-68). Die Verknupfung zwischen diesen beiden Prinzipien und
den Grundvorstellungen stellt Andreas VVohns mit folgender Uberlegung her ,,Versteht man die
Orientierung an fundamentalen Ideen als spiraligen Prozess [...], dann durfte ein entscheidendes
Moment dieses Prozesses die Entwicklung und Verénderung von Grundvorstellungen sein®
(Vohns, 2005, S. 62). GemaR dieser Uberlegung, welche sich mit der Metapher des sich immer
weiter entwickelten Netzwerks von Rudolf vom Hofe deckt (Vom Hofe, 2003, S. 6), kommt
der Aktivierung und Anpassung frither erlernter Grundvorstellungen auch in héheren Schulstu-
fen noch eine wichtige Rolle zu. Jedoch beschaftigt sich mit der Idee des regelméRigen Wie-
deraufgreifens nicht nur die fachdidaktischen Forschung, sie ist auch in der Lehrerinnen- und
Lehrerfortbildung zu finden (Wagner, 2014) und bereits im Lehrplan verankert. Ein konkretes
Beispiel des Wiederaufgreifens einer Grundvorstellung innerhalb desselben Schuljahres ware,

dass die Deutung des Wortes ,,von‘ als Multiplikation auch bei der Prozentrechnung eine wich-
tige Rolle spielt. Rechnet man beispielsweise 60% von 20 aus, kann dies im Sinne von % e 20

als Multiplikation mit Bruchzahlen gedeutet werden. Die dafir bendtigten Grundvorstellungen
der Prozentrechnung kénnen bei Thomas Hafner nachgelesen werden (Hafner, 2012, S. 37-38).
Ein anderes Beispiel fiir das Wiederaufgreifen der Multiplikation von Bruchzahlen in einer ho-
heren Schulstufe stellt das Themengebiet Stochastik dar. Hier findet man die ,,von*“-Vorstellung
der Multiplikation in Fragestellungen des Typs ,,Ereignis A tritt mit 60%-iger Wahrscheinlich-
keit ein. Wenn A bereits eingetreten ist, tritt Ereignis B mit 30%-iger Wahrscheinlichkeit ein.
Wenn A nicht eingetreten ist, tritt auch B nicht ein. Wie wahrscheinlich ist es, dass Ereignis B

eintritt, ohne zu wissen, ob A eingetreten ist?‘. Bei jenen Aufgaben miissen 30% von 60%

. . . 30 60 .
berechnet werden, also in der Bruchschreibweise o5 * oo Wenn davon ausgegangen wird,
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dass Grundvorstellungen zur Bruchrechnung im Mathematikunterricht an verschiedenen Stel-
len wieder aufgegriffen und auch thematisiert werden, wiirde dies darauf hindeuten, dass sich
die Vorstellungen der Schilerinnen und Schuler bezuglich der Multiplikation und Division von

Bruchzahlen im Laufe ihrer Schullaufbahn verbessern konnten.

Es zeichnet sich an dieser Stelle bereits ab, dass rein aus der Theorie nur schwierig eine klare
Aussage ber die zeitliche Entwicklung von Grundvorstellungen getroffen werden kann, unter
anderem da die einzelnen Einflussfaktoren wie die geistige Reife oder das mathematische Ver-
stdndnis sehr individuell ausgepragt sein kénnen und andere Faktoren wie das regelmaRige
Wiederaufgreifen von Vorstellungen vom jeweiligen Unterricht abhangen. Deshalb werden in
den kommenden beiden Absétzen zwei Langsschnittstudien vorgestellt, welche Grundvorstel-
lungen thematisierten, um erste Einblicke aus anderen empirischen Untersuchungen zu erhal-
ten. Dabei wird bei der ersten Studie eine quantitative Auswertung vieler Schilerinnen und
Schiler und bei der zweiten eine qualitative Auswertung einzelner Lernender im Vordergrund

stehen.

Die erste Studie wurde von mehreren Autoren im Zuge des Projekts zur Analyse der Leistungs-
entwicklung in Mathematik (PALMA) durchgefiihrt. Dabei handelt es sich um eine deutsche
Langsschnittstudie im Entwicklungszeitraum von der 5. bis zur 8. Schulstufe, wobei die teil-
nehmenden Schulerinnen und Schuler einmal jahrlich befragt wurden. Zum Einsatz kamen da-
bei quantitative Erhebungen kombiniert mit qualitativen Interviews. Die Teilnehmerzahl vari-
ierte pro Jahr, betrug jedoch jahrlich rund 2000 Schilerinnen und Schler, wobei von diesen
jeweils knapp Uber 100 interviewt wurden. Im Fokus der Studie standen die Kompetenzen der
Lernenden, vor allem die Kalkil- und Modellierungskompetenz, sowie das zentrale Thema
Bruchrechnung. Die fur diese Arbeit relevanten Ergebnisse lassen sich in drei Punkten zusam-

menfassen:

e Schilerinnen und Schiler aus dem Gymnasium (verglichen zu Realschulen und Haupt-
schulen) schnitten nicht nur bereits in der 5. Schulstufe besser ab, ihr Kompetenzlevel
stieg auch Uber die folgenden drei Jahre stérker als in anderen Schulformen an. Dies ist
insofern relevant, weil die empirische Untersuchung zu dieser Arbeit ausschliel3lich an
einem Gymnasium angesetzt wurde.

e Auch innerhalb eines Schultyps lassen sich sehr starke Abweichungen bei der Entwick-
lung einzelner Klassen feststellen. Wahrend sich die Schulbildung bei manchen Klassen

uberdurchschnittlich positiv auf die Kompetenzen in der Bruchrechnung auswirkte, gab
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es auch einzelne Klassen, welche sehr schwach positive oder sogar negative Entwick-
lungsverléaufe aufwiesen.

e Unzureichende Grundvorstellungen wurden als Hauptgrund falscher Antworten identi-
fiziert. Dass die Kalkulkompetenz stets tber der Modellierungskompetenz liegt, 1asst
sich als ein weiteres Indiz flr nicht ausgepréagte Vorstellungen festhalten. Diese Ergeb-
nisse legen nahe, dass der Verlauf der Kompetenzentwicklung in sehr engem Zusam-

menhang mit der Ausbildung der passenden Grundvorstellungen steht.

(Pekrun, et al., 2006, S. 26-36)

Bei der zweiten Studie handelt es sich um eine amerikanische Langsschnittstudie, welche mit
20 Schiilerinnen und Schilern aus verschiedenen Schulen und Klassen/Jahrgangsstufen durch-
gefuhrt wurde. Dabei wurden die Lernenden einmal in der 4. oder 5. Schulstufe und ein weiteres
Mal in der 5. beziehungsweise 6. Schulstufe in einem Interview zu verschiedenen Grundvor-
stellungen zu Bruchzahlen und den Operationen mit ihnen befragt. Zusétzlich wurden auch de-
taillierte Analysen und Ergebnisse von drei Schilern vorgelegt. Die sehr knapp ausfallende
Conclusio der Studie besagt, dass Verbesserungen auf der rechnerischen Ebene nicht mit bes-
seren Grundvorstellungen einhergehen mussen. In den vorgestellten Analysen der drei Inter-
views zeigt sich, dass sich die Befragten alle drei im syntaktischen Bereich verbessert haben,
wéhrend die Entwicklung der Grundvorstellungen zu Briichen sehr unterschiedlich verlief. In
einem Fall konnte ein vertieftes VVorstellungsvermdgen aufgezeigt werden, der zweite Lernende
hatte manche Vorstellungen méglicherweise sogar abgebaut, da er die Aufgaben nur mehr rech-
nerisch behandelt und auch bei Nachfragen nicht auf VVorstellungen zurtckgriff und der dritte
Schiler hatte seine Vorstellungen zu Bruchzahlen und den Operationen mit diesen zwar ver-

bessert, griff aber nicht immer darauf zurick.

Die beiden Langsschnittstudien untermauern das zuvor dargestellte Bild moglicher Einwirkun-
gen auf die Entwicklungsprozesse von Vorstellungen. Sowohl die Theorie als auch die gezeig-
ten Studien legen nahe, dass die Frage, ob Grundvorstellungen im weiteren Unterricht Gber die
Zeit aufgebaut werden, abnehmen oder gleich bleiben, im Allgemeinen nicht beantwortet wer-
den kann, da verschiedenste Faktoren eine Rolle spielen, welche sich untereinander nicht gut
vergleichen oder abwégen lassen. Wahrend Josef Lechner vor allem von den Vorteilen von

Computeralgebrasystemen zur Forderung von Grundvorstellungen im Mathematikunterricht
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spricht, lenkt Hans-Wolfgang Henn die Aufmerksamkeit auf mogliche Probleme eines unre-
flektierten Einsatzes von CAS im Unterricht und der damit einhergehenden Blockade von Vor-
stellungen. Der gezielte Einsatz von CAS konnte dazu geflihrt haben oder auch immer noch
fiihren, dass in einigen Klassen verstarkt auf den Aufbau und Erhalt von Grundvorstellungen —
so auch zu Grundvorstellungen zur Bruchrechnung — im Mathematikunterricht geachtet werden
konnte, aber umgekehrt auch dazu, dass bei einzelnen Rechnungen die Vorstellung in den Hin-
tergrund trat und die Berechnung durch CAS dominierte. Zusatzlich durfen Faktoren wie die
geistige Reife, die Vertrautheit mit der Mathematik und das Wiederaufgreifen bekannter VVor-
stellungen in neuen Kontexten nicht auBBer Acht gelassem werden, da auch sie sich positiv auf
die Entwicklung der Grundvorstellungen der Schilerinnen und Schiler auswirken kénnen. Zu-
letzt deuten die beiden vorgestellten Studien auf eine Verbesserung der Grundvorstellungen mit
der Zeit hin, wobei beim Betrachten der einzelnen Falle sehr schnell aufféllt, dass dies nicht im
Allgemeinen so sein muss, sondern sehr stark von Klasse zu Klasse oder auch von Schiilerin

und Schiler zu anderen Schilerinnen und Schilern variieren kann.

Im néchsten Abschnitt werden die zentralen Annahmen, welche aus dem beschriebenen For-
schungsstand abgeleitet werden kénnen, explizit formuliert und kurz diskutiert. Dabei wird un-
ter anderem auch eine Vermutung zur zeitlichen Entwicklung der Grundvorstellungen in den

untersuchten Klassen gedufert.

2.5 Zentrale Annahmen im Kontext des Forschungsstandes

Nachdem die wichtigsten, theoretischen Grundlagen, welche fur die empirische Untersuchung
in dieser Arbeit bendtigt werden, besprochen und verschiedene Seiten derselben Thematik auf-
gezeigt wurden, stellt sich nun die Frage, ob man anhand dieser Forschung bereits erste Annah-
men bezuglich der erwarteten Ergebnisse abschétzen kann. Dies wird in diesem Abschnitt ver-
sucht. Es wird jedoch darauf hingewiesen, dass sich diese Annahmen, auch wenn sie iber die
Forschung begrundet werden, immer noch auf individuelle Aspekte beziehen und sich deshalb

nicht bewahrheiten missen.

Wirft man noch einmal einen Blick auf den Abschnitt 2.3 und fihrt sich die potenziellen
Schwierigkeiten der Multiplikation und der Division im Bereich der Bruchzahlen vor Augen,
erkennt man erneut, dass bei der Division deutlich mehr Umbrtche bei den Grundvorstellungen
entstehen und somit auch deutlich mehr schief gehen kann als bei der Multiplikation. Eine An-

nahme ist demnach, dass in der empirischen Untersuchung jene Aufgaben, welche sich mit der
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Division beschéftigen, seltener richtig geldst werden, als jene, welche die Multiplikation the-

matisieren.

Eine weitere Annahme, welche mit Hilfe des vorigen Abschnitts getroffen werden kann, ist
jene, dass die Grundvorstellungen zur Multiplikation und Division von Bruchzahlen bei Schi-
lerinnen und Schiilern im Laufe der Schulzeit vermutlich zunehmen werden. Wéhrend Techno-
logieeinsatz, wenn er reflektiert angewandt wird, dazu fuhren kann, dass die Rechenarbeit er-
leichtert und somit mehr Zeit zum Nachdenken und Vorstellen bleibt, wurde bereits auch darauf
hingewiesen, dass der unreflektierte Umgang mit Computeralgebrasystemen dazu fiihren kann,
dass Grundvorstellungen eher in den Hintergrund gedrangt werden, da sie scheinbar nicht mehr
gebraucht werden. In diesem Fall findet die Einfihrung in die systematische Bruchrechnung zu
einem Zeitpunkt statt, wo CAS noch nicht zur Verfligung stehen. Ab dem Folgejahr wird der
Taschenrechner im Mathematikunterricht verpflichtend. In den hoheren Klassen steht die
Bruchrechnung jedoch weiterhin indirekt im Lehrplan, sie kommt in verschiedensten Gebieten
wie der Wahrscheinlichkeitsrechnung oder auch der Prozentrechnung zur Anwendung. Wah-
rend die Auswirkungen des Technologieeinsatzes auf die Entwicklung von Grundvorstellungen
ungewiss bleiben, beeinflussen Faktoren wie die geistige Reife, die zunehmende Vertrautheit
mit der Mathematik und ihrer Sprache sowie das eben angesprochene Wiederaufgreifen von
Vorstellungen den Aufbau und die Festigung von Grundvorstellungen positiv. Wie in den bei-
den vorgestellten Langsschnittstudien im vorigen Unterkapitel ersichtlich wurde, wird damit
gerechnet, dass Schiilerinnen und Schiiler aus héheren Schulstufen im Schnitt besser entwi-
ckelte Vorstellungen besitzen, als jene aus niedrigeren Schulstufen. Im Einzelfall sollte es aber
nicht verwunderlich sein, wenn manche Klassen aus der Reihe fallen, da die Vielzahl an Ein-
flussfaktoren nur schwer festgehalten und verglichen werden kann.

Die im vorigen Absatz beschriebenen, teilweise konkurrierenden Ansétze tber die Entwicklung
von Vorstellungen sowie die unterschiedlichen Ergebnisse einzelner Klassen und Schilerinnen
und Schuler aus den L&ngsschnittstudien legen zuséatzlich nahe, dass auch in Klassen derselben
Schulstufe deutliche Unterschiede bei den Auspragungen der Grundvorstellungen auftreten

kdnnen.

Zuletzt wird hier noch einmal auf Glnther Malle verwiesen, welcher die Problematik der feh-
lenden Grundvorstellungen im Mathematikunterricht thematisiert. Dabei verkilindet er, dass
viele Untersuchungen zeigen, dass Grundvorstellungen weitgehend nicht oder nicht ausrei-

chend vorhanden sind (Malle, 2004b, S. 3). Auf dieser Aussage, man konnte es fast als Warnung

Seite 19



bezeichnen, griindet die letzte Annahme, dass es allgemein keine hohen Lésungsquoten geben

wird.

Ob sich die in diesem Abschnitt tiberlegten und kurz diskutierten Annahmen oder Vermutungen
bestatigen werden, wird sich in der empirischen Untersuchung zeigen. An verschiedensten Stel-
len wurden bereits Andeutungen zur Stichprobe oder auch zu den Umstanden der Untersuchung

gemacht, im nachsten Kapitel werden diese und weitere Informationen systematisch erlautert.
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3 Untersuchungsdesign

Urspringlich war eine empirische Untersuchung mittels Fragebogen vor Ort geplant. Diese
Idee musste jedoch aufgrund von COVID-19 etwas adaptiert und somit in ein Online-Format
umgewandelt werden. Eine Erlauterung zum dafiir erstellten Online-Fragebogen sowie den An-
derungen im Format und eine Diskussion der einzelnen ltems befinden sich im 4. Abschnitt
dieser Arbeit, wahrend es sich in diesem Kapitel vor allem um den Ablauf der Untersuchung
sowie die Charakterisierung der Stichprobe drehen wird. Dabei wird im ersten Unterkapitel 3.1
beschrieben, wie die Schilerinnen und Schiler zu dem Online-Fragebogen kamen und wie die
Auswertung organisiert wurde und im zweiten Unterkapitel werden noch mehr Details zu der

Schule und den befragten Klassen gegeben.

3.1 Ablauf der empirischen Untersuchung

Vor Beginn der empirischen Untersuchung wurden die Genehmigung der Bildungsdirektion
Niederosterreich und der Direktorin der befragten Schule eingeholt sowie der Kontakt zum
Lehrerinnen- und Lehrer-Team der Schule aufgenommen. Nach Absprache, wie am besten vor-
gegangen wird, ohne die Schilerinnen und Schiler zu Uberlasten — aufgrund der sich regelma-
Rig andernden Situation in der Schule bedingt durch COVID-19 waren sowohl Lehrpersonal,
als auch Lernende schon relativ ausgelastet —, wurde jenen Lehrpersonen, welche ihre Klassen
an der Untersuchung teilnehmen lieRen, pro Klasse ein Link zu der Umfrage gegeben. Dabeli
wurden bewusst mehrere Kopien desselben Online-Fragebogens erstellt, sodass jede Klasse
ihre eigene Umfrage hatte, um einerseits die Auswertung zu erleichtern und andererseits einen
besseren Uberblick zu behalten. Denn so konnten einzelne Lernende, welche vergessen hatten
ihre Klasse anzugeben, dennoch ihrer Klasse zugeordnet werden. Die Lehrpersonen der teil-
nehmenden Klassen leiteten diese Links an die Schilerinnen und Schiler weiter, welche den
Fragebogen schliellich jederzeit zuhause ausflllen konnten. Alle Informationen, welche sie
dazu brauchten, waren bereits in dem Online-Tool enthalten. Auf diese Art war es den Schiile-
rinnen und Schiillern méglich selbststdndig Zeit und Ort zu wahlen, um die Fragen zu beant-
worten. Hatten sie alle Fragen fir sie ausreichend beantwortet, konnten sie den ausgefullten

Fragebogen iiber einen einzigen Klick auf ,,senden® Gbermitteln.

Der nachste Schritt stellte die Auswertung der Umfrage dar. Nachdem alle Antworten ibermit-
telt wurden, konnten diese alle online eingesehen werden. Daftir wurde bereits vorab versucht

festzuhalten, in welche Richtung Antworten gehen kdnnen oder welche Aussagen sie enthalten
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missen, um als korrekt anerkannt zu werden, um einen gewissen Grad an Objektivitat oder
zumindest Nachvollziehbarkeit zu erhalten. Diese Uberlegungen befinden sich zusammen mit
einer Analyse der einzelnen Fragen im Abschnitt 4.2. Die Auswertung erfolgte somit mit Hilfe
dieses Erwartungshorizonts und es wurde versucht die Antworten in wenige, sinnvolle und aus-
sagekraftige Kategorien einzuteilen. Schlie3lich wurden die Daten numerisch in Excel erfasst,

um eine einfachere und prazisere Auswertung sowie grafische Darstellungen zu erméglichen.

Auch wenn die Umstellung der gesamten empirischen Untersuchung auf ein Online-Format
zusétzlichen Aufwand bedeutete, vor allem in der Absprache mit allen Beteiligten, lief die Um-
frage an sich reibungslos ab. Jedoch sollte an dieser Stelle auch erwahnt werden, dass die Teil-
nahme an der empirischen Untersuchung nicht verpflichtend war, was bei den befragten Klas-
sen teilweise zu sehr unterschiedlichen und in manchen Fallen auch sehr geringen Teilnahme-
zahlen fhrte. Im Sinne der Vollstandigkeit wurden dennoch alle Daten, auch die jener Klassen,
welche nur eine sehr geringe Teilnahme aufwiesen, fur die Analyse und Auswertung verwen-
det.

3.2 Charakterisierung der Stichprobe

Dieser Abschnitt dient der Auflistung und Beschreibung jener Klassen, welche an der empiri-
schen Untersuchung teilnahmen. Zuerst erfolgt eine kurze Schilderung der unterschiedlichen
Zweige der Schule, da diese aufgrund anderer Schwerpunkte auch unterschiedlich viele Mathe-
matikstunden haben. Danach folgen eine Auflistung der einzelnen Klassen sortiert nach der

Lehrperson sowie einige Zusatzinformationen.

3.2.1 Beschreibung der verschiedenen Zweige der Schule

Am BG und BRG St. Polten missen sich die Schilerinnen und Schiler am Ende der zweiten
Klasse entscheiden, welchen Schwerpunkt sie fiir die kommenden Schulstufen wahlen. Dabei
gibt es vier verschiedene Auswahlmdglichkeiten, welche von der Schule als Zweige betitelt
werden: Das Realgymnasium, das Realgymnasium mit naturwissenschaftlichem Schwerpunkt
(in dieser Arbeit abgekirzt als naturwissenschaftlicher Zweig), das Realgymnasium unter be-
sonderer Berucksichtigung der sportlichen Ausbildung (in dieser Arbeit abgekurzt als sportli-
cher Zweig) sowie das Gymnasium (in dieser Arbeit abgekirzt als sprachlicher Zweig). Eine
Ausnahme bildet jedoch der sportliche Zweig, da dieser bereits ab der ersten Klasse gewahlt
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werden kann. Da sich in der Stichprobe dieser empirischen Untersuchung nur Klassen der na-
turwissenschaftlichen, sportlichen und sprachlichen Zweige befinden, wird auf die Beschrei-
bung des Realgymnasiums verzichtet.

Der naturwissenschaftliche Zweig bietet von den genannten drei die umfassendste mathemati-
sche Bildung. Hier haben die Schiilerinnen und Schiler in der Unterstufe 15 Mathematikwo-
chenstunden und in der Oberstufe 14. Wie der Name des Zweiges bereits vermuten lasst, liegt
das Hauptaugenmerk darauf, in den Naturwissenschaften bewandert zu werden, was auch eine
vertiefte mathematische Ausbildung einschlief3t. Zusétzlich wird die Mathematik auch in ande-
ren Bereichen wie zum Beispiel in der Physik wichtig und dort aktiv thematisiert. Meist gibt es
in der Oberstufe einmal im Jahr eine mit einem naturwissenschaftlichen Thema behaftete Pro-
jektreise, durch welche einzelne Mathematikstunden entfallen, oft wird jedoch im Zuge des

Projekts Mathematik angewandt, was die entfallenden Stunden einigermalien ersetzt.

Im sportlichen Zweig liegt der Schwerpunkt der Ausbildung auf der Schulung des Kdérpers. Die
Mathematikstunden fallen deshalb im Gegensatz zum naturwissenschaftlichen Zweig etwas ge-
ringer aus. In der Unterstufe gibt es fur die Lernenden 14 Wochenstunden Mathematikunterricht
und in der Oberstufe 12. Da es in diesem Zweig jedoch einigermalien regelmaRig zu Sportver-
anstaltungen kommt (Wettbewerbe, Sportwochen, zusatzliches Training, etc.), kann es vorkom-

men, dass verglichen zu den anderen Zweigen 6fter Mathematikstunden entfallen.

Der sprachliche Zweig bietet ebenfalls 14 Wochenstunden Mathematikunterricht in der Unter-
stufe und 12 Wochenstunden in der Oberstufe. Der Schwerpunkt dieses Zweiges liegt auf dem
Erlernen von Sprachen. Dementsprechend gibt es in der Oberstufe auch bis zu einmal jahrlich
eine Sprachreise, durch welche ebenfalls Mathematikstunden ausfallen kénnen. Diese sollten
jedoch nicht allzu stark ins Gewicht fallen.

3.2.2 Beschreibung der Klassen

Den teilnehmenden Klassen wurde flir die Arbeit eine systematische Nummerierung gegeben.
Die erste Ziffer beschreibt dabei die in Osterreich gingige Altersnummerierung der Sekundar-
stufe: Das Gymnasium setzt nach einer vierjahrigen Grundausbildung an, demnach entspricht
die 1. Klasse der 5. Schulstufe, die 2. Klasse der 6. Schulstufe und so weiter. Danach erfolgt
ein Buchstabe, welcher die Klasse einer Lehrperson zuweist. Da es bei den teilnehmenden Klas-
sen vier verschiedene Lehrpersonen gab, wurden diese mit den Buchstaben A, B, C und D
durchnummeriert. Beispielsweise bedeutet das Kiirzel 4A, dass es sich um eine Klasse der 8.

Schulstufe handelt, welche von Lehrperson A unterrichtet wird.
Seite 23



An dieser Stelle werden nun alle Klassen, sortiert nach Lehrperson und Schulstufe, aufgelistet
und kurz zusammengefasst, aus welchem Zweig sie stammen, wie viele Schilerinnen und Schi-
ler an der Umfrage teilnahmen und wie viele Wochenstunden Mathematikunterricht sie bis zu

diesem Zeitpunkt hatten, wobei die Anzahl der Stunden dieses Jahres mitgezéhlt wird.

3A
naturwissenschaftlicher Zweig
Anzahl der teilnehmenden Schilerinnen und Schiler: 11

Anzahl der Mathematikwochenstunden: 12

4A
naturwissenschaftlicher Zweig
Anzahl der teilnehmenden Schiilerinnen und Schiller: 15

Anzahl der Mathematikwochenstunden: 15

5A

naturwissenschaftlicher Zweig

Anzahl der teilnehmenden Schilerinnen und Schaler: 27
Anzahl der Mathematikwochenstunden: 18

6A
sportlicher Zweig
Anzahl der teilnehmenden Schiilerinnen und Schiler: 22

Anzahl der Mathematikwochenstunden: 20

TA
sportlicher Zweig
Anzahl der teilnehmenden Schiilerinnen und Schler: 2

Anzahl der Mathematikwochenstunden: 23

8A

naturwissenschaftlicher Zweig
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Anzahl der teilnehmenden Schilerinnen und Schuler:

Anzahl der Mathematikwochenstunden: 29

2B

sportlicher Zweig

Anzahl der teilnehmenden Schiilerinnen und Schiler:

Anzahl der Mathematikwochenstunden: 8

3B

sprachlicher Zweig

Anzahl der teilnehmenden Schiilerinnen und Schiler:

Anzahl der Mathematikwochenstunden: 11

4B

sportlicher Zweig

Anzahl der teilnehmenden Schiilerinnen und Schiler:

Anzahl der Mathematikwochenstunden: 14

2C

noch kein Zweig gewahlt

Anzahl der teilnehmenden Schilerinnen und Schiler:

Anzahl der Mathematikwochenstunden: 8

6C

sprachlicher Zweig

Anzahl der teilnehmenden Schilerinnen und Schiler:

Anzahl der Mathematikwochenstunden: 20

2D

noch kein Zweig gewahlt

Anzahl der teilnehmenden Schilerinnen und Schiler:

27

25

14

10

Seite 25



Anzahl der Mathematikwochenstunden: 8

Die Stundentafeln der einzelnen Zweige kénnen von der Schulhomepage abgerufen werden
(BG und BRG St. Pélten, 2021).

Die hier eingeflihrten Abkulrzungen der einzelnen Klassen werden auch bei der Auswertung der
empirischen Untersuchung verwendet werden. Zundchst erfolgt jedoch noch ein Kapitel Gber

das eingesetzte Material sowie die Vorbereitung auf die Auswertung.
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4 Material und Methoden

Wie bereits im vorigen Kapitel angekindigt, wird sich dieses Kapitel vor allem um den Online-
Fragenbogen drehen. Dabei wird im ersten Unterkapitel 4.1 der Fokus auf den allgemeinen
Uberlegungen liegen, welche in den Fragebogen einflossen, wahrend in 4.2 schlieBlich die Ana-
lyse und der Erwartungshorizont der einzelnen Fragen thematisiert werden. Zusatzlich befindet

sich ein Ausdruck des verwendeten Online-Fragebogens im Anhang.

4.1 Erlauterung des Fragebogens

Es gibt verschiedene Methoden eine empirische Untersuchung durchzufiihren. Fir diese Arbeit
fiel die Entscheidung jedoch sehr schnell, denn mit Hilfe eines Fragebogens lassen sich auf sehr
einfache Weise eine groRe Anzahl an Schiilerinnen und Schilern befragen. Es wurde erhofft,
dadurch nicht nur ein einigermafen breites Spektrum an individuellen Antworten zu erhalten,
sondern auch quantitativ einen ersten Einblick zu bekommen, wie stark oder auch schwach
Grundvorstellungen zur Multiplikation und Division im Mathematikunterricht lokal in der be-
fragten Schule heute vertreten sind. Ein weiterer Grund, warum der Fragebogen den anderen
Methoden vorgezogen wurde, ist ein sehr einfacher: Man ist mit ihm sehr flexibel. In dem Zeit-
raum, in welchem die empirische Untersuchung geplant wurde, gab es bereits deutliche Anzei-
chen, dass es vielleicht aufgrund von COVID-19 nicht mdoglich sein kdnnte, eine Untersuchung
vor Ort an einer Schule durchzufiihren. Dieser Fakt erschwert es beispielsweise qualitative In-
terviews zu fihren, wéhrend der Fragebogen, wie es letztendlich auch getan wurde, wenn auch

mit Verlust mancher Fragestellungen, in ein Online-Instrument konvertiert werden kann.

Ein Nachteil des Fragebogens als Untersuchungsinstrument — vor allem im Online-Setting — ist,
dass Schilerinnen und Schuler keine Mdéglichkeit haben, bei Unklarheiten nachzufragen. Um-
gekehrt hat auch diejenige oder derjenige, welche oder welcher die einzelnen Antworten aus-
wertet, auch nicht die Mdoglichkeit bei Unklarheiten zu erfragen, was gemeint war. Eine prazise
und gut verstandliche Wahl der Fragestellungen ist demnach unverzichtbar. Gleichzeitig soll
jedoch auch nicht zu viel vorgegeben werden, um die Antworten nicht im Vorfeld zu stark zu
limitieren und die Lernenden somit in ihrer Kreativitat einzuschréanken. Aus diesem Grund wur-
den die Fragen schon vorab an einen kleinen Kreis an Testpersonen, darunter ehemalige und
aktuelle Schiilerinnen und Schiiler, Kolleginnen und Kollegen des Lehramtstudiums und einem
Universitatsprofessor, verteilt und Feedback zur Verstandlichkeit sowie Verbesserungsvor-

schléage eingeholt und eingearbeitet.

Seite 27



Ein weiterer Nachteil des Online-Fragebogens stellt die Einschrankung an Antwortméglichkei-
ten dar. Wahrend im urspriinglichen, physischen Fragebogen beinahe nur offene Aufgabenfor-
mate mit Antworten auf verschiedensten Darstellungsebenen (symbolisch, zeichnerisch, wort-
lich) vorhanden waren, musste vor allem im Bereich der Skizzen und Zeichnungen sehr stark
gekurzt werden, da eine Beantwortung tber ein Bild nur sehr umstéandlich méglich und deshalb
fiir viele Schilerinnen und Schiiler vermutlich zu schwierig gewesen ware. Dennoch wurde
versucht weiterhin moglichst viele offene Aufgabenformate anzubieten und einige Fragestel-
lungen mit beispielhaften Skizzen zu unterstitzen, um die Vorstellungskraft der Schilerinnen
und Schiler anzuregen. Zusétzlich wurden noch einige Aufgaben des Typs Single-Choice hin-
zugeflgt. Die Halfte dieser Aufgaben soll dabei durch die Wahl einer passenden Zeichnung
gelost werden, wahrend die andere Halfte der Fragen nur textbasiert ist. In allen Féllen existiert
jedoch die Mdglichkeit keine der vorgeschlagenen Mdoglichkeiten zu wéhlen, sondern einen
eigenen Kommentar dazuzuschreiben, damit die Lernenden auch hier die Méglichkeit besitzen,

eigene Ideen einzubringen.

Um die Vergleichbarkeit zwischen den einzelnen Schulstufen zu erhéhen, wurde der Online-
Fragebogen so konzipiert, dass alle Schilerinnen und Schiler aller Schulstufen denselben Fra-
gebogen erhalten. Dies ist insofern mdglich, da das richtige Beantworten der Fragen vor allem
passende Grundvorstellungen voraussetzt, welche bereits in der sechsten Schulstufe vorliegen
konnen, aber auch in der zwolften Schulstufe noch nicht vorliegen miissen. Bei der Anzahl der
Fragen musste darauf geachtet werden, sie so gering wie mdglich zu halten, damit vor allem
die Schulerinnen und Schiler aus der sechsten Schulstufe nicht Gberfordert waren. Aus diesem
Grund wurden letztendlich 8 Items formuliert, welche teilweise in mehrere Fragen gegliedert

sind, manchmal aber auch nur aus einer einzigen bestehen.

4.2 Vorbereitung zur Datenauswertung — Analyse und Erwartungshorizont

Um ein mdoglichst einheitliches Auswerten der Online-Fragebdgen zu garantieren, werden in
diesem Abschnitt einige allgemeinen Regeln, welche wahrend der Auswertung bericksichtigt
wurden, festgehalten und im Anschluss die einzelnen Items des Fragebogens analysiert und ein
jeweiliger Erwartungshorizont verfasst. Zuvor wird an dieser Stelle jedoch noch kurz auf jene
beiden Annahmen eingegangen, welche sich vor allem durch die Wahl der Stichprobe analy-

sieren lassen.

Der erste Wirkungsfaktor, welcher zu bestimmen versucht wird, stellt das Alter beziehungs-

weise die Schulstufe dar. Die Frage, wie sich Grundvorstellungen Gber die Zeit verandern, ist
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Teil der Forschungsfrage und somit sehr relevant fiir diese Arbeit. Aus diesem Grund wurden
Klassen verschiedener Schulstufen befragt, wahrend der Fragebogen flr einfache Vergleiche
fiir alle Befragten gleich blieb. Die Analyse wird dabei tiber alle Klassen/Schulstufen erfolgen.
Des Weiteren wird die Annahme Uberpruft, dass verschiedene Klassen derselben Schulstufe
deutliche Unterschiede in den Auspragungen der Grundvorstellungen aufweisen kénnen. Dies
wird anhand der drei teilnehmenden 2. Klassen (6. Schulstufe) untersucht, indem diese in einem
eigenen Abschnitt direkt verglichen werden. Ob sich hier eindeutige Ergebnisse zeigen, welche
die Annahme bestarken oder auch entkraften, wird sich in der Diskussion der Ergebnisse der

Auswertung zeigen.

Wie zuvor angedeutet, wurden einige allgemeine Regeln bei der Auswertung eingehalten, um
eine einheitlichere Kategorisierung zu ermdglichen. Diese werden hier kurz aufgelistet:

e Eine Antwort wird prinzipiell als richtig gewertet, wenn sie mit einer der als korrekten
Antwortmadglichkeiten gekennzeichneten Antworten tibereinstimmt. Diese vorgeschla-
genen Antwortmoglichkeiten finden sich in den Abschnitten 4.2.1 —4.2.8.

e Sollte eine Schiilerin oder ein Schiler auf kreative Losungsmoglichkeiten oder -wege
stoRen, durch welche sie oder er nachvollziehbar auf das richtige Ergebnis kommt, wird
die Antwort ebenfalls als richtig gewertet.

e Ein Rechenergebnis wird als richtig gewertet, solange es den richtigen Zahlenwert auf-

weist. Wenn die richtige Losung beispielsweise ,, > “ist, eine Schiilerin oder ein Schuler

jedoch ,, % “oder ,, 0,5 “ hinschreibt, wird dies als richtiges Ergebnis betrachtet. Wird

jedoch explizit nach einer Bruchzahl gefragt, werden Ergebnisse wie ,,0,5 als falsch
gewertet.

e Single-Choice Fragen werden als richtig beantwortet gewertet, wenn die richtige Ant-
wortmadglichkeit angekreuzt wurde. Eine Ausnahme bildet Frage 2.1, da hier sowohl bei
der Hauptfrage, als auch der Zusatzfrage zwei richtige Antwortmdglichkeiten existie-
ren. Wird eine der richtigen gewahlt, zahlt die Frage als korrekt beantwortet. Zusatzlich
wird die Beantwortung als richtig gewertet, wenn sich die Schulerin oder der Schiiler
fiir keine der Antwortmoglichkeiten, sondern fiir ,,Sonstiges* entscheidet und eine kor-
rekte Antwort in eigenen Worten formuliert.

e Wenn explizit nach Begrundungen, Erklarungen oder Vorstellungen hinter einer Rech-
nung gefragt wird, reicht das bloRe Ausrechnen des Ergebnisses nicht aus, um eine rich-

tige Antwort zu liefern.
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In den folgenden Abschnitten erfolgt nun eine Diskussion der einzelnen Fragebogenitems. Da-
bei werden die Herkunft der einzelnen Fragen sowie gezielte Ab&nderungen thematisiert, der
Schwierigkeitsgrad der Fragen flr die Schilerinnen und Schiler abgeschatzt und zuletzt auch
ein Erwartungshorizont fir eine als richtig gewertete Antwort formuliert. Der Titel des Ab-
schnitts tragt den Titel des jeweiligen Items aus dem Fragebogen. Die jeweilige Frage aus dem
Online Fragebogen, welche diskutiert wird, wird zu Beginn kursiv und eingertickt dargestellt.
Sollte sie Unterpunkte beinhalten, werden die Teilfragen der Reihe nach diskutiert und daftr

zu Beginn des Absatzes ebenfalls kursiv und eingeriickt dargestellt.

4.2.1 Wocheneinkauf

Wolfgang erledigt fir seine Familie den Wocheneinkauf. Auf seiner Einkaufsliste steht,
dass er drei Liter Milch kaufen soll. Im Kihlregal findet er allerdings nur mehr Milch-
packungen zu je einem halben Liter Milch. Wie viele Milchpackungen muss er kaufen?

Die erste Frage des Online-Fragebogens ist angelehnt an ein Beispiel aus einem Artikel der
Zeitschrift ,,Mathematik lehren 123 von Heinrich Winter, in welchem dieser unter anderem
auf verschiedene Dimensionen bei Bruchzahlen eingeht (Winter, 2004, S. 15). In Winters Bei-

spiel werden 2 Liter Milch auf Gefalle mit einer Fillmenge von % Liter verteilt. Um die Kom-

plexitat noch etwas zu verringern, wurden fur die Umfrage andere Zahlenwerte festgelegt. Die
Aufgabe wurde bewusst als Einstiegsaufgabe gewdhlt, da sie als eher einfach betrachtet wird
und somit die Motivation der Schilerinnen und Schler steigern und anfangliche Unsicherhei-
ten gering halten soll. Die Einschatzung der Aufgabe als eine eher einfach zu 16sende Aufgabe
beruht auf zwei Erkenntnissen, welche Padberg und Wartha in ihrem Werk ,,Didaktik der
Bruchrechnung® nennen. Zuerst handelt es sich bei dieser Aufgabenstellung um eine Rechnung
des Typs natirliche Zahl dividiert durch einen Stammbruch. Die Idee des Messens, welche sich

hier sehr leicht anwenden lasst, wird durch die Verwendung des den Lernenden gut bekannten
Stammbruchs % noch zusatzlich unterstitzt (Padberg & Wartha, 2017, S. 130). Dazu kommt

noch, dass der Kontext, in welchem die Aufgabe auftritt, schon bestimmte Rechenstrategien
nahe legt, wie zum Beispiel die Division als Messen oder auch als wiederholte Subtraktion.

Diese Unterstutzung hilft einigen Schilerinnen und Schiilern dabei, Rechenstrategien anzuwen-
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den, welche sie sonst vielleicht nicht verwendet hatten und kann somit zu einer hdheren L6-
sungsquote fuhren (Padberg & Wartha, 2017, S. 145). Aus den genannten Griinden wird bei
dieser Frage eine hohe Richtigkeitsquote erwartet.

Die richtige Antwort auf diese Frage lautet ,,6 Milchpackungen®, wobei die Zahl 6 alleine eben-

falls als korrekt gewertet wird.
Kannst du diese Fragestellung auch als Rechnung formulieren?

An dieser Stelle wird es fur die Schilerinnen und Schiler bereits etwas schwieriger, da sie nicht
mehr auf der anschaulichen Ebene bleiben kdnnen, sondern nun auf die formale Ebene wech-
seln mussen. Diese Zusatzfrage wurde gewéhlt, um zu prufen, ob den Lernenden eben dieser
Wechsel maglich ist und sie somit den hier gestellten Aufgabentypen auch wirklich verstehen.
Dazu mussen sie ihre VVorgehensweise explizit als Rechnung formulieren, falls dies nicht bereits
geschah. Ein intuitives Losen oder Erraten der Antwort reicht nicht mehr aus. Da die zur Auf-
gabe gehdrende Rechnung sowohl als Messaufgabe, als auch als wiederholte Subtraktion nicht

schwierig ist, wird weiterhin eine eher hohe Losungsquote erwartet.

Korrekte Antwortmaoglichkeiten kdnnen auf verschiedenste Arten dargestellt werden, je nach-

dem, auf welche Grundvorstellungen zurtickgegriffen wird:

J 3:% =6 Division als Messvorgang

e 3 —-—-—Z—-—=-—= =0 Division als wiederholte Subtraktion

2 2 2 2 2 2
o % + % + % + % + % + % =3 Umgekehrte Multiplikation als wiederholte
Addition

4.2.2 Multiplikation: Bruch mit nattrlicher Zahl

Was stellst du dir unter der Rechnung g- 4 vor?

Wahle das Bild aus, welches deine Vorstellung am ehesten beschreibt.
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Abbildung 1: Antwortmdglichkeiten der 2. Frage

Susanne Prediger beschreibt in einem Artikel ,,Vorstellungen zum Operieren mit Briichen ent-
wickeln und erheben®, dass nur 17% der Lernenden aus einer 7. Klasse eines Gymnasiums eine
Vorstellung zu einer Rechnung des Typs Bruch mal Bruch angeben konnten. GemaR ihren Aus-
fuhrungen ist den Schilerinnen und Schulern vor allem die Vorstellung von Briichen als Anteile
eines Ganzen im Weg gewesen, da haufig versucht wurde, alle Briiche als Pizzastiicke darzu-
stellen (Prediger, 2006, S. 3). Um auch die zweite Aufgabe dieses Online-Fragebogens noch
nicht zu kompliziert zu machen, wurde die Fragestellung, angelehnt an jene von Prediger, auf
den weniger anspruchsvollen Typ Bruch mal natiirliche Zahl reduziert, wodurch die Vorstel-
lung von Briichen als Anteile mehrerer Ganzen zielfiihrend sein kann. Zusétzlich wurde durch
die Verschiebung auf das Online-Format noch eine weitere Anderung getatigt, die Schiilerinnen
und Schiler missen nun nicht mehr selbst zeichnen, wie sie sich die Multiplikation vorstellen,
sondern konnen eines von vier Bildern wahlen, wobei zwei davon richtig sind. Aufgrund der
beschriebenen Abanderungen sowie der hohen Wahrscheinlichkeit auch durch zufalliges Wah-
len richtig zu liegen, wird diese Aufgabe als einfach eingestuft und eine hohe Ldsungsquote

erwartet.

Die richtigen Antwortoptionen sind (a) und (c).

Welches dieser Bilder beschreibt deiner Meinung nach nicht die Rechnung %- 4 ?

Gib den Buchstaben des Bildes an und begriinde, warum das Bild die Rechnung deiner

Meinung nach nicht beschreibt.
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Dieser Zusatz wurde hinzugefugt, um die zuvor beschriebene, hohe Lésbarkeit durch zufélliges
Raten zu minimieren. Wéhrend die Lernenden zuvor jene Option wéhlen sollten, welche ihre
Vorstellung zur Rechnung am besten beschreibt, sollen sie hier jenes Bild wéhlen, welches die
angegebene Rechnung nicht beschreibt und auch eine Begriindung dazu abgeben. Ein einfaches
Raten kann somit ausgeschlossen werden. Der Schwierigkeitsgrad dieser Aufgabe wird héher
als jener der vorigen Aufgabe eingeschétzt und somit auch eine etwas geringere Ldsungsquote
als zuvor erwartet. VVor allem das gezielte AusschlieRen einer VVorstellung, was so im Unterricht
maoglicherweise nie thematisiert wird, kénnte zu Verwirrung fuhren.

Die richtigen Antworten sind (b) und (d), da die Skizzen hier einmal den VVorgang des Erweitern

2

und einmal eine Divisionsaufgabe im Kontext des Messens, ndmlich 4 : 3= 6, darstellen. Al-

ternative konnte die zweite Skizze auch als 6 e ggedeutet werden.

Stellst du dir unter der Rechnung 4 e % genau dasselbe wie oben vor?

Wenn nein, versuche bei der Antwortoption ,, Sonstiges *“ deine Vorstellung fiir 4 3 in

Worte zu fassen.

Bei dieser Zusatzfrage wird nicht zwischen richtig und falsch unterschieden. Sie dient rein der
Erhebung, ob die befragten Schilerinnen und Schilern zwischen den Aufgabentypen Bruch
mal natdrlicher Zahl und natirlicher Zahl mal Bruch auf der Vorstellungsebene unterscheiden

oder diese Aufgabentypen fiir sie ident sind.

4.2.3 Brichige Schokolade

Tom findet bei sich zuhause eine Tafel Schokolade. Von dieser wurde bereits ein Drittel
gegessen, es sind also nur mehr zwei Drittel Gbrig. Von der verbleibenden Schokolade
nimmt sich Tom ein Viertel, also ein Viertel von zwei Drittel. Wie viel von der gesamten

Schokolade ist das? Gib dein Ergebnis als Bruch an! Wie kommst du zu dem Ergebnis?

Diese Fragestellung ist an einer Aufgabe aus dem Schulbuch Mathematik heute 7 angelehnt.
Dabei wurden die vorkommenden Zahlen vertauscht, der Schwierigkeitsgrad sollte durch die-

sen Eingriff jedoch nicht stark verandert worden sein (Vom Hofe, Humpert, Griesel, & Postel,
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2013, S. 42). Um diese Aufgabenstellung l6sen zu kénnen, missen die Schiilerinnen und Schi-
ler auf eine Grundvorstellung von Anteilen von Anteilen zurtickgreifen kdnnen. Dazu sollte das
,von als Multiplikation gedeutet werden, einerseits damit die Schilerinnen und Schuler auf
das richtige Ergebnis kommen, und andererseits um erklaren zu kénnen, wie sie zu diesem

Ergebnis kamen. Wahrend fur die erste Bruchzahl bewusst kein Stammbruch gewahlt wurde,
handelt es sich bei der zweiten, auftretenden Bruchzahl i jedoch um einen, welcher die Vor-

stellung des Bildens des Anteils eines Anteils erleichtern soll. Trotz dieser Hilfestellung, wel-
che auch im originalen Beispiel aus dem Schulbuch gegeben war, und trotz der Nahe der Auf-
gabe zum Unterricht, wird sie als Ganzes eher als schwierig eingeschatzt. Studien von Padberg
und von Prediger zeigen, dass Schilerinnen und Schiler oft Schwierigkeiten mit Anteil von

Anteil Situationen haben. So konnten nur 4% der Lernenden zu der Gleichung % . % = 12—2 eine

Textaufgabe formulieren (Prediger, 2011, S. 8-11), wahrend in einer anderen Studie nur 1% der
Befragten zu einer gegebenen Textaufgabe zum Thema Anteil vom Anteil die zugehdrige Rech-
nung formulieren konnten (Padberg, 1986, S. 68-69). Gemal diesen Ergebnissen wird eine eher
geringe Ldsungsquote erwartet, wobei davon auszugehen ist, dass sie Uber 1% sein wird, da
einerseits die Aufgabenstellung einfacher formuliert ist und auch einfachere Bruchzahlen vor-
kommen und andererseits die Frage ,,Wie kommst du zu dem Ergebnis* bewusst so formuliert
wurde, dass nicht zwingend eine Rechnung angegeben werden muss, damit die Schilerinnen
und Schler in ihrer Kreativitét nicht eingeengt werden. Zum Thema Anteile von Anteilen exis-
tiert auRerdem noch eine weitere Aufgabe — Aufgabe 5 —, welche sehr stark an jene von Padberg
angelehnt ist und bei welcher auch explizit nach der Rechnung gefragt wird (Padberg, 1986, S.
68-69).

Es werden alle Antworten als richtig erachtet, welche das Ergebnis % beinhalten und nachvoll-

ziehbar argumentieren, wie dieses erreicht wurde. Eine Mdglichkeit dabei ist, die dazugehdrige

2 1 2 1
Rechnung PRl lels anzugeben.

4.2.4 Divisionsdilemma

Julian hat bei seiner Hausaufgabe die Zahl 2 durch % dividiert. Er kommt auf das

Ergebnis 8. Als er jedoch daruber nachdenkt, wundert er sich, wie das Ergebnis groier
als 2 sein kann, er hat ja 2 durch etwas geteilt. Hat Julian richtig gerechnet? Wenn er
richtig gerechnet hat, kannst du ihm erklaren, warum das so ist? Wenn er falsch ge-

rechnet hat, wo liegt der Fehler?
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Die hier gezeigte Aufgabenstellung wurde grof3teils aus Susanne Predigers Artikel aus Mathe-
matik lehren 123 entnommen. Dabei wurden ein paar kleinere Ab&nderungen getatigt, bei-
spielsweise wurde in der originalen Aufgabe bereits verraten, dass das Ergebnis 8 stimmt, was
hier bewusst weggelassen wurde, um die Antworten der Schiilerinnen und Schiiler nicht vorab
bereits in eine bestimmte Richtung zu dréngen, sondern ihren Gedanken freien Lauf zu lassen
(Prediger, 2004, S. 13). Wie bereits im Abschnitt 2.3 gezeigt wurde, stellt der Wechsel weg von
der ehemaligen Grundvorstellung aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen, dass die Division
immer verkleinert mit Ausnahme durch 1, eine groRe Hiirde fir einige Schilerinnen und Schi-
ler dar. Diese Aufgabe soll jene Hiirde explizit thematisieren und somit die Lernenden dazu
anregen, sich Gedanken Uber sie zu machen und ihre aktuelle VVorstellung explizit hinzuschrei-
ben. Der Schwierigkeitsgrad der Aufgabe ist dabei kaum einschétzbar, da beispielsweise das
Hinweisen auf dieses Problem bei manchen Schiilerinnen und Schiilern vielleicht schon dazu
fihren kann, dass ihre Antworten in die richtige Richtung gedréngt werden, wahrend andere
durch diesen expliziten Hinweise vielleicht verwirrt sind, was sich negativ auf die Bearbeitung
der Aufgabe auswirken konnte. Vermutlich werden auch einige Antworten das Warum nicht
abdecken, sondern moglicherweise nur rein rechnerisch dargestellt werden. Deshalb wird ge-

samt eine eher geringe Ldsungsquote erwartet.

Da die Aufgabenstellung sehr offen ist, féallt es nicht leicht, konkrete Antworten vorzugeben.
Deshalb werden zwei moégliche Argumentationen genannt, welche aber nicht zwingend vor-

kommen mussen. Einerseits konnten Erklarungen, welche auf der Vorstellung des Messens auf-
bauen, die Rechnung als ,,Wie oft passt i in 2% deuten, was die Antwort ,,8 Mal“ nahelegt.

Andererseits ware eine mogliche Erklarung, dass bei einer Division durch eine Zahl zwischen
0 und 1 die ursprungliche Zahl vergroRert wird. Beide Argumentationen wiirden akzeptiert wer-
den, wobei die Erstgenannte bevorzugt wére, da sie ein gutes Verstandnis des Dividierens als
Messen aufzeigt, wahrend die zweite Argumentation eher auf der formalen Ebene bleibt. Den-
noch wird auch die zweite Antwortmaglichkeit als richtig gewertet, da sie zeigt, dass die be-
fragten Schiilerinnen und Schiler verstanden zu haben scheinen, dass die Division nicht immer

verkleinert.
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4.25 Der Teil vom Teil

Ein Rechteck wird folgendermafen schraffiert (mit Strichen angemalt): Z des Rechtecks
mit schwarzen Strichen von links unten nach rechts oben (///). Dann %von den schwarz

schraffierten % mit roten Strichen von links oben nach rechts unten (\\\). Wahle jenes

Rechteck aus, welches nach dieser Anleitung schraffiert wurde.

70/ 7Y
N RN R
NI SN :

d. N
Abbildung 2: Antwortmdglichkeiten der 5. Frage

T~

Welcher Teil des Quadrats ist jetzt doppelt schraffiert? Gib diesen Anteil als Bruch an!

Gib auch die Rechnung, welche den Vorgang des oben beschriebenen zweimaligen
Schraffierens beschreibt, mit Bruchzahlen an!

Die urspriungliche Idee flr diese Aufgabe stammt aus einer Untersuchung von Friedhelm Pad-
berg, in welcher dieser ebenfalls Grundvorstellungen beim Bruchrechnen erhob (Padberg,
1986, S. 68-69). Eine sehr dhnliche Aufgabenstellung ist jedoch auch bei Susanne Prediger zu
finden, welche sich ebenfalls sehr viel mit Grundvorstellungen zur Operation mit Briichen be-
schaftigte (Prediger, 2011, S. 72,75). Wahrend Padberg ein Viertel der Hélfte berechnen lie
und somit ausschlieBlich Stammbriiche verwendete, war bei Prediger die gefragte Rechnung
zwei Finftel von drei Viertel. Der Schwierigkeitsgrad der Aufgabe fir diese Umfrage wurde
dazwischen verankert, indem zwar keine Stammbriiche verwendet wurden, aber dafiir Briiche
mit noch kleineren und fir die Schilerinnen und Schiler wahrscheinlich bekannteren Nennern.
Die restlichen Unterpunkte wurden sinngemaR tibernommen, unter anderem auch, um eine Ver-
gleichsbasis fur die Ergebnisse zu bekommen, wobei aufgrund des Online-Formats die Lernen-
den nur eine passende Skizze aus vier moglichen auswahlen missen, anstatt selbst eine zu
zeichnen. Es wurde bei der Wahl der Antwortmoglichkeiten darauf geachtet, gangige Fehlvor-
stellungen als Distraktoren einzubauen. Auffallend ist, dass bei beiden der oben genannten Um-
fragen nur sehr wenige der Lernenden die Aufgabe vollstandig I6sen konnten. Padberg gibt an,
dass 72% der Befragten die richtige Flache des Rechtecks schraffieren konnten und es noch
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52% mdoglich war, den gefragten Bruchteil als Zahl auszudriicken, aber nur mehr 1% die dazu-
gehorige Rechenaufgabe angeben konnten (Padberg, 1986, S. 68-69). Bei der Untersuchung
von Prediger schafften es 2% der Schiilerinnen und Schuler die Aufgabe vollstandig zu l6sen,
obwohl sie etwas schwieriger formuliert war (Prediger, 2011, S. 72,75). Ob es sich dabei um
zufallige Schwankungen handelt oder die Schilerinnen und Schuler sich allgemein etwas ver-
bessert haben, kann an dieser Stelle nicht beurteilt werden. Jedoch ist auch eine Losungsquote
von 2% sehr niedrig und I&sst sich vermutlich darauf zurtckfihren, dass den meisten Lernenden
die Grundvorstellung, welche die Multiplikation von Bruchzahlen als ,,von* deutet, also als
Anteil eines Anteils, fehlt oder sie zumindest unzureichend ausgebildet ist. Zusammen mit dem
Wechsel der Ebenen, einerseits von der Sprache zur Zeichenebene, andererseits von diesen bei-
den Ebenen zur Rechenebene, umfasst diese Aufgabenstellung verschiedene Grundvorstellun-
gen zur Multiplikation mit Bruchzahlen, aber auch zur Bruchrechnung allgemein und wird des-
halb als schwierig eingeschéatzt. Dementsprechend und auch mit Blick auf die Untersuchungen

von Padberg und Prediger wird eine sehr niedrige Losungsquote erwartet.

Die richtige Antwortmdglichkeit der Single-Choice Frage lautet ,,c*“. Die zur Aufgabe gehorige
31

Rechnung inklusive dem richtigen Ergebnis ist %- P75

4.2.6 Handwerkskunst

Ein Brett ist 2 m lang. Wie viele Stuicke mit einer Lange von % m kannst du von dem Brett

absagen? Gib das Ergebnis an und erklare, wie du zu diesem gekommen bist.

Tipp: Du kannst die Skizze fur deine Erklarung nutzen!

_
I A B
O [ )

Abbildung 3: Skizze zur 6. Frage

Friedhelm Padberg hat diese Aufgabenstellung in derselben Umfrage wie im vorigen Unterka-
pitel (4.2.5) gestellt. Die Frage wurde dabei nur leicht abge&ndert, um zusétzlich gezielt danach
zu fragen, wie die Lernenden zu ihrem Ergebnis kommen und es wurde der Tipp gegeben, dazu
die Skizze zu nutzen. Die dazugehdrige Skizze wiederum wurde etwas vereinfacht, um weniger
Hilfestellung zu geben (Padberg, 1986, S. 72). Der Schwierigkeitsgrad dieser Frage wird als

eher niedrig eingeschétzt, da die Skizze ein einfaches Abzéhlen méglich macht und somit auch
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Grundvorstellungen zur Division anregt. Zusatzlich legt die Fragestellung die Vorstellung der
Division als wiederholte Subtraktion nahe, was laut Padberg und Wartha zu héheren Lésungs-
quoten flhrt, als es bei reinen Rechenbeispielen der Fall wére (Padberg & Wartha, 2017, S.
145). Zuletzt spricht flr einen geringen Schwierigkeitsgrad und eine hohe, erwartete Lsungs-
quote, dass bei Padbergs Untersuchung, von welcher diese Aufgabe urspriinglich stammt, 77%
der Lernenden auf das richtige Ergebnis kamen. Mdglicherweise liegt die Losungsquote in die-
ser Umfrage unter den 77%, da zusatzlich nach dem Losungsweg gefragt wird und da die da-

zugehorige Skizze reduziert wurde. Dennoch wird eine eher hohe Richtigkeitsquote erwartet.

Es werden alle schlussigen Erklarungen der Schulerinnen und Schiiler als richtig gewertet, wel-
che zum Ergebnis 3, drei Bretter oder &hnlichen Formulierungen fuhren, unabhéngig davon,
ob sie sich auf die Skizze beziehen oder nicht.

4.2.7 Gerechtes Teilen

Nach einer Geburtstagsfeier sind noch g von der Schokotorte und Z von der Erdbeer-

torte Gber. Anna und ihre zwei Schwestern teilen sich beide Torten gerecht auf, sodass
jede ein gleich groRes Stiick von der Schokotorte und ein gleich grof3es Stiick von der
Erdbeertorte bekommt. Wie grof3 ist das Schokotortenstiick, welches Anna bekommt,

und wie groB ist ihr Erdbeertortenstiick? Gib beide Zahlen als Bruch an!

Eine dhnliche Aufgabe wie diese findet man auch in dem Lehrbuch ,,Didaktik der Bruchrech-
nung“. Auf dieser basiert die hier prasentierte Fragestellung. Dabei wurde wie auch in dem
Lehrbuch ein Tortenstlick so gewahlt, dass die Grundvorstellung der Division als Teilen ohne
Umformungen angewendet werden kann und beim anderen Tortenstiick musste vorab erweitert
werden, um die Vorstellung des Teilens anwenden zu kénnen (Padberg & Wartha, 2017, S.
129-130). Mit den passenden Grundvorstellungen gibt es verschiedenste Wege diese Aufgabe
zu lésen. Einerseits kann mit dem Quasikardinalzahlaspekt gearbeitet werden, dass beispiels-
weise 3 Viertel auf 3 Personen verteilt werden, was das Ergebnis 1 Viertel pro Person sehr nahe

legt. Dabei muss bei der zweiten Torte jedoch zuerst von g auf g erweitert werden, um ein

einfaches Verteilen moglich zu machen. Andererseits konnten die Torten auch tatsachlich auf-
gezeichnet, die Aufgabe somit grafisch geldst und anschlieRend verschriftlicht werden. Da es
verschiedene, anschauliche Arten gibt, diese Aufgabe zu l6sen und die Originalaufgabe von

Padberg und Wartha ebenfalls eine modifizierte Fragestellung aus einem Schulbuch und somit
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die Aufgabenstellung dieser Umfrage sehr nahe dem Schulalltag ist, wird diese Aufgabe als
eher einfach eingeschétzt. Es wird dementsprechend auch eine eher hohe Lésungsquote erwar-
tet.

Die korrekte Antwort auf die Fragestellung lautet, dass Anna % der Schokotorte und i der Erd-
beertorte bekommt. Sollten die Ergebnisse nur als Zahlen ohne Antwortsatz notiert werden,
wird die Antwort als korrekt gewertet, solange die 2 der Schokotorte und das % der Erdbeertorte

zugeordnet werden kann.

4.2.8 Single-Choice

Ein Kilogramm Apfel kostet 3€. Andrea méchte % Kilo Apfel kaufen. Wie kann sie ih-

ren Preis berechnen?
Wabhle die richtige Antwort aus oder gib eine andere Antwort unter ,,Sonstiges *“ an.

3 3 3 .3
a.)3+z b)3—z C')S.Z d)34

Sonstiges:

Lukas baut fur seine kleine Schwester ein Puppenhaus. Eine Wand des Puppenhauses
soll % m breit werden. Die Wand wird aus 1—10 m breiten (senkrecht stehenden) Holz-

brettern gebaut. Wie muss Lukas rechnen, um zu bestimmen, wie viele Holzbretter er
nebeneinander fir diese Wand braucht?

3 1 3 1 3 1 3 1
a)s;ty  Plo— Cgen Mg

Sonstiges:

Die ersten beiden Single-Choice Fragen behandeln Bruchzahlen in verschiedenen Kontexten
und mit verschiedenen Maliangaben. Die urspringliche Idee fir diese Art von Aufgabentyp
stammt von Susanne Prediger, welche mit dhnlichen Fragestellungen herausfinden wollte, wie
gut Schulerinnen und Schiler Grundvorstellungen in konkreten Kontexten anwenden kénnen
(Prediger, 2011, S. 72-73). Dabei wurde die zweite Frage an eine Aufgabenstellung eines an-
deren Artikels von Prediger angelehnt (Prediger, 2006, S. 8). Ein erster Abstraktionsschritt,
welchen die Schiilerinnen und Schuler beim Losen dieser beiden Aufgaben tatigen mussen, ist

das Loslésen von den Einheiten, welche in den vorgegebenen Antwortmdoglichkeiten nicht
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mehr vorkommen. Die Malieinheiten wurden bewusst weggelassen, um ein einfaches Beant-
worten der Frage durch das Vergleichen der Einheiten in der Rechnung und des Ergebnisses zu
erschweren. Prinzipiell werden die beiden Aufgaben jedoch hdchstens als mittelschwer einge-
stuft, da es sich um Single-Choice Aufgaben mit eher kleinen, Uberschaubaren Zahlen handelt.
Wirft man jedoch einen Blick auf Predigers Studie, so konnte eine zur ersten Frage &hnliche
Aufgabe nur von 9% der Befragten geldst werden, was eine eher niedrige Lsungsquote nahe-
legen wirde (Prediger, 2011, S. 75).

Bei der ersten Aufgabe stellt Antwortmoglichkeit ,,c* die richtige Antwort dar, wéhrend es sich
bei der zweiten Aufgabe um eine Division handelt, genauer um eine Messaufgabe. Somit ist

hier die Antwortmoglichkeit ,,d* korrekt.

Welche dieser Antwortmdglichkeiten ist korrekt?
Wenn ich zwei Bruchzahlen multipliziere, ist das Ergebnis ...

a.) ... immer grofler als die beiden Bruchzahlen.
b.) ... immer kleiner als die beiden Bruchzahlen.

c.) ... manchmal gréfSer, manchmal kleiner als die beiden Bruchzahlen, manchmal auch

dazwischen.

Diese letzte Aufgabe stammt ebenfalls von Susanne Prediger, wobei die dritte Antwortmdog-

lichkeit um das ,,manchmal auch dazwischen‘ ergénzt wurde, um Multiplikationen wie % . % =

§= 1 nicht ausschliefen zu missen (Prediger, 2011, S. 72). Auch wenn diese Aufgabe sehr

kurz und einfach erscheint, missen fur die korrekte Beantwortung zwei verschiedene Vorstel-
lungen bei den Lernenden vorliegen: Einerseits missen sie bereits verstanden haben, dass die
Multiplikation nicht immer vergroRert, wie es bei den natiirlichen Zahlen der Fall ist, sondern
im Bereich der Bruchzahlen auch verkleinern kann, in beiden Fallen mit Ausnahme der Multi-
plikation mit 1 oder 0. Andererseits missen die Schiillerinnen und Schuler erkannt haben, dass
die Bruchzahlen nicht nur zwischen den Zahlen 0 und 1 liegen, sondern dass auch Bruchzahlen
groRer als 1 existieren. Liegen diese beiden Vorstellungen vor und werden beim Bearbeiten

dieser Aufgabenstellung aktiviert, sollte der korrekten Beantwortung dieser Frage nichts mehr
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im Weg stehen. Wirft man einen Blick auf Predigers Studie, so zeigt sich, dass 33% der Be-
fragten die richtige Antwort auswéhlten (Prediger, 2011, S. 75). Dementsprechend wird auch
diese Aufgabe als mittelschwer eingeschétzt.

Die richtige Antwortmdoglichkeit ist ,,c*.

Es wird an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Ldsungsquoten der einzelnen Aufgaben
etwas besser ausfallen konnten als in den angegebenen Vergleichsstudien, da jene Umfragen,
wie zum Beispiel jene von Susanne Prediger, an verschiedenen Schultypen durchgefiihrt wur-
den und somit auch an Schultypen mit durchschnittlich leistungsschwacheren Schilerinnen und
Schilern, wéhrend diese Umfrage nur an einem Gymnasium abgehalten wurde, einer Schule,
welche eher von leistungsstarkeren Lernenden besucht wird. Diese Aussage wird durch die Er-
gebnisse der Langsschnittstudie, welche von Pekrun und weiteren Autorinnen und Autoren im
Zuge der Projekts PALMA durchgefuhrt wurde, belegt (siehe Abschnitt 2.4). Im Gegensatz
dazu stehen jedoch die COVID-19 Schutzmalinahmen. Seit Marz 2020 wurden die Schulen in
Osterreich einige Male abrupt geschlossen und zu einem spéteren Zeitpunkt wieder fiir ver-
schiedene Schilerinnen und Schuler, teilweise auch als Schichtbetrieb, in welchem jeweils die
Hélfte der Klasse anwesend war und die andere Halfte von Zuhause aus lernte, ge6ffnet. Diese
schnell wechselnden Situationen sowie die sehr knappe Vorbereitungszeit der Schulen auf die
SchlieBung fihrten in vielen Fallen vermutlich zu erschwerten Lernbedingungen fiir Schiilerin-
nen und Schuler. Dies kénnte wiederum die Losungsquote etwas verschlechtern, vor allem bei
Lernenden der 5. und 6. Schulstufe, da diese in dem beschriebenen Zeitraum die Einfiihrung in
die Bruchrechnung erhielten. Die genauen Folgen der COVID-19 Situation auf die Entwicklung
der Grundvorstellungen sind jedoch nur schwer abschéatzbar.

Als Abschluss flr dieses Kapitel kann gesagt werden, dass versucht wurde, den Fragenbogen
abwechslungsreich zu gestalten und maoglichst viele, verschiedene Grundvorstellungen zur
Multiplikation und Division mit Bruchzahlen voneinander getrennt abzufragen. Ob die aus der
angegebenen Literatur abgeleiteten Schwierigkeitsgrade sowie durch ahnliche Studien vorher-
gesagten Losungsquoten sich erfiillen oder ob es teilweise stark abweichende Ergebnisse gibt,

wird im nachsten Kapitel offengelegt.
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5 Auswertung und Analyse der Ergebnisse der Online-Umfrage

In diesem Kapitel, welches moglicherweise das Wichtigste der gesamten Arbeit darstellt, wer-
den die erhaltenen Forschungsdaten ausgewertet und analysiert. Dafiir wurden die Rohdaten im
Vorfeld bereits in Kategorien unterteilt und ausgezéhlt, um die Ergebnisse quantitativ, knapp
und dennoch vollstandig prasentieren zu konnen. Diese Kategorien wurden nach einer ersten
Sichtung der Rohdaten erstellt, um eine UGbersichtliche Darstellung der Daten zu gewahrleisten.
Zuerst werden im Abschnitt 5.1 die Ergebnisse der gesamten Stichprobe nach den Fragen ge-
gliedert vorgestellt, die bei den einzelnen Fragen gewahlten Kategorien erklart und deren Wahl
begriindet. Im zweiten Unterkapitel erfolgt eine Auswertung der einzelnen Schulstufen nach
den gestellten Fragen sortiert, wobei alle Klassen desselben Jahrgangs zusammengefasst wer-
den, um einen Uberblick tber die Grundvorstellungen in den einzelnen Schulstufen zu bekom-
men. Zuletzt wird noch eine ebenfalls nach den gestellten Fragen sortierte Analyse der Gemein-
samkeiten und Unterschiede aller teilnehmenden 2. Klassen (= 6. Schulstufe) durchgefihrt. Zu-
sétzlich befindet sich im Anhang dieser Arbeit eine Tabelle aller erhaltenen, schon in die Kate-

gorie eingeteilten und ausgezéhlten Antworten aus der empirischen Untersuchung.

5.1 Erlauterung der gewéahlten Kategorien und Auswertung der Stichprobe

Da in diesem Abschnitt erstmals die zuvor erwéhnten Kategorien, welche fur die quantitative
Auswertung der Online-Umfrage erstellt wurden, explizit auftreten, werden sie in diesem Ka-
pitel nach und nach erklart und die Wahl dieser begriindet. Infolgedessen werden auch die Er-
gebnisse der gesamten Stichprobe der empirischen Untersuchung préasentiert. Der Aufbau ori-
entiert sich dabei am Kapitel 4.2: Es wird der Reihe nach jedes Item des Fragebogens durchbe-
sprochen. Dabei tragt der Titel jedes Unterkapitels den Titel ,,Auswertung der gesamten Stich-
probe:“ kombiniert mit dem Namen des jeweiligen diskutierten Items des Online-Fragebogens.
Zu Beginn wird stets die Fragestellung zur Orientierung kursiv und eingeruickt dargestellt, da-
nach erfolgen die Présentation der Ergebnisse der empirischen Untersuchung sowie die Diskus-
sion dieser und der gewahlten Kategorien. Bei mehreren Teilfragen eines Fragebogenitems wer-
den diese hintereinander gereiht, wobei die Teilfragen ebenfalls kursiv und eingerlickt prasen-

tiert werden.
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5.1.1 Auswertung der gesamten Stichprobe: Wocheneinkauf

Wolfgang erledigt fur seine Familie den Wocheneinkauf. Auf seiner Einkaufsliste steht,
dass er drei Liter Milch kaufen soll. Im Kuhlregal findet er allerdings nur mehr Milch-

packungen zu je einem halben Liter Milch. Wie viele Milchpackungen muss er kaufen?

Kannst du diese Fragestellung auch als Rechnung formulieren?

1. Frage
Prozentuale Haufigkeiten - alle Klassen

60,0%
50,0%
40,0%
30,0%

20,0%
o H B
0,0% |

korrekt Ergebnis ohne nicht falsche Antwort  ausgelassen
Rechnung ausgerechnet

Abbildung 4: Prozentuale Haufigkeiten aller Klassen - Frage 1

Die ersten beiden Kategorien, welche sich beinahe bei allen Fragen finden werden, stellen ,,kor-
rekt” und ,,ausgelassen* dar. Wie die Betitelung bereits vermuten lésst, fallen unter , korrekt*
jene Antworten, welche allen in Kapitel 4.2 genannten Anspriichen einer richtigen Antwort
gerecht werden. ,,Ausgelassen beinhaltet die Antworten jener, welche die Frage gar nicht be-
arbeitet haben, aber auch jener, welche Aussagen wie ,,ich weif nicht* formulierten. In der
Rubrik ,,Ergebnis ohne Rechnung* werden AuRerungen zusammengefasst, welche das Ergeb-
nis 6 nannten, jedoch keine Rechenwege umfassten. Im Gegensatz dazu steht die Kategorie

,»hicht ausgerechnet”, in welcher die Beteiligten nur die Rechnung, aber ohne Ergebnis, zum
Beispiel ,, 3 : % = x “, angaben. Kategorien wie , korrekt®, ,,falsche Antwort/falsches Ergeb-

nis/anderes® und ,,ausgelassen wurden bei den meisten Fragen eingesetzt, um zu zeigen, wie
viele Testpersonen die Frage vollstandig und richtig beantworten konnten, wie viele génzlich
falsche Ergebnisse lieferten und wie viele sich der Frage anscheinend gar nicht gewidmet haben
oder mit der Fragestellung Gberfordert waren. Die fir dieses Item etwas ungewdhnlicheren Ka-
tegorien stellen somit ,,Ergebnis ohne Rechnung* sowie ,,nicht ausgerechnet™ dar. Diese wur-

den gewahlt, um hervorzuheben, dass diese Schulerinnen und Schiler auf dem richtigen Weg
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waren und akzeptable, wenn auch nicht vollstdndige Lésungen lieferten. Da die Antwort 6 je-
doch sehr wenig Einblick in die Gedankengénge hinter der Losung gewahrt, wird die Rubrik
,,Ergebnis ohne Rechnung® nicht zu den richtigen Losungen gezdhlt. Antworten der Kategorie
,nicht ausgerechnet** zeigen wiederum, dass die Schiilerinnen und Schiiler bereits einen Uber-
setzungsvorgang durchfuhrten. Dies lasst bereits vermuten, dass sie eine passende Vorstellung
der Division mit Bruchzahlen fur diesen Kontext besitzen und kann somit auch als richtige
Antwort gerechnet werden.

Betrachtet man sowohl die Kategorie ,korrekt”, als auch ,,nicht ausgerechnet® als richtig be-
antwortet, so konnte das erste Fragebogenitem von knapp 59% der Beteiligten geldst werden.
Auch wenn dieser Prozentsatz vielleicht nicht nach viel aussehen mag, bedeutet es, dass von
zehn Befragten ungefahr sechs die Grundvorstellung zur Division hier richtig anwenden konn-
ten, um den Text als Rechenaufgabe zu formulieren. Da in der fachdidaktischen Forschung
aktuell davon ausgegangen wird, dass Grundvorstellungen im Unterricht noch nicht sehr weit
verbreitet sind, stellen 59% schon ein beachtliches Ergebnis dar, vor allem, da weitere 26%
auch auf den richtigen Zahlenwert kamen und vielleicht nur den zweiten Unterpunkt tibersehen
haben kdnnten. Die Vermutung, dass diese Frage als eher einfach gewahlte Einstiegsfrage eine

hohe Richtigkeitsquote erzielen wirde, stellte sich somit als korrekt heraus.

5.1.2 Auswertung der gesamten Stichprobe: Multiplikation: Bruch mit nattrli-
cher Zahl

Was stellst du dir unter der Rechnung g- 4 vor?

Wahle das Bild aus, welches deine Vorstellung am ehesten beschreibt.

7,
2!
/]

i 1/ %
a. @ @ @ b. ///A

1 L 2 L A z

F’E}\ 3 3 333
NN \‘\E NN § [ ~—-lw4+#~+_~+—t—+-—'l
C. \\ \\\ \\\\fb d O 1 7 3 4

Abbildung 5: Antwortmdglichkeiten der 2. Frage (identisch mit Abbildung 1)
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2.1 Frage
Prozentuale Haufigkeiten - alle Klassen

70,0%
60,0%
50,0%
40,0%
30,0%
20,0%
10,0%

0,0% | I - I

b C

anderes ausgelassen

Q.

Abbildung 6: Prozentuale Haufigkeiten aller Klassen - Frage 2.1

Da es sich bei dieser Fragestellung um eine Single-Choice Frage handelt, stellen die Kategorien
die einzelnen Antwortmdglichkeiten dar. Zusétzlich wurden noch die Rubriken ,,anderes* und
»ausgelassen® erginzt, wobei ,,anderes™ jene Antworten umfasst, welche selbst geschrieben
wurden. Dabei handelte es sich grofiteils um Antworten wie ,,ich stelle mir nichts vor, ich

rechne einfach®. Die Kategorie ,,ausgelassen* wurde wie bei der vorigen Frage definiert.

Anhand von Abbildung 6 kann man bereits erkennen, dass die korrekten Antwortmdglichkeiten
,»a“und ,,c* stark tiberwiegen, wobei ,,a“ haufiger gewéhlt wurde. Eine mogliche Begriindung
dafiir ist, dass Tortendiagramme wahrscheinlich haufiger im Unterricht vorkommen und somit
vertrauter fur die Schilerinnen und Schiler sind. Die Losungsquote liegt bei dieser Aufgabe
bei zirka 83%, welche die urspriinglich genannte Vermutung einer hohen Ldsungsquote nicht
nur erfullt, sondern mdglicherweise bereits tbertrumpft. Ob hier Wiedererkennungs- oder auch
andere Effekt mitspielen und den Prozentsatz der vorhandenen Grundvorstellungen gréRer ma-
chen, als er es eigentlich ist, bleibt an dieser Stelle offen. Zuletzt fallt mit einem Blick auf
Abbildung 6 sehr schnell auf, dass diese Frage von niemandem ausgelassen wurde, was eben-
falls ein Indiz dafur ist, dass viele der Befragten auf Vorstellungen zuriickgreifen konnten. Zu-
séatzlich kénnte das Single-Choice Format, in welchem nur ein Bild ausgewéhlt und nicht be-
rechnet werden musste, ebenfalls dazu gefiihrt haben, dass weniger Teilnehmerinnen und Teil-
nehmer die Frage tbersprangen, dass an dieser Stelle also motivationale Effekte hinzugekom-

men sein konnten.
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Welches dieser Bilder beschreibt deiner Meinung nach nicht die Rechnung %- 47

Gib den Buchstaben des Bildes an und begriinde, warum das Bild die Rechnung deiner

Meinung nach nicht beschreibt.

2.1 Zusatz
Prozentuale Haufigkeiten - alle Klassen

70,0%
60,0%
50,0%
40,0%
30,0%

20,0%
0,0% — | - [ ]
a b C d anderes ausgelassen

Abbildung 7: Prozentuale Haufigkeiten aller Klassen - Zusatz 2.1

Da sich die Zusatzfrage ebenfalls auf die Auswahimdglichkeiten der Frage 2.1 bezog, wurden

hier dieselben Kategorien wie zuvor verwendet.

Das Ergebnis der Zusatzfrage scheint sich mit dem der Hauptfrage zu decken. Wahrend vor
allem die korrekten Représentationen der Multiplikation als solche erkannt wurden, konnten in
dieser Zusatzfrage die falschen Veranschaulichungen gezielt von knapp 84% der Schulerinnen
und Schulern ausgeschlossen werden. Dieser Prozentsatz deckt sich mit den zuvor genannten
83% beinahe vollstandig, was die Aussagekraft beider Ergebnisse zusatzlich bestéarkt. Die Be-
grindungen, warum die Befragten welches Bild ausschlossen, waren sehr unterschiedlich und

wurden deshalb nicht festgehalten. Ein nicht zu unterschatzender Teil der Schilerinnen und

Schiler erkannte jedoch Antwortmdglichkeit d als % e 6 beziehungsweise auch Antwortmdg-

lichkeit b als § , welche noch vier Mal genommen werden missten, um die richtige Darstellung
zu erhalten. Einige wenige schlossen Antwortmdglichkeit ,,a* oder ,,c* aus, weil es ihrer Mei-
nung nach 4 -% darstellt und nicht %’ 4, die haufigste Begrindung, warum eine bestimmte

Antwortmdglichkeit ausgeschlossen wurde, war jedoch, dass die Darstellung die Befragten ver-
wirrte.
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Stellst du dir unter der Rechnung 4 e S genau dasselbe wie oben vor?

Wenn nein, versuche bei der Antwortoption ,,Sonstiges “ deine Vorstellung fiir 4 SN

Worte zu fassen.

2.2 Frage
Prozentuale Haufigkeiten - alle Klassen

100,0%
90,0%
80,0%
70,0%
60,0%
50,0%
40,0%
30,0%
20,0%
10,0%

0,0%

Ja andere Vorstellung ausgelassen

Abbildung 8:Prozentuale Haufigkeiten aller Klassen - Frage 2.2

Auch bei dieser Single-Choice Frage wurden die Kategorien nach den Antwortmdglichkeiten

benannt.

Die 2. Unterfrage des zweiten Fragebogenitems zeigt, dass ungefahr 92% der Befragten zumin-
dest nicht bewusst zwischen den Fallen Bruchzahl mal naturlicher Zahl und nattrliche Zahl mal
Bruchzahl unterscheiden. Bei den knapp 5%, welche andere Antworten nannten, traten ver-
schiedenste Vorstellungen an den Tag, wobei auch einige davon nicht zutreffend waren. Dieses
Ergebnis deckt sich mit einer Untersuchung von Padberg und Wartha, in welcher Aufgabenty-
pen der beiden genannten Falle gleich h&ufig geldst wurden, obwohl der Fall natirliche Zahl
mal Bruchzahl vorstellungsmaliig sehr nahe an den nattirlichen Zahlen angelehnt ist und somit

eine hohere Losungsquote erwartet werden konnte (Padberg & Wartha, 2017, S. 117-118).

5.1.3 Auswertung der gesamten Stichprobe: Briichige Schokolade

Tom findet bei sich zuhause eine Tafel Schokolade. VVon dieser wurde bereits ein Drittel

gegessen, es sind also nur mehr zwei Drittel tbrig. Von der verbleibenden Schokolade
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nimmt sich Tom ein Viertel, also ein Viertel von zwei Drittel. Wie viel von der gesamten

Schokolade ist das? Gib dein Ergebnis als Bruch an! Wie kommst du zu dem Ergebnis?

3. Frage
Prozentuale Haufigkeiten - alle Klassen

30,0%

25,0%

20,0%

15,0%

10,0%
5,0% I
0,0% .

korrekt richtig, ohne Subtraktion Division andere ausgelassen
Erklarung

Abbildung 9: Prozentuale Haufigkeiten aller Klassen - Frage 3

Die Kategorien ,,korrekt” und ,,ausgelassen wurden wie bei Frage 1 definiert. Unter ,,richtig,
ohne Erklarung* fallen Antworten, welche das Ergebnis % zwar nannten, aber keine oder keine

nachvollziehbare Erklarung angaben, wie sie zu diesem Ergebnis kamen, was wiederum Riick-
schlusse auf das Vorhandensein von Grundvorstellungen erschwert. Die Rubriken ,,Subtrak-

tion* und ,,Division* beinhalten Antworten, bei welchen versucht wurde, die Aufgabe in Form
einer Subtraktion, meist 2—% , beziehungsweise einer Division, oft g : i , zu losen. Da beide

Losungsstrategien mehr oder weniger stark vertreten waren, wurden hier die einzelnen Katego-

rien gebildet. Die letzte Kategorie ,,andere* fasst alle anderen, falschen Antworten zusammen.

Bei der Analyse wurde eine geringe Losungsquote erwartet, diese Vermutung ist nur teilweise
bestéatigt. Einerseits konnten ungefahr 26% die Aufgabe richtig 16sen und den Losungsweg er-
klaren, andererseits waren zusétzlich 14% in der Lage, das korrekte Rechenergebnis zu liefern,
was vorhandene Vorstellungen vermuten l&sst. Aber auch 26% ist bereits ein Prozentsatz, wel-
cher bei Aufgaben des Typs Bruchzahl mal Bruchzahl stark von den Ergebnissen anderer em-
pirischer Untersuchungen, wie zum Beispiel jenen von Prediger (Prediger, 2011, S. 8-11) und
Padberg (Padberg, 1986, S. 68-69), abweicht. Wie bereits im Kapitel 4.2.3 beschrieben, war
diese Aufgabe jedoch offener als in den genannten Vergleichsstudien formuliert, was verschie-

dene, richtige Argumentationen ermdglichte und somit schon eine etwas hdhere Losungsquote
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erwarten lie3. So wurde beispielsweise in mehreren Féllen tber Skizzen beziehungsweise tUber
das Vorstellen des bildlichen Abbrechens der Schokolade argumentiert, anstatt die Rechnung
anzugeben. Nichtsdestotrotz bleibt das Faktum, dass ein Viertel aller Befragten diese Aufgabe
korrekt 16sen konnten, ein unerwartetes Ergebnis. Besonders aufféllig ist auch, dass die Sub-
traktion in relativ vielen Féllen als Mittel zum Zweck verwendet wurde. Mdglicherweise beruht
dies auf der Vorstellung, dass etwas weggenommen wird, welche oft mit der Subtraktion ver-
kniupft wird. Der Versuch, die Fragestellung in eine Division zu Ubersetzen, wurde deutlich
seltener unternommen. Moglicherweise spielte bei diesen Uberlegungen die falsche Vorstel-
lung, dass bei einer Division immer etwas weniger wird und bei der Multiplikation etwas mehr,

eine Rolle, die Antworten waren jedoch in den meisten Féllen unbegrindet.

5.1.4 Auswertung der gesamten Stichprobe: Divisionsdilemma

Julian hat bei seiner Hausaufgabe die Zahl 2 durch % dividiert. Er kommt auf das Er-

gebnis 8. Als er jedoch daruber nachdenkt, wundert er sich, wie das Ergebnis groRer
als 2 sein kann, er hat ja 2 durch etwas geteilt. Hat Julian richtig gerechnet? Wenn er
richtig gerechnet hat, kannst du ihm erklaren, warum das so ist? Wenn er falsch ge-

rechnet hat, wo liegt der Fehler?

4. Frage
Prozentuale Haufigkeiten - alle Klassen

60,0%

50,0%

40,0%

30,0%

20,0%

10,0% . . .

0,0% .

korrekt & korrekt &  richtig gerechnet falsches ausgelassen
Erklarung Begriindung Ergebnis

Abbildung 10: Prozentuale Haufigkeiten aller Klassen - Frage 4

Bereits bei der Formulierung des Erwartungshorizonts zu der Frage wurde gedul3ert, dass zur
Beantwortung dieser einerseits tiber Rechenregeln und andererseits direkt Uber die Vorstellung

argumentiert werden kann. Beide Wege werden dabei als korrekt gewertet. Dennoch wurde bei
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der Auswertung zwischen den beiden Rechtfertigungen unterschieden. Die Kategorie ,,korrekt
& Begriindung* umfasst jene Antworten, welche nur iiber Rechenregeln argumentierten. Dabei
wurden hauptséchlich Merksitze zum Thema Kehrwert wie ,,Wenn man durch einen Bruch
dividiert, muss man mit dem Kehrwert multipliziert angefiihrt, in wenigen Féllen erfolgten
auch Argumentationen tber das Auflésen von Doppelbriichen oder allgemein, dass die Division
durch eine Zahl zwischen 0 und 1 vergroRert. Wéhrend das letztgenannte Argument bereits eine
passende Vorstellung zeigt, kann bei den anderen Begriindungen nur vermutet werden, dass
eine fir die Situation hilfreiche Grundvorstellung angewandt werden konnte. Dennoch wurde
vermutlich von den meisten erkannt und akzeptiert, dass die Division in diesem Kontext nicht
verkleinert, sondern vergrofert, was eine passende Vorstellung zur GroéRenrelation bei der Di-
vision mit Bruchzahlen darstellt. Vertiefte Grundvorstellungen fanden sich jedoch vor allem

bei den Antworten der Kategorie ,,korrekt & Erklarung®. Hier wurde entweder erkléart, dass die
Fragestellung zu ,,Wie oft passt i in 2?° umformuliert werden kann oder dass 2 aus acht Viertel

besteht und die Frage lautet, in wie viele Viertel 2 zerlegt werden kann. In beiden Fallen wurde
auf eine fir Bruchzahlen in diesem Kontext passende Grundvorstellung zurtickgegriffen und
diese als Erklarungsgrundlage verwendet, was darauf schlielen lasst, dass diese Vorstellung
bereits einigermalen in den Schilerinnen und Schiilern dieser Kategorie verankert sein muss.
Im Gegensatz dazu steht die Rubrik ,,richtig gerechnet. Hier wurden die Antworten jener Schi-
lerinnen und Schiiler zusammengefasst, welche nur zustimmten, dass Julian korrekt gehandelt
hat, jedoch nicht argumentierten, wieso das Ergebnis stimmt. Zuletzt wurden Antworten, wel-
che beinhalteten, dass Julian falsch gerechnet hat unter ,,falsches Ergebnis* zusammengefasst

und jene Befragten, welche die Frage auslieRen, unter ,,ausgelassen® festgehalten.

Mit einer Losungsquote von 68% wurde die Annahme, dass es eher wenige, richtige Antworten
geben wird, widerlegt. Knapp sieben von zehn befragten Schiilerinnen und Schiler haben Julian
nicht nur zugestimmt, sondern hatten auch eine Argumentation parat, um ihre Uberlegung zu
untermauern, was ein unerwartet hohes Ergebnis darstellt. Weniger positiv fallt jedoch auch
sehr schnell auf, dass viel haufiger Gber Rechenregeln argumentiert wurde, als direkt auf die
Vorstellung des Messens bei der Division zuriickzugreifen. Dies legt zwei mogliche Schlisse
nahe: Entweder ist bei vielen Schilerinnen und Schilern die Grundvorstellung des Messens
noch nicht umfassend vorhanden oder noch nicht so weit gefestigt, dass sie diese den Rechen-

regeln vorziehen wirden. Bei den falschen Antworten fand man vor allem Argumentationen,

dass 2 : i = % . %sei, dass das Ergebnis nicht 8, sondern 0,8 sein miisste oder dass 0,5 richtig

ware. In den ersten beiden Féllen wurde dabei auf die ,,Regel mit dem Kehrwert* eingegangen,
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wobei der Kehrwert einmal vom Dividenden und einmal vom Quotienten, anstelle des Divisi-
ors, gebildet wurde. Das Ergebnis 0,5 wurde durch eine Multiplikation im Sinne von 2 e %

anstelle einer Division erreicht.

5.1.5 Auswertung der gesamten Stichprobe: Der Teil vom Teil

Ein Rechteck wird folgendermafen schraffiert (mit Strichen angemalt): %des Rechtecks
mit schwarzen Strichen von links unten nach rechts oben (///). Dann gvon den schwarz

schraffierten Z mit roten Strichen von links oben nach rechts unten (\\\). Wahle jenes

Rechteck aus, welches nach dieser Anleitung schraffiert wurde.

i o |
NS 0
a. Q >Z> b. Q’Q‘\\ C. Q X d. ,)O

Abbildung 11: Antwortmdglichkeiten der 5. Frage (identisch mit Abbildung 2)

Jallid

5.1 Frage
Prozentuale Haufigkeiten - alle Klassen

70,0%
60,0%
50,0%
40,0%
30,0%
20,0%
10,0% I
0,0% - — — L

a b c

o

andere ausgelassen

Abbildung 12: Prozentuale Haufigkeiten aller Klassen - Frage 5.1

Wie bei Frage 2.1 handelt es sich hier um eine Single-Choice Frage. Die Kategorien wurden
deshalb nach den unterschiedlichen Antwortmdglichkeiten benannt und um die bereits bekann-

ten Rubriken ,,andere* und ,,ausgelassen® erweitert.
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An dieser Stelle schnitt die Stichprobe erstmalig etwas schlechter ab, als aus der Literatur zu
erwarten war. Bei einer empirischen Untersuchung von Padberg, konnten 72% der Befragten
bei einer sehr &hnlichen Fragestellung das Rechteck richtig schraffieren, wéhrend sich in dieser
Stichprobe ungefahr 66% fiir die richtige Skizze entschieden (Padberg, 1986, S. 68-69). Den-
noch stellt dieser Prozentsatz immer noch eine gute Lésungsquote dar. Der einzige, nennens-

werte Distraktor, welcher von knapp 19% gewéhlt wurde, Antwortmdglichkeit a, beschreibt

eine Schraffierung von % des gesamten Rechtecks und % des gesamten Rechtecks. Hier scheint

. . - 2 3 2 - T
eine korrekte Unterscheidung zwischen 5 von - und 5 vom Ganzen nicht méglich gewesen

zu sein. In die Rubrik ,,andere* fallen zwei Aussagen, welche beide ,,9 schwarze, 8 rote* als
Antwort festhielten. Hier wurden vermutlich die schraffierten K&stchen gemeint. In diesem Fall

konnten diese beiden Antworten ebenfalls zur Kategorie ,,a“ hinzugezahlt werden.

Welcher Teil des Quadrats ist jetzt doppelt schraffiert? Gib diesen Anteil als Bruch an!

Gib auch die Rechnung, welche den Vorgang des oben beschriebenen zweimaligen
Schraffierens beschreibt, mit Bruchzahlen an!

5.2 Frage
Prozentuale Haufigkeiten - alle Klassen

40,0%
35,0%
30,0%

25,0%
20,0%
15,0%
10,0%
5,0%
0,0%

korrekt nur das Ergebnis falsches Ergebnis ausgelassen

Abbildung 13: Prozentuale Haufigkeiten aller Klassen - Frage 5.2

Die Kategorien ,,korrekt”, ,,falsches Ergebnis und ,,ausgelassen* wurden wie bei vorigen, &hn-

lichen Fragen festgelegt. In der Rubrik ,,nur das Ergebnis* wurden jene Antworten gesammelt,

welche das richtige Ergebnis % anschreiben konnten, jedoch keinen Rechenweg angaben.
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Wahrend die Schulerinnen und Schiiler dieser Stichprobe bei der ersten Teilfrage etwas schwa-
cher abschnitten als jene aus der Vergleichsstudie, wurden bei der zweiten Teilfrage deutlich
bessere Ergebnisse erzielt. Padberg erklart, dass in seiner Untersuchung 52% der Befragten den
doppelt schraffierten Anteil des gesamten Rechtecks als Bruchzahl auszudriickt, aber nur mehr
1% auch die dazugehoérige Rechnung angeben konnte (Padberg, 1986, S. 68-69). Im Vergleich
dazu gelang es in dieser Umfrage 57% der Schulerinnen und Schuler das richtige Ergebnis als
Bruchzahl anzugeben und zirka 22%, also Gber ein Flnftel aller Befragten, konnten auch die
dazugehdrige Rechnung aufschreiben. Bei dieser Frage schnitten die Befragten somit deutlich
besser ab, als es erwartet wurde. Dennoch scheint die Frage einigen Probleme bereitet zu haben,
da hier erstmalig auch eine beachtliche Anzahl der Befragten, 18%, die Frage auslieRen. Be-

sonders interessant war ein Fall, in welchem angegeben wurde, dass die Person intuitiv bezie-

hungsweise der Abbildung nach als Antwort ,,%“ gegeben hitte, dann aber mit dem Taschen-

rechner % berechnete. Hier zeigt sich, dass die Vorstellung zwar richtig war, aber anschei-

nend nicht als ,,mathematisch® genug betrachtet wurde, um sie als Ergebnis zu nennen. Infol-
gedessen versuchte die Person eine Rechnung zu generieren, welche im Endeffekt ein falsches
Ergebnis lieferte. Dass das Ergebnis der Rechnung von dem der Vorstellung abwich, schien die
Person jedoch irritiert zu haben, weshalb sie wahrscheinlich beide Ergebnisse angab, aber das
Berechnete noch einmal hervorhob.

5.1.6 Auswertung der gesamten Stichprobe: Handwerkskunst

Ein Brett ist 2 m lang. Wie viele Stlicke mit einer Lange von § m kannst du von dem Brett

absagen? Gib das Ergebnis an und erklare, wie du zu diesem gekommen bist.

Tipp: Du kannst die Skizze fiir deine Erklarung nutzen!

—_
I |
o T 2

Abbildung 14: Skizze zur 6. Frage (identisch mit Abbildung 3)
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6. Frage
Prozentuale Haufigkeiten - alle Klassen

60,0%

40,0%

0,0% |
korrekt richtig, aber ohne falsches Ergebnis ausgelassen
Erklarung

Abbildung 15: Prozentuale Haufigkeiten aller Klassen - Frage 6

Die hier verwendeten Kategorien wurden wie bei einigen vorigen Fragestellungen definiert.
Die Unterscheidung zwischen ,,korrekt* und ,,richtige, aber ohne Erkldrung* besteht darin, dass
Antworten der ersten Rubrik das richtige Ergebnis nannten und angaben, wie dieses erreicht

wurde, wahrend jene der zweiten Kategorie nur das Ergebnis beinhalteten.

Wie im Kapitel 4.2.6 prognostiziert, fielen die Antworten bei dieser Frage sehr gut aus. 71%
der Befragten konnten das richtige Ergebnis nennen und 50% aller gaben ebenfalls eine Erkla-
rung fir dieses an. Einer der haufigsten Fehler, welche die Befragten dazu brachte ,,einmal*

beziehungsweise ,,1° als das Ergebnis festzulegen, war der Gedankengang, dass zwei Meter in
diesem Fall ,,das Ganze* seien und g nur ein einziges Mal in ein Ganzes passen wirden. Bei
dieser Begrindung wurde zwar auf die Vorstellung des Messens bei der Division mit Bruch-
zahlen zuriickgegriffen, im Sinne von ,,Wie oft passen % in .7, jedoch kam es zu Unsicher-

heiten oder Verwechslungen mit dem Festlegen des Ganzen und dem Bezug der zwei Drittel
auf dieses. Die Erklarungen der Antworten in der Kategorie ,,korrekt” wiesen sehr unterschied-

liche Argumentationen auf. Teilweise wurde richtig Uber die Vorstellung des Messens argu-
mentiert, 6fters auch die Rechnung % + % + 3 = 2 aufgeschrieben, also im Sinne der wieder-

holten Addition begriindet, oder einfach das Abzahlen anhand der Skizze erklart.

5.1.7 Auswertung der gesamten Stichprobe: Gerechtes Teilen

Nach einer Geburtstagsfeier sind noch g von der Schokotorte und % von der Erdbeer-

torte Uber. Anna und ihre zwei Schwestern teilen sich beide Torten gerecht auf, sodass
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jede ein gleich groRes Stiick von der Schokotorte und ein gleich grofes Stiick von der
Erdbeertorte bekommt. Wie grof3 ist das Schokotortenstiick, welches Anna bekommt,
und wie groB ist ihr Erdbeertortenstick? Gib beide Zahlen als Bruch an!

/. Frage
Prozentuale Haufigkeiten - alle Klassen

40,0%
35,0%
30,0%
25,0%
20,0%
15,0%

10,0%
5,0% . .
0,0% —
korrekt nur das Erste nur das durch 2 beide falsch ausgelassen

richtig Zweite richtig  dividiert

Abbildung 16: Prozentuale Haufigkeiten aller Klassen — Frage 7

Da es sich bei dieser Fragestellung um zwei Teilaufgaben handelt, das Aufteilen der Schoko-
torte und das der Erdbeertorte, wurden die Kategorien so eingeteilt, dass alle Kombinationen
berticksichtigt wurden. ,,Korrekt* bedeutet, dass beide Teilaufgaben richtig geldst wurden, ,,nur
das Erste richtig* heil3t, dass nur die Schokotorte richtig aufgeteilt wurde, ,,nur das Zweite rich-
tig* meint, dass nur die Erdbeertorte korrekt aufgeteilt wurde und ,,beide falsch®, dass die Be-
fragten weder das eine Stiick, noch das andere richtig berechneten. Ein sehr haufig aufgetretener
Fall, welcher nicht vorhergesehen wurde, fuhrte zur Einflhrung einer weiteren Kategorie:
,,durch 2 dividiert®. Hier haben die Schiilerinnen und Schiiler vermutlich nicht genau gelesen —
anscheinend wurde nur auf die zwei Schwestern aufgeteilt und auf Anna vergessen — und an-

statt durch 3 nur durch 2 dividiert. Diese Rechnung ist jedoch ahnlich schwierig wie die Divi-

sion durch 3, im Fall % : 2 =% kann direkt aufgeteilt werden, jedoch muss bei % 12 = % ge-

. .2 2 - . . ..
nauso wie es bei 3! 3= 5 der Fall ist, erweitert oder auf die VVorstellung des Messens zurtick-

gegriffen werden. Da der Fokus dieser Umfrage nicht auf der Lesekompetenz, sondern auf dem
Vorhandensein von Vorstellungen liegt, konnten Antworten dieser Kategorie als richtig oder
besser ausgedriickt als akzeptabel gewertet werden. Die letzte Rubrik, ,,ausgelassen®, zahlt wie-

der jene Befragten, welche keine Antwort angaben.
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Ob die Erwartung, dass die Losungsquote dieser Aufgabe eher hoch ausfallen wirde, erflllt ist,
lasst sich nicht genau festlegen. Die richtige Antwort konnte nur von knapp 30% der Befragten
gegeben werden. Zahlt man jene hinzu, welche durch 2 dividierten, steigt der Prozentsatz der

akzeptablen Losungen jedoch auf ungefahr 67% an, was zirka % der Schulerinnen und Schuler

sind und somit ein gutes Ergebnis darstellen. Dass jedoch mit knapp 37% mehr Befragte durch
2 dividierten, als auf das korrekte Ergebnis kamen, wirft an dieser Stelle ein anderes Problem
auf. Bei dieser Fragestellung scheiterte es anscheinend weniger daran, eine passende Vorstel-
lung anzuwenden, um den Text korrekt auf die syntaktische Ebene zu Ubersetzen und die Rech-
nung dann durchzufuihren, als die Informationen aus dem Text richtig herauszulesen. Ob es sich
dabei um Fllchtigkeits- oder um Denkfehler handelt, kann jedoch nicht bestimmt werden. An-

hand von Abbildung 16 l&sst sich auBerdem noch sehr schnell erkennen, dass das Verteilen der
Schokotorte, was der Rechnung § : 3 entspricht, den Befragten schwerer fiel, als das Aufteilen

der Erdbeertort, welches direkt mit der Vorstellung des Teilens bewaltigt werden konnte. Zu-
letzt ist auch bei dieser Frage die Zahl der Auslassungen mit ungefahr 15% aller Befragten,
relativ hoch. Ob dies auf den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe, mangelnder Motivation gegen
Ende des Fragebogens oder darauf zurtickzufthren ist, dass zwei separate Rechnungen getétigt

werden sollten, bleibt offen.

5.1.8 Auswertung der gesamten Stichprobe: Single-Choice

Ein Kilogramm Apfel kostet 3€. Andrea méchte % Kilo Apfel kaufen. Wie kann sie ih-

ren Preis berechnen?
Wabhle die richtige Antwort aus oder gib eine andere Antwort unter ,, Sonstiges *“ an.

3 3 3 3
a.)3+z b)3—z C')B.Z d)3z

Sonstiges:
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8.1. Frage
Prozentuale Haufigkeiten - alle Klassen

80,0%
70,0%
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40,0%
30,0%
20,0%

10,0% .
0,0% — - — I

a b c d anderes ausgelassen

Abbildung 17: Prozentuale Haufigkeiten aller Klassen - Frage 8.1

Bei dieser und den nachfolgenden beiden Teilfragen des Fragebogenitems 8 wurden die Kate-

gorien wie bei anderen Single-Choice Fragen nach den Antwortmdéglichkeiten benannt.

Waéhrend in der Theorie die Verteilung der Antworten schwer einschétzbar war, ist das Ergebnis
eindeutig: Knapp 76% der Befragten entschieden sich fiir die richtige Antwortmdglichkeit ,,c*.
Der einzige Distraktor, welcher zumindest von 14% gewéhlt wurde und somit einigermalien oft
vertreten war, ist ,,d*, die Division. Auch wenn es sich hier um eine Single-Choice Frage han-
delt, fiel das Ergebnis unerwartet gut aus, vor allem im Vergleich zu einer Umfrage von Susanne
Prediger, welche eine sehr ahnliche Aufgabenstellung verwendet und eine Lésungsquote von
9% erhielt (Prediger, 2011, S. 75). Warum dieses Ergebnis so stark von dem der Vergleichsstu-
die abweicht, ist nur relativ schwierig einzuschétzen. Eine mdgliche Erklarung ware, dass die
Schlerinnen und Schiiler heute als VVorbereitung auf die Zentralmatura 6fter Aufgaben im Sin-
gle-Choice- und Multiple-Choice Format bekommen und deshalb schon vertrauter mit ahnli-

chen Aufgabestellungen sind.

Lukas baut fur seine kleine Schwester ein Puppenhaus. Eine Wand des Puppenhauses
soll % m breit werden. Die Wand wird aus 1—10 m breiten (senkrecht stehenden) Holz-

brettern gebaut. Wie muss Lukas rechnen, um zu bestimmen, wie viele Holzbretter er
nebeneinander fir diese Wand braucht?

3 1 3 1 3 1 3 1
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Sonstiges:

8.2 Frage
Prozentuale Haufigkeiten - alle Klassen

60,0%
40,0%
20,0% .
0,0% I — —
a b c d anderes ausgelassen

Abbildung 18: Prozentuale Haufigkeiten aller Klassen - Frage 8.2

Bei den Analysen im Kapitel 4.2.8 wurden die vorige und diese Frage gemeinsam diskutiert,
da sie einen sehr dhnlichen Charakter haben und somit auch als &hnlich schwierig eingeschéatzt
wurden. In der Praxis dirfte jedoch ein deutlicher Unterschied zwischen diesen beiden Aufga-
ben bestehen, da die zweite Unterfrage des Items 8 nur mehr von ungeféhr 55% aller Befragten
richtig beantwortet werden konnte. Wahrend die Wahl des Distraktors ,,c*, welcher als Multi-
plikation das Gegenstuick zur Division darstellte, bereits deutlich hoher als die der Division in
der ersten Unterfrage ausfillt, sind hier auch die Distraktoren ,,a* und ,,b* bereits etwas stérker
vertreten. Die Division scheint hier einigen Befragten nicht in der Ausfiihrung, sondern bereits
beim korrekten Ubersetzen der Aufgabe als Division Schwierigkeiten zu machen. Dennoch

stellt eine Losungsquote von zirka 55% immer noch ein akzeptables Ergebnis dar.

Welche dieser Antwortmoglichkeiten ist korrekt?
Wenn ich zwei Bruchzahlen multipliziere, ist das Ergebnis ...

a.) ... immer grofier als die beiden Bruchzahlen.
b.) ... immer kleiner als die beiden Bruchzahlen.

¢.) ... manchmal grofser, manchmal kleiner als die beiden Bruchzahlen, manchmal auch

dazwischen.

Seite 58



8.3 Frage
Prozentuale Haufigkeiten - alle Klassen

40,0%
35,0%
30,0%
25,0%
20,0%
15,0%
10,0%

5,0%

a b c anderes ausgelassen

0,0%

Abbildung 19: Prozentuale Haufigkeiten aller Klassen - Frage 8.3

Beim letzten Unterpunkt des Fragebogenitems 8 zeigt sich eine eher gleichmaRige Verteilung
der Antworten auf alle Antwortmdglichkeiten. Distraktor ,,a“, welcher die Vorstellung impli-

ziert, dass eine Multiplikation immer vergroRert, wurde dabei am seltensten gewéhlt, was nahe
legen konnte, dass bei ungefahr Z aller Befragten diese Vorstellung bereits tiberwunden wurde.

Die hdufige Wahl des Distraktors ,,b* konnte vor allem damit erklé&rt werden, dass im Unter-
richt, vor allem im Anfangsunterricht, oft Bruchzahlen kleiner 1 vorkommen und Bruchzahlen
allgemein somit sehr schnell als Zahlen kleiner 1 abgespeichert werden kdnnten. Die Losungs-
quote von ungefahr 36% kommt den 33%, welche Susanne Prediger mit einer beinahe identen

Fragestellung erreichte, sehr nahe (Prediger, 2011, S. 75).

Im GroRen und Ganzen lasst sich sagen, dass die Ergebnisse der Umfrage besser ausfielen als
es urspriinglich erwartet wurde. Eine Diskussion des Gesamtergebnis sowie der Ergebnisse der

folgenden beiden Unterkapitel erfolgt im 6. Kapitel.

5.2 Auswertung und Analyse der Stichprobe nach Schulstufen gereiht

In diesem Unterkapitel erfolgt eine nach den Fragen des Online-Fragebogens gereihte Auswer-
tung dieser, wobei die einzelnen Schulstufen im Fokus stehen. Dazu wurden jeweils alle Ant-
worten einer Schulstufe zusammengezéhlt und gemeinsam ausgewertet. Das Ziel dieser Ana-

lyse ist ein Vergleich der Auspréagungen der Grundvorstellungen in den unterschiedlichen
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Schulstufen, um einen Einblick in die Entwicklung der Vorstellungen im Unterricht mit der
Zeit zu bekommen. Durch das Zusammenfassen einzelner Schulstufen konnte dabei eine &hn-
liche Teilnahmezahl pro Schulstufe erreicht werden, mit Ausnahme der 2. und 7. Klasse. In den
2. Klassen wurden deutlich mehr Schilerinnen und Schiler befragt, da diese noch fir weitere
Analysen im Abschnitt 5.3 gebraucht werden und in der 7. Klasse nahmen nur 2 Schilerinnen
und Schiller an der Umfrage teil. Die Ergebnisse der letztgenannten Klasse sind somit nicht
sehr représentativ, wurden aber im Sinne der Vollstandigkeit dennoch in die Auswertung mit
hinein genommen. Um die Analysen Ubersichtlicher zu gestalten und die 7. Klasse bei der Dis-
kussion jeder Frage als Ausreil3er zu vermeiden, wird diese Klasse aus den Analysen und Dis-
kussionen der einzelnen Fragebogenitems in den Kapiteln 5.2.1 bis 5.2.8 ausgenommen. In Ka-
pitel 5.2.9 erfolgt jedoch noch eine kurze Diskussion der Antworten der 7. Klasse. Die Lehr-
person als Einflussvariable wurde fur diese Analyse auRer Acht gelassen, vor allem da die ein-

zelnen Klassen nicht durchgangig von denselben Lehrerinnen und Lehrern unterrichtet wurden.

Es wird versucht, die Ergebnisse mdglichst tbersichtlich durch Grafiken und Beschreibungen
darzustellen und zu diskutieren. Um die Ubersichtlichkeit zu erhéhen, wurden in den meisten
Grafiken, flr jene Balken, welche die richtigen Antworten darstellen, die Farbe Griin, jene,
welche die ganzlich falsche Antworten darstellen, Rot und der Teil der Befragten, welcher sich
nicht zu der Frage &ulRerte, Gelb gewahlt. Eine Ausnahme bilden Diagramme von Single-
Choice Fragen. Hier wurden die Farben immer derselben Reihenfolge nach vergeben, da es
nicht immer eine oder nur eine richtige Antwort gibt. Der Aufbau der einzelnen Unterkapitel
gleicht jenem der Abschnitte 5.1.1 bis 5.1.8, wobei dieselben Kategorien zur Zusammenfassung
der Fragen verwendet wurden und diese deshalb nicht mehr erklart werden. Fir eine schnelle
Orientierung und um ein Zurlickblattern zum Nachlesen der Fragestellung zu vermeiden, wird
auch in den folgenden Abschnitten jeweils am Anfang die Fragestellung eingeblendet und da-
runter ein Balkendiagramm eingeftigt, welches die Verteilung der Antworten auf die einzelnen

Kategorien und Schulstufen darstellt.

5.2.1 Auswertung nach Schulstufen: Wocheneinkauf

Wolfgang erledigt fur seine Familie den Wocheneinkauf. Auf seiner Einkaufsliste steht,
dass er drei Liter Milch kaufen soll. Im Kiihlregal findet er allerdings nur mehr Milch-

packungen zu je einem halben Liter Milch. Wie viele Milchpackungen muss er kaufen?

Kannst du diese Fragestellung auch als Rechnung formulieren?
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1. Frage
Prozentuale Haufigkeit nach Schulstufe

100,0%
80,0%
60,0%
40,0%

e e b
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2. Klasse 3. Klasse 4. Klasse 5. Klasse 6. Klasse 7. Klasse 8. Klasse

korrekt M Ergebnis ohne Rechnung B nicht ausgerechnet M falsche Antwort ausgelassen

Abbildung 20: Prozentuale Haufigkeiten nach Schulstufen — Frage 1

Auf den ersten Blick scheint es bei diesem Diagramm keine Regelmaliigkeiten zu geben. Geht
man allerdings davon aus, dass jene Befragten, welche die Rechnung richtig angaben, aber nicht
ausrechneten, ebenfalls eine passende Vorstellung anwandten, kann man die Antworten der
Kategorie ,,korrekt* und ,,nicht ausgerechnet* zusammenzéhlen. Der Prozentsatz der Antwor-
ten dieser vereinten Rubrik ist beinahe ausnahmslos von der 2. bis Zur 8. Klasse monoton stei-
gend. Die einzige Ausnahme bildet der Ubergang von der 4. auf die 5. Klasse, da in der 4.
Klasse eine Bestleistung von 80% richtiger VVorstellungen erreicht wurde. Dabei wurde, wie im
vorigen Abschnitt angedeutet, die 7. Klasse, welche aufgrund der kleinen Stichprobe nicht sehr
représentativ ist, auBer Acht gelassen. Auffallig ist hier jedoch auch, dass die 4. Klasse gleich-
zeitig die hochste Quote der Antworten, welche nicht ausgerechnet wurden, besitzt. Die zweit-
beste Leistung mit 77,8% und einem deutlich héherem Anteil der Kategorie ,,korrekt* wurde
von der 8. Klasse erreicht. Ein weiterer, interessanter Aspekt der erhaltenen Daten zeigt sich
beim Betrachten der falschen Antworten. Zwar gibt es auch hier keine Regelmaligkeiten, al-
lerdings sticht die 8. Klasse besonders hervor, da von 27 Befragten niemand ein falsches Er-
gebnis angab. Beinahe 60% losten die Aufgabe korrekt, die anderen knapp 40% verteilen sich
einigermafen gleichméBig auf die Kategorien ,,Ergebnis ohne Rechnung™ und ,,nicht ausge-
rechnet. Zuletzt kann man eine Tendenz der Kategorie ,,ausgelassen‘ festmachen: Wahrend in
der 2. Klasse noch ungeféhr 9% die Aufgabe nicht bearbeiteten, sinkt die Zahl in der 3. Klasse

bereits auf 4% und in allen hdheren auf 0%.

Zusammenfassend schnitten bei dieser Frage also die 4. und die 8. Klasse am besten ab, wobei

die 8. Klasse ohne falsche Antworten mdglicherweise sogar etwas bessere Leistungen erzielte.
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Allgemein lasst sich eine leichte Tendenz feststellen, dass hdhere Schulstufen bessere Ergeb-

nisse erzielten als niedrigere Schulstufen.

5.2.2 Auswertung nach Schulstufen: Multiplikation: Bruch mit natirlicher Zahl

Was stellst du dir unter der Rechnung 2- 4 vor?

Wahle das Bild aus, welches deine Vorstellung am ehesten beschreibt.

W7
7

- 4
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Abbildung 21: Antwortmdglichkeiten der 2. Frage (identisch mit Abbildung 1)

2.1 Frage
Prozentuale Haufigkeit nach Schulstufe

100,0%
80,0%
60,0%

40,0%

20,0%
0 0% . - . I I l - .- . -.
2. Klasse 3. Klasse 4, Klasse 5. Klasse 6. Klasse 7. Klasse 8. Klasse

Ha Eb Ec md Handeres © ausgelassen

Abbildung 22: Prozentuale Haufigkeiten nach Schulstufen — Frage 2.1

Beim Betrachten der Abbildung 22 sticht die Kategorie ,,a* besonders stark hervor. Uber alle
Klassen ist dies die meistgewéahlte Antwortmdglichkeit, in allen aul3er der 8. sogar mit grofem
Abstand zu allen anderen Antworten. Am zweitstérksten ist ausnahmslos die zweite, korrekte
Antwortmoglichkeit ,,c* vertreten, wobei sie in manchen davon gleichauf mit dem Distraktor

,b“ ist. Besonders hoch fiel Kategorie ,,c* in der 8. Klasse aus, hier entschieden sich zirka 30%
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fur diesen, wéhrend in allen anderen Klassen, mit Ausnahme der 7., der Prozentsatz zwischen
15% und 18% schwankt. Warum eine Klasse so stark von den anderen abweicht, ist nur schwie-
rig festzustellen. Eine mogliche Begriindung konnte sein, dass die 8. Klasse kurz vor der Matura
und somit dem Abschluss ihrer Schule steht und deshalb sich mehr mit verschiedenen Darstel-
lungsformen von Zahlen, vor allem im Hinblick auf das Thema Statistik und Wahrscheinlich-
keit, auseinandergesetzt hat. Vergleicht man zuletzt die Prozentsétze der richtigen Antworten,
lasst sich kein Muster erkennen. Am besten schnitt die 3. Klasse mit 92% ab, am schlechtesten

die 5. Klasse mit 74,1%, was jedoch immer noch ein sehr gutes Ergebnis darstellt.

Welches dieser Bilder beschreibt deiner Meinung nach nicht die Rechnung %- 47

Gib den Buchstaben des Bildes an und begriinde, warum das Bild die Rechnung deiner

Meinung nach nicht beschreibt.

2.1 Zusatz
Prozentuale Haufigkeit nach Schulstufe

100,0%
80,0%
60,0%
40,0%

20,0%
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2. Klasse 3. Klasse 4. Klasse 5. Klasse 6. Klasse 7. Klasse 8. Klasse

Ha b Emc md Banderes © ausgelassen

Abbildung 23: Prozentuale Haufigkeiten nach Schulstufen — Zusatz 2.1

Auch bei dieser Frage zeichnet sich ein ahnliches, wenn auch umgekehrtes Bild ab, da die rich-
tigen Antworten und Distraktoren jetzt ihre Rolle gedndert haben. Dieses Mal sticht die richtige
Antwortmoglichkeit ,,d*“ besonders hervor, wihrend die ebenfalls korrekte Option ,,b* in allen
Klassen am zweitstarksten vertreten ist. Die Distraktoren ,,a“ und ,,c* spielen keine nennens-
werte Rolle. Vor allem die 3. und 4. Klasse schnitten mit Ergebnissen von 92% und 95% rich-
tige Antworten aller Befragten besonders gut ab. Im Allgemeinen l&sst jedoch keine Aussage

zur Losungsquote mit Blick auf die Schulstufe treffen.
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Stellst du dir unter der Rechnung 4 e 2 genau dasselbe wie oben vor?

Wenn nein, versuche bei der Antwortoption ,, Sonstiges “ deine Vorstellung fiir 4 SN

Worte zu fassen.

2.2 Frage
Prozentuale Haufigkeit nach Schulstufe

100,0%

80,0%
60,0%
40,0%
20,0%
0,0% - - | -

2. Klasse 3. Klasse 4. Klasse 5. Klasse 6. Klasse 7. Klasse 8. Klasse

HJa Mmandere Vorstellung ausgelassen

Abbildung 24: Prozentuale Haufigkeiten nach Schulstufen — Frage 2.2

Die Vorstellung, dass sich die Rechnungen g e 4und4 e g unterscheiden, scheint vor allem

in hoheren Schulstufen vertreten zu sein. VVon der 4. bis zur 6. Klasse nimmt die Anzahl der
Antworten dieser Kategorie leicht zu, in der 8. Klasse finden sich gleich viele wie in der 5.
Klasse. Im Allgemeinen gaben jedoch fast alle Schiilerinnen und Schuler aller Klassen an, dass

sie sich unter diesen beiden Rechnungen dasselbe vorstellen.

Vergleicht man nun die Teilfragen des 2. Fragebogenitems, so lasst sich nur schwierig eine
Aussage Uber den Verlauf der Entwicklung von Grundvorstellungen iber die einzelnen Schul-
stufen tatigen. Anhand der Bestleistungen kdnnte man jedoch mutmaRen, dass in diesem Fall
moglicherweise die niedrigeren Schulstufen etwas besser abschnitten. Aufgrund des stark

schwankenden Verlaufs sollte diese Aussage jedoch mit VVorsicht betrachtet werden.

5.2.3 Auswertung nach Schulstufen: Briichige Schokolade

Tom findet bei sich zuhause eine Tafel Schokolade. Von dieser wurde bereits ein Drittel
gegessen, es sind also nur mehr zwei Drittel Gbrig. Von der verbleibenden Schokolade
nimmt sich Tom ein Viertel, also ein Viertel von zwei Drittel. Wie viel von der gesamten

Schokolade ist das? Gib dein Ergebnis als Bruch an! Wie kommst du zu dem Ergebnis?
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3. Frage
Prozentuale Haufigkeit nach Schulstufe
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2. Klasse 3. Klasse 4. Klasse 5. Klasse 6. Klasse 7. Klasse 8. Klasse

korrekt M richtig, ohne Erklarung B Subtraktion Division M andere ausgelassen

Abbildung 25: Prozentuale Haufigkeiten nach Schulstufen — Frage 3

Wahrend man bei den vorigen Fragebogenitems vergeblich nach einheitlichen Verldufen
suchte, wird man hier erstmalig findig. Die Losungsquote ist von der 2. bis zur 8. Klasse streng
monoton steigend. Die einzige Ausnahme bildet die 6. Klasse, hier fallt das Ergebnis von der
5. zur 6. um knapp 1 Prozentpunkt. Z&hlt man die Kategorien ,,korrekt™ und ,,richtig, aber ohne
Erklidrung® zusammen, da man davon ausgeht, dass das richtige Ubersetzen des Textes in die
Sprache der Mathematik sowie das Losen des Beispiels auch schon ein Anzeichen fir vorhan-
dene Grundvorstellungen ist, so ergibt sich eine streng monoton steigende Ldsungsquote tber
alle Schulstufen. In beiden Fallen dominiert die 8. Klasse mit einem Ergebnis von 55,6% be-
ziehungsweise 63% richtiger Antworten. Wirft man nun einen Blick auf den Einsatz der Sub-
traktion anstelle der Multiplikation, fallen vor allem die 3. und 4. Klasse ins Auge, in welchen
48% beziehungsweise 50% der Befragten sich fur Antworten dieser Kategorie entschieden. In
spateren Schulstufen senkt sich dieser Prozentsatz wieder deutlich, spielt jedoch weiterhin eine

wichtige Rolle.

Es lasst sich an dieser Stelle festhalten, dass sich bei diesem Fragebogenitem, welches sich mit
Anteilen von Anteilen beschéftigt, in der Stichprobe eine deutliche Tendenz zeigt, dass die
Grundvorstellungen der Multiplikation von Bruchzahlen mit Bruchzahlen mit steigender Schul-

stufe zunehmen.

5.2.4 Auswertung nach Schulstufen: Divisionsdilemma

Julian hat bei seiner Hausaufgabe die Zahl 2 durch i dividiert. Er kommt auf das Ergebnis 8.

Als er jedoch dariber nachdenkt, wundert er sich, wie das Ergebnis grof3er als 2 sein kann, er
Seite 65



hat ja 2 durch etwas geteilt. Hat Julian richtig gerechnet? Wenn er richtig gerechnet hat, kannst

du ihm erklaren, warum das so ist? Wenn er falsch gerechnet hat, wo liegt der Fehler?

4. Frage
Prozentuale Haufigkeit nach Schulstufe

100,0%
80,0%
60,0%

40,0%
o I I .l [

2. Klasse 3. Klasse 4. Klasse 5. Klasse 6. Klasse 7. Klasse 8. Klasse

korrekt & Erklarung ™ korrekt & Begriindung M richtig gerechnet M falsches Ergebnis ausgelassen

Abbildung 26: Prozentuale Haufigkeiten nach Schulstufen — Frage 4

Zahlt man die Kategorien ,,korrekt & Erklarung® und ,,korrekt & Begriindung® zusammen und
wertet diese gemeinsam aus, erhalt man den Prozentsatz der korrekten AuRerungen. Auch hier
steigt die Zahl der richtigen Antworten mit zunehmender Schulstufe monoton an, wobei die 4.
Klasse mit einer Losungsquote von 90% eine Ausnahme bildet. Ein sehr &hnlicher Trend I&sst
sich auch fiir die Kategorie ,,korrekt & Erklarung® alleine, welche jene Antworten représentiert,
welche direkt tber die Grundvorstellung argumentierten, feststellen. Der Prozentsatz der Be-
fragten, welche in diese Rubrik fallende Antworten gab, nimmt ebenfalls monoton mit steigen-
der Schulstufe zu, wobei sich wieder eine Ausnahme finden l&sst: Von der 3. auf die 4. Klasse
sinkt der genannte Prozentsatz um 3 Prozentpunkte, ansonsten steigt er jedoch von jeder Klasse
zur nachst Hoheren. Erneut I&sst sich auch bei diesem Item erkennen, dass nur in der 2. und 3.

Klasse die Frage von manchen Teilnehmerinnen und Teilnehmern ausgelassen wurde.

Alles in allem l&sst die Analyse dieses Fragebogenitems denselben Schluss wie im vorigen Ab-
schnitt zu: Die Grundvorstellung des Messens bei der Division mit Bruchzahlen und vor allem
die damit einhergehende Vorstellung, dass die Division nicht immer verkleinert, scheint in die-

ser Stichprobe im Allgemeinen mit steigendender Schulstufe zuzunehmen.

Seite 66



5.2.5 Auswertung nach Schulstufen: Der Teil vom Teil

Ein Rechteck wird folgendermafen schraffiert (mit Strichen angemalt): zdes Rechtecks
mit schwarzen Strichen von links unten nach rechts oben (///). Dann évon den schwarz

schraffierten % mit roten Strichen von links oben nach rechts unten (\\\). Wahle jenes

Rechteck aus, welches nach dieser Anleitung schraffiert wurde.

// /Y, VN |
AN AR N
. BN, RN O | 4 R

Abbildung 27: Antwortmdglichkeiten der 5. Frage (identisch mit Abbildung 2)

%4

5.1 Frage
Prozentuale Haufigkeit nach Schulstufe
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2. Klasse 3. Klasse 4. Klasse 5. Klasse 6. Klasse 7. Klasse 8. Klasse
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Abbildung 28: Prozentuale H&aufigkeiten nach Schulstufen — Frage 5.1

Fokussiert man zuerst nur die richtige Auswahlmoglichkeit ,,c, féllt auf, dass der Verlauf von
Klasse zu Klasse zwar etwas schwankt, dass im Allgemeinen die Losungsquote in den hoheren
Schulstufen jedoch deutlich besser ausféllt. Hochstleistungen erbringen dabei die 6. Klasse mit
fast 86% und die 8. Klasse mit ungeféahr 82%. Aulerdem kann beobachtet werden, dass die

Wahl der anderen Distraktoren sich mit zunehmender Schulstufe immer mehr auf die Antwort-
moglichkeit ,,a* beschrankt, welche % vom Ganzen und % vom Ganzen darstellt. Dies deutet

an, dass die Reprasentation der beiden Bruchzahlen in Bezug auf ein Ganzes, in diesem Fall die
ganze Schokolade, vermutlich bereits vorhanden ist, dass der gedankliche VVorgang des Bildens
eines Anteils eines Anteils jedoch noch Schwierigkeiten zu verursachen scheint.
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Welcher Teil des Quadrats ist jetzt doppelt schraffiert? Gib diesen Anteil als Bruch an!

Gib auch die Rechnung, welche den Vorgang des oben beschriebenen zweimaligen

Schraffierens beschreibt, mit Bruchzahlen an!

5.2 Frage
Prozentuale Haufigkeit nach Schulstufe
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2. Klasse 3. Klasse 4. Klasse 5. Klasse 6. Klasse 7. Klasse 8. Klasse

korrekt ~ H nur das Ergebnis B falsches Ergebnis ausgelassen

Abbildung 29: Prozentuale Haufigkeiten nach Schulstufen — Frage 5.2

Betrachtet man nun, verglichen mit der Analyse der vorigen Teilfrage, wie viele der Befragten
nun auch das Ergebnis mit einer passenden Rechnung angeben kdnnen, wird eine deutliche
Tendenz sichtbar: Je weiter fortgeschritten die Schilerinnen und Schuler im Mathematikunter-
richt waren, desto besser konnten sie diese Aufgabe vollstandig I6sen. Zusatzlich bekraftigt
wird dieses Ergebnis noch beim Betrachten der Kategorie ,,ausgelassen®, da vor allem in den
niedrigeren Klassen oft keine Antwort angegeben wurde. Wirft man einen Blick auf jene, wel-
che das Ergebnis angeben konnten, zusatzlich zu jenen, welche die Aufgabe vollstandig Iosten,
erkennt man auch noch eine steigende Tendenz mit zunehmender Schulstufe. Allerdings kann
hier nicht mehr von einer monotonen Steigung gesprochen werden, da bei zwei Ubergangen
von einer zur néchsthéheren Schulstufe der relative Anteil der richtigen Ergebnisse wieder um

ein paar Prozentpunkte abnimmt.

Zusammenfassend l&sst sich jedoch festhalten, dass die Schiillerinnen und Schuler bei der Be-
antwortung des 5. Fragebogenitems mit steigender Schulstufe bessere Ergebnisse lieferten, was

zusammen mit dem Ergebnis der Analyse des dritten Items nahe legt, dass die Grundvorstellung
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des Bildens von Anteilen von Anteilen und der dazugehérigen Multiplikation von Bruchzahlen

in der Stichprobe mit steigender Schulstufe besser ausgepragt wurde.

5.2.6 Auswertung nach Schulstufen: Handwerkskunst

Ein Brett ist 2 m lang. Wie viele Stlicke mit einer Lange von g m kannst du von dem Brett

absagen? Gib das Ergebnis an und erklare, wie du zu diesem gekommen bist.

Tipp: Du kannst die Skizze fiir deine Erklarung nutzen!

|
1
o 1 )

Abbildung 30: Skizze zur 6. Frage (identisch mit Abbildung 3)

6. Frage
Prozentuale Haufigkeit nach Schulstufe

100,0%
80,0%
60,0%
40,0%

o || | R )
o al - -

2. Klasse 3. Klasse 4. Klasse 5. Klasse 6. Klasse 7. Klasse 8. Klasse

korrekt M richtig, aber ohne Erklarung B falsches Ergebnis ausgelassen

Abbildung 31: Prozentuale Haufigkeiten nach Schulstufen — Frage 6

Geht man die Ergebnisse Klasse fur Klasse durch, merkt man nicht nur, dass bei den niedrigeren
Klassenstufen noch teilweise die falschen Antworten dominieren, wahrend diese in der 6. und
8. Klasse beinahe gar nicht mehr vertreten sind, es kann auch ein standiger Zuwachs an korrek-
ten AuRerungen mit steigender Schulstufe deutlich erkannt werden. Rechnet man die Ergeb-
nisse der Kategorien ,,korrekt” und ,,richtig, aber ohne Erklarung® zusammen, ergibt sich ein
ahnliches, wenn auch nicht mehr so gleichmaRiges Bild: Der Prozentsatz an Antworten dieser
beiden Rubriken nimmt ebenfalls mit steigender Schulstufe zu, wobei die 4. Klasse mit 50%
eine Ausnahme bildet. Hier fallt das Ergebnis zwischenzeitlich von 60% herab, steigt aber in

der 5. Klasse bereits wieder auf ungefahr 74% an und erreicht in der 8. Klasse ein Maximum
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von knapp 96%. Im Allgemeinen l&sst sich kein einheitlicher Verlauf der Kategorie ,,ausgelas-
sen® bestimmen. Die 6. und 8. Klasse stechen jedoch etwas hervor, da in diesen Klassen nie-

mand die Frage unbeantwortet liel.

Aus den Ergebnissen dieses Fragebogenitems geht Folgendes deutlich hervor: Je héher die
Schulstufe war, aus welcher die Befragten kamen, desto besser konnten sie mit dieser Frage-
stellung umgehen. Dies legt wiederum nahe, dass sich die Grundvorstellung des Messens, wel-
che hier bendtigt wird, in dieser Stichprobe mit steigender Schulstufe in immer mehr Schile-

rinnen und Schilern festigte.

5.2.7 Auswertung nach Schulstufen: Gerechtes Teilen

Nach einer Geburtstagsfeier sind noch g von der Schokotorte und Z von der Erdbeer-

torte Gber. Anna und ihre zwei Schwestern teilen sich beide Torten gerecht auf, sodass
jede ein gleich groRes Stiick von der Schokotorte und ein gleich grofes Stuick von der
Erdbeertorte bekommt. Wie grof3 ist das Schokotortenstiick, welches Anna bekommt,
und wie groB ist ihr Erdbeertortenstiick? Gib beide Zahlen als Bruch an!

/. Frage
Prozentuale Haufigkeit nach Schulstufe

60,0%
50,0%
40,0%
30,0%
20,0%

o 11 I
0.0% -I I | | || | | l
2. Klasse 3. Klasse 4. Klasse 5. Klasse 6. Klasse 7. Klasse 8. Klasse

korrekt M nur das Erste richtig B nur das Zweite richtig B durch 2 dividiert B beide falsch = ausgelassen

Abbildung 32: Prozentuale Haufigkeiten nach Schulstufen — Frage 7

Die Auswertung der Ergebnisse der 7. Frage lasst keine RegelmaRigkeiten erkennen. Die An-
zahl der korrekten Antworten ist in Klassen mit niedrigerer Schulstufe zwar Kkleiner, jedoch
steigt und féllt sie von Klassenstufe zu Klassenstufe in unregelmagigen Intervallen. Sieht man
bei der Kategorie ,,durch 2 dividiert™ dariiber hinweg, dass nicht durch 3 dividiert wurde und

geht davon aus, dass die Befragten jener Kategorie ebenfalls korrekte VVorstellungen fur diese
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Aufgabenstellung besitzen, kann man diese zu der Rubrik ,.korrekt™ dazuzédhlen. Diese neue
Kategorie zeigt schon ein einheitlicheres Bild: Bei der 3. Klasse mit ungeféahr 33% beginnend,
steigt die Zahl der akzeptierten Antworten mit zunehmender Schulstufe bis zur 8. Klasse, wel-
che mit ungefahr 93% die beste Leistung liefert. Die einzige Ausnahme in dieser Kette stellt
der Ubergang von der 4. bis zur 6. Klasse dar. Wahrend in der 4. bereits 85% der Befragten
akzeptable Antworten lieferten, fallt der Prozentsatz in der 5. Klasse auf 70,4% und steigt in
der néchstfolgenden Klasse erstmal wieder auf 75% an. Das Ergebnis der 4. Klasse, welches
das Zweitbeste bei diesem Fragebogenitem darstellt, tanzt somit etwas aus der Reihe. Eine an-
dere UnregelmaRigkeit, welche in der Abbildung 32 sehr schnell erkannt werden kann, stellen
jene Teilnehmerinnen und Teilnehmer aus der 2. Klasse dar, welche die Frage auslieRen. Mit
zirka 40% wird hier die mit Abstand hochste Auslassungsquote der gesamten Umfrage er-
reicht, obwohl die Fragestellung an eine Schulbuchaufgabe angelehnt ist und deshalb ange-
nommen wurde, dass es sich eher um eine einfache Aufgabe handelt. Auch wenn eine Be-
griindung dieser Tatsache im Nachhinein schwer féllt, konnte es moglicherweise mit der
Lange der Online-Umfrage zusammenhangen. Vielleicht wirkte die Aufgabe, welche nach
zwei verschiedenen Rechnungen fragte gegen Ende der Umfrage etwas abschreckend und
fiihrt deshalb vor allem bei den jlingeren Schilerinnen und Schiller zu einer Ausweichreak-

tion.

Restimierend lasst sich bei dieser Fragestellung, wenn man die Kategorien ,,korrekt™ und
,,durch 2 dividiert zusammenzahlt, zwar ein leichter Trend festlegen, dass in htheren Schul-
stufen besser Ergebnisse erzielt wurden, allerdings scheinen die Ergebnisse nicht sehr aussa-

gekréftig zu sein.

5.2.8 Auswertung nach Schulstufen: Single-Choice

Ein Kilogramm Apfel kostet 3€. Andrea méchte % Kilo Apfel kaufen. Wie kann sie ih-

ren Preis berechnen?
Wabhle die richtige Antwort aus oder gib eine andere Antwort unter ,, Sonstiges *“ an.

3 3 3 3
a.)3+z b)3—z C')B.Z d)3z

Sonstiges:
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8.1 Frage
Prozentuale Haufigkeit nach Schulstufe
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2. Klasse 3. Klasse 4. Klasse 5. Klasse 6. Klasse 7. Klasse 8. Klasse

Ha b mc md Eanderes m ausgelassen

Abbildung 33: Prozentuale Haufigkeiten nach Schulstufen — Frage 8.1

Aus Abbildung 33 geht bereits sehr schon ersichtlich hervor, dass die richtige Antwortmaglich-
keit ,,c* auch in allen Klassen die dominierende Kategorie darstellt. Mit Ausnahme der 3.
Klasse, welche ein sehr hohes Ergebnis von 80% erreichte, steigt der Prozentsatz der richtigen
Antworten mit steigender Schulstufe konstant an und erreicht bei der 8. Klasse den bei dieser
Frage hochsten Wert von 89%. Zusétzlich l&sst sich erkennen, dass alle anderen Kategorien,
mit Ausnahme von ,,d, mit steigender Schulstufe eine immer kleinere Rolle spielen und ab der
5. beziehungsweise 6. Klasse vollstdndig verschwinden. Rubrik ,,d* ist zwar noch etwas haufi-
ger als die anderen Distraktoren vertreten, beschrénkt sich aber auf einen Bereich von 8%, er-
zielt in der 3. Klasse, bis 21%, erzielt in der 2. Klasse, der Befragten. Diese beiden Werte zeigen
auch schon, dass sich bei dieser Auswahlmoglichkeit kein Muster Uber die einzelnen Klassen

und Schulstufen feststellen 13sst.

Lukas baut fur seine kleine Schwester ein Puppenhaus. Eine Wand des Puppenhauses
soll % m breit werden. Die Wand wird aus 1—10 m breiten (senkrecht stehenden) Holz-

brettern gebaut. Wie muss Lukas rechnen, um zu bestimmen, wie viele Holzbretter er
nebeneinander fir diese Wand braucht?

3 1 3 1 3 1 3 1

Sonstiges:
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8.2 Frage
Prozentuale Haufigkeit nach Schulstufe
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2. Klasse 3. Klasse 4. Klasse 5. Klasse 6. Klasse 7. Klasse 8. Klasse

Ha Eb Ec md Eanderes m ausgelassen

Abbildung 34: Prozentuale Haufigkeiten nach Schulstufen — Frage 8.2

Auch bei dieser Fragestellung l&sst sich die Tendenz, dass der Prozentsatz der richtigen Ant-
worten mit steigender Schulstufe zunimmt, im Allgemeinen erkennen. Wie bei der vorigen
Teilfrage fallt auch hier eine Klasse, die 5., aus der Reihe und erzielte mit ungeféahr 70% ein
etwas besseres Ergebnis als die nachst hohere Klasse. Die Verteilung der Antworten auf die
richtigen Antwortmaglichkeit und die Distraktoren ist innerhalb der einzelnen Schulstufen je-
doch im Vergleich zu 8.1 nicht mehr einheitlich. In der 2. Klasse entschieden sich beispiels-
weise mit 37% der Befragten mehr fiir den Distraktor ,,c* als fiir die richtige Antwortmoglich-
keit ,,d*, welche von nur knapp 28% gewahlt wurde. Wie bei der vorigen Teilfrage sind andere
Kategorien als ,,c*“ und ,,d* vor allem in den unteren Schulstufen vertreten, wobei sie hier etwas
starker ausfielen als bei der ersten Teilfrage. Vor allem in der 2. und 3. Klasse scheint eine

Unsicherheit bei der korrekten Ubersetzung der Aufgabenstellung verstarkt aufzutreten.

Welche dieser Antwortmdglichkeiten ist korrekt?
Wenn ich zwei Bruchzahlen multipliziere, ist das Ergebnis ...

a.) ... immer grofler als die beiden Bruchzahlen.
b.) ... immer kleiner als die beiden Bruchzahlen.

c.) ... manchmal gréfier, manchmal kleiner als die beiden Bruchzahlen, manchmal

auch dazwischen.
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8.3 Frage
Prozentuale Haufigkeit nach Schulstufe
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Ha b mc Manderes mausgelassen

Abbildung 35: Prozentuale Haufigkeiten nach Schulstufen — Frage 8.3

Beim ersten Blick auf Abbildung 35 lasst sich kaum eine RegelmalRigkeit erkennen. Durch ge-
nauere Beobachtung féllt jedoch auf, dass Antwortmdglichkeit ,,a* vor allem in der 2. bis zur
4. Klasse vertreten ist, danach jedoch sehr stark abféllt und die anderen beiden Kategorien do-
minieren. Es wird vermutet, dass die VVorstellung, dass Multiplizieren immer vergroRRert, somit
vor allem in der Oberstufe nur mehr schwach vertreten ist, diese also tber die Zeit abgebaut
werden konnte. Die Erkenntnis, dass auch mit Bruchzahlen groRer 1 multipliziert werden kann,
scheint jedoch noch etwas nachzuhinken. Zwar konnten in der 6. und 8. Klasse grob die Halfte
der Befragten die richtige Antwort auswéhlen, allerdings liegt die Losungsquote beim zufalli-
gen Wahlen einer Antwortmaglichkeit von dreien bei 33%, was das Ergebnis von 50% in seiner
Bedeutung etwas abschwacht.

Zusammenfassend konnte bei den ersten beiden Teilfragen, welche sich um die Ubersetzung
von Alltagstexten in die Sprache der Mathematik drehten, festgestellt werden, dass in der Stich-
probe der relative Anteil korrekter Antworten mit steigender Schulstufe zunahm. Teilfrage 3
ergab, dass die Vorstellung, dass eine Multiplikation immer vergroRert, zwar in hoheren Schul-
stufen nicht mehr stark vertreten war, dass jedoch in allen Klassen noch Unsicherheiten beziig-

lich der GroRRe des Ergebnisses nach einer Multiplikation mit Bruchzahlen vorherrschen.

5.2.9 Zusatz: Analyse der 7. Klasse

Betrachtet man die Ergebnisse der 2 Befragten der 7. Klasse, zeigt sich, dass beide beinahe bei

allen Fragen korrekte Antworten lieferten. Die einzigen beiden Ausnahmen bilden die 7. Frage,
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bei welcher eine oder einer von beiden durch 2 dividierte, jedoch flr diese Rechnung auf das
richtige Ergebnis kam, und Frage 8.3, bei welcher die andere Person angab, dass eine Multipli-
kation mit Bruchzahlen immer zu einem kleineren Ergebnis fuhrt. Abgesehen von diesen beiden
Fehlern, wurde der Fragebogen jedoch von beiden Teilnehmenden richtig geldst, was ein uber-
durchschnittlich gutes Ergebnis darstellt. Dass es sich hierbei um einen Zufall handelt, ist mog-
lich, jedoch eher unwahrscheinlich. Es wird vermutet, dass jene beiden, welche sich meldeten,
eher zu den leistungsstarkeren Schilerinnen und Schiilern gehorten und vermutlich auch des-
halb bessere Ergebnisse lieferten. Diese Uberlegung kann nattirlich auch auf alle anderen Klas-
sen, welche nicht mit annéhernd voller Klassenstarke an der Umfrage teilnahmen, erweitert
werden. Eine dementsprechende Analyse ist im Nachhinein jedoch nicht mehr moglich. Es
bleibt an dieser Stelle noch einmal zu sagen, dass die Zahl der Antworten dieser Klasse zu
niedrig fur eine tiefgreifende Auswertung ist, dass die erzielten Ergebnisse im Einzelfall jedoch

sehr erfreulich sind.

5.3 Vergleich der teilnehmenden 2. Klassen

Im vorigen Abschnitt erfolgte eine umfassende Analyse der Stichprobe nach den Schulstufen.
Jedoch bleibt das Alter beziehungsweise die Lange der schulischen Ausbildung nicht die ein-
zige Variable, welche sich auf die Ausbildung von Grundvorstellungen auswirkt. In der im Ka-
pitel 2.5 vorgestellten Langsschnittstudie, welche im Zuge des Projekts PALMA entstand,
wurde darauf verwiesen, dass sogar Schulerinnen und Schiiler desselben Schultyps stark unter-
schiedliche Entwicklungsverldufe in ihren Vorstellungen wahrend der Schulzeit aufzeigen
(Pekrun, et al., 2006, S. 26-36). An diesen Aspekt wird noch kurz angeknipft: Dieses Kapitel
setzt sich mit den Unterschieden aller teilnehmenden 2. Klassen auseinander und versucht somit
einen Einblick zu gewahren, ob die Schulerinnen und Schiiler dieser Klassen, welche erst in
diesem Jahr die Multiplikation und Division von Bruchzahlen gelernt haben, sich bereits deut-
lich in ihren Antworten voneinander unterscheiden oder ob sich die Entwicklung ihrer Grund-
vorstellungen noch auf einem sehr @hnlichem Niveau befindet. Dazu werden die korrekten Ant-
worten aller Fragen als Datenbasis herangezogen, préasentiert und kurz beschrieben. Am Ende
dieses Abschnitts erfolgt noch eine kurze Zusammenfassung der gewonnenen Ergebnisse, wel-
che im Kapitel 6 bei der Diskussion der Ergebnisse der gesamten Auswertung noch einmal

aufgegriffen wird.
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Relative Haufigkeit korrekter Antworten
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Abbildung 36: Relative Haufigkeit der korrekten Antworten aller 2. Klassen

Es wurden alle richtigen Antworten jeder teilnehmenden 2. Klasse nach den einzelnen Fragen
sortiert zusammengezéhlt und in Abbildung 36 die relative Haufigkeit dieser in Prozent darge-
stellt. Frage 2.2 wurde ausgelassen, da es bei dieser keine korrekte oder falsche Antwort gab.
Als ,,richtige Antwort* wurden alle jene Antworten gewertet, welche sich in der Kategorie ,,kor-
rekt“ oder in Rubriken, welche das Wort korrekt beinhalten, befanden. Dies bedeutet wiederum,
dass beispielsweise jene Antworten, welche bei Frage 7 durch 2 anstatt durch 3 dividierten nicht
als richtige Antwort gezéhlt wurden. Bei Single-Choice Fragen wurden ebenso alle richtigen
Antworten zusammengerechnet. Die Tabelle, auf welcher Abbildung 36 ful3t, befindet sich im
Anhang. Fir genauere Informationen kann auch noch einmal die Tabelle der Auswertung der

gesamten Stichprobe zur Hand genommen werden, welche ebenfalls im Anhang zu finden ist.

Ein Blick auf die Ergebnisse der 1. Frage zeigt bereits, dass sich eine Klasse von den anderen
beiden abhebt. Wahrend sich die 2B und 2D im Bereich von 40% korrekter Antworten bewe-
gen, erzielte die 2C eine relative H&aufigkeit von 60%. Diese 20 Prozentpunkte Unterschied
fallen umso mehr ins Gewicht, da der Prozentsatz der richtigen Antworten allgemein nicht sehr
hoch ist. Ausgehend von den anderen beiden Klassen konnte in der 2C somit um 50% haufiger
die richtige Antwort gegeben werden. Die Ergebnisse der 2. Frage zeigen jedoch bereits ein
anderes Bild. Bei beiden Teilfragen konnten dieses Mal sehr hohe Lésungsquoten erzielt wer-
den, jedoch gab es auch in beiden Fallen jeweils eine Klasse, welche sich deutlich von den
anderen unterschied, dieses Mal durch eine geringere Haufigkeit an richtigen Antworten. Be-

sonders interessant ist jedoch, dass es sich dabei nicht um dieselbe Klasse handelt, obwohl es
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zwei Teilfragen sind, welche miteinander im Zusammenhang stehen. Bei der ersten Teilfrage
erreichte die 2D bezlglich der Losungsquote grob gerundet 30 Prozentpunkte weniger, bei der
zweiten Teilfrage die 2B knapp 20 Prozentpunkte weniger. Wahrend sich bisher immer nur eine
der drei Klassen deutlich von den anderen unterschied, erkennt man bei der 3. Frage erstmalig,
dass hier alle drei Klassen unterschiedliche Ergebnisse erreichten. Mit einer relativen Haufig-
keit von 20% richtiger Losungen war der Anteil richtiger Antworten in der 2C zweieinhalb Mal
so hoch wie in der 2B, wéhrend die korrekte Beantwortung in der 2D niemanden gelang. Auch
bei den Ergebnissen der 4. Frage schnitt die 2C deutlich besser ab als die anderen Klassen und
erreichte eine Losungsquote von 60%. Jedoch unterscheiden sich auch die anderen beiden Klas-
sen noch einmal untereinander. Wéhrend in der 2B 24% aller Befragten die richtige Antwort
geben konnten, war der relative Anteil richtiger Antworten in der 2D mit zirka 38% ungefahr

eineinhalb Mal so hoch.

An dieser Stelle wird eine kurze Zwischenbilanz gezogen: Wahrend sich bei den ersten beiden
Fragebogenitems jeweils nur eine Klasse deutlich von den anderen beiden unterschied, lieferten
bei dem 3. und 4. Item alle Klassen sich voneinander abhebende Ergebnisse. Bei genauerer
Betrachtung, welche mit Abbildung 36 sehr leicht fallt, kann man erkennen, dass die 2C bisher

bei allen Items und allen Teilfragen die hdchste Losungsquote erzielte.

Die Beantwortung des 5. Fragebogenitems zeigt sehr interessante Ergebnisse: Bei der ersten
Teilfrage erzielte die 2D mit 75% erstmalig die hdchste Losungsquote. Der Anteil richtiger
Antworten war somit mehr als doppelt so hoch wie in der 2B und eineinhalb Mal so hoch wie
in der 2C. Umgekehrt wurde die zweite Teilfrage jedoch ausschlieBlich von Schilerinnen und
Schilern der 2B geldst, wenn auch hier nur von 4% der Befragten. Die Antworten des 6. und
7. Fragebogenitems liefern ahnlich gestaffelte Losungsquoten wie die Teilfrage 5.1. Beide Mal
konnte die 2D die héchste Losungsquote erzielen, gefolgt von der 2C und die 2B erreichte
jeweils die niedrigste Quote. Bei der 6. Frage unterscheiden sich die Ergebnisse aller drei Klas-
sen mit 50%, 30% und 12% jedoch stéarker als bei der 7. mit 25%, 20% und 4%. Der Sprung
der Losungsquote der 2B mit 4% auf die nachsthéheren 20% beim 7. Item fallt jedoch besonders
stark aus, da 4% ein sehr kleiner Prozentsatz ist. Der Anteil richtiger Antworten der 7. Frage
war somit in der 2C fiinf Mal so hoch und in der 2D sogar sechs Mal so hoch wie in der 2B.
Betrachtet man die Ergebnisse der ersten Teilfrage des 8. Items sticht die 2D noch einmal be-
sonders hervor. Mit einer Losungsquote von ungeféahr 88% liegt sie zirka 37 Prozentpunkte,
was Uber ein Drittel aller Befragten einer Klasse darstellt, Uber denen der anderen beiden Klas-

sen. Die 2B und 2C hingegen, zeigen sehr ahnlich Ergebnisse auf. Auch bei der Beantwortung

Seite 77



der zweiten Teilfrage konnte die 2D haufiger richtige Antworten liefern, als die anderen beiden
Klassen, jedoch ist der Abstand zwischen den Ldsungsquoten mit ungeféhr 8 Prozentpunkten
zur 2C und 14 Prozentpunkten zur 2B deutlich geringer als zuvor. Zuletzt zeigen sich auch in
den Ergebnissen der letzten Teilfrage deutliche Unterschiede. Dieses Mal erzielte die 2C mit
50% die hochste Lésungsquote. Wéhrend die 2D mit ungeféahr 38% im Mittelfeld liegt, wurde

die Frage in der 2B erneut mit der geringsten, relativen Haufigkeit von 20% gelost.

Im Allgemeinen zeigt sich durch die Auswertung oder auch durch eine genauere Betrachtung
der Abbildung 36, dass sich keine RegelméaRigkeiten bei der korrekten Beantwortung aller Fra-
gen der 2. Klassen festlegen, dass sich jedoch einige Auffalligkeiten entdecken lassen. So ge-
lang es der 2C in allen Teilfragen des 1. bis zum 4. Fragebogenitems und bei Frage 8.3 die
hdchste Losungsquote zu erzielen, der 2B in Teilfrage 5.2 und in allen anderen Féallen der 2D.
Dass die 2B damit etwas schlechter abgeschnitten zu haben scheint, deckt sich auch mit den
gemittelten Losungsquoten Uber alle Teilfragen: 31,7% (2B), 45,8% (2C), 44,8% (2D). Jedoch
impliziert dies nicht, dass die 2B bei allen Fragen am schlechtesten abschnitt. Dies zeigen bei-
spielsweise Teilfrage 5.3, welche ausschliel}lich von Schulerinnen und Schiler dieser Klasse
beantwortet werden konnte oder auch Fragen wie 2.1, welche von 88% der Befragten der 2B
beantwortet werden konnte, wahrend die Losungsquote in der 2D bei zirka 63% liegt. Zuletzt
wurden auch bei den meisten Items deutliche Unterschiede zwischen den Losungsquoten aller
Klassen festgestellt.

Wahrend das gesamte Kapitel 5 vor allem der Prasentation und Beschreibung der Ergebnisse
der empirischen Untersuchung diente und deshalb nur in Einzelféllen bereits erste Interpretati-
onen angedeutet wurden, werden im n&chsten Kapitel die gewonnen Ergebnisse und Erkennt-
nisse im Hinblick auf die getroffenen Annahmen und letztendlich auch auf die Forschungsfrage
diskutiert.
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6 Diskussion der Ergebnisse

Bereits bei den Auswertungen der Ergebnisse der empirischen Untersuchung wurde ersichtlich,
dass nicht alle so ausfielen, wie es durch vorangegangenen Analyse, unterstutzt durch Theorie
und Vergleichsstudien, prognostiziert wurde. Teilweise gab es nur kleine Abweichungen, des
Ofteren jedoch auch sehr groRe Unterschiede. Fir weitere Forschung, im Sinne eines For-
schungszyklus, ist es wichtig, die gewonnenen Daten noch einmal zu sammeln und mit den
vorab getroffenen Annahmen zu vergleichen, um eine bessere Einordnung der Ergebnisse in
den Forschungsstand zu ermdglichen und potenzielle Abweichungen hervorzuheben. Aus die-
sem Grund werden in diesem Abschnitt die Auswertungen des Kapitels 5 noch einmal heran-
gezogen und diskutiert. Im ersten Unterkapitel werden dabei die in Abschnitt 2.5 aufgestellten,
zentralen Annahmen im Fokus stehen und die Diskussion leiten, wéhrend im Kapitel 6.2 vor
allem noch einmal auf die Forschungsfrage eingegangen und diese beantwortet wird.

6.1 Diskussion der zentralen Annahmen anhand der Ergebnisse

Die erste zentrale Annahme, welche auf den hdufigeren Umbriichen bei der Division von
Bruchzahlen im Vergleich zur Multiplikation beruhte, besagte, dass jene Aufgaben der empiri-
schen Untersuchung, welchen eine Division zu Grunde liegt, vermutlich weniger haufig gelost
werden als jene, welche durch eine Multiplikation von Bruchzahlen beantwortet werden kon-
nen. Berechnet man aus den Ergebnissen des Abschnitts 5.1 eine allgemeine Lésungsquote aller
Teilaufgaben, welche sich mit einer Multiplikation beschaftigen, erhalt man knapp 56%, wéh-
rend jene Teilaufgaben, welche eine Division beinhalteten durchschnittlich nur von ungeféhr
50% der Befragten gel6st werden konnten. Die Selektierung der daflr verwendeten Kategorien
erfolgte dabei wie in Abschnitt 5.3, sodass nur jene AuBerungen verwendet wurden, welche die
Aufgabe vollstdndig und richtig beantworteten. Ein Unterschied von 6 Prozentpunkten tber die
gesamte Umfrage ist nicht iberragend viel, jedoch auch nicht unbeachtlich. Die Aussagekraft
des Ergebnisses bleibt jedoch insofern eingeschrénkt, da im Vorhinein nicht versucht wurde,
andere potenzielle Einfliisse gering zu halten. Der Schwierigkeitsgrad der einzelnen Items, wel-
cher im Allgemeinen nur schwierig einschatzbar ist, sowie die Anzahl der Aufgaben (7 Teilfra-
gen zu Multiplikation, 5 zur Division) kdnnten das gezeigte Ergebnis mdoglicherweise beein-
flussen. Beispielsweise schnitten die Befragten bei der Umsetzung von Multiplikationsaufgabe
des Typs Bruchzahl mal Bruchzahl, welche zumindest drei der sieben Teilfragen ausmachten,

Seite 79



deutlich schwacher ab, als bei der Aktivierung anderer Grundvorstellungen. Dies kdnnte bei-
spielsweise zu einer deutlich geringeren Losungsquote bei der Multiplikation von Bruchzahlen
gefuhrt haben, als es der Fall gewesen ware, wenn die Teilfragen gleichmalig auf alle Grund-
vorstellungen verteilt gewesen waren. Dennoch wird ein Unterschied zwischen diesen beiden
Grundrechnungsarten angenommen. Dies wird auch durch einen Vergleich der Ergebnisse der
Teilfragen 8.1 und 8.2 ersichtlich. Diese Aufgaben wurden absichtlich sehr dhnlich aufgebaut,
wobei einmal nach einer Multiplikation und einmal nach einer Division gefragt wurde. In der
Analyse der Fragestellung und beim Erlautern des Erwartungshorizonts wurden diese beiden
Teilfragen auch gemeinsam diskutiert, da angenommen wurde, dass die Ergebnisse sehr &hnlich
ausfallen wiirden. Im Gegensatz zu dieser Annahme zeigte sich jedoch, dass die Lésungsquote
bei Frage 8.1, welche durch eine Multiplikation zu I6sen war, nicht nur um zirka 22 Prozent-
punkte hoher ausfiel als bei der Aufgabe 8.2, sondern auch, dass die Antworten bei jener Frage,
welche sich mit der Division beschaftigte, deutlich starker Gber alle Kategorien streuten als bei
der Multiplikationsaufgabe. Zusammengefasst wird die Annahme, dass ein Unterschied im
Schwierigkeitsgrad bei der Multiplikation und Division von Bruchzahlen besteht, durch die Er-
gebnisse gestérkt, gleichzeitig sollte jedoch erwahnt werden, dass der Unterschied schwécher

ausfiel als erwartet.

Da sich die zweite Annahme auf die Entwicklung der Grundvorstellungen mit der Zeit und
somit auf die Forschungsfrage bezog, wird diese im Abschnitt 6.2 aufgearbeitet und hier vorerst
ausgelassen. Die nachste Annahme behauptete, basierend auf den Ergebnissen der Langs-
schnittstudie des Forschungsprojekts PALMA, dass nicht nur deutliche Unterschiede in den
Grundvorstellungen zur Multiplikation und Division von Briichen zwischen den Schulstufen
vorliegen kénnen, sondern auch innerhalb derselben Schulstufe (Pekrun, et al., 2006, S. 30-33).
Um diese Annahme besser beurteilen zu kdnnen, wurden im Abschnitt 5.3 bereits die Ergeb-
nisse aller drei teilnehmenden 2. Klassen analysiert und verglichen. In den Analysen wurde
ersichtlich, dass es bei vielen Fragen deutlich Unterschiede zwischen den einzelnen Klassen
gab und sich im Allgemeinen keine Ahnlichkeiten oder Trends Gber alle Fragen festlegen lassen
konnten. Bei einigen Teilaufgaben traten auch besonders starke Unterschiede auf, wie im Fall
der Aufgabe 5.2, welche nur von einer Klasse geldst werden konnte oder auch bei der 7. Frage,
welche von Schulerinnen und Schiler einer Klasse sechs Mal haufiger beantwortet werden
konnten als von jenen einer anderen Klasse. Diese und weitere, &hnliche Ergebnisse aus Ab-
schnitt 5.3 untermauern die Annahme, dass sich Grundvorstellungen auch innerhalb einer

Schulstufe stark voneinander unterscheiden kdnnen.
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Basierend auf der Aussage von Glnther Malle, dass Grundvorstellungen nicht in ausreichen-
dem Mal3e bei den Schilerinnen und Schilern vorhanden sind, wurde die letzte Annahme ge-
troffen, dass allgemein keine hohen Ldsungsquoten zu erwarten sind (Malle, 2004b, S. 3). Wie
es jedoch bereits bei einzelnen Analysen angedeutet wurde, trifft diese Annahme nicht zu. Mehr
als einmal kam es bei der Auswertung der Antworten zu deutlich besseren Ergebnissen als es
im Vorhinein aufgrund der Analyse der Fragestellung und dem Vergleich &hnlicher Studien
erwartet wurde. Als Beispiele sind hier einige Single-Choice Fragen wie Aufgabe 2.1 mit einer
Ldsungsquote von 83,1%, aber auch offene Aufgaben wie das 4. Fragebogenitem, welches 68%
der Befragten richtig beantworten konnten, zu nennen. Besonders Uberraschend war auch das
Ergebnis der Frage 5.2: Eine Losungsquote von ungefahr 22% scheint zwar kein gutes Ergebnis
zu sein, ist aber im Vergleich zu den Loésungsquoten sehr &hnlicher Untersuchungen von
Susanne Prediger (Prediger, 2011, S. 72-75) und Friedhelm Padberg (Padberg, 1986, S. 68-69),
in welchen nur jeweils 2% beziehungsweise 1% der Befragten vergleichbare Aufgaben l6sen
konnten, deutlich besser ausgefallen. Wie viel dieser teilweise sehr hohen Prozentsétze darauf
zuruckgeht, dass ausschlieBlich Schiilerinnen und Schuler eines Gymnasiums befragt wurden,
und welche anderen Einflussfaktoren, mit Ausnahme der Schulstufe, welche im né&chsten Ab-
schnitt noch genauer thematisiert wird, an dieser Stelle moglicherweise noch mitwirken, bleibt
offen. Dennoch fielen einige Ergebnisse deutlich positiver als erwartet aus, was darauf hoffen
lasst, dass Grundvorstellungen heute bereits verbreiteter sind als in den Jahren der Vergleichs-

studien.

6.2 Beantwortung der Forschungsfrage

Die Forschungsfrage gliedert sich in zwei Teilfragen. Einerseits wird nach dem Ausmal der
aufgebauten Grundvorstellungen der Schilerinnen und Schuler der AHS ,,BG und BRG St.
Polten® gefragt, andererseits ist auch die Entwicklung dieser im Laufe der Schulzeit von Inte-
resse. Im vorigen Abschnitt wurde bereits deutlich, dass die Stichprobe gute Ergebnisse erzielte,
was darauf rickschlieRen lasst, dass vermutlich viele bis alle im Kapitel 2.2 erlduterten Grund-
vorstellungen bei zumindest einigen der befragten Schulerinnen und Schilern vorliegen wer-
den. Die gemittelte Losungsquote tber alle vollstandig und richtig gelosten Teilfragen von 53%
bestérkt diese Vermutung. Fasst man die die Fragen geordnet nach den einzelnen Grundvor-
stellungen zusammen, zeigen sich noch genauere Ergebnisse. Bei der Multiplikation konnten
Aufgaben des Typs Bruchzahl mal natlrliche Zahl beziehungsweise natiirliche Zahl mal Bruch-

zahl, welche zusammengezahlt wurden, da sie vom Grof3teil der Schilerinnen und Schilern
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laut eigener Aussage nicht unterschieden wurden, von knapp 80% der Befragten geldst werden,
wahrend Anteil von Anteil Aufgaben, also die Multiplikation von Bruchzahlen mit Bruchzah-
len, zu einer Losungsquote von nur zirka 37% flhrte. Hier ist demnach ein deutlicher Unter-
schied zu erkennen, welcher moglicherweise darauf zuriickzufiihren ist, dass die ,,von*“-Deu-

tung der Multiplikation noch nicht so stark ausgepragt ist und in vielen Fallen vielleicht auf die

wiederholte Addition zuruickgegriffen wird. Wahrend Aufgaben wie % e 4 noch mit Hilfe des

Kommutativgesetzesin 4 e % transformiert und als wiederholte Addition gedeutet werden kén-

nen, ist dies bei Anteil von Anteil Aufgaben nicht mehr méglich. Bei der Division wiederum
scheint vor allem der Aufgabentyp Bruchzahl durch natirliche Zahl mit einer Lésungsquote
von ungeféhr 30% Probleme bereitet zu haben, wahrend die anderen beiden Aufgabentypen,
natlrliche Zahl dividiert durch Bruchzahl und Bruchzahl durch Bruchzahl, in beiden Féllen von
knapp 55% der Befragten geldst werden konnten. Diese Ergebnisse kénnen, wie auch im Falle
der Multiplikation, aufgrund unterschiedlicher Schwierigkeitsgrade der Aufgaben oder mog-
licherweise von der Position der Fragen im Online-Fragebogen und somit der Motivation der
Schilerinnen und Schuler abh&ngen. Sie kdnnen aber auch darauf zurtckzufiihren sein, dass
die Vorstellung des Messens intuitiver ist, wenn der Dividend gréRer als der Divisor ist, wie es
bei allen Fragen auller des Typs Bruchzahl durch natirliche Zahl der Fall war. Es wird somit
vermutet, dass die VVorstellung des Messens zwar prinzipiell vorhanden ist, dass es jedoch noch

Probleme gibt, diese in verschiedenen Kontexten anzuwenden.

Da nun geklart ist, welche Grundvorstellungen in welchem Ausmal auftreten, bleibt nun die
Frage, wie sich diese in der weiteren Schullaufbahn entwickeln. Im Kapitel 2.5 wurde vorab
anhand einiger vorgestellter Theorien und Langsschnittstudien die Annahme getroffen, dass
Schilerinnen und Schiler in hoheren Schulstufen besser entwickelte VVorstellungen besitzen als
in niedrigeren. Diese Annahme wird durch die Analysen, welche im Kapitel 5.2 getatigt wur-
den, bestatigt. Bei sieben der zwolf Teilfragen (3., 4., 5.1, 5.2, 6., 8.1, 8.2; Teilfrage 2.2 wurde
weggelassen, da bei dieser keine richtige oder falsche Antwort gegeben werden konnte) gab es
eine deutliche Tendenz, dass in hoheren Schulstufen auch haufiger richtige Antworten gegeben
werden konnten als in niedrigeren und bei zwei Teilfrage (1., 7.) eine leichte Tendenz in die-
selbe Richtung. Diese Ergebnisse legen nahe, dass in der Stichprobe in den hoheren Schulstufen
héaufiger passende Grundvorstellungen vorliegen, als es in den Unterstufen der Fall ist. Es wird
somit angenommen, dass zumindest in der untersuchten Schule im Allgemeinen die Grundvor-

stellungen zur Multiplikation und Division von Bruchzahlen im Laufe der Schulzeit weiter auf-
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gebaut und vertieft werden. Dies darf jedoch nicht als immer giiltige Vorhersage gesehen wer-
den, welche auf jede Schulerin und jeden Schiler zutrifft, sondern ist eher als Durchschnitt tber
alle Klassen zu sehen.

Mit der Beantwortung der Forschungsfrage ist das Ziel dieser Untersuchung erreicht. Es folgt
noch ein kurzes Kapitel, welches die Arbeit abrunden sowie einen weiteren Ausblick geben
soll.
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7 Fazit und Ausblick

Nach den Interpretationen des vorigen Kapitels wird nun angenommen, dass zumindest bei den
Schiilerinnen und Schiilern des Gymnasiums ,,BG und BRG Josefstraie” die Grundvorstellun-
gen zur Multiplikation und Division von Bruchzahlen in der weiteren Schullaufbahn zunehmen.
Dies konnte ein zusatzlicher Faktor sein, welcher die Gesamtergebnisse der Stichprobe begtins-
tigte und somit ebenfalls haufiger zu richtigen Antworten flhrte, als in den angegebenen Ver-
gleichsstudien, welche sich vor allem mit Unterstufenklassen beschéftigten. Dennoch sind die
erhaltenen Antworten deutlich besser ausgefallen als erwartet, auch in den 2. Klassen, was hof-
fen l&sst, dass in der Schule, welche an der empirischen Untersuchung teilnahm, bereits mehr
auf den Aufbau von Grundvorstellungen gesetzt wird als es in den letzten Jahren bis Jahrzehn-
ten der Fall war. Eine Verallgemeinerung dieser Aussage auf andere Schulen ist jedoch nicht
maoglich. Um ein genaueres Bild der gesamten Situation in Niederdsterreich oder sogar ganz
Osterreich zu bekommen, miissten dhnliche Umfragen in verschiedenen Schulen iiber das ganze
Land verteilt durchgefuhrt werden. Besonders wichtig ware es an dieser Stelle auch, alle ande-
ren Schultypen, und nicht nur das Gymnasium, genauer zu beforschen, da auch hier teilweise
starke Differenzen vermutet werden, was zuletzt auch in der Langsschnittstudie zum Projekt
PALMA flr Deutschland bestatigt wurde (Pekrun, et al., 2006, S. 30-32).

Abgesehen von dem Wunsch eines landesweiten, flachendeckenden Ergebnisses kam im Laufe
der Auswertung und den Analysen ein anderes Themengebiet auf, welches Anlass fir weitere
Forschung bietet. An mehreren Stellen wurde klar, dass die Aussagekraft erhaltener Ergebnisse
nur schwierig einzuschatzen war, da meist zusatzliche Einflussfaktoren nicht ausgeschlossen
werden konnten. Alleine in dieser Arbeit wurden drei nicht berlicksichtigte Variablen kurz the-
matisiert. Wie oben beschrieben sind Unterschiede in den Vorstellungen nicht nur in verschie-
denen oder sogar derselben Schulstufe zu finden, sondern vermehrt auch zwischen einzelnen
Schultypen. Wie stark die Variable ,,Schultyp* aber tatsdchlich mitwirkt, bleibt in dieser Arbeit
offen. Zweitens war es nicht moglich, die Variable der Lehrperson auszuschliel3en, da die meis-
ten Klassen bereits von mehreren, verschiedenen Lehrerinnen und Lehrern unterrichtet wurden.
Auch hier wére es spannend, den Einfluss der Lehrperson konkretisieren zu kénnen, was ein
Anreiz flr weitere Forschung darstellen kann. Zuletzt wurden auch noch kurz motivationale
Aspekte angesprochen. Die Ergebnisse der 7. Klasse, welche besonders gut ausfielen, allerdings
nur aus Antworten zweier Befragter bestanden, waren sicher nicht reprasentativ. Es stellte sich

dabei allgemein die Frage, ob jene Schiilerinnen und Schiiler, welche freiwillig an der Umfrage
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teilnahmen, vielleicht zu einer Gruppe besonders engagierter Lernender zahlte und ob die Ver-
mutung, dass jene, welche weniger motiviert sind, vielleicht nicht teilnahmen, somit ebenfalls
zu besseren oder zumindest verfélschten Ergebnissen fihrte. Naturlich sind in der fachdidakti-
schen Literatur noch weitere Einflussfaktoren zu finden, fir diese Untersuchung ware jedoch

vor allem die Beforschung der drei genannten Variablen interessant.

Am Ende der Arbeit angekommen bleibt noch die Frage, welche Relevanz, abgesehen fiir die
fachdidaktische Forschung, die erhaltenen Ergebnisse fiir Schulen allgemein oder noch genauer
fir Mathematiklehrerinnen und -lehrer haben. Dafiir werden zwei relevante Punkte festgehal-
ten. Durch die Auswertungen und Analysen wurde eine Art Bestandsaufnahme getatigt, welche
den Ist-Zustand, zumindest an der befragten Schule, darstellt. Dies war auch eine der Hauptin-
tentionen der Arbeit, da anhand dieser bereits erste Ruckschliisse fur den (eigenen) Unterricht
gezogen werden kdnnen. Die erhaltenen Ergebnisse zeigen, dass im Allgemeinen akzeptable
Losungsquoten erhalten wurden, dass jedoch einzelne Vorstellungen noch sehr viel mehr Zu-
wendung brauchten. So sollte im Unterricht die ,,von*-Deutung der Multiplikation noch stéarker
angesprochen werden, sodass Aufgaben, welche Anteile von Anteilen behandeln, von den
Schilerinnen und Schillern besser verstanden und umgesetzt werden kénnen. Genauso sollte
die fur die Division mit Bruchzahlen relevante Vorstellung des Messens noch deutlicher the-
matisiert und in verschiedene Kontexte gesetzt werden, um auch diesen Grundrechnungstyp,
welcher auch bei der Bruchrechnung etwas mehr Probleme zu bereiten scheint, besser verstand-
lich machen zu kdnnen. Die zweite Erkenntnis, welche aus dieser Arbeit gewonnen werden
kann, ist, dass eine positive Entwicklung der Grundvorstellungen im Laufe der Schulzeit nicht
nur theoretisch moglich, sondern auch praktisch realisierbar ist. Die Ergebnisse lassen vermu-
ten, dass im Mathematikunterricht der befragten Klassen gelungen ist, was in der Theorie be-
reits besprochen wurde. Hier wird noch einmal nahe gelegt, auch in hoheren Schulstufen aktiv
auf die Grundvorstellungen zuriickzugreifen, um diese zu festigen oder im Zweifelsfall auch
(erneut) aufzubauen. Vor allem wenn der Kontext dazu Anlass bietet, wie zum Beispiel die
Wahrscheinlichkeitsrechnung, kénnen die passenden Vorstellungen auch aktiv thematisiert
werden. Gerade bei besonders einfachen Rechnungen kann im Unterricht auch immer wieder

einmal auf den Rechenvorgang verzichtet und das Ergebnis Uber Vorstellungen hergeleitet wer-
den. Ein Beispiel wire hier die Frage ,,Wie viel % von 3 Viertel“, welche so in der Wahrschein-

lichkeitsrechnung auftauchen und iiber die ,,von“-Deutung der Multiplikation und den

Quasikardinalzahlaspekt der Briiche sehr einfach gel6st werden kann.
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Zuletzt bleibt zu sagen, dass diese Arbeit mir neue Blickwinkel auf die Bruchrechnung ge-
wahrte sowie zu einigen Ideen zur Umsetzung der Multiplikation und Division von Bruchzah-
len fur den Unterricht verhalf und dass ich hoffe, dass auch zukiinftige Leserinnen und Leser

aus dieser etwas mitnehmen koénnen.
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9 Anhang

Der Anhang unterteilt sich in zwei Abschnitte. Im ersten Teil befindet sich der Online-Frage-
bogen, wobei die dazugehdrigen Formatierungen und der eingerechnete Platz fur Antworten
nicht tbernommen wurden, im zweiten Abschnitt sind die durch die empirische Untersuchung
gewonnen Daten, welche bereits in die einzelnen Kategorien eingeteilt wurden, in tabellierter

Form dargestellt.

9.1 Der Online-Fragebogen

Fragebogen: Grundvorstellungen zum Thema Bruchzahlen

Hinweise:

e Um die Anonymitét zu wahren, wird darum gebeten, keinen Namen anzugeben!
e Bitte fulle diesen Fragebogen nur aus, wenn dein/e Erziehungsberechtigte/r damit ein-
verstanden ist!

Zum Fragebogen:

Der folgende Fragebogen enthalt grof3teils offene Fragen, welche durch Rechnungen oder auch
durch verschriftlichte Uberlegungen zu beantworten sind. Es ist wichtig, die Angaben genau

zu lesen, da in vielen Fallen nicht nach einer Rechnung gefragt wird.

Allgemein wird bei diesem Fragebogen darum gebeten, ehrliche Antworten zu geben. Eine
fehlerhafte, aber ehrliche Antwort ist mehr wert, als eine abgeschriebene, richtige Antwort.
Dieser Fragebogen wird nicht benotet und flie3t auch in keine Note ein, er dient lediglich dazu,
aktuelle Daten aus der Schule zu bekommen, was wiederum dazu beitragen kann, zukinftigen

Unterricht zu verbessern.

Verwendung des Fragebogens:

Es erfolgt eine Auswertung aller Fragebodgen, nach Klassen sortiert, welche in einer Masterar-

beit weiterverwendet wird.
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In dieser Umfrage kommen ausschlieRlich die Aufgabenformate ,,Single-Choice* oder ,,Frage
mit offener Antwort* vor. Single-Choice bedeutet, dass du vorgegebene Antworten hast und
eine davon wiéhlen oder auch deine eigene Meinung unter ,,Sonstiges* dazuschreiben kannst.

Bei offenen Fragen kannst du hinschreiben, was du fir richtig haltst.

Es wird auch 6fter nach Bruchzahlen gefragt, schreibe diese mit einem / an.
Beispiele:

%wird angeschrieben als 1/2
%Wird angeschrieben als 3/4

gwird angeschrieben als 5/8

1.) Wocheneinkauf
Wolfgang erledigt flr seine Familie den Wocheneinkauf. Auf seiner Einkaufsliste steht,

dass er drei Liter Milch kaufen soll. Im Kuhlregal findet er allerdings nur mehr Milch-

packungen zu je einem halben Liter Milch. Wie viele Milchpackungen muss er kaufen?
Kannst du diese Fragestellung auch als Rechnung formulieren?

2.) Multiplikation: Bruch mit natirlicher Zahl
Was stellst du dir unter der Rechnung g e 4 vor?

Wabhle das Bild aus (Kreis links unter dem Bild), welches deine Vorstellung am ehes-
ten beschreibt.

L4
70

- 4
e @

/A

[ad

L 2 oz
3 3
P

D, N \Q \\“ § e —14+———4——+—¢——+_‘l
C. N AN NN d. o 1 7 3 4

Abbildung 37: Antwortmdglichkeiten der 2. Frage (identisch mit Abbildung 1)

by = = —_
= 3 3 3
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3.)

4)

5.)

Welches dieser Bilder beschreibt deiner Meinung nach nicht die Rechnung %. 4 ?

Gib den Buchstaben des Bildes an (siehe 2.1) und begriinde, warum das Bild die Rech-

nung deiner Meinung nach nicht beschreibt.

Stellst du dir unter der Rechnung 4 e 2 genau dasselbe wie oben vor?

Wenn nein, versuche bei der Antwortoption ,,Sonstiges deine Vorstellung flir 4 5N

Worte zu fassen.

Briichige Schokolade
Tom findet bei sich zuhause eine Tafel Schokolade. VVon dieser wurde bereits ein Drittel

gegessen, es sind also nur mehr zwei Drittel tbrig. Von der verbleibenden Schokolade
nimmt sich Tom ein Viertel, also ein Viertel von zwei Drittel. Wie viel von der gesamten

Schokolade ist das? Gib dein Ergebnis als Bruch an! Wie kommst du zu dem Ergebnis?

Divisionsdilemma
Julian hat bei seiner Hausaufgabe die Zahl 2 durch i dividiert. Er kommt auf das Ergeb-

nis 8. Als er jedoch dartiber nachdenkt, wundert er sich, wie das Ergebnis groRer als 2
sein kann, er hat ja 2 durch etwas geteilt. Hat Julian richtig gerechnet? Wenn er richtig
gerechnet hat, kannst du ihm erklaren, warum das so ist? Wenn er falsch gerechnet hat,

wo liegt der Fehler?

Der Teil vom Teil

Ein Rechteck wird folgendermalRen schraffiert (mit Strichen angemalt): % des Recht-
ecks mit schwarzen Strichen von links unten nach rechts oben (///). Dann § von den

schwarz schraffierten % mit roten Strichen von links oben nach rechts unten (\\\).

Wahle jenes Rechteck aus (links unter den Bildern), welches nach dieser Anleitung

schraffiert wurde.
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Abbildung 38: Antwortmdglichkeiten der 5. Frage (identisch mit Abbildung 2)

.

PCIRAN

S

Welcher Teil des Quadrats ist jetzt doppelt schraffiert? Gib diesen Anteil als Bruch an!

Gib auch die Rechnung, welche den Vorgang des oben beschriebenen zweimaligen

Schraffierens beschreibt, mit Bruchzahlen an!

6.) Handwerkskunst

Ein Brett ist 2 m lang. Wie viele Stiicke mit einer Lange von g m kannst du von dem

Brett absédgen? Gib das Ergebnis an und erklare, wie du zu diesem gekommen bist.

Tipp: Du kannst die Skizze fiir deine Erklarung nutzen!

|
|
0 T )

Abbildung 39: Skizze zur 6. Frage (identisch mit Abbildung 3)

7.) Gerechtes Teilen
Nach einer Geburtstagsfeier sind noch g von der Schokotorte und z von der Erdbeer-

torte Gbrig. Anna und ihre zwei Schwestern teilen sich beide Torten gerecht auf, sodass
jede ein gleich groRes Stiick von der Schokotorte und ein gleich grof3es Stiick von der
Erdbeertorte bekommt.
Wie groR ist das Schokotortenstiick, welches Anna bekommt, und wie grof3 ist ihr Erd-

beertortenstiick? Gib beide Zahlen als Bruch an!

8.) Single Choice:

e Ein Kilogramm Apfel kostet 3€. Andrea mochte % Kilo Apfel kaufen. Wie kann sie

ihren Preis berechnen?

Wihle die richtige Antwort aus (Kastchen immer links unter dem Bild) oder gib eine
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andere Antwort unter ,,Sonstiges* an.

3 3 3 3

e.) auf keine dieser Mdglichkeiten, sondern so:

e Lukas baut fur seine kleine Schwester ein Puppenhaus. Eine Wand des Puppenhauses
soll % m breit werden. Die Wand wird aus 1—10 m breiten (senkrecht stehenden) Holz-

brettern gebaut. Wie muss Lukas rechnen, um zu bestimmen, wie viele Holzbretter er

nebeneinander fir diese Wand braucht?

3 1 3 1 3 1 3 1

e.) keine dieser Mdglichkeiten, sondern so:

e Welche dieser Antwortmaglichkeiten ist korrekt?

Wenn ich zwei Bruchzahlen multipliziere, ist das Ergebnis ...

a.) ... immer grofer als die beiden Bruchzahlen.
b.) ... immer Kleiner als die beiden Bruchzahlen.

¢.) ... manchmal grofer, manchmal kleiner als die beiden Bruchzahlen, manchmal auch

dazwischen.

Falls du noch Anmerkungen zum Fragebogen, zu den Fragen oder zu etwas anderem hast,

kannst du diese hier gerne festhalten:
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9.2 Tabellierte Ergebnisse der Auswertung der empirischen Untersuchung

Auswertung der gesamten Stichprobe

1. Frage
korrekt
Ergebnis chne Rechnung
nicht ausgerechnet
falsche Antwort
ausgelassen

2.1 Frage

Lo TR & o ]

d
anderes
ausgelassen

2.1 Zusatz

[ B & R ]

d
anderes
ausgelassen

2.2 Frage
Ja
andere Vorstellung
ausgelassen

]
m

[n=)

[n=)

3R

YLy

[=]
o

Anzahl der Antworten

L= B R S R I

23

h oo R woMN®

o o o = O

L= L R =2 P e [ e

14

L= T = R S B SN

L= I = R T S Y s B

(=== R ]

Q= O Qo W MM O oo

(=R == I L=l

== L

L= = R = [ = R )

L= I = R R o [ (S R

[ e R s B FR B (S T = i1 L= B LS R T ]

L= R R = R o T W R o

10

L= R U S T ]

Q00 MW

10

14

0w o A

Bow e e

= I L L ) =T Y -

e LR e

20

o o o o oM o o o O M

L i e Y 5 R . o Y o

L= R R R = I

17

&)

=T R = T R =T =R L

L= = I = = |

82

20
20

112

31

35

109
10

159
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3. Frage
korrekt
richtig, ohne Erkldrung
Subtraktion
Division
andere
ausgelassen

4. Frage
korrekt & Erkldrung
korrekt & Begrindung
richtig gerechnet
falsches Ergebnis
ausgelassen

5.1 Frage

[ = B o T = R « ]

andere
ausgelassen

5.2 Frage
korrekt
nur das Ergebnis
falsches Ergebnis
ausgelassen

6.Frage
korrekt

richtig, aber ohne Erklarung

falsches Ergebnis
ausgelassen

(%, IR V= = DR R SR S

11

FUR SR SN = O Y

LYs R N s R =

14

L= T = R O B o'« B R <Y LTE I R = R RS = R o B o< B R

[ AR N

= L= on

=T = R e R R o o o Lo =T C R e R R .

Ll o~ N LR = ]

L= TR R = R Y

== TN T I I ¥ ] WO = 2 L= S~ R e R S B E R ¥ ]

MM Q

W oo W

= O [= Il = R = R P Y L= T = R T R S =N SR =T S I

00 W W

M Q QO = QM LI = TR =R O = O

L= ¥ R e R

[l T I ¥

L= I = T =T

12

[ R o R o TN R o R = ]

[EE I S

(L= = R o B = ]

[ - R = |

16

17

11

16

RIS TR RPRY-. |

| B = B = s B

16

[ QR s Y L P R | L QR R B N R [ I e R o R Y B

L R R o B N

[ Qi R o B 8

o B o o m ;g

o koo ih

22

= DO MmO [l L= I o B L R ] [ T e T ST S R AT B o |

== T O

O s

24
49

31
16

21
96|
19
21

33

113

12|

37
61|
43
31

80|
36
39
11
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7. Frage
korrekt 1 2 4 2 1 2 5 11 9 1 12 2 32
nur das Erste richtig 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
nur das Zweite richtig 1 2 0 3 1 0 2 1 0 0 2 14
durch 2 dividiert 4 7 1 2 4 7 7 8 7 1 13 3 64
beide falsch 3 0 ] 1 1] 1] 1 4 3 0 0 ] 16|
ausgelassen 14 2 ] 2 1] 2 1] 3 1 0 0 1 25
8.1 Frage
a 0 ] 1 1] 1] 1] 0 ] 1
b 3 1 o 1] 1 1] 0 1 3
C 13 12 2 5 5 8 12 22 19 2 24 7 131
d 7 1 2 2 1 1 1 3 3 0 3 ] 24
anderes 0 1 0 0 1 0 0 0 0 3
ausgelassen 0 1 0 1 1 0 0 4
8.2 Frage
a 8 3 ] 1] 1 1] 2 2 0 ] 18|
b 4 1 ] 1 1] 4 1] 1 0 ] 11
C & 5 2 5 1 2 4 3 0 5 44
d 6 5 3 3 4 4 9 19 15 2 21 3 94
anderes 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ausgelassen 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0
8.3 Frage
a 13 4 3 3 1 4 7 2 0 1 1 42
b 3 3 1 1 1 4 5] 13 1 13 4 63
C 3 3 1 3 4 1 2 11 10 1 13 3 61]
anderes 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
ausgelassen 2 0 ] 1 1] 2 1] 0 0 0 0 ] 5
Anzahl der Teilnahmen 25 14 5 10 6 11 15 27 22 2 27 3 172

Tabelle 1: Absolute Haufigkeit der Antworten aller Klassen
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2B 3B 4B 2C 6C 34 L8 S5A BA 78 B4 2D alle Klassen
Prozentuale Haufigkeit der Antworten
1. Frage

korrekt 40,0% 57,1% 40,0% 60,0% 66,7% 45,5% 53,3% 44,4% 27.3% 100,0% 59,3% 37.5% a7,7%
Ergebnis ohne Rechnung 36,0% 14,3% 20,0% 0,0% 16,7% 36,4% 13,3% 33,3% 31,8% 0,0% 22,2% 50,0% 26,2%
nicht ausgerechnet 0,0% 0,0% 40,0% 0,0% 16,7% 0,0% 26,7% 74% 22,7% 0,0% 18,5% 12,5% 11,6%
falsche Antwort 16,0% 21,4% 0,0% 20,0% 0,0% 18,2% 8, 7% 14,8% 18,2% 0,0% 0,0% 0,0% 11,6%
ausgelassen 8,0% 7,1% 0,0% 20,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 2,9%

2.1 Frage
a 64,0% 92,9% 80,0% 90,0% 83,3% 54,5% 66,7% 59,3% 63,6% 100,0% 48,1% 50,0% 65,1%
b 4,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 18,2% 20,0% 14,8% 4,5% 0,0% 7,4% 25,0% 8,7%
C 24,0% 7,1% 20,0% 0,0% 0,0% 27,3% 13,3% 14,8% 22, 7% 0,0% 29,6% 12,5% 18,0%
d 8,0% 0,0% 0,0% 0,0% 16,7% 0,0% 0,0% 0,0% 4,5% 0,0% 3,7% 0,0% 2,9%
anderes 0,0% 0,0% 0,0% 10,0% 0,0% 0,0% 0,0% 11,1% 4,5% 0,0% 11,1% 12,5% 5,2%
ausgelassen 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%

2.1 Zusatz
a 4,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 3,7% 0,0% 0,0% 7,4% 0,0% 2,3%
b 16,0% 28,6% 20,0% 10,0% 33,3% 45,5% 26,7% 18,5% 18,2% 0,0% 18,5% 0,0% 20,3%
c 8,0% 0,0% 0,0% 10,0% 0,0% 0,0% 0,0% 7.4% 4,5% 0,0% 0,0% 0,0% 3,5%
d 52,0% 57,1% 80,0% 80,0% 66,7% 54,5% 66,7% 55,6% 68,2% 100,0% 63,0% 87,5% 63,4%
anderes 8,0% 14,3% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 11,1% 0,0% 0,0% 7,4% 12,5% 5,8%
ausgelassen 12,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 6, 7% 3, 7% 9,1% 0,0% 3,7% 0,0% 4,7%

2.2 Frage
Ja 92,0% 100,0% 100,0% 90,0% 83,3% 90,9% 93,3% 92,6% 90,9% 100,0% 92,6% 87,5% 92,4%
andere Vorstellung 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 16,7% 0,0% 6,7% 7.4% 9,1% 0,0% 7.4% 0,0% 4,7%
ausgelassen 3,0% 0,0% 0,0% 10,0% 0,0% 9,1% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 12,5% 2,9%
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3. Frage
korrekt
richtig, ohne Erkldrung
Subtraktion
Division
andere
ausgelassen

4, Frage
korrekt & Erkldrung
korrekt & Begrindung
richtig gerechnet
falsches Ergebnis
ausgelassen

5.1 Frage

[ = 1]

d
andere
ausgelassen

5.2 Frage
korrekt
nur das Ergebnis
falsches Ergebnis
ausgelassen

6.Frage
korrekt

richtig, aber ohne Erkldrung

falsches Ergebnis
ausgelassen

8,0%
8,0%
28,0%
0,0%
36,0%
20,0%

0,0%
24,0%
8,0%
44,0%
24,0%

16,0%
16,0%
36,0%
8,0%
8,0%
16,0%

4,0%
24,0%
36,0%
36,0%

12,0%
24,0%
56,0%

8,0%

28,6%
0,0%
57,1%
0,0%
0,0%
14,3%

7,.1%
42,9%
28,6%

0,0%
21,4%

28,6%
0,0%
57,1%
14,3%
0,0%
0,0%

14,3%
50,0%
28,6%

7,1%

35, 7%
28,6%
35,7%

0,0%

0,0%
0,0%
80,0%
0,0%
20,0%
0,0%

0,0%
100,0%
0,0%
0,0%
0,0%

20,0%
0,0%
80,0%
0,0%
0,0%
0,0%

0,0%
40,0%
40,0%
20,0%

80,0%
0,0%
20,0%
0,0%

20,0%
10,0%
20,0%

0,0%
30,0%
20,0%

0,0%
80,0%
10,0%

0,0%
30,0%

20,0%
20,0%
50,0%
0,0%
0,0%
10,0%

0,0%
80,0%
20,0%
20,0%

30,0%
40,0%

0,0%
30,0%

16,7%
16,7%
33,3%
0,0%
33,3%
0,0%

33,3%
60, 7%
0,0%
0,0%
0,0%

16,7%
0,0%
83,3%
0,0%
0,0%
0,0%

66, 7%

0,0%
16,7%
16,7%

50,0%
50,0%
0,0%
0,0%

0,0%
18,2%
36,4%

0,0%
36,4%

9,1%

9,1%
63,6%
9,1%
0,0%
18,2%

18,2%
0,0%
63,6%
0,0%
0,0%
18,2%

0,0%
0,0%
43,5%
54,5%

18,2%
36,4%
36,4%

9,1%

33,3%
0,0%
40,0%
0,0%
20,0%
6,7%

6, 7%
80,0%
0,0%
13,3%
0,0%

40,0%
0,0%
60,0%
0,0%
0,0%
0,0%

20,0%
48,7%
13,3%
20,0%

40,0%

0,0%
40,0%
20,0%

25,9%
22,2%
22,2%

3,7%
14,8%
11,1%

11,1%
59,3%
18,5%
11,1%

0,0%

25,9%
7,4%
63,0%
0,0%
0,0%
3,7%

22,2%
40,7%
18,5%
18,5%

59,3%
14,8%
22,2%

3,7%

27,3%
31,8%
4,5%
22,7%
4,5%
9,1%

22,7%
50,0%
18,2%
9,1%
0,0%

13,6%
0,0%
86,4%
0,0%
0,0%
0,0%

18,2%
36,4%
36,4%

9,1%

72, 7%
18,2%
9,1%
0,0%

100,0%
0,0%
0,0%
0,0%
0,0%
0,0%

0,0%
100,0%
0,0%
0,0%
0,0%

0,0%
0,0%
100,0%
0,0%
0,0%
0,0%

100,0%
0,0%
0,0%
0,0%

100,0%
0,0%
0,0%
0,0%

55,6%
7,4%
22,2%
0,0%
14,8%
0,0%

25,9%
70,4%
0,0%
3,7%
0,0%

7,4%
0,0%
81,5%
0,0%
0,0%
11,1%

53,6%
29,6%
14,8%

0,0%

81,5%
14,8%
3,7%
0,0%

0,0%
37,5%
37,5%
25,0%

0,0%

0,0%

12,5%
25,0%
25,0%
25,0%
12,5%

12,5%
0,0%
75,0%
0,0%
0,0%
12,5%

0,0%
753,0%
12,5%
12,5%

50,0%
37,5%

0,0%
12,5%

25,6%
14,0%
28,5%
4,7%
18,0%
9,3%

12,2%
55,8%
11,0%
12,2%

8,7%

19,2%
4,7%
65,7%
2,3%
1,2%
7,0%

21,5%
35,5%
25,0%
18,0%

50,0%
20,9%
22,7%

6,4%
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7. Frage

korrekt 4,0% 14,3% 80,0% 20,0% 16,7% 18,2% 33,3% 0,7% 40,9% 50,0% 44,4% 25,0% 30,2%
nur das Erste richtig 0,0% 7,1% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,6%
nur das Zweite richtig 4,0% 14,3% 0,0% 30,0% 16,7% 0,0% 13,3% 3,7% 0,0% 0,0% 7,4% 25,0% 8,1%
durch 2 dividiert 16,0% 50,0% 20,0% 20,0% 66,7% 63,6% 46,7% 29,6% 31,8% 50,0% 48,1% 37,5% 37,2%
beide falsch 20,0% 0,0% 0,0% 10,0% 0,0% 0,0% &8, 7% 14,8% 22,7% 0,0% 0,0% 0,0% 9,3%
ausgelassen 56,0% 14,3% 0,0% 20,0% 0,0% 18,2% 0,0% 11,1% 4,5% 0,0% 0,0% 12,5% 14,5%

8.1 Frage
a 0,0% 0,0% 0,0% 10,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,6%
b 12,0% 7,1% 20,0% 0,0% 0,0% 9,1% 0,0% 7,4% 0,0% 0,0% 0,0% 12,5% 5,2%
C 52,0% 83,7% 40,0% 50,0% 83,3% 72,7% 80,0% 81,5% 86,4% 100,0% 88,9% 87.5% 78,2%
d 28,0% 7,1% 40,0% 20,0% 16,7% 9,1% &8, 7% 11,1% 13,6% 0,0% 11,1% 0,0% 14,0%
anderes 4,0% 0,0% 0,0% 10,0% 0,0% 0,0% &8, 7% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 1,7%
ausgelassen 4,0% 0,0% 0,0% 10,0% 0,0% 9,1% &8, 7% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 2,3%

8.2 Frage
a 32,0% 21,4% 0,0% 0,0% 16,7% 0,0% 13,3% 7,4% 9,1% 0,0% 0,0% 0,0% 10,5%
b 16,0% 7,1% 0,0% 10,0% 0,0% 36,4% 0,0% 0,0% 4,5% 0,0% 0,0% 0,0% 6,4%
C 24,0% 33, 7% 40,0% 50,0% 16,7% 18,2% 26,7% 18,5% 13,6% 0,0% 22,2% 62,5% 25,6%
d 24,0% 33, 7% 60,0% 30,0% 66, 7% 36,4% 80,0% 70,4% 68,2% 100,0% 77.8% 37.5% 54,7%
anderes 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
ausgelassen 4,0% 0,0% 0,0% 10,0% 0,0% 9,1% 0,0% 3, 7% 4,5% 0,0% 0,0% 0,0% 2,9%

8.3 Frage
a 52,0% 28,6% 60,0% 30,0% 16,7% 36,4% 46,7% 7,4% 13,6% 0,0% 3,7% 12,5% 24,4%
b 20,0% 33, 7% 20,0% 10,0% 16,7% 36,4% 40,0% 48,1% 40,9% 50,0% 48,1% 50,0% 36,6%
C 20,0% 33, 7% 20,0% 50,0% 66, 7% 9,1% 13,3% 40,7% 45,5% 50,0% 48,1% 37.5% 33.5%
anderes 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 3,7% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,6%
ausgelassen 8,0% 0,0% 0,0% 10,0% 0,0% 18,2% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 2,9%
Anzahl der Teilnahmen 25 14 5 10 6 11 15 27 22 2 27 3 172

Tabelle 2: Relative Haufigkeit der Antworten aller Klassen
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Auswertung nach Schulstufe

1. Frage
korrekt
Ergebnis ochne Rechnung
nicht ausgerechnet
falsche Antwort
ausgelassen

2.1 Frage

o o ow

d
anderes
ausgelassen

2.1 Zusatz

o o ow

d
anderes
ausgelassen

2.2 Frage
Ja
andere Vorstellung
ausgelassen

2. Klasse .Klasse | 4. Klasse | 5.Klasse | 6.Klasse | 7.Klasse | 8. Klasse
Anzahl der Antworten

19 13 10 12 10 2 16
13 6 3 9 3 1] 6
1 ] 6 2 6 ] 5
6 5 1 4 4 1] 1]
4 1 ] i} i} ] ]
29 19 14 16 19 2 13
3 2 3 4 1 ] 2
7 4 3 4 5 1] )
2 0 0 o 2 0 1
2 ] ] 3 1 ] 3
o ] ] o i} ] ]

] ] 1 o ] 2

9 5 5 6 ] 5

1] 1] 2 1 1] 1]
28 14 14 15 19 2 17
3 2 ] 3 o ] 2
3 ] 1 1 2 ] 1
39 24 19 25 25 2 25
] 1] 1 2 3 1] 2
4 1 ] o o ] ]

1. Frage
korrekt
Ergebnis ohne Rechnung
nicht ausgerechnet
falsche Antwort
ausgelassen

2.1 Frage

o O oW

d
anderes
ausgelassen

2.1 Zusatz

o O oW

d
anderes
ausgelassen

2.2 Frage
Ja
andere Vorstellung
ausgelassen

4. Klasse

5. Klasse

6. Klasse

7. Klasse

3. Klasse

Prozentuale Haufigkeit der Antworten

44,2%
30,2%
2,3%
14,0%
9,3%

67,4%
7,0%
16,3%
4,7%
4,7%
0,0%

2,3%
11,6%
7,0%
65,1%
7,0%
7,0%

90,7%
0,0%
9,3%

52,0%
24,0%
0,0%
20,0%
4,0%

76,0%
8,0%
16,0%
0,0%
0,0%
0,0%

0,0%
36,0%
0,0%
56,0%
8,0%
0,0%

96,0%
0,0%
4,0%

50,0%
15,0%
30,0%
5,0%
0,0%

70,0%
15,0%
15,0%
0,0%
0,0%
0,0%

0,0%
25,0%
0,0%
70,0%
0,0%
5,0%

95,0%
5,0%
0,0%

44,4%
33,3%
7.4%
14,8%
0,0%

59,3%
14,8%
14,8%
0,0%
11,1%
0,0%

3,7%
18,5%
7,4%
55,6%
11,1%
3,7%

92,6%
7,4%
0,0%

35,7%
28,6%
21,4%
14,3%

0,0%

67,9%
3,6%
17,9%
7,1%
3,6%
0,0%

0,0%
21,4%
3,6%
67,9%
0,0%
7,1%

89,3%
10,7%
0,0%

100,0%
0,0%
0,0%
0,0%
0,0%

100,0%
0,0%
0,0%
0,0%
0,0%
0,0%

0,0%
0,0%
0,0%
100,0%
0,0%
0,0%

100,0%
0,0%
0,0%
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59,3%
22,2%
18,5%
0,0%
0,0%

48,1%
7,4%
29,6%
3,7%
11,1%
0,0%

7,4%
18,5%
0,0%
63,0%
7,4%
3,7%

92,6%
7,4%
0,0%



3. Frage
korrekt
richtig, ohne Erklarung
Subtraktion
Division
andere
ausgelassen

4. Frage
korrekt & Erklarung
korrekt & Begrindung
richtig gerechnet
falsches Ergebnis
ausgelassen

5.1 Frage

o O oW

d
andere
ausgelassen

5.2 Frage
korrekt
nur das Ergebnis
falsches Ergebnis
ausgelassen

6.Frage
korrekt
richtig, aber ohne Erklarung
falsches Ergebnis
ausgelassen
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3. Frage
korrekt
richtig, ohne Erkldrung
Subtraktion
Division
andere
ausgelassen

4. Frage
korrekt & Erklarung
korrekt & Begrindung
richtig gerechnet
falsches Ergebnis
ausgelassen

5.1 Frage

o O oW

d
andere
ausgelassen

5.2 Frage
karrekt
nur das Ergebnis
falsches Ergebnis
ausgelassen

6.Frage
korrekt
richtig, aber ohne Erklarung
falsches Ergebnis
ausgelassen

9,3%
14,0%
27,9%

4,7%
27,9%
16,3%

2,3%
32,6%
11,6%
30,2%
23,3%

16,3%
14,0%
46,5%
4,7%
4,7%
14,0%

2,3%
41,9%
27,9%
27,9%

23,3%
30,2%
32,6%
14,0%

16,0%
8,0%
48,0%
0,0%
16,0%
12,0%

8,0%
52,0%
20,0%

0,0%
20,0%

24,0%
0,0%
60,0%
8,0%
0,0%
8,0%

8,0%
28,0%
36,0%
28,0%

28,0%
32,0%
36,0%

4,0%

25,0%
0,0%
50,0%
0,0%
20,0%
5,0%

5,0%
85,0%
0,0%
10,0%
0,0%

35,0%
0,0%
65,0%
0,0%
0,0%
0,0%

15,0%
45,0%
20,0%
20,0%

50,0%

0,0%
35,0%
15,0%

25,9%
22,2%
22,2%

3,7%
14,8%
11,1%

11,1%
59,3%
18,5%
11,1%

0,0%

25,9%
7.4%
63,0%
0,0%
0,0%
3,7%

22,2%
40,7%
18,5%
18,5%

59,3%
14,8%
22,2%

3,7%

25,0% 100,0%

28,6% 0,0%
10,7% 0,0%
17,9% 0,0%
10,7% 0,0%
7,1% 0,0%
25,0% 0,0%
53,6% 100,0%
14,3% 0,0%
7,1% 0,0%
0,0% 0,0%
14,3% 0,0%
0,0% 0,0%
85,7% 100,0%
0,0% 0,0%
0,0% 0,0%
0,0% 0,0%

28,6% 100,0%

28,6% 0,0%
32,1% 0,0%
10,7% 0,0%

67,9% 100,0%

25,0% 0,0%
7,1% 0,0%
0,0% 0,0%
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55,6%
7,4%
22,2%
0,0%
14,8%
0,0%

25,9%
70,4%
0,0%
3,7%
0,0%

7.4%
0,0%
81,5%
0,0%
0,0%
11,1%

55,6%
29,6%
14,8%

0,0%

81,5%
14,8%
3,7%
0,0%



7. Frage

korrekt 5 4 9 11 10 1 12
nur das Erste richtig 0 1 0 0 1] 0 0
nur das Zweite richtig 6 2 2 1 1 0 2
durch 2 dividiert 9 14 ) ) 11 1 13
beide falsch 6 0 1 4 0 0
ausgelassen 17 4 0 3 0 0

8.1 Frage
a 1 0 0 0 ] 0 0
b 4 2 1 2 1] o o
c 25 20 14 22 24 2 24
d 9 2 3 3 4 0 3
anderes 2 0 1 0 0 0 0
ausgelassen 2 1 1 0 1] 0 0

8.2 Frage
a 8 3 2 2 3 0 0
b 5 5 0 0 1 0 0
C 16 7 6 5 4 0 6
d 12 9 12 19 19 2 21
anderes ] 0 ] ] 0 ] ]
ausgelassen 2 1 0 1 1 0 0

8.3 Frage
a 17 8 10 2 4 1] 1
b 10 9 7 13 10 1 13
C 13 6 3 11 14 1 13
anderes 0 1] 0 1 1] 0 0
ausgelassen 3 2 0 0 1] 0 0
Anzahl der Teilnahmen 43 25 20 27 28 2 27

Tabelle 3: Absolute und relative Haufigkeit der Antworten nach Schulstufe zusammengefasst

7. Frage

korrekt 11,6% 16,0% 45,0% 40,7% 35,7% 50,0% 44,4%
nur das Erste richtig 0,0% 4,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
nur das Zweite richtig 14,0% 8,0% 10,0% 3,7% 3,6% 0,0% 7.4%
durch 2 dividiert 20,9% 56,0% 40,0% 29,6% 39,3% 50,0% 438,1%
beide falsch 14,0% 0,0% 5,0% 14,8% 17,9% 0,0% 0,0%
ausgelassen 39,5% 16,0% 0,0% 11,1% 3,6% 0,0% 0,0%

8.1 Frage
a 2,3% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
b 9,3% 8,0% 5,0% 7,4% 0,0% 0,0% 0,0%
c 58,1% 80,0% 70,0% 81,5% 85,7% 100,0% 88,9%
d 20,9% 8,0% 15,0% 11,1% 14,3% 0,0% 11,1%
anderes 4,7% 0,0% 5,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
ausgelassen 4,7% 4,0% 5,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%

8.2 Frage
a 18,6% 12,0% 10,0% 7,4% 10,7% 0,0% 0,0%
b 11,6% 20,0% 0,0% 0,0% 3,6% 0,0% 0,0%
C 37,2% 28,0% 30,0% 18,5% 14,3% 0,0% 22,2%
d 27,9% 36,0% 60,0% 70,4% 67,9% 100,0% 77,8%
anderes 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
ausgelassen 4,7% 4,0% 0,0% 3,7% 3,6% 0,0% 0,0%

8.3 Frage
a 39,5% 32,0% 50,0% 7,4% 14,3% 0,0% 3,7%
b 23,3% 36,0% 35,0% 48,1% 35,7% 50,0% 438,1%
C 30,2% 24,0% 15,0% 40,7% 50,0% 50,0% 438,1%
anderes 0,0% 0,0% 0,0% 3,7% 0,0% 0,0% 0,0%
ausgelassen 7.0% 8,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%

Anzahl der Teilnahmen 43 25 20 27 28 2 27
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Auswertung der 2. Klassen

1. Frage
2.1 Frage
2.1 Zusatz
3. Frage
4. Frage
5.1 Frage
5.2 Frage
6.Frage
7. Frage
8.1 Frage
8.2 Frage
8.3 Frage

Tabelle 4: Relative Haufigkeit korrekter Antworten aller 2. Klassen

m

-
.

2C

A
L

relative Hiufigkeit korrekter Antworten

40,0%
B88,0%
68,0%

B,0%
24,0%
36,0%

4,0%
12,0%

4,0%
52,0%
24,0%
20,0%

60,0%
90,0%
90,0%
20,0%
60,0%
50,0%

0,0%
30,0%
20,0%
50,0%
30,0%
50,0%

37.5%
62,5%
87.5%

0,0%
37.5%
75,0%

0,0%
50,0%
25,0%
87,5%
37.5%
37,5%
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