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1 Grundvorstellungen im Mathematikunterricht

Jede Schiilerin und jeder Schiiler baut im Laufe ihrer bzw. seiner Schullaufbahn individuelle
Vorstellungen zu gewissen mathematischen Inhalten auf, und mit deren Hilfe wird versucht,
Problemstellungen im Unterricht zu begegnen. Doch wie sehen diese Vorstellungen aus
und tragen diese individuellen Konstrukte tatsachlich zu einem besseren Verstandnis der
mathematischen Beziehungen bei? Denn nicht selten werden auch so genannte ,,Fehlvor-
stellungen” entwickelt, die es den Schiilerinnen und Schiilern nahezu unmoglich machen,
komplexere Zusammenhange tatsachlich zu verstehen. Welche Vorstellungen sind tiberhaupt
gewlinscht und wie konnen diese bei den Kindern hervorgerufen werden? Fragen, die nicht
erst seit kurzem auftauchen, sondern bereits seit dem Ende des 18. Jahrhunderts intensiv
bearbeitet werden. Auch in dieser Arbeit werden in den folgenden Kapiteln Antworten auf die
Fragen gesucht und erlautert, was unter dem Terminus ,,Grundvorstellung” zu verstehen ist.

1.1 Ein kurzer historischer Ruckblick

Dass es wichtig ist, welche Vorstellung die Lernenden von den gelehrten Inhalten haben,
war offensichtlich bereits Euler bewusst. In seinem Buch ,Vollstandige Anleitung zur Alge-
bra" zeigte Euler beispielsweise mogliche Vorstellungen von negativen Zahlen oder Briichen
auf, die von einem stark ausgepragten didaktischen Gespiir zeugen. Aber vor allem ab
der Zeit des Johann Heinrich Pestalozzi fand im 19. Jahrhundert ein Umdenken in Be-
zug auf den damalig herrschenden Rechenunterricht statt, wodurch das reine Lehren von
Lehrsatzen ohne nach dem Verstandnis zu fragen nach und nach hinterfragt wurde. , Seit
Pestalozzi wird die Genese mathematischer Begriffe zunehmend in engen Zusammenhang
mit der Ausbildung von ,Vorstellungen” und , Anschauungen” gesehen; eine Bedeutungs-
konstruierung mathematischer Begriffe [...] ist ohne adaquate ,Vorstellungen® nicht mehr
denkbar “ (Hofe, 1995, S. 31). Mit dem Beginn des 20. Jahrhunderts gewannen die da-
maligen Erkenntnisse der Psychologie starken Einfluss auf die Mathematikdidaktik. Neben
den Mathematikdidaktikern Kiihnel und Wittmann erzielte vor allem der Psychologe Jean
Piaget mit seiner Entwicklungs- bzw. Denkpsychologie einen entscheidenden Effekt auf den
Mathematikunterricht des 20. Jahrhunderts. Wahrend seine Uberlegungen zwar ein psycho-
logisches, aber kein didaktisches Modell waren, wurden anhand der gewonnen Erkenntnisse
von Zeitgenossen Riickschliisse auf konkrete Konzepte fiir den Unterricht gezogen. Wilhelm
Oehl verwendete in der zweiten Halfte des 20. Jahrhunderts bereits den Terminus ,,Grund-
vorstellung” und entwickelte dazu ein eigenes Modell, an welches Heinz Griesel ankniipfte.
Diese ,,Griesel “sche Grundvorstellungsidee”, welche unabhangig von einem speziellen psy-
chologischen Bezugssystem ist und sachlich konkrete Auspragungen aufweist, wird zur Basis
fir viele zeitgenossische Didaktiker, darunter auch dem , Entwickler” des in dieser Arbeit
herangezogenen Grundvorstellungskonzepts Rudolf vom Hofe (Hofe, 1995, vgl. S. 30ff).



1.2 Begriffsdefinition ,,Grundvorstellung*

Wie dieser kurze historische Riickblick zeigt, ist das Thema , Grundvorstellungen® nicht von
heute auf morgen entstanden, sondern hat sich im Laufe der Geschichte entwickelt. Rudolf
vom Hofe(1995) schreibt daher von einer Grundvorstellungsidee, welche sich im Zuge der
Auseinandersetzung mit Praxis und Theorie herauskristallisiert hat. Grundvorstellungen sol-
len sozusagen zwischen mathematischen Strukturen und den Vorstellungen des Individuums
.vermitteln®. Eine Unterscheidung von individuellen Schiilervorstellungen und normativen
Grundvorstellungen ist an dieser Stelle unbedingt erforderlich. Vom Hofe (1995) liefert fol-
gende Definitionen fiir diese beiden Begriffe:

- Die Schiilervorstellungen geben dabei AufschluB iiber die individuellen Erklarungs-
modelle des Schiilers, die in das System seiner Erfahrungsbereiche eingebunden und
entsprechend aktivierbar sind.

- Bei der normativ geprigten Grundvorstellung handelt es sich hingegen um eine
didaktische Kategorie des Lehrers, die im Hinblick auf ein didaktisches Ziel aus in-
haltlichen Uberlegungen hergeleitet wurde und Deutungsmdglichkeiten eines Sachzu-
sammenhangs bzw. dessen mathematischen Kerns beschreibt (Hofe, 1995, S. 123).

Abbildung 1: Modellhafte Skizze zum Prozess des Ausbildens von Grundvorstellungen
(Hofe, 1995, S. 124)

Entscheidend ist an dieser Stelle, dass man davon ausgeht, dass sich Grundvorstellungen
auch tatsachlich bei den Schiilerinnen und Schiilern ausbilden lassen. Das Ziel der Lehr-



person ist nach diesem Konzept, dass sich die individuellen Schiilervorstellungen mit den
Grundvorstellungen (zumindest groBteils) decken. Wie so ein ,Prozess des Verstehens *
modellhaft aussehen kann, ist in Abbildung 1 zu sehen, wobei die linke Seite didaktische
Entscheidungen aufzeigt und die rechte die Schiileraktivitat symbolisiert.

Die Aufgabe der Lehrperson ist zunachst die Auswahl der entsprechenden und erwiinsch-
ten Grundvorstellungen auf Grundlage der mathematischen Inhalte unter Berlicksichtigung
der bereits gemachten Erfahrungen (subjektive Erfahrungsbereiche, kurz SEB) der Schii-
lerinnen und Schiiler. Unter Zuhilfenahme eines passenden Sachzusammenhangs soll die
Grundvorstellung fiir die Lernenden , greifbar “ gemacht und bereits friihere Erfahrungen
aktiviert werden. Langfristig konnen die Schiilerinnen und Schiiler dadurch die gewiinschten
Grundvorstellungen aufbauen und in ihr Repertoire von Handlungsvorstellungen integrieren.
Im besten Fall fihrt das dazu, dass der zu Beginn von Lehrenden gewahlte mathematische
Begriff auch tatsachlich im Kern verstanden wird. (Hofe, 1995, vgl S.123ff)

1.3 Der Unterschied zwischen primaren und sekundaren Grundvor-
stellungen

Nachdem die meisten Inhalte in der Mathematik aufeinander aufbauen, ist es im Lern-
prozess zunachst wichtig, sogenannte primare Grundvorstellungen auszubilden. Vom Hofe
beschreibt diese als ,solche, die ihre Wurzeln in gegenstandlichen Handlungserfahrungen
aus der Vorschulzeit haben"(Hofe, 2014, S. 1267). Diese Vorstellungen zeichnen sich da-
durch aus, dass sie einerseits bereits lber einen langen Zeitraum durch unterschiedliche
Erfahrungen — zum Teil auch spielerisch — entwickelt wurden und andererseits sehr haufig
aktiviert werden. Beispiele hierfiir sind die meisten Vorstellungen zu den Grundrechnungsar-
ten, wie das Hinzufiigen (Addition) oder das Verteilen (Division). Diese Operationen kdnnen
nicht nur durch Bilder leicht veranschaulicht werden, sondern sind sogar mit entsprechenden
Gegenstanden realisierbar. Nicht zuletzt deshalb sind die zugrunde liegenden Vorstellungen
in der Regel stark gefestigt. Werden jedoch mathematische Inhalte bearbeitet, welche mit
den vorherrschenden Vorstellungen nicht mehr begriffen werden kdnnen, so miissen diese
mit entsprechenden sekundaren Grundvorstellungen erweitert werden. Diese kniipfen an die
primaren Vorstellungen an, indem zusatzliche mathematische Darstellungsmittel wie das
Koordinatensystem, die Zahlengerade oder auch symbolische Darstellungen zum Einsatz
kommen, um ,komplexere” Zusammenhange deutlich zu machen. Ein Beispiel hierfiir ist
der Ubergang von den natiirlichen zu den negativen Zahlen (Hofe, 2014, vgl S. 1267ff).

1.4 Die Bedeutung von Grundvorstellungen im Lernprozess

In der Regel lasst sich ein mathematischer Zusammenhang oder Begriff nicht nur mit ei-
ner, sondern vielmehr mit mehreren unterschiedlichen Grundvorstellungen begreifen. Erst
die Vernetzung der einzelnen Grundvorstellungen bildet schlieBlich ein Grundverstindnis
des Begriffs (Beispiele hierfiir sind die unterschiedlichen Vorstellungen zu den Grundrech-



nungsarten, welche im Kapitel 1.6 erldutert werden). Im Laufe der Schulzeit werden so
immer mehr Vorstellungen zu einem verflochtenen System zusammengefiihrt, welches im
besten Fall einen Transfer zwischen den einzelnen Begriffen und Themengebieten erlaubt.
Dabei handelt es sich allerdings nicht um eine starre Struktur, sondern vielmehr um ein
stetig erweiterbares Netzwerk, das sich ,, durch Erweiterung von alten und Zugewinn von
neuen Vorstellungen zu einem immer leistungsfahigeren System mentaler mathematischer
Modelle entwickelt" (Hofe, 2003, S. 6). Bleiben bei dem Aufbau dieses Systems Verstand-
nisliicken zuriick, welche beispielsweise durch die Anwendung ausschlieBlich auswendig ge-
lernter Strukturen gefiillt werden, kann es in der Folge zur Entwicklung von Fehlvostellungen
kommen, die das Erlernen neuer mathematischer Inhalte deutlich erschweren (Hofe, 2014,
vgl. S. 1267).

Daher sind drei zentrale Aspekte bei der Ausbildung von Grundvorstellungen unbedingt zu
beachten (Hofe, 2003, S. 7) :

1. Erfassung der Bedeutung eines neuen mathematischen Begriffs durch Ankniipfung an
bekannte Sach- oder Handlungszusammenhange

2. Aufbau entsprechender mentaler Modelle, die den Begriff auf der Vorstellungsebene
reprasentieren

3. Anwendung des Begriffs auf neue Sachsituationen (d. h. Modellierung).

Gelingt es unter Beriicksichtigung dieser Aspekte Vorstellungen zu mathematischen Regeln,
formalen Definitionen oder Verfahren aufzubauen, so kénnen diese von den Lernenden selb-
standig auf ihre Glaubhaftigkeit iberpriift werden, was wiederum verhindert, dass Inhalte
unverstanden nach einem bestimmten, angelernten Schema bearbeitet werden (Hofe, 2003,
vgl. S. 7).

1.5 Diagnose und Forderung bestehender Grundvorstellungen

In diesem Kapitel soll geklart werden, wie die entsprechenden Grundvorstellungen bei den
Heranwachsenden liberhaupt tberpriift werden kénnen. Im Gegensatz zu Aufgabenstellun-
gen zu Rechenkompetenzen, welche in der Regel relativ einfach abgefragt werden kénnen,
missen Aufgabenbeispiele zur Abklarung von bestehenden Vorstellungen wesentlich mehr
Informationen liefern. Welche unterschiedliche Moglichkeiten es hierfiir gibt, wird im Folgen-
den aufgezeigt und im Anschluss geklart, welche Diagnosemethoden bei der Uberpriifung
im Zuge dieser Arbeit Verwendung finden.

1.5.1 Grundlegende Begriffe und Prinzipien

Diagnosearbeit im Mathematikunterricht ist eine der zentralen und wichtigen Kompetenzen
einer Lehrkraft. Sie dient primar dazu, den derzeitigen Lernstand der Heranwachsenden zu
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erfassen, damit sich der Unterricht an dem Bedarf der Lernenden orientieren kann. , Nur
wer ein realistisches Bild von dem hat, was die jeweiligen Lernenden wissen und kénnen,
kann sie adaptiv fordern “ (Abshagen et al., 2017, S. 167). Forder- und Diagnosearbeit
sollten daher stets aufeinander abgestimmt sein, wobei der Fokus jeweils ein anderer ist.
Eine Diagnose kann nur jene Informationen liefern, welche auch abgefragt werden und sie
beschreibt damit einen Ist-Zustand. Im Gegensatz dazu wird bei der Forderung versucht,
unter Zuhilfenahme entsprechender Forderinhalte und Aufgabenstellungen einen bestimm-
ten Soll-Zustand zu erreichen. Im Zentrum der Uberlegungen — sowohl bei der Diagnose,
als auch bei der Forderung — soll eine bestimmte mathematische Kompetenz stehen.

1.5.2 Fachlicher Inhalt als Ausgangspunkt

Nachdem es sehr viele unterschiedliche Diagnose- und Férderméglichkeiten gibt, kdnnen
solche nur dann sinnvoll funktionieren, wenn der zu untersuchende bzw. fordernde Bereich
sehr genau definiert ist. Daher soll der Blick nicht auf ein gesamtes Themengebiet gelegt
werden, sondern es sollen einzelne Lernziele und Inhalte im Fokus stehen. Je genauer die
zu untersuchende Kompetenz bzw. Vorstellung abgesteckt ist, desto konkreter kann die-
se auch iberprift werden. Welches Diagnoseinstrument dabei dann in Frage kommt, ist
ein ganz entscheidender Punkt. Diagnosen werden grundsatzlich nach ihren Zeitpunkten
in Lernausgangslagen-, Lernprozess-, und Lernergebnisdiagnosen eingeteilt. In Abbildung 2
sind entscheidende Planungsfragen fiir gezielte Diagnosen und Foérderungen nach den jewei-
ligen Planungsphasen aufgelistet. Dabei werden in dieser Tabelle sowohl Fragen mit Blick auf
die Klasse, als auch solche zu moglichen Schwierigkeiten und mathematischen Potentialen
skizziert. Bei der im Zuge dieser Arbeit durchgefiihrten Diagnose ist man wohl am ehesten
in der Phase der Lernausgangsdiagnose. Die Untersuchung soll der Frage nachgehen, wel-
che Grundvorstellungen zu den Grundrechnungsarten beim Ubergang von der Primar- in die
Sekundarstufe bereits etabliert sind. Die Schiilerinnen und Schiiler haben in der Primarstufe
bereits Vorstellungen dazu aufgebaut, welche jedoch vor allem zu Beginn der Sekundarstufe
erweitert, gefestigt, beziehungsweise neu gebildet werden. Auf Basis dieser Ergebnisse kann
man dann mogliche Forderkonzepte entwickeln und im Zuge von Lernprozessdiagnosen ge-
zielt steuern und evaluieren.

Um zu iberprifen, ob ein abgeschlossener Lernprozess tatsachlich das gewiinschte Ziel er-
reicht hat, kommen Lernergebnisdiagnosen zum Einsatz. Wie in Abbildung 2 zu sehen ist,
stehen hier ganzlich andere Fragen im Fokus, wodurch sich auch die Diagnoseinstrumen-
te unterscheiden. Klassische Beispiele fiir Lernergebnisdiagnosen sind Hausiibungen oder
Schularbeiten, bei welchen das Wissen (iber gelernte Inhalte zu einem bestimmten Moment
uberprift wird.



Planungsschritt Mit Blick auf die Klasse Mit Blick auf spezifische Schwierigkeiten und Po-
tentiale von Lernenden

Spezifizierung der | e Uber welche inhalts- und prozessbezogenen Bzgl. Schwierigkeiten:
Inhalte von Forde- Kompetenzen sollen welche Lernenden verfii- | o Welche Verstehensgrundlagen sind fiir das
rung und Diagnose gen? Thema relevant?
* Welche inhaltlichen Vorstellungen sollen auf- | e Welches Lernangebot fiir zieldifferent unter-
gebaut, welche Darstellungen eingefiihrt wer- richtete Lernende ist thematisch passend?
den?

Bzgl. mathematischen Potentialen:

e Welche anspruchsvollen kognitiven Aktivitdten
konnen im selben Thema geplant werden?

o Welche Moglichkeiten zur Vernetzung, Vertie-
fung und Erweiterung bieten sich?

e Welche Begriffe, Vorgehensweisen und Ver-
fahren sollen die Lernenden erarbeiten?

o Welche typischen Schwierigkeiten werden vo-
raussichtlich auftauchen, die beriicksichtigt
werden miissen?

(evtl. nicht alle Fragen fiir jedes Thema relevant)

Lernausgangs- e Uber welche inhalts- und prozessbezogenen Bzgl. Schwierigkeiten:
lagendiagnose Kompetenzen verfiigen welche Lernende be- | e Welche Verstehensgrundlagen miissen im Vor-
reits? feld ausgleichend gefordert werden?
e Welche intuitiven Vorerfahrungen zu inhaltli- | & Wie lisst sich fiir zieldifferent Unterrichtete
chen Vorstellungen, Begriffen, Vorgehenswei- thematisch anschlieBen?
senqund Verfahren lassen sich bei wem aktivie- Bzgl. mathematischen Potentialen:
ren?

e Welche themeniibergreifenden und spezifischen
Potenziale zeigen sich bei wem, und wie kon-
nen Freirdume dafiir geschaffen werden?

Durchfilhrung der |« Welche inhalts- und prozessbezogenen Kompe-| Bzgl. Schwierigkeiten:

Forderung / des tenzen zeigen die Lemenden? ® Wie konnen Verstehensprozesse durch weitere
Unterrichts » Welche Vorstellungen, Vorgehensweisen, Materialien und Angebote unterstiitzt werden?
und begleitende Ideen, Schwierigkeiten zeigen sich in der Welche Aktivititen kénnen in den Unterricht
Lernprozessdiag- Klasse? Wie konnen diese fiir alle nutzbar ge- integrierend angeboten werden?

nose macht werden? e Welche (Fehl-)Vorstellungen miissen genauer

diagnostiziert werden?

Bzgl. mathematischen Potentialen:

e Welche themeniibergreifenden und spezifischen
Potenziale zeigen sich im Prozess, und wie las-
sen sie sich stiarken?

* Welche anspruchsvollen kognitiven Aktivitdten
(z.B. problemldsende oder vernetzende) lassen
sich weiter stirken?

Lernergebnisdiag- ¢ Welche inhaltlichen Vorstellungen, Begriffe, Bzgl. Schwierigkeiten:

nose Vorgehensweisen und Verfahren haben welche o Welche Verstehensgrundlagen konnten aufge-
Lernenden bis zu welchem Grad entwickelt? baut werden? Welche FordermaBnahmen sollten

und Reflexion der ® Inwieweit wurden die (unterschiedlichen) Zicle sich anschlieBen?

Férderung erreicht? Bzgl. mathematischen Potentialen:

e Welche Schwierigkeiten und Fehler miissen
noch tiberwunden werden? den gezogen?

* Inwieweit W_ultde“ die L_ernend_en gefordert? e Wie konnen die Aktivititen wertgeschitzt wer-
Welche Aktivitdten erwiesen sich als besonders den?
produktiv? ’

* Welche Querverbindungen/Vernetzungen wur-

Abbildung 2: Wichtige Planungsfragen fiir Forderung und Diagnose in unterschiedlichen
Phasen (Abshagen et al., 2017, S. 168)

Der Zeitpunkt alleine ist aber noch nicht ausschlaggebend fiir das Format und die Qualitat
der Diagnose. Diese zeichnet sich durch folgende Qualitatskriterien aus (Abshagen et al.,
2017, S. 177):



1. Diagnostische Expertise: Welche Diagnoseinstrumente sollten fiir welchen Zweck
eingesetzt werden, welche Aussagen sind im Rahmen des Instruments moglich und
wie werden passende Urteile gebildet?

2. Fachdidaktische Deutungsfahigkeit: Welche Vorgehensweisen und Vorstellungen
von Lernenden zeigen sich bei der Bearbeitung von Aufgaben?

Um diese Fragen im Kontext dieser Arbeit beantworten zu kénnen, wird im folgenden Kapitel
erlautert, auf welche Art und Weise Grundvorstellungen lberpriift werden kénnen.

1.5.3 Uberpriifen von Grundvorstellungen

Bei der Analyse von Grundvorstellungen sind grundsatzlich zwei unterschiedliche Aspekte zu
beachten. Zum ersten der normative Aspekt, welcher im Kontext der Analyse zunachst
sozusagen einen bestimmten , Rahmen” vorgibt. Hierbei wird der Frage nachgegangen,
welche Grundvorstellungen zum Lésen einer Aufgabe notwendig sind. Folglich kénnen un-
ter diesem Gesichtspunkt Diagnoseaufgaben erstellt werden, die auch die entsprechenden
Grundvorstellungen (iberpriifen. Der deskriptive Aspekt einer Analyse beinhaltet das Un-
tersuchen konkreter Aufgabenlosungen der Schiilerinnen und Schiiler. Dabei wird tberpriift,
welche Grundvorstellungen (oder Fehlvorstellungen) tatsachlich anhand der Lésungen nach-
gewiesen werden kénnen (Kleine, 2007, vgl S. 183f). Somit sind bei der Uberpriifung von
Grundvorstellungen diese beiden Aspekte zu beriicksichtigen. Durch eine Gegeniiberstel-
lung normativer und deskriptiver Analysen, also durch einen Vergleich der zu erwarteten
und der tatsachlichen Losung, konnen Riickschliisse auf die Vorstellungen der Schiilerinnen
und Schiiler gemacht werden (Blum & Hofe, 2003, vgl S. 14).

Damit ist jedoch noch nicht geklart, wie entsprechende Diagnosen konkret aussehen kénnen.
Zur Uberpriifung individueller Vorstellungen konnen sowohl Verschriftlichungen analysiert,
als auch Interviewstudien durchgefiihrt werden (Kleine, 2007, vgl S. 184). Je nachdem,
welches Ziel bei der Uberpriifung verfolgt wird, ergeben sich jeweils Vor- und Nachteile der
angefiihrten Methoden. Interviews haben den Vorteil, dass durch das Gesprach mit den Pro-
banden naher ins Detail gegangen und im Zweifel noch einmal nachgefragt werden kann.
Mochte man jedoch eine groBere Stichprobe untersuchen, ergibt sich schnell ein enormer
organisatorischer und zeitlicher Aufwand. In einem solchen Fall ist eine schriftliche Unter-
suchung vorzuziehen. Grundsatzlich ist jedoch zu beachten: Je informativer und offener die
Diagnoseaufgaben gestellt sind, desto genauere Schliisse konnen Lehrkrafte ziehen — unab-
hangig von dem Setting (Abshagen et al., 2017, vgl S. 178).

Welche Diagnoseaufgaben sich zur Uberpriifung inhaltlicher Vorstellungen eignen, ist in Ab-
bildung 3 zu sehen. Diese Aufgaben zielen darauf ab, moglichst viele Informationen tiber den
Gedankenprozess des Lernenden zu erhalten. An dieser Stelle werden nun einige Beispiele
fir solche ,informative Aufgaben® angefiihrt.

Sachsituationen finden:
Bei dieser Art der Diagnoseaufgaben wird danach gefragt, welche ,,Rechengeschichte” sich



Wichtige Aufgabenformate zur Diagnose inhaltlicher Vorstellungen

Was diagnostizieren? Mit welchem Aufgabentyp?

Vorstellungen nutzen — Gegeben ist eine Sachsituation — wie mathemati-
konnen zur sieren?

Mathematisierung — Typische falsche Mathematisierung — was hat sich

das Kind wohl dabei gedacht, wieso ist das falsch?

Vorstellungen nutzen — Gegeben ist ein mathematisches Objekt

kénnen zur (z. B. Gleichung, ...): Finde Sachsituation dazu!
Veranschaulichung und — Gegeben mathematisches Objekt, male ein Bild
Interpretation dazu, das das Phanomen erklart (z. B. Male Recht-

eckbild um zu zeigen, dass zwei Briiche gleich-
wertig sind.)

— Welche Mathematisierung (z. B. Term, Begriff, ...)
passt zu welcher Sachsituation?

Abbildung 3: Wichtige Aufgabenformate zur Diagnose inhaltlicher Vorstellungen
(HuBmann et al., 2007, S. 5)

hinter einer Rechnung verbergen konnte. Den Schiilerinnen und Schiilern muss dabei der
Transfer von dem gegebenen mathematischen Objekt hin zu einer passenden Sachsitua-
tion gelingen. ,Mit diesem offeneren Aufgabenformat erfahrt die Lehrkraft nicht nur, ob
die Lernenden iiber bestimmte Grundvorstellungen verfiigen, sondern Genaueres iiber die
individuellen Vorstellungen der Lernenden, auch wenn sie den mathematischen Grundvor-
stellungen nicht entsprechen” (HuBmann et al., 2007, S. 5).

Falsche Mathematisierungen erkennen:

Bei diesen Aufgabestellungen sind (bewusst falsche) Beispielldsungen zu einer mathemati-
schen Frage gegeben, und die Aufgabe der Lernenden ist, die Fehler zu erkennen und zu
beschreiben, warum es sich dabei um solche handelt.

Aufgaben visualisieren:

Auch Skizzen und Zeichnungen zu mathematischen Problemstellungen kénnen Aufschliisse
dariiber geben, ob der entsprechende Inhalt verstanden wurde. Dabei ist es durchaus er-
winscht, dass die Lernenden kreativ werden und ein gegebenes Problem in einer Zeichnung
darstellen.

Zuordnungsaufgaben:

Die Aufgabe der Schiilerinnen und Schiiler bei diesen Diagnoseaufgaben ist es, gegebene
Mathematisierungen (Bergiffe, Terme, ...) entsprechenden Bildern oder Texten zuzuordnen.
Fir zusatzliche Informationen empfielt es sich, hier auch nach dem ,warum® zu fragen.



Es gibt freilich noch etliche weitere Moglichkeiten Fragestellungen so aufzubauen, dass mog-
lichst viele Informationen Uber die Vorstellungen der Lernenden ermittelt werden kdnnen.
Hierbei ist der zu lberprifende Inhalt ausschlaggebend, denn nicht alle Aufgabenformate
eignen sich fir alle mathematischen Inhalte gleichermaBen. Bevor in dieser Arbeit also die
gewahlten Diagnoseinstrumente und Aufgabenstellungen beschrieben und erlautert werden,
braucht es einen genauen Blick auf die zu untersuchenden Grundvorstellungen.

1.6 Grundvorstellungen zu den Grundrechnungsarten

Bei naherer Betrachtung der Grundrechnungsarten kann festgestellt werden, dass trotz
der vermeintlich ,,einfachen” Rechnungen, sehr viele unterschiedliche Vorstellungen bedient
werden. Es wird zunachst jene Rechenart durchleuchtet, welche von Kindern in der Regel
zuerst gelernt wird — die Addition.

1.6.1 Grundvorstellungen zur Addition

Dass es zu einer Aufgabe wie beispielsweise 3 + 5 = 8 viele unterschiedliche Vorstellun-
gen gibt, wiirde man zunachst moglicherweise gar nicht vermuten, da das reine Losen der
Rechenaufgabe sehr einfach ist. Diese Vorstellungen werden allerdings deutlich, wenn man
die Aufgabe in unterschiedlichen Kontexten betrachtet. In den folgenden Beispielen wird
bewusst auf einen einheitliche Aufbau geachtet und in Kauf genommen, dass es sich dabei
in den meisten Fallen um so genannte ,eingekleidete Aufgaben” handelt, die Situationen
beziehungsweise Vorgange betreffen, welche in der Regel in der Realitdt wohl kaum so
stattfinden wiirden.

1. Emilia hat 3 Weinbeeren, Thomas hat 5 Weinbeeren. Wie viele Weinbeeren haben
sie gemeinsam?

2. Emilia hat 3 Weinbeeren. Sie bekommt 5 Weinbeeren dazu. Wie viele Weinbeeren
hat Emilia jetzt?

3. Emilia bekommt zu ihren Weinbeeren zunachst 3 dazu und dann noch 5. Wie viele
Weinbeeren hat sie insgesamt dazubekommen?

All diese Beispiele werden mathematisch mit Hilfe der Additionsgleichung 3+ 5 = 8 gelost.
Allerdings werden in diesen Beispielen auch unterschiedliche Vorstellungen zu der Addition
aufgezeigt (Humenberger, 2018, vgl S. 5):

Vereinigen: In Beispiel 1 wird die Addition als Vereinigung zweier GroBen verstanden. Da-
bei handelt es sich um eine statische Struktur, da mit den Weinbeeren in dem Beispiel nicht
aktiv etwas gemacht wird. Zwei Zustande werden hier zu einem Gesamtzustand zusammen-
gefasst: Zustand 4 Zustand = Zustand. Bildlich kann man das wie in Abbildung 4 darstellen.



Abbildung 4: Bildhafte Darstellung der Vereinigungsvorstellung.

Hinzufiigen: In Beispiel 2 wird ein bestehender Zustand verandert und das Ergebnis ist
ein neuer Zustand. Im Gegensatz zur Vereinigung spricht man hier von einer dynamischen
Struktur. Diese Hinzufiige-Vorstellung kann gut auf einem Zahlenstrahl dargestellt werden,

wie in Abbildung 5 zu sehen ist.

+5

Abbildung 5: Bildhafte Darstellung der Hinzufiige-Vorstellung.

Der Zustand ,,3 “ wird verandert, wobei die Veranderung als Pfeil dargestellt ist. Am Ende
ergibt sich wieder ein Zustand.

Verandern: Aufgabe 3 ist ein Beispiel fiir die Veranderungsvorstellung der Addition. Auch
hier handelt es sich um eine dynamische Struktur. Zwei Veranderungen werden hier zu einer
Gesamtanderung zusammengefasst. Fiir diese Vorstellung ist ebenfalls eine bildhafte Dar-
stellung sinnvoll, allerdings ausschlieBlich mit Hilfe von Pfeilen, wie in Abbildung 6 deutlich

wird.
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+3 +5

+8

Abbildung 6: Bildhafte Darstellung der Veranderungsvorstellung.

Damit Kinder eine tragfahige, breite Operationsvorstellung der Addition erwerben, miissen
konkrete Aufgaben zu den oben genannten Grundvorstellungen als Addition gedeutet werden
konnen. AuBerdem muss auch umgekehrt einer symbolisch dargestellte Additionsaufgabe die
entsprechende konkrete Aufgabe zugeordnet werden konnen (Padberg & Benz, 2011, vgl.
S. 95).

Es gibt also, wie man sieht, nicht die Grundvorstellung zur Addition, sondern vielmehr
eine Sammlung von Vorstellungen, welche zusammen ein Verstandnis der Rechenoperati-
on hervorrufen konnen. Wie in Abbildung 1 des Kapitels 1.2 dargestellt, miissen von der
Lehrperson jene Sachsituationen thematisiert werden, welche oben genannte Grundvorstel-
lungen der Addition bedienen, um gewahrleisten zu kénnen, dass von den Schiilerinnen und
Schilern die Operation tatsachlich verstanden wird. Sonst kann es passieren, dass ein +
ausschlieBlich als Symbol gedeutet wird, welches einen bestimmten Algorithmus bedient.
Selbstverstandlich gilt dies nicht nur fiir die Addition, sondern auch fiir die ibrigen drei
Grundrechnungsarten.

1.6.2 Grundvorstellungen zur Subtraktion

Betrachtet wird nun die Umkehroperation der Addition, welche in der Regel zeitnah zur
Addition erarbeitet wird. Auch hier werden konkrete Beispiele angefiihrt, welche mit Hilfe
der Subtraktionsgleichung 8 — 5 = 3 gelost werden konnen:

1. Emilia hat 8 Spielkarten und gibt ihrem Freund Thomas 5 davon. Wie viele Spielkarten
bleiben ihr (ibrig?

2. Emilia hat 5 Spielkarten. Von ihrem Freund Thomas bekommt sie einige Spielkarten
und hat danach 8 Stiick. Wie viele Spielkarten hat sie von Thomas bekommen?

3. Emilia hat 8 Spielkarten. Ihr Freund Thomas hat 5 Spielkarten. Wie viele Spielkarten
hat ihr Freund weniger?

4. Emilia hat 8 Spielkarten und gibt ihrem Freund Thomas einige davon. Danach hat
sie noch 3 Spielkarten. Wie viele Spielkarten hat Emilia ihrem Freund gegeben?
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5. Emilia hat insgesamt 8 Spielkarten, davon sind 5 rote und einige schwarz. Wie viele
schwarze Spielkarten hat sie?

6. Emilia hat einige Spielkarten, von welchen sie 5 ihrem Freund Thomas gibt. Danach
hat sie noch 3 Spielkarten tibrig. Wie viele Spielkarten hatte Emilia urspriinglich?

In diesen sechs Beispielen sind die vier gangigen Grundvorstellungen der Subtraktion er-
sichtlich. Ahnlich wie bei der Addition kann auch hier zwischen dynamischen (Beispiel 1,
2, 4, 6) und statischen (Beispiel 3, 5) Strukturen unterschieden werden (Padberg & Benz,
2011, vgl. S. 115).

Abziehen, Wegnehmen, Zuriickzahlen: Aufgabe 1 ist ein typisches Beispiel fiir diese
Grundvorstellung. Wenn man 8 um 5 verkleinert, so ergibt sich 3. Dieser Zusammenhang
kann gut auf einem Zahlenstrahl dargestellt werden, wie in Abbildung 7 zu sehen ist.

Abbildung 7: Bildhafte Darstellung des Abziehens auf dem Zahlenstrahl.

Padberg & Benz (2011) sehen diese Grundvorstellung des Abziehens auch in den Beispielen
4 und 6. Allerdings wird bei genauerer Betrachtung der weiteren drei Vorstellungen deutlich,
dass hier eine eindeutige Zuordnung schwer fallt.

Erganzen: Die Vorstellung des Erganzens wird in Beispiel 2 deutlich. Wie viel muss man
zu 5 erganzen, um 8 zu erhalten. Es ist somit die Antwort auf folgende Frage: 5+7 = 8

Vergleichen, Unterschied bestimmen: Bei dem Beispiel 3 wird ein Vergleich angestellt.
Um wie viel unterscheiden sich 8 und 57 Dieser Zusammenhang kann wiederum gut auf

einem Zahlenstrahl dargestellt werden, wie in Abbildung 8 zu sehen ist.

Die Vorstellung des Erganzens ist sehr dhnlich, wie die des Vergleichens. Daher kann diese
auch mit Hilfe derselben Darstellung sichtbar gemacht werden.
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Abbildung 8: Bildhafte Darstellung des Vergleichens bzw. Erganzens auf dem Zahlenstrahl.

Bei dem Beispiel 4 kann neben der Abzieh-Vorstellung auch ein Vergleich angestellt wer-
den. Um wie viel unterscheidet sich 8 von 37 Die Abbildung ware dann allerdings eine andere.

Vereinigen, Teil-Ganzes Vorstellung: Diese Grundvorstellung wird in Beispiel 5 bedient.
Hier wird die Ausgangsmenge in zwei Teilmengen zerlegt: die schwarzen Spielkarten und
die roten Spielkarten. Diese beiden Teilmengen ergénzen einander zu der Ausgangsmenge.
Somit ist diese Vorstellung sehr dhnlich wie die Erganzungsvorstellung.

Bei Beispiel 6 wird zwar die Vorstellung des Abziehens geweckt, allerdings wird zur Losung
dieses Problems die Umkehroperation benétigt. Nachdem der Minuend gesucht ist, lautet
die gesuchte Rechnung folgendermaBen: 7 — 5 = 3.

Anhand dieser Beispiele wird der enge Zusammenhang zwischen Addition und Subtraktion
sichtbar. Vor allem bei den Vorstellungen des Erganzens, des Vergleichens aber auch des
Vereinigens kann sowohl subtrahiert, als auch addiert werden.

Wann bei gegebenen Subtraktionen eher eine Abzieh-Vorstellung oder eine Unterschied/
Erganzungs-Vorstellung sinnvoll ist, hangt stark von den gegebenen Zahlen ab:

100 — 2 =98
Hier wird man eher an das Abziehen denken.

100 — 98 =2

Bei dieser Subtraktion fragt man eher nach dem Unterschied zwischen 100 und 98.
Fir Schilerinnen und Schiiler ist diese Differenzierung im Volksschulalter oftmals gar nicht
leicht (Humenberger, 2018, vgl. S. 5).
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1.6.3 Grundvorstellungen zur Multiplikation

Die Grundvorstellungen zu der Multiplikation kdnnen ebenfalls anhand von passenden Bei-
spielen sichtbar gemacht werden. Die zugehorige Multiplikation, welche fiir alle Aufgaben
zutrifft, lautet 3 -5 = 15:

1. Hannah mochte ihren Biicherschrank neu ordnen. Daher nimmt sie zunachst 5 Biicher
heraus und legt diese auf den Tisch. AnschlieBend nimmt sie weitere 5 Biicher aus
dem Regal und legt diese ebenfalls auf den Tisch. Das macht sie auch ein weiteres
Mal und legt diese 5 Biicher ebenfalls auf die Tischplatte. Wie viele Biicher liegen
nun auf dem Tisch?

2. Simone hat bei einem Brettspiel folgenden Wurf erzielt. Wie viele Felder darf sie
vorriicken?

3. Simon hat in seinem Kleiderschrank 3 Jeans und 5 dazu passende T-Shirts. Wie viele
unterschiedliche Outfits (Kleidungskombinationen) sind damit moglich?

Grundsatzlich gibt es drei grundlegende Vorstellungen zu der Multiplikation, welche im Fol-
genden erklart werden. AnschlieBend werden erganzende Vorstellungen aufgezeigt und kurz
beschrieben (Padberg & Benz, 2011, vgl. S. 128-133).

Zeitlich-sukzessive Handlungen: Ein typisches Beispiel fiir diese Vorstellung ist die Auf-
gabe 1. Die gleiche Handlung wird dabei mehrmals hintereinander wiederholt, die Gesamt-
menge entsteht somit zeitlich-sukzessive. Durch diese Art der Darstellung wird der Zusam-
menhang zwischen der wiederholten Addition und der Multiplikation deutlich: 54545 = 3.5.
Es handelt sich hierbei um einen dynamischen Prozess, da bei dieser Grundvorstellung die
Handlung aktiv wiederholt wird. Eine mogliche Darstellung am Zahlenstrahl ist in Abbildung
9 zu sehen.

Raumlich-simultane Anordnungen: Im Gegensatz zu der zeitlich-sukzessiven Handlung
ist in so einem Fall die eigentliche Handlung bereits abgeschlossen. Ein Beispiel hierfiir ist
die Aufgabe 2. Die drei Wiirfel liegen bereits am Tisch und es ist dabei nicht wichtig, wie es
zu diesem Wurf gekommen ist (statische Struktur). Die Darstellung einer solchen Situation
ist in der Regel einfach und damit leicht liberschaubar. Auch bei dieser Anordnung wird der
Zusammenhang zwischen wiederholter Addition und Multiplikation deutlich.
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Abbildung 9: Bildhafte Darstellung einer zeitlich-sukzessiven Handlung auf dem
Zahlenstrahl.

Es besteht ein sehr enger Zusammenhang zwischen diesen beiden Vorstellungen. Denn das
Ergebnis jeder zeitlich-sukzessiven Handlung endet in einer raumlich-simultanen Anordnung.
Umgekehrt kann eine raumlich-simultane Anordnung vorher zeitlich-sukzessive entstanden
sein. ,Wahrend fiir die Lehrkraft die Unterscheidung dieser beiden Aspekte hilfreich sein
kann, miissen die Kinder diese Aspekte weder unterscheiden noch gar benennen kdnnen.
Entscheidend ist, dass sie entsprechende Sachsituationen als Multiplikationssituationen
erkennen” (Padberg & Benz, 2011, S. 130).

Wie bereits erwahnt kann sowohl bei zeitlich-sukzessiven Handlungen als auch bei raum-
lich-simultanen Anordnungen die Multiplikation 3 -5 als wiederholte Addition gleicher Sum-
manden verstanden werden, namlich 5+ 5+ 5. Dabei werden die unterschiedlichen Bedeu-
tungen beider Faktoren ersichtlich. 3 ist dabei der Multiplikator und 5 der Multiplikand.
Der Multiplikator gibt an, wie oft eine Zahl vervielfacht wird, wahrend der Multiplikand die
zu vervielfaltigende Zahl repréasentiert. Bei Sachsituationen ist diese Rollenverteilung der
Faktoren bereits durch den Kontext determiniert. Rein formal (in Hinblick auf die Notati-
on) kann der Multiplikator jedoch sowohl an erster, als auch an zweiter Stelle stehen. In
Deutschland wird dieser in neueren Schulbiichern tblicherweise an die erste Stelle gestellt,
da es bei der Betrachtung konkreter Situationen und Handlungen naherliegend erscheint. In
Schulbiichern aus Osterreich steht allerdings oftmals der Multiplikand an erster Stelle (siehe
Kapitel 1.7.1). Bei dem Normalverfahren der schriftlichen Multiplikation wird der Multipli-
kator fir gewohnlich als zweiter Faktor angeschrieben (Hasemann & Gasteiger, 2020, vgl.
S. 153). Unabhéangig davon, welche formale Schreibweise schlussendlich gewahlt wird, ist
jedoch das Wissen um die unterschiedlichen Funktionen der beiden Faktoren bei der Mul-
tiplikation entscheidend.

Besonders gut erkennbar ist die Rollenverteilung der Faktoren bei Aufgaben im geometri-
schen Kontext. So ist bei der Multiplikation 3 - 5m = 15m allein durch die Position der
Einheiten die Funktion der beiden Faktoren ersichtlich. Der kontextuelle (und auch formale)
Unterschied zu der Aufgabe 3m - 5 = 15m beziehungsweise 5 - 3m = 15m und die ent-
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sprechenden Funktionen des Multiplikators und des Multiplikanden kénnen durch passende
Skizzen gut verstandlich dargebracht werden, wie in Abbildung 10 zu sehen ist.

3m 3Im 3m 3m 3m

Abbildung 10: Bildhafte Darstellung der beiden Multiplikationen 3 -5m = 15 m(oben) und
5-3m = 15m(unten).

Kombinatorischer Kontext: Eine ganzlich andere Vorstellung der Multiplikation wird in
Beispiel 3 ermoglicht. Hierbei sind alle moglichen Kombinationen aus zwei unterschiedlichen
Mengen gesucht. Zu jeder der drei Hosen konnen jeweils fiinf unterschiedliche T-Shirts
getragen werden. Dementsprechend fiihrt auch diese Aufgabenstellung zu der Multiplikation
3 -5 =15. Um diesen Zusammenhang zu verstehen, ist es sinnvoll die gegebene Situation
grafisch darzustellen. Eine Aufgabenstellung aus der Kombinatorik lasst sich in der Regel
gut mit Hilfe eines Baumdiagramms darstellen, welches in Abbildung 11 zu sehen ist.
Hintergrund dieses Zugangswegs zur Multiplikation ist das Kreuzprodukt A x B der zwei
Mengen A und B. Bei einer solchen Aufgabenstellung ist die Kardinalzahl (Zahl der Ele-
mente) |A x B| dieser Menge gesucht, welche mit Hilfe des Produkts der Kardinalzahlen
der Mengen A und B ermittelt wird.

Wie bereits erwahnt, gibt es neben diesen Vorstellungen der Multiplikation noch einige wei-
tere multiplikative Kontexte (Padberg & Benz, 2011, vgl. S. 132f). Hier wird jeweils ein
Beispiel zur Verdeutlichung angefiihrt.

Multiplikativer Vergleich: Lorenz hat 5€ in seiner Spardose. Seine Schwester hat bereits
3mal soviel Geld gespart. Wie viel Geld hat seine Schwester?

Multiplikatives Andern: Bei einem Gliicksspiel ist der mogliche Gewinn der dreifache Ein-
satz. Wie hoch ware der mogliche Gewinn bei einem Einsatz von 5€7

Proportionalitat: Aus einem Wasserschlauch laufen in einer Minute 5 Liter Wasser in einen
Kiibel. Wie viele Liter sind nach 3 Minuten in dem Kiibel?
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Abbildung 11: Baumdiagramm zur Darstellung eines kombinatorischen Zusammenhangs.

Formelhafte Multiplikation von GroBen: Wie groB ist der Flacheninhalt eines rechte-
ckigen Grundstiicks, welches 5 Meter lang und 3 Meter breit ist?

1.6.4 Grundvorstellungen zur Division

Im Folgenden werden schlieBlich die Grundvorstellungen zu der Division naher betrachtet.
Auch hier werden zunachst entsprechende Beispiele vorgestellt und anschlieBend analysiert.
Die Rechnung zu diesen Aufgaben lautet jeweils 35 : 7 = 5.

1. Lisa mochte 35 Spielkarten gerecht auf 7 Personen verteilen. Wie viele Karten be-
kommt jede Person?

2. 35 Kinder sollen Gruppen zu je 7 Kindern bilden. Wie viele Gruppen entstehen so?

Bei der Division gibt es grundsatzlich zwei vorherrschende Vorstellungen, das Teilen (Ver-
teilen) und das Messen (Aufteilen).

Teilen: Ein typisches Beispiel fiir diese Vorstellung ist Aufgabe 1. Eine bestimmte Menge (in
diesem Fall Karten) soll gerecht oder gleichmaBig auf eine bestimmte Anzahl an Personen
verteilt werden. Gesucht ist dabei die Anzahl an Karten, welche jede Person erhilt. ,Das
Verteilen lasst sich mathematisch exakter als eine Tatigkeit beschreiben, die zur Zerlegung
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einer Menge M in gleichmachtige, paarweise elementfremde Teilmengen fiihrt" (Padberg
& Benz, 2011, S. 155). Gegeben ist hierbei die Anzahl der Elemente von M sowie die
Anzahl an Teilmengen. Gesucht wird die Anzahl der Elemente jeder Teilmenge. Ahnlich
wie bei der Multiplikation kann auch hier zwischen zeitlich-sukzessiven (Aufgabe 1) oder
raumlich-simultanen (Karten sind bereits ausgeteilt und liegen vor den Personen) Kontexten
unterschieden werden.

Messen: Aufgabe 2 wird zwar mit derselben Rechnung 35 : 7 = 5 gelost, die Vorstellung
hierzu ist jedoch eine véllig andere. In diesem Fall wird eine bestimmte Menge (Kinder)
restlos in Teilmengen zu je 7 Elementen aufgeteilt. Gesucht ist dabei die Anzahl an Teil-
mengen. Analog zu der Vorstellung des Teilens kann auch hier zwischen zeitlich-sukzessiven
und raumlich-simultanen Kontexten unterschieden werden.

Dass sowohl das Teilen als auch das Messen mit derselben Schreibweise a : b = ¢ ange-
schrieben wird, ist nach genauerer Uberlegung mit Sicherheit nicht selbstverstindlich, denn
die Vorstellungen zu diesen beiden Operationen sind ganzlich unterschiedlich. Daher wur-
den hierbei friher auch unterschiedliche Zeichen verwendet (Padberg & Benz, 2011, vgl.
S. 158).

Dad Jeidjen fitr die Divifion ijt beim Tetlen ein Kolon () und
heift ,dividbiert durd)”, alfo 12 : 3 = 4 witd gelefen: ,12 divibiert
purd) 3 gleidhy 4“; Deim Cnthaltenfein ijt e dad Wortchen ,in“;
3 in 12 = 4 >< witd gelefen: ,3 in 12 ijt 4 >< enthalten”.

Abbildung 12: Ausschnitt aus dem Buch ,Richtig Rechnen durch Selbst-Unterricht” aus
dem Jahr 1904.

Abbildung 12 zeigt einen Ausschnitt eines Mathematikbuchs aus dem Jahr 1904, welcher die
eben genannten unterschiedlichen Schreibweisen des Teilens beziehungsweise Messens (in
diesem Buch als , Enthaltensein® beschrieben) darlegt. Das Messen wird dabei mit dem Wort
»in" angeschrieben. Die eingangs angegebene Aufgabe wiirde man somit folgendermaBen
anschreiben:

71in 35 =5x

Diese Schreibweise ist zwar heutzutage nicht mehr (blich, ,in"-Satze findet man jedoch
auch heute noch in einigen Schulbiichern als zusatzliche Verstandnishilfe (siehe Kapitel
1.7.2). Bei einer derartigen Schreibweise wird die Vorstellung zu der Operation des Messens
sehr gut ersichtlich. Ein Losen tber die Umkehroperation (also der Multiplikation) ist dabei
intuitiv gegeben.

Dennoch gibt es natiirlich eine Berechtigung, beide Operationen (Messen und Teilen) auf
dieselbe Art und Weise anzuschreiben, da schlieBlich bei gegebenen Zahlen a und b stets
dasselbe Ergebnis ¢ resultiert (Padberg & Benz, 2011, vgl. S. 159). AuBerdem kdnnen
auch beide Operationen Umkehrungen (beziehungsweise Proben) zu der Multiplikation sein.
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Betrachtet man eine Multiplikation, bei welcher Multiplikand und Multiplikator eindeutig
zugeordnet sind, so kann die entsprechende Divisionsprobe sowohl ein Vorgang des Messens
als auch des Teilens sein, wie in Abbildung 13 zu sehen ist.

Multiplikation: 3m-4=12m.
Probe 1: 12m: 4 =3 m (Teilen): Produkt durch Multiplikator = Multiplikand
Probe 2:12m:3 m=4 (Messen): Produkt durch Multiplikand =Multiplikator

Abbildung 13: Die Probe fiir die Multiplikation in dem Buch ,Das ist Mathematik 1*
(Humenberger et al., 2016, S. 56)

Eine Division kann grundsatzlich auch als wiederholte Subtraktion des Divisors verstanden
werden — ahnlich der Vorstellung der wiederholten Addition bei der Multiplikation (siehe
Kapitel 1.6.3). 35 : 7 bedeutet dann: Wie oft kann man 7 von 35 abziehen, bis man Null
erhalt? Diese wiederholte Subtraktion steht mit der Vorstellung des Messens in einem engen
Zusammenhang. Denn jede Aufgabe, welche der Vorstellung des Messens zugrunde liegt,
kann auch Uber eine wiederholte Subtraktion gelost werden und umgekehrt (Padberg &
Benz, 2011, vgl. S. 156).

Abbildung 14: lkonische Darstellung des Messens bzw. der wiederholten Subtraktion.

Abbildung 14 kann sowohl als ikonische Fixierung des Messens (In wie viele Siebenergrup-
pen koénnen 35 Kinder aufgeteilt werden?) als auch des wiederholten Subtrahierens (Wie
viele Siebenergruppen konnen von 35 weggenommen werden, bis keine Kinder mehr iibrig
bleiben?) gedeutet werden. Selbst bei Divisionen mit Rest ist diese Vorstellung der wieder-
holten Subtraktion moglich: Betrachtet man beispielsweise die Division 37 : 7. Hier werden
so oft 7 Elemente von der Ausgangsmenge 37 abgezogen, bis schlieBlich 2 Elemente (ibrig
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bleiben. Stellt man fiir diese Aufgabe einen analogen Kontext her, so konnen auch diesmal
5 Gruppen zu je 7 Kindern gebildet werden, mit dem Unterschied, dass zwei Kinder (ib-
rig bleiben. Das Ergebnis der wiederholten Subtraktion deckt sich also auch hier mit dem
der Division mit Rest und steht in einem engen Zusammenhang mit der Vorstellung des
Messens.

Messen: Das Ergebnis gibt Antwort auf die Frage: ,Wie oft passt ein Teil hinein?*

(Dividend und Divisor sind GroRen, zB 24 16 =4)
Teilen: Das Ergebnis beantwortet die Frage: ,Wie grof ist ein Teil?".
(Dividend und Quotient sind Gro3en, zB 24 :8=3 )

Abbildung 15: Ausschnitt aus dem Schulbuch Das ist Mathematik 1 (Humenberger et al.,
2016, S. 54)

In dem Schulbuch Das ist Mathematik 1 wird den Schiilerinnen und Schiilern der Unter-
schied der beiden Vorstellungen zu der Division (Teilen und Messen) anhand zweier Beispiele
naher gebracht. Dabei werden auch mogliche Leitfragen formuliert, um den Unterschied bes-
ser zu erkennen. Abbildung 15 zeigt diese beiden Fragen zum Messen und Teilen. AuBerdem
ist hier zusatzlich noch beschrieben, wie die Einheiten bei der jeweiligen Operation gesetzt
werden mussen. Diese , Regeln” sollen eine zusatzliche Hilfestellung darstellen, um den Un-
terschied leichter zu erkennen. Dabei sei jedoch gesagt, dass ein ausschlieBliches Lernen
und Konnen dieser Regel nicht gleichbedeutend ist mit einer Verinnerlichung der beiden
Grundvorstellungen zu der Division.

Ahnlich wie bei der Multiplikation ist auch bei der Division eine Betrachtung geometrischer
Aufgabenstellungen zum besseren Verstandnis zielfiihrend. Gleichzeitig kann mit Hilfe der
Umkehraufgabe der Division — also der Multiplikation — ein Unterschied zwischen Messen
und Teilen verstandlich dargebracht werden, wie im Folgenden gezeigt wird. Zunachst wird
eine konkrete Aufgabenstellung betrachtet:

Wie viele 4 dm lange Stabe konnen aus einem 12 dm langen Holzstab geschnitten werden?

Diese Aufgabe kann mit Hilfe der Division 12dm : 4dm = ... gelost werden, es handelt
sich folglich um eine Aufgabe des Messens. Bei dieser Aufgabenstellung liegt es jedoch auch
nahe, mittels Multiplikation zu der Losung zu kommen. Wie oft muss ich 4 dm ,hinterein-
anderlegen”, bis ich 12 dm erhalte. Also:

...-4dm = 12dm

Unbekannt ist in diesem Fall somit der Multiplikator. Ist also bei der zu einer Divisions-
aufgabe gehorigen Umkehroperation der Multiplikator gesucht — also jener Faktor, welcher
angibt, wie oft etwas vervielfacht wird — handelt es sich um eine Aufgabe des Messens.
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Nun wird die dem Kontext entsprechende Aufgabe des Teilens betrachtet:

Ein 12 dm langer Holzstab wird in drei gleich lange Stabe zerschnitten. Wie lang sind diese
Stabe jeweils?

Die Division, mit welcher diese Aufgabe gelost werden kann, lautet 12dm : 3 = ....
Betrachtet man hier wieder den alternativen Losungsweg ber die Umkehroperation, ergibt
sich folgende Multiplikation:

3-...=12dm

In diesem Fall ist also der Multiplikand gesucht. Folglich ist alleine durch die unterschiedli-
chen Rollen der beiden Faktoren einer Multiplikation der Unterschied zwischen Messen und
Teilen gegeben. Ist man auf der Suche nach dem Multiplikanden, handelt es sich um eine
Aufgabe des Teilens und sucht man den Multiplikator, liegt eine Aufgabe des Messens vor.
Betrachtet man die beiden Aufgabenstellungen vor dem eben genannten Hintergrund, so
fallt auf, dass der Losungsweg (iber die Multiplikation bei der Aufgabe des Messens intuitiver
erscheint. Die Frage nach dem Multiplikanden ist speziell fiir Kinder sicherlich ungewéhnlich
und macht es ihnen gerade in der Phase des Erlernens der Division moglicherweise schwe-
rer, den Zusammenhang zwischen Division und Multiplikation zu erschlieBen (Hasemann &
Gasteiger, 2020, vgl. S. 154).

1.7 Multiplikation und Division in unterschiedlichen Schulbiichern
— ein genauerer Blick

Im Zuge der Recherchen, welche im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrt wurden, sind eini-
ge Erkenntnisse zu den derzeit aktuellen Schulbiichern gewonnen worden, von welchen die
wichtigsten in diesen Kapiteln erlautert sind. Speziell vor dem Hintergrund der Grundvor-
stellungen zu der Multiplikation beziehungsweise Division sind fiir beide Rechenoperationen
offene Fragen aufgetaucht.

1.7.1 Multiplikator oder Multiplikand — 1. oder 2. Faktor?

In Kapitel 1.6.3 wurde bereits kurz erwahnt, dass es grundsatzlich in Hinblick auf die Po-
sitionierung von Multiplikanden und Multiplikator keinen einheitlichen Konsens gibt. Auf
den ersten Blick scheint die Frage, ob der Multiplikator oder doch der Multiplikand an
erster Stelle steht, moglicherweise nicht sonderlich bedeutend zu sein. SchlieBlich ist durch
die Kommutativitat der Multiplikation das Vertauschen der Faktoren erlaubt, da sich am
Ergebnis nichts andert. Wahrscheinlich ist auch das mit ein Grund dafiir, dass die Fachbe-
griffe Multiplikand und Multiplikator immer haufiger aus den Schulbiichern verschwinden
und ausschlieBlich von den beiden Faktoren gesprochen wird (meistens 1. Faktor und 2.
Faktor). Geht es nur um das Berechnen des Ergebnisses einer Multiplikation, so ist es tat-
sachlich fiir die Losung irrelevant, welcher Faktor an erster Stelle steht und welcher an
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zweiter. Gerade beim Losen schriftlicher Multiplikationen mit mehrstelligen Faktoren ist
die willkiirliche Vertauschbarkeit dieser von groBem Vorteil, namlich dann, wenn einer der
Faktoren mehrere gleiche Ziffern, viele Einser oder viele Nuller beinhaltet und damit der
Multiplikationsalgorithmus ungleich leichter wird. So ist beispielsweise 2212 - 3495 mit dem
in unseren Breiten gangigen Algorithmus handisch mithsamer zu berechnen als 3495 - 2212.
Woflir soll es also gut sein, den Kindern die Fachbegriffe Multiplikator und Multiplikand zu
lehren, wenn spatestens nach Einfilhrung des Kommutativgesetzes geklart ist, dass es fiir
die Berechnung an sich eigentlich egal ist?

Betrachtet man die Multiplikation 3 - 5 = 15 ganzlich ohne Kontext, so kann a priori nicht
gesagt werden, ob nun 3 oder 5 der Multiplikator ist. Ich personlich habe zu Schulzeiten
gelernt, dass der Multiplikator an zweiter Stelle steht, folglich ware es in diesem Fall der
Fiinfer. Diese Vereinbarung, namlich dass der Multiplikator in der Regel immer an zwei-
ter Stelle steht, wurde damals im Rahmen des Unterrichts von der Lehrperson getroffen
und wurde auch so in den Schulbiichern gelehrt: Multiplikand mal Multiplikator ist gleich
Produkt. Der Multiplikator (oder 2. Faktor) gibt an, wie oft der Multiplikand (oder 1. Fak-
tor) vervielfaltigt wird. Heute findet man diese Fachbegriffe sehr selten in Osterreichischen
Schulbiichern (eines davon ist in Abbildung 16 zu sehen).

Ivan findet bei seinen Grofeltern ein Kartenspiel mit 52 Karten. Er méchte
wissen, ob noch alle Karten vorhanden sind. lvan stellt fest, dass es von

\r jedem Symbol 13 Karten gibt. Er rechnet: 13+ 13 +13 +13=

Ivans GroBmutter rechnet etwas schneller: 13-4 =

Die Addition gleicher Summanden wurde durch eine Multiplikation ersetzt

Bezeichnungen bei der Multiplikation

13 ’ 4 = 52
1. Faktor mal 2. Faktor gleich (Wert des) Produkt(es)

Hinweis Der 1. Faktor heifit auch Multiplikand. Das ist die Zahl, die vervielfacht wird. Der 2. Faktor
wird auch Multiplikator genannt. Der Multiplikator gibt an, wie oft die erste Zahl (Multiplikand) ver-
vielfacht wird. Bemerkung: multiplicare (lat.) ... vervielféltigen

Abbildung 16: Einfihrung des Multiplizierens natirlicher Zahlen in dem Schulbuch Das ist
Mathematik 1 (Humenberger et al., 2016, S. 49)

Ist also 5 in der oben angefiihrten Multiplikation der Multiplikator, so bedeutet das, dass
3-5 =3+3+3+3+3 ist. Umgekehrt ware nach dieser Vereinbarung 5-3 = 5+5+5. Dass
man bei diesen beiden Multiplikationen dasselbe Ergebnis erhalt, ist natirlich klar, der Weg
zum Ergebnis ist jedoch ein vollig anderer. In den meisten Osterreichischen Schulbiichern
der AHS bzw. Mittelschule (auf die Einfiihrung der Multiplikation in Volksschulbiichern
wird spater eingegangen) wird bei der Einfiihrung der Multiplikation diese eben beschrie-
bene ,Vereinbarung" die Positionen der Faktoren betreffend ibernommen, ohne jedoch
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die Begriffe Multiplikand und Multiplikator zu erwdhnen (siehe Abbildung 17 Mehrfach
Mathematik und Expedition Mathematik). Hier wird stattdessen vom 1. Faktor und 2.
Faktor gesprochen. Dass diese beiden Faktoren unterschiedliche Funktionen haben, wird
in den meisten Fallen dabei nicht explizit thematisiert. Anhand der angefiihrten Beispiele
und Ubungsaufgaben wird jedoch die Reihenfolge der Faktoren und damit die Position des
Multiplikators indirekt vorgegeben.

Mehrfach Mathematik 1 Plus! Mathematik fiir die Sekundarstufe
Die Multiplikation.
6+6+6+6+6+6+6=6-7=42 @
~Mal Fachbegriffe
Malrechnen
- Multiplikation ...

Faktor, mal Faktor, ist gleich Produkt
. 21510 Malrechnung

multiplizieren ...

Expedition Mathematik 1 malrechnen
Multiplikation Produkt ...
Fortgesetztes Addieren gleicher Zahlen Ergebnis der
nennt man Multiplizieren. Multiplikation
6+6+6+6=24 Faktor
Zahl, die multipliziert wird
Produkt Faktor - Faktor = Produkt
6 - 4 = 24 8 . 9 = 72

1. Faktor 2. Faktor Wertdes Produkts

Abbildung 17: Einflihrung der Multiplikation in drei osterreichischen Schulbiichern der 5.
Schulstufe: Mehrfach Mathematik 1 (Krempl et al., 2018, S. 36), Expedition Mathematik
1 (Kraker et al., 2018, S. 76), Plus!1 (Wohlhart & Scharnreitner, 2018, S. 12)

Betrachtet man die Einfihrung (bzw. Wiederholung) der Multiplikation im Schulbuch Plus!
1 in Abbildung 17, so fallt auf, dass hier nicht zwischen 1. und 2. Faktor unterschieden wird.
Gibt es wie in diesem Schulbuch vorab keine Vereinbarung und den Faktoren werden keine
bestimmten Rollen zugeteilt, so ist 3-5 als 3+ 3+ 3+ 3+ 3 oder 5+ 5+ 5 zu verstehen —
je nachdem wie man es gewohnt ist, wie es ,einfacher” zu rechnen ist oder wie der Kontext
einer Sachaufgabe die Rollen determiniert. Die unterschiedlichen Funktionen der Faktoren
(die ja grundsatzlich bestehen bleiben, auch wenn man sie nicht benennt,) sind in diesem
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Fall offensichtlich nicht wichtig, der Fokus wird hierbei auf das Rechnen an sich gelegt. Ein
Faktor wird entsprechend als ,Zahl, die multipliziert wird” bezeichnet, wobei diese Formu-
lierung nicht unproblematisch ist. Denn schlieBlich wird bei der Multiplikation in der Regel
jene Zahl, welche multipliziert wird als Multiplikand gedeutet, was in diesem Fall allerdings
wohl nicht gemeint ist. Hierbei sollen die Faktoren schlicht als Zahlen verstanden werden,
die , miteinander multipliziert” werden. Bei Beispiel- und Sachaufgaben wird jedoch auch
in diesem Buch die Reihenfolge von Multiplikator und Multiplikand in den meisten Fallen
(Ausnahme sind die Malreihen) wie bei allen bisher genannten Schulbiichern ibernommen.
Und schlieBlich gibt es auch 6sterreichische Schulbiicher, welche die Reihenfolge der Fak-
toren umdrehen, sodass der Multiplikator an erster Stelle steht. In Abbildung 18 ist ein
Auschnitt aus dem Schulbuch Mathematik verstehen zu sehen.

2.109 Walter mdchte im Supermarkt Mineralwasserflaschen kaufen.
Die Flaschen werden nur im 6-er-Pack abgegeben. Dafir sind
sie etwas billiger, als wenn man sie einzeln kauft. Er nimmt
also vier 6-er-Packs. Wie viele Flaschen sind das?

Losung: 6+6+6+6=4:-6=24
Es sind 24 Flaschen Mineralwasser.

Abbildung 18: Einfihrung der Multiplikation in dem Schulbuch Mathematik verstehen 1
(Salzger et al., 2021, S. 52)

In diesem Schulbuch wird zwar wieder ,,nur” von den beiden Faktoren gesprochen, aller-
dings wird die vorgegebene Reihenfolge (fast) immer eingehalten. (Bei der Einfithrung des
Flacheninhalts wurde von dieser , Linie” abgewichen und der Multiplikator an zweiter Stelle
geschrieben). So wird in diesem Schulbuch auch beim Rechnen mit Bruchzahlen die Ver-
vielfaltigung von Briichen mit dem Multiplikator an erster Stelle demonstriert: 5 - % = %
Aber warum wird in diesem Buch (iberhaupt von der in Osterreich tblichen Schreibweise
abgewichen und welchen Vorteil soll das haben?

Beschaftigt man sich mit den Grundvorstellungen zu der Multiplikation, so sind die un-
terschiedlichen Rollen von Multiplikator und Multiplikand von zentraler Bedeutung. Ganz
unabhangig davon, ob es sich um zeitlich-sukzessive Handlungen oder raumlich-simultane
Anordnungen handelt, steht die Vorstellung der wiederholten Addition im Mittelpunkt. Und
natlrlich sind die Vorstellungen mit konkreten Sachsituationen verkniipft, wie zum Beispiel:
Auf einem Tisch stehen 3 Teller mit jeweils 5 Keksen. Wie viele Kekse sind das insgesamt?
In diesem Fall passt nur eine der beiden wiederholten Additionen, namlich 5 + 5 + 5.
3+ 3+ 3+ 3+ 3 wirde in diesem Kontext keinen Sinn ergeben — die Rollenverteilung der
beiden Faktoren ist hier also bereits vorgegeben. Mochte man die vorliegende Sachaufgabe
verbal beschreiben, so wiirde man das wohl auf diese oder eine dhnliche Art machen: ,Es
liegen dreimal fiinf Kekse auf diesem Tisch®. In diesem Satz wird also der Multiplikator

(3) vor dem Multiplikanden genannt. In unserem Sprachgebrauch trifft das grundsatzlich
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auf fast alle derartige Sachsituationen zu: Man bezahlt viermal 12€, Toni lauft siebenmal
200 Meter; . ... Kaum jemand wiirde sagen: ,Es liegen fiinf Kekse dreimal auf dem Tisch".
Daher liegt es also durchaus auf der Hand, diese beim Sprechen , logische” Reihenfolge auch
beim Anschreiben der Multiplikation zu tibernehmen. Denn die Schreibweise 3 - 5 deckt sich
mit unserem Sprachgebrauch und damit in gewisser Weise auch mit der Vorstellung zu der
gegebenen Sachsituation. Wiirde man willkirlich 100 Personen miindlich befragen, was sie
sich unter der Multiplikation 3-5 vorstellen, wiirde wohl ein erheblicher Teil eine Vorstellung
zu der wiederholten Addition 5+ 5+ 5 beschreiben — ganz einfach weil es unserem Sprach-
gebrauch entspricht (bei dieser Aussage handelt es sich ausschlieBlich um eine Vermutung,
welche im Zuge dieser Arbeit wissenschaftlich nicht niher untersucht wurde).
Moglicherweise ist das der Grund dafiir, dass die Multiplikation in fast allen Volksschulbii-
chern (sowohl in Deutschland als auch in Osterreich) in der eben genannten Reihenfolge
eingefiihrt wird: Multiplikator mal Multiplikand ist gleich Produkt. Allerdings finden sich
diese Fachausdriicke in keinem im Zuge der Recherche durchleuchteten aktuellen osterrei-
chischen Schulbuch der Volksschule wieder.

| Schreibe als Plus- und Malrechnung.

+
&
1]
&
Hi
1]

Abbildung 19: Einfiihrung der Multiplikation in dem Schulbuch Alles klar! 2 (Grosser &
Koth, 2015, S. 75)

In Abbildung 19 ist die Einflihrung der Multiplikation in dem Schulbuch Alles klar! der 2.
Klasse Volksschule zu sehen. Hierbei wird ersichtlich, dass der Multiplikator an die erste
Stelle geschrieben wird und damit die dem Sprachgebrauch angepasste Schreibweise An-
wendung findet: Dreimal zwei Eislaufschuhe oder dreimal vier Schokoladeherzen. Erst in der
3. Klasse Volksschule wird diese Reihenfolge der Faktoren bei der Einfiihrung der schriftli-
chen Multiplikation umgedreht. Dabei wird dieser Schritt in dieser Schulbuchreihe auf einer
Buchseite mit der Erleichterung der Rechnung argumentiert. Allerdings fallt auf, dass ab
diesem Zeitpunkt die Schreibweise einige Male hin und her springt und dabei die Position
von Multiplikator und Multiplikand nicht mehr naher thematisiert wird. Bei der Durchsicht
anderer Schulblicher aus der Primarstufe hat sich jeweils ein ahnliches Bild abgezeichnet:
Solange es um die Vorstellung zu der Multiplikation geht, wird der Multiplikator an die
erste Stelle gestellt. Erst wenn es hauptsachlich um die Rechenkompetenz geht, also nach
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der Einfiihrung der schriftlichen Multiplikation, wird die Schreibweise umgedreht und in der
Folge auch hauptsachlich so gewahlt.

In den meisten osterreichischen Schulbiichern der Sekundarstufe wird die Schreibweise je-
doch von vornherein der Rechenkompetenz angepasst, indem der Multiplikator an zweiter
Stelle steht. Somit wird allerdings in fast allen Schulbichern die Vorstellung zu der Multi-
plikation in einer fiir die Kinder (und auch sprachlich) uniiblichen Reihenfolge vorgestellt.
Hierbei stellt sich fiir mich die Frage, ob ein gemeinsamer Konsens fiir die Schiilerinnen
und Schiiler von Vorteil ware. In Deutschland beispielsweise werden bereits in fast allen
Schulbiichern der 5. Schulstufe die Multiplikatoren bei der Einfiihrung (bzw. Wiederho-
lung) der Multiplikation an erster Stelle geschrieben. Auch bei anderen Themengebieten,
wo die Vorstellung zu der Multiplikation wieder angeregt werden soll, wird diese Schreib-
weise konsequent gewihlt, wie in Abbildung 20 zu sehen ist. Ahnliches findet sich in dieser
Schulbuchreihe auch bei der Multiplikation von natiirlichen Zahlen mit Bruchzahlen wieder.

4¢m 4em

E E

L L

(a4l (aa]
Man erhalt 4 Streifen mit 3 Quadraten, also Man erhalt 3 Streifen mit 4 Quadraten, also
12 Quadrate Insgesamt. ebenfalls Insgesamt 12 Quadrate
Das Rechteck hat einen Flicheninhalt von Das Rechteck hat elnen Fldcheninhalt von
4.(3:-1cm?)=4.3cm? 3-(4:-1cm?)=3-4cm?

=12cm? =12cm?

Abbildung 20: Erklarung der Berechnung des Flacheninhalts eines Rechtecks im Schulbuch
Fundamente der Mathematik 5. Der Multiplikator steht auch hier an erster Stelle (Ahrens
et al., 2018, S. 136)

Auch in den deutschen Schulbiichern der 1. bis 4. Schulstufe wird diese Reihenfolge bei
kontextbezogenen Aufgaben konsequent eingehalten. Beim Ubergang von der Primarstufe
in die Sekundarstufe andert sich folglich fiir die Schiilerinnen und Schiiler an der gewohnten
Sprech- und Schreibweise nichts. Dieser nahtlose Ubergang und der einheitliche Weg ist
meiner Ansicht nach gerade fir Schiilerinnen und Schiiler, welche Schwierigkeiten bei dem
Verstandnis von mathematischen Inhalten haben, sicherlich von Vorteil.

Natirlich gibt es auch Argumente, die ,alte” Schreibweise beizubehalten. Betrachtet man
beispielsweise das Normalverfahren der schriftlichen Multiplikation, so steht der Multiplika-
tor, wie bereits erwahnt, stets an zweiter Stelle. Daher kdnnte man argumentieren, dass es
vorteilhaft ist, diese Schreibweise grundsatzlich einzuhalten. Eine weitere Motivation konnte
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die Operatorschreibweise bei der Multiplikation sein. Dabei wird der Multiplikator sozusagen
als Rechenbefehl mittels Pfeil dargestellt und steht somit an zweiter Stelle:

5315

Ahnlich verhilt es sich auch, wenn man die Multiplikation analog zu den iibrigen Grundrech-
nungsarten anschreiben mochte. Ausgehend von einer Startzahl a werden die Operationen
durchgefiihrt und entsprechend wird mit dieser Startzahl etwas gemacht. Damit steht bei
der Multiplikation der Multiplikator an zweiter Stelle:

1. Addition: a+3=...
2. Subtraktion: a—3=...
3. Division : a:3=...
4. Multiplikation: a-3=...

Grundsatzlich ist jedoch das Folgende entscheidend: ,Welche Schreibweise auch immer man
wahlt, es handelt sich dabei um eine Vereinbarung, und wie bei allen Festlegungen und Ver-
einbarungen lber formale Dinge ist es wichtig, sie als solche zu erkennen, im Unterrichtsge-
sprach ausdriicklich auf sie einzugehen und sie moglichst zusammen mit den Schiilerinnen
und Schiilern zu treffen” (Hasemann & Gasteiger, 2020, S. 163).

Meiner Ansicht nach spricht allerdings einiges dafiir, die Schreibweise speziell bei der Ein-
fihrung der Multiplikation der Sprechweise anzupassen und folgendes (auch in den Schul-
biichern) konsequent einzuhalten: Immer wenn es um die Vorstellung zu der Multiplikation
geht, sollte der Multiplikator (zunachst) an die erste Stelle gestellt werden. Liegt der Fokus
auf dem schriftlichen Rechenweg, ist die Vorstellung zu der Multiplikation zweitrangig und
damit die Position des Multiplikators variabel. Mittlerweile gibt es auch aktuelle Studien,
welche diese Vereinbarung nahe legen. So geht man davon aus, dass die schriftliche Multi-
plikation zwar von einem GroBteil der Schiilerinnen und Schiiler der 5. Schulstufe gekonnt
wird, die Vorstellung zu dieser Rechenart jedoch teilweise liickenhaft ist. Grund dafiir ist
vielfach die wachsende sprachliche Barriere, wodurch ein Ubersetzen von einer Sachsituation
in eine mathematische Struktur und umgekehrt schwierig wird. Gerade in solchen Fallen ist
es umso wichtiger, die mathematische und sprachliche Struktur aufeinander abzustimmen
und entsprechende Lehr-Lern-Arrangements zu finden. Prediger (2019) sieht zum Beispiel
fur einen erfolgreichen Aufbau multiplikativen Denkens Sprachmittel vor, welche das men-
tale Biindeln (Unitizing) ermoglichen — also im Fall des eingangs gewahlten Beispiels , drei
5er”. Diese Sprechweise legt wiederum nahe, die entsprechende Schreibweise 3-5 zu wahlen.
Ob es nun sinnvoll ist, auch die urspriinglichen Fachausdriicke zu verwenden und zu lehren,
ist schlieBlich einige weitere Uberlegungen wert. Denn gerade wenn es um die Vorstellung
zu der Multiplikation geht, sind die unterschiedlichen Rollen der beiden Faktoren entschei-
dend. Daher liegt es auf der Hand, diese auch unterschiedlich zu benennen, um sie in der
Folge auch voneinander unterscheiden zu kénnen. Freilich ist auch eine Unterscheidung

27



ausschlieBlich mittels Nummerierung méglich (1. und 2. Faktor), jedoch ist dabei die Rol-
lenverteilung in manchen Situationen moglicherweise verwirrend, wie man bei folgendem
Beispiel sieht:

12-125m = 1500 m
1. Faktor- 2. Faktor = Produkt

In diesem Fall ist der 1. Faktor der Multiplikator. Wird diese Rechnung beispielsweise auf-
grund des einfacheren Rechenwegs jedoch umgekehrt angeschrieben, so wechseln die Rollen
der beiden Faktoren:

125m - 12 = 1500 m
1. Faktor- 2. Faktor = Produkt

Dennoch wiirde man hier wohl kaum 2. Faktor - 1.Faktor = Produkt schreiben, nur um
die zu Beginn gewahlte Rollenverteilung beizubehalten. Verwendet man die urspriinglichen
Fachausdriicke, sind zwar zwei weitere Vokabeln zu lernen, gleichzeitig wird aber auch
derartigen Verwirrungen vorgebeugt:

12 -125m = 1500 m
Multiplikator - Multiplikand = Produkt

oder:

125m - 12 = 1500 m
Multiplikand - Multiplikator = Produkt

In diesem Fall ist die Rollenverteilung eindeutig auch sprachlich zugeordnet. Ist das Wissen
zu diesen beiden Vokabeln gefestigt, kann auch aktiv nach dem Multiplikator oder dem
Multiplikand in einer gegebenen Rechnung (mit Sachbezug) gefragt werden, wéhrend das
bei nummerierten Faktoren schnell verwirrend wird. Diese eindeutige Zuordnung kann auch
bei der Unterscheidung von Messen und Teilen bei der Division hilfreich sein (siehe Kapitel
1.6.4). Natirlich kann man auch ohne das Wissen iiber die Fachbegriffe nach dem Faktor,
der vervielfaltigt wird oder dem Faktor, der den anderen vervielfiltigt fragen, um zu er-
fahren, ob die Schiilerinnen und Schiiler bereits ein entsprechendes Verstandnis aufgebaut
haben. An dieser Stelle bringt ein Artikel von Prediger (2019) aufschlussreiche Erkenntnisse.
Sie beschreibt darin die Vernetzung der Darstellungs- und Sprachebenen als Grundlage fiir
eine gefestigte Vorstellung (siehe Abbildung 21). Dabei sollen unter anderem Alltagsspra-
che, Bildungssprache und Fachsprache vernetzt werden, um den Zusammenhang zwischen
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Sprache und mathematischem Inhalt bestmoglich herzustellen. Unter diesen Gesichtspunk-
ten ist somit ein Lernen der Fachbegriffe Multiplikand und Multiplikator nur dann sinnvoll,
wenn es sich dabei nicht ausschlieBlich um auswendig gelernte Vokabeln handelt, sondern
der Bezug zur Alltagssprache hergestellt werden kann und die Begriffe im Vorstellungskon-
strukt eingebunden sind. Ist dies der Fall, ist eine Integration dieser Fachausdriicke in den
heutigen Mathematikunterricht am Anfang der Sekundarstufe (oder bereits friiher) meiner
Ansicht nach durchaus zu empfehlen.

Fachsprachliche Ebene

Symbolisch-numerische Darstellungsebene

Symbolisch-algebraische Darstellungsebene

Abbildung 21: Vernetzung der Darstellungs- und Sprachebenen als Prinzip der
Vorstellungs- und Sprachférderung (Prediger, 2019, S. 253)

1.7.2 Messen und Teilen — erwdahnenswert?

Ein weiterer Sachverhalt, welcher bei der Durchsicht aktueller Schulbiicher aufgefallen ist,
war jener des Umgangs mit den unterschiedlichen Vorstellungen zu der Division. Hierbei
haben sich sehr deutliche Unterschiede gezeigt, was die Wichtigkeit der Thematisierung
der beiden unterschiedlichen Vorstellungen Messen und Teilen betrifft. Wahrend in einigen
Schulbiichern der Sekundarstufe die beiden Vorstellungen explizit beschrieben werden und
sogar Aufgabenstellungen zur Verdeutlichung der Unterschiede Anwendung finden, gibt es
auch Schulbiicher, welche keinerlei Differenzierung vornehmen und ausschlieBlich von der
Division als Rechenoperation sprechen.

Betrachtet man zunachst Schulbicher der Primarstufe, so wird ersichtlich, dass bei der
Einflihrung der Division durchaus der Unterschied zwischen Teilen und Messen thematisiert
und sogar teilweise benannt wird. So wird beispielsweise bei dem Schulbuch Alles Klar 2 die
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Division auf jeweils zwei Seiten (iber das Messen und das Teilen eingefiihrt. Dabei werden
jeweils passende Sachsituationen bildlich dargestellt, wie in Abbildung 22 zu sehen ist. Hier
wird das Messen zunachst liber die bereits erwahnten ,in“-Satze eingefiihrt.

Immer 5 Blumen in einer Vase.

5in15= -mal
15=[ |5
15: 5= |
Tim bendtigt  Vasen.

Abbildung 22: Einfiihrung des Messens in dem Schulbuch Alles Klar 2 (Grosser & Koth,
2015, S. 86)

Auch in der 3. und 4. Schulstufe — bereits nach der Einfiihrung der schriftlichen Division —
werden in dieser Schulbuchreihe Sachaufgaben jeweils mit entsprechender Uberschrift kon-
sequent in Messen und Teilen getrennt. Es wird also offensichtlich gezielt darauf geachtet,
den Kindern den Unterschied bis zum Ubergang in die Sekundarstufe bewusst zu machen.
Andere Schulbiicher der Primarstufe bedienen zwar bei der Einfiihrung und auch spater bei
Sachaufgaben ebenfalls beide Vorstellungen, benennen diese jedoch nicht derartig konse-
quent bis zum Ende der 4. Schulstufe. So werden beispielsweise bei dem deutschen Schul-
buch Jo-Jo Mathematik 2 bei der Einfithrung sowohl Aufgaben des Teilens (Verteilen) als
auch des Messens (Aufteilen) dargebracht, in weiterer Folge wird aber nicht mehr explizit
unterschieden. Ahnliches findet sich in dem dsterreichischen Schulbuch Zahlenreise 2, wobei
hier die Begriffe Teilen und Messen zu Beginn als Uberschrift gefiihrt werden.

Es sind also bereits in den einzelnen Schulbiichern der Primarstufe sehr unterschiedliche
Zuginge zu der Einfilhrung und Erarbeitung der Division zu sehen. Ahnliches findet sich
auch in den Schulbiichern der Sekundarstufe beziehungsweise 5. Schulstufe wieder. In eini-
gen osterreichischen Schulbiichern wird bei der Einfiihrung (beziehungsweise Wiederholung)
der Division zunachst auf den Unterschied zwischen Messen und Teilen eingegangen.

In Abbildung 23 ist zu sehen, dass in dem Schulbuch Das ist Mathematik 1 anhand zweier
Beispiele zunachst der Unterschied zwischen Messen und Teilen dargebracht und anschlie-
Bend erklart wird, dass die Division jene Rechenoperation ist, welche dem Messen und Teilen
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Flrdie acht Schillerinnen und Schiiler der Theatergruppe besorgt der Lehrer 24 Krapfen.

e -

Wie viele Packungen muss der Lehrer Wie viele Krapfen bekommt jedes Kind,
kaufen, wenn in einer Packung 6 Krapfen wenn der Lehrer die Krapfen gleichm&Big
sind? 24 Stiick : 6 Stiick = aufteilt? 24 Stiick:8= Stiick

Der Lehrer muss Packungen kaufen. Jedes Kind bekommt Krapfen.

Hier wurde gemessen, wie oft der Packungs- Hier wurde die Gesamtanzahl der Krapfen
inhalt in der Gesamtanzahl enthalten ist. durch die Anzahl der Kinder geteilt.

Die Rechnung, die dem Messen und dem Teilen zugrunde liegt, heift Division.

Abbildung 23: Einfiihrung der Division in dem Schulbuch Das ist Mathematik 1
(Humenberger et al., 2016, S. 54)

zugrunde liegt. Hier stehen also die beiden Grundvorstellungen im Fokus, werden explizit
benannt und auch in Ubungsaufgaben thematisiert. Dabei soll von den Schiilerinnen und
Schiilern beispielsweise angegeben werden, ob es sich bei gegebenen Aufgabenstellungen
um Messen oder Teilen handelt. Oder es sollen Rechengeschichten zu vorgegebenen Di-
visionen mit Einheiten erfunden werden. Auch einige andere Osterreichische Schulbiicher
(Genial Mathematik 1, Mathematik verstehen 1, Expedition Mathematik 1, ...) wahlen
einen ahnlichen Zugang.

Dann gibt es jedoch sowohl 6sterreichische (Mehrfach Mathematik 1, Plus! 1, . ..) als auch
deutsche (Fundamente der Mathematik 1, ...) Schulbiicher, welche den Unterschied der
beiden Grundvorstellungen entweder gar nicht thematisieren und direkt mit der Rechen-
operation starten oder die Division (iber die wiederholte Subtraktion einfiihren. Bei den
Sachaufgaben finden sich in der Regel beide Vorstellungen wieder, werden allerdings auch
hier nicht thematisiert. Abbildung 24 zeigt Ausschnitte zweier osterreichischer Schulbiicher.
Im Buch Plus! 1 wird die Division ausschlieBlich als Operation des Teilens klassifiziert und
hauptsachlich der Rechenalgorithmus erklart, wahrend die Division im Schulbuch Mehrfach
Mathematik 1 tber die wiederholte Subtraktion eingefiihrt wird. In beiden Fallen liegt der
Fokus offensichtlich von Beginn an auf dem Berechnen und nicht hauptsachlich auf den
Grundvorstellungen zu dieser Rechenoperation.

Bei diesen (und ahnlichen) Schulbiichern wird wohl davon ausgegangen, dass die Grund-
vorstellungen zu der Division bereits in den ersten vier Schulstufen so weit verinnerlicht
sind, dass ein erneutes Wiederholen nicht notwendig ist. Genau hier setzt die empirische
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Plus! Mathematik fiir die Sekundarstufe

C

Fachbegriffe Teilen

Teilen - " e -
Division ... 0 0 0 0
Teilen

dividieren ...

teilen

Zahl vor dem
Divisionszeichen

- r 1.
Dividend ... ‘0‘ 0“

Divisor ... Der Begriff ,dividieren”

Zahl nach dem kommt vom lateinischen

Divisionszeichen Jdividere" und bedeutet

Quotient ... nichts anderes als ,teilen”.
S 14 Ergebnis der Division S. 36:

Mehrfach Mathematik 1

Die Division. Wird eine Zahl mehrmals hintereinander von einer anderen

.............. i die Division: das Teilen einer

Zahl subtrahiert, kann man diese Subtraktion als Division darstellen. Zahl durch eine andere Zahl
1 6 =7, da du von der Zahl 42 die Zahl 6 genau 7-mal abziehen i
kannst: 42-6-6-6-6-6-6-6=0

Dividend dividiert durch Divisor ist gleich Quotient

Abbildung 24: Einfiihrung der Division in zwei osterreichischen Schulbiichern der 5.
Schulstufe: Mehrfach Mathematik 1 (Krempl et al., 2018, S. 40), Plus! 1 (Wohlhart &
Scharnreitner, 2018, S. 14 bzw. S. 36)

Untersuchung dieser Arbeit an, welche unter anderem genau diesen Sachverhalt ein wenig
naher beleuchten mochte und zumindest im untersuchten Rahmen eine Antwort auf die
folgende Frage geben soll: Ist eine Wiederholung und Vertiefung der Grundvorstellungen zu
der Division zu Beginn der Sekundarstufe notwendig und sinnvoll? Eine zweite Frage, wel-
che im Zuge dieser Recherche aufgetaucht ist, ist folgende: Sollen Kinder den Unterschied
zwischen Messen und Teilen auch benennen und zuordnen kénnen?

Die Beantwortung der ersten Frage ist sicherlich nicht allgemein fiir alle Schulformen glei-
chermaBen moglich. Dennoch ist eines gewiss: Fiir ein vollstandiges Operationsverstandnis
miissen beide Vorstellungen zu der Division entsprechend verstanden und verinnerlicht sein.
Im Zuge der Sekundarstufe wird dieses Operationsverstandnis immer wieder verandert und
erweitert, sodass diese Basis Voraussetzung fiir komplexere Inhalte ist. Spatestens bei der
Bruchrechnung sind beide Vorstellungen zur Division entscheidend. Dazu sei die Rechnung

4: % = 8 ein illustrierendes Beispiel. Um diese in einem Kontext deuten zu konnen, ist die
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Vorstellung des Messens erforderlich: Wie oft passt ein halber Meter in vier Meter? Mit der
Vorstellung des Teilens kommt man an dieser Stelle nicht weiter (Abshagen et al., 2017, vgl.
S. 89). Fehlt einem Kind jedoch bis dahin diese Vorstellung, kann dieser Zusammenhang
nicht mit dieser verkniipft werden, sondern muss ganzlich neu verinnerlicht werden. Wie be-
reits in Kapitel 1.4 erlautert, konnen aus solchen Verstandnisliicken auch Fehlvorstellungen
resultieren, welche es den Lernenden deutlich schwieriger machen, die neu gelernten Inhalte
zu verstehen. Daher ist es meiner Meinung nach sehr wichtig, die beiden Grundvorstellun-
gen zu der Division auch bei dem Ubergang von der Primarstufe zu der Sekundarstufe zu
wiederholen und zu festigen.

Bleibt noch die Frage offen, ob es wichtig ist, dass die Kinder die Begriffe Messen und
Teilen auch benennen und zuordnen kénnen sollen. Nach Abshagen et al. (2017) soll es
keine Anforderung sein, dass Schiilerinnen und Schiiler die beiden Vorstellungen benennen
und zuordnen kénnen. Entscheidend ist, dass beide Vorstellungen verinnerlicht sind und
entsprechende Sachaufgaben der Division zugeordnet werden koénnen. Dass es nicht un-
bedingt notwendig ist, die beiden Vorstellungen zu benennen, um sie auch tatsachlich zu
verstehen, liegt natiirlich auf der Hand. Aber umgekehrt kann es meiner Meinung nach nur
vorteilhaft sein, wenn man zusatzlich zum Verstandnis die beiden Vorstellungen auch ex-
plizit unterscheiden und benennen kann. Hier spielt sicherlich auch Gewohnheit und Ubung
eine entscheidende Rolle. Werden in der gesamten Primarstufe die Worter ,,Messen® und
» Teilen” niemals erwahnt und in der Sekundarstufe wird plétzlich danach gefragt, so wird
man mit groBer Wahrscheinlichkeit auf Unverstandnis stoBen. In so einem Fall miissten
die beiden Grundvorstellungen (welche hoffentlich dennoch verinnerlicht sind) zunachst mit
diesen neuen Begriffen verbunden werden.

199 Erkldre mit deinen Worten den Unterschied zwischen teilen und messen!

Abbildung 25: Aufgabe aus dem Schulbuch Genial Mathematik 1 (Beer et al., 2020, S.
84) zum Thema Messen und Teilen.

Sind diese Begriffe jedoch bereits aus der Volksschule vertraut, ist es mit Sicherheit durch-
aus sinnvoll, mit diesen auch weiter zu arbeiten und explizit danach zu fragen. Aufgaben,
wie sie beispielsweise in Abbildung 25 zu sehen sind, kdnnen in so einem Fall gezielt einge-
setzt werden und durchaus aufschlussreiche Erkenntnisse liefern.

Unabhangig davon, ob die Begriffe Messen und Teilen nun namentlich vorkommen oder
nicht, ware eine einheitliche Linie von der Primarstufe bis in die Sekundarstufe wiinschens-
wert. Ahnlich wie bei der Frage nach der Position und dem Umgang mit dem Multiplikator,
konnte auch bei diesem Thema ein gemeinsamer Konsens Verwirrungen und Unsicherheiten
vorbeugen und vielleicht zu einem besseren Verstandnis fiihren. Natirlich hangt der Erfolg
eines Unterrichts und damit der Lernerfolg der Heranwachsenden nicht alleine von dem ver-
wendeten Schulbuch ab, sondern zu einem groBen Teil von dem Unterricht an sich. Dennoch

33



soll es eine gute Erganzung, Hilfestellung und Ubungsméglichkeit fiir die Schiilerinnen und
Schiiler darstellen und hat damit sicherlich auch einen Einfluss auf das Verstandnis zu den
mathematischen Inhalten.
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2 Empirische Analyse

Nachdem nun die theoretischen Begriffe und Definitionen geklart sind, wird in den folgenden
Kapiteln die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrte Untersuchung thematisiert. Nach der
Erlauterung der konkreten Forschungsfrage werden die Methode und das Design der Analyse
beschrieben und anschlieBend die Ergebnisse prasentiert.

2.1 Forschungsfrage

Die Forschungsfrage, welche mittels empirischer Untersuchung beantwortet werden soll,
lautet folgendermaBen:

Welche Grundvorstellungen zu den beiden Grundrechnungsarten Multiplikation
und Division konnen bei Schiilerinnen und Schiilern einer AHS beim Ubergang
von der Primar- zur Sekundarstufe festgestellt werden?

Im Zuge der Beantwortung dieser Frage wird auBerdem (iberprift, inwieweit die Rechen-
kompetenz in diesen beiden Grundrechnungsarten ausgepragt ist und ob ein Unterschied
bei den vorherrschenden Vorstellungen zwischen Schiilerinnen und Schiilern feststellbar ist.

2.2 Methode und Design

Um der eben genannten Frage nachzugehen, wurde die Untersuchung in vier ersten Klassen
(n = 99) eines Wiener Gymnasiums im Frithjahr 2021 durchgefiihrt. Damit ein moglichst
vollstandiges Bild liber die bestehenden Vorstellungen in diesem Jahrgang gezeichnet werden
kann, wurde eine quantitative Untersuchung mittels Fragebogen durchgefiihrt. Die dadurch
ermittelten schriftlichen Antworten der Schiilerinnen und Schiiler wurden anschlieBend qua-
litativ untersucht, in entsprechende Kategorien eingeteilt und schlieBlich quantitativ ausge-
wertet.

2.3 Erstellung des Fragebogens

Das Herzstiick dieser Untersuchung ist sicherlich der Fragebogen. SchlieBlich soll es damit
moglich sein, alle nétigen Informationen zu sammeln, um eine Antwort auf die Forschungs-
frage zu bekommen. Daher wurde im Rahmen dieser Arbeit besonderes Augenmerk darauf
gelegt, einen Aufgabebogen zu entwickeln, mit welchem das tatsachlich gelingen kann. Basis
fur die Erstellung waren die im Zuge der Literaturrecherche und der theoretischen Aufarbei-
tung (siehe Kapitel 1.5) gewonnenen Erkenntnisse. In Anlehnung an die ,,Handreichung fiir
ein Diagnose- und Forderkonzept zur Sicherung mathematischer Basiskompetenzen® (Sel-
ter, Prediger, Nihrenborger & HuBmann, 2014) welche im Rahmen vom Projekt ,,Mathe
sicher konnen" konzipiert wurde, wurden Aufgabenformate ausgewahlt und an die Frage-
stellung angepasst.
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2.3.1 Welche Vorstellungen sollten nach der Primarstufe bereits ausgebildet
sein?

Anhand des Lehrplans der Volksschule wurde zunachst ermittelt, welche der oben genann-
ten Grundvorstellungen (siehe Kapitel 1.6) zu den Grundrechungsarten am Ende der 4.
Klasse bereits etabliert sein missten. Aus diesem geht hervor, dass grundsatzlich fast alle
genannten Vorstellungen bei den Schiilerinnen und Schiilern ausgebildet sein sollten:

,Beim Erlernen der additiven (Addieren, Subtrahieren) und multiplikativen (Multiplizie-
ren, Dividieren) Rechenoperationen ist vom Erfahrungsbereich der Schiiler auszugehen. Aus
praktischem Handeln und bildhaftem Darstellen, wie z.B. Hinzufiigen, Zusammenlegen,
Vermehren, Vereinigen, Erganzen, Wegnehmen, Abtrennen, Vermindern, sind die additi-
ven Rechenoperationen abzuleiten, zu interpretieren und zu begriinden. Die multiplikativen
Rechenoperationen sind aus Situationen, wie zB wiederholtes Aneinanderfiigen gleichmach-
tiger Mengen, Vervielfachen, wiederholtes Ausgliedern gleichmachtiger Mengen, Verteilen,
Messen, abzuleiten, zu interpretieren und zu begriinden* (Bundesministerium fir Bildung,
Wissenschaft und Forschung, 2003, S. 20).

Im Bereich der multiplikativen Rechenoperationen wird im Lehrplan der Volksschule der
kombinatorische Kontext allerdings nicht explizit erwahnt.

2.3.2 Auswahl der Fragen

Im Zuge des Planungsprozesses dieser Arbeit und insbesondere des Fragebogens hat sich
herausgestellt, dass eine Uberpriifung aller vier Grundrechnungsarten im Zuge einer Unter-
suchung nicht sinnvoll erscheint. SchlieBlich soll der Fragebogen nicht zu umfangreich sein,
um eine mégliche Uberforderung der Kinder zu vermeiden, aber dennoch geniigend Infor-
mationen fiir eine Beantwortung der Fragestellung liefern. Unter diesen Gesichtspunkten
wurden folglich die beiden additiven Operationen (Addition und Subtraktion) aus der Un-
tersuchung gestrichen und ausschlieBlich die multiplikativen Operationen Multiplikation
und Division untersucht.

Bei der Auswahl der Fragen wurde darauf geachtet, dass die Grundvorstellungen einerseits
adaquat Uberpriift werden und andererseits ein moglichst abwechslungsreicher Fragebogen
fur die Schilerinnen und Schiiler entsteht, welcher im Rahmen einer Unterrichtsstunde be-
arbeitet werden kann. Neben dem Uberpriifen der Grundvorstellungen werden bei einigen
Fragen auch Rechenkompetenzen abgefragt, um gleichzeitig auch ein Bild davon zu bekom-
men, ob diese beim Ubergang von der Primar- in die Sekundarstufe ausreichend vorhanden
sind. Der Fragebogen ist im Anhang dieser Arbeit zu finden.

Die ersten beiden Fragen des Aufgabenblatts sollen eine Antwort auf die Frage liefern, welche

Grundvorstellungen zur Multiplikation bzw. Division bedient werden, wenn die Schiilerinnen
und Schiiler zu einer gegebenen Rechnung selbst eine Rechengeschichte erfinden sollen. In
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1) Erfinde zu der folgenden Rechnung eine passende Rechengeschichte und lose diese anschlieBend!

Angabe: 14-5 =
Rechengeschichte: Rechnung:

Antwort zur Rechengeschichte:

Abbildung 26: Uberpriifung der vorherrschenden Grundvorstellungen bei der Multiplikation

Abbildung 26 ist die entsprechende Angabe fiir die Multiplikation zu sehen. Neben dem Er-
finden der Rechengeschichte soll auBerdem die Rechnung gelost und eine passende Antwort
verfasst werden. Anhand der Rechengeschichte in Kombination mit der Antwort wird dabei
ersichtlich, welche Vorstellung der Multiplikation bedient wird. Diese beiden Fragen stehen
bewusst am Beginn des Fragebogens, um méglichst intuitive Losungsansatze zu bekommen.

Die dritte Aufgabe (Abbildung 27 oben) soll der Frage nachgehen, ob der kombinatorische
Kontext als Multiplikation gedeutet wird. Hier sollen die Schiilerinnen und Schiiler neben
dem Losen der Aufgabe auBerdem erlautern, wie sie auf ihre Losung gekommen sind und
wieder eine passende Antwort verfassen.

Aufgabe 4 beschaftigt sich mit der Grundvorstellung Messen der Division. Wie in Abbildung
27 zu sehen ist, wurde hier zusatzlich zu dem Text eine bildliche Darstellung der Situation
hinzugefiigt, welche dem besseren Verstandnis der Sachaufgabe dient. Bei dieser Aufgabe
muss nun nicht explizit beschrieben werden, wie man zu der Lésung gekommen ist. Aller-
dings liefert die Losung in Kombination mit dem Antwortsatz eine Antwort auf die Frage,
ob die gegebene Aufgabe als Division erkannt und auBerdem der Kontext verstanden wurde.
Beispiel 5 ist eine Fragestellung zu einem 10 x 6-Punktefeld und ist erst im Verlauf des
Erstellungsprozesses des Fragebogens in die nahere Auswahl gekommen. Hintergrund ist die
Frage, wie viele Schilerinnen und Schiiler fiir eine derartige Zahlaufgabe (Wie viele Kreise
sind auf dem folgenden Bild abgebildet?) auf die Multiplikation zuriickgreifen und diese
auch richtig anwenden. Hier sollen die Kinder zusatzlich erklaren, wie sie jeweils auf diese
Losung gekommen sind.
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3) Lorenz hat in seinem Kleiderschrank 5 Hosen und 12 T-Shirts. Wie viele unterschiedliche Kom-
binationen von Hosen und T-Shirts kann er tragen? Schreibe auf, wie du zu deiner Losung
gekommen bist!

Uberlegungen/Rechnungen:

Antwort:

4) Herr Meier hat nach seiner Gartenumgestaltung einen Erdhaufen von etwa 500 kg auf seiner
Wiese liegen, welchen er mit seinem Fahrzeug wegbringen mochte. Mit seiner Schaufel kann
Herr Meier in etwa 4 kg Erde heben.

Wie oft muss er schaufeln, um den gesamten Erdhaufen auf seinen Transporter zu verladen?

Uberlegungen/Rechnungen:

Antwort:

Abbildung 27: Aufgabe 3: Uberpriifung der Vorstellung des kombinatorischen Kontexts der
Multiplikation, Aufgabe 4: Uberpriifung der Grundvorstellung Messen bei der Division

Bei Aufgabe 6 ist wieder eine Sachsituation gegeben: Ein Kinosaal mit 480 Sitzplatzen
hat 30 gleich lange Reihen. Wie viele Sitzplatze sind in einer Reihe? Hier geht es um die
Vorstellung des Teilens, welche mittels Division bearbeitet wird. Ahnlich wie bei Aufgabe
4 missen auch hier keine zusatzlichen Erlauterungen aufgeschrieben werden, warum eine
Division durchgefiihrt werden muss. Eine Antwort auf die Frage ist ebenfalls verlangt.

Unkonventionell sind schlieBlich die beiden Aufgaben 7 und 8, welche sehr dhnlich aufge-
baut sind. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen in eigenen Worten erklaren, worin sich zwei
gegebene Rechnungen unterscheiden und gegebenenfalls auch eine Skizze hinzufiigen. In
Abbildung 28 ist jene Aufgabe zu sehen, welche sich mit den unterschiedlichen Vorstellun-
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gen von Messen und Teilen bei der Division auseinandersetzt. Aufgabe 8 beschéaftigt sich
ganz analog mit dem Unterschied der beiden Rechnungen 4-5m = 20m und 5-4m = 20m.
Hintergrund dieser beiden Aufgaben ist die Frage, ob die Vorstellungen der Kinder so weit
ausgebildet und gefestigt sind, dass die Unterschiede im Kontext allein durch die unter-
schiedlichen Angaben erkannt werden oder nicht.

7) Erkldre in Worten, worin sich die beiden gegebenen Rechnungen unterscheiden! Du darfst gerne
zusétzlich auch eine Skizze machen!

a) 60dm : 4dm = 15

Erklirung/Uberlegungen:

b) 60dm : 4 =15dm
Erklarung/Uberlegungen:

Abbildung 28: Kann der Unterschied von Messen und Teilen anhand der gegebenen
Beispiele von den Schiilerinnen und Schiilern erklart werden?

Als Abschluss des Fragebogens sollen schlieBlich noch zwei Rechnungen — eine Multiplikation
und eine Division — gelost werden. Bei diesen Aufgaben wird ausschlieBlich die Rechenkom-
petenz der Schiilerinnen und Schiiler Gberprift. Der komplette Fragebogen ist am Ende der
Arbeit im Anhang zu finden.

2.4 Durchfiihrung der Untersuchung und Beschreibung der Stich-
probe

Durchgefiihrt wurde die beschriebene Untersuchung im Frithjahr des Schuljahrs 2020/21
an einem Wiener Gymnasium. Urspriinglich hatte das Projekt friiher durchgefiihrt werden
sollen, doch auf Grund der im Herbst und Winter 2020 vorherrschenden Covid-19 Situation,
wurde erst zu diesem Zeitpunkt ein geeigneter Rahmen gefunden.

Grundsatzlich handelt es sich bei der untersuchten Schule um ein sehr lesitungsorientiertes
Gymnasium. Daher ist davon auszugehen, dass bei den meisten der untersuchten Kinder ein
»Sehr gut” oder zumindest ein ,,Gut" im Unterrichtsfach Mathematik im Abschlusszeugnis
der Volksschule zu finden ist und folglich die meisten mathematischen Inhalte, welche der
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Lehrplan der Volksschule vorsieht, gekonnt und verstanden wurden. Somit kann anhand der
in dieser Stichprobe ermittelten Daten sicherlich nicht automatisch auf Kinder in anderen
Gymnasien oder gar Mittelschulen geschlossen werden, was jedoch im Rahmen dieser Un-
tersuchung ohnehin nicht die Zielsetzung war.

Alle vier der untersuchten Klassen der fiinften Schulstufe wurden innerhalb eines kurzen
Zeitraums Uberpriift, wobei dabei n = 99 Fragebdgen ausgefiillt wurden. In Abbildung 29
ist zu erkennen, dass die Anzahl der Madchen und Buben, welche bei dieser Untersuchung
teilgenommen haben, annahernd gleich groB ist.

Geschlechterverteilung (n=99)

48
51

weiblich mannlich

Abbildung 29: Geschlechterverteilung der Schiilerinnen und Schiiler in dieser
Untersuchung im Uberblick

Nachdem zu der Zeit der Testung im geteilten Schichtbetrieb unterrichtet wurde, mussten
in jeder Klasse zwei Unterrichtsstunden in Anspruch genommen werden. Die Schiilerinnen
und Schiiler hatten knapp 50 Minuten Zeit, um das Arbeitsblatt entsprechend zu bearbei-
ten, wobei sich herausgestellt hat, dass die Kinder bei der Bearbeitung des Fragebogens in
der Regel zwischen 30 und 40 Minuten beschaftigt waren. Bei Fragen zu den Aufgabenstel-
lungen war jeweils eine instruierte Lehrperson anwesend, die entsprechend reagieren konnte.
Besonders in Hinblick auf die Beantwortung der ersten beiden Aufgaben des Fragebogens
war es wichtig, dass auf die Frage nach der Bedeutung des Terminus Rechengeschichte,
nicht mit einem konkreten Beispiel geantwortet wurde. Das hatte womoglich zur Folge ge-
habt, dass einige Schiilerinnen und Schiiler die in dem Beispiel iibermittelte Vorstellung
einfach iibernommen hatten.
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2.5 Auswertung des Fragebogens

Wie bereits eingangs erwahnt, mussten die bei der Untersuchung erhobenen Daten anschlie-
Bend qualitativ untersucht werden. Die Vorgangsweise der Auswertung der Fragen wird in
diesem Kapitel Schritt fiir Schritt erldutert und Beispiele aus der Untersuchung gebracht.
Zunachst wird jedoch die gewahlte Methode zur Auswertung der Schiilerantworten naher
erlautert.

2.5.1 Kategoriebildung und Codierung der offenen Fragen

Nachdem es sich bei den meisten Fragen um ,informative Aufgaben” handelt, welche Einbli-
cke in die Denk- und Argumentationsweisen der Schiilerinnen und Schiiler erlauben, mussten
diese vor der statistischen Auswertung qualitativ analysiert werden. Um beispielsweise ab-
solute und relative Haufigkeiten bestimmter Grundvorstellungen in den Antwortbégen zu
ermitteln, ist es notwendig, die Antworten der Schiilerinnen und Schiiler diesen auch zuord-
nen zu kénnen. Damit diese Verstandnisstufen der Schiilerinnen und Schiiler differenziert
beschrieben werden konnen, miissen entsprechende Antwortkategorien entweder deduktiv
oder induktiv erarbeitet werden. Dabei miissen diese Kategorien so gewahlt werden, dass
diese logisch voneinander unabhangig sind, damit eine eindeutige Zuordnung moglich ist
(Hammann & Jordens, 2014, vgl. S. 170 f). Nachdem im Zuge der Literaturrecherche fiir
diesen Zweck kein bereits passendes Kategoriensystem gefunden werden konnte, wurde fir
die einzelnen Fragen jeweils ein entsprechendes entwickelt. Wie in Blum, Hofe, Jordan und
Kleine (2004) nachzulesen ist, gibt es zwar ein System, bei welchem Grundvorstellungen als
empirische Kategorie fiir quantitative Studien dienen. Dabei steht jedoch die Grundvorstel-
lungsintensitat von Ubungsaufgaben und entsprechenden Antworten von Schiilerinnen und
Schiilern im Fokus, welche fiir die in dieser Arbeit gestellte Frage nicht zielfiihrend erscheint.
Im Zuge dieser Arbeit wurden die Kategorien der einzelnen Aufgaben nach Durchsicht der
Antworten der Schiilerinnen und Schiiler induktiv entwickelt, wobei die in Kapitel 1.6 erlau-
terten Grundvorstellungen Basis der Entwicklung dieser Kategorien waren. Ziel dabei war
es, die Kategorien so zu wahlen, dass die anschlieBende Codierung eindeutig und moglichst
nachvollziehbar durchgefiihrt werden konnte. Im folgenden Abschnitt werden die entwickel-
ten Kategorien vorgestellt und entsprechende Beispiele angefiihrt.
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2.5.2 Aufgabe 1

Das zentrale Untersuchungsziel der ersten Aufgabe war, einen Uberblick zu bekommen,
welche Grundvorstellungen Schiilerinnen und Schiiler ,intuitiv" aufgreifen, um die gege-
bene Multiplikation in eine Rechengeschichte zu (ibersetzen. Daher wurden die Rechen-
geschichten in Hinblick auf die zugrundeliegenden Grundvorstellungen untersucht und in
entsprechende Kategorien unterteilt. Folgende Grundvorstellungen wurden dabei gefunden:

1. Raumlich-simultane Anordnungen
2. Leitlich-sukzessive Handlungen
3. Formelhafte Multiplikation von GroBen

4. Multiplikativer Vergleich

Beispiele der Schilerinnen und Schiiler Kategorie Rechengeschichte

TRechengeschiichte:

lom Rot 44 Kgslo md % Tom hat 14 Kérbe mit je 5 Apfeln
5 Ad‘?&q oloxin, & riodlle g Rumlich-simultane Anordnung | darin. Er méchte gerne wissen,
1520, e (refa A en wie viele Apfel er insgesamt hat.
dogesank Qo
|

Rechengeschichte:

/ / 4
Peler bckomnt (o Harat 14 1“5"&"326{ Peter bekommt pro Monat 14 €

Zeitlich-sukzessive Handlung | Taschengeld. Wie viel
Taschengeld bekommt er in 5

| Monaten?

‘ ch’-.x/l'e Tasgkan\jcé/ ée{comn*ef‘ ‘A
‘ 5 /H:ﬂﬂifén?

Rechengeschichte:

Fecks, foud % %ﬁ,w&‘ am % Fritz hat 14 Apfel, aber er méchte

Multiplikativer Vergleich flinfmal so viele Apfel [haben].

m o ' UW Wie viele Apfel sind es?
W /_»;,’/ J'W MJ%?
ngeschichte: £/ Pautr méchfe sei) Mex 5 . .. .

aﬁﬁﬂrﬁ’.’l Po([gn;; qw‘%'%m‘;ewég_cg’__;éﬂ” Ein Bauer mdchte seinen

@ vie( gras braacht er? Huhnerstall mit Rollgras auslegen:
L SR AN Formelhafte Multiplikationvon | |=14m ,b=5m

Rechnung: S 2 i

R GroRen Wie viel Gras braucht er?

Anmerkung: Dieses Kind hat bei Lédnge und Breite
félschlicherweise m? als Einheit angeschrieben. |

Rechengeschichte: hil h
y i 14 Schiuler gehen in ein Museum.
4 Schdles e Maseum. Der
b %ehemn. ) Der Lehrer blieb vor 5 Statuen
Mﬁr Celict or B Stghutn, Stehety Kaine multiplikativa stehen. Er fragte die Schiiler: "Wer
. g
Er {roatc ME_%W,“ hex Pana e Grndyeratelinng kann mir 14 5 rechnen, der

A5 rechnsn A (eiconmh cuie on den bekommt eine von den Statuen[?"

Abbildung 30: Kategorien der Aufgabe 1 mit entsprechenden Beispielen aus der
Untersuchung
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Wie bereits in Kapitel 1.6 erwahnt, stehen raumlich-simultane Anordnungen und zeitlich-
sukzessive Handlungen in einem engen Zusammenhang. In einigen Fallen war es schwierig,
eine eindeutige Zuordnung zu einer Kategorie zu finden. In so einem Fall wurde jene Kate-
gorie gewahlt, welche als etwas besser passend erachtet wurde.

Einige Kinder haben bei dieser Aufgabe keine Rechengeschichte gefunden oder zumindest
nicht verschriftlicht, sodass diese Antworten unter der Kategorie Keine Rechengeschichte
zusammengefasst wurden. Jene Rechengeschichten, welche keine multiplikativen Vorstel-
lungen beinhaltet haben, wurden in der Kategorie Keine multiplikative Grundvorstellung
zusammengefasst. In Abbildung 30 sind die einzelnen eben genannten Kategorien mit ent-
sprechenden Beispielen zu sehen. Zusatzlich zu diesen Kategorien wurde Uberpriift, ob die
Multiplikation richtig gerechnet wurde.
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2.5.3 Aufgabe 2

Analog zu Aufgabe 1 wurden auch hier die Rechengeschichten der Schiilerinnen und Schiiler
auf Basis der Grundvorstellungen der Division analysiert und entsprechend induktiv katego-
risiert. Folgende Kategorien wurden dabei entwickelt:

1. Teilen
2. Messen
3. Keine divisionale Vorstellung

4. Keine Rechengeschichte

In Abbildung 31 sind die einzelnen Kategorien mit ausgewahlten Beispielen zu sehen. Auch
bei dieser Aufgabe wurde zusatzlich tGberpriift, ob die angegebene Division richtig gerechnet
wurde.

Beispiele der Schiilerinnen und Schiiler Kategorie Rechengeschichte
Rechengeschichte:
laa, ln o L i s 2 Lina, Mia und Leo haben 27
lie viel b 1N @A QUi Teilen Kuchenstiicke. Wie viel[e] hat
jeder, wenn man es gerecht
aufteilt?

Rechengeschichte: Rechnung: . . .
(jms p:m‘ T Mawdd 93:329 | Lisa hat 27 Marmeladeglaser mit

%sa, fol L mefa oaen | =2 : . i 2

it Harrsdode  olopin w3 msdh R Marmelade darin S-Ie mochte sie

;'e osdendon. An wie el Messen verschenken. An wie viele Personen
oot o= Vel kann sie Marmelade verschenken, wenn

Genadanian, conn e B
SR jede Person 3 Marmeladen bekommt?

)

Rechengeschichte:

" ) - . 27 Kinder sind zu einer

< A X eﬁ&mm o 'Cfbb Keine divisionale Vorstellun, Geburtstagsparty eingeladen. 3

:vai Ld((%f otel wfba_‘l‘&gdcr Ramen € | Kinder kamen nicht[.] Wie viel ist
27:3[?]

Abbildung 31: Kategorien der Aufgabe 2 mit entsprechenden Beispielen aus der
Untersuchung
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2.5.4 Aufgabe 3

Bei dieser Aufgabe sollte die Grundvorstellung der Multiplikation im kombinatorischen Kon-
text iiberpriift werden. Daher wurden die Lésungsansitze, Rechnungen und Uberlegungen
dahingehend analysiert und evaluiert, inwiefern diese Vorstellung bei den Schiilerinnen und
Schiilern etabliert ist. Bei der Durchsicht der Fragebdgen konnte festgestellt werden, dass
sich die Antworten in drei Gruppen gliedern lassen. Diese Gliederung wurden folglich fiir die
Entwicklung der Kategorien (ibernommen:

1. Lésung mittels Multiplikation
2. Losungsansatz richtig

3. Fehlvorstellung/fehlende Vorstellungen

Lésung mittels Multiplikation:
| Uberlegungen /Rechmungen: Jue 4 4 7-sfund 1
Kow 17 T~ Shink 2
Yine 4370 el 7 7
Ao, ﬁnmf[dvT-M’lz .
= 12 Ketolynadiren -5 = GO Aiom

Bei diesem Beispiel ist eindeutig
zu erkennen, dass die
Uiberprifte Grundvorstellung
gefestigt ist.

Antwm;&g;méowf :

Losungsansatz richtig:

Uberlegungen/Rechnung; T-Shinks

A5 A3 Warar A Anhand der von dem Schiiler
AadToAABH... 2 h treich d
WATATASH. 3 gemachten Aufzeichnungen un
ey 1 der Antwort kann man darauf
Gk -am 2 schlieBen, dass die Problematik

S N 5 ’ . "

5wk =0 v g verstanden wurde. Allerdings

— fehlt der Ubergang zu der
?u o b hM o e G Multiplikation.
A PN P AL Wk b Tl Ivagn P

A
I

Fehlvorstellung/fehlende Vorstellung:
Uberlegupgen /Rechnungen: )

k\-\ ‘WF Hier ist zu erkennen, dass noch

I@\, - i keine entsprechende
e 1ch %&u.(lae, L~ & 59 doc Wy ¥ |Vorstellung zu dem
£ moan A 7 lJ! !".'B\L M'IU‘ nu kombinatorischen Kontext
Songor 1 &\w [7.8 hkl’ , vorhanden ist. Das Kind glaubt
- n{VG.& }T’Ciﬂ)l— £ 5i,§4 il
twort:

offenbal{, dass jedes T-Shirt nur
_Er konn AL Kenbinalionen B8

ein einziges Mal ausgewahlt
werden kann.

Abbildung 32: Kategorien der Aufgabe 3 mit entsprechenden Beispielen aus der
Untersuchung
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In Abbildung 32 sind Beispiele der jeweiligen Kategorien zu finden.

In einem weiteren Schritt wurden anschlieBend die fehlerhaft bearbeiteten Aufgaben, wel-
che in der Kategorie ,Fehlvorstellungen/fehlende Vorstellung” zusammengefasst wurden,
genauer unter die Lupe genommen und analysiert, zu welchen Fehlvorstellungen und Re-
chenfehlern es dabei gekommen ist. Genaueres dazu findet sich im Ergebnisbericht.
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2.56.5 Aufgabe 4

Aufgabe 4 geht der Frage nach, ob die Grundvorstellung des Messens bei den Schiilerinnen
und Schiilern derart etabliert ist, dass die gegebene Aufgabenstellung als Division erkannt
und folglich entsprechend gelost wird. Daher wurde zunachst eine Kategorie , Losung mit-
tels Division” gebildet. Im Zuge der Durchsicht der Losungen der Schiilerinnen und Schiiler
konnte jedoch festgestellt werden, dass in einigen Fallen die Antworten nicht zu der Frage-
stellung passen, beziehungsweise die falsche Einheit (kg statt Anzahl) angegeben wurde.
Daher wurde eine Unterkategorie zu der bereits beschriebenen hinzugefiigt, welche diese
Falle zusammenfasst: ,Fehlerhafte Antwort/Einheit”. AuBerdem wurden noch zwei weitere
Kategorien hinzugefiigt, wie in der folgenden Auflistung zu sehen ist:

1. Losung mittels Division
(a) Fehlerhafte Antwort/Einheit
2. Alternativer Losungsweg

3. Fehlvorstellung/fehlende Vorstellungen
Abbildung 33 zeigt jeweils ein Beispiel zu den vier Antwortkategorien. Auch bei dieser Auf-

gabe wurden die Antworten der Kategorie ,,Fehlvorstellung/fehlende Vorstellung” genauer
betrachtet und in der Ergebnisdokumentation ndher erlautert.
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Lésung mittels Division

Uberlegungen /Rechnungen:

djp | Bei diesem Beispiel ist eindeutig
W [ f .
g g oum, B0 zu erkennen, dass die
s XCTF NP ) 10 tberpriifte Grundvorstellung
\ / gl mh . .
W, gefestigt ist,
' ML DV gy gl S
Antwort: Iy
Er s “ILD My A WAL
Fehlerhafte Antwort/Einheit
Uberlegmgen/Rechnungen:

G 4=425 Hier wurde zwar die richtige
Rechnung aufgeschrieben und
auch richtig gerechnet,
allerdings wurde bei der
Antwort die falsche Einheit

Antwort: verwendet.
Er muss /J".? 5 L'—;J s hav f(rfn

Alternativer Lésungsweg
{'Hn-rlnnum.-,ml.-"1if-c'lmlmu."n-_ ,1(3 Hisi wiidedle gestellte

L 100 410 qL‘_'_b_ 1”{’7 Aufgabe tiber einen
=7, % 20 T multiplikativen Zugang gelost.

G & 115 Inwiefern die Grundvorstellung

— el 20 Messen bei diesem Kind

e 59(’{; || ausgeprigt ist, kann aufgrund

7 0C

Antwort: Ly pds /“I; ma L &hac[{f'"-

dieser Losung nicht beurteilt
werden.

Fehlvorstellung/fehlende Vorstellung

Uberlegungen, Rechnungen: Em'q!'l.'[- g
J0 )b

Antwart: Er Muss 2%@ JC J'Jcﬂ-'l 1‘1(0

Bei diesem Beispiel ist zu
erkennen, dass die Aufgabe
nicht verstanden wurde und
anstelle einer Division eine
Multiplikation aufgestellt
|| wurde. Die Grundvorstellung
Messen ist (womoglich) noch
nicht ausgebildet.

Abbildung 33: Kategorien der Aufgabe 4 mit entsprechenden Beispielen aus der
Untersuchung

48



2.5.6 Aufgabe 5

Bei dieser Aufgabe sollte untersucht werden, wie viele Kinder die Anzahl an Punkten eines
Punktefelds mittels Multiplikation ermitteln. Daher wurden all jene Antworten, bei welchen
das der Fall ist, in der Kategorie ,,Losung mittels Multiplikation" zusammengefasst. Zu die-
ser Kategorie wurde auBerdem eine Unterkategorie erstellt, welcher Antworten zugeordnet
wurden, bei denen die Multiplikation entweder falsch aufgestellt oder berechnet wurde. Kin-
der, welche tiberhaupt eine andere Strategie des Zahlens verwendet haben, wurden in der
Kategorie , Alternative Losungsstrategie” zusammengefasst. In Abbildung 34 sind Beispiele
der jeweiligen Kategorien zu finden.

Losung mittels Multiplikation
f!wrlt’g\mgﬂlfﬂrrlmun;:('u P e —
2 00000 i i
® 5260 Oy S0000y .Dleser”!(ategorte wurden all
PR 000000 jene Losungen zugeordnet,
&2z 2 C00000 5 5 i
000000 welche eindeutig mittels
000000 e :
00000 Multiplikation ermittelt wurden.
©00000 Dieses Kind hat sogar den
000000 . ,
00000 Losungsweg genau beschrieben.
Antwort:
A Es sind 60 Kyesse _,(.,Se:,:;‘,i-“.

Fehler beim Aufstellen der Multiplikation

OoaegungenyTiechmonges o M-
dio gl roie gousll sl di |
S-.-\B«JJQ wnd die  wum el
B o P o) e B

it L UL

Hier wurde zwar die Losung
mittels Multiplikation gesucht,
allerdings hat sich das Kind
dabei verzihlt.

000000000
000000000
000000000

0000000000
0000000000
»| 0000000000

(o]
o
(o]

Alternative Losungsstrategie

[ Uberlegungen/Rechnungen:

o 'nj| | oooc0o00
) Y as.k1/] | oocooo
v W TWA gVval 1 | 000000 ) )
SRR e X gogggo In diesem Fall wurden die
g = o o
000000 Anzahl der Punkte auf dem
000000 i 5
G abos Punlftefe[d mittels Zdhlen
000000 | ermittelt.
000000 |

Antwori:

Abbildung 34: Kategorien der Aufgabe 5 mit entsprechenden Beispielen aus der
Untersuchung
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2.5.7 Aufgabe 6

Diese Aufgabe geht der Frage nach, inwiefern eine Sachaufgabe, welche die Vorstellung
des Teilens bedient, auch tatsachlich mit der Rechenoperation der Division gelést wird. In
so einem Fall kann davon ausgegangen werden, dass diese Vorstellung des Teilens bei den
Schiilerinnen und Schiilern bereits ausgebildet ist. Nach Durchsicht der bei dieser Untersu-
chung gewonnenen Antworten, liegt eine Einteilung in folgende Kategorien nahe. Auch hier
wurde analog zu Beispiel 4 eine Unterkategorie gebildet:

1. Losung mittels Division
(a) Fehlerhafte Antwort/Einheit

2. Fehlvorstellung/fehlende Vorstellung

In Abbildung 35 sind jeweils Beispiele zu den einzelnen Kategorien zu finden. Welche unter-
schiedlichen Fehlvorstellungen im Zuge dieser Untersuchung bei dieser Aufgabe ausgemacht
werden konnten, wird im Ergebnisbericht naher erlautert.
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Losung mittels Division

T ber et R g,
3

Antwort:

L Po-t - /
A ‘fﬂﬁ aebd | A

Dieser Kategorie wurden all
jene Losungen zugeordnet,
welche eindeutig mittels
Division ermittelt wurden.

Fehlerhafte Antwort/Einheit

_-f'_l)ericgrm:i-u.-’l?c‘fhmu;cn‘ o

Antwort:
n euren |

Hier wurde zwar die Losung
mittels Division ermittelt,
allerdings ist die Einheit bei der
Antwort nicht korrekt.

Fehlvorstellung/fehlende Vorstellung

[ Uberlegungen/Rechnungen: 7 B /5 7 & IE __' s 3
ichhobe aén
1A r eapt : . ;

T/ FlAarnen il

‘ 4 § oX [ “J""r‘ ,K“f.a ra g Ll
T P /¢ Ao S~ 9

| EID~  dusqerechnet

I

[ Antwort: T T A7 1 A\

&[;TJ r’x,:::'{)';'l:',;, ha f /I:T """

y Con T |
L St pla s,

Bei diesem Beispiel wurde eine
Multiplikation anstelle einer
Division gerechnet. Der Kontext
dieser Sachaufgabe, welcher auf
die Vorstellung des Teilens
abzielt, wurde offensichtlich
nicht verstanden.

Abbildung 35: Kategorien der Aufgabe 6 mit entsprechenden Beispielen aus der

Untersuchung
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2.5.8 Aufgabe 7

Bei Aufgabe 7 sollten die Schiilerinnen und Schiiler beschreiben, welcher Unterschied bei
den beiden gegebenen Rechnungen 60 dm : 4dm = 15 und 60dm : 4 = 15 dm festzustellen
ist — gegebenenfalls mit einer Skizze. Die Losungen der Kinder bei dieser Aufgabe wurden
zu folgenden Kategorien zugeordnet:

1. Kontext (zumindest teilweise) erkannt

(a) Aufgabe a) als Messen erkannt
(b) Aufgabe b) als Teilen erkannt

(c) passende Skizze
2. Unterschied ausschlieBlich durch Rechenregel
3. Unterschied ausschlieBlich durch Einheitentausch bzw. vergessene Einheiten

4. keine Antwort

An dieser Stelle sei gesagt, dass es sich in diesem Fall nicht um ausschlieBlich disjunkte
Kategorien handelt, da die erste drei Unterkategorien umfasst. In die Kategorie 1 fallen
die Losungen all jener Schiilerinnen und Schiiler, welche zumindest in einer der drei Unter-
kategorien vertreten sind. So kann ein Kind beispielsweise Aufgabe a) als Messen erkannt
und gleichzeitig eine passende Skizze gezeichnet haben. Die restlichen drei Kategorien sind
jedoch tatsachlich abgeschlossen. Fallt eine Antwort in eine dieser Kategorien, ist diese in
keiner anderen zu finden. In Abbildung 36 sind Beispiele der Kategorien aufgelistet. Nach-
dem all jene Antworten in Kategorie 1 fallen, welche in zumindest einer Unterkategorie zu
finden sind, ist diese in der Abbildung nicht vertreten.
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JKontext (zumindest teilweise) erkannt

Aufgabe a) als Messen erkannt

35 60dm : 4dm = 15
Erklarung/Uberlegungen: S Al mman cine Sk (6O ) An ‘Ilm@?%

Bon gy wh ViSkicles (wih e o)

Anhand der Ldsung ist hier eindeutig zu erkennen, dass das Kind die Vorstellung des Messens bereits verinnerlicht
hat. Damit eine Zuordnung zu dieser Kategorie méglich ist, muss eine solche oder eine dhnliche Erkldrung (auch in
Form einer Skizze) vorhanden sein.

Aufgabe b) als Teilen erkannt

> LLLELER L Aufgrund der Erkldrung der Schiilerin i
Friia P alaranre: ufgrund der Erkldrung der Schilerin in
| / g Aufgabe b} ist eine Zuordnung zu diese
| . . . I .
| Cﬁ’ . -p F u 2 —_— N ) 3 Kategorie eindeutig gegeben. Fir eine
| /v 6 o 1] 5\ \G‘[(/ Q&m&‘ﬂ' Zuteilung in diese Kategorie muss der
/__‘\-6/0\_/“ Vorgang des Teilens einer Strecke in
F‘___‘,__,.-—-—\’""' gleich lange Stticke (auch ausschlieBlich
in Form einer Skizze) eindeutig
! 2% erkennbar sein.
Passende Skizze
%ﬁénmg_f.um,mw“: S0 e 10 - In dieser Kategorie wurden all jene Lésungen
s gesammelt, welche eine passende Skizze zu
R ‘“=£'j£ , o,ﬁ. 0009900004 den Aufgaben aufweisen. Dabei wurde nicht
Halm 404 differenziert, ob nur zu einer Aufgabe eine
Skizze angefertigt wurde oder fiir beide.
B T G0dm:d=16dm '
Beldirung/Uberlepisget 1Holm Anmerkung: Aufgaben, welche dieser
P 15 o U=60udm Kategorie zugeordnet sind, finden sich
e gleichzeitig auch in anderen Kategorien
4 wieder.
|Unterschied ausschlieBlich durch Rechenregel
a 60dm : 4dm = 15
Erklarung/Uberlegungen: f 0 / /
Lonno@n qé),_'{%ij e oS
/A . o I
) ;/- 4Ly ARG pA S

In dieser Kategorie werden all jene Beispiele gesammelt, bei welchen der Unterschied der beiden Rechnungen mit Hilfe der
im Beispiel beschriebenen Rechenregel (auch in Abbildung 15 zu finden) erkléart wird. Aufgrund des Kénnens dieser Regel
allein kann noch nicht auf ein ausgebildetes Vorstellungskonstrukt der Division geschlossen werden.

Unterschied ausschlieBlich durch Einheitentausch bzw. vergessene Einheiten

_a) G0dm : 4dm = 16
T » il = Bei Aufgaben, welcher dieser Kategorie zugeordnet sind,
5 = A U2 V(G EcSEN DE/ ist der Unterschied zwischen den beiden Rechnungen
SN ; 4 a0 ausschliefflich mit fehlenden bzw. vertauschten Einheiten
A L i I,'g el Oses | M‘?&r .. . . .
e | =2 2ep SNl S . erkldrt worden. In diesem Fall ist der Schiler davon
- 60dm 4= 15dm — i ausgegangen, dass die MaBeinheiten jeweils vergessen
[iesmal habén = :’/ 2 2t dEer wurden. Eine Vorstellung, wie Sachsituationen zu
; oroc = adi= Fo@ S/ }J,}‘- dvlerartigen Angaben aussehen kénnten, ist in so einem Fall
Oo—. inelzr Jazy2a 2ree Lz, mehE gegehben.

Abbildung 36: Kategorien der Aufgabe 7 mit entsprechenden Beispielen aus der
Untersuchung

53



2.5.9 Aufgabe 8

Ahnlich der Aufgabe 7 soll bei dieser Aufgabe ein Unterschied zwischen zwei Rechnungen
dargelegt werden. Dabei handelt es sich um die beiden Multiplikationen 4 - 5m = 20m
und 5-4m = 20m. Nach Durchsicht der im Zuge dieser Studie ermittelten Daten wurden
folgende Kategorien erstellt:

1.
2,
3,
4,

5.

Kontextueller Unterschied beschrieben
Kein kontextueller Unterschied beschrieben
Fehlvorstellung

passende Skizze

keine Antwort

Es handelt sich auch hier wiederum nicht ausschlieBlich um disjunkte Kategorien. Ein Bei-
spiel, bei welchem der kontextuelle Unterschied beschrieben ist, kann gleichzeitig auch eine
Skizze beinhalten. Somit findet sich diese Antwort in beiden Kategorien wieder. In Abbildung
37 sind entsprechende Beispiele zu den einzelnen Kategorien angegeben.
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Kontextueller Unterschied beschrieben

ﬁm’fh—rﬂm..m; 4.-5m=20m
Dis is] rrr.?f- L{/!awl-(r‘s-,j Vo @lhem
Q“fl'f!{."'rfj—
= 5. dm = 30m

Erklirung /Uberlegungen:
Jrjlf_l.' il (Ife')f' Mmﬂfmj lan € mer

n

f"‘{-‘..’fnﬂ'fj'(;n

In dem nebenstehenden Beispiel
kann man erkennen, dass dieser
Schiiler den kontextuellen
Unterschied der beiden
Multiplikationen verstanden hat.
Der Unterschied muss bei dieser
Kategorie allerdings nicht anhand
des Umfangs beschrieben werden.

Kein kontextueller Unterschied beschrieben

a) 4-5m=20m
Erklarung Therlegungen:

Die Zahlen wuwrdlen vectay st

) 5:4m = 20m
Erklirung /Uberlegungen:

Die Zﬁ.%ﬁaﬂ ML/O(-CI\ ue,(géqu.;%

In diese Kategorie fallen all jene
Lasungen, bei welchen kein
kontextueller Unterschied
beschrieben wird. In diesem Beispiel
wird der Unterschied ausschlieBlich
durch das Vertauschen der Zahlen
ausgemacht. Erklarungen mittels
Kommutativgesetz fallen ebenfalls in
diese Kategorie.

Fehlvorstellung

a
Erklarung/Uberlegungen:

b {/;’{90 Em WMJ; ek ok

4-5m=20m e

) - dm=20m

ErRAnne /TR B = Yim s € ein ellog b ‘tw"i:éféﬂ

Jene Losungen, welche
Fehlvorstellungen zu den
gegebenen Multiplikationen
beinhalten, sind in dieser
Kategorie gesammelt. Dieser
Schiiler versteht die gegebenen
Rechnungen beispielsweise als
Flachenberechnung zweier
unterschiedlicher Rechtecke.

Passende Skizze

a) 4-5m=20m

Erklirung/Uberlegungen:

lie ol man 4. 5o coimen
5

&jw;b‘ax - ¥ :

[B)_ Trim=

20m
Erkliorung/Uberlegungen:
Un A"‘ u@cﬁm S -Ym Mabnen
au'qp.‘al- = =

Dieser Kategorie sind all jene
Beispiele zugeordnet, welche
passende Skizzen enthalten.

Anmerkung: Aufgaben, welche dieser
Kategorie zugeardnet sind, finden
sich gleichzeitig auch in anderen
Kategorien wieder.

Abbildung 37: Kategorien der Aufgabe 8 mit entsprechenden Beispielen aus der

Untersuchung
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2.5.10 Aufgabe 9

Bei dieser Aufgabe wurde ausschlieBlich die Rechenkompetenz der Schiilerinnen und Schiiler
uberprift. Insofern wurden hier keinerlei Kategorien entwickelt, sondern lediglich quantitativ
ausgewertet, wie viele Aufgaben korrekt beziehungsweise inkorrekt bearbeitet wurden. Im
Ergebnisbericht ist auBerdem zu finden, welche Fehler gemacht wurden und wie haufig diese
aufgetreten sind.
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2.6 Ergebnisse

In diesem Kapitel werden schlieBlich die Ergebnisse zusammengefasst, welche im Zuge der
Untersuchung gewonnen werden konnten. Hierbei werden zunachst die Ergebnisse der einzel-
nen Aufgaben gesondert betrachtet und analysiert, um mégliche Schliisse daraus zu ziehen.
AuBerdem werden anschlieBend die Aufgabenstellungen des Fragebogens anhand der gewon-
nenen Erkenntnisse erneut kritisch hinterfragt, um moglicherweise in Zukunft im Zuge einer
Folgeuntersuchung ein noch scharferes Bild von den Grundvorstellungen der Schiilerinnen
und Schiiler zu erhalten. Ein weiteres Kapitel wird sich mit der Frage auseinandersetzen,
welche Schlussfolgerungen nach einer derartigen Untersuchung fiir den Unterricht speziell
in den untersuchten Klassen gezogen werden kénnen.

2.6.1 Welche Grundvorstellungen der Multiplikation bzw. Division konnten an-
hand der Rechengeschichten ermittelt werden?

Sowohl bei der Multiplikation als auch bei der Division hat sich bei der Auswertung der ersten
beiden Fragen des Uberpriifungsbogens ein sehr klares Bild gezeichnet, welche Grundvor-
stellungen zu den multiplikativen Grundrechnungsarten bei den untersuchten Schiilerinnen
und Schiilern vorherrschend sind. In Abbildung 38 sind die Haufigkeiten der einzelnen Vor-
stellungen zu der Multiplikation graphisch dargestellt.

Aufgabe 1 (n=99)

80
71
70
60
50
40

30

20

10

10 8
] : : B :
. 7 — ]

Raumlich Zeitlich sukzessive  Multiplikativer Formelhafte Keine Keine
simultane Handlung Vergleich Multiplikation von  multiplikative ~ Rechengeschichte
Anordnung GrolRen Grundvorstellung

Abbildung 38: Haufigkeiten der erfassten Grundvorstellungen zu der Multiplikation
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Dabei ist eindeutig zu erkennen, dass ein erheblicher Teil der Schiilerinnen und Schiiler
Rechengeschichten erfanden, welche raumlich simultane Anordnungen beschreiben. Neben
dieser Vorstellung wurden des Weiteren zeitlich sukzessive Handlungen, multiplikative Ver-
gleiche und auBerdem zwei formelhafte Multiplikationen von GroBen beschrieben, welche
jedoch zusammen nur rund 14% der Gesamtmenge ausmachten. Ein kombinatorischer Kon-
text konnte in keiner Rechengeschichte festgestellt werden, wodurch anzunehmen ist, dass
diese Vorstellung der Multiplikation nicht so gefestigt ist, wie die librigen genannten. Das
ist allerdings wenig verwunderlich, da der kombinatorische Zugang zur Multiplikation im
Lehrplan der Volksschule auch nicht explizit erwadhnt wird und im Vergleich zu den ibrigen
Vorstellungen wohl sehr selten thematisiert wird.

Rund 10% der Schiilerinnen und Schiiler stellten Rechengeschichten auf, welche keine multi-
plikative Vorstellung beinhalten und vier Kinder schrieben gar keine Geschichte auf. Warum
in diesen vier Fallen keine Rechengeschichte aufgeschrieben wurde ist nicht ersichtlich. Ver-
gleicht man die Ergebnisse der Schiilerinnen und Schiiler miteinander, so zeigt sich, dass sich
die Verteilung der Haufigkeiten der einzelnen Grundvorstellungen in dieser Aufgabe nicht
nennenswert unterscheiden. Allerdings konnten bei den Schiilerinnen im Vergleich zu den
Schiilern mehr als doppelt so viele (7) Rechengeschichten gefunden werden, bei welchen
keine multiplikative Vorstellung bedient wurde. Bei diesen Geschichten haben sich unter
anderem auch Fehlvorstellungen gezeigt.

Angabe: = 1475 =

I'\';echoggeschjch TR &t Rechnung:
o T ’".‘ /A:._E:

uef Ju

Antwort zur Rechengeschichte:
- )
&‘W\JMA' JM GJM mm/ﬂ‘\' 1

Abbildung 39: Beispiel einer Schiilerinnenlésung, bei welcher keine multiplikative
Vorstellung erkennbar ist

In Abbildung 39 ist folgende Rechengeschichte aufgestellt worden:
Wenn du 14 griine [...] und 5 rote Apfel hast und du willst beide multiplizieren].]

Diese Schilerin hat anscheinend noch keine gefestigte Vorstellung zu der Multiplikation und
hat die Zahlen in der Rechnung 14 - 5 einfach durch Apfel ersetzt. Dass eine derartige Mul-
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tiplikation von zwei Mengen in Realitat keinen Sinn ergibt, diirfte dem Kind nicht bewusst
sein.

Ein Beispiel fiir eine Rechengeschichte, welche zwar keine Fehlvorstellung beinhaltet, aller-
dings auch keine multiplikative Vorstellung bedient, ist in Abbildung 30 zu sehen.
Betrachtet man die Rechengeschichten zur Division, so ergibt sich ebenfalls ein deutliches
Bild. In Abbildung 40 sind die Haufigkeiten der einzelnen Antwortkategorien zu sehen. Dabei
kann man feststellen, dass die Schiilerinnen und Schiiler hauptsachlich Rechengeschichten
erfunden haben, welche die Vorstellung des Teilens beinhalten. Nur etwa fiinf Prozent der
Geschichten wecken die Vorstellung des Messens, wodurch man schlieBen kann, dass ein
solcher Kontext einer Division weit seltener intuitiv zugeschrieben wird.

Aufgabe 2 (n=99)

90

80

70

60
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40
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20

10 5 6 7

. — ] [
Teilen Messen Keine divisionale Keine

Vorstellung Rechengeschichte

Abbildung 40: Haufigkeiten der erfassten Grundvorstellungen zu der Division

Rund sechs Prozent der Schiilerinnen und Schiiler haben keinerlei mit Division zusammen-
hangende Vorstellung in die Rechengeschichte verpackt und sieben Kinder haben Uber-
haupt keine Rechengeschichte aufgeschrieben. Auch hier ist wiederum nicht ersichtlich, ob
in diesen sieben Fallen keine passende Geschichte gefunden wurde, oder andere Griinde zur
Nichtbeantwortung gefiihrt haben.

Betrachtet man jene Rechengeschichten genauer, welche keine Vorstellung beinhalten, fin-
den sich darunter auch Fehlvorstellungen. So hat beispielsweise eine Schiilerin die Bedeutung
des Dividenden mit jener des Divisors vertauscht und somit eine Rechengeschichte erfunden,
welche zwar zur Rechnung 3 : 27 passen wiirde, nicht jedoch zu der gegebenen Rechnung
27 : 3, wie in Abbildung 41 zu sehen ist.
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Angabe: : 273 =

}’{echengeschichte: -~ R{(jh&gl;?
Qo &mm

Btwort zZur Rﬁchelﬁichte:

Abbildung 41: Bedeutung von Dividend und Divisor wurde von dieser Schiilerin vertauscht

Vergleicht man die Ergebnisse der Schiilerinnen und Schiiler miteinander, so ist in Abbil-
dung 42 zu erkennen, dass die Vorstellung des Teilens bei beiden Geschlechtern dhnlich
stark etabliert ist. Allerdings fallt auf, dass in der Kategorie Messen hauptsachlich Schiiler-
l6sungen zu finden sind und die meisten Geschichten ohne entsprechender Vorstellung (5)
bei Schiilerinnen aufgetreten sind.

Aufgabe 2 (n=99)

Keine Rechengeschichte 5'23/30%
Keine divisionale Vorstellung 2,1% 0,8%
Messen 2’0%8'3%
Teilen 8815:/;2

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Schiiler Schilerinnen

Abbildung 42: Prozentuale Haufigkeiten der Schiilerinnen und Schiiler
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Im Zuge der Auswertung der Fragebogen hat sich bei Aufgabe 2 auBerdem noch ein inter-
essantes Detail herauskristallisiert. Bei rund 43% aller Rechengeschichten geht es darum,
dass SiiBigkeiten (Gummibaren, Schokoladetafeln, ...) oder andere Speisen (Burger, Apfel,
... ) gerecht verteilt werden sollen. Die groBe Menge an dhnlichen Rechengeschichten ergibt
sich wohl aus den unzahligen Sachaufgaben zur Division in unterschiedlichen Schulbiichern,
bei welchen eben derartige Verteilungsaufgaben zu Ubungszwecken herangezogen werden.

2.6.2 Wird ein kombinatorischer Kontext als Multiplikation gedeutet?

Der kombinatorische Zugang zur Multiplikation ist mit Sicherheit einer der schwierigeren
und stellt Kinder nicht selten vor Verstandnisprobleme. Bereits mehrere Studien haben
gezeigt, dass im Vergleich zu Aufgaben, welche mit Hilfe der (brigen Grundvorstellungen
der Multiplikation bearbeitet werden konnen, kombinatorische Aufgaben fiir Kinder sehr
schwierig zu 16sen sind (siehe beispielsweise Nesher (1988) oder Mulltigan und Mitchelmore
(1997)). Im Zuge dieser Untersuchung hat sich bereits bei der Aufgabe 1 gezeigt, dass
kein einziges Kind eine Rechengeschichte mit kombinatorischem Hintergrund erfunden hat.
Betrachtet man die Ergebnisse von Aufgabe 3, so zeigt sich, dass solche Aufgabenstellungen
tatsachlich einige Kinder der ersten Klasse AHS vor Probleme stellten.

Aufgabe 3 (n=99)

Nicht bearbeitet 7,8%

Fehlvorstellung/fehlende Vorstellung 23,5%

Lésungsansatz richtig 2,0%

77,1%
Losung mittels Multiplikation 66,7%

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Schiler Schilerinnen M Gesamt

Abbildung 43: Prozentuale Haufigkeiten der Schiilerinnen und Schiiler differenziert nach
Geschlecht
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Abbildung 43 zeigt die prozentualen Haufigkeiten der entwickelten Kategorien differenziert
nach dem Geschlecht. Hier ist zu sehen, dass rund ein Viertel (25,3%) aller Schiilerinnen
und Schiiler die Aufgabe entweder nicht oder falsch bearbeitet haben. Betrachtet man aus-
schlieBlich die Ergebnisse der Schiilerinnen, so fallen fast ein Drittel (31,3%) in diese beiden
Kategorien. Allerdings haben rund 70% aller Kinder die Aufgabenstellung als Multiplikation
verstanden und entsprechend gelost. Hierbei zeigt sich, dass diese Vorstellung der Multipli-
kation im kombinatorischen Kontext bei Schiilern dieser Untersuchung starker etabliert ist,
als bei Schiilerinnen.

Betrachtet man nun die Kategorie der Fehlvorstellungen bzw. fehlenden Vorstellungen ge-
nauer, so erkennt man, dass solche vorwiegend bei Schiilerinnen festgestellt werden konnten.
Haufig war dabei zu finden, dass bei dieser Aufgabenstellung nicht gerechnet werden miisse,
da 12 T-Shirts zur Verfligung stehen und dementsprechend 12 Kombinationen zu finden
sind (siehe Abbildung 32). AuBerdem haben einige Schiilerinnen und Schiiler die beiden
Mengen addiert und sind dabei auf 17 Kombinationen gekommen. In beiden Fallen ist
anhand der Losungen ersichtlich, dass die Vorstellung zu Aufgaben mit kombinatorischem
Kontext noch nicht ausgebildet ist. Geht man davon aus, dass der GroBteil derer, welche die
Aufgabe nicht bearbeitet haben, ebenfalls noch keine entsprechende Vorstellung aufgebaut
haben, so kann man daraus schlieBen, dass rund ein Viertel aller Schiilerinnen und Schiiler
dieser Untersuchung den kombinatorischen Kontext nicht ausreichend verstehen.

2.6.3 Ergebnisse der Sachaufgaben zum Messen und Teilen

Ein deutlich anderes Bild hat sich bei der Auswertung der beiden Sachaufgaben zu der
Division gezeigt (Aufgabe 4 und 6). Tatsachlich haben bei beiden Aufgaben jeweils knapp
94% den Kontext verstanden und die Probleme mittels Division gel6st. Betrachtet man die
Ergebnisse ein wenig genauer, so lassen sich aber dennoch einige Unterschiede erkennen.
Abbildung 44 zeigt sehr deutlich, dass sowohl Schiilerinnen als auch Schiiler zum GroBteil
keine Schwierigkeiten beim Losen der Sachaufgabe zur Vorstellung des Messens gehabt
haben. Diese Grundvorstellung diirfte also bei dieser Gruppe bereits verinnerlicht sein. Be-
sonders gut abgeschnitten haben in diesem Fall Schiiler. Fast 98% haben diese Sachaufgabe
des Messens als Division erkannt, die restlichen zwei Prozent (ein einziger Schiler) haben
diese nicht bearbeitet. Fehlvorstellungen sind ausschlieBlich bei Schiilerinnen vorgekommen
und machen rund 6% der Schilerinnenantworten aus. Jeweils eine Schiilerin hat die Frage
nicht beantwortet, beziehungsweise einen alternativen Losungsweg gefunden (der Losungs-
weg ist in Abbildung 33 zu finden).

Betrachtet man jene Losungen, welche in der Kategorie Fehlvorstellung/fehlende Vorstel-
lung gefallen sind, so fallt auf, dass in allen Fallen eine Multiplikation anstelle einer Division
durchgefiihrt wurde. Ein Beispiel hierfiir findet man ebenfalls in Abbildung 33.

Bei der Auswertung der Kategorie Fehlerhafte Antwort/Einheit ist erkennbar, dass der Anteil

an Schiilern mit fehlerhaften Antworten oder Einheiten groBer ist, als jener der Schiilerinnen.
Von 47 Schiilern, welche die Aufgabe korrekt mittels Division gelést haben, wurde bei
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Aufgabe 4 (n=99)

2,1%
Nicht bearbeitet 2,0%

B 20%

0,0%

Fehlvorstellung/fehlende Vorstellung 5,9%

B 30%

0,0%

Alternativer Losungsweg 2,0%
I Lo%
97,9%
Losung mittels Division 90,2%

I,  93,9%
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Schiiler Schiilerinnen M Gesamt

Abbildung 44: Prozentuale Haufigkeiten der Schiilerinnen und Schiiler differenziert nach
Geschlecht

8,5% eine fehlerhafte Antwort oder Einheit gefunden, wie in Abbildung 45 zu sehen ist. Im
Vergleich dazu sind solche Fehler bei der Beantwortung der Frage bei Schiilerinnen seltener
vorgekommen. Grundsatzlich ist bei diesen Antwortfehlern jedoch schwer ersichtlich, ob
diese aus einem fehlenden Kontextverstandnis resultieren oder Fliichtigkeitsfehler der Grund
dafiir sind.

Aufgabe 4 (n=93, w=46, m=47)

10%

9% 8,5%
8%

7% 6,5%

6%
5% 4,3%
4%
3%
2%

1%

0%

W Gesamt Schiilerinnen Schiiler

Abbildung 45: Prozentuale Haufigkeiten der Kategorie fehlerhafte Antwort/Einheit
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Abbildung 46 zeigt nun Detailergebnisse der Aufgabe 6, welche der Vorstellung des Teilens
zugrunde liegt. Auch diese Aufgabenstellung war fiir einen erheblichen Teil der Schiilerinnen
und Schiiler problemlos I6sbar. Dabei ist ersichtlich, dass im Vergleich zu Aufgabe 4 Schii-
lerinnen besser abgeschnitten haben als Schiler. Rund 96% der Schiilerinnen haben diese
Aufgabe des Teilens mittels Division gelost, bei einer Schiilerin wurde eine Fehlvorstellung
festgestellt und eine weitere hat die Aufgabestellung nicht beantwortet.

Aufgabe 6 (n=99)

2,1%
Nicht bearbeitet 2,0%

I 2,0%

6,3%
Fehlvorstellung/ fehlende Vorstellung 2,0%

. 4,0%

91,7%
Losung mittels Division 96,1%

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Schiler Schilerinnen ® Gesamt

Abbildung 46: Prozentuale Haufigkeiten der Schiilerinnen und Schiiler differenziert nach
Geschlecht

Neben der bereits erwahnten Schiilerin wurden 6% der Schiilerlésungen der Kategorie Fehl-
vorstellung/fehlende Vorstellung zugeordnet, wobei bei allen dieselbe Fehlvorstellung fest-
gestellt wurde. Anstelle der Division wurde auch hier eine Multiplikation aufgestellt, wie
beispielsweise in Abbildung 35 zu sehen ist.

Sehr ahnlich wie bei Aufgabe 4 sind die ermittelten Ergebnisse der Kategorie Fehlerhafte
Antwort/Einheit. 9% jener Schiiler, welche die Aufgabe mittels Division gel6st haben, konn-
ten keine korrekte Antwort oder Einheit angeben. Im Vergleich dazu wurden solche Fehler
bei dieser Aufgabe sogar nur bei einer Schiilerin ausgemacht wie in Abbildung 47 zu sehen
ist.

Grundsatzlich kann jedoch anhand der Ergebnisse der Kinder dieser Untersuchung festge-
halten werden, dass die Vorstellung des Messens und Teilens groBteils zumindest soweit
gefestigt ist, dass einfache Sachaufgaben, welche mit diesen Grundvorstellungen zusam-
menhangen, richtig bearbeitet werden konnen.
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Aufgabe 6 (n=93, w=49, m=44)
1 9,1%
9%
8%
7%
6%
5%
4%
3%
2%

1%

0%

B Gesamt Schiilerinnen Schiler

Abbildung 47: Prozentuale Haufigkeiten der Kategorie fehlerhafte Antwort/Einheit

2.6.4 Welche Zahlstrategien wurden bei dem Punktefeld verwendet?

Die Ergebnisse, welche im Zuge dieser Untersuchung bei Aufgabe 5 ermittelt wurden, zeigen
sehr deutlich, dass die vorherrschende Strategie zum Zahlen von Punkten eines rechtecki-
gen Punktefelds die entsprechende Multiplikation ist. Tatsachlich haben in diesem Fall 96
Schilerinnen und Schiiler eine Multiplikation zur Lésungsfindung aufgestellt, ein Schiiler
hat die Punkte gezahlt und zwei Kinder haben diese Aufgabe gar nicht bearbeitet.
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Abbildung 48: Fehlerhaft aufgestellte Multiplikation einer Schilerin
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Bei jenen Kindern, welche die Zahlaufgabe mittels Multiplikation gelost haben, gibt es drei,
welche auf eine falsche Losung kommen. Das hat allerdings unterschiedliche Griinde. Wah-
rend sich zwei Schiilerinnen schlichtweg verzahlt haben, zeigt sich bei der dritten Schiilerin
ein Verstandnisfehler, welcher in Abbildung 48 zu sehen ist. Diese Schiilerin hat sich zwar
offensichtlich gemerkt, dass man die Anzahl von Spalten und Reihen gewissermaBen mit-
einander multiplizieren muss, allerdings moglicherweise die eigentliche |dee dahinter nicht
verinnerlicht. Darauf lassen auch die unterschiedlich bemalten Kreise in der Skizze schlie-
Ben. Um hier jedoch noch einen genaueren Eindruck von der Vorstellung der Schiilerin zu
dieser Aufgabe zu bekommen, ware wohl ein weiterfiihrendes Gesprach notwendig.

2.6.5 Wourden die Angaben von Aufgabe 7 als Messen und Teilen im geometri-
schen Kontext erkannt?

Zweifelsohne ist diese Aufgabenstellung, im Vergleich zu den bisherigen, herausfordern-
der fir die Schiilerinnen und Schiiler, da hierbei der Unterschied der beiden Rechnungen
60dm : 4dm = 15 und 60dm : 4 = 15dm in eigenen Worten beschrieben werden soll.
Damit miissen gleich zwei Grundvorstellungen miteinander verglichen werden. Damit der
kontextuelle Unterschied liberhaupt erkannt werden kann, muss sowohl die Grundvorstel-
lung des Messens als auch die des Teilens soweit ausgebildet sein, dass diese auch in diesem
geometrischen Zusammenhang erkannt werden. Reicht hier die Vorstellungskraft nicht aus,
um sich die beiden gegebenen Sachverhalte bildlich vorstellen zu kénnen, wird der Unter-
schied der beiden Rechnungen ausschlieBlich durch fehlende, beziehungsweise vertauschte
Vorzeichen beschrieben oder mit Hilfe einer gelernten Rechenregel erklart.

Abbildung 49 zeigt die prozentualen Haufigkeiten der einzelnen Kategorien, wobei in die
Kategorie Kontext (zumindest teilweise) erkannt all jene Schiilerinnen und Schiiler fallen,
welche zumindest eine der beiden Aufgaben als Messen beziehungsweise Teilen erkannt ha-
ben. Im Zuge dieser Untersuchung haben rund ein Drittel der Kinder den Kontext erkannt,
wobei auffallt, dass das Teilen im geometrischen Kontext besser verinnerlicht ist, als das
Messen. Rund 23% der Schiilerinnen und Schiiler haben bei beiden Unteraufgaben den
Kontext verstanden und damit offensichtlich auch den kontextuellen Unterschied erkannt.
Skizzen zum Verdeutlichen des Sachverhaltes wurden nur bei rund 8% gefunden. Etwas
weniger als die Halfte aller Kinder (43,4%) haben bei dieser Aufgabe die Verschiedenartig-
keit der beiden Rechnungen durch fehlende oder vertauschte Einheiten erklart. Man kann
daher davon ausgehen, dass bei diesen Schiilerinnen und Schiilern die Vorstellungen zum
Messen und Teilen zumindest noch nicht so weit gefestigt sind, dass der Transfer von den
Rechnungen zu einem entsprechenden Kontext bewaltigt werden kann. Diejenigen Kinder,
welche fehlende Einheiten als Unterschied beschrieben haben, haben zusatzlich noch kein
Verstandnis ausgebildet, was die Einheiten bei einer Division bedeuten und wie diese anzu-
schreiben sind. Jene rund 11%, welche den Unterschied mittels Rechenregel erklart haben,
konnen im Vergleich dazu offensichtlich auf ein bereits gelerntes Wissen solcher Aufgaben
zuriickgreifen. Das Konnen der Rechenregel alleine lasst jedoch noch nicht auf ein kontex-
tuelles Verstandnis schlieBen. 14% der Schiilerinnen und Schiller haben diese Aufgabe gar
nicht beantwortet.
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Aufgabe 7 (n=99)

0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% 50%
Kontext (zumindest teilweise) erkannt _ 32,3%

Aufgabe a) als Messen erkannt 24,2%
Aufgabe b) als Teilen erkannt 31,3%
Passende Skizze 8,1%

Unterschied ausschlieBlich durch Rechenregel _ 10,1%
Unterschied ausschlieflich durch Einheitentausch bzw. _ 43.4%
vergessene Einheiten s
Nicht bearbeitet _ 14,1%

Abbildung 49: Prozentuale Haufigkeiten der entwickelten Kategorien

Betrachtet man den geschlechtsspezifischen Unterschied der gewonnenen Ergebnisse, so er-
geben sich dabei doch deutliche Unterschiede. Zu deren Verdeutlichung wurde in Abbildung
50 ein relativer Vergleich angestellt, wobei darauf geachtet wurde, dass die unterschiedliche
Anzahl an Reprasentanten (w = 51, m = 48) keinen Einfluss auf diesen Vergleich hat. Be-
sonders deutlich ist der Unterschied bei den nicht bearbeiteten Aufgaben. Von allen nicht
bearbeiteten Aufgaben sind im relativen Vergleich rund 70% von Schilerinnen (absolut: w
= 10, m = 4). Genau umgekehrt verhilt es sich mit jenen Lésungen, welche in die Katego-
rie Unterschied ausschlieBlich durch Rechenregel fallen. Rund 71% davon sind im Vergleich
Schiilern zuzuordnen.

Weniger deutlich ist der Unterschied bei der Kategorie Kontext (zumindest teilweise) er-
kannt und dessen Unterkategorien, aber auch hier ergeben sich spannende Erkenntnisse. So
zeigt sich, dass Schiiler den Kontext im relativen Vergleich haufiger erfasst haben. Hierbei
wurde das Messen noch deutlicher als das Teilen vorwiegend von dieser Gruppe erkannt.
Zieht man einen Vergleich zu den Sachaufgaben dieser beiden Grundvorstellungen (Auf-
gabe 4 und 6), so haben Schiller bei der Aufgabe zum Messen besser abgeschnitten und
Schiilerinnen bei jener zum Teilen. In diesem Fall haben zwar in beiden Féllen die Schiler
vergleichsweise besser abgeschnitten, jedoch auch hier beim Messen noch deutlicher. Of-
fenbar ist die Vorstellung des Messens bei dem mannlichen Anteil der untersuchten Gruppe
bereits besser ausgebildet als bei dem weiblichen. Skizzen wiederum wurden haufiger von
Schiilerinnen angefertigt.
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Aufgabe 7 (n=99)

Kontext (zumindest teilweise) erkannt 45,4% 54,6%
Aufgabe a) als Messen erkannt 40,2% 59,8%
Aufgabe b) als Teilen erkannt 43,7% 56,3%
Passende Skizze 61,1% 38,9%
Unterschied ausschlieRlich durch Rechenregel 28,7% 71,3%

Unterschied ausschlieBlich durch Einheitentausch bzw.

N 52,0% 48,0%
vergessene Einheiten

Nicht bearbeitet 70,2% 29,8%

Schilerinnen Schiler

Abbildung 50: Relativer Vergleich der Ergebnisse der Schiilerinnen und Schiiler

2.6.6 Wourde der kontextuelle Unterschied bei Aufgabe 8 erkannt?

Betrachtet man schlieBlich die Ergebnisse von Aufgabe 8, welche dhnlich aufgebaut war wie
Aufgabe 7, so erkennt man, dass die Beantwortung dieser auch ahnlich schwer gefallen ist.
Hierbei sollte der Unterschied der beiden Rechnungen 4 -5m = 20m und 5-4m = 20m
in eigenen Worten erklart werden, gegebenenfalls mit einer Skizze. Das Ziel dieser Auf-
gabe war herauszufinden, wie viele Schillerinnen und Schiiler dabei auf den kontextuellen
Unterschied eingehen. Denn dann kann davon ausgegangen werden, dass das Verstandnis
der Multiplikation soweit ausgebildet ist, dass diese in diesem geometrischen Kontext im
Kern verstanden wurde. In dem Fall gibt es sogar nicht nur eine Vorstellung, welche dabei
aktiviert werden kann. Sowohl eine zeitlich sukzessive Handlung (man misst viermal hin-
tereinander 5 Meter bzw. umgekehrt), eine rdumlich simultane Anordnung (es liegen vier 5
Meter lange Holzstamme beisammen bzw. umgekehrt) als auch eine formelhafte Multiplika-
tion von GréBen (Umfang eines Quadrats mit 5 Meter Seitenlange bzw. eines Fiinfecks mit
4 Meter Seitenlange) konnen in diesem Fall gemeint sein. Abbildung 51 zeigt, dass einen
solchen Kontext rund 30% aller Schiilerinnen und Schiler erkannt haben. Dabei wurde in
den meisten Fallen eine zeitlich sukzessive Handlung oder eine raumlich simultane Anord-
nung beschrieben. Fiinf dieser 30 Schiilerinnen und Schiiler haben den Unterschied mittels
Umfang dargebracht. Rund jedes dritte dieser Kinder hat zusatzlich noch eine passende
Skizze beigefligt.
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Aufgabe 8 (n=99)

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60%

Kontextueller Unterschied beschrieben _ 30,3%

Passende Skizze 9,1%

Fehlvorstellung 5,1%

Abbildung 51: Prozentuale Haufigkeiten der entwickelten Kategorien

Mehr als die Halfte der Schiilerinnen und Schiiler haben keinen kontextuellen Unterschied
beschrieben. Das heiBt nicht automatisch, dass ein solcher grundsatzlich nicht verstanden
wird. Jedoch ist die Vorstellung zu der Multiplikation moglicherweise noch nicht so weit
ausgebildet, dass der Transfer zwischen Rechnung und der eigentlichen Vorstellung dahinter
in beide Richtungen ,,automatisch” funktioniert. 5% der Kinder und damit rund 10% der
Schiilerinnen und Schiiler welche keinen kontextuellen Unterschied erkannt haben, zeigen
durch die gegebenen Antworten Fehlvorstellungen auf. Dabei interpretieren 3 Kinder die
gegebene Rechnung als Flachenberechnung und zwei beschreiben eine Situation, welche
durch eine Division gel6st werden miisste. 17% der Schilerinnen und Schiiler haben diese
Aufgabe gar nicht bearbeitet, was der hochste Wert an unbearbeiteten Aufgabenstellungen
in dieser Untersuchung ist.

Auch bei dieser Aufgabe wird der geschlechtsspezifische Unterschied mittels prozentualen
Vergleichs sichtbar gemacht, wie in Abbildung 52 zu sehen ist. Hier wird ersichtlich, dass
Schiiler weitaus haufiger einen kontextuellen Unterschied beschrieben haben, als Schiile-
rinnen, dabei wurde jedoch seltener auf Skizzen zuriickgegriffen. Vergleicht man diese Re-
sultate mit jenen aus Aufgabe 7, so erkennt man, dass sich hier durchaus Ahnlichkeiten
feststellen lassen. Umgekehrt sind jene bearbeiteten Aufgaben, welchen keinen kontextu-
ellen Unterschied behandeln, haufiger den Schiilerinnen zuzuordnen. Ebenfalls dhnlich wie
bei Aufgabe 7 haben auch hier im Vergleich mehr Schiilerinnen als Schiiler die Aufgabe gar
nicht bearbeitet.
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Aufgabe 8 (n=99)

Kontextueller Unterschied beschrieben 32,0% 68,0%
Passende Skizze 65,3% 34,7%
Kein kontextueller Unterschied beschrieben 58,1% 41,9%
Fehlvorstellung 38,6% 61,4%
Nicht bearbeitet 57,3% 42,7%

Schilerinnen Schiiler

Abbildung 52: Relativer Vergleich der Ergebnisse der Schiilerinnen und Schiiler

2.6.7 Ergebnisse zur Rechenkompetenz der Schiilerinnen und Schiiler

Neben der Uberpriifung der vorhandenen Grundkompetenzen wurde im Zuge dieser Evaluie-
rung auch die Rechenkompetenz der Schiilerinnen und Schiiler im Bereich der Multiplikation
und Division untersucht. Dabei wurden neben den beiden Rechnungen aus Aufgabe 9 auch
die Multiplikationen und Divisionen von Aufgabe 1 bis 6 beriicksichtigt. Zunachst werden
jedoch die Ergebnisse von Aufgabe 9 genauer betrachtet, bei welchem die beiden Aufgaben
743-26 und 708 : 12 gelost werden sollten. Bei der Multiplikation, welche einen zweistelligen
zweiten Faktor aufweist, handelt es sich um eine durchschnittlich schwierige Aufgabe. Es
findet sich weder eine Null im Multiplikand noch im Multiplikator und alle Behalteziffern je
Teilprodukt sind jeweils < 5 (eine genaue Einordnung ist bei Padberg und Benz (2011) auf
Seite 279 zu finden). Auch die Division mit zweistelligem Divisor wurde so gewahlt, dass der
Schwierigkeitsgrad als durchschnittlich angesehen werden kann. Es kommt zwar eine Null
im Dividenden vor, allerdings bleibt kein Rest und die erforderliche Subtraktion (70 — 60)
ist vergleichsweise einfach (auch hier ist fiir eine genaue Einordnung bei Padberg und Benz
(2011) auf Seite 301 Naheres zu finden).

In Abbildung 53 ist zu erkennen, dass es bei dieser Untersuchung durchaus beachtliche
geschlechtsspezifische Unterschiede bei den Losungshaufigkeiten gibt. Wahrend die Mul-
tiplikation (berraschenderweise insgesamt seltener richtig gelost wurde, als die Division,
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Aufgabe 9 (n=99)

90,0%
80,4% 79,2%

80,0% 72,5%

70,0% 62,5%
60,0%
50,0%
40,0%
30,0%
20,0%
10,0%
0,0%

Multiplikation Division

Schilerinnen Schiler

Abbildung 53: Prozentualer Anteil korrekt geloster Rechnungen differenziert nach
Geschlecht

besteht auBerdem ein groBer Unterschied zwischen Schiilerinnen und Schiilern. Es gibt al-
lerdings eine plausible Erklarung fiir die nicht zu erwartenden groBen Unterschiede zwischen
Schilerinnen und Schiilern. In einer der untersuchten Klassen haben 8 von 13 Schiilern
anstelle der Multiplikation eine Division ausgefiihrt. Die Nachfrage bei der unterrichtenden
Lehrperson hat ergeben, dass zu dem Zeitpunkt vor der Untersuchung die Division haufig
getibt wurde und moglicherweise das ein Grund fiir die Haufung an fehlerhaften Rechenope-
rationen sein kann. Warum das allerdings nur den mannlichen Anteil dieser Klasse betrifft,
ist jedoch nicht nachvollziehbar. (Die Schiiler haben die Uberpriifung tatsichlich jeweils
alleine gemacht und auch die Ergebnisse und Rechenwege der falschlicherweise durchge-
fihrten Divisionen unterscheiden sich voneinander.) Allerdings sei an dieser Stelle gesagt,
dass auch bei Vernachlassigung der Ergebnisse dieser Klasse Schiilerinnen bei der gegebenen
Multiplikation besser abgeschnitten haben, wenn auch nicht so deutlich (w: 82%, m: 77%).
Betrachtet man die nicht richtig bearbeiteten Aufgaben genauer, so konnten unterschiedli-
che Griinde festgestellt werden, warum das Endergebnis nicht mit der tatsachlichen Losung
ubereinstimmt. Abbildung 54 zeigt die Verteilung der aufgetretenen Fehler. Dabei fallt auf,
dass neben den bereits erwahnten Divisionen anstelle der Multiplikationen, hauptsachlich
Fehler beim Ubertrag gemacht wurden. Abbildung 55 zeigt, dass abgesehen von einem Ab-
schreibfehler und einer groBeren Zahl an nicht bearbeiteten Aufgaben, Schiiler alle (ibrigen
Fehlerkategorien dominieren. Bei den Multiplikationen der Aufgaben 1, 3 und 5 konnte kein
signifikanter geschlechtsspezifischer Unterschied festgestellt werden und die Losungshaufig-
keiten waren grundsatzlich héher (Aufgabe 1: 94%, Aufgabe 3: 100% derer, welche eine
Multiplikation aufgestellt haben und Aufgabe 5: 97%). An dieser Stelle sei jedoch gesagt,
dass diese Multiplikationen durchwegs einfacher zu I6sen sind als jene aus Aufgabe 9.
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Aufgabe 9: Multiplikation

m Division statt Multiplikation

m Fehler beim Ubertrag

= Stellenschreibweise falsch \
Algorithmus grundsatzlich nicht '
verstanden

= Abschreibfehler

® nicht bearbeitet

Abbildung 54: Absolute Haufigkeiten aufgetretener Fehler bei der Multiplikation

20%
18%
16%
14%
12%
10%
8%
6%
4%
2%
0%

Aufgabe 9: Multiplikation (n=99)

18,8%

10,4%

7,8%
5,9%

3,9% 4,2%
I l 2,1% 2,0% 2,1%

Division statt Fehler beim Stellenschreibweise Algorithmus Abschreibfehler nicht bearbeitet
Multiplikation Ubertrag falsch grundsatzlich nicht
verstanden

m Schilerinnen Schiler

Abbildung 55: Prozentuale Haufigkeiten aufgetretener Fehler bei der Multiplikation

differenziert nach Geschlecht
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Betrachtet man nun die Ergebnisse der Division, so zeigt bereits Abbildung 53, dass hierbei
Schiilerinnen ein wenig schlechter abgeschnitten haben. Der geschlechtsspezifische Unter-
schied ist dabei jedoch weniger deutlich als bei der Multiplikation. Auch bei dieser Aufgabe
sind die genauen Fehler untersucht worden, welche in Abbildung 56 zu sehen sind. Dabei ist
ersichtlich, dass neben einer groBen Zahl nicht bearbeiteter Aufgaben, hauptsachlich Fehler
bei Teilprodukten im Zuge des Divisionsalgorithmus gemacht wurden. Auch diese Rechen-
operation wurde in vier Fallen verwechselt, diesmal umgekehrt, mit der Multiplikation.

Aufgabe 9: Division

m Fehler bei einem Teilprodukt

m Subtraktionsfehler
Algorithmus grundsatzlich nicht
verstanden

m Multiplikation statt Division

m nicht bearbeitet

Abbildung 56: Absolute Haufigkeiten aufgetretener Fehler bei der Division

Ein Blick auf die geschlechtsspezifischen Unterschiede bei den gefundenen Fehlerkategorien
ist hier ebenfalls spannend. Wie in Abbildung 57 zu sehen ist, ist ein GroBteil der nicht be-
arbeiteten Aufgaben Schiilerinnen zuzuordnen. Des Weiteren fallt auf, dass Verwechslungen
der Rechenoperation auch hier hauptsachlich Schiilern unterlaufen sind. Ahnlich wie bei der
Multiplikation sind auch bei der Division die Losungshaufigkeiten bei den vorhergehenden
Aufgaben (2, 4 und 6) durchwegs héher. Auch hier sind die Divisionen jeweils einfacher
zu l6sen, wodurch die im Vergleich sehr haufig richtig gelosten Aufgaben erklart werden
konnen (Aufgabe 2: 94%, Aufgabe 4: 95% und Aufgabe 6: 96%). Allerdings hat sich hierbei
der geschlechtsspezifische Trend, welcher bei Aufgabe 9 in Bezug auf die Division festge-
stellt werden konnte, immer bestatigt. In allen drei Aufgaben haben Schiiler beim Lésen
von Divisionen besser abgeschnitten (Aufgabe 2: w: 90% m: 98%, Aufgabe 4: w: 91% m:
98% und Aufgabe 6: w: 94% m: 98%).
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Aufgabe 9: Division (n=99)
16%

13,7%
14%

12%

10%
8,3%
8%
5,0% 6,3%
6%

3,9%
4%

2,0%  2.1% 2,1% 2,0% 2,1%
2%
0%
Fehler bei einem Subtraktionsfehler Algorithmus grundsatzlich Multiplikation statt Division nicht bearbeitet
Teilprodukt nicht verstanden

Schiilerinnen Schiiler

Abbildung 57: Prozentuale Haufigkeiten aufgetretener Fehler bei der Division differenziert
nach Geschlecht

2.6.8 Kiritische Betrachtung des Fragebogens

In diesem kurzen Kapitel soll der Frage nachgegangen werden, in welchen Bereichen der
Fragebogen moglicherweise adaptiert werden sollte, um bei zukiinftigen Untersuchungen ein
noch schérferes Bild von den Grundvorstellungen der Schiilerinnen und Schiiler zu erhalten.
Die groBten Schwierigkeiten bei der Bearbeitung des Fragebogens hatten die Kinder zwei-
felsohne bei den Aufgaben 7 und 8, was sich alleine an dem hohen Anteil nicht bearbeiteter
Aufgaben festmachen lasst. Dennoch sind die gewonnenen Erkenntnisse sicherlich wertvoll
und zeigen, dass es Kindern durchaus gelingt, den jeweiligen Unterschied zu erkennen und
in eigenen Worten zu beschreiben. Um den Schiilerinnen und Schiilern die Beantwortung
der Fragen moglicherweise ein wenig zu ,erleichtern”, konnte als zusatzliche Anweisung bei-
gefligt werden, dass jeweils eine Rechengeschichte zu den gegebenen Rechnungen erfunden
werden soll. Das wiirde verhindern, dass als Unterschied ausschlieBlich die wechselnde Ein-
heit oder eine gelernte Rechenregel angegeben werden. Somit wére noch klarer ersichtlich,
wie viele Kinder tatsachlich die entsprechenden Vorstellungen verinnerlicht haben.

Eine weitere Aufgabe, welche ein wenig verandert werden konnte, ist Aufgabe 5. Hierbei
hat sich gezeigt, dass fast alle Kinder die entsprechende Zahlstrategie entwickelt haben und
daher nur wenige mogliche Probleme aufgezeigt wurden. Alternativ kdnnten an dieser Stelle
kombinierte oder auch liickenhafte Punktefelder Anwendung finden, wodurch moglicherwei-
se noch mehr Schliisse gezogen werden konnen.

Es hat sich herausgestellt, dass bei den Aufgaben 4 und 6 oftmals Schiilerlosungen zu finden
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waren, wo keine weiteren Erklarungen oder Uberlegungen beigefiigt wurden. Damit ist der
entsprechende Erkenntnisgewinn in gewisser Weise nicht optimal, da nicht mit Sicherheit
gesagt werden kann, ob die Vorstellungen tatsachlich verinnerlicht sind. Daher kénnte man
beispielsweise Aufgabe 6 insofern adaptieren, dass ein weiterer in Kapitel 1.5.3 vorgestellter
Diagnoseaufgabentyp zum Einsatz kommt. Dabei bietet es sich an, eine bewusst falsche
Beispielldsung zu der Aufgabe anzufiihren (Multiplikation anstelle der Division, Subtraktion
anstelle der Division, ... ). Die Schiilerinnen und Schiiler sollen schlieBlich erlautern, ob und
warum die gegebene Beispielldsung falsch ist und wie die Aufgabe richtig bearbeitet werden
muss (sieche Abbildung 58). Anhand der von den Kindern gegebenen Antworten, kdnnte
man somit noch besser feststellen, ob die Vorstellung des Teilens gefestigt ist oder nicht.

6) Diese Aufgabe wurde bereits bearbeitet. Hat der Schiiler hier richtig gerechnet? Begriinde! Falls
falsch gerechnet wurde, gib die richtige Losung an!

Ein Kinosaal mit 480 Sitzplatzen hat 30 gleich lange Reihen. Wie viele Sitzplitze sind in einer
Reihe?

Schiilerlésung: Begriindung;:

4g0-30
14400

A G sind 14400 Sikplike .

Abbildung 58: Mogliche Alternative zu Aufgabe 6.

Eine weitere Moglichkeit, um ein noch scharferes Bild zu den bereits etablierten Vorstel-
lungen zu erhalten, ware, eine Aufgabe hinzuzufiigen, bei welcher Sachaufgaben zu den
entsprechenden Rechnungen zugeordnet werden miissen. Damit konnte man eine groBe-
re Menge an unterschiedliche Sachaufgaben (Geometrie, Alltag, ...) zu unterschiedlichen
Vorstellungen Uberpriifen. Die Auswahlmoglichkeiten missten dabei jedoch mit Bedacht
gewahlt werden, sodass eine Zuordnung allein durch die unterschiedlichen Einheiten nicht
moglich ist. Um das zu gewahrleisten, kénnte man die Anzahl an Zuordnungsmaoglichkeiten
deutlich groBer wahlen, als die der Sachaufgaben. Zusatzlich konnte man auch hier nach
dem ,warum" fragen.

2.6.9 Welche Schlussfolgerungen fiir den Unterricht ergeben sich dadurch?

Nachdem diese Untersuchung ausschlieBlich an einem Schulstandort durchgefiihrt wurde
und damit keine allgemeinen Schlussfolgerungen gezogen werden kénnen, werden im folgen-
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den Kapitel ausschlieBlich FérdermaBnahmen skizziert, welche in den untersuchten Klassen
aufgrund der gewonnenen Ergebnisse Anwendung finden konnen.

Sowohl bei der Multiplikation als auch der Division haben sich bei den ersten beiden Auf-
gaben doch sehr deutliche Trends gezeigt, welche Grundvorstellungen hauptsachlich vor-
herrschend sind. Man kénnte hier folglich im Unterricht bewusst versuchen, auch andere
Denkstrukturen zu fordern und den Kindern entsprechende Sachaufgaben zu weniger ,be-
liebten” Vorstellungen anbieten. Bei der Multiplikation hat sich gezeigt, dass der kombi-
natorische Zugang im Vergleich weit weniger etabliert ist. Hier konnte das Verstandnis fiir
solche Aufgaben moglicherweise unter Zuhilfenahme entsprechender Materialien ,, greifba-
rer" gemacht werden. Sicherlich wird der kombinatorische Kontext in der Sekundarstufe Il
noch eingehend vertieft, allerdings ist fiir ein vollstandiges Operationsverstandnis der Mul-
tiplikation auch dieser Teilaspekt nicht zu vernachlassigen.

Die Auswertung der Sachaufgaben zum Messen und Teilen hat gezeigt, dass diese Aufgaben
von einem GroBteil der Schiilerinnen und Schiiler gelost werden konnten. Dennoch haben
einige Schiilerinnen und Schiiler trotz eines richtigen Rechenwegs fehlerhafte Antworten
beziehungsweise Einheiten angeschrieben. Bei diesen Kindern konnte man im Zuge eines
Gesprachs ermitteln, ob diese Fehler aus Verstandnisliicken resultieren, oder ob es sich dabei
um Flichtigkeitsfehler handelt, denn das ist aus den Lésungen alleine nicht ersichtlich.
Betrachtet man die Ergebnisse der Aufgaben 7 und 8, so erkennt man, dass dieser geo-
metrische Kontext der Multiplikation beziehungsweise der Division bei einem Gutteil noch
nicht vollstandig verinnerlicht zu sein scheint. Hier ist es sicherlich hilfreich, den Unterschied
noch einmal genau zu thematisieren und am besten mit Skizzen oder Materialien darzu-
legen. Kann der Unterschied anhand dieser Darstellungen erkannt und begriffen werden,
sollten die Vorstellungen zu solchen Rechenoperationen folglich auch anhand gegebener
Rechnungen in Zukunft leichter aktiviert werden. Dabei ist es sicherlich auch sinnvoll, den
Zusammenhang von Multiplikation und Division als jeweilige Umkehroperationen zu vertie-
fen. Das Wissen (iber den Konnex dieser beiden Rechenoperationen kann maoglicherweise
Verstandnislicken schlieBen und Fehlvorstellungen vermeiden. Dabei sollten auch die unter-
schiedlichen Funktionen der beiden Faktoren der Multiplikation wiederholt werden.

Im Hinblick auf die Ergebnisse zu der Rechenkompetenz der Schiilerinnen und Schiiler, soll-
te in den untersuchten Klassen noch einmal darauf aufmerksam gemacht werden, Angaben
genau zu lesen und Rechenzeichen zu beachten. Sehr viele Fehler sind dadurch entstanden,
dass falschlicherweise eine andere Rechenoperation (Multiplikation anstelle der Division und
umgekehrt) durchgefiihrt wurde. Im GroBen und Ganzen sind die beiden Algorithmen bei
den meisten Kindern offensichtlich gefestigt und kénnen (zumindest bei den natirlichen
Zahlen) auch mit mehrstelligen Zahlen durchgefiihrt werden.

Eine weiterer Aspekt, welcher sich im Zuge der Untersuchung herauskristallisiert und vor
allem wahrend der Bearbeitung in den Klassenraumen gezeigt hat, ist der, dass viele Kinder
mit Aufgabenformaten, welche sich von (blichen Formaten aus Schulblichern unterschei-
den, zunachst Schwierigkeiten hatten. Solche ,,unkonventionellen” Aufgaben haben jedoch
den Vorteil, weit mehr Informationen von den Schiilerinnen und Schiilern preiszugeben als
klassische Ubungsaufgaben. Moglicherweise fallt den Kindern eine Beantwortung solcher
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Fragen in Zukunft leichter, wenn diese regelmaBig in den Mathematikunterricht eingebaut
werden. Damit ist nicht gemeint, dass sich allein durch das Kennen der Aufgabenformate
die mathematischen Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler automatisch verbessern,
jedoch gelingt es der Lehrperson durch die vorliegenden Antworten moglicherweise besser,
Defizite und Wissensliicken genauer festzustellen.
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2.7 Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit ist der Frage , Welche Grundvorstellungen zu den beiden Grundrech-
nungsarten Multiplikation und Division kénnen bei Schiilerinnen und Schiilern einer AHS
beim Ubergang von der Primar- zur Sekundarstufe festgestellt werden?“ nachgegangen.
Zur Beantwortung dieser Forschungsfrage wurde eine quantitative Untersuchung mittels
Fragebogen in vier ersten Klassen eines Wiener Gymnasiums durchgefiihrt. Die Ergebnisse
dieser Untersuchung haben gezeigt, dass einige Grundvorstellungen zu der Multiplikation
und zur Division bei den Schiilerinnen und Schiilern bereits etabliert sind. Im Rahmen der
Auswertung, der von den Kindern selbst erfundenen Rechengeschichten zu jeweils einer Mul-
tiplikation beziehungsweise Division, hat sich als Ergebnis der Untersuchung herausgestellt,
welche Grundvorstellungen am ehesten mit diesen Rechnungen in Verbindung gebracht wer-
den. Im Zusammenhang mit der Grundrechnungsart Multiplikation ist dies die Vorstellung
von rdumlich-simultanen Anordnungen. Die Vorstellung, die fiir die Division vorliegt, ist jene
des Teilens.

Jene Grundvorstellung zur Multiplikation, welche zur Bearbeitung kombinatorischer Auf-
gabenstellungen bendtigt wird, ist im Vergleich zur raumlich-simultanen sowie auch allen
anderen Vorstellungen weniger stark verinnerlicht. Rund ein Viertel der Schiilerinnen und
Schiiler konnten die Sachaufgabe im Rahmen der Untersuchung nicht losen. Hierbei hat
sich gezeigt, dass besonders Schiilerinnen vermehrt Probleme bei diesen Aufgaben haben
und vergleichsweise haufig Fehlvorstellungen aufzeigen.

Des Weiteren konnte festgestellt werden, dass Sachaufgaben, welche dem Messen bezie-
hungsweise dem Teilen zugrunde liegen, von einem GroBteil der teilgenommenen Schiile-
rinnen und Schiiler gelost werden konnte; das Ergebnis erfolgreich bearbeiteter Aufgaben
belauft sich auf rund 94%. Allerdings hat sich auch gezeigt, dass der Unterschied dieser bei-
den Vorstellungen vor einem geometrischen Hintergrund von vielen Kindern anhand zweier
stellvertretender Rechnungen nicht so einfach erfasst werden konnte. Lediglich bei rund
23% der Schilerinnen und Schiiler sind beide Vorstellungen zu der Division jedenfalls so
weit gefestigt, dass der Unterschied in diesem geometrischen Kontext tatsachlich auch in
eigenen Worten (oder mittels Skizze) beschrieben werden kann.

Dass den Kindern das Beschreiben von kontextuellen Unterschieden zweier Rechnungen
offensichtlich schwer fallt, hat auch eine weitere multiplikative Untersuchungsaufgabe ge-
zeigt. Hierbei konnte das Verstandnis in Bezug auf die Verschiedenartigkeit des Kontextes
bei etwa 30% der Kinder festgestellt werden.

Weitere Erkenntnisse dieser Untersuchung, welche zwar nicht primar die Grundvorstellungen
zu den Grundrechnungsarten betreffen, wurden ebenfalls im Ergebnisbericht festgehalten.
So konnte erkannt werden, dass fast alle Schiilerinnen und Schiiler als Zahlstrategie bei
rechteckigen Punktefeldern die der Flachenberechnung zugrundeliegende Multiplikation an-
wenden. Lediglich ein einziges Kind hat die Punkte abgezahlt.

Bei der Uberpriifung der Rechenkompetenz der Schiilerinnen und Schiiler hat sich herausge-
stellt, dass es hier doch recht deutliche geschlechtsspezifische Unterschiede gibt. So haben
Schilerinnen bei der Multiplikation besser abgeschnitten, wahrend Schiiler beim Loésen von
Divisionsaufgaben haufiger zum richtigen Ergebnis gekommen sind. Auch wenn dieses Er-
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gebnis wiederum nicht primar zur Beantwortung der gestellten Forschungsfrage dieser Arbeit
dient, so kann es doch als interessante Erkenntnis der durchgefiihrten Untersuchung ge-
wertet werden. Es konnte eventueller Ausgangspunkt weiterfiihrender Untersuchungen sein,
wenn geschlechtsspezifische Unterschiede in der Herangehensweise mathematischer Aufga-
benstellungen eine Relevanz fiir didaktische Uberlegungen aufweisen.

AbschlieBend kann somit festgehalten werden, dass die im Rahmen dieser Arbeit durch-
gefiihrte Untersuchung auf alle Falle gezeigt hat, dass eine Uberpriifung der bestehenden
Vorstellungen zu den beiden multiplikativen Grundrechnungsarten spannende und wichtige
Erkenntnisse bringt. Daher wiirde sich fiir weitere Forschungstatigkeiten anbieten, auch fiir
die beiden iibrigen Grundrechnungsarten — Addition und Subtraktion — einen dhnlichen Fra-
gebogen zu entwerfen, um auch hier einen Uberblick zu den bestehenden Grundvorstellungen
von Schiilerinnen und Schiilern nach dem Ubergang von der Primar- zur Sekundarstufe zu
erhalten.
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Fragebogen

Arbeitsblatt zu den Grundrechnungsarten

Klasse:

Lies dir die Angaben genau durch und schreibe die Antworten mdoglichst verstandlich auf.

1) Erfinde zu der folgenden Rechnung eine passende Rechengeschichte und 16se diese anschliefSend!

Angabe:

14-5 =

Rechengeschichte:

Rechnung;:

Antwort zur Rechengeschichte:

2) Erfinde zu der folgenden Rechnung eine passende Rechengeschichte und 16se diese anschlieBend!

Angabe:

27:3 =

Rechengeschichte:

Rechnung:

Antwort zur Rechengeschichte:

3) Lorenz hat in seinem Kleiderschrank 5 Hosen und 12 T-Shirts. Wie viele unterschiedliche Kom-
binationen von Hosen und T-Shirts kann er tragen? Schreibe auf, wie du zu deiner Losung

gekommen bist!

Uberlegungen /Rechnungen:

Antwort:
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4) Herr Meier hat nach seiner Gartenumgestaltung einen Erdhaufen von etwa 500 kg auf seiner
Wiese liegen, welchen er mit seinem Fahrzeug wegbringen mochte. Mit seiner Schaufel kann
Herr Meier in etwa 4 kg Erde heben.

Wie oft muss er schaufeln, um den gesamten Erdhaufen auf seinen Transporter zu verladen?

Uberlegungen /Rechnungen:

Antwort:

5) Wie viele Kreise sind auf dem folgenden Bild abgebildet? Schreibe auf, wie du zu deiner Losung
gekommen bist!

Uberlegungen /Rechnungen:
O000O00
000000
000000
000000
000000
O000O00
000000
000000
000000
O00000

Antwort:

6) Ein Kinosaal mit 480 Sitzplatzen hat 30 gleich lange Reihen. Wie viele Sitzplétze sind in einer
Reihe?

Uberlegungen /Rechnungen:

Antwort:
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7) Erklare in Worten, worin sich die beiden gegebenen Rechnungen unterscheiden! Du darfst gerne
zusétzlich auch eine Skizze machen!

a) 60dm : 4dm = 15

Erklarung/Uberlegungen:

b) 60dm : 4 = 15dm

Erklirung/Uberlegungen:

8) Erkldre in Worten, worin sich die beiden gegebenen Rechnungen unterscheiden! Du darfst gerne
zusétzlich auch eine Skizze machen!

a) 4-5m=20m

Erklirung/Uberlegungen:

b) 5-4m = 20m

Erklarung/Uberlegungen:

9) Lose folgende Rechnungen!

a) 74326 = b) 708 : 12 =
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Zusammenfassung

Der Ubergang von der Primarstufe in die Sekundarstufe ist im Leben eines Heran-
wachsenden ein groflier Schritt. Nach vier Jahren in einem sich kaum verdndernden
Klassenverband und einer vertrauten Atmosphére, wird die Ausbildung in einer neuen
Bildungsanstalt fortgesetzt. Jene Schiilerinnen und Schiiler, welche die Aufnahme in ei-
ne AHS schaffen, bendétigen in der Regel im Unterrichtsfach Mathematik entweder ein
»ehr gut® oder ,Gut® im Zeugnis am Ende der Primarstufe. Da an den unterschied-
lichen Volksschulen nach demselben Lehrplan unterrichtet wird, konnte man davon
ausgehen, dass das Leistungsniveau der Schiilerinnen und Schiiler beim Ubergang in
die AHS ein dhnliches ist. In der Praxis zeigt sich, dass das mitunter nicht der Fall ist
und Schiilerinnen und Schiiler mit unterschiedlichen Vorstellungen und Erfahrungen
zusammentreffen. Die Herausforderung einer AHS-Lehrperson ist es, diese heterogene
Gruppe gemeinsam zu unterrichten und dabei alle Heranwachsenden an dem jeweiligen
Wissensstand abzuholen. An dieser Stelle stellt sich fiir Lehrpersonen oftmals die Frage,
welche mathematischen Inhalte nach der Volksschule bei einem Grofiteil der Schiilerin-
nen und Schiiler bereits verinnerlicht sind und wo noch viel Aufholbedarf besteht. Um
Antworten auf diese oder dhnliche Fragen zu bekommen, sind Standortbestimmungen
zu Beginn der 5. Schulstufe probate Mittel. Eine reine Uberpriifung der rechnerischen
Kompetenzen geben jedoch nur bedingt Einblick in die tatsachlichen Vorstellungskon-
strukte der Schiilerinnen und Schiiler zu bestimmten mathematischen Inhalten.

Im Zuge dieser Arbeit wird versucht, einen genaueren Blick auf die Erfahrungen der
Heranwachsenden im Bereich der vier Grundrechnungsarten zu bekommen. Es gilt hier-
bei explizit herauszufinden, welche Grundvorstellungen zu den Grundrechnungsarten
die Kinder aus der Volksschule mitbringen und welche moglicherweise noch gar nicht
aufgebaut sind. Hierflir wird zunéchst der Begriff Grundvorstellung im mathematischen
Kontext definiert und erlédutert, welche Vorstellungen es bei den Grundrechnungsarten
gibt. Auflerdem wird der Frage nachgegangen, wie man iiberhaupt Vorstellungen zu
bestimmten mathematischen Inhalten evaluieren kann und welche Aufgabenformate
dabei in dieser Arbeit Anwendung finden kénnen. Anhand dieser Erkenntnisse wird ein
Fragebogen erstellt, welcher die Grundvorstellungen zu zwei Rechenoperationen, nam-
lich zur Multiplikation und zur Division, iberpriifen soll. Die im Zuge der Untersuchung
vier erster Klassen einer Wiener AHS im Schuljahr 2020/21 ermittelten Ergebnisse wer-
den schliellich zusammengefasst und die daraus erhaltenen Erkenntnisse in den finalen
Kapiteln der Arbeit festgehalten.
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Abstract

The step from primary school to high school represents a big leap in life of adolescents.
After four years in a well-known class atmosphere and a fix peer group, school educa-
tion continues in a new environment. For high school attendance all pupils need either
an A or B qualification in mathematics. As all primary schools teach on the basis of
the same curriculum, it might happen, that same capabilities among all children are
assumed. However, in reality pupils show different mathematical experiences and men-
tal representations of mathematical content. Thus teachers are often challenged with
heterogenous groups and the demand to deal with individual levels of mathematical
knowledge. This often has to be determined before starting with consolidation. To gain
an insight, knowledge checks at the beginning of the first high school class represent an
appropriate method. Checks of calculating capabilities only do not represent the real
mathematical ideas of pupils regarding certain aspects.

Aim of this master thesis is therefore getting an insight according to adolescents” expe-
riences of the four basic arithmetical operations. The focus represents the investigation
of “Grundvorstellungen” (basic ideas) in relation to these operations which have either
been developed or not during primary school years. First step is the definition of the
term “Grundvorstellungen” in a mathematical context and an explanation of the ideas
which are connected with the basic arithmetical operations. Furthermore this thesis
tries to find answers on how mental representations of certain mathematical contents
can be evaluated. Based on these results a questionnaire is built to determine pupils”
“Grundvorstellungen” of division and multiplication. The results of this investigation in
four first grades of a high school in Vienna, which took place in school year 2020/2021,
are summarized and analyzed as final step of this thesis.
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