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Abstract

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Thematik der hyperbolischen Geometrie.
Ziel ist es einen Art Vergleich zu der euklidischen Geometrie zu ziehen und zu erfassen wie
sich die Axiomatik voneinander unterscheiden. Weiters wird die Frage behandelt wie sich die
Anderung der Axiomatik auf die Darstellung der Figuren auswirkt, sowie trigonometrische
Berechnungen betrachtet.

Bei dieser Arbeit handelt es sich um eine Literaturarbeit. Dabei werden vorwiegend die Ar-
beiten von Barot (2019), Filler (1993), Gans (1973) und Volk (1995)herangezogen.

Zu Beginn wird ein Uberblick iiber die Geschichte und Entstehung der hyperbolischen Geo-
metrie gegeben und von da ausgehend die Modell und Darstellung in diesen betrachtet. Daran
anschlieBend wurde die Thematik der Parallelitit, da dieses Axiom zur Unterscheidung von
euklidischer und hyperbolischer Geometrie fithrt, genauer untersucht und die unterschiedli-
chen Arten der Parallelitat beschrieben. Abschliefend werden unterschiedliche Herangehens-
weisen zur Erarbeitung der Trigonometrie betrachtet und angefiihrt.

Durch die Anderung des fiinften Axioms éndern sich alle Sitze und Lemmata, welche dieses
als Grundlage haben. Durch die unterschiedlichen Modelle ist es schwer, zu einer allgemeinere
Vorstellung von Figuren zu gelangen. In dieser Arbeit wurden nicht alle Aspekte bearbeitet

es, und es handelt sich somit um keine vollstdndige Darlegung der hyperbolischen Geometrie.

This paper deals with the topic of hyperbolic geometry. The aim is to draw a kind of compa-
rison with Euclidean geometry and to understand how the axiomatics differ from each other.
Furthermore, the question of how the change of axiomatics affects the representation of the
figures is dealt with, and trigonometric calculations are considered.

This work is a literary work. It draws mainly on the works of Barot (2019), Filler (1993),
Gans (1973) and Volk (1995).

At the beginning, an overview of the history and emergence of hyperbolic geometry is given
and from there the model and representation in these are considered. Following this, the
topic of parallelism, since this axiom leads to the distinction between Euclidean and hyper-
bolic geometry, is examined more closely and the different types of parallelism are described.
Finally, different approaches to working out trigonometry are considered and cited.

By changing the fifth axiom, all the theorems and lemmas that have it as a basis change.
Owing to the different models, it is difficult to arrive at a more general idea of figures. Not
all aspects have been dealt with in this work, and it is therefore not a complete exposition

of hyperbolic geometry.
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1 Einleitung

Wias ist die hyperbolische Geometrie und wie kann man sich diese vorstellen? Jeder und jede
kennt die euklidische Geometrie und kann sich unter einem Viereck oder Dreick der euklidi-
schen Geometrie eine bestimmte Figur vorstellen, mache vielleicht besser als andere. Wie ist
dies jedoch in der hyperbolischen Geometrie? Den Meisten ist diese kein Begriff und haben
demnach auch keine Vorstellung davon, wie in dieser Geometrie Figuren aussehen oder wie
weit bekannte mathematische Satze und dhnliches anwendbar sind.

Diese Arbeit besfasst sich mit der Frage in welchen Aspekten der Axiomatik sich die hyper-
bolische Gemetrie von der euklidischen Geometrie unterscheidet und wie sich dies auf die
Darstellung von Figuren auswirkt? Weiters werden auch einige Veranderungen in den tri-
gonometrischen Berechnungen betrachtet. Das Ziel dieser Arbeit ist es eine Ubersicht iiber
die Enstehung der hyperbolischen Geometrie zu geben und diese relativ neu Geometrie ver-
standlich, durch eine Art Vergleich mit der euklidischen Geometrie, darzustellen.

Im ersten Kapitel wird die Geschichte der Lobatschewskischen Geometrie dargeslegt. An-
schliefend werden die unterschiedlichen Modelle skizziert und beschrieben. Anschlieflend
daran bearbeiten die néchsten Kapiteln die Langen- und Winkelmessung, sowie die Dar-
stellung der unterschiedlichen Figuren. Abschliefend werden trignometrische Berechnungen

getatigt.



2 Das Parallelenaxiom-Durch Umdenken zu einer neu-

en Geometrie

Um Sétze und Aussagen zu beweisen, bedarf es bestimmter Grundaussagen, welche als gege-
ben angesehen werden und mit Hilfe deren geometrische Eigenschaften und Satze ableitbar
sind. Diese Grundaussagen werden als Axiome bezeichnet. Das Axiomensystem von Euklid,
welches etwa 325 v. Chr. verdffentlicht wurde, war lange Zeit Grundlage fiir die Geometrie,
bis es etwa 1899 von einem vollstdndigen Axiomensystem, veroffentlicht von David Hilbert,
abgelost wurde. (vgl. [Filler1993], S. 52ff)

Das fiinfte Axiom, welches auch Parallelenaxiom genannt wird, storte viele Mathematiker.
Jene versuchten zu zeigen, dass dieses nicht notwendig ist und es sich bei dem Axiom ledig-
lich um eine Konsequenz der ersten vier handelt. (vgl. [Barot2019], S. 3) Da dieses Axiom
in der euklidischen Geometrie gilt, versteht man unter parallel, dass zwei Geraden keinen

gemeinsamen Schnittpunkt besitzen. Das Parallelenaxiom lautet wie folgt:

V. Parallelenaxiom

Zu jeder Geraden g und zu jedem nicht auf g liegenden Punkt A gibt es hochs-
tens eine Gerade, die durch A verlauft und zu ¢ parallel ist. ([Filler1993|,
S. 110)

Es gibt unterschiedliche Beweisansétze, die hier einen Widerspruch aufzeigen, diese genau-
er zu betrachten, ist fiir diese Arbeit jedoch nicht von besonderer Wichtigkeit. Wesentlich
interessanter sind die Ansétze von Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski und Jands Bolyai.
Die beiden betrachteten die Diskussion um das Parallelenaxiom als eine Moglichkeit fiir eine
andere Geometrie als die euklidische. Sie publizierten ihre Entdeckungen unabhéngig von-
einander, ein weiterer Mathematiker, Carl Friedrich Gauss, der sich mit dieser Thematik
beschaftigte, publizierte nicht, aus Angst vor den Reaktionen der mathematischen Gesell-
schaft. (vgl. [Barot2019], S. 4f)

Die so neu entstandene Geometrie wird als hyperbolische Geometrie, nichteuklidische Geome-
trie oder auch Lobatschewski-Geometrie bezeichnet. In der hyperbolischen Geometrie gelten
die ersten vier Axiome der euklidischen Geometrie sowie die Verneinung des euklidischen
Parallelenaxiom. (vgl. [Filler1993], S. 143)

2.1 Axiomatik der hyperbolischen Geometrie

Die verneinte Version des euklidischen Parallelenaxioms kann somit als Lobatschewskisches
Parallelenaxiom bezeichnet werden und lautet wie folgt (vgl. [Filler1993], S. 166):



V’. Lobatschewskisches Parallelenaxiom

Es existiert eine Gerade g und ein nicht auf g liegender Punkt P, durch den

mindestens zwei Geraden verlaufen, die g nicht schneiden. ([Filler1993], S.

166)

Die weiteren in der hyperbolischen Geometrie geltenden Axiome lauten:

I. Inzidenzaxiome

1/1
1/2

1/3
1/4

Jede Gerade ist eine Punktmenge.

Zu zwei beliebigen, voneinander verschiedenen Punkten
gibt es genau eine Gerade, welche diese beiden Punkte
enthélt.

Jede Gerade enthélt mindestens einen Punkt.

Es existieren (mindestens) drei Punkte, die nicht einer

Geraden angehoren.

([Filler1993|, S. 65)

II. Abstandsaxiome

11/1

11/2
11/3

Zu zwei beliebigen Punkten A und B gibt es eine nicht-
negative reelle Zahl d mit d = 0 <= A = B. (Diese Zahl
wird als Abstand |AB| der Punkte A und B bezeichnet.)
Fiir zwei beliebige Punkte A und B gilt |AB| = |BA|.
Fir drei beliebige Punkte A, B und C' gilt

|AB| + |BC| = |AC]|.
Falls A, B und C' auf einer Geraden liegen, so gilt eine
der drei Gleichungen

|AB| + [BC| = [AC],

AC| +|CB] = |AB],

|BA| + [AC| = |BC;
ist umgekehrt eine dieser drei Gleichungen erfiillt, so

liegen A, B und C' auf einer Geraden.

([Filler1993], S. 73)




III. Anordnungsaxiome
III/1  Zu jeder nichtnegativen reellen Zahl a und jedem Punkt

O der Ebene existiert auf jedem Strahl mit dem An-
fangspunkt O genau ein Punkt A mit |OA| = a.

I11/2  Eine beliebige Gerade g teilt die Menge der ihr nicht
angehorenden Punkte der Ebene in zwei nichtleere, dis-
junkte Mengen derart, daf3 [sic!]

a) die Verbindungsstrecke zweier beliebiger Punkte, die
verschiedenen Mengen angehoren, die Gerade g schnei-
det und

b) die Verbindungsstrecke zweier beliebiger Punkte, die
derselben Menge angehoren, die Gerade g nicht schnei-

det.
([Filler1993], S. 80)

IV. Bewegungsaxiom

Wenn der Abstand zweier Punkte A und B positiv und gleich dem Abstand
zweier Punkte C' und D ist, dann gibt es genau zwei Bewegungen, die A auf
C und B auf D abbilden. Eine Halbebene beziiglich der Geraden AB wird
bei jeder dieser beiden Bewegungen auf eine andere Halbebene beziiglich C'D
abgebildet. ([Filler1993], S. 86)

2.1.1 Ableitungen aus dem Lobatschewskischen Parallelenaxiom

Die Verneinung des euklidischen Parallelenaxioms schliefft nicht ein, dass es durch jeden
Punkt zu jeder Geraden mindestens zwei Parallelen geben muss, da eine Allaussage stets
durch eine Existenz widerlegt wird. Es lasst sich jedoch leicht nachweisen, dass dies bei ei-
ner Grundlage der ersten vier euklidischen Axiome und dem hyperbolischen Parallelenaxiom
gelten muss. (vgl. [Filler1993], S. 166)

Satz 2.1. Wenn die Aziome I, II, III, IV und V’ gelten, dann

existieren zu jeder Geraden g und zu jedem nicht auf g liegenden Punkt P mindes-
tens zwei Geraden, die durch P verlaufen und g nicht schneiden. ([Filler1993/,
S. 166)

Beweis. Der Beweis erfolgt indirekt. Sollten eine Gerade g und ein Punkt P existieren, durch

den nur eine Gerade verlduft, welche g nicht schneidet, so wiirde dies einer aquivalenten
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Aussage zum euklidischen Parallelenaxiom entsprechen. Damit wiirde die Giiltigkeit des
Axioms V folgen, dies ist ein Widerspruch zu dem Axiom V’. (vgl. [Filler1993], S. 166) Da
g und der Punkt P beliebig gewéhlt sind, gilt dies fiir alle Gerden g € H und alle P e H. [

Bemerkung: Die Formulierung ,Wenn die Axiome I, II, III, IV und V’ gelten“ kann durch
,in der hyperbolischen Geometrie gilt® ersetzt werden. Diese Voraussetzungen werden ab
nun nicht mehr extra erwéhnt. (vgl. [Filler1993], S. 166)

Weiters lasst sich beweisen, dass in der hyperbolischen Geometrie nicht nur mindestens zwei

Geraden existieren, wie in Satz 2.1. gezeigt, sondern unendlich viele.

Satz 2.2. Zu jeder Geraden g und zu jedem nicht auf g liegenden Punkt P exis-
tieren unendlich viele Geraden, die durch P verlaufen und g nicht schneiden. ([Filler1993/,
S. 167)

Beweis. Man betrachte zwei nicht kollineare Geraden h; und hs, die durch einen Punkt P
verlaufen und die Gerade ¢ nicht schneiden. Weiters sei A ein Punkt auf g und die Punkte
By und B, Punkte der Geraden h; bzw. hy, welche von P verschieden sind. Bj, By liegen
zudem beztiglich der Geraden AP in einer Halbebene (siehe Abbildung 1). Legt man fir
jeden Punkt X der offenen Strecke BB, eine Gerade x = PX fest, so existieren unendlich
viele solcher Geraden, die voneinander verschieden sind, da B; B, unendlich viele Punkte
enthalt. (vgl. [Filler1993], S. 167)

By hg
2
X
T
B, hi
4 g

Abbildung 1: Darstellung zu Beweis Satz 2.2.

Nun wird die Behauptung aufgestelllt, dass keine der Geraden x g schneidet. Hierzu soll die
Halbgerade hj := OB in der anderen Halbebene beziiglich h; liegen als g. Zunéichst wird
gezeigt, dass in der Halbebene AP B;" kein Schnittpunkt von ¢ und einer beliebigen Geraden
x liegt. Da X in derselben Halbebene beziiglich hy liegt wie By, miisste es einen Schnittpunkt
von z und h; in der Halbebene APB; geben, damit z und g in der Halbebene AP B; einen
gemeinsamen Punkt haben. Dies kann jedoch nicht der Fall sein, da P der einzige gemeinsame
Punkt von x und h; sein kann. Ansonsten wéren x und h; identisch. Damit ist bewiesen, dass
alle Punkte von 2" in derselben Halbebene beziiglich h; liegen wie hy. Auf gleiche Weise

* und h{ := PB; in einer Halbebene beziiglich h; liegen. Somit

lasst sich zeigen, dass x
bleibt zu zeigen, dass die Halbgerade = := PX~ g nicht schneidet. Da xt auf derselben
Halbebene beziiglich h; liegt wie h{ und k3, gehort 2~ zu derselben Halbebene beziiglich hs

wie hy. Zudem liegen nach dem Axiom I1I/2 hT und g vollstandig in der anderen Halbebene

9



beziiglich h,. Daraus lédsst sich folgern, dass auch 2~ und ¢ in unterschiedlichen Halbebenen
beztiglich hy liegen und keine gemeinsamen Punkte haben konnen. (vgl. [Filler1993], S.
167f) ]

Satz 2.3. Stimmen zwei Dreiecke in allen drei Winkelmaflen iberein, so sind sie
kongruent. ([Filler1993/, S. 168)

Es handelt sich hierbei um eine Folgerung aus einem Satz der euklidischen Geometrie. (vgl.
[Filler1993], S. 168) Dieser lautet:

Falls zwei Dreiecke ABC und DFEF existieren, die in allen drei Winkelmaflen
iibereinstimmen und nicht kongruent sind, so gilt das Parallelenaxiom.
([Filler1993], S. 159)

Da das Parallelenaxiom in der hyperbolischen Geometrie nicht gilt, lasst sich folgern, dass

Dreiecke deren Winkelmafle ibereinstimmen, kongruent sind.

Satz 2.4. Die Innenwinkelsumme eines jeden Dreiecks ist kleiner als zwei Rech-

te. ([Filler1993/, S.168)

Hier ist ebenfalls eine Folgerung aus Satzen der euklidischen Geometrie moglich. Der In-
nenwinkelsatz der absoluten Geometrie besagt, dass die Innenwinkelsumme eines beliebigen
Dreieckes stets kleiner oder gleich 180° ist. (vgl. [Filler1993|, S. 152) Da die Aussage, dass
ein Dreieck mit der Innenwinkelsumme von 180° existiert eine Aquivalenzaussage zum Axiom
V., dem Parallelenaxiom (vgl. [Filler1993], S. 160), ist und dieses in der Lobatschewski-
Geometrie nicht gilt, folgt: Die Innenwinkelsumme eines beliebigen Dreieckes ist kleiner als
180°.

Satz 2.5. Jeder Auflenwinkel eines beliebigen Dreiecks ist grofier als die Summe
der beiden nicht anliegenden Innenwinkel. ([Filler1993/, S. 168)

Dieser Satz folgt aus dem Nebenwinkelsatz:

Es seien A, B, D € E drei Punkte auf einer Geraden g mit A zwischen B und D.
Weiter sei C' € E ein Punkt nicht auf g. Dann gilt

KXCAD =7 — 5 BAC.
([Berchtold2017], S. 25)

Da die Innenwinkelsumme eines Dreiecks nach Satz 2.4. kleiner als 180° ist, folgt, dass der
AuBenwinkel grofler als die beiden Innenwinkel ist. (vgl. [Filler1993], S. 241)
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3 Die Modelle der hyperbolischen Geometrie

Es gibt unterschiedliche Modelle, mithilfe derer die hyperbolische Geometrie veranschaulicht
werden kann. Vorab ist zu sagen, dass alle diese Modelle isomorph zueinander sind. Das be-
deutet, dass es immer eine eindeutige Abbildung gibt, mit der Punkte, Geraden und Weiteres
des einen Modells auf ein anderes Modell tibertragen werden kénnen und die Relationen da-
bei erhalten bleiben. Ist somit eine Aussage in einem Modell der hyperbolischen Geometrie
wahr, so gilt dies auch in allen weiteren Modellen der hyperbolischen Geometrie. Man sagt
auch, das Axiomensystem der hyperbolischen Geometrie ist monomorph bzw. kategorisch.
(vgl. [Buchmann1975], S. 119)

3.1 Die Pseudosphire

Das Modell der Pseudosphare wurde 1868 von Eugenio Beltrami in Interpretation der nicht
euklidischen Geometrie veroffentlicht und 1871 von Felix Klein vervollstandigt. Hierbei han-
delt es sich um ein dreidimensionales Modell. In der Pseudosphére wird ein H-Punkt als ein
E-Punkt auf der Pseudosphére dargestellt. Eine H-Gerade wird durch eine Geodéte darge-
stellt, die Langenmessung erfolgt mit Hilfe einer Logarithmusfunktion und Winkelmessungen
erfolgen euklidisch als Winkel zwischen Tangenten an zwei H-Geraden. (vgl. [Wagner2017],
S. 238f)

Abbildung 2: Pseudosphére

3.2 Das zweischalige Hyperboloid

Ebenso wie das Pseudospharenmodell handelt es sich auch bei dem Modell der Halbschale
um ein dreidimensionales Modell. Dieses Modell hat einige Ahnlichkeiten mit der sphérischen
Geometrie. So sind beispielsweise die Formeln der spharischen Geometrie dhnlich jener der

hyperbolischen Geometrie. Fiir das Modell der Halbschale ist eine des zweischaligen Hyperbo-
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loids auszuwéahlen. Auf dieser werden H-Punkte als E-Punkte und H-Geraden als Geodéten
auf der Halbschale dargestellt. Die Darstellung der H-Geraden erfolgt dabei durch einen
Schnitt der Halbschale mit einer Ebene E, dadurch stellt die Geodéte eine Hyperbel dar.
Langenmessungen erfolgen wie bei dem Pseudosphirenmodell mit Hilfe einer Logarithmus-
funktion und Winkelmessungen euklidisch als Winkel von Tangenten an zwei H-Geraden.
(vgl. [Wagner2017], S. 239f)

Abbildung 3: Zweischaliges Hyperboloid

3.3 Die Kreisscheibe

Das Modell der Kreisscheibe wurde sowohl von Henri Poincaré als auch Felix Klein als
zweidimensionales Modell des hyperbolischen Geometrie entwickelt. (vgl. [Wagner2017], S.
241)

3.3.1 Das Kreisscheibenmodell nach Poincaré

Im Modell nach Poincaré wird ein H-Punkt als E-Punkt im Inneren des Kreises dargestellt.
Zu beachten ist hierbei, dass auf dem Rand des Kreises keine H-Punkte existieren. Eine
H-Gerade wird als E-Durchmesser des Kreises oder als E-Kreisbogen, die normal zum Kreis
verlaufen, dargestellt. Die Langenmessung erfolgt durch eine Logarithmusfunktion und Win-
kel konnen euklidisch als Winkel zwischen zwei Tangenten an H-Geraden gemessen werden.
Der Vorteil des Modells von Poicaré gegeniiber jenem von Klein ist, dass hier Winkelmes-
sungen euklidisch moglich sind und es ein Computerprogramm, Cinderella, gibt, mit Hilfe
dessen die hyperbolische Geometrie veranschaulicht werden kann. (vgl. [Wagner2017], S.
241)

12
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Abbildung 4: Kreisscheibenmodell mit hyperbolischer Geraden g und euklidischem Mittel-
punkt M

3.3.2 Das Kreisscheibenmodell nach Klein

Ein H-Punkt wird auch im Modell nach Klein als E-Punkt innerhalb des Kreises abgebildet.
Es gilt ebenfalls, dass die Punkte am Kreis keine H-Punkte sind, man bezeichnet diese als
Randpunkte. Eine H-Gerade wird als Sehne des Kreises dargestllt. (vgl. [Buchmann1975],
S. 20f) Léngen werden in diesem Modell mit Hilfe einer Logarithmusfunktion gemessen.
(vgl. [Buchmann1975], S. 82f) Die Winkelmessung ist in diesem Modell nicht wie in den
anderen, breits kennengelernten Modellen, euklidisch moglich. Hier ist die Verwendung von
Hyperbelfunktionen notwendig. Lediglich die H-Winkel im Ursprung lassen sich wie E-Winkel
messen. (vgl. [Buchmann1975], S. 84)

3.4 Die Halbebene

Dieses Modell geht ebenfalls, wie jenes der Kreisscheibe, auf Henri Poincare zurtick. Es han-
delt sich bei dem Modell der Halbebene H um ein zweidimensionales Modell. H-Punkte
werden in diesem Modell als E-Punkte einer offenen E-Halbebene H dargestellt. Die E-
Gerade, welche die Halbebene H, begrenzt enthalt keine H-Punkte. H-Geraden konnen als
E-Senkrechte auf die begrenzende Gerade oder als E-Halbkreise dargestellt werden. Die Mit-
telpunkte der E-Halbkreise liegen dabei immer auf der begrenzenden Geraden. Die Lén-
genmessung erfolgt auch in diesem Modell mit Hilfe einer Logarithmusfunktion und die
Winkelmessung ist euklidisch, durch die Messung des Winkels zwischen Tangenten zweier
H-Geraden, moglich. (vgl. [Wagner2017], S. 246)
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Abbildung 5: H-Dreieck im Halbebenenmodell

Dieses Modell hat den Vorteil, dass einige Berechnungen besonders einfach sind. Man kann

die Halbebene wie folgt definieren:
H := {z € C;Im(z) > 0},

in C, d.h es wird die Menge der komplexen Zahlen mit positivem Imagindranteil betrachtet.
(vgl. [Berchtold2017], S. 87) Diese Art der Darstellung wird im Laufe der Arbeit zum

Beweisen einiger Satze von Bedeutung sein.

3.5 Die Halbkugel

Das Modell der Halbkugel zéhlt nicht zu den klassischen Modellen der hyperbolischen Geome-
trie. Bei diesem Modell handelt es sich, ebenso wie bei der Pseudosphare und dem zweischa-
ligen Hyperboloid, um ein dreidimensionales Modell. H-Punkte entsprechen E-Punkten auf
der E-Halbkugel und H-Geraden E-Halbkreisen, welche e-normal zu dem E-Aquator stehen.
Die Winkelmessung erfolgt euklidisch mit Hilfe der Winkel von Tangenten an H-Geraden.
(vgl. [Barot2019], S. 67)

Das Halbkugelmodell ist das dreidimensionale aquivalente Modell zum Modell der Halbebe-
ne. (vgl. [Barot2019], S. 67)

|
=y

Abbildung 6: Halbkugel
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3.6 Die Kugel

Ein weiteres dreidimensionales Modell ist das Modell der Kugel. Dieses ist dquivalent zum
zweidimensionalen Modell der Kreisscheibe nach Klein. (vgl. [Barot2019], S. 72)
H-Punkte werden als E-Punkte innerhalb der Kugel aufgefasst, H-Geraden sind E-Sehnen
der Kugel

und h-Ebenen das Innere von e-Kreisscheiben, ([Barot2019], S. 72)

diese beriihren die Kugel in einem E-Kreis. Analog zum Kreisscheibenmodell lésst sich fest-
halten, dass H-Winkel im Ursprung wie E-Winkel messbar sind. (vgl. [Barot2019], S. 72)
Dieses Modell ist vorwiegend fiir das hyperbolische Sehen von Hyperbolien geeignet. (vgl.
[Barot2019], S. 72)

Fir die zweidimensionale Betrachtung der hyperbolischen Geometrie wird in dieser Arbeit

vorwiegend das Modell der Halbebene verwendet werden.
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4 Lange, Abstande und Winkelmessung

Die Langen und Winkelmessung sind, wie in Kaptiel 3 bereits erwahnt, nicht allgemeingiiltig
fiir die hyperbolische Geometrie. Hier muss zwischen den verschiedenen Modellen unterschie-

den werden.

4.1 Lange, Abstinde und Winkelmessung im Modell der Halb-

ebene

Das Halbebenenmodell nach Poincare sei, wie in Kapitel 3 beschrieben, eine offene Halb-
ebene beziiglich einer Geraden u. Bei den nichteuklidischen Geraden spricht man von zwei
Typen. Die Einteilung in diese erfolgt nach duflerer, d.h euklidischer, Sicht. Aus der Sicht
der hyperbolischen Geometrie sind diese Geraden nicht voneinander unterscheidbar. (vgl.
[Filler1993|, S. 177)

Definition 4.1. H-Geraden, die als euklidischer Halbkreis dargestellt werden kénnen, werden
als H- oder N-Geraden vom Typ 1 bezeichnet. Jene H-Geraden, die als euklidische Halbgerade
aufgefasst werden, bezeichnet man als H- oder N-Geraden vom Typ 2. (vgl. [Filler1993/, S.
176)

91 g2

> u

U M |4 W

Abbildung 7: N-Geraden vom Typ 1 (links) und vom Typ 2 (rechts)

Betrachtet man die Inzidenzaxiome, so sind I/1, I/3 und 1/4 fiir Punkte und Geraden der
hyperbolischen Ebene unmittelbar ersichtlich. Fur 1/2 ist eine etwas genauere Betrachtung
notwendig:

Sollten zwei Punkte A und B nicht auf einer euklidischen Geraden liegen, die u in einem
rechten Winkel schneidet, betrachtet man den Schnittpunkt M der Streckensymmetrale von
AB mit u. Da das Dreieck AM AB gleichschenklig ist, gilt [M A| = |M B|. Somit liegen die
Punkte A und B auf einem Kreis um M und sind somit ein Teil einer Geraden vom Typ
1. Sollten die Punkte A und B auf einer Normalen zu u liegen, so folgt aus der Definition
4.1., dass diese auf einer Geraden vom Typ 2 liegen. Es handelt sich hier um eine eindeutige
Zuordnung einer Geraden zu zwei Punkten, da, wenn die Gerade AB auf u normal steht,

kein Schnittpunkt mit u besteht und somit keine Gerade vom Typ 1 vorliegt und es genau
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eine Gerade vom Typ 2 gibt. Wenn AB nicht normal auf u steht, so sind die Punkte A und B
kein Teil einer Geraden vom Typ 2 und es existiert genau ein Schnittpunkt mit der Geraden
v und somit genau eine Gerade vom Typ 1, die A und B enthalt. (vgl. [Filler1993], S. 177f)

4.1.1 Abstand von Punkten

Fir den Abstand von Punkten im Halbebenenmodell von Poincare benétigt man den Begriff
des Doppelverhaltnisses von Punkten einer Geraden und die Eigenschaften des Doppelver-
héltnisses. (vgl. [Filler1993], S. 178)

Definition 4.2. Seien A, B,U,V € g, weiters sei auf der Geraden g eine Richtung einge-

zeichnet. Man bezeichnet den Quotienten
._ |AU||BV| _ |AU| . |AV]
(A, B,U,V) = {goyav = 501 * [BV|
als Doppelverhiltnis der Punkte A, B,U und V. Dabei sind |AU|,|BU| und |BV| gerichtete
Streckenlingen. Das bedeutet, die Linge einer Strecke | XY | ist genau dann positiv, wenn'Y

rechts von X liegt, bzw. negativ, wenn Y links von X liegt. (vgl. [Filler1993/, S. 178)

Fir das Doppelverhéltnis gelten folgende Eigenschaften:

1. Sind die Punkt A, B, U und V paarweise voneinander verschieden und jeder der Punkte
A und B liegt zwischen U und V', so gilt
(A,B,U,V) > 0.

2. Fiir vier beliebige Punkte A, B,U und V gilt
(A,B,U,V) =

1
(B7A7U7V) ’

3. Fir funf beliebige Punkte A, B, C,U und V gilt
(A,C,U, V)= (A,B,UV) - (B,C,UYV).
(vgl. [Filler1993], S. 179)

4. Das Doppelverhaltnis kann die Werte 0 und 1 nicht annehmen, da sonst zwei der vier

Punkte zusammenfallen wiirden.

5. Wenn man die Punkte A und U tauscht und gleichzeitig die Punkte B und V/, so bleibt
das Doppelverhaltnis unverandert.

AU||BV
(A,B,U,V)=(UV,A B) = }BUHAV}'

(vgl. [Buchmann1975], S. 14)

Die Giltigkeit dieser Eigenschaften ist nun noch nachzuweisen:

Beweis. Nach der Voraussetzung ist keine der gerichteten Streckenlédngen |AB|, |BU|, |AV/|
und |BV| gleich Null und somit auch das Doppelverhéltnis nicht gleich Null. Da weiters
die Punkte A und B zwischen den Punkten U und V liegen, gilt: |AU| < 0, |BU| < 0 und
|AV| > 0,|BV| > 0 oder |AU| > 0, |BU| > 0 und |AV| < 0,|BV| < 0. In diesen Fallen ist
(A, B,U,V) stets positiv. Die erste Eigenschaft ist damit gezeigt.

Die zweite Eigenschaft ergibt sich direkt aus der Definition:
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(A, B,U,V) = AUBY]

_ sy
.__ |BU|AV
(B7A7 U7 V) T W
Bildet man nun den Kehrwert, so ergibt sich:
1 _ lAuBV| _
(BAUV) — |BU|JAV] — (A,B,U,V).

Die dritte Eigenschaft lasst sich durch Nachrechnen zeigen:

AU||BV| |BU||ICV AU||lCV
(4, B,U,V)-(B,C,U,V) = }BUHAV} ‘ }CUHBV} = ICUHAVI = (4,C,U,V)

(vgl. [Filler1993], S. 242) Die vierte Eigenschaft zeigt sich ebenfalls durch Nachrechen:
Igg““ﬁgi = 1 gilt genau dann, wenn |BU| = |BV| und |AU| = |AV/| oder wenn |AU| = |BU|
und |AV| = |BV|. |BU| = |BV| und |AU| = |AV/| gelten genau dann, wenn U = V und
|AU| = |BU| und |AV| = |BV| genau dann, wenn A = B.

Damit das Doppelverhéltnis den Wert 0 annimmt, miisste eine der gerichteten Streckenlan-

gen den Wert 0 haben. Dies ist genau dann der Fall, wenn zwei Punkte zusammenfallen.
Fallen beispielsweise die Punkte A und U zusammen, so ist |AU| = 0 und somit das Dop-
pelverhéltnis geich Null. Die vierte Eigenschaft ist somit gezeigt.

Ebenso wie die anderen Eigenschaften kann auch die fiinfte durch Nachrechnen gezeigt wer-

den.

AU||BV UA|lVB
(A, B,U,V) = IBUHAVI und (U, V, 4, B) := }UBHVA}

Da es sich hier um entgegengesetzte gerichtete Strecken handelt, muss die Lange gleich sein,
somit gilt |[AU| = |UA| und damit handelt es sich hier um das gleiche Doppelverhéltnis.
Es sind also alle Eigenschaften des Doppelverhéaltnisses gezeigt. O]

Satz 4.1. Es seien drei Punkte einer Geraden g und eine reelle Zahl r gegeben. Dann gibt es
genau einen Punkt auf der Geraden g, der mit den anderen drei Punkten in der gegebenen
Reihenfolge das Doppelverhaltnis mit dem Wert r bildet. (vgl. Buchmannl1975/, S. 1/)

Beweis. Das Doppelverhaltnis kann mit Hilfe der Koordinaten der Punkte berechnet werden.

Hier fur gilt:

:wg—xl_m4—x2:y3—y1_y4—y2 (1)
T3 —T2 T4 —T1 Ys — Y2 94—91‘

(A, B,U, V)

Setzt man nun in (1) die Koordinaten der gegebenen Punkte ein und das Doppelverhéltnis
(A, B,U,V) = r, so erhilt man fiir die Koordinaten des vierten Punktes eine Bestimmungs-

gleichung der Form:
a -u = b, wobei immer a # 0 gilt.

Fiir ; ergibt sich beispielsweise (fiir 9, 23 und x4 miissen die Indizes getauscht werden):

[0 — 24 + r(23 — 22)] - 11 = 23(12 — T4) + rwg(T3 — T2)
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aus xo — x4 + r(xs — x2) = 0 folgt

Ty — X2

ZL’3—I2‘

Setzt man dies nun in (1) ein, so folgt:

Ty — T2 T3 —T1 X4 — T2
XT3 — T2 T3 — T2 T4 — T
T3 — 1

Ty — I

Somit wiirde 3 = x4 gelten. Da die Bestimmungsgleichung a - v = b bekanntlich genau
eine Losung hat, ist die x-Koordinate des vierten Punktes eindeutig bestimmt. Fiir die y-
Koordinate erfolgt dies analog, somit ist auch die y-Koordinate eindeutig bestimmt und

daher ist der vierte Punkt eindeutig auf g bestimmt. O
(vgl. [Buchmann1975], S. 14f)

Definition 4.3. Seien A und B zwei Punkte, auf einer Gerade vom Typ 1 mit den unei-
gentlichen Punkten U und V. Weiters seien A" und B’ die FufSpunkte der Normalen durch
A und B auf die Randgerade u. Die Punkte C' und D liegen auf einer Geraden vom Typ 2

mit dem uneigentlichen Punkt W € u. Wir bezeichnen
[AB|y := | In(A", B, U, V)| baw. |CD|y := ‘m%

als nichteuklidischen Abstand der Punkte A und B bzw. der Punkte C und D. (vgl. [Filler1993]/,
S. 179)

Abbildung 8: Skizze zu Definition 4.3.

Aus der Definition 4.3. folgt, dass falls es ein kartesisches Koordinatensystem gibt, dessen ho-
rizontale Achse auf der Randgeraden u liegt und A, B, C, D, U und V Punkte sind, wie sie in
Definition 4.3. beschrieben wurden, die die Koordinaten (x4, v4), (z5,y5), (¢, ye), (p,yp), (xv, 0)

und (zy,0) haben. Dann gilt:
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|AB|y := |in Gr=ei)ev=ca)| ;4 |C D]y = ‘ln lyp|

(zu—zB)(zv—74) lyel |

(vgl. [Filler1993], S. 179) Es ist nun zu iiberpriifen, ob mit dieser Definition des Abstandes
die Abstandsaxiome II/1, 11/2 sowie 11/3 erfiillt sind, da diese auch in der hyperbolischen

Geometrie gelten.

Beweis. Sollten die Punkte A und B identisch sein, gilt (A’, B’,U,V) = 1. Wenn die Punkte
C' und D identisch sind, gilt % = 1. Der natiirliche Logarithmus ist in beiden Fallen somit
Null. Daher ist |[AB|y = 0 bzw. |CD|y = 0. Ist umgekehrt |AB|y = 0 bzw. |CD|y = 0, so
muss (A, B",U,V) = 1 und ;gzvv‘\ 1 gelten. Daraus folgt, dass A und B bzw. C' und D
identisch sind. Somit ist gezeigt, dass I11/1 gilt.

Die Giiltigkeit von 11/2 kann mit Hilfe des Doppelverhéltnisses sowohl fiir Geraden vom Typ

1 als auch vom Typ 2 gezeigt werden:

[BAly = 3n(B', A,U,V)|= 1| ¢ SIn(4', B, U,V)|= |ABl.

Al B’ UV ‘
(vgl. [Filler1993], S. 242) Vom Axiom II/3 werden nur die Teilaussagen fiir kollineare Punkte
an diesem Punkt bewiesen.

Seien A, B und C drei Punkte einer Geraden, wobei B zwischen A und C' liegt. Zunéchst
wird der Fall betrachtet, dass A, B und C auf einer Geraden vom Typ 1 liegen, mit den
uneigentlichen Punkten U und V. Auf Grund der Lage der Punkte muss auch der Fufipunkt
B’ des Lotes durch B auf u zwischen den FuBBpunkten A’ und C’ liegen (siehe Abbildung). Aus
der Definition der Doppelverhéltnisses folgt, dass (A’, B, U,V) < 1 und (B, C",U,V) < 1
oder (A, B",U,V) = 1 und (B',C",U,V) = 1. Betrachtet man nun die dritte Eigenschaft des

Doppelverhéltnisses mit dem bereits Bekannten, ergibt sich

|AB|y + |BC|x = ;\m(A', B, U, V)\+;\1H(B', UV
= ;un(A’, B, U, V)+In(B,C"UV)|
= ;\[111(,4', B, U, V)-(B,C"UV)|

_ ;\ln(A’,C’, U, V)|= |AC]y.

(vgl. [Filler1993], S. 180)
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Abbildung 9: Kollineare Punkte auf einer Geraden vom Typ 1

Die Beweise fiir |[AC|y + |CB|n = |AB|y und |BA|y + |AC|y = |BC|y erfolgen analog, fur
A, B und C kollineare Punkte auf einer Geraden vom Typ 1.

Seien nun A, B und C' Punkte einer Geraden vom Typ 2. Weiters soll B zwischen A und C'

liegen. Bei den Abstanden |[AB|y = ‘ln % und |BC|y = ‘ln %‘ miissen beide Logarith-

men entweder positiv oder negativ sein.

|BW| |CW |
AB B =11 1
|AB|y + |BC|n n|AW| + n|BW|
= |In |BW| 4+ In |CW|
AW |BW |
_ |BW| |CW|
B |AW | |BW|
|CW|
=|ln——|=|A )

(vgl. [Filler1993], S. 242) Somit ist |AB|y + |BC|y = |AC|n gezeigt. Die anderen Félle
folgen analog. O

Die Definition des Abstandes ist insofern sinnvoll, da aus begrenzten Objekten unbegrenzte
werden. So konnen in der Néhe von uneigentlichen Punkten einer Geraden, sowohl vom Typ
1 als auch vom Typ 2, euklidisch kleine Abstinde nichteuklidisch sehr gro3 werden. Die
Abstédnde zwischen zwei benachbarten Punkten sind, wie die folgende Abbildung zeigt, stets

gleich grof:
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Abbildung 10: Abstand von Punkten

Als Nachstes sollen die Anordnungsaxiome auf ihre Giltigkeit in der hyperbolischen Geo-

metrie iiberprift werden.
Die Giiltigkeit des Axiomes III/2 ist durch eine Betrachtung der folgenden Abbildung fest-

stellbar.

Abbildung 11: Halbebenen

Beweis. Um die Giultigkeit von III/1 nachzuweisen, betrachtet man eine beliebige Gerade g
vom Typ 1, mit den uneigentlichen Punkten U und V', und einen beliebigen Punkt O € g.
Es soll gezeigt werden, dass es von O genau zwei Punkte P und @) gibt, die den Abstand a
haben, und dass diese Punkte auf unterschiedlichen Halbgeraden auf g beziiglich O liegen.
Betrachtet man die Abbildung, so sieht man, dass fiir den Punkt ) das Doppelverhéaltnis
(O, Q UV) = % > 1 gilt, wenn @ auf g links von O liegt bzw. der Fufpunkt ¢’

links von O’ auf u liegt.
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Abbildung 12: Skizze zu Beweis Axiom II1/1

In diesem Fall gilt:

n loUQV] _
OQly = 310 jgpon = a
Daraus ergibt sich:
O'U]|QV]
Qulov] ~ P
QV] _ O'V]

=e 2a .
Qo] ~ PR

Auf diese Weise wird durch das Streckenverhéltnis genau ein Punkt (" und somit auch genau
ein Punkt G festgelegt, der von O den Abstand a hat und auf der linken Halbgeraden von
g beziiglich O liegt. Analog lésst sich auf der rechten Halbgerade von g beziiglich O genau
ein Punkt P finden mit |OP| = a. Da fiir alle Punkte rechts von O fiir das Doppelverhéltnis

(O, P,UV):= Ig:g“g:“;} < 1 gilt, wird P durch

|O'U||P'V|
|P'U||O'V|
|P'V| |O'V]|

= 2a
Po| P 1o

= exp(2a)

festgelegt. (vgl. [Filler1993], S. 182)

Sei nun O ein Punkt auf einer Geraden g vom Typ 2, mit dem uneigentlichen Punkt W. Fiir
QW] [PW]
|OW| [OW|
Punkte P, die unterhalb von O auf g liegen. Es gibt somit genau zwei Punkte P und @), die

von O den Abstand a aufweisen. Diese werden durch }85‘;} = e¢* bzw. % = e~ * festgelegt.

(vgl. [Filler1993], S. 243) O

alle Punkte ) € g, die oberhalb von O liegen, gilt In > 0 und In < 0 gilt fiir jene
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4.1.2 Abstand von Punkten zu Geraden

Definition 4.4. Sei g eine Gerade und P ein Punkt, der nicht auf der Gerade g liegt, dann

nennt man
d(P, g) := inf{d(P,G);G € g}
den Abstand von P zu g. (vgl. [Berchtold2017/, S. 107)
Beispiel 4.1. Seien g := itR-g und h := 1+ 1R.q. Fir einen Punkt H := 1+ 1in € h gilt:
1. d(g,h) = Arcosh(%m).

2. Wenn fiir den Punkt L € g d(L,H) = d(g, H) gilt, dann schneidet LH die Gerade g

im rechten Winkel.

Beweis. Es sei is € g. Dann gilt [...]

cosh(d(is, H)) = 822;’72 > 1;”2

wobei die Ungleichung gerade die Ungleichung “T*b > +/ab zwischen arithmeti-
schem und geometrischem Mittel mit

1+r]2

a:=2und b:=
n s1

ist und das Minimum daher genau fir a = b, d.h. s = /1 + n?> = |H| angenom-
men wird. Damit erhalt man beide Behauptungen.
([Berchtold2017], S. 108) O

4.1.3 Abstandslinien

Eine Abstandslinie, also eine Menge von Punkten, die von einer bestimmten Gerade den
gleichen Abstand haben, muss in der hyperbolischen Geometrie keine Gerade, sowie man
sich diese im Allgemeinen vorstellt, sein. Im Folgenden wird die Gestalt der Abstandslinien

genauer betrachtet.

Satz 4.2. Sei g eine Gerade vom Typ 2, mit dem uneigentlichen Punkt W. Weiters sei
P ¢ g. Dann ist die Menge aller Punkte, die von g denselben Abstand haben wie P und
mit P in einer Halbebene beziiglich g liegen, eine euklidische Halbgerade durch P mit dem
Anfangspunkt W. (vgl. [Filler1993/, S. 193)
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Abbildung 13: Abstandslinien zu Geraden vom Typ 2

Beweis. Der Abstand des Punkt P von der Geraden g enspricht dem Abstand zwischen A
und P, wobei A der FuBlpunkt das Lotes auf ¢ durch P ist. Weiters liegen A und P auf
einem euklidischen Kreis mit dem Mittelpunkt W. Weiters sei () ein beliebiger Punkt auf
der Halbgeraden WP und B der Fufpunkt des Lotes auf g durch . Dann liegen auch @
und B auf einem euklidischen Kreis mit dem Mittelpunkt . Durch eine Streckung mit dem
Zentrum W bildet man @ auf P und B auf A ab. Daher gilt |AP|y = |BQ|y. Somit haben
die beiden Punkte P und () denselben Abstand von g. Da @) beliebig gewéhlt wurde, gilt

dies fiir alle Punkte auf der Halbgeraden. (vgl. [Filler1993], S. 244) O
\ 3
\
\
\\
\_.’P_ ————— —EuA
\
\
\\
O_\._\ —__4B
\
\
\
\
\
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Abbildung 14: Skizze zu Beweis Satz 4.2.

Die Abstandslinien zu Geraden vom Typ 1 lassen sich durch Bewegungen aus den Abstands-

linien zu Geraden vom Typ 2 ableiten. Durch eine Inversion an einem Kreis k£ mit dem
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Inversionspol, verlaufend durch den uneigentlichen Punkt U von h, wird h auf einer Gera-
de vom Typ 2 h' abgebildet. Da eine Inversion eine nichteuklidische Bewegung ist, bleiben
die Abstédnde unverdndert. Somit werden Abstandslinien der Urgeraden auf Abstandslinien
der Bildgeraden abgebildet, dies gilt auch umgekehrt. Die Abstandslinien von A’ werden auf
Abschnitte von Kreisen, die durch den Inversionspol gehen, abgebildet. Es sind somit alle
Abstandslinien von h Kreisbogen, die mit A die uneigentlichen Punkte U und V' gemeinsam
haben. (vgl. [Filler1993], S. 193)

Abbildung 15: Abstandslinien zu einer Geraden vom Typ 1

4.2 Lange, Abstinde und Winkelmessung im Modell der Kreis-

scheibe

Im Folgenden wird das Kreisscheibenmodell nach Klein verwendet, wie dieses bereits in
Kapitel 3 beschrieben wurde.

Vorab einige Definitionen, die fiir dieses Kapitel von Bedeutung sind:

Definition 4.5. Zwei Teilmengen der hyperbolischen Ebene A und B nennt man kongru-

ent, A = B, wenn sie sich durch eine endliche Kette von Polarenspiegelungen aufeinander
abbilden lassen. (vgl. Buchmannl975/, S. 21)

Definition 4.6. Fine Strecke AB, mit den Randpunkten U und V', fiir die gilt: Das Dop-
pelverhdaltnis (A, B,U, V) > 0, nennt man normal-gerichtet. (vgl. [Buchmannl1975/, S. 54)

Definition 4.7. Zwei Geraden | und k der hyperbolischen Ebene bezeichnet man zueinander
als orthogonal, wenn die durch l festgelegte euklidische Gerade durch den Pol K der Geraden
k geht. (vgl. Buchmann1975/, S. 23)

Abbildung 16: Veranschaulichung Orthogonalitdt im Kleinschen Modell
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4.2.1 Messung von Strecken

Die Langenmessung L, welche auch oft als ,,Funktional“ bezeichnet wird, soll, wie auch in

der euklidschen Geometrie, folgende Eigenschaften besitzen:
1. L(AB) = 0 und L(AB) = 0, wenn A = B, (Definitheit)

2. L(AB) = L(CD), wenn AB = CD, (Invarianz)

3. L(AC) = L(AB) + L(BC), sollte B zwischen A und C' liegen. (Additivitit)

(vgl. [Buchmann1975], S. 81)

Fraglich ist, nun wie sich ein solches Funktional finden lasst, wenn man die Kongruenz der
euklidischen Geometrie durch jene der hyperbolischen ersetzt. Wie auch im Modell der Halb-
ebene betrachtet man das Doppelverhéltnis (A, B,U, V), da man vermutet, dass dieses das
gesuchte Funktional ist. Diese Annahme beruht darauf, dass das Doppelverhéltnis eine reel-
le Zahl ist und fiir normal-gerichtete Stecken die Forderung der Invarianz erfiillt: Wenn fiir
zwei normal-gerichtete Strecken AB und A’B’ gilt, dass AB = A’B’, so muss es nach der
Definition 4.5. eine endliche Folge an Polarenspiegelungen geben. Bei diesen wird das Doppel-
verhaltnis nicht verdndert, es gilt (A, B,U,V) = (A’, B',U’,V’). Allerdings erfiillt das Dop-
pelverhaltnis nicht die Forderung der Additivitat: (A, C,U,V) = (A, B,U,V) - (B,C,U,V).
(vgl. [Buchmann1975], S. 82)

Somit ist es notwendig, eine Funktion zu suchen, die aus einem Produkt eine Summe werden
lasst. Da als solche Funktion der Logarithmus bekannt ist, ist es naheliegend, diesen mit
dem Doppelverhéltnis zu kombinieren. Da fiir normal-gerichtete Stecken das Doppelverhalt-

nis kongruenter Strecken mit ihren Randpunkten gleich ist, gilt

In(A4,B,U,V) =In(C,D,U", V') fir AB=CD.

Die Invarianz ist somit erfiillt. Aus der dritten Eigenschaft des Doppelverhéltnisses in Kom-

bination mit dem Logarithmus folgt:
In(A,C,U, V) =In(A,B,U, V) +In(B,C,U, V).

Dadurch ist auch die Additivitat erfallt. Nun gilt es noch, das Kriterium der Definition zu
erfiilllem. Fiir normal-gerichtete Strecken ist das Doppelverhéltnis laut Definition stets grofier
1 und In(A, B,U,V) > 0. Wenn A = B, gilt fiir das Doppelverhaltnis (A, B,U,V) = 1 und
fir In(A, B,U, V) = 0. Somit gilt auch die Definitheit fiir normal-gerichtete Strecken.

Man kennt bereits die Eigenschaften des Doppelverhaltnisses und daher weifl man, dass
(B,A,U,V) = (ATTU’V) gilt und damit auch In(B, A,U,V) = —In(A, B,U, V). Man wiirde
also fiir nicht normal-gerichtete Strecken ein negatives Langenmafl erhalten. Somit bendtigt
man den Absolutbetrag |In(A, B,U, V)|, wenn die Definitheit fiir alle Strecken gelten soll.
Durch Einsetzen und Nachrechnen lasst sich feststellen, dass fiir die Punkte P = (0,0) und
Q = (£21,0) und die dazugehodrigen Randpunkte U = (1,0) und V = (—1,0) eine Einheits-

e+1?

strecke PQ gegeben ist, mit | In(P,Q,U, V)| = |Ine| = 1.
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Damit wurde die Existenz einer Mafifunktion fiir Strecken der hyperbolischen Geometrie
nachgewiesen. Jedes Funktional der Form L = k- |In(A, B,U, V)| mit k£ > 0 und einer Kon-
stanten k kann eine solche Mafifunktion sein. Aus historischen Griinden wird im Allgemeinen
k= % gesetzt. (vgl. [Buchmann1975], S. 83f)

Definition 4.8. Sei AB eine Strecke mit den dazugehérigen Randpunkten U und V', dann
heifst die reelle Zahl

L(AB) = 5-|In(4,B,U,V)|
Map der Strecke AB. (vgl. [Buchmann1975/, S. 83)

Somit ist jeder Strecke eine reele Zahl und damit eine Linge zugeordnet. Eine Umkehrung

bringt:

Satz 4.3. Wenn g eine von dem Punkt A ausgehende Halbgerade ist, dann gibt es zu jeder
reellen Zahl r € R genau einen Punkt auf g, sodass L(AB) = r. (vgl. [Buchmann1975/,
S. 83)

Beweis. Man bezeichnet die Randpunkte von g mit U und V', sodass zwischen V und A
kein weiterer Punkt von ¢ liegt. Es gibt nach Satz 4.1. genau einen Punkt B, der mit den
gegebenen Punkten A, U und V' das Doppelverhiltnis (A, B,U,V) = e* bildet. Da € > 1
fiir r > 0, liegt der Punkt B zwischen A und U, also auf der Geraden g. Durch die Anwendung
des Logarithmus erhalt man In(A, B,U, V') = 2r, daher gilt

r=1|In(A,B,U, V)| = L(AB)
(vgl. [Buchmann1975], S. 83) O

Betrachtet man nun die Definition 4.8. unter Beachtung des Postulates, dass die Punkte des

Kreises nicht zur Ebene gehoren, so ergibt sich:

Satz 4.4. Wenn AB eine belicbige Strecke ist und B auf der durch AB festgelegten Gerade
g von A unbegrenzt zum Rand hin abriickt, dann wdichst das Maf der Strecke AB 1iber alle
Grenzen. (vgl. [Buchmann1975/, S. 83)

Beweis. Durch eine Bewegung wird die Stecke AB so gelegt, dass A in den Mittelpunkt O
des Einheitskreises fallt und B auf die positive z-Achse. Es gilt also H(A) = O = (0,0) und
H(B) = X = (2,0), mit AB = OX. Aus der Definition 4.8. fiir das Maf} der Strecke folgt:

L(AB) = L(OX) = %|ln(O,X, U, V)| mit U = (1,0),V = (—1,0).
Nach der Definition des Doppelverhéltnisses ergibt sich daraus
LAB) - L(OX) ;|1n(}fg>| mit 0 <z < 1.

Wenn nun der Punkt B immer ndher an den Kreisrand riickt, so ndhert sich x dem Wert 1.

Da lirri i—i = () wachst i—i iiber alle Grenzen und somit auch das Ma von OX und AB.
(vgl. [Buchmann1975], S. 83f) O
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Abbildung 17: Skizze zu Beweis Satz 4.4.

4.2.2 Messung von Winkeln

Das Verfahren zur Winkelmessung lasst sich analog zur Messung der Lange entwinkeln,
sodass jeder Winkel « einem eindeutigen Winkelmafl W («) zugeordnet werden kann. Da im
Modell nach Klein die Winkelmessung jedoch nur durch Benutzung von Hyperbelfunktionen,
wie sinh o, cosh a und anderen,méglich ist, werden hier nur Spezialfille betrachtet, in denen
ein Vergleich von euklidischen Winkelmafien W, («) und hyperbolischen Winkelmafien W), («)
moglich sind. (vgl. [Buchmann1975], S. 84)

Dafiir werden zunéchst Gemeinsamkeiten der beiden Winkelmafle gesammelt.

Da die Polarenspiegelung einer hyperbolischen Geraden, die durch den Kreismittelpunkt O
verlduft, mit der euklidischen Geradenspiegelung identisch ist, folgt unter Beachtung der

Definition der Kongruenz und Orthogonalitéit Folgendes:

Satz 4.5. Wenn ein Schenkel eines hyperbolisch rechten Winkels durch den Mittelpunkt O
des Kreises geht, dann ist dieser auch euklidisch ein rechter Winkel. Dies gilt auch umgekehrt.
(vgl. Buchmann1975/, S. 84)

Satz 4.6. Zwei hyperbolische Winkel, welche durch euklidische Spiegelungen am Durchmes-
ser des Kreises aufeinander abgebildet werden konnen, sind sowohl euklidisch als auch hy-

perbolisch kongruent zu einander. (vgl. Buchmannl1975/, S. 84)

29



Abbildung 18: Skizze zu Satz 4.6.

Aus Satz 4.6. lassen sich folgende Spezialfille als Folgerung ableiten:

a) Falls zwei Winkel mit gemeinsamem Scheitel O hyperbolisch kongruent sind, dann sind

diese auch euklidisch kongruent.

b) Fiir eine Halbgerade g, welche durch den Kreismittelpunkt O verlauft, gilt: Ist ¢ eine
Winkelhalbierende fiir einen hyperbolischen Winkel «, so halbiert die Halbgerade den
Winkel auch euklidisch. Umgekehrt gilt: Sollte eine Halbgerade g einen Winkel a eu-
klidisch halbieren, so halbiert diese den Winkel auch hyperbolisch.

(vgl. [Buchmann1975], S. 84f)

Wenn man die Eigenschaften der Mafifunktion L fiir Strecken sinngeméafl auf eine Mafifunk-

tion W fiir Winkel iibertragen mochte, so ergibt sich Folgendes:

1. W(A(l,k)) = 0und W(4(l,k)) = 0 genau, dann wenn [ = k (Definitheit)
2. W(A(L,k)) = W(£(g,h)), wenn (I, k) = £ (g, h)
(Invarianz)
3. W(K(Lk)) = W(Z(l,m)) + W(K(m, k)) fiir jede im Winkel (I, k) verlau-
fende Halbgerade m mit dem Scheitel als Anfangspunkt (Additivitat)
([Buchmann1975], S. 85)

Diese Eigenschaften sind fiir das Mafl W), wenn man die Kongruenz bei der Invarianz als
hyperbolische Kongruenz auffasst, genauso verbindlich wie fir die Winkelfunktion W,. Auch

die Normierung des Winkelmafies kann aus dem FEuklidischen iibernommen werden, indem

man festsetzt, dass fiir den gestreckten Winkel % (I, 1*) gelten soll:
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Wh(#—(hl*)) = We(i(hl*)) =T

Auf diese Weise wird auch in der hyperbolischen Geometrie durch W), dem rechten Winkel
die Zahl 7 zugeordnet.(vgl. [Buchmann1975], S. 85)

Fiir einen Winkel o des betrachteten Spezialfalles, dass der Scheitel im Punkt O liegt, fiir
den das euklidische Winkelmafl k-7 = a, (mit 0 < k < 1) gilt, kénnen die Uberlegungen zum
Steckenvergleich auf den Vergleich von Winkeln iibertragen werden. Die reelle Zahl k£ kann
somit durch wiederholtes Winkelhalbieren bestimmt werden. Da man aus den Folgerungen
des Satzes 4.6. weif}, dass euklidisches und hyperbolisches Halbieren von Winkeln in diesem

Fall identische Operationen sind, muss k - 7 auch die Mafizahl W}, (a) = a4, sein. Somit gilt:

Satz 4.7. Fir jeden hyperbolischen Winkel, dessen Scheitel im Kreismittelpunkt O liegt, gilt:

Das hyperbolische und euklidische Winkelmaf§ stimmen tiberein:
Qe = py.
(vgl. Buchmann1975/, S. 85)

Man kann sagen, dass die euklidische und hyperbolische Welt sich im Punkt O ,beriithren®,
sodass dem Winkel von zwei von O ausgehenden Halbgeraden ein euklidisches Winkelmaf zu-
geordnet werden kann und somit gleichzeitig das hyperbolische Winkelmafl bestimmt wird.
Auf diese Art lasst sich das Winkelmaf eines jeden hyperbolischen Winkels % (I, k) durch
Konstruktion bestimmen: Durch eine Bewegung wird der Scheitel des Winkels % (I, k) in O
gelegt und anschlieflend am kongruenten Bild des Winkels £ (I’, k') der euklidische Winkel
gemessen. Nach Definition 4.5., der Invarianzforderung und Satz 4.7. ist dadurch das hyper-
bolische Winkelma$l Wy, (£.(1, k)) = W(Z.(I', k') bestimmt. (vgl. [Buchmann1975], S. 85f)
Verlauft ein Schenkel des Winkels durch den Punkt O, so ist dieses Verfahren einfacher. Ist
dann S der Schenkel des Winkels, so ist die benotigte Bewegung eine Polarenspiegelung an
der Mittelsenkrechten m der Strecke OS.
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Abbildung 19: Schenkel des Winkels verlauft durch O

Die Anderungen des euklidischen Winkels, die bei einer Polarenspiegelung aufteten, lassen
sich auch quantitativ erfassen. Der gegebene Winkel (I, k) soll kleiner als ein Rechter sein
und die Halbgerade [ jener Schenkel, der durch O verlauft. Legt man nun das Koordinaten-
system so, dass der Scheitel S auf der positiven x-Achse liegt, dann schneidet der Schenkel k
die y-Achse in T' = (0, t). Der Mittelpunkt A der Stecke OS ist durch folgende Konstruktion

ermittelbar:

Die Parallele zur y-Achse durch S(s;0) schneidet den Einheitskreis in den Punk-
ten S1(s; +4/1 + s?) und Ss(s; —v/1 — s2). Die Verbindungsgerade (V'.S;) mit V' (0; —1)
schneidet die x-Achse in A.([Buchmann1975], S. 86)
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Abbildung 20: Skizze zur Konstruktion

Aus
(VSl):yz@x—l

ergibt sich fiir
A A= (V1= ),

Damit ergibt sich fiir die Mittelsenkrechte m der Strecke OS die Gleichung
m:x = 71’*/81’7,

und fiir die Transformationsgleichung erhélt man die Werte
w2,y R

Somit ist die Polarenspiegelung S,, der Mittelsenkrechten von OS festgelegt

o S—x 1 A1-8%y
Sm U= Y T i

Somit ergeben sich die Bildpunkte S,,(T) = T’, mit 7" = (s,v/1—s2-t), S;,(O) = S und
Sm(S) = O. Man erhéilt in den Dreiecken ASOT und AOST’ (siche Abbildung) fur die
Tangenswerte von a, und o,

tanc, = £ und tana) = @
Somit gilt

tanal, = tana, - V1 — s2.
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Abbildung 21: Skizze Polarenspiegelung

Das euklidische Winkelmafl W, eines, durch eine Polarenspiegelung auf O abgebildeten,
Winkels wird somit kleiner, da sein Tangenswert mit dem Faktor 4/1 — s? multipliziert wird.

Da auf diesen Winkel die Voraussetzungen des Satzes 4.7. zutreffen, gilt:
o, = Oéh

Daraus folgt: tan o), = /1 — s% - tan c.
Da a = o gilt, weil S,,(«) = /, folgt aus der Invarianz fir das Winkelma$ o), = a5 und

somit gilt:
tanay = /1 — 52 - tan o,

Wenn man einen hyperbolischen Winkel, der kleiner als ein hyperbolischer Rechter ist, als

spitz bezeichnet, kann man Folgendes formulieren:

Satz 4.8. Wenn « ein spitzer Winkel ist, von dem ein Schenkel durch den Ursprung O
verlauft, und s der euklidisch gemessene Abstand seines Scheitels von O, dann gilt folgende

Beziehung:

tanay, = V1 — s2 - tan .
ap <. firs#0
(vgl. Buchmann1975/, S. 88)

Fir das Langenmafl der hyperbolischen Strecken wurde bereits iiberlegt, was bei einer An-
ndherung an den Rand geschieht. Dies soll nun analog auch fiir das Winkelmafl geschehen:
Wenn der Scheitel eines Winkels, mit den in Satz 4.8. geforderten Eigenschaften, bei einem

konstantem Winkelmafl ndher zum Rand des Einheitskreises rutscht, so nahert sich der Wert
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s, des Abstandes zum Punkt O, immer mehr dem Wert 1. Aus der Beziehung aus Satz 4.8.

folgt nun

lim(tan ay) = lin%(tan Qe V1 —s%) =tana, - lirr% V1—s2=0.

s—1

Somit gilt:

Satz 4.9. Wenn ein spitzer Winkel euklidisch kongruent so verschoben wird, dass der Scheitel
dem Randkreis immer ndher rickt und sein Schenkel dennoch weiterhin durch den Mittel-

punkt O wverlduft, so konvertiert sein Mafl gegen Null.

(vgl. [Buchmann1975], S. 88)

Abbildung 22: Scheitel des Winkels riickt gegen den Randkreis

4.2.3 Winkelsummen und Satz von Thales

Bereits in Kapitel 2 wurden einige Satze der hyperbolischen Geometrie dargelegt und be-
wiesen, unter anderem auch, dass die Winkelsumme in einem Dreieck stets kleiner als 7 ist,

siehe Satz 2.4.. Als Folgerung aus diesem Satz lédsst sich ableiten

Satz 4.10. Die Winkelsumme eines Viereckes ist stets kleiner als 360°.
(vgl. Buchmann1975/, S. 90)

Beweis. Ein Viereck wird durch jede Diagonale in zwei Dreiecke geteilt. Wenn man auf beide
Dreiecke den Satz 2.4. anwendet so erhélt man durch eine Addition der beiden Innenwinkel-
summen die Winkelsumme fiir das Viereck. Somit gilt die Behauptung.

(vgl. [Buchmann1975], S. 90) O

Weiters lasst sich aus dem Innenwinkelsatz der Thales-Satz folgern.
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Satz 4.11. (h-Thales-Satz) Der h-Winkel im h-Halbkreis ist stets kleiner als ein
h-rechter. (Buchmann1975/, S. 90)

Beweis. AB sei eine beliebige Strecke mit Mittelpunkt M und C' ein von A und B verschie-
dener Punkt auf dem Halbkreis iiber der Strecke AB.

\

St
.
b

\-——_———

Abbildung 23: Skizze zu Beweis Thales-Satz

Nach Definition des Kreises in der hyperbolischen Geometrie haben alle Punkte des Kreises
den gleichen Abstand zum Mittelpunkt, daher gilt:

MC=MA=MB,
somit sind die Dreiecke AAMC und ACM B gleichschenklig. Daher gilt fiir die Winkel
Aa=X(MAC) = A4(MCA) = £+, somit a = v,
und
46 = £(MBC) = £(MCB) = £, somit § = 7.
Aus Satz 2.4. weil man, dass
a+ B+t +E <
Setzt man nun die Erkenntnisse aus den obigen Gleichungen ein, so er hélt man
A2 pyl g = 2yt 4 22
=2(v' +9%) < 7.

Somit gilt

vyt < .
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5 Parallelen in der hyperbolischen Geometrie

Nachdem die unterschiedlichen Modelle vorgestellt wurden, die eine Darstellung der nicht-
euklidischen Geometrie ermoglichen, und in Kapitel 2 bereits einige Satze dieser Geometrie
betrachtet wurden, werden nun die verschiedenen Arten von parallelen Geraden betrachtet.
Man unterscheidet in der hyperbolischen Geometrie zwischen parallelen und tiberparallelen
Geraden. Im Modell der Halbebene differenziert man zwei Arten der parallelen Geraden:
verbindbare und randparallele. Den Begriff randparallel gibt es auch im Kreisscheibenmo-
dell. Hier bezeichnet man Geraden dann als randparallel, wenn sie sich, dargestellt in einem

Kreisscheibenmodell, am Kreisrand treffen.

Definition 5.1. FEs seien g eine Gerade und A ein Punkt, welcher nicht auf g liegt. Einen

Strahl AP nennt man parallel zu g, wenn dieser

der erste Stahl ist, der bei geeigneter Anordnung innerhalb eines Strahlenbindels

die Gerade g nicht schneidet.

([Voelk1995/, S. 15) Auch die Gerade h, auf welcher der Strahl AP liegt, heifst dann ,in
Richtung“ AP parallel zu g.

[(Ea)

5 \ C
Abbildung 24: Skizze zu Definition 5.1. und 5.2.

Definition 5.2. Der Winkel zwischen AB, die Normale auf die Gerade g, und dem zu g
parallelen Strahl AP nennt man Parallelenwinkel p = II(AB). (vgl. [Voelk1995/, S. 15)

Aus der Definition des Parallelwinkels lasst sich folgern, dass der Parallelwinkel in P fiir jene
Gerade g und jeden nicht auf g liegenden Punkt P stets kleiner oder gleich einem rechten
Winkel ist. (vgl. [Filler1993], S. 170) Der Parallelwinkel kann somit nicht stumpf sein. (vgl.
[Voelk1995], S. 15)

Beweis. Es sei AB die Normale auf die Gerade g und die Gerade h die Normale auf AB. Da

die Innenwinkelsumme in einem Dreieck kleiner als zwei Rechte ist, wie in Satz 2.4. bewiesen,
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kénnen sich die Geraden h und ¢ nicht schneiden. Zudem kann der Strahl AP nicht oberhalb
der Gerade h liegen, sonst wéare dieser nicht der erste Strahl, der g nicht schneidet. Somit

muss auch der Parallelwinkel kleiner oder gleich einem Rechten sein. (vgl. [Voelk1995], S.
16) O

Des Weiteren konnen Parallele durch ein gemeinsames Lot bestimmt werden.

Lemma 5.1. Seien g und h zwei Geraden der hyperbolischen Ebene und | eine hyperbolische
Gerade, welche g und h im rechten Winkel schneidet. Dann sind g und h parallel. (vgl.
[Berchtold2017/, S. 106)

Beweis. Der Beweis wird als Widerspruch gefiihrt.

Sei andernfalls A der Schnittpunkt von ¢ und h, B der Schnittpunkt von A und [ und
H der Schnittpunkt von [ und g, dann gilt in AABC Satz 2.4.. Die Innenwinkelsumme
ware jedoch grofler als zwei Rechte, da X ABC = m und £ BCA = m. Somit wiirde fir
die Innenwinkelsumme X ABC + X BCA + X BAC > 2m gelten und dies widerspricht Satz
2.4.. ]

5.1 TUberparallele Geraden

Satz 5.1. Durch jeden nicht auf der Gerade g liegenden Punkt P gehen zwei verschiedene
Geraden, die zu g parallel sind, und unendlich viele, welche g weder schneiden noch zu g
parallel sind. (vgl. [Voelk1995/, S. 26)

Beweis. Der zweiten Teil des Satzes wurde bereits bewiesen, da es sich hier um Satz 2.2.
handelt. Es bleibt somit noch der erste Teil zu zeigen.

g sei eine Gerade mit den Punkten A und B. Der Punkt C liegt nicht auf g. Es sei weiters
CP ein zu g paralleler Strahl.

Der Parallelenwinkel X AC'P ist spitz, daher kann der Strahl C'P, welcher zu AB parallel ist,
mit dem beziiglich AC' symmetrischen Strahl C'S nicht zusammenfallen (siche Abbildung).
Daher sind auch die zu g parallelen Geraden P, P, in Richtung des Strahles C'P, und S5,
in Richtung des Strahles C'S, unterschiedlich. (vgl. [Voelk1995], S. 26) O
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Abbildung 25: Skizze zu Beweis Satz 5.1.

Geraden, die einander weder schneiden noch zueinander parallel sind, werden als tiberparallel
bezeichnet. Den Begriff iiberparallel gibt es nur im Modell des zweischaligen Hyperboloids

und wird hier nur kurz angefiihrt, ohne in den nachsten Abschnitten von Bedeutung zu sein.

Satz 5.2. Zu zwei iiberparallelen Geraden existiert genau eine Gerade, die normal auf beide

Geraden steht. Umgekehrt gilt, wenn zwei Geraden genau ein gemeinsames Lot haben, dann

sind sie uberparallel. (vgl. [Voelk1995/, S. 27f)

Der Beweis wird analytisch gefithrt. Die hyperbolische Ebene H sei wie folgt definiert: H :=
{x € Rlxg > 0 und (x,x) = —1}. Dabei ist b(x, y) = x1y; +x2ys—x3y3 und der Einheitsvektor
sei ¥ mit b(v,v) = 1. Die Gerade [ := {x € H|b(¥,x) = 0} ist dann eine Gerade mit
Einheitsvektor ¢. Wir befinden uns somit in dem Modell des zweischaligen Hyperboloids,

genau genommen in der oberen Halfte. (vgl. [Voelk1995], S. 23)

Beweis. Es seien « und v die Einheitsvektoren der tiberparallelen Geraden. Der Vektor w
sei ein Vielfaches des Kreuzproduktes @ x @ und || = 1. Dann ist b(, w) = b(0, W) = 0
und somit ist die Gerade, deren Einheitsvektor « ist, die gemeinsame Normale der beiden
iiberparallelen Geraden.

Umkehrung: Zwei Geraden haben ein gemeinsames Lot, dessen Einheitsvektor sei w. Dieser
muss W x (4 x U) = 0 erfiillen und ist somit ein Vielfaches des Vektors @ x ¥. Das bedeutet,
dass b(u x ¥,4 x ¥) > 0 und die Geraden sind daher tiberparallel. (vgl. [Voelk1995], S.
28) O

5.2 Verbindbare Geraden

In der hyperbolischen Geometrie gibt es des Weiteren auch verbindbare Geraden, es wird
nun das Modell der Halbebene betrachtet. In diesem Modell gilt Lemma 5.1., somit sind
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zwei Geraden, die beide von einer Geradeim rechten Winkel geschnitten werden, parallel.
Dies sollte nicht mit denen in Satz 5.2 beschriebenen iiberparallelen Geraden verwechselt

werden.

Definition 5.3. Die parallelen Geraden g und h heiflen verbindbar, wenn es eine Gerade |
gibt, welche zu beiden normal ist. (vgl. [Berchtold2017/, S.106)

Abbildung 26: Verbindbare Geraden

Lemma 5.2. Sei g eine hyperbolische Gerade. Dann gibt es einen Punkt P € H, durch den

unendlich viele zu g parallele Geraden gehen, die mit g verbindbar sind.
Dabei sei die hyperbolische Ebene folgendermaflen definiert: H := {z € C; Im(z) > 0}

Beweis. Man kann g = iR.y und Re(P) > 0 annehmen. Nun sei h := K(M;r) n H mit
M e Ry und r < M und P ein Punkt auf h. Somit sind g und h parallel. Weiters definiert
man p := +/M? —r2 und [ := K(0,p), dann schneidet [ sowohl ¢ als auch h im rechten

Winkel. Der erste Teil ist somit richtig. Man setzt nun:

S =Moo g /M2 2

und rechnet nach, ob Se€l,Sehund S € K (%7 %) gilt. Dies ist leicht nachgerechnet. Aus

den Beobachtungen folgt,
dass S = [ n h gilt, aus der letzten Beobachtung folgt, dass S auf dem (euklidi-
schen) Thales-Kreis iiber 0M liegt. Daher schneiden sich 4 und [ in S rechtwink-
lig. ([Berchtold2017], S. 107)

]

Durch genaueres Betrachten des Beweises erkennt man, dass es fiir zwei Parallelen h; :=

K(M; M) nH mit M := 2]‘5&) und hy := Re(P) + iR keine verbindbare Gerade gibt.

(vgl. [Berchtold2017], S. 107)

Satz 5.3. Zu einer Geraden g gibt es unendlich viele parallele Geraden, die durch den Punkt

P, der nicht auf g liegt, verlaufen. Von diesen sind genau zwei nicht mit g verbindbar. (vgl.

/Berchtold2017/, S. 107)
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5.3 Randparallele Geraden

Definition 5.4. Sei g eine Gerade und P ein Punkt, fir den gilt P ¢ g. Dann heiffen die
zwet zu g parallelen, aber nicht mit g verbindbaren Geraden durch den Punkt P randparallel
zu g beziglich P. (vgl. [Berchtold2017/, S. 107)

Abbildung 27: Randparallelen

Betrachtet man den Abstand von parallelen Geraden in der hyperbolischen Geometrie,
so lasst sich feststellen, dass diese keinen festen Abstand haben. Im Allgemeinen gilt al-
so d(P,g) # d(Q,g), wobei g und h zwei parallele Geraden sind und P,Q € h gilt. (vgl.
[Berchtold2017], S. 108)

Der Abstand von zwei Parallelen lasst sich dennoch sinnvoll definieren.

Definition 5.5. Seien g und h parallele Geraden. Man nennt

d(g,h) :=inf{d(P,Q); P€ g,Q € h}
den Abstand der parallelen Geraden g und h. (vgl. [Berchtold2017/, S. 108)

Der Abstand dieser Geraden wird somit iiber den Abstand zweier Punkte, auf den Geraden
definiert. Hier findet man eine Parallele zu der euklidischen Geometrie, da auch hier die
Abstédnde von Geraden durch Abstéande von Punkten berechnet werden. Es ist zu beachten,
dass in der hyperbolischen Geometrie der Abstand von zwei parallelen Geraden auch den
Wert Null annehmen kann.(vgl. [Berchtold2017], S. 108)

Sollten zwei Geraden g und h verbindbar sein, so kann man den Abstand dieser durch eine

gemeinsame Orthogonale berechnen.

Lemma 5.3. Seien g und h durch | verbindbare Geraden und P der Schnittpunkt von g und
[ sowie QQ der Schnittpunkt von | und h. Es gilt nach Definition d(g,h) = d(P, Q). Weiters
gilt d(g,h) < d(P', Q") fir alle Paare (P,Q) # (P',Q’) € g X h. (vgl. [Berchtold2017/, S.
109)
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Beweis. Sei P! € g und Q' € h wobei (P',Q") # (P,Q). Es werden hierbei zwei Félle
unterschieden:

1. Fall: P"=P

Die Behauptung d(P, Q) < d(P’, Q") folgt direkt aus der Behauptung von Beispiel 4.1..

2. Fall P" # P

Sei Q" € h der FuBBpunkt des Lotes von P’ auf die Gerade h. Es gilt somit P'Q” Lh. Nach
dem Beispiel 4.1. gilt d(P',Q") < d(P',Q’). Da P # P’ gilt auch Q # @Q”. Somit gilt
auch d(P, Q) < d(P',Q"). Daraus folgt, dass d(P, Q) < d(P’,Q’). (vgl. [Berchtold2017], S.
109) O

Mit diesem Wissen ist folgender Satz beweisbar:

Satz 5.4. Sei g eine Gerade und P ein Punkt, welcher nicht auf dieser Geraden liegt. Es
gibt genau eine Parallele h zu g, die durch den Punkt P verlduft, deren Abstand mazimal
ist. Fir diese Gerade gilt: d(g, h) = d(g, P)

Beweis. Man nehme an, dass g = iR sowie Re(P) > 0. Weiters setze man p := |P|, M :=
% und r := ZZ((;))) | P|. Dann sind die Gerade g und die Gerade h, mit h := K (M;r), durch
die Gerade [ := K(0; p) verbindbar. Weiters ist P der Schnittpunkt von [ und h. Daraus
folgt, dass d(g, h) = d(g, P).

Da es fir jede andere mit g verbindbare Gerade A’ mit P € h’ ein P # S € h gibt, mit

d(g, ') = (d(g,5) < d(g, P) = g(d, h)
ist der Abstand von h maximal. (vgl. [Berchtold2017], S. 109) O

Nun sollen Eigenschaften paralleler Geraden betrachtet werden, die analog zu den Eigen-

schaften von parallelen Geraden in der euklidischen Geometrie sind.
Satz 5.5. Wenn b || a dann gilt auch a || b.

Beweis. Fiir zwei Geraden a,b gelte b || a. Weiters gilt A € @ und B € b und die Verbin-
dungsstrecke der beiden Punkte sei AB. Fiir die Winkelsymmetralen gilt: Die Symmetralen
der Winkel in den Punkten A, B schneiden sich in dem Punkt C'. Da die Winkelsymmetrale
in B eine a schneidende Gerade ist, sie schneidet a beispielsweise in A’, schneidet die Win-

kelsymmetrale in A, nach dem Satz von Pasch, somit die Strecke A’B.
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Abbildung 28: Skizze zu Beweis Satz 4.5.

Man legt nun ein Lot auf a,b und AB durch den Punkt C, und beschriftet die Fupunkte
mit D, F und F. Nach Satz 2.3. folgt: Die Dreiecke AADC und AAFC sind kongurent,
daher gilt CD = CF. Des Weiteren sind auch ABFC und ABFC kongurent und somit
CFE = CF. Daraus folgt, dass auch CD = CE. Im Punkt F wihle man nun einen spitzen
Winkel o mit dem Schenkel EC und dem zweiten Schenkel auf jener Seite von C'E, in die b
weist. Dann schneidet jener zweite Schenkel dir Gerade b in einem Punkt L, da b || a gilt.
KLCE < 180° — a,  DCL < I1(CD)
Die beiden Winkel sind zusammen somit kleiner als 180°, unter der Voraussetzung, dass
a < I1(CD) gewahlt wurde. £ DC'E ist somit kein gestreckter Winkel.
Im néchsten Schritt verbindet man D und E und legt ein Lot durch D auf b und ein Lot
durch E auf a, mit den Fulpunkten G und H. Da es sich bei AC'DE um ein gleichschenkliges
Dreieck handelt, sind die Winkel in D und E gleich, somit auch ihre Komplementwinkel:
()XEDH = £DEG.
Da AEDH und ADEG kongruent sind, gilt weiters:
(2)HE = GD,4DEH = X EDG.
Daraus folgt, dass K HEG = K DEG — K DEH = A FDH — X EDG = XGDH, also:
(3)XHEG = XGDH.
Da b || a gilt, ist HEG = II(HE), nach (2) und (3) ist dann GDH = I1(GD). Daher
gilt a || b. (vgl. [Voelk1995], S. 28ff) O

Satz 5.6. Wenn c || b und b || a, dann ist auch c || a. ([Voelk1995/,530)

Beweis. Wir betrachten zwei Falle.

Fall 1: Die Gerade b liegt zwischen den Geraden a und c. In diesem Fall koénnen sich a und
¢ nicht schneiden, da sie auf verschiedenen Seiten von b liegen und beide Geraden b nicht
schneiden, da sie zu dieser parallel sind. Sei nun A € a und C' € c¢. Es ist zu zeigen, dass
jeder Strahl, der mit der Normalen auf C'A einen kleineren Winkel bildet als ¢, die Gerade

a schneidet. Da ¢ || b, schneidet dieser Strahl die Gerade b in einem Punkt B. Legt man nun
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eine Normale durch B auf a mit dem Fuipunkt A’ so muss der Strahl auch mit A’B einen

kleineren Winkel als b einschlieffen. Somit schneidet dieser auch a.

c @
B b
N o
A Al

Abbildung 29: Skizze zu Beweis Satz 5.6., Fall 1

Fall 2: Die Gerade c liegt zwischen den Geraden a und b. Es sei A ein beliebiger Punkt auf
a und einen Parallelenstrahl zu ¢ durch A bezeichnet man mit a'. Es gilt @’ || ¢ und ¢ || b.
Nach Fall 1 folgt nun a’ || b. Des Weiteren soll b || @ und nach Satz 5.4. gilt somit auch a || b.
Da a und a’ beide zu b parallel sind und den Punkt A enthalten, missen diese identisch sein.
Daher folgt aus @’ || ¢, dass a || ¢ und nach Satz 5.4. ¢ || a. (vgl. [Voelk1995], S. 30) O
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6 Die Darstellung von geometrische Figuren in der hy-

perbolischen Geometrie

Die Darstellung der geometrischen Figuren ist je nach Modell unterschiedlich. So kénnen
Dreiecke in der hyperbolischen Geometrie unterschiedlich aussehen, je nachdem in welchem
Modell sie betrachtet werden.

6.1 Darstellung im Modell der Halbebene

Zunachst sollen die tiblichen Bezeichungen verwendet werden, daher wird ein Dreieck wie
folgt definiert:

Definition 6.1. A, B,C € H. Wenn die drei Punkte A, B und C' nicht auf einer Geraden
liegen, dann heifst NABC hyperbolisches Dreieck mit den Seitenlingen a = d(B,C),b =
d(A,C) und ¢ = d(A, B) und den Winkeln o = 4(@,@),6 = A(Ezl, @) und v =
£(CA,CB).

(vgl. [Berchtold2017/, S. 98)

Abbildung 30: Hyperbolisches Dreieck

Da in dem Modell der Halbebene eine Gerade ein Halbkreis im euklidischen Sinne sein kann,
sind auch die Begrenzungslinien des Dreieckes Abschnitte eines Halbkreises, wie man in
Abbildung 30 erkennen kann.

Definition 6.2. Ein Dreieck ANABC' befindet sich in kanonischer Lage, falls A,C € iR~q
mit Im(C) > Im(A) und Re(B) > 0 gilt. (vgl. [Berchtold2017/, S. 98)
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Abbildung 31: Dreieck in kanonischer Lage

Betrachtet man nun, wie Vierecke in dem Modell der Halbebene dargestellt werden, so findet

man folgende Darstellungen.

B
D®c ; A
A B
D

Abbildung 32: Saccherisches (links) und Lambertsches (rechts) Viereck

Vierecke sind im hyperbolischen Sinne konvexe Mengen mit Vierecken. Bei den beiden ab-

gebildeten Vierecken handelt es sich um besondere Arten eines Viereckes.

Definition 6.3. FEin Viereck ABC'D nennt man ein Saccherisches Viereck, falls
AD 1 AB,BC 1 AB sowie d(A,D) = d(B,C) gelten. ([Berchtold2017/, S.

104)

Govanni G. Saccheri (1667-1733) versuchte zu zeigen, dass die beiden weiteren Winkel im
Saccheri Viereck ebenfalls rechtwinklig sind, um so das Parallelenaxiom zu beweisen. Die
beiden Winkel in den Punkten C und D stimmen zwar tiberein, sind jedoch beide kleiner
als 7. (vgl. [Berchtold2017], S. 104)
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Beweis. Hier fiir benotigt man den sws- und sss-Kongruenzsatz. Diese konnen in [Berchtold2017],
S. 101 nachgelesen werden, werden jedoch an dieser Stelle nicht extra angefiihrt.

Nach Anwendung des sws-Satzes auf die Dreiecke AABD und AABC zeigt sich, dass
d(A,C) = d(B, D) gilt. Wendet man nun den sss-Satz auf die Dreiecke ABC'D und AACD
an, folgt die Winkelgleichheit. Dass beide Winkel kleiner als § sind, folgt aus der Winkel-
summe fiir Dreiecke. (vgl. [Berchtold2017], S. 104) O
In der hyperbolischen Geometrie gibt es im Vergleich zu der euklidischen Geometrie keine
Rechtecke oder Quadrate. Die Anzahl der rechten Winkel in einem Viereck ist auf drei
beschrankt, da die Winkelsumme in einem Viereck stets kleiner als 27 ist, wie aus Satz 4.10.
bereits bekannt. Ein Viereck mit drei rechten Winkeln bezeichnet man als Lambertsches
Viereck.

Definition 6.4. FEin hyperbolisches Viereck mit drei rechten Winkeln heifst Lam-
bertsches Viereck. ([Berchtold2017/, S. 105)

Johann H. Lambert (1728-1777) versuchte das euklidische Parallelenaxiom daraus abzuleiten,
dass in einem Lambertschen Viereck auch der vierte Winkel ein rechter ist. Allerdings gilt
fir dieses Viereck, dass der vierte Winkel kleiner als 7 ist und die beiden anliegenden Seiten

langer als die jeweils gegeniiberliegenden sind. (vgl. [Berchtold2017], S. 105)

Beweis. Sei ABC'D ein Lambertsches Viereck, wie in Abbildung 32 dargestellt, mit keinem
rechten Winkel bei C'. Das ein Winkel kleiner als 90° ist, weil man aus dem Innenwinkelsatz
fir Vierecke 4.10.. Um zu zeigen, dass d(B,C) > d(A, D) gilt, geht man von der Annahme
aus, dass d(B,C) < d(A, D) gilt. Somit gibt es einen Punkt D’ auf der Srecke AD mit
D" # D, so dass d(A, D) = d(B,C) gilt. Dies ist nach Konstruktion ein Saccherisches
Viereck. Der Winkel X AD'C' ist demnach kleiner als 5. Daher miisste der Winkel XCD'D
groBer als 90° sein. Die Winkelsumme im Dreieck DD'C wére dann allerdings grofier als m
und somit ein Widerspruch zu Satz 2.4. (vgl. [Berchtold2017], S. 105)

]
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7 Dreiecke in der hyperbolischen Geometrie

Im vorherigen Kapitel wurde die Darstellung der Dreiecke im Modell der Halbebene betrach-
tet. Im folgenden Kapitel soll nun die Kongruenz von Dreiecken und Sacceri Vierecken be-

trachtet werden. Weiters sollen die merkwiirdigen Punkte eines Dreieckes untersucht werden.

Wie bereits bekannt betragt die Winkelsumme eines Dreiecks in der hyperbolischen Geome-

trie stets weniger als w. Man spricht von einem Defekt des Dreiecks.

Definition 7.1. Man nennt den Betrag, um den sich die Winkelsumme des Dreiecks von m
unterschiedet, Defekt des Dreiecks.

Satz 7.1. Der Defekt eines Dreiecks ist die Summe der Defekte zweier Dreiecke, die dieses
teilen. (vgl. [Voelk1995/, S. 53)

Beweis. Sei AABC' ein Dreieck, das durch eine Gerade C'D in zwei Dreiecke AADC und
ADBC geteilt wird, wobei der Punkt D zwischen A und B liegt. Man bezeichnet die Winkel
der Dreiecke wie folgt: KCAD = r,ADC = s, XACD = t,BDC = x, A DBC = y und
A BCD = z (siche Abbildung 33). Weiters seien d, d;, dy die Defekte von AABC, AADC
und ADBC'. Dann gilt:

d=dy + ds.

Laut Definition gilt ndmlich d; = 180° — (r + s+ t) und dy = 180° — (z + y + 2). Es folgt

somit

di+dy =360°— (r+s+t+z+y+2z)
=360°—(r+t+y+z2)—(s+x
=180° — (r+t+y+ 2)
=d

(vgl. [Voelk1995], S. 52f)
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Abbildung 33: Skizze zu Beweis Satz 7.1.

7.1 Agquivalenz von Dreiecken mit Saccheri Vierecken

Betrachtet man die Kongruenz von Dreiecken, so kann dies aufbauend auf Sétze iiber die
Saccheri Vierecke geschehen. Saccheri Vierecke kénnen mit Dreiecken in der hyperbolischen
Geometrie verbunden werden. Jede Seite von einem beliebigen Dreieck AABC' kann zur
Oberkante, das ist jene Seite, die der Basis gegeniiberliegt, eines bestimmten Saccheri Vier-
eckes werden. Wahlt man BC als diese Oberkante, so sind die Punkte D und E die Mittel-
punkte der anderen Dreiecksseiten und die Punkte F, G und H die Projektion aller Eckpunkte
des Dreieckes auf die Gerade DE. (vgl. [Voelk1995], S. 55)
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Abbildung 34: Verbindung von Saccheri Viereck und Dreieck mit zwei spitzen Winkeln

Die Dreiecke AADF und ABDG sind kongruent, da zwei Winkel und die anliegende Seite
der Dreiecke kongruent sind. Ebenso sind AAEF und ACEH kongruent. Daher gilt: BG =
AF und AF = CH. Es gilt also auch BG = C'H. Somit ist BCHG ein Saccheri Viereck mit
Basis GH und Oberkante BC. (vgl. [Voelk1995], S. 55f)

Diese Konstruktion funktioniert unabhéngig von der Winkeln des Dreieckes, so kann man

auch ein Dreieck mit stumpfem oder rechtem Winkel verwenden, um ein Saccheri Viereck zu
konstruieren. (vgl. [Voelk1995], S. 56)
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Abbildung 35: Verbindung von Saccheri Viereck und Dreieck mit einem stumpfen Winkel

A

D=F=G E H
-/ d
B C

Abbildung 36: Verbindung von Saccheri Viereck und rechtwinkligem Dreieck

Man sagt, die Vierecke sind vereinigt mit dem Dreieck AABC. (vgl. [Voelk1995], S. 56)

Satz 7.2. Die Summe der Winkel eines Dreiecks ist gleich der Summe der der Oberkante
anliegenden Winkel eines jeden vereinigten Saccheri Vierecks. (vgl. [Voelk1995/, S. 56)

Beweis. Dies folgt tiber die Kongruenz der Dreiecke NAEF = ACEH und ANADF
ABDG O
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Satz 7.3. Die Gerade durch die Mittelpunkte zweier Dreiecksseiten ist tiberpar-
allel zur Geraden, die die dritte des Dreicks enthdlt, und somit haben beide eine
gemeinsame Normale und die Strecken zwischen den Mittelpunkten ist kleiner als
die dritte Seite des Dreiecks. ([Voelk1995/, S. 57)

Dadurch lasst sich festlegen, dass ...

Definition 7.2. ... zwei Polygone p,q dquivalent sind, wenn sie in die gleiche Zahl an
Dreiecken p;, q;, i = 1,2,3,..n zerlegbar sind. Dies gilt dann, wenn die Dreiecke paarweise

kongruent, d.h. p1 = q1,p2 = qo; ...., sind.
Aus dieser Definition lassen sind folgende Satze schlussfolgern:

Satz 7.4. Ein Dreieck ist zu jedem seiner vereinigten Saccheri Vierecke dquivalent. (vgl.

[Voelk1995/, S. 57)
Satz 7.5. Kogruente Polygone sind dquivalent. (vgl. [Voelk1995/, S. 57)

Satz 7.6. Fualls jedes von zwei Polygonen zu einem dritten Polygon dquivalent ist, dann sind
sie auch zueinander dquivalent. (vgl. [Voelk1995/, S. 57)

Satz 7.7. Zwei dquivalente Dreiecke haben dieselbe Winkelsumme. (vgl. [Voelk1995/, S.
57)

Beweis. Es seien die Dreiecke AABC und AA'B'C' dquivalent. Nach der Definition der
Aquivalenz koénnen diese Dreiecke in gleich viele paarweise kongruente Dreiecke zerlegt wer-
den. Da zwei Dreiecke die kongruent sind die gleiche Winkelsumme haben, haben sie auch
den gleichen Defekt. Daher haben AABC und AA'B'C” denselben Defekt und somit auch
die gleiche Winkelsumme. (vgl. [Voelk1995], S. 57) O

Von diesem Satz gilt auch die Umkehrung:
Satz 7.8. Wenn zwei Dreiecke dieselbe Winkelsumme haben, dann sind sie dquivalent.

Beweis. Angenommen die Dreiecke AABC und AA'B'C’ haben dieselbe Winkelsumme s.
Zuerst wird der Fall betrachtet, dass die Seite BC' des einen Dreiecks kongruent zur Seite
B’C" des zweiten Dreiecks ist. Die Scheitelwinkel des Saccheri Vierecks BC HG, welches mit
dem Dreieck AABC vereinigt ist und BC' als Oberkante hat, ergeben die Winkelsumme s.
Gleichermaflen summieren sich die Scheitelwinkel des Saccheri Vierecks B'C'H'G’, welches
B'C" als Oberkante hat, zu s. Da die Winkelsumme und die Oberkante kongruent sind,
sind die beiden Saccheri Vierecke BCHG und B'C’'H'G’ kongruent und daher dquivalent.
Die Saccheri Vierecke sind auch zu den Dreiecke AABC und AA'B'C" d4quivalent. Aus der
Auquivalenz der Saccheri Vierecke zueinander, des Dreiecks AABC zum Saccheri Viereck
BCHG und der des Dreiecks AA’B'C" zum Saccheri Viereck B'C'H'G' folgt, aus dem Satz
7.6., dass die beiden Dreiecke zueinander dquivalent sind.

Man betrachtet nun den Fall, dass keine der Seiten der beiden Dreiecke zueinander kongruent
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sind. Man nimmt A’B" > AB an. Wenn J ein beliebiger Punkt auf der Geraden GH ist,
dann ist der Abstand zwischen den Punkten B und J am geringsten, falls J = G und wird
beliebig grof3, wenn GJ beliebig grofl wird. J soll nun so gewéhlt werden, dass BJ = %A’ B’
Dies ist moglich, da %A’ B" = BD > BG. Sei nun K ein Punkt auf der Geraden BJ, ungleich
dem Punkt B, sodass BJ = JK gilt.

Abbildung 37: Skizze zu Beweis Satz 7.8.

Da die Punkte C' und K nicht auf derselben Seite beziiglich der Geraden G H liegen, schneidet
die Seite C'K des Dreiecks ABCK die Gerade GH in einem Punkt L. Die Seitensymme-
trale von BC ist normal zu GH. Da der Punkt J, welcher auf der Geraden GH liegt, der
Mittelpunkt der Seite BK des Dreiecks ABCK ist und die Gerade G H normal auf die Sei-
tensymmetrale von BC' ist, liegt auch der Mittelpunkt der Seite CK auf GH. Somit ist der
Punkt L der Mittelpunkt von der Seite C K.

Das Saccheri Viereck BCHG ist sowohl mit dem Dreieck AABC' als auch mit dem Dreieck
ABCK vereinigt. Demnach ist das Saccheri Viereck zu AABC und ABCK &quivalent (1)
(siehe Satz 7.4.). Nach Satz 7.6. sind daher auch die Dreiecke AABC und ABCK aquivalent
zueinander. Weiters haben die beiden Dreiecke AABC und ABCK die gleiche Winkelsumme
(2), da sie mit demselben Saccheri Viereck vereinigt werden konnen. Aus unserer Annahme,
dass die Dreiecke AABC und AA'B'C’ die gleiche Winkelsumme haben und (2), kann man
folgern, dass AA’B'C’ und ABCK die gleiche Winkelsumme haben (3).

Da BK = A'B’', folgt aus (3) und dem ersten Teil des Beweises, dass die Dreiecke AA'B'C’
und ABCK &quivalent sind. Aus (1) und Satz 7.6. folgt nun, dass die Dreiecke AABC und
AA'B'C" aquivalent sind. (vgl. [Gans1973], S. 661f) O

7.2 Flacheninhalt von Dreiecken

Gleich der euklidischen Geometrie, soll auch in der Lobatschewski-Geometrie der Flachenin-
halt eine Zahl sein, die den inneren Bereich von einem Dreieck angibt. Da Flacheninhalte in
der euklidische Geometrie von den Langeneinheiten abhangig sind, kénnte man annehmen,

dass dies auch in der hyperbolischen Geometrie der Fall ist. Dem ist jedoch nicht so. Weiters
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gibt es in der hyperbolischen Geometrie keine quadratischen Einheiten, diese sind jedoch die
bekannten Einheiten fiir eine Flache. Um den Flédcheninhalt dennoch untersuchen zu kénnen,
geht man intuitiv davon aus, dass aquivalente Dreiecke gleichen Flacheninhalt haben. Man
weifl bereits aus den Sétzen 7.7. und 7.8., dass dquivalente Dreiecke dieselbe Winkelsumme
haben. Daher versucht man nun, den Flacheninhalt so zu definieren, dass zwei Dreiecke ge-
nau dann denselben Flédcheninhalt haben, wenn diese dieselbe Winkelsumme aufweisen. Ein
einfacher Weg, dies zu tun, ist iiber die Proportionalitidt. Man setzt den Flédcheninhalt also
proportinal zu der Winkelsumme. Zum Beispiel hat ein Dreieck mit der Winkelsumme 50°
den Flacheninhalt von 50k mit einem konstanten k. Der Flacheninhalt eines jeden Dreiecks
muss somit stets kleiner als 180k sein, da die Winkelsumme eines Dreiecks immer kleiner als
7 ist.

Diese Art der Definition stimmt jedoch mit der Erwartung an den Flacheninahlt nicht tiber-
ein. Betrachtet man zum Beispiel ein Dreieck AABC, das durch die CE in zwei Dreiecke
NACE, ABCE geteilt wird, so erwartet man, dass der Flacheninhalt Folgendes erfiillt:

Flacheninhalt ABE + Flacheninhalt BCE = Flacheninhalt ABC.

Dies ist jedoch mit dieser Definition nicht moglich. Falls die Dreiecke AACE, ABCE jeweils
eine Winkelsumme grofier als § haben, dann wiirde der Flacheninhalt des Dreiecks AABC
grofler als 180k sein, wobei die Winkelsumme jedoch keiner als 180° ist.(vgl. [Gans1973],
S. 69f)

Es benoétigt somit eine andere Definition des Flacheninhalts. Wir wissen bereits, dass Dreie-
cke, die diegleiche Winkelsumme haben, auch dengleichen Defekt haben. Daher besteht die
Moglichkeit den Flacheninhalt auch iiber die Proportionalitdt zu dem Defekt eines Dreiecks
zu definieren. Mit dieser Definition stof3t man nicht auf das Problem, welches bei der Propor-
tionalitat zur Winkelsumme aufgetreten ist. Sollte eine Gerade ein Dreieck in zwei Dreiecke
teilen so ist der Defekt gleich jenem der beiden Dreiecke, wie man bereits aus Satz 7.1. weif3.
Seien die Defekte der Dreiecke AACE, ABCE, unter der Voraussetzung, dass das Dreieck
AABC wie oben geteilt wird, a und b und der Defekt von AABC' ¢. Dann gilt

a+b=c
Multipliziert man mit einem konstanten k, ergibt sich
ka + kb = ke,
dies entspricht
Flacheninhalt ABE + Flacheninhalt BC'E = Flécheninhalt ABC.

(vgl. [Gans1973], S. 70f) Man definiert daher den Flécheninhalt in der hyperbolischen

Geometrie, wie folgt:

Definition 7.3. Der Flicheninhalt A eines Dreiecks ist eine Zahl, die propor-
tional ist zum Wert des Defekts D des Dreiecks. Die konstante Proportion k ist
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dieselbe fiir alle Dreiecke.
Man schreibt: A =k - D, k konstant und positiv.
([Voelk1995/, S. 59)

Der Flacheninhalt eines Dreiecks in der Lobatschewski-Geometrie ist daher sowohl von einer

linearen Einheit als auch einer Winkeleinheit abhéangig. Aus den obigen Beobachtungen folgt:

Satz 7.9. Zwei Dreiecke haben genaw dann denselben Flicheninhalt, wenn sie dieselbe Win-

kelsumme haben.

7.3 Die merkwiirdigen Punkte des Dreiecks

Die in der euklidischen Geometrie existierenden merkwiirdigen Punkte eines Dreiecks, wie
der Hohenschnittpunkt, der Inkreismittelpunkt als Schnittpunkt der Winkelsymmetralen
und der Umkreismittelpunkt als Schnittpunkt der Seitensymmetralen, existieren auch in der

hyperbolischen Geometrie. Die Existenz dieser lasst sich nachweisen.

7.3.1 Der Umkreismittelpunkt und der Umbkreis eines Dreiecks

Den Umkreismittelpunkt der euklidischen Geometrie kennt man bereits aus Schulzeiten und
hat ein entsprechendes Bild, wie dieser Kreis aussieht. Der Satz, in welchem der Umkreismit-

telpunkt definiert und beschrieben wird, ist wahrscheinlich weniger in Erinnerung geblieben.

Satz 7.10. Wenn zwei Seitensymmetralen eines Dreiecks AABC' zu einem Strah-
lenbiindel beziiglich eines Punktes () gehoren, dann gehort auch die dritte Seiten-
symmetrale dazu, und die Eckpunkte A, B, C liegen auf einem Kreis mit dem
Mittelpunkt Q.

([Voelk1995/, S. 60)

Da dieser mit Hilfe der Inzidenzaxiome, der Anordnungsaxiome und der Axiome der Bewe-
gung bewiesen werden kann, ist dieser Satz auch in der absoluten Geometrie und somit auch

in der hyperbolischen Geometrie giiltig.

Satz 7.11. Fualls der grifste Winkel eines Dreiecks kleiner ist als die Summe der beiden

anderen Winkel, dann liegt der Umkreismittelpunkt des Dreiecks im Inneren des Dreiecks.

Beweis. Es sei ANABC' das betrachtete Dreieck und «, 8 und ~ seien die Winkel in den
Eckpunkten A, B, C. Des Weiteren seien u, v, w die Seitensymmetralen und zwar sei u, die

Symmetrale von AB, die durch M verlduft, v jene von AC durch N und w jene von BC
durch den Punkt O verlaufend.
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Abbildung 38: Skizze zu Beweis Satz 7.11.

Nun ist zu zeigen, dass die Geraden zu einem Geradenbtindel gehéren und die Punkte A, B
und C' auf einem Kreis liegen. Es sei « der grofite Winkel im Dreieck, d.h es gilt a > § und
a = 7. Es gilt nach der Voraussetzung o < 4. Dann gibt es von A ausgehend einen Strahl
AX in Richtung von AB, sodass £ BAX = «. Da « und somit der Winkel £ BAX > 3 gilt,
schneidet der Strahl AX die Seite BC in einem Punkt, der mit P beschriftet wird. Fiir
die Winkel gilt £ ABC = X ABP. Da das Dreieck AABP in den Punkten P und B den
gleichen Winkel hat, handelt es sich um ein gleichschenkliges Dreieck beziiglich der Basis
AB. Die Gerade u sei eine Gerade durch die Punkte M und P. Weiters sei die Strecke PM
die Mittellinie des Dreiecks ABAP. Somit ist klar, dass M P sowohl im Inneren des Dreiecks
ABAP als auch im Inneren von AABC' liegt. Man differenziert nun die Annahme o > 7.
Wenn « = v, dann ist auch das Dreieck AABC gleichschenklig beziiglich der Basis AC. In
diesem Fall wiirde die Gerdae v durch die Punkte N und B verlaufen und die Strecke BN
wiirde im Inneren des Winkels X ABP liegen. Somit schneidet die Gerade v die Strecke M P.
Weiters schneiden sich dann die Geraden v und v in einem Punkt im Inneren des Winkels
K ABC. Nach Satz 7.9. muss auch die dritte Seitensymmetrale durch diesen Punkt gehen
und A, B und C liegen auf einem Kreis.

Sei nun « > 3, dann gibt es einen Strahl AY in die Richtung der Geraden AB so, dass
X BAY = a—7. Da a grofler ist als die Summe der beiden anderen Winkel, folgt o —~v < 8
und daraus wiederum folgt, dass der Strahl AY im Inneren des £ BAP liegt. Der Strahl AY
schneidet die Strecke BP somit in einem Punkt () und die Strecke M P in einem Punkt R.
Der Punkt R liegt zwischen A und B. Da nun der Strahl AQ im Inneren des Winkels X BAP
liegt und somit auch im Inneren von X BAC, folgt, dass £QAC = XBAC — XBAQ =
a — (o —7y) = v gilt. Das Dreieck AAQC ist somit ein gleichschenkeliges mit der Basis AC
und die Gerade v entspricht der Geraden NB. Weil der Punkt P zwischen den Punkten
A und C liegt und @ zwischen B und P, weifl man, dass P zwischen @) und C' liegt und
daraus folgt mit R zwischen A und @), dass £ AQC = X RQP. Somit schneidet der Strahl
QN die Strecke RP und damit auch MP in einem Punkt D, der im Inneren des Dreiecks
ANABC liegt. Da sich die Seitensymmetralen in diesem Punkt schneiden, geht auch w, nach
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Satz 7.9., durch diesen Punkt und die Eckpunkte A, B und C liegen auf einem Kreis. (vgl.
[Voelk1995], S. 60f) 0

Weiters wird nun betrachtet, wo der Umkreismittelpunkt liegt, wenn der groite Winkel gleich

der Summe der beiden anderen ist.

Satz 7.12. Es sei der grifste Winkel gleich der Summe der beiden anderen Winkel, dann ist
die Dreiecksseite, die gegentiber jenem Winkel liegt, der Durchmesser des Umbkreises. (vgl.
[Voelk1995/, S. 62)

Beweis. Fur die Winkel eines Dreiecks AABC gilt  BAC' = XABC + £ BCA. Da der
Winkel £ BAC > £ ABC schneidet der Strahl AX, wobei  BAX = XABC' gilt, die Seite
BC in P. Wihlt man nun einen Strahl AY’, dhnlich jenem im vorangegangenen Beweis, so
gilt £ BAC — A BCA = XABC'. Somit sind die Strahlen AX und AY gleich, daher gilt fir
die Punkte P und Q: P = Q.

Abbildung 39: Skizze zu Beweis Satz 7.12.

Die beiden Dreiecke ABAP und ACAP sind gleichschenklig mit der Basis AB bzw. AC.
Somit schneiden sich die beiden Verbindungsgeraden u, die Verbindungsgerade von M P, und
v, die Verbindungsgerade von N P, im Punkt P. Nach Satz 7.9. geht nun auch die Gerade
w durch den Punkt P. Somit gilt P = O und der Punkt P ist der Umkreismittelpunkt des
Dreiecks AABC, wobei der Durchmesser des Kreises gleich BC ist. (vgl. [Voelk1995], S.
62) O

Die bisher betrachteten Falle waren Sonderfille, in denen die Seitensymmetralen « und v jene
Seiten des Dreiecks geschnitten haben, die Schenkel des grofiten Winkels waren. Kreise, die
solche Umkreise darstellen, werden auch als euklidische oder ,eigentliche “ Kreise bezeichnet.
Als Néchstes werden spezielle Halbierende untersucht, die parallel oder sogar tiberparallel
sind. Dabei ergeben sich hyperbolische Kreise als Umkreise. Diese bezeichnet man auch als
Horozykeln und Hyperzykeln. (vgl. [Voelk1995], S. 63) Die Kreise in der hyperbolischen
Geometrie werden spéter in Kapitel 8 noch genauer betrachtet. Fiir den folgenden Satz

werden nur die Definitionen dieser beiden Kreisarten gefiihrt.
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Definition 7.4. Sei (M) ein Biischel an parallelen Geraden und P ein beliebiger Punkt. Die
Bahn von P, welche durch die Spiegelung von P an jedem Strahl des Biindels (M) entsteht,
heifst Horozykel.

Definition 7.5. Es sei m eine Gerade und r eine reelle Zahl mit r > 0. Jener Teil von
{X/d(X,m) = r}, der in einer Halbebene beziglich m liegt, heifst dquidistante Kurve oder
Hyperzykel. (vgl. [Voelk1995/, S. 72)

Satz 7.13.  a) Falls zwei der Seitensymmetralen u,v und w eines Dreiecks NABC' par-
allel sind, dann gehoren alle drei Geraden zu einem Geradenbiindel Paralleler und die

Punkte A, B und C' liegen auf einem Horozykel.

b) Falls zwei der Seitensymmetralen u,v und w eines Dreiecks ANABC' iberparallel sind,
dann gehdren alle drei Geraden zu einer Familie iiberparalleler Geraden und die Punkte
A, B und C liegen auf einem Hyperzykel.
(vgl. [Voelk1995/, S. 63)

Beweis. Es sei AABC das betrachtete Dreieck mit den Seitensymmetralen u, v und w. Die
Symmetralen v und v schneiden einander nicht und haben somit auch keinen gemeinsamen
Punkt. Aus den Sétzen 7.11. und 7.12. lasst sich daher schlielen, dass £ BAC > X ABC +
K AC'B. Wie in den vorherigen Beweisen wahlt man einen Strahl AX, dann ist  BAX =
S < a und der Punkt P liegt auf dem Strahl AX und auf der Seite BC' des Dreiecks. Der
Winkel £ BAY = a — v > [ fiir einen entsprechenden Strahl AY. Dieser schneidet die
Strecke PC in einem Punkt Q. R und S seien Punkte auf der Geraden u bzw. v, sodass der
Punkt P zwischen M und R liegt und der Punkt @) zwischen N und S. Die Gerade u bildet
die Verbindungsgerade von M nach P und die Gerade v jene von N nach () und die Dreiecke
ABAP und ACAQ sind gleichschenklig. Da u den Winkel X BAP teilt, handelt es sich bei
dem Winkel £QPM um einen spitzen Winkel und somit auch bei dem gegeniiberliegenden
Winkel £QPR. Die Gerade v schneidet den Winkel £CQA, weshalb der Winkel £CQN
spitz ist, genauso wie sein gegeniiberliegender Winkel £ PQS.

Abbildung 40: Skizze zu Beweis Satz 7.13. a)
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Es seien u und v parallel. Die Strahlen PM und @S, sowie die Strahlen QN und PR sind
nicht parallel, da P zwischen M und R liegt und () zwischen N und S und die Punkte M
und N auf der A-Seite der Geraden PQ liegen. Dadurch, dass die Winkel £ Q PR und £ PQS
spitz sind, wiirde die Paralleleitat der Strahlen PM und QN implizieren, dass das Dreiseit
(M — PQ — N) zwei stumpfe Winkel hat. Daraus wiirde folgen, dass die Strahlen PM und
QN nicht parallel sind. Die Parallelitdt von v und v impliziert somit, dass die Strahlen PR
und Q.S parallel sind.

Sei nun z = d(P,B) = d(P,A),y = d(Q,C) = d(Q,A) und z = d(P,Q), dann gilt fur
d(0,Q) = d(O,R) = (z +y+ z). Uber die Seitenlingen des Dreiecks AAPQ mit y+z > x
folgt © + y + z > 2z und somit folgt fir d(B,0) = 3(z +y + 2) > & = d(B, P). Daher
muss O auf dem Strahl PQ liegen. Durch = + y > y wird impliziert, dass = +y + 2 > 2y
gilt, und somit ist d(C,0) = 3 (z +y + 2) > y = d(C, Q). Somit liegt O auf dem Strahl QP
und man kann sagen, dass O zwischen P und @ liegt. Die Gerade w schneidet das Dreiseit
(R — PQ — S) im Punkt O. Somit kann die Gerade w weder die Gerade u noch die Gerade
v schneiden, da dies sonst nach Satz 7.9. implizieren wiirde, dass sich auch die Geraden u
und v schneiden. Die Gerade w kann folglich auch keinen der beiden Strahlen des Dreiseits
(R—PQ—>S) schneiden. Somit ist nach dem Satz von Pasch w parallel zu den beiden Strahlen
des Dreiseits. Somit gehort w zu einem Biindel paralleler Geraden, wenn gilt u || v. Somit
ist a) bewiesen.

Nun ist der Fall, dass v und v iiberparallel sind, zu untersuchen. Es existiert eine Gerade
b, die eine Normale zu w im Punkt M; und eine Normale zu v im Punkt N; ist. Diese
Gerade kann nicht der Geraden AB entsprechen, da sonst sowohl die Gerade AB als auch
die Gerade AN eine Normale zu v waren. Es kann auch nicht v die Gerade AC' sein. Somit
muss b tiberparallel zu der Geraden AB sein, da beide normal zu u sind. Aus einem dhnlichen
Grund muss b auch zu AC' iiberparallel sein, die beide Geraden sind normal zu v. Daher kann
b weder die Strecke AB noch die Strecke AC schneiden. Aus den Anordnungsaxiomen folgt,
dass b die Strecke BC und somit auch die Strecke P(Q nicht schneidet. Daher liegen die
Punkte M; und N; in derselben Halbebene beziiglich der Gerade P(@. Sollten die Punkte
M und N; beztiglich der Geraden PQ) auf derselben Seite wie A liegen, dann wiirde daraus
folgen, dass die Winkel £ RPQ und % S P( spitz sind. Daraus wiederum wiirde folgen, dass
das Viereck PQ) N, M, zwei stumpfe und zwei rechte Winkel hat, dies ist allerdings aufgrund
der Winkelsumme nicht moéglich. Somit miissen M; und N; auf derselben Seite wie R und
S beziiglich der Geraden P(Q) liegen, d.h die Punkte S, R, M; und N; liegen in derselben
Halbebene beziiglich der Geraden P(Q. Seien nun A;, B; und C die Fulpunkte der Normalen
von A, B und C aus auf b.
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Abbildung 41: Skizze zu Beweis Satz 7.13. b)

Die Gerade u trennt A und B und der Punkt A liegt dabei auf derselben Seite von u wie die
Gerade v, da die Geraden u und v iiberparallel sind und M zwischen den Punkten B und A
und P zwischen den Punkten B und @) liegt. Gleichermafien folgt daraus, dass N zwischen
C und A und @ zwischen C' und P liegt, dass die Gerade v die Punkte A und C' trennt
und daher A auf derselben Seite von v wie die Gerade u liegt. Die zu u und v tiberparallele
Gerade AA; liegt somit in dem Bereich zwischen u und v. Daraus folgt, dass der Punkt A;
zwischen M und N, liegt. Die Geraden u, v, AA;, BB, und C'C; gehoren zu der Familie der
Uberparallelen beziiglich der Geraden b und die FuBpunkte liegen in folgender Ordnung auf
der Geraden b: By, M;, A1, N7 und C}.

Da der Punkt M; sowohl auf w als auch auf b liegt, gilt d(My, B) = d(M;, A) und fir
die Winkel A MM B = XM M;A. Aus dem Kongruenzsatz folgt daher, dass die Dreiecke
ABM; By und AAM; A, kongruent sind. Folglich gilt auch d(A, A;) = d(B, B;). Auf &dhnli-
che Weise lésst sich zeigen, dass die Dreiecke AA; N1 A und AC;N;C kongruent sind, somit
gilt d(A, Ay) = d(C, C}). Daher gilt auch d(B, By) = d(C, C}). Diese Argumente implizieren,
dass es sich bei dem Viereck BB;C'C um ein Saccheri Viereck handelt, mit der der Basis
gegeniiberliegenden Seite BC'. Da die Hohe, welche der Seitensymmetrale w entspricht, nor-
mal auf die Basis steht, schlieft b mit w einen rechten Winkel ein und folglich gehort auch
w zu der Familie der Uberparallelen zu b. Somit ist der zweite Fall gezeigt.

Abschlieflend sollen a) und b) zusammengefasst werden:

Man betrachtet eines dieser Paare: u, v oder u, w oder v, w. Sollte u || w gelten, so kann u die
Gerade v nicht schneiden, da dies nach Satz 7.9. implizieren wiirde, dass u auch w schneidet,
dies widerspricht jedoch w || w. Die Gerade u kann in diesem Fall auch nicht iiberparallel zu
v sein, da dies wiederum implizieren wirde, dass v auch zu w tiberparallel ist, dies wider-
spricht ebenfalls u || w. Somit muss falls u || w auch u || v gelten. Somit gehoren die Geraden
u,v und w nach a) zu einer Familie von parallelen Geraden.

Sei u iiberparallel zu w, sind die Moglichkeiten, dass u || v oder u die Gerade v schneidet,
nach Satz 7.9. und a) auszuschlieflen und daher ist u zu v tiberparallel. Somit gehéren die
Geraden u,v und w zu einer Familie Uberparalleler. Die Punkte A, B und C liegen dann
je nach Fall a) oder b) auf einem Horozykel oder einem Hyperzykel. (vgl. [Voelk1995], S.
63fT) O
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7.3.2 Inkreismittelpunkt eines Dreiecks

Satz 7.14. Die Winkelsymmetralen der drei Winkel eines Dreiecks schneiden

sich in einem Punkt.

[Voelk1995/, S. 66f)

Dieser Satz existiert in der hyperbolischen Geometrie genauso wie in der euklidischen Geo-

metrie.

7.3.3 Hohenschnittpunkt eines Dreiecks

Satz 7.15. In einem Dreieck schneiden sich die drei Hohen in einem Punkt. (vgl. [Voelk1995]/,
S. 67)

Beweis. Dieser Satz lasst sich, wie auch in der euklidischen Geometrie auf einen Satz beziig-
lich der Winkelsymmetralen zuriickfiithren. Man zeigt, dass die Hohen des Dreiecks AABC,
beispielsweise AD, BE, CE mit den Fufipunkten D, F und F, die Innenwinkel des Dreiecks
ADEF halbieren. Daraus folgt dann, dass sich auch die Hohen in einem Punkt schneiden.
Gegeben sei ein Dreieck AABC, dessen Winkel in den Eckpunkten B und C' spitz sind und
der Eckpunkt A soll unendlich fern sein (d.h es handelt sich hier um ein asymptotisches
Dreieck). Weiters sollen sich die Hohe von B auf die Strecke AC, mit dem Fupunkt F, und
die Hohe von C' auf die Seite AB, mit dem Fupunkt F', in einem Punkt M im Inneren des

Dreiecks schneiden.

El

A

Abbildung 42: Skizze zu Beweis Satz 7.15.
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Fallt man nun die Normale von E auf F'C, so entsteht der Schnittpunkt G. Nun wéihlt man
auf der Normalen einen Punkt E’ so, dass EG = GE' gilt, und verbindet den Punkt F mit
dem Punkt E'. Auf gleiche Weise erhilt man, wenn man die Normale von F auf EB fillt,
den Schnittpunkt H der Normalen und £B. Dann wahlt man auf der Normalen einen Punkt
F’, ebenso, dass FH = HF" gilt. Abschliefend verbindet man den Punkt F mit dem Punkt
F'. Die so entstandenen Verbindungsgeraden E'F’ und E’F schneiden sich in einem Punkt
D.

Man betrachtet nun das Dreieck AFED. Dessen Inkreismittelpunkt bezeichnet man mit
M. Die Verbindungsgerade F'B, die eine Normale auf F'M ist, halbiert die Aulenwinkel,
die den Seiten EF und FD anliegen. Somit sind die Punkte B und C Schnittpunkte der
Winkelsymmetralen von einem angeschriebenen Kreis. Es folgt, dass der Schnittpunkt D
der Geraden EF' und E'F auf BC liegt. Weiters folgt, dass die Gerade M D auf BC eine
Normale ist. Da M D die Winkelsymmetrale des Winkels 2 F'DFE ist, hat nach Satz 7.14. die
Gerade M D mit den Geraden BF und C'E, welche Halbierende des Auflenwinkels sind, den
Punkt £ gemein. Somit geht auch die von A auf BC gefillte Hohe durch den gemeinsamen
Punkt M der beiden Héhen CF und BE. (vgl. [Voelk1995], S. 67f) O

7.4 Asymptotische Dreiecke

Zusétzlich zu den aus der euklidischen Geometrie schon bekannten Dreiecken gibt es in der
hyperbolischen Geometrie auch die sogenannten ,,asymptotischen“ Dreiecke. Aufgrund der
speziellen Lage von parallelen Geraden in der Lobatschewski-Geometrie treten in dieser diese

Dreiecke auf. Man kann drei Arten von asymptotischen Dreiecken unterscheiden.

7.4.1 Einfaches asymptotisches Dreieck

Vereinigt man zwei parallele Strahlen PX und QY die zu einem Strahlenbiindel gehoren, mit
einer Strecke P(Q), so nennt man die so entstandene Figur einfaches asymptotsches Dreieck.
(vgl. [Voelk1995], S. 69)

P Q

Abbildung 43: Skizze einfaches asymptotisches Dreieck

In den vorangegangenen Ausfiihrungen wurde bereits der Begriff Dreiseit verwendet. Die-
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ser ist eine andere Bezeichnung fiir die Figur, die in der Abbildung 43 gezeigt. Bei einem
einfachen asymptotischen Dreieck liegt ein Eckpunkt im ,,Unendlichen®. Die Winkelsumme
dieses Dreiecks ist die Summe der beiden Winkel in den ,nicht-unendlichen“ Eckpunkten.
(vgl. [Voelk1995], S. 69) Es sollen nun einige Eigenschaften des Dreiseits oder einfachen
asymptotischen Dreiecks gezeigt werden.

Ein Dreiseit kann wie oben beschrieben definiert werden. Dabei versteht man unter den Sei-
ten eines Dreiseits sowohl die Strahlen PX, QY als auch die Strecke PQ. Die Eckpunkte P
und @ sind jeweils der Scheitel eines Winkels. Ein Dreiseit wie jenes in Abbildung 43 wird
kurz mit (X — PQ —Y') bezeichnet. (vgl. [Voelk1995], S. 33f)

Schreibt man % (X — PQ — Y), so meint man damit das Innere des Winkels eines Drei-
seits, genauer gesagt das Innere der beiden Winkel des Dreiseits £ X PQ) und £YQP. (vgl.
[Voelk1995], S. 34)

Oftmals findet man auch die kurze Bezeichnung PQ¢ fir ein Dreiseit. Der griechische
Buchstabe § gibt dabei die Richtung an, in welche die parallelen Strahlen weisen. (vgl.
[Voelk1995], S. 34)

X

Abbildung 44: Dreiseit PQd

Satz 7.16. Wenn eine Gerade ein Dreiseit schneidet, schneidet diese entweder mindestens
zwet Seiten des einfach asymptotischen Dreiecks oder ist parallel zu den das Dreiseit bestim-

menden parallelen Strahlen und schneidet somit die Strecke zwischen deren Endpunkten. (vgl.

[Voelk1995/, S. 34)
Dieser Satz ist eine Analogie zu dem Axiom von Pasch.

Beweis. Es sei g die Gerade, die das Dreiseit (X — PQ — Y') schneidet. Falls einer der
Scheitel, beispielsweise P, auf der Geraden g liegt, dann schneidet g natiirlich die Stecke
PQ. Die Gerade kann entweder gleich dem Stahl PX oder der Strecke PQ sein oder den
Strahl PY in einem Punkt A schneiden. Analog dazu sind die Uberlegungen, falls @ auf der
Geraden g liegt. (vgl. [Voelk1995], S. 34f)
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Abbildung 45: Skizzen zu P € g

Nun werden die Falle, dass A auf einem Strahl des Dreiseits oder auf der Strecke PQ liegt,
betrachtet, wobei A weder mit dem Punkt P noch dem Punkt @ gleichfallt.

Fall 1: A liegt auf einem der Strahlen, in diesem Fall beispielsweise auf dem Strahl PX.
Da der Fall, dass die Gerade g Teil des Strahls PX ist oder dass P auf der Geraden g
liegt, bereits betrachtet wurde, werden diese Eigenschaften nun ausgeschlossen. Weiters wird
vorausgesetzt, dass A zwischen P und X liegt. Der Strahl AB soll in jene Halbebene weisen,
in der auch die Punkte () und Y liegen. Nachdem der Punkt () nicht auf der Geraden g liegt,
sind die Strahlen AQ und AB ungleich. Der Strahl AB liegt daher entweder im Inneren des
Winkels £ PAQ oder im Inneren des Winkels £ X AQ. Wenn der Strahl AB im Inneren des
Winkels £ PAQ liegt, dann schneidet er die Strecke P(@), dies lédsst sich aus einer Folgerung
der Bewegungsaxiome ableiten. Falls der Strahl im Inneren des Winkels £ X AQ liegt, folgt
aus der Parallelitdit von AX und QY in der Richtung von QY dass der Strahl AB den
Strahl QY schneidet. Daher schneidet die Gerade ¢, von welcher der Strahl AB ein Teil ist,
das Dreiseit (X — PQ —Y) in zwei Seiten. Analog hierzu lasst sich der Fall, dass A auf dem
Strahl QY liegt, zeigen. (vgl. [Voelk1995], S. 35)

Abbildung 46: Skizze zu Fall 1
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Fall 2: Der Punkt A liegt auf der Strecke PQ. Da keiner der Scheitel, also die Punkte P oder
@, auf der Geraden g liegt, ist g ungleich der Gerade PQ. Es sei AB jener Strahl, der in die
Halbebene der Geraden P weist, in der auch die Punkte X und Y liegen. Des Weiteren sei
ein Strahl AC' zu dem Strahl PX parallel und daher auch zu QY. Unter der Voraussetzung,
dass die Strahlen AB und AC ungleich sind, liegt der Strahl AB entweder im Inneren des
Winkels £ PAC oder im Inneren des Winkels £ QQAC'. Liegt der Strahl AB im Inneren des
Winkels £ PAC, so folgt aus PX || AC, dass der Strahl AB den Strahl PX schneidet. Im
Fall, dass AC innerhalb des Winkels £ QAC liegt, folgt aus AC' || QY, dass der Strahl AB
den Strahl PY schneidet. Somit schneidet die Gerade g zwei Seiten des Dreiseits.

Abbildung 47: Skizze zu Fall 2

Bleibt noch zu betrachten, wie die Gerade g das Dreiseit schneidet, falls der oben beschrie-
bene Strahl AB gleich dem oben beschriebenen Strahl AC' ist. In diesem Fall ist die Gerade
g parallel zu den Strahlen des Dreiseits. (vgl. [Voelk1995], S. 35f) O

Wie ein Dreieck hat auch ein einfach asymptotisches Dreieck Auflenwinkel.

Satz 7.17. Ein Auflenwinkel eines Dreiseits ist gréfSer als der nichtangrenzende
Winkel des Dreiseits.
([Voelk1995/, S. 36)

Beweis. Es sei (X — PQ —Y') das betrachtete Dreiseit, der Strahl PX’ sei dabei der zu
PX entgegengesetzte Strahl. Der Winkel £ X' P(Q ist dann der Aulenwinkel des Dreiseits im
Scheitel P. Zu zeigen ist nun, dass £ X'PX > X PQY gilt.
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Abbildung 48: Skizze zu Beweis Satz 7.17.

Es sei g eine Gerade durch die Punkte () und Y. Die Gerade g liegt im Inneren des Winkels
XX PB. Es existiert eine zu g entsprechende Gerade s im Biindel durch P, sodass s und
g uberparallel sind und die Gerade P(Q kongruente Innenwinkel mit den Geraden s und g
bildet. Daraus folgt, dass in der Halbebene, die X’ und B enthélt, ein Strahl PFE existiert,
so dass XY QP = X EPQ gilt und PFE auf der Geraden s liegt. Da s und ¢ tiberparallel sind,
kann s weder die Gerade PX noch PB sein. Somit trifft die Gerade s den Winkel X X PB
nicht. Das bedeutet, s muss im Inneren des Winkels £ X’ PB liegen, wodurch PE zwischen
PB und PX’ liegt. Daraus folgt, dass £ X'PQ > A EPQ = £ PQY. (vgl. [Voelk1995], S.
36f) O

Definition 7.6. Zwei einfache asymptotische Dreiecke bezeichnet man als kongruent, wenn
thre Strecken kongruent sind und das Paar der Winkel des einen Dreiseits kongruent zum
Paar der Winkel des anderen Dreiseits sind und zwar in derselben Ordnung. (vgl. [Voelk1995/,
S. 87)

Man schreibt: (A— BC —D) = (A'—B'C'—D"), wobei £ ABC = £A'B'C", BC =
B'C" und DCB = £D'C'B'. ([Voelk1995/, S. 37)

Satz 7.18. Falls die Strecken von zwei Dreiseiten kongruent sind und ein Winkel des einen
Dreiseits zu einem Winkel des anderen kongruent ist, dann ist auch das Paar der verblei-
benden Winkel kongruent. (vgl. [Voelk1995/, S. 37f)

Beweis. Es seien (A — BC' — D) und (F — FG — H) die betrachteten Dreiseite, wobei fiir
BC und FG Gleichheit gilt. Weiters gilt £ ABC = 4 EFG, diese werden in der Abbildung
mit a bezeichnet. Den Winkel £ DC'B nennt man 5 und £ HGF' ~.

Falls fiir die Winkel £ DC'B und £ HGF' Ungleichheit gilt, dann muss einer der beiden kleiner
sein. Man nimmt nun an, dass v < [ gilt. Wenn nun der Strahl C X in die Halbebene der
Geraden BC' weist, in der auch A und D liegen, sodass £ BCX = £ HGF gilt, dann folgt
aus der Annahme, dass v < 3, dass der Strahl C'X innerhalb des Winkels £ BAD liegt. Aus
CD || BA folgt, dass der Strahl CX den Strahl BA schneidet. Dieser Schnittpunkt sei I.
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Somit gibt es auf dem Strahl F'E einen Punkt J, sodass F'J = BI. Die Dreiecke ACBI und
AGFJ sind dann kongruent und somit gilt fiir die Winkel £ FGJ und £ DCT Gleichheit.
Nachdem J innerhalb des Winkels £ FGH liegt, folgt, dass £ FGJ < X FGH. Dies wiirde
bedeuten, dass 7 < vy gilt, und somit stof3t man hier auf einen Widerspruch. Daher muss fiir
f und «y Gleichheit gelten. (vgl. [Voelk1995], S. 38)

Abbildung 49: Kongruente Dreiseite

]

Satz 7.19. Sollten zwei Winkel eines Dreiseits kongruent zu den Winkeln eines zweiten Drei-
seits sein, dann sind auch die Strecken der beiden Dreiseiten kongruent. (vgl. [Voelk1995],
S. 38)

Beweis. Es seien (A — BC — D) und (E — FG — H) zwei Dreiseite und die Winkel £ ABC'
und £ FF'G kongruent. Weiters gilt £ BCD = X FGH. Man bezeichnet die Winkel £ ABC'
und X FFG mit o und £ BC'D und £ FGH mit 3. Weiters sei P ein Punkt auf dem Strahl
C B genau so, dass CP = GF gilt. Weiters sei der Strahl PX parallel zu C'D und geht durch
den Punkt P. Die Dreiseite (E — FG — H) und (X — PC' — D) sind kongruent, daher ist
auch der Winkel £ X PC' = a.

Falls fiir BC und F'G Ungleichheit gilt, dann sind auch die Strahlen PX und BA ungleich.
Da PX und BA ungleich sind und beide zu dem Strahl C'D parallel sind, gilt nach Satz 5.6.
auch PX || BA. Somit existiert auch ein Dreiseit (X — PB — A).

Falls BC' < FG@ gilt, dann folgt daraus, dass B zwischen den Punkten C' und P liegt. Daraus
lésst sich schlieBen, dass der Winkel £ CBA ein Auflenwinkel des Dreiseits (X — PB — A)
ist. Nach Satz 7.17. gilt daher, dass XCBA > £ BPX = XC'PX. Dies wiirde bedeuten, dass
a > « gilt. Hier stofft man somit auf einen Widerspruch.

Falls BC > FG gilt, dann folgt daraus, dass P zwischen den Punkten B und C' liegt. Dann
ist der Winkel £ C'PX ein Auflenwinkel zu (A — BP — X)) und es folgt wiederum nach Satz
7.17., dass ZCPX > XCBA. Man stoit somit auch hier auf einen Widerspruch. Folglich
muss BC = FG gelten. (vgl. [Voelk1995], S. 39)
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Abbildung 50: Kongruente Dreiseite

7.4.2 Doppelt asymptotisches Dreieck

Unter einem doppelt asymptotischen Dreieck versteht man ein Paar von Strahlen PX und
PY . welche zu einem Strahlenbtindel gehoren, vereinigt mit einer Geraden, die zu beiden

Strahlen parallel ist.

Abbildung 51: Skizze doppelt asymptotisches Dreieck

Die Winkelsumme in einem doppelt asymptotischen Dreieck ist gleich dem Winkel, welchen

die beiden Strahlen einschliefen. (vgl. [Voelk1995], S. 70)

7.4.3 Dreifach asymptotisches Dreieck

Ein dreifach asymptotisches Dreieck besteht aus drei Geraden, die paarweise zueinander

parallel sind.
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Abbildung 52: Skizze dreifach asymptotisches Dreieck

Die Winkelsumme in einem dreifach asymptotischen Dreieck ist gleich Null. (vgl. [Voelk1995],
S. 70)
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8 Kreise in der hyperbolischen Geometrie - eigentli-

cher Kreis, Horozykel und Hyperzykel

8.1 Definitionen

Unter einem ,eigentlichen“ Kreis versteht man in der euklidischen Geometrie eine Menge
jener Punkte, die von einem bestimmten Punkt denselben Abstand haben. Diesen fixen
Punkt bezeichnet man als Mittelpunkt und den Abstand als Radius. Diese, so wie weitere
Begiffe behalten auch in der hyperbolischen Geometrie ihre Bedeutung. Weiters gelten alle
Theoreme und Beweise beziiglich des Kreises, die nicht das Parallelenaxiom direkt oder
indirekt benotigen. (vgl. [Gans1973], S. 76)

Definition 8.1. Sein M ein Punkt und r eine reelle Zahl gréfer gleich Null. Die Menge
K ={X/d(X, M) = r} heifit Kreis mit dem Mittelpunkt M und Radius .

Satz 8.1. Es sei (M) ein Bischel an Geraden durch den Punkt M wund P ein beliebiger
Punkt. Die Bahn von P, welche durch die Spiegelungen von P an jeder Geraden durch M
entsteht, ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r = d(P, M). Umgekehrt
erhdlt man auf diesem Weg jeden Kreis.(vgl. [Voelk1995/, S. 71)

Definition 8.2. Sei (M) ein Biischel an parallelen Geraden und P ein beliebiger Punkt. Die
Bahn von P, welche durch die Spiegelung von P an jedem Strahl des Biindels (M) entsteht,
heifst Horozykel.

Kurz bezeichnet man einen Horozykel mit (P, d), dabei gibt § die Richtung an, in der die
Horozykel-bestimmendenden Strahlen parallel sind. (vgl. [Voelk1995], S. 72)

h\Q

i

Abbildung 53: Horozykel (P, )

Definition 8.3. Es sei m eine Gerade und r eine reelle Zahl mit r > 0. Jener Teil von
{X/d(X,m) = r}, der in einer Halbebene beziiglich m liegt, heifst dquidistante Kurve oder
Hyperzykel. (vgl. [Voelk1995/, S. 72)
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Falls r = 0, ist die Gerade m ebenfalls ein Hyperzykel.

Satz 8.2. Es sei (M) ein Bischel von Geraden, die zu einer Geraden m normal sind, und
P ein beliebiger Punkt. Die Bahn von P, die durch eine Spiegelung von P an jeder Geraden
des Biischels (M) entsteht, ist ein Hyperzykel. Umgekehrt erhdlt man auf diesem Weg jeden
Hyperzykel. (vgl. [Voelk1995/, S. 72)
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Abbildung 54: Eigentlicher Kreis im Kreismodell

Abbildung 55: Horozykel im Kreismodell

Abbildung 56: Hyperzykel im Kreismodell
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8.2 Der Horozykel

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die Lange eines Horozykelbogens angeben zu kénnen. Hierfir
werden einige Eigenschaften des Horozykels untersucht, beispielsweise die der Tangente oder

Sehnen. Vorab werden einige Definitionen angefiihrt.

Definition 8.4. Man bezeichnet zwei oder mehrere Horozykeln als gleichgerichtet, wenn ihre
Radien zu demselben Biindel paralleler Strahlen gehoren oder die Strahlen, welche die Radien
bestimmen in derselbe Richtung parallel sind. (vgl. [Voelk1995/, S. 7/)

Definition 8.5. Zwei gleichgerichtete Horozykel haben keinen gemeinsamen Punkt.
([Voelk1995/, S. 75)

Definition 8.6. Die Gerade, die durch einen Punkt des Horozykles geht, wel-
che normal auf den Radius steht, ist die Tangente auf den Horozykel in diesem

Punkt. ([Voelk1995/, S. 75)

Satz 8.3. FEine Tangente in einem beliebigen Punkt A eines Horozykels schneidet diesen
nur in A. Jede andere Gerade durch den Punkt A, mit Ausnahme des Radius, schneidet den
Horozykel in einem weiteren Punkt B. Fulls o der spitze Winkel zwischen dieser Geraden
und dem Radius ist, dann ist o zweimal der Parallelwinkel beziglich AB, d.h. II(AB) = a.
(vgl. [Gans1973/, S. 123)

Beweis. Sei A der Punkt, in dem die Tangente ¢ schneidet, und ¢ die Richtung der parallelen
Strahlen. Falls die Gerade ¢ den Horozykel in einem weiteren Punkt B schneidet, dann
erhdlt man ein gleichschenkliges Dreiseit ABJ mit zwei rechten Winkeln; dies ist jedoch
nicht moglich. Der gesamte Horozykel, aufler der Punkt A, liegt auf einer Seite von ¢, in
jener Halbebene, die den Strahl A¢d enthélt. Es sei C' ein Punkt des Horozykels, der in der
anderen Halbebene beziiglich ¢ liegt, dann hat man ein gleichwinkliges Dreiseit AC'Y mit
zwei stumpfen Winkeln; dies ist ebenso unmaoglich.

Es ist nun noch zu zeiegen, dass jene Gerade g, welche durch A geht und weder eine Tangente
noch der Radius ist, den Horozykel in einem weiteren Punkt schneidet. Solch eine Gerade
nennt man - wie auch in der euklidischen Geometrie - Sekante. « sei der spitze Winkel
zwischen g und Ad und C' ein Punkt mit C' € ¢, der in derselben Halbebene beziiglich ¢
liegt wie der Horozykel, sodass AC die entsprechende Strecke fiir o als Parallelwinkel ist.
Die Normale in C' auf g ist somit eine Parallele zu A, in Richtung von §. Wé&hlt man den
Punkt B € ¢ so, dass C' der Mittelpunkt von AB ist, dann sind die beiden Dreiseite AC§ und
BC'6 kongruent. Somit gilt, der Winkel £ C'Bé = «. Das bedeutet, A und B sind Eckpunkte
eines gleichwinkligen Dreiseits und B9 ist ein Radius des Horozykels. Somit liegt B auf dem
Horozykel. (vgl. [Voelk1995], S. 75f)
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Abbildung 57: Skizze zu Beweis 8.3.

[]

Definition 8.7. Eine Strecke zwischen zwei Punkten des Horozykels nennt man Sehne. (vgl.
[Voelk1995/, S. 76)

Satz 8.4. Eine Gerade, die eine Sehne des Horozykels im rechten Winkel schneidet, ist der
Radius ein Horozykels. (vgl. [Gans1973/, S. 123)

Satz 8.5. Falls AB und A’B’ kongruente Sehnen von Horozyklen mit der Richtung § sind,
dann sind die Dreiseite ABS und A'B'0 kongruent.

Es soll nun versucht werden, eine Definiton fiir das Bogenstiick eines Horozykels zu finden.
Man betrachtet zwei Geraden g, h, die in Richtung ¢ parallel sind. Eine dritte Gerade j, fir
die j || g;7 || h gilt, kann nur in eine der durch g und h bestimmten Regionen liegen. j kann
zwischen g und h liegen, also in der Region zwischen den beiden Geraden. Dies ist dann der
Fall, wenn auf j ein Punkt der Strecke M N liegt, wobei M und N Punkte auf ¢ bzw. h sind.
Es seien A und B Punkte des Horozykels in Richtung 6. Der Punkt C, ebenfalls ein Punkt
des Horozykels, liegt zwischen A und B, wenn er auf einem Radius liegt, der zwischen Ad
und B¢ liegt.
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Abbildung 58: Skizze Kreisbogen

Nachdem jede Gerade durch einen Punkt der Sehne AB, welche zu Aé parallel ist, ein Radius
ist, existieren unendlich viele Punkte zwischen A und B. Jene Menge, die alle diese Punkte,
sowie A und B, enthéilt, nennt man Horozykelbogen AB, kurz AB. Die Sehne AB und AB
liegen einander gegeniiber. Seien C, D Punkte des Bogens AB, dann bilden auch diese einen
Bogen CD. Da jeder Punkt des Bogen C'D auch auf AB liegt, nennt man C'D Teilbogen von
AB. (vgl. [Gans1973], S. 123ff)

Satz 8.6. Die dem Horozyklenbogen gegeniiberliegende Sehne ist gréfier als jede Sehne, die
einem Teilbogen gegeniiberliegt. Die Distanz zwischen den Endpunkten eines Bogens ist gro-
PBer als jene zwischen zwei anderen Punkten. (vgl. [Gans1973/, S. 125)

Satz 8.7. Die Bdgen, die zwei Sehnen desselben oder zweier verschiedener Horozyklen ge-
gentberliegen, sind genau dann kongruent, wenn die Sehnen gleich sind. (vgl. [Gans1973],
S. 126)

Beweis. Siehe [Gans1973], S. 126-128. O

Satz 8.8. Die grifiere Sehne eines Horozykels oder zweier verschiedener Horozykeln liegt

dem gréfleren Bogen gegeniiber und umgekehrt. (vgl. [Gans1973/, S. 128)

Sei AB ein beliebiger Bogen. Nach Satz 8.4. ist die Gerade, die normal auf AB steht, ein
Radius des Horozykels und enthélt einen Punkt C. Dieser Punkt C' gehort zum Kreisbogen
AB und teilt diesen in zwei gleich grofie Teile, da die Sehnen AC, BC gleich sind. Es gibt
keinen weiteren Punkt D, der AB in zwei gleiche Bogenstiicke teilt. Denn wenn es zwei diesen
Bogenstiicken gegeniiberliegende Sehen gébe, die gleich wéren, dann wére jene Gerade, auf

der D liegt, normal auf AB und dabei verschieden zu C'D und dies ist nicht moglich.
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Abbildung 59: Skizze Kreisbogen

Satz 8.9. FEs gibt einen einzigen Punkt auf jedem Horozykelbogen, der den Bogen in zwei
gleich grofe Teilbogen teilt. Diesen Punkt nennt man Mittelpunkt des Bogens und es liegt

auf jenem Radius, der die dem Bogen gegeniiberliegende Sehne im rechten Winkel halbiert.

(vgl. [Gans1973/, S. 128)

Definition 8.8. Zwei Horozykelbégen zweier gleichgerichteter Horozykel, deren

Endpunkte auf denselben Radien liegen, mennt man korrespondierende Bdgen.
([Voelk1995/, S. 80)

Satz 8.10. Teilt ein Radius einen Horozykelnbogen, dann teilt dieser auch einen korrespon-
dierenden Bogen eines gleichgerichteten Horozykels im selben Verhdltnis. (vgl. [Gans1973/,
S. 185)

Beweis. Siehe [Gans1973] S. 135-138. O

Satz 8.11. Das Verhdltnis eines Paares korrespondierender Bogenstiicke von gleichgerich-
teten Horozykeln hdingt von der Linge der Strecke entlang des Radius’ ab, die diese Bogen-
sticke trennt, man spricht hierbei auch von der Distanz zwischen ithnen. Das bedeutet zwei
Verhdltnisse sind gleich, wenn die zwei Distanzen gleich sind, bzw. ungleich, wenn die beiden
Distanzen ungleich sind. (vgl. [Gans1973/, S. 138)

Beweis. Es seien AB, A/B’ die korrespondierenden Bogenstiicke zweier Horozykeln und die
parallelen Strahlen von den dazugehorigen Horozykeln weisen in Richtung d. Weiters seien
EF,E'F" zwei korrespondierende Bégen, wobei die parallelen Strahlen der Horozykeln in
Richtung ¢’ weisen. Es ist nicht notwendig, dass ¢ und ¢’ verschieden sind. Die Distanz
zwischen AB und A’B’ ist AA’ bzw. BB’ und der Abstand zwischen EF undE'E" betragt

EFE' bzw. FF'. Nun wird AA’ = FE'" angenommen und man mochte zeigen, dass

s(AB) s(EF)

W @) = sEF)
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s(AB) soll dabei die Lénge des Horozykelbogens AB angeben.

B B
B B' c
C
[}
)
A A
F o
E E'

}5,

(@) ] (b)

Abbildung 60: Skizze zu Beweis Satz 8.11.

Sollten AB und EF gleich sein, dann sind die Strecken AB und EF gleich. Somit sind, nach
Satz 8.5., die Dreiseite ABS und EFJ kongruent. Daraus folgt, dass A/B’ = E'F’ gilt und
daraus wiederum folgt, dass A’B’ und E'F" gleich sind, somit folgt (1).

Sollten AB und EF nicht gleich sein, dann sei AB der groBere Horozykelbogen. Nun wéhlt
man einen Punkt C' € AB so, dass s(AC) = s(EF). Dabei sei C’ der Punkt, in dem der
Radius durch C' den Bogen A’B’ schneidet. Nach dem ersten Teil des Beweises gilt:

s(AC) _ s(EF)
@ S@ey T sEEy

Nach Satz 8.10. ist:

s(AC) _ s(A'CT)
s(AB)  s(A'B")’

(3)

Durch entsprechende Umformungen von (2) und (3) erhéilt man (1).

Somit gilt dieser Satz, falls AA’ = EE’ gilt. Sollte AA’ # EFE’ gelten, verlduft das Verfahren
dhnlich. Es seien AB, A’ B’ korrespondierende Bogenstiicke von gleichgerichteten Horozykeln,
dabei ist A’B’ der kleinere Bogen. Wenn man A’B’ als fest ansieht und AB in die entgegen-
gesetzte Richtung der parallelen Strahlen wandern ldsst, dann wird nach [Gans1973] (S.
135) s(AB) beliebig grof und somit auch das Verhéltnis. (vgl. [Voelk1995), S. 81f) O

8.2.1 Lange eines Horozykelbogens

Nun soll eine Formel fiir die Bogenlédnge gefunden werden. Hierfiir geht man von einem

beliebigen Horozykelbogen aus und bezeichnet diesen mit AyBy und dessen Lénge mit sg.
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Nun betrachtet man eine Folge von n kleineren Bogenstiicken A By, AsBs, A3Bs, ..., A, B,,

die zu Ay By korrespondieren und zwar so, dass die Distanzen AgAy, A1 As, ..., A,_1A, gleich
sind. Dabei geben sq, so, . .., s, die Langen dieser n Bogenstiicke an. Nach Satz 8.11. ist dann
50 S1 Sn—1
1 = = ... = =)
O paatall

dabei ist b eine Zahl grofler 1 und gibt den gemeinsamen Wert der Verhéltnisse der Bo-
genstiicke an. Es kann nun jede Lénge sq, so,...,s, als ein Term von sy und b angegeben

werden.

$1 = sob~ !
SS9 = Slbil = (Sobil)bil = Sobi2

S3 = Sgbil = (50b72)b71 = 50b73

Sp=8p 1b 1= (sob "o = 500"

oder allgemein formuliert: s, = sob™" (2)

wobei x = 1,2,...,n ist.

Man legt nun fiir b einen speziellen Wert fest, den Wert e. Damit ist das Verhéltnis der Bo-
genstiicke AyBy, A, By, ..., A, B, gleich e. Als Einheitsstrecke legt man die Strecke AgA; =
A1Ay = ... fest und bezeichnet diese nun als ,Standardeinheitsstrecke®. Obwohl  in der
Formel y = 2 arctan(e™") bereits vorkam, wurde diese jedoch nicht weiter beschrieben. Man
kann nun festlegen, dass = die Standardeinheitsstrecke ist. Somit schreibt man (2) nun fol-

gendermaflen:
(3) sy =s0e "

Dabei ist z € Nmit x = 1,2, ..., n und s, die Linge des dazugehorigen Bogens A, B,.
Es ist nun zu zeigen, dass (3) nicht nur fiir natiirliche Zahlen gilt. Hierfiir betrachtet man

T = % Da A%B% von AgBy und A; B jeweils % entfernt ist, erhélt man:

S S1

=y
N o
V2)
[N}

S—r
[\
|

(s1)” =s0s1  (4)

D=

Da man wei}, dass (3) fiir positive ganze Zahlen gilt, weil man, dass s; = sge ™! gilt und
setzt ein. Dann erhélt man

)2 = so(spe !) = spe !

(s

1
2
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und somit folgt

Damit ist gezeigt, dass (3) auch fir x = % gilt. Man betrachtet nun auch die Beispiele
12
373

[Voelk1995], S. 82ff)

Es ist nun noch zu zeigen, dass diese Formel fiir alle positiven reellen Zahlen z gilt. Auch

xr = und kann so zeigen, dass dies fiir alle positiven rationalen Zahlen % gultig ist. (vgl.

hierzu verwendet man zunichst ein Beispiel, wie z = /2. Da jede reelle Zahl der Grenz-
wert einer Folge von rationalen Zahlen ist, kann man +/2 als den Grenzwert der Folge
1;1,4;1,41;1,414; ... wahlen. Beschreibt die Folge (x,,) eine Folge von positiven rationalen
Zahlen und hat den Grenzwert /2, kann man (z,) — v/2 schreiben, mit n gegen unendlich
strebend. Wenn z,, — +/2, dann néihern sich auch die Punkte Az, Be, an A 5, B 5. Das
Gleiche gilt auch fiir die Léange des Bogens A, B, , dieser nihert sich an A\/@_B\ﬁ. Man
schreibt:

(6) lm s, =5,

Tp—N 2

Da die Formel in (3) fiir positive rationale Zahlen gilt, ist
(7)  Su, = Soe™ ™™
Nun kombiniert man (6) und (7) und erhalt

8) sy5= lim (spe™™)

Da die Funktion sge™" stetig fiir alle positiven reellen Zahlen x ist, ist

9 lim (sge™®) = sge~ V2
) lim (s0e7") = 50

Wenn man (8) und (9) kombiniert, erhélt man so:

_ -2
Sy = So€ .

Dieses Verfahren kann man fiir jede beliebige positive Zahl anwenden. Es gilt daher:

Satz 8.12. Ist sy die Linge eines beliebigen Horozykelbogens, x eine beliebige positive Zahl
und s, die Ldange eines korrespondierenden Bogens, der vom gegebenen Bogen x Finheiten

entfernt ist, in die Richtung, in welche die parallelen Strahlen weisen, dann ist s, = spe™".

(vgl. [Voelk1995/, S. 86f)

Durch weitere Uberlegungen und Umformungen, die hier nicht weiter angefithrt werden (sie-
he [Gans1973], S. 145ff), kann folgende Aussage iiber einen beliebigen Bogen OP eines

Horozykels getroffen werden.
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Satz 8.13. Wenn OP ein Horozykelbogen ist und Q die Projektion von P auf den Radius
durch O, dann gilt

e® =coshy und s= Ssinhy,

wobei s die Linge von OP, x der Abstand von OQ und y der Abstand von PQ ist und S die
Halbe eines Horozykelbogens ist, dem eine Sehne gegentiberliegt, die mit einem Radius einen
Winkel von 45° bildet. (vgl. [Gans1973/, S. 149)

Abbildung 61: Skizze zu Satz 8.13.

8.3 Der eigentliche Kreis
8.3.1 Lange eines eigentlichen Kreisbogens

In diesem Abschnitt werden bereits einige trigonometrische Formeln benotigt, welche erst

im nachfolgenden Kapitel hergeleitet und genauer betrachtet werden.

Die Lange des Kreisbogens lasst sich durch einen eingeschriebenen Streckenzug berechnen.
Es sei r der Radius des Kreisbogens und z der zugehoérige Zentriwinkel. Der Streckenzug
besteht aus den Sehnen s; und den dazugehorigen Zentriwinkeln z;. Das heifit z = > | z;,
dabei ist ¢ = 1,2,3,...,n. Nun betrachtet man den Grenzwert der Summe )., s;.

Ein gleichschenkliges Dreieck A;, dessen Basis s; ist und dessen Schenkel r sind und in dem
der Basis der Winkel «; gegentiberliegt, zerfallt durch eine Winkelsymmetrale des Winkels

«; in zwei rechtwinklige Dreiecke. Es gilt daher:
Si . <
sinh — = sinh rsin —
2 27

und somit auch:

Z sinh = = sinhrz sin —.
. 2 A 2
i=1 i=1
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Es folgt nun aus den Taylor-Reihen fiir sinh x und sin x, dass

sinh x . sinz
im =1 , lim
z—0 €x z—-0

=1

gilt. Nun sei ¢ eine beliebige vorgegebene positive Zahl, dann ist

2(1—q)<smh§<§(1+q)und (1—q) <Sm%<%(1+q)

Wenn nun die Sehnen s; und die Zentriwinkel z; klein genug sind, das bedeutet, wenn sie

unter einer von ¢ abhangigen Schranke liegen, folgt:

1+qZS;>§sinh82izsinhrgsin22i>sinhr(l—q)§3 (1—q)sinhr§,
(1—6])127115;<isinhsgzsinhri§<sinhr(1+q)éz (1—|—q)sinhr§.
Somit ist:
1;Zsinhr-z<isi< _Zsjnhr.z

=1

Da man ¢ beliebig klein wéahlen kann, folgt fiir die Sehnen s; und die Zentriwinkel z;, dass
die Summe )] s; den Grenzwert sinhr - z hat. Es gilt daher: (vgl. [Voelk1995], S. 88f)

Satz 8.14. Ein Kreisbogen mit dem Radius v und dem Zentriwinkel z hat eine
Linge b = sinhrz. Insbesondere der Halbkreis b = sinhr - m und der Kreis b =
sinhr - 2mw. ([Voelk1995/, S. 89f)

8.4 Der Hyperzykel

8.4.1 Lange eines Hyperzykelbogens

In diesem Abschnitt werden bereits einige trigonometrische Formeln benotigt, welche erst

im nachfolgenden Kapitel hergeleitet und genauer betrachtet werden.

Auf der Geraden m betrachte man eine Strecke der Lange g und lege in die Eckpunkte dieser
jeweils eine Normale. Dadurch wird auf dem Hyperzykel im Abstand r ein Bogen begrenzt.
In diesen schreibt man fiir die Berechnung einen Streckenzug aus den Sehnen s; ein. Durch
die Normalen in den Eckpunkten dieser Sehnen s; wird die Strecke auf der Geraden m in
Teilstrecken g; zerlegt. Fine Teilstrecke g; ist dabei die Basis eines Saccheri Trapezes mit der
gegeniiberliegenden Seite s;. Teilt man nun dieses Trapez durch eine Seitensymmetrale in

zwei kongruente Spitzecke, dann folgt:

. Si . 9i
h— = h h=.
sin 5 cosh rsin 5
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Dann ist:

25i=22 .28 , coshrsni (29—.

Da lim,_, Sin;”” = 1, folgt, dass

n n
limZ s; = coshr limZgi = coshr - g,
5—0 4 1 g—0 4 1

1= 1=

und somit gilt (vgl. [Voelk1995], S. 90):

Satz 8.15. Die Linge eines Hyperzykelbogens ist b = g coshr, wobei g die Linge
der zugehorigen Strecke auf der Geraden m ist. ([Voelk1995/, S. 90)
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9 Trigonometrie

Die Trigonometrie beschéftigt sich mit den Beziehungen von Seiten und Winkeln in Drei-
ecken. Aus der euklidischen Geometrie kennt man die Begriffe ,Satz des Pythagoras® oder
yoinus-“ bzw.  Kosinussatz“. Im Folgenden wird betrachtet, wie weit diese in der hyperboli-
schen Geometrie giiltig sind oder welche anderen Sitze an Stelle dieser gelten.

Im vierten Kapitel wurde bereits der Satz von Thales betrachtet und gezeigt, dass dieser,
so wie man ihn aus der Schulzeit kennt, in der hyperbolischen Geometrie nicht giiltig ist.
Es gibt einen eigenen Thales-Satz fiir die hyperbolische Geometrie, dieser wurde bereits in
Satz 4.11. formuliert und anschlieBend bewiesen. Ahnlich wie der Satz von Thales ist auch
der Satz des Pythagoras, wie man ihn in der Schule gelernt hat, nicht in der hyperbolischen

Geometrie giiltig.
Korollar 9.1. Der Satz des Pythagoras gilt nicht. (vgl. [Gerhards2015/, S. /5)

Beweis. Dieser wird als Widerspruch gefiithrt. Man nimmt an, dass der Satz ist giiltig. Man
konstruiert ein rechtwinkliges und gleichschenkliges Dreieck A ABC mit der Hypotenuse AB.
Dieses wird durch das Lot von C halbiert und es entstehen so zwei kongruente Dreiecke.

Es sei nun h die Lange der Hohe und a = d(B, C'),b = d(A, C) sowie ¢ = d(A, B). Da es sich

um ein gleichschenkliges Dreieck handelt, gilt a = b. Durch den Satz des Pythagoras wiirde

c2
2

Zusammengenommen ergibt dies h? = % — %2 = %2. Somit wiirden die drei Punkte A, B und

c

5 liegen. Dies widerspricht der Tatsache, dass der
Satz von Thales nicht in dieser Form giiltig ist. (vgl. [Gerhards2015], S. 46) O

man nun fiir das grofie Dreieck 2a? = ¢ und fiir die beiden kleinen h? + £* = a? erhalten.

C' auf einem Halbkreis mit dem Radius

a=b

Abbildung 62: Skizze zu Beweis Korollar 9.1

Lemma 9.1. Sei AABC' ein Dreieck in kanonischer Lage und Mag und Mpc die Mittel-
punkte der Kreise, auf denen die Strecken AB bzw. BC liegen. Fiir die Innenwinkel o, 3 und
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v gelten dann

A AMapO, o <
T — KAMs0O, a>

Q
|
N )y

T —4CMpcO, ~v=
ACMpcO, v <
B =4MpcBMap.

’y:

SIERRNE]

(vgl. [Berchtold2017/, S. 99)

Beweis. Der Vektor AC sei der Tangentialvektor der Seite AC' im Punkt A und der Vektor
7 der Tangentialvektor zur Seite AB. Dann gelten AC L m und T L m. Daraus
erhdlt man die Behauptung fiir den Winkel a.. Die Aussagen fiir die anderen beiden Winkel
erhélt man &hnlich. (vgl. [Berchtold2017], S. 99) O

Als Erstes wird nun der hyperbolische Sinussatz gezeigt.

Satz 9.1. Sei AABC' ein Dreieck in iblicher Bezeichung. Dann gelten

sinh(a) __ sinh(b) __ sinh(c)
sin(«) sin(3) sin(vy) *

(vgl. [Berchtold2017/, S. 99)

Beweis. Man kann ohne Einschrankung annehmen, dass AABC' in kanonischer Lage ist, d.h
es gelten A = iy, C' = iv € iR.g,v > y sowie B = by + iby mit b; > 0. Seien weiters Mg
und Mpc die Kreismittelpunkte der Kreise durch A und B bzw. B und C. Nach Lemma 9.1.
sowie dem euklidischen Sinussatz gilt

Im(A)
|[A—M |

_ _Im(C)
|C—Mpc|”

sin(a) = und sin(7)

Die Gleichung

sinh(a)  sinh(c)

sin(a)  sin(y)

ist nach Lemma 2.2. aquivalent zu

|B—A|-|B—A]-|C — Mpc| _ |B—C|-|B—C|-|A— Musg|
2Im(A)Im(B)Im(C) 2Im(A)Im(B)Im(C)

Da Re(A) = Re(C) = 0 zeigt Lemma 9.3. die Richtigkeit der letzten Gleichung. Die anderen
Behauptungen lassen sich durch zyklische Vertauschungen erhalten. (vgl. [Berchtold2017],
S. 99) O

Fir die Vollstandigkeit des Beweises fehlen noch zwei Lemmata, welche nun nachgereicht

werden.
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Lemma 9.2. Seien z,w € H. Dann gilt:

cosh(d(z,w)) =1+ %Lz(:)% (2)
sinh(d(z, w)) = |; [_m“(’l) );;;;' . (3)

(vgl. [Berchtold2017/, S. 93)

Beweis. (1) Zunéchst zeigt man die Formel fir z,w € iR, also z = iy und w = v mit y < v.

Dann gilt

v v2 4y —)2 —anl2
ot = (5 1) = 5 =1 5 = e iy

Die rechte Seite der Gleichung ist unter Morbustransformationen invariant. Um das zu zeigen,

sei M(z) := % mit (ohne Beschrénkung) ad — be = 1 eine Morbustransformation.

M(z) = M(v) = Graieora

Dann erhélt man

IM(Z)—M( P [z—wf
m(M(z)) Im(M(w)) — Im(z)Im(w)’

(vgl. [Berchtold2017], S. 93)

[
Lemma 9.3. Seien A, B € H mit Re(A) # Re(B). Weiters sei K(M;r) ein Kreis mit M € R
und A, B € K(M;r). Dann gelten

BP-|AP . |B-ALB-]|
2(Re(B)—Re(A)) 2|Re(B)—Re(A)|"

(vgl. [Berchtold2017/, S. 94)

M:

Beweis. Es wird zundchst die Aussage iiber den Mittelpunkt gezeigt:

Punkte z auf der euklidischen Mittelsenkrechten von A und B erfillen die Glei-
chung

(z—A)T—A) =|r— AP = |z — B]> = (z — B)(z - B).

Ist x reell, so erhilt man die Gleichung —z(A + A) + |A|*> = —z(B + B) + |BJ?,

woraus man direkt die behauptete Form fir M abliest.

([Berchtold2017], S. 94)
Man schreibt nun A = a; + 7as und B = by + iby. Dann gilt

bi+bs—ai—a3 _ — bita b3—a3
M - 2(1)1—0,1) 2 + (b1 al)

. (bl—al) +a2—b2
— B - M = 2(b1—01§ 2 +Zb2
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Dies impliziert

|B — MJ*
(by —ay)* + (b2 —a3)? + 2(by — a1)*(a3 — b3) + 4b3(by — ay)?
- Aby —a—1)2
(by —a1)* + 2(by — a1)?*(a3 + 03) + (b3 — a3)?
- 4(bs — ar)?
_ (- ar)* + (b1 — a1)*((b2 + a2)? + (b2 — az)?) + (by — az)*(b2 + as)?
4(by — ay)?
_ (b1 — a1)? + (b2 — a2)*) (b1 — a1)* + (b2 + a2)?)
4(by — aq)?
|B—AP-|B - AP
" 4(Re(B) — Re(A))2
Die Behauptung ist somit gezeigt. (vgl. [Berchtold2017], S. 94) O

Analog zu dem euklidischen Kosinussatz gibt es in der hyperbolischen Geometrie, so wie
auch in der spharischen Geometrie, zwei Sétze. Zunachst wird der hyperbolischen Seitenko-

sinussatz betrachtet.
Satz 9.2. Sei AABC' ein Dreieck mit den iiblichen Bezeichnungen, dann gilt
cosh(b) cosh(c) — cosh(a) = sinh(b) sinh(c) cos(a)

und es gelten alle entsprechenden zyklischen Vertauschungen. (vgl. [Berchtold2017/, S.
100)

Beweis. Man nehme an A = iy, C' = iv € iR mit v > y > 0 sowie Re(b) > 0. Sei weiters
M e R der Mittelpunkt des Halbkreises, welcher A und B verbindet, so gilt wegen Lemma

8.1. und des euklidischen Kosinussatzes

cos(ar) = M _ _|BP-JA?
|A—M| |B—A|-|B—A|"
Nach Lemma 8.2. (2) gelten
. __ |B—A|-|B-A| . _ (Im(C))2—(Im(A))?
sinh(c) = 2m(B)Im(A) und sinh(b) = B—A[ 54|

Da Im(C) = |C| und Im(A) = |A]|, steht auf der rechten Seite der Gleichung folgender
Ausdruck

[CIP=|A)(IBI*~|A]?)

_(
R = Tm(a) Tm(B)m(C)"

Fiir den Ausdruck auf der linken Seite erhélt man unter der Verwendung von cosh(d(A, B)) =
|A[?+|B[?

W FOlgendeS:

_ (AP+ICPY(BP+]AP) |BPP+HC]?
cosh(b) cosh(c) — cosh(a)= 4 A2 Tm(BYIm(C) — 20m(B)Im(A) —
|AP|BP+C||BI*+|A]P|C >+ A|*—2| AP | B|* 2| A]*|C*

K(Tm(A) 2 Tm(B)Tm(C)
Dies ergibt ebenfalls R, wodurch die Behauptung cosh(b) cosh(c)—cosh(a) = sinh(b) sinh(c) cos(a)
abgelesen werden kann. (vgl. [Berchtold2017], S. 100) O
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Der zweite Satz, der ein Analogon zum euklidischen Kosinussatz bildet, ist der hyperbolische

Winkelkosinussatz.

Satz 9.3. Sei AABC ein hyperbolisches Dreieck in den tiblichen Bezeichnungen, dann gelten
cos(f) = — cos(a) cos(7y) + sin(a) sin(y) cosh(b)

und alle entsprechenden zyklischen Vertauschungen. (vgl. [Berchtold2017/, S. 101)

Beweis. Man nimmt an, dass AABC in kanonischer Lage ist. Die Mittelpunkte der zu
den Strecken AB bzw. BC gehorenden Kreise bezeichnet man mit Myp und Mpe. Die
dazugehorigen Radien bezeichnet man mit 745 und rgc. Unter Anwendung des euklidischen
Kosinussatzes auf das Dreieck AM 5B Mpc erhdlt man

_ Mup  Mpc | Im(4) Im(C)  _ |AP+|CP?
COS(ﬂ)— TAB rBC + TAB TAB 2Im(A)-Im(C)*

Es gentigt daher zu zeigen, dass
rip + rhe — Mip — Mpo = [AP +|C?
gilt. Wendet man den Satz des Pythagoras auf die rechtwinkligen Dreiecke AAOM 45 und

ACOMpe an, so ergibt sich 145 = M3ig + |A]? und 3. = M3 + |C]?, wodurch die
Behauptung gezeigt ist. (vgl. [Berchtold2017], S. 101) O

Zu Beginn des Unterkapitels wurde bereits gezeigt, dass der Satz des Pythagoras in der
hyperbolischen Geometrie nicht giiltig ist. Aus dem hyperbolischen Seitenkosinussatz lasst

sich der hyperbllische Pythagoras ableiten.

Korollar 9.2. Ist AABC' ein rechtwinkliges hyperbolisches Dreieck mit o = 90°, dann gilt
cosh(a) = cos(b) cosh(c).

(vgl. [Berchtold2017/, S. 100)

Es wurden somit einige trigonometrische Séatze fiir das Modell der Kugel gezeigt. Diese gel-
ten in allen Modellen, da diese kategorisch sind. Auch mit Zuhilfenahme anderer Modelle
lassen sich die hier gezeigten Sétze beweisen bzw. herleiten. Im Folgenden wird das Modell

des Poincaréschen Kreises verwendet.

Nach Szasz konnen zwei trigonometrische Formeln fiir das rechtwinklige Pseudodreieck aus
drei elementargeometrischen Hilfssdtzen an dem Kreismodell abgelesen werden. Die gesamte
hyperbolische Trigonometrie kann aus diesen zwei trigonometrischen Formeln fiir das recht-

winklige Pseudodreieck gefolgert werden. Die Hilfssétze lauten wie folgt:

Hilfssatz 9.1. Ist X ein vom Mittelpunkt M wverschiedener Punkt im Inneren
eines Kreises k und wird durch X ein Kreis gelegt, der k in den Punkten E, H,
rechtwinklig schneidet, so ist der Schnittpunkt Y der Geraden EH, M X wvon der
Wahl des durch X gelegten Kreises unabhdingig. ([Szasz1956/, S. 66)
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Abbildung 63: Skizze zu Hilfssatz 9.1.

Beweis. Es handelt sich hierbei um eine Folgerung aus einem bekannten Satz, laut welchem
die Potenzlinien dreier Kreise sich in einem Punkt schneiden. Die durch X verlaufenden und
zu k normal stehenden Kreise haben auch den Punkt X* gemeinsam, welcher in Bezug auf
k zu X invers ist. (vgl. [Szasz1955], S. 4)

Abbildung 64: Skizze zu Beweis zu Hilfssatz 9.1.

]

Hilfssatz 9.2. Wenn auf einem Kreis der Bogen EH kleiner als der Halbkreis ist und M
den Schnittpunkt der Tangenten, welche in E bzw. H an den Kreis gelegt sind, ist, so gilt

bei beliebiger Wahl des Zwischenpunktes X auf EH fir den Schnittpunkt Y der Geraden
EH, MX stets

(EX)Q_ FY
XH/) YH
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(vgl. [Szasz1956/, S. 66)

Abbildung 65: Skizze zu Hilfssatz 9.2.

Beweis. Um diese Formel herzuleiten, bezeichnet man den anderen Schnittpunkt des Kreises
mit der Geraden M X mit Z. Da der Winkel X XEM = A XZF und A XHM = X XZH,
sind die Dreiecke AMEX und AM ZFE proportional zueinander bzw. AMHX ~ AMZH.

Es gilt also

EX ZE XH HZ
MX ME MX MH

Beriicksichtigt man, dass M E = M H, so folgt

EX _ZE
XH HZ

(vgl. [Szasz1955], S. 4)
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Abbildung 66: Skizze zu Beweis zu Hilfssatz 9.2.

Weiters ist als Peripheriewinkel K FHX = X EZX und analog X FHZ = AFEXZ, es sind
somit auch die Dreiecke AXHY und AEZY bzw. AHZY und AXFEY proportional zu

einander. Somit gilt

XY EY XY HY
XH JZE'XE HZ’

und daher

XE EY HZ
XH HY ZE

Durch Multiplikation folgt dann aus

EX ZE _XE EY HZ
XH HzUMW'XH HYZE

wie behauptet
(EX )2_ g

XH) YH
(vgl. [Szasz1955], S. 4) O

Hilfssatz 9.3. Fualls X ein von einem Mittelpunkt M wverschiedener Punkt im Inneren des
Kreises k ist und Ey, Hy die Schnittpunkte der Geraden M X mit k sind, so angeordnet, dass
X zwischen M und Hy liegt, dann gilt fir den durch Hilfssatz 9.1. bestimmten Punkt'Y

(E0X>2_ E()Y
XH,) YH,
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(vgl. [Szasz1956/, S. 66)

Abbildung 67: Skizze zu Hilfssatz 9.3.

Beweis. Fiir den Beweis legt man durch den Punkt X den zum Kreis & orthogonalen Kreis £,
der die Gerade M X als Symmetrieachse hat. Wenn die Punkte £ und H die Schnittpunkte
von den Kreisen £ und k sind, dann ist der Schnittpunkt der Geraden M X und EH der
betrachtete Punkt Y. Weiters sei X* der zweite Schnittpunkt der Geraden M X mit dem
Kreis k, somit ist es der zu X inverse Punkt in Bezug auf k. Man bezeichnet die Schnittpunkte
der Geraden EFX bzw. EX™* mit M bzw. N mit k. Der Durchmesser von k ist also M N,
da nach dem Satz des Thales £ X EX* = 90° ausfillt. Nach Voraussetzung wird k von MFE
beriihrt, somit gilt Z NX*M = X MEX und aus ME = MN folgt fMNE = A MEN. Da
AMEX + AMEN = 90°, also auch X NX*M + A MNE = 90°, folgt £ X*MN = 90°. Der
Bogen EoM H, wird daher von M halbiert und somit ist FM die Winkelhalbierende von
KX EyF Hy, also

EX  EE
XH, EH,

Da EY jedoch orthogonal auf EyH, steht, ist
EoE? = E\Y - EgHy, EHF = Y Hy - EgH,.

Setzt man dies in die obige Formel ein, so erhalt man, wie behauptet,

(E0X>2_ EyY

XH,) YH,

(vgl. [Szasz1955], S. 4f.)
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Abbildung 68: Skizze zu Beweis zu Hilfssatz 9.3.

]

Es sei k ein Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius r des Fundamentalkreises des
Poincaréschen Kreismodells. Der Abstand zweier Punkte P;, P in diesem Modell ist P, P, =
log(U,V, Py, P,), wobei U,V die Schnittpunkte von k& und der durch P; und P, verlaufenden
Orthogonalkreise, Kreise oder Geraden, die auf k normal stehen, sind. Dabei liegt P, auf dem
Bogen UV zwischen den Punkten P, und V. Ist X # O ein beliebiger Punkt des Modelles
und Y jener Punkt entsprechend des Hilfssatzes 9.1., so kann der euklidische Abstand OY
durch den Pseudoabstand ¢t = OX ausgedriickt werden. Es seien U,V die Schnittpunkte der
Geraden OX mit dem Kreis k, dabei soll X zwischen den Punkten O und V liegen. Aus
UO = OV folgt nach der Abstandsformel

UX

t
- X,0) = ==
6 (U7 V? ) O) XV’

durch Anwendung des Hilfssatzes 9.3 ergibt sich dann

2 (UX>2_ uv. r+0Y
- \XV/) YV r—-0Y’

Daraus ergibt sich wiederum

2t

oYy =r = rtant.

et +1

(vgl. [Szasz1956], S. 66f)
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Abbildung 69: Skizze zu Schnittpunkten der Geraden OX mit Kreis k

Man betrachtet nun ein rechtwinkliges Dreieck AABC', wobei der rechte Winkel jener beim
Eckpunkt C ist. Die Strecke BC bezeichnet man mit a und CA = b,AB = ¢ und den
Winkel im Eckpunkt A bzw. B bezeichnet man mit A bzw. pu. Falls der Punkt A von O
verschieden ist, so ist es moglich, diesen durch eine geeignete Inversion, bei der £ und das
Innere von k in sich selbst iibergehen, in O zu bringen. Dabei bleiben die Winkelmafle und
das Doppelverhéltnis von vier Punkten erhalten. Somit geht AABC bei dieser Inversion in
das Dreieck AA;B;C iiber, wobei A; = O. Man kann daher A = O annehmen.

Abbildung 70: Skizze zu Dreieck mit A = O
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U,V seien die Schnittpunkte des Kreises £ und des durch die Punkte B und C' gelegten
Orthogonalkreises, dabei liegt C' auf dem Bogen UV zwischen U und B. Unter Beachtung
von UC' = CV ergibt sich fir die Seite a

UB
*=(U,V,B,C) = —.
€ ( Y Y ) ) BV
Die Gerade UV wird von den Geraden AB und AC' in den Punkten B’ bzw. C’ geschnitten,
nach dem Hilfssatz 9.2. gilt

(UB)2_ UB'"  tanf3 + tan \
BV/) BV  tanf —tan\’

wobei 3 = £COV = XUOC der dem Abstand OC = b entsprechender Parallelwinkel ist.
Es folgt

0e _ tan B+ tan A
el = ——
tan [ — tan A
woraus man

2a

e
tan A =

Gran 1tan5 = tanh atan 3
e

erhalt. Da jedoch durch OC = b unter Verwendung von rcos 3 = OC’ = rtanhb ausfillt,

ist cos B = tanh b, also

tan § =

sinh b’

Durch Einsetzen entsteht daher die erste Grundformel:

fiir das rechtwinklige Dreieck in der hyperbolischen Ebene.

Infolge von OB = ¢ besteht weiters noch

OB’ = rtanhe,
also ergibt sich aus
oc’
A =
cos )il
die zweite Grundformel
cos )\ — tanh b'
tanh ¢

(vgl. [Szasz1956|, S. 67ff) Die iibrigen vier Gleichungen, also jene auler der ersten und
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zweiten Grundformel, lassen sich aus diesen beiden Gleichungen ableiten. Die beiden Grund-
formeln, welche am Poincaréschen Kreismodell abgelesen wurden, haben somit die gesamte

hyperbolische Trigonometrie zur Folge. (vgl. [Szasz1956], S. 69)

Ausgehend von der Arbeit Szasz’ (1956) verwendet auch Zeitler (1963) das Poincarésche
Kreismodell. Dieser entnimmt jedoch den Winkelkosinussatz und gelangt, wie auch in der
sphérischen Geometrie, iiber geeignete Umformungen zum Sinussatz und zum Seitenkosinus-
satz, wodurch ebenfalls die gesamte hyperbolische Trigonometrie beherrscht wird.

Es sei AA;A3A3 ein Dreieck. Dessen Seite A1 Ay wird durch den Mittelpunkt M des Funda-

mentalkreises k halbiert.

Die Mittelpunkte der euklidischen Kreise unseres hyperbolischen Biindels durch
A;, Ag sind M;, ihre Radien r;(i = 1,2). A¥ sind die zu A; beztglich k inversen
Punkte, @; die Projektionen von M; auf der Geraden A; As.

([Zeitler1963], S. 123) Falls der Fundamentalkreis k£ den Radius r = 1 hat, gilt

MA,?‘zi, AiQiZ;(i—u), MQ,»z(iJru) (i=1,2).

Abbildung 71: Skizze zu Herleitung des Seitenkosinussatzes

Die Seiten des Dreiecks AA; Ay A3 werden mit aq, as und as bezeichnet und der Winkel im
Eckpunkt A; bzw. As, A3 mit A\; bzw. Ay, A\3. Somit lautet der zu beweisende Satz

COS A3 = — COS A1 COS \g + sin A\q sin Ag cosh as.

(vgl. [Zeitler1963], S. 123)
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Beweis. Aus dem Dreieck AM;Q; A; entnimmt man, unter der Annahme, dass s; negativ ist

falls A; stumpf,

cos)\izs—, sin \; = @ z—(——u>.
T T 27“i
Fur die Lange az der Seite A;As gilt

as

_1+u‘1—u_<1+u>2

Cl—u 14w 1—u

daraus ergibt sich

(1+u)? + 4u?
(1 —u?)?

coshas =

Betrachtet man jedoch das Dreieck AM;AsMs;, so gilt nach dem euklidischen Kosinussatz,
da A_MlAgMg =TT — )\3 ist

M M2 = r? + 13 4 2r 7y cos A3
und im Sinne des pythagoréischen Lehrsatzes besteht offenbar folgender Zusammenhang
Q1Q3 + (s1 — 52)* = My M3,
es gilt also
Q1Q3% — 25159 = 17 — 8% + 12 — 52 + 21175 COS \s.

Da jedoch r? — s? = A;Q? = AyQ3 = r2 — s gilt und sich durch eine Division mit 2rrs,

wegen
1 1/1

Q1@ =2MQy =u+ ~, AQi= (= —u)
U 2\u

unter Berticksichtigung von cos A; = 2, sin \; = ATQ = 2}« (% - u)

+
\
N—
|
N | —
/N
S
|
IS
——

(V)
N —’
|

1
COS A3 + COS A1 COS Ay = { (u
r17ro u

20+ u?)> — (1—w?)?  (14u?)?+4u?

4rirou? 4rirou?

ergibt. Dann folgt aus den obrigen Gleichungen durch Einsetzen und Gleichsetzen, wie zu

zelgen war,
COS A3 = — COS A1 COS Ay + sin Ay sin Ay cosh az

(vgl. [Zeitler1963], S. 124) O
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Dieser Beweis wurde in einem Spezialdreieck gefithrt. Man kann jedoch durch passende hy-
perbolische Bewegungen jedes Dreieck der hyperbolischen Geometrie in diesen Spezialfall
iibertragen. Da bei einer solchen Abbildung die Seiten und Winkel eines Dreiecks invariant
bleiben, ist der Satz somit allgemein bewiesen. (vgl. [Zeitler1963], S. 124)

Eine andere Variante, sich mit den trigonometrischen Formeln der hyperbolischen Geometrie
zu beschéftigen, benotigt zuerst eine Betrachtung der sogenannten vereinigten rechtwinkligen
Dreiecke und beschéftigt sich zuerst mit den Formeln beziiglich des Parallelwinkels, bevor

die Formeln fiir das rechtwinklige Dreieck betrachtet werden.

9.1 Vereinigte rechtwinklige Dreiecke

Das Dreieck AABC sei ein rechtwinkliges Dreieck mit den Seiten und Winkeln, wie in der
Abbildung dargestellt.

Abbildung 72: Rechtwinkliges Dreieck

Mit Hilfe dieses Dreiecks lassen sich vier weitere rechtwinkige Dreiecke konstruieren. Diese
fiinf rechtwinkligen Dreiecke nennt man vereinigte Dreiecke.

Die Mafle der Seiten bzw. der Winkel der fiinf Dreiecke bezeichnet man mit a, b, ¢, A, u und
die Parallelwinkel beziiglich a, b, ¢ mit «, 3, ~y. Mit [, m bezeichnet man die Distanzen beziig-
lich der Winkel A, 1, wenn man diese als Parallelwinkel auffasst.

Die Komplemente zu «, 3,7, A, p sind o', 5',7', N, i/. Die Distanzen beziiglich der als Paral-
lelwinkel betrachteten Winkel o/, ', 7', X', ¢/ sind o', ¥/, ¢, ', m’. Die Distanzen a',b', ', l', m’
bezeichnet man als Erganzung zu a, b, ¢, [, m und umgekehrt. Man sagt ¢ und a’ ergédnzen sich,

falls a4+ o’ = 90°. Dies kann man auch in einer Tabelle veranschaulichen: (vgl. [Voelk1995],
S. 08f)

97



b?
/BI

Der Parallelwinkel kann auch als Funktion seines entsprechenden Lotes gesehen werden, kurz

17
)\I

m7

!

C)

,yl

Langen: ‘a‘b‘c‘l‘m‘a’

Parallelwinkel: ‘ a ‘ g ‘ ¥ ‘ A ‘ 1 ‘ o

y = II(x), wobei y der Winkel und = die entsprechende Strecke ist. Fiir den Parallelwinkel

konnte man nun folgende Funktion herleiten und setzt, da es einfacher ist,
y = 2arctan(e ) (1)

voraus.
Sei AABC' ein Dreieck mit den Werten a, b, c, A\, u und betrachtet man dieses beziiglich
der Parallelwinkel o, 3,v bzw. A, u als Parallelwinkel zu [ und m, dann erhalt man a =

2arctan(e*). Formt man (1) um zu
x = Incot %, (2)

so ergibt sich [ = In Cot(%). Auf gleiche Weise erhilt man auch die Werte fiir 8,y und
m. Aus diesen Werten lassen sich auch jene fiir o/, 5,4, N, i/ bestimmen und aus diesen
wiederum die Werte fur o', ', ¢/, ', m'. Wenn man all diese Werte kennt, kann man versuchen,
die vereinigten Dreiecke zu bestimmen. Aus dem angegebenen Dreieck, welches vereinigtes
Dreieck 1 genannt wird, lésst sich folgendermafien das Dreieck 2 bestimmen.

Man benétigt, um dieses zu erhalten, ein Lambert Viereck, wobei die Seiten, die an den
rechten Winkel angrenzen, die Léngen ¢ und m’ haben. Es sei DEFG ein solches Viereck
mit DE = ¢ und EF = m’. Weiters hat das Viereck einen spitzen Winkel in D und die
rechten Winkel in E, F), G. Nun sind noch die anderen Mafle des Vierecks zu finden. Es sei H
ein Punkt auf DG so, dass FH = c gilt. Man kann weiters die Gerade FH als Parallele zu
der Geraden DF festlegen und somit ist der Winkel X K F'H ein Parallelwinkel beziiglich der
Strecke EF. Es gilt also X FFH = ' und daraus folgt £ GFH = p. Das Dreieck AHFG
ist folglich zum Dreieck AABC kongruent, daher ist FG = a,GH = b und X FGH = \.
Weiters gilt DG = 1. Somit fehlt nur noch der Wert fiir X EDG. Der auf der Verlingerung
von DG liegende Punkt .J ist so zu wihlen, dass D.J = b gilt. Dann gilt fir HJ = 1 und die
Normale zu HJ im Punkt J ist parallel zu der Geraden DE in derselben Richtung. Es folgt
XEDG = B. (vgl. [Voelk1995], S. 99)
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Abbildung 73: Lambert Viereck zu dem Dreieck AFGH

Die Bestimmungsstiicke konnen wieder in einer Tabelle anschaulich dargestellt werden. Man
bezeichnet dabei das Viereck, welches aus Dreieck 1 entstanden ist, als Viereck 1.
Dreieckl:‘a‘b‘c‘)\‘ 1
Viereckl:‘a‘ﬁ‘c‘ 1 ‘m’

Dreht man nun das Viereck so, dass die Seiten [, a die Position der Seiten ¢, m einnehmen,

dann entspricht dies weiterhin Viereck 1.
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Abbildung 74: Gedrehtes Lambert Viereck

Verfihrt man mit diesem Viereck 1 nun genauso wie mit dem nichtgedrehten, so erhélt man
ein Dreieck AF F K, analog zu dem Dreieck AFGH . Dieses Dreieck AF EK ist das vereinigte
Dreieck 2. Dessen Mafie m’,b,1,v,a’ haben dieselbe Relation zum gedrehten Viereck 1, wie
die Mafle des Dreiecks 1 zum Viereck 1.

Viereck 1 gedreht: ‘ m’

Dreieck 2: ‘ m’

ﬁ‘l‘c‘a
b‘l‘fy‘o/

Sowohl bei Dreieck 1 als auch bei Dreieck 2 entsprechen die ersten zwei Mafle den Seiten des
Dreiecks und die letzten zwei deren gegeniiberliegenden Winkeln. Das dritte Mafl entspricht
der Hypotenuse. Man setzt dieses Verfahren nun fort, um weitere vereinigte Vierecke bzw.

Dreiecke zu erhalten. Dafiur dreht man zunichst Dreieck 2 und erhalt:

Dreieck 2 gedreht: ‘ b ‘ m’ |1 ‘ o |y

Viereck 2: ‘ b ‘ w1 ‘ a’ | ¢
Nun dreht man das Viereck 2 und erhélt:

Viereck 2 gedreht: ‘ | plall ‘ b

Dreieck 3: ‘ ¢ |lm’|a |\ ‘ oy




Durch wiederholtes Anwenden des Verfahrens erhilt man das Dreieck 4:

Dreieck 4: ‘ V¢ |b|d|u,
sowie das nachste vereinigte Dreieck
Dreieck 5: ‘a‘l’ m‘ﬁ‘fy

Das Verfahren ist nach Dreieck 5 nicht beendet, sondern kann beliebig oft durchgefiihrt
werden. Das dabei entstehende sechte Dreieck ist kongruent zu Dreieck 1 etc. Somit ist

eine Fortsetzung nach dem fiinften Dreieck nicht notwendig. Als Resultat erhélt man: (vgl.

[Voelk1995], S. 99f)

Satz 9.4. Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck, wobei die Seiten und spitzen Winkel folgen-
de Maf$e haben: a,b,c, \, u. Durch die Fxistenz eines solchen Dreiecks wird die Existenz von
vier weiteren rechtwinkligen Dreiecken impliziert. Diese fiinf Dreiecke sind alle verschieden
und man nennt sie vereinigte Dreiecke. (vgl. [Voelk1995/, S. 102)

9.2 Formeln beziiglich des Parallelwinkels

Man betrachtet die Gleichung
y = 2arctan(e™"). (1)

Dabei ist y der Parallelwinkel beziiglich der Lange z. Durch Substitution kann man dies

vereinfachen
z = arctan(e™"), (2)
und somit ist

Yy =2z
2tan z

tany =tan2z = ———
Y 1 —tan? 2

nach den trigonometrischen Formeln. Aus (2) folgt

tanz = e ”*.

Setzt man dann dies in (3), so ergibt sich:

2e7% 2 1 41
tany = = = — = sinh™ " z.
l1—e= e* —e %  sinhzx

Die Gleichung
tany = sinh ' (4)
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ist eine einfachere Form von (1). Daraus lassen sich weitere Formeln einfach ableiten. Hierfiir

verwendet man die reziproke Formel
coty = sinhx
Aus diesem und 1 + sinh® z = cosh? z folgt:
sin 'y = (1 + cot?y)? = (1 + sinh? z)2 = cosh z.
Daraus erhélt man weiters
1 1

siny = ——— = = cosh 'uz.
sin~"y  coshx

Aus (7) und der Gleichung 1 — (cosh® z)~" = tanh? z folgt dann

M=

cosy = (1 —sin®y)2 = (1 — (cosh® x)_l)% = tanh .
Nimmt man nun das Reziproke von (8), dann erhélt man

= coth z.

—1
cos =
y tanh z

Wenn man nun alles zusammenfasst, dann erhélt man: (vgl. [Voelk1995], S. 102f)

Satz 9.5. Fulls y der Parallelwinkel beziiglich der Lange x ist, dann gilt:

siny =cosh™ z
cosy =tanhx

tany =sinh 'z
sinh 'y =coshz
cos 'y =cothx

coty =sinhx

(vgl. [Voelk1995/, S. 103)

(5)

Diese Formeln dienen auch dem Aufsuchen der ergdnzenden Distanzen. Man kann somit zum

Beispiel zu einer gegebenen Lénge a die erganzende Léange a’ ermitteln, indem man zuerst

den Parallelwinkel a beziiglich a bestimmt und dann den Komplementarwinkel o/ und mit

Hilfe dessen kann man dann @’ bestimmen. (vgl. [Voelk1995], S. 103)

Es sei x eine beliebige Distanz und y der Parallelwinkel beziiglich jener Distanz x. Nach Satz

9.5. gilt

sinh x = cot y.
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Falls 3/ der komplementdre Winkel zu y ist, dann gilt
coty = tany/’. (11)

Sei nun 2’ die Lange beziiglich 3/, dann ist nach Satz 8.5.

tany’ = sinh ' 2. (12)
Durch Kombinieren von (10),(11) und (12) erhélt man

sinhz = sinh ™' 2. (13)
(vgl. [Voelk1995], S. 103f)
Satz 9.6. Wenn x und x’ komplementdre Distanzen sind, dann gilt:

sinhz =sinh™! 2’
cosh z = coth 2’

—1
tanh z = cosh™" 2

(vgl. [Voelk1995], S. 104)

9.3 Trigonometrische Formeln im rechtwinkligen Dreieck

Im Gegensatz zu der euklidischen Geometrie, in der bei der Verwendung von Sinus oder
Kosinus eine der beiden Grofien stets eine Seitenldnge sein muss, konnen in der hyperboli-
schen Geometrie die beiden Gréfien beliebig aus den Bestimmungsstiicken des rechtwinkligen
Dreiecks gewéhlt werden.

Man betrachte ein rechtwinkliges Dreieck AABC'. Die Seiten benennt man mit a, b, ¢ und die
Winkel mit A und p. Die Lénge [ korrespondiert zu A, welcher als Parallelwinkel betrachtet
werden, und kleiner, grofer oder gleich der Lénge ¢ sein kann. (vgl. [Voelk1995], S. 104f)

Abbildung 75: Dreieck AABC mit | > ¢
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Man betrachte den Fall, dass [ > ¢ gilt. Dann kann man auf der Verlangerung der Strecke
AB einen Punkt D so wihlen, dass die Strecke AD = [. Die Normale auf AD ist zu AC in
Richtung von § parallel. E und F' sind die zwei Punkte des Horozykels (D, d), in denen dieser
die Radien Aé, Bé schneidet. Weiters sei G jener Punkt, in dem der Horozykel (B, d) den
Radius Ad schneidet. Die Gerade AD bildet dabei eine Tangente an den Horozykel (D, d),
die diesen im Punkt D berithrt. Man bezeichnet die Lénge des Bogens von B nach G mit

59, und die Linge von E nach F sei s,. Dabei ist die Strecke BF = z. Dann gilt nach Satz

8.12. und Satz 8.13. (vgl. [Voelk1995], S. 105)

Sy = Spe ©

e” = cosh(1 — ¢)

sop = S'sinh a.

Wenn man weiters die Lange des Bogens von D nach F' mit s; bezeichnet, erhéilt man:

s = Stanh(1l — ¢)
$1+ s, = Stanh 1.
Kombiniert man nun (1) bis (5) und beginnt dabei mit (3), so erhélt man:

S1 + Sz S1

sinhazs—g:&i; = e”( 5 S>
= cosh(1 — ¢)(tanh 1 — tanh(1 — ¢))
= tanh 1 cosh(1 — ¢) — sinh(1 — ¢)
sinh 1 cosh(1 — ¢) — cosh 1sinh(1 — ¢)
cosh 1

sinh ¢
cosh 1

Verwendet man nun noch die Formel sinh(z — y) = sinhz coshy — cosh zsinhy und dass

nach Satz 8.5. gilt cosh 1 = sin™! X ist , dann erhélt man:

. sinh ¢
sinha = Y
sin~+ A
. sinh a
oder sin A = —
sinh ¢

(6)

Hier wird die Relation zwischen dem Winkel A, der gegentiberliegenden Seite a und der Hypo-

tenuse ¢ gezeigt. Diese enspricht der analogen Formel der euklidischen Geometrie sin A = 2.

Daher gilt:

Satz 9.7. Der Sinus eines spitzen Winkels in einem rechtwinkligen Dreieck ist

gleich dem hyperbolischen Sinus der gegeniiberliegenden Seite dividiert durch den

hyperbolischen Sinus der Hypotenuse. ([Voelk1995/, S. 106)
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Wenn man den Satz 9.7. auf den spitzen Winkel p und dessen gegentiberliegende Seite

anwendet, dann erhalt man:

(7)

Sowohl die Formel in (6), als auch jene in (7) gibt eine Relation zwischen drei Bestimmungs-
stiicken eines rechtwinkligen Dreiecks AABC an. Neben diesen beiden Formeln gibt es noch
weitere. Hierfiir betrachtet man das Dreieck 2 aus dem Kapitel 9.1.. Dieses hat die Bestim-
mungsstiicke m/; b,1,7v,a’. Die Seiten m' und b liegen dabei v und o' gegentiber und die
Hypotenuse wird durch 1 dargestellt. Man wendet nun Satz 9.7. auf dieses Dreieck an und
erhélt:

) sinh m/'
sinvy =
Y sinh 1
., sinhb
sina’ = — )
sinh 1

Verwendet man hier nun Satz 9.5., dann kénnen die Gleichungen zu Formeln des Dreieckes
AABC reduziert werden.

- cot /'  tanp
cosh™ ¢ = =
cot A\ cot A
oder  Acotu = coshe (8)
Da sin o/ = cos «, erhédlt man weiters
inh b
tanha = S
cot A
tanh a
d tan = . 9
oder an . 9)

Mit der Gleichung (8) ist der Zusammenhang zweier spitzer Winkel und der Hypotenuse des
rechtwinkligen Dreiecks AABC gezeigt. Die Gleichung (9) hingegen zeigt den Zusammen-
hang zwischen zwei Katheten und einem spitzen Winkel. Auf gleiche Art und Weise kann
die Relation zwischen den anderen Seiten und anderen spitzen Winkeln angegeben werden:
(vgl. [Voelk1995], S. 106f)

tan pu = — (10)

Substituiert man nun (9) und (10) in (8), dann erhélt man dadurch weitere Formeln fiir das
Dreieck AABC'. Anschliefend wendet man diese auf die vereinigten Dreiecke an. So erhélt

man vier weitere Formeln fiir das Dreieck AABC. Man fiihrt erneut eine Substitution aus
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und erhalt so:

sinh b sinha
tanh a tanh b
oder  coshacoshb = coshc. (11)

= coshec

Man hat somit eine Relation zwischen den drei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks erhalten.
Somit handelt es sich hierbei um eine Analogie zum Satz des Pythagoras der euklidischen
Geometrie. (vgl. [Voelk1995], S. 107f)

Satz 9.8. Sei AABC' ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse ¢ und den Katheten a
und b, dann gilt:

cosh a cosh b = cosh c.

(vgl. [Voelk1995/, S. 108)

Nach Anwendung dieser auf das vereinigte Dreieck erhélt man die Gleichung:
coshm’ cosh b = cosh 1.

Man verwendet nun Satz 9.5. und erhalt
sin™! 1/ cosh b = sin™'

und somit

cos ! pcoshb = sin ! A

coS
oder coshb = H

(12)

sin A\’

Liegt die Seite statt dem Winkel A dem Winkel p gegeniiber, so ergibt sich:

A
cosha = 27, (13)
sin
Nach Anwendung des Satzes 9.8. auf das vereinigte Dreieck 4, gilt:
tanh b
A= 14
o8 tanh ¢ (14)

Da die Formel (14) den Zusammenhang zwischen A, der angrenzenden Kathete und der
Hypotenuse darstellt, steht diese in Relation mit der euklidischen Formel cos A = % Das

Gleiche gilt fir die folgende Formel:

(15)
(vgl. [Voelk1995], S. 108f)
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Satz 9.9. Sei AABC ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck, mit den Katheten a,b, der Hy-
potenuse ¢ und den spitzen Winkeln A\, . Es gelten folgende Formeln:

Fiir zwei Seiten und einen Winkel gilt:

. sinh a
Sin A = —
sinh ¢
. sinh b
sin p =
H sinh ¢
tanh b
COS \ = an
tanh ¢
tanh a
Cos [ =
" tanh ¢
tar \ tanh a
an \ =
sinh b
; tanh b
an (=
H sinh a
Fiir zwei Winkel und eine Seite gilt:
A
cosha = C?S
sin p
coshb = c?su
sin A\

cosh ¢ = cot Acot
Fiir drei Seiten gilt:

cosh acoshb = cosh ¢

Da die Formeln fir das allgemeine Dreieck bereits zu Beginn des Kapitels gezeigt wurden,

werden nun noch trigonometrische Formeln im Spitzeck betrachtet.

9.4 Trigonometrische Formeln im Spitzeck

Wenn man von einem Punkt P im Inneren des rechten Winkels £.SR(@) die Normale auf die
anderen Schenkel fillt, dann sind diese zu dem jeweils anderen Schenkel iiberparallel. So
erhdlt man ein Viereck mit drei rechten Winkeln. Wie in der Abbildung seien diese Winkel
in den Eckpunkten @), R,S. Da die Winkelsumme bekanntlich kleiner als 360° sein muss,
muss der vierte Winkel ¢ im Punkt P spitz sein. Man nennt dieses Viereck daher Spitzeck.
Die Seiten bezeichnet man mit p, ¢, p’, ¢ und das fiinfte Bestimmungsstiick ist der Winkel ¢.
(vgl. [Voelk1995], S. 112)
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S q R
Abbildung 76: Spitzeck

Es besteht zwischen je drei dieser Groflen eine Relation. Man erhélt zehn Formeln:

sinhp’ = coshpsinhq  bzw.  sinhp = coshp’sinh ¢
cot o = sinhptanhq  bzw.  cot ¢ = sinhp’ tanh ¢
cos ¢ = sinh ¢ sinh ¢’
cos ¢ = tanh p tanh p/
tanh p = tanh ¢’ coshq  bzw.  tanhp’ = tanh g cosh ¢’

coshq = coshpsinp  bzw.  coshq = coshp’sinp

(vgl. [Voelk1995], S. 113)
Die Herleitung dieser Formeln findet man in [Teubner1962|, S. 37-42 bzw. 78-79.
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10 Resumee

Es lasst sich feststellen, dass die Unterschiede der euklidischen und hyperbolischen Geometrie
durch ein Axiom bedingt sind. Da das fiinfte Axiom oder auch Parallelenaxiom in verneinter
Form in der Axiomatik der hyperbolischen Geometrie auftritt, beeinflusst es alle Satze und
Lemmata, die dieses als Grundlage haben. Dadurch werden auch die Figuren verandert und
je nach Modell werde diese anders dargestellt. Somit ist es schwierig eine allgemeine Vorstel-
lung von Figuren, wie Dreiecke oder Vierecke, zu haben.

Es wurden nicht alle moglichen Aspekte betrachtet. Somit ist dies keine vollstdndige Darle-
gung der hyperbolischen Geometrie, sondern es bleiben einige Aspekte, die noch zu bearbei-
ten sind. So beispielsweise die Kurven zweiten Grades.

Ein weiterer Aspekt, der in Zukunft bearbeitet werden konnte, ist ob diese Art der Geome-
trie in der Schule bearbeitet werden soll, da man auch im alltdglichen Leben einige Beispiele
findet, die ein Modell der hyperblischen Geometrie darstellen. Unsere Erde beispielsweise

entspricht dem Kugelmodell.
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