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Abstract

Ziel dieser Arbeit ist, das Zweibilderverfahren und die bedeutenden Eigenschaften fiir die
Rekonstruktion der rdumlichen Geometrie ndher zu erldutern. Dazu ist eine Einfiihrung
in die projektive Geometrie, insbesondere in die Zentralprojektion, notwendig, sodass
ein besseres Verstdndnis des Verfahrens erlangt werden kann. Es wird aufgezeigt, dass
anhand von nur zwei Bildern bereits ausreichend Daten gefunden werden kénnen, um
die rdumlichen Eigenschaften des betrachteten Objekts wiedergeben zu kénnen. Im An-
schluss wird die geometrische Konstruktion sowohl in der Theorie als auch die praktische
Durchfithrung behandelt, um letztendlich die analytische Betrachtung des Zweibilder-
prinzips aufzuzeigen. Zum Schluss erfolgt ein Einblick in die mégliche Einbettung in den
schulischen Unterricht.

The aim of this thesis is to explain the two-view method and its important properties for
the reconstruction of the spatial geometry in more detail. This requires an introduction
to the projective geometry, especially to central projection, so that a better understan-
ding of the process can be obtained. In addition, it is to be shown that sufficient data
can already be found on the basis of only two images in order to be able to reproduce
the spatial properties of the observed object. Subsequently, the geometric construction
is then dealt with both in theory and in implementation, in order to finally deal with the
analytical consideration of the two-image principle. Finally, an insight into a possible
embedding in school lessons is given.
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1 Einleitung

Zu Beginn dieser Arbeit erfolgt ein kurzer Uberblick iiber die Zentralprojektion, um ein
grundlegendes Vorwissen fiir das anschliefend vorgestellte Zweibilderverfahren zu schaf-
fen. Sowohl die Zentralprojektion als auch die bekannten Grund- und Aufrissverfahren
sind Sonderfille des Zweibilderprinzips (siehe Eckhart [1]). Dieses vereinfachte Verfahren
dient als Einstieg in die Thematik dieser Arbeit.

Im Hauptteil wird das Zweibilderprinzip sowohl konstruktiv als auch analytisch betrach-
tet. Fiir den konstruktiven Ansatz werden notwendige Begriffe und Definitionen nach
Miiller [3] aufgezéahlt und anhand von Skizzen visuell veranschaulicht: die Abbildungen
von Punkten, Geraden und Ebenen im Raum nach dem Zweibilderprinzip werden de-
tailliert beschrieben und das sogenannte Koinzidenzgebilde des Zweibilderprinzips niher
erldutert. Schlielich wird das Zweibilderverfahren anhand von mathematischen Berech-
nungen analysiert und die mogliche Einbettung in den schulischen Unterricht aufgezeigt.
In dieser Arbeit werden Bezeichnungen fiir Objekte wie Punkte, Geraden und &hnli-
ches in den vorkommenden Zitaten dem vorhandenen Text angepasst, um eine bessere
Lesbarkeit zu erreichen.

1.1 Zentralprojektion und ihre Eigenschaften

Die Zentralprojektion ist auch unter Zentralperspektive bekannt. Im Folgenden werden
die wichtigsten Eigenschaften der Zentralprojektion besprochen, da diese Art der Projek-
tion fiir das Zweibilderverfahren essentiell ist. Bei der Zentralprojektion wird ein Objekt
im Raum mithilfe von Projektionsstrahlen (auch als Sehstrahlen bekannt) aus einem ein-
zigen Zentrum Z auf eine Bildebene 7 abgebildet. (Beim Zweibilderverfahren im Kapitel
2 werden dann zwei Zentren verwendet.) Die Projektionsstrahlen bilden dabei ausgehend
vom Zentrum einen Raumpunkt x auf einen entsprechenden Bildpunkt

x¢emnm
ab, dazu wird der Schnittpunkt des Projektionsstrahls durch den Punkt im Raum mit
der Bildebene gesucht. Das Bild x€ in der Ebene wird bei einer Zentralprojektion als Zen-
tralriss bezeichnet. Auf diese Weise erhélt man die Bilder fiir gegebene Punkte im Raum.

Legt man durch das Zentrum eine Normale auf die Bildebene, dann erhélt man durch
den Schnittpunkt einen besonderen Punkt namens Hauptpunkt. Die Distanz des Zen-
trums wird durch die Linge des Lots ausgehend von Z auf die Bildebene bestimmt. Die
Menge der Projektionsstrahlen durch Z ist ein Geradenbiindel mit dem Scheitel Z. Solch
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ein Geradenbiindel wird im Allgemeinen durch eine zweiparametrige Schar von Geraden
definiert, die sich in einem gemeinsamen Punkt schneiden. Analog spricht man von ei-
nem Ebenenbiischel, wenn eine Schar von Ebenen eine gemeinsame Gerade besitzt.
Sucht man den Zentralriss einer allgemeinen Geraden q, dann kann dieser durch einen
punktweisen Vorgang konstruiert werden. Schneidet die abzubildende Gerade die Bilde-
bene 7, dann erhélt man den sogenannten Spurpunkt dieser Geraden. Eine Eigenschaft
dieser Spurpunkte ist, dass sie gleichzeitig auch Fizpunkte der Abbildung sind. Das be-
deutet, dass der Punkt sowohl Urbild als auch sein eigenes Bild ist, da er sich bereits auf
der Bildebene befindet. Dann muss nur mehr ein weiterer Punkt auf der Geraden auf
die Bildebene projiziert werden, wodurch sich durch Verbinden der beiden Bildpunkte
die projizierte Gerade q° ergibt. Falls die Gerade die Bildebene nicht schneidet, so be-
kommt man q¢ durch die Projektion von zwei beliebigen Urbildpunkten der Geraden
auf 7. Eine Gerade wird weiters als projizierend bezeichnet, falls die Bilder von allen
Punkten dieser Geraden auf ihren Bildpunkt abgebildet werden (vgl. [4], S. 117). Fiir
jede Gerade, die nicht projizierend ist gilt somit, dass ihr Zentralriss wieder eine Gerade
ergibt. Daher gilt als eine der Eigenschaften fiir die Zentralprojektion die Geradentreue
fiir nicht projizierende Geraden.

Abbildung 1.1: Zentralprojektion mit Z als Zentrum

Weiters existieren bei der Zentralprojektion sogenannte Fluchtpunkte. Die Zentralrisse
von Geraden, die im Raum parallel zueinander sind, schneiden sich auf der Bildebe-
ne in einem Fluchtpunkt. Da es unendlich viele Scharen von parallelen Geraden gibt,
existieren bei der Zentralprojektion auch unendlich viele Fluchtpunkte. Anhand eines
Fluchtpunkts lédsst sich die gegenseitige Lage jener Urbildgeraden bestimmen, dessen
Bilder sich in dem Fluchtpunkt schneiden. So ein Fluchtpunkt wird durch eine Gera-
de konstruiert, die parallel zu der eigentlichen m-schneidenden Gerade q ist und durch
das Zentrum geht. Wagner [4] gibt eine leicht versténdliche konstruktive Beschreibung
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zur Erzeugung eines Fluchtpunkts einer Geraden wieder. Dazu verschiebt er gedanklich
den Punkt Qp in Abbildung 1.1 entlang der Geraden ¢ so weit nach links, dass sich
die Projektionsgerade ZQ; einer Geraden q, durch das Zentrum annéhert, die zur ur-
spriinglichen Geraden q parallel ist. Diese Annidherung kann analog durch Verschiebung
mit jedem anderen Punkt auf q (wie z.B. Qg2) durchgefiihrt werden. Der Schnittpunkt
von g mit der Bildebene ist der Fluchtpunkt der Geraden q. In Abbildung 1.1 ist weiters
der jeweilige Bildpunkt Qf bzw. Q§ der Punkte Qq und Q2 dargestellt. Genau wie die
Projektionsgerade sich der Parallelen q, annédhert, ndhern sich die Bildpunkte Qf und
Q5 dem Fluchtpunkt Qg an, bis sie letztendlich miteinander iibereinstimmen. In diesem
Fall versteht man Q¢, als den Zentralriss des unendlich entfernten Urbildpunkts Q,, wel-
cher auch den Namen Fernpunkt tragt. Wagner [4] betont an dieser Stelle die Zuweisung
genau eines Fernpunkts Q als das zugehorige Urbild fiir den erhaltenen Fluchtpunkt
der Geraden q. Zusammengefasst besitzt jede Gerade, die die Bildebene schneidet, einen
Fluchtpunkt mit einem zugehorigen Fernpunkt als Urbildpunkt.

Abbildung 1.2: Zentralprojektion von Ebenen

Legt man durch das Zentrum Z eine zu 7 parallele Ebene 7, dann schneidet die eben
betrachtete Gerade q die Ebene 7ry, im Schnittpunkt Q.. Die Ebene 7y, wird in der Zen-
tralprojektion auch die Verschwindungsebene genannt, der Schnittpunkt Q, ist der so-
genannte Verschwindungspunkt. Das Bild des Verschwindungspunkts ist dabei der Fern-
punkt der projizierten Gerade q.. Fiir die Elemente in der Verschwindungsebene gilt,
dass sie uneigentliche Bilder besitzen. Das bedeutet, dass die Elemente in der Verschwin-
dungsebene nicht abbildbar sind, weil die zugehorigen Projektionsstrahlen die Bildebene
nicht treffen.



1 Einleitung

Abbildung 1.3: Zentralprojektion von parallelen Geraden (in Anlehnung an [4])

Nachdem die Zentralprojektion von Punkten und Geraden erklart wurde, werden nun die
Abbildungen von Ebenen bzw. auch ebenen Objekten ndher untersucht. Schneidet eine
Ebene ¢ die Bildebene 7r, dann ist das Bild f, der Ebene a die Schnittgerade der beiden
Ebenen. In der projektiven Geometrie besitzt eine Ebene eine sogenannte Ferngerade im
Unendlichen. Diese Ferngerade wird durch die Fernpunkte aller Geraden gebildet, die in
der Ebene liegen. Parallele Ebenen besitzen dabei dieselbe Ferngerade im Unendlichen,
da parallele Geraden einen gemeinsamen Schnittpunkt im Unendlichen haben, ndmlich
den Fernpunkt. Somit existiert bei der Zentralprojektion fiir jede Schar von parallelen
Ebenen eine gemeinsame Ferngerade (vgl. [4], S. 118 f.). Wie auch bei den Fernpunkten
existiert fiir die Ferngerade fa. eine sogenannte Fluchtgerade fS,. In der Abbildung
1.2 ist die Fluchtgerade ff, der Ebenen a und « ersichtlich. Die Fluchtgerade

f;u:azﬂﬂ,

ist dhnlich zum zuvor gewonnenen Fluchtpunkt anhand einer parallelen Ebene durch das
Zentrum Z bestimmt worden. Sie enthélt alle Fluchtpunkte der parallelen Geradenscha-
ren in den erwihnten Parallelebenen. Auflerdem erwidhnt der Autor drei unterschiedliche
Auffassungen von der Fluchtgerade:

e Das Bild der Ferngeraden einer Schar von parallelen Ebenen,
e die Spur der parallelen Ebene «, oder

e das Bild der parallelen Ebene a, (vgl. [4], S. 119).
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Der letzte Punkt ergibt sich, da diese Ebene, wie in Abbildung 1.2 erkennbar, eine
projizierende Ebene ist. Weiters sind in der Abbildung zwei verschiedene Scharen von
parallelen Geraden q; und r; (mit ¢ = 1,2) in a dargestellt. Die Punkte Qg sowie R sind
in der Abbildung die Fluchtpunkte dieser Geradenscharen und wurden nach dem zuvor
dargelegten Verfahren fiir die Bestimmung der Fluchtpunkte von Geraden bestimmt. Die
Ebene o schneidet die Verschwindungsebene 7y, in der Verschwindungsgeraden fq- .
Anzumerken ist, dass die Zentralprojektion nicht parallelentreu ist (vgl. [4], S. 123).
Wendet man wie in Abbildung 1.3 eine Zentralprojektion auf zwei parallele Geraden r
und q im Raum an, dann schneiden sich die Bilder dieser Geraden in der Bildebene 7.
Dieses Resultat erhélt man konstruktiv, indem man eine Parallele dieser Geraden durch
das Zentrum legt und den Schnittpunkt

Ry =Qq

mit der Bildebene 7 sucht. Dieser Schnittpunkt ist dann auch der Schnittpunkt von den
beiden Bildern der parallelen Geraden r und q. Erzeugt man nun die Bilder r€, q° der
Geraden nach dem selben Verfahren wie zuvor, dann erkennt man sofort, dass sie nicht
wie die Urbilder parallel zueinander sind. Der Fluchtpunkt RS = Qg ist das Bild des
Fernpunkts beider Geraden r und q.

Abbildung 1.4: Projektion von zwei sich schneidenden Geraden (in Anlehnung an [4])

Obwohl die Zentralprojektion nicht parallelentreu ist, existieren bestimmte Ausnah-
mefille, bei dem die Bilder von parallelen Geraden auf der Bildebene ebenfalls parallel
sind. Einer dieser Fille ist, dass die Geraden im Raum parallel zu 7 verlaufen, wodurch
deren Projektionen genauso parallel zu einander sind. Wie auch alle anderen Bildgeraden
besitzen diese parallelen Bildgeraden einen Schnittpunkt, jedoch in ihrem gemeinsamen
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Fernpunkt. Bei einem anderen Ausnahmefall ergeben die Abbildungen von sich spezi-
ell schneidenden Raumgeraden parallele Bildgeraden auf der Bildebene. Die Zentralrisse
von zwei schneidenden Geraden sind genau dann parallel, wenn ihr Schnittpunkt auf
der Verschwindungsebene 7y, liegt. In der Abbildung 1.4 werden die sich im Verschwin-
dungspunkt

Rv:Qv

schneidenden Geraden r und q auf die Bildebene 7 projiziert. Wendet man die bekannten
Konstruktionsschritte fiir die Bilder dieser Geraden an, dann ergeben sich zwei Geraden
r¢, q¢ in 7, die parallel zueinander sind.

Zusammenfassend kénnen an dieser Stelle die wichtigsten Eigenschaften einer Zentral-
projektion aufgezéhlt werden:

e Punkttreu: Alle Raumpunkte, die nicht auf der Verschwindungsebene r, liegen
und von Z verschieden sind, werden auf Bildpunkten abgebildet. Raumpunkte, die
sich bereits auf der Bildebene 7 befinden sind Fixpunkte der Zentralprojektion.

e Inzidenzerhaltend: Punkte eines geometrischen Objekts sind im Zentralriss eben-
falls Elemente des abgebildeten Objekts.

e Abbildung des Zentrums: Das Zentrum selbst hat kein eigenes Bild, da die
zugehorige Projektionsgerade nicht existiert.

e Abbildung von Geraden: Geraden, die nicht projizierend sind, werden bijektiv
auf Bildgeraden abgebildet.

e Abbildung von Ebenen: Raumebenen, die nicht projizierend sind, werden bi-
jektiv auf die Bildebene 7 abgebildet.

e Abbildung von zu 7w parallelen Figuren: Jene Geraden im Raum, die parallel
zur Bildebene 7 liegen, besitzen als Ausnahmefall auch parallele Zentralrisse. Das
Urbild und das Bild von Ebenen, die parallel zu 7r liegen, sind dhnlich zu einander.

e Nicht parallelentreu: Im Allgemeinen sind die Bilder von parallelen Geraden
nicht parallel, sondern schneiden sich in der Bildebene 7.

e Doppelverhiltnistreu: Das Doppelverhéltnis, welches das Verhéltnis zweier Teil-
verhéltnisse von vier verschiedenen Punkten von nicht projizierenden Geraden ist,
bleibt bei einer Zentralprojektion erhalten.

e Nicht teilverhiltnistreu: Im Allgemeinen bleibt das Teilverhéltnis von drei
Punkten einer nicht projizierenden Geraden nicht erhalten.

e Nicht eindeutig umkehrbar: Da Punkte einer projizierenden Geraden auf einen
gemeinsamen Bildpunkt bzw. Punkte einer projizierenden Ebene auf eine Bildge-
rade abgebildet werden, ist die Zentralprojektion nicht eindeutig umkehrbar (vgl.
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[4], S. 124 f.). Das bedeutet, dass man ausgehend von einer Bildgeraden bzw. einem
Bildpunkt nicht eindeutig das Urbild bestimmen kann.

Legt man nun bei einer Zentralprojektion beispielsweise eine Gerade durch zwei beliebige
Bildpunkte in der Bildebene 7 und eine weitere Gerade durch ihre zugehorigen Urbil-
der, dann schneiden sich diese zwei Geraden in einem Punkt (in 7). Wiederholt man
dies fiir weitere beliebige Bildpunkte in 7 und deren Urbilder, dann erhilt man mehrere
Schnittpunkte, die in 7 liegen und kollinear sind. Sie liegen daher auf einer gemeinsa-
men Gerade a, die auch den Namen Achse trigt. Diese besondere Relation ist typisch fiir
eine sogenannte Perspektivitit und beruht auf dem Satz von Desargues. Bei einer Per-
spektivitit existiert ein Zentrum Z mit der Eigenschaft, dass Punkte auf einer Geraden
durch Z eine auf Punkte abgebildet werden, die wiederum auf der selben Geraden liegen.

Der Satz von Desargues besagt folgendes: Seien
A, B,C und A’ B, C
zwei Dreiecke und Z ein Punkt mit der Eigenschaft, dass
A A''Z sowie B,B',Z und C,C,Z
kollinear liegen. Weiters sollen keine drei Punkte von
Z,A'B',C'" und Z,A,B,C

kollinear sein. Verbindet man je zwei Punkte von A, B, C durch Geraden, genauso
wie ihre zwei entsprechenden Punkte von A’, B/, C’, dann schneiden sich jeweils zwei
Verbindungsgeraden, wie in Abbildung 1.5 in den Punkten

Sl, Sz und Sg.

Diese Schnittpunkte liegen dann auf einer gemeinsamen Gerade a.

Das Dreieck A, B, C ist demnach sowohl vom Zentrum Z als auch von der Achse a zum
Dreieck A’, B’, C' perspektiv.



1 Einleitung

Abbildung 1.5: Satz von Desargues



2 Rekonstruktionsverfahren anhand von
Bildern eines Objekts

2.1 Zweibilderverfahren

Das Zweibilderverfahren ist ein wichtiges Grundverfahren fiir die heutige moderne 3D-
Rekonstruktion von Objekten und Szenen durch die Vorgabe von mindestens zwei Bil-
dern. Durch die fortschrittliche Technik ist es anhand von verschiedenen Bildern eines
Objekts bzw. einer Szene moglich, ausreichend Informationen fiir eine digitale Rekon-
struktion zu erhalten. So kénnen vor allem Gegensténde und Gebéude, von denen nur
mehr Fotografien iibriggeblieben sind, nachgebildet werden. Beim Zweibilderverfahren
werden genau genommen nur zwei Bilder verwendet, welche aus zwei verschiedenen Zen-
tren bzw. Positionen aufgenommen wurden.

2.1.1 Konstruktive Darstellung

Dieser Abschnitt befasst sich mit dem konstruktiven Ansatz des allgemeinen Zweibilder-
prinzips sowie dem Koinzidenzgebilde des Zweibilderprinzips (siehe Miiller [3]).

Um das Zweibilderprinzip erkldren und beschreiben zu kénnen, wird der Raum als ein
Punktraum betrachtet. Beim Zweibilderprinzip handelt es sich, vereinfacht gesagt, um
eine Verkettung von mehreren Zentralprojektionen. Wie in der Einleitung bereits genau-
er erklart, wird bei der herkémmlichen Zentralprojektion ein beliebiges Objekt im Raum
durch ein einziges Projektionszentrum 7 auf eine Bildebene projiziert. Beim Zweibilder-
prinzip werden allerdings zwei verschiedene Abbildungen durch zwei unterschiedliche
Zentren O7 und Os desselben Objekts erzeugt. Anschliefend bildet man die beiden
erhaltenen Abbildung in den entsprechenden Bildebenen 7r; und 7o durch ein drittes
Projektionszentrum O auf eine neue gemeinsame Bildebene 7 ab (siche Abbildung 2.1).

Erklirung des allgemeinen Zweibilderprinzips ([3], S. 125). Das als Punktmannig-
faltigkeit aufgefasste Objekt wird dadurch abgebildet, dass man seine Punkte aus einem
Auge O1 auf eine Bildebene w1 und aus einem Auge Qo auf eine Bildebene mo proji-
ziert, hierauf die beiden in w1 und wo erhaltenen Bildfelder aus einem Auge O auf die
Zeichenebene m projiziert.

Der Riss eines Objekts in einer Bildebene 71 bzw. g wird auch Bildfeld genannt und
im folgenden Text mit IT; bzw. Ily bezeichnet. Anhand der gegenseitigen Lage der
Bildfelder wird zwischen verschiedenen Typen des Zweibilderprinzips unterschieden.
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(0]

Abbildung 2.1: Zweibilderprinzip - allgemeine Lage

Allgemeines Zweibilderprinzip

Die Bildfelder kénnen eine orientierte, eine allgemeine und eine allgemeinste Lage zuein-
ander haben. Wendet man beliebige Bewegungen auf die einzelnen Bildfelder IT; und Ils
an, dann handelt es sich um eine allgemeine Lage der Bildfelder und man spricht vom
allgemeinen Zweibilderprinzip. Einzelne korrespondierende Punkte in II; und Ils haben
nach der Abbildung durch das gemeinsame Zentrum keine besondere Orientierung.

Allgemeinstes Zweibilderprinzip

Wendet man auf die Bildfelder statt beliebiger Bewegungen beliebige projektive Trans-
formationen an, dann erlangt man dadurch eine projektive Allgemeinheit des Zweibil-
derprinzips. Zuerst werden die Punkte eines Objekts im Raum jeweils durch die Zentren
O; und O2 auf die zugeordneten Bildebenen 7r; und mg projiziert und anschliefend
eine projektive Transformation auf jedes der erhaltenen Abbildungen angewendet. Man
spricht dann auch von dem allgemeinsten Zweibilderprinzip.

Werden die Zentren O; und O2 so gewihlt, dass sie im Raum die Fernpunkte der
festgelegten z- und z-Achse sind und die zugehorigen Bildebenen die zy- und yz-Koor-
dinatenebenen, dann handelt es sich um einen Sonderfall des Zweibilderprinzips. Dieser
Sonderfall ist das bekannte Grund- und Aufrissverfahren, bei dem eine Bildebene um

10



2.1 Zweibilderverfahren

die Schnittgerade S;2 der beiden Bildebenen 71 und 79 in die andere Bildebene gedreht
wird. Die Abbildung der einzelnen Bildfelder in eine gemeinsame Zeichenebene wird hier
durch eine Drehung einer Bildebene in die andere ausgefiihrt. Die Bildfelder IT; und ITs
haben in diesem Fall eine orientierte Lage zueinander, bei dem die Verbindungsgerade
zweier korrespondierenden Bildpunkte x’ und x” (auch als Ordner bekannt) senkrecht
auf die Schnittgerade Sy steht. Somit ist das Grund- und Aufrissverfahren lediglich
ein bekannter Spezialfall des Zweibilderprinzips, welcher in dieser Arbeit nicht genauer
untersucht wird.

Erklirung des allgemeinsten Zweibilderprinzips ([3], S. 126). Das als Punktman-
nigfaltigkeit aufgefasste Objekt wird dadurch abgebildet, dass man seine Punkte aus einem
Auge O1 auf eine Bildebene 1 und aus einem Auge Oo auf eine Bildebene 1o projiziert
und hierauf jedes der beiden erhaltenen Bildfelder einer [projektiven Transformation]
unterwirft.

An dieser Stelle kann zusammengefasst werden, dass es zwei Arten des Zweibilderprinzips
gibt. Der Unterschied des allgemeinen und des allgemeinsten Zweibilderprinzips hiangt
von der Art der angewandten Transformationen auf die Bildfelder IT; und I3 ab. Die
Vorgehensweise beim Zweibilderprinzip bleibt allerdings dieselbe. Fiir die Bildebenen 71
und 79 muss gelten, dass sie eigentliche Ebenen sind, die nicht zusammenfallen . Ebenso
wird vorausgesetzt, dass die beiden Zentren Oy und Os2 nicht identisch sind und nicht
in ihren zugeordneten Bildebenen 7r; und 7o liegen. Die Zentren kénnen jedoch sowohl
eigentliche als auch uneigentliche Punkte (d.h. Fernpunkte) sein.

Im Folgenden werden das allgemeine und allgemeinste Zweibilderprinzip genauer be-
trachtet. Dazu werden noch einige relevante Begriffe und Definitionen benétigt. Es wurde
bereits im Text eine Schnittgerade S;2 erwihnt, die die Bildebenen 71 und 7o gemein-
sam haben.

Grundschnitt. Die Schnittgerade S12 der Bildebenen w1 und 7o bezeichnet man als
den Grundschnitt.

Thre Existenz lédsst sich durch die Voraussetzung, dass die beiden Bildebenen nicht zu-
sammenfallende Ebenen sind, folgern. Alle Strahlen und Ebenen, die durch ein Projekti-
onszentrum verlaufen, nennt man auch Sehstrahlen bzw. Sehebenen. Diese Sehstrahlen
und Sehebenen besitzen die Eigenschaft, dass sie in der zugehorigen Bildebene projizie-
rend sind. Falls solch ein Sehstrahl oder eine Sehebene in der Bildebene 71 projizierend
ist, dann bezeichnet man diese als erstprojizierend. Sind sie in der Bildebene 7 proji-
zierend, so nennt man diese zweitprojizierend.

Es existieren auch sogenannte doppelprojizierende Ebenen, die sowohl in der Bildebene
71 als auch in 7r9 projizierend sind und somit beide Zentren O1 und Oz enthalten. Die
Verbindungsgerade

O12 = 0,0

11



2 Rekonstruktionsverfahren anhand von Bildern eines Objekts

der beiden Zentren trigt auch den Namen Doppelsehstrahl, da der Sehstrahl durch O4
und Og verlduft. Die doppelprojizierenden Ebenen enthalten, aufgrund der in den Ebe-
nen liegenden Zentren, auch den Doppelsehstrahl. In den meisten Féllen des Zweibil-
derprinzips schneidet der Doppelsehstrahl den Grundschnitt nicht. Es gibt jedoch auch
die seltene Ausnahme, bei dem der Doppelsehstrahl den Grundschnitt schneidet, auf die
spater noch eingegangen wird.

Die Projektion

X,201Xﬂﬂ'1

eines Punktes X auf die Bildebene 71 wird als sein erster Riss bzw. erstes Bild bezeichnet.
Der zweite Riss oder das zweite Bild

x" = 02X N7re

ist die Projektion von X auf 7r. Somit besitzt jeder Punkt X (von Op und Oz verschie-
den) im Raum ein entsprechendes Bildpaar

(x' x").

Die Punkte X, x’ und x” liegen stets in einer doppelprojizierenden Ebene, weil eine
doppelprojizierende Ebene beide Bildebenen schneidet und den Doppelsehstrahl sowie
beide Zentren enthélt. Bei den Zentren gibt es gewisse Besonderheiten zu beachten. Das
Zentrum Oq besitzt kein erstes Bild, dafiir aber ein bestimmtes zweites Bild

0,1/ =012 Ns.
Das zweite Zentrum O9 wiederum besitzt nur ein bestimmtes erstes Bild
0,2 =012 N,

dafiir kein zweites Bild. Fasst man alle doppelprojizierenden Ebenen zusammen, so erhélt
man ein Biischel von Ebenen, die jeweils die Bildebenen schneiden. Das Biischel dieser
Ebenen schneidet die Bildebenen in perspektiven Strahlbiischeln, welche den Grund-
schnitt Sq2 als sogenannte Perspektivititsachse und die Bildpunkte o} und o, als Schei-
tel besitzen. Weil ein beliebiger Punkt X und seine Bildpunkte x’ und x” in einer
doppelprojizierenden Ebene liegen, befinden sich die Bildpunkte auf einem Paar von
zugehorigen Strahlen der Biischel

(01) A ().

Man bezeichnet diese Strahlbiischel auch als Ordnungsbiischel. Die Strahlen heiflien Ord-
nungsstrahlen und ihre Scheitel o} und o, nennt man Ordnungspunkte.

12



2.1 Zweibilderverfahren

Es wurde zuvor der Ausnahmefall erwahnt, bei dem sich der Grundschnitt und der
Doppelsehstrahl schneiden. Tritt dieser Fall ein, dann fallen die Ordnungspunkte o} und
05 in den Schnittpunkt

S12MN 012

zusammen. Dadurch sind die Ordnungsbiischel konzentrisch und haben den Grundschnitt
S12 gemeinsam. Auflerdem liegen die konzentrischen Ordnungsbiischel perspektiv zum
Biischel der doppelprojizierenden Ebenen. Der Grundschnitt ist bei dieser Perspektivitét
der Ordnungsbiischel ein sich selbst entsprechender Strahl, daher ist S12 eine Fixgerade
(vgl.[3], S. 127 f.). Da beim Zweibilderprinzip die Bildpunkte eines Punktes X auf ent-
sprechenden Strahlen der Ordnungsbiischel (05), (07) liegen, gilt in diesem Sonderfall
folgender Satz fiir die Abbildung eines Punktes:

Satz 1 ([3], S. 128). Zwei Punkte x' in w1 und X" in 72 konnen dann und nur dann als
Bildpaar eines Raumpunktes X aufgefasst werden, wenn sie auf entsprechenden Strah-
len der perspektiven, im besonderen zugleich konzentrischen Ordnungsbiischel (05), (o)
lvegen.

Im Folgenden werden die Abbildungen von zwei Punktmengen betrachtet: Geraden und
Ebenen.

Abbildungen von Geraden

Die Abbildung von einer Geraden G héngt von der urspriinglichen Lage zu den Zen-
tren O1, O2 bzw. dem Doppelstrahl O72 ab. In der Abbildung 2.2 ist eine Projektion
einer Geraden G im Raum nach dem Zweibilderprinzip auf die Zeichenebene m darge-
stellt, wobei G in der Abbildung den Doppelstrahl nicht schneidet. Eine Gerade kann im
Allgemeinen vier unterschiedliche Lagen beziiglich der Zentren und dem Doppelstrahl
haben:

i) G schneidet O12 nicht:

Bildet man Punkte der Geraden G beim Zweibilderprinzip ab, so erhélt man ihre
Bildpaare (x} x7). Diese Bildpaare definieren die Bildgeraden g’ bzw. g” in den
entsprechenden Bildebenen 71 bzw. x” in 7o (siehe Abbildung 2.2). Die Bildgera-
den verlaufen aulerdem nicht durch die Ordnungspunkte.

Umgekehrt: Anhand von gegebenen Bildgeraden g’ bzw. g” in den zugehorigen
Bildebenen kann ihre zugehorige Gerade G bestimmt werden. Dazu schneidet man
die beiden Sehebenen, die das Zentrum O und die Gerade g’ bzw. das Zentrum
O3 und die Gerade g” enthalten. Solange die Ordnungspunkte nicht auf g’ und g”
liegen, definieren zwei Bildgeraden eine Gerade im Raum.
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2 Rekonstruktionsverfahren anhand von Bildern eines Objekts

ii)

iii)

iv)

G schneidet O;2, wobei O; und O3 nicht auf G liegen:

Die Gerade G verlduft durch keine der beiden Zentren, daher liegt sie in einer
doppelprojizierenden Ebene. Daraus folgt, dass ihre Bildgeraden g’ und g” zusam-
mengehorige Ordnungslinien sind. Durch die Bildpaare (x/ x7) von Punkten X; der
Geraden G werden Projektivititen zwischen Punktreihen auf g’ und g” gebildet,
wobei (05 oY) das Bildpaar vom Punkt

0:12NG
ist (siehe Abbildung 2.2).

Umgekehrt: Anhand der perspektiven Sehstrahlbiischel kann zu gegebenen Bild-
geraden g’, g” die Gerade G rekonstruiert werden, welche den Doppelstrahl Oq2
schneidet.

G enthilt entweder O oder Os:

Verlduft die Gerade G nur durch das Zentrum O; durch, dann fallen die ersten
Bilder x” aller Punkte der Geraden (von Oy verschieden) auf den Punkt

G =GnNnm

in m1. Die entsprechenden zweiten Bilder x” befinden sich demzufolge auf dem
Strahl g” des Ordnungsbiischel (of). Bei dieser Zuordnung der Bildpunkte x’, x”
auf g’ und g” handelt es sich um eine sogenannte singuldre Projektivitit, wobei
G1 und of singulidre Punkte sind. Analoges gilt fiir den Fall, dass die Gerade nur
durch das Zentrum Os verlduft.

G ist der Doppelstrahl Oq5:

Alle Punkte von G bzw. Oi2, die von den Zentren Oy, O2 verschieden sind,
besitzen das gleiche Bildpaar (o} of).

Abbildungen von Ebenen

Eine Ebene € kann drei Lagen gegen die beiden Zentren O7, O2 haben, die wie folgt zu
unterscheiden sind:

i)

14

O; und Ogs liegen nicht in e:

Anhand des Punktfelds e(X) werden die Sehstrahlbiindel (O1), (O1) aufeinan-
der perspektiv bezogen. Die Ebenen 7; und ms werden durch diese Biindel in
bestimmten kollinearen Punktfeldern

w1 (x') A e (x)



2.1 Zweibilderverfahren

™1

ii)

Abbildung 2.2: Zweibilderprinzip - Abbildung einer Geraden G

geschnitten, in welchen die Ordnungsbiischel (0}), (oY) beziiglich der perspektiven
Zuordnung auch einander entsprechen.

Die Umkehrung der Abbildung gilt in diesem Fall ebenso: Durch die Projektion der
beiden Ordnungsbiischel aus den Zentren Q1 und O2 erhélt man zwei kollineare
Strahlbiindel. Diese Strahlbiindel haben jede Ebene durch den Doppelstrahl Oq2
gemeinsam. Die Schnittpunkte von entsprechenden Strahlen liegen in einer Ebene
E.

e enthilt entweder O; oder O3, ¢ ist einfach projizierend:

Im Fall, dass nur das Zentrum O7 in der Ebene liegt, ist das erste Bild von O1 € &
unbestimmt. Die ersten Bilder x’ aller anderen Punkten von € liegen dagegen auf
einer Geraden

Fi1=enm.

Sie besitzen ein eindeutig bestimmtes zweites Bild x”. Die Bildpaare (x" x”) sind
so kollinear zugeordnet, dass jedem Punkt x’ der Geraden Fp alle Punkte x” des
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2 Rekonstruktionsverfahren anhand von Bildern eines Objekts

iii)

entsprechenden Ordnungsstrahls des Ordnungsbiischel (of) entsprechen. Fiir den

Fall, dass nur das Zentrum Oz in der Ebene liegt, gilt Analoges.

€ enthilt O; und Os, ¢ ist doppelprojizierend:

Untersucht werden die Bildpaare aller Punkte von €, die sich von O3 und Og unter-
scheiden. Diese Bildpaare liegen auf einem gemeinsamen Paar von entsprechenden
Ordnungslinien (F; F2), wobei

Fi=enNm und Fy=eNmy

ist. Jene Punktepaare, die von (04 0f) verschieden sind, beschreiben je einen Punkt
von e. Fiir das Zentrum O1 stellt of das zweite Bild dar, wihrend das erste Bild
unbestimmt bleibt. Fiir Og ist das zweite Bild unbestimmt wohingegen das erste
Bild o} ist (vgl. [3], S. 129).

2O

™2

(—)l/

Abbildung 2.3: Zweibilderprinzip - Abbildung einer Ebene €

Um letztendlich die Bildfelder ITyq, IIs eines Objekts im Raum auch gemifl des Zweibil-
derprinzips auf der Zeichenebene 7 zu erhalten, werden die einzelnen Bildfelder in 7
und 7o durch die Zentralprojektion ausgehend von dem Zentrum O auf die Zeichenebene
projiziert (siehe Abbildung 2.3). Der Grundschnitt S12 geht dabei in eine Gerade sz
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2.1 Zweibilderverfahren

iiber, die auch als Rissachse bezeichnet wird. Die Ordnungspunkte o5 und of gehen in
die Ordnungspunkte 65 und 6} iiber.

Im Folgenden bezeichnen wir die Ordnungsbiischeln mit (65) und (87). Fiir eine einfache
Unterscheidung zwischen Bildpunkten und Bildgeraden in den Bildebenen 71, o sowie
jenen in der Zeichenebene 7 werden im Weiteren die Bilder der Raumobjekte X, G, ...
in der Zeichenebene w mit X', G/, ... bzw. X", G”, ... bezeichnet.

Der Doppelsehstrahl O12 kann den Grundschnitt S;1s entweder schneiden oder nicht
schneiden. Tritt der erste Fall ein, dann schneiden sich zusammengehérige Ordnungsli-
nien in der Zeichenebene 7 auf der Rissachse sq2. Falls zuséitzlich O auf O12 liegt, dann
haben die Ordnungsbiischel (65) und (8Y) die Identitit als perspektive Beziehung. Die
Rissachse enthélt nicht die Ordnungspunkte

0, = 0.

Schneidet der Doppelsehstrahl den Grundschnitt, dann fallen die Ordnungspunkte 65
und 0} in einem einzigen Punkt auf der Rissachse zusammen. Dies geschieht sowohl
im Fall, dass O auf Oq2 liegt, als auch bei einer allgemeinen Lage des Zentrums O.
AuBlerdem werden die Ordnungslinien in der Zeichenebene 7 durch eine Projektivitét,
die die Rissachse s12 als Doppelstrahl besitzt, zugeordnet. Als zweiten Doppelstrahl
OF€ besitzt diese Zuordnung die Schnittgerade der Ebene, die das Zentrum O und den
Doppelsehstrahl Oq2 enthélt, mit der Zeichenebene, also

it
Falls O auf O12 liegt, wird diese Projektivitit wieder zur Identitit. Abgesehen von

Sonderfillen gilt fiir die Abbildung von Punkten, Geraden und Ebenen zusammengefasst
folgender Satz:

Satz 2 ([3], S. 130). Jeder Raumpunkt X wird in der Zeichenebene m i.A. durch ein
orientiertes Punktepaar (X' X") abgebildet, das auf einem Paar (P1 Pa) zusammen-
gehériger Ordnungslinien liegt (d.h. X' auf Py und X" auf P3); jede Gerade durch zwei
projektive Punktreihen, die zu den Ordnungsbiischeln perspektiv liegen; jede Ebene durch
eine Kollineation, in der zusammengehorige Ordnungslinien einander entsprechen.

Somit sind jegliche Abbildungen fiir das Zweibilderprinzip wohl definiert und durchfiihr-
bar. Der Satz 2 ist nicht nur fiir allgemeine sondern auch fiir allgemeinste Zweibilder-
systeme giiltig, denn nach dem Satz 1 ist nur die Zuordnung der Ordnungsbiischel (85),
(6]) von Bedeutung, wihrend die Rissachse keine Rolle spielt. Daraus folgt, dass der
obige Satz auch auf allgemeinste Zweibildersysteme anwendbar ist (vgl. [3], S. 130).

Uneigentliche Raum- und Bildelemente beim Zweibilderverfahren

Wie bereits von der Zentralprojektion bekannt, spielen uneigentliche Raum- und Bild-
elemente (wie Ferngeraden, Fernpunkte, etc.) eine wichtige Rolle, auch beim Zweibilder-
prinzip. Betrachtet man beim Zweibilderprinzip eine uneigentliche Gerade E, von einer
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Ebene € im Raum, dann besitzt diese zwei Bilder E/, und E,. Diese Bilder sind Geraden
und werden auch als erste bzw. zweite Fluchtlinie von € bezeichnet. Eine beliebige Ge-
rade G besitzt die beiden Fluchtpunkte g), und gi. In der ersten Verschwindungsebene
7y, die parallel zur Bildebene 7 ist und das Zentrum O; enthilt, sind alle Punkte
enthalten, welche uneigentliche erste Bilder besitzen. Dagegen liegen alle Punkte mit
uneigentlichen zweiten Bildern auf der zweiten Verschwindungsebene my, die parallel
zur Bildebene 7o ist und das Zentrum Oo enthélt. Schneidet man die Ebene 7 mit den
beiden Verschwindungsebenen, so erhélt man die Verschwindungslinien EY und E3. Un-
eigentliche Geraden der Zeichenebene 7 sowie der beiden Verschwindungsebenen werden
im Folgenden mit U bzw. U; und Ug bezeichnet. Diese uneigentlichen Geraden besitzen
die Relation

U=U,=Uj.

Uneigentliche Punkte der zu 7] parallelen Ebenen haben folglich uneigentliche erste
Bilder, dessen erstes Bildfeld wiederum mit dem entsprechenden Punkt- bzw. Strahlfeld
affin ist. Dementsprechend sind Ebenen mit dieser Eigenschaft parallel zur ersten Ver-
schwindungsebene. Analog ist jede Ebene zu 7} parallel, wenn das dazugehorige zweite
Bildfeld mit dem Punkt- oder Strahlfeld der Ebene affin ist. Weiters gibt es sogenannte
erste Hauptlinien, die durch den Schnitt einer beliebigen Ebene mit den zu 7} parallelen
Ebenen definiert sind, wobei diese Hauptlinien parallel zu den Verschwindungslinien EY
sind. Sie enthalten ndmlich alle den uneigentlichen Punkt

enUq,

welcher wie bereits angefiihrt ein uneigentliches erstes Bild besitzt. Folglich sind die ers-
ten Bilder der ersten Hauptlinien parallel zur ersten Fluchtlinie E/,. Die zweiten Haupt-
linien einer Ebene sind entsprechend parallel zur Verschwindungslinie E3 und dessen
zweite Bilder parallel zur zweiten Fluchtlinie E!/. Jene Geraden, welche jeweils normal
auf die Hauptlinien stehen, bezeichnet man auch als erste bzw. zweite Falllinien.

2.1.2 Das Koinzidenzgebilde
Um das Koinzidenzgebilde genauer erkliaren zu kénnen, muss davor der Begriff Koinzi-

denzpunkt definiert werden.

Koinzidenzpunkte. Bei den sogenannten Koinzidenzpunkten d; handelt es sich um
jene Punkte im Raum, dessen Bildpunkte zusammenfallen.

Fiir solch einen Koinzidenzpunkt gilt
dl — d//

wobei d’, d” seine Bilder in der Zeichenebene 7 sind und als Deckbilder bezeichnet
werden. Die Menge aller Koinzidenzpunkte im Raum bildet das Koinzidenzgebilde des
Zweibilderprinzips.
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Koinzidenzgebilde bei allgemeinsten Zweibildersystemen

Im Folgenden werden die Koinzidenzgebilde fiir die Bildfelder IT’, IT” in der Zeichene-
bene 7, die nach dem allgemeinsten Zweibilderprinzip gebildet wurden, analysiert.

Die Bildfelder in 7 sind kollineare Transformationen jener Zentralbilder, die aus den
beiden Zentren auf die zugehorigen Bildebenen erzeugt wurden. Deswegen sind einzelne
Punkte in der Zeichenebene 7 sowohl die ersten Bilder S/ des Sehstrahls S; (ausgehend
vom Zentrum O7) als auch die zweiten Bilder S des Sehstrahls Sg aus Oz. Ordnet man
derart die Sehstrahlen aus O7 den Sehstrahlen aus Q4 zu, dann sind die Sehstrahlbiindel
01(S1) und O2(S2) zueinander kollinear. Die Deckbilder d’ = d” von Koinzidenzpunk-
ten werden durch die Schnittpunkte zugehoriger Ordnungslinien in 7 bestimmt und ha-
ben auerdem eine auffallende Lage in der Ebene. Aufgrund der projektiven Zuordnung
der Ordnungsbiischel (65), (67) entspricht die Menge der Schnittpunkte von zugehori-
gen Ordnungslinien dieser Biischel einem Kegelschnitt. Auf diesem Kegelschnitt befinden
sich alle Deckbilder d’ = d” der Koinzidenzpunkte (vgl. [3], S. 136).

Solch ein Bildpunkt
d=d" in =«

ist genau dann das Deckbild eines Koinzidenzpunktes, wenn sich seine zugehorigen Seh-
strahlen tatséchlich schneiden. Da die Sehstrahlbiindel O1(S;1) und O2(S2) kollinear
sind, haben die Sehstrahlbiindel den Doppelsehstrahl gemein. Der Kegelschnitt, auf dem
die Deckbilder d’ = d” der Koinzidenzpunkte liegen, ist sowohl das erste als auch das
zweite Bild jener Raumkurve, auf denen die Schnittpunkte der Sehstrahlen und somit
die zugehorigen Koinzidenzpunkte liegen. Betrachtet man nédmlich die Menge der Seh-
strahlen ausgehend vom Zentrum O; auf die einzelnen Bildpunkte d’ = d” auf dem
Kegelschnitt, dann bildet die Menge der Sehstrahlen eine Fliche von zweiter Ordnung
(Quadrik). Analog erhélt man fiir die Menge der entsprechenden Sehstrahlen ausgehend
von O2 die zweite Fliache von zweiter Ordnung. Der Doppelsehstrahl verlauft durch bei-
de Zentren und die Bildpunkte o5 und of. Aufgrund dessen haben beide Flichen von
zweiter Ordnung den Doppelsehstrahl gemeinsam.

Schneidet man zwei Flichen von zweiter Ordnung, so ergibt der Schnitt im Normal-
fall eine Raumkurve von vierter Ordnung. In unserem Fall zerfillt der Schnitt dieser
Fliachen in eine Schnittgerade (= Doppelsehstrahl) und eine Raumkurve von dritter
Ordnung. Weil ein Koinzidenzpunkt bei gegebenem Deckbild durch den Schnitt seiner
zugehorigen Sehstrahlen bestimmt wird, ist die erzeugte Raumkurve dritter Ordnung
der Ort aller Koinzidenzpunkte und somit auch das gesuchte Koinzidenzgebilde. Diese
Raumkurve wird auch als die Koinzidenzkurve bezeichnet. Aufgrund der Kollinearitét
der Sehstrahlen verlduft die Koinzidenzkurve aulerdem durch die Zentren der beiden
Sehstrahlbiindel.
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Angenommen eine Gerade G besitzt ein Deckbild mit der Eigenschaft
G/ — G//

dann erzeugen die Bildpaare einzelner Punkte von G eine Projektivitat zwischen zwei
Punktreihen auf G’ = G”. Die Doppelpunkte (d.h. Punkte, die unter einer projekti-
ven Abbildung invariant bleiben) sind dabei ebenso Deckbilder von Koinzidenzpunkten.
Daraus folgt, dass die Gerade G eine Sehne (= Bisekante) der Koinzidenzkurve ist, fiir
die der folgende Satz gilt:

Satz 3 ([3], S. 136). Bei einem allgemeinsten, vereinigt liegenden Zweibildersystem
erfillen die Koinzidenzpunkte i.A. eine durch O1 und Og gehende Raumkurve 3. O.
R3; die Deckbilder ihrer Punkte erfiillen den von den projektiven Ordnungsbiischeln
(05) A (8]) erzeugten Kegelschnitt C2, und alle Geraden mit Deckbildern bilden die
Sehnenkongruenz (Biindelgrad 1, Feldgrad 3) der Koinzidenzkurve R3.

Eine Strahlenkongruenz, insbesondere eine Sehnenkongruenz, wird iiblicherweise durch
den Feld- und Biindelgrad definiert. Unter solch einem Feldgrad versteht man im All-
gemeinen die Anzahl jener Strahlen, die von einer Kongruenz in einer beliebigen Ebene
liegen. Bei einem Biindelgrad handelt es sich um die Anzahl der Strahlen, die durch
einen beliebigen Punkt gehen.

Koinzidenzgebilde bei allgemeinen Zweibildersystemen

Nun wird das Koinzidenzgebilde bei allgemeinen Zweibildersystemen untersucht. Fiir die
Bestimmung des Koinzidenzgebildes werden allerdings jene Fille ausgeschlossen, bei de-
nen entweder das Zentrum O auf dem Doppelstrahl Oq2 liegt oder sich der Grundschnitt
S12 mit dem Doppelstrahl schneidet. Daher wird vorausgesetzt, dass beide Ordnungs-
punkte 65 und 6} nicht zusammenfallen und somit auch die Ordnungslinien sich auf der
Rissachse s12 in 7 schneiden. Handelt es sich bei den Deckbildern um jene von Punkten
im Raum, dann bezeichnet man sie auch als Punktdeckbilder. Im Gegensatz zur pro-
jektiven Zuordnung der Ordnungsbiischeln beim allgemeinsten Zweibilderverfahren sind
beim allgemeinen Zweibilderprinzip die Ordnungsbiischel perspektiv einander zugeord-
net. Die beiden perspektiven Ordnungsbiischel erzeugen dabei in der Zeichenebene si2
und

Aufgrund der Zuordnung eines beliebigen Punktes zum entsprechenden Paar von Ord-
nungslinien, befinden sich die Punktdeckbilder in der Zeichenebene auf s;2 und O°¢ =
@. Liegen die Deckbilder auf der Rissachse, dann befinden sich die zugehorigen Ko-
inzidenzpunkte auf dem Grundschnitt S;5. Daher zéhlt der Grundschnitt zum Koinzi-
denzgebilde des Zweibilderprinzips dazu.
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Liegt ein Deckbild d’ = d” auf O¢, dann kommt man auf den Koinzidenzpunkt wie folgt:
Zuerst schneidet man den Sehstrahl ausgehend von O nach d’ = d” mit den Bildebenen
71 und 72 und erhilt so die entsprechenden Punkte 6’ und é”. Dann ist der gesuchte
Koinzidenzpunkt der Schnittpunkt

d= 015/ N 02(5,,.

Untersucht man nun alle Deckbilder auf O¢, dann erhédlt man in der Ebene, welche die
Zentren O, O; und O2 enthilt, zwei projektive Sehstrahlbiischel, die durch

015/ und 02(5”

definiert werden. Diese Biischel erzeugen wiederum einen Kegelschnitt durch die Zentren
O und O3. Auf diesem Kegelschnitt liegen die gesuchten Koinzidenzpunkte der Deck-
bilder auf O€. Der Kegelschnitt verlauft aulerdem durch den Schnittpunkt der Ebene,
die die Zentren O, O7 und O2 enthélt, mit dem Grundschnitt. Folgender Satz fasst das
gesamte Koinzidenzgebilde beim allgemeinen Zweibilderprinzip und die Eigenschaften
des Kegelschnitts zusammen:

Satz 4 ([3], S. 137). Bei einem allgemeinen Zweibildersystem mit verschiedenen Ord-
nungspunkten ist das Koinzidenzgebilde eine zerfallene Raumkurve 3. O., die aus dem
Grundschnitt

S12 = m Na

und einem Kegelschnitt C? besteht, der durch den Schnittpunkt von Sy2 mit der Ebene,
[welche die Zentren O, O1 und Og enthilt], geht.

Geraden und ihre Deckbilder spielen bei der Koinzidenzkurve beim allgemeinen Zweibil-
derprinzip eine interessante Rolle. Die Koinzidenzkurve wird hier auch mit

{S12C?}

gekennzeichnet. Die Geraden mit Deckbildern bilden gemeinsam die Bisekantenkongru-
enz der Koinzidenzkurve. Diese Kongruenz zerfillt in ein Strahlfeld des Kegelschnitts
C? und in eine neue Kongruenz vom Biindelgrad 1 und Feldgrad 2 (vgl. [3], S. 137).
Betrachtet man das Biindel des Schnittpunktes

Si12N Cz,

so ergeben sich hier als Bisekanten nur der Grundschnitt selbst und die Tangente an C2.
Die Bisekante verlduft in diesem Fall nur durch den Punkt S12 N C? der Koinzidenz-
kurve, der sowohl auf dem Grundschnitt als auch auf dem Kegelschnitt liegt. Von einer
Unisekante wird dann gesprochen, wenn diese Sekante genau einen Punkt der Koinzi-
denzkurve enthélt. Falls die Bildpaare von Punkten einer Geraden G perspektive Reihen
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bilden (d.h. die Bilder auf den beiden Punktreihen liegen perspektiv zueinander), dann
handelt es sich beim Schnittpunkt der Bildgeraden

G'nG”

um das Deckbild eines Koinzidenzpunktes und die Gerade G ist selbst eine Unisekante
der Koinzidenzkurve. Fasst man alle Geraden zusammen, die Unisekanten von der Koin-
zidenzkurve sind, so nennt man diesen Komplex auch Unisekantenkomplex. Unter einem
Komplex ist eine stetige Mannigfaltigkeit von co® Strahlen im Raum zu verstehen, also
handelt es sich bei einem Sekantenkomplex um die Mannigfaltigkeit aller Unisekanten
einer Kurve (vgl. [3], S.96). Unter co® Strahlen im Raum ist eine dreiparametrige Menge
des R? zu verstehen. Der Begriff (Uni-)Sekantenkomplex ist in der Liniengeometrie ein
allgemeiner Ausdruck fiir den Begriff Kurve. Folgender Satz fasst die Sehnenkongruenz
beim allgemeinen Zweibildersystem zusammen:

Satz 5 ([3], S. 137). Bei einem allgemeinen Zweibildersystem mit verschiedenen Ord-
nungspunkten bilden alle Raumgeraden mit Deckbildern die Sehnenkongruenz der Ko-
inzidenzkurve {S12C2}. Alle Geraden, die sich als perspektive Punktreihen darstellen,
bilden den Unisekantenkomplex von {S12C2}.

Sonderfall beim Grund- und Aufriss

Es gibt aulerdem noch Sonderfille des Koinzidenzgebildes, wie zum Beispiel beim be-
kannten Grund- und Aufriss. Der Grundriss eines Objekts im Raum wird durch eine
Normalprojektion auf die xzy-Ebene erzeugt und der Aufriss ebenfalls durch eine Nor-
malprojektion auf die yz-Ebene. Die Rissachse ist in diesem Fall die y-Achse, weil sie
die gemeinsame Schnittgerade der beiden Ebenen ist.

Dreht man nun den Grund- oder Aufriss so um die Rissachse, dass sie in einer gemein-
samen Ebene zusammenfallen, dann erkennt man relativ schnell das Koinzidenzgebilde.
Man betrachte hierfiir die Abbildung 2.4. Gegeben ist ein Punkt P im Raum. Bildet man
den Punkt P auf zy-Ebene ab, so erhélt man den Punkt P’. Man drehe den Grundriss
um die Rissachse (= y-Achse) derart, dass beide Risse in einer Ebene zusammenfallen.
In der Abbildung 2.4 liegt nun der Grundriss P’ in der yz-Ebene. Betrachtet man P’
aber auch gleichzeitig als den Aufriss P” von einem Punkt, d.h. Grund- und Aufriss
dieses Punktes fallen zusammen und ist entsprechend ein Deckbild, und sucht den da-
zugehorige Punkt im Raum, so erhélt man den Koinzidenzpunkt P. Wiederholt man
diese Vorgehensweise mit einem anderen beliebigen Punkt Q, dann bekommt man den
Koinzidenzpunkt Q Man erkennt leicht, dass alle Koinzidenzpunkte in einer Ebene o
liegen, die zur Rissachse um 45° gedreht ist. Somit ist das Koinzidenzgebilde im Grund-
und Aufriss die Koinzidenzebene a.

2.1.3 Hauptsatz des Zweibilderprinzips

Nachdem das Zweibilderprinzip dargestellt wurde, stellt sich die Frage, wie die Umkeh-
rung des Zweibilderprinzips erfolgt. Wie erhilt man anhand von zwei gegebenen unter-
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VA
A
oQ
P
o
(81
—p X
45° P’ Q'
P’ = P/|
Q~// — Q/ \\Q

Abbildung 2.4: Koinzidenzebene beim Grund- und Aufriss

schiedlichen Bilder eines Objekts im Raum das Objekt selbst? In diesem Abschnitt wird
die Ubertragung der informationsreichen Bildsystemen auf das Objekt im Raum selbst
untersucht.

Von einem allgemeinen Zweibildersystem sind nur die beiden Ordnungsbiischel in der
perspektiven Zuordnung
(82) As12 A (01)

sowie ein System von zugehérigen Punktepaaren (X’ X”) in der Zeichenebene 7 be-
kannt (sieche Abbildung 2.5). Die Bildpunkte sind bekanntlich anhand entsprechender
Ordnungslinien verkniipft sind. Fiir die Umkehraufgabe werden die Urbilder x" und x”
der Punktbilder X’ und X” auf den entsprechenden Bildebenen gesucht. Dazu muss
aus einem Zentrum O einerseits das System (X’) auf die Bildebene 71 und anderer-
seits das System (X”) auf die Bildebene 7wy abgebildet werden. Dabei ist zu beachten,
dass sich die Bildebenen in der Sehebene 6§, die das Zentrum O und die Rissachse s12
enthélt, schneiden. Der Grundschnitt liegt demnach ebenfalls in der Sehebene §. Dann
folgt der perspektive Bezug durch den Grundschnitt S;2, sodass die perspektiven Ord-
nungsbiischel (65) und (67) den zwei Biischeln (05) und (o) entsprechen. Die Bildpaare
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Abbildung 2.5: Zweibilderprinzip - Umkehraufgabe

(X’ X" in der Zeichenebene 7 gehen also in die Punktepaare (x’ x”) {iber, welche sich
auf entsprechenden Strahlen der Biischel

(03) A (01)

befinden. Anschlieend werden noch die beiden Zentren O und Og gesucht. Diese liegen
bekanntlich auf der Verbindungsgerade

und konnen auf dieser beliebig gewihlt werden. Es ist nur wichtig, dass das Zentrum O
von dem Bild o5 und Og2 von of verschieden ist. Letztendlich werden durch die Punk-
te x’ und x” die entsprechenden Sehstrahlen aus den Zentren Oy bzw. O2 gelegt. Die

erhaltenen Sehstrahlen schneiden sich im Punkt X. Damit ist der Ubergang von zwei
Bildsystemen zum eigentlichen Objekt im Raum gegeben.

Dieser Vorgang ist allerdings mehrfach unbestimmt und es besteht eine kollineare Ver-
wandtschaft zwischen den rdumlichen Objekten des entsprechenden Bildsystems, wie
auch Miiller [3] in seinem Text betont. Fiir die notwendigen Raumobjekte des Zweibil-
derprinzips existiert wie folgt eine verschieden mdogliche Auswahl:
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e Das Zentrums O wird aus einer dreiparametrigen Menge des R? gewihlt,
e die Bildebene 71 wird ebenfalls aus einer dreiparametrigen Menge des R? gewihlt,

e dadurch konnen 72 und beide Zentren O, Og2 jeweils aus einer einparametrigen
Menge festgelegt werden (vgl. [3], S. 148).

Z#hlt man alle vorkommenden k-parametrigen Mengen zusammen, besitzt das entspre-
chende Bildsystem eine neunparametrige Menge an kollineare Elemente. Aufgrund der
drei Koordinaten des Zentrums O, fiir welche jeweils unendlich viele mogliche reelle Zah-
len eingesetzt werden konnen, folgt die Auswahl aus einer dreiparametrige Menge. Fiir
die Bildebene 71 folgt ebenfalls aufgrund der vorkommenden drei Koeffizienten in der
zugehorigen Ebenengleichung die Auswahl aus einer dreiparametrigen Menge. Die zweite
Bildebene muss die Eigenschaft erfiillen, dass sie die erste Bildebene in der Sehebene &
schneiden muss und somit nur mehr durch eine Drehung um die Schnittgerade variieren
kann und der Drehwinkel beliebig gewahlt werden kann. Daher folgt die Auswahl aus
nur einer einparametrigen Menge. Die beiden Zentren Oy, O3 liegen auf dem Doppelseh-
strahl und koénnen daher nur auf dieser Geraden beliebig gewéhlt werden, wodurch die
Auswahl aus einer einparametrigen Menge folgt. Somit kann fiir den Ubergang folgende
Zusammenfassung iibernommen werden:

Satz 6 ([3], S. 148 f.). Ein System von orientierten Punktepaaren (X' X") in der Zei-
chenebene, die blof3 der Bedingung geniigen, dass zusammengehdrige Punkte X', X" an
zusammengehdrige Strahlen zweier perspektiven Biischel

(05) A (07)

gebunden sind, kann als allgemeines Zweibildersystem von oo
raumlichen Punktsystemen aufgefasst werden.

9 zueinander kollinearen

Das behandelte Umkehrproblem des Zweibildersystems sowie die aufgetretenen Fragen
sind auch auf allgemeinste Zweibildersysteme iibertragbar. Grundlage ist das Bekannt-
sein der Projektivitit der Ordnungsbiischel.

Satz 7 ([3], S. 149). Sind zwei ebene Punktsysteme w'(X') und w"(X") bloff durch die
Bedingung aufeinander bezogen, dass in ihnen entsprechende Punkte X' und X" durch
zwet projektive Biischel

(05) A (1)

projiziert werden, so lassen sie sich als allgemeinstes Zweibildersystem eines Objektes
und aller co™® zu ihm kollinearen Objekte auffassen.

Dieser Satz definiert bereits die Unbestimmtheit der Abbildung von einem allgemeinsten
Zweibildersystem. Sind also zwei Bildsysteme in einer Zeichenebene gegeben, in welcher
die jeweiligen Bildpunkte durch die projektiven Biischel abgebildet werden, dann sind
diese Bildsysteme das allgemeinste Zweibildersystem von einem Objekt im Raum, wel-
ches eine 15-parametrigen Menge an kollinearen Objekten besitzt.
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Problem der ebenen Projektivitat

Im Folgenden wird das sogenannte Problem der Projektivitidt ndher erlautert. Dieses
Problem besteht fiir die Ebene und handelt von der Bestimmung einer Projektion von
zwei spezifischen ebenen Punktgruppen mithilfe von projektiven Strahlbiischeln (vgl. [3],
S. 150). Durch die Betrachtung der vorigen Konstruktion folgt, dass die Ordnungsbiischel
(05) und (©7) anhand von einer bestimmten ausreichend grofien Menge an Bildpaaren
(X! X)) mit i = 1, 2, ... festgelegt werden konnen. Miiller erklért in seinem Werk, dass
fiir die Bestimmung von den Ordnungspunkten genau sieben Punktepaare ausreichend
sind.

,, Eis lasst sich zeigen, dass es zu zwei ebenen Gruppen von je sieben Punkten
(X)), (X), die zu Paaren (X, X!) geordnet sind, drei Punktepaare (6, 67)
derart gibt, dass sie sieben Punkte X’ aus 65 und die sieben entsprechenden
Punkte X” aus 6/ durch projektive Biischel projiziert werden.“([3], S. 150)

In dieser Arbeit wird der Beweis dieser Feststellung nicht behandelt. Zur Erinnerung:
die Ordnungsbiischel besitzen das Merkmal, dass ihre projektive Zuordnung durch die
Bildpaare der Punkte im Raum bestimmt wird. Man nehme an, dass zwei verschiede-
ne Perspektiven vorgegeben sind, welche in dem Fall durch Fotografien bereitgestellt
werden. Sind nun die Bildpaare von mindestens sieben unterschiedlichen Punkten be-
stimmbar, lassen sich die Ordnungspunkte mithilfe der ebenen Projektivitét finden. Das
Losen dieser Problematik der ebenen Projektivitat fiir Gruppen von jeweils sieben Bild-
paaren fithrt immer zu je drei Punktepaaren (65 64). Um von diesen zahlreichen Punk-
tepaaren das gesuchte Ordnungspunktepaar zu ermitteln, miissen die Bildsysteme des
betrachteten Objekts widerspruchsfreie Bilder sein. Dann erfiillt genau eines der Paare
alle moglichen Losungsverfahren. Eines dieser Losungsverfahren ist eine Konstruktion,
was laut Miiller [3] jedoch fiir zwei Gruppen von je sieben Punkten (x7), (x7) nicht ganz
ohne Komplikationen durchfiihrbar ist. Daher soll stattdessen der analytische Losungs-
ansatz fiir die Projektivitdt im Weiteren untersucht werden.

Fiir das analytische Losen des Problems ist eine Korrelation von den Feldern w’/, =’/
vorgegeben. Die sogenannten konjugierten Punkte X', X" dieser Korrelation erfiillen die
Eigenschaft, dass sich einerseits der Bildpunkt X’ auf der zugeordneten Gerade von X”
und andererseits der Bildpunkt X" auf der zugeordneten Gerade von X’ befindet.

Die bilineare Gleichung (2.1)

all a2 ais 1
(21 22 a3 )| a; a2 as |- | v | =0 (2.1)
az1 asz2 as3 Y3

beschreibt eine solche Korrelation, wobei (z;) und (y;) fiir ¢ = 1, 2,3 die homogenen
Koordinaten der konjugierten Punkte sind und die Matrix (a;;) die Korrelation definiert.
Aus (2.1) erhidlt man durch Ausmultiplizieren die Gleichung
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z1(ann y1 + a2 y2 +a13 y3) + xa(ao Y1 + a2 Y2 + as y3) (2.2)
+ x3(as1 1 + az2 y2 + asz yz) = 0.

Es ist zu beachten, dass die Korrelation bijektiv ist und somit die Determinante von (a;;)
Determinante existiert, also ungleich 0 ist. Die Matrix (a;;) ist bis auf einen Skalierungs-
faktor eindeutig bestimmt. Da in dieser Gleichung genau acht verschiedene Konstante
vorkommen, existieren fiir zwei Ebenen entsprechend eine achtparametrige Menge von
Korrelationen.
Allerdings kann hier noch nichts iiber die Eindeutigkeit einer Korrelation gesagt wer-
den, denn dazu wiren acht konjugierte Punktepaare erforderlich, die auflerdem linear
unabhéngig sind. Erst dann ist die Korrelation auch eindeutig festgelegt. Sofern, wie
so oft nur sieben Punktepaare bekannt sind, kann mithilfe der Koeffizienten der Glei-
chung (2.2) das letzte Paar gefunden werden. Dazu ist eine Gleichung aufzustellen, die
die erwéhnten Koeffizienten a;; mit ¢,7 = 1,2, 3 bildet. Das beliebige Paar (A p) mit
homogenen Parametern ist wie folgt in die Darstellung der Koeffizienten einzufiigen:
aij = A ag; + pag (2.3)
Dabei entsprechen die Koeffizienten agj und al’;- zwei verschiedene Losungen aus den
zugehorigen Gleichungen aus (2.2), welche durch das Einsetzen der bereits bekannten
Punktepaare ermittelt werden.

Die Gleichung (2.3) ist eine Linearkombination aller Losungen der sieben Gleichung fiir
die sieben gegebenen Punktepaare aus (2.1) und kann in die Gleichung (2.2) eingesetzt
werden. Das Resultat ist die Gleichung (2.4), die alle Korrelationen wiedergibt, welche die
sieben Punktepaare von zuvor beinhalten. Man bezeichnet die Menge dieser Korrelatio-
nen auch als das sogenannte Biischel von einer einparametrigen Menge an Korrelationen

(vgl. [3], S. 152).

A @y (21, x2, T3, Y1, Y2, Y3) + 1 P2 (21, x2, T3, Y1, Y2, Y3) =0 (2.4)

Die in der obigen Gleichung vorkommenden Koeffizienten ®1, ®2 haben eine bilineare
Gestalt.
Fiir

erhalten wir eine Korrelation K7 und fiir
A=0, p=1,

erhalten wir eine Korrelation Ka. Miiller [3] spricht in seinem Werk von einer soge-
nannten quadratische Verwandtschaft, was zusammengefasst die eindeutige Zuordnung
der einzelnen Punkte X’ den Punkten X” durch das Biischel aus (2.4) beschreibt. Eine
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quadratische Verwandtschaft ist eine Abbildung von Punkten auf Punkte, die Geraden
auf Kegelschnitte abbildet.

Der Zusammenhang der drei Hauptpunktepaare mit dem Zweibildersystem wird im Satz
8 genauer beschrieben.

Satz 8 ([3], S. 152). Zu sieben Punktepaaren (X; X{) gibt es i. A. drei Punktepaare
(05 ©7), aus denen sie durch projektive Biischel projiziert werden. Sieben Punktepaare
(X! XY), konnen also immer als Bildpaare eines Zweibildersystems betrachtet werden;
die Ordnungspunkte 65 und o werden durch sie i. A. dreideutig bestimmit.

Im Folgenden wird beschrieben, wie eine Rekonstruktion eines Raumobjekts aus zwei
Bildern festgelegt sein kann.

Dazu geniigt nicht nur die Projektivitit (65) A (07 ) zu kennen. Folgendes wird dazu noch
benétigt: Die Kollineation, die aus den Bildern der Fernebene hervorgeht, wobei diese
Bilder mit

(2 2)
bezeichnet werden, sowie die Bilder
)
des absoluten Kegelschnitts I.

Der absolute Kegelschnitt

Jeder Kegelschnitt, der durch die Fernpunkte geht, ist ein Kreis. Jeder Kreis
geht durch die absoluten Kreispunkte. Jede Kugel schneidet die Fernebene
genau im absoluten Kegelschnitt. Die absoluten Kreispunkte erhélt man wie
folgt: Gegeben ist die Kreisgleichung

x2+y2:1.

Ersetzt man die Koordinaten durch homogene Koordinaten, so erhélt man
die Gleichung

Multipliziert man nun mit x#, dann ergibt sich die Gleichung
2+ ad -2l =0.

Fiir die Fernebene gilt bekanntlich zy = 0, somit erhélt man fiir den Schnitt
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Fq

Fq

Abbildung 2.6: Absolute Kreispunkte

des Kreises mit der Fernebene letztendlich
x3 + 13 = 0.
Aus dieser Gleichung lassen sich die Schnittpunkte (= Fernpunkte)
Fi=(0,i,1) und Fa=(0,—i,1)

bestimmen. Da jeder Kreis k durch die absoluten Kreispunkte geht, handelt
es sich bei diesen Fernpunkte um die absoluten Kreispunkte (siehe Abbildung
2.6).

Aus diesen Informationen (2/ @), (I' I”) und (65) A (07) ist das Objekt im Raum bis
auf Ahnlichkeiten festgelegt.
Miiller [3] beweist diese Eigenschaften mithilfe der sogenannten Hauptbildfigur, die durch

{o5 P, I';0] P> I"}

gegeben ist. Die Figur besteht aus den vier Bildern 65, 67, I', I” und einem Paar ent-
sprechender Ordnungslinien (P; P2).

Hauptsatz des allgemeinsten Zweibilderprinzips ([3], S. 154). Durch die Haupt-
bildfigur

{(_)/2 P1 I/; (_)/1/ P2 I”}

wird die Abbildung des Raumes im Sinne des allgemeinsten Zweibilderprinzips i. A. auf
ocol3 Arten dquiform festgelegt. Die zu einem Bildsystem (II' TI') gehérigen Raumfigu-
ren lassen sich durch alle 0o nicht singuliren Ahnlichkeiten vertauschen.
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Nach Angaben Miillers [3] kann die Bedeutung dieses Hauptsatzes fiir das allgemeinste
Zweibilderprinzip mit dem Fundamentalsatz der Axonometrie verglichen werden. Wei-
ters existiert ein einzigartiger Fall, bei dem die Zentralrisse aus den beiden Zentren aus
die Bildebenen 7y, 72 direkt die Bildsysteme sind. In diesem Sonderfall entsprechen I’
und I” nach Miiller [3] den nullteiligen Kreisen I; und Iy, wobei reell betrachtet diese
den Distanzkreisen von O und Oz gleichen.

Eine Perspektive besitzt in der Photogrammetrie auflerdem eine sogenannte innere Ori-
entierung, welche durch dessen Elemente bestimmt wird. Zu diesen Elementen gehoren
der Normalriss des Zentrums auf die Bildebene, auch Hauptpunkt genannt, und die Di-
stanz des Zentrums auf sein Bild. ,,[ | die Redeweise, von einer Perspektivitit ist die innere
Orientierung bekannt, besagt somit einfach, dass der Distanzkreis gegeben ist.“([3], S.
155) Wenn sich geniigend Punktbildpaare aus den Zentralrissen finden lassen, sodass die
entsprechenden Ordnungspunkte bestimmt werden kénnen, dann leitet sich folgender
Satz aus dem Hauptsatz ab:

Satz 9 ([3], S. 155). Durch zwei Perspektiven mit innerer Orientierung wird das darge-
stellte Objekt dquiform bestimmit.

Dieser Satz spielt in der Photogrammetrie eine wichtige Rolle, doch die Giiltigkeit fiir das
allgemeine Zweibilderprinzip muss erst noch gezeigt werden. Die Hauptbildfigur, welche
auch in der Abbildung 2.1 dargestellt ist, ist im Folgenden durch

oy o} 1 1)
bestimmt.

Wie gezeigt werden kann ([3], S. 157) gilt der folgende Hauptsatz fiir das allgemeine
Zweibilderprinzip.

Hauptsatz des allgemeinen Zweibilderprinzips ([3], S. 157). Durch die Hauptbild-
figur {65 of I' 1"} wird die Abbildung des Raumes im Sinne des allgemeinen Zweibil-
derprinzips i. A. auf ool Arten dquiform festgelegt. Die zu einem Bildsystem TI’, TI”
gehirigen Raumfiguren lassen sich durch die ool Streckungen von O aus vertauschen.

Hier ist anzumerken, dass die vorkommenden oo zentrischen Ahnlichkeiten gleich Trans-
lationen entsprechen, d.h. einfache Schiebungen in die Richtung des Doppelsehstrahls
O12. Auflerdem tritt dann der Fall ein, dass die Raumobjekte sowohl durch ihre Gestalt
als auch durch ihre Grofle identifiziert werden. Die Bestimmung durch ihre Grofle ist bei
den iiblichen Zweibildersystemen oft der Fall.
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2.2 Analytische Betrachtung

Das Zweibilderprinzip kann neben der konstruktiven Ansicht auch analytisch betrachtet
werden. Die sogenannte Epipolargeometrie umfasst die geometrischen Zusammenhénge
zwischen zwei Bildern eines Objekts, die sich mithilfe einer bestimmten 3 x 3 - Matrix
zusammenfassen ldsst. Diese Matrix wird Fundamentalmatriz genannt und im néchsten
Abschnitt genauer erklirt. Hartley und Zisserman [2] greifen in ihrem Text folgende drei
besondere Punkte auf, welche fiir die epipolare Geometrie von Bedeutung sind:

i. Korrespondenzgeometrie: Gegeben ist ein Bildpunkt x’ in der ersten Ansicht.
Inwiefern schrinkt es die Position des zugehoérigen Punktes x” in der zweiten An-
sicht ein?

ii. Zentrumgeometrie (Bewegung): Gegeben ist eine Menge korrespondierender
Bildpunkte {x} <> x7} mit i = 1,...,n. Was sind die Zentren O; und Oq fiir beide
Ansichten?

iii. Szenengeometrie (Struktur): Gegeben sind entsprechende Bildpunkte x/ <+ x”
und die Zentren O1, O2. Wie ist die Position ihres Urbilds X; im dreidimensionalen
Raum?

Im Folgenden werden die epipolare Geometrie und die fiir die analytische Berechnung
der geometrischen Zusammenhénge von zwei Bildern notwendige Fundamentalmatrix F
ndher untersucht. Ein Punkt X im Raum wird ausgehend von zwei Zentren O, Osg
auf zwei Bildebenen projiziert, seine Bilder x’, x” liegen in der ersten Bildebene mq
bzw. in der zweiten Bildebene mo. Die Abbildung der Objektpunkte im Raum auf die
jeweiligen Bildebenen aus den Zentren O3 und O2 werden durch sogenannte Projekti-
onsmatrizen p; und pg der Zentren beschrieben. Diese Projektionsmatrizen beschreiben
die perspektivischen Abbildungen von Raumpunkten auf ihre Bildpunkte und beinhal-
ten die Information iiber die Orientierung bzw. Ausrichtung des jeweiligen Zentrums.
Mithilfe der Epipolargeometrie konnen Zusammenhénge von Bildpunkten zweier Bilde-
benen festgestellt und beschrieben werden. Die Punkte X, O; und Os erzeugen, wie in
Abbildung 2.7 abgebildet, eine gemeinsame Ebene, welche mit € bezeichnet wird. Die
Projektionsstrahlen von den Zentren durch X liegen in € und ergeben durch den Schnitt
mit den Bildebenen die entsprechenden Bildpunkte x’ und x”.

Gegeben sind nun das erste Bild eines Punktes X im Raum sowie die Zentren O1, O2
und dessen zugehorigen Bildebenen. Gesucht wird das zweite Bild x” des zugehorigen
Punktes. Die Ebene € wird nur anhand des Doppelsehstrahls, welches in der Epipolar-
geometrie auch als Grundlinie bezeichnet wird (siehe Abbildung 2.7), und dem Projek-
tionsstrahl von x’ aus O7 bestimmt. Die Ebene € schneidet die beiden Bildebenen in je
einer Schnittgeraden. Gleichzeitig sind die Schnittgeraden auch die Bilder der Projekti-
onsstrahlen, dh. 1’ ist das Bild des Projektionsstrahls durch X und Oz und 1” jenes vom
Strahl durch X und O;. Da sowohl die Schnittgeraden als auch die Bilder x’ sowie x” in
€ liegen, folgt daraus, dass die Bilder x’ und x” auf diesen Schnittgeraden liegen (siehe
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Abbildung 2.7: Korrespondierende Punkte (in Anlehnung an [2])

Abbildung 2.7). Daraus folgt, dass das zweite Bild auf der Schnittgeraden 1” in o liegt
und der Punkt X durch den Schnittpunkt beider Projektionsstrahlen bestimmt wird.

In der Epipolargeometrie gibt es nach Hartley und Zisserman drei wichtige Begriffe, die
fiir die weiteren Untersuchungen wichtig sind:

e Der Epipol: Ein Schnittpunkt der Grundlinie mit einer Bildebene, welcher zu-
gleich der Bildpunkt in einer Bildebene des nicht zugehorigen Zentrums ist.

e Die epipolare Ebene: Eine beliebige Ebene, welche die Grundlinie enthélt. Es
existiert eine einparametrige Familie von epipolaren Ebenen.

e Die epipolare Gerade: Eine Schnittgerade der epipolaren Ebene mit einer Bil-
debene. Jede epipolare Gerade verlduft durch den Epipol (vgl. [2], S. 221).

Jede epipolare Ebene legt die zugehorige Korrespondenz der beiden enthaltenen epipola-
ren Geraden fest. In der Abbildung 2.8 sind die Epipole durch €' und €” gekennzeichnet,
wihrend die epipolaren Geraden mit I’ und 1” bezeichnet sind. Die epipolaren Ebenen
€1 und €2 gehoren zur einparametrigen Familie von epipolaren Ebenen, die sich durch
eine Drehung um die Grundlinie unterscheiden und die Grundlinie gemeinsam haben. In
der Abbildung erkennt man, dass die epipolaren Geraden 1}, 1 sowie 15 und 15 sich in
den Epipolen € bzw. e’ schneiden.

Grundlinie

Abbildung 2.8: Epipolargeometrie (in Anlehnung an [2])
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Die Fundamentalmatrix

Die Zusammenhénge und Korrespondenzen zweier Bilder in der Epipolargeometrie lassen
sich, wie zuvor erwidhnt, mathematisch auch durch eine bestimmte Matrix beschreiben.
Diese Matrix wird die Fundamentalmatriz F genannt, welche anhand von einem Punkt
im Raum und einer zugehorigen epipolaren Geraden bestimmt werden kann. Die Funda-
mentalmatrix gibt also die projektive Abbildung von Punkten auf Geraden wieder (vgl.
[2], S. 222). Um die Fundamentalmatrix zu erhalten, sind erst zwei grundlegende Schrit-
te durchzufiihren, damit eine Abbildung aus einem Bild x’ bzw. x” auf die zugehorige
epipolare Gerade erreicht wird. Es ist das gegebene Bild von einem Punkt X dem ande-
ren Bild zuzuordnen, um dann die Verbindungsgerade des zugeordneten Bildes und des
entsprechenden Epipols auf der selben Bildebene zu erzeugen.

Fiir die Abbildung des Punktes X und die Zuordnung seiner Bilder x’, x” beschreiben
Hartley und Zisserman [2] folgendes Verfahren, welches laut den Autoren auch als die
Ubertragung durch die Ebene § bezeichnet wird. Es wird eine Ebene § vorausgesetzt,
welche nicht die beiden Zentren enthélt. Ausgehend vom Zentrum O; wird nun ein Pro-
jektionsstrahl durch das gegebene Bild x’ in 71 gelegt, welcher sich mit der Ebene &
schneidet. Dieser Schnittpunkt X wird anschliefend auf die zweite Bildebene 7o aus
dem zweiten Zentrum Og abgebildet (siehe Abbildung 2.9). Da die Menge aller Bilder
x’ und x” zueinander projektiv dquivalent sind, existiert eine sogenannte Homografie Hg.

Homografie Hs. Eine Homografie ist eine projektive Transformation von Bildpunkten.
Sie ordnet jedem Bild x” in 1 das zweite Bild x” in 7o durch die Gleichung

x" = Hgx' (2.5)

zu.

Abbildung 2.9: Herleitung der Fundamentalmatrix F (in Anlehnung an [2])
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Die Gleichung x” = Hgx' beinhaltet homogene Koordinaten, wobei die Homografie Hg
durch folgende 3 x 3 - Matrix dargestellt wird:

zy hi1 hi2 his x)
zh | = | har ho hes || b
1 hsi  hsa hs3 1

Fiir die homogenen Koordinaten eines Bildpunktes
x' = (2} : 2y )

sollen Punkte der Anschauungsebene der reellen projektiven Ebene die Gleichung z§ =
1 erfiillen. Dadurch wird der Punkt x’ = (2, 2}) mit inhomogenen Koordinaten der
Bildebene 71 dem Punkt mit homogenen Koordinaten (z} : 2} : 1) zugeordnet. Somit
gilt die Umkehrung:

¥y T

(2 cahy:ah) — <ZE§7 :L"g) mit 5 = 1.
Die Matrix Hgs hat den Freiheitsgrad 8, weshalb mindestens vier korrespondierende
Punktepaare fiir die Bestimmung notwendig sind. Denn je ein korrespondierendes Punk-
tepaar besitzt den Freiheitsgrad 2 und beschréinkt dadurch den Freiheitsgrad der Homo-
grafie.
Man kann die Gleichung (2.5) so umformen, dass man die Form

Ah =0 (2.6)

bekommt, wobei jede Korrespondenz eines Punktepaares zwei Zeilen fiir die 8 x 9 -
Matrix A liefert

/ / e . 1/
A ( —x7 —T5 —1 0 0 0 zxjry xy79 T )
- / / 1.0 I/ /"
0 0 0 —z7 —a5 —1 z57] x92y =5
und

T
h=( hi1 hiz hiz ha1 hay has hs1 hsa hss )

ist. Es sind bei gegebenen vier korrespondierenden Punktepaaren in (2.6) acht Glei-
chungen und neun Unbekannte gegeben. Dieses Gleichungssystem kann mithilfe der
Singuldrwertzerlegung und der Methode der kleinsten Quadrate gelost und somit Hg
bestimmt werden.

Der nichste Schritt ist die Bestimmung der epipolaren Gerade 1”. Es sind die Punkte
e’ und x” in der Bildebene 7y gegeben. In der projektiven Geometrie liegt ein Punkt
genau dann auf einer Geraden, wenn ihr Skalarprodukt 0 ergibt. Die Punkte €” und x”
erfiillen demnach die Gleichungen

e”Tl” =0 und x”Tl” =0.

34



2.2 Analytische Betrachtung

Aus diesen Gleichungen folgt die Eigenschaft
e 11" und x" L1
Mathematisch ldsst sich die epipolare Gerade in 7o durch das Kreuzprodukt
1// — eI/ % X//

berechnen (vgl. [2], S. 223). Ein Kreuzprodukt zweier Vektoren lésst sich auch als eine
Matrixmultiplikation mithilfe einer schiefsymmetrischen Matrix mit einem Vektor schrei-
ben. Diese Matrix soll mit den Eintréigen von €” wie folgt entsprechend gewihlt werden,
sodass nach der Matrixmultiplikation mit dem anderen Vektor x” dasselbe Ergebnis wie
bei dem Kreuzprodukt zweier Vektoren entsteht:

0 —€3 €9
[e"]x = [ €3 0 —€1 ] .
—e€9 (&) 0
[€”]« hat Rang 2 und stellt eine schiefsymmetrische Matrix des Vektors des Epipols
e’ = (e1,e2,e3)"
dar. Der Rang 2 kann schnell nachgewiesen werden, da
I:e//]>< . e// — O

ist und [e”]x somit keinen vollen Rang hat. Auerdem spannen €” und €” keine Fliche
auf, weshalb das Kreuzprodukt sowie der Betrag des Kreuzprodukts gleich 0 ist. Die
Gerade 1”7 kann daher auch als das Produkt

l// — [ell] « X//

beschrieben werden.

Auch die Bilder lassen sich anders darstellen, beispielsweise kann das Bild x” mithilfe
der Homografie durch x” = Hgx' umschrieben werden. Daher lisst sich fiir die Funda-
mentalmatrix Nachstehendes folgern:

1" = [e"]«Hsx' = Fx'.
Aus der Gleichung ist erkennbar, dass fiir die Fundamentalmatrix
F = [e//:l XH(S

gilt. Zudem besitzt sie den Rang 2, da die schiefsymmetrische Matrix [e”]x den Rang 2
und Hs den Rang 3 hat (vgl. [2], S. 223). Der Rang 2 von F ergibt sich durch die re-
prasentierte Abbildung, die einen zweidimensionalen Raum auf einen eindimensionalen
Raum projiziert.
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Algebraische Bestimmung von F

Die Fundamentalmatrix lédsst sich nicht nur geometrisch sondern auch algebraisch be-
stimmen. Gegeben sind die beiden Zentren O und Osg, die zugehorigen Projektionsma-
trizen p1, p2 (Projektionsmatrizen werden auf Seite 43 im Abschnitt ,, Bestimmung der
Zentren durch F* niiher behandelt) sowie das erste Bild x” des Punktes X. Die allgemeine
Form der Projektionsmatrizen ist in (2.13) gegeben. Durch das Losen der Gleichung

p1X = X/

erreicht man den Projektionsstrahl durch x’ ausgehend von O und das Resultat ist die
einparametrige Familie in der Form

X()\) = pix + AC. (2.7)

Dabei stellt pir die Pseudoinverse der Projektionsmatrix des Zentrums O dar und erfiillt
die Gleichung

pip; =L

Die Pseudoinverse pir ist eine sogenannte vermeintliche Inverse der nicht quadratischen
Projektionsmatrix py (die bekanntlich keine Inverse p{l besitzt), mit welcher man die
Umkehrabbildung der urspriinglichen Abbildung durch die Projektionsmatrix py erhélt.
Weiters ist C ein Vektor mit den Koordinaten des Zentrums Oq, sodass

pchO

erfiillt ist. Anhand der Gleichung (2.7) kénnen zwei Punkte auf dem Projektionsstrahl
festgelegt werden, namlich fiir A = 0 der Punkt

+o
P X

und fir A = oo der Punkt C. Weiters werden diese Punkte von dem zweiten Zentrum
O- auf die zweite Bildebene abgebildet, wodurch sich die Punkte

p2p;x’ und p2C

ergeben. Der Punkt p2C ist zugleich der Epipol €’ in der zweiten Bildebene. Werden
die beiden erhaltenen Punkte verbunden, bekommt man eine epipolare Gerade, die wie
folgt definiert wird (vgl. [2], S. 224):

1" = (p2C) x (p2p; X) = [€]x (p2p; )X = FX'. (2.8)

Aus der Gleichung kann letztendlich die Fundamentalmatrix F gewonnen werden. Ver-
gleicht man an dieser Stelle die zuvor geometrisch erhaltene Form der Fundamentalma-
trix mit dieser algebraisch gewonnenen Form und setzt diese gleich, dann erkennt man,
dass

H; = pa2py
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sein muss.

Die Fundamentalmatrix erfiillt aufflerdem eine wichtige Eigenschaft, die fiir zwei entspre-
chenden Bildpunkte x” und x” gilt:

x"TFx' = 0. (2.9)

Diese Eigenschaft kann leicht gezeigt werden, denn sobald es sich bei den Punkten x’, x”
um korrespondierende Punkte handelt, dann muss x” entsprechend auf der epipolaren
Gerade 1” liegen. Aus (2.8) folgt:

T T
x""Fx =x""1" = 0.

Falls umgekehrt die Punkte x’, x” die obige Gleichung erfiillen, dann folgt, dass die Pro-
jektionsstrahlen dieser Punkte aus den entsprechenden Zentren koplanar sind (vgl. [2],
S. 225). Diese Folgerung ist auflerdem fiir die Korrespondenz von Bildpunkten wichtig.
Auf diese Weise lisst sich die Fundamentalmatrix F nicht wie davor durch die beiden
Zentren, sondern nun auch nur durch entsprechende Bildpunkte ausdriicken.

Multipliziert man die Gleichung (2.9) aus, so erhélt man

fii fiz fis Ty
(2f a5 1)-| fa foo fs || 25 |=0
far fa2 fa3 1
mit
f=(/fu fo fis fa fo fo3 fa f f).

Nutzt man fiir die Bestimmung von F mehrere korrespondierende Punkte, so erhilt man
ein Gleichungssystem der Form A -f = 0. Fiir die Losung des Gleichungssystem wird die
Singuldrwertzerlegung und die Methode der kleinsten Quadrate angewendet.

Weitere wichtige Eigenschaften, die fiir die Fundamentalmatrix gelten, sind:

e Die Transponierte: Gegeben ist die Fundamentalmatrix F von dem Paar (p1, p2)
der Projektionsmatrizen der Zentren. Durch Transponieren von (2.9) bekommt
man

T
x"FIx" =0

und ihre Transponierte FT ist die Fundamentalmatrix des Paares (p2, p1) in ver-
kehrter Reihenfolge.

e Epipolare Geraden: Die epipolare Gerade fiir einen Bildpunkt x’ in der ersten
Bildebene ist durch 1”7 = Fx’' gegeben. Fiir einen Bildpunkt x” in der zweiten
Bildebene gilt fiir die dazugehorige epipolare Gerade 1/ = FTx”.
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e Der Epipol: Jede epipolare Gerade 1” = Fx’ fiir einen beliebigen Bildpunkt x’
enthilt den Epipol €”, welcher wiederum die Gleichung

e (Fx') = (¢""F)x' =0
fiir alle x’ erfiillt. Aus der Gleichung folgt €’ F = 0.

e Freiheitsgrad von F: Der Freiheitsgrad einer homogenen 3x3 - Matrix betrégt
8, da die Fundamentalmatrix aber der Bedingung det(F) = 0 unterliegt, wird ein
Freiheitsgrad abgezogen. Dementsprechend besitzt die Fundamentalmatrix Frei-
heitsgrad 7.

e F als eine Korrelation: F reprisentiert eine Transformation, welche Punkte auf
Geraden abbildet, demnach korrespondiert ein Bildpunkt x’ in der ersten Bildebene
mit der Geraden

1’ = Fx/

in der zweiten Bildebene, also der epipolaren Gerade des Punktes x’. Weiters exis-
tiert keine inverse Abbildung und die Fundamentalmatrix hat keinen vollen Rang.
Falls nimlich die epipolaren Geraden 1, 1” entsprechend korrespondieren, wird je-
der Bildpunkt x’ auf I’ auf dieselbe Gerade 1” abgebildet (vgl. [2], S. 226 {.). Daher
ist F nicht bijektiv und dementsprechend nicht invertierbar.

Korrespondierende epipolare Geraden sind einander perspektiv zugeordnet, weshalb
auch eine Homografie zwischen den einparametrigen Familien der epipolaren Geraden
existiert. Betrachtet man je zwei korrespondierende epipolare Geraden, erkennt man
leicht, dass sie einen gemeinsamen Schnittpunkt besitzen. Diese Schnittpunkte liegen je-
weils sowohl in der Bildebene 7r1, in der Bildebene 7o und in der epipolaren Ebene. Alle
Schnittpunkte von korrespondieren epipolaren Geraden liegen daher auf der Schnittge-
raden der beiden Bildebenen und die Schnittgerade entspricht der Perspektivitidtsachse.
Diese Geradenbiischel entsprechen eindimensionalen projektiven Riéumen und die Ho-
mografie, welche eine Gerade durch den Epipol € auf eine Gerade durch den anderen
Epipol €” abbildet, ist projektiv.

Fundamentalmatrix F bei verschiedenen Bewegungen

In diesem Abschnitt wird die Gewinnung der Fundamentalmatrix F bei Anwendung von
spezifischen Bewegungen der Zentren untersucht, konkret die reine Translation und die
reine planare Bewegung. Bei der reinen Translation handelt es sich um eine lineare Bewe-
gung ohne Rotation wihrend die reine planare Bewegung eine Rotation enthilt, dessen
Rotationsachse orthogonal zur Translationsrichtung ist. Im Folgenden représentiert t die
Bewegungsrichtung und a die Rotationsachse.

Fiir die reine Translation gibt es zum einen den Fall, bei dem die Zentren durch eine
Verschiebung t voneinander verschieden sind und die Bildebenen in einer gemeinsamen
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Abbildung 2.10: Reine Translation - Verschiebung der Kamerazentren entlang t

Ebene liegen. Dadurch liegen die beiden Bilder aus den jeweiligen Zentren ebenso in
einer gemeinsamen Ebene. Ist die Verschiebung t nicht parallel zur Bildebene, so ist der
Schnittpunkt der Grundlinie mit der Bildebene gleich dem gemeinsamen Epipol beider
Bilder. In der Abbildung 2.10 ist auch zu erkennen, dass die epipolaren Geraden bei-
der Bilder iibereinstimmen und sich die Bildpunkte bei Verschiebung durch t auf den
entsprechenden epipolaren Geraden bewegen. Verlauft die Verschiebung jedoch paral-
lel zur Bildebene, so entspricht der Schnittpunkt der Grundlinie mit der Bildebenen
dem Fernpunkt der Grundlinie. In der Bildebene ist der gemeinsame Epipol daher ein
Fluchtpunkt.

Im anderen Fall ist das Zentrum der reinen Translation unterworfen und die Verschie-
bung t erfolgt normal zur Bildebene. Daher liegen die beiden Bildebenen hintereinander.
Hierbei bewegen sich bei Betrachtung der beiden Bildfelder die Bildpunkte entlang der
epipolaren Gerade ausgehend vom fixierten Epipol (sieche Abbildung 2.11). Bei Uberlap-
pung der Bilder 2.11b) und 2.11c) erkennt man, dass die epipolaren Geraden zusammen-
fallen und einzelne Bildpunkte sich entlang der Geraden bewegen. Genauso fallen die
beiden Epipole zusammen und kann als ein fixierter Epipol mit den selben Bildkoordi-
naten in den Bildebenen gesehen werden.

Wird bei einem von zwei beliebigen Zentren eine Rotation angewendet, dann spricht
man von der allgemeinen Bewegung. Die Rotation soll so erfolgen, dass das rotierte Zen-
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if S

Abbildung 2.11: Reine Translation mit fixiertem Epipol [2]

trum mit der Ausrichtung des anderen Zentrums entsprechend iibereinstimmt. Somit
wird nach der Rotation eine reine Translation wiedergegeben. Eine genauere Darstel-
lung einer solchen Rotation von einem der Zentren ist in Abbildung 2.12 zu finden.
Diese Rotation kann durch eine projektive Transformation H erfolgen (vgl. [2], S. 230).

Nach der Drehung héngen die beiden Zentren nur durch eine reine Translation zusam-
men. Zur neu ermittelten Fundamentalmatrix, welche der Abbildung des gedrehten ers-
ten Bildes auf das zweite Bild entspricht, ist anzumerken, dass

F= [e"]
mit dem verdnderten Bildpunkt
x' = Hx
in der ersten Bildebene die Gleichung
x"Fx' =0

erfiillt. Beriicksichtigt man nun den Zusammenhang des urspriinglich ersten Bildes mit
dem zweiten Bild, dann gilt fiir die Fundamentalmatrix

= [¢/]xH.

Die Fundamentalmatrix bei einer allgemeinen Bewegung hat stets vollen Rang.
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Bei der reinen planaren Bewegung existiert eine festgelegte Rotation mit der Rotations-
achse a. Die Bedingung, dass die Rotationsachse orthogonal zur Translationsrichtung
ist, muss allerdings erfiillt sein. Der Freiheitsgrad von F bei dieser Bewegung betragt
diesmal 6. In diesem Fall wird der symmetrische Teil Fg der Fundamentalmatrix F ana-
lysiert, denn es stellt sich heraus, dass dessen Rang gleich 2 ist und somit nicht vollen
Rang besitzt (vlg. [2], S. 231). Weiters gilt: det Fg = 0. Damit wird der Freiheitsgrad von
F von urspriinglich 7 auf 6 reduziert. Fiir die weitere Untersuchung dieser spezifischen
Bewegung sind zuerst noch einige Begriffe zu erklaren.

Abbildung 2.12: Rotation bei allgemeiner Bewegung (in Anlehnung an [2])

Geometrische Darstellung der Fundamentalmatrix F

Die bisher analytisch ermittelte Fundamentalmatrix kann auch geometrisch wiedergege-
ben werden. Dazu wird die Fundamentalmatrix in den symmetrischen Fg und schiefsym-
metrischen Teil F, aufgespalten. Die Definition dieser Teile erfolgt durch

T w7
(F+F) o _(F-F")

F p—
s 2 2

(vgl. [2], S. 231). Die Summe dieser beiden Teile ergibt die gesamte Fundamentalmatrix
F. Sowohl der symmetrische als auch der schiefsymmetrische Teil der Fundamentalma-
trix haben laut Hartley und Zisserman [2] bestimmte Eigenschaften, die im Folgenden
aufgezihlt und auch in der Abbildung 2.13 gezeigt werden.

- Symmetrische Matrix Fg: Eine Matrix mit Rang 3 und dem Freiheitsgrad 5 wird
durch einen Kegelschnitt dargestellt, der aus der sogenannten Steiner-Erzeugung
eines Kegelschnitts bzw. Satz von Steiner hervorgeht. Nach dem Satz von Steiner
erzeugen bekanntlich die Schnittpunkte entsprechend zugeordneter Geraden von
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zwei Geradenbiischeln, die durch eine Homografie zusammengehoren, einen Ke-
gelschnitt. Das bedeutet, dass die symmetrische Matrix solch einem Kegelschnitt
entspricht.

- Schiefsymmetrische Matrix F,: Diese Matrix besitzt den Freiheitsgrad 2 und
kann auch als

F,= [Xa] X

beschrieben werden. Dabei ist der Punkt x, die geometrische Darstellung von F,
und entspricht den Koordinaten der Matrix.

Die Epipole liegen, wie in Abbildung 2.13 dargestellt, auf dem Kegelschnitt Fg und es
gilt daher

e Fee' =0,
wobei auch fiir die schiefsymmetrische Matrix
e TFae’ =0

gilt. Geht man davon aus, dass zu Beginn Fe' = 0 eintritt, so gilt auch e/’ Fe'. Aus der
letzten Gleichung kann F durch die Aufspaltung in ihre zwei Teile ersetzt werden, sodass

e'TFSe’ + e’TFae’ =0
letztendlich auch gilt und die obigen Bedingungen gezeigt werden.

In der erwéhnten Abbildung erkennt man auch den Zusammenhang zwischen dem sym-
metrischen als auch schiefsymmetrischen Teil der Fundamentalmatrix. Die Polare 1, des
Punktes x, verlduft in der Abbildung durch die Epipole €', €”. Diese Eigenschaft ergibt
sich wie folgt:
Die schiefsymmetrische 3x3 - Matrix F, kann auch als schiefsymmetrische Kreuzpro-
duktmatrix

(F—F7)

Fa= " = [xalx

dargestellt werden. Weiters soll

(F —F7)

F, x,= 5

Xa=0 (2.10)

gelten. Dabei entspricht der Vektor x, jenem Vektor, der [xa]x darstellt. Es gilt somit
die Gleichung

[Xa]x - Xa = 0.
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Betrachtet man nun die Matrixmultiplikation F - x5, so folgt durch Einsetzen von (2.10)
folgendes Ergebnis:

F- x4
& (Fs+ Fa) - xa
& Fs -xa=1, (2.11)

Das Ergebnis 1, ist die Polare des Vektors x,. Die Epipole liegen auf dieser Polaren zum
Pol x, bzgl. des Kegelschnitts Fg, dh. sie erfiillen die Gleichung

T
e Fg-x5=0.

Das gilt, weil nach (2.11) ist
Fs -x,=F - x,

eine epipolare Gerade 1” durch €”. Somit folgt fiir das Produkt der epipolaren Gerade
und des Epipols

T =e"T. Fs-x,=0.
Analog gilt das auch fiir €’.

Bezieht man sich nun wieder auf den bereits bekanntem Freiheitsgrad von F, kann dieser
laut Hartley und Zisserman [2] mithilfe der geometrischen Darstellung gut nachvollzo-
gen werden. Denn fiir den Kegelschnitt Fg herrscht der Freiheitsgrad 5 und fiir je einen
Punkt, der auf dem Kegelschnitt liegt, wird ein weiterer Freiheitsgrad hinzugefiigt. Dem-
zufolge ergibt sich der Freiheitsgrad 7 fiir die Fundamentalmatrix. Der Kegelschnitt Fyg,
der Punkt x, sowie die Epipole auf Fg sind genau dann eindeutig bestimmt, wenn die
Fundamentalmatrix F vorgegeben ist. Die Umkehrung, also bei gegebenem Fg und xa,
definiert allerdings die Fundamentalmatrix nicht eindeutig. Der Grund dafiir ist die feh-
lende Eindeutigkeit der Epipole, denn die Erzeugung durch die Polare 1, von x, (siehe
Abbildung 2.13) bestimmt noch nicht, welcher der beiden Punkte €’ bzw. €” ist.

Bestimmung der Zentren durch F

Eine weitere Eigenschaft der Fundamentalmatrix ist, dass durch diese gegebene Ma-
trix die Matrizen der beiden Zentren ableitbar sind. Durch die projektive Beziehung
der Bildfelder sind nur die projektiven Koordinaten relevant, d.h. euklidische Mafle wie
Winkel zwischen Geraden und Strahlen sind nicht von Bedeutung und somit sind diese
Beziehungen projektiv invariant (vgl. [2], S. 234). Auch die Fundamentalmatrix héngt
von den projektiven Eigenschaften der beiden Zentren ab, wobei die Matrix nicht durch
projektive Transformationen H des Raumes, wie beispielsweise eine Drehung der Welt-
koordinaten, beeinflusst wird. Die Matrizen der Zentren héngen allerdings sowohl von
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Fy

Xa

Abbildung 2.13: Symmetrischer und schiefsymmetrischer Teil der Fundamentalmatrix

der Wahl der Weltkoordinaten als auch von den Bildkoordinaten ab. Genauer gesagt ent-
spricht H einer 4x4-Matrix fiir den dreidimensionalen Raum und eine Anwendung von
H auf den Raum sowie auf die Zentren lassen die Fundamentalmatrix F unveréndert.
Demzufolge lasst sich zwar die Fundamentalmatrix durch die beiden Zentren eindeutig
bestimmen, jedoch gilt nicht die Umkehrung.

Die Abbildung eines Punktes X im Raum auf eine gegebene Bildebene 7 durch eine
Zentralprojektion in homogenen Koordinaten kann als eine Matrixmultiplikation

fa £ 000
= fy |=11 f 00
2 0010

— N < 8
— N 8

ausgedriickt werden. Der Koordinatenursprung liegt hierbei im Zentrum und die z- Achse
ist normal auf die Bildebene ausgerichtet. Dabei entspricht die Konstante f den Abstand
vom Koordinatenursprung zur Bildebene 7 entlang der z-Achse (siche Abbildung 2.14).

|

Abbildung 2.14: Zentralprojektion - Abstand f zur Bildebene

v
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Die Matrix

f 00
1 f0 = diag(f, f,)[T[ 0] =p
00 1

S - O
o O O

wird auch Projektionsmatrix genannt und entspricht der linearen Abbildung
x=p-X (2.12)

zwischen den homogenen Koordinaten des Punktes X und seines Bildpunktes x. In
diesem Fall liegt der Koordinatenursprung des ebenen Koordinatensystems der Bildebene
7 im Hauptpunkt. Sollte dies nicht der Fall sein (siehe Abbildung 2.15), dann fiigt man
die Koordinaten (P, P,) des Hauptpunktes in die Projektionsmatrix ein und erhélt

f 0 P 0
p=|1 f P, 0O
00 1 0
Betrachtet man von p nur die ersten drei Spalten und blendet die letzte Spalte (Null-
vektor) aus, dann erhilt man eine 3x3 - Matrix, die den Namen Kalibrierungsmatriz K

trigt. Man kann die Gleichung (2.12) auch durch die Kalibrierungsmatrix ausdriicken
und erhélt

x=p-X=K[I|0]X.

Abbildung 2.15: Koordinatensystem der Bildebene

Die Projektionsmatrix eines Zentrums ist tiblicherweise durch ihre kanonische Form ge-
geben. Fiir eine der Zentren kann immer die Projektionsmatrix p; = [I| 0] angenommen
werden, welche sich aus der dreidimensionalen Einheitsmatrix I und einem dreidimensio-
nalen Nullvektor zusammensetzt. Diese Annahme kann dadurch bewiesen werden, indem
man die Matrix py in eine nicht singulére 4x4-Matrix pj verédndert. Fiihrt man nun die
projektive Transformation H = p3 ! ein, dann gilt pyH = [T | 0] (vgl. [2], S. 235). Die
zweite Projektionsmatrix hat dann die Form po =[ A | a|.

Bei der Bestimmung der Projektionsmatrizen fiir die Zentren ist zu beachten, dass die
Losung mehrdeutig ist. Das bedeutet, dass eine gegebene Fundamentalmatrix F das Paar
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von Projektionsmatrizen nicht eindeutig bestimmt, da F fiir mehrere solcher Kamera-
paare gelten kann. Den zugehorigen Beweis liefern Hartley und Zisserman [2] in ihrem
Werk, worauf an dieser Stelle nicht niher eingegangen wird. Die Autoren erwihnen
aulerdem, dass die zu F zugehorigen verschiedenen Kamerapaare durch eine projektive
Transformation zusammenh#ngen, was der Grund fiir die Mehrdeutigkeit der Losung ist.

Nun stellt sich die Frage, wie genau die Projektionsmatrix fiir das zweite Zentrum aus-
sieht. Zuvor wurde die kanonische Form p2 = [ A | a | erwéhnt, welche im Weiteren noch
zur Anwendung kommt. Dazu stellen Hartley und Zisserman [2] folgende Vorgehenswei-
se zur Verfiigung. Es wird eine schiefsymmetrische Matrix S angenommen, sodass fiir
p2 = [ SF | €”] gilt und F die zugehérigen Fundamentalmatrix fiir das Paar (P1, p2) ist.
P1 ist identisch mit dem zuvor erwéhnten p;. Die schiefsymmetrische Matrix lasst sich
wiederum durch S = [s]« beschreiben, wodurch pz = [ [s|<xF | €”] mit Rang 3 folgt. Nun
kann fiir s der Epipol €” gewihlt werden, sodass die Matrix die Form pg = [ [¢”]|<F | €”]
hat. Weil [e”]« eine singulidre Matrix und demzufolge auch das Produkt [e”]«F, ent-
spricht pg der Projektionsmatrix fiir ein Zentrum auf moo (vgl. [2], S. 161). Da sich

ein weiteres Paar von Projektionsmatrizen p; = [I| 0], p2 = [ A +av? | ka] durch
H entsprechend fiir die gegebene Fundamentalmatrix finden lisst, besitzen die beiden
gefundenen Projektionsmatrizenpaare sowie auch das Paar p1 =[I|0], p2=][A | a]

die selbe gegebene Fundamentalmatrix. Zusammenfassend erfolgt die verallgemeinerte
Darstellung von zwei zusammengehdorigen Zentren durch (vgl. [2], S. 238):

p1=[1]0], p2 =[["]xF +€e'v' | Xe”]. (2.13)

In den Formeln beschreibt A einen Skalar # 0 und v einen beliebigen dreidimensionalen
Vektor.

Die essentielle Matrix E

Die sogenannte essentielle Matriz ist eine spezielle Form der Fundamentalmatrix, welche
weniger Freiheitsgrade als F besitzt, genauer gesagt den Freiheitsgrad 5. Sie wird bei
normierten Bildkoordinaten verwendet und ersetzt die Fundamentalmatrix.

In diesem Abschnitt werden normierte Bildkoordinaten verwendet, welche mit X' bzw.
%" bezeichnet werden. Fiir die Projektionsmatrix soll laut Hartley und Zisserman [2] die
Form p; = K[R | t] verwendet werden, wobei K eine Kalibrierungsmatrix, t ein Transla-
tionsvektor und R eine Rotationsmatrix ist. Falls diese Kalibrierungsmatrix bekannt ist,
dann kann ein Bildpunkt x’ = p1X durch den normierten Ausdruck X' = K~1X ersetzt
werden. Es ergibt sich fiir die normierten Bildkoordinaten die Form X' = [R | t]X. Somit
wird der normierte Bildpunkt eines Punktes im Raum in der Bildebene 7r1 représentiert,
die als Kalibrierungsmatrix die Einheitsmatrix I besitzt. Die normierte Projektionsma-
triz hat die Form K~ 'p; = [R | t], bei der die Kalibrierungsmatrix herausgehoben
und dadurch der Einfluss aufgehoben wurde (vgl. [2], S. 238). Demzufolge konnen die
Matrizen p; = [I | 0], p2 = [R | t] fiir die Zentren als normiert betrachtet werden. Die
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entsprechende essentielle Matrix wird nach Hartley und Zisserman [2] durch
E = [t]xR = R[RTt],
definiert und erfiillt die Gleichung
F'Ex = 0.

Wie bereits erwahnt, ist die essentielle Matrix E eine Spezialform der bekannten Fun-
damentalmatrix F und ihre Verwandtschaft wird durch die Gleichung

E=KTFK

beschrieben. Diese Gleichung folgt aus dem Einsetzen der normierten Bildpunkte durch
ihre weiter oben erwihnten Definitionen. Eine weitere Eigenschaft der Matrix E ist,
dass die 3x3-Matrix zwei gleiche Singuldrwerte besitzt wihrend der dritte gleich 0 ist
(vgl. [2], S. 239). Die Matrix E ldsst sich durch die Singuldrwertzerlegung auch als
E = U diag(1,1,0) VT darstellen, wobei U und V orthonormale Matrizen sind.

Bestimmung der Zentren durch E

Die Matrix E kann nach den obigen Gleichungen anhand von normierten Bildpunkten
oder durch die Fundamentalmatrix F bestimmt werden. Wie auch zuvor kann fiir das
erste Zentrum p; = [I | 0] gewéhlt werden. Fiir das zweite Zentrum wird an dieser Stelle
die essentielle Matrix in die Faktoren S als schiefsymmetrische Matrix und R als Rota-
tionsmatrix zerlegt. Nach Hartley und Zisserman [2] ergeben sich zwei Faktorisierungen
der Form E = SR mit:

S =uUzu7’, R=UWV? bzw. UWIVT,

Es handelt sich bei U und V um orthogonale Matrizen, W und Z sind folgendermaflen
definiert:

0 -1 0 0 10
W=1[|1 0 O und Z=| -1 0 0

0 0 1 0 00
Weiters erwéhnen die Autoren, dass diese Faktorisierung fiir die mafistdbliche Bestim-
mung von t von der Matrix pz anhand von S = [t]« notwendig ist und es vier mégliche

Losungen fiir die Projektionsmatrix pg gibt (vgl. [2], S. 240):

pe = [UW V7 | u3] oder [UW VT |—u3] oder
[UWT VT |u3] oder [UWT VT |- uy).

Man erhilt ug als Folgerung von St = 0, da fiir t = U(0,0,1)” = ug gilt.
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Geometrische Interpretation von den vier moéglichen Losungen fiir p2

Die vier erhaltenen Losungen fiir die zweite Projektionsmatrix unterscheiden sich zum
Einen durch das Vorzeichen des Translationsvektors t vom ersten zum zweiten Zentrum,
zum Anderen durch die Benutzung der Transponierten von W. Der erste Unterschied
ist in Abbildung 2.16 gut zu erkennen, da die Zentren auf der Grundlinie entsprechend
vertauscht sind. Der zweite Unterschied ist eine Drehung um 180° um die Grundlinie,
denn die beiden Losungen besitzen den folgenden Zusammenhang (vgl. [2], S. 240):

VWIwWTvT

[UW VT | uj] )

= [UWT VT | u]

Der Ausdruck VWIWTVT = Vdiag(—1,—1,1)VT gibt die genannte Drehung um die
Grundlinie an, die in Abbildung 2.16 an dem rekonstruiertem Punkt zu erkennen ist. Aus
der Abbildung ebenfalls zu sehen ist, dass nur in einem Fall der rekonstruierte Punkt
vor beiden Zentren liegt. Das kann die Bestimmung der vorliegenden Lésung erleichtern
bzw. dazu fithren, diesen Fall fiir die zweite Projektionsmatrix entsprechend zu wéahlen.

Grundschritte zur Rekonstruktion der Zentren sowie des betrachteten Raumobjekts

Zuvor wurde erklért, wie man die Fundamentalmatrix bei gegebenen korrespondierenden
Bildpunkten herleitet und auch wie man die beiden Zentren durch die Fundamentalma-
trix ermittelt. Diese Schritte werden fiir die Rekonstruktion benétigt, um anschlieBend
ausgehend von den Bildpunkten den zugehérigen Punkt zu erlangen, sodass fiir jeden der
Bildpunkte x’ = p1X, x”” = p2X gilt. Es gibt allerdings unterschiedliche Ansétze fiir eine

OJIZL 0}, 0, 0,

() (d)
Abbildung 2.16: Vier mogliche Losungen fiir pa
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erfolgreiche Rekonstruktion, sodass beispielsweise die essentielle Matrix bei gegebenen
Projektionsmatrizen der Zentren anstatt der Fundamentalmatrix ermittelt wird. Es wird
fiir die Rekonstruktion eine ausreichende Anzahl von korrespondierenden Bildpunkten
zweier Bildfelder vorausgesetzt. Die Rekonstruktion kann bei einer unzureichend kleinen
Anzahl von Bildpunkten nicht durchgefiihrt werden, daher ist umso besser, je mehr sol-
cher Bildpunkte gegeben sind.

Die Grundschritte fiir eine Rekonstruktion der Punkte im Raum bei gegebenen Bild-
punkten und somit des Raumobjekts sind:

e Ermittlung der Fundamentalmatrix F: Da die Bildpunkte x’, x” gegeben
sind, konnen lineare Gleichungssysteme durch die Eigenschaft x” Fx' = 0 der
Fundamentalmatrix gewonnen werden. Sobald acht Bildpunktepaare gegeben sind,
erhélt man die Eintrige der gesuchten Fundamentalmatrix (mafstabsgetreu). Sind
nur sieben Paare gegeben, dann erhélt man eine nicht lineare Losung und bei mehr
als acht Paaren bekommt man die Losung der kleinsten Quadrate.

e Ermittlung der Projektionsmatrizen beider Zentren O;, O2: Durch Ein-
setzen in die Gleichung p1 = [I | 0] und p2 = [[€”<]F | €”], welche bereits zuvor
schon erwihnt wurden, konnen die Projektionsmatrizen erzeugt werden.

e Triangulierung: Die Eigenschaft x”TFx' = 0 bedeutet geometrisch, dass der
Bildpunkt x” auf der epipolaren Gerade Fx' liegt. Da die Projektionsgeraden durch
die beiden Bildpunkte in einer epipolaren Ebene liegen, kann gefolgert werden,
dass die epipolare Ebene durch beide Zentren verliuft. Die epipolaren Geraden
besitzen in der epipolaren Ebene auflerdem einen Schnittpunkt X, welcher der
gesuchte Punkt der beiden Bildpunkte ist. Demnach ist von einer Triangulierung
die Rede, da die Projektionsgeraden und die Grundlinie (Verbindungsgeraden der
beiden Zentren) ein Dreieck begrenzen. (vgl. [2], S.245 f.).

Abbildung 2.17: Triangulierung zur Ermittlung der Punkte im Raum (in Anlehnung an

2])
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Es gibt allerdings Punkte im Raum, welche sich nicht durch ihre Bilder bestimmen
lassen. Diese Punkte befinden sich auf der Grundlinie, die beide Zentren miteinander
verbindet. Die Projektionsstrahlen jener Punkte sind ndmlich mit der Grundlinie ident
und demzufolge kollinear. Da sie auf die Epipole abgebildet werden, kénnen diese Punkte
nicht eindeutig bestimmt werden.

Dartiiber hinaus wird betont, dass die Rekonstruktion eines Raumobjekts nie absolut
sein kann und idealerweise bis zu einer euklidischen Transformation bestimmt ist (vgl.
[2], S. 246). Es kann keine genaue Aussage iiber die Gesamtlinge oder -hohe getétigt
werden und das Ergebnis der Rekonstruktion ist maBstéblich dhnlich zum tatséchlichen
Raumobjekt.

Projektive Rekonstruktion

Im Folgenden wird von der projektiven Rekonstruktion gesprochen, welche eine Rekon-
struktion mit projektiver Transformation beschreibt. Diese Variante der Rekonstrukti-
on bendtigt nur eine Menge gegebener korrespondierende Bildpunkte, womit die Fun-
damentalmatrix bestimmt werden kann und die Projektionsmatrizen durch F. In der
Abbildung 2.18 siecht man zwei Bilder eines Gebédudes, die fiir die Rekonstruktion zur
Verfiigung stehen. Darunter in (b) sind zwei verschiedene perspektive Rekonstruktionen
dieses Gebaudes, die durch eine perspektive Transformation miteinander verbunden sind.

Die Verwandtschaft der beiden Rekonstruktionen (p1, p2, {X;}), (P1, D2, {5(2}) mit i =
1, 2, ... wird durch eine 4x4-Matrix H représentiert, welche die folgenden Gleichungen
erfiillt (vgl. [2], S. 249):

p1=piH ', p2 = p2H 1, X; = HX,.

Abbildung 2.18: Perspektive Rekonstruktion eines Gebédudes [2]
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Direkte Rekonstruktion

sofern auch Informationen iiber bestimmte Punkte des Raumobjekts im euklidischen
Raum bekannt sind, kann man von einer projektiven Rekonstruktion direkt zur me-
trischen Nachbildung gelangen. Die Autoren Hartley und Zisserman [2] nennen diese
Punkte auch Kontrollpunkte {Xg;} und sollen fiir den direkten Ubergang von projek-
tiv auf metrisch verwendet werden. Man erhélt diese Kontrollpunkte wie iiblich durch
ihre korrespondierenden Bildpunkte in den beiden Bildebenen. Der Zusammenhang ei-
ner projektiven Nachbildung mit der tatséchlich wahren Rekonstruktion ist durch eine
Homografie H wie folgt gegeben (vgl. [2], S. 259):

XEi = HXZ mit ¢ = 1, ceey N

Fiir die Bestimmung der Transformationsmatrix H miissen mindestens n>5 Kontroll-
punkte bekannt sein, denn jede Punktkorrespondenz stellt drei linear unabhéngige Glei-
chungen fiir die Elemente von H zur Verfiigung. Nachdem H bestimmt wurde, kann
anhand dieser Transformationsmatrix die euklidische Form der Zentren in der gegebe-
nen projektive Rekonstruktion erhalten werden.

In Abbildung 2.19 wird die direkte Rekonstruktion von einer projektiven Nachbildung
zur metrischen Rekonstruktion dargestellt. In (a) sieht man die weifl gekennzeichneten
Kontrollpunkte fiir den direkten Ubergang, welche bei der projektiven Rekonstruktion
in (b) eine unterschiedliche Positionierung haben. Die fertige metrische Rekonstruktion
samt der Kontrollpunkte ist in (c) ersichtlich.

e

Abbildung 2.19: Direkte Rekonstruktion mithilfe von Kontrollpunkten [2]

2.3 Einbettung in den Unterricht

Im Unterrichtsfach Darstellende Geometrie wird die Zentralprojektion und im Allge-
meinen die Perspektive genau durchgenommen. Wie zu Beginn dieser Arbeit bereits
erwéhnt, sind nach Eckhart [1] die Zentralprojektion und die bekannten Grund- und
Aufrissverfahren gewisse Sonderfille des Zweibilderprinzips, die auch im Lehrplan fiir
den Regelunterricht der darstellenden Geometrie implementiert sind. Da das Zweibilder-
verfahren wesentliche Aspekte der Zentralprojektion beinhaltet, ist es durchaus moéglich,
dieses Verfahren im Unterricht zu behandeln. Allerdings ist die Einbettung erst nach
der Zentralprojektion sinnvoll und kénnte im Rahmen eines Projekts behandelt werden.
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Besonders in Kombination mit der Photogrammetrie weckt diese Thematik das Interesse
der Schiilerinnen und Schiiler.

ra7i3515;
i
G

WA

Abbildung 2.20: Eisbar - links als Objekt, rechts als 3D-Druck

Weiters steht im Lehrplan fiir den darstellenden Geometrieunterricht als vorgeschlage-
nen zusétzlichen Themenbereich der Einsatz von neuen digitalen Technologien, worunter
der 3D-Druck und Scan-Programme fallen. Der 3D-Druck kann derart mit der Photo-
grammetrie kombiniert werden, sodass Schiilerinnen und Schiiler eigene Objekte oder
Figuren entweder mithilfe von Applikationen auf dem Handy das Objekt durch Bild-
aufnahmen rekonstruieren oder durch eine von der Lehrperson bereitgestellte Kamera
Bilder ihrer Objekte aufnehmen und anschlieSend auf den Schulcomputern die erzeugten
Bilder in eine Rekonstruktionssoftware einsetzen. Nachdem eine digitale Rekonstruktion
erzielt wurde, konnen diese Nachbildungen mit einem 3D-Drucker auch gedruckt wer-
den. Meist ist vor dem Druck noch eine Verbesserung der Rekonstruktion notwendig,
bei der beispielsweise vorhandene Locher gefiillt oder Deformationen entfernt werden. In
Abbildung 2.20 ist die Figur eines Eisbars zu sehen, die mithilfe der Photogrammetrie
und einer geeigneten Computersoftware mit einem 3D-Drucker gedruckt wurde.

Die digitale Rekonstruktion der Figur ist in Abbildung 2.21 abgebildet. Dazu ist eine
Bereitstellung eines 3D-Druckers seitens der Schule ideal, um den Druck direkt nach
Fertigstellung vor Ort zu starten. Ansonsten kann die Lehrperson den 3D-Druck bei
einer externen Druckfirma in Auftrag geben.
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Abbildung 2.21: Digitale Rekonstruktion der Figur

Die Photogrammetrie ist bereits derart ausgereift, dass es digitale Applikationen gibt, die
eine Rekonstruktion eines Objektes anhand von mehreren Kameraaufnahmen durchfithren
konnen. Dazu ist der Einsatz von Handys oder Tablets mit einer Kamera im Unterricht
notwendig. Auch auf ein gutes Lichtverh&ltnis ist zu sorgen, da solche Programme bei
schlechten Lichtverhéltnissen gewisse Oberflichen und Strukturen nicht ausreichend er-
kennen koénnen. Die Rekonstruktion weist sonst fehlende Stellen und Locher des nachge-
bildeten Objekts auf. Durch die Implementierung dieses Themas in der Schule erhalten
die Schiilerinnen und Schiiler einen Einblick in die Anwendungsbereiche der Zentralpro-
jektion. Ebenso im Wahlpflichtfach ist eine Einbettung des Zweibilderverfahrens und
dessen Anwendungsbereiche moglich, indem Lehrpersonen die Photogrammetrie im Zu-
sammenhang mit dem 3D-Druck einfiihrt. Dadurch wird den Schiilerinnen und Schiilern
ein Einblick in die moderne Technologie gewéhrt und das Interesse in die darstellende
Geometrie gefordert.
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3 Schluss

In dieser Arbeit wurde gezeigt, dass das Zweibilderprinzip seit ldngerer Zeit den Nutzen
hat, um Raumobjekte gezielt aus zwei oder auch mehreren Bildern zu rekonstruieren.
Das Verfahren der Rekonstruktion wird bis heute noch in verschiedenen Bereichen wie
die Photogrammetrie oder auch in der Architektur angewendet. Insbesondere wenn das
zu rekonstruierende Objekt nicht mehr vorhanden oder teilweise zerstort ist, ist das
Zweibilderprinzip zur Rekonstruktion des betroffenen Objekts hilfreich. Fiir die Rekon-
struktion werden lediglich Bilder bzw. Aufnahmen eines Objekts bendtigt. Man erhélt
anhand der Bilder Informationen wie Léngenverhéltnisse, Parallelitdt und &hnliches iiber
das Objekt, sodass sowohl eine konstruktive Darstellung als auch eine Rekonstruktion
mithilfe von Berechnungen moglich ist. Es wurde weiters gezeigt, dass keine Aussagen
iiber die tatsédchliche Grofle des Objekts getroffen werden konnen, sofern nicht weite-
re Informationen iiber das tatsidchliche Objekt vorhanden sind. Die Rekonstruktion ist
daher bis auf das Groflenverhéltnis bestimmt. Heutzutage gibt es bereits zahlreiche di-
gitale Programme, die eine solche Rekonstruktion anhand von Bildern in kiirzester Zeit
ausfithren und dabei keine Kenntnis iiber das Rekonstruktionsverfahren notwendig ist.
Das Ziel dieser Arbeit war es, einen Uberblick iiber das Zweibilderprinzip und das Ver-
fahren der Rekonstruktion zu geben. Allerdings muss hier die Einschrinkung gemacht
werden, dass die Benutzung von Programme und digitale Applikationen gegeniiber der
héndischen Rekonstruktion aufgrund der Reduzierung des Arbeits- und Zeitaufwands
bevorzugt wird.

AuBerdem lisst sich das Zweibilderprinzip und dessen Anwendungen im Unterrichts-
fach durchaus als Vertiefung der Zentralprojektion einbetten, wodurch Schiilerinnen und
Schiiler einen Einblick in die praktische Anwendung der darstellenden Geometrie erhal-
ten. Im Hinblick auf die Forderung der Interessen von Schiilerinnen und Schiiler ist es
sinnvoll, die Rekonstruktion durch automatisierte Verfahren mithilfe von Applikationen
und Softwares durchzufiithren, da der Zeitaufwand fiir die Behandlung dieser Thematik
im Unterricht reduziert wird.

Die Digitalisierung in den verschiedensten Bereichen sorgt bereits seit ldngerer Zeit fiir
Entlastung des Arbeitsaufwands und es ist deshalb zu hoffen, dass das Zweibilderprin-
zip und die Rekonstruktionsverfahren zukiinftig noch einfacher und zeitsparender im
Unterricht einbezogen werden kénnen.
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