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Vorwort des Herausgebers.-,

Die vorliegende Ausgabe der gesammelten Abhandlungen

von Ludwig Boltzmann geschieht über Auftrag und mit

Unterstützung der Akademien der Wissenschaften zu Berlin,

~öttingen, Leipzig, München und Wien. ~ie enthält sämtliche

wissenschaftlichen Publikationen Boltzmanns mit Ausnahme

der bereits in Buchform erschieneTI:en. Zu den letzteren ge

hören die Vorlesungen über Maxwells Theorie der Elek

trizität und des Lichts (1891-93), über die Prinzipe der

Mechanik (1897-1904) und über Gastheorie (1896-98),
der Artikel über die Kinetische Theorie der Materie (ge

meinsanl mit J. N abI verfaßt, Enzykl. d. mathe Wisse V,,8. 1907),
sowie die Abhandlungen und Vorträge, welche noch von

Boltzmann selbst in dem Bande Populäre Schriften vereint

wurden. Zur Erleichterung der Übersicht sind die Titel der

letztgenannten Schriften jedoch im Inhaltsve,rzeichnis dieser

Sammlung an ihrer Stelle angeführt.

Einige Feuilletons aus Tagesblättern, sowie die zahlreichen

Referate, die Boltzmann über seine eigenen, sowie über

andere Arbeiten verfaßt hat, sind hier nicht aufgenommen

worden. Eine einzige Ausnahme bildet die Besprechung von

Maxwells Abhandlung "On Boltzmann's Theorem on the

average distribution of energy in a system of material points"

im 5. ·Bande der Beiblätter zu den Annalen der Physik und

Chemie, deren Bedeutung weit über die eines gewöhnlichen

Referates hinausgeht.
Die Abhandlungen sind nach der ,Jahreszahl ihrer Heraus

gabe geor~net; die Reihenfolge des Erscheinens innerhalb



VI Vorwort.

eines Jahres ist nicht immer berücksichtigt. Es war auf diese
Weise in den meisten Fällen möglich, dem Zusammenhang
der verschiedenen Arbeiten Rechnung zu tragen.

Dem ·Herausgeber stand eine Sammlung von Separat...

abdrücken aus dem Nachlasse Boltzmanns zur Verfügung,

in welchen zahlreiche Druckfehler verbessert sind und welche
an einigen Stellen Bemerkungen von Boltzmanns Hand trugen.
Wo es möglich war, sind die letzteren hier als Fußnoten mit

dem Vermerk "Bemerkung -aus dem Nachlasse" verwendet
worden. Die wenigen Anmerkungen, die der Herausgeber

hinzugefügt hat, sind ausschließlich Hinweise aufBerichtigungen,
welche die Abhandlungen in späteren Publikationen des Ver
fassers gefunden haben; wo es wünschenswert schien, sind
dieselben durch die Buchstaben D. H. gekennzeichnet. Im Text
sind nur augenscheinliche Druckfehler verbessert worden.

Durch die Veranstaltung einer Gesamtausgabe der Werke
Boltzmanns wird zunächst dem Gebote der Dankbarkeit ent

sprochen, die unsere Zeit dem großen Forscher schuldet.
Die einheitliche Herausgabe der ·in zahlreichen Zeitschriften
verstreuten Abhandlungen wird es ferner den Fachgenossen
erleichtern, sich ein anschauliches Bild seiner Lebensarbeit

zu verschaffen und so die Erkenntnis fördern, wie groß .. das
Verdienst Boltzmanns' um die Vertiefung unserer Natur

auffassung ist.
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1.

Über die Bewegung der Elektrizität in krummen
Flächen.!)

('Viell. Ber. 52. S. 214-221. 1865.)

J. Bewegung der Elelitrizität auf einer Kugelfläche.

Herr Prof. Stefan leitete' in seinen Vorlesungen über
die Theorie des elektrischen Stromes aus dem selbstverständ
lichen Satze, daß bei einer Kugelfläche, die an den Endpunkten
eines Durchmessers mit den Poldrähten einer Batterie berührt
wird, die Kurven gleicher Spannung Parallelkreise sein lIl;iissen,
das merkwürdige Resultat ab, daß der \Viderstand dieser Kugel
fläche gleich ist dem einer unendlichen Ebene, in der die
Elektroden in derselben Distanz sich befinden. Er veranlaßte
mich darauf hin, die Verteilung der elektrischen Spannung auf
einer Kugeloberfläche ganz allgemein zu untersuchen, wobei
sich der erwähnte Satz auch für jede andere Lage des Ein
und Auss~römungspunktes bestätigte. Nachdem ich meine
Rechnungen bereit8 beendigt hatte, erschien Beers "Einleitung
in die Elektrostatik, Lehre vom Magnetismus und Elektro
dynamik", in welcher dieselbe Frage behandelt wird. Da jedoch
die gegebene Lösung fehlerhaft ist, so glaube ich meine Unter
suchungen hiermit der Öffentlichkeit übergeben zu sollen.

Nehnlen wir also .eine Kugelsch~le von. durchaus gleichem
Leitungsvermögen· k,. verschwindend kleiner ebenfalls gleich
förmiger Dicke 0 und einem 'Radius R.Dieselbe werde in
zwei Punkten, A. und B, mit .den.Poldrähten einer elektrischen
Stromquelle berührt. Als Koordinaten eines Punktes lJ der
Kugelfläche wählen wir seinen Winkelabstand Cf von dem
Halbierungspunkte C des A und B verbindenden größten Kreis
bogens und den Winkelllf, den ·die Ebene des durch C und J)

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz.2. S. 128. 20. Juli 1865.

Bol t zman n, Gesammelte wissenseh. Abhandl. J.. 1
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2 1. Über die Bewegung der Elektrizität in krummen Flächen.

gelegten größten Kreises mit der Ebene ABC bildet. Den
Winkel{} zählen wir vom Einströmungspunkt A. zum Aus
strömungspunkt B.

Lassen wir nun cp und 19' um ihre Differentiale wachsen,
so entsteht auf der Kugel ein rechteckiges Elementchen ]).E GF
und es ist die in der Verlängerung von C]) liegende Seite
desselben

IJE=Rdep

und die senkrecht darauf stehende Seite

]) .F = II sin Cf d {t ;

die Elektrizitätsmenge aber, welche in der Zeiteinheit durch
]) E in der Richtung J) F einströmt, findet man

s = - k(j ~;lJE,

wo u die Spannung oder das Potential der Elektrizität in J),

Llu dessen Zuwachs beim Übergang von IJ nach ](7 bedeuten.
Die Substitution der Werte für .D E und]) F ergibt:

s = _lto(d'lt)~.
d {f Sl11 q;

Ebenso findet man als Wert der durch IJ Feinströmenden
Elektrizitätsmenge

s' = - k ci~ ;;. ]) F = - k 0 (:;) sin g; d {r .

Die Elektrizitätsmengen, welche durch die IJ E und ]) F
gegenüberliegenden Seiten i! G und E G ausströmen, werden
um die Differentiale der Größen sund s' nach {f und cp größer
sein; die Summe dieser Differentiale gibt also den Zuwachs der
Spannung im Flächenelement, der bei stationärer Strömung in
allen Punkten außer .11 und B gleich der Null sein muß; die
Spannung \vird daher durch folgende Gleichung bestimmt:

.,... [d (d ~t.) 1 d2 IM]- lt u d {f d (fj- - Sln (fl + -.-.-- = 0
r d cp d cp r SIn cp d /:}2 ,

wobei natürlich bloß der eingeklammerte Faktor verschwinden
kann. Auch in dieser Gleichung findet sich bei Be er eine
Unrichtigkeit.

Eine spezielle Auflösung .derselben ergibt sich, wenn
man du / d Cf sin cp gleich einer Konstanten .11 setzt, woraus
durch Integration folgt:
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u = A logtang-·f + B.

Diese Funktion liefert jedoch für g; = 0, 1t = - Cf:); für
(p = rn; , U = + 00; gilt also nur für den Fall, daß .11 und B
Enden desselben Durchmessers sind. Um die allgemeine Lösung
zu finden, wollen ,vir die Kosinus der Winkelabstände eines

. Punktes von .LI. und B als neue Koordinaten einführen; sie
sind, wenn wir den \\Jl'inkel CO·Li. = CO B mit b, also den
Winkelabstand der Elektroden mit 2 b bezeichnen (0 ist der
Mittelpunkt der Kugel):

r = cos b cos rp + sin b sin rp cos {}

'f! = cos b cos rp - sin b sin rp cos {} .

Nach Einführung dieser neuen Variablen erhält die Diffe
rentialgleichung (1), nachdem die gehörigen Reduktionen durch
geführt sind, folgende Gestalt:

(2) d21.t (1 _ 1"2) _ 2 1- ~U + d
2

'l~ (1- () 2) _ 2 0 du+ 2 d
2

U (1 _ r Il) = 0 .
d r2 d ro ci ((2 '" '" d ~ dr d f/ ~

Man erkennt sogleich, daB man eine spezielle A.uflösung
dieser Gleichung erhält, indem man u = X (r) + 'l/J ((J) setzt und
X (r) und 1.jJ (!?) als solche Funktionen von r un~ ~ 'wählt, daß
sie die Gleichungen

d
2
x (1 _ r 2) _ 2 r d X = A

dr2 d r

d2 cp d 'lIJ-(1 - ()2) - 21l-= - Adfl2 I:;" I:;" dq

erfüllen, aus denen sich

-A+O A-O B'
Z (1-) = log (1 + ~r) - ~ log (1 -- r) +

1/J ((I) = A ~ 0 ' log (1 + (J)+ A; C' log(l- (I) + BI'

-A+O A+Ou = log(l + r) - ~log(1- r)

.A + 0'· .A - 0'+ ---2_. log (1 + ~) + log(l- (» + B

ergibt; A, B, B', B",C und C' sind willkürliche· Konstanten.
Diese lassen sich so bestimmen, daß dieser Wert die Be..

dingungen der Aufgabe erfüllt; offenbar läßt er bloß für die
vier Punkte r= 1, r = - 1, (! = 1, t! = - 1 Diskontinuität

1*
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ZU; es sind dies die Punkte Li und B und die ihnen gegenüber
liegenden Pole der Kugel; um ihn auch für letztere kontinuier
lich zu machen, brauchen wir bloß

C = .ll.; Cf = - A

ZU setzen; der dadurch erhaltene neue Wert

(3) 1 - e
1l = Alog-- + B

1 - r

(4)

erfüllt die Bedingungsgleichung (2) rücksichtlich .der ganzen
Kugelfläche, wenn nur A und B beständig bei unendlicher
oder um sie mit sehr kleinen Radien beschriebene Kreise bei
sehr großer Spannung erhalten werden. Führt man, wie Beer,
statt der Kosinus direkt die Winkelabstände d' und d" von
A und B ein, so erhält man

• d"
sln 9

u = 2Alog~ + B
81n··-··-

2

und man sieht, daß die Formel Be ers nicht für zwei, sondern
für vier Elektroden gilt, von denen die beiden positiven und
die heiden negativen an je zwei entgegengesetzten Enden des
selben Durchmessers liegen, wie denn auch klar ist, daß schon
die ganze Ableitungsweise Bee!s, die sr uns freilich größten
teils bloß vermuten läßt, vier in der besagten Weise gelegene
Elektrodenpunkte voraussetzt.

Dasselbe Resultat könnte man auch mit Umgehung der
Koordinatentransformation erhalten, indem man. 1l gleich einer
solchen Funktion von.g; setzte, daß ·die linke Seite der
Gleichung (1) einer Konstanten multipliziert mit der Größe des
Flächenelementes R2 sin cp d rp d {f gleich würde; die 'Integration
der resultieren'den Differentialgleichung ergäbe dann, nach
dem die Konstanten so bestimmt wurden, daß u nur für Cf = 0
unendlich wird

u =2Alogsin .~ + B;

(p kann hier den Winkelabstand von jeden1 beliebigen Punkte
der Kugel vorstellen, den Inan als Elektrodenpunkt voraussetzt
und es ,vürde eine beliebige Summe von Gliedern von dieser
Form die Differentialgleichung erfüllen, sobald nur die Summe
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der Konstanten A. gleich Null wäre; denn eben dieser Summe
wäre der Zuwachs an Elektrizität in der ]'lächeneinheit pro
portional.

Um die Kurven gleicher Spannung zu finden, brauchen
wir bloß in Iformel (3) die Größe (1 - (?) / (1 - 1w

) gleich einer
Konstantenm zu setzen, woraus nach Einsetzung der Werte
für rund {J und geänderter Anordnung der Glieder folgt:

m (cas b cos {p + sin b sin rp cos {).) - (cos b cas (f - sin b sin ep cos ff)

= "In - 1

oder nach Einführung rechtwinkliger Koordinaten

x = R sin (p cos {t

y = R sin (I' sin {}

z = R cos cp
und abermals veränderter Anordnung:

m·+1 b R bZ +x---
1

tang' = t sec ,
'In -

d. h. die I{urven gleicher Spannung sind Kreise, deren Ebenen
sich insgesamt in der Durchschnittslinie der an Aund B ge
legten Tangentialebenen schneiden.

Die Strömungslinien sind die senkrechten Transversallinien
des Systems der Kurven gleicher Spannung; bezeichnen wir
ihre Koordinaten mit 0 und" $, so erhellt aus geometrischen
Betrachtungen, daß

sine d rp d /}
d (9 sin /j d <p

sein muß. Die Differentiation der Gleichung der Kurven
gleicher Spannung gib~

cl fj Sill b sin {} sincp
sin tJ d cp = - cos b - cos,f} ,

daher für die Strömungslinien, indem wir sogleich die großen
Buchstaben wieder mit den kleinen vertauschen

dcp · b d&-.-= SIU
Sin cp cos - cos

und durch Integration
,f}- b

tang - - taug-
cp , 2 2

tang 2 = '11. -~-,------::-

tang 2 + tang ·2
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woraus zu ersehen ist, daß der durch .11 und B auf A. 0 B
senkrecht gelegte Parallelkreis auch eine Strömungskurve ist.

Um den \Viderstand der Kugel zu finden, nennen wir die
gegen den Radius der Kugel verschwindend klein voraus
gesetzten Radien der Poldrähte a1 und a2 und die Spannungen
an der Peripherie der Drähte u1 und u2 , so wird in Formel (4)
für die erste Elektrode

d" = 2 b, d' = ~,

daher wenn man den Sinus mit dem Bogen verwechselt
. d'. a1

slnT = 2R

u
1

= 2Alog2Rsiri~ + B.
a1

Ebenso liefert die Formel (4) für die zweite Elektrode:

2 1 Gr) Bu9. = Ll og" R -. b + ,
.:J ~ Sln

daher
1./;1·_·1."2

4R2 sin~ b
21og---'-·-

a2 a'l

Die durch den Umfang des positivenPoldrahtes und
folglich durch die ganze Kugel in der Zeiteinheit strömende
Elektrizitätsmenge wird gefundeD~ indem man den Differential
quotienten von 111 nach a l mit - 1G 0 und dem Umfang des
Drahtes multipliziert; nennen wir sie s, so wird

4 k 0 .A. 2 n Je [5 (~tl - 1.[2)

s = n· = 4R~ sin2 b •
log-~

Cl 1 ,a2

Der Widerstand der I{ugel ist also, weil s = (u1 - u2) / w

zu setzen ist:
1 4 R2 sin2 b 1 E2

10 = --100" = ---100'-·-.
2 n k [5 0 a1 ((.2 2 Tl kot) a1 a2 '

wo E die Entfernung der Elektroden, ,velche gleich 2R sin bist,
bezeichnet. Da nun dieser· Ausdruck den Radius der Kugel
nicht enthält und der Widerstand der unendlichen Ebene durch
eine vollkommen gleiche Formel gegeben wird, so läßt sich der
bereits erwähnte von Prof. Stefan gefundene Satz dahin er...
weitern, daß der Widerstand einer Kugel unabhängig von ihrem
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Radius jedesmal gleich ist dem Widerstande einer unendlichen
Ebene (Kugel. von unendlichem Radius), auf der sich die
Elektroden in derselben Distanz befinden.

11. Bewegung der Elektrizität auf einer zylindrischen Fläche.

Wir wollen ferner noch die Verteilung der elektrischen
Spannung auf einer unendlichen zylindrischen Fläche berechnen,
in die an zwei oder mehr Punkten Elektrizität einströmt, z. B.
in Mund N. Zu diesem Zwecke beachten wir, daß die Elek
trizität von· )JE und N nach allen Richtungen, wie in der un··
endlichen Ebene ausströmen wird, bis die nach der einen Seite
fließende Elektrizität, nachdem sie die· Hälfte des Umfangs
durchlaufen hat, mit der nach der andern Seite strömenden,
etwa .in der Linie GIJ zusammentrifft. Allein· nach dem
Prinzipe der Superposition wird sich jede, ohne von der andern
gestört zu werden, über CIJ hinaus weiter verbreiten und bei
der zweiten Ankunft in C.D von neuern usw.

Wir finden daher die Spannung im Zylinder, indem "wir
eine nach allen Seiten unendliche Ebene mit entsprechenden
Ein- und Ausströmungspunkten um ihn aufwickeln. Jeder Punkt
erhält dann diß Summe der ·Spannungen aller in ihm über
einander fallenden Punkte der Ebene.

Bezeichnen wir daher den Umfang der Basis des Zy
linders, deren Gestalt. übrigens vollkommen willkürlich bleibt,
mit a und zählen die Abszissen parallel der Achse des Zylinders,
die Ordinaten aber in senkrechter Richtung um den Zylinder
herum, so ist die Spannung irgendeines Punktes des Zylinders
x, y gleich der Summe der Spannungen jener Punkte der
Ebene, deren Abzissen x und deren Ordinaten y, ,y+a, .y+2a ..,
y - a, y - 2a .. sind; diese Summe ist aber, wenn S, 'I} und
l, ~ die Koordinaten des Ein- und Ausströmungspunktes sind:

k=+oo

u = '"' Li 10 (x - t)2 + (a k + y - t))2 + B
~ g (x - ~)2 + (a k + Y - 7'J)'A

k=-oo
k=+oo

= A Iocr I1 (x - ~)2 + (a k + Y -ijf + B .
t>.. (x - ;)2 + (a k + y - 1])2

7t=-oo

Wo II ein unendliches Produkt, A und B bekannte Kon
stanten bezeichnen. Weitere Transformationen ergeben
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+8 a
-~) 2rr

- 2 cos a (y - )1)

Nachdem durch diese Formel die Spannung in jedenl Punkte
bestimmt ist, .unterliegt es keiner Schwierigkeit mehr, nach
den gewöhnlichen Methoden die Kurven gleicher Spannung, die
Strämungskurven und den Widerstand zu bestimmen.

Schließlich sei noch bemerkt, daß die Spannung, falls der
Zylinder nach beiden Seiten durch Kurven begrenzt ist, deren
Ebenen auf seine Achse senkrecht stehen, durch höhere
Transzendente, und zwar die J ac 0 bischen e.. Jj"'unktionen,
ausgedrückt wird.



2.

Ober die mechanische Bedeutung des zweiten Haupt
satzes der Wärmetheorie. 1)

(Wien. Ber. 53.S. 195-220. 1866.)

Bereits längst ist die Identität des ersten Hauptsatzes
der mechanischen Wärmetheorie mit dem Prinzip der lebendigen
Kräfte bekannt; dagegen nimmt der zweite ... Hauptsatz. eine
eigentümliche exzeptionelle Stellung ein und ·wird sein Beweis
auf hier und da nicht einmal sichern, keinesfalls aber klar
vor Augen liegenden Um\vegen geführt.

Es soll nun derZ,veck dieser Abhandlung sein, einen rein
analytischen, vollkommen allg~meinen Beweis des zweiten Haupt
satzes der Wärmetheorie zu liefern, sowie den ihm entsprechen
den Satz der Mechanik aufzufinden.

I. Besthnluung des Begriffes der Temperatur.

Zunächst ist uns hierzu die Bestimmung eines Haupt
begriffes der gesamten Wärmelehre nötig, der bis jetzt noch
nicht mit Schärfe und Einstinlmigkeit definiert wurde,' nämlich
des Begriff'es der Temperatur. Wir werden hierbei offenhar
am meisten im Geiste der mechanischen Theorie der Wärme
verfahren, ,,"enn wir zuerst die experimentelle Definition der
Temperatur aufstellen und dann untersuchen, welche Funktion
der die Molekularbewegung bestimmenden Größen derartige
Eigenschaften besitzt, um als Repräsentant dessen gelten zu
können, ,vas sich uns in der Natur als Temperatur kundgibt.
Es ist aber das erste und notwendigste BestimmungsstUck der

"Temperatur, daß beliebige Körper von gleicher Temperatur,
miteinander in Berührung gebracht, sich keine Wärme, also
keine lebendige Kraft, der Atombewegungen mitteilen "und wir

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz~ 3. S. 36. 8. Februar 1866.
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haben die Bedingungen aufzusuchen, die zu diesem Gleich
gewicht der Wärme erforderlich sind. Zu diesem Zwecke be
trachten wir zwei beliebige sich berührende Körper, die aus
.Atonlen bestehen sollen, zwischen denen Kräfte tätig sind,
deren Intensität ganz allgemein eine -Funktion der Entfernung
zweier Atome sei. Außerdem soll die Berührung so geschehen,
daß sie weder mit einer Verdichtung noch Verdünnung des
einen oder anderen Körpers verbunden ist, indem solche jedes..
mal Temperaturänderungen erzeugen und dadurch das Gleich..
gewicht der \\lärme stören würde, mit anderen Worten, es soll
der Druck nach allen Richtungen gleich sein. Unterziehen
'wir nun speziell die Wechselwirkung eines Atoms des ersten
Körpers mit' der Masse m und der Geschwindigkeit c, sowie
eines Atoms des zweiten Körpers mit der Masse ]11/ und der
Geschwindigkeit C der Betrachtung. Wir setzen voraus, daß
die Geschwindigkeiten der übrigen Atome bereits so gewählt
seien, daß sie von den Atomen mund JW durchschnittlich
weder lebendige Kraft aufnehmen, noch an sie abgeben, sowie
auch, daß sie die Projektion der progressiven Bewegung des
gemeinsamen Schwerpunktes beider Atome auf eine beliebige
Richtung im Durchschnitt nicht ändern, was in der Tat statt
finden muß, wenn eine Stabilität des Zustandes beider Körper
in unserem Sinne vorhanden sein soll. (Für den Fall, daß
beide Körper ruhen, ist die mittlere Bewegung des Schwer
punktes = 0; es ist jedoch nicht nötig, diese Beschränkung
einzuführen.) Suchen ,vir nun die Bedingung dafür" daß das
Atom ln auch von )Jf im Durchschnitt keine lebendige Kraft
erhält; daß also auch zwischen ihnen Gleichgewicht der \~Tärme

stattfindet. Es folgt aus unseren Annahmen, daß nach einer
gewissen Zeit, deren Anfang und Ende mit t1 und t2 bezeichnet
,verden soll, die Summe der lebendigen Kräfte beider Atome,
sowie die Bewegung des gemeinsamen Schwerpunktes nach
einer beliebigen Richtung V"vieder dieselben Werte annehmen
'werden; daß also, wenn wir mit v und JT die Geschwindigkeiten
nach dieser· Zeit, .mit ep und (/) die Winkel der Geschwindig
keiten c und G mit einer vorläufig noch willkürlich im Raume
gelegenen Geraden G, mit {f und e die Winkel der durch die
Richtungen von c und C und die Gerade G gelegten Ebenen
mit einer ebenfalls willkürlich durch G gelegten Ebene, end-
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lich mit ep', (P', {}',und B' die entsprechenden auf den Zustand
nach der Zeit t2 - t1 bezüglichen Winkel bezeichnen, folgende
Gleichungen gelten:

(1 a) 'In v2 j[ V 2 171 C2 M 0 2

+-2-=-2+ ,
(1 b) mv cos g/+ }J;fJ7cos (/)' = m c cos rf + lJlCcos (/),

J
m 'V sin rp' cos {}'+ MVsin (])' cos e' = m c sin rp co~ {}

(2) ,+M CSlll (/) cos e,
) m 'V sin rp' sin {}'+ MVsin (])' sin e' = m c sin rp sin {}

l '+ MCsin <1J sin 0.
Wir wollen nun die Lage der GeradenG so wählen, daß

{
m, v sin ,'P' COS {j/ = m c' sin r.p cos {}

und .., '9' · '_ll.m v Sin g; Sln t l = m c SIn cp Sin 1f

wird; wir haben alsdann wegen' der Gleichungen (2) auch

{
MV,sin (])'eos e'=; Me sin (]) cos e,' '

M JTsin (/J' sin B' = M Csin (/J sin e.
Diese Bedingung ,wird erfüllt, indem wir uns alle Kräfte,

die auf rn gewirkt haben, mit den Zeitdifferentialen, während
welcher sie wirkten, multipliziert, an einem beliebigen Punkt
des Raumes angebracht denken, und die Richtung 'der Resul
tierenden aller dieser Kräfte als Richtung der' Geraden G an-

,nehmen. Wenn daher X, Y und Z die in einem Augenblick
auf m in den Richtungen der Koordinatenachsen wirksamen
Kräfte sind, so ist G die Resultante der ebenfalls nach den
Koorc1inatenachsenwirkend gedachten drei Kräfte:

t2

jXdt,
t
1

.

Alsdann folgt, wenn man die Gleichungen (3) quadriert
und addiert und schließlich durch 2m dividiert

, rrn v2 • 2' 1]? c2 • 2
(5) 2- SIn rp = -2- SIn cp;

ebenso geben die Gleichungen (4):

(6) }.[ V 2
• 2 rl\' ]1 0 2

, • 2 1'1\
-2- ~ln '\1:1 = -2- SIn \1:1.
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Mit Berücksichtigung der neuen Gleichungen (5) und (ß
verwandelt sich (1 a) in:

111. 1.)2 cos2 q/ 111 V 2 cos2 f/J' 1Jl 0
2 cos2 <p + ]102 cos2 C/J •

(7) --9.-... - + = 2 2?

und kann die dem Atom m zugeführte lebendige Kraft
'In v 2 .?Jt 0 2

Z=2--2-

auch ausgedrückt werden durch

1= 1'1l v2 cos2 q/ _ me2 cos2 c.p •
(8) 2 2

Eliminiert man nun aus den Gleichungen (7) und (1 b)
einmal r, dann v, so erhält man für v und JT folgende aus
der Theorie des Stoßes bekannte Systeme von Bestin1ffiungs
gleichungen:

v cos cp~ = c cos ep
V cos (JJ' = Ccos r.p

und
, 2 1110 cosc]J + {7n - M) c cos cp

v cos Cf = rn + .Al

JT $' .2 n/ e cos cp + (lli- 1f1)0 cos ([J
cos = . m + M ·

Das erste System gibt die Werte vor der Zeit t2 - t1 und
würde, falls es auch nach dieser Zeit gültig wäre, doch 1= 0
liefern, daher das \Värmegleichge\vicht nicht stören; der Wert
von v des zweiten Systems jedoch in Gleichung (8) substituiert,
gibt:

")rnM
(9) 1= (~ M)9 [MC2COS2 (p -UlC2 COS 2 ep +(m - J11) cCcosrpcos (jJ].m+ - .

Nachdem rn und M die Geschwindigkeiten v und J7 er
halten haben, wird der eben beschriebene Prozeß von neuern
beginnen, \vobei nun v und V die Rolle von c und C üben..
nehmen und so fort bis ins Unendliche. Es fragt sich, wann
die an m mitgeteilte lehendigeKraft im Mittel = 0 sein· wird.
Zuerst besprechen wir die Winkel epund $; offenbar besteht
bei der Mannigfaltigkeit der auf m wirkenden Kräfte und der
Willkürlichkeit der Bewegungsrichtung der Atome (denn von
regelmäßigen Bewegungen ist hier nicht die Rede, da sich
selbe nach andern von ihrer Natur abhängigen Gesetzen fort
pflanzen würden) keine diese Winkel bestimmende Relation; es
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wird daher wohl die einzig sachgemäße Annahme sein, daß für
die Geschwindigkeiten c und C jede beliebige Richtung im
Raume bei einer gewissen Richtung von G gleich wahrschein
lich ist. Eine einfache Betrachtung lehrt, daß man alsdann
das Mittel l' der mitgeteilten .lebendigen Kraft bezüglich aller
möglichen Richtungen findet, indem man. den in Gleichung (9)
~egebenen Wert von l mit sin epd rp /2 multipliziert und be
züglich rp von 0 bis 'lt integriert; das!!elbe gilt von $. Führt
man die Integrationen wirklich' aus, so erhält man:

, _. 41n }rf (A.102
1n (;2 )l- ---.

3(Ui,+J11)2 . 2 2

Jj"erner werden die 'Zeitmomente, in denen der erste der
besprochenen Prozesse aufhört und der zweite beginnt, oder der

,zweite aufhört und der dritte beginnt usf. für jede Größe von
m 8 2 . ][ 0 2

--2- + --2-'

sowie jede Geschwindigkeit und Geschwindigkeitsrichtung des
beiden ·Atomen.gemeinsamen Schwerpunktes, durch die ·man
immer den Beg~nn der Prozesse. charakterisieren mag, im all
gemeinen derart im ganzen Verlauf der Zeit verteilt sein, daß
eine Geschwindigkeit um so öfter von einem solchen lVloment
getroffen wird, je häufiger sie vorkommt und durch je längere
Zeit sie andauert, oder umgekehrt: die verschiedenen Ge
schwindigkeiten entstehen ebendadurch t daß dem Atom un
regelmäßig bald lebendige Kraft mitgeteilt, bald wieder ent.
zogen wird und das Verhältnis der Zeit, während welcher eine
gewisse Geschwindigkeit stattfindet, zur ganzen Zeit wird daher
um so größer sein, nach 'je mehr Prozessen diese Geschwindig
keit wiederkehrt. Indem wir daher mit diesem Verhältnis den
jeder Geschwindigkeit entsprechenden Wert l' multiplizieren
und bezüglich aller, Geschwindigkeiten integrieren, erhalten wir
den Mittelwert von L' mit R~cksicht auf den Wechsel der Ge
schwindigkeiten; .bezeichnen wir ihn mit L, so ist

M(JMr dt Jn~e' dt)
(10) L = 3(:n:.MF .. jdi- ----J-;~l-t-. '
wobei bloß jene Gesch\vindigkeiten mitzuzählen sind, für die

171 c}~[ 0 2
~+~.,
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sowie die Geschwindigkeit des gemeinsamen Schwerpunktes
bestimmte, oder, wenn man will, zwischen zwei unendlich nahen .
Grenzen liegende Werte besitzen. Da es jedoch gleichgültig
ist, welchen Wert ich hierzu auswähle, so muß L für jeden
beliebigen verschwinden, wenn Gleichheit der Temperatur statt
finden soll; es nluB daher auch unabhängig von m c2 j2 +M0 2 /2
und der Bewegung des Schwerpunktes:

Jli102 dt J1nc2dt
2 . 2

--:!dt- =~t-

sein, wo die Integrale rechts und links nicht notwendig zwischen
denselben, wohl aber zwischen solchen Grenzen genommen
werden müssen, daß man unabhängig von jeder Zufälligkeit
die mittleren lebendigen Kräfte erhält. Es ist somit die Tem
peratur eine Funktion der mittleren lebendigen Kraft eines'
Atoms. Wir können nun diese ]'unktion so bestimmen, daB:

1. Zu gleichen Temperaturerhöhungen desselben Körpers
um so genauer gleiche Wärmemengen erforderlich sind, je mehr
es erlaubt ist von der durch die Wärme dabei geleisteten Arbeit
abzusehen; es ist unmittelbar klar, daß alsdann die Temperatur

f 'Jne2

-2- dt

(11) T= A~-t- +B

gesetzt werden muB.
2. Daß die übergehende Wärmemenge. der Temperatur

differenz proportional ist. Die Formel (10) scheint dafür zu
sprechen, daß T alsdann ebenfalls die Form (11) bekäme; Uln

sie jedoch strenge beweisend zu machen, müßten noch kom
plizierte Untersuchungen angestellt werden, die wir aber, da
die angeführte Tatsache nicht einmal experimentell allgemein
nachgewiesen ist, ja Clausius sogar für Gase ein anderes
Gesetz der Wärmeleitung fand, hier unterlassen wollen; jeden
falls liefert jedoch die Gleichung (10), falls man den in (11)
gegebenen Wert für T gelten läßt, den Beweis, daß durch
'Leitung die Wärme immer vom wärmeren zum kälteren Körper
übergeht. "

3. Daß bei absoluten Gasen die Ausdehnung oder besser
das Produkt aus Druck und Volum der (absoluten) 'l'emperatur
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proportional ist. Da dieses Produkt bekanntlich der mittleren
lebendigen Kraft der fortschreitenden Bewegung der lVloleküle
proportional ist, so würde auch hieraus die Form (11) mit
ß = 0 für die absolute Temperatur folgen, wenn nachgewiesen
wäre, .daß die mittlere· lebendige Kraft der progressiven Be
\vegung der l\tloleküle der mittleren lebendigen Kraft der Atome
proportional sein muß.

Dies soll im folgenden versucht werden.

11. Relation. zwischen der lnittleren lebendigen Kraft der
fortschreitenden Bewegung der lVloleküle und der mittleren

lebendigen Kraft der Atome.

Wir \vollen, um diese Relation aufzufinden, ganz denselben
Weg, wie bei der vorigen Deduktion einschlagen, indem wir
die unregelmäßige lVlitteilung lebendiger Kraft auf elastische
Stöße zurückzuführen suchen. Es bestehe das Gasmolekül aus
mehreren Atomen mit .den Massen m, m

l
, m2 ••• und den Ge

schwindigkeiten c, Cl' c2 ••• Wir betrachten, wie früher, die
Einwirkung des Atoms m auf irgend ein fremdes J11, sei es
von den übrigen Gasmolekülen, sei es von den das Gas um
schließenden festen oder flüssigen Körpern. Das betrachtete
Molekül sei anfangs außerhalb der Wirkungssphäre von 11-1,
gelange mit dem _~1 enthaltenden Molekül zum Zusammenstoß
und entferne sich schließlich wieder aus dessen Wirkungs
sphäre. Wir ,vollen nun so lange abwarten, bis (vielleicht
nach verschiedenen anderen Zusammenstößen) rn l , 'ln2 .... ganz
dieselben Geschwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen
wie anfangs erhalten, während für mund M folgende Gleichungen
gelten, deren Bedeutung aus dem früheren bekannt ist:

mv2 . MV2 me2 M02
-2-· + -2- = -2- +-2-

m v cos ep' + .M17 cos (/J' = nl C COS cp + ]VIO cos (/J

mv cosx' + JWV cos XI = mc cosx + 111"0 cos X

mv COS1/J' + lJ!! J7 cos 'P' =' m C cos 1/J + JJ;J C cos-qJ,

wo wiederum v und J7 die Geschwindigkeiten am Ende der
betrachteten Zeit, rp, (j), ep' und <'p' die Winkel der Geschwindig
keiten c, C, v und V mit der ganz wie vorhin bezüglich l/lund :Rf
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(12)

gewählten Geraden G; X, X, x' und X', sowie 1/1, P, '1/J' und
iJi' aber die Winkel derselben Geschwindigkeiten mit zwei,
sowohl untereinander als auch auf G senkrechten Geraden sind.
Die entsprechenden auf m1 , m2 ••• bezüglichen Größen werden
wir mit dem respektiven Index 1, 2 ... bezeichnen. Man er
hält wie früher die Gleichungen:

J '
'- 2 J.l Gcos (fJ + (m - M) e cos ({J

v cos ep - m + lrl '

'1, v, COSx',= C COS X ,

v COS 1J1 = C cos 1/.1 •

ffis handelt sich nun um den Zuwachs A, den die lebendige
Kraft der fortschreitenden Bewegung des Sch\verpunktes des
1Iolekülsnach der betrachteten Zeit erfährt. Zunächst ist,
wenn ~, If), ~ und ~', r/, " die Projektionen der Geschwindig
keiten des Schwerpunktes vor und nach der betrachteten Zeit
auf die Richtung G, sowie auf beide darauf senkrechten Rich...
tungen bezeichnen:

(13) }, == m + 'Int: 'm2 • • • (S'2 + 1'/'2+ r2_ S2 _ 1'/2 _ ~2).

Ferner ergibt sicb"wenn man mit ~ ctk eine Summe be
zeichnet, in der dem a der Reihe nach die Indizes 1, 2 ... zu
geben sind:

~ = m (j cos c:p+ ~ mk ßk COS, qJk ,.

rnl + ~nlk

m (j cos X + 2: 1nk ßk COSXk
'1]= ",""",,', ,

'JJl,+~mk

, = m e cos 'lf1 + 2: rt/" Ck COS 'l/lk ;

rrt + 2:mk
daher:

~2 ' 2,,.2 ' 1
s + 'I) + ~ = (ln +~ 'iflk)2

{
m2 c2+~m~ c~ + 2m c cos rp~ mk ck, cos 'Pk

, + 2~~mkckcosepkmZczcosgJz.";

es folgen noch die Glieder,die z und 1.jJ statt rp enthalten.
,Die Bedeutung der Doppelsumme istklal'. Substituiert

rn,an ferner in die den Ausdrücken für~,11, ,~analogen·Werte
für ~', r/, ~', die inden Gleichungen (12) gegebenen Werte,
so folgt:

(14)
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~' = 'in [21rl 0 ras c[> + ('n~ - .l~l) (j COscp] +(112 +]1) ::2 Nlk ek cos q;k •

(?l7- +M) ('ln +2: "IIle) ,

1/= 1}; ~/=~;

daher endlich nach Gleichung (13):

J
}, = m 2 [2 M2Q.:cos2 m--± 2jf(~n-~)() CCOSlpCOS 1'/1- 2 m1l1()2~2i:l

(15) .. . (ni. +.1lI)" (nt + 2: ?rlk)l .+ 2 m M (C cos m- () cos lp~'2 1rIk ()k COS lpk •

(l1Z+ Jot) (nt +2: Ulk)

mund )1 sind hier ganz zufällig gewählte Atome; wir
können daher, wie früher, annehmen, daß die Richtungen ihrer
Geschwindigkeiten bei cler gewählten Summe ihrer lebendigen
Kräfte und Bewegung ihres Schwerpunktes weder "Voneinander
noch von der Richtung G abhängig sind, daß sich also G
gegenüber den Richtungen von c und C wie eine \villkürlich
im .Raum gezogene Gerade verhält. Wir werden daher den
Mittel\vert bezüglich aller (/J finden, indem wir mit sin <Pd (jJ /2
multiplizieren und zwischen 0 und n integrieren; in gleicher
Weise tragen ,vir der Willkürlichkeit von rp in· allen von
Cfl' ep2··· unabhängigen Gliedern Rechnung. ,Anders jedoch
verhält es sich mit CPl' (P2 ••• ; es wäre nämlich ,möglich, daß
die Winkel der Geschwindigkeiten der übrigen Atome des
Moleküls mit der beliebigen Geraden G in gewisser Vv~ eise von (f

abhängig \vären und es. braucht, wenn wir mit f(Cf, Cfk) cl ep d CfJk

die Wahrscheinlichkeit, daß Cf zwiscllen den Grenzen Cf und
Cf + d r.p, CPk aber zwischen den Grenzen Tk und Cf'k + d Cf'k

liegt, nicht notwendig

f( )d d sin fP sincpk d cp d CPk
cf', CfJ7c CP CPk = 4

zu sein. Wir haben daher das letzte Glied der Formel (15)
mit {(cp, tpk) d T d 'Pk unter dem Summenzeichen zu multiplizieren
und zweimal zwischen 0 und % zu integrieren, was in Ver
bindung mit den früher erwähnten lntegrationen den Mittelwert

I 4m21ltl(·M02 1J?2(j2)
A = Sem +M)2lm + Lmk) ·.-2- - -2-·

nn

- (m + M)~:+'2 'mk) JJmc COS 'P2: mkckCOS 'Pk f( 'P, 'Pk) d'P d Cf\
o 0

liefert. Nimmt man hier} vollkommen wie es bei l' geschah,
das ~fittel der Geschwindigkeiten bezüglich ihrer Veränderlich-

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. I. 2
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keit mit der Zeit, so erhält man als Durchschnittswert der
\.Termehrung der lebendigen Kraft der fortschreitenden Be
wegung des Moleküls:

4 'Jn2 ltI (J M2C
2

dt J!!!fdt)
.11 = 3 (lU + 1.1)2 (11'1- +2: ?11k) - fd t-- - fd t

21J1
- (l1l,-+M}(Ut +2m"J

wo das Integral bezüglich der Zeit wieder über ein hinlänglich
großes, im übrigen aber willkürliches Intervall zu erstrecken
ist. Soll sich nun das Gas in einem stationären Zustande
befinden, so daß bei den Molekularstößen durchschnittlich weder
lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegungen in lebendige
Kraft der Bewegungen der Atome im Molekül, die die Bewegung
des Sch\verpunktes nicht affizieren (Schwingungen um mit den
Molekülen fortschreitende Gleichgewichtslagen oder Molekular
rotationen), noch umgekehrt verwandelt wird, so muß

A=ü

sein. Berücksichtigt man außerdem die als Bedingung des Wärme...
gleichgewichtes zwischen Jl;I, m, m1 ••• gefundenen Gleichungen:

f!I2
C2

dt f mt dt J.!3fLdt

-··7~it= -ydt- -- fdt ... ,

so erhält man die Bedingung:

(17)

.!JJ1n e cos cp::L; 'Y}'lkCk COS <Pk r(ep, CPk) d cP dcpk dt
00

-.--.------.-------:::------.>"--~------= 0,

mit deren Hilfe man leicht die mittlere lebendige Kraft der
fortschreitenden Molekularbewegung P bestimmt. Nimmt man
nämlich von den in Gleichung (14) für ~2 + r;2 + ~2 gegebenen
Werten in der bereits bekannten Weise das Mittel und ·multi
pliziert mit

so erhält man
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1'11 --2-dt. 2:mk' ~dt

..Fdt + .. fdt
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[

I

:rcn

JIJm e cos ep 2: IJn" ek cos qJk r(ep, C(Jk) d<p depk dt
P = 1 J + _0_0 '~_' ~_. ....~..,__._

rn +2:mk 1

I
:n::rc

JJJZZ mk mz Ck cos C(Jk Cz COSC(Jz f(epk' CfJl) d qJk dcpz dt
+ _0__0 .__.. .. .__,.,. ,__,_

wo wieder die entsprechenden Glieder mit X und l./J zu er
gänzen sind. Hier fällt die zweite Reihe infolge Gleichung (17)
aus; ferner überzeugt man sich leicht, wenn man dieselben
Schlüsse wie auf m auch auf m1 , m2 • •• anwendet, daß die
dritte Reibe ebenfalls gleich Null ist. Überdies haben wir bereits
erinnert, daß sich G gegen cp wie eine willkürlich gezogene
Gerade verhält; die Folge davon ist, daß die Gleichung (17)
auch für alle anderen Geraden, daher auch, wenn man 'X und 1./J
statt cp setzt, gültig bleibt und alle folgenden Reihen im Aus
druck für P ebenfalls verschwinden. Die erste aber geht unter
Berücksichtigung der Gleichungen (16) über in:

Jme2 J1nc2
rn -2-dt 2:mk ~dt

jdt + ..fdt

und man erhält daher, durch m +2: mk weg dividierend, den
einfachen .A.usdruck:

J.me2
--2- dt

p=---,
j'dt

d. h. die mittlere lebendige Kraft der progressiven Bewegung
eines Moleküls ist gleich der mittleren lebendigen Kraft eines
Atoms.

D~ nun der Ausdruck p v (di::ts Produkt aus Druck und
Volum) bei permanenten Gasen der ersteren proportional ist,
so folgt, daß er es auch der letzteren ist und daher zur Er
füllung der Gleichung:,

pv = Tconst.
2*
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erforderlich ist, daB die Temperatur der mittleren lebendigen
Kraft eines Atoms proportional gesetzt werde.

Es sei hier noch kurz bemerkt, daB, falls man annimmt,
der Winkel der Geschwindigkeit eines Atoms mit einer be
liebigen Geraden sei gänzlich unabhängig von dem Winkel der
(i-eschwindigkeiten der übrigen Atome desselben Moleküls mit
derselben Geraden, die Bedingung (17) erfüllt ist.

Denn es wird dann:

t"( ) sin q; sin qJkrp, CPk = --4--

und

n n

JC ek dt"J cl cos2 ep Jcl cos2
(Pk

____C_I 0 = 0
16 t

und es scheint nicht unwahrscheinlich, daß die obige Annahme
in der Natur wirklich statthat; wenigstens ist hierlnit bewiesen,
daß im Falle ihrer Gültigkeit fortschreitende Bewegung und
innere Bewegung der Moleküle sich das Gleichgewicht halten
und es ist nicht recht einzusehen, weshalb diese Unabhängig..
keit der Bewegungsrichtungen der A.tome 'sonst gestört werden
sollte.

111. Begründung des Alnpereschen,l) Dulong-Petitschen
un(l NeUlnannschen Gesetzes für Gase.

Wir wollen den eben für P gefundenen Ausdruck zur Ab
leitung einiger die Theorie der Gase betreffenden Relationen
benutzen, die, wenn sie auch dem vorgesetzten Zwecke dieser
Abhandlung nicht förderlich sind, sich doch natürlich an das
'lorhergehende anschließen. Wir nehmen an, das Gas ent
halte II Moleküle, jedes JYIolekül aber sei aus a Atomen des
ersten der das Gas bildenden Grundstoffe mit den l\lassen '112

und mittleren lebendigen Kräften m c2 / 2, ferner aus 01 Atomen
des z,veiten Grundstoffes mit den Massen rn

1
uncf lebendigen

Kräften m1 c~ / 2 usf. im ganzen aus n ·Atomen zusammen-
------

1) [A. vogadro; D. H.J
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gesetzt. Es ist hier zum ersten lVIale notwendig, von dem im
Gase vorhandenen ...~ther zu abstrahieren, während in allem
früheren die Atome ebensogut Äther- als Körperatome sein
konnten. Alsdann ist das Produkt aus Druck und Volum des
Gases

(18) pv=
211P

nach einer von Krönig, Rankine und Clausiusabgeleiteten
Formel. Die Temperatur ist, wenn man den Proportionalitäts
faktor .LI. der Einfachheit wegen = 1 setzt, wie wir es in der
Folge immer tun werden:

(19) T = 1~1J2 ;

dividiert man (18) durch (19), so ergibt sich:

pv 2N
T=3-'

d. h. die Anzahl der Moleküle ist in beliebigen Gasen, für
gleiche Werte von pv I T gleich, das Amperesche Gesetz.

Ferner ist die gesanlte im Gase enthaltene lebendige Kraft,
welche, wenn wir die Wärnle in Arbeiteinheiten messen, zu
gleich die Wärmemenge darstellt:

Q = NC"~1J2 + + a2~21J~ ..•) = Nn;nlJ~.

Führen wir daher dem Gase die Wärmemenge L1 Q bei
konstantem Volum zu und bezeichnen die Veränderungen aller
Größen mit dem Zeichen i1, so \vird

(;2

i1 Q = NnmL1 T , .

(;2

L1T=mL1 T ;

daher die \Värmekapazität bezogen auf die Volumseinheit bei
konstantem Volum

11 Q JvT n 3p
r=VL{'j=V-=W· n .

r ist also konstant und da ,viI' voraussetzen, daß die Volums
einheiten bei gleicher Teluperaturund gleichem Druck'e ge
nommen wurden, proportional der Anzahl der Atome iJ?1
Molekül, daher nach dem vorigen Gesetze proportional der
Sum.me der Volume der einfachen Gase, die ein Volum des
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zusammengesetzten bilden. Dieses Gesetz fand Masson in
seiner Abhandlung "sur 1a correlation des proprietes physiques
des corps" bis auf wenige Ausnahmen experimentell bestätigt.
Es folgt daraus zugleich, daß die spezifische Wärme. bei kon
stantem Volum bezogen auf die Gewichteinheit proportional
der Anzahl der Atome im Molekül dividiert durch das Äqui
valent des Körpers ist.

Führen wir dagegen dem Gase die Wärmemenge LI'Q bei
konstantem Druc~ zu, so wird

A'Q = NnmA' ~2 + pA'v,

e2

LI'T= mLl'-·
~

pA' v bestimmt sich leicht aus Gleichung" (18), die mit
Rücksicht auf die Unveränderlichkeit von p liefert:

LI ' 2 tV" LI' e~p v=3.L 1 m 2;

daher

und

L1'Q=NmA/~2 (n+ :);

es wird also die spezifische Wärme unter konstantem
bezogen allf die Volunl einheit:

y'= :L1~PT = ; (3; + 1)
, p

Y-I'='F'
daher endlich

Druck

3 (r'- r) = n.

Diese Formel würde eine unmittelbare Berechnung der
Anzahl der Atome im Molekül gestatten; hier tritt jedoch eine
eigentümliche Sch","ierigkeit ein, indem die Rechnung, wenn
man ,/Ir für Luft und die meisten einfachen Gase = 1,411
annimmt, für n eine wenig größere Zahl als 1t liefert, ein
Resultat, das im allgemeinen nicht recht denkbar ist, man
müßte denn annehmen, daß die betreffenden Gase aus zwei
Teilen bestünden, von denen der eine 1, der andere 2 Atome
im Molekül enthielten. Nicht viel wahrscheinlicher ist die
Annahme, daß diese Nichtübereinstimmung von der Vernach-
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lässigung der im Gase vorhandenen Äthermasse herrühre.
Bestimmt man (y' - r)/')' aus den von Regnault gefundenen
Wärmekapazitäten der Gase, indem man 1/ - r konstant
= 0,0690 setzt und berücksichtigt, daß bei der Beobachtung r
auch die auf innere Arbeit verwendete Wärme enthält, daher
(y' - r)/ r notwendig zu klein ausfällt, so erhält man n bei
läufig für Sauerstoff, Wasserstoff, Stickstoff, Stickstoffoxyd,
Kohlenoxyc1ul, Ohlorwasserstoff = 1t, für Chlor, Brom, Schwefel
wasserstoff, Wasserdampf, Ammoniak = 2, für Stickstofi'oxydul,
Kohlensäure, schweflige Säure, die Kohlenwasserstoffe = 2t,
für Scll"w~efelkohlenstoff= 3 usf. Sieht man von der abso-

.luten Größe dieser Zahlen ab, so zeigt sich, daß sie sich nicht
wie die nach dem Amperesehen Gesetze berechneten Atom
zahlen im Molekül, sondern wie meist um· 1 oder 2 größere
ganze Zahlen verhalten, wobei allerdings sonderbar erscheinen
muß, daß sich die von Masson aus dem Tone einer mit dem
Gase angeblasenen Pfeife bestimmten Werte. für (y' - Y)/r
wirklich bis auf wenige Ausnahmen wie die Zahlen der Atome
verhalten. Nimmt man hierzu noch, daß die von Dulong
gefundenen Zahlen sich wieder ganz anders verhalten, von den
früher angestellten Versuchen gar nicht zu reden, so muß
man allerdings gestehen, daß die experimentellen Daten noch
nicht jene Übereinstimmung erhalten haben, um sichere theo
retische Schlüsse über die Zusammensetzung der Gase darauf
gründen zu können. Sehr wahrscheinlich erscheint jedoch
die von Clausi us aufgestellte Hypothese, daB auch in einfachen
Gasen wenigstens 2 Atome zu einem Molekül vereint sind.

IV. Beweis
des zweiten Hauptsatzes der mecllaniscben Wärlnetheorie.

Der gewonnene Begriff der Temperatur macht es uns
möglich, sofort·· zum Beweise des zweiten .Hauptsatzes der
mechanischen Wärmetheorie überzugehen, und zwar soll der..
selbe in seiner allgemeinsten zuerst von Clausius auf..
gestellten Form

(20) JdTQ <: 0

dargetan ·werden.
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Wir \yollen, unl nicht durch Einführung zu vieler neuer
Größen auf einmal die Rechnung zu ver\virren, zunächst den
Fall betrachten, daß Druck und Gegendruck 'während des
ganzen Prozesses einander gleich sind, sowie daß iUl Innern
des Körpers beständig entweder Wärmegleichgewicht oder ein
stationärer Wärmestrom stattfindet, so daß der Körper, wenn
n1an den Prozeß zu einer beliebigen Zeit unterbräche, in seinem
augenblicklichen Zustande beharren würde. Für diesen Fall
gilt in (20) das Gleichheitszeichen. Denken \vir uns den
Körper zunächst während einer gewissen Zeit bei konstanter
Temperatur und konstantem Volum und Druck erhalten, so
werden die Atome im allgemeinen krummlinige Bahnen mit
variabler Geschwindigkeit beschreiben. Wir wollen nun vor
aussetzen, jedes beliebig gewählte Atom kehre bei jedem Zu
stande des Körpers nach einer gewissen (wenn auch beliebig
groBen) Zeit, deren Anfang und Ende wir t1 und t2 nennen
wollen, mit derselben Geschwindigkeit und Bewegungsrichtung
an denselben Ort zurück, beschreibe also eine geschlossene
Kurve) und wiederhole nach dieser Zeit seine Bewegung, .wenn
-auch nicht in ganz gleicher, so doch in so ähnlicher Weise,
,daß die mittlere lebendige Kraft während der Zeit t2. - t1 als
die mittlere lebendige Kraft des Atoms während einer bel~ebig

langen Zeit angesehen werden kann und daß daher die Tem
peratur jenes Atoms

ist.
Es ,verde nun jedem Atome eine unendlich kleine

lebendige Kraf~ 8 zugeführt, und z'war so, daß dieselbe
jedeslnal auf die Arbeitsleistung und Erhöh.ung der lebendigen
Kraft dieses Atoms verwendet ,vird, sich also die verschiedenen
Atome untereinander durchschnittlich nichts von der zu
gewachsenen lebendigen Kraft mitteilen. Wäre die Zufuhr
nicht gleich anfangs so geschehen, so würden wir so lange
warten, bis das Wärmegleichgewicht oder, die station~l-re Strö
mung zurückgekehrt wäre und den alsdann sich herausstellen
den mittleren Zuwachs an lebendiger Kraft mehr der von
jedem Atom bei der Zustandsänderung geleisteten· durchschnitt-
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lichen Arheit mit 8 bezeichnen. Zugleich sollen sich Druck und
Volum des Körpers unendlich wenig ändern. Es wird dann
offenbar daspetrachtete Atom eine von der früheren unend
lich wenig verschiedene I{urve beschreiben. Wir bezeichnen
nun die Zeit, zu der sich das Atom an einem Ort der neuen
Kurve befindet, der von dem Orte ·des A.toms zur Zeit t1 un
endlich wenig absteht,mit f1', die Zeit, zu der das A.tom
an denseIhen Ort der neuen Bahn mit derselben Geschwindig
keit zurückkehrt, mit t2', und wollen die Veränderung des im
Zähler von T stehenden Integrals

suchen, wo d s das Differential des Bogens der vom Atom
beschriebenen Kurve, SI und S2 die den -Zeiten i1 und t2 ent
sprechenden Werte dieses Bogens sind. Diese Veränderung sei:

$2 8r{ 82

~ ciJeds = ; Je' ds' - ; fCds,
~ ~ ~

wobei die mit .Strichen bezeichneten Größen der veränderten
Kurve angehören, SI' und '~2' aber die den Zeiten fl ' und t2'

entsprechenden Bögen der neuen Kurve sind. Dnl von der
Variation der Grenzen Umgang nehmen zu können, wollen wir
auch d s als 'variabel betrachten und erhalten:

82 82

(21) ~ 0fCds = 9; J(cic.ds+ cods);

hier ist:
82 t",!

rnJo d _J dt o\'/ne
2

""2. c· s - . ""2 .-~-,

81 t1

ferner hat man, ·wenn ~ Y;Z die Komponenten der auf das
Atom wirkenden Kräfte nach den Koordinatenachsen sind:

ma2 -
d =Xdx+Ydy+Zdz

d ci m/' =0 X dx +X0dx +0 Y dy+ Y 0' dy + ci Z dz +Zo d z

= d(Xox+ YlJy+Zoz)+oXd:l:-dXox+oYdy-rlYo,?!

+ aZdz ~ dZl:J'z.
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Integriert man hier und berücksichtigt zur Bestimmung
der Integrationskonstante, daß, wenn die rechte Seite = 0 ist,
li(mc2 j2)=a sein muB, so erhält man:

1n e2
r}--c=Xox+l1 (}y+Zoz

2

+ J(oXdx- dXox + tJ Y dy - d Y oy +0Zd z-dZ (} z).

Hier stellt der Ausdruck links die Differenz der lebendigen
Kräfte, der Ausdruck rechts in der ersten Zeile die vom Atom
geVt"onnene Arbeit, daher notwendig das Integral in der zweiten
Zeile die an andere Atome mitgeteilte lebendige Kraft dar;
dieselbe braucht zwar nicht für jede Zeit zu verschwinden,
aber ihr Mittelwert während der Zeit t

2
- t1 , daher auch das

Integral über diesen Zeitraum erstreckt, ist unserer Annahme
gemäß = o. Die Berücksichtigung dieser r~ratsache ergibt daher

~ ~

f d t ~ rn e2 t9 - t1 1 f Z-2 u -2- = ---2- 8 +"2 (Xox + Yoy + oz)dt
~ ~

t2

t - t rrn f (d2
a; . d2 Y d2

X )
=~---!.c +2 dt2 ox+ dt2 oy + dt20Z dt,

~ .

eine Formel, die übrigens auch direkt aus dem Umstande
folgt, daß 8 .die Summe der dem Atom im Mittel zugewach
senen lebendigen Kraft und der von ihm durchschnittlich ge
leisteten Arbeit ist.

Weiter ergibt sich wegen ds = 11 d x 2 + d y2 + d Z2 und
c=dsjdt

82 82

(23) ; Jc (j d s= ; f(~~ d (j x+ :; d (jY + ~: d (j z) ·
81 81

Substituiert man die Werte (22) und (23) in die Gleichung
(21), so wird:

~ ~

rn ~J i t'}. - ttJ m ('da; dy dX.)-2 0 ce s = -2- 8 + .d- _·ox+ --.:-oy+ -OZ.
2 dt· dt dt

81 t1

= t2
- tr 8 + fm (d x (j + d Y 0 + d 'Xl rx )}~.
2 12 d t x d t y d t U Z t

1

Weil nun aber das Atom zu". den Zeiten t und t"/ gerade
dieselbe Lage und Geschwindigkeit wie zu de~ Zeite~ t

2
und

t2' hat, daher auch die Variationen zur Zeit t
1

denselben Wert
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wie zur Zeit t2 haben, so nimmt das letzte Glied für heide
Grenzen denselben Wert an, verschwindet also und es bleibt:

(23a)

82

mhfeds

8 = .....--.----.----

welcher Wert, durch die Temperatur dividiert, .. liefert:

Nehmen wir zunächst an, die Temperatur sowie die. zu
geführte Wärme sei während des ganzen Prozesses gleich für
alle Teile des Körpers, so sind die gemachten Voraussetzungen
erfüllt; alsdann ist aber die Summe aller 8 gleich der gesamten
dem Körper zugeführten Wärn1emenge gemessen in Arbeits
einheiten. NeTIllen ,vir letztere 0 Q, so ist also:

f
(24) {

I

l

tz

(jJ"~e~ dt

ll' Q= .2 8 = 2 .2_f1
_t-2

--/
1
-

tt

o Q _ 1 "'5: _ 2 b' ~l J'In c
2 d tT - T ,.;;.J 8 - ~ og 2 •

t1

Wenn nun die Temperatur des Körpers von Teil zu Teil
veränderlich ist, so können wir uns denselben jedesmal in so
kleine Elemente d k zerlegen,. daß man in denselben Tem
peratur und Wärmezufuhr als gleichförmig ansehen kann; be
zeichnet man alsdann die irgend einem Elemente sowohl von
auBen als auch von den übrigen Teilen des Körpers zugeführte
Wärme mit 0 Q. d k, so ist wie früher:

t2

/5 0 1 2' 5.' ~1 f1n e
2 1-~dlt =u~ og -.-( t,

T ~
t1

wo die Summe über alle Atome des Elements d k zu erstrecken
ist;. daher:
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tz

JoQ Jmc'2T- d k = 20 2: log -2- dt;
t1

wenn man hier sowohl das Integral als auch die Summe über
den ganzen Körper nimmt.

Hieraus ist ersichtlich, daß das Integral

JJ~Qdk)

wo sich die eine Integration auf das Zeichen 0 bezieht, und
das von Clausius die Entropie des Körpers genannt wurde,
den Wert

(24 a)

JJJgdk<O.
Ich will zunächst bem,erken,wie man die Zeiten t

1
, t2 "

t1' und t2' und die dazugehörigen Bogen zu wählen hätte, falls
das ...-\.tom eine .auch nach beliebig langer Zeit nicht geschlossene
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Kurve beschriebe. Zunächst müßte man die Zeit~n t
l

und t
2

so weit voneinander abstehend denken, daß die mittlere lebendige
Kraft während t2 - t1 die wabre mittlere lebendige Kraft wäre,
also wohl am besten so__ weit abstehend, als man nur immer will.
Dann müßten tI ' und t2' so beschaffen sein, daß der Ausdruck

(25) da; 0 " + d y v + cl x cl' ,.,.
cit ;), d t .1/ .. dt ~

fürbeide dieselben Werte annimmt. l\fan überzeugt sich leicht,
daß dieser Ausdruck gleich dem Produkt aus der Geschwindig
keit, der Verschiebung 11 0.2,2 + ()' y2 + 0' Z2 des Atoms und dem
Kosinus des Winkels ist, den die Richtungen heider einschließen.
Der zweiten Bedingung wird also am einfachsten genügt, wenn
man 81' und 82' in jenen Punkten voraussetzt, wo die durch
SI und 82 .zur ursprünglichen Bahnkurve gelegten Normal
ebenen die variierte Bahn schneiden, für welchen Fall der
Ausdruck (25) für beide Grenzen verschwindet. Übrigens würde
die Variation der Grenzwerte, selbst wenn diese Bedingung
nicht erfüllt wäre, in \Tergleich zur Variation des Integrals
verschwinden, wie aus dem folgenden hervorgehen wird. Als
dann gelten ganz dieselben Schlüsse, die früher auf geschlossene
Bahnen angewendet wurden, und man erhält wieder:

iY lJQ_.- d k = 2~locr
l ' b 7:'2 '

Jm.. ,c
2

-dt
2

wenn 7:1 und 7:2 die Grenzen de:r:jenigen Bahn sind, die dem
zur unteren Grenze des Integrals links gewählten Zustande
entspricht. Man könnte nun glauben, daß dieser Wert des
Integrals zwischen gleichen Grenzen genommen nicht ver
schwinde,· weil, wenn man in der oben beschriebenen Weise
fortfahrt, durchs! eine Normalehene, durch deren Durchschnitts
punkt mit der nächsten Kurve wieder eine Normalebene usw.
zu legen, man nicht notwendig, bei schließlicher Rückkehr zur
selben Kurve" wieder auf ihr denselben Punkt SI trifft; allein
der getroffene Punkt wird sich in einer endlichen mit der Zeit
t
2

- '1 nicht fortwährend wachsenden Distanz von 81 befinden;
daher wird
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t....

J. ;n.,c?--dt
2

t l

'l"2

J?nC2

von . T dt

'l"1

nur um eine endliche Größe verschieden sein und der Quotient
t2

J?ne2

--dt
2

t_l __._

'l"....

f -me2 d t
2

'l"l

sich um so mehr der Einheit, also sein Logarithmus der Null
nähern, je mehr man t2 - t1 und mit ihm die beiden Integrale
wachsen läßt, also je genauer man die mittlere lebendige Kraft
nimmt; sind jedo·ch die beidenGrenzen von Jf (0 Q/ T) d k
verschieden, so übertrifft das eine Integral das andere im all
gemeinen eine endliche Anzahl mal, es ist daher auch ihr
Quotient und dessen Logarithmus trotz des unendlichen An
wachsens beider eine endliche Zahl. li:s ist diese Auseinander
setzung eigentlich nichts weiter, als' die mathematische Prä
zisierung des Satzes, daß man die Bahnen, falls sie in
keiner endlichen Zeit geschlossen sind, doch in einer unend
lichen Zeit als geschlossen ansehen' darf.

Man sieht· leicht, daß unsere Schlüsse von der Bedeutung
der darin vorkommenden Größen in der Wärmelehre voll
kommen un~bhängig sind und daher zugleich ein Theorem der
reinen Mechanik be\veisen, welches dem zweiten Hauptsatze
gerade in derselben Weise entspricht, wie das Prinzip der
lebendigen Kräfte dem ersten; es ist dies, wie ein Blick in
unsere Rechnungen lehrt, das Prinzip der kleinsten Wirkungen,
jedoch in einer etwas allgemeineren Jj""orm, in der es etwa so
ausgesprochen werden kann:

"Wenn ein System von Punkten unter dem Einfluß von
Kräften, für die das Prinzip der lebendigen Kräfte gilt, be
liebige Bewegungen. macht, und dann allen Punkten eine un
endlich kleine lebendige Kraft zugeführt wird und alle ge
zwungen werden sich auf unendlich nahen Kurven zu bewegen,
so ist 0~ (m / 2) fc d s gleich der Summe der zugeführten
lebendigen Kraft, multipliziert mit der halben Zeit, während
der die Bewegung geschieht, wenn die Summe der Produkte
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aus den Verschiebungen der Punkte, ihren Geschwindigkeiten
und den Kosinus der Winkel beider für beide Grenzen gleich
sind, z. B. die neuen Ausgangspunkte in den durch die· alten
Grenzpunkte gelegten Normalebenen der alten Bahnen liegen."

Dieser Satz gibt, wenn man die zugeführten lebendigen
Kräfte und die Variation der Grenzen gleich Null setzt, das

. Prinzip der kleinsten Wirkungen in seiner gewöhnlichen Form.

Man könnte das Problem auch umgekehrt auffassen; es
würde dann, wenn man den zweiten Hauptsatz als theoretisch
und experimentell bereits hinlänglich begründet ansähe oder
gar, wie Zeuner in seiner neuen Auflage der mechanischen
Wärmetheorie die Temperatur als den integrierenden Divisor
des Differentialausdrucks 0Qdefinierte, die gegebene Ableitung
den Be\veis liefern, daß der reziproke Wert der mittleren
lebendigen Kraft eines Atoms integrierender lfaktor von 0 Q
ist und daher die Temperatur gleich dem Produkt dieser
mittleren lebendigen Kraft in eine willkürliche Funktion der
Entropie sein muß. Diese vollkommen willkürliche Jj"'unktion
müßte auf ähnliche Weise, wie es in der ersten Abteilung
geschah, bestimmt werden; denn es ist klar, daß man bloß
mittels des zweiten Hauptsatzes den rremperaturbegriff niemals
von ihr befreien kann.

Schließlich will ich noch mit wenigen Worten die AnVt1"end
barkeit der Formel (24) zur Berechnung der Wärmekapazität
berühren. Die Differentiation der Gleichung

liefert nämlich:

die auf Temperaturerhöhungverwendete Wärme 011 wird ge~

funden, indem man 0 T bezüglich aller Atome summiert; sie
ist also:
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und· die Vergleichung mit Formel (24) liefert:

t-z

Jr)1, (/~

~2-dt

0' Q=2 () f] + 2~_tl_. • 0 (t2 - f1) •

t2 - t1 t2 - t1 '

es ist also die geleistete innere und äußere Arbeit

t'].

ßJm
2
c2

dt ,

oz = J.ß L d k = .22 + .2ß (/2 - t,) ;
T t2 t2 - t1 ·

f me2

-2- dt
t1

das von Clausius mit dem Namen Disgregation belegte
Integral hat also den Wert:

ts

(25b) Z = .210gJm
2
c2

dt + .21og(t2 - t1) + G.

t1

Für den Fall, daß sich t2 - t1 , was wir als die Schwingungs
dauer eines Atoms betrachten können, nicht ändert, hat man:

(j (t
2

- t
1

) = 0,. .
daher:

oQ = 2oH; oL = oH;

d. h. die zugeführte Wärme teilt sich in zwei Teile, von denen
der eine auf Etwärmung, der andere auf Arheitsleistung ver
wendet wirdr
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Nimmt man un, der Körper babe durchaus gleiche Tempe
ratur und es \verde dieselbe auch durchaus gleichmäßig erhöht,
so ,wird

f2Jn~c2 d t

!!_----
'2 - I}

für alle Atome gleich und die Wärmekapazität r durch oQ/p vT
ausgedrüc.kt, wenn man Wärme und Temperatur wieder in
Arbeitseinheiten mißt und p das Gewicht des Körpers ist. Es
erfolgt aher:

t...

J
W 1n ß2

20 -2-dt
oQ t~

r = p 0 '1' = [ t., t., ]
.L., oJ"'Jnß? d t _ J"me2

d t. 0(12 - t1)

N 2 2 t2 - t1
t1 t1

Hier ist N die Anzahl der Atome im Körper und es kann,
wenn a das Atomgewicht oder für zusammengesetzte Körper
Molekulargewicht, n die Anzahl der Atome im Molekül ist,

p a
N=-;;;:

gesetzt werden. Für den Fall d (t2 - t
1

) = 0 wird also

.!!:.1.- = 2'
n '

daher das Produkt aus spezifischer Wärme und" Atomgewicht
doppelt so groß, als für ahsolute Gase bei' konstantem Volum,
wo es = 1 wird. Dieses Gesetz will Masson auf experi
mentellemWege für feste Körper bestätigt .gefunden haben
(siehe die bereits erwähnte· Abhandlung "sur la correlation etc."
Ann. de Chim., Sero ·111, vol. 53); .es. würde ,also daraus .ein
derartiger Isochronismus .der Schwingungen der Atome für
feste Körper folgen; wahrscheinlich ist jedoch der Vorgang
etwas komplizierter und ich\\'erde vielleicht ein anderes Mal
auf die Anwendung dieser. Formeln auf feste .. Körper zurück
kommen, in denen jedenfalls der Grund für die angenäherte
Gültigkeit des Dulong-Petit und Neumannschen,Gesetzes
zu liegen scheint.

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. L 3



3.

Über die Anzahl der Atome in den Gasmolekülen
und die innere Arbeit in Gasen.I

)

(Wien. Ber.56. S. 682-690. 1867.)

In meiner Abhandlung über die mechanische Bedeutung
des zweiten Hauptsatzes, der Wärmetheorie (Sitzb. Bd. 53)2)
habe ich eine Formel für dIe Anzahl der Atome, welche in
den Gasmolekülen miteinander verbunden erscheinen, abgeleitet,
welche trotz ihrer großen Wabrscheinlichkeit apriori mit der
Erfahrung nicht übereinstimmte. Die Ursache hiervon lag
darin, daß ich daselbst einer ziemlich verbreiteten A.nsicht
gemäß voraussetzte, die Temperaturerhöhung der Gase sei mit
keiner Leistung von innerer Arbeit verbunden; die den Gasen
bei konstantem Volum zugeführte Wärme werde also lediglich
auf Erhöhung der mittleren lebendigen Kraft ihrer Atome ver
wendet. Um jedem Irrtume vorzubeugen, verstehe ich unter
innerer A.rbeit die Summe der -mittleren Potentiale aller zwischen
den Atomen des Körpers wirksamen Kräfte im zweiten Zu
stande weniger der Summe derselben Potentiale im ersten Zu
stande, also wenn die Potentiale der Atomkräfte zu irgend
einer Zeit im ersten Zustande PI' P2 .. , im zweiten Zustande
PI" pz' .. sind, die Größe

.rPI' cl t + .rP2' d t .. _ .rPt cl t _ .rP2 d t . .
.r cl t f .dt' .r d t f cU

wobei das Integral über eine große Zeit zu erstrecken ist.
Dabei ist noch zu bemerken, daß, wenn das Zeichen des Potentials
so gewählt wird, daß seine Ableitung nach r die Kraft dar
stellt, welche die Entfernung zu vergröß'ern sucht, der obige
Ausdruck, wenn er positiv ist,gewonnene, wenn aber negativ,
geleistete innere Arbeit darstellt. Der Satz der lebendigen

1) Voranzeige diesel' Arbeit Wien. Anz. 4. S.235. 28. November 1867.
(Vergl. zu dieser Abhandlung Nr.32 Bd. II dieser Sammlung, Anhang.)

2) Dieser Band S. 9.
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Kräfte lehrt dann unmittelbar, daß man die geleistete innere
Arbeit auch definieren kann als die gesamte zugeführte Wärme,
weniger der geleisteten äußeren Arbeit und der Summe der
mittleren lebendigen Kräfte aller Atome, welche letztere Summe
ich als' die gesamte im Körper vorhandene Wärme bezeichne.
Von der oben erwähnten Ansicht scheint auch Olausius
auszugehen, indem er die spezifische Wärme der Gase bei
konstantem Volum den Zuwachs der in der Gewichtseinheit
derselben wirklich vorhandenen Wärme, d. h. lebendigen Kraft
ihrer Molekularbewegung bei der Erwärmung um 10 nennt.
UIiterder lebendigen Kraft der Molekularbewegung ist hier
wahrscheinlich nur die Summe der' mittleren lebendigen Kräfte
der Atome, nicht auch der mitteren Potentiale der zwischen
ihnen wirkenden Kräftez'u verstehen, indem sonst für die
innere Arbeit gar nichts oder höchstens die zurVeJ;'schiebung
der Gleichgewichtslagen oder mittleren .Lagen der Atome .,auf~

gewendete Arbeit übrig bliebe, welche jedoch bei konstantem
Volumen, .wenn der Körper nicht in einen anderen isomeren
übergeht, ebenfalls für alle Körper verschwinden würde. Noch
weit offenbarer huldigt dieser Ansicht Naumann, welcher in
zwei Abhandlungen in den Annalen der Ohemie und Pharmazie,
nachdem er ohne allen theoretischen Grund angenommen hat,
die lebendige Kraft der progressiven Molekularbewegung 'ver~

halte sich zu der der Bewegungen. der .Atome im Molekül)
wie 3: n . (eine Formel,' die auch für einatom~ge.Gase eine innere
Bewegung liefert und für die spezifischen Wärmen Werte gibt,
von denen die beobachteten oft um mehr als lOOProz.ab
weichen), daraus unter der Allnahme, daß alle auf innere Atom
bewegung verwendete lebendige Kraft in Form von Geschwindig
keit, keine in Form von Arbeit existiere, einen Wert für die
.Atomgeschwindigkeit .ableitet. Jene Ansicht beruht aber offen
bar auf einem Irrtume. Allerdings ist nämlich' eine Ausdehnl1ng
oder Zusammendrückung' eines idealen Gases ohne Temperatur
veränderung mit keiner inneren Arbeitsleistung verbunden und

. die Formel
I Apr -Y=p

daher richtig, weil bei einer solchen Ausdehnung oder Zu
sammendrückung" bloß die mittleren Wege der Moleküle länger

3*



'36 3. Anzahl d. Atome in den GasIDolekülen u. die innere Arbeit in Gasen.

oder kürzer werden, ohne daß sich, solange die Temperatur
konstant bleibt, die innere Bewegung der Atome im Molekül
ändert. Anders verhält es sich jedoch mit Temperaturverände
rungen im Gase. Dieselben sind immer von Veränderungen
der Bewegung der Atome im lIolekül begleitet und da ja die
Atome eines Moleküls durch bestimmte Kräfte zusammen
gehalten werden, so müssen jene Veränderungen notwendig
im allgemeinen mit einer Veränderung des durchschnitt~

lichen Potentials oder einer Arbeitsleistung dieser Kräfte, also
im oben aufgestellten Sinne mit innerer Arbeit verbunden sein.
Hierbei tritt nun noch eine Eigentümlichkeit ein; als ich
nämlich die geleistete innere Arbeit als eine positive mit in
Rechnung zog, so zeigte sich, daß die Differenz des Resultates
von dem durch die Erfahrung gegebenen noch größer wurde,
und ich glaubte schon auch diesen Erklärungsgrund derselben
verwerfen zu müssen, als Prof. Loschmidt durch theoretische
Betrachtungen geleitet auf den glücklichen Gedanken kam, jene
innere Arbeit könne ja auch einen negativen Wert haben 1),
d. h. die mittlere Lage der Atome in den Molekülen gegen
ihre Gleichgewichtslage könne durch Vermehrung der Ge
schwindigkeit auch so verändert werden, daß zu dieser Ver
änderung nicht noch Arbeit notwendig sei, sondern durch sie
im Gegenteil Arbeit gewonnen,. daher außer der zugeführten,
noch Wärme frei werde. Mit Zugrundelegung dieses Gedankens
erneuerte ich nun meine Hechnungen und gelangte zu einem
Resultate, das mit der Erfahrung in vollkommen befriedigender
Übereinstimmung steht. Ich will nun in der gegenwärtigen
Abhandlung zeigen, wie sich meine Formeln umgestalten, wenn
man auf die innere Arbeit Rücksicht nimmt. Ist N die Anzahl
der Moleküle des Gases, n die Anzahl der Atome im Molekül,
mc2 /2 die mittlere lebendige Kraft irgend eines Atoms, so ist
gemäß den in der eingangs erwähnten Abhandlung entwickelten
Anschauungen die Temperatur des Gases

T= me
2

•

2 '

.die gesamte im Gase enthaltene lebendige Kraft aber

L = N n 111 13
2 = N n 1'.2

t) VgI. dazu den Anhang zu Nr.32. Band II dieser Sammlung. D. H.
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Führen wir nun dem Gase bei konstantem Volum die
unendlich kleine Wärmemenge d Q zu, so ist

dQ~dL+dJ.

Die geleistete innere Arbeit d J wird, solange die zu
geführte Wärme unendlich klein ist, derselben proportional,
daher auch proportional d L gesetzt werden können.

Setzen wir daher
dJ= ltdL,

so bedeutet k, welches übrigens im allgemeinen eine Funktion
der Temperatur sein wird, die innere Arbeit ausgedrückt in
aliquoten 'reilen der Vermehrung der im Gase vorhandenen
lebendigen Kraft. Es wird dann

d Q = (1 + k) d L = (1 + k) N nd 'P,

und die· Wärmekapazität bei konstantem Volumen bezogen auf
die Volumseinheit ist

dQ Nn
r = v d l' = (1 + k) -v-

oder mit Rücksicht auf die Formel:
2 N rn e2 2

Pv=-·--=-NT
3 2 3 '

III der p den Druck, v das Volumen des Gases bedeuten:

(1) r=:~·n(1+1t).

Aber wie bereits bemerkt, bleibt die Formel

2 ,p
() r-Y=T'

in der r' die Wärmekapazifät bei konstantem Drucke ist und
das mechanische Ä.quivalent der Wärme weggelassen wurde,
weil ich immer Wärme und Arbeit in gleichem Maße gemessen
voraussetze, noch immer gültig, weil bei einer Ausdehnung
ohne Temperaturerhöhung keine innere Arbeit geleistet wird.
Aus (1) und (2) aber ergibt sich unmittelbar:

(3) , ( ~ r ) = n (1 + k).
3 r - r

Aus dieser Formel kann, wenn man für n jene Werte ein
setzt, welche die Ohemie als sehr wahrscheinlich angibt, k, also
die innere Arbeit im Gase, berechnet werden; sie kommt, wie
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bereits bemerkt, fast immer negativ herauB und ich will zum
Schluß in einer Tabelle ihre Werte für jene Gase zusammen
stellen, für welche r von Regnault bestimmt wurde. Um
aber aus (3) ei;nen Schluß auf den Wert von n ziehen zu
können, ist noch eine zweite Relation zwischen n und k not
wendig. Dieselbe kann von der Wärmekapazität der festen
Körper hergenommen werden. In der bereits mehrmals er
wähnten Abhandlung habe ich nachgewiesen, daß für Körper,
deren Atome bei verschiedenen Temperaturen isochron schwingen,
also z. B. von Kräften affiziert werden, die den Entfernungen
der Atome von der Ruhelage proportional sind, die Hälfte der
zugeführten Wärme auf Erhöhung der lebendigen Kraft, die
andere Hälfte auf innere Arbeit verwendet wird. Dieser Satz
kann übrigens auch durch Betrachtung von Kräften von der
Forma ~ + b17+ c' direkt bewiesen werden. Das Dulong
P etitsche Gesetz macht nun sehr wahrscheinlich, daß für alle
Körper, welche demselben gehorchen, die Kräfte, welche auf
die Atome wirken, annäherungsweise die obige lineare Form
haben. Allerdings werden diese Kräfte durch die Ausdehnung
infolge der Wärme etwas verändert und sollte man eigentlich
statt der Wärmekapazitäten . bei konstantem Drucke die bei
konstantem Volum in Betracht ziehen, allein .E dlund fand,
daß sich beide an keinem 'der von ihm beobachteten festen
Körper um mehr als 2 Proz., an vielen nicht einmal um 1 Proz.
unterscheiden, was gegenüber den mehr alslO Proz. betragenden
Abweichungen vom Dulong-Peti,tschen Gesetz gar nicht in
Betracht kommt. Nimmt man""jene Gleichheit der innern
Arbeit und der zur Temperaturerhöhung verwendeten Wärme
an, so ist klar, daß die Wärmekapazität multipliziert mit dem
Atomgewichte gleich dem doppelten Zuwachse der mittleren
lebendigen Kraft eines Atoms bei Erwärmung um .einen Grad
sein muß. Masson berechnete nun in der Tat, daß dieses
Produkt gleich dem doppelten "on dem entsprechenden Pro
dukte für Gase sei; allein dies Resultat beruht auf einem
Irrtume; er setzte nämlich die Äquivalentszahl des Sauer
stoffes = 100 und verglich das erhaltene Produkt mit jenen
Zahlen, bei denen sie = 8 vorausgesetzt ist. Nach dem Ge
sagten kann es auch nicht mehr hefremden, daß dies nicht
der Fall ist, und zwar nicht, weil die festen Körper eine Aus-
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nahme machen, sondern weil in den Gasen die. zugeführte
Wärme nicht ausschließlich auf Erhöhung der mittleren leben~

digen Kraft verwendet wird, sondern auch den Zustand der
einzelnen Moleküle verändert. Die oben mit k bezeichnete
Größe kann jedoch auch hieraus bestimmt werden und die
Elimination von kausbeiden Relationen liefert eine Gleichung
für n. Es ist nämlich für einen festen einfachen.Körper bei
einer Erwärmung um d t O C. die Vermehrung' der mittleren
lebendigen Kraft eines Atoms nach dem obigen

(4) dT= ea dt,
2 ,

wo c die Wärmekapazität bezogen auf die Gewichteinheit des
Körpers und die Wärmeeinheit, in der T gemessen ist, ct das
Gewicht eines Atoms des .Körpers ist Die einem Gasatome
bei gleicher Temperaturerhöhung unter konstantem Volum zu
geführte Wärme ist:

(5) dT + di =.L uo dt.
Q

Hier ist ~ die Dichte, daher rI f.! die spezifische Wärme
bezogen auf die Gewichteinheit, cto das Atomgewicht, oder bei
zusammengesetzten Gasen das arithmetische Mittel der Atom
gewichte aller Atome im Molekül; d i ist die innere Arbeit
eines Atoms, daher

=.!!.!.- = kdL = kdT
]{n Nn '

tEe Substitution dieses Wertes in Gleichung (5) liefert:

(6) (1 +k) d T = r an d t
Q

und da für gleiche Temperaturerhöhungen die mittlere lebendige
Kraft eines Atoms, also T gleiche Zuwächse erhält, so besitzt
d TI d t in den 'Gleichungen (4) und (6) denselben Wert, kann
also aus ihnen eliminiert. werden, wodurch sich

(7) 1 + k = 2 rao
Qe a

ergibt. Die Substitution dieses Wertes von 1 + k in die
Gleichung (3) liefert endlich die bemerkenswerte Formel:

(8)
f! ea e a

n = 3 (r' - r) ao = 3 (co' - eo) ao '
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wenn co' und Co die beiden vVlirmekapazitäten des Gases be
. zogen auf die Gewichtseinheit sind.

Da r' -,. r für alle GaE;le konstant ist, so sieht mau hieraus,
daß die Formel (8) von der spezifischen Wärme des Gases un
abhängig ist, dieselbe daher in keiner notwendigen Rela
tion mit der chemischen Beschaffenheit desselben steht, und alle
Versuche, eine derartige Relation· aufzufinden, wie sie zuerst von
Clausius und nach ihm in großer Anzahl gemacht wurden,
mußten, wenn auch für einzelne Gase von ähnlicher innerer Arbeit
zutreffend, wieder für andere beträchtliche Abweichungen zeigen.

Da in der Formel (8) die Wärmekapazitäten im Zähler und
Nenner vorkommen, so ist es gleichgültig, in welchen Maßen
sie gemessen werden, auch für ct und U o braucht man nicht
die wahren Atomgewichte, sondern kann die ihnen propor
tionalen Äquivalentszahlen setzen; nur müssen beide in gleichem
Maße gemessen werden. Die sicherste Garantie hierfür bietet
die Betrachtung eines und desselben Körpers im festen und gas
förmigen Zustande, z. B. des Ohlors oder Broms, von denen das
letztere von Regna ult direkt in beiden Zuständen beobachtet
wurde und für das erstere der Wert von c ct aus seinen Ver
bindungen berechnet werden kann. Die Dichte des Ohlors,
verglichen niit der der Luft, ist 2,44; setzt man daher für
letztere r' - r = 0,0696, so hat für Ohlor co' - Co = (1' - r) / (!

den Wert 0,0285 und der Nenner des Bruches in (8) wird,
wenn die Ä.quivalentszahl des Chlors = 35,5 angenommen wird:

3·0,0285.35,5 = 3,035.

Für Brom wird dieser Nenner:

3.0,01291·80 = 3,098.

Da nun für die angenommenen Atomgewichte das Produkt
cu nach dem Dulong-Petitschen Gesetz etwas größer als
6 ist, so gibt die Division n = 2, in den betrachteten Gasen
sind also 2 Atome zu einem Mole~ül verbunden, was auch
apriori am wahrscheinlichsten ist. Für die Verhältnisse der
Zahl der Atome in den Molekülen anderer, sowohl einfacher
als auch zusammengesetzter Gase zu den betrachte~en liefert
die Formel (8) genau dasselbe, wie das Amperesche Gesetz
unter der Voraussetzung, daß die Ä.quivalente den wahren Ge
wichten eines Moleküls proportional sind, solange. die Bestand-
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teile der Gase im festen Zustande das Dulong-Petitsche
Gesetz befolgen. Für die Ausnahmen von jenem Gesetze da
gegen scheint es nicht mehr erlaubt zu sein, die auf ihre Atome
wirkenden Kräfte deren Entfernungen aus der Ruhelage pro
portio.~al zu setzen, weshalb man im Zähler von (8) nicht
ihre Aquivalentszahl und spezifische 'Värme einsetzen darf,
sondern das Produkt c ct von einem anderen Körper ent
lehnen muß.

Ich lasse hier eine Tabelle folgen, in der die bei Er
wärmung zu leistende innere Arbeit für die von Regnault
untersuchten Gase als aliquoter 'feil der gesammten bei kon
stantem Volum zugeführten Wärme, also die Werte von lt / 1+k
zusammengestellt sind. Die zweite Kolumne enthält die'selben

.nach Formel (3) berechnet aus der Relation zwischen der ge
samten lebendigen Kraft und der der progressiven Bewegung;
r' - r wurde dabei konstant = 0,0696 gesetzt. Die Werte
der dritten Kolumne sind nach Formel (7) durch Vergleichung
mit der spezifischen Wärme der festen Körper berechnet. Das
Produkt ca wurde dabei = 6,3, dem Mittelwerte aus Regnaults
Beobachtungen an festen Körpern gesetzt, und zwar wurden
die Äquivalente der das Dulong-Petitsche Gesetz nicht be
folgenden Körper nicht geändert, sondern vorausgesetzt, daß
für sie, falls ihre Atombe\\'egungen isochron wären, cu eben
falls = 6,3 wäre. Namentlich unbestimmt ist sowohl deshalb,
als auch weil seine Dampfdichte unbekannt ist, das Äquivalent
des Kohlenstoffes; es wurde = 12 gesetzt. Es ist klar, daß
den Zahlen der dritten Kolumne dieselbe Unsicherheit wie
dem Produkte c ct anhaftet und es würde die beinahe kon
stante Differenz derselben mit' denen der zweiten fast voll
ständig verschwinden, Wenn man c a einen Wert zwischen 6,03
und 6,04 beilegte, der vollkommen innerhalb der Grenzen der
beobachteten Werte liegt und zu dessen Annahme man ebenso
berechtigt ist, wie zu der des Mittelwertes 6,3, indem ja
die Difl'erenzen nicht in den Gesetzen der Fehlerrechnung
unterworfenen Beobachtuugsfehlern ihren Ursprung haben.

Die vierte Kolumne zeigt dies, welche die innere Arbeit
unter der Voraussetzung ca = 6,032 berechnet enthält; Da
die innere Arbeit von einer noch unbekannten Größe, nämlich
dem Wirkungsgesetze der Atomkräfte abhängt, so ist natür-
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licb, daß dieselbe an kein bestimmtes Gesetz gebunden ist;
auffallend bleibt jedoch immer die große gewonnene innere
Arbeit bei Erwärmung der Verbindungen des Wasserstoffes,
mit schwereren Atomen, sowie die große zu leistende bei den
Gasen, deren Moleküle mehrere Atome Chlor enthalten.

Name und atomistische Formel 3n(r' - r)
1 = (J ea

des Gases 1)
1----- 2r ao

2r
I e a = 6,032e a = 6,3

Sauerstoff, B2 - 0,221 - 0,273 - 0,219
Stickstoff, .N2 - 0,251 - 0,306 - 0,250
Wasserstoff, H2 • - 0,255 - 0,310 - 0,253
Chlor, CI 2 + 0,076 + 0,042 + 0,U83
Brom, Br2 . + 0,090 + 0,070 + 0,110
Stickstoffoxyd, NB - 0,221 ~ 0,276 - 0,221
Kohlenoxyd, CB - 0,247 - 0,300 - 0,245
Chlorwasserstoff, CIH - 0,294 - 0,335. - 0,278
Wasserdampf, H2B - 0,367 - 0,424 - 0,363
Schwefelwasserstoff, H2S - 0,424 - 0,506 - 0,441
Stickstoffoxydul, N2B - 0,137 - 0,189 - 0,137
Kohlensäure, BB2 • - 0,196 - 0,254 - 0,201
Schweflige Säure, S92 - 0,128 - 0,195 - 0,145
Schwefelkohlenstoff, BS2 + 0,095 + 0,074 + 0,113
Ammoniak, NHs - 0,817 - 0,901 - 0,820
Sumpfgas, BH<!. - 1,022 - 1,108 - 1,018
Leuchtgas, B2 H4 . . - 0,951 - 1,033 - 0,947
Alkoholdampf, B2 IJijB - 0,444 - 0,501 - 0,437
Chloräthyl, B~HliCl --;- 0,541 - 0,611 - 0,543
Bl'omäthyl, B2 H!jBr -0,310 - 0,355 - 0,297
Cyanätbyl, 6sHsN - 0,270 - 0,325 - 0,269
Ätherdampf, B4H10B . - 0,354 - 0,411 - (1,351
Schwefelwasserstoffäth., C4H10~ - 0,318 - 0,388 --;- 0,328
Essigäther" B4Hs0 2 - 0,272 - 0,326 - 0,268
Aceton, BsH(\B. . . . . - 0,365 - 0,437 - 0,375
Holländisches Öl, B2H4Cl2 • - 0,157 - 0,217 - 0,164
Benzol, B6 H(\ - 0,330 - 0,387 -'- 0,328
Terpentinöl, B10H16 - 0,177 - 0,226 - 0,174
Phosphorchlorür, PCIs + 0,266 + 0,236 + 0,268
ArsenikchlorUr, AsCls + 0,339 + 0,314 +0,343
Zinnchlorid, SnCI, + 0,343 + 0,307 + 0,336

1 Hiet' stehen noch die' jetzt nicht mehr üblichen Symbole 0, B, S
an Stelle von 0, C, S. D. H.
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Über die Integrale linearer Different~algleichungen
mit periodischen Koeffizienten.l

)

(Wien. Bel'. 58. S. 54-59. 1868.)

Fast sämtliche Probleme der mathematischen Physik führen
zu Differentialgleichungen, welche sich dadurch, daß man die
zu suchenden Größen als sehr kleine Störungen eines bekannten
Zustandes auffaßt, in lineare verwandeln lassen. Die Ko
effizienten dieser linearen Differentialgleichungen könnten nur
dann konstant sein, wenn der Körper seinen Raum vollkommen
kontinuierlich erfüllen würde.

Nach der gegenwärtigen Ansicht über die Natur der
Körper bestehen dieselben jedoch aus diskreten :Molekülen,
ihr Inneres ist also nicht gleichförmig, wohl aber wiederholt
sich innerhalb verschwindend kleiner Strecken immer wieder
dieselbe Anordnung von Molekülen. Es werden daher die
Koeffizienten der Differentialgleichungen, welche die Bewegungen
im Innern eines. derartigen Körpers ausdrücken, keine kon
stanten, sondern mit der Lage des betrachteten Punktes ver
änderliche Werte haben, jedoch so, daß sie innerhalb sehr
kleiner Intervalle stets wieder dieselben Werte annehmen.

oau c h y hat sich zuerst in seinem "Memoire sur un
theoreme d'analyse et sur son application aux questions de
physique" mit derartigen Differentialgleichungen beschäftigt und
den Satz aufgestellt, daß sich ihre Integrale ganz aJlgemein
um so mehr den Integralen der entsprechenden Differential
gleichungen nähern, welche statt der variabeln Koeffizienten
die konstanten Mittelwerte derselben zu Koeffizienten haben,
je kleiner die Periode wird, innerhalb welcher dieselben Werte
der Koeffizienten wiederkehren. Fände dies statt. so brauchte
man bei Ableitung der Gleichungen für beliebige physikalische

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 5. S. 146. 18. Juni 186S.
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Vorgänge auf jene Unregelmäßigkeiten im Innern der Körper
gar nicht Rücksicht zu nehmen, sobald sie sich nur in hin
reichend kleinen Intervallen wiederholen; ist jedoch dieser
Satz unrichtig, so werden alle Gleichungen, bei derenAbleitung
auf jene innere Struktur der Körper keine Rücksicht genommen
wurde (und dies ist bei allen Bewegungsgleichungen der Fall),
zweifelhaft und ihre Übereinstimmung mit der Erfahrung er
scheint als eine bloß zufällige. Der Beweis dieses rrheorems
wird nun bei Caucby nur für ganz spezielle Fälle und für
diese durch eine sehr verwickelte Reibenentwicklung geliefert,
deren Konvergenz durch nichts bewiesen wird. In der Tat
zeigte L 0 ren z in einer Abhandlung über die Theorie des
Lichtes (Pogg. Ann. 121) an einem einfachen Beispiele, daß
dasselbe in seiner vollen Allgemeinheit nicht gilt und behauptet
durch Aufdeckung dieses Fehlers bei Ca u cby die Atomistik,
die er früher schon durch verschiedene Gegengründe erschüttert
hat, wirklich umgestoßen zu haben. Es dürfte sich daher wohl
der Mühe lohnen, die Bedingungen, unter denen jenes Theorem
gültig ist, zu untersuchen und einen strengeren und zugleich
einfacheren Beweis dafür aufzustellen. Gehen wir von der
linearen Differentialgleichung der n ton Ordnung

(1) Xoj'fnl (x) = Xl rn-I) (x) + X
2
(iJi- 2) (x) .. +X

n
{(3:)

aus, wobei rnl x .. die Ableitungen von {(x) bezüglich der in
dependenten Variabeln x, Xo' 1; .. aber periodische Funktionen
von :1:, also von der Form:

2nx 4nx 6nx
(2) a + b cos --- + c cos -- + deos -- ...

a a a

sind. Setzen wir hier für die verschiedenen Ableitungen
von f(x) ihre Definitionen ein und bezeichnen mit ß einen be·
liebigen sehr kleinen Zuwachs von x, mit {(xo), {(:L'o + ß),
f(xo+ 2 ß) ••• eine beliebige Reihe von Werten der Funktion I'(.?:),
so ist ersichtlich, daß die Gleichung (1) nur ein abgekürzter
Ausdruck für folgenden komplizierteren ist:

. f(x + n ß) - (7) r(x + (n - 1) ß) .. (:) f(x)
X 11m --------------.----.~----o ßn

. f(x + (n - 1) ß) - C~ -;:- 1) f( x + (11. - 2) ß) ..
= Xl hm ----- ---. (r-i-------- ..-.---- ...
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oder

1

f(x+ nß) - cn r(x + (n - l)ß) ..
X -------'-------

o ß"

(3) = X r(H (n - I)ß) - (n ~ I) r(H (n- 2)ß) ..
1 fi n - 1 ••• + c,

wobei c eine mit ß verschwindende Größe ist. Dividieren wir
nun die Gleichung (1) durch Xo und integrieren von xo bis
xo + a (ce ist nach (2) die Größe der Perioden), so erhalten wir:

(4)

Cl

{(n-1) (xo + ce) - l Ub-I) (x ) =fX1 f(n-I) (a:) d x
o Xo

u

Cl

+f~: j'fn-Z) (.7:) d X •••

U I

Nehmen wir nun an, daß keine der Funktionen XIIXo,
X21 Xo ••• unendlich oder diskontinuierlich werde, so folgt aus
Gleichung (1) mit Notwendigkeit, daß auch j'(x) , f'(x) .. f(1l) (x)
stets endlich und kontinuierlich bleiben,· wenn nur die ge
gebenen Anfangswerte von f(x), l' (.7:) •• j'<n-I) (.7:) endlich waren,
da ja aus derselben für fÜll (x) stets ein endlicher Wert, daher
für rn-I) (x) . .. stets unendlich kleine Zuwächse von der
Ordnung der Zuwächse von x folgen. Wir können demnach
zunächst statt jeder beliebigen Ableitung f{k) (x) unter dem
Integralzeichen in Gleichung (4)

t\k) (xo) + (x - xo)lek + 1) [xo+ {} (x - xo)J

oder um so mehr
lCk) (xo) + ce {f' f Ck + 1) (x + {f a)

setzen, wobei {j' und {}' Funktionen von x, aber jedenfalls
kleiner als 1 sind, und erhalten daher, weil .7:0 für die Inte
gration als konstant anzusehen ist:

l'n-I) (.2'0 + a) - (n-l) (xo) =.l'n-l) (:ro)f~: d:1:

u
Cl

+ af ,'J-' i; l',,~l) ("'0 + {j. a) d X•.•

o
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Da hier die Funktionen in den mit u multiplizierten
Integralen immer endlich bleiben, so kann man statt der Summe
aller dieser Integrale, u multipliziert mit einem endlichen
Mittelwert R der Summe aller Funktionen unter dem Integral
zeichen setzen und erhält,· wenn man noch durch a dividiert
und die Werte

a a

~f;: d.~, ~f~: cl.x ... ,

o u
welche nichts anderes als die Mittelwerte der Koeffizienten
XII Xo' X21Xo .• sind, mit ~l' ~2" bezeichnet:
( n - 1) (x +) r(n- 1) (x )

o Ct - 0 = ~l ('n-I) (Xo) + ~2 (11-2) (XO) ..•.+ ~ R.
a

Integriert man diese Gleichung nochmals (n - 1) mal be
züglich Xo von Xo bis Xo + a und dividiert durch a'l - 1, so
ergibt sich:

(5) ( . f(x,.+_n:.) ~ (1)~~+:~)~j~_~!(Xo)

. = ~, r(x, + (n - 1) ") - (:T {f (X~::r.<"_=2~.i.-.: ... + ct R: ,

wobei E' wieder irgend ein endlicher Ausdruck ist. Dies ist
-eine Gleichung mit endlichen Differenzen, welche bloß die Werte
von f(:1:) für x= xo, x = Xo + u, x = Xo +2u ... ins Unend
liche bestimmt; ihre Form ist vollkommen identisch mit der
der Gleichung (3), nur daß darin an der ,Stelle von (:J u und
an der Stelle der variabeln Koeffizienten ihre konstanten Mittel
werte stehen. Nehmen wir nun an, das Intervall, innerhalb
dessen dieselben Werte der Koeffizienten wiederkehren, also u
werde immer kleiner und kleiner, so nähert sich die Gleichung (5)
nlit endlichen Differenzen immer mehr einer Differential
gleichung, also ihr Integral immer mehr dem der Differential
gleichung, da ja die Definition des Integrals der Differential..
gleichung die Limite ist, der das Integral der Gleichung mit
endlichen Differenzen zueilt, sobald dieselben unendlich klein
werden. Für unendlich kleine a endlich fallen beide zusammen.
Außerdem rücken aber dann auch die Werte, für welche f(x)
durch Gleichung (5) bestimmt ist, immer näher und näher und es
müssen daher für unendlich kleine a die Werte von f(x),
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für welche x zwischen Xo und Xo + a liegt, mit !'(Xo)i die Werte
von {(x), für welche x zwischen Xo + a und Xo + 2 a liegt, mit
{(3,'0 + a) usw. übereinstimmen, wenn die Limite des Integrals
der Gleichung (1) für lim a = 0 überhaupt noch eine zusammen-

. htLngende Funktion von 3,' ist. Wir können daher den Satz
aussprechen: Wenn eine lineare Differentialgleichung zwischen
einer independenten und einer dependenten Variabeln gegeben
ist l deren Koeffizienten periodische Funktionen der indepen
denten Variabeln sind, so ist die Limite, der sich ihr Integral
für beständig ahnehmende Größe der Periode nähert, die
selbe, welche die Infinitesimalrechnung für das Integral einer
Differentialgleichung von gleicher Ordnung auffinden lehrt,
deren Koeffizienten die Mittelwerte der entsprechenden variabeln
Koeffizienten dividiert durch den Koeffizienten der höchsten
Ableitung der dependent Veränderlichen sind, von welchen
Koeffizienten vorausgesetzt wird, daß sie weder unendlich noch
diskontinuierlich werden. Der von Oauchy als allgemein
gültig ausgesprochene Satz ist daher nur richtig, wenn der
Koeffizient der höchsten Ableitung von ((x) gleich 1 ist. Da
bei der von Lorenz als Beispiel gewählten Differentialgleichung:

(a + b cos :) ~: + rp = 0

der Koeffizient der höchsten Ableitung von cp nicht gleich 1
ist, so erklärt sich auch, weshalb ihr Integral für abnehmende
Werte der Periode nicht mit dem der Differentialgleichung,
welche die konstanten ~'1ittelwerte zu Koeffizienten hat, zu
sammenfällt; dividiert man aber durch den Koeffizienten der
höchsten Ableitung von ep, so ergibt sich:

dcp + cp =0.
da; a; 1

a+bcos-
a

der Mittelwert des Koeffizienten von Cf ist dann I/Va2 - b2
,

daher die entsprechende Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten:

dcp rp-,- + -,/ =- = 0 ,
{ a; y a2 _ b2

deren Integral
x

ep = e C - Va2 _ b2

in der rrat mit dem von Lorenz durch Integration der
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allgemeinen Gleichung und späteren Übergang zu lim ct = 0
gefundenen identisch ist.

Der gelieferte Beweis würde seine Gültigkeit nicht verlieren,
wenn die gegebene Differentialgleichung die allgemeinere Form:

yn + Xl CfJl (,11, ,11' •• yn-l). +.X'z (PZ (y, ,11' •• yn-l) . '. = 0

hätte. Durch Integration zwischen x und x + a und Division
durch CL erhielte man wieder:

a

a

J'x2 dx

+ CfJz(y, y' . .)0- --.. + uR = 0,
a

welche aus endlichen Differenzen und Differentialen gemischte
Gleichung für unendlich kleine ct in die entsprechende reine
Differentialgleichung überginge. Er würde aber auch noch
gültig bleiben, wenn in der Gleichung außerdem noch Ab
leitungen' der dependent Veränderlichen nach anderen in den
Koeffizienten nicht enthaltenen Variabeln vorkämen, sobald die
Koeffizienten der betreffenden Ableitungen von der höchsten
Ordnung nicht unendlich klein von der Ordnung ct würden.
Alsdann wird nämlich keine dieser Ableitungen unendlich groß,
und dieselben können unter dem Integralzeichen gerade so
behandelt werden, wie früher ((x), f' (x) .. ((n) (x). In der
Differentialgleichung mit: konstanten Koeffizienten erscheinen
alsdann wieder genau dieselben Ableitungen, wie in der ur
sprünglichen Gleichung, während die Korrektionsglieder den
Faktor a baben und daher in R mit einbegriffen gedacht
werden können. Ein Beispiel hierfür liefert die Gleichung:

d2 y d2 y
dx2 = X d t~ ,

deren Integral für unendlich kleine a mit dem der Gleichung:
a

JXdx
d~ y () d2 Y
dx2 = --(t-' dt2

zusammenfällt. Es ist dies bekanntlich die Gleichung, auf
welche die meisten einfachen Schwingungsprobleme führen.



5.

Studien über das Gleichgewicht der lebendigen Kraft
zwischen bewegten materiellen Punkten.1

)

(Wien. Bel'. 58. S. 517-560. 1868.)

Sämtliche bisher entwickelten Prinzipe der analytischen
Mechanik beschränken sich auf den Übergang eines Systems
materieller Punkte aus einem bestimmten Zustand in einen
andern, wogegen, man über die Gesetze des Wechsels der
Lage und .Geschwindigkeiten derartiger materieller Punkte,
wenn sie längere Zeit sich selbst überlassen in Bewegung sind)
mit Ausnahme weniger, die Theorie der idealen Gase be
treffender Theoreme noch fast gar nichts weiß. Es mag dies
die Hauptursache sein, warum die Le'hrsätze der mechanischen
Wärmetheorie, die sich ja auf derartige Bewegungen beziehen,
bisher so unzusammenhängend und in ihrer analytischen Be
gründung so mangelhaft geblieben sind. Ich will im folgen
den zuerst mehrere hierhergehörige Beispiele ausrechnen und
schließlich ein allgemeines Theorem für die Wahrscheinlichkeit
der verschiedenen Lagen und Geschwindigkeiten derartiger
bewegter materieller Punkte aufstellen.

J. Betrachtung unendlich vieler materieller Punkte.

1.

Es befinden sich unendlich viele elastische Kreise von
gleicher Masse und Größe und gegen ihre mittleren Wege
verschwindendem Durchmesser in einer Ebene. Ähnliche weit
allgemeinere Probleme wurden zwar bereits von Maxwell
(PhiI. mag. march 1868) aufgelöst; allein teils der Vollständig
keit halber, teils auch,' weil Maxwells Deduktion wegen ihrer
groBen Kürze schwer verständlich ist und durch einen Druck-

1 Vorläufiger Bericht. Wien. Anz. 5. S.196.
B 0 ltzUl an n, Gesammelte wissenscll. Abllandl. 1.

8. Oktober 1868.
4
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fehler (in den Formeln (20) und (21) soll es statt d F2, d r
heißen) noch schwerer verständlich wird, soll dieses einfachste
aller hierher gehörigen Probleme nochmals behandelt werden.
Es ist von selbst klar, daß in diesem Falle jeder Punkt der
Ebene als Ort für das Zentrum irgend eines der elasti
schen Kreise und jede Richtung für die Geschwindigkeits
richtung desselben gleich wahrscheinlich ist, und ist daher
nur noch die \Vahrscheinlichkeit der verschiedenen Größen
der Geschwindigkeiten zu suchen. Sei rp (c) d c die Summe der
Zeitmomente , während welcher die Geschwindigkeit irgend
eines Kreises im Verlaufe einer sehr groBen. Zeit zwischen c
und c + d c liegt, dividiert durch diese sehr große 'Zeit, also
die Wahrscheinlichkeit, daß c zwischen c und c + d c liegt,
und N die Anzahl der Kreise, deren Centra sich durchnittlich
in der Flächeneinheit befinden, so ist .

N rp(c)dc

die Anzahl der Kreise in der Flächeneinheit, deren Geschwindig
keiten zwischen c und c+ d c liegen. Betrachten wir nun irgend

o

\

I

,,11'

Fig. 1.

einen Kreis, den ich den Kreis I nenne, und dessen Ge
schwindigkeit cl durch 0 Al, Fig. 1, in Größe und Hichtung
dargestellt werde. Derselbe soll mit einem anderen, dem
Kreise K zusammenstoßen; die. Geschwindigkeit des letzteren C

k
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sei durch oA,e repräsentiert, 0 X sei die Verbindungslinie der
Oentra beider Kreise im lVIomente des Zusammenstoßes und ß
der Winkel beider Geschwindigkeiten Cl und C

k
, so bleiben

die Komponenten der Geschwindigkeiten. beider Kreise senk
recht auf 0 X ungeändert, die parallel 0 X dagegen werden,
da wir beide Massen gleich annahmen, einfach vertauscht;
wir finden daher die Geschwindigkeiten der Kreise nach
dem Stoß, indem wir Al.Al ' parallel 0 X ziehen und das
Rechteck Al Al' Ak Ak' konstruieren. 0 A.I ' = Cl' und 0 A

k
' = ck'

sind dann die neuen Geschwindigkeiten; ß' sei ihr Winkel.
Ziehen wir noch die beiden Diagonalen des Rechtecks Al A

k
und

A.r' Ak', welche uns die relative Geschwindigkeit g der beiden
Kreise vor und nach dem Stoße vorstellen und bezeichnen den
Winkel der Geraden .I1l 4k und 0 X mit r, den der Geraden
Al' A,e' und 0 X mit {I', so findet man leicht:

r

,q'!J = C~ + c~ - 2 Cl Ck cos ß .
C'12 = c~ sin2 y + c~ cos2 r - 2 Cl Ck sin { cos {sin ß
C~2 = c~ cos2

{ + Ck sin2
{ + 2 Cl Ck sin y cos y sin ß

(1)
t '_ (or -oVsinrCOSr-Ol ok(cos2r-sin2r) sinß VO'12 0/;2 -c~Of:COB2ß

gß - 01 0" COS ß Cl 0k COS ß
l Cl Ck COS ß = Cl' c,c' COS ß' ; y' = n - y.

Es fragt sich nun zuerst, zwischen welchen Grenzen Cl"

r----T----4=-_~])

A'IG=--....--:----t(i

Fig. 2. Fig. 3.

c
k
' usw. liegen werden, wenn die Grenzen der entsprechenden

Größen vor dem Stoße gegeben sind. Zu diesem Zwecke
4*
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denken wir uns alle vorkommenden Größen durch Cl' eIe' g
und r ausgedrückt und verschaffen uns die Grenzen, zwischen
denen Cl' C

le
, g und r liegen sollen, in folgender Weise:

1. Wir lassen g und r konstant, so bleibt auch r' kon
stant, und ändern Cl und cle so, daß Cl' konstant bleibt, cTc'

aber um d c
k
' wächst. In Fig. 2 ist cl als Abszisse, cTc als

Ordinate, in Fjg. 3 cl' als Abszisse, Cl.' als Ordinate eines
Punktes aufgetragen. Dieser Punkt beschreibt während unseres
Prozesses in Fig. 2" den Weg AB, in Fig. 3. den Weg A'B' = d cTc';

dabei ist der Zuwachs von CTc gegeben durch die Gleichungen:

[ 0 = (c,sin'y-c.sinycosysinß- c1c.sinycosycosß1~) d c, +

(2) 1 + ( '-- c,sinycosy~inß+ c.cos'Y-:- c, c.sinycos y cosß;~) d c.'

Ic;dc.' = (Cl cos·y+c.sinycosysinß+c, c.sinycosycosß1Dd Cl +

l + (Cl sinrcosrsinß + cksin2r+cl cl~sinrcosycosß:!) d ('le'

welche durch Differentiation der 2.· und 3. der Gleichungen (1)
mit Rücksicht darauf, daß ß Funktion von cl' cTc und g ist,
gebildet wurden. In Fig.2 ist d Cle durch die von A auf eine
durch B parallBl zur Abszissenachse gezogene Gerade E IJ
gefällte Senkrechte A E dargestellt.

2. g und r bleiben konstant und wir lassen für jeden
Punkt der Linie AB bei konstantem cle ' Cl um d Cl wachsen;
dadurch verschiebt sich AB nach Cn und man bestreicht das
ganze Parallelogramm AB n c. Dagegen mag der Cl' und ('Tc'

repräsentierende Punkt das Parallelogramm A'B'C'j)'bestreichen.
Dann ist für jeden Punkt der Linie A' B' d c/ durch die von
A' auf C' J)' gefällte Senkrechte A' G' gegeben und es ist wegen
der Unveränderlichkeit von cTc

(3) Cl' dc l ' = (Cl si~2y- clesinrcosrsinß -,; Cl clesinycosycosß ::) dc l .

.3. Wir lassen für alle Pun~te beid~r Parallelogramme, also:
für jedes konstante Cl und CTc , g zwischen !J und g+dg variieren.
Ich will dies wieder und zwar in Fig. 4geo:metris,Ph ver
sinnlichen..Sei 0 Al' •wie. in Fig. 1,' die ,GeschwindigJreit Cl'
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L

Fig.4.

oAk die Geschwindigkeit c,e , Al Ak die relative GeschwindIg
keit .q; so verändert sich bei der unter Nr. 2 verzeichneten
Variation C/c so, daß .1 konstant bleibt, also A/c sich längs der
Linie A/c L 1- Al A/c be-
wegt; A/c ß ist also iden- N

tisch mit der jn Fig. 2 AI"

durch AB dargestellten
Veränderung. Gegen-
wärtig aber soll sich A't
so bewegen, daß :-7e kon-
stant bleibt, also l'ings
.A/c M 1- 0 Ak • Indem
jeder Punkt der Linie
A/c L eine Parallele zu
A/c Mbeschreibt, wird das o'~-------'~-------'
ganze Parallelogramm
.A/c L NM bestrichen. In
demselben stellt A/eP, die Verlängerung von OAk , das Differen~

tial d cki A/c Q, die Verlängerung von Al A/c, das Differential d.q
vor. Die Fläche, die dabei der Endpunkt von C/c bestreicht, ist

Li. LNM= dc~dg
k Slll 8 '

wenn 8 der Winkel 0 Ak Al' also

( )
• Cl sin ß':I: sm c = --- -'"

9

ist. Man kann zur Versinnlichung, daß der Endpunkt von c
k

dieses Parallelogramm für jeden Wert von cl beschreiben
muß, die Figg. 2 und 4 vereinigen, indem man über AB J] 0
ein Parallelepiped JJ' konstruiert, dessen Durchschnitte senk
recht zur Ebene der .Zeichnung kongruent mit Ak L N jJI sind
wobei natürlich A E mit Ak P (beide = d ck bei konstantem g)
zusammenfallen muß. Das Volum dieses Parallelepipeds ist
dann das Produkt der drei Differentiale d Cl d Ck d9Jsin c. Für
die entsprechenden Größen nach dem Stoße (Fig. 5) .bleibt d9
dasselbe, weil ja die relative Geschwindigkeit durch den Stoß
niemals geändert wird. Bei der Veränderung von c

k
' bei kon

stantem 9 beschreibt A,e' wieder eine auf Al' Ak' senkrechte
Linie Ale' L' und die Projektion von Ak' L' auf oAk', nämlich
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A
k

' P', ist wieder d c
k
'; bei der Variation von g ändert sich

aber auch c
k
'; die dabei beschriebene Linie Ak' M' steht daher

N'
S .,1/

\
\

\

\
)p'

M (jt:
-{j,n- ~'~/l~ --~A.

a' - 'J --Jt;L ,/'

o
Fig.5.

im allgemeinen nicht auf 0 Ak' senkrecht. Das Differentiald.cl
ist aber wieder gegeben durch A,e' Q' .1. Ak' 1./ und der Flächen
raum des gesamten bestrichenen Parallelogramms ist:

A ' L' N' Ai' = A ' 1/ S Q' = d c~' d,q .
k k sm E'

Er kann in gleicher Weise wie Ak L N JrI mit .11' B' IJ' C'
zu einem Parallelepiped Tr' vereinigt werden. Endlich

4. Wir lassen r für jedes konstant gedachte cl' Ck und g
zwischen den Grenzen rund r + d r variieren. Dabei ändert
sich r' y.regen der letzten der Gleichungen (1) ebenfalls um d /"
denn es ist d r' = - ci Y', und auf das Zeichen kommt hier
begreiflicherweise gar nichts an. Den Inbegriff aller jener
Werte der vier Variabeln Cl' Ck ' 9 und r, welche hierdurch
entstehen, daß für jeden durch einen Punkt des in Nr. 3 er
wähnten Parallelepipeds W repräsentierten Wert von Cl" ck

und g auch noch r zwischen rund r + d y liegt, bezeichne
ich kurz als die zwischen den ersten Grenzen liegenden Werte
dieser Variabeln. Ebenso bezeicbne ich die durch das Parallel
epiped 7F' dargestellten Wert(\, wo außerdem noch ?' zwischen
r' und r' + d r liegt, als die zwischen den zweiten Grenzen
liegenden. Sobald vor einem Zusammenstoße die Werte der
Variabeln zwischen den ersten Grenzen lagen, werden sie nach
demselben zwischen den zweiten liegen und umgekehrt. Wenn
daher der: Kreis I ebensooft mit Kreisen K so zusammenstößt,
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daß vor dem Stoße die Variabeln zwischen den ersten Grenzen
liegen, also so, daß dieselben vor dem Stoße zwischen den
zweiten Grenzen liegen, so werden ebensooft die ersten Werte
der Variabeln in die zweiten umgewandelt als umgekehrt und
es wird daher, wenn dies für alle Wertepaare der Variabeln
und alle Kreise gilt, die Verteilung der Geschwindigkeiten
durch die Zusammenstöße nicht geändert; sie ist also die ge
suchte. Die Anzahl der ersteren Zusammenstöße heiße J, die
der letzteren J'; um sie zu bestimmen, denken wir uns um den
Mittelpunkt d~s Kreises I mit dem doppelten Radius der Kreise
einen Kreis 11 beschrieben (Fig. 6), der sich mit 1 fortbewegt,

.L-__-l-__-1--------Jt}f,

Fig.6.

so findet ein Zusammenstoß mit dem Kreise K statt, sobald
dessen Zentrum innerhalb des Kreises 11 eintritt. Sei nun
Al A

k
die Richtung von g, so konstruieren wir zwei Radien Al B

und Al C, die mit AIAk die Winkel 'Y und r + d'Y machen;
ferner machen wir B]) = 9 t, so beschreibt während der Zeit t
der Mittelpunkt des Kreises I den Weg 9 t = B]) relativ gegen
die Kreise K, daher durchläuft die Linie B C das Parallelo
gramm B CE]) = R cos r dr.g t relativ gegen K, wo R der
Radius des Kreises 11, also der Durchmesser eines der Kreise I
oder K ist. Es fragt sich nur noch um die Zeit t, während
welcher die Geschwindigkeit des Kreises I zwischen den an
genommenen Grenzen liegt, sowie um die Anzahl der Kreise K,
deren Geßchwindigkeiten c

k
innerhalb der durch Ak L J.V J11 dar-
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N cP (Ck) d Ck d 9 .
2 n Ck sin 8 '

die A.nzahl derartiger Kreise .in der Fläche B 0 J!) J) in Fig. 6
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wird gefunden, indem man noch mit der Größe dieser Fläche
multipliziert, ist also:

R cos rd r9 q; (eI) cl e1N q; (ek) d ek d 9
__-'------'---':..-=----'---=C_~~....:..-:.:.:._.:.:--~= J.

2 n ek sin 8

In derselben Weise findet man

J' = R cos r' cl r' 9 q; (eI ') cl e/ N q; (e,/) d ek' d 9 .
2n ek' sin 8' .

Die Verteilung der Geschwindigkeiten Cf (c) leistet den an
sie gestellten Bedingungen Genüge, wenn für alle Cl und ck

J = J', also

(5)' q; (eI) q; (Ok) cos r cl e1 d0k dr q; (eI') q; (Ok') cos r' cl e/ de/ dr'
Ck sin 8 = Ok' sin 8'

wird; nun hat man aber 1" =% - 1', d 1" = - d 1'; daher

cos I' d I' = cos 1" d 1".

Ferner folgt aus den Gleichungen (4) und (1)

sin 8' 0 1' sin ß' (oi - Ck2) sin r cos r - 01 0k (cos2 r - sin2 r) sin ß
sin {j = Cl sin ß = e1 Ck' sin ß

und aus (2) und (3)

d 'd '-d d .(ei-ek2)sinrcosr-olek(cos2r-sin2r)sinß
cl Ck - Cl Cl~ 0

1
' Ck' sin ß .,

wodurch sich die Gleichung (5) auf

(6) q; ~~1) • q; ~:k) = q; ~~;') • q; ~:~')

reduziert, welche für alle der Gleichung

(7)

genügenden Werte gelten muß. Setzt man also ep (c) / c = ex(c
2
>

und c~ = co l ' c~ = cok ••• , so muß

X (col) + X (cok) = X (COI') + X (co! + COk - co/),

woraus sich durch Differentiation nach COl ' cok und col ' und
Vergleichung der Resultate x' (co) gleich einer Konstanten - h
ergibt. Es ist also

Cf (c) = bc e- hc2
•

Die Integration von 0 bis 00 liefert b = 2h. Dasselbe
:findet man in mehr symmetrischer Weise, wenn man zum
totalen Differential des Logarithmus der Gleichung (6), das der
Gleichung (7) mit einem so zu bestimmenden Faktor multi·
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pliziert addiert, daß der Koeffizient von d ck ' verschwindet
und dann auch die der übrigen Differentiale gleich Null setzt.
Man sieht, daß die Frage nach den neuen Grenzen der Ge
schwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen materieller
Punkte nach einer Annäherung genan in derselben Weise ge
löst wurde, wie die Koordinatentransformation der Variabeln
in Differentialausdrücken gewöhnlich durchgeführt wird; und
es ist klar, daß auch in allen anderen Fällen beide Probleme
identisch sind, was sich in folgender Weise aussprechen läßt:
Wenn x, .?/, z ... die Variabeln sind, von denen Geschwindig
keit und Geschwindigkeitsrichtung zweier Atome vor einer An
näherung abhängen und dieselben vor der Annäherung zwischen
den Grenzen x und x + da:, V und .y + d V usw. liegen, so
findet man die Grenzen der entsprechenden Größen x', y', z' .
nach der Annäherung, indem man a:', V', z'. .. durch :l:, y, z .
ausdrückt und im Differentialausdruck d .'1:' d y' d z'. . . die
Variabeln ::t.' y' z'. .. in x y z ... transformiert. Es ist also:

dx' dV' d~,'

(iX'dx'([X'"

dx' dv' dx'
(8) d ::t.' dy' cl z'. .. =. d y , dY' d y .. , d::t, dV cl z ...

d x' d v' rl x'
JX' ([X' liX'"

I : I
Maxwell bewerkstelligt die Koordinatentransformation in

weit einfacherer Weise; ich habe jedoch absichtlich bei diesem
einfachsten Beispiele den direkten Weg gewählt. Er läßt
nämlich zuerst den Endpunkt Al von Cl in Fig. 1, das beliebig
gestaltete Flächenelement d V beschreiben, dabei aber nicht Ck

und y, sondern die Größe und Richtung von Al A
k

= 9 konstant.
Es ist aus der Zeichnung klar, daß dann Al' ein kongruentes
Flächenelement beschreibt. Die Wahrscheinlichkeit, daß der
Endpunkt von Cl in cl V liegt, nennt er

{(Cl) d JT = Cf! (Cl) d V ;
2n Cl

ebenso ist die Wahrscheinlichkeit, daß A/ innerhalb des kon
gruenten Flächenelementes liegt

Cf! (Cl') d V((Cl') d JT = .....:--..:....-.:..-
2n c.'
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Nun mag, während die absolute Lage von 0 X, also der
Zentrilinie der Kreise im Momente des Zusammenstoßes noch
immer konstant bleibt, g sich für jede seiner früheren Lagen
in Größe und Richtung ändern; es ist am einfachsten dabei,
den einen Endpunkt Al fix zu lassen. Und zwar ändere es
sich zuerst so, daß ck ' konstant bleibt und sich nur ß um dß
ändert; die Bahn seines beweglichen Endpunktes A

k
dabei ist

in ]fig. 7 durch' Ak B ..L 0 Ak dargestellt. Aus der Konstruktion,

o&::::=:.-----"'---------~

P'

Fig.7.

durch welche die Geschwindigkeiten nach dem Stoße gefunden
wurden, ist ersichtlich, daß dabei die relative Geschwindigkeit
nach dem Stoße Al'Ak' in E E' übergeht., wobei Al E BE' wieder
ein Rechteck ist. Dann ändere sich g für jedes ß so, daß ß
konstant bleibt und ck umd ck = Ak C = B]) parallel 0 A

k

wächst. Die jedesmalige La.ge von .11/ Ak' findet sich wieder
durch Konstruktion; sie ist z. B., wenn Ak die Linie A

k
C durch

laufen hat, l!11'. Die Fläche, die dabei der Endpunkt von c
k

bestreicht, ist A
k
B.D 0 = ck dCk rl ß; die Wahrscheinlichkeit,

daß derselbe innerhalb dieser Fläche liegt, ist also

t'( ) . d i ß = Cf eCk) cl Ck d ß •
ckek ekr. 27f

Die relative Geschwindigkeit nach dem Stoße AI'Ak' hat keinen
fixen Endpunkt. Allein gemäß dem bereits erwähnten Leh1'-
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satze der Koordinatentransformation ist es völlig gleichgültig,
ob man dieselbe inder Weise, wie es in Fig. 7 geschieht,
variieren läßt oder aber sie in jeder neuen Lage so weit
parallel mit sich selbst verschiebt, daß dabei ihr einer End
punkt immer in Ar' zu liegen kommt; dadurch wird nämlich
nur die Lage des d r; innerhalb dessen sich Al' zu aller Anfang
bewegte, für die verschiedenen Lagen und Größen von A/Ak'

eine andere, ohne aber seine Größe zu ändern; bei fixem .Al'
würde aber Ak' eine gleiche Fläche c" d ck d ß bestreichen. Die
Wahrscheinlichkeit, daß ..A

k
' innerhalb dieser Fläche liegt, ist

((Ck')ckdckdß = 2<P(Cl.'~. ckdc1c dß.
n Ck

Endlich läßt man für alle so gewonnenen Zusammenstöße
oX um den Winkel d y variieren. Dann ist die Anzahl der
Kreise K, welche in der Zeiteinheit mit dem Kreise I zu~

sammenstoßen, gleich dem Produkte der Fläche, welche die
Linie B G (in Fig. 6) in der Zeiteinheit bestreicht, der Wahr
scheinlichkeit, daß Cl innerhalb seiner Grenzen liegt und der
N-fa~hen Wahrscheinlichkeit, daß Ck innerhalb seiner Grenzen
liegt.. also

gcosydg· f(cl)dV· Nf(Ck)ckdckdß.

Ebenso ist die Anzahl der Kreise, die mit I zwischen den
gestrichelten Grenzen zusammenstoßen würden

g cosy d Y ((Cl') d JTN ((ck') Ckd Ckd ß.

Die Gleichheit beider fordert also

((Cl) f(ck) = ((c/) ((C,/)

<P (Cl) <P (Ck)· <P (cx') cP (Ck')--.-- = --,_. --,-'
Cl Ck (;1 Ck

Hieran würde sich das Problem von Kreisen mit ver~

schiedenen Massen und Größen, dann die analogen Probleme
im Raume und endlich das Problem reihen, wo die Wirkung
je zweier materieller Punkte eine beliebige, aber nur in sehr
kleinen Entfernungen bemerkbare Funktion der Entfernung ist.
Da jedoch alle diese Aufgaben in vollkommen gleicher Weise
wie die behandelte gelöst werden können und außerdem in
der Lösung Maxwells mit einbegriffen sind, so will ich so
gleich zu einem neuen Probleme übergehen.
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2.

Längs einer Geraden 0 X bewegt sich eine elastische
Kugel mit der Masse M, die gegen 0 mit einer Kraft gezogen
wird, die ganz allgemein eine Funktion der Entfernung ihres
Zentrums von 0 sei. Gegen dieselbe werden fortwährend andere
elastische Kugeln von der Masse m und sehr verschiedenen
Geschwindigkeiten in unregelmäßigen Zeitintervallen längs der
selben Geraden geschleudert, jedoch so, daß, wenn man sich
alle geschleuderten Kugeln schon lange vor 0 in der Linie 0 ~
ohne sich zu stören, sich fortbewegend denkt, die Anzahl der
Kugeln mit einer Geschwindigkeit zwischen c und c + d c,
welche sich durchschnittlich in der Längeneinheit befinden,
eine bestimmte Funktion von c,· N ep (c) deist.

Das Potential der Kraft, mit der J/lI gegen 0 gezogen
wird, sei X (x), so ist, solange die Bewegung durch keinen
Zusammenstoß gestört wird

M02
-2- = x (x) + A,

wobei C die Geschwindigkeit der Kugel Jlf und x die Ent..
fernung ihres Mittelpunktes von 0 ist. Durch die drei Größen
x,· A und c ist die Art des Zusammenstoßes vollkommen be
stimmt. Die Zeit, während welcher im Verlaufe der Zeit
einheit die Konstante .11 der Gleichung (9) zwischen den
,"7erten A und ..4 + dAliegt, sei (j) (A) dA. Die Zeit, während
welcher außerdem noch x zwischen den Grenzen x und x + d 3;

liegt, verhält sich zu dieser, wie die Zeit d x IC, während
welcher der· Weg d x zurückgelegt wird, zur Zeit, welche ver~

geht, während x von seinem kleinsten bis zu seinem größten
Wert anwächst und die wir, weil sie bloß Funktion von A ist,
mit t (A) bezeichnen wollen. Um jedem Bedenken einer Ände
rung dieses Wertes durch die Zusammenstöße vorzubeugen,
wollen wir das Zeitintervall zwischen zwei Zusammenstößen
groß gegen t (..4) voraussetzen; diese Zeit ist also

(/j (11) d A d x
ot(A)

Zählen wir die Geschwindigkeit c,sowie C in der Richtung
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der positiven x als positiv, so ist der Weg, den jW während
dieser Zeit relativ gegen m zurücklegt

(0- c) cP (A}d A dx
OtlA)

Die Anzahl der Kugeln m, deren Geschwindigkeit zwischen
e und e + d c liegt und deren Centra sich auf dieser Strecke
befinden, mit denen also jW in die Zeiteinheit zwischen den
angenommenen Grenzen zusammenstößt, ist nach unserer An
nahme

J = (0 - c) tP (A) dA d x • N () d
Ot(A) Cf ce.

Bezeichnen wir die entsprechenden Größen nach dem Stoße
mit einem Striche, so ist zunächst, weil wir denselben momentan
voraussetzen x' = x, d x' = d x; ferner ist

C' = 2mc + (M-m)O,
.M+m

, 2MO+(m-M)c
e= M+m '

daher
MO'2

.11' = -2- - x (x)

2m2M c2+ 2m(M- m) cV2M (1. (x) + A) + (M - m)2 (i(x) + A)

(lti + mr
Ferner ist nach Formel (8)

(
dA' d c' d A' d CI)dA' de' dx'= --. - - -_. - dA de da:
dA dc dc dA '

oder wie man durch Differentiation der obigen Werte findet:

dA' de' dx'= - ~' dA de dx.

Da nun die Anzahl der Kugeln, welche in der Zeiteinheit
mit 3!l so zusammenstoßen, daß die Größen Li, c und x zwischen
den Grenzen .11' und A'+ dA', e' und c' + de' und x' und x' + dx'
liegen

J'= (0'- 0/) tP(A')dA'dx.~.lVpjc')d~

0/ t (A')

ist und diese Größen durch den Stoß wieder umgekehrt in A,
c und .7: verwandelt werden, so kann die Wahrscheinlichkeit
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(j) (A) bestehen, wenn J = J', also wegen C' - C' = - (0 - c) und
cl A' d x' d G' d A d x d e

0 ' 0
lP (A') , tP (A) .
t(.A')- 0 ep (c) = -t(Af rp (c)

ist, für alle A, A', c, c', die also nur die Bedingung
2 '2

.11+ me = A'+~
2 2

erfüllen müssen, woraus man ähnlich wie früher findet:
mc~

-hoT
ep(c)=be ,(P(i.I.)=Bt(.cl.)e-h.A.

Wenn man also die Rugeln M so hinschleudert, daß ihre
Geschwindigkeiten nach dem Gesetze rp (c) verteilt sind, welches
dem der Verteilung der Geschwindigkeiten unter Gasatomen
vollkommen analog ist, so werden sich die Bewegungszustände
von lVI nach dem Gesetze (j) (A) verteilen. Würde man Kugeln
hinschleudern, deren Geschwindigkeiten nach einem anderen
Gesetze verteilt wären, so würde natürlich auch (/J (A) ein
anderes, und ich will mich mit der Aufsuchung desselben
nicht beschäftigen; es würde dann die Kugel M beständig
die Verteilung der Geschwindigkeiten unter den Kugeln m
stören und diese müßte künstlich in der willkürlich an
genommenen Weise erhalten werden. Die Summe der Zeit
mOID ente, während welcher im Verlaufe der Zeiteinheit nicht
nur A zwischen .1.1. und .1.1. + dA, sondern auch ,1: zwischen x

und .1: + d.1: liegt, ist:

[ MCJ2]etJ (A) d A d x B e - 11 A dA d x 11 ,r. (x) - "2
Ot(A) = 0 = 2Be dxdC.

Die Konstante B kann leicht durch Integration über alle
möglichen Werte von x und von C = 0 bis C = 00 bestimmt
werden. Da die gefundene Funktion ein Produkt aus einer
Funktion von x und einer Funktion von C ist, so ergibt sich,
daß die Wahrscheinlichkeit, daß x zwischen x und. x + d x
liege, für jedes beliebige konstante 0 proportional eh,r. (x) und
.die, daß c zwischen c und c + d c liegt, für jedes x propor
tional e - 11· ][ (J'l/2 ist. Es folgt ferner, daß die mittlere leben·
dige Kraft der Kugel M für jedes beliebige zwischen zwei be
stimmten Grenzen gelegene x und, daher auch im ganzen
gleich der mittleren lebendigen Kraft der- Kugeln mist.
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3.

Das entsprechende Problem in der Ebene übergehend, will
ich nun folgende Aufgabe behandeln:

Das Zentrum einer elastischen Kugel von der Masse 1,
die ich als Kugel I bezeichnen will, werde durch eine Kraft
gegen einen fixen Punkt im Raume 0 gezogen, welche ganz
allgemein· eine Funktion seiner Entfernung von 0 ist. Außer
dem befinden sich im Raume noch unendlich viele andere
elastische Kugeln (11), deren Masse ebenfalls = 1 ist und die
von Zeit zu ·Zeit sowohl untereinander als auch mit I zu
sammenstoßen. Wie werden sich die verschiedenen Geschwindig
keiten unter den Kugeln 11 verteilen und welches wird die
Wahrscheinlichkeit irgend einer Form der Bahn der Kugel I
um. 0 sein?

Sei die Entfernung des Zentrums der Kugel I von 0, r;
der Winkel dieser Geraden mit irgend einer fixen in der Bahn
ebene gelegenen Geraden {}; die Geschwindigkeit der Kugel I C;
deren Komponente in der Richtung des mit r bezeichneten
Radiusvektors, alEio d r / d t = I.!; deren Komponente in einer
senkrecht auf" in der Bahnebene gelegenen Richtung, also
r (d {} / d t) = () und das Potential des Anziehungsgesetzes von
o auf I X (r), so ist

0 2

"2 = X (1') + .A.; C2 = {!2 + ()2

und die doppelte Flächengeschwindigkeit des Zentrums der
Kugel I ist

a =. r ().

Da für die Lage der Bahnebeneder Kugel I offenbar jede
durch 0 gelegte Ebene im Raume gleich wahrscheinlich ist, so
jst unser Problem gelöst, wenn wir die Wahrscheinlichkeit,
daß A und a zwischen den Grenzen A und A+ dA und a
und a + daliegen, also das Verhältnis der Zeit, während
welcher dies stattfindet, zur ganzen Zeit kennen, Dasselbe
sei (jJ (A, a) dA da. Ebenso sei rp (c)dc die Wahrscheinlichkeit,
daß die Geschwindigkeit c einer der Kugeln 11 zwischen c und
c +d c liegt. Wir fixieren nun einen bestimmten Zusammen
stoß und verwandeln ihn dadurch, daß wir von den ihn be
stimmenden GräBen eine nach der anderen unendlich wenig
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wachsen lassen in unendlich viele zwischen gewissen Grenzen
gelegene; dann suchen wir, zwischen welchen Grenzen die ent
sprechenden Größen nach dem Zusammenstoße liegen und
setzen schließlich die Zahl der Zusammenstöße zwischen den
ersten Grenzen gleich der zwischen den zweiten.

1. Die Zentrilinie beider Kugeln im Momente des Zu
sammenstoßes L M, Größe und Richtung der Geschwindigkeiten
beider Kugeln bleiben konstant, nur 7' variiere zwischen 7' und
7' + d 7'; da der Stoß momentan geschieht, so liegt auch die
Entfernung nach dem Stoße r' zwischen 7' und 7' + d 7'.

Ir. ·LM, sowie Größe und Richtung der relativen Ge
schwindigkeit 9 beider Kugeln bleibe konstant und es variiere:

1. Für jedes 7' die Richtung von C, während seine Größe
konstant bleibt; die Bahnebene bleibt ebenfalls unverändert.

Fig~ 8.

Dieselbe sei die Ebene der Zeichnung in Fig. 8; ferner sei
daselbst 0 L die Größe und Richtung von r, also L der Mittel
punkt von I, L B stelle Größe und Richtung von C, also L E
von ~, L lJ von () dar; so wird bei der gegenwärtigen Variation
B die Linie B II J.. L B beschreiben. Wegen derUnveränder
lichkeit von G und r bleibt auch LI. konstant; dagegen ändert
sich a um da = r d (); das Differential d () wird konstruiert,
indem man von l! eine Senkrechte F J auf B lJ fallt.

2. Für jede Kombination von rund f) lasse. man C bei
konstantem () und konstanter Bahnebene um d C = G K wachsen,

5
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wobei B die Linie B G beschreibt; dabei ändert sich nur A
um dA = GdU.

3. Man lasse endlich noch die Bahnebene bei konstanter
Richtung von O.L = r, das ja durch den Stoß nicht verändert
wird, sich um den Winkel d e drehen; dabei beschreibt der
Punkt B eine Linie senkrecht auf der Ebene B Pli G, deren
Größe = (j deist und welche in der Zeichnung nicht dar
gestellt ist. Derselbe hat daher im ganzen alle Punkte inner
halb eines Parallelepipeds 11 vom Volum

B J! HG. f) d 8 = Gd Gd () • {jd 8 = a dA da~ •
e r2e

innegehabt. Die Grenzen der Werte der Variabeln nach dem
Stoße, die ich durchweg mit einem Striche bezeichnen will,
findet man durch Konstruktion des bereits beim ersten Problem
angewandten Rechtecks und da gegenwärtig weder die Lage
der Geraden .L 111 im Raume, noch die Lage und Größe von
9 eine Änderung erfährt, so ist klar, daß der Endpunkt von
C' ein genau gleich großes Parallelepiped Ir wie der von C
durchlaufen wird.

Die Summe der Zeitmomente in der Zeiteinheit, während
welcher A und a zwischen den GrenzenLf. und A + dA und
a und a + daliegen; ist (j) (A, a) dA da, die der Zeitmomente,
während welcher außerdem '}' zwischen '}. und r + d 'J' und 8

zwischen 8 und 8 + d 8 liegt, ist daher

2l. _ (l) (A, a) d A da cl r d 8

- 2 n et (A, a) ,

wobei t(A, a) die Zeit vorstellt, welche von dem Augenblicke,
in welchem r seinen größten, bis zu dem, in welchem 'J' seinen
kleinsten Wert oder umgekehrt hat, vergeht und die offenbar
nur Funktion von A und a ist. Dieselbe sei wieder klein gegen
das Zeitintervall zwischen zwei Zusammenstößen, Dasselbe
gilt natürlich von den" mit Stri"chen versehenen Werten und es
ist die· \Vahtscheinlichkeit, daß A zwischen A' und A'+ d A' ...
liegen, gleich

(fJ (A', a') cl 11' cl a' d l' cl 8'

2 n e' t(A', a'l

Dabei würde aber der Endpunkt von C ein Parallelepiped mit
dem Volum {j'dA' da' d 8' / '}' r/ beschreiben; die Vlahrscheinlich-
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keit, daß derselbe innerhalb dieser Grenzen liegt, verhält
sich daher zu der, daß er innerhalb des Parallelepipeds II'.
liegt, wie die Volume beider Parallelepipede, also wie

((,' dA' d a' Cl 8' a, dA d a d 8

r2rl :~-;

letztere, also' die Wahrscheinlichkeit, daß sIch die Bestimmungs
größen der Bewegung der Kugel 1 innerhalb jener Grenzen
b<?:finc1en, die durch den Stoß erzeugt werden, ist also

\
\
\
\
\

\
\
\
\
\
\

\
\
\
\
\
\
\
\L _

1J B

Fig.9.

521' = ((, C/J (A', a') cl A d a d 8 d r .
2 n a' ({ t (A' a')

IH. Nun bleibe noch die Lage der Geraden L Mkonstant
und es ändere sich g, während sein einer Endpunkt B :fix
bleibt, in Größe und Lage und zwar:

1. so, daß c und dessen Winkel mit C konstant bleiben
und nur der Winkel ~ der Bahnebene L E BI) von I mit der
Ebene S L B der Richtungen von
c und 0 (Fig. 9) eine Veränderung
d ~ erfährt. Dabei durchläuft der
Endpunkt S von c die Linie
S P =C sin Ad ~.

2. so, daß für alle ~ bei kon
stantem c, A um dA wächst. In
der Fig. 9 ist S Q= c dA ..

3. so, daß für alle ~ und A,
c um d c = SR wächst. Dabei
durchläuft· der Punkt S ein recht·
winkliges Parallelepiped Q, dessen
VolumSP. SQ.SR=c2 sin AdcdAd~

ist. Die relative Geschwindigkeit,q'
nach dem Stoße ändert hierbei ebenfalls Größe .undRichtung,
es bleibt aber dabei keiner ihrer Endpunkte fix. Man über
zeugt sich jedoch durch dieselben Schlüsse, wie beim ersten
Problem, daß der zu erhaltende Differentialausdruck nicht ge
ändert wird, wenn man dabei ,q'beständig so parallel mit sich
selbst verschiebt, daß sein einer Endpunkt fix' wird und nur
der mit c' gemeinsame Endpunkt seine Lage ändert. Derselbe
beschreibt dann ein gleich großes-rechtwinkliges Parallelepiped
Q,' wie S.Die Anzahl der Kugeln 11, deren Oentra in der

5*
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Volumeinheit liegen, sei N, deren Geschwindigkeiten dabei
zwischen c und c + d e li~gen, N Cf (c) d c. Diese Zahl verhält
sich zur Zahl jener, deren Geschwindigkeiten außerdem mit 0
einen Winkel zwischen A und A+ dA bilden und für die die
durch C und c gelegte Ebene mit der Bahnebene von I Winkel
zwischen ~ und '+ d' bildet, wie 4?t: sin AdA d , ; letztere
Zahl, für die also, wenn man den einen Endpunkt von c jedes
mal nach .L versetzt, der andere innerhalb .Q fiele, ist daher

~ = Ncp(c) sin1clcd}'d' •
4n

Ebenso ist die Anzahl jener Kugeln, für die c, A und' zwischen
den Grenzen c' und c' + cl c', A' und }..' + d }.', ~' und " + d~'

liegen,
N cp (e') sin A' d c~d A' d~'
---- 4n --.

IPür letztere Kugeln würde aber der Endpunkt von c' ein
Parallelepiped mit dem Volumen C'2 sin }.' cl c' dA' d " beschreiben.
Es verhält sich also die zuletzt gefundene Anzahl zu der .An
zahl ~' der Kugeln, für die der Endpunkt von c' innerhalb
Q' fällt, wie

C'2 sin A' d c' d X d ": c2 sin Ade d}. d'.

Es ist also
~'= Ncp(d)c'A sin}'d(Jd1d'.

4n (J'2

IV. Endlich ändere sich für alle betrachteten Kombina
tionen die Richtung der Linie L M so, daß ihre Durchschnitts
punkte mit einer mit dem Radius 1 um L beschriebenen Kugel
innerhalb des Oberflächenelementes d fJJ fallen. Man kann nun
um das Zentrum der Kugel I eine Kugel mit R, der Summe
der Radien der Kugel I und 11 als Radius beschreiben und
sich dieselbe mit 1 fortbewegt denken. Auf derselben schneiden
alle Richtungen von .L Mein Oberflächenelement R2 dOJ aus.
Dasselbe legt in der Zeiteinheit relativ gegen 11 den Weg ,fJ

zurück, .beschreibt also, wenn r der Winkel der Linien . .L M
und 9 ist, den Zylinderg cos r R2 dw; in der Zeit mbeschreibt
es daher den Zylinder gm cos rR2 dw und findet daselbst die
Centra von m~ ,cl cos r ](2 d ()) Kugeln 11, mit denen .also I in
der Zeiteinheit zwischen dEm angenommenen Grenzen zusammen
stößt. Diese Anzahl heiße J. Ebenso findet manJ', die Anzahl
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der Kugeln 11, mit denen 1 in der Zeiteinheit zwischen den
Grenzen jener Werte der Variabeln . zusammenstößt, welche
dieselben durch den Stoß erhalten, gleich 2'('Qj'9 cos y' R,2 do:/.
Die Berücksichtigung, daß do:/ = dco, 1" = % - 1', daher, weil
es hier auf das Zeichen nicht ankommt, cos 1" = cos r ist (hätten
wir den Differentialausdruck analytisch transformiert, so hätten
wir für· ihn auch das entgegengesetzte Zeichen erhalten und
beide Minus würden Plus liefern) und die Substitution der
Werte für SJ{, 58,2'(' und ~' reduziert die Gleichung J = J' auf

<P (A, a) <p (0) <P (A', a') cp (e')
at (A, a) •~ =a' t A', a') • ----;;'2 ,

worin A, A.', a, a', c, c' nur an die Gleichung

A +~2 = A' + C~2

gebunden sind. lvIan findet aus derselben ohne Schwierigkeit
h e9

rp(c) = bc2 e-2 W(A, a) = Bat(A, a)e- hA .

Die Konstanten bund B bestimmen sich wieder durch
Integration über alle c, a und A. bist = 112 hai 'Ti. Dieser
Wert von g; (c) ist genau auch derjenige, welcher zum Gleich~

gewicht der lebendigen Kraft zwischen den Kugeln II unter
einander erforderlich ist. Die Anzahl der Zeitmomente, für
die nicht nur A zwischen A und A + dA und a zwischen a
und a + da, sondern auch l' zwischen rund r + d1' liegt, ist

l/J (A, a) dA da dr Bae - hA dA da dr
.- (d(A, a) Q

Führen wir hier die neuen Variabeln r, 0 und u ein,
wobei et der Winkel zwischen 0 und r ist, so haben wir

02 a
l' = 1', -2 = X (1') + A, 0 sin C(, = () = - ,. r

daher
dA da d1' = 1'02 cos udCdetd1'

und
Bae-h.AdAdadr B 9.C2' dCd d h[x(r)-~]------- = r w Sin et et 1" e· .•

Q

Der Raum, innerhalb dessen sich dabei das Zentrum der
Kugel I befindet, ist 4n 1.2 d,., der, innerhalb dessen sich der
Endpunkt "Von 0 befindet, 2% Osin et· Cdet· dO, Da innerhalb
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dieser Räume alle Raumelemente gleichberechtigt sind, so kann
man allgemein sagen: die Wahrscheinlichkeit, daß das Zentrum
"Von 1 innerhalb des Raumelementes ds liegt, ist unabhängig
vom Raumelement, innerhalb dessen der Endpunkt "Von C liegen
mag, proportional e hX (1') d s, die, daß letzterer innerhalb des
Raumelementes da liegt, unabhängig von der Lage des ds, pro
portional e - h (O~ f2) d (J'. Durch Vergleichung mit der Form "Von
rp (c) ergibt sich ferner, daß die mittlere lebendige Kraft für
jeden beliebigen Ort der Kugel I, also auch allgemein gleich
der der Kugeln 11 sein muß. Beide sind gleich 3/ ~ lz. Ganz
in analoger Weise löst sich das Problem, wenn die Massen
beider Kugeln -verschieden sind.

4.

. Längs einer Geraden 0 X bewege sich ein materieller
Punkt 1, der wie in Aufgabe 2 mit irgend einer Kraft gegen 0
gezogen werde. Gegen denselben werden ebenfalls wie in der
genannten Aufgabe andere materielle Punkte 11 längs derselbeL.
.Liriie geschleudert. Die Anzahl derj enigen Punkte 11 in der
Längeneinheit, deren Geschwindigkeit zwischen c und c + dc
lIegt, sei durchschnittlich N ep (c) dc. Aber die Wirkung der
.Punkte 11 auf I s911 nicht momentan, sondern eine beliebige
Funktion ihrer Entfernungen sein, "Von der wir nur "Voraus
setzen wol1e~, daß ihre .Wirksamkeit erst bei einer bes~immten

Annäherung 1 beginne. Auch wollen wir annehmen; daß die
Fälle, in denen:zwei oder mehrere der materiellenpunkte 11 mit I
in kleinere Entfernung als 1 kommen, "Vernachlässigt werden
kÖnnen. Die Masse eines der materiellen Punkte 11 sei m,
seine;Geschwindigkeit c, die entsprechenden Größen für den
Punkt I seien 111[ und 0, dessen Entfernung "Von 0 x und das
Potential der ihn dahin ziehenden Kraft X (x), so ist, solange 1
nicht in die Wirkungssphäre eines Punktes 11 gerät:

M02
-2- = x (x') + A.

Fassen wir zunächst die Einwirkung zwischenbeiden
Punkten 1 und 11; wenn· ihre Distanz zwischen den Grenzen l
und 1- ol liegt, ins Auge, und zwar sei, wenn man mit öi
die Zeit, während welcher die Distanz innerhalb dieser Werte
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liegt, mit 01 0 und (}c die durch diese Einwirkung hervor
gerufenen Zuwächse der Geschwindigkeiten der Punkte I und 11
bezeichnet:

MOlO = - m,Yc = Lot.
Sei nun die Summe der Zeitmomente , während welcher

die Konstante A während der Zeiteinheit zwischen A und
A +dA liegt, W(A) dA, so können wir eine Annäherung zweier
Punkte durch die Werte charakterisieren, welche A, x und c

im Momente haben, wo beide Punkte' in die Distanz 1kommen.
Die Anzahl der Punkte 11, die sich während der Zeiteinheit
dem Punkte 1 so nähern, daß diese Größen in jenem Momente
zwischen A und A + dA, x und x + dx, c und c + dc liegen,
wird dann sein:

J = (c - C) O:(~) . W(A) dA . Nep(c)dc;

dabei sind c und C in der Richtung der positiven x gezählt.
Die Zeit, während welcher die Entfernung beider Punkte
zwischen 1und l- (illiegt, ist (it= olj(c - G). Deshalb werden
die Größen x, C und c, nachdem die Punkte in die Entfernung
1 - 0l gelangt sind, die Werte

, lj OS OMx = x + x = x + ut = x + c=.o
0' = 0+ oC=G + Löt + x'(x)öt = '0 +-~[L + '()JM M M(e _ 0) .., X x

, S" Löl ,1' A S'A A OLöl
c = c + ue = c - m (e _ 0); L.L = + u .= + Ce _ 0)

haben. Die neuen Grenzen der Werte x', c', C' sind wieder
nach Formel (8) zu berechnen. Dabei ist jedoch zu bemerken,
daß sich alle gestrichenen Größen um ein unendlich Kleines
von den ,ungestrichenen unterscheiden, daher ihre Differentiale
nach der gleichen ungestrichenen Größe gleich 1 mehr einem
unendlich Kleinen, ihre Differentiale nach den übrigen aber
unendlich klein werden; in der Determinante (8) können daher
alle Glieder mit Ausnahme des ersten als unendlich klein
2. Ordnung vernachlässigt werden und auch in diesem können
alle Produkte der 0x .. weggelassen werden. Dadurch erhält man

dA' dx' de' = (1 + dö.A + .!!-öx + dÖC) dA,dxdc.
dA dx de "

Bei Entwickelung der partiellen Differentiftlquotienten ist
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natürlich zu beachten, daß G Funktion von A und x, nämlich

G= 11~ [X (x) + A]

ist. Im Vorbeigehen sei der Identität dieser Formel mit der
für Volumdilatation des rechtwinkligen Parallelepipeds dA dx d c
erwähnt. Es ergibt sich

, , , [ ex'(x)vl eLiJl . LiJt ]
dA dx de = 1 + M(e-O)20 + M(e-O)2C + m(e-O)2 dAdxdc.

Wir finden daher durch Substitution der Werte für alle
mit Strichen versehenen Größen

e' - 0' dA' d ' d ' e - 0 dA d d-0-'-- ,x c = -0-- xc.

Versehen wir nun die Werte dieser Variabeln nach der
Annäherung bis in die Distanz 1 - 201 mit zwei Strichen, so
verhalten sich die doppeltgestrichenen gegenüber den einfach
gestrichenen gerade so wie diese gegenüber den ungestrichenen;
es ist also

" 0" , 0'
e - dA"d"d "_ ~-dA'd 'd f0" xc""""": 0' :1: c,

daher auch
e" - 0" . , " If e - 0

0" dA dx de =-odAdxdc.

Setzen wir diese Schlußweise fort, und bezeichnen die
Werte unserer Variabeln in dem Momente, wo beide materielle
Punkte wieder in der Distanz 1 anlangen, also sich voneinander
trennen, mit dem Index n, so gelangen wir schließlich zur
Gleichung

e (n) - o(n) e - 0
o(n) dA(n) d:r(n) dc(n) = -0- dA dx dc.

Die Zahl der Punkte 11, welche in der Zeiteinheit mit 1
so zusammentreffen, daß A, :L' und e zu Anfang zwischen den
Grenzen A(n) und A(71J + dA(n), x(n) und x(n) + dx(n), c(n) und
c(n) + d c(n) liegen, ist aber

(JJ (A. (n» e (n) o(n)
J(n) = Nm (c(n») ----- dA(n) dx(n) dc(n)

t (A (n» T o(n)

_ q.l(A(n») i\7 (nl) e - 0 d d d
- t(A(n» .1.vep C 0 A x c,

und es ist klar, daß bei einem solchen Zusammentreffen die
Werte der Variabeln umgekehrt beim Auseinandergehen im
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Momente des Eintretens der Distanz l zwischen A und A + dA,
x und x + dx, c und c + dc liegen werden. g;(c) und tP(A)
erfüllen daher die an sie gestellte Bedingung, wenn man J = JCn),
daher

~~ () _ (/J (A (n») (n»)
HA) cp c - t(A Cn») g; e

für alle A, ACn), c und e(n) hat, welche der Bedingung ge..
nügen:

A + m c~ .= A.(n) + m(c(n»)2 •
2 2

cp(c) und (/)(0) haben daher allgemein denselben Wert,
den sie in dem speziellen Falle hatten, wo zwischen den
materiellen Punkten Stoßkräfte tätig waren.

5.

Alles bleibe wie in· der vorigen Aufgabe, nur bewegen
sich die materiellen Punkte I und 11 statt auf einer Geraden

~L-__~~_----f=:;------------".c

Fig.10.

im Raume. Die beibehaltenen Buchstaben haben die frühere
Bedeutung. Außerdem sei die Ebene des Papiers in Ifig. 10
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die Ebene der vom Punkte 0 aus aufgetragenen Geschwindig
keiten C und c, die in Größe und Richtung durch die. Linien OG
und 0 c repräsentiert werden mögen. c G stellt dann die relative
Geschwindigkeit 9 beider Punkte dar. 0 R sei die Richtung
des von 0 nach I gezogenen Radiusvektors r. Seiner Größe
nach stelle f) = 0 R die Komponente von C parallel R 0, (j = Be
,die Komponente von· C senkrecht auf 0 R in der Bahnebene
GOR dar. :Mit den gestrichenen Buchstaben sind zur Be
quemlichkeit die Durchschnittspunkte der entsprechenden Linien
mit einer um das Zentrum 0 mit dem Radius 1 beschriebenen
Kugel bezeichnet. Der Durchschnittspunkt dieser Kugel mit
der von o· aus aufgetragenen Richtung· der Verbindungslinie [
beider materieller Punkte im Moment', wo sie aufeinander zu
wirken beginnen, heiße [', der mit der von Null aus auf
getragenen Richtung von g, g', der mit der Richtung von (j, (j'.

Endlich seien die durch ihre Bögen gemessenen Winkel c' C' = Ä,

Er 0' = rj, l' G' = P, 7' c' = p, l'g' = r und die sphärischen Winkel
B' G' c' = ~, l' G' c' = Q, 180 - l' e' 0' = q.

Die Art eines Zusammentreffens soll nun bestimmt sein
durch die Werte der acht Größen

M02
A = -2- - X (1") , a = 1·(j, r, C, I., ~, P, Q

im Momente der Annäherung bis in die Distanz l. Ist dann
(P(A, a)dAda die Zeit, während welcher im Verlauf der Zeit
einheit die die Art der Bewegung von I charakterisierenden
Größen A und a zwischen A und A + dA und a und a + da
liegen, so ist

$(..1, a) dAda d'l"

Qt(A, a)

die Zeit, während welcher noch dazu seine Entfernung von 0
zwischen rund 1" + dr liegt. t (A, a) ist wieder die Zeit, die vom
Eintritt eines Maximums bis zu dem eines Minimums von r

vergeht. Denken wir unS mit dem materiellen Punkte I eine
Kugel, in deren Zentrum er sich befindet und deren Radius = [
ist, sich bewegend, so legt das Flächenelement [2 sin Pd Pd Q
derselben, welches den Grenzen von P und Q entspricht,
während der oben gefundenen Zeit den Weg

cl) (..1, a) dA da dr
g'---""'--.

Qt(A, a)
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relativ gegen 11 zurück, durcheilt also dabei im Raume das
Volum

<P (A, a) dA da dr l2' P dP dQ
Qt(A, a) • ,q sm cos y •

In der Volumeinheit befinden sich J.Vep (c) dc Punkte 1I, daher

N cp (e) de.sin AdA d ~

4n

Punkte, .deren Geschwindigkeitsrichtung innerhalb der an
genommenen Grenzen liegt. Die Anzahl der Punkte 11, die
also in der Zeiteinheit so die Distanz l von I überschreiten,
daß .1:1, a ... im Momente des Eintrittes in diese Distanz
Werte haben, die zwischen den Grenzen A und A + dA, a
und a + cl a . . . liegen, .ist

J = <P (A.~~cp (~) .,Ng l2 sin 1>cos y sin Ad A da dr d c dPd Qd Acl:~,
_4nQt ,a

Die Zeit, welche· bis zum Erreichen der Distanz l - 0 l
. vergeht, ist

ot _ _ J_l_ _ Jl
- g cos r - 0 cos P - e cos p •

Die Kraft, welche während dieser Zeit auf 11 in der Rich
tung von l wirkt, ist K'I. = Lot; die, welche auf I wirkt,
Xl = - Lot; daher verändert sich c um

~ LJlcosp LJl(cosPcos], + sinPsinACOB Q)
uC = IJn(OcosP-ecosp) m(OcosP-ecosp)

A um
Oeos·P LJ I

o A = - X' (r) 0 r + 1/1[Co C = - 0 cos P _ ecos p

ferner ist
or=fjot

~ f) ](1 (e' i') 8 (! J tu = M Cos --r-

L 0 l [cos (8' 0) cos P - sin (8' 0) sin P cos (Q - m_ eur
M(OcosP - e cosp). r

Lot [() cos P - Qsin P cos (Q - m e u r
MO --r-

LJt[acosP - '1'(!sinPcos(Q - m
MO

Sind ferner die Bögen C' Cl und c' cl gleich % /2, so ist
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~ , _ Lot (l' C ) _ Lot (l') _ ;C' (r) 0 t e cos ~
U h - MO cos I me COS Cl 02

= L ot(Sinpcos Q _ sinpCOS q) _ x'(r)acos~ot
MO me Mr C2

Lot sin P cos Q Lot P' . P Q)
MO - em (cos sm A- sm C08 ACOS

;c' (r) a cos ~ 0 t
---xl~

Zur Veränderung von ~ tragen zwei Umstände bei: 1. legt
c senkrecht zur Ebene C 0 eden Weg .

Lot. P 'Q--sm sm
m

s
C

Fig. 11.

E"

zurück, wodurch ~ um - Lot sin P sin QImc sin A zunimmt.
2. verändert der Punkt 0 seine Lage'. Um den Einfluß dieser

Bewegung auf ~ zu finden, legen
wir in 0' an die Kugel mit dem
Radius 1 der Fig. 10 eine Tan-
gentialebene. Ihre Durchschnitts
punkte mit den verschiedenen
Linien sind in Fig. 11 mit den
selben, aber mit zwei Strichen
versehenen Buchstaben, wie die
entsprechenden Endpunkte dieser
Linien in Fig. 10bezeichnet.
o legt infolge der Wechselwirkung
beider materieller Punkte das Stück
Lot I M, daher 0' das Stück

LotIM 0 zurück, dessen Projektion auf die Ebene der Fig. 11

lJ {j t . P
s = MO sm

ist und bei positivem L in die Verlängerung von C' l" fällt,
-infolge der Ein!Virkung von 0 beschreibt 0' den Weg x'(r)otIMO,
daher dessen Projektion auf die Ebene der Fig. 11 der Weg

x' (r) 0 t . x' (r) 0 ta
(j =~ Sln 1') = lVI02 r

in der Richtung 0' E"; Infolgedessen dreht sich die Gerade 0' R"
um den Winkel
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8 sin (Q -~) _ L ~ t sin P sin (Q - ~)

C' Elf - MOtgr;

die Gerade 0' Cf' um

Lot sin P sin (Q - ~) r Q

MOa

L ~ t sin P sin Q - x' (r) 0 t . cf;; sin ~
8 sin Q - ()" sin ~

0' cff
-- = M Otg}.

Die Lagenänderung der Geraden 0 E' ist ohne Einfluß.
Es ist daher der gesamte Zuwachs von " wenn man noch
überall den Sinn der Drehung beachtet

0' = _ Lot sin P sin Q + Lot r Qsin P sin (Q - ~)
mcsin). M Ga

Lot sin P sin Q - x' (r) 0 t-lJr sin ~

MOtg).

P erfährt erstens infolge der Lagenänderung der Geraden
0[' den Zuwachs

Osin Po t
Z

c sin pot cos (0' l' c') 0 sin Pot
l l

_ c ~ t (cos Asin :P - sin Acos P cos Q),

zweitens infolge der Lagenänderung der Geraden 00' den Zuwachs

L ~ t sin P x' (r) 0 t sin 1J cos (Q - ~) L 0 tsin P
~-- Jl0 = ]vI 0

x' (r) (j t . a cos (Q - ~)

M02 r

L (j t sin P sin Q
m csin).

Lot . P . Q--sm sm
m

zurücklegt, um

es ist also im ganzen

5.' P 0 sin Pot c~. t ( ,. P "p Q) + Lot sin P
o = l - -Z- cos I\, sm -sm I\, cos cos MG

x' (r) 0 ta cos (Q - ~)

M02 r

Q endlich wächst: 1. weil e senkrecht gegen die Ebene
eGO'den Weg

2. Weil l', wenn man die neue Verbindungslinie der zwei
materiellen Punkte so parallel zu sich selbst verschiebt, daß



78 5. Studien über das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

eßt sin Asin Q
1

eßt sinp sin (e' l' 0')
l

ihr einer Endpunkt :fix in 0 bleibt, senkrecht zur Ebene l' 0 C'
den Weg

zurücklegt, um
co t sin Asin Q

lsin P

3. Der Zuwachs von Q infolge der Lagenänderung der
Geradell 0 C' wird wieder gefunden, indem man an C' die in
Fig. 11 dargestellte Tangentialebene an die Kugel errichtet.
Der Zuwachs des Winkels Q in dieser Figur beträgt

(T sin (Q - ,) + (T sin , - s sin Q = z' er) ß ta sin (Q - ,)
0' l" - 0" e" M02 r tgP

L ß t sin P sin Q + z' (r) ß t oa sin'
1"

------:--::-::---:c----:---
MOtgA

Es ist also, wenn man alle diese Glieder zusammenfaßt
oQ = _ Lot sin P sin Q _ e 0 t sin Asin Q

mesinA. ZsinP
+ z'(r)otasin(Q - ,) + z'(r)otasin' _ LßtsinPsin Q

M 02 1" tg P .111 0 2 r tg A M 0 tg }..

Bezeichnet man nun mit A', a'... die Größen A + 0 .11,
a + 0 a,· . .. so erhält man durch Entwickelung nach Potenzen
der mit 0 bezeichneten Größen und Weglassung der Glieder
zweiter und höherer Ordnung

g' l'2 sin P' cos r' sin }..'

e'

[
cos P 1 ] 0A cos p ß e

C(OcosP - ccosp) (!2 M- OcosP - ecosp

+[ Z' (r) cos P _ Z' (r) _~] () r
(10) MOtOcosP-ecosp) Mrl 1·

3!!2

gl2sinPcosrsinA. + fcotA + ecosPs~nA - esinPcosACOS Q] O}..
!! 0 cos P - e cos p

+ [cotP+ e(sinPcosA---:- cosPsinAcos Q)- OSinp] () p
ocos P - e cos p

+ c sin P sinA sin Qß Q _ 2 ß 1 a 0 a
ocos P - e cos p + r 2!! 2 •

Ferner wird wie in der vorigen Aufgabe

{

dA.'d a' d r'd c'd P'd Q' d ),'d.6' = d.tl d a d1' d c d Pd Qd ), d ~

(11) X (1+ dß.A+dßa+ dor+dße+dßP+daQ+d/H diJ')
dA da· d1' de dP dQ dA + d~
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Bei Bildung dieser acht partiellen Differentialquotienten
sind natürlich alle in den Ausdrücken (jA, 0 a ... vorkommenden
Größen durch die acht unabhängigen Variabeln auszudrücken
und ist ö t durch seinen Wert öII (C cos P - c cosp) zu ersetzen.
Dadurch ergibt sich

,d J.A _ L J ty; cos P cos p
dA - MO(OcosP - ecosp)

d J a = _ L J t [C08 P +~ sin P cos (Q _ ~)]
da MO rQ

d 0 l' _ 0 t [X' (1') + ,a2 Qx' (1') cos P ]
--ci:r - !vI Q ~ - M 0(0 cos P - e cosp)

dJe LJtcos2 p
"d'e = m (0 cos P - (J cos p)

d J ~ X' (1') a cos ~ J t L J t sin P cos (Q - ~) l' Q

Tf = Mr 02tgl MOa.

d JA. = _ L J t cos p e (cos P sin)" - sin P cos l cos Q) J t
d l m e 0 cos P - e cos p

[
L sin P cos Q __ L (cos P sin l - sin P cos)" cos Q) _ X' (1',) a cos ~]

X OM . me M02 r

dJP = OcosPJt + LcosPJt _ eJtcosp + [Osinp + Lsin, P
dP 1 Me 1 1 MO

_ x'(r) a cos (Q -~) _ ~ (cos Asin P _ cos P sin Acos Q)l
M 0 2 1' 1 'j

osin P - e (sin P cos l - cos P sin }.. cos Q) J t
X 0 cos P - c cos P

d J Q = _ Lot sin P cos Q (COS I.. + _1_) _ e 0 t si~ l cos Q
d Q sin I.. lrl 0 m e 1sm P

+ x'(r)J t a cos (Q - ~) +[L sin Psin Q (COS l + _1_)
M 0 2 l' tg P sin }.. M 0 m e

_ X,'(r)aSin, + eJtsinlsinQ _X'(r)Sin(Q-~)a]

M 02 r tgl lsinP M02 r tgP

e sin P sin A. sinQ J t
X 0 cos P - e cos p .

Nach Substitution dieser Werte in' die Formel (11), sowie
der vVerte für 0 .11., 0 a , 0 l' , •• in die Formel (10) und
Multiplikation beider Ausdrücke ergibt sich, indem sich alle
anderen Glieder heben

g~ 1'2 sin P cos r' sin l' d.A' d a' d r' d c' d A' d ~; d P' d Q'
!/

= (1 _ 2 0 C _ 0 a) 9 1
2

sin P cos r sin}. dA d acl?' d cdA d ~ d P d Qi

ca Q
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folglich

C'2 a'f Z'2 sin P' cos r' sin).,' d.A' da' d r'd c' d)'" d~' d p'd Q'
Q

= _c
2

_a_g_Z
2

sin P cos r sin)., dA da d r d cd)" d ~ d P d Q.
Q

Ganz in derselben Weise wie in, der früheren Aufgabe
folgt hieraus, daß dieser Ausdruck auch gleich

(c(nl? a(nl g(nl (l(nl)?...:...-..:..-_:::....--'-- . sin P(ul sin r(nl sin ).,btl d A(nl d a(nl d r(nl d c(nl
Q(nl

d A,(nl d ~(nl d p(nl d Q(1!l

ist und daß zur Gleichung J = J(n) erforderlich ist, daß
rJj (.A(n), a(nl) cp (e(nl) rJj (A, a) cp (e)

a(nl t (A.(nl, a(nl)' (e(nl~2 = at (A, a) •~

sei, daß also (jJ und t:p dieselben Werte, wie im speziellen Falle
der Momentankräfte erhalten. Nicht wesentlich schwieriger ist
das Problem zu behandeln, wo die materiellen Punkte zu je
zweien von einer beliebigen Kraft z~sammengehalten einander
umkreisen und im übrigen wieder nach einem anderen winkür~

lichen Gesetze aufeinander wirken. Da jedoch die entsprechen..
den Formeln viel komplizierter werden und alle diese Auf
gaben ohnedies als spezielle Fälle aus dem später zu ent
wickelnden allgemeinen Theorem fließen, so will ich mich
hierauf nicht weiter einlassen.

H. Gleichgewicht der lebendigen Kraft zwischen einer
endlichen Zahl materieller Punkte.

6.

In einer sehr großen, allseitig geschlossenen ebenen Fläche
befinden sich n materielle Punkte, deren Massen m1 , m2 ••• mn
und deren Geschwindigkeiten Cl' C2 ••• cn heißen mögen und
zwischen denen beliebige Kräfte tätig sind, die aber erst in
einer gegen ihre mittlere Entfernung verschwindenden Distanz
zu wirken beginnen. Offenbar werden wieder für die Eichtungen
dieser Geschwindigkeiten alle Richtungen der Ebene gleich wahr
scheinlich sein. Allein die Wahrscheinlichkeit, daß die Ge
schwindigkeit eines Punktes zwischen gegebenen Grenzen liege
und zugleich die eines anderen 'sich zwischen anderen Grenzen
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befinde, wird keineswegs das Produkt beider einzelnen Wahr
scheinlichkeiten sein i die zweite wird vielmehr abhängig von
dem fitr die Geschwindigkeit des ersten Punktes vorausgesetzten
Werte sein. Die (!eschwindigkeit des letzten Punktes endlich
ist durch die der n - 1 andern vollkommen bestimmt, da ja
in dem ganzen Systeme immer ein gleiches Quantum lebendiger
Kraft enthalten sein muß. Ich will daher die Zeit, während
welcher im Verlauf der Zeiteinheit die Geschwindigkeiten so
verteilt sind, daß c2 zwischen Cz und Cz + d°2 , zugleich Ca
zwischen Ca und Ca + dCa usw. bis cn liegt, also die Wahr
scheinlichkeit dieser Verteilung der Geschwindigkeiten mit
Cfl (cz' ca ... cn) d c2 d Cs ... d cn beseichnen. Die Wahrschein
lichkeit' daß Cl zwischen Cl und Cl + d Cl und die übrigen Ge
schwindigkeiten außer c2 zwischen analogen Grenzen liegen, sei

'Pz (cl' ca' c4 • •• Cr,) d Cl dCa" . d cn

usf. Ferner seien die lebendigen Kräfte

'mt c~ 7 1722 C5 = k 'mn e~ = k
-~2~ = ItI , 2 2 • • • 2 n

und die Wahrscheinlichkeit, daß k2 zwischen k2 und kz + d k2 ,

ka zwischen ka und ks + d ka . •. bis kn liegt, sei

'l/ll (hz, ka ••• kn) d h2 d ka ••• d Itn •

Analog sei die Bedeutung von 'l/J2 (kI , ka ••• kn) usw., so daß man
also hat:

. ( 1112 e~ rns c~ 'mn On
2

) _ ( )
m2 c2 • ma ca" .mn cn 'l/Jl -2-' -2-'" -2- - Cfl c2 ca' "cn

oder
'11.-1

Cfl (C2 Ca'" Cn) = 22 -V m2 ma •·· mn•~ Ra'" R.n "PI (k2 , ka ••· k"J
und ähnlich für die übrigen Cf und 1.jJ. Betrachten wir Zu
sammenstöße von irgend einem Punktepaare, z. B. mr und ms'

welche so geschehen, daß cr zwischen cr und Cr + d cr'
C zwischen C und C +d C liegt. Die Grenzen derselben

8 8 S s
Größen nach dem Zusammenstoße seien cr' und cr'+ d C/,
Cf und Cf + d c'. Es ist nun klar, daß Gleichgewicht der

8 8 S

lebendigen Kraft stattfinden wird, wenn stets ebenso viele
Punkte zwischen den mit Strichen versehenen als zwischen
den ungestrichenen Grenzen zusammentreffen werden, wie
immer die übrigen das Zusammentreffen charakterisierenden

Bol tz man n, Gesammelte wissenseh. Abhandl. 1. G
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Größen und wie immer die Grenzen beschaffen sein mögen,
zwischen denen die Werte der Geschwindigkeiten der übrigen
Punkte liegen. Die Anzahl der Punkte, welche zwischen ge
gebenen Grenzen zusammentreffen, und zwar so, daB zugleich
die Geschwindigkeiten der übrigen Punkte zwischen c2 und
Cz + d Cz ••• liegen, unterscheidet sich aber von der in den
früheren Aufgaben bloß dadurch, daß an die Stelle des Pro
duktes 'P (cr) 'P (cs) dr ds die Funktion 'PI (C2C3... Cn) dcz dc3••• dCn

tritt. Es tritt daher auch an die Stelle der früher (für einen
ähnlichen Fall, der sich leicht zu diesem erweitern läBt) ge
fundenen Bedingung

<'P (er) • <P (es)

die Bedingung
<'Pt (e2 , ea ... On) = <'Pt (02 ••• er'. .. os'. •. On)

er es er' es'

Dasselbe gilt natürlich auch für 'Pz' 'P3'" Führt man
statt 'P die Funktion 1/) ein, so ergibt sich

"/11 (!tz' Rg ••• kn) = 1JJl (1(2' Rg ••• 1tr' ••• Ra' ..• Rn)

jedesmal, wenn
kj • + Rs = k/+ 7to'.

Subtrahiert man vom Differentiale der ersten Gleichung

d 'lfJt d It + d 'IjIl.- d R = d 'lfJt d k I+ d 'lfJl d k I
d /er T dies s •d ler' Td ks' 8

das der zweiten mit A multipliziert und setzt den Koeffizienten
jedes Differentials gesondert gleich Null, so ergibt sich

A= .!!..J!l:- =' d '/fll = d 'IfJ~ = d '/flt' .
d kr d !es d !er' d ks'

Es ist daher allgemein

d 'l.fJt d 'l.fJt d 'lfJt d 'l.fJl
d lc

2
= d /ca = d k

4
••• d Jen '

daher 1/-'1 eine Funktion von Rz + kg ••• + Rn' Wir wollen daher
1./J1 (R2 , kg •••) in der Form 'l/Jl (ltz + k3 + " .Rn) schreiben. Es
ist noch die Bedingung des Wärmegleichgewichts zwischen rll1
und den übrigen Punkten zu suchen. Dieselbe würde 1/11 voll
kommen bestimmen. Es geschieht dies jedoch am einfachsten
mit Hilfe der übrigen 1/1, welche natürlich wie 'l/J1 Funktionen
einer Summe sein müssen. Dieselben sind aber alle durch
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eine bestimmte Relation miteinander verknupft. Wenn nämlich
die gesamte im System enthaltene lebendige Kraft n x ist, so ist

k1 + R2 + hg ... ltn = n x .

Fuhrt man daher in 'l./J1 (1(2 + Its·.•. Rn) d k2 d ks •.. d Rn statt der
darin erscheinenden Variabeln die neuen Variabeln

RS' k4 ••• Itn , n x - k2 - RS ••• - Rn = R1

ein, so muß man 'l./J2 (Rl + ks + .. .ltn ) d lt1 d lts ••• d kn erhalten.
Dadurch verwandelt sich aber 1/\ (1(2 + Rs .. . ltn ) in "PI (n x - R1)

und d k2 d RS '" d /tn in d H1 d hf, ... d !tn • Es ist also

1/-'1 (nu - k1) = 1.fl2 (kl + ks+ ... kn ) = 'l./J2 (nu - lt2)

für alle kl und /{2' daher sind alle 'l./J gleich einer und· der
selben Konstanten lt. Es ist also die Wahrscheinlichkeit, daß
zu gleicher Zeit k'l zwischen k1 und kl + d kl , k2 zwischen kz
und k.2 + d H2 usw. liegt, wobei nur eines der k auszulassen ist

lt d 1(,1 d #2 d I(s ... ,

wo wieder das entsprechende Differential fehlt. Nati.1rlich wird
diese Wahrscheinlichkeit im Momente, wo k.1 + k2 + It s •.• den
,Vert n x überschreitet, plötzlich gleich Null.

Die Wahrscheinlichkeit, daß c2 zwischen c2 und C2 + cl c2,

Cs zwischen Cs und Cs + d Cs •.• liegt, aber ist bestimmt durch

ep1 (c2 Cs'" cn ) d C2 d C3 ... d Cn ~ m2 ms ... mn 11. • C2 cs'" Cn d ('2 d C3 • .. d cn '

Dabei liegt der Endpunkt von c2 innerhalb eines Kreis
ringes vom Flächeninhalt 2 'TC c'j d C'j' der von Cs innerhalb eines
Kreisringes vom Flächeninhalt 2 'TC Cs d c3 Usw., der von Cl in
der Peripherie eines Kreises von der Länge 2 'TC Cl und da
innerhalb dieser Kreisringe alle Punkte gleich wahrscheinlich
sind, so kann man sagen: Die Wahrscheinlichkeit, daB der
Endpunkt von c 2 innerhalb des Flächenelementes d (j2' der
von cginnerhalb des Flächenelementes cl (js usw., der von Cl
aber auf der unendlich kleinen Linie d Oll liege, ist proportional
dem Produkte

1e; cl co1 d (]'2 d (]'S ••• d (J'n ,

wenn die geforderten Lagen und Geschwindigkeiten nicht, weil
sie dem Prinzipe der Erhaltung der lebendigen Kraft wider
streiten, unmöglich sind.

6* .
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Es erübrigt noch, die Zeit zu finden, durch welche hin
durch im Verlauf der Zeiteinheit die lebendige Kraft irgend
eines Punktes, z. B. des ersten zwischen gewissen Grenzen R1

und Itl + d k1 liegt, ohne Rücksicht auf die lebendige Kraft der_
übrigen Punkte. Teilen wir zu diesem Zwecke die gesamte
im System enthaltene lebendige Kraft n x in unendlich viele
(p) gleiche Teile, so· ist, wenn nur zwei materielle Punkte
vorhanden sind, also für n = 2 die Wahrscheinlichkeit,

daß lt} innerhalb irgend eines der p Intervalle 0 bis ~,
p

~ bis ~, ~ bis~ usw. falle, gleich, das Problem also gelöst.
p p p p

Für n = 3 muß, wenn 1'1 zwischen (p - 1)~ und p •~
p p

liegt, sowohl R2 als auch Rg innerhalb des ersten der p Intervalle
liegen. Wenn k1 innerhalb des vorletzten Intervalles liegt, also für

3" _ 3"(p - 2)p< lt1 «p -l)p

sind zwei Fälle möglich; es kann R'J in das erste oder zweite
der p Intervalle fallen, Rg ist imme; bestimmt. .Für

3" _ 3x
(p - 3)p< R1 «p - 2)p

sind für kz drei Intervalle möglich usw. Da nun alle diese
Fälle gleich wahrscheinlich sind und ihre Zahl im. ganzen

1 + 2 + 3 ...P = p 'e P2+ 1)

ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß RI zwischen (p - q)~
11

und (p - q)~ +~ liegt (
2

q 1)' wofür man, weil p un-
p p P p+

endlich ist, 2; setzen kann. Setzen wir (p - q)~ = hund
, . P P 1

~ = d RI , so ist also die Wahrscheinlichkeit, daß R
1

zwischen
I

P
d ~ d 1 l' t 2(Sx-lc1 )dk1 S' 4 '

li l un Itl + tt} leg (3,,)2 • el n = , so Ist,. wenn

lt1 im letzten Intervall liegt, also (p - 1)~ < R
I

ist, wieder
p

nur ein. Fall möglich, nämlich daß 112 und ks' im ersten
'Intervall liegen, Ist

( 2 4x - 4x
P - )p-< k1 «p -l)p'

so sind drei Fälle möglich, nämlich für ltz und R
S

die Inter
valle 11, 12 und 21; für
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(p _ 3) ~u <:. k1 <:. (p_ 2) ~u

gibt es schon sechs Fälle, nämlich für kz und kg die Inter
valle 11, 12, 13, 21, 22 und 31; lt4 ist immer bestimmt.
Im allgemeinen 'sind für,

(
4u _ 4n

.p.-:- q)p<:. k1 <:'(p - q + l)p

q (q + 1) F 112 ä e möglich. :'Man überzeugt sich davon leicht,

indem man statt der Intervalle für kz und k3 die für kz und
l{z + kg ins Auge faßt; dieselben sind im ersten Falle 11,
im zweiten Falle 11, 12, 22, im dritten aber 11, 12, 13, 22,
23, 33, also nichts anderes, als die Amben mit Wiederholung
aus 1, 2, 3... Elementen. Für alle Werte von k1 entstehen
im ganzen

~ +~ .. , p (p + 1) = P (p + 1) (p + 2)
2 2 2 . 2·3

Fälle. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, daß k1 zwischen

( ) 4u d ( )4n 4n r t 3q(q+1) d 't
P - q p un p - q p + p leg, p (p + l)(p + 2) un ml

Vernachlässigung des unendlich kleinen 3f. Wird wieder
p

(p - q)~ = k
1

und 4u = d lt1 gesetzt, so erhält man für die
pp,

Wahrscheinlichkeit, daß k1 zwischen k1 und k1 + d k1 liegt,

3 (4n 0~~2 d k1 Ganz in derselben Weise ergibt sich allgemein

für die Zeit, während welcher im Verlauf der Zeiteinheit bei
n Punkten die lebendige Kraft irgend eines derselben zwischen
den Grenzen kund k + d lt liegt, der Ausdruck

(n - 1) (nu - k)n-2 dk
(nn)n 1

.daher ist die Wahrscheinlichkeit, daß dieselbe zwischen' ihrem
Maximum nx und It liegt, (1 - k/nx)n-l. Die' mittlere lebendige'
Kraft jedes Punktes ist x; Für n = 00 verwandelt sich die
letztere Wahrscheinlichkeit in e- 7c jx, die erste mit Vernach
lässigung des unendlich kleinen in

1 ( k )n 1 - !!.-.- 1-- dlt=-'e "dlt.
n nn x

Führt man noch m cZ/2 statt, k ein, so erhält man genau die
in der ersten Aufgabe gefundene Formel. Ich bemerke noch,
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daß, wenn man die eben geführte Deduktion durch die Symbolik
der Integralrechnung ausdrückt, die Wahrscheinlichkeit, daß 111

zwischen kl und kl + d k1 liegt, durch
n,,; - k1 n" - kl - 70, n,,; - 1.1 - k2 •• - 7'n_2

dk1 J dk2 J dks • • . • •. J dkn_l
o 0 0--- _._----

n" nk1 nx-kl-k.~ n,,-kJ -k2 .. -lCn _ 2

f dk1 f dk2 f dks •·•·•• J dkn_t
o 0 0 0

dargestellt wird, was nach Ausführung der Integrationen wieder
zu demselben Ausdrucke führt.

7.

Die n materiellen Punkte sollen sich in einem allseitig
mit elastischen. Wänden geschlossenen sehr großen Raume be
wegen; im übrigen bleibt das Problem so wie die Bezeichnungen
unverändert. In diesem Falle liefert die Bedingung, daß inner
halb jenes Bruchteiles der Zeiteinheit, während dessen die
Geschwindigkeiten aller Punkte bis auf die der zwei Punkte mr

und ms zwischen den Grenzen cl und Cl + d Cl' c2 und c2 + d Cz ...
liegen, diese zwei Punkte ebensooft so zusammenstoßen, daß
er' Cs' g, , und welche Veränderliche noch das Zusammen
treffen bestimmen mögen, zwischen den Grenzen cr und c?+dcr ,

Cs und Cs + dcs' 9 und .r; + dg ... liegen, also so, daß diese
Größen zwischen cr' und cr' + d c/' cs' und cs' + d cs' ... liegen

CfJl (02, os" Or' • C• • • 0•.) q>t «(;2' Cs " c/ .. ea' .. On)

Or2 ('.2 C/ 2 ('.,'2--·

Dabei sollen wieder die Werteuer Variabeln , wenn sie
vor dem Zusammentreffen zwischen den Grenzen cr und cr + d c?,
Cs und Cs + dcs ' g und g + d.r; ... lagen, nach demselben
zwischen c/ und Cl" + dc/, ca' und ca' + dca' ... liegen und um
gekehrt. Es soll daher zwischen Cl" cs ' ('r', und r/ die einzige
Relation

'lflt (1.-2 ' kR •• k,.' .. /ca' .. 1.',,)

V'I., I.'
/ur h':i

2 ~ 2 "» "2
?rl T C" + 1n" c. ?nr Cr - m., ".
-2- -2- = -2- + -2-

bestehen. Führt man wieder die lebendigen Kräfte
ergibt sich

'lflt(lr2 , kB •• kT•• leB •• kn )

VIer leB

ein, so
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Um symmetrische Ausdrücke zu erhalten, dividieren wir

links und rechts durch liRz R3 ••• , worin nur kl' R
r

und RB aus~

gelassen sind, so erhalten wir ganz analoge Gleichungen, wie
in der früheren Aufgabe, nur daß jetzt an der Stelle von
"PI (R2 , R3 •• k",) der Ausdruck

'/f11 (lc2 ,· ka•. kn)

Vk2 ks ' .kn

steht. Aus denselben folgt daher, daß dieser Ausdruck eine
Funktion von RZ + ks + .. Rn .sein muß. Wir erhalten also

1JJl (!tz, lls • . lln) = 1Ikz RS.. kn· Xl (kz + ks + .. kn)

1JJ2 (kl , ks . . lln) = -V~ ks .. kn ' XZ (lll + RS + ' .kn)

usw, Aus demselben Grunde, wie in der vorigen Aufgabe, ist
aber Rl + RZ+ .. Rn = 'flU, 1JJl = 1JJz = 1JJs"'; daher

likz ks .. knX l (n u -kl ) = likl lls .. knxz (n u - kz)

= fkl kz k4 • .1lnXS (n u - ks) ...
woraus sich ergibt

Xl (nu - kl)= hlikl' x2 (nu -.k2) = h"Jl'\, xg(nu - ks) =h~".
Es ist also die Wahrscheinlichkeit, daß gleichzeitig llz

zwischen k2 und k2 +dll2 , lls zwischen lts und!ts + dks usw. liegt

1.Pl (k2 , ks ") dllz dks " dkn =- hfk l k2 ks ' .lln dllz dks " dlln ,

die Wahrscheinlichkeit, daß Cz zwischen ('2 und dcz, cs zwischen
Cs und Cs + dC3 •• liegt, aber ist

CFl (c2, cs ··) dcz dcs ' .dcn

h 1/2 3/9· 3/2 8/2. 2 22 d d i= 2 n / 2 m 1 m 2 ms,·mn Cl C2 CS .. <"n C2 ·C3 .. CiCn •

Dabei liegt der Endpunkt von c2 innerhalb der Kugelschale
4%c; dcz, der von Cs innerhalb der Kugelschale 4nc; dcs usw.,.
der von Cl aber auf der Oberfläche 4nc~, und da innerhalb
dieser Räume jeder Punkt gleich wahrscheinlich ist, so ist die
Wahrscheinlichkeit, daß der Endpunkt von c

2
im Volum~

elemente d,';z, der von Cs im Volumelemente dSs usw., der von cl

aber auf dem Oberflächenelemente d(J'l sich befindet, proportional
1

c:d(J'l dS2 dss ds4 •• dsn ·
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Es ist noch die Wahrscheinlichkeit, zu finden, daß kl zwischen
k

l
und h

l
+ d k

l
liegt, ohne Rücksicht auf die Werte der übrigen

lebendigen Kräfte. Man überzeugt sich in derselben Weise,
wie dies in der vorigen Aufgabe geschah, daß, wenn kl zwischen
R

1
und R

I
+ dR

I
liegen soll, kz innerhalb aller Intervalle von

Null bis n x - R
I

, dabei noch Rz innerhalb aller Intervalle von
Null bis n x - III - llf!, usw. liegen kann; nur Rn ist vollkommen
bestimmt. Addiert man alle diese Fälle, jeden mit seiner
.Wahrscheinlichkeit

lq/kl • kz' /(3" kn_1 • (11 X - R1 - Rz ·· - !f'n_l) dRI • dltz • (l!<3 •• dkn_ 1

multipliziert, so ergibt sich

nx-k1 nX,-k1 -k2 nx-k1 -k2 ;.-kn_ s

h~ dlllf~ dltzJ~ dlts ···· jVkn_z'dkn_ z
o 0 0

nx - ~ -l'-l ... - kn_s - kn_2Jy k
n

_
l

• y-n-x--~jJ::---ll---:-'-jJ=-lZ-'-'----:kc-n·_-z------::-ll1-I_l cl ltn_
1

•

'0

Dieses Integral, dividiert durch die Summe aller über
haupt möglichen Fälle, jeder wieder mit seiner Wahrscheinlich
keit multipliziert, also durch dasselbe Integral noch bezüglich lt1
von Null bis n x integriert, liefert die Wahrscheinlichkeit, daß
.k] zwischen k1 und k] + dkl liegt. Durch Ausführung der
'ersten Integration findet man

nx - k1 - k2 •• - kn_2 - kn_l

fYkn_ l • -V n x - h1 - kz •• - kn_z - ltn_ l d ltn_ 1

o _ [r(:Jr *
- r (: ) (n" - ~ - k, .. - k....,l' .

Führt man dazu noch die zweite Integration aus, so er
gibt sich
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Fährt man so fort, so gelangt man endlich für den Zähler
,zu folgendem Ausdrucke

[r(f)ln-l 3n-5 _

1, rlan 2- 3) (n" -kl ) 2 Vk:t dk, .

Dieser Ausdruck, bezüglich k1 von Null bis n" integriert,
liefert als Nenner

lt [r(: W(n,,) 3n;'
(r~t)

und es ist also die Wahrscheinlichkeit, daß lt
1

zwischen kund
k + dlt liegt

T(32n)
___ "1 / k (nu - k)8n-5

rtf) F(an 2- 3) .V (nx)"-' dk.

Die mittlere lebendige Kraft jedes Punktes ist x. Für
n = 00 wird dieser Ausdruck wegen

r(~)
lim 3 2 = 1

(
3 n) 2" (2n - 3 \2 r -~2-)

zu

311 2 ~/:8 e- ;: d k,

also mit dem früher Gefundenen identisch.

8.

Es soll noch das Problem behandelt· werden, ,daß sich in
einem allseitig von elastischen Wänden umschlossenen Raume n
freie materielle Punkte befinden, welche in beliebig:er Weise,
aber erst in einer gegen ihre durchschnittliche Distanz verschwin
denden Entfernung aufeinander wirken. Außerdem sollen da
selbst noeh N Nunkte sein, welche durch beliebige Kräfte gegen
ebenso viele feste Centra gezogen werden und auf die n Punkte
wieder mit beliebigen Kräften, jedoch in sehr kleiner Ent-

'fernung wirken. Endlich sollen noch, die N Punkte nicht auf-
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einander einwirken. Wir wollen die Beschaffenheit der Bahn
der NPunkte wieder durch die Größen Av a1 , Az' az ... AN,
aN charakterisieren, welche dieselbe Bedeutung wie die
Größen A, a in Aufgabe 5 haben. Die Wahrscheinlichkeit,
daß gleichzeitig die lebendigen Kräfte der n Punkte zwischen
den Grenzen k1 und "1 + d Rp kz und "z + d HZ'" kn und
Rn + d kn sowie die Größen Al' a1 , Az . .. zwischen den
Grenzen Al und Al + d Al liegen, sei

1IJ (kl' kz .. Al , a1 , Az' az ) d kl d IIZ .. d Al d a1 d Az d az ... ,

wobei jedoch eine der Größen k1 , kz .. kn , Al' Az .. AN samt ihrem
Differentiale, weil durch die übrigen bestimmt, fehlen muß.
Das Fehlen der Größe Hz soll durch einen dem "/1 angehängten
Index I, das der Größe Az durch den Index L bezeichnet
werden. Die Bedingung des Gleichgewichtes der lebendigen
Kraft zwischen irgend zwei Punkten wird sich wieder nur da~

durch von der für unendlich viele Punkte gefundenen unter
scheiden, daß an die Stelle des Produktes der beiden W'"ahr~
scheinlichkeiten eine der Funktionen 1/J tritt. Sie ist daher
zwischen zwei freien Punkten.

'lJ1 (leI' . k,. . . les • • Al, al , A2 • a'l' ..)

Vier ks
_ 'I.fJ (le, .. kr_n Tc,.', lcr+l .• k,'_I' Irs'. k8+1 .. Al, Cl, .•)
- Vlcr' ks' ----

für 1"1' + h,s = k/ + ka' und zwischen einem freien und einem
gegen ein festes Zentrum gezogenen Punkte,

'I.fJ (k1• le2 •• k,. .. Al' a t •• A., a" .•)

Vkl' as ts (As aB)

_ 'I.fJ (lell "/;:'2 • • 70"-1' k,.', kl'+l .. A" G, .. [('8-1' A.', (1,.', A" +' ..)
- . V1cs' (Ts' ts (11.', as') ,

für klO + As = It/+.11./. .Aus allen Bedingungen, welche hierdurch
repräsentiert sind, folgt

'/flz(k,,7.:2 ••kz_~Al, fI" A'l' 0.2 ' .)

VIe, k2 •• /(1-1' 12;+, ::a, . t, (Al' a1) • a2 • t2 (A2, a2) • ••

=Xz (lei + k2 0 • + lez- 1 + kz+, .. + ,A'l + A2 .•)

'lfJL (leI' J"9 •• A",a, . . ..41- 1, a'-l' ..4z+1' az+, •.)

Vkl 1c2 •.• al tl (Al' a,) .• al-1 • tl- 1(..4 1- 1, az- 1) . Cll+ l tl+, (AZ+1, ((,Z+1) •.

=XL [(Tl, (kl + J.jt •• + Al .. + AI- 1 + AI+1 ••)].
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Außerdem ist aber kl + k2 + .. kn + Al + A2 •• AN gleich
einer Konstanten (n + N) x und müssen mit Rücksicht hierauf
alle 'l/Ja1s Ausdrucke einer und derselben Wahrscheinlicbkeit
einander gleich sein. Hieraus lassen sich die Funktionen X
bestimmen und man erhält

Xl (Ill + k2 •• + Al + .112 ") = h JI~

XL [ap (Ill +kz .. + Al + Az ..)J = lt 0z tl (Al' al )·

Man erhält also für die Wahrscheinlichkeit, daß 711 zwischen
Il 1 und k1 + d Il1 ••• Al zwischen Al und Al + d Al' a1 zwiscben
(11 und a1 + d a1 ••• liegt, den Ausdruck

h Vll1 ll,z .. kn • a1 • tl (Al' a1) • 0z . tz (.Az' az)•. ANtN(AN, aN) d k1 d Ilz ..
d Al d a1 d Az d az ...,

wobei nur das Differential derjenigen Größe fehlt, welche man
als durch die übrigen bestimmt annimmt. Dabei muß natür
lich immer Il1 +kz .• + Al + Az . . -< (n + N)" sein und auch az
kann .bei gegebenem Al ein bestimmtes Maximum, welches der
Bewegung im Kreise entspricht, nicht überschreiten. Führt
man statt der lebendigen Kräfte die Geschwindigkeiten der
n Punkte ein, so findet man für die Wahrscheinlichkeit, daß
dieselbenzwiscben Cl und Cl + d Cl ••• liegen und die Größen Al'

a1 • •• dieselben Werte, wie früher baben, den Ausdruck

h' (.~ c~ .. c~. a 1 tl (All a 1 ) Uz t2 (.112' a 2) •• tN(AN, aN) d Cl d cz ..

dcn dA1 d01 ··daNJ

welcher noch, wenn Cl als durch die übrigen bestimmt an
genommen wurde, durch Cl zu dividieren ist. Führt man in
derselben Weise, wie dies früher geschah, statt der A und a
die Geschwindigkeit, Geschwindigkeitsrichtung und Entfernung
der N Punkte von ihren fixen Zentren ein, so ergibt sich, daß
wieder die Wahrscheinlichkeit, daß zugleich m1 im beliebig
gelegenen Raumelemente d SI' mz in d S2 ••, MI in cl 81 , j112 in
d 8z ... ; ferner die Endpunkte der Geschwindigkeiten Cl' c2 •• 01'°2 " in den Raumelementen d 0"1' cl O"z •• d.2}, d 2 2 " und end
lich der Endpunkt der letzten Geschwindigkeit Cl oder q auf
dem Flächenelemente d OJ l liege, falls dies überhaupt möglich
ist, proportional d SI d S2" d8I • dS2 •• d GI' d O"z •• d:EI • d:Ez •• d ro
dividiert durch die letzte Geschwindigkeit Cl oder q ist.



92 5. Studien über das Gleichgewicht der lebendigen Kraft usw.

Daraus folgt, daß für jede beliebige Lage der Punkte und
Größe ihrer Geschwindigkeiten für letztere jede Richtung im
Raume gleich wahrscheinlich ist; ferner, daß für jede beliebige
Lage der materiellen Punkte gegen ihre fixen Oentra die Ver
teilung der verschiedenen Geschwindigkeiten dieselbe ist, wie
sie in Aufgabe 8 gefunden wurde. Sie' hängt bloß von der
noch für dip. Geschwindigkeiten übrigen lebendigen Kraft, also
von der Summe der Potentiale aller N Punkte bezüglich ihrer
fixen Oentra ab. Es ist daher für alle Lagen der materiellen
Punkte und folglich auch allgemein die mittlere lebendige
Kraft aller Punkt untereinander gleich.

III. Allgemeine Lösung des Problems des Gleichgewiclltes
der lebendigen Kraft.

Es seien n materielle Punkte im Raume mit den Massen m1 ,

1n2 ••• mn gegeben. Die Wirkung je zweier aufeinander sei
eine willkürliche Funktion ihrer Entfernung. Außerdem
können beliebig viele derselben jeder von beliebigen Kräften
gegen beliebig viele und beliebig gelegene feste Oentra (Punkte
von unendlicher Masse) gezogen werden. Die Kräfte, durch
welche die Punkte affiziert werden, sind ,daher bloß der Be
dingung unterworfen, claß sie Funktionen der Lage sämtlicher
Punkte sind und eine Potentialfunktion haben. Im ganzen
Systeme sei ein bestimmtes Quantum lebendiger Kraft ent
halten; es wird nach der Wahrscheinlichkeit gefragt, daß jeder

.der materiellen Punkte sich an einem gegebenen Orte befinde
und dabei die Geschwindigkeit eines jeden eine bestimmte
Größe habe. Oharakterisieren wir den Ort ues Punktes m

1
durch die drei rechtwinkligen Koordinaten Xl Yl ZI' den des
Punktes m2 durch X 2 Y2 Z2 usw., nennen die drei Komponenten
der Geschwindigkeit Cl des Punktes m1 parallel zu den drei
Koordinatenaxen UI' VI' wI' die entsprechenden Komponenten
für den zweiten Punkt u2' v21 w2 usw. und bezeichnen die Zeit,
innerhalb .welcher während des . Verlaufes einer sehr langen
Zeit gleichzeitig xl innerhalb der Grenzen xl und .7:

1
+ d Xv

YI innerhalb Yl und .'Vl + d VI' ZI innerhalb ZI und ZI + d zI'
also ?1l1 innerhalb des Raume~ementes d 81 = d a:

1
d YJ d zl'

ferner m2 in gleicher Weise innerhalb des Raumelemestes
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ds", = dx2 dY?,dz2 ••• mn innerhalb dSn = dxndYndz7I' d;:mn
noch u1 innerhalb der Grenzen u1 und u1 + d U I , VI innerhalb
t'l und VI + d VI' w1 innerhalb WI und 1('1 + d w1 ; daher der
Endpunkt von e1 (wenn man sich dasselbe vom Anfangspunkte
der Koordinaten aus in Größe und Richtung aufgetragen denkt)
innerhalb des Raumelementes d (J1 = d 1(,1 d VI d WI , ferner in
in gleicher Weise der Endpunkt von c2 innerhalb des Raum
elementes d (J2 = d u2 d v2 d w2 ••• , der von cn- I innerhalb
d (Jn-I = d un- I d V_I d W~_1 ,. endlich der Endpunkt von cn'
welches seiner Größe nach bestimmt ist, auf dem Flächen
elemente d OJn liegt, dividiert durch diese sehr große Zeit mit

((xl' Yl' Zl .. Xn' Yn1 zn' U1' VI' U'I .. Un- I ' Vn- I ' Wn- I ' Unvn)d Xl dYl d ZI ••

d Zn d U1 •• d Un- I d Vn- I d Wn- I d OJn.

Um alles durch die unter dem Funktionszeichen befind·
lichen Variabeln auszudrücken, also wn als durch die übrigen
bestimmt zu betrachten, wollen wir noch d OJn durch dUn und
d vn ausdrücken. 'Es ist' dann dUn dVn die Projektion von d OJn
auf die X g-Ebene, daher

dw = ~ dundvn.
n 'll'n

Nach Verlauf einer sehr kurzen Zeit 0 t sollen die Werte
der Variabeln X' = xl + ci Xl' VI' = Yl + (J Yl ... u1' = U1 + d U1 ••

sein. Die neuen Grenzen derselben seien d x/ d Yl' .. d ul '; so
hat man

oXl = ulot, 0Yl = VI ot, <J'ZI = U\ ot, dX2 = U2 öt ... ;

ferner, wenn X (Xl' Yl' Zl' X2' Y2' Z2' ..• Xn' Yn' Zn) das Potential des
gesamten Systems sowohl auf sich selbst als auch bezüglich
der festen Anziehungscentra ist

dx dx s- s- dx s- _I> dx s-
m oul=-.-ot,m1ovl=-d ut,m1uwl=-d ut,m2 uu2 =-d ut ••

1 dX1 . Y1 ::VI X2

Es ist daher

d~X1 d~Yt d~::V1 d~X2 _ d~xn _ d~Yn - 0
dX

1
= dY1 = d ::V1 = cl X 2 •• - d Xn - dYn - •

Ebenso

d6u1 __ d~Vl _ d~'W1 = d~U2 . • = d~1.tn =d6vn = O.
d 1.t

1
- cl 1.'1 - dW1 dU2 d'ltn dVn
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Nur doznldzn verschwindet nicht, weil W n Funktion der
übrigen Varhtbeln ist, nämlich

2 2
?}1n1tll 111n'1)n------

2 2

2 2 2 2 2mn1rn • 7n116 1 1111fl 1 '1n1W 1 m21t 2-2 = X - -2- - 2 - -"2 - --2-'

Es ist also

dux" = dU'n vt.= _1_ dx vt = UW".
d-x·n d'X·n ?nn1Vn tL'X n 10n

Hieraus ergibt sich

dx
1

' dy/ dzl ' dx2' .. clxn' dYn' dzn' dul ' dv/ dwl'· . dUn' cl·vn'

(1 dux1 d~Y1 dUvn ) d I d d d I
= + dX

1
+ dYl ••• dv

n
' Xl (.!h Zl X2 •• Un ( Vn

= (1 + uu:n
) dXI dYI dZl d:t'2 ., dUn dvn,

Die Zeit, während welcher xl zwischen xl' und :t·l ' + d:t'l',

Y zwischen ,1h' und .71/ + dy/,., bis Vn zwischen vn' und vn' + clvn'

liegt, ist unserer Annahme gemäß, indem wir dOJn durch dUn' dVn
ausdriicken

Cn' , , I I " "

1O
n

' t (:t'l ,,1h .. Vn ) d'?.'l dYl .. dUn dvn •

Damit die Wel'te der Variabeln in diese mit Strichen
versehenen Grenzen eintreten, müssen dieselben notwendig vor
der Zeit vt zwischen den Grenzen Xl und xl + cl·'Cl , Yl und
Yl + dYl .. Vn und Vn + dVn gelegen sein, sowie umgekehrt
jedesmal, wenn der letztere Fall eintritt, dieselben nach der
Zeit ~ t zwischen x/ und ·'Cl ' + dx1', Yl' und Yl' + dYl' .. vn' und
vn' + dvn' liegen werden. Da wir aber vt als konstant an
gesehen haben, so muß der Zeitmoment, währenddessen die
Werte der Variabeln in die Grenzen xl und Xl + dxl , Yl und
,1h + dYl .. vn und vn + dVn eintreten von demjenigen, während
dessen sie in die Grenzen .'Cl ' und :t'l' + d x/, Yl' und
Yl' + d?h' ... vn' und vn' + dvn' eintreten, genau ebenso weit
abstehen, wie der Moment, währenddessen sie aufhören, alle
innerhalb der ersteren Grenzen zu liegen, von demjenigen,
währenddessen sie aufhören, alle innerhalb der letzteren
Grenzen zu liegen. Es muß daher die Zeit, während welcher
sie im ganzen innerhalb der ersteren Grenzen liegen, gleich
sein der Zeit, innerhalb welcher sie zwischen den letzteren
Grenzen liegen; daher

~: ((.7.:1 ' .711 ' • Vn) d Xl d ,111 •• d Vn = ~:' /(3,'1', Yl' .. vn') d ·'Cl ' d Yl'· . ci vn'.
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, Drückt man hier das Produkt der Differentiale dx/, dYI'., dvn'

SOWIe ?Dn' durch d xl' dYl .. d vn und wn aus, so ergibt sich

c'f/.((x1 , Yl" vn) = cn'f(x 1', Yl',··VJ.
Von den Werten der Variabeln Xl" YI'., v/ kann man zu

den nach der Zeit t + 20 t stattfindenden xt, yt..vn" über-
gehen usf., und man erhält daher allgemein .

c (k) {(x (k) Y (Je) V (k)) = C f'( x Y v )
n l' 1 •• n n' l' 1'" n'

Daraus folgt, da die unter dem Funktionszeichen stehen
den Variabeln im allgemeinen voneinander unabhängig sind,
daß cn {(Xl' Yl' .. vn) eine Konstante ist. Es ist also die Wahl'
scheinlichkeit, daß der Punkt ml innerhalb des Raumelementes
d 81 , der Punkt m2 innerhalb d 82 ", ferner der Endpunkt der
Geschwindigkeit Cl des ersten Punktes' innerhalb dfJp der der
Geschwindigkeit c2 des zweiten innerhalb dfJ2 •• , endlich der
Endpunkt der Geschwindigkeit Cn des letzten; Punktes auf
dem Flächenelemente dcon liege, proportional dem Produkte

1
- dSI d82 .. d8 , d (fI d (J2 .. d (J I d OJ
C" 1. n- n

sn-li

(1/ U - X) - 2 d SI d S2 •• d Sn'

daher die Wahrscheinlichkeit, daß außerdem kl zwischen hl

und k
l
+ d kl liegt, proportional

V/tl (nu-=-;- kl?ii::"5 dill d '~1 d S2 •• d Sn

ist. nu ist die ganze im System enthaltene Arbeit. Dabei ist
noch zu bemerken, daß Lagen unmöglich sein können, für

ist, solange die geforderte Lage überhaupt möglich ist, Für
alle andern Lagen wird diese Wahrscheinlichkeit plötzlich Null.
Hieraus folgt erstens, daß bei gegebener Lage der Punkte und
Größe ihrer Geschwindigkeiten für letztere jede Richtung im
Haume gleich wahrscheinlich ist; zweitens, daß bei gegebener
Lage der Punkte die Verteilung cler Geschwindigkeiten unter
ihnen genau die in Aufgabe 7 gefundene ist, wenn man da
selbst nu - t statt nu setzt und nur abhängt von dem Potentiale
des Systems in der gegebenen ~age, daß also die mittlere
lebendige Kraft aller Punkte für alle Lagen, daher überhaupt,
gleich sein muß; drittens, daß die Wahrscheinlichkeit, daß m1

innerhalb d 8
1

, m2 innerhalb d $2 • "mn innerhalb d sn liegt,
proportional
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welche X< n x ist, wenn sie durch lauter unmögliche Lagen von
den wirklichen Lagen der Punkte des Systems getrennt sind.

Als spezieller Fall folgt aus dem ersten Satze, wie ich
schon in meiner Abhandlung über die mechanische Bedeutung
des zweiten Hauptsatzes gezeigt habe, daß die mittlere lebendige
Kraft eines Gasatoms gleich der der progressiven Bewegung
eines Moleküls ist. Dieser Beweis füllt aber auch eine in der
Lösung aller übrigen Aufgaben gelassene Lücke aus; er zeigt
nämlich nicht nur, daß für diese Verteilung der Geschwindig
keiten Gleichgewicht der lebendigen Kraft stattfindet,· sondern
auch, daß dasselbe in keiner anderen W.eise möglich isf. Eine
Ausnahme hiervon tritt nur ein, wenn die Variabeln Xl' .Yl' Zl'

X 2 ••• 'Vn nicht voneinander unabhängig sind. Es kann dieser
Fall für alle Systeme von Punkten für gewisse spezielle Werte
der Variabeln eintreten, welche durch bestimmte Relationen.
aneinander geknüpft sind, die sich dann im ganzen Verlaufe
der Bewegung erhalten, die aber, sobald man sie nur im
mindesten stören würde, sich sogleich selbst vernichten würden
(labiles Gleichgewicht der lebendigen Kraft), z. B. wenn alle
Punkte und fixen Centra ursprünglich in einer mathematischen
Linie oder Ebene liegen würden. Als stabiles Gleichgewicht
ist dieser Fall nur möglich, wenn das Punktesystem so be
schaffen ist, daß die· Variabeln für alle möglichen Anfangs
werte nach einer bestimmten Periode stets wieder zu den
Anfangswerten zurückkehren, ohne dabei· alle mit dem Prinzip
der lebendigen Kraft vereinbarten Werte angenommen zu haben.
Alsdann sind statt einer Art des Wärmegewichtes .immer deren
unendlich viele möglich, welche erst in ihrem Vereine dem
oben gefundenen Gesetze gehorchen würden, wie dies in der
Tat sogleich. eintritt, wenn die Periodizität wie immer, z. B.
dadurch, daß sich das Punktesystem in einem allseitig von
elastischen Wänden umschlossenen Raume bewegt oder durch
auch nur ein frei herumfliegendes Atom, das an elastischen
Wänden .allprallt, gestört wird. l )

1) [Dieser letzte Absatz ist fraglich. Es ist nicht bewiesen; daB
trotz der Reflexionen an elastischen Wänden bzw. trotz der Wirkung
jenes Einzelatoms nicht noch außer der Gleichung· der lebendigen Kraft
noch andere Gleichungen bleiben, so daß das System nicht alle mit der
1. Gleichung vertl'iigliche Werte durchläuft. Bem. a. d. Nachlaß.]



6.

Lösung eines mechanischen Problems.1
)

(Wien. Bel'. 58. S. 1035-1044. 1868.)

Ich habe in einer Abhandlung in dieRem Bande der
Sitzungsberichte 2) die allgemeine Lösung folgendes Problems
gegeben: Eine Anzahl materieller Punkte bewegt sich unter
dem Einflusse von Kräften, für die eine Kraftfunktion existiert.
Es ist die Wahrscheinlichkeit zu finden, daß sich jeder der
selben durch ein bestimmtes Raumelement mit einer bestimmten
Geschwindigkeit und Geschwiudigkeitsrichtung bewegt. So
allgemein dieses Problem und so groß die Anzahl der hierher
gehörigen speziellen b'älle ist, so ist es doch nicht so ganz
leicht einen als Beispiel herauszufinden, für den sich die
Rechnungen komplett durchfiihren lassen. Ich habe nun seitdem
einen ganz speziellen, diesen allgern eill en Voraussetzungen
unterstehenden Fall aufgefunden, für den dies mit großer
Leichtigkeit vonstatten geht uud halte es nicht für ül'erflüssig,
auf die Behandlung desselben teils 7.ur Erläuterung, teils auch
zur Verifikation des allgemeinen Theorems näher einzugehen.
Ein beweglicher Punkt J1!l mit der Masse 1 werde gegen 3)
einen fixen Punkt 0 mit einer Kraft gezogen 4), deren Intensität
durch - (u / 2 J[2) + (ß / R3) dargestellt werden soll, wobei R
die Entfernung der Punkte 0 und lf1 ist. Außerdem befindet
sich in der Bahnebene des PUllktes M eine fixe Gerade in
der Entfernun~ r von 0 und wird der Punkt M jedeRmal,
wenn er auf diese Gerade stößt, wie eine elastische Kugel an
ihr reflektiert. B"ühren wir als Polarkoordinaten R und den
Winkel (jJ der Geraden 0 M mit der von 0 auf die fixe Gerade
gefällten Senkrechten ein, so haben wir für die Bahn von M,

1) Voranzeige diesel' Arbeit Wien. Anz. 5. S.257. 17. Dezember 18G8.
2) Dieser Band NI'. 5.
8) [von} 4) [abgestoBen, Bem. a..d. Nachlass.]

Bol tZllla n n, Gesammelte wisscnsch. Abhnndl. 1. 7
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(2)

daher:

solange dasselbe nicht mit der fixen Geraden zusammenstößt,
die Gleichungen:

( cl R) 2 + R,2 (cl f/J) 2 = .LI. + .!!- _ L R2 df/J = a.
d t cl t R R2' d t

Hier bedeutet EI eine absolut konstante, a aber eine
von einem Stoße bis zum nächsten konstante Größe, deren
Wert jedoch durch jeden Stoß verändert wird. Hieraus folgt:

1
~i~ = V.LI. + ~. - U'~;a rJ ,

(1) d(/J=. adR. .
Ry'AR2+ aR- a~- fJ'

a,2 + ~
2---a

l
a, R

(~- a = --= arccos ,Va2 +ß Va2 + 4A«((.~+ fi)

wobei I; wieder im Intervall zwischen zwei Stößen konstant ist,
aber durch jeden Stoß im allgemeinen ein anderes wird. Die
Werte der zwei Konstanten a und a charakterisieren die Bahn
des Beweglichen M v911ständig. Unser Problem ist daher ge
löst, wenn wir die Wahrscheinlichkeit kennen, daß gleich
zeitig a zwischen a und a + da, 8 zwischen 8 und 8 + d 8 liegt.
Betrachten wir eine sehr lange Zeit. und bezeichnen mit
P(a, 8) da d 8 das Verhältnis der Anzahl der Bahnen von M
7.wischenzwei sich folgenden Stößen auf die fixe Gerade,
welche so beschaffen sind, daß für sie a und 8 zwischen a
und a + da und 8 und 8 + d 8 liegen, zur Gesamtzahl jener
Bahnen überhaupt, wofür man, da zwischen je zwei Stößen eine
Bahn liegt und die Zahl derselben sehr groß ist, auch die
Zahl der Stöße während jener Zeit setzen kann.

Fixieren wir ferner einen Stoß, vor dem die 'Werte der
Konstanten a und 8 waren; die Werte von Rund W, dEI d t
und d cP d t im Moment des Stoßes auf die fixe Gerade sollen
1', ep, d l' d t und d cp / d t heißen. Die Größen a, B, d 1'/ d t
und d cp d t sollen durch den Stoß in al , 81, d '\ I dt und
d CfJl / d t verwandelt werden. Dann müssen rund rp zugleich
der Gleichung (2) und der Gleichung der fixen Geraden
l' cos cp = r genügen, man hat also:

(3)

a2 + {J
2-- C08cp - a

Cf' - 8 = a .. arccos r _ .
Vli2+T Va 2 + 4 A (a2 + (J)



6. Lösung eines mechanischen Problems. 99

Der Punkt, dessen Koordinaten l' und cp sind, muß
aber auch in der Bahn liegen, welche das Bewegliche nach
dem Stoße einschlägt, Man hat daher auch:

a1 + fJ2 --.- cos ep - (X

(4) Cf - 81 = a l arccos ==r=======
Va/ + fJ 11 (XI + 4 A (a1

2 + ß) .

Da der Stoß ein vollkommen elastischer sein soll, so bleibt
die Komponente der Geschwindigkeit.parallel der fixen Geraden
ungeändert, die senkrecht gegen dieselbe verändert aber ihr
Zeichen, es wird also:

cl 1\. .. cl ep! cl r • cl ep
dt sm cp + r dt cos cp = dt sm cp + r dt eos rp ,

cl r t .• cl ep!. cl r . cl ep .
di cosrp -1 dT smcp = - fit COS rp +1 dt sm ep,

woraus sieh ergibt:

cl r1 cl r (2 . 2) cl ep 2 .dt = - di eos Cf - sm ep + r dT sm Cf cos rp,

cl ept _ d r 2 . , clep (2 . 2 )
r dt - dt sm Cf cos cp + 1 dT cos cp - SIll cp.

Die zweite Gleichung liefert mit r multipliziert nach Sub
stitution der Werte von 'r, d 1'/ d t und d cp / d t:

(5) { a1 "= 2 sin cp 11 A r.':I. + 2 ar cos ep - (a 2 + ß) cos2 cp
+ a (cos2 cp - sm2 cp).

Die Grenzen d al , d Cl der Werte der Konstanten nach
dem Stoße, wenn dieselben vor dem Stoße zwischen a und
a + d a, 8 und 8 + d 8 lagen, findet man nach der bekannten
Formel:

d d (
cl al cl Cl cl Cl1 cl 81) d da1 Cl = ([(i' Cfi - ([; , da a 8.

Die Gleichung (5) liefert a1 als Funktion von a und ep,
während cp nach Gleichung (3) wieder Funktion von a und 8

ist. Es ist daher:

d ai. = (cl a l ) + (cl GI) cl ep
da cl a!5 . cl ep 5 da

cl a1 =" (cl a1) cl ep
cl8 dep!5 clc '

wobei die eingeklammerten Differentialquotienten eine Aq
leitung bloß insofern bezeichnen, als die Variable im Zähler

7*
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die im Nenner laut derjenigen Gleichung explizit enthält, deren
Nummero dem Differentialquotienten als Index beigefügt ist.
Cl ist durch Gleichung (4) als Funktion von a1 und ep gegeben,
Es ist daher:

~~ = (d C!) • da1 + (d CI) • dCf!
da da l 4 da d Cf! 4 cl (t

dCl = (d Cl) • d a l + (~) . cl Cf! ,
cl C d a l 4 d 8 d rp 4 d 8

Die Substitution aller dieser Werte ergibt:

cl a1 d CI d a l d 81 (cl a l) (d CI) d Cf!
da 'd8 - er;' da = dn 5' drp 4 • ([i ,

Man findet aber:

(
d at) 2 . 2 2 a sin rf cos 2 Cf!
- = cos ep - sm Cf - ~=::===-===========
da 5 YA r2 + (1 r cos cp - (a~ + ß) cos 2 Cf!

Die Gleichung (3) liefert:
d 8 a, sin cp
- = 1 - -=::=:==._===.= =.=:_-==-'-'-- ....=: '
cl cp YA r2 + ar cos cp - (a2 + (J) cos 2 cp

Ebenso liefert die Gleichung (5):

(
d 81) al sin rp
d cp 5 = 1 - VA-? +=;;-r-e~ ;--=(a~ +-ß)eos2~ '

Substituiert man hier den Wert von a1 oder berücksichtigt
man, daß

~-VA r2 + ar cos Cf - (ai + ß) cos'!. CF = ddrt1 = - cl 'r cos 2 ep +r dt

+ l' ~P..- sin 2 (fJdt T

ist, so findet man

(
d 8 ) 2 sin2cpV.A r2 + a,r eos cp _(a2 + ß) cos2cp +asin q>(cos2

Cf - sin2q»
dcpl 6 = 1 2acos2cpsincp -(cos2cp-sin2({}VAr2-'+arcosq;-=-ta2-+ßJCos2cp-'

Die Substitution aller dieser Werte aber liefert:

dat • .!!:.!l_ da1 •~ = (da l ) • (i!.-~) .~
da d8 dB da da 6 dcp 4 da

(cos2 cp - sin2q»YA_r2 + cxrcoscp - ((/2+ {f)cos2cp - 2aeos2cpsincp

1/Ar2 + ar cos cp- (al! + ß) cos2 cp

X . YAr2 + ur eos cp - (a2 + ß) cos2 cp - a, sin cp _

(cos2 cp - siu2cp)YAr2 + ar cos cp - la~ + ß) cos2rp - 2 a cos2cp sin cp

X YA r2 + ur cos_.re ---(a2 + ~) ~. --.. = 1.
YAr2 + ur cos cp- (a2 + ß) cos2 cp - a sin (p ,
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Es ist also da l d8 l = da d8.
Alle Bahnen, für welche die Werte der Konstanten a und E

zwischen a und a + da, 8 und 8 + rh liegen, werden durch
den Stoß des Beweglichen auf die fixe Gerade in solche ver
wandelt, für welche die vVerte dieser Konstanten zwischen
den Grenzen al und al + d al , 81 und 81 + d 81 liegen. Es ist
aber klar, daß auch umgekehrt die Konstanten nach dem Stoße
nur dann zwischen a1 und a1 + da, 81 und 81 + dEI liegen
können, wenn sie vor demselben zwischen a und a + da, 8 und
e + d 8 lagen; denn durch den Ort des Zusammenstoßes und
Geschwindigkeit und Geschwindigkeitsrichtung nach demselben
sind ja auch dieselben Größen vor dem Stoße, folglich durch
al und 81 , a und 8 eindeutig bestimmt.

Ich bemerke hierbei noch, daß ich zwei Bahnen, die, ihrer
Gestalt nach identisch, sich nur durch die Richtung unter
scheiden, in welcher sie vom Beweglichen durchlaufen werden,
keineswegs als identisch betrachte, indem für beide das Zeichen
der Konstante a das entgegengesetzte ist. Zufolge des eben
ausgesprochenen Satzes wird offenbar die Zahl der Bahnen,
für welche die Konstanten zwischen a un<1 a + da, e und
8 + d8 liegen, gleich sein müssen der Zahl der Bahnen, für
die dieselben zwischen al und al + da1 , 81 und 81 + d81 liegen.
Das Verhältnis der ersteren Zahl zur Gesamtzahl der Stöße
habe ich, wenn die Zeit, während welcher die Bewegung von 111
ins Auge gefaßt wird, sehr lang ist, mit F(a, 8) da dc, das der
letzteren Zahl zur Gesamtzahl der Stöße mit F(al , cl) dal d81

bezeichnet.
Es muß also:

JJ(a, 8) da de = JJ(al' cl) dal dEI'

und wegen da dE = da l d81

JJ(a, 8) = F(al' •81)

sein. Aus Bahnen mit den Konstanten a1 EI mögen solche mit
den Konstanten a2 82 entstehen; so gilt von a2 82 bezüglich
a

1
8

1
dasselbe, wie von a1 81 bezüglich a Ei es ist daher auch

F(a
1

, cl) = F(a2 , 82), Setzt man diese Schlußweise fort, 80
ergibt sich, daß F(a, 8) eine Konstante sein muB und also
die Wahrscheinlichkeit, daß die Werte· der Konstanten zwischen
den Grenzen a und a + da, e und e -+- de liegen, durch
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da da/f f da d8 gegeben ist, wobei das Integral über alle
Werte zu erstrecken ist, welche die Konstanten im Verlaufe
der Zeit annehmen können. Das Problem ist hiermit voll
ständig gelöst.

Das Resultat wird anschaulicher durch Einführung anderer
Größen. Sei zunächst N die Anzahl der Stöße des Beweglichen
auf die :fixe Gerade während einer sehr langen Zeit dividiert
durch diese Zeit, also die Anzahl der durchschnittlich auf die
Zeiteinheit entfallenden Stöße, so ist N da da/ f f da da die
Anzahl der durchschnittlich auf die Zeiteinheit entfallenden
Stöße, vor denen die die Bahn bestimmenden Konstanten
zwischen a und a + da, 8 und 8 + d8 lagen, also auch die
Anzahl der Bahnen, für welche die Konstanten innerhalb jener
Werte liegen. Für jede dieser Bahnen liegt der 'Vinkel {/J
während der Zeit

zwischen den Grenzen (j) und (j) + d (j). Es ist also die Zeit,
während welcher im Verlaufe der Zeiteinheit durchschnittlich a
zwischen a und a + da, 8 zwischen 8 und 8 + d 8, (j) zwischen
qJ und (j) + d (j) ·liegt, gegeben durch

OR2
r = --. dad8d(/J,

a

wobei die Konstante NI ffda da durch C ersetzt wurde.
Führen wir zunächst statt E die Variable E .ein, während wir a
und (/J ungeändert lassen, so ergibt sich aus der Gleichung (2):

d
· adE
8 = -::-:-:r=;:.~===:::::==.===::

RVAR2+ (XR - (62 - ß'

.. ORdad(/JdR
r = -=-V-'rA==R==9:::::.+=a==R=-=c,=t2=-=ß:;"

Lassen wir nun die Variabeln Rund (/J ungeändert, und
führen statt a den Winkel Aein, den die Bewegungsrichtung
mit dem Radiusvektor R macht, so erhalten wir:

(~~)
A= arc ctg (d rn) = arc ctg 1 / .A R2 + .!!!i _ L - 1

R __. Vc'_ V a2 a2 a2 ,

dt
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dA =. rlR .
YAH~ + cxR- a2 _ fJ

7: = CR dR dW (/)..

(2/)

Dies ist also die Zeit, während welcher durchschnittlich
im Verlaufe der Zeiteinheit der' Ort des Beweglichen in das
Flächenelement R dR d W und seine Geschwindigkeitsrichtung
innerhalb A und A+ dA fällt. Es ist daher jeder Punkt der
Ebene als Ort für das Bewegliche und für. jeden Ort desselben
jede Richtung in der Ebene als Bewegungsrichtung gleich
wahrscheinlich, wenn nur überhaupt jeder Punkt der Ebene
mit allen möglichen Geschwindigkeitsrichtungen . durchlaufen
wird. Wäre also M ein leuchtender Punkt und die Bewegung
außerordentlich schnell, so erschiene die ganze Fläche, welche M
bestreicht, gleichförmig erleuchtet. Ich will. noch bemerken,
daß die Rechnung nicht schwieriger wird, wenn man annimmt}.
die Kraft, mit der der Punkt M nach 0 gezogen wird, sei
eine willkürliche Funktion der Entfernung 0 M, deren Integral
t X (R) sei, sowie die fixe Linie, an der 111 elastisch reflektiert
wird, sei keine Gerade, sondern eine durch irgend eine Gleichung
R = "/J (W) bestimmte Kurve. ·Statt der Gleichunge?- (1) und (2)
wird dann die Bahn durch folgende Gleichungen bestimmt:

(1') d~ = .. /A+- X (R-)__-a2

elt V R2 ,
R

j' rlR

<P - • = a R'VA ~ Z (R) _ ~:

wobei c eine willkürliche, aber auch von einer Bahn zur anderen
konstante Größe ist, a und 8 dagegen durch jeden Stoß ver
ändert werden. An die Stelle der Gleichungen (3) und (4),
welche für den Moment des Zusammenstoßes gelten, treten,
weil die Koordinaten l' und rp de.s Beweglichen in diesem
Momente auch der Gleichung der fixen Kurve 7' = "/J (rp) genügen

müssen, folgende: /1~('P) dR

(3') Cf .- 8 = a

. R2VA +X(R) - ~:



104

(4')

6, Lösung eines mechanischen Problems,

Um aus den Geschwindigkeiten des Beweglichen d1'1ldt
und l' d CfJll d t im Moment des Stoßes aber vor demselben, die
Geschwindigkeiten dr Idt und rdep Iclt im Moment nach dem
Stoße zu finden, heiße u der Winkel zwischen dem Radius
vektor l' und der im Punkte, .dessen Koordinaten l' und ep
sind, an die fixe Kurve nach der Seite, wo 0 liegt, gezogenen
Normalen; dann findet man wie im vorigen Falle aus den für
den elastischen Stoß geltenden Gleichungen:

d1'1 d1' (2 . 2) 2 ' dcp ,dt = -. dt cos u - sm er, + 1 ([f sm ct cos ct ,

d CPt 2 dr , d cP (2 . 2 )1'1 ---a:t = d:i' sm u cos ct + l'dt cos ct - sm ct ,

Aus der Gleichung der fixen Kurve R = 'I.p ((j,J) ergibt
sich tgu='l/J'(ep)/'l/J(ep); daher wenn ich statt'l/J(ep) und 'l/J'(ep)
einfach 'l/J und 'l/J' schreibe:

1/,2 _ 1/1'2

cos2 a - sin 2 er, = 't' 't'
'l/J2 + 'I/J'2 ,

, 1/1 'I.f1'sm er, cos er, = -.---- ,
'l/J2 - '!fJ'2

(5')

bleibt vollkommen unverändert; aber es wird:

____2-.:..'If1.' a.==-_
(1/12 + 1/1'2) 1I.A +x ('!fJ) - ;:
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Aus den Gleichungen (3') und (4') aber ergibt sich:

dcp 1//!VA. + X (1/1) - ~
([8="1/ 2

1/12 V .A + X (1/1) - :2 - a'l/1'

(
d 81 ) = 1 _ at 1/1'
dcp 4' 1/ - - a '

. '1/12 V .A + X (1/1) - 7
oder, indem man noch statt a1 seinen Wert substituiert:

de
t

a\ 1/1' 2'1/12 'lJl'2V~ +X (1/1) - ~~ + tp'('lJl2_'lJl'2)a
( d cp t, = 1 - ~rt = 1 - . - a

2
----.

'1/1 (ft 1/12('1/1'2- 1/12)"V.A +X (1/1) - 1p2 +2'1/121p' a

Die Substitution aller dieser Werte liefert wieder da] dCI =da de.
Es muß daher auch für diesen allgemeineren Fall die .Anzahl
den Bahnen, für welche der Wert von a zwischen a und
a + da und der von e zwischen e und 8 + d C liegt, proportional
da desein. Die Konsequenzen dieser Gleichung sind dieselben,
wie im früheren spezielleren Falle.



7.

Über die Festigkeit zweier mit Druck
übereinandergesteckter zylindrischer Röhren.

(Wien. Bel'. 59. S. 679-688. 1869.)

Es sei ein hohler Zylinder aus einem homogenen und
isotropen elastischem Materiale gegeben. Ein Querschnitt senk
recht zu seiner Achse sei ein Kreisring , begrenzt von zwei
konzentrischen Kreisen mit den Radien r 0 und 7'1' Auf die
ganze innere Mantelfläche des Zylinders wirke eine konstante
normale Druckkraft, deren Intensität bezogen auf die Flächen
einheit Po sei; ebenso wirke auf die äußere Mantelfläche die
normale Druckkraft PI' Auf die beiden senkrecht gegen die
Achse gelegenen Endfiächen endlich soll eine beliebige eben
falls normale Zugkraft q wirken. Betrachten wir nun irgend
einen Punkt des Zylinders, dessen Entfernung von. der Achse
des Zylinders r und von der Grundfläche desselben z ist, so
ist die Projektion der Verschiebung, welche derselbe infolge
der von den Kräften Po' PI und q hervorgebrachten Deformation
des Zylinders erleidet, auf die Richtung der Geraden r

(1) _ A+2!-l PO r6-Pl rr _ Aqr (po-Pl)r3 r i
f! - ~ ft (3), + 2 ft) rr - r~ r 2 ft (3), + 2 p.) + 211' (ri - r~)r' .

Die Projektion derselben Yerschiebung in der Richtung
der Achse des Zylinders aber ist

(2) r [(). + 11') q ). Po r~ - Pl rr]
~ = 11' (3 ). +~ - 11' (3 I. + 2 11') rr=-;r- z.

hund p, sind die von Lame eingeführten Elastizitäts
konstanten. Legen wir ferner durch denselben Punkt drei
Flächenelemente, von denen das erste senkrecht auf der. Ge
raden T, das zweite in der Ebene dieser Geraden und der
Achse des Zylinders, das dritte endlich senkrecht auf

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 6. S. 82. 22. April 1869.
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der Achse des Zylinders steht, so wirken ~\'uf alle diese
Flächenelemente die im Zylinder geweckten elastischen Kräfte
normal, und zwar ist die Intensität der elastischen Kraft, die
auf das erste Flächenelement wirkt und die ich kurz als die
radiale Hauptspannung bezeichnen will, bezogen auf die
lflächeneinheit:

R = Po r~ - PI ri _ (Po - Pl)?'6 ?'i 2..
'1'1 - ?~ ri - rij . r 2 •

Die Intensität der elastischen Kraft auf das zweite Flächen
element, die ich als die peripherische Hauptspannung be
zeichnen will, wird sein:

(p = Po?'B - 7Jl ri + (Po- Pt)?'Ö ri .~.
ri -rB ri - r~ r2

Endlich die Intensität der elastischen Kraft, welche auf
das dritte Flächenelement wirkt und die ich als die axiale
Hauptspannung bezeichne, ist Z = q.

In der Praxis ist gewöhnlich Po weit größer als PI; in
diesem Falle wird (1) eine Zugkraft und hat seinen größten
Wert für r = 1'0' also an der Innenwalld des Hohlzy1inders.
Derselbe ist:

(3)

Setzt man (])o gleich der auf der Flächeneinheit bezogenen
Zugkraft, welche das Material gerade noch zu ertragen vermag,
also der %ugfestigkeit des Materials A, so erhält man die
Gleichung:

(4)

aus der bei gegebenemro, 1\ und PI (letzteres z. B. gleich dem
Drucke einer Atmosphäre) jener innere Druck Po bestimmt
werden kann, welchen die Röhre gerade noch zu ertragen
vermag. Es kann aber auch aus ihr bei gegebenem Po und PI
jene Grenze bestimmt werden, unter welche das Verhältnis 1'1: 1'0

nicht sinken darf, damit die Röhre die gegebenen Druckkräfte
auszuhalten vermöge. Für Po = A + 2 Pl wird dieses Ver
hältnis unendlich, für größere Po imaginär; wenn daher der
von innen auf die Röhre wirkende Druck die Grenze A + 2PI
überschreitet, so vermag sie denselben, selbst wenn man
ihre Wände noch so stark macht, nicht mehr zu ertragen.
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Die Ursache hiervon liegt darin, daß den größten Teil des
von innen wirkenden Druckes die nahe an der Innenwand
liegenden Schichten zu ertragen haben, während die weiter
nach außen liegenden Schichten in immer kleinerem und
kleinerem Maß davon affiziert werden, weshalb die .F'estigkeit
des Rohres durch sehr weit von der Innenwand entfernt hin
zugefügte Sc4ichten nicht mehr erheblich gesteigert werden
kann. Dieser Umstand ist namentlich bei der Konstruktion
von Kanonen sehr unangenehm. Größere Gasspannungen als
die Zugfestigkeit des Materials mehr zwei Atmosphären, die
in diesem Falle wohl' zu vernachlässigen sind, vermag das
Geschützrohr selbst bei beliebiger Dicke nicht zu ertragen.
Man hat, um diesem Übelstande abzuhelfen, Geschütze kon
struiert, welche aus zwei konzentrischerl mit einem gewissen
bruckeübereinandergepreßten zylindrischen Röhren bestehen.
Die innersten Schichten des Geschützrohres sind infolge dieser
Einrichtung im ursprünglichen Zustande mit einer gewissen
Kraft zusammengepreßt und vermögen daher einen ,größeren
Druck nach außen zu ertragen.: Die äußeren Schichten sind
allerdings schon im ursprünglichen Zustande gedehnt; allein
da sie nur einen geringen Teil des von Innen wirkenden
Druckes Po zu ertragen haben, so kann die Einrichtungsö
getroffen werden, daß sie nebst, ihrer ursprünglichen Dehnung
doch auch noch den von dem. neu hinzugekommenen Drucke Po
auf sie entfallenden Teil auszuhalten vermögen. Ich habe im
vergangenen Wintersemester in meinen .Vorlesungen über
Elastizitätslehre als Beispiel die Bedingungen untersucht, unter
welchen ein derartiges' System zweier übereinandergezogener
zylindrischer Röhren das Maximum der Widerstandsfähigkeit
besitzt, und glaube wegen der Wichtigkeit, die dieses Problem in
der Praxis erlangt hat, meine Rechnungen hiermit veröffentlichen
zu sollen. Betrachten wir zwei derartige übereiuandergeschobene
z.ylindrische Röhren; der Radius' des inneren Querschnittes
der inneren Röhre sei 1'0 = va, der des Querschnittes, wel
cher beiden gemeinsam ist, sei Vß, endlich der Radius des
äußersten Querschnittes sei 1'1 = "Vy. Im ursprünglichen Zu
stande möge das äußere Rohr das innere, mit einem Drucke C
bezogen auf die Flächeneinheit, zusammenpressen, während auf
die ganze Außenfläche unseres Doppelrohres ein kleiner Druck B,
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(6)

z. B. der einer Ätmosphäre lastet. Es 'verwancUe sich nun
der Druck auf die innere Fläche 'unseres Rohres in Po, der
auf die äußere Fläche in PI' der auf die beiden Endflächen
in Q (im speziellen Falle der Kanonen bedeutet Po die. Gas
spannung, Pi und Q aber werden gleich B). Nehmen wir
nun an, daß in dem neuen Zustal1de der äußere Zylinder mit
einer Kraft X auf den inneren drücke, so können wir auf
jeden der beiden Zylinder die obigen Formeln anwenden, und
zwar haben wir für den inneren Zylinder zu setzen:

Po = Po, PI = X, q = Q, r~ =ct, r~ = ß.
Für den äußeren Zylinder aber ist zu setzen:

Po = X, PI = PI' q= Q, 1'~ = ß, ri = y.

Die Substitution dieser Werte in die Gleichung (3) liefert
uns als größte peripherische Hauptspannung für den inneren
Zylinder

(5) . (p = Po({J + (X) -_~ X{J
o ß- (X

und für den äußeren Zylinder:

q; , _ X er + ß) - 2 Pt r
0- r-ß .

Die Unbekannte X ist dadurch bestimmt, daß die Radial
verschiebung ()o, welche die Punkte der äußeren :Mantelfläche
des inneren Zylinders infolge des Äuftretens der Kräfte Po
und PI erleiden, gleich sein muß der radialen Verschiebung()~

der Punkte der inneren Mantelfiäche des äußeren Zylinders
infolge des Äuftretens derselben Kräfte. Es ist aber hierbei
auf die innerste Fläche der Druck Po - B, auf die mittlere
der Druck X - 0, und auf' die äußerste der' Druck PI - B
hinzugekommen.
, Die Deformation, welche <liese neu hinzugekommenen

Druckkräfte hervorbringen, wird nach dem Prinzip' der' Super
position der Wirkungen gerade 80 groß sein, als ob dieselben
Kräfte einen noch undeformiertenelastischen Körper affizieren
würden; man findet daher ()o aus der Formel (1), indem man
darin setzt:

Po=PO-B,PI=X-O, q=Q-B, 1'~=ct, ri=ß, r2 =ß;
es ergibt sich:
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[
). + ~ .(Po - B) a - (X - 0) ß

!Jo = 2 !1l3 ). + 2~) fJ - a

(Po - B - X + 0) a ). (Q - B) ] l!f.j

+ 'J P. (fJ - a) - 2 P. (3 ). + 2 fl.) rß
und ()o' aus derselben Formel, indem man setzt:

Po = X - C, Pl = PI - B, q = Q - B, 1'~ = ß, ri = r, 1.
2 = ß·

Da das Material der zweiten Röhre im allgemeinen ein
anderes sein kann, so sollen ferner die Elastizitätskonstanten
desselben mit Jo' und p,' bezeichnet werden.

Man erhält dann:

(jo' = [ ).' + 3 p.' (X - 0) ß- (Pt - B) r
2 p.' (3 ).' + 2 p.') r - fJ

(X - 0 - Pt + B)r ),(Q- B) ]l/-ß+ 'J p.' (r :....7h-- - 2 p.' (3),' + 2 p.') r .
Die Gleichsetzung beider Werte liefert als Bestimmungs

gleichung für X:

f (x ß+ 11 a' + x' ß+ v' r) (X _ C)
ß-a r-ß

(7) 1= (x+ v)a (P _ B)+ (x' + <)r (P _ B) + (8" _ {j')(Q -B),
l (i-a 0 • r-ß I

wobei zur Abkürzung gesetzt wurde:

u = ). + 2 ~ u' _ ).' + 2_~ V __1_ v' = 1
~)d3 ). + 2 p.)' - 2!L' (3 ).' + 2 p.) , - 2p. , 2;1'

). , ).'

{} = 2 P. (3). + 2 p.)' {} = ~p.' (3 ).' + ~ p.') •

Die 'Einsetzung dieses Wertes für X in die beiden Formeln
für (]Jo und(]Jo' liefert sofort die Maxima der beiden peri
pherischen Hauptspannungen und läßt daher beurteilen, ob
eine Gefahr des Zerspringens oder bleibender Veränderungen
der Doppelröhre vorhanden ist. Dabei kann natürlich C auch
aus den Dimensionen der beiden Röhren vor dem Übereinander
schieben bestimmt werden. Es ist, wenn 0 die Differenz des
äußeren Radius des inneren und inneren Radius des äußeren
Zylinders bedeutet, 0 gleich der Summe der durch die Kraft C
hervorgebrachten radialen Verschiebungen der Außenfläche
des inneren und der Innenfläche des äußeren Zylinders, daher

o = (::..f1 + v a + x' ß+ p' r) 1119 C.
ß-a r-ß
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Ich will mich nun mit der Frage beschäftigen, unter
welchen Bedingungen das System das Maximum der Festigkeit
besitzt, wenn a und y und natürlich das Material beider
Röhren gegeben ist. Es ist evident, daß hierzu erforderlich
ist, daß die beiden größten peripherischen Hauptspannungen (/)0

und Wo' zu gleicher Zeit jene Grenze erreichen, welche das
:Material der Röhren gerade noch zu ertragen imstande ist.
Denn würde diese Grenze für die eine Röhre früher als für
die andere erreicht, so könnte man alles andere unverändert
lassen und nur die Dicke dieser Röhre so lange verringern,
bis auch sie bis zu jener Grenze angestrengt würde, die sie
gerade noch zu ertragen vermag. Es könnte daher bereits für
geringere Röhrendicke eine Konstruktion von gleicher Festigkeit
und daher auch für diese Röhrendicke eine Konstruktion von
größerer Festigkeit gefunden werden. Nennen wir die Zug
festigkeit der inneren Röhre A, die der äußeren A', so er
halten wir daher für die günstigste Konstruktion gleichzeitig;

{

A::::: Po (ß ~ ~ : 2 X ß,

(8) A' _ X(ß + r) - 2 Pt r
·LL- r-ß .

Die Elimination von X aus diesen Gleichungen liefert:

(9) (ß - a)(ß + y)A + 2ß(y- ß)A'- (ß + a)(ß+y)PO+4ßyP2&::: O.

Diese Gleichung kann dazu benutzt werden, um bei ge
g;.ebenem a, y, A, A' und PI die Größe ß so zu bestimmen,
daß Po, d. h: der Druck, den das Doppelrohr gerade noch zu
ertra~en vermag, ein Maximum wird. Es folgt nämlich aus
derselben, wenn man die erwähnten Größen als ,konstant ansieht:

dP
(ß + a) (ß + y) d /

= (2 ß- ct + y) Li - (4 ß- 2 y) A' - (2 ß+ a + y) Po + 4 Y PI'

daher für das Maximum von Po: I

(10) (2ß-a+y) A - (4 ß - 2 y)A' - (2ß +a + y)Po+ 4y PI = O.

Die Elimination des Po aus dieser und der Gleichung (9)
aber liefert für ß:

(aß2 + 2ay ß + ay2)A - (aß2 + 2rß2+ 2raß - ay2)A'

- 2y(ß2 - ar)PI = 0,
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welche Gleichung auch so geschrieben werden kann:

u(ß + r)2(A - A') - 2r(ß2 - ul')(A '+PI) = O.

Für A = AI, wenn also die Festigkeit des Materials beider
Röhren gleich ist, ergibt sich daher:

ß= Va r = 7'07'1 ;

in diesem Falle ist es daher am vorteilhaftesten, den mittleren
Radius gleich dem geometrischen Mittel des äußersten und
innersten zu wählen. Sind A und .A. I verschieden, so erhält
man fUr ß folgenden Wert:

--::----:------::-::--~

(11) ß - ar ± Vabr(r- a) + b2a r
- . b - a '

wobei zur Abkürzung gesetzt wurde:

u(A - AI) = a, 2r(A'+ PI) = b.

Dieser Ausdruck liefert für ß einen Wert, der zwischen
den Grenzen r undu liegt, solange A zwischen den Grenzen

r + a A'+ r -"a p
2a 2a- 1

und
a2 + 4ar -r2 A'- 2r(r - a) p

(a + r)2 (r + a)2 . 1

liegt. Ein Wart außerhalb der Grenzen u und r hat natür
lich keine Bedeutung; wenn daher die beiden Festigkeiten A
und AI noch mehr voneinander verschieden sind, so kann durch
Konstruktion einer derartigen Doppelröhre überhaupt kein Ge
winn erzielt werden, sondern es ist vorteilhafter, das ganze
Rohr bloß aus dem festeren Materiale zu konstruieren. Dabei
ist natürlich vorausgesetzt, daß das Material nicht durch die im
Innern auftretenden Druckkräfte zerstört werde; die Bedingung
hierfür wäre leicht aufzustellen; ich will dies jedoch unterw

hissen, da ja diese Gefahr meist nur sehr gering ist, indem
die Druckfestigkeit der Materialien ihre Zugfestigkeit immer
weit übertrifft. Den Wert des Po' also des größten inneren
Druckes, den die Doppelröhre zu ertragen vermag, .findet man,
indem man in die Gleichung (10) den für ß gefundenen Wert
substituiert. , Für den Fall, daß A =A' ist, ergibt sich dann:

P 4r . 4rt p
o = (~+1Ir)2 (Li + PI) - .A.. = (1'1 + 1'0)2 (A + 1) - Li.
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Die. folgende. Tabelle mag zur Veranschau1ichung des
Effektes der Benutzung zweier Röhren aus gleichem Materiale
dienen. Die erste Kolumne derselben enthält das Verhältnis
des äußeren Röhrendurchmessers 21'1 zum inneren 21'0' die
zweite die größte 'Gasspannung, welche ein einfaches Rohr
von diesen Dimensionen zu ertragen vermag, berechnet nach
Formel (4), die dritte die größte Gasspannung, welche das
Doppelrohr bei der vorteilhaftesten Konstruktion zu ertragen
vermag, berechnet nach der lPormel (12). Der Druck auf die
äußere Oberfläche des Rohres ist dabei als sehr klein ver
nachlässigt.

00. .A 3.A

4 0,882.A 1,560.A
3 0,800.A 1,250.A
2 0,600.A 0,778.A

1,5 0,3:35.A O,440.A

1,2 0,180 A 0,190 A

Das Maximum der - freilich erst hei unendlicher Röhren
stärke - erzielbaren Festigkeit ist daher bei der Doppelröhre
dreimal so groß als bei der einfachen.

Ist der äußere Radius doppelt so groß als der innere, so
verhält sich die Festigkeit der Doppelröhre zu der der ein
fachen noch etwa wie 4 : 3. Für geringe Röhrendicken dagegen
wird der Vorteil unerheblich; denn setzen wir in Formel (12)
1'1 = 1"0 + r{ und vernachlässigen alle Potenzen von f? bis auf
die erste, so erhalten wir

Po = ....f- A + PI .ro

Denselben Wert liefert in diesem Falle auch die Formel (4)
für Po' Die Ursache hiervon ist leicht einzusehen; es sind
nämlich dann alle Schichten nahe gleich angestrengt und es
fällt der Vorteil, der sonst darin bestand, daß man die Über
anstrengung der inneren Schichten durch größere Anstrengung
der äußeren vermied, fort. Die hier berechnete Festigkeit ist
natürlich nur anwendbar, wenn der Druck C, mit welchem die
beiden Röhren zu Anfang übereinander geschoben wurden, so

Boltzmann, Gesammelte wissenscb. Abhandl. 1. 8
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gewählt wurde, daß das vorausgesetzte Maximum der Festig
keit wirklich erreicht wird, was in der Ausführung noch seine
Schwierigkeit haben· dürfte. Es ist dieser günstigste Wert
von 0 durch die Gleichung (7) bestimmt, wobei der Wert von X
aus einer der Gleichungen (8), der von Po aus der Gleichung (10),
der von ß aber aus der Gleichung (11) zu nehmen ist. Es ist
bemerkenswert, daß derselbe auch gleich Null sein kann.

Ist das Material beider Röhren dasselbe, so ist

ß .. P - 4rr (A .p) A X r1 - ro A 2r1 p= 7 0 71 , 0 - (-)2 Li. + 1 - Li., = -- Li. +-- 1r1 + ro r1 + ro r1 + ro

und':wird in der Gleichung (7) ,,' = x, v' = v.
Ich habe ferner bereits bemerkt, daß für die Kanonen, weil

sowohl auf elie äußere Oberfläche derselben, als auch auf ihre
Endflächen b10ß die atmosphärische Luft drückt, PI = Q = B
wird. Unter diesen Beschränkungen liefert die Gleichung (7),
nachdem sie mit

(u + 11) ß(r - IX)
(ß - IX) (r - ß)

dividiert worden ist:
X - 0 = IX (r - ß) (P - B) .

ß(r - IX) 0

Die Substitution der eben bezeichneten Größen aber liefert:

C = r1 er1 ,.- ro)2..A. + (2 r~ + ri 1"0 + 4r1 7'6 + rg) B .
(r1 + ro)3

Es ist noch von Interesse, die Verschiebung ~ der Teilchen
des inneren Zylinders und ~' der Teilchen des äußeren Zylinders
parallel der Achse desselben zu suchen.

Die Gleichung (2) liefert, indem man darin dieselben Sub
stitutionen wie früher in der Gleichung (1) macht:

~ = [ (A. + f-L) (Q - B) _ A (Po - B) IX _. (X - 0) ßJ z
f-L(3~ + 2f-L) f-L(3). + 2[1) ß- IX '

i"'= [(A'+l-t')(Q-B) _ 'A' (X-O)ß-ePl- B)r]
!:l [1'(3).'+2f-L') f-L'(3A.'+2f-L') r-ß z,

wobei noch für X - 0 sein Wert aus der Gleichung (7) zu
substituieren ist. Die Werte von , und " sind daher im all;.
gemeinen ungleich; es wird daher noch ein Fortgleiten beider
Röhren längs einander stattfinden, oder falls dies durch die
gegenseitige Reibung verhindert ist, eine innere Spannung ein
treten, welche jedoch elie betrachteten Zustände nicht bedeutend
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modifiziert. Nur wenn die Elastizitätskonstanten der beiden
Röhren vollkommen gleich sind, wird auch' allgemein gleich ".
In ,diesem Falle erhält man nämlich aus der Gleichung (7):

X _ C = IX (r - (J) (Po - B) + r (ß - IX) (Pt - B)
(J(r - a)

und dieser Wert liefert In unsere Ausdrücke für ~ und "
substituiert:,= C' = [ (), + p,)(Q - B) . ), IX (Po - B) - r(Pt - B)] z .

- p, (S)' + 2p,) P, (S)' + 2p,) r - IX

Diese Gleichheit der Werte , und " war übrigens schon nach
dem Prinzip der Superposition der Wirkungen zu erwarten,
indem ja die beiden Zylinder, wenn sie von einerlei Material
sind, durch neu hinzukommende Kräfte genau in derselben
Weise, wie ein einziger deformiert werden.

In der Tat ist diese Formel für' = " vollkommen identisch
mit der Formel (2), wenn man darin die für unseren Fall
geltenden Werte substituiert.1)

1) Als ich diese Abhandlung bereits dem Drucke übergeben hatte,
kam mir eine Abhandlung von Gadolin über dasselbe Thema zu Ge
sicht. Die von demselben für die Festigkeit des Doppelrohres im all
gemeinen, sowie für die Bedingung der größten Festigkeit, wenn beide
Röhren aus demselben Materiale sind, gefnndenen Gleichungen fallen
mit den hier entwickelten zusammen, wenn man statt 0 die Größe
~ = 0IVß einführt. Die Bedingungen der größten Festigkeit, wenn das
Material ein verschiedenes ist, hat er nicht der Rechnung unterzogen.

8*



8.

Über die elektrodynamische Wechselwirkung der Teile
eines elektrischen Stromes von veränderlicher Gestalt. 1

(Wien. Bel'. 60. S.69-87. 1869, u. Schlömilcbs Z. S. 15. S. 16 ff. 1870).

Ampere gründete sein Gesetz für die Wechselwirkung
zweier. Elemente eines elektrischen Stromes auf qualitative'
Versuche. Seitdem fand dieses -Gesetz durch die schönen
quantitativen Versuche Web ers eine ausgedehnte Bestätigung.

Allein Weber operierte bloß mit sog. Solenoiden, prüfte
also bloß die Wirkung fester geschlossener Ströme auf andere'
feste geschlossene Ströme (wenigstens solcher, welche für das
Experiment als in sich geschlossen angesehen werden konnten).
Es erschien mir daher nicht ohne Interesse zu sein, die Wechsel
wirkung der Teile eines Stromes auch in Fällen quantitativ
zu bestimmen, wo nicht jeder der festen Teile für sich bereits.
als ein geschlossener Strom angesehen werden kann. In diesen
Fällen ist der quantitativen Bestimmung namentlich die große
Zähigkeit des Quecksilbers hinderlich, das man als Verbindungs
mittel der beweglichen Stromteile nicht entbehren kann. Ich
untersuchte, um diesen Übelstand möglichst zu vermeiden,
einen Strom von unveränderlicher Länge, aber veränderlicher
Gestalt, so daß also Gleitstellen gänzlich vermieden wurden
und sich die beweglichen Stücke an den Verbindungsstellen
bloß im Quecksilber zu drehen brauchten. Die Reibung in
demselben war auf diese Art freilich nicht ganz vermieden..
aber sie erschien doch auf ein Minimum reduziert.

I. Beschreibung des Apparates.

Der Apparat, den ich zu diesem Zwecke anwandte, ist in
Fig. 1 schematisch dargestellt. Die beiden Linien GELl und

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 6. S.114. 10. Juni 1869.
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H F IJ sind Kupferdrähte, die auf einer passenden hölzernen
Unterlage festgemacht sind. Die Enden G und H der·
selben .werden mit den Polen einer Batterie verbunden. Die

.lJ

r,L

c

Fig.l.

Stücke G E und 11F laufen parallel und befinden sich in
möglichst geringer Entfernung. Die Stücke E A und F D da·
gegen sind so gebogen, daß sie in eine und dieselbe horizontale
Linie A J) fallen. .

Dieselben sind an den. Enden A. und J) etwas nach ab..
wärts gebogen und tragen daselbst je ein kleines Kupfer
schälchen. A Bund CJ) sind ebenfalls zwei an den Enden
etwas nach abwärts gebogene Kupferdrähte. Die Enden B
und C· derselben tragen zwei Kupferschälchen vOn derselben
Beschaffenheit, wie die der früher betrachteten Drähte. Die
Enden A. und IJ dagegen sind mit einer feinen Stahlspitze
versehen, welche in den Schälchen A und J) aufruht.

Um die Reibung der Stahlspitze zu vermindern, ist jedes
der Kupferschälchen in der Mitte durch-
bohrt und in dasselbe ein Granathütchen,
wie man dieselben bei Bussolen ver- ~~
wendet, eingelegt. Fig. 2 gibt einen Fig. 2.
Querschnitt des Schälchens bei IJ samt
der darin ruhenden Spitze. Die Kupferdrähte AB und CJ)
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sind an zwei hölzernen Stäben I Kund L JltI befestigt, welche
bei K und 1ft mit passenden Gegengewichten versehen sind"
so daß sie bei horizontaler Lage von A Bund GIJ auf den
Spitzen A und JJ balancieren. Be ist ebenfalls ein an seinen
Enden mit 8tahlspitzen versehener Kupferdraht, welcher genau
in derselben Höhe in den Schälchen Bund C balanciert; er
trägt bei lV etwas tiefer ein Gegengewicht.

Um die Reihung zu vermindern, sind an den Holzstähen I K
und L M bei .t1 und lJ Kokonfäden befestigt, welche über eine
Rolle laufen und an dem anderen Ende so gewählte Gewichte
tragen, daß auf die Spitzen A und]) nur ein ganz kleiner
Druck nach abwärts .übrig bleibt. Die Länge der Linien
AB, B C, ClJ und lJ A beträgt 338 1/ 2 mm, die Dicke der
Drähte etwa 2 mm. Die Schälchen wurden nun so weit mit
Quecksilber gefüllt, daß der Strom direkt vom Schälchen in
die Kupferdrähte übergehen konnte und die Stahlspitzen nicht
zu durchlaufen brauchte, weil dieselben sonst durch die starken
angewandten Ströme gelitten hätten. Werden nun. die Draht
enden G und li mit den Polen einer Batterie in Verbindung
gesetzt, so durchfließt derStrom die Kupferdrähte in der durch
die Pfeile angegebenen Richtung. Man sieht, daß die vom
Strome durchflossene Figur ein Rhombus ist, in welchem bloß
die Winkel der Seiten variabel sind. Umfließt der Strom den
Rhombus von West über Nord nach Ost, so sucht sowohl
die Einwirkung des Erdmagnetismus als auch die Wirkung des
Stromes den Rhombus in ein Quadrat zu verwandeln. Hat
dagegen der Strom die entgegengesetzte Richtung, so kehrt
sich die Einwirkung des Erdmagnetismus um, während die des
Stromes auf sich selbst unverändert bleibt. In diesem Falle
ist das Quadrat eine labile Gleichgewichtslage und die stabile
tritt bei irgend einem anderen Winkel ein. Derselbe wächst
mit zunehmender Stromstärke, bis er endlich bei sehr großer
Stromstärke gleich einem rechten wird, wo dann die labile
Gleichgewichtslage aufhört, was durch die späteren Rechnungen
begründet werden soll.

Alle diese Erscheinungen zeigen sich bei der großen Be
weglichkeit des Apparates schon recht auffällig bei Anwendung
von 6 Sm eeschen Elementen, und dürfte sich daher der Apparat
bei seiner leichten Herstellba,rkeit auch 'als elektrodynamischer-
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Vorlesungsapparat gut eignen, wobei vielleicht noch die Granat..
hütchen und Äquilibrierung durch die Rollen weggelassen werden
könnte. Zum Zwecke der Messung war natürlich eine Kraft
nötig, welche den Rhombus in eine bestimmte Lage zu bringen
suchte. Es wurde zu diesem Zwecke an den Holzstab L Jl{
auch im Punkte S in der Entfernung von 98 1/ 2 mm von.D ein
Kokonfaden und vertikal. unter demselben ein Gewicht von
lOg befestigt.

Das andere Ende des Kokonfadens wurde an einem
horizontalen Stabe festgemacht, der um eine vertikale Achse
drehbar war. Die Achse wurde außerdem noch mittels eines
Se~kels vertikal über die tiefste· Stelle des Schälchens ]) ge
stellt. Das Gewicht sucht dann immer vertikal unter dem
oberen Befestigungspunkt des Kokonfadens zu stehen und hält
daher den Rhombus in einer bestimmten Lage mit einer be
stimmten Kraft fest, welche Lage jedoch durch Drehung des
Stabes, an dem der Kokonfaden festgemacht war, beliebig
variiert werden konnte.

Es ist natürlich, daß dann der Winkel des Rhombus durch
die elektrodynamischen Kräfte nur unbedeutend verändert wurde.
Um diese Winkelverän~erungen mit Genauigkeit messen zu
können, war am HolzstabeL JI[ im Punkte 1J ein kleiner
Spiegel angebracht, auf den mittels eine s }l'ernrohres visiert
wurde. Der Spiegel war außerdem no eh um eine vertikale
Achse gegen den Holzstah drehbar. Der ganze Apparat befand
sich,' um gegen den Luftzug möglichst geschützt zu sein, in
einem allseitig verschlossenen Kasten, der nur für den Spiegel
ein mit einer planparallelen Glasplatte verschlossenes Loch
hatte. Ich bemerke noch, daß der Draht A.D direkt mittels
einer Libelle, die übrigen Drähte aber durch Verschiebung
der Gegengewichte auf den Holzstäben unter Vergleichung mit
nahe anliegenden, mittels Libelle horizontal gestellten Stäben
horizontal gemacht wurden.

Il~ .Theorie (leI' auf den Rhombus wirkenden Kräfte.

Ich will nun zur Berechnung der an diesem Apparat zu
beobachtenden Erscheinungen übergehen. .

Ich will zu diesem Zwecke die Länge einer Seite de.s
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y

Fig.3.

.J'[ vt.,..-J. .lf_' :.D

. '.

Rhombus .A B = l setzen (vgl. Fig. 3); ich nehme an, daß auf
ein Längendifferential d SI der Seite AB, das sich in der Ent
fernungs1 vom Punkte A befindet, infolge der elektrodynamischen
Kräfte die Gesamtkraft R1 d SI' auf ein Längendifferential d ,'12

der Seite B C die Gesamtkraft R2 d s2 und auf ein Längen
differential dS3 der Seite 0 lJ in der Entfernung s3 von .D die.
Gesamtkraft Rs d s3 ausgeübt werde. Außerdem wirkt noch

auf den Punkt 8 die
:0 .. ,..-----------y C

.II horizontale Komponente
Q des Zuges des da
selbst angehängten Ge
wichtes in einer Rich
tung senkrecht auf ClJ.
Der 'Vinkel der beiden
Geraden AB und .A lJ
soll a. heißen. Ver
gräBern wir denselben

um /5ce, so soll das Element dS l die virtuelle Verschiebung 0Pp
das Element d 82 die Verschiebung 0P2' das Element d .'13

die Verschiebung 0P3' endlich der Punkt 8 die Verschiebung 0 q
erleiden..War der Winkel ce eine Gleichgewichtslage, so muß
'die Gleichung bestehen:

L Z L

.r I?1 d SI (iPI + f Pz d 82 0Pz + f P3 d 830Ps + Qc)' q =0,
u 0 0

worin mit PI,PZ und Ps die Komponenten der Kräfte E p Hz
und R3 in der Richtung der virtuellen Verschiebungen 0Pp (iP2
und 0 Ps' also in einer Richtung senkrecht aufA B oder 0 IJ
bezeichnet wurden. Dieselben, sowie die Kraft Q, sollen positiv
gezählt werden, wenn sie die durch den Pfeil y z Fig. 3 dar
gestellte Richtung, negativ, wenn sie die entgegengesetzte
Richtung haben.

Setzt man in diese Gleichung die Werte:

(JPl = SI 0 ce, 0P2 = l 0 ce, v'Ps = Ss v' a, ()' q = m (i a

ein, wobei m die Länge des Stückes ]) S ist und dividiert'
durch [) a weg, so ergibt sich:
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Die Kräfte p] cis], P2ds2 und Ps dss bestehen aus zwei Teilen;
-der Komponente der Einwirkung des Erdmagnetismus LI) d SI'

.A.2 d S2 und As d s3 in der Richtung y z, und' der Komponente
-der Wirkung des Stromes auf das betreffende Stromelement
in derselben Richtung.

Vom Erdmagnetismus wirkt auf ein horizontales Strom
·element d s in horizontaler Richtunghloß die Vertikalkomponente,
und zwar mit der Intensität Vi d s / V2" gegen die Linke einer
mit dem Gesichte nach abwärts im Strom schwimmenden Figur.
In dieser Formel bedeutet V die Intensität der Vertikal
komponente , i die Stromintensität, gemessen in elektro
,dynamischem Maße. Diese Wirkung fällt, wenn der Strom von
.der Intensität i den Rhombus in der Richtung von West über
Nord nach Ost durchfließt, für die Seite AB mit der Richtung y z
.zusammen. Man hat daher:

Vi
A] d s] = y_ d s) •

2

Für die Seite CIJ ist sie der Richtung y z entgegen
gesetzt, daher

Vi
Asdss = - V:r dss '

Für die Seite Beschließt sie mit y z den Winkel Cl ein;
es wird also:

Vi
.112 d S2 = V2" cos a d 82 •

Die Glieder, welche der Erdmagnetismus in die Gleichung (1)
liefert, sind daher:

(2)

l l l

Vif d Vi l eos Ctfd Vif d ViZ2 eos a
l~ SI SI + Y .92 - y- Ss ·l1s = -,/?-'
/2 2 2 y""

U 0 0

Um die Wirkung des Stromes auf sich selbst zu rechnen,
will ich den Draht AB mit 1, den Draht Be mit 11, den
Draht C1J mit 1IT und den Draht A IJ mit Ir bezeichnen
und die Glieder gesondert betrachten, welche die Wirkung
eines jeden dieser Drähte auf jeden anderen liefert. Es seien
:zunächst in Fig. 4 L Mund MN zwei im Punkte M zusammen
stoßende Drähte, welche von einem Strome in der durch die
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Pfeile angezeigten Richtung durchflossen werden und mit
einander den Winkel ßbilden. Die Abstoßung der Elemente d's

11

h/
I
fJ \,

.M ~'-::---'-:tn-+-'-------: ..L

Fig.4.

und d s' in den Entfernungen sund s' von M ist nach dem
Ampereschen Gesetze

i
2

d.'l d .'I' ( P. 3 (J (J' )P = r 2 COS fJ + "2 COS - cos ;

darin ist:
r2 = .s2 + S'2 - 2 SS' cos ß

(J s' cos ß- .'I (J' .'I COS fJ - .'I'
COS = --r--; COS = --r---;

es ist daher:

~dSd~( )P = 2r4 -- s2 COS ß - S'2 cos ß+ 3ss' - SS' cos 2 {J .

Für die Wirkung des Drahtes 117 auf I ist ß = u zu
setzen; die Komponente dieser Wirkung in der Richtung ?I Z

wird durch :Multiplikation mit S sin u / r gefunden und geht in
die Formel (1) mit s' multipliziert ein. Die Wirkung des,
Drahtes IV auf I liefert daher in die genannte Formel:

l l

i 2 sin aJ J '.'I .'I' ( - S2 COS (X - .'1'2 cos a+ 3 S .'I' -:-. .'I .'I' cos2
(X)

B~H=--- ds ds 6/.'
2, (S 2 + .'1'2 - 2 .'I .'I' cos a) 2

o U

Für die Wirkung des Drahtes 11 auf I. ist ß = 180 -- u
zu setzen) sund s' sind jetzt die Distanzen der Stromelemente
vom Punkte B. Dieselbe wird daher gleich:

i 2 d .'I ds' (S2 cos a + .'1'2 COS (X + 3.'1 .'1'_ .~ .'I' cos2 a)
(.'1 2 + 8'2 + 2 .'I .'I' COS a ) 2

Ihre Komponente in der Richtung y z, wird wieder durch
Multiplikation mit s sin u / r gefunden. Multipliziert man zu-
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dem noch mit dem Abstand des Elementes d s' von. LI, also
mit l:-;.. s', und integriert, so erhält man für den Ausdruck,
welchen die Wirkung des Drahtes 11 auf 1 in die Gleichung (1')
liefert

Z 1

B
21

= i 2 sin ~ rd s fd s' (l- s') S (S2 cos a + S'2 cas a + 3 8 S' - $ 8,' cos 2 IX) •

2 J' 'J I (82 + S'2 + 288' cos a) 5/2
, 0 0

Die Wirkung des Drahtes 11 auf 111 ist gerade so groß,
wie die von IV auf I,aber sie ist entgegengesetzt gerichtet
und mit l-s' statt s' zu multiplizieren; sie liefert daher:

l Z

B _ i 2 sin afd Jd .' (l-8') s (S2 cos a+ S'2 cas a- 38 S' + S 8' cos2 a)
23 - S s / '

2 (S2 + 8'2 _ 2 8 8' cos a) 5 2
o 0

Die Wirkung des Drahtes IV auf 111 ist gleich und ent..
gegengesetzt gerichtet der Wirkung von 11 auf I und mit i
statt l-s' zu multiplizieren; liefert daher

l 1

B __ i 2 sin (J.~d fd .' 88' (S2COS IX + S'2 cos a + 3 s s' - S8' COS2Ct) ,
43 - S S 5/

2 (S2 + 8'2 + 2 8 S' cos a) 2o 0

Die Komponenten der auf die Bogendifferentiale des
Drahtes 11 wirksamer Kräfte gehen in die Formel (1) mit l
multipliziert ein. Sie sind gleich und entgegengesetzt be
zeichnet mit den Komponenten der Wirkung des Drahtes 11
auf die übrigen Drähte. Es liefert daher die Wirkung des
Drahtes I auf 11:

l l

B = _ i 2 1sin a fd sfd S' S (S2 cos a + S'2 cas IX + 3 8 S' -5S S' COs
2 a)

12 2.J ' (82 + S'2 + 2 S s' cas IX) 12o U '

und die Wirkung von 111 auf 11:
l l

B i2l sin afd J'd ' s' (- S2 cos IX - S'2 cos IX + 3 S s' - 8 S' cos2
IX)= --- s S 5' ' •

32 2 . (82 + S'2 _ 2 S s' cos ce) /2
o 0

Die Summe aller dieser Ausdrücke ist:

B41 + BZ1 + B 23 + B43 + B12 + B32
l l

'2' Jd Jd ' s s' (- S2 cas IX - S'2 cos ce + 3 S 8' - 8 S' cas2
IX)

= Z SIn et s s 5/
(82 + S'2 - 2 S s' cas a) 2o 0

Z l

'2' f" d J'd' s S' (S2 cos a + 8'2 cos ce + 3 S s' - S 8' cos2 a)
- Z sm et s s . 51 •

(82 + 8'2 + 28 S' cos a) 2
o 0
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Es sind noch die Glieder zu bestimmen, welche die Wirkung
je zweier untereinander paralleler Drähte liefert. Seien in
Fig. 5 ds und d s' zwei Elemente der Drähte I und 111 in der

.B --------.--------------------- C--

Fig.5.

Entfernung sund s' von dem Funkte .J1 und IJ, so ist nach
dem Ampereschen Gesetze ihre Abstoßung:

i 2 d 8 d 8' ( )q = r 2 . 1 + t cos {} cos {}' ,

wobei
() 0' 1COS a + s' - scos = - cos' = ---

r

rB = [2 + (s' - s)2 + 2 l cos a (s' - s).

Nach Einsetzung dieser .Werte erhält man:

i2 d s d s' [ ]q =~- r 2
- f(lcos a + s'- S)2 •

Die Komponenten der Wirkung des Elementes ds' auf d s
in der Richtung y z ergibt sich durch Multiplikation dieses

Ausdruckes mit sin {} = 1sin a, die derWirkung des Elementes ds
r

auf d s' durch Multiplikation mit - 1sin a; erstere geht mit s,
r

letztere mit SI, multipliziert in die Gleichung (1) ein; es liefert
daher die Wirkung des Drahtes 111 auf den Draht I in die
genannte Formel:

1 1

13 B[' J J' r
2

- "~ (l cos a + .'I' - S)2
31 = i sm u s d s d s r5

o 0

und die Wirkung des Drahtes I auf 111 liefert:
1 1

1313 = i 2 l sin af d sf s' d s' __=-!.:--±JJlC1~ a +~ -~ .
o 0
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Die Abstoßung eines Elementes d s des Drahtes Ir auf
ein Element d s' des Drahtes 11 ist durch dieselbe Formel

i 2
d 8 d 8' [ ]q = --r2- 1'2 - t(l cos ()(, + S'- S)2

gegeben, in der jetzt s den Abstand des Elementes d s von A,
s' den des Elementes d s' von B bedeutet (Fig. 6).

S' .ds'.l5,,------::...--...,,..::::.:..r----, C
/ --""" 0' " I

/ --;' ,'/
I ,

I I

1

11
/

1 I

/ -t /,/

I I
, I

, I

I /

/\a I
.A t-..::..-J'--L.a..::.s-4-....,-----'

Fig.6.

Von dieser Kraft ist die Komponente in der Richtung y z,
also senkrecht auf i1 B zu nehmen. Bezeichnet f} den Winkel
der Verbindungslinie l' der Elemente d sund d s' mit .J1.1J, so
ist diese Komponente

. ( 0) q sin a (s' - s)- q sm ct - = - r '

wegen
f} 1cos a + s' - S • f} 1sin a

cos = l' .; sm = -r-'

Dieselbe ist noch mit l zu multiplizieren und zu integrieren
und liefert daher in die Gleichung (1):

l lB· '21' Ja Jd '( , )8/2 Cl cos a + s' - 8)2_ r
2

42 = ~ Sln ct s s s - s r5 •

o 0

Die Summe aller Glieder, welche die Wirkung zweier
paralleler Drähte in die Gleichung (1) liefert, ist daher:

B3I + B I3 + B42
l l

'2l' Jd Ja '( , )3 (l COS,a + s' - S)2 - 2 r'l= 1, Sln Cf, S S S - S r 5

o 0

. l l

'zl' Ja .Jd ' (s' - s) [Cl cos a + 8' - S)2 - 2 [2 siu2 a]= ~ Sin ()(, S S 5/ •
o 0 . [Cl cos a -+ s' - S)2 + l2 sin2 a] 2
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Die Integration liefert:

JJ d s d s' S s' (- S2 cos a - S'2 cos a +3 S S':- ss' cos2a)
(S2 + S'2 - 2 S s' cos a) 12

- S2 cos a - S'2 cos a + s s' (1 + cos2a)

sin2 aVs2 + S'2 - 2S5' cosa

daher, indem man das Zeichen von cos u verwechselt:

f Jd s d s' S S' (S2 cos + S'2 cos a + 3 S s' - ~S S' cos2a)

(S2 + S'2 + 2 S s' cos a) /2

S2 cos a + S'2 cos a + S s' (1 + cos ll a)

sin2 aVs2 + S'2 + 2ss'cosa

Die Einsetzung der Grenzen Null und I, sowie Multi
plikation mit i 2 sin u liefert:

JB41 + B21 + B" + B" + BI, + B"

(S) 1 = i 2 I sin u ( 4 :o~ + sin; __ cos; ).

sm
2

a 2 COS2~ 2 sin2~
2 2

Ferner findet man:

ff dsds' f(leosa + s'- S)2 - 2l2 sin2 a] (s:- s)

[(leosa + s'- S)2 + l2 ain2aJ /2

= log (I cos u + s'- s + V12 + (s' - S)2 + 2l cos u(l- s)

_ • 1cos a + s' - .'~ (1 + Cl cos a + s' - s) eos a) •
Vl2 + (s' - S)2 + 2 1cos a (s' - s) lain2a

Substituiert man in diesem Ausdrucke die Grenzen' Null
und I und multipliziert schließlich mit i 2 sin u, so erhält man:

r

BSI + BIS + B42

a(1 . a)(4) eos 2 + 8lU2

I= i 2 I sin u log
sin ; (1 + cos ; )

Faßt man nun die unter (2) gegebenen vom Erdmagnetis
mus stammenden, ferner die unter (3) gegebenen von der Ein
wirkung der gegeneinander geneigten Drähte herrührenden,
und endlich die unter (4) angeführten von der Wirkung der
parallelen Drähte herstammenden Glieder zusammen, so ver
wandelt sich die Gleichung (2) in folgende:
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v .[2. [ COS ; ( 1 + sin ;) j
ffS a + i'l 2 ctg IX + sin IX log. • ( " ) + Qm = O.

sm '2 1 + cos '2 '

Da die Veränderungen der Gestalt des Rhombus durch.
den Strom nur geringe, die Länge der Kokonfäden aber eine
ziemlich bedeutende war, so kann das von der Schwere her
rührende Moment Qnt proportional der durch den Strom her-:
vorgerufenen Veränderung des Winkels a gesetzt werden.
Nehmen wir daher an, dieser Winkel habe, bevor der Strom
,durchging, den Wert «0 'gehabt und sei durch die Einwirkung
des Stromes um LI U = fX. - Uo gewachsen, so kann Qm = - n 11 Cl

gesetzt werden.
Das negative Zeichen ist zu wählen, weil durch ein

Wachsen des Winkels Ot eine Kraft erweckt wird, welche den
selben zu verkleinern strebt, also der Richtung y z entgegen
wirkt. Setzt man noch:

Vl2 2l
---=a, -=b,Y2n n

was für alle Versuche konstante Zahlen sind, so ergibt sich
die Formel:

J \. COS~(1 + sin'!:"')
(5) \ LI IX = a ieos " + bi' ctg" + Sl;. log . : ( :) .

\ sm"2 1 + cos '2

III. Vergleichung ller gefundenen Formel mit der Erfahrung.

Um die gefundene Formel experimentell zu prüfen, wurden
dem Winkel Oto des Rhombus, wenn kein Strom durch dell~

selben ging, vier verschiedene Werte ,erteilt. Für jeden dieser
Werte wurde bei drei für einen bei vier verschiedenen Strom
stärken die Veränderung des Winkels LI Ot mittels der Spiegel
ablesung bestimmt, sowohl wenn der Strom von West über
Nord nach Ost, als auch wenn er in der entgegengesetzten
Richtung ging. Als Stromquelle dienten ein bis acht passend
verbundene Grovesche Elemente.

Es zeigte sich bald, daß der 'Strom innerhalb der Dauer
eines Versuches keineswegs als konstant betrachtet werden
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konnte. Ich schaltete deshalb außer dem Rhombus n09h ein:
in ziemlicher Entfernung 'befindliches Web er sches Galvano
meter in den Stromkreis ein, dessen :lVIagnet jedoch nicht durch
die dazu gehörigen Drahtrollen, die einen zu groBen Widerstand
gehabt hätten, sondern durch einen dicken, vom Strom durch
flossenen Messingring abgelenkt wurde.

An demselben wurde jedesmal gleichzeitig mittels eines
anderen Fernrohres die Stromstärke abgelesen. Die Genauig
keit, mit der die elektrodynamischen Kräfte am Rhombus ge
meEsen werden konnten, steht freilich weit hinter der Genauig
keit zurück, welche bloß an Kokonfäden aufgehängte Magnete'
gewähren (wohl hauptsächlich wegen der Zähigkeit des an
gewendeten Quecksilbers). Namentlich war zu beachten, daß,
man die Schwingungen des Rhombus nicht durch passendes
Öffnen und Schließen des Stromes rasch zur Ruhe bringen
durfte. In diesem Falle zeigte sich die Ruhelage immer um
einige Teilstriche im Sinne des früheren Ausschlages ver'
schoben. Es blieb wahrscheinlich im Quecksilber noch eine
kleine Deformation im Sinne des früheren Ausschlages zurück.
Denn von einem Steckenbleiben kann um so weniger die Rede
sein, da die Beweglichkeit des Rhombus so groß war, daß die
wirkliche Ruhe des Spiegels gar nicht abgewartet werden
konnte, sondern sein Stand aus mehreren Ausschiägen be
rechnet werden mußte.Wenn man dagegen die Schwingungen,
statt sie zu dämpfen, jedesmal noch etwas verstärkte, so zeigte
sich in den Ausschlägen sowie in der Ruhelage eine voll
kommen befriedigende Konstanz.

T..Jetztere wurde zur Vorsicht nach jeder Ablenkung separat
abgelesen und zum Schluß das Mittel als wahre Ruhelage. an
genommen.

Folgendes waren z. B. die sukzessiven Ablesungen im
Fernrohre, wenn kein Strom durch den Rhombus ging bei der
ersten Beobachtungsreihe: 111 1/ 2,110 1/ 2,111,113,112,111,
111 1

/ 2,112 1/ 2,113,111,112, 112, 111,111, 111 1/
2

,

Die Bestimmung des Winkels eto des Rhombus in seiner
Ruhelage geschah durch Messung der Distanz zweier Punkte
mittels des Stangenzirkels, welche auf den Drähten AB und
.LI.]) in einer Distanz von 300 rom vom Punkte.LI. markiert
waren.
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Damit hierbei die Schwingungen des Rhombus nicht
hinderlich wären, wurde derselbe während dieser Messung
jedesmal mittels einer in den Weg gestellten gabelartigen Vor
richtung arretiert; dabei erlitt allerdings der Winkel ((0 eine
kleine Veränderung, allein aus der Zahl, welche jetzt im Fern..
rohre mit dem Fadenkreuze zusammenfiel und derjenigen,
welche die wahre Ruhelage bildete, konnte unmittelbar auch
der Winkel für die wahre Ruhelage berechnet werden. In der
folgenden Tabelle sind die Ablesungen an dem mit dem Rhom
bus verbundenen Spiegel, sowie die jedesmaligen Stromstärken
in Skalenteilen . für die vier der Beobachtung unterzogenen
Winkel zusammengestellt:

3

7
9

(Xo = 26° 2(
11 " = 39' 59' I

IXo = 54° 34'
11 " = 69' 15'

Ab- I Strolll- Ab- Strom- Ab- I Strom- Ab- Strom-
lenkung stlirke lenkung I stärke. . lenkung I stärke lenkung I stärke

-42 -134 -51 -124,51 -471
/ 2 -120,2 105 1) 199,9'

199 134,1 141 129 104 129,4 -34 -202,4

-421
/ 2 -133,8 -53 -130,51 -48 -132,8 1101/ 2 203,4

199 133,7 144 130,7 ' 109 133,4 -331
/ 2 -204

-51/ 2
-191,5 -49 -177,4 -48 -133,7 150 259,6

3251
/ 2 194 220 178,7 109 133,7 -271

/ 2 -258,8

-4'/2 ~194,8 -50 -180,~ -511j2 -191,9 146 257,ß.

329 195,4 -48'/2 -180ß 1711
/2 192,7 -29 -257

-5 -193 221 1
/ 2 180 -49 -192,7 2341/ 2 368

315 I 189,5 220 177,5 171 191 -11
/ 2 -370,

10 -215,9 -16 -255,5 -36 -254,5 -2 -372

369 212,9 350 252,3 248 254 231 365,

6 -210,4 -19 -251 -36 -252,8 261 364,

3561
/ 2 206 344 249,5 247 250,5 -4 -363

384 355
10 -356,7

384 355,8
10 -352,9

Die Ablenkungen in der Kolumne links sind positiv ge
zählt, wenn sich der Winkel ~o vergrößerte, die Stromstärke
ist positiv gezählt, wenn der Strom den Rhombus von West
über Nord nach Ost durchftoß. Es erscheint zunächst wi'mschens..
wert jede Gruppe von Beobachtungen, welche nahezu bei

1) In S chlämilchs Journal steht hier 107. D. H.

Bol tzmann I Gesammelte wissenseh. AbhandI. I. 9
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gleicher Stromstärke gemacht wurden, auf genau gleiche Strom
stärke zu reduzieren. Für jede Beobachtungsreihe ist das in
Gleichung (5) auftretende a nur wenig von dem jedesmaligen ao
verschieden. Setzt man daher letzteres für das erstere, so
erhält man für den Ausschlag einen Ausdruck von der Form:

11 ct = .11 i + B i 2
•

wobei
.11 = a cos ao

. cos ~o (1 + s'in~)
(6) B = b ctg a + b sm an log" 2

, 0 2 sin ~o (1 + cos ~o)

ist. Wechselt der Strom seine Richtung, so ändert das erste
Glied .J1. i das Zeichen, B i 2 dagegen bleibt positiv; es wird
also der neue Ausschlag, wenn man bloß die Größe, nicht das
Zeichen von i berücksichtigt:

L1' a = - Ai +B i 2 •

Wenn die Stromintensität um eine kleine Größe (j i an
steigt, so wächst der Ausschlag um:

(7) .11 (j i + B i (j i ,

wobei jedoch wieder das Zeichen von i berücksichtigt werden
muß. Indem man diese Größe von dem bei der Stromintensität
i + (j i abgelesenen Ausschlage abzieht, erhält man den Aus
schlag, der durch die Stromintensität i hervorgerufen worden
wäre. Dabei ist:

,I _LI a - LI' a
.L:L - 2 i '

B _ LI a- LI'a
- 2 i 2 •

Wählt man für 11 ct und 11' a aus jeder Gruppe von Beob
achtungen, die bei ,nahezu gleicher Stromintensität gemacht
wurden, diejenigen aus, bei denen der Strom möglichst kon
stant blieb, so erhält man für die 3 Gruppen der ersten
Beobachtungsreihe, also für ao = 26° 2'.

A = 0,899, 0,850, 0,852

B = 0,00437, 0,00426, 0,00412;'

ferner für die zweite Beobachtungsreihe, also für ao = 39°59'.

.11=0,754, 0,754, 0,732

B = 0,00266, 0,00264, 0,00260



8. Über die elektrodynamische Wechselwirkung usw. 131

für Uo = 54° 34'

A = 0,586, 0,572, 0,559, 0,527

B = 0,00170, 0,00165, 0,00164, 0,00156

endlich für Uo = 69° 15'

A = 0,354, 0,340, 0,321

B = 0,000929, 0,000883, 0,000860.

Diese Werte können in die Formel (7) eingesetzt, und so
die verschiedenen Ablenkungen auf gleiche Stromstärke reduziert
werden. Die folgende Tabelle gibt die reduzierten Ablenkungen
an; die Zahlen rechts sind die Stromstärken, auf welche die
beobachteten Ablenkungen reduziert wurden.

lXO = 26° 2' a l) = 39° 59' . 11~0 =54° 3~_[1 (to = 69015'

I f'tl'OlJl- ISt"rn-I I ",,"orn-II ISt"m-Ablenkung .stiil'ke Ablenkung stärke ,I Ablenkung stärke Ablenkung stärke

-42
I

-51,3 11 -49,2 \ 107,3

\ 134 }m I
l203198,8 142,4 11 107,7 -34

-42,6
J

-53
I1

-48 I 110,2
J199,6 143 108,6 133 -33,5I,

-3,5 -48,5 I) 1

1

-47,9 148,7

1258

1194

1I

I

325,5 222,2 li 108,3 I -27,6

-5,1 -50 180
!\ -51,5

\192

\ 146,6
11

325,5 -48,7
'1\

170,7 -28,9

-4,2 221,5
i\

-49 236,4 1\

326,2 224,2

1\

172,2 -1,6

7,4

\ 213

-19,1

\ 250

-36,1

19.-4

-2,6 370
369,2 345,3

\1

248 235,1

8,3
f

-19,6

11

-35,7 r~J 235,9

ö74,7 345 251,9 -1,9
38!

} 355I 9
382,7

i11,2

I

Ein Blick auf die Werte der Konstanten A und B zeigt,
daß dieselben mit wachsender Stromstärke abnehmen. Die
Ursache hiervon liegt darin, daß wir in der Formel (5) (;(, mit (/.1)

verwechselt haben, oder daß die elektrodynamische Kraft so
berechnet wurde, als ob der Winkel des Rhombus nach der

9*
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Deformation derjenige gewesen wäre, den derselbe annimmt,
wenn kein Strom hindurcbgeht, während er doch in der Tat
um LI a größer war. Es muß daher deswegen noch eine
Korrektion an unsere Zahlen angebracht werden.

Wir können den Betrag dieser Korrektion berechnen,
indem wir uns aus den gegenwärtigen Daten vorläufig an
genäherte Werte der Konstanten a und b in Formel (5) ver
schaffen und diese Werte benutzen, um aus der Ablenkung
für den Winkel a = Uo+ LI a diejenige zu berechnen, welche
durch dieselbe Stromstärke hervorgerufen worden wäre, wenn
der ursprüngliche Winkel des Rhombus so gewählt worden
wäre, daß er sich erst durch den Strom in Uo verwandelt hätte.

Schreiben wir statt '

a( . a)sina cos2" 1 + sm 2
ctg a + -2-log-_.:.---

. sin ; (1 + cos ;)

kurz {(a), so erhalten wir für elen Ausschlag

Lla = ai cos a + b i 2 ((a).

Diese Größe wächst, wenn der Winkel a um Aa zu
nimmt,. um

[
. d (cos a) + b '2 d (,(a)] Aaz da Z da LJU.

Um daher die Ablenkung zu finden, die von demselben
Strome hervorgebracht worden wäre, wenn der Winkel erst
nach der Deformation Uo gewesen wäre, haben wir diese Größe
von der Ablenkung, bei der der Winkel nach der Deformation
a = Uo + A a war, abzuziehen.

Wenn LI a in Skalenteilen ausgedrückt ist, so bedeuten
d cos al da und d ((a) I d adie Zuwächse von cos a und ((a)
für' einen Ausschlag von einem Skalenteile. Nun wächst aber,
wenn ct um einen Grad zunimmt:

für a = 26 0 2'
cos a um: - 0,00780,
((a) um: - 0,08684,

für a = 540 34'
cosa um: - 0,01431,
((a) um: - 0,02967,

für a = 39 0 59'

- 0,01133,
- 0,04317,

für U = 69° 15'

- 0,01637,
- 0,02433.



- 0,0005281,

für u = 69° 15'

- 0,0002003,

8. Über die elektrodynamische Wechselwirkung usw. 133

Es ist noch zu berechnen, um wieviel Grade sich der Winkel u
bei einer Ablenkung von einem Teilstriche veränderte. Die
Distanz des Spiegels von der Skala betrug 2318 mm.

Die Skalenteile hatten eine Distanz von 495/500 mm, es
war daher die Winkelveränderung des Rhombus bei einer Ab
lenkung von einem Skalenteile :

495,180 _ 00129 3>-; Grade.
2,500,2318 . rr: -, ..::>

Multipliziert man mit dieser Zahl die Zuwächse von cos u
und f(u) für einen Grad, so erhält man als Zuwächse dieser
Größen für eine Ablenkung von einem Skalenteile:

für u = 26° 2' für u = 39° 59'

d co~ = _ 000009541 _ 0,0001386,
da ' ,

d f(a) = _ 0001062
da ' ,

für ct = 54° 34'
deos a = -"- 00001751

da ' ,

df(a) = _ 00003640
da ' ,

Aus den Formeln (6) erhellt, daß wir a erhalten, indem
wir A durch cos uo' b, indem wir B durch {(uo) dividieren.
Es ergibt sich z. B. aus der 1. Beobachtungsgruppe a = 1,0005,
b = 0,00193. Diese Werte sind wahrscheinlich etwas zu klein;
ich will statt ihrer zum Zwecke der Korrektion in die Formel (8)
die Werte a = 1,045, b = 0,00206 einsetzen; die korrigierten
Ablenkungen werden dann genauere Werte der Konstanten a

und b liefern, und dieselben können dann neuerdings in die
Korrektionsformel eingesetzt· werden. -Würde sich zeigen, daß

-wir zufällig die genauen Werte der Konstantenaund b ge
troffen hätten, so wären wir natürlich dieser neuen Mühe über
hoben. Wir kommen daher zu dem Resultate, daß man zu
jeder Ablenkung die Größe der Ablenkung in Skalenteilen
multipliziert mit folgenden Faktoren zu addieren hat:

für u = 26° 2' mit 0,0000997 i + 0,000002181 i 2,

für u = 39 0 59' .mit 0,0001448 i + 0,000001085 i 2,

für u = 54 0 34' mit 0,0001830 i + 0,000000748 i 2
,

für u = 69 0 15' mit 0,0002093 i + 0,000000611 i 2•
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Führt man diese Korrektion aus, so erhält man die III

der folgenden Tabelle zusammengestellten Werte:

(;(0 = 26 0 2' (;(0 = 39 0 59' lXo = 54° 34' lXo = 69° 15'

Ablenkung I St:.om- Ablenkung Strom- I StroIll- Ablenkunn.1 St~:om-starke stärke Ablenkung stärke ö starke

-43

I} 134 I
-51,3

I} 130

-48,7 ,) 114,4

I} 203
209,2 147,6 111,5 -33,4

-43,ü
li

-53 -47,5

J133

117,6
210 148,3 112,6 -32,9
-3,8 - 48,9 ) -47,4 162,9

} 258
358,4 235,6 112,3 -27,2
-5,4

194
-50,5 f 180

-51,1

} 192

160,3
358,7 -49,2 181,4 -28,5
-4,5 235

J
-48,7 274,1

358 237,7 182,8 -1,6
6,6

1
-19,6

} 250

-36,2

} 254

-2,6
370

413,6 J213
381,7 271,3 272,3

7,8 -20,2 -35,8 273,1
417,4 380,8 275,1 -1,9

444,9

f 355
8,7

443,6
10,9

Diese Ablenkungen sind· nunmehr auf denselben Winkel Uo
reduziert; man erhält daher, wenn man je zwei Ablenkungen
bei entgegengesetzter Stromstärke subtrahiert und durch 2 i
dividiert, die Größe a cos ao; wenn man sie addiert und durch
2i 2 dividiert, die GröBe b((uo)' Nimmt man jedesmal von
allen bei gleicher Stromstärke und Stromrichtung gemachten
Beobachtungen das Mittel, so ergibt sich auf diese Weise für
die 1. Beobachtungsreihe, also für Uo = 26 0 2' :

a cos Uo = 0,9444, 0,9356, 0,9585,
b((uo) = 0,0046363, 0,0047003, 0,0046585;

ferner für die 2. Beobachtungsreihe, also für Uo = 39 0 59':
a cos Uo = 0,7696, 0,7933, 0,8020,
b((ao) = 0,0028373, 0,0028796, 0,0028896;

für Uo = 54°34':

a cos ao = 0,6015, 0,6042, 0,6087, 0,6118,
b((ao) = 0,0018147, 0,0017931, 0,0018383, 0,0018012;
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endlich für ao = 69 °15':

a cos d o = 0,36749, 0,36725, 0,37189,
b((ao) = 0,0010046, 0,0010043, 0,0009905.

Nun findet man aber:

für Uo = 26 0 2' für ao = 39° 59'

cos Uo = 0,89539, 0,766231,

f (UD) = 2,26393, 1,39883;

für Uo = 54° 34' für Uo = 69 0 15'

cos ao = 0,579755, 0,354291,

((ao) = 0,87583,' 0,48159.

Dividiert man die obigen Zahlen durch diese Werte, so
ergibt sich als Wert der Konstanten a

für die 1. Beobachtungsreihe:

1,051, 1,041, 1,067, im Mittel 1,053,

für die 2. Beobachtungsreibe:

1,004, 1,035, 1,047, im Mittel 1,029,

fUr die 3. Beobachtungsreihe:

1,037, 1,042, 1,050, 1,055, im Mittel 1,0-4:6,

für die 4. Beobachtungsreihe:

1,037, 1,038, 1,049, im Mittel 1,041.

Als Wert der Konstanten b aber ergibt sich

für die l.Beobachtungsreihe:

0,002048, 0,002076, 0,002058, im Mittel 0,002061,

für die 2. Beobachtungsreihe:

0,002028, 0,002059, 0,002066, im Mittel 0,002051,

für die 3. Beobachtungsreihe: .

0,002072, 0,002047, 0,002099, 0,002057, im Mittel
0,002069,

für die 4. Beobachtungsreihe :

0,002086, 0,002085, 0,002057, im Mittel 0,002076.

Die Abweichungen dieser verschiedenen Werte der Kon
stanten a und b sind nicht größer, als es nach den unvermeid
lichen Fehlerquellen des Apparates zu erwarten war. Sie
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stimmen zugleich mit den in der Korrektionsformel angewandten
Konstanten überein, was eine weitere Korrektion überflüssig
macht. Die Mittelwerte bei den einzelnen Beobachtungsreihen
werden noch etwas konstanter, wenn man die 1. Beobachtung
der 2. BeobachtungsreiheJ welche sich offenbar etwas anormal
ver:hält, ausschließt; man erhält dann folgende Werte der
Konstanten:

a b
1,053, 0,002061,
1,041, 0,002062,
1,046, 0,002069,
1,041, . 0,002076.

Es kann daher wenigstens innerhalb der Grenzen der
Fehler, welche der gebrauchte Apparat notwendig mit sich
führt, als nachgewiesen betrachtet werden, daß auch die Total
wirkung des Stromes, welcher einen Rhombus mit veränder
lichem Winkel durchfließt, auf sich selbst als zusammengesetzt
betrachtet werden kann, aus der Wirkung aUer seiner Strom
elemente aufeinander, von denen je zwei nach dem Ampere
schen Gesetz aufeinander wirken.
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Bemerkung zur Abhandlung des Hrn. R. Most:
Ein neuer Beweis des zweiten Wärmegesetzes.

(Pogg. Ann. 137. S.495. 1869.)

In der erwähnten Abhandlung stellt Mo st das Differential
der einem Körper zugeführten Wärmemenge d Q als ein
Flächenelement CE J! IJ (siehe Fig. 1), nämlich als Produkt
einer Ordinate IJ C und eines Abszissendifferentials· IJ F dar.
Als Ordinate wählt er die jedesmalige absolute Temperatur T

nF
Fig.1.

des Körpers; als Abszissendifferential muß er daher, damit
das Flächenelement gleich der zugeführten Wärmemenge d Q
werde, die Größe d Q IT, also als Abszisse f d QITauftragen.
Daß er d QIT als das Volumen eines bestimmten idealen
Gases definiert, welches durch die Wärmemenge d Q vom ab
soluten Nullpunkt bis zur Temperatur T bei konstantem Vo
lumen erwärmt werden kann, ist offenbar nicht wesentlich.
Wenn der Körper einen vollständigen I{reisprozeß durchmacht,
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so beschreibt der Endpunkt C der Ordinate im allgemeinen
irgend eine Kurve C C'. Da der Körper zum Schlusse des
Kreisprozesses wieder dieselbe Temperatur und dasselbe V0

lumen, wie zu Anfang besitzen muß, so muß die Ordinate des
Endpunktes C' der Kurve so groß, wie die ihres Anfangs
punktes sein. Ob auch die Abszissen beider Punkte gleich
sein werden, hängt offenbar davon ab, ob das Differential dQ/11

der als Abszisse aufgetragenen Größe ein 'vollständiges Differen
tial ist oder nicht. Indem Most voraussetzt, daß die Kurve CC'
eine in sich geschlossene ist, ha:t er also bereits die Annahme
gemacht, daß d Q / T ein vollständiges Differential sei. Der
Beweis des zweiten Hauptsatzes aus dieser Annahme wurde
ihm natürlich nicht schwer.
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Erwiderung an Hrn. Most.
(Pogg. Ann. 14:0. S. 635-644. 1870.)

Rr. Most wirft mir zuerst vor, ich hätte die Fälle, in
denen d,q I d x oder d9 I dY singuläre Werte haben, nicht. be
rücksichtigt. Es wäre dies jedenfalls nur eine Ungenauigkeit
der Stilisierung, die die Richtigkeit meiner Einwürfe nicht im
mindesten alteriert. Denn dieselben bleiben vollkommen auf
recht, wenn man in meinem Aufsatze nach den Worten:
"Indem Hr. Mo st voraussetzt, daß die Kurve CO' eine in sich
geschlossene sei, hat er also bereits die Annahme gemacht,
d Q I T sei ein vollständiges Differential" noch beifügt: "einer
eindeutigen Funktion der den Zustand des Körpers be
stimmenden Variabeln". In der Tat involviert ja die Annahme,.
daß jeder Kreisprozeß durch eine geschlossene Kurve repräsen
tiert sei, nicht bloß die Voraussetzung, daß die als· Abszissen
differential aufgetragene Größe d QI T ein vollständiges Diffe
rential, sondern auch, daß sie das vollständige Differential
einer eindeutigen Funktion des Zustandes des Körpers sei.
Da sich nun der Leser diesen Zusatz leicht selbst ergänzt, so
wäre es bei der Kürze meiner .Note wohl zu entschuldigen
gewesen, daß ich von den Ausnahmefällen, wo Diskontinuitäten
und Mehrdeutigkeiten eintreten, absah. Zum Überflusse. ist
jedoch der Fall, den Hr. Most des weitläufigen diskutiert,
und dessen Nichtberücksichtigung er mir hauptsächlich zum
Vorwurfe macht, aus physikalischen Gründen gar nicht möglich;

. nämlich, daß das Integrale f d Q/ T über gewisse um die
die Punkte a, b, c .. . beschriebene unendlich kleine Schluß
kurven genommen, von Null verschieden ausfällt. Jede be
liebige unendlich kleine Kurve stellt uns ja eine unendlich
kleine Zustandsänderung des Körpers dar. Nun ist aber leicht
einzusehen, daß, wenn das Integrale f d QI '1', über eine un
endlich kleine Kurve genommen, einen endlichen Wert besitzen
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soll, jedenfalls auch das Integrale .r cl Q, über gewisse 1'eile
jener unendlich kleinen Kurve erstreckt, endlich sein müßte,
daß also zu einer unendlich kleinen Zustandsänderung des
Körpers, d. h. zu einer solchen, wobei sich beide den Zustand'
,des Körpers bestimmenden Variabeln nur unendlich wenig
.ändern, eine endliche Wärmezufuhr gehören müßte. 'Dies ist
aber durchaus undenkbar. Besonders anschaulich wird hierfür
der Beweis, wenn man die Temperatur T und das Volum v

als Koordinaten wählt. Da die Kurve, über welche integriert
wird) unendlich klein sein soll, so ändert sich T im Verlauf
,der ganzen Integration unendlich wenig; es kann daher der
Faktor 1/ T vor das Integralzeichen geschrieben und

Jrl Q = .2-J l ()T T (. 'lJ

gesetzt werden. Damit also das erstere Integral endlich wäre,
müßte .r d Q, über dieselbe Kurve integriert, endlich ausfallen.
(Der Fall T = 0 kommt nicht in Betracht, da kein Körper
auf den absoluten Nullpunkt abgekühlt werden kann.) Nun
ist aber d Q= d J + A P d v, daher, weil die Kurve geschlossen
sein soll: .rd Q= LI...rp cl v. Es müßte also .rpd v endlich
sein. Dies ist aber unmöglich; denn bezeichnet P den größten
Wert, welchen' p innerhalb der Integrationsgrenzen annimmt,
und ist ebenso V der größte, OJ der keinste 'Wert von v inner
ha~b der Integrationsgrenzen, so ist der absolute Wert von
.r p d v, wenn der betreffende Punkt einmal umkreist wird,
jedenfalls kleiner als P(V - cu),· daher unendlich klein, weil
wegen der verschwindenden Kleinheit der Integrationskurve
J7 - cu unendlich klein ist. Somit wäre der erste Einwand
,des Hrn. Most erledigt, der ohnedies nicht bestimmt war,
meinen Einwurf gegen seinen Beweis des zweiten Hauptsatzes
zu entkräften, sondern der lediglich, und wie mir scheint nicht
,einmal in glücklicher Weise, die Stilisierung desselben tadelte.
Mein Einwurf ging ja dahin, daß Hr. Most in dem Satze:
"Soll nun bei irgend einem Wärmevorgange ein Kreisprozeß ein
treten, d. h.. sollen in stetiger Folge dieselben Zuleitungen und
später dieselben Ableitungen von Wärme eintreten, so muß die
Kurve zu dem Punkte 0 zurilckkehren, d. h. eine geschlossene
sein" (Pogg. Ann. 136. S. 141) bereits den zweiten Hauptsatz
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in seinem ganzen Umfange vorausgesetzt habe. Denn es ist
selbstverständl~ch, daß, 'wenn man als Abszisse oder Ordinate
Größen aufträgt, welche nur vom augenblicklichen Zustande
des Körpers, nicht aber von der· Art und Weise, wie er in
denselben gelangte, abhängen (wie z. B. die Temperatur, den
Druck oder das Volum), die Kurve, welche uns einen Kreis
prozeß darstellt, in sich· geschlossen ist. Trägt man aber, wie
es Hr. U 0 st machte, auf eine der Koordinatenachsen f d Q / T
auf, so hört dies auf selbstverständlich zu sein. Mit demselben
Rechte könnte man ja auch I cl Q, I cl Q /112 oder überhaupt
f cl Q((T, v) auftragen. Daß von allen diesen .Ausdri.i.cken nur
der eine f cl Q / T für j eden umkehrbaren Kreisprozeß eine
geschlossene Kurve liefert, während sich in allen anderen Fällen
die Kreisprozesse als nicht in sich zurU ckkebrende Linien dar
stellen würden, kann nur aus dem zweiten Hauptsatze selbst
wieder bewiesen werden, dessen GUltigkeit also der zitierte
Passus bereits voraussetzt. Hiermit ist wobl die Behauptung
des Hrn. Mo st "das zweite Wärmegesetz sei eine theoretische'
allgemeine Folgerung aus der Auffassung der Wärme als Größe
zweier Dimensionen" (soU· heißen als das Produkt T. cl Q/ 11

)

widerlegt. In seiner gegenwärtigen Abhandlung paraphrasiert
nun Hr. Most seinen Beweis in ziemlich weitläufiger Weise,
aber ohne dadurch die in die Augen springende petitio prin
cipii verdecken zu können.

Tragen wir wieder auf die Abszissenachse etwa das Vo
lumen v, auf die Ordinatenachse den Druck p auf. Es sollen
dem Körper der Reihe nach die
unendlich kleinen Wärmemengen

f

ooh t d A.Q..B.... JJ .Cq1' q2 ... qn-1' qn zuge u r wer en,
so daß sich sein Zustand in der
durch die Kurve ABC (Fig. 1)
dargestellten Weise verändert.
Wenn nun dem Körper wieder
unter genau denselben Verhält-
nissen, aber in umgekehrter
Ordnung die Wärmemengen qn' Fig. 1.

qn-l ... q2' q1 entzogen werden, .
so daß er wieder den Weg 0 B .1t zurück beschreibt, so ist klar,
daß er zum Schlusse wieder iir~den ursprünglichen Zustand
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zurückkehrt und daß die ihm im ganzen entzogene Wärme~
menge gleich ist der zugeführten. Dies findet aber nicht mehr
statt, wenn der Körper auf einem anderen Wege wieder in
-den alten Zustand zurückgeführt wird, z. B. auf dem Wege
OI) A. Die Wärmemenge ql'+ q2' + qs' . •. , die ihm im ganzen
hierbei entzogen werden muß, ist im allgemeinen nicht gleich
,der früher zugeführten, daher .2 q mit Berücksichtigung des
'Zeichens für den ganzen Kreisprozeß nicht gleich Null. Dasselbe
gilt natürlich auch, wenn man sämtliche q mit was immer für
einer Funktion der zugehörigen Temperatur und des zu
gehörigen Volumens f (T, v) multipliziert. Es wird wieder
im allgemeinen nicht ql f (~, VI) + q2 f (T2 , v2) • •• gleich
ql' {(T/ VI') + q2' {(T2' v2') . •. , daher auch nicht.2 q • {('1~ v) = 0
-sein. Setze ich daher q f (T, v) = m, so ist im allgemeinen
nicht m1 + m2 ••• = m1' + m2' • • • oder::E m = O. Daran wird
natürlic4 gar nichts geändert, wenn ich m in zwei Teile f.t

und v zerlege, von denen fl gleich ist der zur Temperatur
,.erhöhung verwendeten Wärme multipliziert mit f (T, v), und 'lJ

gleich der zur Arbeitsleistung verwendeten Wärme multipliziert
,mit f (1~ v). Man kann sich daher 'die Sache auch nicht so
'Vorstellen, als ob auf dem Wege ABO die Massen ml + m2 •••

in den Körper eingetreten und auf dem Wege CD A die
Massen ml' + m2' • •• aus demselben wieder ausgetreten wären,
weil ja die Summe der eingetretenen Massen nicht gleich der
Summe der ausgetretenen wäre uncl sich der Körper zum
'Schlusse doch im selben Zustande wie zu Anfang ,befindet.
Nun 1) wenn man für f (T,v) den A.usdruck 1/ T wählt, folgt
,aus dem zweiten Hauptsatze, daß für jeden umkehrbaren Kreis
prozeß m1 + m2 ••• = m/ + m2' ••• daher::Em = 0 ist. Jetzt
kann man sich also die Sache, falls man will, so vorstellen,
.als ob m1 , m2 • •• gewisse in den Körper eintretende, m/, m2' • • '.

aus dem Körper austretende Massen wären. Die Richtigkeit
dieser Vorstellungsweise kann also aus dem zweiten Haupt
satze bewiesen werden, nicht aber umgekehrt. Ich wü.ßte in
der Tat nicht, wo in der ganzen Deduktion Mosts ein Beweis

1) Um Hrn. Most die Mühe neuer Angriffe, die nicht zur Sache
gehören, zu ersparen, bemerke ich, daß es mir bekannt ist, daß auch
,jede Funktion von .fd QI T dividiert durch T integrierender Faktor ist.
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enthalten wäre, daß gerade für f (T, v) = 1( T die Summe
.2-' qt' (T, v) verschwinde. Denn darin wird doch niemand einen
Beweis erblicken wollen,. daß er q(lI erst als eine gewisse
lVIenge absoluten Gases definiert, jetzt aber alsWärmemasse
und T als ihren Bewegungszustand bezeichnet, was offenbar
nur symboHsch zu verstehen ist. Denn daran denkt gewiß
auch Hr.Most nicht, daß, wenn einem Körper Wärme zu
geführt wird, wirklich eine gewisse Masse mit einem gewissen
Bewegungszustande in denselben eintritt, und daß, wenn ihm
dieselbe Wärmemenge bei einer höheren Temperatur zugefuhrt
wird, wirklich eine kleinere Masse mit einem größeren Be
wegungszustande in denselben eintrete. Bei bloß fiktiven
Dingen aber, wie Mosts Wärmemassen, ist der Schluß nicht
erlaubt, daß, wenn der Körper in denselben Zustand zurück
kehren soU, in der einen Hälfte des Prozesses ebenso viele
eintreten müssen, als in der zweiten Hälfte unter veränderten
Umständen austreten. Man könnte für die .Anschauungsweise
Mosts etwa noch folgendes anführen. Die Wärme Q ist eine
lebendige Kraft, daher von der Dimension einer Ma~se mul
tipliziert mit einem Geschwindigkeitsquadrat, die Temperatur l '
ist von der Dimension eines Geschwindigkeitsquadrats, daher
ist Wärme eine Masse multipliziert mit einer Temperatur.
Allein abgesehen davon, daß die zweite Behauptung bezüglich
der Dimension von T wahrscheinlich nicht einmal richtig ist,
wäre damit doch nur bewiesen, daß Q von der Dimension mT
ist, aber sicher nicht, daß bei Zufuhr der Wärme Q wirklich
die :Masse Q( T mit dem Bewegungszustande T in den Körper
eintritt. Und nur wenn buchstäblich Massen ein- und aus
treten würden, könnte man daraus, 'daß der Körper in denselben
Zustand zurückgekehrt ist, schließen, daß ebenso viele ein- als
ausgetreten sein müssen. Dann müßte aber auch :Sm = 0
sein, für den nicht umkehrbaren Kreisprozeß, so gut wie für
den umkehrbaren. . In der rrat ist mir, was Hr.Mo s t von
den nicht umkehrbaren Vorgängen behauptet, daß bei ihnen
"ein Teil der positiven Wärme nicht zugeleitet, sondern durch
Arbeit hervorgerufen a sei, völlig unverständlich. Denn auch
bei jedem umkehrbaren Kreisprozesse wird doch Wärme durch
.Arbeit hervorgerufen, sobald nur irgend eineVolumverminderung
unter einem gewissen Drucke statthat, während gerade der
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direkte Übergang der Wärme von einem heißeren zu einem
kälteren Körper immer ein nicht umkehrbarer Vorgang ist~

ohne daß dabei Arbeit ins Spiel käme. Nur noch ein Beispiel.
Wir hätten zwei durch eine Scheidewand getrennte Gefäße,
eins mit einem absoluten Gase gefüllt, das andere leer. Wir
entfernen plötzlich die Scheidewand, ohne dem Gase Wärme
zuzuführen. Dasselbe vergrößert dann sein Volumen ohne
Temperaturveränderung, indem es auch das zweite Gefäß er
füllt. Es treten also nach der Anschauungsweise Mosts weder
Wärmemassen in dasselbe ein, noch aus ihm aus. Nun kom
primieren wir es wieder langsam auf sein ursprüngliches Vo
lumen und erhalten dabei seine 'remperatur durch beständige
Wärmeentziehung konstant. Dann ist dem Gase während des
letzten Vorgangs Wärme entzogen worden; es sind also nach
Mosts Vorstellung Wärmemassen aus demselben ausgetreten.
Während des ganzen Vorgangs sind also Wärmemassen aus
getreten, ohne daß welche eingetreten wären, und trotzdem hat
das Gas denselben Zustand, wie anfangs und trotzdem ließe
sich auch dieser Vorgang in einer unbegrenzten Reihe von
Turnen wiederholen, von denen jeder folgende den ersten gliche,
womit denn doch der als Grundlage seines ganzen Beweises
dienende Schluß Mo sts, bündig widerlegt sein dürfte, daß sich
der Körper nur dann zum Schlusse wieder in demselben Zu-

E

Fig.2.

stande befinden könne, wie anfangs, wenn die Summe der ein
getretenen gleich der Summe· der ausgetretenen Wärmemassen
ist, was uns übrigens, da ja die Wärmemassen keine wirk
lichen Massen sind, gar nicht wundernehmen kann. Wir
können uns, wie es Most bei umkeHrbaren Kreisprozessen
macht,einen Punkt verzeichnen, dessen Ordinate die jedes-
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malige Temperatur des Körpers ist, dessen A.bszisse aber bei
jeder Zustandsänderung des Körpers um cl Q/ T wächst. Der
selbe bleibt während des ersten Teiles des Vorgangs in Ruhe
und beschreibt während des zweiten eine Gerade E EI (Fig. 2),
bei periodischer Wiederholung des Prozesses aber eine Reihe

E

Pig.3.

von Geraden E EI' EI E2 , 132 Es . .. Natürlich könnte man
dieselben auch durch kleine 1'emperaturveränderungen in ge
schlungene Kurven (Fig. 3) oder auch (Fig. 4) in solche ver
w2~ndeln) die genau so aussehen, wie die von Hrn. Most in

Fig.4.

Pogg. Ann. 138. Taf. V, Fig. 24, gezeichnete. Es treffen hier
alle Prämissen zu, aus denen Hr. Most schließen zu können
glaubt, daß die Kurve eine geschlossene sei, und doch ist sie
es nicht. Also weder daraus, daß der Körper zum Schlusse
wieder denselben Zustand, wie anfangs hat, noch aus der Idee
des Kreisprozesses, in welchem nach einer gewissen Zeit die
selben Zustände periodisch ·wiederkehren, folgt, daß die Kurve
in sich zurückkehre, sondern einzig aus dem zweiten Haupt
satze. Man darf daher .auch nicht apriori behaupten, daß
der Körper, wenn T und J d QIT in der in Fig. 4 dargestellten
Weise variieren, in EI nicht im seIhen Zustande wie in 13
sein könne. Der neue· Beweis Mosts enthält also wieder die

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. 1. 10
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alte petitio principii; wie früher daraus, daß er cl QITals
Abszissendifferential aufträgt, so folgert er jetzt daraus, daß
er diesem Differential den Namen Wärmemasse gibt, daß es,
über eine geschlossene Kurve integriert, Null liefern müsse.
Ich begreife überhaupt nicht, wie jemand, nur um nicht ge
stehen zu müssen, er habe in einem speziellen Falle geirrt,
zu solchen Weitschweifigkeiten seine Zuflucht nehmen mag.

Um ja nicht mißverstanden zu werden, wiederhole ich
nochmals: Die Berechtigung der Anschauungsweise Mo st s läßt
sich aus dem zweiten Hauptsatze folgern; es ergibt sich aus
demselben, daß man sich die Zuführung der Wärmemenge d Q
bei der Temperatur 11 so vorstellen kann, als ob eine Masse
d QIT mit dem Bewegungzustand T inden Körper eintrete;
der Zufuhr derselben Wärmemenge bei höherer Temperatur
entspricht dann der Eintritt einer kleineren Masse mit einem
größeren Bewegungszustande. Insofern nämlich ist diese
Yorstellungsweise erlaubt, als dann für jeden umkehrbaren
Kreisprozeß die Summe der eingetretenen Massen gleich der
Summe der ausgetretenen ist, während die zugeführte Wärme
menge im allgemeinen nicht gleich der entzogenen ist, was
aber wohl eigentlich gar nichts Neues besagt. Nicht aber läßt
sich umgekehrt aus der Anschauungsweise Mosts, deren
Berechtigung sonst ganz unerwiesen und welche für nicht um
kehrbare Kreisprozesse falsch ist, der zweite Hauptsatz ab
leiten, zu dessen Begründung ganz andere Prämissenerforder
licli sind. Bekanntlich folgt erst aus dem 0 lausiu sschen
Postulate, daß man nicht ohne Ende Wärme in Arbeit ver
wandeln kann, daß der integrierende Faktor von d Q eine für
alle Körper gleiche Funktion der Temperatur ist, zu deren
Bestimmung dann die Eigenschaften idealer Gase dienen
müssen. Wäre daher der Beweis aus so einfachen Prämissen
wie sie Hr. Most zu Hilfe nimmt, möglich, so würden dei
Bemühungen der übrigen Physiker, ihn aus gewissen Axiomen
abzuleiten, geradezu lächerlich erscheinen.

Es erübrigt noch die Frage, ob die Mo st sche Vorstellungs
weise von den Wärmemassen besonders anschaulich, das
Koordinatensystem Mosts mit 11 als Ordinate und .Jd QI T
als Abszisse besonders zweckmäßig sei. Nun darüber läßt sich
natürlich nicht streiten. Was der eine besonders anschaulich
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findet, kommt wieder dem anderen verwirrt vor. Nur scheint
mir die Tatsache nicht für die Anschaulichkeit der Mostschen
Auffassungsweise zu sprechen, daß sie den Urheber selbst
zu dem Fehlschlusse verleite, es sei darin ein Beweis des
zweiten Hauptsatzes enthalten, ihn aber doch wieder so weit
im Unklaren ließ, daß er in der ersten Abhandlung selbst
fürchtet, die Strenge des Beweises zu hoch angeschlagen
zu haben.

10*
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Über die von bewegten Gasmassen geleistete Arbeit.
(Pogg. Ann. 14.0. S. 254-263. 1870.)

Herr Dr. Kurz macht zu Kohlrauschs schönem Ver
suche über die Relation der Wärmekapazitäten der Luft die
Bemerkung, daß in demselben die im Pumpenstiefel ein
geschlossene Luft keine Arbeit leiste, sondern sich eher in
der Lage eines in den luftleeren Raum ausströmenden Gases
befinde. Da nun eine Überlegung, die ich bereits vor ge
raumer Zeit angestellt habe und die wenigstens allen haupt
sächlichen hierbei in Betracht kommenden Umständen Rech
nung tragen dürfte, ganz das entgegengesetzte Resultat liefert,
so wird deren Veröffentlichung wohl zur Richtigstellung der
hierher gehörigen Begriffe beitragen. Es wäre zunächst offenbar
ein grober Irrtum anzunehmen, daß die im Pumpenstiefel be
finclliche Luft bloß dann Arbeit leiste, wenn sie auch .den
Überdruck liefert, welcher den Kolben in Bewegung setzt.
Diesen Überdruck übt in Kohlrauschs Versuch allerdings
die Hand aus; allein dieselbe leistet doch nur einen kleinen
Teil der zur Hebung des Kolbens und Überwindung des
äußeren Luftdruckes erforderlichen Arbeit, während die Haupt
masse dieser Arbeit von dem Druck der inneren Luft geliefert
wird. Das im Pumpenstiefel befindliche Gas würde nur dann
keine Arbeit leisten, wenn unter dem Kolben ein vollkommen
luftleerer Raum entstände, in welchem Falle es dieselbe Arbeit
kosten müßte, den Kolben zu heben, ob sich unter demselben
Luft befindet oder nicht, was bekanntermaßen nicht zutrifft.
Um die Arbeit der im Pumpenstiefel und Rezipienten befind
lichen Luftmasse zu finden, brauchen wir bloß zu wissen,
unter welchem Drucke die oberste Schicht derselben in jedem
Augenblick stel1t. Auf die ganze Luftmasse im Pumpenstiefel
und Rezipienten wollen wir dann den ersten Hauptsatz der
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mechanischen Wärmetheorie oder das Prinzip der Erhaltung
der lebendigen Kraft anwenden. Dieselbe war zu Anfang in
Ruhe; sie ist zu Ende, nachdem die etwaigen Strömungen in
derselben aufgehört haben, wieder in Ruhe. Alle anderen auf
dieselbe wirksamen Kräfte mit Ausnahme der auf seine Ober~

fläche wirksamen Druckkräfte können vernachlässigt werden.
Von demselben leistet nur die auf die oberste Schicht wirk
same Druckkraft Arbeit. Die von dieser Druckkraft geleistete
Arbeit muß daher von der im Gase enthaltenen Wärme ge
liefert worden sein, das Gas muß einen äquivalenten Wärme
verlust erlitten haben. WoUten wir die Bewegung des Kolbens
berechnen, so müßten wir natürlich auch den von außen auf
denselben wirkenden Luftdruck, sowie den Zug der Hand
kennen; für die Arbeit des Gases im Pumpenstiefel aber ist
nur der Druck, unter dem d.ie oberste Schicht desselben steht,
maßgebend. Um über denselben ein Urteil zu fällen, wollen
wir an Stelle des mit dem Rezipienten in Verbindung stehen
den Stiefels eine einfachere dem Kalküle zugängliche Vorrichtung
setzen. 'ViI' betrachten nämlich die Bewegungszustände eines
in einem zylindrischen Gefäße eingeschlossenen Gases, dessen
Endflächen zur Achse des Zylinders senkrechte Ebenen sind,
von denen die obere (der Kolben) irgend eine Bewegung aus
führt. Der Weg, welchen diej enige zur Zylinderachse senk
rechte Gasschicht, die sich im Anfangszustande in der Höhe a:

über dem Boden befand, nach der Zeit t in der Richtung der
Achse des Zylinders zurückgelegt hat, heiße ~, so gilt bekannt
lieh, so lange die Dichtigkeitsänderungen des Gases nicht zu
groß sind, die Gleichung:

d2 ~ 2 d2 $
(1) -W = a dx2

a stellt die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalls 1m
Gase dar. Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist:

~ = cp (a t + x) + 1/J (a ,t ~ x)

die Gasschicht am Boden des Gefäßes, für welche .?: = °ist,
muß immer in Ruhe sein, es muß also für x = 0, ~ = 0 sein,
woraus sich ergibt: Cf (a t) + 1/J (a t) = 0 oder 1IJ (u) = - ep (u).
'ViI' erhalten also:

(2) ~ = p (a t + .?:) - cp (a t - x)
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Zu Anfang der Zeit, also für t = 0 soll das gesamte Gas in
Ruhe sein: für t = 0 ergibt sich:

~ = rp (x) - cp (- x) ; ~~ = a cp' (x) - a q;' (- :v).

Beide Größen müssen für den ganzen Zylinder ver
schwinden. Bezeichnen wir daher die Höhe desselben mit h.
so muß von x = 0 bis x = lt

r.p (x) = cp (- x) und rp' (x) = ep' (- x)

sein: die Differentiation der ersten Gleichung liefert

rp' (x) = - rp' (- x)

und diese mit der zweiten zusammengehalten gibt

rp' (x) = rp' (- .1:) = 0,
daher

rp (x) = ep (- .1:) = const.

Diese Konstante geht aber offenbar in die Rechnung gar nicht
ein', da ja der Ausdruck für ~ bloß die Differenz zweier
Funktionen rp enthält. Wir können daher setzen:

von x = 0 bis x = 1l: cp (x) = rp (- x) = 0

(3) von x = - h bis x = + 1l: rp (:1:) = O.

Hierzu kommt nur noch die Bedingung: daß die un
mittelbar am Kolben liegende Schicht die Bewegung des
Kolbens mache. Dieselbe geht nämlich sicher nicht so rasch
vor sich, daß hinter dem Kolben ein absolutes Vakuum ent
stände. Nennen wir daher den Weg, welchen der Kolben
zur Zeit t in der Richtung der Achse des Zylinders zurück
gelegt hat, ((t) , so muß für x = 1l, ~ = l(t) werden; WIr er
halten daher:

rp (a t + 1l) - cp (a t - lt) = l(t)

oder indem wir a t + lt . gleich u setzen;

(4) . <p (~) = cp (u - 2 h) + (C6
: h) .

Liegt u zwischen den Grenzen 1l und 3ft, so wird offen
bar u - 2 h zwischen den Grenzen - hund + lt liegen, daher
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<p (u - 2 h) zufolge der Gleichung (3) verschwinden. Wir er4

halten daher von u = h bis u = 3 h

(5) rp (u) = l Ct : h ) .

Liegt u zwischen 3 hund 5 lt, so liegt u - 2 h, was wir
Kürze halber v nennen wollen, zwischen 1l und 3 h; es ist
daher zufolge der Gleichung (5):

rp (v) = r( v : ~) ,

daher nach Substitution des Wertes von 'V:

ep (u -2 h) = r Ct -a
3k) .

Die Gleichung (4) liefert daher für alle Werte des u, welche
zwischen 3 h .und 5 h liegen:

rp (u) = f ( 2t ~t 3
h ) + j. (U : k ) .

Fährt man in dieser Schlußweise fort, so findet man all
gemein für jede ganze Zahl n, wenn u zwischen (2 n - 1) h
und (2 n + 1) h liegt:

ep (u) = let '- (2;:-1)h) + r(U - (2: -3)h) + .. .r(u: h),
was nichts anderes besagt, als daß die durch die Kolben
bewe~ung hervorgerufene Welle, sowohl am Boden als auch
am Kolben beständig reflektiert wird. Dieser Wert in die
Gleichung (2) eingesetzt, gibt die Lösung unseres Problems.
Wir wollen den Druck erfahren, unter welchem die oberste
Schicht unseres Gases steht. Bezeichnen wir mit 120 die ur
sprüngliche Dichte unseres Gases, mit f! die Dichte der
Schicht x zur Zeit t, so ist bekanntlich

~=~(l+d~).
!/!/o dx

Die Gleichung (2) liefert uns:

~~ = <p' (a t + x) + ep'(a t - x),

daher für die oberste Schicht des Gases oder für x = h

di~h = rp' (a t + h) + rp' (a t - h).
( x
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Es wird sich nun immer eine ganze Zahl k VOll solcher
Beschaffenheit finden lassen, daß at zwischen 2 k kund
2 (k + 1) h liegt, daß also

at
(7) 2 k + 1 = T ± a

gesetzt werden kann, wobei 8 < 1 ist.
Setzen wir dann· a t - lt = u, so liegt u zwischen (2 k+ 1) h

und (2 k - 1) h; es ist also zu J:!101ge der Gleichung (6);

g; (u) = t Cb - (2:: - 1) h) + f (tt - (2 :: - 3) h) ... f ( ~6 : h)
daher .

'(1l) = 2. t" (26 - (2k - l)h) +2. f' (lU - (2k - 3)h) ... 2. t" (u - h)
ep C6 a, CiJa a C6

und nach Einsetzung des Wertes von u:

r I) 1[t,r( 2Iv }) Ir ( 2k - 2k) f' ( 2h)Jep(at-l=a; t-aL + t--------a;- +... t-c; .

In derselben Weise ergibt sich:

q/(at+h) = ~ [t(t- 2c:v.h) +t(t- 2k;: 2 h) + ... {'(t)]

daher

d~h=!l{'(t_2kh)+f'(t-2k-2 h) + ... f'('t- 2h)+2-j"(t)].
da; a a a a 2

Nehmen wir zuerst an, der Kolben bewege slch mit gleich
förmiger Geschwindigkeit, setzen wir also ((t) = c t; dann
ist {' (I) = c, daher

d;h =~±~.
da; h a

Die Dichte !!h der obersten Schicht zur Zeit t ist also
gegeben durch die Gleichung:

_1 = _1 (1+ ~&) = _1 (1 +~ + ~) .
(lh (/0 dx (/0 h a

Die LiLnge des Zylinders zur Zeit t ist gleich der ur
sprünglichen Länge h desselben mehr dem vom Kolben zurück
gelegten Weg c t. Bezeichnen wir die Dichte, welche dem
Gase zukäme, falls es in dem Raume, den es jetzt einnimmt
in Ruhe wäre mit!!8 und nennen sie Kürze halber die statische
Dichte desselben, so verhält sich die statische Dichte !!8 zur

d ~h = (2 k + 1)!!-
da; . a

oder wenn wir für 2 k + 1 seinen Wert aus der Gleichung (7)
substituieren:
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ursprünglichen Qo umgekehrt wie die jetzige Länge h + ct
zur ursprünglichen h des Zylinders. Es ist also:

~=~(1+~).
(/8 (/0 h

Die wirkliche Dichte der obersten Schicht unseres Gases
unterscheidet sich daher von der statischen nur um eine Größe:
die klein, von der Ordnung des Verhältnisses der Kolben
geschwindigkeit zur Schallgeschwindigkeit ist. Es wird sich
daher auch der wirkliche Druck, unter dem jene oberste Schicht
steht, von demjenigen, unter dem das Gas stehen würde, wenn
es bei seinem jetzigen Volumen und seiner jetzigen Temperatur
in Ruhe wäre, nur um eine Größe von dieser Ordnung unter
scheiden. Der Fehler, den man begeht) wenn man bei Be
rechnung der Arbeit statt des wirklichen Druckes diesen zu
grunde legt, ist daher außerordentlich klein. Eine ganz ähnliche
Gestalt wie d~hl dx nimmt die Größe d~ Idx für die übrigen
Schichten des Gases an und man findet leicht, daß sich auch
Dichte und Druck der übrigen Schichten nur um eine ebenso
kleine Größe von der statischen Dichte und dem statischen
Drucke unterscheiden. Es folgt hieraus überhaupt, daß die
Bewegung des ganzen Gases ruhiger vor sich geht, als man
sich dies vielleicht im ersten Augenblicke vorstellt, was für
Kohlrauschs Versuch von großer Wichtigkeit ist.

Es ist klar, daß die Bewegung des Kolbens in der Natur
nicht gleichförmig sein wird. Ich will daher noch einen anderen
extremen Fall betrachten und setzen

(
2n t)f(t) =}. 1. - cos -r- i

es wird dann

r'(t) 2rd. 2n t=--sm--,
1: T

die Geschwindigkeit des Kolbens variiert also nach dem Sinus
gesetze. Dann wird:

d~h = 4nh [sin 2n (t _ 27ch) + sin 2n (t _ 2k - 2h) •.•
da; aT· 1: ara

sin 2
r
n (t _2:) +i sin 2:t]

oder nach Summierung der Sinusreihe:
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d~h 21t), [ (2)1tt 2nh(2k+1)) 2nh 21tt]
"""[[i = . 2 1t h COS -7:-'- --a-t- - cos ---a:;: COS -r-

a7:S1ll-
a7:

und nach Einführung des Wertes von 2k + 1 aus Gleichung (7)

d (fh . 21t ), [ 2n 8 h 21th 2n t 1c.rx = . 21th COS~ - COS~COS-7:-
a7:S1ll-

a7:

a 7: ist die Strecke, durch welche sich der Schall während der
Zeit 7: fortgepflanzt hätte; dieselbe ist offenbar sehr groß
gegen It; vernachlässigen wir daher die Glieder von der
Ordnung (h / a 7:)2, 80 können wir setzen:

. 21th 2nh 2nah 21th 1
sma~ =~, cos~ = cos--a:;- =

d ';h i. (1 21t t)""dX = T - COS -,- •

Der vom Kolben zurückgelegte Weg aber ist

f(t) == ;'(1- cos2~t),

es ist also wieder bis auf Glieder von der Ordnung (lt/at)2
genau dsh / da: = f(t)/ h. Alle weiteren Schlüsse bleiben wie
im vorigen Falle; es unterscheiden sich also wirkliche Dichte
und Druck nur um Glieder von der Ordnung (h / at)2 von der
statischen. Es ist übrigens leicht den Beweis für diese an
genäherte Gleichheit unabhängig von der Form der Funktion f(t)
zu führen. Setzt man zunächst 2 h/ a == LI, so kann man den
Ausdruck für dsh / da: wie folgt schreiben:

(8) ~~ = ~ [f'(t-ltLl) +f' (t- (k -l)LI) ... 1" (t- 1.1) + ~1"(t)J.

Nun ist aber bekanntlich

{(t) - f(t - LI) = LI f' (t) + ~2 f"(t - Cl LI)

I' (t - LI) - ((t - 2LI) = LI f' (t - LI) + A; {" (t - LI - C2 LI)

f (t - (k - 1) LI) - l (t - k LI) = LI f I (t - (k - 1) LI)

+ ~2 f" (t - (k - 1) LJ - c3 LI) .

Ferner. ergibt sich, weil at zwischen 2k lt und (2 k + 2) h,
daher t-21th/a zwischen Null und 2h/a liegt, also t-hL1 = c4 LI
gesetzt werden kann.
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((t - 1l A) - ((0) = 84 A(' (t - lt J) + 8~2L12 {" (8
5

LI)

worin übrigens ((0) = 0 ist. Die Addition aller dieser Gleichungen
liefert uns:

((t) = LI [{'(t) + j"(t- LI) ... f' (t - (lt -1)L1)

+ 64r (t - lt LI)] - ~ . p

wobei p jedenfalls kleiner als der größte Wert der zweiten
Ableitung f" (u) (t + LI) ist. Hieraus folgt:

LI [t j" (t) + j" (t - LI) +j" (t - 2LI) ... (' (t - k LI)]
L1 f' (t) , L1

= f(t) - ~- + 65 LI( (t - k .1) + 2'P •

Die Größen 81 , 82 ••• E5 sind hier gewisse echte Brüche~

Wir erhalten daher mit Rücksicht auf die Gleichung (8)

d ;h = f(t) _ LI f' (t) + 6 LI f' (t - ~ + L1 L .
elx h 2h 5 h 2h

Die Größe d~h/dx unterscheidet sich daher in der Tat
nur um eine Größe von der Ordnung LI von f'(t)/ h, woraus
wieder folgt, daß auch Dichte und Druck nur um eine Größe
von der Ordnung LI von den statischen verschieden sind. Wenn
man daher bei Berechnung der Arbeit statt des wirklich in
einem Momente auf dem Gase lastenden Druckes den statischen,
d. h. jenen Druck setzt, den das Gas ausüben würde, wenn
es bei dem Volumen und bei der Temperatur, die es in dem
Momente hat, in Ruhe wäre, so begeht man, wenn nicht r (t)
oder (" (t) sehr groß sind, höchstens einen Fehler von der
Ordnung des Verhältnisses der Länge des Gefäßes zum vVeg,
den der Schall während des Versuches zurücklegt. Setzt man
statt des wirklichen Druckes immer den Druck, unter dem das
Gas zu Anfang oder zu Ende des Versuches stand, so begeht
man natürlich einen Fehler von der Ordnung des Verhältnisses
der Druckänderungen zum Gesamtdruck des Gases, welcher je
doch dadurch noch bedeutendvermindert wird, daß man das Mittel
zwischen dem Anfangs- und Enddrucke in die Rechnung einführt.

Unsere Rechnung ist allerdings nicht vollkommen strenge,
indem die partielle Differentialgleichung (1) nur gilt, wenn die
Dichtigkeitsänderungen im Gase verschwindend klein sind.
Man würde jedoch irren, wenn man glaubte, dadurch würden
in unserem Resultate Fehler von der Ordnung des Verhältnisses
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der Dichtigkeitsänderungen zur Gesamtdichtigkeit herbeigeführt.
Wir sahen nämlich, daß sich in jedem Zeitmomente die Dichtig~

keiten der verschiedenen Schichten nur um eine Größe von
der Ordnung h / a von der statischen und daher auch ~mter

einander unterscheiden. Für jeden Zeitmoment wird daher mit
weit größerer Annäherung. die partielle Differentialgleichung (1)
gelten; nm;. wird die Größe a oder die Schallgeschwindigkeit
während des Versuches etwas variieren und zwar auch nur
wegen der eintretenden Temperaturschwanlmngen, indem die
selbe ja unabhängig von der Dichte· ist. . Es ist aber leicht
einzusehen, daß eine Veränderlichkeit der Größe a unsere aus
der Formel (8) gezogenen Schlüsse nicht alteriert. Es werden
nämlich dann nur in der Summe die verschiedenen LI ungleich
groß; dieselbe nähert sich aber trotzdem für kleine LI noch
immer dem bestimmten Integrale.

Der von uns der Rechnung unterzogene Fall ist allerdings
von dem Versuche Kohlrauschs etwas verschieden; weit mehr
nähert sich derselbe der Form, welche Witte dem Versuche
gab und es wäre leicht, ihn genau in der hier beobachteten
Form auszuführen. Übrigens wird .die Größenordnung des
Unterschiedes zwischen dem wirklichen. und statischen Drucke,
auch wenn man statt des einfachen zylindrischen Gefäßes einen
mit einem Zylinder verbundenen Rezipienten hat, keine andere
werden. Nur ist zu bemerken, daß der Querschnitt der Ver
bindung nicht zu klein sein darf. Am wenigsten ist die Ansicht
Kurz' gerechtfertigt, daß das Gas nicht arbeite und die Theorie

. die Temperaturveränderung desselben überhaupt leugne. Der
in der mechanischen Wärmetheorie vorausgesetzte Fall, daß
der Druck immer gleich dem Gegendruck sei, tritt allerdings
nur bei unendlich langsamer Bewegung des Kolbens ein; aber
·es war Zweck der gegenwärtigen Abhandlung durch vollständige
Durchführung der Rechnung wenigstens in einem speziellen
Falle zu zeigen, wie wenig sich beide unterscheiden, wenn nur
die Kolbengeschwindigkeit klein gegen die Schallgeschwindigkeit
ist, was übrigens auch durch die verhältnismäßig kleine Be
schleuniguug des Kolbens (dieselbe ist ja die Differenz von
Druck und Gegendruck, wenn man die Reibung und den Druck
der Hand mit einbezieht) bezeugt wird.'

Graz, im November 1869.
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Noch Einiges über Kohlrauschs Versuch zur
Bestimmung des Verhältnisses der Wärmekapazitäten

von Gasen.
(pogg. Ann. 14:1, S. 47R-47ß. 1870,)

Dieser Versuch verdankt Hrn. W itte zwei Verbesserungen,
die sich in der Folge als sehr nützlich erweisen dürften;
nii,mlich das Manometer mit momentaner Kommunikation und
die Anwendung von Gefäßen, die nicht wie Stiefel und Rezipient
der Luftpumpe durch einen verhältnismäßig engen Kanal in
Verbindung stehen. Was jedoch die Theorie des Versuches
betrifft, so beging Hr. Witte ein Versehen. Um das Verhälnis
der ",rärmekapazitäten zu bestimmen, denkt er sich nämlich
(Pogg. Ann. 138, S. 158) ein Gas von der Temperatur t' bei
konstantem Drucke zur Temperatur t erwärmt und dann ohne
Wärmezufuhr auf sein ursprüngliches Volumen komprimiert.
Die Temperatur soll dabei auf t" steigen. Er glaubt, daß man
ihm hierbei im ganzen dieselbe Wärmemenge zuführen müsse,
als wenn man es direkt bei konstantem Volum von der Anfangs
temperatur t' auf die Endtemperatur t" erwärmen würde. Dieser
Schluß ist jedoch nicht erlaubt, da die zugeführte Wärme nicht
bloß vom Anfangs- und Endzustande abhängt. Die vollständige
Formel für das Verhältnis der Wärmekapazitäten lautet
vielmehr:

Op log p' - log ]J

(1) -c:-= log v - log'v' ,

wobei cp die Wärmekapazität bei konstantem Drucke, Cv die
bei konstantem Volumen, p und v Druck und Volum zu Anfang,
p' und V' zu Ende des Prozesses sind. (Siehe Zeuners W~i,rme

lehre, S. 131.) Die Form'el Wittes gilt nur als Anniiherungs
formel für kleine Kompressionen (denn bei kleiner Kompression
wird der Unterschiecl beider Wl1rmemengen klein von der zweiten



158 12. Kohlrauschs Versuch Zll1' Bestimmung des Verhältnisses usw.

Ordnung) und man kann aus ihr keineswegs den Schluß ziehen,
,daß cp !Cv Funktion des Druckes oder der Temperatur sei, wie
es Wi tte in einer späteren Abhandlung (Pogg. Ann. 140, S.657
und 658) tut. Vielmehr machen sowohl theoretische Betrach
tungen als auch die Experimente Regnaults wahrscheinlich,
daß eIe nahezu konstant ist, wenngleich eine absolute Konstanzp, v

für die in der Natur vorkommenden Gase natürlich nicht zu
erwarten steht.

DIe Ableitungsweise der Formel (1) setzt voraus, daß der
Kolben in jedem Momente unter' demselben Drucke stehe,
unter dem er stehen würde, wenn das Gas in dem Raume, den
es augenblicklich erfüllt, bei seiner (mittleren) Temperatur im
Gleichgewicht wäre, daß, wie man sich in der Wärmetheorie
ausdrückt, der Druck gleich dem GegendrucIc ist. Ich habe
nun nachgewiesen, daß, wenn der vom Gase erfüllte Raum ein
Zylinder ist, die Dichte der unmittelbar am Kolben anliegen
den Gasschicht in jedem Augenblicke nur sehr wenig von der
Dichte abweicht, die das Gas hätte, wenn es seinen Raum
gleichförmig erfüllen würde; und da die Geschwindigkeit dieser
Gasschicht gleich der Kolbengeschwindigkeit ist, so muß auch
der Druck, unter dem der Kolben steht, nahe gleich dem
Druck sein, den das' Gas bei seinem augenblicklichen Volumen
und Temperatur ausüben würde, folglich ist auch die Arbeit in
heiden Fällen nahe 'dieselbe. Die bei Ableitung der Gleichung1)
gemachten Voraussetzungen sind also dann nahe erfüllt. Die
Behauptung Kurz', daß hierbei eine Verwechselung von Druck
und Arbeit stattfinde, beruht auf einem Mißverständnis. Wenn
ich dagegen in meiner früheren Abhandlung sagte: "Es wäre
ein gruber Irrtum" usw., so behauptete ich damit nicht, . daß
HI'. Kurz wirklich in diesen Irrtum verfallen sei. Ich meinte
bloß, daß man beim Lesen des Schlusses seiner Abhandlung
leicht zu diesem Irrtum verleitet werden könne. Wenn Hr. Kurz
bloß ausdrücken wollte, daß der Verbindungskanal zwischen
Stiefel und Rezipient in Kohlrauschs Versuche so eng war,
daß unter dem Kolben nahezu ein Vakuum entstand und daher
die im Rezipienten befindliche Luft in den leeren Raum aus..
strömte, so kann ich dem um so w~niger entgegentreten, als
mir die Weite dieses Verbindungskanals durchaus unbekannt ist.
Möglicherweise war dies die Ursache, weshalb Kohh'a usch
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den \Vel't cpl Cv zu klein erhielt: nur weshalb die Theorie die
Temperaturerhöhung überhaupt leugnen sollte, begriff ich nicht.
Schließlich erlaube ich mir, für den Versuch Kohlraus chs
folgende Form vorzuschlagen:

Das Gas befinde sich in einem einzigen zylindrischen
Gefäß, in das ein luftdicht schließender Kolben bei einigen
Versuchen tiefer, bei ß,nderen weniger tief eingesenkt wird.
Nahe am Boden des Gefäßes seien mehrere Manometer an
gebracht, um den Druck sowohl im Momente des Endes der
Kolbenbewegung als auch beliebige Zeit später bestimmen zu
können. Kolben und Manometerhähne werden durch eine
Maschinerie getrieben, um nicht nur die größte Übereinstimmung
bei den einzelnen Versuchen erzielen, sondern auch die Art
und \Veise der Kolbenbewegung genau bestimmen zu können.
Die Zeitmomente könnten telegraphiscb registriert werden. Es
ist dann der Druck in jedem Augenblicke nur wenig vom Gegen
drucke verschieden und ihre Differenz könnte zu dem noch be-.
rechnet werden. Außerdem könnte der Abkühlungskoeffizient
für jedes Volumen des Gases besond~rs bestimmt werden. Auf
diese Weise könnte vielleicht auch die Beantwortung der Frage
versucht werden, wie rasch die Umsetzung der progressiven
Bewegung der Moleküle in Bewegung der Atome gegen ein
ander (sog. intramolekulare) geschieht. Es ist zwar nicht wahr
scheinlich, aber immerhin nicht auBerhalb des Bereiches der
Möglichkeit, daß diese Umsetzung eine längere Zeit beanspruche.

Graz, den 11. November 1870.
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Über die Ableitung der Grundgleichungen
der Kapillarität aus dem Prinzipe der virtuellen

Geschwindigkeiten.
(Pogg..A.nn. 141. S. 582-590. 1870.)

In Pogg. ...tinnalen 139, S. 239 verallgemeinerte Hr. Stahl
die schöne von Gauss herrührende AbleitungsV\~eise der
Grundgleichungen der Kapillarität aus dem Prinzipe der
virtuellen Geschwindigkeiten in ähnlicher Weise, wie Po iss 0 n
.ihre .. direkte Ableitung aus der Betrachtung der Kräfte, indem
er ihre Anwendbarkeit auch für den l:fall des Vorhandenseins
eines Flüssigkeitshäutchens von variabler Dichte bewies. Es
scheint mir jedoch hiermit der Hauptmangel, welcher der
Methode von Gauss in ihrer gegenwärtigen Form anhaftet,
noch immer nicht beseitigt,. nämlich daß in derselben die über
alle Moleki.i.lpaare zu erstreckenden Summen durch Integration
berechnet werden. Es setzt dies voraus; daß nicht nur die
von einem lvloleküle sehr entfernten, sondern auch die unmittel
bar anliegenden Moleküle nur einen verschwindenden Teil in
die betreffenden Summen liefern. Während nun ersteres als
experimentell hinlänglich festgestellt betrachtet werden kann,
so ist die letztere Annahme durch gar nichts bewiesen, im
Gegenteil, viele Gründe, deren Auseinandersetzung hier nicht
in meiner Absicht liegt, machen dieselbe unwahrscheinlich,
\venn nicht unmöglich. Wenn aber die unmittelbar an einenl
lVIoleküle anliegenden Moleküle Endliches in die Summen
liefern, so ist die Berechnung clerselben durch Integration
wegen der Diskontinuität der Materie unmittelbar um das
Molekül herum offenbar nicht anwendbar, Es ist dies be
kanntlich der Grund, weshalb man die Auswertung der Summen
durch Integration in der Elastizitätstheorie bereits längst ver
lassen hat. Man konnte dies um so leichter, als sich alle
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wesentlichen Konsequenzen durch bloßes Räsonnement aus den
Summenformeln auch ohne deren wirkliche Aus"rertung ziehen
lassen, wodurch DIcht nur jenes Bedenken gehoben, sondern
auch die Form der Deduktion vereinfacht wird. Außerdem
hat Gauss nicht berücksichtigt, daß die Flüssigkeitsmoleküle
in der Regel aus· verschiedenen heterogenen Gatturrgenvon
Atomen bestehen, um welche nach der Hypothese vieler
Physiker noch Ätherhüllen gelagert sind. Ich pflegte nun in
meinen Vorlesungen die Gausssche Methode in einer Form dar
zustellen, welche gleich jener in der Elastizitätslehre üblichen
Darstellungsweise alle diese gegen dieselbe möglichen Ein
würfe beseitigt und sich zudem durch verhältnismäßige Ein
fachheit empfehlen dürfte. Alle mühsamen Integrationen sind
dabei ganz vermieden und man gelangt lediglich durch wieder
holte Anwendung eines schon aus der Elastizitätslehre ge
läufigen Schlusses zu den Grundgleichungen der Kapillaritäts
theorie. Die Anregung jener E'rage durch die Arbeit Stahls
gibt mir Gelegenheit auch meine Methode zu veröffentlichen,
ohne daB ich jedoch, da mir die betreffende Literatur teil
weise nicht zur Verfügung steht, zu entscheiden vermag, ob
nicht eine ähnliche oder .gar dieselbe bereits früher angewandt
wurde.

Betrachten wir eine .beliebige Anzahl von Flüssigkeiten,
deren jede homogen ist, dabei jedoch aus verschiedenen
Gattungen von Atomen, wie Wasser aus Wasserstoff- und
Sauerstoffatomen bestehen kann. Dieselben seien teils mit
einander, teils mit den Wänden fester Körper in Berührung,
teils besitzen sie freie Oberflächen. Unsere Voraussetzung
ist, daß die Kraftfunktion

rp(r) = J((r) d r

der zwischen je zwei Atomen wirksamen Kraft f(r) , .welche
übrigens für verschiedene Paare verschieden sein kann, nur
für unendlich kleine 19 einen von Null verschiedenen Wert be
sitzt, für jede endliche Distanz aber ohne merklichen Fehler
gleich Null gesetzt werden darf. Wir wollen eine Distanz, in
der man gerade schon den Wert von cp (r) für alle Atompaare
gleich Null setzen darf, kurz den Radius der Wirkungssphäre
nennen. Es wird dann die Dichte der ~H'lüssigkeit nur in un·

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. .Abhandl. 1. 11
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merklicher Entfernung von der Oberfläche oder Berührungs
fläche mit einem heterogenen Körper von der normalen Dichte
der Flüssigkeit verschieden sein können. Nach dem Prinzipe
der virtuellen Verschiebungen muß dann die Variation der
Doppelsumme .:E.2Cf (r) mehr der Variation der Kraftfunktion
der von~ außen auf die Flüssigkeiten und etwa in sie ein
getauchten beweglichen festen Körper wirksamen Kräfte gleich
Null sein. Die Doppelsumme ist über alle Paare von Flüssig..
keitsatomen sowie auch über diejenigen Atome fester Körper
zu erstrecken, welche mit ihnen in Wechselwirkung stehen.
Es geschieht dies am besten so: Man wählt ein beliebiges
Atom und· bildet die Summe .:s efJ (r) erstreckt. über alle· Flüssig
keitsatome, die in seiner Wirkungssphäre liegen. Diesen Aus..
druck, den ",ir mit Sbezeichnen wollen, bildet man für alle
Flüssigkeitsatome, und addiert alle so erhaltenen Ausdrücke;
man bildet also die Summe :E S erstreckt über alle Flüssig
keitsatome. Die Hälfte dieser Summe ist dann bekanntlich
das Potential der gesamten Flüssigkeit auf sich selbst. Ebenso
betrach~et man irgend ein Atom, welches in der Wirkungs
sphäre von Atomen fester Körper liegt und bildet für dasselbe
die Summe .:2 Cf (r) erstreckt über alle Atome fester Körper,
die sich in der Wirkungssphäre des betrachteten Atoms be
finden. Nennen \vir ihren Wert T, so ist die Summe .2T,
erstreckt über alle Flüssigkeitsatome im Bereich der 'Wirkupg
der festen !{örper, das Potential der festen Körper auf die
Flüssigkeiten. Es ist also das gesamte zu variierende Potential:

.2.2rp (1~) = t.2 S + .-s T .
.,

Um näheres über den Wert der heiden rechts stehenden
Summen zu erfahren, wollen "viI' jede der l<'lüssigkeiten in
außerordentlich viele außerordentlich kleine Flüssigkeitselemente
zerlegen, die jedoch sehr groß gegen die Wirkungssphäre sein
sollen. Betrachten wir irgend eine der Flüssigkeiten, etwa
diejenige, welche den Raum A (Fig. ]) erfüllt. Lediglich uni
den A.usdruck zu vereinfachen, sei dieselbe Wasser; die Über
tragbarkeit derselben SchlU.sse auf andere Flüssigkeiten bedarf
kaum der Erwähnung. Die Einteilung dieser Flüssigkeit soll
nun in folgender Weise geschehen: Wir teilen zuerst ihre ge
samte Oberfläche, also sowohl den freien Teil derselben als
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auch sämtliche 'Flächen, längs welcher sie mit den übrigen
Fliissigkeiten oder festen Körpern in Berührung steht, in sehr
viele, sehr kleine Flächenelemente. Über jedem derselben er
richten wir einen Zylinder, .dessen. Basis das betreffende
Flächenelement und dessen Höhe mindestens um den Radius ,
·der Wirkungssphäre größer ist} als die Dicke des jeweiligen
sogenannten Flüssigkeitshäutchens, d. h. jenes Teiles der Flüssig
keit, innerhalb dessen die Gruppierung der Atome von der
Begrenzung der Flüssigkeit beeinflußt wird, daher namentlich
die Dichte von der normalen abweicht. Diese Dicke wird
natürlich im allgemeinen verschieden sein, je nachdem die
Oberfläche frei ist oder sich hinter derselben der eine oder

.A

Fig.1.

:andere Körper befindet. Da sie aber jedenfalls verschwindend
klein ist, so ist die Legung jener sehr kleinen zylindrischen
Flüssigkeitselemente immer möglich. In unserer Figur sind
·dieselben mit a, a1 , a2 •••, h1 , b2 ••• bezeichnet. Es soll dabei
-die Höhe aller Zylinder a untereinander gleich gemacht werden,
,ebenso die aller Zylinder a1 USW. Den noch übrigen 1'eilder
Flüssigkeit endlich, welcher also durchaus gleiche Dichte und
überhaupt gleichförmige Beschaffenheit hat, teilen wir in be
liebiger Weise in die sehr kleinen Flüssigkeitselemente c. Wir
~schreiten nun zur Betrachtung der Summe A S, und zwar
'Wollen wir zunächst über sämtliche Atome irgend eines der
Flüssigkeitselemente c summieren. Jedes Sauerstoffatom aller
<lieser Elemente befindet sich genau unter denselben Umständen,

11 $
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es wird daher der Ausdruck S = .s tp (1-) für jedes Sauerstoff
atom gleich ausfallen, folglich jedes ein gleichgroßes Glied in
unsere Summe liefern. Jedes Wasserstoffatom liefert im all
gemeinen ein anderes Glied; allein die von den Wasserstoff
atomen gelieferten Glieder sind unter sich wieder gleich. Da
nun die Flüssigkeitselemente groß gegen die Wirkungssphäre
sind, so ist sowohl die Zahl der in einem Flüssigkeitselemente'
befindlichen Sauerstoffatome als auch die der Wasserstoffatome
proportional der Größe des Elementes. Es besteht also die
Summe ~S erstreckt über die Atome eines Elementes c aus·
einer Reihe von gleichgroßen Summanden, deren Zahl der
Größe des betreffenden Elementes proportional ist. Ihr Wert
ist daher selbst dem Volumen des Elementes proportional.

Das Resultat ist also : Jedes der Elemente c liefert in
;S S ein Glied, dessen Größe gleich einer dem Wasser bei;
dieser Temperatur und diesem Drucke eigentümlichen Kon
stanten r. multipliziert mit dem Volumen des Elementes ist,.
das wir gleich mit demselben Buchstaben wi~ das Element.
selbst, also ebenfalls mit c bezeichnen wollen. Die Gesamt..
heit der Glieder, welche sämtliche Flüssigkeitselemente c
liefern, ist daher gleich r. ~ c, wobei 2: c das Volumen des·
ganzen von diesen Flüssigkeitselementen erfüllten Raumes ist..
Es ist klar, daß die Gültigkeit dieses sowie der folgenden
Schlüsse nicht alteriert wird ,wenn sich etwa die beiden
Wasserstoffatome eines Wassermoleküls unter verschiedenen
Umständen befänden, wie dies bei komplizierteren· Molekülen
ohne Zweifel eintrifft, dieselben wären dann wie ganz heterogene
Atome zu betrachten. Nicht einmal die l\1olekularbewegung,.
welche wir Wärme nennen, macht unsere Schlüsse ungültig"
da sich die hierdurch herbeigeführten Abweichungen bei der
großen Zahl der Moleküle in einem Flüssigkeitselement im
Durchschnitt wieder aufheben. Nach denselben Prinzipien
geschieht die Diskussion der Glieder, welche die übrigen
Iflüssigkeitselemente in ~ 8 liefern. Betrachten wir etwa die
an der freien Oberfläche anliegenden mit a bezeichneten Ele
mente. Die Oberflächenelemente ,welche die ·Basisdieser
zylindrischen Flüssigkeitselemente bilden, können mit um so
größerer Annäherung als eben betrachtet werden, je kleiner
die Elemente selbst sind. Falls diese strenge unendlich klein

......
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wären, könnten sie daher ohne allen Ifehler als eben angesehen
werden. Diese Bedingung kann bei wirklichen Flüssigkeiten
:allerdings nicht strenge, aber doch mit großer Annäherung
.erfüllt werden und unsere Aufgabe ist, die Bestimmung des
Grenzfall~, dem sich. die Gesetze des Flüssigkeitsgewichtes um
'So mehr nähern, je kleiner die Wirkungssphären sind. Wenn
.auch .die wirklichen Flüssigkeiten j euen Gesetzen nicht ab
'Salut genau gehorchen, so ist die Abweichung doch völlig
unmerklich und ·könnte eine theoretische Bestimmung der
selben erst dann versucht werden, wenn man über die Größe'
-der. Wirkungssphäre und die Natur des Wirkungsgesetzes
näheres wüßte. Behufs der Berechnung jenes Grenzfalls
können wir also sämtliche Flüssigkeitselemente a als senk..
rechte Zylinder mit ebener Basis betrachten. Zunächst ist
nun klar, daß sich nicht alle Sauerstoffatome in einem der
Elemente a unter denselben Umständen befinden, weil ja die
"Dichte der Flüssigkeit von der Oberfläche gegen das Innere
zu variiert. Da aber die Basis sowohl unseres .Flüssigkeits
-elementes als auch der unmittelbar anliegenden als eine Ebene
betrachtet werden kann, so befinden sich alle in einer und
derselben Distanz (j von jener Basis befindlichen Sauerstoff
atome unter denselben Bedingungen. Die Anzahl derselben
ist aber proportional der Größe ades Oberfiächenelementes,
welches die Basis des betreffenden Flüssigkeitselementes bildet.
'Es ist also der Teil, welchen die in der Distanz 0 von der
'Oberfläche befindlichen Sauerstoffatome des Flüssigkeitseie ..
mentes a in ,.2 S liefern, proportional der Basis desselben.
·Dasselbe gilt auch von den Sauerstoffatomen inder Distanz 0',
.sowie von denen in der Distanz 0" von der ·Oberfläche usw.
Und da das gleiche auf die Wasserstoffatome anwendbar ist,
so übersieht man leicht, daß der Teil, welchen irgend eines
der Flüssigkeitselemente a in ;S8 liefert, aus lauter Gliedern
besteht, die einander gleich und deren.A.nzahl dem Flächen
inhalte seiner· Basis proportional ist, welchen .Flächeninhalt
'wir ebenfalls a nennen .wollen, daß folglich auch der Teil,
""TeIchen alle an der freien Oberfläche anliegenden und mit a

bezeichneten Elemente liefern, gleich einer anderen dem
\\fasser eigentümlichen Konstanten a multipliziert mit dem
Flächeninhalte ·der gesamten freien Oberfläche .;S a ist. Ein
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Bedenken könnte sich wegen der am Rande der freien Ober
fläche befindlichen Flüs·sigkeitselemente. erheben, von denen
das Gesagte im allgemeinen nicht gelten wird. Allein da.
sämtliche Elemente außerordentlich klein sind} so verschwindet
die Zahl der am Rande befindlichen gegen die der übrigen,.
und da ein einzelnes am Rande befindliches Element jedenfalls
nicht unendlichmal mehr als ein anderes in ~"'S liefert, so·
kann die SUlnme aller von den Randelementen gelieferten
Glieder gegen die Summe der von den übrigen gelieferten ver
D~chlässigt werden. Wir ,vollen -noch mit c' das ,Volumen
bezeichnen, ,yelches die in irgend einem' unserer Flüssigkeits
elemente'" a enthaltene Wassermasse .einnehmen würde, wenn
sich die Moleküle derselben nicht an der Oberfläche befänden,.
sondern rings mit Wasser umgeben wären. Man überzeugt
sich dann leicht durch Wiederholung der eben gemachten
Schlüsse, daB Cf .ebenfalls proportional der GröBe des Ober-·
fiächenelementes a, also Cf = 8 a, :E Cf = 8. :E a ist. Es wird
nun nicht mehr notwendig sein, dieselben Schlüsse in extenso·
auch bei denl IPlüssigkeitselemente a 1 , a2 •••, die an den Be-·
rührungsflächen mit den anderen Flüssigkeiten anliegen, sowie
bei "den Elementen b1 , b2 ••• , die 'an den Berührungsflächeu\
mit den festen Körpern anliegen, zu wiederholen. Man über
sieht sofort, daß man unter An'wendung genau derselben
Schlußweise zum Resultate gelangt, daß auch die Teile, welche
diese Flüssigkeitselemente in ~S liefern, jedesmalproportional
den betreffenden Oberflächenelementensind. Sie können also
gleich gesetzt werden: C(1 25I

a1; (t2:2a2 ···{Jl;Eb1 , ß2~"b2".'

wobei .2"'al' .:E a2 ••• ~'b1 , ~"Tb2 ••• die Flächeninhalte der Kon-
taktfläcben des Wassers mit den anderen Körpern, ({l' «2'" ßl"
ß3 · · ., aber Konstanten sind, die seIbstverständlich von der
Natur und dem Zustande der in Kontakt befindlichen Körper
abhängen. Es ist also:

~ 0 .' " + ~ ').' ß Y b ß ~1 b
.-:..J I..) = y ~ C u1 ~ a1 + u2 ...... 02 • • • + 1 ""'-' 1 + 2"';;;"; 2".

Die Atome der mit b bezeichneten Flüssigkeitselemente·
liefern auch Glieder in :2 '17

, und zwar ist jedes Gliedi
wieder proportional der entsprechenden Oberfläche; daher
~ l' = ßl' .2b1 + ß2' ;S b2 • • .; addiert man hierzu t ~8, so.
ergibt sich:
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1
"'" ~ (.) 1 Y 8 '"5'1' r:s.., (XI '"C' rt2 '5'

. ..-::J ~ cp r ="2.-;..1 + .... =. 2.-;..1 e +... - ..,r;;;,; a1 + -- '*-J a2 • • •
(1) 2 2

+ (~I + ß1') ~ b1+ (~1 + ß2)~'b2.. ·
Um diesen Ausdruck zu transformieren, bezeichnen wir

durch eil, c''' ••• C(k) , e(k+l) ••• die Volumina, welche die Flüssig..
keitselemente a1 , a2 ••• h1 , b2 ••• einnehmen \vürden, falls sie
ganz von Wasser umgeben wären; wir haben hernach :

2 eil = 8
1
~ a

1
, ~ elf! ' = 8

2
JE" a

2
•••

~ eCk) = "h .:2 b
1

, ~ C(k+l) = 1/
2
;i' b

2
•••

81 , 82 , •• 'lh, 1]2'" sind da wieder gewisse Konstante. J\llit
Rücksicht auf diese Gleichungen, sowie auf die Gleichung
.sc' = c:2'T a, können wir die Gleichung· (1) in folgende Form

. bringen:

~"'.2' cp (r) = ~. (.2t" c + :E Cf +.~ cl! ... ;SYe(k) + .:E c(k+ 1) •••

+ (ßl -~rltr + ß/).2b1 + (2:2.-~ tr + ß/) .202 +...
Hier ist ;E"T c + .:E Cl + 2: eil ..• , das Volum, \velches unsere

Wassermasse einnehmen \yürde, ,venn sie ganz von Wasser
umgeben wäre, also eine konstante Größe, deren Variation
verschwindet. .:2 a, 2~a

1
, ~' a2 .... .:sb

1
, ~"T b2 • .... sind. die

Flächeninhalte der Berührungsfl.ächen des Wassers mit den
übrigen }{örpern, ihre Koeffizientena - 8 r/2, u1 - Cl r /2 ...
aber reine Konstanten. Bildet man analoge Ausdrücke auch
für alle anderen Flüssigkeiten, so gelangt man sofort zu dem
Resultate von Ganss, ,vomit also sämtliche Probleme der l\a
pillaritätstheorie auf Probleme der Variationsrechnung zurück
geführt sind. Auf elen Umst-and, daß die Gültigkeit dieser
Gleichungen aufhört, wenn eine Flüssigkeit, eine Spitze oder
Kante hat, deren Dicke nicht groß gegen den Radius der
Wirkungssphäre i~t, hat schon Gauss aufmerksam gemacht.
Es ist klar, daß 'die Unterabteilung der Räume ~'Ta, .2 a1 •••

in die Eleillente a, a1 ••• auch ganz unterbleiben könnte; sie
scheint mir jedoch das Verständnis zu erleichtern.

G.raz den 11. November 1870.



14.

Ober eine neue optische Methode, die Schwingungen
tönender Luftsäulen zu analysieren, gemeinschaftlich

. mit A. Toepler. 1
)

(Pogg. Ann. 141, S.321-352. 1870.)

, 1.

Bereits in Pogg. Ann. 128, S. 108, wurde von Toepler
durch eine Reihe von Versuchen auf die Vortejle hingewiesen,
welche das stroboskopische Prinzip bei der Beobachtung
schwingender Bewegungen bietet. Betrachtet man einen
schwingenden Körper, z. B. eine Saite, bei intermittierendem
Lichte, und ist die Schwingungsdauer der Saite nur sehr wenig
verschieden von dem Zeitintervall, in ,velchem die inter
nlittierende Lichtquelle je einmal aufleuchtet, so sieht man die
Saitenschwingung mit allen ihren Eigentümlichkeiten ganz
langsam stroboskopisch reproduziert. Die Schwingungsdauer
der stroboskopischen Bewegungserscheinung'berecbnet, sich aus
der Differenz zwischen Lichtintermittenz und Saitenschwingung
genau so, wie die Schwebungen zweier sehr nahe gleich
gestimmter Töne. lVlan kann also unter Beachtung der nötigen
Vorsichtsmaßregeln stehende Schwingungen vieler Körper fast
beliebig verlangsamt sehen und unter günstigen Verhältnissen
ihre Details 'lnit Meßinstrumenten verfolgen, wie jede andere
langsame Bewegungserscheinung.

Von größtem Interesse 'war es nun, bei den Pfeifen
tönen unmittelbar die Luj"tschu:in.r;u'IZ.qen beobachten zu können,
da durch solche Beobachtungen eine Reihe, von bis jetzt
experimentell sehr schwer zugänglichen Fragen(z. B.. die
Intensitäts-und Phasenverhältnisse der Partialtöne eines

1) Vorläufiger Bericht über diese ..A.rbeit Wien. Anz. 7, S. 73.
24. März 1870 und earls Repertorium 6, S. 174. 1870.
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~Pfeifenklanges) der Beobachtung' und Messung unterworfen
',,,erden können. Nach einem Vorschlage von Boltzmann war
-ein günstiger Erfolg zu erwarten, wenn die Strahlen ein und
.derselben 0 intermittierenden Lichtquelle zur Hälfte durch
-ruhende, zur Hälfte durch schwingende Luft geführt, und die
selben später zur ,Interferenz gebracht werden. Da hierbei
-die letzteren Strahlen durch den Wechsel von Verdichtung und
Verdünnung abwechselnd eine, 'Verzögerung und '0 eine Voraus
-eilung erfahren, so muß eine schwingende Bewegung der Interferenz
....~trei'len entstehen, 1.Delche wegen de'r Intermittenz der Lichtquelle
'nach dem stroboskopischen Prinzip .verlangsamt erscheint, also
<lurch Messung verfolgt werden kann. Aus der gemessenen
.Bewegung der Interferenzstreifen läßt sich alsdann ohne
Schwierigkeit die Bewegung der schwingenden Luftsäule be
~l"echnen. Die gebotenen Vorteile sind augenfällig, da man
neben der Art und Intensität der Bewegung auch gleichzeitig
mit größter Schärfe dieSchwingungsdauer bestimmen kann.

Es wurde zu dem Ende von Toepler ein Apparat kon
'struiert, ,\~elcher den Vorschlag zunächst auf gedeckte Pfeifen
:anzuwenden erlaubt. Mit diesem Apparat haben wir eine Reihe
'Von Messungen über Intensitätsverhältnisse usw. der Luft
*3chwingungen angestellt. Dabei hat sich tatsächlich heraus
.gestellt, daß nach möglichster Vermeidung der praktischen
:Schwierigkeiten durch das nunmehr erweiterte vibroskopische
Prinzip ein Beobachtungsverfahren geboten ist, welches sich in
'bezug auf die lVlessung kleiner Zeitgrößen unbedenklich als ein
:sehr genaues Hilfsmittel bezeichnen läßt, wie die im z\veiten
Paragraphen mitgeteilten Resultate beweisen.

Beschreibung desApparate.~. Zu~ Herstellung des strobo
skopischen Sehens mußte zunächst eine bequem und genau
';regulierbare, intermittierende Lichtquelle geschaffen ,verden.
Es wurde zu diesem Zwecke die bekannte Helmholtzsche
Unterbrecbungsgabel an den beiden Zinken mit leichten Spalten
'Schirmen versehen, ,velche dicht hintereinander stehen und be.i
-der Anregung der Gabel in entgegengesetztem Sinne sch,vingen.
.'Die Spalten lassen nur beimUbereinandergleiten in der l\'1ittel-
'stellung je einmal ganz kurze Zeit die Strahlen einerc1ahinter
gestellten Lichtquelle hindurch. Fig. 1 zeigt die Zinkenenden a

und b der horizontal gestellten Gabel. Auf das Zinkenende a
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ist ein Schuh fest aufgeschraubt, welcher ein sehr leichtes
Blechrähmchen c mit rechteckiger Öffnung trägt. Auf dieses
Rähmchen kann durch kleine Schrauben eine dünne Blech
platte d aufgeschraubt werden, so daß die rechteckige Öffnung
in c bis auf eine Spalte von beiiebigzu wählender Weite·
verdeckt ist. An dem unteren Stimmgabelende h ist eine ganz.

analoge Vorrichtung an..
geschraubt, bei welcher
jedoch alle Teile in um
gekehrter Lage geordnet.
sind.. Die beiden Spalten
vorrichtungen schwingen
so nahe hintereinander,.
als es ohne gegenseitige
Störung zulässig ist. E E
sind die·· mit verstellbaren
lfortsätzen F]i' versehe
nen Pole des Elektro..

F o 1 ID. agneten, G und G dieJgo °

auf den Zinken verschieb-
baren Laufgewichte zum Tieferstimmen. Eine Erhöhung des.
Tones der Gabel erhält man, indem man die parallelen Beine
der Gabel durch eine in der Figur nicht weiter angedeutete,.
eigentümliche Klemmvorrichtung vom Grunde der Gabel aus·
sukzessive verkürzt.

Die obere Gabelzinke dient zur Stromunterbrechung in
den Windungen des Elektromagneten E und somit zur selbst
tätigen Unterhaltung der Schwingungen. Es tritt nämlich bei a:

ein gekrümmter Stift hervor (in der Ifigur nicht abgebildet),
welcher seitlich in ein Quecksilbernäpfchen eintaucht, so daß·
der durch die Gabel und den Elektromagneten geleitete
Strom beim Aufwärtsschwingen unterbrochen wird, wie bei der
Helmholtzschen Gabel. lVlan kann jedoch die 'Exkursionen
beträchtlich bteigern, wenn man, dafür sorgt, daß die Stl'0111
schließung während der Auf\värtsbewegung des Gabelendes a:

sehr merklich länger dauert, als bei der Abwärtsbe~·eguDg..
Diesen Zweck erreicht man am einfachsten durch einen kupfernen,.
am Ende konisch verjüngten Unterbrechungsstift. Derselbe ist.
ganz mit isolierender Substanz überzogen und nur seine End-
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fläcbe, welche versuchsweise bis auf einen passenden Querschnitt
abgefeilt wird, ist nackt. .. An diesem adhäriert das Quecksilber
durch Amalgamation leicht in Form eines Fadens. Wird nun
die Gabel stark angeschnellt, indem man gleichzeitig den Queck
silbernapf durch Handhabung einer Schraube von unten nähert,
so wachsen die Exkursionen sehr rasch und das Auge sieht
den Unterbrechungsfunken um etwa 2 rom gewissermaßen über
der Quecksilberoberfläche schw·eben. Unsere Gabel gibt bei
ihren tieferen Tönen mit einem Zink-Eisenbecher leicht Ex
kursionen von 6-7 mm"I)" und schwingt so viele Stunden fort.
Das Quecksilber wird nicht mit Alkohol oder Wasser bedeckt.

Da bei unserer Einrichtung die Relativbewegung beider
Spalten gleich zu setzen ist der doppelten Bewegung einer
einzigen Spalte, so ist leicht, zu erkennen, daß man zur Her
stellung des stroboskopischen Sehens ziemlich, weite Spalten
anwenden kann, was mancherlei Vorteile bat. Man kann die
Spaltenvorrichtung l}atürlichsebrbequem auch zur subjektiven
Beobachtung von Schwingungen benutzen, indem man durch
die vibrierenden Spalten .mit Auge oder Fernrohr nach dem
abgestimlnten, schwingenden Körper hinblickt. Bei den vor
liegenden Beobachtungen waren die Spalten stets vor der
Öffnung eines Heliostaten aufgestellt, um ein intermittierendes
Strahlenbündel zu erhalten. Hervorzuheben ist für alle Be
nutzungen der Gabel, daß sich die Spalten genau beim Durch
gang durch ihre Ruhelage und, nicht früher oder später decken
müssen, da sonst die Lichtintermittenz, welche zweimal während
einer Gabelschwingung wiederkehrt, zwei ungleiche Zeitintervalle
bildet.

Damit das stroboskopischA Sehen deutlich \verde, muß die
Zeit, während welcher Licht durch die Spalten dringen kann,
immer klein sein im Verhältnis zu der Zeit einer Halbschwingung
der GabeL Nennt man letztere Zeit T, die Zeit des Licht-

1) Eenzerküng. Denselben Erfolg könnte man, wie .leicht einzusehen,
auch dadurch erzielen, daß man zwei genau gleichgestimmte Unter
brechungsgabeln derart kombiniert, daß je eine den Strom des Elektro
magneten der anderen unterbricht. Die Schwingungen würden einen
Phasenuntel'schied von 1/4 Sc.bwingung annehmen, ßO daß jede Gabel
nur \viihrend der günstigen Hälfte ihrer Bewegung .. von ihrem ~lagneten

affiziert würde.
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durchganges t, ferner b die Spaltenweite und a die Amplitude
der Bewegung, so findet sich leicht, daß

2 T · bt = -. arcsln-,
TC 2a

oder bei kleiner Spaltweite
t b

T = -;;;a
ist. Ist also b = 1 mm, a = 3 mm, so ist das Verhältnis

t 1
'fnahe = 9'

was bei den Versuchen bereits genügt. Trägt man die Zeit
als Abszisse, die Helligkeit als Ordinate' auf, so gestaltet sich
der periodische Verlauf der Helligkeit graphisch, wie in Fig. 2 1).

Fig.2.

Vor der Beschreibung der andern Teile des benutzten
Pfeifenapparates verweisen wir zunächst auf die Skizze Fig. 3,
aus ,velcher 'die allgemeine Zusammenstellung ersichtlich ist.
Auf diericht·ige Wiedergabe der Dimensionen ist hierbei nicht
Rücksicht genommen; dieselben finden sich weiter unten. ]f ist
€in Heliostat, in dessen Rohr eine mikrometrisch zu regulierende
Spalte s eingesetzt ist. Dicht vor derselben werden die vibrieren
den Stimmgabelspalten v genau in demselben Niveau aufgestellt.
.Auch die Spalte R hat bei den Versuchen, wie unten zu er
sehen, einen bestimmten Zweck. Die horizontalen Lichtstrahlen
gelangen von v aus auf das Ende der lotrecht gestellten Pfeife P.
Dieselbe hat eine dünne, genau eben geschliffene Deckplatte e
von Eisen, welche hermetisch an die Plangläser 9 g schließt.
Letztere bilden zur Hälfte 'reileder Pfeifenwand, zur Hälfte
ragen sie über die Platte e hervor. Die Pfeife ist so aufgestellt,
daß die von v ausgehenden Lichtstrahlen halb durch die Pfeife,
halb dicht über der Deckplatte durch die beidenGlasscheiben 9g
gehen. In der Richtung der Strahlen folgt dann ferner das
Interferenzprisma f, mit seiner brechenden Kante ebenfalls

1) Auch Prof. Mach in Prag benutzt die elektromagnetische Gabel,
jedoch mit einfachem Spaltenschirm zuvibroskopischen Versuchen.



14, Methode, die Schwingungen tönender Luftsäulen zu analysieren. 173

:~
11
I1
11
11
I1
fI
1

',I
~ 11

~~
I 1

:;-~
~ I: I1

genau in die Ebene der Platte e eingestellt. Wird durch einen
Schirm d mit entsprechender Öffnung störendes Seitenlicht ab
gehalten, so kann man sehr leicht in einiger Entfernung hinter
der Pfeife die Fres-
ne1sehen Interferenz
linien beobachten. Zu
dem .Ende ist ein
Rohr k mit Lupe- 0

und Fadenkreuz i in
cler Strahlenrichtung
aufgestellt, so daß das
beobachtende .A..uge
den Kreuzungspunkt
der Fäden auf der

Interferenzerschei
nung deutlich pro
jiziert sieht.

Sehen wir vor
läufig von weiteren
Einzelheiten ab, so
ist klar, daß durch
das Tönender Pfeife
die Lichtstrahlen,
\velche durch die
Pfeife gingen, im
Momente der Luft
verdichtung eineVer
zögerung' bei der
Luftverdünnung eine
Vorauseilung erfah
ren. Im ersten Falle
müssen die Inter
ferenzstreifen nach
ab\värts, im zweiten
nach aufwärts vor dem
Fadenkreuz rücken,
wie ohne Erörterung zu· verstehen ist. Sind die Stimmgabel
spalten in Ruhe, so ·daß .also konstant Licht auf die Pfeife
fällt, so schwingt di~ Interferenzfigur so schnell wie der Pfeifen-



174 14. Methode, die Schwingungen tönender Luftsäulen zu analysieren.

.9

Fig. '4.

.P

ton. Daher wird die Erscheinung beim Anblasen der Pfeife
sofort verworren, weil das Auge den Schwingungen nicht folgen
kann. Wenn aber die Stimmgabel schwingt, das Licht also
intermittiert, so tritt stroboskopisches Sehen ein und bei hin
reichendem Einklange kann'" die Dauer einer Schwingung der
Streifen sehr leicht bis auf 5 Sekunden und mehr gebracht werden.

Soll die stroboskopische Bewegung der Interferenzfigur
gemessen werden, so sind jedoch mancherlei Schwierigkeiten
zu beachten, welche bei unserem ..Apparate aber glücklich be
seitigt werden konnten. Zunächst ist die Bewegung der

.. Interferenzstreifen bei einmaligem Durchgang des Lichtes
durch die Pfeifendicke zwar sichtbar, aber viel zu klein zu
genauen Messungen. Es wurde daher das Liebt zwischen den
Platten 9 9 (Fig. 3) sowohl innerhalb als auBerbalb der Pfeife
durch· Spiegelung oftmals hin und her geführt, bevor dasselbe
auf das Prisma j. gelangte. Die Beschaffenheit des gedeckten

Pfeifenendes ist deut
licheraus Fig. 4 zu er
sehen. Die Glasplatten
g 9 waren kreisförmig
und so genau plan
parallel, daß sie mit
dem Theodoliten ge
prüft keine meßbare
Ablenkung hindurch
gehender Strahlen be..
wirkten..A.ufder äußeren

Seite wurden sie bis auf ein kleines Segment belegt, wie aus
den schraffierten Teilen der Fig. 4 zu ersehen ist Die Platten
paßten in halbkreisförmige Ausschnitte der Holzwände der
Pfeife und waren 3 mm dick, während die Wanddicke der
Pfeife etwa 8 mmbetrug. Zuerst· wurde nun die geschliffene
Eisenplatte e auf die ganz ebenen Ränder der Pfeife aufgelegt
und mit (in der Figur weggelassenen) Eisenschienen und
'Schrauben unwandelbar befestigt. Alsdann wurden die Glas
platten an die geschliffenen Kanten r 1" der Deckplatte dicht
angelegt und mit Klebwachsam Holze leicht befestigt. Durch
Druck. mit~dem Finger ist es nun bequem dahin zu bringen,
daß dIe spIegelnden Flächen genau parall~l stehen, was daran
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:zu erkennen ist, daß beim Hineinschauen durch eine der un
belegten Stellen die vielfachen. Spiegelbilder der Platte e genau
-eine einzige Ebene' zu bilden scheinen. A.uf diese Weise konnte
,es erreicht werden, daß die in der Richtung von ."f (Fig. 4) ein
fallenden Strahlen in undaußerhalb der Pfeife elfmal die
Pfeifendicke durchliefen und doch noch später ·sehr schöne
Interferenzlinien zeigten (natürlich nur bei direktem Sonnenlicht).

Nachdem in ·der eben besprochenen Weise die Spiegel
justiert waren, wurde das ganze Pfeifenende zur vollkommenen
Dichtung und Befestigung mit Wachs umgossen (natürlich mit
Ausnahme des Teiles der Deckplatte e gerade zwischen den
Spiegeln). Es ist jedoch noch eine Schwierigkeit zu beseitigen,
welche sich alsbald bei Vorversuchen "herausstellte. Trotz der
dicken Holzwände der Pfeife und der Verschraubungen am
Ende' derselben hat man bei starkem Tönen auf die Bewegung
der PfeifenwändeRücksicht zu nehmen. Durch das Mit
schwingen der Wände entsteht nämlich eine Vibration der
.Spiegel, welche ohne Vorsichtsmaßregeln sogar eine weit größere
Bewegung der Interferenzfigur veranlassen kann, als' der Wechsel
,der Luftdichte in der Pfeife. I ) Es genügte jedoch vollkommen,
<las Pfeifenende, bevor die Spiegel nach obiger Vorschrift ein
gesetzt wurden, von allen vier Seiten her in sehr starke,
schwere, hufeisenförmige Klemmvorrichtungen sehr fest ein
zuspannen (auch diese sind in der Figur weggelassen). Ferner
ist, wie Fig. 3 nur andeutet, das Interferenzprisma mit der
Pfeifenwand fest verbunden. Natürlich würde eine Erschütterung
·des Prismas ebenso schädlich sein, wie die der Spiegel. Aber
jene Einklemmung des Pfeifenendes beseitigt diese Störungen
hinreichend. Man hat außerdem ein sehr bequemes Mittel,
vor jedem Versuch den Einfluß der Wanderschütterung zu
kontrollieren. Man braucht nur die untere Hälfte der Glas
scheibe 9 g (Fig. 3) zu verdecken, so daß nur Licht über der
Pfeife aufs. Prisma fällt. Schiebt man dann Prisma und Lupe
auf ihren Trägern etwas aufwärts, so erscheint eine Interferenz:"
figur VOll solchen Strahlen, die nur außerhalb der Pfeife ver-

1) Aus dieseln Grunde ist das Resultat der Vorversuche, welches
in einer Notiz des K. K. akademischen Anzeigers in Wien rnitgeteilt
wllrde, etwas zu groß; man vergleiche die unten mitgeteilten genauen
:1\1 essungen.
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laufen. Schwingen nun die Streifen beim Tönen der Pfeife
mit, so rührt in diesem Falle die Bewegung allein von den
Spiegeln oder dem Prisma her. Es war nun dieser Fehler"
durch obiges Hilfsmittel zwar nicht absolut zu vermeiden, denn bei
möglichst starkem Anblasen gab die Wanderschütterung immer
noch bei elfmaliger Reflexion eine Verschiebung der Interferenz
figur um etwa die Breite eines Interferenzstreifens. Allein ihr
Einfluß konnte tatsächlich vernachlässigt werden bei den mäBigeTh
Pfeifentönen, welche in den ersten Versuchsreihen des folgenden
Paragraphen gemessen wurden. Die durch die Luftschwingungeu
veranlaßte Streifenverschiebung betrug hingegen selbst bei den,
schwächsten Pfeifentönen mehrere ganze Streifenabstände.

Wir wollen nun beschreiben, wie mit dem Apparate genaue·
Messungen ausgeführt werden. Es sei daber vorausgesetzt,.
daß die Pfeife durch einen konstanten Luftstrom angeregt:
werde, von dessen Erzielung noch unten die Rede sein wird..
Ferner seien Stimmgabel und Pfeife so abgestimmt, daB die
stroboskopische Schwingung der Interferenzlinien etwa 3 bis.

5 Sekunden dauert. Das Fadenkreuz.
wird zu den Streifen so angestellt,.
wie es Fig. 5 zeigt. Es ist nun be-·
kannt, daß man zwar nicht mit Ge-·
nauigkeit eine beliebige Stellung des
lj"adenkreuzungspunktes zwischen je
zwei benachbarten Streifen ab
schätzen kann; es ist aber nicht

'il!!tii&Lw: j ::9 -minder bekannt, daß man mit einer.
sehr bemerkenswerten Genauigkeit.

Fig. 5. erkennen kann, wenn der Kreuzungs-
punkt mit de1' Mitte eines dunklen oder

hellen Streifens koinzidiert, wovon man sich leicht überzeugt,.
wenn man das Kreuz irgend eines feinen WinkelmeBapparates.
mikroskopisch wiederholt auf ein und denselben Streifen ein
stellt. Man erhält übereinstimmende Resultate, namentlich,.
wenn man durch passende Regulierung der Spaltenbreite die
Streifen recht schwarz erseheinen läßt. Dies ist aber mittels.
der fixen Spalte s, welche mitten hinter der intermittierenden.
Spalte v steht (Fig. 3), während des Versuches ohne Störung
der übrigen Teile möglich.
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Es erhellt aus dem Gesagten, daß man auch'b~i lang.,;
salIl~r ~chwingung der Streifen' nach, oben 'llnd untep. 'niit
großer Zuverlässigkeit die Zeitpunkte angeben kann, in denen
das F~denkreuz scheinbar gerade über die Mitte eines hellen
oder dunklen Streifens rückt. Bei unseren' Versuchen war es
nicht nötig, monochromatisches Licht zu benutzen, da. 'wir vor
läufig nur Pfeifenklänge untersuchten, bei deneniri }laximo
fünf dunkle Streifen bei einer Schwingung durchs Fadenkreuz
gingen. Die mittleren Streifen der Interferenzfigur sind ,aber
}{aUln farbig gesäumt, so daBwir im Interesse der Helligkeit
weißes Licht wählen konnten, dann aber natürlich in der
Rechnung die Wellenlänge der hellsten ,Spektralstrahlenzu
grunde legen mußten.

Der Beobachter hatte nUD, ins Okular 0 (lfig. 3) blickend,
einen Taster T zur Hand, mit \velchem .ein galvanisches Element E
geschlossen werden konnte, so daß auf dem Papierstreifen eines
elektromagnetischen Registrierwerkes R die obigen Durchgangs
punkte registriert wurden. Zugleich aber war in einer anderen
SchlieBung ein in der Figur nicht 'verzeichnetes Sekunden··
pendel eingeschaltet, welches auf demselben Papierstreifen
Sekundenpunkte markierte. Auf diese Weise war .es möglich,
die registrierten Beobachtungen auf absolutes Zeitmaß um
zurechnen. Es ist nun sofort klar, daß die ~t\.bstttndeder vom
Beobachter registrierten Punkte periodisch variieren müssen
und daß aus denselben bei hinreichender Anzahl der ~egistrierten

Punkte der y"'erlauf der Dichtigkeitsänderung im Knoten, also
auch die Bewegung der Luftteilchen in der Pfeife und Intensitäts
verhältnisse der etwa vorhandenen Obertöne berechnet wEprden
können.

Als Beispiel geben wir in Fig. 6 naturgetreu in wirklicher
GröBe das Ansehen eines Stückes des Streifens, welcher zu
den ersten. Messungen des folgenden Paragraphen diente,
l\Iessungen .bei sehr geringer Tonstärke , welche, wie die
Itechnung zeigt, bis auf eine .äuß,erstkleine mittlere Differenz
mit einer einfachen Sinusbevvegung der Luftteilchen überein
stimmerl. In der Horizontallinie von m bis rft' sind die von}
Sekundenpendel markierten Punkte" in der Linie n n1 die Punkte
des .Beobachters zu finden.. Eine ganze Auf- und Abwärts
bewegung der Interferenzlin~en umfaßt also das Stück des.

Bol tz III an n, Gesammelte wissenseh. Abhandl. 1. 12
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Papierstreifens von E' bis F. Man sieht, daß jede Halb
schwingung durch fünf Punkte (wie z. B. 0' B' .Ll B C) dar
gestellt ist. Diese Punkte' bezeichnen die Augenblicke, in'

welchen nacheinander Helligkeitsmaxima und
Minima der Interferenzfigur durchs Faden
kreuz gingen. Da der Beobachter unwillkür
lich kurze Striche schreibt deren . Länge ver·
änderlich ausfällt, so ist es bei der lVlessung
nötig zu wissen, in welcher Richtung der
Schreibstift des .Registrierwerkes auf dem
Papierstreifen geschrieben hat. Diese Richtung
ist in Fig. 6 durch einen Pfeil angedeut~t.

~lan hat also bei der Messung der Zeit
abstände die links befindlichen. Allfangspunkte
der Striche ins Auge zu fassen, was durch
punktierte ",\Tertikallinien angedeutet ist.

Endlich ist noch die Gebläsevorrichtung
zu erwähnen. Die Herstellung eines hin
reichend konstanten Luftstromes war bei den
Versuchen die größte praktische Sch~ierigkeit,

da die Schwingungszeit der Interferenzngur
so äußerst sensibel für sehr kleine Schwan
kungen in der . Tonhöhe der Pfeife ist; elie
letztere steigt bekanntlich mit der Stärke des
Anblas<?Ds. (Am geeignetstenwärewohl ein
Wassertrommel- oder Zentrifugalgebläse.) Nach
mehreren Versuchen gelang die Erzielung eines
genügend konstanten Luftstromes auf folgende
V\Teise. In Fig. 3 stellt L den etwa 2 Kubikfuß
fassenden Windfang eines Doppelgebläses dar.
Zwei unterhalb befindliche, kleine Blasebälge

--1 pumpen Luft in L, ,venn man ein'e seitliche

~~;; ,;';~ (nur
h

pudnhktbiert Dangwedeutaete) Hebelvorrichtung
Tr ana t. ie •. än e vonL waren dünne,

: ~ bewegliche Holzplatten mit Lederdichtung. Der
Wind gelangt durch eine Leitung von u bis w zur Pfeife. Ist
.L durch Gewichte belastet, so kann man allerdings die Tätig
keit des Pumpen\verkes so einrichten, daß ein" Holzstab a,
welcher mit seinem oberen Ende über den Gebläsetisch her vor
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!ragt, stets ein und dieselbe Höhe beibehält, was an einem
-seitlich angebrachten Zeiger z mit Leichtigkeit beurteilt werden
~kann. Allein das Belastungsgewicbt schwankt dabei· und be
wirkt durch seine träge Masse in .L Stöße, welche sich wellen
.artig bis zur Pfeife fortpflanzen. Diese Stöße aber müssen die
Erscheinung trüben. Wenn man bedenkt, daß eine strobo
skopische Streifenschwingung von 5 Sekunden Dauer nicht
weniger als 900 Pfeifenschwingungen zusammenfaßt, so ist
leicht zu verstehen, daß durch rasche Schwankungen in den
gesetzmäßigen Elongationen ein Mattwerden der bewegten
Interferenzstreifen entsteht, welches dieselben leicht bis zur
Unkenntlichkeit verwischt. Der Masseneinfluß des Belastungs
gewichtes läßt sich zum größten Teile unschädlich machen,
indenl man dasselbe gänzlich durch eine leichte, aber starIre .
Feder }? (Fig. 3) ersetzt, welche mitHilfe des Zeigers zwie
<oben auf nahe konstanter Spannung erhalten wird. Nun blieben·
hauptsächlich noch die StöBe der Klappenventile unschädlich
·zu machen. Dies gelang denn auch, indem zwischen Gebläse
und Pfeife zwei sehr große Glasballons eingeschaltet wurden,
von denen der zweite zum größten Teil mit etwa nußgroßen,
rauhen Kalksteinstücken gefüllt war. Wellenförmige Stöße,
·welche sich von L über u und X nach Y fortpflanzen, werden
<lurch die vielen Reflexionen in der Füllung fast ganz ver
ni.chtet, während der Widerstand gegen die strömende Be..
··,vegung der Luft nicht beträchtlich ist. Ferner haben wir bei
den meisten Versuchen zu den Leitungen u und w sehr lange
GUlumischläuche von etwa 8/4Zoll Weite benutzt. Zwei Wasser
manometer mund lYl zeigten den Druck, ersteres im Ballon· ~
das zweite unmittelbar unter dem Pfeifenbalse. Das 'letztere
war der den Luftstrom regulierenden Hilfsperson unmittelbar
sichtbar, indem ein Schlauch h die Verbindung von M bis q
vermittelte. Es gelang nun leicht, wenigstens bei· den schwächeren
Erregungen der Pfeife) den Windstrom so konstant zu erhalten,
,daß das Manometer M sich· ,vährend der Versuche gar nicht
merklich änderte. Allerdings erschienen die Interferenzstreifen \
\vährend der stroboskopischen Schwingung· stets etwas matter,
.als im Ruhezustande, jedoch nicht sosehr, daß es die Messungen
gehindert· hätte.

Es braucht wohl kaum erwilhnt· zu werden, daß sich sowohl
12*
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die Pfeife, als auch die Lupe und der Taster auf gesonderten~

soliden Unterstützungen befanden, damit außer der Luft
schwingung nicht etwa anderweitige Erschü~terungenim Gesichts
felde gesehen werd~n konnten.

Schließlich geben wi~ die wichtigsten Dimensionen des
oben beschriebenen Apparates. Da 'zunächst eine Prüfung
über die Genauigkeit der Messungen nötig "1~r, sowäblten
wir eine solche Pfeife, welche b~inicht 'zu starker Anregung
voraussichtlich den· Grundton· möglichst rei~ liefert., d. h. eine
im Verhältnis zur Länge .sehr dicke Pfeife. Unsere Pfeife
sprach sebr gut ~n. Bei starkem Blasen, bei dem allerdings.
Obertöne hinzutraten, war 4er Klang sehr voll und kräftig..
Um den Grundton ganz in den ersten .Oberton überspringen
zu lassen, mußte j.edoch m~t einer ganz beträchtlichen Vehemenz
g,ebJasen werden. Alle Beobachtungen wurden' mit Sonnenlicht
gemacht, da Lampenlicht schon bei dreimaliger Reflexion zu
lichtschwache Interferenzlinien gab.

52 "
17 '"

181
360 mm

52 ". 59 und

Schwingungszahl der 'Pfeife pro Sekunde
Länge der Pfeife .
Querschnitt der Pfeife. .
Breite der Mundöffnung
Höhe der Mundöffnung
Dicke ·der Luftsäulezwischen .den Glasplatten 9 9

(Fig. 3) · . . . . . . . . . . . 58,5 n

Dicke der Glasplatten . . 3 ,~

Breite der lichtgebenden Spalte bei den meisten
Versuchen 0,4 ".

Exkursionen der schwingenden Spalten . . 5 bis 6 ".
Abstand von v .bis 9 in .F'ig. 3. . . 4500 "
Abstand von der Pfeife bis zur Lupe 750 "

.A.ußerdem sei noch erwähnt, daß es viel bequemer ist,.
~vähT'end del' YersllclJe die Ffeife und 7lfC/lt die Gabel aUzZlstirnmen.
Die ~feife besitzt daher neben der lVIundspalte zwei Schieber
(I in Fig. 3), welche der Beobachter nur seitlich hervorzuziehen
braucht, um die Pfeife tiefer zu stimmen. Ferner braucht.
wohl kaum bemerkt zu werden, daß es sich für bestimmte
Fälle der Untersuchung empfehlen würde, das Licht in der
I.Jängsrichtung durch die gedeckte Pfeife zu senden.
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2.
Luftschwingung in der gedeckten Pfeife.

Es wurde mit unserer Pfeife, welche wobl als eine sehr
., weite bezeichnet werden kann, .zunächst die'Luftschwingung

bei möglichst .mäßigem Anblasen analysiert.. Da hierbei mit
Sicherheit der einfachste Fall einer stehenden Welle zu er
warten war (HeImholtz, Tonempfindungen S. 152), so konnten
wir an diesem :B"'alle ·die Gen'auigkeitunserer Messungen prüfen.

.Alsdann ,vurde das Verfahren auf Schwingungen ausgedehnt,
bei welchen Obertöne deutlich hervortraten~

Schwingungen bei schwachem Anblasen. Bei 28 inm Wasser
druck . (es." ist stets der bei q, Ifig. 3, gemessene zu verstehen)
begann. die Pfeife zu' tönen, jedoch matt. Der Druck wurde
auf 40 mrn gesteigert und dort konstant erhalten. Vor .der
.Beobachtung war das ]'adenkreuz auf- den, mittleren dunklen
Streifender Interferenzerscheinung (Fig. 5) eingesteUt. Es zeigt
sich nun beim Tönen, daß die Exkursionen der Streifen nach
oben und unten, soweit man schätzen konnte, gleich waren.
Die 'Streifen rückten etwa um den Abstand x bis y der Fig. 5
auf und nieder, was vorläufig andeutete, daß bei uns'erer Pfeife
Verdichtungen und \lerdünnungen gleich waren. (Nach den
Versuchen von Kundt ist dies je näch der Stellung der Mund
Bpalte durchaus nicht bei allen Pfeifen der Fall.) Die Gesamt
verschiebung der Streifen wurde vorläufig auf etwa das 2,4
bis 2,5fache des Abstandes zweier dunkler Streifen geschätzt.
(Diesen Abstand nennen ",~ir in der Folge kurz "Streifenabstand".)

Nun wurde diese Schwingung registriert. Es ist aus
Fig.- 5 ersichtlich, daß. bei einer Halbschwingung zwischen
x und y .drei Minima und zwei Maxima der Helligkeit durchs
Fadenkreuz gehen' lu.ußten, welche auf dem Papierstreifen
(Fig. 6) Gruppen von je fünf Punkten lieferten.. Es ist leicht
-einzusehen, daß in der Fig. 6 ..4 dem mittleren,C und C' den
heiden äuBeren dunklen Streifen entsprechen, w'ährend Bund B'
die Durchgangspunkte der heiden Helligkeitsmaxima sind. Die
-.Punkte D und J)' gehören den ·heiden benachbarten Halb
'sch\vingungen an. Halbiert man die Abstände ]) C und C' 1)',
'so stellen die HalbierungspunkteE' und JiJ offenbar den Ah
'fang und das Ende unserer Halbschwingung dar. Schon ,der



182 14. ~lethoc1e, die Sch\villgungen tönender Luftsäulen zu analysieren ..

bloße Anblick der Punktreihe zeigte, daß bei dieser Tonstärke
die Sch\vingungsform kaum wesentlich von einer einfachen
Pendelbewegung abweichen kann. Der Umstand, daß die Ab-

'-stände .D (), ])' C' usw. der letzten Punkte benachbarter Halb··
schwingungen durchschnittlich denselben Wert hatten, bestätigte"
daß ,bei .unserer .Pfeife Luftverdichtung und Verdünnung
gleich groß ,varen, "renigstens innerhalb der Grenzen der
MeBbarkeit.

Wir wollen zunächst nur die Bewegung der Interferenz
streifen als eine gegebene, stehende. Schwingungserscheinung
im Auge behalten und erst später über den Zusammenhang
mit der Luftbewegung inder Pfeife sprechen; dieser Zusammen
hang ist· jedoch ein äuBerst einfacher. . Jede pendelartige' Be
wegung der Luftsäule erzeugt eine pendelartige Bewegung der
Streifen.

Es war nun zun'ächst zu untersuchen, bis zu welchem
(irade der ....t\.nnäherung die bei obigem sch\\~achen Tone regi
strierten Streifensch\vingungen mit einer einfachen Sinus-
be\Vegullg übereinstimmen. Zu dem Ende wurden die regi
strierten Punktabstände bei einer größeren Zahl von Schwin
gungen gemessen. Es ist klar, daß die stroboskopische
Erscheinung bei den Beobachtungen trotz aller Vorsicht bald
rascher, bald langsamer verlief; da dieselbe ja aus dem Unter
schiede zweier Sch,vingungserseheinungen entspringt, deren
kleinste Schwankungen somit von großem Einflusse sind.· Von
elen registrierten Schwing~ngen wurden daher nur solche der
Messung unterzogen, deren vorhergehende und nachfolgende
möglichst gleichbeschaffen ,varen, "\vährend welcher also die
Tonhöhe nicht bedeutend variiert haben konnte. Die Länge
der in elen folgenden Beobachtungsreiben gemessenen strobo
skopischen Schwingungen betrug auf demuPapierstreifen zwischen
~,6 ,und 5 Sekunden, je nach der Abstimmung von Pfeife und
Gabel, welch letztere natürlich auf die.Art der Streifenbewegung

'keinen .Einfiuß hat. Die mittlere Dauer unserer stroboskopischen
Sch,vingungen "rar also etwa 3,8 Sekunden.

Wir \yollen nun die. Zeit bei allen Schwingungen vom
Durchgange des mittleren schwarzen Streifens, also vom Moment.
.derMarkierQ.ng· des Punktes A. in lTig.. 6 zählen. Für den
Fall einer einfach~n Pendelhewegung ist dann die A'usweichung



(1)

(2)

Ebenso ergibt sich
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des. mittleren Streifens zur Zeit t gegeben durch die bekannte
Formel

· 2 n: ty = a Sln --r.t' .

Wir wollen· ferner zur Messung dieser Ausweichungen die
Distanz zweier schwarzer Streifen als Einheit· wählen. Ver
fließt nun von der Markierung von. A ..bis zu derjenigen des
Punktes B (Fig.?) die Zeit tl' so ist hier y = t, da der Punkt B
dem nächsten· hellen Streifen entspricht. Wir erhalten also:

1 . 2 n: t12" = aSln-p-.

1 . 2 Tl t"= a 81n-
1
-- ,

wenn man t2 die auf dem Papierstreifen zu messende Zeit der
lVlarkierung des Punktes C nennt, da C den Durcbgang des
nächstfolgenden. dunklen Streifens bezeichnet. Ebenso ist noch~

auf dem Papierstreifender Abstand A E als ·Maß für die
Zeit Tj4 gegeben. Es ist klar, daß sich dann verhalten müssen:

(4') t·t· p - JiB·ACY·A Ij'1· 2· 4 -.l:1.. • J.:J.

Ebenso muß sich verhalten

(5) t
1
:t

2
: T = .-dB':ilC':.A.E'.

Um nun aus einer gröBeren Anzahl von registrierten
Schwingungen die Unregelmäßigkeiten ~unlichst zu eliminieren,
so wurden von allen brauchbaren Schwingungen auf dem Papier
streifen unmittelbar die drei Distanzen B B' = b, CC' = c und
BE' = e gemessen und für die ganze Beobachtungsreihe die
Summen sämtlicher b, c und e gebildet, welche Summen
,viI' mit :sb, :E c und ~'Te qezeichnen wollen. Anstatt der
Gleichungen (4) und (5) können wir dann schreiben:

t 't · T _ ~h' ~"T , Y'1' 2·~ - ........ ,~c, ...... e

oder
~b T . Ir; T

t1 = -"- ·-und t = - ..-.-.Ze 4' 2 ~e 4

Durch dieses Verfahren sind die Ungleichförmigkeiten
jedenfalls am zweckmäßigsten eliminiert, weil in diesem Ver
~ahrenden stroboskopischen Schwingungen mit längerer Daue:r



184 14. ~Iethode, die Schwingungen tönender Luftsäulell zu analysier~n.

(wel~he ohne Zweifel genauer registriert wurden) ein gröBeres
Ge"wicht beigelegt ist.

Substituiert n1an die Werte für t1 und t2 in die Formeln
(2) und (3), so müssen beide für a denselben Wert ergeben,
\venn die Streifenbewegung in der Tat einer einfachen Pendel
schwingung entspricht, oder 'wenn man

Zb '1t d ~e 11:

ß = ~e • 2 un r = Ze ."2
nennt, so 1l1uB die Gleichung

sin y = 2 sin ß
erfüllt sein.

Zwei vorläufige Beobachtungsreihen ergaben nun zunächst
für u, c und e folgende "'V-,Terte in Millimeter.

46,5
71

79

75

67

64

72

43
46
37

29
48

52
50,5
46
40
46

29

,32,~

23

25

11,5
10

, 12

15

I I: 11
11 ----: ---'---

=-- b J~==-_:::~:~======e=_;==::;::I':'==b======e=====e-
9 21 34 --1-,- 14

10 22 35 20
12 30 49 24,5
15 37 55 23
11 26 39 21

53 77 17
26 39 19
24 40 12,5
26 40 16
30,5 45,5 10

I

Zb= ~e= ze= 2:b= 2 e = I 2:e=
130,5 2,95,5 453,5 177 396 I 600,5

Das Verhältnis der drei Summen stimmt sehr gut über
eIn. Berechnet man die Winkel ß und r· in heiden Fällen,
so ergibt sich:

Aus der Beobachtungsreihe I.

ß= 2505~ r = 58°39'
sin ß = 0,436802 sin r = 0,854005.

Aus der Beobaehtungsreihe Ir.
ß = 26°31' r = 59°21'

,sin ß = 0,446458 sin r = 0,860297.
Die Gleichung sin r = 2 sin (1, welche die Bedingung atis

'drückt, daß' die Bew'egung eine einfache Sinusbewegurig sei,
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ist also .i.yehr nahe erfüllt. Berechnet man aus Formel (2) die
Amplitude· und nennt sie a', nennt man ferner a" die aus
Formel (3) berechnete .LL\mplitude der Streifenschwingung, so
·erhält man aus den Beobachtungen der Reihe I

a' = 1,1447 aN = 1,1710

.aus der Reihe 11

a' = 1,1200 alt = 1,1624.

Dies sind die einseitigen Exkursionen. der Interferenz
,erscheinung, daher die Gesamtverschiebung .das doppelte dieser
Werte. Die Gesamtverschiebung war vorher auf 2,4 bis 2,5
'·.geschätztworden, was mit dem Ergebnis der letzteren Werte
genügendübereinstimmt.

Hatten diese Vorversuche bereits ein zugunsten der Methode
'sprechendes Resultat geliefert, somuBte es uns wichtig er·
::scheinen, einige mit gröBerer Sorgfalt ausgeführte Messungen
nach derselben Art anzustellen. Es wurden daher noch drei
.Beobachtungsreihen mit ein' wenig geringerer, aber konstanterer
,Windstärke angestellt. Die bestgelungenen Aufzeichnungen
'wurden während der Beobachtung durch ein telegraphisches
Zeichen kenntlich gemacht. Die daran vorgenommenenMessungen
€rgaben folgendes Resultat:

111 IV ·V

b c e b (j e b c e

8,5 17,5 24,5 9 20,5 31 11,5 25 37

7 15,5 23 10,5 22 33 10 23 35

7,5 18 26,5 9,5 21 31 11,5 24 36,5
'7 16 24 8,5 '20 29 11 23 33,5,

8 17,5 26,5 9 20,.5 31 ' 11 25 36
13 30 44 12 25 37 13 29 42
13 28,5 44 10,5 23 33,5 12,5 30 44,5

9 20 31,5 11 24 34 14 32 46.

.9 19 30 12 27,5 40 ' 13 29 42
11 24 35 14 34 50
14 30 43
10 22 32
8 18 27

2:b=l~e= I~e=
125 276 411
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Werden hieraus wie oben die Werte für ßJ y, a' und a'"
berechnet, so ergibt sich:

111 IV V

ß 27 0 22' 27 0 18' 27 0 27'

r 60° 26' 61 0 10' 61 0 17'

sinß 0,459683 0,458650 0,460974
sin r 0,869782 0,876026 0,877006

ei' 1,0877 1,0901 1,0846
a" 1,1497 1,1415 1,1402

Die Bedingung sin r = 2 sin ß oder a; = a" ist also wiederum
sehr nahe erfüllt, d. h. die Streifen haben jedenfalls sehr nahe'
eine einfache Sinusbe,vegung.

Um ein Urteil über die Genauigkeit der Beobachtungs
methode zu gewinnen, entsteht zunächst die· Itrage, um wieviel
die Lage der markierten Punkte geändert werden müßte, damit.
die Übereinstimmung mit der einfachen Pendelbewegung eine
vollkommene wiirde. Dies findet sich leicht, wenn man deI1
Wert von r als richtig annimmt und ß aus der obigen Be
dingungsgleichung berechnet; mit anderen "rorten, wir setzen.
auf dem Papierstreifen (Fig. 6) die Punkte .11, C und 0' als
im Mittel richtig markiert voraus und suchen, um ,vieviel die
mittlere Lage von Bund B' geändert werden müßte, damit.
die Bewegung dem einfachen Sinusgesetz entspricht. Legen
wir dabei die Beobachtungsreihe V zugrunde, welche mit ihrer
Abweichung zwischen 111 und IV in der Mitte liegt, so findet
sich, daß zu I' = 61 0 17' der Wert ß = 26 0 1' gehört. Die
Beobachtung ergab 27 0 27', als.o eine Abweichung von nur
10 26'. Da nun eine ganze stroboskopische Schwingung, welcher
ein \\~inkel von 360 0 entspricht, im l\littel 3,8 Sek.. dauerte,
so ist der mittlere Fehler in der Zeitbestimmung der Punkte B'
und B' = 0,0151 Sek., oder aber, man müßte diese Punkte auf
dem Papierstreifen nur um je 0,3 mnl nach A hin verschieben,.
damit sie im Mittel der Voraussetzung einer einfachen.
Schwingung genügen.

Zunächst könnte man diese kleine Abweichung unvermeid-·
lichen Fehlern (et\va der nicht absolut zu vermeidenden
Spiegelerschütterung) zuschreiben. Dann ist aber dennoch die
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Genauigkeit unserer Methode eine sehr erfreuliche, dennbe..
denkt man, daß die Schwingungen, deren Dauer in Wirklich-

, keit 1/181 Sekt betrug, stroboskopisch auf 3,8 Sek., also im Ver
hältnis 1: 688 verlangsami erschienen, so beträgt die obige
mittlere Abweichung von 0,015Sek. auf absolutes Zeitmaß
reduziert nU1' 0,000022 Sekt Bis auf diese kleine Größe ist
also die Zeitbestimmung nach unserer Methode rl1indestensgenau.

Es kann ·bei Betrachtung der Beobachtungsresultate auf
fallen, daß sich. j ede~mal sin r kleiner als 2 sin ß herausstellte.
Diese Tatsache würde sich aus einem schwachen Mitklingen
der Obertöne der Pfeife ganz gut erklären lassen. Mit Be...
rücksichtigung der Obertöne müßte nämlich die Exkursion der
Streifen statt durch Formel (1) in folgenderWeise dargestellt
werden:

(6)
.211' t .. 6n t . IOn t

. Y = a1 Sln-p- + aa Sln-p- + a5 SIn·-T- + ... ,

da bei gedeckten Pfeifen die geraden Partialtöne fehlen
Behalten wir nur die beiden ersten Glieder der Reihe bei,
so ergeben sich zur Berechnung der Koeffizienten 01 und Gs
folgende Gleichungen:

1 - . ß . 3 R-f - a1 SIn + aa SIll tJ'

1 = a1 sin r + ag sin 3r·
Man erhält aus den fünf Beobachtungsreihen folgende

Werte:

al aa 2 (al - as)

I 1,1720 -0,0122 2,3684
II 1,1631 -0,0196 2,3654

III 1,1490 -0,0284 2,3548

IV 1,1399 -0,0231 2,3258
V 1,1383 -0,0250 2,3266

Da die Tonstärke dem Quadrat der Amplitude der Streifen
bewegung proportional gesetzt werden kann, so würde die
Intensität des Grundtones jene des' mitschwingenden Ober
"tones um Inehr als das 2000fache übertreffen, wobei also'
]etzterer neben dem ersteren für· das Ohr allerdings verschwind en
würde. .Für die Zulässigkeit der obigen Erklärungsweise spricht
jedenfalls die sehr große Übereinstimmung in den Werten
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von as ' namentlich bei den letzten Beobachtungsreihen. Das
negative Zeichen, welches sich aus allen Beobachtungen für 03

-ergibt, hat den Sinn, daB sich Grundton und Oberton in der
Weise übereinander legen, wie es in Fig. 7 veranschaulic~t ist.
In dieser Figur' sind die punktierten Linien einfache Sinus
kurven, also die getrennten Darstellungen des Grund- und
·Obertones. Der Oberton macht Berg und Tal der Welle
'spitzer.!) Wenn man also ein sehr schwaches Mitklingen des
-ersten Obertones der gedeckten Pfeife als Ursache der überein-

Fig.7.

stimmenden Abweichung unserer Messungen vom einfachen
Sinusgesetz gelten läßt, so darf als konstatiert betrachtet
'werden, daß bei sehr schwacher Anregung unserer Pfeife
-Grundton und erster Oberton sich derart zusammensetzen, daß
bei beiden die Maxima und Minima der Dichtigkeit zusammen
fallen. Bei sehr starker Anregung ist, wie weiter unten ganz
unzweifelhaft zu ersehen, das Verhältnis gerade das um
gekehrte.

Die in der dritten Kolumne zusammengestellten Werte
von 2(a1 - a3) geben die, berechnete Totalverschiebung -der
Interferenzstreifen unter der Annahme des gleichzeitigen Vor..
bandenseins der beiden obigen Partialtöne. Diese Werte
-stimmen noch besser, als die früher berechneten Werte 2a'
und 2a" mit der anfänglichen Schätzung der Totalverschiebung
(2,4 bis 2,5 Streifenabstände). Es erscheint also- die Annahme
des Obertones trotz, der Kleinheit der aus den Messungen ge-
folgerten Werte immerhin, als eine sehr \vahrscheinliche. "

., Aus der Bewegung der Interferenzfigur läßt sich nun
leicht der Dichtigkeitswechsel der Luft an der betreffenden

1) In der Zeichnung ist ~brigens der Oberton im Verhältnis viel
zu stark angenommen.
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Stelleuer Pfeife berechnen. Nennen wir 1 die Länge des,
Weges, welchen das Licht zwischen unseren Glasplatten durch-·
wandert, fer~er }\I die Wellenlänge des Lichtes, in. Luft von
norma~er Dichte, so entfallen auf jenen Weg bei norIDal~r

Luftdichte 11 A Lichtwellen. Sobald die Luftdichte eine Ver
änderung erfährt,älldert sich ihr Brechungsquotient und die
Wellenlänge des Lichtes, und zwar ist die' Deue Wellenlänge'

"A'= ~}~n' ,

wenn n der ursprüngliche, n' der neue Brechungsquotient der
Luft ist. Die Anzahl der Wellenlängen, welche jetzt auf den
Weg 1 entfallen, ist 1/ A'. Die Differenz dieser Zahl und der
früher auf den Weg 1 kommenden Wellenzahl ist aber offenbar'
die Zahl der Interferenzstreifen, um welche sich die Er
scheinung bei der Dichtigkeitsänc1erung der Luft in der Pfeife
verschoben hat. Dieselbe ist also

l l l n'- n
k' - - - - = - · -'-.-).' }" }" n

Nun kann n2 - 1 und bei Gasen jedenfalls auch n - 1
der Dichte proportional gesetzt werden. Bezeichnet daher ()
die ursprüngliehe, (!' die geänderte Luftdichte, so ist (/' - '(J'

die Verdichtung,
0'- 0 n'- n
~=n-l

und
!<-=_(n-l)i.. rl-Q.

n). Q

Es entspricht also der Verschiebung der Interferenzlinien,
um einen Streifenabstand die Dichtigkeitsänderung

, nÄ
() - (! = ~ · (n - 1) l .

Da die Dicke der Luftsäule zwischen den Glasplatten
58,5 roro war und dieselbe vom Lichte neunmal durchlaufen
wurde, so ist 1= 526,5 rom zu setzen. Da ferner n = 1,000294:
und A = 0,000575 mm, so ergibt sich

~' - () = f! • 0,0037 .

Wir ers·ehen also, daß die Verdichtung in aliquoten TeileIl
der normalen Luftdichte erhalten wird, indem man die An-
zahl der Streifen, welche das Fadenkreuz passierten, mit
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0,0037 multipliziert. Bei obigen Versuchen betrug die Total
verschiebung etwa 2,4 Streifenabstände. Daraus ergibt sich
der Unterschied zwischen der größten und kleinsten Dichte der
schwingenden Luft im Knoten unserer Pfeife = 0,00888 mal
der normalen -Luftdichte.

Um hieraus die Veränderung des Luftdruckes zu finden,
muß man berücksichtigen, daß die Temperaturänderungen,
welche den raschen Dichtigkeitswechsel begleiten, die Druck
schwankungen vergrößern. Man hat die obige Dichtigkeits
änderung mit 1,41 zu multiplizieren, um die Druckverände
rung zu finden. Die Differenz des größten und kleinsten
Luftdruckes im Knoten betrug also bei obigen Versu ehen
0,0124 Atmosphären.

Aus dem Gesetz der Dichtigkeitsänderung im Knoten kann
endlich das Schwingungsgesetz für jede beliebige Stelle der
Pfeife gefunden werden. Da die Dichtigkeitsänderung in
unserem Falle sehr nahe das einfache Sinusgesetz befolgte, so
muß auch die Luftbewegung in jedem Querschnitt sehr nahe
eine einfache Pendelschwingung sein. Daher stellt sich die
Exkursion g eines Luftteilchens im Abstande x vom Knoten
zur Zeit t durch folgende Formel dar:

~ A. 2n t . 211 X
5 = . Sln T- · SIn ---;;p- ,

\vobei die Zeit t vom Durchgange der Luftteilchen durch die
Ruhelage gezählt wird. In der'Formel ist T die Schwingungs
dauer = 1/181 Sek., c die Schallgeschwindigkeit (340 m für
unser Beoba.chtungslokal). 'Ferner ist c T /4 die theoretische
Pfeifenlänge = 470 mrn. Sie ist so beträchtlich größer, als
die wirkliche Länge wegen des großen Querschnittes der Pfeife.
Der Koeffizient .A ergibt sich unmittelbar aus dem früher be
stimmten ~Terte für die Verdichtung. Es ist nämlich, ,venn
Ulan die normale Luftdichte zur Einheit wählt, und, wenn man
Glieder höherer Ordnung vernachlässigt, die Dichte zur Zeit t
ausgedrückt durch

1 a~ 1 2nA . 2rct 2nx
- 7fX = - ro- · SIn --p- · cos C'I' ·

Ihr größter Wert im Knoten ist daher 1 + 2 rn; A. / cT, ihr
kleinster 1 -2% Ale T, 'also der maximale Dichtigkeitsunter-
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'schied =4n A / c T. Diese Differenz wurde oben ermittelt; sie
hetrug 0,00888. Daher ergibt sich A = 1,32 mrn. Mit dieser
Bestimmung von A ist die Schwingungsamplitude der Luft
teilchen in jedem Querschnitt der Pfeife gegeben. So wird
z., B. die Bewegung der Teilchen in der Nähe der Mundöffnung
-der Pfeife,wo x = 360 mmzu setzen ist, ausgedrückt werden
durch

~ _ A. 2n t · 2n · ·360
s - Sln~. SIn 1878

1 241
. 2Tl t=, Slll-F lum .

Die Totalverschiebung (doppelte Amplitude) eines Luft
teilchenH irn. Inneren der Pfeife nahe der ~undöffnung war
:also bei unserem 'Ilone = 2,482 rom. In' der Mundöffnung
'selbst beträgt der \,.7eg eines r:reilcbens wegen des verringerten
lQuerschnitts 8,116 mrn. Wenn wir die Resultate noch einmal
.zusammenstellen, ··so erhielten wir beim Anblasen der Pfeife
mit etwa 40 mm Wasserdruck:

Dichtigkeitsä~deruDg inl Knoten in ali-
quoten rreilen der Normaldichte . . . = 0,00888.

Unterschied des größten und kleinsten
Luftdruckes inl Knoten . . . . .. . = 0,0124 Atm.

Weg eines inneren Luftteilchens nahe bei
der Mundöffnung . . .. .. . = 2,482 mm

Weg eines Teilchens in der l\'Iundöffnung
selbst = 8,116 "

preif~nklang bei slarkenz Anblasen. Außer den obigen,
mehr ·.zur Kontrolle unserer Beobachtungsmethode ausgeführten
Messungen, welche ein günstig zu nennendes Resultat lieferten,
machten wir noch eine Messung bei bedeutend stärkerem An
blasen der Pfeifen U1U den Einfluß starker Obertöne zu bestimmen.
Der Luftstrom wurde so weit verstärkt bis das Manometer
unter dem Pfeifenhalse 24 mUl Quecksilberdruck zeigte. Der
Ton der Pfeife war hierbei sehr stark und voll, die Obertöne
{wenigstens der erste) deutlich hörbar, der Grundton jedoch
war vorherrschend. Die gesamte Verschiebung der Inter-,
ferenzfigur betrug 4 bis 4,5 Streifenabstände, indemahwechselnd
die Streifen rn und n der Fig. 5 ins Fadenkreuz rückten.
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Bei der allmählichen Steigerung d~s Luftdruckes im. Blasebalg
hatte es sich gezeigt, daß die Tonintensität anfangs zwar
rasch, später aher in weit geringerem Maße wächst. Der Zu
sammenhang. zwischen Tonstärke und l\'Ianometerdruck kann.
nach unserer Methode sehr genau ermittelt ,verden und bleiben
hierüber noch 'weitere Mitteilungen vorbehalten. Die rronhöhe..
änderte sich bei verstärktem Anblasen sehr merklich.

Indem nun obiger Luftstrom möglichst konstant erhalten
und Pfeife und Gabel wiederum abgestimmt wurden, zeigte
sich jedoch eine auffallende Veränderung in der Bewegungsart
der Interferenzlinien. Ein Blick genügte, um zu erkennen,.
daß es sich hier nicht um eine einfache Pendelschwingung
handelte. Die Streifen verharrten während des weitaus größeren
Teiles der Schwingungszeit unbeweglich in ihren extremen
Lagen. Der Übergang aus .der höchsten Stellung in die· tiefste
(und umgekehrt) erfolgte nach jeder Halbschwingung fast sprung-,
weise, was einen ganz eigentümlichen Anblick gewährte und
das genaue Registrieren aller einzelnen Streifendurchgänge
unmöglich machte, abgesehen davon, daß bei dieser Tonstärke
unser Gebläse nicht geeignet war, einen ganz konstanten
Luftstrom zu erzielen. Wäre eine Markierung der einzelnen
Durchgänge der dunklen Streifen möglich gewesen, so wäre

}. ------ --1
Fig.8.

die registrierte Schwingung etwa ausgefallen, wie es Fig. 8~
zeigt. Die langen Pausen bedeuten die 'höchste und tiefste'
Lage der Streifen, die fünf dichtgedrängten Punkte die kurze

Fig.9.

Zeit des Überspringens in die andere Lage. Wir mußten
uns unter diesen Umständen damit begnügen, Je eine Schwinrl
gung durch vier Punkte wieCA und B.lJ in Fig. 9 aufzu
zeichnen, und zwar bedeutet 0 z. B. den Anfang, .A das Ende,
derAufwärtsbewegung, A undB bedeutet die Zeit,wähxend
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welcher die Streifen in der höchsten Lage zu ruhen schienen,
B IJ bedeutet endlich die Zeit, während welcher die Streifen
wieder in die tiefste Lage hinabsanken, um dortselbst wiederum
eine längere Zeit zu· ruhen. Die Bewegung während des Auf
und Abwärtsspringens schien, so weit sich beurteilen ließ,
eine gleichförmige zu sein. Trägt man daher die Zeit als
Abszisse, die Exkursionen der Streifen als Ordinaten auf, so
gibt die Fig. 10 ein möglichst annäherndes Bild der Streifen
bewegung. Die Zeitabstände der Punkte C' A' .B' .D1 sind die auf

Fig,10.

dem Papierstreifen registrierten vier Punkte. Das Registrieren
selbst dieser vier Punkte \~ar sebr schwierig, weil der plötzliche
Übergang von Ruhe ·in rasche Bewegung den Beobachter stets
überrascht und unsicher macht. Daher gelang es nicht, un
mittelbar nacheinander mehrere Sch\vingungen zu verfolgen,
-vielmehr konnte Dur mit Unterbrechungen registriert ·werden.
Gemessen wurden (siehe Fig. 9) die Abstände CA, A. Bund B J).

Als Beispiel geben wir einige Schwingungen.

OA AB BD
2,7 rom 6,5 mm 2,7 mrn
4,0

"
11,5 " 5,2

"
3,5

"
10,5

"
3,7

"5,0 13,0 5 ')
" "

,~

"5,5
"

15,7
"

7,0
"

Die Übereinstimmung muB unter obigen Rücksichten eine
befriedigende genannt werden. Es ergibt sich, daß die Zeit,
während welcher die Streifen stillstanden, 2,52 mal so groß
war, als die Zeit der Auf- und Abwärtshe,,~egung. Nimmt
man, um die Intensität der Partialschwingungen zu berechnen,
an, daß die Stücke O'B' und A' B' der Schwingungskurve
Fig.l0 geradlinig seinen, was jedenfalls der Wahrheit am nächsten

Bol tzman n, Gesammelte wissenseh. Abhandl. I. 13
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kommt, so stellen sich die Elongationen wiederum durch die
Reihe dar:

. 2nt . 6nt · lOnt
y = a1 sln T + as Sln T + 05 Sln-T- + ...

Für die Koeffizienten dieser Reihe finden sich folgende
Werte:

a1 = 2,6512
a3 = 0,6698
a5 = 0,2011 .
a7 = 0,0077
ag = -0,0566

usw. usw.

Dies sind die Amplituden der Partialschwingungen, welche
unsere Bewegung· der Interferenzstreifen zusammensetzen. Bei
der Rechnung ist die Totalverschiebung der Streifen (2 AA.'

Fig.11.

Fig. 10) = 4,3 zugrunde gelegt, wie' es die Beobachtung im
Mittel ergab. Die Amplitude des ersten Obertones ist also
3,958 mal, seine Intensität 15,655 mal kleiner, als die des
Grundtones.

Will man von der Reibe für y nur die beiden ersten
Glieder unter Vernachlässigung der übrigen berücksichtigen,
so ergibt sich eine Bewegung, wie sie durch Fig. 11 dar
gestellt ist, welche jedoch offenbar der Wahrheit weniger
nahe käme. Für diese Annahme berechnen sich a1 und a3
sehr einfach, da die Kurve Fig. 11 die Punkte .11', E' und B'
mit der Kurve Fig. 10 gemein haben muß. Aus dieser Be
dingung findet sich

a1 = 3)0347
aa = 0.88~7~~
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also das Verhältnis der Amplituden von Grundton und erstem
'Oberton = 3,43, das Verhältnis der Intensitäten = 11,77,
'welche Werte von den unter der vorigen Voraussetzung ge
'fundenen nicht allzusehr abweichen.

Es ist hervorzuheben, daß der Koeffizient as jetzt positiv
,erscheint, d.h. Grundton und 'erster Oberton setzen sich bei
'starker 1\nregung unserer Pfeife unz,veifelhaft so zusammen,
.daß da.lJ Verdichtungsnzaximum des ersteren mit derrt Minimum
des zweiten zusammenfällt, also umgekehrt', wie es bei sehr
:schwachem Anblasen vorausgesetzt werden konnte.

Da der Verlauf der Luftverdichtung durch dieselbe Kurve
~~ig. 10 dargestellt wird, so sieht man, daß die Dichtigkeits
änderung in der Pfeife jetzt nicht mehr stetig geschieht,. son
dern daß dieselbe' aus 'fast plötzlichen Verdichtungs- und
V'erdünnungsstößen besteht, welche die Pfeife mit der Schall
geschwindigkeit durchlaufen. Es steht dies in guter Über
.einstimmung mitR i e man n s Untersuchungen über Luft~

sehwingungen mit' endlicher Amplitud'e, welche zu demResultate
führen, daß sich bei' intensiven Luftschwingungen immer der-
.artige Verdichtungsstößebilden müssen. '

Was nun den' Unterschied zwischen der größten und
kleinsten Dichte im Knoten der Pfeife betrifft, so berechnet
-sich derselbe in analoger vVeise, wie im ers~en Falle. Er
betrug 0,01887 der normalen Luftdichte, wobei auf einen
kleinen Einfluß der Spiegelerschütterung Rücksicht genommen
ist, welcher hier schon anfing, sehr merklich zu werden. Der
Unterschied zwischen dem größten und kleinsten Luftdruck
war, 0,02242 Atmosphären, die ,Tofalverschiebung eines Luft
teilchen"s im Schwingungsbauch fand sich = 5,275 mm, in der
Mundöffnung = 17,24 mill.

Wurde die Pfeife mit 30 mm Quecksilberdruck angeblasen,
'so' fand sich aus der Streifenverschiebung ein Unterschied'
,des Maximal- und Minimaldruckes im Knoten von 0,03366
(etwa ';0) Atmosphären. Bei noch stärkerem ~nblasen.schlug

der Ton gänzlich in den ersten Oberton um. Es sei bemerkt,
·daß die letztere, stärkste Druckschwankung beim Tänen unserer
Pfeife noch bei, weitem nicht· den von, K un dt an seiner Pfeife
'gefundenen Wert von -(6 Atmosphären erreicht. Die Kundt
sche Pfeife wurde also ,vohl ganz erstaunlich stark angeblasen.

13 *
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3.

Bemerkung über die Intensität der Luftbewegung an der Grenz'e der'
Hörbarkeit des Schalles.

Da sich durch die vorhergehenden Versuche Boltz-·
mann s Vorschlag als sehr geeignet zur Vervollkommnung
vibroskopischer Untersuchungen über LuftschwiDgl~ngen.er
wiesen hatte, so schien es uns nicht uninteressant, wenigsten &,

eine beiläufige Ermittelung der Amplitude der Luftbewegung
im freien Raume an der Grenze der Hörbarkeit eines schwachen
Tones zu versuchen. Die Dichtigkeitsänderungen im freien.
Raume sind so klein, daß unser Apparat noch einer bedeuten":'
den Verfeinerung bedurft hätte, um dieselben direkt zu messen..
Allein man kann sich bei dieser Frage auf die theoretischen
Untersuchungen von Helmholtz stützen (Orelles Journal für
Mathematik), nach welchen die Intensität der Bewegung für
einen entfernten Punkt des freien Raumes berechnet werden.
kann, wenn die Bewegung in einer tönenden Röhre gegeben
ist. 1flan kann also auch aus der Entfernung, in welcher ein,
Pfeifenton von bekannter Stärke fürs Ohr erlischt, die daselbst.
'Vorhandene Sch"wingungsweite finden.

Obwohl die Voraussetzungen -,welche Helmh 0 1tz bei
Ableitung seiner Formeln macht., von den Bedingungen unseres
Versuches etwas abweichen, so dürfte doch die lVIenge des
von der tönenden Röhre abgegebenen Schalles in heiden Fällen
wenigstens der Größenordnung nach nicht :verschieden sein,.
und auf eine größere Genauigkeit, als die Bestimmung der
Größenordnung der Schallintensität an der Grenze der Hör
barkeit machen unsere Versuche vorläufig keinen .A..nspruch.

Wir begaben uns mit unserer oben beschriebenen Pfeife
samt JYlanometer auf einen freien Platz in der Nähe der Stadt
und bliesen die Pfeife möglichst genau mit derselben Stärke
an, wie es bei den fünf ersten Versuchsreihen der vorigen
Abhandlung der Fall war (Windstärke = 40 mrn Wasserdruck,
Amplitude nahe der lVIundöffnung 2,48 mm). Alsdann be-,
stimmten wir die .Entfernung, in welcher der Ton für ein
gutes Ohr unhörbar wurde. Als Mittel aller Versuche, welche
zur Hälfte in der Richtung des herrschenden Windes, zur
Häfte gegen dieselbe gemacht 'wurden, ergahen sich 115 m.
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Helmholtz fand für das Geschwindigkeitspotential im
:freien Raume den Ausdruck

{I) 'l/J=_~;.cOS(ke;21tnt)

für das in der Pfeife:

f 'l/J = .A a sin k (x - a) cos 2 % n t
) cos

I A Je Q k·· 2l - .2n cos x Sln ?t n t ,

wobei wir bezüglich der Bezeichnung auf die Abhandlung von
Hel m hol tz verweisen. In der letzten Formel ist das zweite
Glied. klein gegen das erste; dasselbe muB bei der Anwendung
-auf unserer Pfeife, bei welcher die Rückwand fest ,war, weg
gelassen werden, wie sich aus der Bedeutung dieses Gliedes
-ergibt. Frlaubt man sich diese Vereinfachung, so findet man
'für diese Differenz der größten und kleinsten Luftdichte im
Knoten in aliquoten Teilen der normalen Luftdichte den Wert:

LI= .Akt •
nn cos ka

Aus der ersten Formel aber ergibt sich, wenn man die
Konstante .11 aus der eben gefundenen Gleichung bestimmt,
für den Weg, 'welchen ein in der Distanz!! von der Pfeifen..
mündung befindliches Luftteilchen im freien Raume ,vährend
,.einer Halbschwingung vollführt, 4er Wert

L1 • Q. COS!l: a
Y= '2nQ •

Hierbei ist Qder Querschnittc1er Pfeife (nicht der Pfeifen
111ündung), a die Differenz zwischen der wahren und der, so
genannten theoretischen Pfeifenlänge, %/2 k aber die theo
retische Pfeifenlänge selbst (t, Wellenlänge des Pfeifentones)..

Bei unserem Versuche nun war

A = 0,009
Q = 3068 qmm
u = 109,5 mm

~ = 4695 mrn2k . )

daher k u = 20 0 59' im vVinkehnaß. Hieraus ergibt sich der
Weg eines Luftteilchens in der Entfernung Q= 115000 mm
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von der Pfeifenmündung, in welcher der Ton unhörbar wurde"
also die Schwingungsweite an der Grenze der Hörbarkeit gleich

0,00004 mm

das ist et\va 1\)" von der Wellenlänge des grünen Lichtes.
])iese Kleinheit del" .I1mplitude zeigt, 1cie. erstaunlich empfind;"

lich das Geltijro'J'gan für musihalischel1ö'ne ist. Wir müssen
ausdrücklich hervorheben, daß die Versuche um die Mittagszeit
angestellt wurden, zu welcher Zeit das rfagesgeräusch aus der
nahen Stadt nicht ausgeschlossen ,var, Ein feines, völlig aus
geruhtes Ohr würde ge\viß in der Nacht noch viel kleinere
Amplituden wahrnehmen.

Folgende Resultate sind nun leicht durch Rechnung zu
finden. Die totale Dichtigkeitsänderung während der Schwin-·
gung beträgt an der Grenze der Hörbarkeit nach obigen Ver
suchen 13· 10- 8 der normalen Luftdichte. Berechnet man
ferner Jie mechanische Arbeit, 'velche an der Grenze der
Hörbarkeit durch den Quadratmillimeter exponierter Fläche pro
Sekunde geht, so ergibt sich für dieselbe 10-14 kgm.

An das Ohr w'erden also in der Sekunde etwa 1/3 .10-12 kgln
abgegeben, wenn man den Querschnitt des Gehörganges auf
43 qmm schätzt.

Man wird bei der erstaunlichen Kleinheit dieser mec.ha-·
nischen Arbeit unwillkürlich aufgefordert, die Empfindlichkeit
des Ohres für Schall mit der des Auges für Licht zu ver
gleichen. ]j"olgende Zahlenangabe magaer Abschätzung halber
hier erwähnt ,verden.Nach rrhO:rllsen (Pogg. Ann. 125, S. 389}
sendet eine Kerze, 'welche pro Stunde 8,2 g Walrat verzehrt,.
in der Sekunde 1/35 kgm in li-"ornl VOll Strahlung aus. Davon
kommen also auf 1 qmm in 115 m Distanz 1/

574
,] 0-10 kgm,.

also et\va 17 mal Inehr, als unsere Pfeife in jener Entfernung'
in Form VOll Schall an lebendiger Kraft durch den Quadrat
millimeter hindurchstrahlt.

Es ist also unsere Pfeife eine weit schwächere Quelle·
von lebendiger Kraft als jene Kerze, und man ersieht aus.
diesen allerdings nur approximalen Zahlen, daß das men!J'cll
liehe Ohr in der Perzeption der illlnzugedachten Scllwingun.fJs
arbeit rnitdem Auge an En2p(bullichkeit 1'ivalisieTcn llann.
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Boiling-Points of Organic Bodies.
(To the Editors of the Philosophical Magazine and Journal.

Phil. Mag. (4). 42. S. 393. 1871.)

Gentlemen,

You would oblige me very much by inserting the following
notice in your Philosophical Magazine. The very interesting
treatise of Mr. Burden, "Boiling-points of Organic Bodies"
(Phil. Mag. June 1871, Supplementary Number), contains a
mistake; for. the author supposes that the velocity of gas
moleeules having the temperature of tO C is to be found by
multiplying the velocity at 0° C by 1 + t / 273. But this
velocity is really found by multiplying by V1 + t /273. It
thence folIows that, at the boiling-point of such substances as
havea constant number in the last column of Mr. Burden's
Tables, the quotient (273 + t)2/ e is constant, but not at all
the velocity of a malecule. In this formula t signifies the
boiling temperature, ~ the specific gravity of vapours.

Yours & c.
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Ober die Druckkräfte, welche auf Ringe wirksam
sind, die in. bewegte Flüssigkeit tauchen.!)

(ereIle Journ. 73. S. 111-134. 1871.)

Kirchhoff hat in einer Abbandlung im 71. Bande des
ereIle Jo urne nachgewiesen, daß auf zwei unendlich dünne in
einer bewegten Flüssigkeit, die in der Unendlichkeit ruht, be
findliche Ringe von der Flüssigkeit Druckkräfte ausgeübt werden,
deren Moment für irgend eine Verrückung gleich .dem Moment
der Kräfte ist, mit welchen die Ringe aufeinander wirken
würden, wenn gewisse elektrische Ströme in ·ihnen flössen. Er
knüpft daran die Bemerkung, daß demzufolge die Ringe
scheinbar dieselben Kräfte aufeinander ausüben, wie diese elek
trischen Ströme. Diese Bemerkung hat aber nicht allgemeine
Gültigkeit 2); wenn die Ringe in Bewegung sind, so können die
Initeinander verglichenen Kräfte sich noch durch Kräfte unter
scheiden, die von der Bewegung der Ringe abhängen und
deren Moment für jede Verrückung gleich Null ist. In der
Tat zeigt die ~echnung, daß dies der Fall ist.

Da Kirchhoff den Beweis für die Richtigkeit des von
ihm gefundenen Wertes der in der Flüssigkeit enthaltenen
lebendigen Kraft nur für den Fall eines kreisförmigen Quer
schnittes der Ringe geliefert hat, so ,viII ich mit der allgemeinen
Berechnung der in der Flüssigkeit enthaltenen lebendigen
Kraft für nicht kreisförmige Ringquerschnitte den Anfang
machen; hierauf 8011 gezeigt \verden, wie dieselbe vermittelst
des sogenannten Hamiltonschen Prinzips zur Berechnung der

1 Vorläufiger Bericht über diese Arbeit Wien. Anz. 7. S. 146.
7. Juli 1870.

2 Als ich Hrn. Kirchhoff in einem Gespräche auf diesen Um
stand aufmerksam machte, teilte er mir lnit, daß auch er ihn bereits
bemerkt habe.
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~uf die Ringe wirksamen Kraft angewendet werden kann, wobei
siell zeigen wird, daß die Art und Weise, wie zuerst die Herren
'Thomson und Tait dieses Prinzip auf Probleme der Hydro
~dynamik ange\vendet haben, im allgemeinen eine unerlaubte
ist, in den von diesen Herren betrachteten Fällen ,aber infolge
.aes Verschwindens gewisser Glieder zu keinem fehlerhaften
Resultate führt. Zum Schlusse endlich will ich die direkte
Bestimmung der auf jedes Oberflächenelement der Ringe 'Nirk
'samen Druckkräfte in einer etwas allgemeineren Weise aus
führen, was auch der einfachste Weg zu sein scheint, um zu
·dem für unendlich dünne Ringe geltenden Resultate zu ge
langen. Es sei eine reibungslose Flüssigkeit von einer allseitig
:geschlossenen Fläche 0 umgrenzt. In derselben seien beliebig
viele Körper eingetaucht, von denen alle oder doch einige einen
mehrfach zusammenhängenden Raum erfüllen. An jedem
Punkte der Flüssigkeit soll ein im allgemeinen mehrdeutiges
Oeschwindigkeitspotential existieren. Außer dem in der Flüssig
keit herrschenden Drucke sollen keine Kräfte auf die Flüssigkeits
teilchen wirken. Setzen wir zuerst voraus sämtliche ein..
:getauchte Körper befinden sich in Ruhe; wir können uns einen
für die folgenden Untersuchungen sehr brauchbaren Ausdruck
für das Geschwindigkeitspotential auf folgende Art verschaffen.
Bezeichnen wir die recht\vinkligen Koordinaten eines Punktes
J.8,r Flüssigkeit mit x, y, z die Komponenten der daselbst
herrschenden Geschwindigkeit c mit u, v, 10; ferner dieselben
G-rößen für einen anderen Punkt n1it x', y', z', u', v', w'; end..
lich mit l' die Entfernung beider Punkte und definieren
.drei Größen .ll., B, Cdurch folgende über den ganzen von der
~F'lüssigkeit erfüllten Raum auszudehnende Integrale:

A = - 4~ JJJ ~ dx' dy' dz', B = - 4~JJJ ::dx' d.y' dz',

c= - 4
1
n JJJ ~' dx' dy' d z'

~o ist:

d2 A d2 .Li d2 A d2 13 . cl2 B d2 B
U = d a;2 + d y2 + d x2 ' V = cl [1;2 + d y2 + d %2 '

d2 O· d2 0 d2 0
U) = -d:"Q + -d9 + -d'2·'

x~ Y'" . x
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ferner
(2) d .A + d B + d 0 = O.

da; dy dx

Von der Richtigkeit der letzten Gleichung überzeugt man sich,
indem man jeden dieser Ausdrücke in folgender Weise trans
formiert:

dA. = _1_ rrjU'(X - a{) dx' d ' dz'
d x 4 11J J.. r S Y

,1 j-arlu'ld 'd' 1 rrJ1 du' d·'d 'd /= 4nJ r .Y z - 4nJJ.. r· da;' x y z

und bedenkt, daß im ganzen von der Flüssigkeit erfüllten
Raume

du + ~ + dw = 0
da; . du dx

und an seiner Oberfläche ).. 1l + I-t v + V 10 = 0 ist, wenn A, PI, 11

die Richtungskosinus des betreffenden Ober:f1ächenelementes
sind. Der Umstand, daß der von der Flüssigkeit erfüllte Raum
ein mehrfach zusammenhängender ist, stört die Richtigkeit
dieser Transformationen nicht, da ja u, v, 10 überall eindeutig
sind. Setzt man ferner:

du dv
dY = da;

du) du
dx=di;'

.L=dB_dO, 1J1=dO_dA, JV=dA_dB
dx dy da; d'XJ dy dx '

und transformiert die Differentialquotienten von .f1, B, C in
derselben Weise wie früher, so erhält man mit Rücksicht auf
die Gleichungen:

cl v d w
dx = dy ,

folgendes:

L - 1. Ja [J.u'a - 'jll'a /J;[ _ 1. .Ja VUa ;"'" ).,Wa
-4n 0 r' .J.-4;-.0 r'

N - 1 Jd }. Va - P- ~ta
-4n 0 r '

wobei d 0 ein Element der Flüssigkeitsoberfiäche, Ua , va' 10
a

die
daselbst herrschenden Geschwindigkeitskomponenten und Ä, ~, '11'

die Kosinus der Winkel sind, welche die ins Innere der Flüssig-,
keit hinein auf d 0 errichtete Normale mit den positiven
Koordinatenachsen 'bildet. Die Integration ist über·· die ge
samte Flüssigkeitsoberfläche, also sowohl die Oberfläche der
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eingetauchten Körper als auch die Begrenzungsfläche 0 zu er
strecken. Nun ist aber

d N dM' d2 .A d2 A d2 A d (d.A d B . d 0)
dY - ([:; = dx2 + d y2 + dx2 - dx dx +Cfij + fiX =1t

infolge der Gleichungen (1) und (2). \\Tir erhalten daher:

(3) u=-41nf~~[(y-Y')(AVa-P,Ua)-(Z-Z') (vua,....-}'wa)J.

Entsprechende Ausdrücke' ergeben sich für v und w. M~n'

sieht die Identität dieser Rechnung mit der von Helmholtz
in seiner Theorie der Wirbelbewegung ausgeführten. Ich wieder
hole sie· hier bloß um die Anwendbarkeit der Formeln
HeImholtz' für den Fall eingetauchter Körper analytisch zu
beweisen. Wir können uns von derselben übrigens auch durch
folgendes Räsonnement überzeugen. Wir denken uns die Fläche 0
plötzlich hinweggenommen und unsere l1-'lüssigkeit rings. mit
ruhender gleichartiger Flüssigkeit umgeben. ··Gleichzeitig nehmen
wir auch sämtliche in die Flüssigkeit tauchende Körper hinweg und
erfüllen ihren Platz mit ruhender Flüssigkeit. Es soll nun während
eines l\tIoments Reibung z'wischen der neuhinzugekommenen und
der ursprünglich vorhandenen Flüssigkeit stattfinden, die jedoch
augenblicklieh wieder aufhört. Es werden sich infolgedessen
sämtliche Begrenzungsflächen der ursprünglich vorhandenen
F"lüssigkeit luit einer unendlich dünnen Schicht rotierender
Flüssigkeitsteilchen iiberziehen, sie \verden c1as, was Helmho1tz
'Wirbelfiächen genannt hat. Der Druck der ]flüssigkeit 'wird
zu beiden Seiten irgend eines Elementes dieser Vlirbelflächen
im allgemeinen verschieden sein,. dieselben würden sich also
sogleich zu bewegen und. zu deformieren. anfangen. Wir
können dies jedoch verhindern, wenn wir auf jedes Flächen
element von außen eine Kraft ,virken lassen, \velche den auf
dasselbe wirkenden Druckkräften das Gleichgewicht hält. Dann
bleiben sämtliche WirbelAäcben in Ruhe und die Bewegung
der Flüssigkeit ist also dieselbe wie iIn Falle, \\'0 ihr Inneres
durch die festen Körper ersetzt war. tJene Druckkräfte, welche
auf die Außenseite der Wirbelflächen wirken" sind dieselben,
denen im ersten Falle die Oberflächen der festen Körper aus
gesetzt "raren. Auf das letztere Problem aber sind die Formeln
Helmho Itz' unmittelbar anwendbar. Die für 1l, ,,?, 1D ge
fundenen Ausdrücke sind die I{omponenten der Kraft, welche
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gewisse die Oberfläche durchfließende elektrische Ströme auf
einen im Punkte x, y, z befindlichen ~Iagnetpol mit der Einheit
magnetischen Fluidums ausüben. Setzen wir nämlich:

I

il.1/

Fig. L

z

o

y

4 {g=p,wa-VV", h=VU,.-AW a• k=lva-'p,u",
( ) i = Yg2 + h2 + k2 ,

8.0 erfüllen diese Größen die Bedingung: g i~ h {1. + kv = 0;
,eine durch einen Punkt P der Oberfläche gezogenen Gerade G,
deren Richtungskosinus den daseIhst herrschenden Werten
von. g, h, k proportional sind, tangiert also die Oberfläche und
und steht zugleich senkrecht auf der Geschwindigkeitsrichtung ]1
der Flüssigkeit im Punkte P. Sehen wir die Fläche als "Tirbel
fläche an, so ist i die Intensität und G die Richtung der
'durch P gehenden Wirbelfäden. Wir wollen nun die gesanlte
Oberfläche aller Körper sowie die Fläche 0 derart mit elek
trischen Strömen bedeckt denken, daß die Richtung der Ströme
in jedem Punkte P der Fläche parallel G ist, also mit den
Koordinatenachsen Winkel macht, deren Kosinus g I i, h I i, kIi
sind. Die Intensität derselben aber soll so gewählt werden,

daß, wenn wir eine unendlich
kleine gerade Linie d q parallel
der Richtung H, also senkrecht
auf der Richtung der Ströme
durch P ziehen, die Gesamt
intensität der durch d q gehen
den Ströme gleich i d q ist.
Es erleichtert die Vorstellung,
"renn 'wiruns sämtliche Ober
fiächen mit unendlich vielen

x elektrischen Strömen, die un
endlich dicht gelagert sind und
deren jeder eine konstante
(für alle gleiche) unendlich

kleine Intensität 8 besitzt, bedeckt denken. Die Anzahl der
Ströme, welche dann durch unser Linienelement d q gehen,
ist i d q 18~ Schon aus dem Umstande, daß Wirbelfäden nirgends
abbrechen können, folgt, daß alsdann sämtliche, die Oberflächen
bedeckende elektrische Ströme geschlossen sein werden'; daß
nirgends welche beginnen oder plötzlich enden können. 1\'1an



16. Ül:>er Ringe, die in bewegte Flüssigkeit tauchen~ 205.

kann sich hiervon übrigens auch in folgender Weise überzeugen•.
Wir betrachten ein Element der xy .. Ebene dx. dy und legen
durch dasselbe ein Prisma, dessen Seiten der z-Achse parallel
sind. Dasselbe schneide aus irgend einer der Oberflächen das
Element ABCIJ aus (siehe Fig.1); die Richtung der Ströme
in diesem Elemente sei 1J;IN; dann ist die Zahl der Ströme,.
welche durch ABgehen:

Z _ i . ..4 B sin (!tIN, .AB) •
1 - 8

Der Richtungskosinus der Geraden MN sind 91i, hli, kli; die
der Geraden AB, welche auf der y-Achse und der Normalen
zur Oberfiäche senkrecht steht, sind:

v 1---==== , 0, - --======- ,11 }.2 + p2 VA.2 + y 2

woraus man ohne Sch"rierigkeit findet:

sin(MN, .Aß) =_ h .
i]/)..2 + y2

Ferner ist dx die Projektion von LL .Rauf die x-Achse, daher

V}.2+ )12

AB = dx ·
)I

Wir erhalten somit:
z = hdx .

1 Y8

Ebenso erhalten wir für die Zahl der durch A C gehenden
Ströme den Wert:

z = gdy .
2 V8

Die Zahl der elektrischen Ströme, welche durch 0]) austreten, ist:

Z +. dZt d,
1 dy y,

ebenso die Zahl der Ströme, welche durch B]) austreten

f7 + clZ2 ··d
LJ
2dx

x.

Der Überschuß der aus dem Flächenelemente .Li B 0]) aus
tretenden über die in dasselbe eintretenden., also die Zahl der
in jenem Flächenelemente anfangenden Ströme, ist somit:

dZ1 d + dZ2 d:t· =
dy Y da;

[d(n +dC)]dXdY.
dx dy 8
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Es ist aber infolge der Gleichungen (4)

L=l:!.-w -v !!...=u _l:.w.
J.I '}J a a' 'P a 'J/ a

Stellen WIr die Gleichung der betrachteten Fläche durch
z = f(x, y) dar, so ist:

A df
-;; = - da;'

ft df
-;-=-dij'

folglich:

d(n +1:1 = du,. _ dv,. +df. dw,. _ df. dw,. .
da; dy dy da; da; dy dy da;

Bei Bildung der partiellen Differentialquotienten ist hier z
infolge der Gleichung z = f(.t·, y) als Funktion von x und y
zu betrachten, daher

d lta = aU a + aU a • .!!.:.L .
dy 8y 8x dy'

und ähnliche Ausdrücke ergeben sich für die anderen partiellen
Differentialquotienten. Die geschlungenen iJ bedeuten eine
Differentiation, wobei x, y und z als unabhängig betrachtet
werden. Berücksichtigen wir noch, daß allgemein, folglich
auch für die Oberfläche die Gleichungen gelten:

OVa OWa
fiX: = ,By ,

so erhalten wir:

d(~) d(:)
crx:- + fJ:iI = 0 ·

Es nehmen also in unserem Oberflächenelemente keine neuen
Ströme ihren Ursprung und da dies von jedem Elemente gilt,
so ,,'erden nirgends auf den Flächen Ströme plötzlich anfangen
oder enden, sondern alle Ströme werden geschlossen sein.
Betrachten wir irgend ein Oberflächenelement d 0, bilden für
jedes darin enthaltene Stromelement das Produkt aus seiner
Länge in seine Intensität und addieren alle diese Produkte..
so ist die ~o gebildete Summe, die wir mit ~ 8. ds bezeichnen
wollen, gleich i d 0; ferner ist, wenn wir die Richtungskosinus
der durch do fließenden Ströme, also die Größen gji, hji, kji
mit a, b, c bezeichnen:

~a8ds=gdo, ~b8ds=ltdo, ~c8ds=1i.do,
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und man überzeugt sich leicht, daß die in Gleichung (3) für
u, v, u' gefundenen Werte nichts anderes als die durch .- 4 '1l

dividierten Komponenten der elektromagnetischen Wirkung
.aller jener Ströme auf einen im Punkte x, y, z befindlichen
Magnetpol mit der Einheit magnetischen Fluidums sind. Das
Geschwindigkeitspotential im Punkte x, y, z ist daher df\s
Potential der elektrischen Ströme auf jenen Magnetpol· dividiert
durch - 4 n. (Das Zeichen des Potentials ist so gewählt, daß
die positiven Ableitungen gleich den Kräften sind).

Die betrachtete Verteilungsweise elektrischer Ströme auf
'Oberflächen, welche wir kurz als die Minimumanordnung be ...
.zeichnen ,vollen, besitzt eine erwähnenswerte, Eigenschaft,
nämlich, daß für dieselbe der Ausdruck

P = i 2]~JJ62COS ~ dsds' ,

.also das Potentiale sämtlicher Ströme aufeinander ein J\tlinimum
wird. Hierheisind d.~ und ds' zwei Elemente der Ströme, r
ihre Entfernung, 19' ihr Winkel, die heiden Integrationen sind,
über sämtliche Elemente irgend eines Stromes, die Summationen
über alle auf den Oberflächen befindlichen Ströme auszudehnen,
Bezeichnen wir die Projektionen des Elementes ds auf die
Koordinatenachsen mit dx, dy, dz seine Richtungskosinus mit
a, b, c; dieselben Größen für cis' mit dx', dy', dz', a', b', c',
:so wird:

P = ; ~~JJ dxdx' + d!~d'{_~dX'.

"lir lassen nun die Lage sämtlicher Ströme auf den Ober
fläcben unendlich wenig variieren; die Länge der einzelnen
Ströme kann sich dabei ändern, jedoch müssen dieselben dann
·durch Einschaltung neuer Stromelemente geschlossen erhalten
werden. Die Gesamtintensität aller Ströme, welche den·Quer
schnitt irgend eines Ringes durchfließen, ist dabei invariabel;
sie ist nämlich durch elen Zuwachs k bestimmt, den das
'Geschwindigkeitspotential bei Umkreisung des Ringes erhält.
Ist diese Gesanltintensität nämlich gleich ~, so wächst ihr
Potential auf einen Magnetpol mit der Einheit magnetischen
:Fluidums bei Umkreisung des Ringes um - 4% ~ und da das
Geschwindigkeitspotential ·gleich dem· durch- 4% dividierten
Potential der Strönle ist, so muß ~ gleich ksein. Die Um-
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kreisung ist positiv gerechnet, wenn sie bezüglich einer im
Strome schwimmenden Figur von links über vorne nach rechts·
geschieht. Weil die Variation von P infolge der Lagenänderung
sämtlicher ds gleich seinmuB der Variation infolge der Lagen~
änderung sämtlicher ds', so erhält man:

öP =1l2::E:sJJtx' dux + dY':UY + d'X! dux

_ (da; d~~±~y dy' + dx dx') [Ca; - x') ox + (y - y') ~y + (x - x') Ö?:,]} 'l'

~rß

Um die Differentiale der Variationen wegzuschaffen, integrieren
wir den ersten rreil partiell; es ergibt sich, wenn man be
rücksichtigt, daß sämtliche Ströme geschlossen bleiben, daher
die Variationen an der oberen und unteren Grenze gleich sind::

o-P= s2:ssJIds;;s' {öa: [(y-y') a'b+(z-z') a'c-(x-x')(bb' +cc')}

+ oy[(z-z') cb'+ (x-x')ab' - (y-y') (aa'+ ce')]

+ dZ [(x-x') ac'+(y-y') be' -(z-z') (aa' +bh')]$1

= SJ8ds to:t(cH - bK) + öy(aK - cG) + öz(bH - aG)},

wenn
G - "'f d ,(y-y')e'-(x-x/)b' -fa (y - y')k' - (;t -x')I1/

-.2..J. a s . '1'8 - 0 . r 3 ,-

lI- ~f d I (x-x') a' - (x-x')(;' -fa (x _~:/)g' - (x - :v')k'
-~ . 8 .~ '1'3 - 0 r 3 · ,.

K - '"'J d ,(x - x')b' - (y - y'}a' _ Ja.. (x - ai') h'· - (y - V') .cl
- ~ c S 1'8 - 01'1> ,.

gesetzt wird. G, H, K sind- also nichts anderes als ·die Kom
ponenten der Wirkung sämtlicher Ströme auf einen Magnetpol
mit der Einheit magnetischen Fluidums. Dieselben werden
auf den Oberflächen unbestimmt. Wir sahen nä,mlich, daß sie
auf ihrer Außenseite gleich - 4n Ua ,. - 4"n; va' - 4n W a sind;,
auf der Innenseite dagegen sind sie gleich Null, \veil im ganzen
Innern der Körper das Potential der Ströme auf einen Magnet
pol eindeutig und an ihrer Oberfläche seine Ableitung normal
zur Oberfläche gleich Null ist. Um diese Zweideutigkeit zu
vermeiden, denken wir uns die Ströme. in einer gleichförmigen.
Schicht von unendlich kleiner Dicke auf den. Oberflächen ver
breitet. Der Wert der Größen G, H, K ist dann an der
Innense~te der Schicht gleich Null und nimmt gegen die Außen-
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seite bin gleichförmig bis - 4nua , - 4nv
a

, - 4%'lv
a

zu.
Die Verschiebungen ox, oy, OZ sollen für sämtliche in einer
Schicht übereinander liegendeStromelemente gleich angenommen
werden. Wir müssen dann, wie sich leicht ausführlicher be ..
weisen läßt, für G, ]1, K ihre J\'Iittelwerte - 2n u, - 2n v

. a ,a'
- 2nwa setzen. Die Variationen 0.1:, oy, OZ sind dabei der
Bedingung ;"ox + Jjoy + Vo'z = 0 unterworfen, da die Ströme
die Oberflächen nicht verlassen sollen. Die Bedingung,' daß
(j'p verschwinde, reduziert sich daher auf:

eH-bK
).,

aK-cG bG-aR"= --_.~-'''"'''-~~ = -_.-- .,
!" 1J

Diese Bedingung ist in der Tat bei der von uns als Minimum
anordnung bezeichneten \7erteilungsweise der Ströme erlüllt
wie man sieht, wenn man für (i,H, K die Werte - 2.1t u

a
'

- 2 n va' - 211: W a substituiert und bedenkt, daß a =g I i,
b =. h /i, c = k / i ist. Wenn Ströme von konstanter Intensität
aber veränderlicher Länge auf der Oberfläche (oder auch ·im
Inllern) ringförmiger Körper längs der Mittellinie laufend diese
zu umkreisen 'gezwungen sind, so werden ,sie dann unter denl
Einflusse ihrer elektrodyna-mischen Wechselwirkung' im (aUer...
dings labilen) Gleichgewichte sein, wenn ihr Potential aufeinander
ein Minimum ist; also wenn sie sich in der l\Jlinimumanordnung
befinden, dieselbe hat also Anologie mit der Verteilung statischer
}1~lektrizität auf der Oberfläche· eines Leiters. In speziellen
Fällen aber könnte die Teilung eines Stromes von der Intensität
Null in zwei entgegengesetzte diese Veranschaulichung stören,
,vährend das Analogon bei der statischen .Elektrizität immer
möglich ist. Es ist unmittelbar klar, daB, wenn ei?e solche
Gleichgewicbtsposition von Strömen möglich ist, ihr Potential
die an das Geschwindigkeitspotential gestellten Forderungen
erfüllt. Man könnte hierauf auch den Beweis unserer Sätze
gründen. Die Wirkung 'der "ströme auf 'einen Magnetpol ,im
Innern der Körper oder außerhalb der Fläche 0 'ist dabei Null.

Wir wollen nun die ganze in der Flüssigkeit enthaltene
lebendige Kraft berechnen. Dieselbe ist, wenn e die Dichte
der Flüssigkeit vorstellt:

T= !lfffdx dydzt [(~~r+(~~r+ (::YJ
Bol tz man n, Gesammelte wissenseh. Abhand!. I. 14
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(f' ist das Geschwindigkeitspotential, also das durch - 4 'lt

dividierte Potential aller elektrischen Ströme auf einen Magnet
pol mit der Einheit n1agnetischen Fluidums. Bezeichnen wir
nun das durch - 47C dividierte Potential eines einzigen der
Ströme auf· einen derartigen Magnetpol mit·vr.p und eine
SUIDrnation über alle Ströme auf allen Flächen mit 2, so ist:

.:!!.E.- _~ da fJJ_ . (.!!-.fJJ)2 = ""' d~ (fJ • "do' qJ ="" dv q; • dv' CfJ.
dx -~. dx' da; ~. da; ~ dx ~~ da; dx

In der letzten Formel ist sowohl d CF, als' auch 0' rp das durch
- 4 7t dividierte Potential eines· einzelnen Stromes (0 r.p etwa
des Stromes 8, Ir rp des Stromes 8'), undbeide Summationen
sind über alle Strönle zu erstrecken. Es ist folglich:

T = ~~"'lJ[d.7: dY dz [d /5 rp • d v' cp +d 0 lp • d (5' (P + cl /5 qJ • ~_ o:...5P.] .
2 ~~ dx dx dy dy dx, d%

Nun ist aber nach dem Greensehen Satze:

r 1
~ rJd:c dy d z (d 0 cp •d 0' fP. + d 0 cp •dij~ + d ij cp • d 0' P.)

(6) J. dx dx dy dy dx dx

l = - Jdo Off) ~~' cP - Jdw orp d v' q> ,
T dn dn

w·obei do ein Oberffächenelement der festen Körper, dw aber
ein Oberflächenelement der Querschnitte ist, durch die man
den von der Flüssigkeit erfüllten Raum zu einem einfach zu
sammenhängenden machen kanu. djdn bedeutet eine Differen
tiation in der Richtung der nach ·der Seite ·der JTlüssigkeit
hin gezogenen Normale. 0 Cf wird zu beiden Seiten jedes
Querschnittes mit Ausnahme eines einzigen denselben Wert
haben. Es ist dies der Querschnitt, dessen Begrenzungslinie
auf der Oberfläche desselben Ringes wie der Strom S liegt.
Wir können als Begrenzungslinie jenes Querschnittes diesen
Strom selbst wählen. Die Werte von 0 gJ zu heiden Seiten
dieses Querschnittes unterscheiden sich um 8, da. dies die·' ge
meinsame Intensität aller Ströme ist. Es ist somit

J do'cp J do'q>düJorp dn' = 6 d(iJ~,

also gleich dem durch- 4 7t dividierten Potential der Ströme 8
und 8' aufeinander. Es ist dabei vorausgesetzt, daß das Poten
tial zweier Ströme von den Intensitäten J und· J' aufeinander
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JJ'JJ ds ds:cos S

ist; daß also die Intensitäten in sogenanntem elektromagneti
schen Maße gemessen sind. Wir erhalten, indem wir die
Gleichung (6) bezüglich ~. und 0' summieren und mit l?I2
multiplizieren:

(} J d v' J dö'T =- - 2;~ do orp _CfJ - ~~~ dw om _CfJ ·
2 ~ dn 2 ~~ T dn '

hier ist der zweite Teil rechts das mit ~ / 4n; multiplizierte
Potential aller Ströme aufeinander, indem, wie man leicht sieht,
.die Summe der Potentiale jedes einzelnen auf sich selbst zu
{lemselben nur verschwindend wenig beträgt. Der erste rreil
·des Ausdruckes rechts aber ist gleich:

eJd 2; S' 2; dv' ffJ (} fd d<p 0---:- ·0 urn. --=-- orn-=2 .. r dn 2 r dn '

weil dep / dn für alle Oberfiächenelemente verschwindet. Es ist
.die gesamte· iI;l der Flüssigkeit enthaltene lebendige Kraft gleich
dem mit (! /4rn; multiplizierten Potential aller jener Ströme S
aufeinander. Die Gesamtintensität der irgend einen Ring
durchfließenden Ströme muß dabei gleich dem Zuwachs k sein,
den das Geschwindigkeitspotential bei Umkreisung des Ringes
erleidet, ihre Richtung ist positiv zu zählen, wenn die Um
kreisung bezüglich einer schwimmenden Figur von links über
vorne nach rechts geschieht; die Verteilung der Ströme ist
dadurch bestimmt, daß, wenn die Oberflächen fix sind, oP ver
schwindet. Verschieben wir sämtliche Körper unendlich wenig
und denken uns die Ströme in die ihrer neuen Position ent
-sprechende Minimumanordnung gebracht, so besteht der Zu
wachs von P aus zwei Teilen, jenem, welcher von der Ver
-schiebung ,der Ströme mit'· den Körpern bei ,unveränderter
Anordnung auf ihrer Oberfläche herrührt und jenem, der von
der Veränderung der Anordnung der Ströme herstammt, welche
notwendig ist, damit diese in die der neuen Position der Ringe
.entsprechende. Minimumanordnungkommen. Letzterer ist aber
~gleich Null; denn wir wissen, daß für eine Variation der Ver
teilung der Ströme ohne 4~nc1erung der Lage der Fläche 0]>
:gleich Null ist. Die Variation, die das Gesamtpotential der
Ströme erleidet, ist daher gleich derjenigen, die es erleiden

14*
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würde, wenn sich die Verteilung der Ströme auf der Ober
fläche der Körper nicht ändern würde.

Wir wollen jetzt zu dem Falle übergehen, daß die 'Körper
in der Flüssigkeit nichtrllhen, und zwar wollen wir, da die
Rechnung hierdurch nicht schwieriger wird, annehmen, daß sie
zugleich ihre Gestalt, nicht aber ihr Volumen verändern. Die'
Oberfläche 0 dagegen soll ruhen, obwohl auch ihre Bewegung'
den Gang der Rechnung nicht wesentlich modifizieren würde..
Die Komponenten der Ge'schwindigkeit irgend eines Oberfiächen
elementes do der Körper sollen u, ß, r heißen. Wir wollen
uns für einen Augenblick bloß die Oberflächen der Körper
aus einer von der Flüssigkeit verschiedenen Substanz gebildet,.
ihr Inneres aber wieder mit ursprünglich ruhender Flüssigkeit
ausgefüllt denken, 'welche natürlich, sobald sich die Oberflächen,
der Körper bewegen, ebenfalls in Bew'egung gerät und zwar
unter Existenz eines eindeutigen Geschwindigkeitspotentiales..
Wir setzen wieder:

A = - 41nfff~' dx' dy' dz', B = - 41nfff~ dx' dy' dz',

c=- 4~fff~' dx'dy'dz',

wobei die Integration über die ganze in der Fläche 0 befind
liche Flüssigkeit außerhalb und innerhalb der Körper zu er
strecken ist. Es ist dann in der ganzen Flüssigkeit wieder::

d2 .A . d2 .A d2 ,A d2 B . d2 B. d2 B
U = d x'l. + d y2 + d %2' V = d x 2 + d y2 + d x2 ,

d2 0 cl2, 0 d2 0 dA· cl B d C
w = dx2 + d y2 + dx2 ' dX + dY + dX·= o.

Um die letzte dieser Gleichungen zu be\veisen, transformieren
wir die Ableitungen von .A, B, C wie früher, sowohl für die
Flüssigkeit innerhalb als auch außerhalb der Körper. Es ist,
nun zwar nicht' mehr an der Oberfläche derselben ÄU+!-Lv + VW·

gleich Null; aber diese Größe besitzt zu beiden Seiten der
Oberfläche denselben Wert, \\1eshalb sich die auf die Grenzen.
bezüglichen Glieder im Ausdrucke für

d.A+dB+dO
da; dy dx

doch wieder aufheben. Transformiiren wir unter Berück
sichtigung desselben Umstandes die· drei Größen



16. Über Ringe, die in bewegte Fliissigkeit tauchen. 213

N=dA_dB
dy da;'

M=dO_dA
, da; dx '

L=dB_dO
dx cly'

'So erhalten wir:

.L = _l_fdo!t(Wa-~Oi)-'JI(Va-Vi) M = ~fdo 'JI(ua-ui)-l(wa-wi)
4n r' 471' r'

N = _l_Jdo l (va - l'i) - !-L (Ua - Ui)
4n r'

wobei Ua, va' Wa die Geschwindigkeitskomponentender Flüssig
-keit an der Außenseite, Ui , Vi' W i an der Innenseite von d0

sind. Da. wir die lfläche 0 als ruhend voraussetzten, so ist für
-dieselben 'lli = Vi = W i = 0, 1la , Va' 10a aber sind einfach die an
ihren Elementen stattfindenden Geschwindigkeitskomponenten.
Es ergibt sich hieraus, ,vie früher:

dN dM
·n = ay - ([i'

1 fl [A(Va- 1'i)-f,L(UG- Ui) ( ') V(Ua-UI)-Ä.(Wa-Wi) ( I)]= -4n(, 0 . rU Y-Y - rSZ-Z •

Entsprechende Ausdrücke erhält man für v und w. Es sind
-tu, v, w wieder die Kraftkomponenten geschlossener längs der
()berflächen hinfließender elektrischer Ströme auf einen Magnet
pol mit der Einheit magnetischen Fludiums. Stromintensität
',und Richtung ist wie früher bestimmt; nur treten an die Stelle
'von ua ' va' 10a jetzt die Differenzen 1la - U i , Va - Vi' W a - 1Vi .

:Legen wir irgendwo eine unendlich kleine Gerade d q senk
:recht gegen die Richtung der Ströme, so ist die Intensität
'tier durch d q gehenden Ströme i d q. Die Kosinus der Winkel
aber, welche die Richtung der Ströme mit den Koordinaten
.achsen bildet, sind 9 i, h i, lt i wobei jetzt:

g =!J.'(toa - wi ) - 'V (va - Vi)' h = V(Ua - Ui ) - A(Wa - Wi),

k=Ä(Va-Vi)-fh(Ua-Ui ), i=yg2+h2 +k2

ist. Denken wir uns die Oberfiächenmit unendlich viel Strömen
~on konstanter unendlich kleiner Intensität ~ überzogen, so ist'
.i d q/8 die 'Zahl der durch d q .gehcnc1en Ströme. Das durch
-4n dividierte Potential dieser Ströme auf e.inen Magnetpol
mit der Einheit magnetischen Ifludiums ist dann sowohl außer
;halb als auch . innerhalb' der· Körper Geschwindigkeitspotential.
Außerhalb 0 ist dasselbe konstant. Dem Potential aller' Ströme
:aufeinander, also dem Ausdrucke
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p = 8.,,2 '"'~J"lJdS ds' cos {}
2~...-;....J 1~

kommt wieder eine l\finimumeigenschaft zu. Transformieren
wir nämlich seine Variation wie früher, so ergibt sich:

o p = ~sIds [o:r(cH - bK) + J!J (aK - cG) +oz(bG- aH)l

wobei:

f k'(y-y')-h'(x-x')
G = do ,

'J~

Ti = JdO l'

K = fa () h' (~X; - X') - 9' (y - Y~L
'r

ist. Die Größen G, H, K nehmen wieder, ,venn sämtliche'
Flächen mit einer unendlich dünnen Stromschicht überzogen
gedacht werden, von der Innenseite derselben bis zur Außen...
seite gleichmäßig zu. Ihre Mittelwerte, welche hier zu nehmen!
sind,sind:

- 2 n(ua + uJ, - 2 n(va + vi)' - 2 n(lOa + w i ).

Wir wählen nun die drei Funktionen fX, ß, r von x, y, z so, daß·
sie an der Oberfläche irgend eines der Körper gleich den,
Geschwindigkeitskomponenten des. entsprechenden Oberflächen
elementesdes Körpers sind, und im Innern die Gleichung:

da+dß+dr=O
dx dy d.x

erfüllen und bestimmen drei andere Funktionen I, rn, n von x, y, z
durch die Gleichungen:

dn dn~
---=ctdy dx ... ,

drn cl l
dx-dy=Y·

Bezeichnen wir nun den Ausdruck:

(5) .2J~ d s (a I + b m + c n) = .2J~ (l d x + m d y + nd z)

mit Q, wobei die Integration über alle Längenelemente eines
Stromes, die Summation über alle Ströme auf allen Flächen,
zu erstrecken ist (für· jeden Körper sind l,m, n im .allgemeinen
andere), so ist nach Wegschaffung ·der Differentiale der
Variationen:
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[.

0. Q.= if8d·s[ ox (b dlJn + c
dn _b.dl

- c:!..!.)dx· dx dy dx

+ S' ( dn+ dl d11'~ drn)uy c- a--c--a-
(6') dy dy dx dx

I +oz(a!!:.!:..+bcl1n_ad.. ,'J,~-.;...bdn)·J
dx dx dx dy

= .2J6 d S [0 x(b r - C ß) +oy(c a-a r) +0z(aß - ba)].

Man erhält somit:

o(P- 4n Q) = 2n6.2fdslox[b(wa+w~-2r)- c(va+ vi- 2 ß)]

+ O'y[c(ua + ui -2 a)-a(u'a + lDi - 2 r)]

+ ()z [a(va + Vi - 2 ß) - b(ua + lIi - 2 u)JJ.
Da nun die Geschwindigkeitskomponente der Flüssigkeit sowohl
innerhalb als auch außerhalb der Körper in der Richtung der
"Normalen zu ihrer Oberfläche gleich der Geschwinc1igkeits
komponente des entsprechenden Oberflächenelemeute-s in dpr
selben Richtuug sein muß, so hat man:

1\.(Ua + ui - 2 a) + p,(va + vi - 2 ß) + 'Jf(Wa + U'i - 2 y) = o.
Aus dieser und der Gleichung a i.. + b pi + C v = 0 aber folgt:

b

Es verschwindet also 0'(1) - 4 n Q) für alle (Jx, oy, 0z, welche
der Bedingung Ä (j x + !-L o' Y + v 0 Z = 0 genüg'en, also bei jeder
Variation der Lage der Ströme, wenn sie die Oberflächen nicht
verlassen und bei ungeänderter Intensität geschlossen bleiben.
In dem ·speziellen Falle, daß ··die· Körper ihre Gestalt nicht
ändern, wird, wenn .~, 'f),.~.die Komponenten der progressiven
Geschwindigkeit, p, q, r die der momentanen Winkelgeschwindig
keit sind

j
~( . y2 + ;:..2

Q = 8:E .. 17 Z dx+ ~.xdy +~y dz -p -2-- cl x·

x2 + a;2 a;2 + 'lj2 )'
-Q-2- d.Y- 1--2-'-dz ·
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Vlir 'wollen die .A..usdrücke, mit denen in der Formel (6') 0 a:,
(Y.1J und d' z unter dem Integralzeicben multipliziert sind, also
die drei Größen

(b"Y-Cß)8ds, (ca-ay)eds, (aß-ba)8d.~

als die KOlllponenten jener auf das Stronlelement d s wirksamen
I{raft bezeichnen, deren Kräftepotential Q ist. Es ist dies die
Kraft, "'TeIche solche magnetische l\'Iassen auf das Stromelement
ausüben \vürden, die auf einen 1\1agnetpol eine Kraft mit den
Komponenten Cl, ß, r ausüben würden. Dieselbe steht senk
recht auf dem·Stromelemente d,c; und seiner Bewegungsricbtung,
ihre Intensität ist e(1 s multipliziert mit der Komponente der
Gesc:hwindigkeit von d s, welcbe senkrecht aufd s steht. Da
sie immer normal gegen die Bew'egungsrichtung ist, so leistet
sie keine Arbeit. Die betrachtete Verteilung elektrischer Ströme
auf den Körpern ist a1so diejenige, in \velcher sie unter dem
Einflusse ihrer elektrodynanlischen Wechselwirkung und der
mit - 4n nlultiplizierten Kraft, die auf jedes Stromelement
infolge des I{räftepotentials Q wirkt, im Gleichgewicht sind.

In dem speziellen ~-'alle, daß sich sämtliche Punkte der
]"läche 0 in einer nlindestens von der ()rdnung Runendlichen
Entfernung befinden und der von ihr umschlossene Raum ein
fach zusanlInenh1ingt, ist das Potential. der auf der Oberfläche
der Körper befindlichen Ströme auf j eden Punkt von 0 mindestens
unendlich klein \vie 1 / R2, also seine Ableitungen wie 1/ R,s;
VOll dieser Ordnung ist daher auch die Geschwindigkeit an der
()herfläche 0, daher auch die auf die Iflächeneinheit bezogene
lntensität der sie durchfließenden elektrischen Ströme. Die
auf der Flächeneinbeit befindlichen elektrischen Ströme werden
daher ein Potential liefern, das im Endlichen mindestens un
endlich klein von der Ordnung 1 / R' ist. Das Potential aller
auf 0 befinulichen Ströme ist also' im Endlichen mindestens
unendlich klein wie 1 / R2, verscll"\vindet also samt seinen Ab
leitungen nlit wachsendem R. Die I{örper sind dabei alle als
im Endlichen befindlich vorausgesetzt. Setzen wir noch voraus,
dieselben seien ~auter Ringe, deren zur Mittellinie senkrechter
Querschnitt versch\vindet, so muß, \venn die I{onstante k endlich
sein soll, die Geschwindigkeit an der Oherfläche der Ringe
unendlich sein und nabe senkrecht auf der Mittellinie stehen,
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(}ie auf der Ringobel'fläche fingierten elektrischen' Ströme werden
·daher längs der Mittelliniebinfließen müssen und man kann
sich seIbe , da die Ringe unendlic4 dÜnn sind, mit Vernach
"lässigung unendlich kleiner Größen als die Mittellinie durch-.
fließend denken. Es ist zunächst wichtig, zu bemerken, daß
"in diesem Falle das Geschwindigkeitspotential selbst unendlich
nahe an der Ringoberfläche doch endlich ist. In der Tat kann
·das Potential eines elektrischen Stromes auf einen Magnetpol
~mit der Einheit magnetischen Fluidums abgesehen von einer
Konstanten höchstens gleich der 4?tfachen Intensität des Stromes
"werden und da die Gesamtintensität der die Ringe durchfließenden
:Ströme endlich ist, so ist es auch ihr Potential. Seine Ab..
'leitungen dagegen werden auf der Ringoberfläche unendlich.
Eine passende Form für das Geschwindigkeitspotential rp in
~diesem Falle finden ,wir in folgender Weise. Ist CPl das

. Geschwindigkeitspotential, welches herrsch,en würde, 'wenn die
:Ringe in ihrer augenblicklichen Position in Ruhe wären, CP2
dasjenige, welches herrschen würde, wenn sich dieselben Ringe _
in derselben Weise unter Existenz eines eindeutigen Ge..
'schwindigkeitspotentials be,vegten, so erfüllt Tl +CfJ2 alle an
'fP gestellten Bedingungen. Es ist also ep = CFl + T2' Da ep2
·,eindeutig ist, d CPl I d n aber auf der Ringoberfläche verschwindet,
'So vlird die lebendige Kraft T der E'lüssigkeit, welche die
:Ringe umgibt:

T= - -q-Jd ({) (fJ dcpl - ~Jd {)J (n dqJ2 - J.-Jdo rp ~ CfJ2.
2 ,1 dn, 2 Tl dn 2 dn

,ll 0 ist "'''jeder ein Element der Ringoberfläche, d (j) eines Quer..
-.schnittes. Wenn die Geschwindigkeit der Ringe endlich ist,
·so ist es auch die auf die Flächeneinheit bezogene Intensität
·der Ströme, von denen das Potential 'P2 herstammt und da
·die von jenen Strömen durchflossene b~läche unendlich klein
ist, so ist lf2 selbst' unendlich klein; seine Ableitungen sind
'nur in einem unendlich kleinen Teil des Raumes endlich, sonst
unendlich klein; rp ist überall endlich. Es versehwinden, daher
die beiden letzten Glieder im Ausdrucke für 'T. Das erste
Glied

- ~Jd (j) rn cl<!>t
2 Tl dn
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aber ist., wie wir sahen, das mit {? / 4 1t multiplizierte Potential.
aller Strönle aufeinander, mit denen wir uns die ruhenden.
Ringe überzogen denken müßten, also der in der Minimum
anordnung auf denselben verteilten Ströme. }1~s ist also auch.
die Variation der lebendigen Kraft gleich der Variation dieses.
Potentiales. Nun fanden wir aber erstens, daB für die Minimum...
verteilung die Variation dieses Potentiales gerade so groß ist,
wie sie wäre, wenn die Ströme ihre Position auf den Ringen~.

und der Fläche 0 nicht änderten; zweitens, daß das Potential
der auf 0 befindlichen Ströme auf die auf den Ringoberflächen
befindlichen verschwindet; drittens, daß wir uns sämtliche
Ströme als die Mittellinie durchfließend denken können, wobei
dann ihre Intensität gleich dem Werte des k für den betreffen-
den Ring ist. Der Zu\vachs der lebendigen Kraft der Flüssigkeit
ist somit bis auf unendlich kleines gleich dem mit f! / 4 1(';

multiplizierten Zuwachse des Potentials von Strömen auf
einander, welche die Mittellinien mit der Intensität k durch-
fließen. Es ist somit der Beweis des Kirchh offschen Satzes.

. auch für Ringe von nicht, kreisförmigem Querschnitte geliefert..
Es mag noch bemerkt ,verden, daß Ströme, die die Ringe nicht
längs der lVlittellinie, sondern so durchfließen, daß sie die
Mittellinie solenoidartig umschlingen, ein Geschwindigkeits
potential liefern würden, das im Innern der Ringe mehrdeutig
ist. Aus der Gleichheit der lebendigen Kraft mit der bei Be
wegung jener Ströu1e geleisteten Arbeit folgt unmittelbar die
Gleichheit der in die Bewegungsrichtung fallenden Kraft-
komponente. Um ~uch die Kraft senkrecht auf die Bewegungs-
richtung zu finden, muß jedoch ein anderer Weg eingeschlagen
werden. Wollte man von der lebendigen Kraft ausgehen, so·
könnte hierzu das sog. Hamiltonsche Prinzip dienen. Bilden.
wir nämlich die Variation der Größe

T

J ·Jff 1,,,2 + v
2 + w

2

.Q = (? dt dxdydz 2

o
so, daß der gesamte Bewegungszustand der Körper zu jeder"
beliebigen Zeit t unendlich wenig geändert wird,. die Lage der
Körper zu Anfang und Ende aber, sowie das Zeitintervall T,

konstant bleibt. Das dreifache Integral in Q ist für jede Zeit.
über den ganzen von der Flüssigkeit erfüllten Raum, also derb
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Raum außerhalb der Körper zu erstrecken. Es ist also Q die
sog. Wirkung der Flüssigkeit während der Zeit 7:. Wir be~

zeichnen mit

S' ~ S'.~ dux s' . doy.s.' dux
ux, u y, u z, uU = --a:t' U v = -dt' uW = dt-

die Variationen, welche die Koordinaten und Geschwindigkeits
komponenten des Flüssigkeitsteilchens, das zur Zeit t die
Koordinaten x, y, z hatte, zur selben Zeit durch die Änderung
des Bewegungszustandes der Körper erlitten haben. 0U, tJ v, 010

sind also nicht Variationen der an einem konstanten Raum
punkte herrschenden Geschwindigkeitskomponenten. Dann ist:

t'

(j.Q = (! JdtJJJdxdydz(uou + vov + wow)
o

t'

= (!JdtJJJd:CdYdz(u·d:t-+ d:tY+w d:t)·
o

Integrieren wir hier bezüglich t per partes und beachten, daß
u, v und w sowohl explizit t enthalten, als auch insofern x,
y, z Funktionen von t sind, so ergibt sich:

o .Q = l?JJJdx dyd zIU o'x + v oy + W VzI:

J7: JJJ [(dU du du dU)-Q dt d.xdydz ox di+udX+vdy+w(jX
u

, (dV . dv dv dV)+ 0 Y. dt +udX + vdY +'W(f;:

+ oz(·!!:..!!!.-+u dW +v.dUJ +w dW
)] ..

dt x dy dx

Wenn keine Kräfte VOll außen auf dje Iflüssigkeit wirken, so
sind die mit 0 x, 0 y, (j z· multiplizierten Glieder im Integrale
rechts. gleich

dp dp. dp .
----a:x' - CiY' - CiX'

berücksichtigen wir, daß die Verschiebungen (j x, J y, 0 z die
Kontinuität der Flüssigkeit nicht stören dürfen. daher

d~x +.·d~y + dl5x = 0
dx . dy d-::.
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'sein muß, und integrieren das mit ~'::c multiplizierte Glied be
.züglich :1', das mit oy multiplizierte bezüglich y und das mit
oz multiplizierte bezüglich z partiell, so ~Nird

.0 Q = l?JJJd x dY d z Iu öx + v 0' y + w 0' z I~
7:

-Jd tJd 0 P 0' q cos 1] ,

o

wobei oq die gesamte Verschiebung der dem Oberflächen
€lement d 0 anliegenden Flüssigkeitsteilchen, '1') der Winkel
zwischen ihrer Richtung und der auf donach der Seite der
Flüssigkeit errichteten Normalen ist. Das letzte Glied im
Ausdrucke für 0 Q erhält das entgegengesetzte Zeichen, wenn
p nicht den auf die Flüssigkeit, sondern den auf das Ober
fiäcbenelement d 0 des Körpers lastenden Druck vorstellt. Es
ist also, wenn Xd 0, Yd 0,' Z d 0 die Komponenten dieses Druckes
-sind, auch gleich

7:

J dtJdo (Xäx + Y öy + Zoz).
o

Sehen wir von dem ersten Gliede in dem Ausdrucke für 0 Q

ab, so gibt uns das mit 0 x multiplizierte Glied die auf d 0 in
der Richtung derx-A.chsewirkenc1e Kraft; ebenso das mit 0:'1
'und OZ multiplizierte Glied die in der Richtung dery- und
z ...Achse wirkende Kraft, woran man sogleich das Hamiltonsche
Prinzip in der ]'orm erkennt, 'wie es zuerst von' Thomson
und Tait auf Probleme der Hydrodynamik angewendet wurde.
Das \'Tste Glied dagegen zeigt, daß diese Anwendung im all
gemeinen eine unrichtige ist. Es rührt dies daher, daß die
Ableitung des Hamiltonschen Prinzips voraussetzt, daß die
Anfangs- und Endposition sämtlicher materieller Punkte keine
Variation erleide; in unserem Falle aber gilt dies bloß von
den Punkten der festen I{örper, wogegen die Endpositionen
der Flüssigkeitsteilchen inl allgemeinen variier~n werden; daher
jenes erste Glied. Wir ,können in demReiben wieder den mit
J x' multiplizierten Teil bezüglich x· usw. partiell integrieren.
Es geht dann über in - (> J d 0 ICf 0 q cos 1) I~, wobei jedoch
die Integration nicht nur über die Oberfläche der Körper,
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sondern auch über alle Querschnitte zu erstrecken ist, durch
welche der von der .lflüssigkeit erfüllte Raum zu einem ein
fach zusammenhängenden gemacht werden kann. Da wiran~:

genommen haben,daB die Anfangs- und Schlußposition der
Körper keine Variation erfährt, so verschwindet cos 1] für die
ganze Oberfläche der Körper.; das von der Variation an den
Grenzen stammende Glied verschwindet also, sobald das Ge
schwindigkeitspotentialeindeutig ist. Unter dieser Bedingung
ist also die Anwendung des Hamiltonschen Prinzips, wie sie
die Herren Thomson und Tait machten, in der Tat ge
stattet; nur darf das Verschwinden der von der Variation an
den Grenzen hersta.mmenden Glieder nicht als selbstverständ
lich .. vorausgesetzt werden, sondern bedarf erst des Beweises.
Auf ein unrichtiges Resu~tat aber würde man im Falle der
Existenz eines mehrdeutigen oder gar keines Geschwindigkeits
potentials gef:ührt. Im ersten Falle verwandelt sich das
von der Variation an den Grenzen herstammende Glied in
JE lt J do l!1 0 q eos 111 ~, wobei k die vorige Bedeutung hat. Die
Integration ist über alle Elemente eines Querschnitts aus
zudehnen, das Zeichen ;:i"' bedeutet eine Summation bezüglich
aller Querschnitte. J cl 0 ~ 0 q cos 'lJ ist die Masse der durch
einen Querschnitt gegangenen Flüssigkeit. Das von derVariation
an den Grenzen stammende Glied ist also, wenn die Anfangs
position der Flüssigkeitsteilchell nicht variiert wird, die Summe·
der Produkte der durch alle Querschnitte in der Richtung, in
der cp wächst, gegangenen Flüssigkeitsmassen in die Konstante k
für. den betreffenden Querschnitt.. Um also nach· dieser lVlethode
die auf die Körper wirksamen .Kräfte zu finden, müßte man
dieses Glied in jedem speziellen Falle in ein nach t zwischen
Null und 7: genommenes Integral verwandeln, welches unter'
dem Integralzeichen nur noch 0 x, 'oy und 0 z enthielte. Ich
,,·ill mich jedoch hierauf nicht \veiter einlassen, sondern werde
die auf die Körper wirkenden Kräfte in der einfachsten Weise"
nämlich durch direkte Auswertung .. der auf irgend ein Ober
fiächenelement wirksamen Kraftberecbnen. Ich beginne wieder
mit dem einfacheren Falle, daß die Oberflächen aller Körper'
ruhen. Cf enthält dann die Zeit nicht und der Druck p,.
welcher auf irgend ein Oberflächenelement d 0 'wirkt, ist gleich
~iDerKonstanten weniger
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'U~ + v~ + U)~
Q--2-'--.

Wir wollen nun die elektrodynamische Kraft berechnen, welche
auf die das Element d 0 bedeckenden Stromelementevon allen
übrigen ausgeübt wird. Ihre Komponenten in der Richtung
der drei Koordinatenachsen sind nach, den bekannten Formeln
für die Wirkung geschlossener Ströme auf ein Stromelement

X = do(kH - hK), Y = do(gK - lt G), Z =do(h G - g li).

Es ist hier nach der bereits früher angewandten Bezeichnung:

G =f d 0 k' (y - y') ;s h' (x, - it') ,

H =Jdoj{(:t - it') ::: 11 (x - ~~L,

J h' (x - x') - ~q'(y -?l')K= do ' . ,'------.
roß

Die Werte G, 11, K sind, wie ,vir gesehen haben, unbestimmt,
sobald die Ströme auf einer absoluten ~~läche Hießen. Sub
stituieren ,wir'dagegen statt der Fläche eine Schichte von
une'ndlich kleiner Dicke, in der jedes Flächenelement gleich
förmig von den Strömen erfüllt ist, 80 nehmen sie von der
Innenseite gegen die Außenseite gleichförmig von Null bis
;.- 41& ua ' - 4 % va' - 4 % wa. zu: Es nehmen daher auch die
Kräfte, welche auf ein' Stromelement wirken, und die ja den
Größen G, H, K proportional sind, 'gleichförmig von der Innen
seite gegen die A.ußenseite zu und um" die Gesamtkraft, zu
finden, welche auf die das Oberflächenelement d 0 bed~ckende
Stromschicht wirkt, haben wir statt G, H,K ihre Mittelwerte,
- 21(; 'lla' - 2 1t va' - 2 ~ wa einzusetzen. Wir erhalten daher,
indem wir auch für g, h, k ihre Werte einsetzen und die
Gleichung AUa +'p,'l'~ + vWa = 0 berücksichtigen:

X = - 2 n A(u~ + v~ + u~~) d 0, Y = - 2 1& I-t (u~ + v·~ + w~) d 0,

Z= - 2?t v(1J~ + v~ + w~)do.

Die elektrodynamische Wirkung steht also wie der hydro
dynamische Druck auf dosenkrecht. Ihre Intensität ist

2?t (1l~ +v~ + w~) d 0,
also abgesehen von einer Konstanten gleich dem mit 4 'J(; / l!
multiplizierten hydrodynamischen Drucke. Sind die Körper
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lauter unendlich dünne Ringe) so können die auf ihrer Ober':'
fläche befindlichen Ströme als die.Mittellinie mit der Intensität k
"durchfließend betrachtet werden. Ferner verschwindet die
Wirkung der auf 0 befindlichen Ströme, wenn diese Fläche
unendlich entfernt ist. Es ist daher in diesem Falle die Ge
.samtwirkung, welche. irgend einer der Ringe von der Flüssig
'keit erfährt, gleich aber entgegengesetzt gerichtet der mit
!! I 4 % multiplizierten elektrodynamischen Wirkung, welche der
,:die Mittellinie dieses Ringes mit der Intensität. k durchfließende
.Strom von allen anderen die übrigen Ringe in ähnlicher Weise
:durchfließenden Strömen erfährt. Dies gilt, sobald die Körper
-ruhen. Komplizierter 'wird jedoch die Sache, wenn sich die
:selben be'wegen und ich will da gegen,värtig nur auf den Fall
'unendlich dünner Ringe in einer unbegrenzten Flüssigkeit näher
~ingehen. Wir denken uns das Innere der Ringe wie früher
mit unter Existenz eines eindeutigen Geschwindigkeitspotentials
,bewegter Flüssigkeit ausgefüllt. Ist dann das Geschwindigkeits
potential für einen Punkt der Ringoberfläche lpa an der Außen
'seite undepi an der Innenseite, so ist 80,vohl epa als auch CPi
:zu jeder Zeit endlich, daher auch der Differentialquotient
,dieser Größen nach der Zeit, da ja ein in unendlich kleinen
Perioden stattfindendes Hin- und HerschwanIren derselben,
"wenn die Bewegung der Ringe kontinuierlich ist, offenbar aus
:geschlossen ist. Der betreffende Punkt der Oberfläche soll
:sich mit den Geschwindigkeitskomponenten ct, ß, r fortbewegen.
Dann ist der Quotient des totalen Differentiales von 'Pa durch
,das Differential der Zeit

dfPa+ dCPa+.ß·d.({Ja+ dcpa
dt .uda; j dy r dx

-ebenso der von Ti:

d C(Ji + a d CPi + ß d CPi + d <:Pi •
dt da; dy r d%

.Die Differenz beiderwird daher ebenfalls eine endliche Größe 1JJ
~ein. Wir können setzen:

dcpa + a d CPa + ß dcpa +r d qJa
dt . da;· dy dx

_ d f/Ji _ ct dcpt _ ß d <Pi _ r d epi = R.
dt da; dy dx



224 16. Über Ringe, die in bewegte Flüssigkeit tauchen.

Wir wollen nun den von außen auf ein Element der Ring
oberfläche wirkenden Druck mit Pa und .den von der im Innern.
des Ringes fingierten Flüssigkeit auf dasselbe Element aus
geübten Druck mit Pi bezeichnen. Dann ist:

Pa - Pi = f! ~~I +~ [( ~:lr+ (~:J+ (-~l:ir]

- f! ~~a - ~ [{ ~:ar+ (~:·r+ (~:ar]
führt man hier statt d epa/ d t - d cpild t die GröBe 13 ein,.
so erhält man:

Pa - Pi = : [( ~ :1 _ u)2+ (~ :1 _ ß)2+ (~ :1 _ r) 2]

- : [(~~ - ur + (~~a - ßr+ (~:a - rrJ - f!FJ.

Wir wollen nun wieder die elektrodynamische Wirkung be-·
rechnen, welche sämtliche das Obetflächenelement d 0 be-
deckenden Stromelemente von den üb~igen und-außerdem von
den mit - 4n multiplizierten Kräfte erleiden, deren Ge...
schwindigkeitspotential die durch die Formel (5) bestimmte'
Größe Q ist. Die Definition dieser Kräfte gaben wir dort.
Die drei Komponenten der Kräfte, welche dann auf d 0 wirken,.
lassen sich gerade wie .im Falle ruhender Körper berechnen..
Dieselben wären, wenn alle das Element d 0 .bedeckenden
Ströme auf seiner Außenseite lägen:

Xa = 4nido[b(u'a - r) - c(va - ß)},

Ya = 4nido[c(ua -a) - a(u'a-Y)]'

Za = 4nido[a(va - ß) - b(ua - a)J

wobei wieder a, b, c die Richtungskosinus der Ströme In d v
sjnd. Ebenso erhalten \vir für die Innenseite:

Xi = 4 ni cl 0 [h (U.'i - y) - c(vi -ß)],
Yi = 4nido[c(ui - a)-a(uJi - r)],
Zi = 4 % i d 0 [a (Vi - ß) - b (Ui - a)].

Sind die Ströme im Innern der do bedeckenden Schicht, s()
sind sie bezüglich eines Teiles der Ströme als innerhalb, ·be
züglich des anderen als außerhalb liegend zu rechnen und
man muß daher, um die Komponenten sämtlicher Kräfte zu.
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finden, welche auf die d 0 bedeckenden Stromelemente wirken,
das arithmetische Mittel der obigen "Werte nehmen. Sie be...
sitzen daher' die Werte:

X = 2 % i d 0 [h (wa + Wi - 2y)- C (va + Vi - 2ß)J
Y = 2 % id 0 [C(Ua + U i - 2 a) - a(wa + Wi '- 2 r)]
Z = 2%ido[a(va + Vi - 2ß) - b(ua + U i - 2a)J.

Ihre Resultante' steht senkrecht auf d o. Wir wollen sie
mit R bezeichnen. Setzen wir um Platz zu ersparen:

'lli - a = ~ , vi - ß = Tl , W i - r =~,

U a - a r '6, Va - ß =,~, W a - r = ö,

~~-r(J7=(J, Ö~-6~=(J, "{1J-t)s=-r,

SO erhalten wir:

2:dO = q/(~ + S)2 + (t) + 7))2 + (ö + ~)2
- [a(~+ S)+ b(~ + n) + c(~ +~)J2.

Wir wollen nun in die Gleichung i = V9 2 + h2 + k2 für g, h, k
ihl~e Werte substituieren, es ergibt ~ich:

i = V(! - ~J2 + (~ - 1])2 + (ö - ')2
- [a (~- s) + b (9 - 17) + c (& - ~)J2.

Nun ist aber, weil die Ableitung von ep in der Richtung der
durch d 0 fließenden Ströme keinen Sprung machen darf

(7) a (~ - ~) + b(~ - 17) + c (ö - ~) = 0,

daher
i = ~- ~)2 + (1) - 17)2 + (3 - ')2.

Da die Projektion sowohl der Geschwindigkeit der inneren als
auch der äußeren Flüssigkeit in der Richtung der Normalen
auf d 0 gleich der Projektion der Geschwindigkeit von d 0 in
derselben Richtung sein muß, so haben ,,"ir :

Ät'+tti)+v3=Ü, A~ ~17+v~=O.

Aus diesen beiden und der Gleichung Äa +!1Jb + vc = 0 folgt:
a (J + b (j + C 1: = o. Kombinieren wir diese Gleichung mit. der
Gleichung (7),. so erhalten wir:

a = ~L-=- ~) --- x (1) - 17!_ b = 1: (~ - ~) - e(5 - ~) ,
n' n

Q(1) - 'lJ) - er (~ - ~)

c = n '

Bol tz Dl an n, Gesammelte wissenseh. Abhandl. r.
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wobei

n2 = [(j (ö --r ~) - r (~ - '1])J 2 + [r (6 - ~) - ~ (0 - ,)] 2

+ [Q (~ - '11) - a (~ - ~)J2

= (!J2 + (12 + ,2) [(6 - ~)2 + (~ - 1])2 + (,\ - ~)2J.

Die Substitution dieser Warte ergibt zunächst:

a (~+ ~) + b (~ + 1]) + C (b +,) = 2 (1(2 +:2 + r
2
) = 21/ (>2 +/2 + 'E

2
•

Es wird also, wenn n1an auch für i seinen Wert substituiert:

R = 11' [(6' + ~r~ + (~ + 1])2 + (ö + ~)2] [(6 - ~)2 + (~ - 1])2
1t 0

. + (ö - ~)2J - 4 ((12 + (12 + r 2)

und nach einigen Reduktionen:

~ = ".2+ h2 + .,2 _ t-2_ r 2_ 1:2
2 Tl d 0 e ,4) 0 S I .~ ,

daher
R = 2 ndo [(dcp~ _ U)2 + (d~a _ ß)2 + (dCP{'/, _ y)2

dx dy d%

- (~:l - "y_ (~~ _ßY- (~:l ~ rrJ,
P da =p.do - QR - oEdo.

a t 4 n ....

Wenn Geschwindigkeit und Beschleunigung der Ringe endlich
sind, so ist es auch Pi; ebenso 'wissen .'. wir, daß .E endlich ist.
Wollen wir nun aus dem Ausdrucke für Pa d 0 die Kräfte und
Kräftepaare finden, die einen der Ringe affizieren, so müssen
wir ihn mit gewissen endlichen Größen multipliziert, über
die unendlich kleine Ringoberfläche integrieren. Es wird daher
sowohl Pi d 0 als auch (! E d 0 nur unendlich kleines liefern.'
Die Kräfte und Kräftepaare, welche den Ring affizieren, sind
also mit Vernachlässigung von unendlich kleinem gerade so
groß, als wenn auf jedes Flächenelement desselben nur die !(raft
- ~ E /4 % wirken würde. Es ist dies die mit - f.! /4?t multi
plizierte Kraft, welche von allen· Strömen und infolge des
Potentials Q auf die das Oberflächenelement d 0 bedeckenden
Stromelemente ausgeübt wird. Nun können aber bei unend
lich dünnen Ringen nicht nur alle Ströme in der Mittellinie
konzentriert gedacht werden, sondern man kann auch Ge...
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~schwindigkeit und Bewegungsrichtung innerhalb eines sehr
,kurzen Stückes des Ringes als konstant ansehen. Für den
]'all bewegter unendlich dünner fester Ringe ist also die auf
jeden Ring ausgeübte Wirkung gleich, aber entgegengesetzt
:'gerichtet, wie die mit f.?! 4 'l& multiplizierte elektrodynamische
Wirkung, welche auf den mit der Intensität k diesen Ring
durchfließenden Strom von den die übrigen Ringe in gleicher
Weise durchfließenden ausgeübt \vürde. Dazu kommtaher
noch die .Kraft .mit dem Potential' ~ Q. Wären die Ringe
nicht fest, sondern wie biegsame Fäden ohne Längen.. und
Querschnittänderung deformierbar, so würden, wenn man aus
.dem Ausdrucke (8) für Pa d 0 wieder die Kraft sucht, die ein

I unendlich kleines, aber gegen die Dimensionen des Quer
schnittes unendliches Längenelement d (J' eines Ringes af:fizie~t,

die beiden Glieder Pi d 0 und - f.! E d 0 wieder nur Verschwin
dendes liefern, Es ist also diese Kraft (abgesehen von solchen,
die sich an jedem biegsamen Ringe. das Gleichgewicht halten)
gleich der mit - f! /4?1J multiplizierten Wirkung aller anderen
,Ströme auf das Stromelement d (J mehr der Kraft mit dem
Potential (! Q.Letztere ist nach dem früher Gefundenen senk
recht auf d (J und seiner Bewegungsrichtung. Ihre Intensität
ist gleichf.! k d (jmultipliziert mit der auf d (j senkrechten
Komponente seiner Geschwindigkeit. Sie wirkt nach jener
,Seite zu, wo Bewegungsrichtung des Elementes und der Flüssig
keit entgegengesetzt sind. Zum Schlusse füge ich noch bei,
daß hierbei vorausgesetzt ist, daß der in unendlicher Ent
fernung auf die Flüssigkeit wirkende Druck an der Ring
Dberfläche nicht negativ wird; sonst würde eine- Trennungs
fläche entstehen. Sind die Ringe unendlich dünn, so wird die
·Geschwindigkeit aJ;l ihrer Obertläche unendlich; es ist daher
auch der Druck, der auf der Flüssigkeit lasten muß,damit
keine Trennungsfiäche entstehe, unendlich.

Graz, den 5. November 1870.

15*



17'.

Zur Priorität der Auffindung der Beziehung zwischen
dem zweiten Hauptsatze der mechanischen Wärme

theorie und dem Prinzip der kleinsten Wirkung.
(Pogg. Ann. 143. S. 211-230. 1871.)

Hr. Clausius hat in einer am 7. November 1870 in der'
niederrheinischen Gesellschaft für Natur- und He-ilkunde vor-"
getragenen und in Pogg. Ann. 142, S. 433 abgedruckten Ab
handlung nachge,viesen, daß sich der zweite Hauptsatz der
mechanischen Wärmetheorie aus den Prinzipien der analytischen
~Iechanik beweisen läßt und daß die bezüglichen Rechnungen
identisch sind mit den Rechnungen, die man beim Beweise
des Prinzips der kleinsten Wirkung auszuführen pflegt. Ich
habe nun dieselbe Sache bereits in einer der Wiener Akademie'
der Wissenschaften am 8. Februar 1866 überreichten Abhand
lung, die in den 53. Band ihrer Sitzungsberichte aufgenommen
wurde 1) und den Titel, hat "Über die mechanische Bedeutung'
des zweiten Hauptsatzes "der Wärmetheorie", behandelt; und.
ich glaube behaupten zu können, daß der vierte Abschnitt
"meiner mehr als vier Jahre .früher publizierten Abhandlung'
den Resultaten nach größtenteils identisch mit .der eben
genannten Abhandlung des Hrn. Clausius ist. Offenbar hatte
daher derselbe sowohl meine als auch den betreffenden Teil
einer späteren Abhandlung Loschmidts' ganz übersehen.
l\;Ian braucht bloß in meinen Formeln die Bezeichnungen des
Hrn. Cl au siu s ei;nzuführen, um nach ein paar Rec1uktionen
der einfachsten Art zu sämtlichen Formeln des .letzteren zu
gelangen. Ja selbst in der Ableitungsweise herrscht, ,vie es·
bei der Identität des Gegenstandes nicht anders möglich ist,
manche Übereinstimmung. Um diese Behauptung zu beweisen~
lasse ich hier ,den vierten Abschnitt meiner Abhandlung vo~

1) Vgl. dieser Band Nr.2.
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.:8. Februar 1866 wörtlich folgen, wobei nur die vier Gleichungen
;(23a), (24a), (25a) und (25b), um sie später benennen zu können,
'numeriert worden sind. 1)

Um diese Abhandlung mit der des Hrn. Olausius zu ver..
~gleichen, müssen wir zuerst die in beiden Abhandlungen gebrauch
-ten Bezeichnungen nebeneinander stellen. Die Zeichen d und ~

:sind von Hrn. Clausius in demselben Sinne gebraucht worden,
wie von· mir; nur drückt bei mir das Zeichen 0 ganz allgemein
-eine Variation aus, wie man dieselbe in der Variationsrechnung
immer versteht, ,vährend Hr. Clausius in einer ganz speziellen
Weise variiert, indem er übereinkommt, welchen Zeitmoment
,des variierten, Zustandes er mit jedem Zeitmomente des
ursprünglichen vergleichen will. Eine. Folge dieser speziellen
Art der Variation ist es, daß bei Hrn. Clausiusdie Vari~tion

.des l\rlittel\vertes einer Größe gleich dem lVlittelwerte ihrer
Variation ist. Ebenso bezeichnen wir alle auf die Wärme
iheorie Bezug habenden GröBen (Q, 1~ L, Z, S ...) in derselben
Weise. Nur in der Bezeichnung der mechanischen Größen
herrscht eine Verschiedenheit. Die Zeit, welche ein Atom
braucht, um seine geschlossene Bahn zu beschreiben, bezeichne
ich mit t

2
- t1 , Hr. Clau si u s bezeichnet sie mit i, die mittlere

lebendige Kraft eines Atoms bezeichne ich mit

t2

1 Jrnc 2 m --- --dt,Hr. Clausius mit -.9.' v 2 oder h.
~-~ 2 ~

t1

Um also die Bezeichnung in meinen Formeln mit der des
:Hrn. Clausius konform zu machen, braucht man in den'
-ersteren bloß zu setzen:

i 1n t' 2 oder i h
~

:(A) r
. IiXox+ Yi'Jy+Zoz

t

statt t2 - t1 ,

t2

Jmc"J.
statt -2-dt,

t1
t2

statt jdt(Xox+yoy+Z8z).
t1

l} Hier folgt der wörtliche Abdruck von Abschnitt 4 der zitierten
Arbeit. Siehe S. 23-33 dieses Bandes.
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Die ersten bemerkens",\\TertenFormeln, zu denen Hr. Cla usi u s
gelangt, sind seine Formeln (17), (18) und (19); dieselben sind
identisch mit der ersten der Gleichungen (22) meiner Abhand-·
lung; nimmt man in derselben die Bezeichnul1gsvertauschungen (A}
vor, so lautet nämlich meine Formel (22):

.?n -:X"2 ·ie + i X"o .-+- YrJ + Z-g-l4 uV =2 "2"".'t Y z.

Multipliziert man mit 2/ i und berücksichtigt, daß bei der
'Variationsmethode des Hrn. Clausius C)';2 = 0'02 ist, so er..
gibt sich:

1n - . -'-"-~

(1) -ibV2 = 8 + Xv'x + Yciy + Zoz.

Die Größe Eist dabei durch meine Formel (23a}bestimmt,.
welche nach Vornahme der Bezeichnungsvertausc~ungen(A}
lautet:

Substituiert man diesen Wert in die obige Gleichung (1) und
schafft alles auf die linke Seite des Gleichheitszeichens, so<
erhält man sofort:

._.c..: ._ .. _:.....:..... .__....._.... . ···?n - . 0 i .. ...:-

.I.Y?}x +,Yo'y +Zd'z + 2°02 + imv2 = 0,

was mit den Gleichungen (17), (18) und (19) der, Abhandlung'
des Hrn.Clausius id.entisch ist. Bei der ,nun folgenden Ein-·
fiihrung der Größen, welche auf die mechanische Wärmetbeorie'
Bezug haben, gehen wir insofern auseinander, daß ich zuerst·
die zugeführte Wärmemenge vQ .betrachte und aus ihr erst
zum Schlusse die geleistete Arbeit 0 J; ableite, während.
Hr. Clausius den umgekehrten vVeg einschlägt. Da jedoch
die gesamte zugeführte Wärmemenge immer gleich ist der
Summe der auf Erhöhung der lebendigen I{raftund auf ge-·
leistete Arbeit verwendeten, so ist es auch nicht schwer, den
Zusammenhang weiter zu verfolgen. Ich definiere nämlich die
Größea als die einem Atome zugeführte Wärmemenge (vgl.
meine 'beiden Sätz'e "es werde nun jedem Atome eineunend
lich kleine lebendige Kraft 8 zugeführt, und zwar so, daß die
selbe jedesmal,~uf.die .A.rbeitsleistung .und Erhöhung der
lebendigen Kraft dieses Atomes, verwend.etwird" und "alsda~I\.
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ist aber die Summe aller 8 gleich der gesamten dem Körper
zugeführten Wärmemenge, gemessen in Arbeitseinheiten'·). Die
Größe 8 ist aber nach meiner Gleichung (22):

~ ~

1 J mc
2

1 J8= t
2
-t

1
dto-2--J2-tl .. dt(Xo.x+Y()y+Zv'z).

4 4

Bei mir ist daher die einem Atome zugeführte Wärme
menge die Rumme des mittleren Zuwachses seiner lebendigen
Kraft und des Mittelwertes von - (X 0 x + Y o.1J + Z 0 z).
Daraus folgt unmittelbar, daß bei mir die auf Arbeits
leistung verwendete Wärmemenge 0 L der Mittelwert von
- (X v'x + Y oy + Z 0 z), also nach Hrn. Clausius' Bezeichnung
die Größe 0 tJ ist, und dies ist sie auch bei Hrn. Clausius
[siehe dessen Gleichung (20)J; und zwar sage ich: "Wäre die
Zufuhr nicht gleich anfangs so geschehen, so würden ,\r·ir so
lange warten, bis das Wärmegleichgewicht ode~ die stationäre
Strömung zurückgekehrt wäre und den alsdann sich heraus
stellenden mittleren Zuwachs an lebendiger Kraft mehr der
von jedem Atome bei der Zustandsänderung gelei~teten durch
schnittlichen Arbeit Init 8 bezeichnen." Ich setze also wie
Hr. Clausius voraus, daß die W·ärmezufuhr nicht in einer
einzigen Bewegungsphase geschieht und definiere 8 als die
im ganzen zugefübrte \Värille. Also auch in der \värme
theoretischen Interpretation des mechanischen Satzes unter
scheiden wir uns nicht, wenngleich Hr. Clau si us seine Gleichung
in etwas anderer und.viel ausführlicherer Weise begründet.
Ich kann dies auch umgekehrt durch Vergleichung der Resultate
beweisen. Die Größe 0 L habe ich nur für viele materielle
Punkte, und zwar in der Formel (25a) entwickelt. Um die
für ein ..Atonl geltende Formel zu erhalten, brauchen wir jedoch
bloß das Summenzeichell wegzulassen. Tun wir dies' un~

nehmen noch die Bezeichnungsvertauschungen (A) vor, ·so geht
meine Formel (25a) über in .

oL = (j(~h) +ho.i ,
'l- 2

oder nach Ausführung der Variation:

oL = 0 1t + 2 It 0 log i ,

worIn man sofort die· Gleichungen (21), (22) und (23) des
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Hrn. Clausius 'wiedererkennt. ,l:Dbenso erhalten wir die Dis
gregation eines materiellen Punktes, indem wir in meiner
Forulel die Bezeichnungsvertauschungen (A) vornehmen und
das Summenzeichen unterdrücken. Die genannte Formel geht
dann über in

Z = log (h i) + log i = log (h i 2) ,

was wieder mit dem von Hrn. Olausius unmittelbar nach
Ent\\'ickelung der Gleichung (24) 'für die Disgregation gefundenen
\Verte übereinstimlnt.

Ich will nur noch bemerken, daß ich die Tatsache, daß
die Kräfte X, Y; Z in meinen Rechnungen ebenfalls als der
Variation unterworfen anzusehen sind (nach der Ausdrucks
weise des Hrn. Clausi US J daß sich das Ergal ebenfalls ändern
kann), allerdings bloß insofern erwähnt, daß ich sage: "Zugleich
sollen sich Druck und ,7"olumen des Körpers unendlich wenig'
ändern", womit ja bereits ausgesprochen ist, daß sich die auf
den Körper wirkenden Kräfte ebenfalls ,im allgemeinen ver
ändern sollen, wie man denn überhaupt, solange diese Kräfte
unverändert bleiben, nur eine einzige independente Variable
hat, also gar nicht von vollständigen und unvollständigen
Differentiala,usdrücken sprechen kann. Dabei sei noch er
,vähnt, daß ich geradeso wie Hr. Clausiusmeine Sätze durch
Betrachtung eines einzigen materiellen Punktes fand, wenn
ihm, \\1ährender beständig eine geschlossene Bahn beschreibt,
~ine unendlich kleine lebendige Kraft zugeführt wird und
gleichzeitig das Wirkungsgesetz der auf ihn wirkenden Kräfte
sich verändert. Da jedoch eine Veränderung des Wirkungs...
gesetzes der Atome in der Natur nicht forkommt, begnügte
ich mich, die Rechnung so zu fübren, daß dabei die Un
,reränderlichkeit des Wirkungsgesetzes nirgends vorausgesetzt
,rird, und bloß beizufügen, daß sich der Druck ändern kann.
Jlas Verdienst, die Möglichkeit dieser Veränderung zuerst aus
drücklichbetont zu haben, gebührt daher Hrn. Olausius.

Nun kommt Hr. Clausius auf das Prinzip der kleinsten
Wirkung zu sprec~en. Er sagt nach einigen vorbereitenden
Bemerkungen:

"Diese Gleichung ist der Form nach dieselbe wie die,
welche fUr einen einzelnen beweglichen Punkt den Satz von
der kleinsten Wirkung ausdrückt. Inder Bedeutung ist freilich
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':insofern noch ein Unterschied, als wir heiAbleitung unserer
,tGleichungen vorausgesetzt haben, daß die ursprüngliche und
-veränderte Bewegung in geschlossenen Bahnen .geschehen,
'w~lche in keinem Punkte zusammenzufallen brauchen, während
bei dem Satze von ·der kleinsten Wirkung vorausgesetzt wird,
,daß beide Bewegungen von einem gemeinsamen Anfangspunkte
Ibis zu eineIn gemeinsamen Endpunkte stattfinden. Indessei:..
-jst dieser Unterschied für den Beweis unerheblich, indem die
.Ableitung der Gleichung (24) unter heiden Voraussetzungen
jn gleicher Weise geschehen kann, wenD man unter i das
eine Mal die Umlaufszeit und das andere Mal diejenige
.Zeit versteht, welche der bewegliche Punkt bedarf, um aus
:der gegebenen Anfangslage in die gege"bene Endlage zu
kommen."

Diese Analogie mit dem Prinzip der kleinsten Wirkung
'war mir natürlich ebenfalls nicht entgangen. .Meine Worte
'.sind folgende:

"Man sieht leicht, daß unsere Schlüsse von der Bedeutung
·der darin vorkommenden Größen in der Wärmelehre voll
kommen unabhängig sind und daher zugleich ein Theorem der
.analytischen Mechanik beweisen, welches dem zweiten Haupt
satze . gerade 'in derselben Weise entspricht wie das Prinzip
·der lebendigen Kraft dem ersten. ~8 ist dies, wie ein Blick
in unsere Rechnungen zeigt, das Prinzip der kleinsten Wirkung,
jedoch in einer etwas allgemeineren Form, in der es etwa so
-ausgesprochen ,verden kann. Wenn ein System von Punkten
'unter dem Einflusse von Kräften, für die das Prinzip der
"lebendigen Kräfte gilt, beliebige Bewegungen macht und dann
.allen Punkten eine unendlich l{leine lebendige Kraft zugeführt
"wirclund alle gezwungen ,verden, sich auf unendlieh naben
Kurven zu bewegen, so ist

d'~;Jcds

;gleich der Summe der zugeführten lebendigen Kraft multi
pliziert mit der halben Zeit, während. welcher die Bewegung
geschieht, wenn ,die Summe der Produkte aus den Ver
schiebungen der Punkte, ihren ,Geschwindigkeiten und den
Kosinus der Winkel beider :für gleiche Grenzen gleich8ind~

z. B. die neuen Ausgangspunkte in den durch die alten Grenz-
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punkte gelegten Normalebene der alten Bahnen liegen. Dieser"
Satz gibt, wenn man die zugeführten lebendigen Kräfte und
die Variation der Grenzen gleich Null setzt, das Prinzip der"
kleinsten Wirkung in seiner gewöhnlichen Form."

JYIan sieht leicht, daß, die Art und Weise, wie ich den
Satz ausspreche, dem Wesen nach identisch ist mit der des,
Hrn. Clausius, nur ist mein Satz noch etwas allgemeiner..
Es ist nämlich klar, daß "renn, 'wie Hr. Cla us i u s voraus
gesetzt, die alte und neue Bahn geschlossen ist, jedesmal auch
die von mir aufgestellten ·Bedingungen erfüllt sind.

Nun folgt in der Abhandlung des Hrn. Clausiusder"
Übergang von einem einzigen zu einem System materieller
Punkte. Auch die hierbei vorkommenden Unterschiede von
meiner Abhandlung berühren das Wesen der Sache nicht. So
setze ich die mittlere lebendige Kraft eines Atoms geradezu
gleich seiner Temperatur, Hr. Clausius hingegen setzt sie
gleich der Temperatur multipliziert mit einem konstanten,
Faktor m c, wobei der Faktor rn den Zweck hat, ein endliches.
Temperaturmaß zu gewinnen, der Faktor c aber den Beob':'·
achtungen (namentlichl(opps) über die Ausnahmen vom
Dulong-Petitschen G'esetz zu genügen. Lassen wir die Frage
nach der Ursache jener Ausnahmen offen, so ist jedenfalls klar,.
daß die Hinzufügung dieses Faktors unsere Rechnungen über
den zweiten 'Hauptsatz nur ganz unwesentlich moditiziert. Nur"
den Übergang von den·geschlossenen zu den nicht geschlossenen
Bahnen be'\verkstelligtHr. Clausius in anderer Weise als ich~

dies tat, ,vobei allerdings die Anwendbarkeit der für uu
~eschlossene ~ahnen nicht immer geltenden Gleichung

auf ~Tärmeprobleme noch eines exakten Beweises bedürfte..
Ähnlicher mit der Ableitungsweise des Hrn. Olausius ist
jedoch .dieser Übergang in einer am 25. Jfebruar186'9 der
Wiener Akademie der Wissenschaften vorgelegten. Abhandlung,
Loschmidts,woxin. derselbe eine zweite Darstellung meiner
ganzen Schlußweise liefert (Sitzungsberichte der Wiener Akad..
Bd. 59).
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Ich will· hier noch eine Zusammenstellung meiner Schluß
formeln mit denen des Hrn. Olausiusbeifügen. Hr. Clausius
bezeichnet in denselben die mittlere lebendige Kraft eines
Atoms mit meT, während ich sie mit

bezeichne. Man muß also, um die Bezeichnungen homogen zu
machen, . in meinen Formeln:

r
statt t2 - t1 ,

(B) t2{
statt Jm

2
c

2
d tlm c Ti

t1

S = 22;m c log (11i) + C,

welche Gleichung mit der Gleichung (36) des Hrn.. Clausius
übereinstimmt. Nur .fehlt das kalorische Arbeitsäquivalent, da
ich die Wärme immer in mechanischem Maße gemessen voraus
setze. Machen wir die Bezeichnungsvertauschungen (B) in
meiner Formel (25a), so erhalten wir:

oL =2; 0 (m: Ti) +2;m c T 0/ = To2; m clog (Ti~,

also die Formel' (34) des Hrn. alausius, deren Division'
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durch T uns die Disgregation ebenfalls in Übereinstimmung
mit Hrn. Clausius liefert. Ich denke hiermit meine Priorität
der Entdeckung der mechanischen Bedeutung des z,veiten
Hauptsatzes nachgewiesen zu haben und kann schließlich nur
meine Freude darüber aussprechen, wenn eine Autorität vom
Rufe des Hrn. Clausius zur Verbreitung der Kenntnis meiner
Arbeiten über mechanische Wärmetheorie beiträgt.

Graz, den 16. Mai 1871.



18.

Über dasWärmegleichgewicht zwischen
mehratomigen Gasmolekülen.1

)

(\\'ien. Ber. 63. S. 397-418. 1871.)

Nach der mechanischen Wärmetheorie erfährt jedes Gas-·
molekül während der weitaus größten Zeit seiner Bewegung
von allen übrigen keine merkliche Einwirkung; sein Schwer
punkt bewegt sich daher geradlinig und gleichförmig im Raume
fort. Nur sobald sich zwei Moleküle zufällig sehr nahe kommen,.
wirken sie mit gewissen ,Kräften aufeinander, so daß jedes auf
den Bewegungszustand des anderen einen verändernden Einfluß·
ausüLt.Die verschiedenen Moleküle des Gases 'werden daher
alle möglichen Bewegungszustände durchlaufen und es ist klar,.
daß es von der höchsten Wichtigkeit ist, 'die Wahrscheinlichkeit
der verschiedenen Bewegungszustände zu kennen. Will man die
mittlere lebendige Kraft, das m,ittlere Potential, den mittleren
Weg usw. eines Moleküls berechnen, so braucht man dazu immer
jene Wahrscheinlichkeit. So lange dieselbe also unbekannt ist,
können höchstens beiläufige Werte jener Größen gemutmaßt
,verden, an eine exakte Bestitnmung derselben aber ist nicht
zu denken. Für den Fall, daß jedes Gasmolekül ein einziger
materieller Punkt ist, hat lVlaxwell die Wahrscheinlichkeit der'
verschiedenen Zustände bestimmt (Phil~ mag. march. 1868). In,
diesem Falle ist der Zustand eines Moleküls vollständig be
stimmt, sobald man Größe und Richtung seiner Geschwindig
keit kennt. Und da selbstverständlich jede Geschwindigkeits...·
richtung im Raume gleich wahrscheinlich ist, so braucht man,
nur mehr die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Größen,
der Geschwindigkeit zu kennen. Wenn nun die Anzahl der'
Moleküle in der Volumeinheit .N heißt, so fand Maxwell"

1) Vorläufiger Bericht über diese und die zwei folgenden Arbeiten
Wien. Anz. 8. S.46. 16. Februar; S.55. 9. März und S. 92. 13. April 1871.
(Diese Arbeit hat eine Berichtigung erfahren, siehe Nr. ·83Bd. 111 dieser
Sammlung.)
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daB die Anzahl jener ~Ioleküle in der Volumeinheit, deren
Geschwindigkeit zwischen e und e + de liegt, gleich ist

wobei h eine die Temperatur bestimmende Konstante ist. Wir
wollen uns des Ausdruckes bedienen: hierdurch ist· die Ver
teilung der GeschwiD:digkeiten unter den Molekülen bestimmt,
d. h. es ist bestimmt, wie 'Vielen Molekülen eine Geschwindig
keit zwischen Null und dc, wie vielen eine Geschwindigkeit
zwischendc und 2dc, 2dc und Sde, 3de und 4dc usf. bis
ins Unendliche zukommt.

Die in der Natur vorkommenden Gasmoleküle sind jedoch
sicher keine einzelnen materiellen Punkte. Wir konlmen offenbar
der Wahrheit näher, wenn wir sie als Systeme mehrerer mate
rieller Punkte (der sogenannten Atome) auffassen, welche durch
gewisse Kräfte zusammengehalten werden. Es ist dann der
Zustand eines lVIoleküls in einem bestimmten Zeitmomente
keineswegs mehr durch eine einzige Variable bestimmt, sondern
derselbe hängt von mehreren Variablen ab. UDl den Zustand
eines Moleküls zu einer geV\1issen Zeit t zu definieren, denken
wir uns drei aufeinander senkrechte Richtungen ein für allemal
:fix im Raume angenommen. Wir ziehen durch den Punkt, an
dem sich der Schwerpunkt unseres Moleküls zur Zeit t befindet,
drei rechtwinklige Koordinatenachsen parallel jenen drei
Richtungen und bezeichnen die Koordinaten der materiellen
Punkte unseres Moleküls bezüglich jener Achsen zur Zeitt mit

~1' 1h' ~l' ~2' 119..' ~2··· ~r-l' 1}r_l' ~r-]· Die Anzahl der
materiellen Punkte unseres lYIoleküls, welche wir immer seine
Atome nennen wollen, sei T. Die Koordinaten des r ten Atoms sind
durch die der r -1 übrigen bestimmt, da der Schwerpunkt Ko
ordinatenanfangspunkt ist. Ferner sei Cl die Geschwindigkeit
des 1. Atoms, ul' VI' w1 ihre Komponenten in der Richtung der
Koordinatenachsen; dieselben Größen sollen für das 2. Atom
mit c2 , u2 ' v2 , U'2; für das 3. Atom mit cs,us' vs' Wg usf.
bezeichnet werden. Dann ist der Zustand unseres Moleküls
zurZeit t bestimmt, \venn \vir die Werte der6r - 3 Größen

~l' 11}, ';1' S2··· ~r-l' U1 , VI' W1 , U2 ••• W r zu dieser Zeit
kennen. Die Koordinaten des Schwerpunktes unseres Moleküls
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"bezüglich der fixen Koordinatenachsen bestimmen nicht den
.Zustand, sondern bloß die Lage unseres lVloleküls. Wir wollen
nun zur A.bkürzung immer sagen, ein Molekül befindet sich in
-einem gewissen Raume, wenn sich sein Schwerpunkt in jenem
Raume befindet, und nehmen an, daß sich an allen Stellen des
'Gases durchschnittlich N Moleküle in· der Volumeinheit befinden.
Von diesen N Molekülen wird zu einer bestimmten Zeit t nur
ein sehr kleiner Teil d N so beschaffen sein, daß gleichzeitig
·die Koordinaten
.(les 1. Atoms zwischen

~l und ~l + d~l' 1h und 1h + d'llt' ~l und ~l + d~l'

<lie des 2. Atoms zwischen

~2 und ~2 + d~2' 172 und 112 + cl1J2 , ~2 und ~2 + d~2'

die des r - ·1 teu Atoms zwischen

~1'-1 u. ~r-l + d~r_l' 'J'}r-l u. 1}'r_l + d'lJr_ 1 , ~r-l u. ~1'-1 + d~r_l'

ferner die Komponenten der Geschwindigkeit
für das 1. Atom z\vischen

ul und U1 + du1 , VI und VI + dv1 , ?V1 und u'1 + dU'I'

für das 2. Atom zwischen

1l2 und u2 + du2 , v2 und v2 + dv2 , 'lV2 und U'2 + dw2 ,

für das 1·te Atom zwischen

u,0 und Ur + dUr' v
"

und vr + dv1o , U''l' und W r + dw,.

liegen. Ich will diese Moleküle Kürze halber als diejenigen
bezeichnen, deren Zustand zwischen den Grenzen (A) liegt.
Es ist dann zunächst offenbar:

dJ.l=f(~l' 'fit · · 0 ~'l'-l' U 1 , VI • •• ~V'lo) d~l dn! · · · d~"_lduidvi ... dwro

Die Funktion f' will ich als die Funktion bezeichnen,
welche die Verteilung der Bewegungszustände unter den Gas
molelrülen zur Zeit t bestimmt. Die Wahrscheinlichkeit der
verschiedenen Zustände der Moleküle wäre bekannt, wenn wir
wüßten, welchen Wert diese Funktion für jedes Gas annimmt,
wenn dasselbe längere Zeit bei konstanter Temperatur und
Dichte ruhend erhalten wurde. Für Gase mit einatomigen
Molekülen fand ·Maxwell, daß die Funktion t· dann den Wert
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4~Ne -he" c2dc

annimmt. Die Bestimmung dieser Funkti"on für Gase mit,
mehratomigen Molekülen scheint sehr schwierig, da man schon
für einen Komplex von drei Atomen die Bewegungsgleichungen·
nicht zu integrieren vermag. Trotzdenl werden wir sehen,.
daß sich aus den bloßen Bewegungsgleichungen, ohne deren
Integration, ein Wert für die Funktion f auffinden läßt,welcher
durch die Bewegung der Moleküle während beliebiger Zeit
nicht verändert \vird und daher mindestens eine mögliche Ver-·
teilungsweise' der Zustände unter den Molekülen darstellt.
Daß der Wert, welcher der Funktion f in Gasen zukommt,.
aus den bloßen Bewegungsgleichungen ohne deren Integration
erschlossen werden könne, ist übrigens nicht so unerwartet,
als es auf den ersten Blick scheint. Denn die große Regel
mäßigkeit, welche die Wärmeerscheinungen zeigen,läBt ver
muten, daß f gewisse allgemeine, von der speziellen Natur
jedes Gases unabhängige Eigenschaften besitzen muß; und.
gerade derartige allgelneine Eigenschaften lassen sich ja oft
schon aus der allgemeinen Form der Bewegungsgleichungen
mit Leichtigkeit ableiten, selbst wenn deren vollständige"
Integration in speziellen Fällen unübersteigliche Schwierig...·
keiten bietet.

Wir können uns zu A.nfang der Zeit die Bewegungszustände'
ganz beliebig unter den Molekülen verteilt, d. h. der Funktion f'
jeden beliebigen Wert erteilt denken. Mit wachsender ,Zeit.
wird sich der Zustand jedes Moleküls, sowohl durch die Be
wegung seiner Atome während seines geradlinigen Fortfliegens,
als auch durch seine Zusammenstöße mit dem übrigen Molekülen,.
beständig verändern; es 'wird sich daher im allgemeinen auch
die Fornl der Funktion f verändern, bis diese Funktion endlich
einen Wert angenommen hat, der durch die Bewegung der
Atome und die Zusammenstöße der Moleküle nicht mehr \veiter
verändert wird. Wenn dies eingetreten ist, wollen wir sagen,_
die ~loleküle befinden sich bei dieser Verteilung der Zu
stände im lf1ärmegleichgewicltt. Es wird sich daher zunächst.
darum handeln, einen solchen Wert für die Funktion t' zu
finden, welcher durch die Zusammenstöße nicht weiter ver
ändert wird. Zu diesem Zwecke wollen wir, um sogleich den
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allgemeinsten Fall zu betrachten, annehmen, wir hätten es
mit einem Gasgemische zu tun. Von einer der gemischten
Gasarten (der Gasart G) seien N Moleküle in der Volumeinheit.
Davon soll zu einer gewissen Zeit t der Zustand vondN
}Iolekülen zwischen den Grenzen (A) liegen. Dann ist nach
denl früheren:

(1) dN=f(~I' 1h··· 'r-l' Ui' VI'" Wr)d~ldrh'" d~r_ldUl dV1 '" dwr•

Die Funktion f bestimmt uns die Verteilung der Zustände
. unter den Molekülen der Gasart G zur Zeit t vollständig. Wir
lassen nun eine gew~ss~ Zeit ot vergehen. Zur Zeit t + J't
,vird die Verteilung der Zustände im allgemeinen eine andere
geworden sein, daher die Funktion f einen anderen Wert be
sitzen r den ich mit fl bezeichne, so daß also zur Zeit t + ot
die Anzahl der Moleküle in der Volumeinheit, deren Zustand
zwischen den Grenzen (A) liegt, ·gleich

(2) h (~l' ~l" .wr) d~l dnl '.' dWr

ist.

I. Bewegung der Atome in den Molekülen.

Nehmen wir zuerst an, während der Zeit ot sei keines
unserer Molekälemit irgend einem anderen iln Zusammenstoße
begriffen. Dann sind zwischen den Ir Atomen eines jeden
J.\!Ioleküls bloB innere Kräfte tätig. Wir können daher die
Bewegungsgleichungen, welche z'wischen den Koordinaten und
(j-eschwindigkeitskomponenten jener r Atome bestehen, in folgen"
der .fj'orm schreiben:

I

d;t d'Y/l d~l d~2 d~r_l

(3) dt = "1 '. dt =. "2' ---rtt = "3' ---rtt = "". · · ·CU =. "8.. r-3'

dU1 ") dV1 ".l dW1 "l dU2 "1 d '1,/)1' "1

dt = Al' dt = A2 , dt·= 1\..3' dt = A 4 ··"dt = A 3r -

Es ist klar, daß die Differentialquotienten der Koordinaten
SI' 1h··· nach der Zeit t bloß Funktionen d~r Geschwindigkeits
komponenten sind, die Größen "1' %2'" "3r-3 sind also bloB
Jj""unktionen von U1 ) VI' W I , U2 ••• lBr • Die Differentialquotienten
von U

l
, VI • •• nach der Zeit dagegen sind gleich den durch

die Massen dividierten Kräften. Die Kräfte aber sind bloß
abhängig von der relativen Lage sämtlicher Atome des Moleküls,

also von den Größen ~1' 'lh · '.' ~r~l' Die Größen Al' A2 ••• Aar
Bol tz man Il, Gesammelte wissenseh. Abhandl. 1. 16.
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sind also bloß Funktionen von SI' '1h •• • 'r-l. Aus den
Differentialgleichungen (3) können, wenn die Werte der 6r- 3
Variablen SI' 'lh .. · W r zur Zeit t gegeben sind, die Werte der
selben \Tariabeln zur Zeit t + ot berechnet werden. Diese
vVerte zur Zeit t + ot sollen mit SI" '11/ ... '1.0/ bezeichnet
werden. Für alle Moleküle, für ,velche die Werte der den
Zustand bestimmenden Variablen ~l' 'l1} •• • 11.',/, zur Zeit t zwischen
gewissen unendlich nahen Grenzen lagen, werden sie auch. zur
Zeit t + ;)'t zwischen gewissen anderen unendlich nahen Grenzen
liegen, und zvvar wollen ,vir annehmen, wenn ihre Werte zur
Zeit t zwischen den Grenzen (A) lagen, sorlen sie zur Zeit t + ot
zwischen den Grenzen:

(B) ~l' und ~l'+ d~I" 1h' und '111 ' + d11t'·.: u'/ und 70,./ + du'/

liegen. I)ie Werte von SI' 'lh ... 'l0r können dabei ganz willkür
lich gewählt werden; diese Variabeln sind also als independent
zu betrachten; ~1" '111' ••• 'UJ/ dagegen können infolge der Be
wegungsgleichungen (3) als Funktionen von ~l' 'lh'" lDr be
stimmt ·werden.

Es ist daher nach einer bekannten Formel das Produkt:

!(4) dE"d / d' d~ d d ~ ± a~/l or;t' awr'
51 Iflr· .• 1.lJr = . 51 'lJ1 ••• W,.· ~. -a1: • -a- ••· -.:J- •

~1 171 uWr

Wählen wir nun ot unendlich klein; dann werden auch
~/, 'Jh' ... 1.v,.' nur unendlich wenig von~l' '1h .• ~ 10,. verschieden
sein. Um dies auszudrücken, wollen "vir. setzen:

SI' = ~1 + (>'SI' '17}' = 'lJ1 + ~'111 • • • U'/ = Wr + 010r ,

wobei 0SI' V'1h'" d'u)r unendlich klein und wieder ]"unktionen
unserer independenten Variabeln ~l' fh ... U'r sind. Es wird dann

a~t' = 1 + aO~l ag1' = aO~l 0171'_ -1 +~a017!- usw
a~1 ag1 'aT/I 0771' 8171 - aT/I •

und

(5) 2; ± a~l' .oqt' ... Bw/ = 1 + ~Ogl' + 00771' + ... +aow/.
a~1 aT/I OWr ag1 aal O"'()r

In der letzten Formel 'wurden die höheren Potenzen von
o~1' 0"h · •. vernachlässigt. In der Tat zeigt eine leichte Über
legung, daß dieselben auf das Endresultat ohne Einfluß sind"
Aus den Be"wegungsgleiehungen (3) folgt aber:

d~l = Xl (rt; 01lr = "2 ot .. " OlDr = A3r ot"
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Bei Bildung der partiellen Differentialquotienten. 8 0~1/aSl ,
(OOlJh/01'h '" .sind ~I' "h ",wr die independenten Variabeln,
ct aber ist eine Konstante (denn der Größe ot \vurdeein für
.allemal ein konstanter Wert erteilt, der selbstverständlich von
'~1' 171 • • • wr unabhängig ist). Da zudem in "1' "2 · · · "31'-3

-die Variabeln ~1' 1h · · · ~r-l und in Al' A2 • • • )1.3 r die Variabeln
;U1 ' VI • • • UJ1' nicht enthalten sind, so hat man:

j ~ ~1 _ alJ 1/1 _ _ a lJ Wr _ 0
agl - a171 - ••• - a'tOr - ,

.daher nach Gleichung (5):

a t:' a' a '
2:+~'~"'~= 1- a~1 a171 a'W r

und nach Gleichung (4):

:(6) d~l' d'fh' .. · dw/ = d~l d7h · .. du',.

Die Zahl der Moleküle in der Volunleinheit, deren Zu..
-stand zur Zeit t +0 t zwischen den Grenzen (B) liegt, erhält man,
indem Ulan in die Formel (2) ~1" "hf. · · w/ statt SI' "h· · · ?L~r

und d ~1" d n/ · .. dwr' statt d ~1' d 1J1 •• • d Wr substituiert.
Dieselbe ist also gleich

h (~1" '1h' · · · wr
l

) d ~l' d "h' · · · d w1"

<oder mit Berücksichtigung der Gleichung (6)

(7) (1 (~l" 7h' · · · 1V1" ) • d ~1 d 1)1 • • • d W r •

Nun wissen wir aber, daß zur Zeit t + ~'t genaudie Zu
stände derjenigen Moleküle zwischen den Grenzen (B) liegen,
,deren Zustände zur Zeit t zwischen den Grenzen (A) lagen.
Der Ausdruck (7) muß also gleich sein der Zahl der Moleküle,
-deren Zustand zur Zeit t zwischen den Grenzen (A) lag, also
nach Formel (1) gleich f(~l' 71} ••• wr)d~l dn! ••• dwr. Divi
·diert man durch das Produkt aller Differentiale, so ergibt sich:

;(8) h (~l" "h' · · · wr') = f(~l' 1h · ... wr)·

Diese Gleichung bestimmt die Funktion (1' sobald uns
{lie Funktion f gegeben ist, d. h. sie lehrt uns die Verteilung
.der Zustände zur Zeit t -+ 0 t kennen, sobald dieselbe zur Zeit t
gegeben ist. Nehmen wir an, man hätte, was immer für Werte
man den independenten ,7ariabeln ~l' 1h · .. W r erteilen mag,
immer die Gleichung:

16*
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(9) ((SI' 1h · · • Wr ) = f(~l" 'fh' • · . W'1.)'

SO wäre auch infolge der Gleichung (8)

(1 (~/,'fj/ · · · wr') = f(~l/ 1h' · · · w/);

es wären also, da, wenn man den ~l' 'Jh • · • wr alle möglichen
Werte erteilt, auch SI" rll • • • wr' alle möglichen Werte durch
laufen, die heiden Funktionen fund h identisch für alle
Wertekombinationen der darin enthaltenen Variabeln ; d. h. die~

Verteilung der Zustände zur Zeit t + 0 t wäre identisch mit,
der Verteilung der Zustände zur Zeit t. Ist also die Glei-
chung (9) erfüllt, so ändert sich die Verteilung der Zustände
während des Zeitmomentes 0 t durch die Bewegung der Atome
in den ~Iolekülen nicht. In der Gleichung (9) siD:d die Varia-·
beln ~I' 1h • · · 'l[)r independent, ihre Werte können also will
kürlich gewählt werden; ~l/ 11/ •. · u',r' aber sind die Werte,
welche jene Variabeln zur Zeit t + 0 tinfolge der Bewegungs
gleichungen (3) annehmen, "\venn sie zur Zeit t. die Werte
~l' 'lh· · "Wr hatten; sind also infolge der Gleichungen (3);

Funktionen von SI' "h · · · wr '

Wir wollen uns nun aus den Integralen der Bewegungs-
gleichungen (3) die Zeit· eliminiert denken, so bleiben uns noch
Gleichungen zwischen den Variabeln ~l' 1h .. 'Wr und den
Integrationskonstanten übrig, die wir in die };'orm bringen
können:

Cfl (~l' "h .. , · ·UJ?,) = a1, ep2(~1' "h · .. wr) == a2 usf.,

wobei a1 , a2 • • • die Integrationskonstanten sind. Da diese
Gleich,ungen die Zeit nicht mehr enthalten, so· bleiben die
Funktionen CfJl' Cf2 • ... infolge der Bewegungsgleichungen (3)
für alle Zeiten konstant. Es. ist also:

PI (~l' 1h · · .. u'r) = CPl (~/, 1h' • • • wr'),
fJJ2 (~I' 1h · ... wr ) = Cf2 (~l" 1h' · · · 'lv/) usf.

Wenn daher j' bloß Funktion der rp ist, so ist die Glei
chung (9) erfüllt , da sich keines der Cf· während der Zeit d t
verändert; es ändert sich also nach dem früher Bewiesenen
die V'erteilung der Zustände unter den Molekülen infolge der
Bewegung der Atome von der Zeit t bis zur Zeit t + d t nicht~

Da sie also zur Zeit t + 0 t dieselbe wie zur Zeit t ist, so gilt
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<lasseIbe auch von .t + 0 t bis t + 20 t und aus demselben
Grunde auch von t + 20 t bis t + 30 t usw. Es· gilt also all
;gemein für alle Zeiten. I)

11. ZUSalTIlnenstöße der l\IoIeküle.

Nachdem wir die Bewegung der Atome in den Molekülen
(diskutiert haben, wollen wir ·zur Betrachtung der Zusammen
stöße der Moleküle übergehen. Wir wollen annehmen, zu
:irgend einemZeitmomente t sei

;(10) dN=f(CfJl' 'P2'" ).d~l d1h'" dw,}'

tdie Zahl der Moleküle der Gasart G in der Voluineinheit,
·deren Zustände zwischen den Grenzen (A) liegen. Eine ganz
analoge Formel gelte für die übrigen Gasarten. Wir wissen,
,daß diese zur Zeit t angenommene Zustandsverteilung durch
-die Bewegung der Atome in den Molekülen nicht verändert
\vird. Wir wollen jetzt untersuchen, unter welchen Bedingungen
sie auch durch die Zusammenstöße der Moleküle nicht ver
.ändert wird. Das eine der zusammenstoßenden Moleküle soll
wder Gasart G angehören. Die Koordinaten und Geschwindig
keitskomponenten seiner Atome sollen wie' früher bezeichnet
werden. Die Koordinaten seines Schwerpunktes bezüglich
(lreier fix im Raume gelegter Koordinatenachsen sollen x, y, z

1) Man überzeugt sich leicht, daß auch umgekehrt, wenn die Zu
:standsverteilung so beschaffen sein soll, daB sie durch die Bewegung der .
.Atome in den Molekülen nicht verändert wird, f die Variabeln ~1' 1]1 ••• W r

..bloß insoweit sie in den q; stecken, enthalten darf, wobei un~er den qi

.a.lle Funktionen der ~1' "71 ••• W r zu verstehen sind,· 'welche gleich einer
Konst~nten gesetzt, die Bewegungsgleichungen (3) ~efriedigen. Da wir
jedoch diesen umgekehrten Sutz nicht benötigen werden, so füge ich
seinen Beweis bloß als Anmerkung bei. Die Annahme, f enthalte
~1' '71 • . • W r nicht bloB insoweit sie in den q; .stecken, ist gleichbedeutend
mit der Annahme, f ändere seinen Wert auch, wenn alle q;konstant
'bleiben, d. h. auch, wenn durch die VeränderulJgen von~l ,17t ... W r

-fortwährend die Differentialgleichungen (3) befriedigt werden. Upter
-dieser Annahme würde daher die Gleichung (9) nicht für beliebige Werte-
ikombinationen der ~1' 171 • • • W r erfüllt sein. Eß 'würde daher infolge der
-Gleichung (8) die Funktion ft mit f nicht für alle. Wertekombinationen
-der Variabeln identisch sein, d. h. die Zustandsverteilung bliebe nicht
Il1ngeändert.
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heißen. Das zweite der zusammenstoßenden J\;loleküle wird
im allgemeinen einer anderen Gasart (der Gasart G*) angehören,,,
VOll der ll* Moleküle mit je 1·* Atomen in der Volumeinheit
sein mögen. Da die Zustandsverteilung unter den Molekülen.
der Gasart G* zur Zeit t durch eine der Formel (10) voll-·
kon1men analoge gegeben sein soll, so werden zu jener Zeit
von diesen N* }Iolektilen:

(11) l i\ 7* - f* (* * \ l c* d ' * d *(, .1 y - P l' Cf·, 2 . • • )' L 5 1 '7j 1 • • '. W r*

Moleküle so beschaffen sein, daß für dieselben ~\, '1]*1 • • • w*r*'

zwischen den Grenzen:

(0) ~*l u. ~*1 + d ~*l' 1)*1 u. /1]*1 + cl '1]*1 •• ' 1/)*,,* u. lV*r* + d W*r*"

liegen. Die Buchstaben j'*, r.p*, ~*, '1}*, ~* bedeuten dabei fUr"
die Moleküle der Gasart G*, was die entsprechenden Buch-,
staben ohne Sternchen für die l\Iolekiile der Gasart G be-,
deuteten. Die Koordinaten des Sch\verpunktes des zweiten
unserer zusammenstoßenden Moleküle bezüglich der fixen Achsen
sollen x*, y*, z* heißen. Es wird die Übersichtlichkeit der'
}1"ormeln sehr erhöhen) wenn wir auBerdem noch eine homo
genere Bezeichnung anwenden. Wir wollen Sr + 3r* = s setzen,"
und die durch folgende Gleichungen definierten Größen p und
q einführen:

J

Pr = ~l" P2 = 1h, Ps = ~1' p, = ~2 • • • P31'-3 = ',/'-1;
~* * ~*PS1'-2 = S l' PSr-l = 'lJ 1 ..• P8-6 = ~ r*-l;

(12) 1. P.-5 = x* - x, P.-4 = y*- y, P.-3 = z*- Zj

. ql = Up q2 = vl ' q3 = Wp q4 = U2 • • • q3r = Ul,.;

Q3'1'+1 = U*l' qSr+2 = V*l • • • qs = 1V*'r*"

Solange sich beidelVloleküle nicht über eine gewisse'
Grenze genähert haben, üben sie keine Wirkung aufeinander
aus, sind also sowohl ~l' 1h · · · 101' als auch ~*1' '1}*1 ••• w*r*

durch Differentialgleichungen von der Form der Gleichungen (3)
bestimmt. Erst von dem Momente an, wo sie sich bis über
'eine gewisse Grenze genähert haben, beginnt die Wechsel
wirkung zwischen heiden Molekülen. Von da an werden also
die Kräfte, welche auf die Atome des ersten lVloleküls wirken,.
auch abhängen von der Lage der Atome des zweiten Moleküls
und umgekehrt. Wir wollen den Moment, wo die Wechsel-..
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wirkung zwischen heiden J\tlolekülen beginnt, als den Moment
des Beginnes des Zusammenstoßes, den, wo dieselbe wieder
aufhört, als das Ende des. Zusammenstoßes der Moleküle be
zeichnen,. ohne daß natürlich dabei an. einen Stoß elastischer
Körper zu denken ist. Während des Zusammenstoßes sind
also die Kräfte, w·elcbe auf ,jedes Atom wirken, Funktionen
der relativen Lage sämtlicher Atome beider lVIoleküle, also
Funktionen sämtlicher mit p bezeichneter Größen; denn man
überzeugt sich leicht, daß' durch diese Größen die relative
Lage aller Atome beider Moleküle bestimmt ist. Während
des Zusammenstoßes treten also an die Stelle der Bewegungs
gleichungen (3) folgende Gleichungen:

(
dPl . dp2 . dps-s
dt = el' dt = ()2 • ' . -(rt'~' = !Js-3;

(13) .:

l
dql dq') dqs
(f[ = <Tl' dt = G2 • • • -Jt = (Js'

Dabei sind die Differentialquotienten der Koordinaten bloß
Funktionen der Geschwindigkeiten, also die Q bloß .B~unktionen

der q; die Differentialquotienten der Geschwindigkeiten aber
sind bloß ]'unktionen der Koordinaten, also die (J bloß Funk
tionen der p. Es fragt sich nun zunächst, wodurch der Beginn
und das Ende eines Zusammenstoßes charakterisiert sein
werden. W.ir könnten da annehmen, der Beginn der Wechsel
wirkung, also des Zusamnlenstoßes sei dadurch charakterisiert,
daß sich die Sch\verpunkte beider lVloleküle bis über eine ge
wisse Grenze nahe kommen. Es ist aber klar, daß diese An..
nahme nicht allgemein genug wäre. Der Moment des Be
ginnes der \'!vTechselwirkung wird offenbar nicht bloß von der
:bJntfernungder Schwerpunkte, sondern auch von der Position
der Atome gegen den Schwerpunkt abhängen~ \\?ir wollen
daher, um die größte A.llgemeinheit zu erzielen, voraussetzen,
daß die Wechselwirkung heider ·.Moleküle beginne, wenn eine
ge\visse Funktion der relativen Lage sämtlicher. Atome (also
der p), F(Pl' P2 · · · Ps-3) gleich einer gewissen Konstanten b
\vird. Es . ist ersichtlich, daß diese Voraussetzung jede über
haupt denkbare Bedingung des Beginnes des Zusammenstoßes
als speziellen Fall enthält, Nach dem Beginne des Zusammen..
stoßes ,vird jene Funktion ]l größer (oder· kleiner) als b '\\"erden,
endlich, da heide lVlolekäle nicht immer beisammen bleiben
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können, ein }\[aximum erreichen, dann 'wiederabnehmen, bis
sie 'wieder gleich b geworden ist. In dem lVIomente, wo F= b
geworden ist, hört die \\Techselwirkung beider Moleküle wieder
auf. Denn die Gleichung F = b soll immer die Zustände, in
denen noch Wechselwirkung stattfindet, von denen, wo keine
luehr stattfindet, trennen. Es ist diese Scheidung in der Natur
allerdings ohne Z\veifel keine so strenge; allein die Rechnung
Inacht eine strenge Scheidung notwendig. Man .. kann ja zu
dem Falle der Natur immer übergehen, indem man die
Wechselwirkung kurz nach Beginn und vor dem Ende des
Zusammenstoßes als sehr klein annimmt. Die Wechselwirkung
vor dem Beginne und nach dem Ende des Zusammenstoßes
aber ist so unmerklich, daß sie ohne Fehler gleich Null ge
setzt werden kann. Es fragt sich nun zuvörderst, wie viele
Zusammenstöße während einer gewissen Zeit in der '7"olum
einheit 80 geschehen, daß dabei sämtliche, den Zustand der
zusammenstoßenden Moleküle bestimmenden Größen zwischen
gewissen Grenzen eingeschlossen sind. Die Anzahl der Mole
küle der Ga~art G in der Volumeinheit, deren Zustände im
Zeitmomente t innerhalb der Grenzen (A) liegen, ist die durch
<1ie Gleichung (10) bestimmte Größe d N. Legen \vir durch
den Schwerpunkt .eines dieser Moleküle drei den fixen Achsen
parallele Koordinatenachsen, so liegt der Inbegriff .aller Raulll
})unkte, deren Koordinaten bezüglich dieser neuen Achsen
zwischen

(D) ]18-5 u. Ps-5 +dPs-5' Ps-4 U. Ps-4 + dPs-4' Ps-3 u. Ps-s +dps_ s .

liegen, in einem Parallelepiped vom Volumen dPs-5' dPs-4'
dPs-s' Die Anzahl· der Moleküle der Gasart G*, deren Schwer
!)unkt in dem Zeitmomente t in jenem Parallelepiped liegt und
deren Zustände zugleich zwischen den Grenzen (0) liegen, ist:

clPs-5' d Ps-4' dPs-s. d 1V*= f* (cp*l' r.p*2 · .. ) d ~*1'

d'Jj*l ' • · dU)*r*. dPs-5· dPs-4' dpo-s'
Dieser Ausdruck, mit d N multipliziert, liefert die Anzahl

der Molekülpaare in der Volumeinheit, 'welche zur Zeit t
folgende Bedingungen erfüllen: 1. Das eine Molekül gehört der
Gasart G an und sein Zustand liegt zwischen den Grenz·en (A).
2. Das andere Molekül gehört der Gasart G* an und sein Zu
stand liegt zwischen den· Grenzen (0). 3. Die Differenzen. der
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8chwerpunktskoordinaten (Ps-5' Ps -4' Ps ... a) liegen zwischen den
,Grenzen (D)o (Wir betrachten dabei ein Molekülpaar als in
·einem Raume liegend, wenn der Sch\verpunktdes Moleküles
'Von der Gasart G sich in jenem Raume befindet.) Diese An..
zahl heiße dm; dann ist also: .

.,dm = d Ps-5 0 dPS-4' dPs-a" dN. dN* ={(Tl' 'P2 ,""), (*(CP*l' ep*2" .).

d ~I d Ifh 00 • d U'1" d ~*I d 1)*1 •• • d W*r* dP8-~ dPs-4 dPs-3'

Machen wir in dieser Formel von den Bezeichnungen (12)
-Gebrauch, so ergibt sich:

d f(' ) f* (* * )m = Cf!' (P2 • • • • ~rp l' 'P 2 0 • 0 •

.dPl· dP2··· dPs-3· dqio -dq2··· d Qs·

Wir wollen hier noch statt einer der Größen p, z. B. statt
Ps-s die Variable b = F (Pl' P2.' 0 Ps-3) einführen. Wir haben
.dann

db
d Ps-? = aF ;

aPs-s
-daher

<tim = /F (('PI' 'P2"')' f*('P\,G;*2''')' dP2' dps" .dP.-4·

iJ PS-8 d qI 0 d q2 • • • d q8 d b ·

Dies ist zur Zeit t die Anzahl der Molekülpaare in der
-Volumeneinheit, für welche

zwischen

PI und PI + dPI · · ·Ps-4 und Ps-4 + d P8-4

91' Q2··· qs
zwischen

fJl und ql + d ql ... qs und qs +d qa

·und F(PI' P2 . · · PS-g) zwischen h - d bund h liegt. Bezeichnet
:manmit d t die Zeit, welche notwendig ist, damit F von b - d h
bis lJ wachse, so ist dm auch die Zahl der·Molekülpaare, welche
in der Volumeinheit während der Zeit d t SQ zusammenstoßen,
daß bei Beginn des Zusammenstoßes· die p und q zwischen den
Grenzen (E) liegen, während Ps-3 durch die den Beginn charak
terisierende- Gleichung:

(14) F(Pl' P2 ., ·Ps-s) = b
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bestimmt ist. Während der Zeit cl t wächst PI um ~l d t, p~

um ~2 eIl •.. , daher F um .

( aF aF 8F)
-a-(Jl + -a-~2 + ... + -~- (!a-3 dt.

Pt P2 u PS-8

Der Zuwachs von F soll gleich clb sein; man hat also: clb = 8 elf,
wobei

BF aF BF
·8 = -8 (!l + -.::.1-(12 + ... + -a- (18-3

Pt u P2 PS-3

ist. Substituiert man diesen Wert in den letzten Ausdruck:
für dm und setzt zur AbkÜrz·ung

(15)
8

OJ = aF '
äps_s

so erhält man

{
dm = {(PI' cp~ ••.). f* (ep*l' ,rp*2" .). w. d Pl d P2 ., · d Ps-4""

(16) ..
d ql dq2 · · · d qs cl t

für die Anzahl der Zusalnmenstöße, welche während der Zeit cl t
in der Volumeinheit so geschehen, daß zu Beginn die Bedin
gungen(E) T.~rfüllt sind. Ps-3 ist im Momente des Zusammen
stoßes durch die Gleichung' (14) bestimmt, in der b die den
Beginn des Zusammenstoßes charakterisierende Konstante ist...
Im Momente des Endes des Zusammenstoßes werden difr
Variabeln p ,und q im allgemeinen ganz andere Werte haben...
Wir wollen diese anderen Werte mit den entsprechenden
großen Buchstaben bezeichnen~ 'Die Variaheln sollen, wenn,
sie im Momente des Beginnes des Zusammenstoßes zwischen
den Grenzen (E) lagen, im Momente des Endes desselben
zwischen den Grenzen:

(F), { PI U. PI +, dPl' P2 U. P2 + dP2 ••• PS- 4 U. Ptt-4 + dPs-4

'-' Ql u. Ql + d Ql' Q2 u. Q2 + d Q2 ~ •• Qs u. Qs + d Qs

liegen; Ps-3 ist wieder durch die Gleichung (14) bestimmt. Es~

erhellt unmittelbar aus den BewegungsgleichungenJ daß, wenn,
umgekehrt die Variabeln bei Beginn des, Zusammenstoßes 'zwi
schen den Grenzen (F) lagen, sie zu Ende desselben zwischen
den' Grenzen (E) liegen werden. Die Anzahl der Zusammen....
stöBe, welche während der Zeit d t in der Volumeinheit so ge~

schehen, daß bei Beginn derselben die Werte der Variabeln
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zwischen den Grenzen (]') liegen, soll d 111 heißen. Eswerden
dann die Werte der Variabeln durch die betrachtete Gattung'

von Zusammenstößen dln mal von PI' P2··· qs inPl , P2·· ·Qs'
und d Mmal von Pl' P2." ·Qs in PI,P2 .... qs übergeführt. Es·
würde also, wenn die Gleichung dm = d JJf für alle Molekülpaare·
und alle Wertkombinationender Variabelnbestände, die zur
Zeit t angenommene Zustandsverteilung 'unter den Molekülen
auch durch die Zusammenstöße nicht verändert. Wir wollen
sehen, wie die Funktion f beschaffen sein nluß, damit die
Gleichung dm = d 111 für alle l\folekülpaare gelte. Die Zahl d M
wird durch eine der Gleichung (16) vollkommen. analoge Formel
bestimmt. Nur ist darin statt p, q überall P, Q zu setzen..
Es soll dadurch rp in (/) und co in QÜbergehen. Dann ist,

dM = f( (/)1' (/)2·· .). f* ((/)*1' (/)*2·' .).. Q.

d PI d P2 · .. · d Ps-4· d Ql d Q2 · ••d Qs d t.

Da die Werte von p und q mit P und Q durch Differential
gleichungen verknüpft sind, so wollen wir den Vorgang des
Zusammenstoßes von einem Zeitdifferential zum nächsten fort
schreitend verfolgen. Beginnen wir von demjenigen Zeit
momente t, wo F = b war und die Variabeln zwischen den
Grenzen (E) lagen. Nach Verlauf der sehr kleinen Zeit 0 t

soll F = b + (5 b geworden sein. Zur Zeit t + 0 t sollen

P1' P2 ... zwischen PI' ":1. PI' + d PI" P2' U. P2' + clP2' .... ·

Ql' Q2··" z\vischen ql' u. ql' + d ql', Q2' u. 92' + d Q2' • ••

liegen. PI" P2' • .. , sind 11 ur wenig von PI' P2 . .. verschieden;:
wir wollen daher setzen:

Pl'·=Pl+0Pl'P2'=P2+~P2··" q/= fJl+ oql' q2'=q2+(Yq2·· ..

Dann ist wegen der Gleichungen (13) und wegen 0 t,= 0b/8

(18) opl=+ob, OP2= ~2 tib ... oql= :1 Ob, oQ2= :2 00 ...

Es V\7ircl das Produkt clPI' d P2' · .. d Ps-4' dQI' · · · cl 98' wieder
durch die If'unktionaldeterminante bestimmt

dPI' d P2' .... d Ps-t' d ql' .. · d qs' = clPI d P2 .... d Ps-4 dql ... · d qs·

2: + (j' Pt' . B' P2' • •• B' q.' •
- apl Bp2 oqs
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Hierbei ist zu bemerken, daß die Werte unserer Variabeln
bis auf Ps-3 im Moment des Beginnes des Zusammenstoßes
:ganz beliebig sein können, also PI' P2'" Ps-4' ql' Q2" ~ qs als
independent zu betrachten sind. Nur Ps-3 ist infolge der' Glei-
,ehung (14) als Funktion von PI' P2 · •·Ps-4 zu betrachten. Es
wurden deshalb die partiellen Differentialquotienten durch das
Zeichen B' angezeigt, um auszudrücken, daß bei ihrer Bil
Jung Ps-3 als Funktion der übrigen p zu betrachten ist. Das
.Zeichen a drückt eine partielle Differentiation aus, bei der
.auch ps-3 als independent zu betrachten ist. Mit Vernach
1ässigung von llnendlich Kleinem höherer Ordnung hat man
.zunächst:

~ + a'pt'. a'P2' .•. B'qs' = 1 + fj'/jPl + ß'/jP2+ .•. B'ops_4:
- aPI fj P2 aqs 0 PI aP2 jj Ps-tl.

+ B' Vql + . . . jj' 0 q,q
aql aqs •

Betrachtet man d' b als eine reine Konstante, so ergibt
'Sich aus den Gleichungen (18):

B' (~) la(~) a(~) ]
BI.oPt = Ci b _,_8_._ = ') 0 b _~' + ._._,_8_ • aPS-3 ;
aPt (Jl aPt ~ 1 8 Pt 8 ps-s aPI

:also wegen
aF

aPS-3 0Pl
OPt-= -TF

aps..;.s

fJF

aPt ( 82 11' 82
]/' 82 F )

+ 8 F 8Pl ap.-a (>1 + P2 P.-s (/2 + ·" aP.-af (,).-3 •
aPs_~

Ebenso erhält man

. a'(-~)
C

I

Jql = a ob··.. ··--~_·.- = _ <Tl Jb(B J.p. 8(11 +aF. 8(/2 + 8 F . . 8(/•..._3)
aql .. 1 aql 8

2 aPt aql aP2 a ql '" aP8_S aq; .
Ahnliche Ausdrücke ergeben sich für die partiellen Diffe

rentialquotienten der übrigen 0p ,und 0 q. Summiert man
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dieseIhen, so erhält man nach einer zwar etwas weitläufigen,
Rechnung, die aber nicht die mindeste Schwierigkeit darbietet:

8' ~ Pt + 8' 0 P2 + ... + fJ' 0 qs = _ ~ ,
8Pt 8 P2 aqs (ü

wobei 0 OJ der gesarnmte Zuwachs ist, den die Größe

8 1 (ßF 8F 81
1

)

QJ = 8 jl- = aF aPt (11 + aP2 (}2 + ··· + aPs-s ~s-3

aPS-3 PS-3.

während der Zeit ci t = 0 b /8 erfährt. Es ist also

dPI' dpz' .. · d '1.' = dPl dpz ... d fJ. (1- ~UlUl) = dpl dpz··. dq.;' r

wenn 0/.= OJ + ~'OJ der Wert von w zur Zeit t + 0 t ist. In
derselben Weise findet man, wenn zur Zeit, wo ]t1 denl
Wert b + 2 (j b bat, die Variabeln zwischen den Grenzen

PI" U. PlI! + clPlI!, P2" u. P2" + d P2"··· ql" U. Ql" + d qI",

q2" U. Q2" + cl qz" ....

liegen und (iJ den Wert 00" hat,

0./' elPI" dP2"' .. d Q8" = (j)t elPl' dpz' ... cl 98' = W dPl dP2··· dqs"

Fährt man in dieser Weise zu scbließen fort, so gelangt.
man endlich zur Zeit, wo li' wieder gleich b geworden ist, wo
also der Zusammenstoß aufhört. Zu dieser Zeit liegen die
'7"ariabeln zwischen den Grenzen (Jj-') und hat (f) den Wert !J,.
man gelangt also zur Gleic~ung:

(19) Q d PI cl Pz · ••d Q8 = w.d PI cl P2 ... d qs·

Der durch diese Gleichung ausgedrückte Satz, der sich,
übrigens noch erweitern läBt, ist wegen seiner großen AIl-·
gemeinheit beluerkenswert. Dm bei A.bleitung desselben nicht
die Stelle, wo F sein Maximum hat, passieren zu müssen, kann
man sich jener Stelle von beiden Seiten nähern, statt den Zu
samlllenstoß von seinem Beginne bis zu seinem Ende zu durch·
laufen. ~{it Berücksichtigung der Gleichungen (16), (17) und
(19) reduziert sich die -Relation cl m = cl]J![ auf

(20) t~( 'PI , T2' ..). {*(Tl*, T2*...) = j'( (jJl' $2· .•). {*( (]Jl*, '(])2*...)...
Wir nehmen nun an, daß die auf die Atome wirksamen:

I{räfte eine Kraftfunktion besitzen, d.h. eine Funktion, deren nega
tiver Differentialquotient nach der x-Koordinate des ersten Atoms.



'254 18. vVärmegleichgewicht zwischen mehratomigen Gasmolekülen.

die auf das erste Atom in der Richtung der :r-A..xe wirkende Kraft
liefert usf. Dann ist, solange das erste A.tom mit keinem anderen
im Zusammenstoße begriffen ist, die Summe seiner gesamten
lebendigen Kraft und Kraftfunktion konstant. Bezeichnen wir
.also diese Summe mit cp, so ist r.p gleich einer Konstanten- a ein
Integral derBe\vegungsgleichungen des erstenMoleküls. Wenn wir
daher f gleich einer Funktion von r.p machen und die Zustands
verteilung unter den Molekülen der übrigen Gasarten in analoger
Weise wählen, so wird die Zustandsverteilung nach dem im
1. Abschnitte Bewiesenen durch die Bewegung der Atome in den
Molekülen nicht verändert. Bezeichnen wir nun mit Cf und rp* die
-Summe der lebendigen Kraft und Kraftfunktion für das erste und
zweite der zusammenstoßenden :lYloleküle vor eIern Zusammen
stoße, und mit (j) und $* die Werte derselben Größen nach dem
Zusammenstoße, so ist, 'wie immer der Zusammenstoß beschaffen
sein mag, tp + g;* = (jJ + (jJ*; die gesamte in beiden Molekülen
,enthaltene lebendige Kraft und ...ttrbeit wird ja durch den Zu
sammenstoß nicht verändert. Setzen 'wir daher:

f = .J1. e-hrp

und entsprechend
f* = A* e-h q;*

,vohei .A, A* und 1l Konstanten sind, und nehmen an, daß die
Zustandsverteilung unter den Molekülen der übrigen Gasarten
,durch analoge Formeln bestimmt ist, so ist auch die Bedin
gung (20) für alle Zusammenstoße erfüllt; es wird also die
Zustandsverteilung auch durch die Zusammenstöße nicht ver
ändert. Es ist unmittelbar ersichtlich, daß die .gemachten
Schlüsse auch gelten, 'Nennbeide zusammenstoßenden Moleküle
·derselben Gasart angehören, was nur ein spezieller Fall des
,eben betrachteten ist. Wir gelangen daher zu dem Resultate:

Wenn zu einer beliebigen Zeit t die Anzahl der l\tloleküle
der Gasart G in der Volumeinheit, deren Zustand zwischen
den Grenzen (i\.) liegt, gleich ist:

.(21) d N = A e-h
(p d~l d 111 ••• d ',.-1 d U1 d VI ••• dll'r

und die Zustandsverteilung unter den Molekülen der übrigen
'Gasarten durch eine analoge Formel gegeben ist, so wird die
selbe weder durch die Bewegung der' Atome in den Molekülen,
noch durch die Zusammenstöße der Moleküle verändert; sie
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<erhält sich also unverändert durch beliebige Zeit. Dabei ist
'f.P die Summe der Kraftfunktion und der gesamten lebendigen
Kraft· des Moleküls, lt .eine für alle Gasarten gleiche, A aber

·-eine für die verschiedenen Gasarten .verschiedene Konstante.
Die Konstante h kann so gewählt werden, daß die gesamte
im Gase enthaltene lebendige Kraft, folglich auch seine Tem
peratur jeden beliebigen endlichen Wert erhält. Die Ron
'stauten A. dagegen bestimmen die Dichte und das Misc'hungs
verhältnis der Gase. Ist}/ die Anzahl der Moleküle der
'Gasart G in der Volumeinheit, so hat man

:(22) A = ----.....-.----.-.-.---.~~,.------

,denn d Hüber alle möglichen Werte der darin enthaltenen
Variabeln integriert, muß N liefern. Die durch die Formel (21)
1iargestellte Zustandsverteilung erfüllt also alle Anforderungen,
denen die wirkliche Zustandsverteilung unter den Gasmolekülen
:zu genügen hat, li,nd stellt man sie einmal unter den Gasmolekülen
her, so wird sie durch die' ZusammenstÖße nicht mehr alteriert.
Der Beweis dieses Satzes scheint mir vollkommen streng und von
jeder Voraussetzung frei zu sein, die nicht auf mathematische
'Gewißheit, sondern bloß auf größere und geringere Wahrschein
lichkeit Anspruch machen könnte. Dagegen ist mir der Beweis,
,daß diese Zustandsverteilung die einzige ist·, die durch die
,Zusammenstöße nicht verändert wird, bis jetzt noch nicht ge
lungen. Es ist jedoch dieser Umstand, daß ein und dasselbe
'Gas bei gleicher Temperatur und gleicher Dichte mehrerer
.Zustände fähig ist und daß es bloß von den Anfangsbedingungen
,abhängt, welchen derselben es annimmt, apriori unwahrschein
lich und \vird auch' durch keinerlei Erfahrungen bestätigt.

Fügt man dem durch die Formel (21) gegebenen Werte
von d N noch einen Faktor von der Formel e±k'U bei, wobei u

·die Komponente der Geschwindigkeit des Sch"\verpunktes in
"der Richtung der ~t· ..Achse ist, so erhält man das Wärmegleich
.gewicht in einem Gase, welches inder Richtung der .7:-Achse
strömt. Auch eine Exponentielle, deren Exponent die gesamte,
mit einer Konstanten multiplizierte Flächengeschwindigkeit des
Molelrüls bezüglich einer fixen Ebene wäre, könnte als Faktor
.zu d N hinzugefügt werden, ohne daß das Wärmegleichgewicht
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gestört würde. Dann würde sich aber das Gas nach verschie
denen Richtungen verschieden verhalten. Wir wollen nun die
wichtigsten Konsequenzen aus der gefundenen Verteilungs"leise
der Zustände zu ziehen suchen. Bezeichnen wir die Kraft-
funktion der z'Vvischen den Atomen eines Moleküls, solange
dasselbe nicht im Zusammenstoß mit irgend einem a.nderen,
begriffen. ist, wirksamen Kräfte mit X und die Massen der
Atome mit m1, m2 ••• mr , ihre Geschwindigkeiten mit Cl' c2 ••• Cr"

so ist:
_ + ·Jnt ·et

2 + m2 el' + + mr er
2

•
rp-X 2 2 .•. 2'

daher nach Formel (21)

(23)

Dieser Ausdruck zeigt zunächst die wichtige Tatsache,.
daß die -VV'ahrscheinlichkeit der verschiedenen Zustände eines,
lVlolektils gar nicht abhängt von der Natur der übrigen Moleküle,
mit denen da.sselbe zusammenstößt, sondern bloß von der die
r~remperatur bestimmenden Konstante lt, welche für alle in
Wechselwirkung stehenden Moleküle im Zustande des Wärme-
gleichgewichtes denselben Wert haben muß. Mittels der
Formel (23) können ·wir sofort den lVIittelwert jeder ·beliehigen
~F'unktion der Koordinaten und Geschwindigkeitskomponenten,
der Atome unseres Moleküls durch einfache Quadraturen finelen;,
sei nämlich ..:r eine solche Funktion, X ihr Mittelwert, so ist::

(24) X= ~JXdN,

wobei die Integration über alle möglichen Werte der in d J.V·
enthaltenen Variabeln zu erstrecken ist. Enthält.LI nur die
Geschwindigkeiten, so fällt X ganz heraus und die Integration,
kann sofort ausgefiihrt ,verdeu. (Sie ist bezüglich jeder der'
Variabeln u, V, 'U) von - er:; bis + CfJ zu erstrecken.) Ent··
hält X auch die Koordinaten, so muß natürlich X gegeben
sein. Die Exponentielle im Ausdruck (23) ist unabhängig VOfr

der Richtung der Geschwindigkeiten, woraus folgt: Bei ge-,
gebener Position der Atome und Größe ihrer Geschwindig-·
keiten, ist fUr jedes Atom jede Geschwindigkeitsrichtung im
Raume gleich wahrscheinlich. lfür die mittlere lebendige:



18. Wärmegleichgewicht zwischen mehratomigen Gasmolekülen. 257

Kraft eines. Atoms, z. B. des ersten, findet man durch Aus
führung der Integrationen:

m1 ;;2 '= ~J m 1 e1
2

d N = ~.
2 1 N 2 2'h

Die mittlere lebendige Kraft ist also für alle Atome der
in Wechselwirkung stehenden Moleküle gleich. Den Wärme
zustand, welchen viele in Wechselwirkung stehende Atome
annehmen, nennen wir den Zustand gleicher Temperatur; bei
gleicher Temperatur ist also die mittlere lebendige Kraft jedes
Atoms gleich; dieselbe kann als Maß der Temperatur be
trachtet werden. Eine wichtige Konsequenz ergibt sich aus
dem Satze, daß bei gegebener relativer Lage und Geschwin
digkeitaller Atome für jedes Atom jede Bewegungsrichtung
im Raume gleich wahrscheinlich ist. Bezeichnen· wir nämlich
die Komponenten der Geschwindigkeit des Schwerpunktes des
Moleküls bezüglich der Koordinatenachsen mit u, v, 1.V ohne
Index, so .ist

ml Zt1 + m2 U 2 + .. · + rnr Ur
U = . ;

m1 +m2 +···+1nr

V und w haben entsprechende Werte. Unter der lebendigen
Kraft der fortschreitenden Bewegung des Moleküls wollen wir
die Gesamtmasse des ganzen Moleküls, multipliziert mit dem
halben Quadrate der Geschwindigkeit seines Schwerpunktes,
also die Größe

u 2 + v2 + w2

(mI + m2 + ...mr)-~---
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Die mittlere lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung
des Moleküls ist also' gleich der mittleren lebendigen Kraft
jedes Atoms. Eine erste Konsequenz dieses Satzes findet in
der Erfahrung ihre Bestätigung. Da das Produkt der mittleren
lebendigen Kraft der fortschreitenden Bewegung in die Anzahl
der J\tloleküle in der Volumeinheit den Druck, die mittlere
lebendige Kraft eines Atoms aber die Temperatur bestimmt,
so folgt nämlich, daß bei gleichem Drucke· und gleicher Tem
peratur für alle Gase in der Volumeinheit gleichviel Moleküle
sein müssen. Dagegen steht eine andere Konsequenz mit der
Erfahrung in Widerspruch. Nach unserem Satze müßte näm
lich das Verhältnis der spezifischen Wärme bei konstantem
Drucke zu der bei konstantem Volumen für Gase mit zwei
atomigen ]\JIolekülen 1,33 sein, wogegen dieses Verhältnis bei
der atmosphärischen Luft 1,41 ist, woraus, wie Clausius zu
erst nachwies, folgt, daß bei Luft, wenn man von innerer
Arbeit absieht, die gesamte mittlere lebendige Kraft des
~Ioleküls gleich der 1,63fachen mittleren lebendigen Kraft der
progressiven Bewegung ist. Besteht daher das Molekül aus
z,vei A.tomen und verteilt sich die lebendige Kraft auf
beide gleich, so ist die mittlere lebendige Kraft jedes Atoms
nur, 0,81 von der der fortschreitenden Bewegung. Ich halte
es nicht für wahrscheinlich, daß außer derohier berechneten
noch ein anderes .Wärmeg1eiehgewicht zwischen z\veiatomigen
Gasmolekülen möglich ist und die Luftmoleküle aus irgend
welcher Ursache immer ein anderes Wärmegleichgewicht an
nehmen. Eher dürfte die Erklärung dieser Nichtübereinstinl
rnung darin zu suchen sein, daß sich die Gasmoleküle nicht
im leeren Raume, sondern in einem widerstehenden Mittel
(dem Äther) bewegen, an den sie ihre lebendige ;Kraft (durch
Wärmestrahlung) abgeben würden,vvenn derselbe nicht eben
falls in gleich heftiger Wärmebewegung begriffen wäre. Sollte
es sich also auch zeigen, daß sich Gasmoleküle nicht ganz
wie im leeren Raume fortschreitende Atomkomplexe verhalten,
so scheint mir doch jeder Fortschritt in der Überwindung der
mathematischen Schwierigkeiten, welche elie Berechnung des
Verhaltens solcher Atomkomplexe bietet, von der höchsten
Wichtigkeit für die Erforschung der wahren Beschaffenheit der
Gasmoleküle zu sein.
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19.

Einige allgemeine S~tze über Wärmegleichgewicht.1
)

(Wien. Bel'. 63. S. 679-711. 1871.)

I. Zusammenhang zwischen den Sätzen über das Verhalten
mehratomigel' Gasmoleküle mit J ac 0 bi s Prinzip des letzten

l\'Iultiplikators.
Der erste Satz, welchen ich in einer früheren Abhandlung

" Über das Wärmegleichgewicht mehratomiger Gasmoleküle"
gefunden habe, steht im innigsten Zusammenhange mit einem
Theoreme, dem man auf den ersten Blick wohl nichts weniger
als Verwandtschaft mit der Gastheorie zuschreiben würde, nämlich
mit dem J aco bisphen Prinzip vom letzten Multiplikator.

Um diesen Zusammenhang aufzudecken, wollen wir, die
spezielle Form der in der Wärmetheorie vorkommenden
Gleichungen verlassend, die dortigen Entwickelungen noch er
heblich verallgemeinern. :Man habe eine sehr große Anzahl von
Systemen materieller Punkte (ähnlich wie ein Gas aus sehr
vielen Molekülen besteht, deren jedes wieder hereits ein System
materieller Punkte ist). Der Zustand irgend eines dieser Punkte
systeme zu irgend einer Zeit t sei durch n Variable sI' S2' ••• Sn

bestimmt, zwischen denen folgende Differentialgleichungen be
stehen mögen:

d Si _ 8 d 82 S. d Sn 8
dt- l' d:i= 2'''d:i= n'

SI' 82 ••• Sn. sind Funktionen' der sI' S2 ••• sn und vielleicht
auch noch von t. Durch diese Differentialgleichungen und die
Anfangswerte der n Variabeln SI' S2 ••• Sn sind die Werte dieser
Größen zu jeder beliebigen Zeit bestimmt. Um zu dem Prinzip
.aes letzten Multiplikators zu. gelangen, können ,wir ganz die
selben Schlüsse airwenden, die ich in der bereits zitierten Ab
handlung machte; nur müssen wir annehmen, daß zwischen den

1 Vgl. Aam. S. 237 dieses Bandes.
17*



260 19. Einige allgemeine Sätze über Wärmegleicbgewicht.

materiellen Punkten verschiedener Punktesysteme niemals:
Wechselwirkung stattfinde. Was man also in der Gastheorie
die Zusammenstöße der Moleküle nennt, soll bei unserer gegen
wärtigen Untersuchung ausgeschlossen sein.

Die Zahl der den Zustand bestimmenden Variabeln s, sowie
die Differentialgleichungen (1) sollen für alle Punktesysteme
gleich sein (die S sollen für alle Punktesysteme dieselben Funk
tionen von t, s1' S2 ••• sn sein). Die Anfangswerte der Variabeln
s und folglich die Zustände zu einer beliebigen Zeit t dagegen
sollen für die verschiedenen Punktesysteme verschieden sein;
und zwar sei die Zahl derjenigen Punktesysteme, für welche
zur Zeit t

(A)
j
l

SI zwischen SI und SI + d SI

S2 zwizchen S2 und S2 + d s2

liegt,

(2) d N = ((t, S1' 82 ••• Sn) d SI d S2 ••• d Sn •

Wenn für eines der Punktesysteme die Werte der Variabeln
SI' S2'" Sn (also der Zustand) zur Zeit t gegeben sind, so können
daraus die Werte dieser Variabelnzur Zeit t' = t + 0 taus·
den Differentialgleichungen (1) bestimmt werden. Wir wollen
annehmen die Werte der Variabeln sollen, wenn sie zur Zeit t
zwischen den Grenzen (A) lagen, jedesmal zur Zeit t' zwischen
den Grenzen

(B) s/ und SI' + d 8/, S2' und 82' + d sz' •.. Sn' und sn' + d sn'

liegen. Die Anzahl der Punktesysteme , deren Zustände zur
Zeit t' zwischen den Grenzen (B) liegen, sei

d N' = ((t', s/, S2' ••• sn') d SI' d 8
2

' ••• d Sn' .

Wir wisssen, daß genau dieselben Punktesysteme , deren
Zustände zur Zeit t zwischen den Grenzen (A) lagen, zur Zeit (
so beschaffen sind, daß ihre Zustände zwischen den Grenzen (B)
liegen. Es muß als'o d N = d N', folglich

(3) f(t, sI' S2 ••• sn)ds1 ds2· .. dsn =f(t', 81', S2' •.• sn')ds
1

' dsz' ... ds;
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sein." 81" S2' " • Sn' sind infolge der Bewegungsgleichungen (1)
Funktionen von 0 t und 81' 82 ' , • Sn' Es ist daher

d ' d' l' d d d ~ a81' 8 82' a8n'
SI 82 , , ,l Sn = SI S2' , • Sn ± -8- . a- .. , 8-'

81 8 2 Sn

Bei Bildung der partiellen Ableitungen in der Funktional
-determinante sind ot, 81' S2 ••• Sn als die independenten Variabeln,
ersteres also, weil nach ihm gar nicht differentiiert wird, als
konstant zu betrachten. Sei 0 t unendlich klein, so ist infolge
,der Differentialgleichungen (1)

SI' = SI + SI ci t, S2' = S2 + 82 0 t ... i

Man erhält folglich:

~ + 8 SI' • 882' • , • 8 sn' = 1 + ot (8 Si + 882 + ... aSn)
..::::,.; - aSi 8 S2 8 Sn aSI 8 82 8 Sn

und die Gleichung (3) reduziert sich auf

f {(t, SI' S2 ••• Sn) = {(t', S/' 52' ••• Sn')

(4) 1 [ 1 + 0 t (8 Si + aS2..a81 a82-

+ ~ Sn)] .. . . a8n

Es wurden hier überall die Glieder von der Ordnung ci t2

und von höherer Ordnung weggelassen. Da ihre Anzahl und
Koeffizienten nicht unendlich sein können und die Glieder von
der Ordnung 0 t, wie wir sehen werden, nur endliche "liefern,
so überzeugt man sich leicht, daB dies in der Tat gestattet ist.

Mittels der Gleichung (4) kann der zur Zeit t' gehörige
Wert von { als Funktion von SI' S2 ••• Sn bestimmt werden, wenn
·der zur Zeit t gehörende Wert von { als Funktion von s1' S2 ••• sn
gegeben ist. Betrachten wir zuerst den speziellen Fall, daB

8 S1 + 8 S2 + ... aSn = 0
a81 aS2 aSn

ist. Dann reduziert sich die Gleichung (4) auf

{(t, SI' 82 ••• Sn) = f (t', SI" S2' •• , Sn')·
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Bezeichnen wir die Werte der 8 zur Zeit t" = t + 2 (Jt mit.
11 11 d' Z 't t'" t + 3 ~'t ml't ,,, "' so erSI ,s2 ••• , le zur el = . U SI "~2 ••• , -

halten wir in derselben Weise:

((s/', S2" ••• ) = {(SI" '';2'· •• ) = {(SI' '';2 ••• )

{(st', '';2'" ••• ) = ((SI' '~2 •.• ) usf.

Es ist also die Funktion {überhaupt konstant, was so zu
verstehen ist: Wenn man in ( (t, 81 , '<:2 •• "~n) statt t irgend einen
anderen Wert T und gleichzeitig statt SI' 82 ••• Sn die Werte
substituiert, welche diese Größen zur Zeit r annehmen, wenn
sie zur Zeit t die Werte sI' 82 •• , Sn hatten, so ändert die
Funktion t' ihren Wert nicht. Sind also

Cfl (t, sI' 82 ••• ) = a1, (P2 (t, SI' S2 ••• ) = a2 ••• Cfn (t, SI' 82 ••• ) = an .

die Integrale der Differentialgleichungen (1), so muß feine
Funktion der Cf sein, weil diese und nur diese' mit wechseln
der Zeit konatant bleiben. Wir erhalten daher gemäß der
Gleichung (2)

(5) cl N = {((PI' Cfz ••• CfJn) • d SI d S2 ••• cl Sn'

Wir wollen bier statt der Differentiale der 8 die Differentiale
der Cf einführen, so erhalten wir:

(6) I 717 f (Cf!11 Cf!2 ' • • CPn) d I I
C .LV = a a a' CfJ1 (. CfJ2 ••• ( Cfn'

~+~.~ .. , .(('n..::;.; - a81 a82 a8n

Es ist dies die Zahl der Punktesysteme, für welche zur
Zeit t

Cf1 (t, 81' S2 ••• ) zwischen Cfl und 'PI + d Cf1

CfJ2 (t, 81 , ,';z ... ) zwischen Tz und CfJz + cl 'P2

(0)

rpn (t, SI' 82 , •• ) zwischen Cfn und CfJn + cl CfJn

liegt. In der Formel (6) ist bei Bildung der partiellen Differen
tialquotienten t als konstant zu betrachten. Nun bleiben aber
mit wechselnder Zeit sämtliche (P konstant, folglich bleibt auch
die Zahl der Punktesysteme konstant, deren Zustände zwischen
den Grenzen (0) liegen, und weil diese Zahl durch die Formel
(6) gegeben ist, von deren Zähler wir bereits bewiesen haben,
daß er konstant ist, so folgt daraus unmittelbar, daß auch der
Nenner dieser Formel, also die Funktionaldeterminante
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~± atpl •.aCP2 aC{ll'l
.L.J aSI aS2 • •• aSn

konstant, d. h. nur eine Funktion der 'P ist.
Der Nutzen, den wir durch Einführung der cl 'P erhielten,

besteht darin, daß jetzt diejenigen Punktesysteme, deren Zu
stände zwischen den Grenzen (0) liegen, für alle Zeiten dieselben
bleiben, also ganz unabhängig von den übrigen sind, daß wir
also von den übrigen Punktesystemen, welche bloß zur Trans
formation der Gleichungen als Hilfsvorstellung eingeführt wurden,
wieder ganz unabhängig geworden sind. Die Zustände der
Punktesysteme aber, für die die Variabeln zwischen den Grenzen
(0) liegen, sind nur unendlich wenig voneinander verschieden;
wir haben es also nur mehr mit lauter Punktesysteme von
einem und demselben Zustande oder, wenn wir wollen, nur mehr
mit einem Punktesysteme zu tun. Wir wollen nun den mit cl N
bezeichneten Differentialausclruck noch in einer drittenWeise aus
drücken, indem wir statt cl .'1'2' cl s'J •.. cl .11

71
die Differentiale von

(Pz' CfJ3 ••• 'Pn einführen, das Differentiale VOll SI aber unverändert
lassen. Wir können diesen neuen Ausdruck für d}l in zweifacher
Weise gewinnen, ent'\yeder indem wir in der Formel (5) d -"1
unverändert lassen und. d (f''!" d cta ... d (Pn für d 82 , d S;{ ••• cl.'in
einführen; dadurch ergibt sich:

(7) d )lr - {(tPt, Cfl2 ••• tp,,) cl d I I
1\ - -----a a a SI (f'z (Cf'a'" ( (PI!

~1 + ----.5D.. . _J3_ .... (P,•
.L.J - a8 2 a8 3 0 s,.

oder indem wir in der Formel (6) d 'Pz' d Cf':l' .• d (Pu unverändert
lassen und statt dfPl wieder cls1 einfü?ren mittels der Gleichung:

cl 'PI = (~ ~1) d SI'
wobei der partielle Differentialquotient eingeklammert wurde,
um anzuzeigen, daß bei Bildung desselben ep2' 'Pa ... epn als kon
stant und bloß S] und t als independent zu betrachten sind,
S2' 8a ... sn aber sind infolge der Gleichungen CfJ2 = const.,
(Pa = const.... CPn = const. als Funktionen von SI und t anzu
sehen. Nach der zweiten Methode ergibt sich:

(~- (P1) f (CPll (P2 . • . (1'n)

(8) cl LV = 88 a' a cl SI cl CP2 cl 'Pa ... cl Cfn •""'+ ~. ~ -~~
~ - a8

1
a82 ••• as,.
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Da die beiden Ausdrücke (7) und (8) dieselbe Größe be
zeichnen, so müssen sie identisch sein; es muß also

~+ aCfJl. aCfJ2 • •• aCfJ71

(
8 CfJl ) = ...:::.,,; - a81 a~~ aSn

aSI ~+ aCfJ2 •~~ • • • aCfJn
.L.; - a82 aSJ aSn

sein, oder weil die Funktionaldeterminante im Zähler eine
ri~unktion der Cf ist

(~) = F(CfJ\, Cfi2 ••• C{J71)

(9) a81 ~ ± ß CfJ2 . _a_CfJ~ aCf"
.L.; a8

2
aSa ••• a8n

Gesetzt, man habe nun n -1 Integrale CfJ2' crs'·' Tu der
Differentialgleichungen (1) bereits gefunden, so bleibt nur mehr
die Gleichung

( I 0) rl '';1 - 81 d t = 0

zu integrieren, in der S2' ,,;s ••• sn infolge der bereits gefundenen
Integralgleichungen

(ll) ({J2 = az' Cfs = as .•• 'Pn = an

als Funktionen von SI und t auszudrücken sind. Ihr Integral
sei Cfl = a

1
; seine Differentiation liefert .

(12) (~r~) dSI + (aa~~) dt = O.

Hierbei sind die partiellen Differentialquotienten wieder
eingeklammert, weil bei Bildung derselben bloß ~1 und tals
independent, s2' sa'" '~n aber infolge der Gleichungen (11) als
]"unktionen von SI und t.zu betrachten sind.

Die Gleichung (12) mit der Gleichung (10) verglichen zeigt,
daß (8 (FI / 8 SI)' daher infolge der Gleichung (9) auch

1

-"'-~ + a(P~ • aCfJs ~.!E!!._
.L.; - a82 aSa • • • aS71

ein integrierender Faktor der Gleichung (10) ist. Hat man
daher die Integrale (tz' (Fa ... (Pn gefunden, so ist damit sofort

. auch der integrierende Faktor der letzten noch übrig bleibenden
Differentialgleichung (10) gefunden. Es ist dies vorläufig nur
ein spezieller Fall des Prinzips des letzten Multiplikators. Um
dieses Prinzip in seiner ganzen Allgemeinheit zu beweisen,
wollen wir annehmen, es sei
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8 81 + a82 + 8 Sn
88

1
88

2
••• 88n

von Null verschieden. Wir wollen setzen:

S Xl S X2 S Xn

l=Y' 2=X"" n=Y'

wobei die n + 1 Größen X, 1;, .X
2

••• x:~ wieder Funktionen
'von t, SI' 82 ••• Sn sein sollen.

Dann geht die Gleichung (4) über in:

{
f = f'. [1 + J: (8 X + 8. Xl + 8.X2. +...) _ J: (8 X+ aX • Xl

((13) X 8 t 881 a82 X 8 t a81 X
aX X 2 )]+ a8

2
' X + ....

Hier wurde kürzehalber f statt ((t, 81 , 82 " .) und f' statt
[(t', 81 ', 82', •• ) geschrieben. Wir wollen nun setzen:

Jd t(O x aXl aX 2 ) •

Z = e x"ät + ä8; + 082 + ... ,

-dann verwandelt sich der Ausdruck in der eckigen Klammer
,der Gleichung (13) in:

J Z J X Z' X
1+ Z- X = X,'z'

"Wenn X' = X + 0X und Z' = Z + 0 Z die Werte der Größen
X und Z zur Zeit t' = t + ot sind; also die Werte, welche X
und Z annehmen, wenn man darin t', 81', 82'", statt t, 81' 82 •••

·substituiert. Die G:leichung (13) selbst geht über in:
Z' f', zr
X' = X·

:Schließt man in derselben Weise von t + ot auf t + 20t, dann
.auf ~t +·3 ot. usf, so überzeugt man sich, daß Zf / X für alle
:Zeit konstant, also eine Funktion der CfJ sein muß. Wir wollen
.wieder in den Ausdruck (2)drpp drp2 ... drpn statt dsI' ds2• .. dSn
-einführen, so erhalten wir:

(14) .1 N f(t, 81 , 8 2 ••• ) d d d
~. 0, = a a a CfJl CfJ2'" CFn

~+~.~ ~
~ - 8 8

1
a8

2
••• 8 8n

für die Anzahl der Punktesysteme, deren Zustände zwischen
den Grenzen (0) liegen, und da diese Anzahl konstant sein
muß, so muß· auch
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f
~ ± 0 Cf!1. aCf!'1 • • • aCf!n

..::::.,; aS1 a8'1 aSn
konstant sein. Nun sahen wir aber, daß auch Z t'/ X konstant
ist, daher ist auch

(15) Z ~ ± aCf!1 • ~!f~ . .. aCf!n = const.
X ..::::.,; aS1 a82 a8n

Unter einer Konstanten ist da immer eine Größe zu ver
stehen, die bloß Funktion der CfJ ist. Die übrigen Schlüsse
bleiben dieselben wie früher. Führt man in die linke Seite der
Gleichung:

d SI d 82 , •• d S,! ~ ± aa Cf!l • aa Cf'2 •• '0iJ' Cf!n = d CfJl d CfJ2 ... d CfJn) "L.; 81 82 8n

die Variabeln 81' CP2' CfJ3 ••• CfJn ein, so geht dieselbe über in::

d S1 d Cf!2 d CP3 •• , d Cf!n • ~ + aCf!l • aCf!2 • •• aCf!n •

~ ± aCf!2 • acPg ~ Cf!n "L.; - a'~1 a82 a8n..::::.,; a8
2

a8
3

••• {j 8 n

Durch Einführung derselben Variabeln verwandelt sich die
rechte Seite derselben Gleichung in:

(~ ~I) d '')1 cl 'P2 cl 'Pg ... d Pn

und da beide Ausdrücke gleich sein müssen, folgt:

~ + aCfJl • aCf!2 • •• a(pn

(aCf!l) =..:::;;.; - a81 a82 . a8n ,

as1 ~ ± a(P2 • aCf!~ acpn
..:::;;.; a82 0 SB •• : aSn

also nach Gleichung (15)

(aCfJ1) _ X const
a81 - Z ~ ± a({I2 • aCfJ3 • •• aCf!n •

"L.; a82 a83 aSn
Der mit der Konstanten multiplizierte Ausdruck ist als()

in dem allgemeinen Falle der integrierende Faktor der Diffe
rentialgleichung cl 81 - SI d t = 0, wenn überall 8

2
, 8g ••• Sn in

folge der Integrale (11) als Funktionen von SI und tausgedrückt.
werden, womit das Prinzip des letzten Multiplikators in seiner
ganzen Allgemeinheit gewonnen ist. Die Rechnung, welche
wir gegenwärtig geflihrt haben, war aber identisch mit der des
ersten Abschnittes meiner Abhandlung: "Über das Wärmegleich
gewicht mehratomigel' Gasmoleküle". Man überzeugt sich da-
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von am schnellsten in folgender Weise. Wenn. wir unter den
Differentialgleichungen (1) die Bewegungsgleichungen für ein
mehratomiges Gasmolekül, unter den .'I die Koordinaten und
Geschwindigkeitskomponenten seiner Atome verstehen, so ist

a81 _ a82 _ aSn _ 0
a8

1
- a8

2
-... aSn - •

Außerdem enthalten die Größen SI' 82 ", Sn die Zeit nicht.
Es ist also, wenn sehr viele Gasmoleküle vorhanden sind, die
Zahl derjenigen, deren Zustände zwischen den Grenzen (A):
liegen, durch die Formel (5) gegeben. Seien nun

(F2 = a2 , 'P3 = G2 ••• fPn = an

die Integrale, welche man nach Elimination der Zeit aus allen
Integralen der Bewegungsgleichungen erhält; .PI = a1 sei das.
Integral, welches auch die Zeit enthält, so daß also a2, G3 ••• an

den Bewegungszustand, a1 die Bewegungsphase bei gegebener
Zeit bestimmt. Dann darf, wenn sich die durch die Formel (5}
gegebene Zustandsverteilung mit der Zeit nicht ändern soll,.
diese Formel die Zeit, also CfJl nicht enthalten; es muß also-

cl N = f( CfJ2' ({Ja'" CfJn) cl SI' cl 82 ••• cl Sn

die Zahl der Moleküle sein, deren Zustand zwischen den
Grenzen (A) liegt, was mit dem in der zitierten Abhandlung
Gefundenen übereinstimmt, wo ebenfalls bewiesen wurde, daß f
eine beliebige Funktion von ({J2' P3'" ({Jn sein kann, solange
keine Zusammenstöße stattfinden. Aus den Schlußformeln der
gegenwärtigen Abhandlung gelangt man zu diesem Resultate
in folgender Weise. Da die S die Zeit nicht enthalten, so
ist 1/81 ein integrierender Faktor der Gleichung cl SI - SI cl t = o.
Nach dem vorhergehenden ist aber

1

L7 ± ~::. ~~: ... ~~n
ebenfalls integrierender Faktor. Wir erhalten also:

1 .~ aC(J2 aCfJs aCfJn t
S; ..:::;.; ± aS2 • ass ... aSn = cons .

~Tenn man sich im Ausdrucke links alles durch SI' t, ({J21

({Ja'" Cfn ausgedrückt denkt, so kann·. c1erseibe die Zeit nicht·
enthalten, da weder SI noch die Funktionaldeterminante die
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Zeit enthalten, Folglich ist die Konstante bloß Funktion von

'fP2' P3' 'Pn' Es ist also

d t = const. d S1

(16) ~ + ~. CfJ2. aCfJs ... aCfJn
..:::;;;.; - a82 a8s a8n

·die Zeit, während welcher bei gegebenem Bewegungszustande,
.also bei gegebenen a2, as '" an die Variable SI zwischen SI und
..81 + d SI liegt. Sind nun sehr viele Moleküle vorhanden und ist

M = F ('P2' 'P3'" 'Pn) d 'P2 d 'Ps'" d 'Pn

-die Zahl derj enigen, für welche die den Bewegungszustand be
'stimmenden Integrationskonstanten a2, a3 •• , an zwischen:.

(D) 'P2 und 'P2 +d 'P2' 'Ps und 'Ps + d PS'" Pn und 'Pn + d epn

liegen, so wird sich die Verteilung der verschiedenen Be
wegungsphasen dann mit der Zeit nicht ändern, wenn sie durch
·die Proportion d N: M = d t:.r d t bestimmt ist, In dieser Pro
portion istdN die Zahl der :M.oleküle, deren Bevvegungszustand
zwischen den Grenzen (D) liegt, während ihre Bewegungsphase
·dadurch bestimmt ist, daß sl zwischen SI und SI + d SI liegt.
Das Integral J d t ist bei konstanten 'Pz'· Ps . , 'CfJn über alle
möglichen Werte von .\ zu erstrecken, ist also, weil der Wert
von dt durch die Gleichung (16) bestimmt ist, eine Funktion
'Von CfJ2' CfJ3'" Pn' Aus der obigen Proportion ergibt sich
unmittelbar:

dN f(CfJ2' CfJg ••• C{Jn) d d d d
. =. ~. a a SI CfJ2 CfJ3" , 'Pn

~ + ~_ .~ -5E!:...:::;;;.; - a82 a83 ". aSn

und nach Wiedereinführung von S2' S3'" sn

(17) d N = f (CfJ2' CfJS'" CfJn) d SI d S2 d Ss ' .. d Sn'

worin man die in meiner Abhandlung "Über das Wärmegleich
:gewicht mehratomigel' Gasmoleküle" entwickelte Formel wieder
erkennt, Wir können hieraus schließen, daß wir die Formeln
jener Abhandlung auch umgekehrt auf dem Wege finden
könnten, auf dem Jacobizu dem Prinzip des letzten Multi

'plikators gelangte. Ehe wir dies aber in Angriff nehmen,
müssen noch einige Bemerkungen vorausgeschickt werden.
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II. Wärmegleichgewicht zwischen einer endlichen Zahl
materieller Punkte.

Seien 81, 82 ••• Sn wieder die n Variabeln, durch welche der'
Zustand eines Systems von n materiellen Punkten zu einer be
stimmten Zeit t charakterisiert wird. Zwischen denselben sollen.
wieder die Differentialgleichungen (1) bestehen, durch deren
Integration man sämtliche Variable, wenn ihre Anfangswerte.'
gegeben sind, als Funktionen der Zeit findet. Eliminiert man
die Zeit, so bleiben noch n-1 Gleichungen zwischen n Variabeln~

Es ist jedoch noch zu bemerken, daß nicht notwendig, wenn
der Wert einer einzigen dieser n Variabeln gegeben ist, damit
alle Werte der n-1 übrigen bestimmt sind. Es kann vielmehr
der Fall eintreten, daß trotz der n-l Gleichungen dadurch
die Werte einiger der n-1 Variabeln bloß zwischen gewissen
Grenzen eingeschlossen sind, so daß sie noch unendlich viele'
kontinuierlich sich folgende Werte annehmen können; wie etwa
die Gleichung arcsin x = .A aresin y, wenn .il irrational ist,.
bei gegebenem x bloß aussagt, daß y zwischen - 1 und +1
liegt. Ein Beispiel wird dies am schnellsten klar machen. Ein.
einziger materieller Punkt, mit den Koordinaten x, y und den
Geschwindigkeitskomponenten 11, v bewege sich in der Ebene.
Die Kraftfunktion der auf ihn wirkenden Kräfte sei a / r, wo a'

konstant
r = 11 x2+y2

ist. Er wird also nach dem Newtonsehen Gravitationsgesetze
nach dem Koordinatenanfangspunkte 0 gezogen. Er beschreibt
dann um denselben, wenn er sich nich~ etwa ins Unendliche
entfernt, welchen Fall wir ausschließen, eine in sich zurück
kehrende Bahn. Wenn daher der Wert einer der vier Variabeln.
.x, y, u und v gegeben ist, so sind die Werte der drei anderen,
bestimmt. Es besteht ja zwischen ihnen nach Elimination der
Zeit noch die Gleichung der lebendigen Kraft, die des Prinzipe,.
der Flächen und die Gleichung der Bahn.. Anders dagegen
wäre die Sache, wenn die Kraftfunktion gleich. a /1' + b/1,2:

wäre. Die Bahn des Beweglichen wäre dann wieder einer
Ellipse ähnlich, würde aber nicht in sich zurückkehren mit.
Ausnahme des speziellen Falles, daß der Winkel zweier
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folgender Apsidenlinien in einem rationalen Verhältnisse zu n
steht; die Gestalt der Bahn ist durch die nachstehende Fig. 1
versinnlicht. Der materielle Punkt beschreibt jetzt keine in
sich zurückkehrende Linie, sondern durchwandert allmählich
{las ganze Stück der Ebene, welches zwischen zwei aus dem
Zentrum 0 mit den Radien 0 Li und 0 B beschriebenen Kreisen
liegt, ohne je wieder exakt zu demselben Punkte, der Ebene
zurückzukehren. Betrachten wir irgend ein innerhalb jener
Kreise liegendes Element der Ebene d x d y und lassen den

materiellen Punkt eine
sehr lange Zeit 11 hin
durch sich bewegen,
so ist das Verhältnis
jenes Bruchteils von T,
während welches sich
der Punkt innerhalb
d x • dY befindet, zur
ganzen Zeit 11 eine
mathematisch vollstän-

Fig. 1. dig definierte Größe.
Wir wollen sie als diejenige Zeit bezeichnen, während welcher
sich der materielle Punkt dU?'ckscltnittliclt im Verlaufe der Zeit
einheit innerhalb d.'I:· dY befindet, oder als die Zeit, während
welcher im Durchschnitt im Verlaufe der Zeiteinheit gleich
zeitig x zwischen x und a: + d x, y aber zwischen y und y + d y
liegt. Ich werde kürzehalber den Zusatz "im Verlaufe der
Zeiteinheit" öfters weglassen. Der Durchsohnittswert ist immer
auf die Zeiteinheit. zu beziehen. Die Gleichung der Bahn ist
jetzt nicht tauglich, bei gegebenem a: den Wert des y zu be
stimmen. Es gehört nicht zu jedem .7: eine nur endliche Zahl
von Werten des ,0/, sondern x und y sind voneinander un
abhängig (nur schließt eines das andere zwischen gewissen
Grenzen ein). u und v aber sind bei gegebenem x und y
durch die Gleichung der lebendigen Kraft und das Prinzip
der Flächen bestimmt.

Ähnlich wäre es, wenn a x 2 + b,lj2 die Kraftfunktion wäre,
wobei -a und b inkommensurable Konstanten vorstellen, Der
materielle Punkt würde dann zwei aufeinander senkrechte ein
fache Pendelschwingungen von inkommensurabler Schwingungs-
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dauer gleichzeitig vollführen, also mit wachsender Zeit all
mählich die ganze Fläche eines Rechtecks durchwandern. Es
wären wieder x und y unabhängig, nur zwischen gewissen
Grenzen eingeschlossen, u hingegen wäre Funktion von x, v
'Von y. Wir kehren nun zu dem allgemeinen Falle zurück.
Es seien

n- II die Zeit nicht enthaltende Integrale der Gleichungen (1),
,durch welche sich bei gegebenem Werte der Konstanten
·an , an-I'" a Tt+!, n'- II Variable als Funktionen der II übrigen
bestimmen, wie in den früheren Beispielen die Gleichung der
lebendigen Kraft und das Prinzip der Flächen. k der Variabeln
~"1' S2'" sn aber sollen nicht durch die übrigen' bestimmbar
sein, wie in den vorigen Beispielen x und y.

'Wir wollen sie unabhängig nennen, was so zu verstehen
ist: Jede dieser k Yariabeln soll bei gegebenen Werten der
Konstanten an' an-I'" a k+1 (diese werden für das ganze Pro
blem als ein für allemal bestimmt vorausgesetzt) und gegebenen
Werten der II - 1 übrigen Variabeln noch fähig sein, eine un
-endliche· Zahl kontinuierlich sich folgender aber zwischen be-
-stimmten Grenzen eingeschlossener Werte anzunehmen. Trotz
·der n - 1 Gleichungen, die nach Elimination von t übrig
bleiben, muß, um den allgemeinsten Fall zu betrachten, diese
Annahme gemacht werden, wie wir in den früheren Beispielen
·sahen. Sind (wie bei der Bewegung eines Punktes nach dem
Newtonsehen Gravitationsgesetze) alle s durch ein einziges
bestimmt, so brauchen wir nur k = 1 zu setzen. Wie in den
'Vorigen Beispielen x und y, so sollen jetzt die Variabeln
.sI' S2'" Sk voneinander unabhängig nur zwischen gewissen
Grenzen eingeschlossen sein, während Sk+l' 87&+2'" 8n wie dort
u und v bestimmt sind. Wir können· daher, falls die Bewegung
stationär ist, wieder nach der Zeit fragen, während welcher
durchschnittlich sI' 82 ", '<;k zwischen

(E) SI und SI + d Sv S2 und S2 + dS2 ••• sk· und Sk + dST,

liegen. Nur müssen natürlich '<;1' S2'" 8k innerhalb jener Grenzen
-eingeschlossen sein, welche die Werte dieser Variabeln im
Verlaufe der ganzen Zeit nicht überschreiten. Wir wollen die
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Zeit, während welcher durchschnittlich die Variabeln 81' 82 ••• 811;

zwischen den Grenzen (E) liegen, mit lJ1 (81' 82 ••• 87,) d 81 d 82 ••• d s"
bezeichnen und wollen sie durch eine Rechnung aufsuchen, die
dem J aco bischen Beweise des Prinzips des letzten J\!Iultipli-·
kators ganz analog ist. Ich will das Problem der Bestimmung
der Funktion l!', welche uns die durchschnittliche Zustands-·
verteilung liefert, wenn nur eine endliche Zahl (n) von A.tomen
in Wechselwirkung steht, als das Problem des Wärmegleich-·
gewichtes zwischen einer endlichen Zahl von Atomen bezeichnen.1);
Kennt man die. Werte v~n sI' s2'" Sk zu einer bestimmten,
Zeit t, so können wir daraus durch die Differentialgleiehungen (1),
die Werte s/' S2'••• Sk' dieser Größen zur Zeit t' = t + 0 t be-·
rechnen. Ich will sie die den Werten 81, S2." Sk nach der'
Zeit 0 t entsprechenden Werte nennen. Sämtlichen innerhalh
der Grenzen (E) liegenden Werten werden nach der Zeit (j t
gewisse andere Werte entspreohen, die wieder zwischen ge
wissen anderen unendlich nahen Grenzen (G) liegen werden..

1) Die Funktion F könnte ohne Schwierigkeit aus den Gleichungen,
des vorigen Abschnittes gefunden werden. Für

enthält nämlich die dort gebrauchte Funktion f bloß qJn, CfJn-l'" CfJk+l~

Es ist also

f(qJm CfJ1I-l'" qJk+l) • d 81 d 82 ••• d 8k d qJlc+l d CfJk+2 ••• dqJn
~ ± aqJn. aqJ1I-l, aqJk+l

..::;.; a8n a811-1 ••• a8k+l

die Zahl der Moleküle, für welche 81, 82 ••• 8k zwischen den Grenzen (E)
und qJk+l' CfJk+2.'· qJn zwischen qJ"+1 und CfJlc+l' + d qJ"+1 usf. liegen. Und:.
da qJn, qJn-l'" CfJk+l konstant bleiben, so muß

d 81 rl82 ••• d 8k-----=----=---.=.:.---- . const.
~ ± aCfJn • aCfJn-l aqJk+l

..::;.; a8n a811-1 ••• a8"+1

die Zeit sein, während welcher durchschnittlich der Zustand eines ge
gebenen Moleküls so beschaffen ist, daß 81, 82 ••• 8" zwischen den Grenzen (E)·
liegen, womit F bestimmt ist. Im Texte will ich jedoch den umgekehrten
Weg einschlagen, die Funktion F nach einer anderen Weise bestimmen,
und aus ihr erst zu den Gleichungen des vorigen Abschnittes zurück
kehren.
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(18)

sein, wobei

.7 , d ' d' d d d ~ + as/ a''?2' 8 Sk'
(~SI S2'" Sk = SI ·\12 '" .lIk - -8-· -8-" ·-a-··

81 82 8k

Sei 0 t unendlich klein, so liefern die Differentialgleichungen (1)

R1' = .\11 + 81 0 t, 82' = 82 + 82 (J t ... sn' = Sn + Sn 0 t.

Daher hat man mit Vernachlässigung unendlich kleiner
höherer Ordnung

~ + a8 1' • aS2' ••• aSk' = I + 0 t (a SI + aS.2 +... 88k )

~ - aSI a82 aSk a81 aS2 aBk

P (8/, 82'", '~'k') d s/ d ,';2" .• d Sk' = F (SI" S2'••• ,'01,/),

[1 + 0 t ( ~ ~: + ~ ~: +... ~~:)] d SI d 82 ... d 8k •

Bei Bildung der partiellen Differentialquotienten sind Sk+J'

Sk+2 ••• Sn als Funktionen von sI' s2 ••• ,lIk anzusehen, 0 t ist eine
Konstante. Die Variabeln werden jedesmal so oft sie in die
Grenzen (E) eintreten, nach der Zeit 0 t in die Grenzen (G)
eintreten. Und jedesmal wird auch der Austritt aus den
Grenzen (G) und 0 t später als der aus den Grenzen (E)er
folgen. Da nun 0 t als eine reine Konstante betrachtet wurde,
so dauert das Verweilen zwischen den Grenzen (G) immer so
lange, wie das zwischen den Grenzen (E). Und da auch der
Eintritt in beide Grenzen gleich oft erfolgt, so muß die Zeit,
während welcher die Werte der Variahelh zwischen den
Grenzen (E) liegen, gleich der Zeit sein, während welcher sie
zwischen den Grenzen (G) liegen; es ist also:

Die Zeit, während welcher durchschnittlich die Variabeln
sI' S2· •• .'ik zwischen den Grenzen (G) liegen, wird

f(s/, 82' •.• '~k') d 8/ d 82' .•• d Sk'

7(1 ( ) d d d 1(/ ( , .' ') d ' l .' d'.i.' SI' 82 ", Sk SI S2' • • Sk =.i.' '~1' .~';!, ••• Sk SI ( Sz··· sk

und mit Rücksicht auf die Gleichung (18)

(lU) F('~I,s2 ... S,c)=F(s/S2'... 8.k')' [1+(Yt(8aSI +Ea82 +... BaSk
)].

81 82 Sk

Der Ausdruck in der eckigen Klammer bestimmt sich in
folgender Weise: Da lfJn = an ein Integral der Differential-
gleichungen (1) ist, so hat man identisch: .

(20) 8 aC(1n + S aC(11l + ... 8 aC(1n = 0
1 aSI . 2 a82 n aSn 1

Boltzmaun, Gesammelte wissenseh. Abhandl. I. 18



endlich ist

274 19. Einige allgemeine Sätze über Wärmegleichgewicht.

in welcher Formel aber alle Variabeln '''1' S2'" Sn als in
dependent zu betrachten, die partiellen Differentialquotienten
also in einem anderen Sinne als in Formel (19) zu verstehen
sind. Wir wollen nun eine partielle Differentiation, bei der
SI' S2'" .'ln--1 independent, Sn infolge der Gleichung rpn = an als
Funktion derselben betrachtet wird, dadurch bezeichnen, daß
wir dem a den Index 1 beifügen, während a ohne Index eine
partielle Differentiation anzeigt, bei der alle '~'1' S2'" sn in
dependent sind. Dann ist:

Ich behandele hier nicht den allgemeinsten Fall, wo

S Xl 8 X 2 S Xn

l=X' 2=7'" n=x
(die X sind Funktionen von sund t), dessen Lösung wieder
dm'ch die Größe

f !:..!... ( ax +~ + ax.2. + ...)x at a81 a82

Z=e

gegeben wird; sondern ich setze voraus, daß die rp und S
t nicht enthalten. Außerd.em sei

~ S1 + ~ S2 + 8 Sn _ 0
8 8

1
8 S2 ••• 8 Sn - •

Differentiiert man die Gleichung (20) partiell nach sn' so
findet man:

8 SI • 8 q'n + 8 SI. 8 ((12 + ... 8 Sn 8 ((1n = _ S 82
((111

8 Sn 8 S1 8 Sn 8 S2 aSn a8" 1 8S1 8 Sn

_ 8 82cpn _ S ~2CPII
2 8 S2 aS" • •• n 8 S1I 2 ,

d (8 CPn) .
~ = S 8

2
((111 S _~CP-!!-. S 82 cpn •

d t 1 8st 8s + '28s 8s +... n 8s":'\ ,n 2 n I/'
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man erhält daher

d log (8 qJn)

(21) ~~! + 8182+ §~"-1 = " ß_~aSI 8 S:l • •• 8 Sn_1 d t

Wir wollen nun eine partielle Differentiation, wobei SI'

S2" • sn_2 als independent, sn_1 und sn aber wegen P1l = an und
CPn-l = an_ 1 als Funktionen davon betrachtet werden, mit 8

2
bezeichnen. Dann ist

?~ 81 + 82 8~ + O2 8"'-2 _ 81 SI + 81 S'j
oSI 8 S2 • •• 88"_2 - 8 SI a82

1

+ _~_.t_ S".".. _ a~ "( 81 SI • 81 qJ".1•.. 0 1 -yn-l 0 a
S"_1 -a S"_1 - S"'-1 SI

-I- ß.1 S2 a1qJ"-1 + 81 S"_1 • ~1.!E."-I) •
8 8n _1 88

2
••• a8

11
_ 1" aS''-l

Da sowohl CPn als auch CfJn-l Integrale von (1) sind, so hat
man identisch

S 81 qJn-1 + S B1.C{J"_1 + S 81 qJ".1 - 0
1 8 8

1
2 a8

2
• •. n-1 a8

11
_
1

- ,

wobei wir sn durch die Gleich-qng Pn =" an als Funktion von
SI' s2,,, sn-l ausgedrückt denken m.üssen. Differentiiert m.an diese
Gleichung partiell nach sn-1' wobei aber wieder sn als Funktion
von SI' 82 ", sn-1 angesehen, daher das Zeichen 81 angewendet
werden soll, so ergibt sich:

a! ßl • 81 C{J1l-1 + _81 SOl • ~.1...CP.!!...-:1 + 81 S"_1 • ~1 <j)1l=!..
a8"_1 aSI 8811_ 1 8 S2 • •• 8811_ 1 aSn-l

_ _ 6' 8? qJ1'-:!._ _ S " 8 i CP.n-l _ S 8 r qJll-1 •
- 1 881 8 sn_l 2 882 a8n_1 • •• n·l B8n-'.!.-1

Ferner hat man

d (81 qJ"'-l)
aSn_1 _ ~ Bi C{J"'-1 + S Bi qJn-l + S ai Cf!,,-=!..
d t - j 1 aSI a8n-t 2 a82 aSn-l • •• n-1 B8"=-1

Mit Berücksichtigung aller dieser Gleichungen und der
Gleichung (21) ergibt sich:

a~ SI + 82 S'.l + 82 Sn_2
7i"i;- as; . ~. 8 8",-'j

d log ( 8
qJ" • ~1_ qJ11-1 ) d log ( "'"" ± ~f/!.1l • a(rn-I)

8811 aS"_1 .L,.; aSn a8"'-1
--~dt dt

18*
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worm
.""+ 8 cp" • ~ cpn-1
~ - 8sn 88n_1

die Funktionaldeterminante

ist. Von der Richtigkeit der letzten Gleichung überzeugt man
sich, indem man

81cpn-l
-{)8"_1

durch partielle Differentialquotienten ausdrückt, in denen alle $

independent betrachtet werden. Es ist bereits ersichtlich, wie der
Beweis fortzuführen ist; man gelangt schließlich zur Gleichung:

dt

an-Tc zeigt eine Differenti~tion an, wobei $1' $2'" sTc als
independent, '~k+l'" $n aber vermöge der Gleichungen

epn = an' .. CfJ7c+l = ak + 1

als Funktionen davon zu betrachten sind. Nun sind aber die
partiellen Differentialquotienten der Formel (19) genau so zu
verstehen; dieselbe geht daher über in

F(s], 82 ", Sk) = 1J'(s'l' ~'2" .).

r
d log ( Y ± acp" • 8 f{!,i...:"- ß ~~±.!...) ]

1 + d' t ",;;..,; as" 8 8"_1 ••• aSk+l

~. d t 1

oder wenn man den Wert der Größe unter dem Logarithmen
zeichen zur Zeit t mit Q, den zur Zeit t' mit Q' bezeichnet:

QF(81, .112"') = Q' F(!;'11 8'2" .).

Schließt man in derselben Weise auf die Zeiten

t+2d't, t+30t

usf., so überzeugt man sich, daß

Q1J'( '~1' S2'" Sk)
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für alle Zeiten konstant ist. Es ist also

"P(sp 82 ",) = g.
Substituiert man hier für Q seinen Wert, so ergibt sich:

o
F( SI' 82 ", Sk) = 8 8 ~.

""" ±~ •~ u epk+1 •
.L,,; 8 Sn 8811-1' •• 8 Sk+1

Folglich ist

(22) {
F(SI' S2'" Rk ) • ds1• ds2 ••• d8k

_ 0 d S1' d s~ .•. d Sk

" - ~ ± 8 C{!n • 0 cp11-1 OC{!k+l

~ aSn 8811-1'" aSk +1

die Zeit, während welcher die Variabeln SI' 82 ", ''?k' welche
fähig sind, unabhängig eine Reihe kontinuierlich sich folgender
Werte anzunehmen, durchschnittlich zwischen den Grenzen (E)
liegen. Wir können dieselbe unmittelbar bestimmen, sobald
wir die Integrale CfJn' CfJn-l'" Cfk4-1 kennen, ohne daß es not
wendig ist, über die Art der Veränderung von sI' 82 ", Sk sonst
etwas zu wissen. Es könnte sein, daß bei gegebenen SI' '<;2'" Sk

die Größen Sk+l'" sn nicht eindeutig bestimmt wären, sondern
zu den angenommenen Werten von SI'" sk mehrere Werte
systeme von ''?k+l'" Sn gehörten. Es wäre dann die Wahr
scheinlichkeit, daß SI' S2'" Sk zwischen den Grenzen (E) liegen,
für jedes Wertesystem besonders zu berechnen, indem man in
die Formel (22) jedesmal die betreffenden Werte von ST,:+I'" Sn

einsetzte. Es ist nun leicht, von der Formel (22) wieder zur
Formel (17) zu gelangen. Wenn statt eines sehr viele Punkte
systeme vorhanden sind, die aber nicht in Wechselwirkung
stehen, so sei

M = (P (rpn' rpn-l ••• 'Pk+l) cl 'Pn'" d CfJk+l

die Zahl derjenigen, für welche rpn' CfJn-l'" CfJk+l zwischen rpn

und Pn + dCfJn' •• liegen. Die Zahl de~jenigen, deren Bewegungs
phase außerdem noch dadurch bestimmt ist, daß 81 , S2'" Sk

zwischen den Grenzen (E) liegen, sei d N. Dann wird sich
diese Verteilung der Bewegungsphasen erhalten, wenn sich
dN: M wie dt: fdt verhält, wobei

d t = P( SI' S2 ... ) cl ,f?1 d 82 ... cl Sk
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ist. Substituiert man den Wert (22) für Fund füh1't statt
d t:pn d t:pn-l ••• d t:pk+l wieder sn' 8'11.-1'" '~ktl ein, so ergibt sich,
weil J d t ebenfalls Funktion von t:pn' t:pn-l'" 'PHI ist,

d N = {( t:pn' t:pn-l'" t:pHl) d 81 d S2 ••• d Sn'

was mit der Formel (17) übereinstimmt.
Es wird vielleicht nicht überflüssig sein, diese allgemeinen

Schlüsse durch das bereits erwähnte sehr einfache Beispiel zu
erläutern. Ein einziger materieller Punkt mit der Masse 1,
den Koordinaten x, y und den Geschwindigkeitskomponenten u, v
bewege sich in der x y M Ebene. Derselbe werde mit einer
Kraft von der Intensität

a 2b
1=2+7

gegen den Koordinatenanfangspunkt gezogen. Setzen WIr
a b

---;:---;:2=X'

so ist also in unserem Falle

SI = x, S2 = y, Ss = u, S4. = v.

Die Gleichungen (1) reduzieren sich auf:

da; dy d'l~ Bx d1) Bx
E=u'dt=v,Cit=-ax'Clt=- By'

Zwei Integrale derselben, welche u und 1) bestimmen, sind:

u 2 + v2

(23) t:p4 = -2- + X = a4 , t:ps = yu - x v = aa'

Zwischen x und y aber ,besteht im allgemeinen keine für
alle Zeiten gültige Relation.' Nennen wir die Zeit, während
welcher sich der materielle Punkt durchschnittlich im Elemente
dxdy befindet, {(x, y) dxdy. Wenn der Punkt der Ebene mit
den Koordinaten x, y gegeben ist, an dem sich das Bewegliche
zur Zeit t befand, so ist damit der Punkt x', y', an dem es
sich zur Zeit t + 0 t befindet, gegeben. Ich will den Punkt
x', y' den dem Punkte x, y entsprechenden Punkt nennen.
Jedem Punkte des :B'lächenelm;nentes d JJ dY entspricht dann
ein gewisser Punkt der Ebene, dem ganzen Flächenelemente
dx dy entspricht ein anderes Flächenelement dx' dy' (was
übrigens, wenn 0 t endlich ist, nicht notwendig rechteckig ist).
Es ist dann
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f(x',y')dx' dy' = ((x,y)dxdy,

weil das Bewegliche jedesmn,l, so oft es in dx dy eintritt, um
~ t später in dx' dy' eintritt und auch der Austritt aus dx' dy'
immer um die Zeit vt später als der aus dx dy erfolgt.
Ferner ist

, , ( Gx' Gy' Gx' B y')dx dy = ---. - - -- . - dx d!J .
Bx By Gy, GX

Ist vt unendlich klein, so ist

x' = x + U ol, y' = Y + v vt,

Bx' • GY' _ Bx' . GY' = 1 + 0 t (~ +~) .
Bx By By GX GX oy

Bei Bildung von au Iax und av Iay sind u und v infolge
der Gleichungen (23) Funktionen von x und y. Man findet
durch partielle Differentiation derselben:

9 Bx Bx
26" - X-- v2 - y-

GU Gx Bv By
GX = xu+yv' 7fii= xu+.yv'

1 + ci t (~ +~) = ~~_±-~'-:!-.
Bx By xu+yv

Es ist somit

(x' U' + y' v') ((x', V') = (x 1l + ,1J v) f(x, y);

und da dasselbe auch für die Zeitmomente

t + 2 r)' t, t + 3 vt, , .
gilt, so ist

(.7: u + y v) j'(x, y)

konstant. In der Tat ist in diesem speziellen Falle:

~ ± GqJn • GqJn-l ~~ _ GqJ4 • GqJs _ arp, • aCPs
..:::::.,; aSn aSn_l ••• BSk+1 - G2' GU GU aV

=:1:u+yv,

weil in der Formel (22) x, y, u und v als independent zu be
trachten sind. Es liefert daher die Formel (22) für die Zeit,
während welcher sich der Punkt durchschnittlich im Elemente
d x • d Y aufhält, ebenfalls den Wert

Odxdy
f(x, y) dxdy = "

XU + ?I'I)

Bezeichnet r die Entfernung des materiellen Punktes vom
Koordinatenanfangspunkte, ~ die Komponente seiner Geschwindig-
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keit in der Richtung von r, so ist X?l + Y V = r (!. Es ist also
nach Bestimmung der Konstanten C

dxdy

f(x, y) dx dy = rr~; dy •

J.. '1"(1

Die doppelte Integration ist über das ganze, vom Be
weglichen durchlaufene Stück der Ebene zu erstrecken. In
diesem einfachen Falle. kann man leicht direkt die ganze Zeit
der Bewegung und die Zeit berechnen, während welcher sich
das Bewegliche im Elemente dx dy aufhält. Man findet für
ihr Verhältnis in der Tat den obigen Wert.

Um noch einige kompliziertere Beispiele zu machen,
nehmen wir an, die Variabeln '~l , 82 ••• Sn seien die Koordinaten
Xl' YI' .'1:2 ••• y;. und Geschwindigkeitskomponenten UI , VI' U2 ••• V;.

von }.. in Wechselwirkung stehenden materiellen Punkten, die
sich unter dem Einflusse bloß innerer Kräfte in einer Ebene
bewegen. Es sollen bloß die Gleichung der lebendigen Kraft

~ 1.6
2 + v2

CfJn=X+ ..::::.,;m-'-2-=an ,

die vier Gleichungen für die Bewegung des Schwerpunktes

CfJn-l = ~ m ,'I,' = an-I'

CPn-3 = ~ m u = an- 3 ,

CfJn-2 = ~my = an - 2 ,

(f) -~m'v-a
171.-4 - .LJ - n-4.

und das Prinzip der Flächen

CfJn-5 = ~m(xv - yu) = an - 5

den Charakter der mit CPn' CfJn-1 ... CfJk+l bezeichneten Integrale
haben, während die Variabeln im Verlaufe der Bewegung alle
möglichen mit diesen Gleichungen vereinbaren Werte durch
laufen, also alle anderen Integrale der Kategorie der mit
Cf], CfJz ••• CfJk bezeichneten angehören. Wählen wir Xl' Yl' U

1
,

:V1 ' UZ ' V 2 als die durch die sechs Gleichungen bestimmten
Variabeln, welche früher sn' $'11.-1 ••• Sk+l hießen, so geht die
Funktionaldeterrninante der Formel (22) über in

~aCPll.~~ ~~
..::::.,; aXl ay~ ... aV

2
'

für welche man, unter Berücksichtigung der obigen Werte der T,
abgesehen von einem konstanten Faktor den Wert
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(X2 - ·'l:1)(u2 - Ul) + (Y2 - Yl)(V2 -'- VI)

findet. Die Formel (22) liefert daher

o dx'4 dY2 ... dy;. d~t3 dVg ••• dv).
(x2 - Xt) (2t» - 26t) + (Y2 - Yt) (V2 - Vt)

für die Zeit, während welcher durchschnittlich die Variabeln

X 2 ' Y2' .1:3 " ·Y;., U3 ' Va' U4 •• • V;.

zwischen x2 und x2 + d :2,'2 usw. liegen. Geschieht die Be
wegung der A materiellen Punkte im Raume und besitzen
wieder nur die Schwerpunktsgleichungen, die Flächengleichungen
und die Gleichung der lebendigen Kraft die Eigenschaft der
Integrale ({In' CfJn-l ••• CfJ1c+l' so wollen wir die Koordinaten
des Schwerpunktes mit x, y, z, die Geschwindigkeitskomponenten
desselben mit u, V, 1D bezeichnen. Statt der Koordinaten
Xl' Yl' z) , x 2 •• , zl und Geschwindigkeitskomponenten U1 ' VI'" U';.

wollen wir die Differenzen

xl - .1: = ~l' Yl - Y = "Ir ... U I - U = Up VI - V = ßI •• ,

einführen. Dann bestimmen die Schwerpunktsgleichungen die
sechs Variabeln x, y, Z, 1/" V, w, und zwischen den übrigen
Variabeln

~l' IJh •.. ';'-1' a!' ßl ... Y;'-l
bestehen die vier Gleichunge~:

. '" a
2 + ß2 + r2

'"
Cf'n = X + .L.J m 2 = an' CfJn-1 = ~ m (1] Y-, ß) = an-I'

CfJn-2 = ~ m (~a - ~ y) '= an - 2 , CfJn-3 = ~ m (~ ß- 1] u) = an- 3 •

Betrachten wir die Variabeln u1 ' ßl' Yl' ct2 als die durch
diese Gleichungen bestimmten Variabeln ·'·n' sn-I" • B1c+!, so
reduziert sich die Funktionaldeterminante . der Formel (22) auf:

~ + 0 C{ln • 0 Cf!n-t • 0 cpn_~ • aCPn_~
~ - OfXl aßl Ort OfX~

= (~l u1+ 1]1 ßl + ~l Yl) (1h '2 - 112 ~l)'

Es sollen wieder die früher angenommenen }. materiellen
Punkte sich im Raume bewegen; nehmen wir an, es sei möglich,
daß die auf sie wirksamen Kräfte so beschaffen sind, daß bloß
die Gleichung der lebendigen Kraft

~ 'lt? + v2 + U;?

(Pn = X +~m--2--- = all
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die Eigenschaft der mit Pn' Pn-l ... Pk+l bezeichneten Integrale
besitzt, also die Variabeln alle mit der Gleichung der lebendigen
Kraft verträglichen Werte durchlaufen, was natürlich bei bloß
inneren Kräften nicht der Fall sein könnte. Dann wollen
wir w" als die durch die Gleichung der lebendigen Kraft be
stimmte Variable wählen. Wir müssen dann in der Formel (22)
lt = n - 1 setzen,· wodurch sich die Funktionaldeterminante
dieser Formel auf ein einziges Glied

8 cpn 8 cpn
-- = -8- = m"w"
as" w"

reduziert. Die Formel (22) liefert also
o

dtl = -dxl dY1 dZl dxz ••• dz"dul dVl ••• dV"_l
w"

für die Zeit, während welcher durchschnittlich die Koordinaten
Xl' Y1' Zl' X2 •.•• z" zwischen
(H) Xl und Xl + dX1 ••• z'" und z), + dz;,

und gleichzeitig die Geschwindigkeitskomponenten zwischen u1

und ul + dU l usw. liegen. Nur w'" ist durch die Gleichung
der lebendigen Kraft bestimmt. Die letzte Formel fand ich
bereits in einer der Akademie im Jahre 1868 vorgelegten Ab
handlung,l) in welcher die dieser Furmel zugrunde liegende
Voraussetzung gemacht wurde. Dieselbe zeigt zunächst, daß
bei gegebener Position und Größe der Geschwindigkeit aller
Atome für jedes Atom jede Geschwindigkeitsrichtung im Raume
gleich wahrscheinlich ist. Führen wir darin die Geschwindig
keiten Cl' Cz .•• c" der Atome ein und integrieren bezüglich
aller Richtungen derselben,' so erhalten wir

er e~ ... eL l e" dXI dY1 ... dx", deI de'J •.• dCJ.._I
d t2 = f j. 2 2 2 d d.... Cl e2 ••• C"'_l C;, Xl dYI • .• 0"'_1

für die Zeit, während welcher durchschnittlich die Koordinaten
zwischen den Grenzen (H) und gleichzeitig die Geschwindig
keiten zwischen

Cl und Cl + deI' .. CJ..-I und C;._l + dC"_l

liegen. Dabei wurde die Konstante C so bestimmt, daß d t.)
über alle Differentiale integriert eins liefert. Um hieraus di~
Zeit dtg zu finden) während welcher gleichzeitig die Koordinaten

1) Nr.5 dieser Sammlung.
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zwischen den Grenzen (H) und Cl zwischen Cl und Cl + d Cl liegt, .
indes die Werte der übrigen Variabeln keiner beschränkenden
Bedingung unterworfen sind, müssen wir d tl bezüglich aller
übrigen c, also

bezügl. C'._l von Null bis .. /_ ~ (a _ X _ m1 e~ _ ... m;._~ C1- 2 )
~ V m;._l 1l 2 2

.. / 2 ( ~ ei m;._8 et 3 )""bezügl. C,l-2 von Null bis V;;;:-: an - X - -2- - ... --2--
;.-.

bezügl. c
2

von Null bis .. /~ (a _ X _ 1n1 ci )V m2 n 2

integrieren. Führen wir im Zähler und Nenner diese Integra
tionen aus, nachdem wir für c;. seinen Wert aus der Gleichung
der lebendigen Kraft substituiert haben, so erhalten wir

3).-5

dt = r (~) .. /m~ c~ (an -X - ~) _ 2
d _X1 dYI ~_.~~~~.~~ .

3 r(~) I (3l-3) V 2 " 3
2
l_1

2 2 jj ... (an-X) dx1dYl ... dxl

Integriert man noch bezüglich Cl von Null bis

V~~I (~n --~) ,
so erhält man

-~~-1
(an - .1.) 2 dXt dYl ... dx,;.

~':'-1.rj ... (an -X) 2 dX1 dYI •.. dXl

für die Zeit, während welcher durchschnittlich die Koordinaten
zwischen den Grenzen (H) liegen. Die mittlere lebendige Kraft
ergibt sich gleich

3),

(25) m 1 ~2 = J'!!'!:t_ C1 cl t = _1_ j j .. . (an - .1.)"2" dX1 dYt .,. dx.;. •
2 1 2 3 l §l: -1.rj ... (an - X) 2 dX1 dYl ... dx;.

Dieselbe ist für alle Punkte gleich. Der Mittelwert einer
Größe ~ die bloß Funktion der Koordinaten ist, wird

(26)
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So ist z. B. der Mittelwert der Kraftfunktion :

~-l
- f d .f1 . , .X (a ll - x) 2 dX1 dYl .• , dx).
X = X t4 = 3,1, •

--1
ff .. , (a7l - x) 2 dX1 dYl ••• dXi.

Es ist daher wie sich von selbst versteht

~ m1 
a =;; + "'-C Z •n J\. 2 1

Daher ist auch der ganze Zuwachs der im Systeme ent
haltenen Arbeit die Summe des auf Erhöhung der mittleren
lebendigen Kraft und des mittleren Potentials verwendeten.

III. Ableitung des Wärmegleichgewichtes zwischen Gas
molekülen aus dem zwischen einer endlichen Zahl materieller

Punkte unter einer Hypothese.

Von den zuletzt entwickelten Gleichungen können wir
unter einer Hypothese, deren Anwendbarkeit auf warme Körper
mir nicht unwahrscheinlich scheint, direkt zum Wärmegleich
gewicht mehratomiger Gasmoleküle, ja noch allgemeiner zum
Wärmegleichgewicht eines beliebigen mit einer Gasmasse in
Berührung stehenden Körpers gelangen. Die große Unregel
mäBigkeit der Wärmebewegung und die Mannigfaltigkeit der
Kräfte, welche von außen auf die Körper wirken, macht es
wahrscheinlich, daß die Atome derselben vermöge der Bewegung,
die wir Wärme nennen, alle möglichen mit der Gleichung der
lebendigen Kraft vereinbaren Positionen und Geschwindigkeiten
durchlaufen, daß wir also die zuletzt entwickelten Gleichungen
auf die Koordinaten und Geschwindigkeitskomponenten der
Atome warmer Körper anwenden können.

Machen wir diese Hypothese, so brauchen wir, um· aus
diesen Formeln das Wärmegleichgewicht eines mit einem Gase
in Berührung stehenden Körpers zu berechnen, bloß voraus
zusetzen, daß T von den angenommenen J.Atomen dem Körper,
die übrigen der ihn umgebenden Gasmasse angehören.

Dann hat X die F'orm Xl +xz' wobei Xl Funktion der
Koordinaten der r Atome, X,) Funktion der Koordinaten der
übrigen A-1' ist. Integrieren ~ir dann den durch die Formel (24)
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gegebenen Wert von d t4 über alle Werte von xr+l' Yr±l'" z).,
so erhalten wir für die Zeit, während welcher Xl' Yl ••• Zr durch
schnittlich zwischen Xl und Xl + d Xl usw. liegen, also für die
Zeit, während welcher durchschnittlich das A.tom ml im Volum
elemente d .'fl d Yl d Zl' das Atom Tll 2 im Volumelemente
d x2 d.1J2 dz 2 usw. liegen, den Wert:

3 ;'-1

d t _ d Xl d Yl .•. d Xr f f • .. (an - Xl - Xi) 1 d Xr±l d Yr±l ... d X,1.
5- 3,1._1

j j . .. (an - Xl - X2) 1 d Xl cl Yl ... d X;.

Wären die Volumelemente cl Xl d Yl d Zl' d X2 d Y2 d Zz ••• gerade
so gelegen, daß Xl = 0 wäre, so ginge der A.usdruck für d t6
über in

~-1
lt = dX l dYl" .dx,.ff.. . (an - X2)2 dXT±l'" dx)..

C (j 5.t
--1

f j . .. (a - Xl - X2) 2 d Xl d Yl ' , , dx,1.

Es ist also der Quotient
8 ;, -1

d t5 = f f . .. (an - Xl - X2) 2 d Xr±l d Yr±l ... d 'X;.

dt6 ~-1

f f ... (an - X2) 2 dXr±l dYr+l'" dx;.

Die Grenzen des Integrals im Nenner sind bei unveränderter
Gestalt der Funktion X2 bloß von an abhängig; dieses Integral
ist also Funktion von an' Die Grenzen des Integrals im Zähler
hängen in derselben Weise von an-Xl ab, was die Variabeln,
nach denen zu integrieren ist, nicht enthält. Das letztere Integral
ist also dieselbe Funktion von an - XI' Setzen wir an IA= (!,

WO A die natürlich konstante Zahl der Atome ist, so ist also
das Integral im Nenner eine Funktion von f!, die wir lJ'((!)
nennen wollen; das Integral im Zähler ist dieselbe Funktion
von (! - (Xl / A), also gleich

lJ'(f! _ ~l) ~

Es ist also

F (f;! - Xl)
d t5 ).

dt6 ~ ---p~'

Es sei nun A sehr groß. Es kann dabei auch 1" sehr groß
sein; nur muß es gegen A verschwinden, Dann ist d'5 I d to
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eine endliche und stetige Funktion von (! und Xl' sobald f!
und Xl / r von der Ordnung der mittleren lebendigen Kraft
eines Atoms sind. Setzen wir

d ts ( )
d t

6
= 1/) f!, Xl'

so ist

(28)
]I' (~ _ ~1)

'l!I((!, Xl) = ---P(i)-'

Es -ist daher auch

F ( _ ~Xl)
__( ; l i--)- = 'l/J (~- fL ~ 1 Xl' 1.1) = 'lfJ!I-I'
F lJ---X

~ )..1

Die Multiplikation aller dieser Gleichungen liefert

log F (q - fLt) -log F(f!) = log 'l/J + log 'lfJI + log 1/J2 +... log 'lfJp-l'

Setzt man

so ist also
log ..[i1(f! - Xs) - log F(f!) = Alog 'P(f!, xaL

wobei 'ijJ wieder endlich und kontinuierlich ist, wenn f! und
Xs /,' von der Ordnung der mittleren lebendigen Kraft eines
Atoms sind, also A/ f.L endlich ist, Es ist also

F(f! - X3) = F({j). [lJf(f!, Xs)]" ,

Betrachten wir jetzt {j als konstant und bloß X3 als variabel
und setzeu

f! - X3 = (7, F(f!) = C, -lJf(f!, f! - 0-) = j'((j) ,
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so geht die letzte Gleichung über in

F((J') = O· [(((J')J" ,
daher liefert die Formel (28)

[ f(~ _11)]). [' ff() , ]J. f;(~~'J.l
1/J ((! X ) = ---- = 1 - _R- . Xl . = e

, I f(~) f(~) }•.

und es ist, wenn man r ((!) / f((!) mit It bezeichnet

d Cf - hX1d d dt6 = e Xl YI'" Z1' •

Ganz in derselben Weise kann auch die Zeit gefunden
werden, während welcher gleichzeitig die Koordinaten der
T Atome zwischen '~l und Xl +d Xl ••• und ihre Geschwindigkeiten
zwischen Cl und Cl + cl Cl • •• liegen. Sie ergibt sich gleich

0" - h (X2 +S mt) 2 2 2 cl d d
e Cl C2 ••• Cr Xl ,?fl'" cr '

Diese Gleichung muß unter unserer Hypothese für jeden
beliebigen in einer Gasmasse befindlichen Körper, daher auch
für die Gasmoleküle selbst gelten. In der Tat überzeugt man
sich leicht, daß sie mit den in meiner Abhandlung "Über das
Wärmegleichgewicht mehratomiger Gasmoleküle" gefundenen
Formeln übereinstimmt. Wir gelangen also so in weit einfacherer
Weise zu dem dort Gefundenen. Da jedoch der Beweis, daß
die im gegenwärtigen Abschnitte gemachte Hypothese bei
warmen Körpern erfüllt, ja daß sie überhaupt erfüllbar ist,
noch nicht geliefert ist, so habe ich in jener Abhandlung den
weitläufigeren, aber von jeder Hypothese unabhängigen Weg
eingeschlagen.



20.

Analytischer Beweis des zweiten Hauptsatzes der
mechanischen Wärmetheorie aus den Sätzen über

das Gleichgewicht der lebendigen Kraft.!)
(Wien. Ber. 63. S. 712-732. 1871.)

Sei ein beliebiger Körper (K) gegeben, der aus l' mate
riellen Punkten (Atomen) besteht. 'Vir wollen die recht
winkeligen Koordinaten seiner Atome mit xl' Yl . , . zr' ihre
Geschwindigkeiten mit cl' c2 '" cr und deren Komponenten be
züglich der drei Koordinatenachsen mit u1' VI' Wl' Ut, ••• W r be
zeichnen. Endlich sei X die Kraftfunktion, also diejenige
Funktion von '~l' Yl ., . zr' deren negativer Differentialquotient
bezüglich der Koordinaten irgend eines Atoms die auf dieses
Atom in der Richtung der betreffenden Koordinatenachse wirk
same Kraft liefert. Lassen wir die äußeren Umstände (Tem
peratur und die von außen wirkenden Kräfte), unter denen sich
der Körper befindet, eine sehr lange Zeit T hindurch un
geändert, so mag derjenige Bruchteil von T, während dessen
gleichzeitig xl' Yl ... zr' Ul' VI •• , wr zwischen den, Grenzen .

(A) Xl und .2'1 + dxl , !h und Y1 + dYl ' . , lllr und 10r + d10r

eingeschlossen sind, mit 7: bezeichnet werden. Das Verhältnis
TI '1.' bezeichne ich dann als die Zeit, während welcher durch
schnittlich der Zustand des Körpers zwischen den Grenzen (A)
eingeschlossen ist. Ich fand in der vorigen Abhandlung unter
einer gewissen Hypothese, daß dieses Verhältnis, falls der
Körper mit unendlich vielen Gasmolekülen in Berührung steht,
den Wert

(1) dt = e- hqJ
dXl dYl'" dx,r dUl dvl .. · dw,.

11... e -hrp dXl dY1'" dWr

1) Vgl. Anm. S. 237 dieses Bandes.
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m c2

gJ=X+2-2-

ist. Diese Formel unterscheidet sich von der letzten Formel
der vorigen Abhandlung nur darin, daß hier auch die gleiche
Wahrscheinlichkeit aller Geschwindigkeitsrichtungen ausgedrückt
und die Konstante A" passend bestimmt ist. Wir können diesen
Ausdruck aber auch ohne alle Hypothese durch Schlüsse ge
winnen, die den in meiner Abhandlung "Über das Wärme
gleichgewicht zwischen mehratomigen Gasmolekülen" gemachten
ganz analog sind. Es soll irgend eines der Gasmoleküle, welche
den Körper umgeben, aus () Atomen bestehen. Die Koordi
naten des Schwerpunktes dieses Moleküls sollen x, ?J, z, die
Koordinaten seiner Atome bezüglich dreier den fixen Koordi
natenachsen parallel durch den Schwerpunkt gezogenen Achsen
~1' 111 ", I;e und die Geschwindigkeitskomponenten der Atome
parallel deu fixen Koordinatenachsen 0:1' ß1 ... Ye heißen. Die
gesamte im Gasmoleküle enthaltene lebendige Kraft soll mit ep*
bezeichnet werden. Endlich sollen von der Gasart, der dieses
lVlolekül angehört, J.V Moleküle in der Volumeinheit sein. Ich
fand in der Abhandlung "Über das \Värmegleichgewicht zwischen
mehratomigen Gasmolekülen", daß dann die Zahl jener Mole
küle dieser Gasart in der Volumeinheit, für welche gleichzeitig
~1' 1h ... ~o -1, U1' ß1 .•. Yo zwischen den Grenzen

(B) 61 und ~l + d~l' 1h und 1h + drh ... Ye und Ye+ dYa

liegen, gleich
d N = a e - h q;* d ~1 d "h .. ~ dr{!

ist, wobei a und h Konstanten vorstellen. Der Beginn der
Wechselwirkung eines dieser Moleküle mit dem Körper. (K),
f11so des Zusammenstoßes mit demselben, soll wieder dadurch
-charakterisiert sein, daß eine gewisse Funktion der relativen
Lage sämtlicher Atome des Körpers ]{ und des mit ihm zu
sammenstoßenden Moleküls II (.7:1' VII' • Zr' X, V, Z, ~1' 1h ... ~a -1)

gleich einer gewissen Konstanten b wird. Dieselbe Gleichung
soll das Ende des Zusammenstoßes ausdrücken. Wir wollen
die vorläufig noch unbekannte Zeit 7:, während welcher im Ver
laufe einer sehr langen Zeit l' der Zustand des Körpers K
zwischen den Grenzen (A.) liegt, mit 1'· g dX1 dYl ..• dWr be
zeichnen, so daß also g dX1 dYl ••• dw

j
• die Zeit ist, während

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. I. 19
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welcher durchschnittlich der Zustand des Körpers zwischen
den Grenzen (A.) liegt. Dabei ist g eine Funktion von
.'1:1' Yl'" Zr' Ul' VI" •.w r ' Der Zustand beider zusammenstoßen
der Körper im Momente des Beginnes des Zusammenstoßes
ist vollkommen bestimmt, wenn wir die Werte der 6 r + 6!! - 1
Größen xl' Yl ... zr' Ul' VI" . W r, ~l' rh ... ~e -1, Ul' ß1 .•• Ye' .?:, y
in diesem Momente kennen. Z ist durch die für den Beginn
des Zusammenstoßes geltende Gleichung F = b bestimmt. Durch
eine ganz gleiche Betrachtung, wie ich sie in der Abhandlung
"Über das Wärmegleichgewicht zwischen mehratomigen Gas
molekülen" angestellt habe, überzeugt man sich, daß die An
zahl der Zusammenstöße, die während der Zeit T so geschehen,
daß im Momente ihres Beginnes

{

die auf d. Körp. K Bezug hab. Variablen zwisch. d. Grenzen (A)'.

(0) " " d. Molekül" " ~, """ (B),
u. gleichzeitig x zwisch. ;r u. .'1: + dx, Y zwisch. .1J u. Y + dy

liegt, gleich ist

{
dm = rdNrodxdy

(2)
= Tg a e-hr:p* w dx1 dY1'" dWr d~l'" dyed.'1: dy,

wobei
CiJ = _i_ (aff dXt + a. F . dYl+ ... 8F !!:!:)

8lJ' 8xt dt 8Yt d.t 8x dt
7fZ"

ist. Die den Zustand beider zusammenstoßender Körper be
stimmenden Variablen sollen, wenn sie im Momente des Be,..
ginnes des Zusammenstoßes zwischen den Grenzen (0) lagen,
im Momente des Endes desselben zwischen den Grenzen

lXI und X1 + dXI , Y1 und 1; + d y;. ....~ und liY.r+ d Wr ,

(D) EI und,.8'l + dEI' fl1 und 14 +dEI'" Y und Y + dY

liegen. Dann gelangt man zunächst ebenfalls ganz wie in
meiner eben erwähnten Abhandlung zur Gleichung

(3) dJ • 1J = Q,

wobei]) die Funktionaldeterminante

~+ aXt 8JIt 820,. a~t a17t 8y
~ - 0X

t
• 8 Y

1
••• 8 W,. • a~ . 8 Ht '" 8 Y

vorstellt. Mit Q, G, (jJ* • •• wollen wir die Ausdrücke be7.eichnen,
in welche OJ, y, ep* . .. üLergehen, wenn man darin Xl' YI .•• für
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Xl' Yl' .. substituiert. Die Anzahl der Zusammenstöße, welche
während der Zeit T so geschehen, daß die Variablen beim Be
ginne zwischen den Grenzen (D) liegen, ist

(4) djW= TGae-heJJ*QdXldYl···dWj.dEl··.dY.

Man kann dabei Xl' .r;.... als Funktion von xl' Yl ... , aber
auch umgekehrt :1'1' Yl' .. als Funktion von Xv Yl ••• ausdrücken.
Tut man das letztere in der Formel (2), so erhält man

(5) dm = T g a e- h rp* OJ IJ d Xl d J~ ... d Ir;. d:El ... d Y.

Dies ist die Zahl der Zusammenstöße, welche während
der Zeit T so geschehen, daß zu Ende derselben die Variablen
zwischen den Grenzen (D) liegen. Man kann sich dabei auch
in g, OJ uno cp* die Variablen .t'1' Yl'" als Funktionen der
Xl' Y

1
•.• ausgedrückt denken. Integrieren wir dm bezüglich

aller Größen, die auf den Zustand des Gasmoleküls Bezug
haben, also bezüglich :Sv Hl · .• Ze -1, .Ar, Y über alle Werte,
deren diese Größen fähig sind, so erhalten· wir die Zahl aller
Zusammenstöße, welche während der ZeitT so geschehen, .daß
zu Ende derselben die den Zustand des Körpers bestimmenden
Variabeln zwischen den Grenzen

(E) Xl und Xl + dXl' .r;. und Y1 + d.r;. ... W~und 7/~, + cl W~.

liegen, während die den Zustand des Moleküls bestimmenden
Variablen keiner Beschränkung unterworfen sind. Diese Zahl
soll mit fdm bezeichnet werden (wobei die Integration bloß
über die den Zustand des Gasmoleküls bestimmenden Variablen
zu erstrecken ist). Wir wollen nun zuerst einen speziellen, in
der Natur allerdings nicht stattfindenden, aber doch denkbaren
Fall betrachten, der uns die Berechnung des allgemeinen Falles
sehr erleichtern wird. Wir wollen nämlich annehmen, die
Zusammenstöße geschehen so häufig, daß augenblicklich, wenn
ein Zusammenstoß aufgehört hat, wieder der nächstebegjnnt,
während aber doch der Körper niemals gleichzeitig mit zwei
Molekülen im Zusammenstoße begriffen ist, so daß die den
Zustand des Körpers bestimmenden Variablen, wenn sie zu
Ende eines Zusammenstoßes zwischen den Grenzen (E) liegen,
immer durch einen neuen Zusammenstoß, niemals (oder doch
nur verschwindend selten) durch die Atombewegungdes Körpers
ohne Zusammenstoß wieder aus diesen Grenzen austreten. Da,

19*
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während der Körper mit einem Moleküle im Zusammenstoße
begriffen ist, kein zweiter Zusammenstoß stattfindet, so wollen
wir diese Zeit ganz von der· Zeit T ausschließen und unter l '
bloß den Inbegriff aller jener Zeitmomente verstehen, während
welcher der Körper gerade mit keinem Moleküle im Zusammen
stoße begriffen ist. Unter dieser Voraussetzung muß die Zahl
der Zusammenstöße, welche·' so geschehen, daß die Variablen
zu Ende derselben zwischen den Grenzen (E) liegen, gleich der
Zahl derj enigen sein, welche so geschehen, daß die Variablen
bei Beginn zwischen diesen Grenzen liegen. Denn ersteres ist
die Zahl, wie oft die Variablen zwischen diese Grenzen ein
treten, letzteres, wie oft sie aus denselben austreten, da man,
unserer Annahme gemäß, die Zahl der Ein- und Austritte in
folge der Atombewegung des Körpers ohne Zusammenstoß mit
Gasmolekülen vernachlässigen kann. Erstere Zahl ist Jdm;
letztere erhält man, indem man den durch die Gleichung (4)
gegebenen Ausdruck über alle Werte der den Zustand des
Gasmoleküls bestimmenden Variablen integriert. Wir· wollen
sie mit f dM bezeichnen. Es ist auch klar, daß dies die
einzige Bedingung zur Bestimmung der Funktion 9 ist. Davon
aber, daß diese Bedingung fdm = fdl/i[ in der Tat erfüllt
ist, wenn man

9 = A. e-hcp

setzt, überzeugt man sich in folgender Weise. Substituiert
man in die Gleichung fdm = fdl/i diesen Wert für 9 und
außerdem noch die Werte (4) und (5) für dl/i[ und dm und
dividiert durch Ta.l1. dX1d]11 ... d Wr weg, so geht sie über: in

ff .. e-h"(cp +cp*) co • IJ . dEI rll~ . .. d Y

= JJ... e-h(P+ W*). Q dEI dfl1 ... dY,

oder. wegen der Gleichung· (3)

( Jf .. e-h(cp + cp*) • Q dS
1
d~ ... d Y

t=JJ... e- 1o (P+<I"). SJ dE, dil"" dY.

Hierbei ist ep und ep* die im Körper und Moleküle vor
dem Zusammenstoße, cP und (/J* die nach dem Zusammen
stoße enthaltene gesamte Arbeit und lebendige Kraft. (Man
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kann in rp und rp* die Größen xI' YI' •• als Funktionen von
XI' Y

I
••• ausdrücken, (/J und (P* dagegen erhält man aus Cf

und ep*, indem man darin schlechtweg 3,'1' YI'" mit. Xl' YI •••

vertauscht.) Da nun die im Körper und Molekül zusammen
enthaltene lebendige Kraft und Arbeit durch den Zusammen~

stoß nicht verändert wird, so ist allgemein ep + ep* = W+ W*;
und daher sind auch die .beidBn Integrale der Formel (6) gleich,
da die Funktion unter dem Integralzeichen für alle Werte der
Variablen, nach denen integriert wird, gleich ist. Der für g
angenommene Wert erfüllt also in .der Tat die Bedingung
jdm =jd1/f und folglich ist auch die Zeit, während welcher
der Zustand des Körpers zwischen den Grenzen (A) liegt, durch
die Formel (1) gegeben. Denn in dieser Formel hat das g in
der Tat jenen Wert. (Nur ist dabei die Konstante A passend
bestimmt.) Nun habe ich aber bereits in der Abhandlung
"Über dasWärmegleichgewicht zwischen mehratomigen Gas
molekülen" nachgewiesen,daß die durch die Formel (1) gegebene
Zustandsverteilung auch durch die Atombewegung im Körper
ohne Zusammenstöße nicht verändert wird; folglich wird die
V\T ahrscheinlichkeit der verschiedenen Zustände des Körpers
auch noch durch die Formel (1) gegeben, wenn die anfangs
gemachte Voraussetzung, die Zusammenstöße seien so häufig,
daß die Atombewegung ohne Zusammenstoß keinen Einfluß
auf die Zustandsverteilung hat, nicht erfüllt ist. Ja die
Formel (1) bleibt sogar noch gültig, wenn die Zusammenstöße
so selten erfolgen, daß man die gleichzeitigen Zusammenstöße
mehrerer Moleküle, die wir früher ganz ausgeschlossen haben,
vernachlässigen kann. Übrigens lehrt eine, wenn auch kom
pliziertere Rechnung, daß diese gleichzeitigen Zusammenstöße,
auch wenn sie beliebig oft stattfinden, die durch die Formel (1)
gegebene Zustandsverteilung nicht ändern. Bei Körpern, welche
in der Natur mit Gasen in Berührung stehen, finden aller~

dings solche gleichzeitige Zusammenstöße sicher immer statt;
aber es stehen die rreile des Körpers, an denen die Zusammen~

stöße mit den verschiedenen Gasmolekülen stattfinden, in
keiner merklichen direkten Wechselwirkung, infolgedessen es
dann ohnedies geradeso ist, als ob der Körper immer nur mit
einem Gasmolekül zusammenstoßen würde. Wir wollen nun
noch voraussetzen, daß die Zustandsverteilung in einem warmen
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Körper, auch wenn er nicht mit einem Gase in Berührung
steht, dieselbe sei; unter dieser Voraussetzung gilt die Formel (1)
für jeden warmen Körper und ich will jetzt zeigen, daß sich
aus derselben leicht ein· analytischer Beweis für den zweiten
Hauptsatz der mechanischen vvYärmetheorie führen läßt.

Die Gleichung (1) kann benützt werden, um den Mittel
wert irgend einer Größe X zu bestimmen. Derselbe ist

(7) X = JXdt,

wobei die Int.egration über alle Werte der Variabeln zu er
strecken ist, deren Differentiale in d t enthalten sind. Sucht
man auf diese Weise die mittlere lebendige Kraft irgend eines
Atoms,' so fällt das Integral, welches X enthält, ganz heraus
und es ergibt sich für dieselbe

(8) ;~ c2 = j'ln
2

C

2

d t = 2
3
h'

Dieselbe ist also für alle Atome gleich und der Konstanten h
verkehrt proportional; wir können daher die mittlere lebendige
Kraft eines Atoms oder den reziproken Wert der Konstanten h
als das Maß der Temperatur ansehen. Die Temperatur ist
jedenfalls eine Funktion der mittleren lebendigen Kraft eines
Atoms. Wir sahen, daß, wenn man ein ideales Gas als thermo
metrische Substanz wählt und die rremperatur vom absoluten
Nullpunkt an zählt, dieselbe der mittleren lebendigen Kraft
eines Atoms proportional gesetzt werden muß und wir wollen,
den Proportionalitätsfaktor gleich 1 setzend, die mittlere
lebendige Kraft eines Atoms direkt gleich der Temperatur T
setzen. Da die mittlere lebendige Kraft aller Atome gleich
und im ganzen r Atome vorhanden sind, so ist der Mittelwert
der Summe der lebendigen Kraft aller Atome

(9) .2 'ln
2

C

2

= :~ .

Integriert man. d t bezüglich ul' VI'" 101' über alle möglichen
Werte, also bezüglich aller dieser Größen von - 00 bis + 00,

so erhält man die Zeit dt', während welcher durchschnittlich
die Koordinaten der Atome zwischen

Xl und Xl + dx, Yl und Yl + dYl'" Zr und Z1' + d Zr

liegen, olme daß Größe und Richtung der Geschwindigkeiten
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einer Beschränkung unterworfen sind. Es ergibt sich, wenn man
dieselben Integrationen auch im Nenner durchführt, wo sie
bisher nur angezeigt waren

'-hXd d d10) cl -( = e Xl Yl • • .Xr

( /J ... e-hX d Xl d Yl .•• d Xr

Enthält die Größe X, deren Mittelwert zu bestimmen ist,
bloß die Koordinaten, so ergibt sich, indem man in der
Formel (7) die Integrationen nach der Geschwindigkeit ausführt

X=] Xdt'.

So ist der Mittelwert der KraftfuIiktion

(11) - = f d t' =]] ... xe-hXdxldYl'" d?;,1'

X . Xi]· -hx d d d..• e Xl Yl' •• Xr

Wir wollen nun zu dem Beweise schreiten, daß das Diffe
rential der zugefiihrten Wärme (j Q, dividiert durch die mittlere
lebendige Kraft

11 =.~ c2
2

eines Atoms, immer ein vollständiges Differential ist, und zu
gleich die Größe, deren Differential sie ist, analytisch b~

stimmen. ,Venn sich sämtliche Atome in geschlossenen Bahnen
bewegen, habe ich die Größe, deren Differential (j QIT ist,
bereits in einer der Akademie im Jahre 1866 vorgelegten Ab
handlung bestimmt. 1) Wenn jedoch die Bahnen der Atome
der Körper keine geschlossenen sind, so lassen sich, solange
man die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Positionen der
Atome unbestimmt läßt, spezielle Fälle finden, in denen (jQ/T
kein vollständiges Differential ist. Es ist also die Übertragung
des Beweises auf diesen Fall in exakter Weise nur durch
Betrachtung jener Wahrscheinlichkeit möglich. Die Kraft
fanktion X ist, wenn sämtliche auf alle Punkte in allen ihren
Positionen wirksamen Kräfte gegeben sind, noch nicht voll
kommen bestimmt. Man kann ihr nämlich noch eine willkür
liche Konstante beifügen. Solange nun die Natur der Funk
tion X sich nicht ändert, spielt diese Konstante allerdings gar
keine Rolle; man wird ihr, wenn man irgend einen Wert
des X mit irgend einem anderen vergleicht, immer denselben

1) Nr. 2 dieses Bandes.
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Wert beilegen. Anders dagegen ist es) wenn) wie wir es später
voraussetzen werden, beim Übergang des Körpers aus dem
alten in den neuen Zustand die Kräfte andere Funktionen der
Koordinaten werden, wenn also die Funktion X ihre Form
ändert. Dann läßt sich die Änderung der Konstanten von der
Xnderung der Funktion X gar nicht trennen. Es läßt sich
zwar die Differenz zweier Werte des X für zwei verschiedene
Positionen des alten, ebenso für zwei verschiedene Positionen
des neuen Zustandes bestimmen. Gehört aber die eine Po
sition dem alten, die andere dem neuen Zustande an, so
kommt zur Differenz der dazu gehörigen Werte des X noch
eine ganz unbestimmte Konstante hinzu. Um von dieser Kon
stante unabhängig zu werden und mit X immer einen ganz
bestimmten Begriff verbinden zu können, wollen wir die Kon
stante immer so bestimmt denken, daß X für eine gewisse (in
allen Zuständen gleiche) Position sämtlicher Atome verschwindet.
Diese Position kann willkürlich gewählt werden. Für die in
der Natur vorkommenden Kräfte ist die Arbeit, die erforder
lich ist, um die Atome ins Unendliche zu zerstreuen, endlich.

. Es ist daher am zweckmäßigsten, die Konstante so zu wählen,
daß X verschwindet, wenn sich alle Atome in unendlicher Ent
fernung voneinander befinden. Es ist dann X eine vollkommen
bestimmte. Größe. X (xl' Yl' Zl' x2 ••• zr) ist die Arbeit, welche
aufgewendet werden· muß, um, wenn früher die Distanzen aller
Atome unendlich groß. waren, die Atome in jene Position zu
bringen, bei der die Koordinaten des ersten Atoms xI' Yl zp

die des zweiten. x2 ' Y2' Z2 usf. sind. Ich will nun als die
gesamte Energie des Körpers zu irgend einer Zeit t den ge-·
samten Arbeitsaufwand bezeichnen, der notwendig wäre, um
den Körper, falls seine Atome anfangs alle in Ruhe und un
endlich voneinander entfernt wären, in den Zustand zu ver..;
setzen, den er eben zur Zeit t bat. Dieser Arbeitsaufwand
ist ein doppelter. 1. Die Arbeit, die man braucht, um jedem
Atome die Geschwindigkeit zu erteilen, die dasselbe zur Zeit t

besitzt, diese Arbeit ist gleich

.L: m
2
c

2
;

2. die Arbeit, die man braucht, um die Atome in die relative
Lage zu bringen, die sie zurZeit t inne haben; letztere Arbeit
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ist nach dem eben vorausgeschickten gleich x; die gesamte
Energie des Körpers zur Zeit t ist also

~ mc2

E = ":;';-2- + X·

Dieselbe ist, :wenn der Körper mit keinem anderen in Berührung
steht, "Vollkommen konstant. Wir setzen voraus, daß der Körper
an seinen Grenzen mit anderen in Berührung steht; dann er
leidet dieselbe fortwährend gewisse Schwankungen. Wenn
aber der Körper aus sehr vielen Atomen besteht, die neben
einander dieselben Zustände haben, welche jedes einzelne im
Verlauf der Zeit durchläuft, so wird immer, während ein
Atom lebendige Kraft gewinnt, das andere welche vedieren
und der Wert des E zu einer beliebigen Zeit ist nicht ver
schieden von dem Mittelwerte des E während einer sehr langen
Zeit. Wir können also setzen

(12)

Es soll nun zunächst die Zustandsänderung des Körpers
dadurch bewirkt "werden, daß demselben eine unendlich kleine
Wärmemenge zugeführt wird, ohne daß die Natur der auf
seine Atome wirkenden Kräfte, also die Gestalt der Funktion X

sich ändert. Es ist klar, daß dann die gesamte dem Körper
zugeführte Arbeitsmenge, also die gesamte zugeführte Wärme oQ
gleich ist" dem Zuwachse der Energ~e des Körpers. Be
zeichnen wir denselben mit Ci E, so ist also mit Rücksicht auf
die Gleichung (12)

(13) oQ=oE=0;2'Jn
2

C

2

+OX.

Solange nur die Energie des Körpers variabel ist, haben
wir nur eine einzige independente Variable; es kann also von
einem vollständigen oder nicht vollständigen Differential..
ausdrucke nicht die Rede sein. Damit wir mehrere indepen
dente Variablen bekommen, müssen wir auch die Natur der
Funktion X veränderlich annehmen. Wir wollen da mit der
Betrachtung eines speziellen Falles beginnen. In den Fällen
nämlich, welche in der Wärmetheorie der Betrachtung unter
zogen wurden, ändert sich niemals das Wirkungsgesetz der
auf die Atome wirkenden Kräfte, sondern die zweite· indepen-
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dente Variable, welche außer der Energie den Zustand des
Körpers bestimmt, rührt daher, daß bei seiner Temperatur~

erhöhung eine feste, den Körper umschließende Hülle, die
überall einen gewissen Druck auf denselben ausübt, entweder
zurückweicht oder nicht. Es wirkt also außer den Molekular~

kräften und den etwa von außen auf den Körper wirkenden
Kräften, z. B. der Schwerkraft, auf alle jene Atome, die sich
in der Nähe eines Oberfiächenelementes des Körpers befinden,
eine von dem Oberflächenelemente ausgehende Druckkraft und
es weicht das Oberflächenelement bei der Zustandsänderung
im allgemeinen um ein gewisses Stück zurück. Die Arbeit,
die dabei geleistet wird, ist gleich dem Drucke multipliziert
mit der Projektion des Weges in der Richtung der Normale
auf das Oberflächenelement. Wir wollen diesen Umstand in
möglichster Allgemeinheit analytisch auszudrücken suchen. Es
sollen auf alle Atome Kräfte mit einer gewissen Kraftfunktion X0

wirken. Dazu sollen aber noch Kräfte von folgender Eigentüm
lichkeit kommen. Für jedes Atom soll eine gewisse vollkommen
fixe Ebene existieren (die Ebene I). Die Distanz des Atoms yon
dieser Ebene heiße n. Ihr parallel sei eine zweite Ebene (die
Ebene II) in der Distanz v von der ersten befindlich. n und v
sollen in der entgegengesetzten Richtung gezählt werden. Die
Kraft nun, welche außer der mit der Kraftfunktion X0 auf das
Atom wirkt, sei senkrecht auf beiden Ebenen und bloß eine
Funktion der Distanz n + v des Atoms von der Ebene 11.

Es hat dann die gesamte Kraftfunktion den Wert

Xo + :Ef(n + v),

wobei das Zeichen :E eine Summation über alle Atome be
zeichnet und zu bemerken ist, daß sowohl die Lage der fixen
Ebene als auch die Natur der Funktion f für jedes Atom eine
andere sein kann. Die Funktion f wird für Atome, die im Innern
liegen, den Wert Null haben. Bei der Zustandsänderung des
Körpers soll sich nun zunächst die Energie um eine gewisse
Gäße 0 l!J ändern. Außerdem aber .soll die Größe v für jedes
Atom um 0 v wachsen. 0v kann ebenfalls für die verschie
denen Atome verschieden sein. Es sollen also die Ebenen I
ihre Lage nicht ändern (eine Drehung derselben liefert nur
unendlich kleines zweiter Ordnung); die Ebenen 11 aber, von
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denen die auf das Atom wirkenden Kräfte ausgehen, sollen
sich um 0 v verschieben. Es fragt sich jetzt um den Ausdruck
für die zugeführte Wärme 0 Q. Wären alle v konstant ge
blieben, so hätte sich die Kraftfunktion gar nicht gerändert.
Dann wäre also die zugeführte Wärme .. gleich

lJ 13 = [j ~ m e
2 + OX .

..::::;.; 2 '

Ändern sich aber gleichzeitig die mit· v bezeichneten Größen
um 0 v, so kommt dazu noch die Arbeit, die auf die Zurück
schiebung der Ebene 11 um das Stück 0 v verwendet werden
muß. Bezeichnen. wir diese .Arbeit mit 0 A, so ist also

oQ = 0~. m
2
e

2 + (lX + 0 A.

Die Kraft, welche auf jedes Atom von der dazu gehörigen
Fläche 11 in der Richtung, in der n gezählt wird, ausgeübt
wird, ist die negative Ableitung der betreffenden Kraftfunktion
- f'(n + v); gleich, aber entgegengesetzt gerichtet, ist die Kraft,
welche das Atom auf die Ebene 11 ausübt. Diese Kraft wird
auch bei ungeändertem Zustande des Körpers mit der Zeit

hin- und herschwanken. Ihr Mittelwert - f'(n + v) ist der
auf der Fläche Il in der Richtung 'J) von den Atornen des
Körper.s ausgeübte Druck. Ein gleicher aber entgegengesetzt
gerichteter muß, wenn Druck und Gegendruck gleich ist, von
außen darauf wirken. Die Arbeit, welche notwendig ist, um
die Ebene 11 um das Stück ov zu verschieben, ist daher

-l' (n + v) Q' v, wobei [j v, da es für einen und denselben Zu
stand des Körpers konstant ist, außerhalb oder innerhalb des
Querstrichs geschrieben werden kann. Bilden wir diesen Aus
druck für alle Ebenen 11 und summieren alle so gebildeten
Ausdrücke, so erhalten wir die gesamte Arbeit, welche zur Ver
schiebung aller Eqenen 11 notwendig ist und welche mit [JA

bezeichnet wurde; Es ist also [j A = - ~l (n + v)!J v und
folglich

oQ ~ [j~ m2e~ + 0X - ~r (n +v) 0 v .

Berücksichtigen wir noch, daß beim Übergange des Körpers
von dem ursprünglichen in den neuen Zustand X0 .ganz dieselbe
Funktion der Positionen der Atome geblieben ist und sich



(14)'

300 20. Analyt. Beweis d. zweiten Hanpts. d. mech. Wärmetheorie nsw.

auch in dem Ausdrucke .:s j'(n + v) nur die mit v bezeichneten
Größen verändert haben, so finden wir, wenn wir mit öX die
D~fferenz der Werte von X im ursprünglichen und neuen Zustande
des Körpers für identische Positionen aller seiner .Atome bezeich
nen, für jede beliebige Position aller Atome o'x = .2f' (n + v) Öv.
Multiplizieren wir beide Teile dieser Gleichung mit der durch
die Formel (10) gegebenen .Wahrscheinlichkeit der betreffen·
den Position und integrieren über alle Positionen, so erhalten
wir links den Mittelwert aller öx, den ich mit

fi' .\1 -hX .r _. ...u X e d Xl d YI .•• d %r

X - JJ ... e- hX d Xl d YI .•• d :tr

bezeichnen will. Rechts erhalten wir

.2r (n + v) Öv.
Es ist also

;St' (n + v) cf v = v'x ,
daher

~ me2 --
vQ=ö~-2-+öX-o'X'

Diesen .Ausdruck, den wir gegenwärtig unter einer speziellen
Annahme gefunden haben, kann man für den allgemeinsten
Fall, daß sich die Natur der Funktion X in ganz beliebiger
Weise verändert, durch folgende Schlüsse gewinnen. Wir
haben bewiesen, daß, wenn sich die Form der Funktion X
gar nicht ändert,

öQ= (}~ nl
2

C

2 + öX

ist. X hat dann für identische Positionen der Atome, also für
identische Werte der Xl' Yl ... Z,. im ursprünglichen und
neuen Zustande denselben Wert. Der Mittelwert X ist nur
deshalb ein anderer, weil jede Position im neuen Zustande
eine andere Wahrscheinlichkeit hat, weil also die Atome im
neuen Zustande durchschnittlich gegen ihre Positionen im alten
Zustande verschoben erscheinen. Es besteht also' die zu
gewachsene Wärme jetzt aus zwei Teilen, der auf Erhöhung
der lebendigen Kraft verwendeten

o~ m
2
e

2

und der auf Verschiebung der Atome verwendeten öx~ Es soll
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sich nun auch das Wirkungsgesetz der Kräfte, also die Form
der Funktion X in ganz beliebiger Weise ändern. Dann er-

leidet X eine doppelte Veränderung 1. .dadurch, daß die Posi
tionen der Atome im neuen Zustande gegen die im alten
durchschnittlich verschoben erscheinen, daß also die Wahr
scheinlichkeit jeder Position im neuen Zustande eine andere
ist; 2. dadurch, daß für identische Positionen aller Atome X
im ersten Zustande ein anderes ist, .als im zweiten. Bezeichnen

wir den Zuwachs des X infolge der ersten Ursache mit 0
1

X,
den infolge des zweiten mit o~X, so ist

(15) o'i = 01 i + 02i.
Die Wärmemenge, welche auf Vermehrung der lebendigen

Kraft verwendet wurde, ist wieder

ci ~ 1n(,2 •

~ 2 '

ebenso ist die auf durchschnittliche Verschiebung der Atome
verwendete 01 X. Dagegen ist zur Veränderung des X bei
identischen Positionen der Atome gar keine Wärmezufuhr
notwendig; denn es ist klar, daß, wenn sich, bloß die Natur
der auf einen Körper wirkenden Kräfte ändert, ohne daß sich
die Positionen und Geschwindigkeiten der Atome ändern, ein
solcher Vorgang gar keine Wärmezufuhr repräsentiert. Die
gesamte zugeführte Wärme ist daher noch immer

oQ = 0~~(j2 +°1 %-

Wir wollen nun zur Abkürzung den Differentialausdruck
d.t·l dY1'" dZr der Formel (10) mit d(J' und eine Integration
nach allen diesen Differentialen entsprechend mit einem einzigen
Integralzeichen, ferner den in der Gleichung (10) mit d (J'

multiplizierten Ausdruck

je-h'X,drr

mit (bezeichnen, so daß also dt' = (dü wird. Ferner seien
o'{ und 0X die Differenzen der Werte von ( und X im alten
und neuen Zustande für identische Positionen aller Atome
(oX ist also die Arbeit, welche man im neuen Zustande braucht,
um die Atome aus unendlicher relativer Distanz in jene Position
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zu bringen, bei der ihre Koordinaten xl' Yl'" Zr sind, weniger
der Arbeit, die man zu demselben Vorgange im alten Zustande
braucht). Dann ist

0IX = f;( ofda, 02X =fOX fda;

es ist also zunächst

(16) oQ = 0~1~e2 +f X olda.

Substituiert man die Werte von VI Xund O2 Xin die Gleichung (15),
80 erhält man:

OX =JX vfdO" +JO'x fdO",

was übrigens auch durch direkte Variation der Gleichung

x=JXfd(j

hervorgeht. Nun ist aber fo'x f da nichts anderes als der
scbon durch die Gleichung (14) gegebene Mittelwert 8X. Es
ist nämlich OX für alle Positionen im allgemeinen verschieden.
Multiplizieren wir den zu jederPosition gehörigen Wert von (j X
mit der Wahrsebeinlichkeit f da der betreffenden Position und
integrieren über alle möglichen Positionen, bilden also das
Integral fl d 0", so erhalten wir die mit o'X bezeichnete. Größe.
Es ist also

Jx old a = ox- ()'x
und

~'me2 -oQ= o~-2- + ox-oX.

1) Ich will in dieser Anmerkung noch zeigen, daß man die Formel (17)
aucbaus der Gleichung (22) meiner im Jahre 1866 der k. Akademie
überreichten Abhandlung (dieser Band Nr. 2) erhalten kann. Summiert
man dieselbe bezüglich aller Atome und berücksichtigt, datl :E 8 = 0 Q
ist, so ergibt sich zunächst

~'me2 T' • r •
oQ =0~-2 - Xoa; + Yoy + Zox,.

Nun ist t\.ber
- Xox + YIJy + Zox

die mittlere Veränderung der Kraftfunktion infolge der Verschiebung der
Atome, also gleich 0lX= 0X- OX, was man nur zu substituieren
braucbt, um die Formel (17) wieder· zu erhalten.
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Diese :H'ormel zeigt unmittelbar, daß oQ 1T ein voll~

ständiges Differential ist. Substituiert man nämlich in dieselbe
für ~ m c2/2, X und oX ihre durch die Gleichungen (9), (11)
und (14) gegebenen Werte und schreibt wieder d (J' für
dX1 dYl'" dzr , so geht sie über in:

O'Q _ _ 3roh + o[Ixe-hXda] _ joxe-hx da,
- 2h2 je-hX d a je-hx d a

wo jede Integration über alle Werte der Variablen zu erstrecken
ist, deren Differentiale in da enthalten sind, also bezüglich
aller Koordinaten von - CIJ bis + CtJ. Dividiert man durch

T m2: 3
= T C =2Ji',

so erhält man

~=_ roh +~(y[.!xe-hXda]_~joxe-hXda.
T h 3 je-hxda 3 .!e-hXda

Dies ist aber das vollständige ,Differential von

2hjxe-hxda 2 1 f h
(18) - r log h + - -.--- + - 00' e- x da + const.

3 je-hXda 3 0

Der Ausdruck (18) ist also die von Olausius als die
Entropie eines Körpers bezeichnete Größe, die Größe, deren
Differential d Q1T ist; sie ist, wie man sieht, durch Quadra~

turen auffindbar, wenn man die die Temperatur bestimmende
Konstante h und die Kräfte kennt, welche in allen Positionen
auf die Atome wirksam sind. Die gesamte geleistete innere
und äußere Arbeit ist

Oh=OX-OX.

Die von 01 aus iu s als Disgregation bezeichnete Größe jdh 11'
hat also den Wert

2h (xe-hXda 2 fz = - '-.-~~_.- +. -log e- hX d (J' + const.
3 Ie-hxda 3

Ich will noch zeigen, daß d Q/11 auch dann noch ein vOll~

ständiges Differential wird, wenn nur eine endliche Zahl von
Atomen miteinander in Wechselwirkung stehen, sobald die
selben im Verlaufe der Bewegung· alle möglichen Zustände
durchlaufen, welche mit der Gleichung der lebendigen Kraft
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die

f
3), I

,_ o'!jJ'!jJ2- der

oQ = O"-/J = JO"-/Jdt4 = 3), •

j'!jJ2- 1d cr

Für die mittlere lebendige Kraft eines .Atoms liefert
Formel (25) der vorigen .Abhandlung

epn = an vereinbar sind. Ist A die Zahl der in Wechselwirkung
stehenden materiellen Punkte, so können wir dann auf die
selben die Gleichungen (25), (26) und (27) der vorigen Ab
handlung anwenden. Aus (25) folgt, weil die mittlere lebendige
Kraft aller Atome gleich ist,

J
3).

_~_ f ... (an - ;()2dX1 dYt .. · dx).

.21ne2
_ " rn t

---;] =
2 -, 2 c, j j ... (a"-x)~'-ld",,dy, ... d%,

Folglich hat die mittlere Energie

E= .2 1r~e
2

+ X

den Wert an' was selbstverständlich ist, da ja die Konstante an
die Summe der ganzen im Systeme enthaltenen Arbeit und
lebendigen Kraft darstellt, die bei ungeändertem Zustande des
Körpers für· alle Zeiten absolut konstant ist, weil derselbe mit
keinen anderen materiellen Punkten in Wechselwirkung steht.
Indem man diesen Wert für die Energie in die Formel (17)
substituiert, erhält man

oQ= 0' a - Cix .n •

Setzen wir an - X = 1/J, so daß also ."-/J wieder eine Funktion
von xl' YI'" z). und gleich der gesamten bei irgend einer
Position des Systems. in Form von Geschwindig~eit in dem
selben vorhandenen lebendigen Kraft ist. Bezeichnen wir
ferner mit o1/J die Differenz der Werte von."-/J für identische
Positionen der Atome im neuen und ursprünglichen Zustande.
Dann ist 0 Q der Mittelwert o·1jJ aller o''t/J. Dieser Mittelwert
ist, da 0 1jJ im allgemeinen Funktion von :Xl' YI' .. z). ist, nach
der Formel (26) der vorigen .Abhandlung zu berechnen.
Schreiben wir in derselben überall "-/J für an - X und d Cl für
d Xl d YI ••• d Zr' SO liefert sie
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!7/132).d u

T m12 1
=2C1=TJ 3), •--1

7/12 du

Der Quotient beider Ausdrücke ist

f
3)._1

(j'1fJ 7/12 du
I5Q
T=Ä J~

7/1 2 du

Nun ist aber, weil die Grenzen des Integrals f1fJ B).j2 d ()

so zu wählen sind, daß an denselben die Funktion unter dem
Integralzeichen überall verschwindet,

1~ 3J..J 3)._1o 'lp2 da=T 01J)'tfJ2 d(),

folglich ist der Ausdruck d Q/ T das vollständige Differential von

: logJ1/';' d" + const.

.Dieser Ausdruck gibt uns jetzt die Entropie des Systems.
Dieselbe ist also wieder durch Quadraturen auffindbar, wenn
die Kräfte für alle Positionen und die gesamte im Systeme
enthaltene Arbeit gegeben ist. Für ein ideales Gas mit ein
atomigen Molekülen z. B. ist 1fJ die mit Ä multiplizierte mittlere
lebendige Kraft eines Atoms, als.o 1fJ = ÄT. Es ist also die
Entropie, wenn man auch für d () wieder seinen Wert sub
stituiert,

2 3,1.

slogT2 ff··dxld:lh ... dz,1.'
Ferner ist jedes der Integrale

ffJdx1 dYl dzl' JJJdx2 dY2 dz2 •••

gleich dem ganzen Volumen v des Gases; es ist also die
Entropie gleich

log (T,1. .V ~).) + const.

Dasselbe liefert natürlich auch die Formel (18), welche für
den Fall gilt, daß das Gas mit anderen Atomen in Wechsel-'

Bol tz man n, Gesammelte wissenseh. Abhandl. 1. 20
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wirkung stebt, der ja in der Natur immer stattfinden wird.
Um diese Formel auf ein Gas mit einatomigen Molekülen an
zuwenden, müssen wir x, solange sich alle Atome in dem vom
Gase erfüllten Raume befinden, konstant, sobald aber Atöme
außerhalb dieses Raumes sind, unendlich groß annehmen. Es
kann also X und h überall vor das Il1tegralzeichen gesetzt
werden, aber die Integrationen sind nur über das ganze
Volumen des Gases zu erstrecken. Dadurch geht die Formel (18)
über in:

- rlogh + 2~X + ~ log (e- hxJdu)
= - l' log h+ ~ logJdu + const.

Da f d (j wieder gleich v r und 312ft = T ist, so erhalten
wir, wenn wir die Zahl der Atome wieder mit A statt mit l'

bezeichnen, den vorigen Ausdruck

log (11J.1)~3J.) + const.,

welchen Wert mau durch direkte Berechnung der Entropie
verifizieren kann. Für Gase mit einatomigen Molekülen ist
nämlich, wenn p den Druck bezogen·auf die Flächeneinheit,
11 die mittlere lebendige Kraft eines Atoms oder Moleküls
und Awie früher die Zahl der Moleküle des Gases vorstellt,

·2}.T
pv = -3-'

Ferner ist, wenn man, wie ich es immer mache, Arbeit und
Wärme als in demselben Maße (dem mechanischen) gemessen
voraussetzt,

oQ= AoT+ pov,
daher

folglich

f ( 2/,)
°1~ = log TJ. v3 + const.

Ich will schließlich noch zweier Konsequenzen der
Formel (17) gedenken. Dieselbe zeigt, daß die zugeführte
Wärm e aus drei Teilen besteht. Der erste o...:s 'In c2 ./ 2 soll
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die auf Erhöhung der lebendigen Kraft oder rremperatur
erhöhung, der zweite OX die auf innere Arbeitsleistung und
der dritte - ~ X, welcher verschwindet, sobald sich das Wirkungs
gesetz aller auf die Atome des Körpers wirkenden Kräfte nicht
ändert, die auf äußere Arbeitsleistung verwendete Wärme heißen
Der Quotient der zur Temperaturerhöhung der Gewichtseinheit
verwendeten Wärmemenge in die hervorgebrachte Temperatur
erhöhung ist dasjenige, was Rankine als die wahre spezifische
Wärme, Olausius als die wahre Wärmekapazität eines Körpers
bezeichnet. Da nun die Temperatur der mittleren lebendigen
Kraft eines Atoms proportional, die Größe 2; m c2 / 2 aber
nach· der Gleichung (9) die r-fache mittlere lebendige Kraft
eines Atoms ist, so ist die wahre Wärmekapazität gleich einer
Konstanten multipliziert mit der Anzahl der Atome in der Ge
wichtseinheit. Sie ist Glslso für einen und denselben Körper
unter allen Umständen konstant und verkehrt proportional dem
Atomgewichte (dem durch die Anzahl der Atome im Moleküle
dividierten Molekulargewichte). Für feste Körper ist die Kraft,
welche auf irgend ein Atom wirkt, in erster· Annäherung wahr
scheinlich proportional der Entfernung des Atoms von seiner
Ruhelage, daher die Kraftfunktion in erster Annäherung

X = 2; (Ax2 +By 2 + Cz 2 + ]]yz + Exz + I!xy +Gx +lIy + Jz).

Substituieren wir diesen Wert in die Formel (11), so
können wir alle Integrationen ausführen, indem wir jedes
Polynom zweiten Grades durch Transformation der Variablen
auf die Form x 2 + y2 + Z2 bringen. Wir erhalten dadurch

_ . "'"' me
2

X = ~-2-'

(Ich bemerke, daß auch die Formel (27) für den :E'all, daß die
Atome· des Körpers mit keinen anderen in Berührung stehen,

_ ~ rne2

X = L,;-2-
liefert.) Fiir feste Körper ist also·. in erster Annäherung

0--- 0~me2
X- ~'2'

d. h. die auf innere Arbeitsleistung verwendete vVärmemenge
ist gleich der auf Temperaturerhöhung verwendeten, und da

20*
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man bei festen Körpern die äußere Arbeit vernachlässigen
kann, so ist die gesamte zugeführte Wärmemenge doppelt so
groß als die auf rremperaturerhöhung verwendete. Die wirk
liche spezifische Wärme, die wir experimentell finden, ist daher
doppelt so groß als die wahre Wärmekapazität; und da die
letztere dem Atomgewichte proportional ist, so muß es auch
die erstere sein. Bei den festen Körpern, welche das Dulong
Petitsehe oder Neumannsehe Gesetz bei'olgen, scheinen also
die auf ein Atom wirkenden Kräfte in der Tat in erster An
näherung seiner Entfernung von der Ruhelage proportional zu
sein. Bei den festen Körpern, welche das Dulongsche Gesetz
nicht befolgen, müßte dies aber nicht mehr der Fall sein.



21.

Über das Wirkungsgesetz der Molekularkräfte.1
)

(Wien. Bel'. 66. S. 213-219. 1.872.)

Maxwell hat bekanntlich zuerst nachgewiesen, daß man,
um das Gesetz der Abhängigkeit der Reibungskoeffizienten von
der Temperatur zu erklären, die Gasmoleküle nicht als starre,
elastische Körper betrachten -darf. Er zeigte, daß man den
Beobachtungen entsprechende Resultate erhält, wenn man an
nimmt, daß die Centra zweier Gasmoleküle sich mit einer
Kraft abstoßen, welche der fünften Potenz ihrer Entfernung
verkehrt proportional ist. Maxwell berechnete aus diesem
Gesetze auch die Abhängigkeit der Diffusions- und Warme
leitungskonstante von der rremperatur, welche durch die späteren
Versuche von I.Joschmidt und Stefan bestätigt wurde. Stefan
wies nun nach, daß der wesentliche Unterschied der Max
w e11 sehen Hypothese von der bisherigen darin besteht, daß
nach Maxwells Ansicht die Distanz, bis zu welcher sich die
Centra zweier zusammenstoßender Moleküle nähern, von derell
Geschwindigkeit vor dem Zusammenstoße abhängt, während
dieselbe, wenn man die Moleküle als elastische Kugeln be
trachtet, von der Geschwindigkeit ganz unabhängig und gleich
dem Durchmesser dieser Kugeln ist, und daß das Maxwellsehe
Wirkungsgesetz gerade so gewählt ist, daß die kleinste Ent":
fernung, in welche zwei zusammenstoßende Moleküle beim
zentralen Stoße kommen, der Quadratwurzel ihrer relativen'
Geschwindigkeit 'vor dem Stoße verkehrt proportional ist.
Stefan zeigte ferner, daß man den Beobachtungen ebenso zu
genügen vermag, wenn man annimmt, daß die lIfoleküle
elastische Kugeln seien, deren Durchmesser der vierten Wurzel
aus der absoluten Temperatur verkehrt proportional sind. Die
bisherige Ansicht, daß die Distanz, bis zu der sich die Centra

1) Voranzeige dieser Arbeit vVien. Anz. 9. S. 134. 18. Juli 1872.
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zweier stoßender Moleküle nähern, nahezu von ihrer relativen
Geschwindigkeit unabhängig sei, muß also jedenfalls aufgegeben
werden. Man motivierte diese Ansicht bisher hauptsächlich
durch die geringe Zusammendrückbarkeit der festen und tropf
baren Körper. Aus dem Umstande, daß in festen und tropf
baren Körpern, selbst durch bedeutende Druckkräfte die Distanz
der Oentra zweier Nachbarmoleküle nur wenig verändert wird,
glaubte man schließen zu können, daß auch in Gasen die
kleinste Distanz, in die die Centra zweier stoßender Moleküle
gelangen, nahe unveränderlich sei. Allein wenn wir auch durch
die Druckkräfte , die wir in unseren Piezometern zu erzeugen
vermögen, die Oentra der Moleküle tropfbarer Flüssigkeiten
einander nicht bedeutend näher .bringen können, so gilt dies
keineswegs von allen Druckkräften überhaupt. Der Druck,
welcher in den größten Meerestiefen herrscht, verdichtet das
Wasser bereits um mehr als 1/20 seines ursprünglichen Vo
lumens, und noch unvergleichlich größer ist wahrscheinlich der
Druck, welcher im Erdmittelpunkte herrscht. Solange man
also keine numerische Rechnung angestellt hat, läßt sich nicht
angeben, ob sich in Gasen zwei zusammenstoßende Moleküle
so· weit nähern. als sie sich in tropfbaren Flüssigkeiten unter
dem Drucke einiger Atmosphären oder einiger hunderttausend
Atmosphären nähern. Nur im ersten Falle wäre der Schluß
auf die Unveränderlichkeit der Distanz der Oentra zweier zu
sammenstoßender Moleküle erlaubt, während im letzteren Falle
schon apriori auf eine Abhängigkeit derselben von der Tem
peratur zu schließen ist. Die Rechnung wird uns in der Tat
zeigen, daß das letztere derFaU ist, ja daß die Veränderlich
keit der kleinsten Distanz zweier stoßender Moleküle, wie sie
sich aus der Kompressibilität der Flüssigkeiten ergibt, wenigstens
der Größenordnung nach vollkommen mit der von der Ga.s
theorie geforderten übereinstimmt. Eine exakte numerische
Übereinstimmung kann selbstverständlich wegen verschiedener,
der Wirklichkeit nur angenähert entsprechender Hypothesen,
zu denen wir im folgen,den in Ermangelung der genauen
Kenntnis der wirklichen Verhältnisse werden· unsere Zuflucht
nehmen müssen, gar nicht erwartet werden. Da die Kom
pressibilität des tropfbaren Sauerstoffes oder Stickstoffes nicht
bekannt ist, so wollen wir das Wasser unserer Berechnung
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zugrunde lep;en. Als Einheiten wollen wir ein für allemal den
::Meter, die Sekunde und das Gewicht eines Kilogramms wählen.
Sei im flüssigen Wasser beim Drucke einer Atmosphäre und
dem Maximum seiner Dichte die Distanz der Centra zweier
Nachbarmoleküle gleich {! Meter. Ich will nun zunächst aus der
Kompressibilität des Wassers die Arbeit bestimmen, welche
erforderlich ist, um die Distanz zweier Nachbarmoleküle um
das x fache ihres ursprünglichen Wertes zu vermindern, also
von {! auf (1- x) {! zu reduzieren. Der Druck einer Atmosphäre
komprimiert nach Grassis Versuchen das Wasser durchM
tlchnittlich um 0,000048 seines Volumens, nähert also die
Centra je zweier Nachbarmoleküle um 0,000016 ihrer ursprüngM
lichen Distanz.

Um .die Kraft zu berechnen, oder doch beiläufig zu
schätzen, mit welcher dabei je zwei Moleküle einander ge
nähert werden, nehmen wir an, daß .die Centra der Moleküle
·die Ecken von lauter Würfeln bilden, deren Seiten gleich {! sind.

Es berechtigt uns natürlich nichts zur Annahme, daß die
Wassermoleküle wirklich gerade in dieser Weise angeordnet
seien, aber es ist dies die einfachste geometrische Anordnung,
und wenn auch die wirkliche Anordnung von derselben wahrM
scheinlich bedeutend abweicht, so wird uns dieselbe sicher doch
wenigstens zu keinen :B-'ehlern in der Größenordnung der zu
berechnenden Werte führen. Eine Atmosphäre übt auf den
Quadratmeter einen Druck von 10334 Kilogr. aus. Bei der
von uns angenommenen' Anordnung der Moleküle entfallen
auf den Quadratmeter 1/ (l2 Moleküle, und da sich der GeM
samtdruck auf alle diese Moleküle verteilt, so entfällt auf jedes
Molekül die Kraft 10334·{!2 in unseren Einheiten gemessen.
Dies ist also die Kraft, mit. welcher beim Drucke einer
Atmosphäre je zwei Nachbarmolekille einander genähert werden,
wenn wir die jedenfalls bedeutend kleinere Kraft, welche von
·den entfernteren Molekülen ausgeht, vernachlässigen. Dabei
-vermindert sich ihre Distanz um 0,000016 ihres ursprünglichen
Wertes, also um 0,000016 (}. Nehmen wir an, daß die Kraft,
welche zwischen zwei Molekülen der Flüssigkeit wirksam ist,
ihrer Annäherung direkt proportional ist (ein Gesetz, welches
für geringe Kompressionen feststeht und das wir, da es sich ja
hier bloß um die Größenordnung handelt, ohne Bedenken auch
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auf größere Kompressionen übertragen können), so ist die
Kraft, welche zwischen zwei Nachbarmolekülen geweckt wird,
wenn man ihre Distanz um x (! vermindert, gleich:

10334 {j2 x
(J,000016 .

Die Arbeit, die zu dieser Distanzverminderung erforder
lich ist, findet man, indem man mit der halben Distanz
verminderung x {? /2 multipliziert; dieselbe ist also:

10334 (Js a;2

(1) a = 0,00003~

Wir wollen noch die Masse meines Wassermoleküls be
rechnen. Die Masse eines Kubikmeters Wasser beim Maximum
der Dichte ist in unseren Einheiten gemessen 1000 /9,81. Bei
der von uns vorausgesetzten Anordnung der Molektile befinden
sich in einem Kubikmeter 1 / U3 Moleküle. Jedes derselben
hat also die Masse:

1000 (/
m=---·

9,81

Unterziehen wir nun den Wasserdampf der Betrachtung.
v 2 sei das mittlere Geschwindigkeitsquadrat eines Moleküls
desselben. Wir fragen uns nun, wie weit sich die Centra
zweier Moleküle, welche beide mit der Geschwindigkeit v
einander zentral gerade entgegenfliegen, annähern werden.
Die gesamte lebendige Kraft beider Moleküle vor dem Stoße ist:

mv2

2. -- = mv2 •
2

Für Wasserstoffgas von der Temperatur tO C ist:

v2 = 18442 (1 + ct t),
wobei:

'1
ce = 273'

Ein Wasserdampfmolekül ist neunmal so schwer, als ein
Wasserstoffmolekül. Für elen Wasserdampf ist also:

18442

v 2 = --9--- (1 + ct t).

Die gesamte lebendige Kraft unserer beiden Wasserdampf
moleküle ist also:

- m v 2 = 1000 (l. 1844
2 (1 + Ct t)

9,81 9 .
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Im Moment der größten Annäherung haben beide Mole
küle die Geschwindigkeit Null; es ist also ihre gesamte leben
dige Kra.ft in Arbeit verwandelt worden. Nehmen wir an, die
Centra der beiden Moleküle hätten sich dabei bis zur Distanz
(1 - x) IJ genähert, so haben wir die hierzu erforderliche Arbeit
bereits frU.her aus der Kompressibilität des tropfbaren Wassers
berechnet und durch Gleichung (1) ausgedrückt gefunden.
Nehmen wir an, die Moleküle hätten ihre Beschaffenheit durch
den Übergang in den gasförmigen Zustand nicht geändert, so
wird diese Formel auch auf die Annäherung beim Zusammen
stoße der beiden Gasmoleküle anwendbar sein und wir erhalten,
indem wir die verlorene lebendige Kraft der aufgewendeten
Arbeit gleichsetzen.:

woraus sich
v1T;t

x = 2,9

ergibt. Für t = () wird
1

X=-'
2,9 '

bei einer Temperatur von 0° C nähern sich daher die Centra
zweier Wasserdampfmoleküle, wenn sie mit ihrer mittleren
lebendigen Kraft gerade zentral aufeinander zufliegen, bis zu
einer Distanz, welche ungefähr gleich 2/3 von der Distanz ist,
welche zwei Nachbarmolekiile im tropfbaren Wasser unter dem
Drucke einer Atmosphäre beim Maximum der Dichte haben,
ein Wert, welcher auch dadurch bestätigt wird, daß ja bei
0° C das Wasser zu schmelzen anfängt, sich also die Moleküle
bereits durcheinander hindurchzudrängen vermögen. Um eine
solche Annäherung der Moleküle des tropfbaren Wassers her
vorzubringen, müßte auf demselben ein Druck von 20000 Atmo
sphären lasten. Wir sehen daher, daß die Kräfte, mit denen
zwei zusammenstoßende Gasmolekiile gegeneinander getrieben
werden, ganz bedeutend sind und daß daher, abgesehen von
den Experimenten über Reibung, Diffusion und Wärmeleitung,
zu erwarten ist, daß der Durchmesser eines Moleküls nicht
unerheblich mit der Temperatur veränderlich erscheint. Be-
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zeichnen wir die Distanz, bis zu welcher sich die Oentra zweier
Moleküle bei 00 0 nähern, mit "'0' so ist also

"'0 = (1 - .7-') {! = ~'99 {! ,
'",

Um die Abhängigkeit der kleinsten Distanz zweier Mole
küle von der Temperatur zu erkennen, nehmen wir an, die
Temperatur t sei nicht viel von 0° 0 verschieden, Dann ist
angenähert

x = _1 (1 +~) ~
2,9 2

Bezeichnen wir die Distanz, bis zu welcher sich jetzt die
Centra zweier Gasmoleküle nähern, wenn sich dieselben mit
ihrer mittleren lebendigen Kraft zentral gegeneinander bewegen,
mit "', so ist also wieder:

.,' = (1 - .1:) {! = (1 - _1_ - ~) (! = T O (1 - ~).
2,9 5,8 3,8

Nach dem von Stefan gefundenen Gesetze wird den Er
fahrungen über Reibung, Diffusion und Wärmeleitung genügt,
wenn man annimmt, daß sich die beiden Distanzen ?' und "'0'
bis zu welchen sich die Oentra zweier Gasmoleküle bei den
Temperaturen von t O und 00 0 annähern, verkehrt wie die
vierten Wurzeln aus den absoluten Temperaturen verhalten,
wonach man fiir kleine t zwischen "'0 und '/' die R.elation

.,' = "'0 (1 _ a:)
erhält, Diese Relation befindet sich in der schönsten Über
einstimmung mit der von uns aus der Kompressibilität des
\\Tassers abgeleiteten Gleichung

.,' =.,' (1 - !!.l) ,o 3,8

Bedenkt mau, daß wir bei Ableitung der letzten Gleichung
so manche nur angenähert richtige Hypothese gemacht haben
und außerdem den Wasserdampf der Rechnung zugrunde legten,
für welchen das Stefansche Gesetz noch nicht experimentell
geprüft wurde, so muß man gestehen, daß eine bessere Über
einstünmung sicher nicht zu erwarten war, Wenn also auch
bei der Unsicherheit der von mir gemachten Voraussetzungen
auf diese numerische Übereinstimmung vorläufig kaum ein
allzu großer Wert zu legen sein dürfte, so steht doch so viel
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fest, daß die geringe Kompressibilität der tropfbaren Flüssig
keiten mit der Veränderlichkeit des Molekulardurchmessers
keineswegs in Widerspruch steht, sondern daß sich vielmehr
diese Veränderlichkeit aus der Kompressibilität der tropfbaren
Flüssigkeiten von derselben Ordnung, wie aus der Theorie der
inneren Reibung der Gase ergibt.

Ich bemerke schließlich noch, daß sich aus der Kom
pressibilität des Wassers die Proportionalität des Molekular
durchmessers mit der reziproken vierten 'Vurzel der absoluten
Temperatur bloß in der Nähe der Temperatur von 00 C er
gibt, was aber durchaus keinen Widerspruch involviert, da ja
die Gültigkeit des letzteren Gesetzes auch nur in der Nähe
von 0 0 0 bewiesen ist. Für größere Temperaturen würde
man aus der Kompression des Wassers, falls dieselbe da noch
immer dem Drucke proportional wäre, eine raschere Abnahme,
für kleinere aber eine geringere Zunahme des 1rlolekulardurch
messers erhalten.
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Weitere Studien über das Wärmegleichgewicht
unter Gasmolekülen.1

)

(,-,rien. Bel'. 66. S. 275-370. 1872.)

Die mechanische Wärmetheorie setzt voraus, daß sich die
~oleküle der Gase keineswegs in Ruhe, sondern in der leb
haftesten Bewegung befinden. Vlenn daher auch der Körper
seinen Zustand gar nicht verändert, so wird doch jedes einzelne
seiner Moleküle seinen Bewegungszustand beständig verändern,
und ebenso werden sich die verschiedenen Moleküle gleichzeitig
nebeneinander in den verschiedensten Zuständen befinden.
Lediglich dem Umstande, daß selbst die regellosesten Vor
gänge, wenn sie unter denselben Verhältnissen vor sich gehen,
doch jedesmal dieselben Durchschnittswerte liefern, ist es zu
zuschreiben, daß wir auch im Verhalten warmer Körper ganz
bestimmte Gesetze wahrnehmen. Denn die :Moleküle der Körper
sind ja so zahlreich und ihre Bewegungen so rasch, daß uns
nie etwas anderes, als jene Durchschnittswerte wahrnehmbar
wird. Man möchte die Regelmäßigkeit jener Durchschnitts
werte mit der bewunderungswürdigen Konstanz der von der
Statistik gelieferten Durcbsclmittszablen vergleichen, welche ja
auch aus Vorgängen abgeleitet sind, von denen jeder einzelne
durch ein ganz unberechenbares Zusammenwirken der mannig
faltigsten äußeren Umstände bedingt ist. Die Moleküle sind
gleichsam ebenso viele Individuen, welche die verschiedensten
Bewegungszustände haben, und nur dadurch, daß die Anzahl
derjenigen, welche durchschnittlich einen gewissen Bewegungs
zustand haben, konstant ist, bleiben die Eigenschaften des
Gases unverändert. Die Bestimmung von Durchschnittswerten
ist Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Probleme

1) Vorläufiger Bericht über diese Arbeit Wien. Anz. 9. S. 23.
8. Februar 1872. (Diese Arbeit hat [Abschnitt 4J eine Berichtigung er
fahren. Siehe Nr. 83 Bd. IU dieser Sammlung).
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der mechanischen Wärmetheorie sind daher Probleme der
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Es wäre aber ein Irrtum, zu
glauben, daß der Wärmetheorie deshalb eine Unsicherheit an
hafte, weil daselbst die Lehrsätze. der Wahrscheinlichkeits
rechnung in Anwendung kommen. Man verwechsle nicht einen
unvollständig bewiesenen Satz, dessen Richtigkeit infolgedessen
problematisch ist, mit einem vollständig erwiesenen Satze der
Wahrscheinlichkeitsrechnung; letzterer stellt, wie das Resultat
jedes anderen Kalküls, eine notwendige Konsequenz gewisser
Prämissen dar, und bestätigt sich, sobald diese richtig sind,
ebenso in der Erfahrung, wenn nur genügend viele Fälle der

. Beobachtung unterzogen werden, was bei der enormen Anzahl
der Körpermoleküle in der Wärmetheorie immer der Fall ist.
Nur scheint es hier doppelt geboten, bei den Schlüssen mit
der größten Strenge zu verfahren. W'ill man dabeI' nicht bloß
beiläufige Werte der in der Gastheorie vorkommenden Größen
mutmaßen, sondern eine exakte Theorie derselben in Angriff
nehmen, so muß vor allem die Wahrscheinlichkeit der ver
schiedenen Zustände bestimmt werden, welche an einem und
demselben Moleküle im Verlaufe einer sehr langen Zeit und an
den verschiedenen Molekülen gleichzeitig vorkommen, d. h. es
muß berechnet werden, wie sich die Zahl· jener Moleküle,
deren Z'Q.stand zwischen gewissen Grenzen liegt, zur Gesamt
anzahl der Moleküle verhält. Es wurde dieses Problem bereits
von Maxwell und mir in verschiedenen Abhandlungen be
handelt, ohne daß jedoch bis jetzt eine vollständige Lösung
gelungen wäre. In der Tat scheint dieselbe namentlich in
dem Falle, wo jedes Molekül wieder aus mehreren materiellen
Punkten (den 'Atomen) besteht, sehr schwierig, da man die
Bewegungsgleichungen bereits für einen Komplex von drei
Atomen nicht mehr zu integrieren vermag. Allein bei näherer
Betrachtung erweist es sich als doch nicht so unwahrscheinlich,
daß sich jene Wahrscheinlichkeit aus den bloßen Bewegungs
gleichungen ohne deren Integration wird ableiten lassen. Denn
die zahlreichen einfachen Gesetze über das Verhalten der Gase
zeigen, daß der Ausdruck für jene Wahrscheinlichkeit gewisse
allgemeine, von der speziellen Natur der Gase unabhängige
Eigenschaften besitzen muß, und gerade derartige allgemeine
Gesetze lassen sich nicht selten schon aus den bloßen Be-
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wegungsgleichungen ableiten, ohne daß deren Integration dazu
erforderlich wäre. In der Tat gelang es mir, das Problem für
Gasmoleküle, die aus beliebig vielen Atomen bestehen, der
Lösung zuzuführen. Ich will jedoch hier, der besseren Über
sicht halber, zunächst den einfachsten Fall behandeln, daß
jedes Molekül ein einzelner materieller Punkt ist. Hieran
schließe ich dann erst den allgemeinen, in dem übrigens die
Durchführung der Rechnung im Wesen ganz dieselbe ist.

I. Betrachtung einatomiger Gasmoleküle.

Sei irgend ein Raum mit sehr vielen Gasmolekülen er
füllt, deren jedes ein einfacher materieller Punkt ist. Jedes
Molekül fliege während des größten Teiles der Zeit geradlinig
mit gleichförmiger Geschwindigkeit fort.' Nur wenn sich zwei
Moleküle zufällig sehr nahe kommen, beginnen sie aufeinander
einzuwirken. Ich nenne diesen Vorgang, während dessen zwei
Moleküle aufeinander einwirken, einen Zusammenstoß der beiden
Moleküle, ohne daß jedoch da:bei an einen Stoß elastischer
Körper zu denken ist; die während des Zusammenstoßes wirk
samen Kräfte können vielmehr ganz beliebig sein. Selbst wenn
zu Anfang der Zeit alle Moleküle dieselbe Geschwindigkeit
besessen hätten, würden sie dieselbe im Verlaufe ,der Zeit
nicht immer beibehalten. Infolge der Zusammenstöße werden
vielmehr einige Moleküle größere, andere kleinere Geschwindig
keiten annehmen, bis sich endlich eine solche Verteilung der
Geschwindigkeiten unter den Molekülen hergestellt hat, daß
<;1ieselbe durch 'die Zusammenstöße nicht weiter verändert
wird. Bei dieser schließlich sich herstellenden Geschwinc1igkeits
verteilung werden im allgemeinen alle möglichen Geschwindig
keiten von Null bis zu einer sehr großen Geschwindigkeit
vorkommen. Die Zahl der Moleküle, deren Geschwindigkeit
zwischen v und v + dvliegt, wollen wir mit P(v) dv bezeichnen.
Dann bestimmt uns also die Funktion .F die Geschwindigkeits
verteilung vollständig. Für den Fall einatomiger. Moleküle,
den wir jetzt betrachten, fand bereits Maxwell für l!'(v) den
Wert A v 2 e - Bv

2
, wobei A und B Konstanten sind, so daß ::1,lso

die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Geschwindigkeiten
dui'ch eine ähnliche Formel gegeben wird, wie die Wahrschein-
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lichkeit der verschiedenen Beobachtungsfehler in der Theorie
der Methode der kleinsten Quadrate. Der erste Beweis jedoch,
den Maxwell für diese Formel gab, wird von ihm selbst als
unrichtig bezeichnet. Später gab er zwar einen sehr eleganten
Beweis dafür, daß, wenn man die obige Geschwindigkeits
verteilung einmal unter den Gasmolekülen hergestellt hat,
dieselbe in der 'l'at durch die Zusammenstöße nicht weiter
verändert wird. .Er sucht auch zu beweisen, daß es die einzige
Geschwindigkeitsverteilung von der betrachteten Eigenschaft
ist. A.llein der letztere Beweis scheint mir wieder Fehlschlüsse
zu enthalten. 1) Es ist somit noch nicht bewiesen, daß, wie

1) Erstlich sollte M a x weIl eigentlich beweisen, daß ebensooft
ein Paar von Molekülen ihre Geschwindigkeit von OA, OB in OA', OB'
verwandeln, wie umgekehrt, während er tatsächlich nur davon spricht,
daß ein Molekül ebensooft seine Geschwindigkeit von 0 A in OA', als
von 0 A' in 0 A verwandelt; dann behauptet Maxwell, daB, wenn die
Geschwindigkeit OA öfter in OA' als umgekehrt übergehe, um ebenso
viel öfter die Geschwindigkeit 0 A' in. 0 A" als. umgekehrt übergehen
müsse, weil sonst die Anzahl der Moleküle mit der Geschwindigkeit 0 A'
nicht konstant bleiben könnte, welcher Schluß nur erlaubt wäre, wenn
die Geschwindigkeit OA' in gal' keine andere, als OA und OA" über
gehen könnte. In der Tat kann nur geschlossen werden, daß eine. oder
mehrere Geschwindigkeiten OA", OA"'. ~. existieren, in welche die
Geschwindigkeit 0 A' öfter übergeht, als umgekehrt. Um endlich zu be
weisen, daß es nicht möglich sei, daß die Geschwindigkeit eines ~foleküls

öfter von OA in OA' als umgekehrt übergehe, sagt Maxwell, dasselbe
müßte sonst eine in sich zurücklaufende Reihe von Geschwindigkeiten
O.A, 0 A', 0 A" •.. 0 A lieber in der einen, als in der umgekehrten
Ordnung durchlaufen. Dies könne aber nicht sein, .denn es ließe sich
kein Grund angeben, behauptet er, weshalb das Molekül diesen Zyklus
lieber in der einen als in der anderen Ordnung durchlaufe. Diese letztere
Behauptung aber scheint mir das zu Beweisende als schon bewiesen
anzunehmen. Denn nehmen wir bereits als bewiesen an, daß sich die
Geschwindigkeit eines Moleküls ebensooft von OA in OA', wie um
gekehrt, verwandelt, dann wäre freilich kein Grund, warum es diesen
Zyklus lieber in der einen, als in der anderen Ordnung durchlaufe.
Nehmen wir dagege:r;J. den zu beweisenden Satz noch nicht als erwiesen
an, so wäre gerade die Tatsache, daß sich die Geschwindigkeit eines
Moleküls lieber von 0 A in 0 A', als umgekehrt, lieber von 0 A' in 0 A",
als von 0 A" in 0 A' usw. verwandelt, der Grund, weshalb dasselbe jene
Reihe von Geschwindigkeiten li~berin der Ordnung qA, OA', OA" ... OA,
als in der umgekehrten durchlaufen würde. Beide Vorgänge sind ja
nichts weniger als identisch. Es kann daher auch nicht a priOl'i auf ihre
gleiche Wahrscheinlichkeit geschlossen werden.
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immer der Zustand des Gases zu Anfang gewesen sein mag,
er sich immer dieser von Maxwell gefundenen Grenze nähern
muß. Es könnte sein, daß es außer dieser noch verschiedene
andere mögliche Grenzen gibt. Dieser Beweis gelingt aber
leicht mittels der Auffassungsweise des Problems, zu deren
Auseinandersetzung ich jetzt schreiten will, und welche zudem
den Vorteil bietet, daß sie sich direkt auf mehratomige Moleküle,
also auf den in der Natur wahrscheinlich allein vorkommenden
Fall übertragen läßt.

Ich beginne damit, das Problem nochmals genau zu definieren.
Gesetzt also, wir hätten irgend einen Raum R, in demselben
befinden sich sehr· viele Gasmoleküle. Jedes Molekül ist ein
einfacher materieller Punkt, der sich in der bereits geschilderten
Weise bewegt. Während des größten Teiles der Zeit fliegt
er geradlinig mit gleichförmiger Geschwindigkeit fort. Nur
wenn sich zwei Moleküle sehr nahe kommen, beginnen sie auf~

einander zu wirken. Das Wirkungsgesetz der Kräfte, die
während eines Zusammenstoßes wirksam sind, muß uns natür
lich gegeben sein. Ich will aber bezüglich desselben gar keine
beschränkende Annahme machen. Es kann uns gegeben sein,
daß zwei Moleküle wie elastische Kugeln voneinander abprallen;
es kann uns auch jedes beliebige andere Wirkungsgesetz gegeben
sein. Bezüglich der Gefäßwände, welche das Gas umschließen,
will ich jedoch voraussetzen, daß die Moleküle an denselben
wie elastische Kugeln reflektiert werden. Es würde da auch

. jedes beliebige Wirkungsgesetz dieselben Formeln liefern. Aber
es vereinfacht die Sache, wenn wir uns über das Gefäß diese
spezielle Vorstellung machen~ Wir stellen uns nun· folgendes
Problem: Es sei zu Anfang der Zeit also für t = 0, der Ort,
die Geschwindigkeit und die Geschwindigkeitsrichtung jedes
unserer Moleküle gegeben. Es wird gefragt, welches ist der
Ort, die Geschwindigkeit und· die Geschwinc1igkeitsrichtung
jedes Moleküls nach Verlauf einer beliebigen Zeit t. Da uns
die Gestalt des Gefaßes R, sowie das Wirkungsgesetz der
während der Zusammenstöße wirksamen Kräfte gegeben ist,
so ist dieses Problem natürlich ein vollständig bestimmtes.
Es ist jedoch klar, daß es in dieser Allgemeinheit nicht voll
ständig auflösbar ist. Die Lösung wird aber eine viel leichtere,
wenn wir an die Stelle dieses ganz allgemeinen Problems nur
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ein etwas Spezielleres setzen. Nur zwei ganz in der Natur
der Sache liegende Beschränkungen wollen wir da hi~zuneh:men.

Es ist zunächst klar, daß nach Verlauf einer .sehr langen· Zeit
für die Geschwindigkeitsrichtungeines Moleküls jede Richtung
im Raume gleich wahrscheinlich sein wird. Handelt es sich
daher bloß darum, die nach langer Zeit sich herstellenc;1e Ge
schwindigkeitsverteilung zu finden, so können wir annehmen,
daß schon zu Anfang jede Geschwindigkeitsrichtung gleich
wahrscheinlich gewesen sei. Es kann der allgemeinste Fall
auf keine anderen schließlichen Zustandsverteilungen führen,
als dieser speziellere. Dies sei die erste Beschränkung, welche
wir machen wollen. Die zweite sei, daß die Geschwinc1igkeits
verteilung schon zu Anfang der Zeit eine gleichförmige ge..
wesen sei. Ich muß da zunächst erklären, was ich unter einer
gleichförmigen Geschwindigkeitsverteilung verstehe. Es. wird
für die Folge besser sein, statt der Geschwindigkeit die lebendige
Kraft eines :Moleküls einzuführen. Tun wir das gleich jetzt.
Es sei x die lebendige Kraft eines unserer Gasmoleküle , so
daß also .7: = mv 2 /2 ist. E ist der gesamte Raum, in dem
unser Gas eingeschlossen ist. Konstruieren wir in diesem
Raume R einen kleineren (1' will ich ihn nennen), dessen Gestalt
ganz beliebig ist, dessen Volumen aber gleich eins sein soll.
Wir setzen voraus, daß im Raume l' noch immer sehr viele
Moleküle sind, daß also seine Dimensionen groß gegen die
mittlere Distanz zweier Nachbarmoleküle sind, ,vorin keine
Beschränkung liegt, da wir ja die Volumeinheit so groß wählen
können, als wir wollen. Die Anzahl der Moleküle im Raume 1',

deren lebendige Kraft zur Zeit t zwischen x und.7: + dx liegt,
will ich. mit {(x, t) dx bezeichnen. Dieselbe wird im allgemeinen
,davon abhängen, wo ich den Raum l' im Raume R konstruiere.
Es könnten sich z. B. rechts im Raume R die schnelleren,
links die langsameren Moleküle befinden. Dann würde die
Anzahl ((x, t) dx verschieden ausfallen, je nachdem ich den
Raum r rechts oder links im RaumeR .·konstruiere, Wenn
nun dies nicht der Fall ist, wenn die Anzahl l(x, t) da,' zu
einer gegebenen Zeit .vollkommen gleich ausfällt, wo immer
lehden Raum r im Raume R konstruieren mag, so sage ich,
·die Verteilung der lebendigen Kraft sei zur Zeit t eine gleich
förmige j d. h. also nichts anderes, als die Moleküle mit den

Ba 1tz mau U I Gesammelte wissenseh. Abhaudl. L 21
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-verschiedenen lebendigen Kräften sind gleichförmig untereinander
gemischt. Es sind nicht rechts die schnelleren, links die lang~

sameren, öder umgekehrt. Es ist da wieder klar, daß nach
Verlauf einer sehr langen Zeit die Verteilung der lebendigen
Kraft eine.gleichförmige wird; elenn dann ist ja jeder Ort im
Gase gleichberechtigt. Die Wände stören nicht, da an ihnen
die Moleküle wie elastische Kugeln reflektiert werden; also
geradeso von ihnen zurücktreten, als ob der Raum jenseits
der Wände von gleich beschaffenem Gase erfüllt wäre. Wir
können daher wieder "annehmen, daß schon zu A.nfang der Zeit
die Geschwindigkeitsverteilung eine gleichförmige war. Dies,
sowie die gleiche Wahrscheinlichkeit jeder Geschwindigkeits
richtung zu Anfang der Zeit sind' die beiden beschränkenden
Annahmen, unter denen wir zunächst das Problem behandeln
werden. Es ist klar, daß diese beiden.,Bedingungen dann
auch für alle folgende Zeit erfüllt sein werden, daß also der
Zustand des Gases zur Zeit t durch die Funktion {(x, t) voll
ständig bestimmt ist. Gegeben set uns der Zustand unseres
Gases zu Anfang der Zeit, also {(x, 0). Gefunden soll werden
der Zustand nach Verlauf einer beliebigen Zeit t, also {(x, t).
Der Weg, den wir da einschlagen werden, ist derselbe, den
man in ähnlichen Fällen immer einschlägt. Wir berechnen
zuerst, um wieviel sich die· Funktion f(x, t) während einer
sehr kleinen Zeit T verändert; hierdurch erhalten wir zunächst
eine partielle Differentialgleichung für f(x, t); dieselbe muß
dann so integriert werden, daß ( für t = 0 den gegebenen
Wert f(x, 0) annimmt. Wir haben also jetzt eine doppelte A.uf
gabe vor uns, erstens die Aufstellung der partiellen Differential
gleichung und zweitens deren Integration. Wenden wir uns
zuerst an die erste Aufgabe. ((x, t) dx ist die Zahl der
Moleküle in der Volumeinheit, deren lebendige Kraft zur Zeit t
zwischen x und· x + dx liegt. Solange ein Molekül mit keinem
anderen zusammenstößt" behält es seine lebendige Kraft un
verändert bei. Würden also keine Zusammenstöße erfolgeu t

so wür.de sich die Zahl der Moleküle, deren lebendige Kraft
zwischen x und x + dx liegt, also f(x, t) gar nicht ändern;
di~se Funktiou ändert sich bloß durch die Zusammenstöße.
Wollen wir daher die Veränderung dieser. Funktion' während
einer sehr kleinen Zeit T erfahren, so müssen wir die Zusammen.:
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stöße wahrend dieser Zeit der Betrachtung unterziehen. Be
trachten wir einen ZusammenstoßJ vor welchem die lebendige
;Kraft de!;! einen der stoßenden Moleküle zwischen x und x +dx,
die des. anderen zwischen x' und x' + dx' liegt. Dadurch ist
n~türlich die Natur des Zusammenstoßes noch keineswegs voll
kommen bestimmt. Je nachdem derselbe ein zentraler oder
mehr oder weniger schiefer ist, kann vielmehr die lebendige
Kraft des einen der stoßenden Moleküle nach dem Zusammen
stoße noch gar mannigfaltige Werte haben. Setzen wir voraus,
dieselbe liege nach dem Zusammenstoße zwischen Sund ~+d~;

dann ist aber' die lebendige Kraft des zweiten Moleküls nach
dem Zusammenstoße bestimmt. Bezeichnen wir letztere mit r,
so ist nämlich nach dem Prinzip der Erhaltung der lebendi~en

Kraft

(1) x + x' = ~ + r;
die Summe der lebendigen Kraft beider Moleküle vor dem
Stoße ist gleich der Summe der lebendigen Kraft beider
Moleküle nach demselben. Wir können uns die Grenzen,
zwischen denen die unseren Zusammenstoß charakterisierenden
Variabeln liegen, durch folgendes Schema darstellen:

(Al ~ vor dem Stoße x, x ~ d x x', x' ~ dx',

l nach" " &, ~ + d~.

Unter der Rubrik a steht die lebendige Kraft des einen,
unter der Rubrik b die der anderen der zusammenstoßenden
Moleküle. Es fragt sich jetzt, wie viele Zusammenstöße ge
schehen während der Zeit 7: in der Volumeinheit ,so, daß die
lebendige Kraft der stoßenden Moleküle zwischen den durch
das Schema (A) dargestellten Grenzen liegt. Die Anzahl dieser
Zusammenstöße soll mit dn bezeichnet werden. Die Bestimmung
dieser Zahl d n kann nur in recht weitläufiger Weise durch
Betrachtung der relativen Geschwindigkeit beider Moleküle
geschehen. Da diese Betrachtung außer jhrer Weitläufigkeit
nicht die mindeste Schwierigkeit, aber auch kein besonderes
Interesse hat, und ihr Resultat so einfach ist, daß man fast
sagen möchte, es verstehe sich von 'selbst, so will ich mich
begnügen, hier dieses Resultat mitzuteilen. Dasselbe besteht

21*
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in folgendem: Diese Anzahl d n ist erstens proportional der
Zeit r; je länger diese Zeit r ist, desto mehr Zusammenstöße
der betrachteten Art erfolgen während derselben; natürlich nur,
solange r sehr klein ist, so daß sich der Zustand des Gases
während 7: nicht merklich ändert. Zweitens ist dn proportional
der Größe ((x, t) dx; dies ist ja die Zahl der Moleküle in der
Volumeinheit, deren lebendige Kraft zwischen x und x +dx
liegt; je mehr solcher Moleküle sich in der Volumeinheitbe~

finden, desto öfter stoßen sie inder betrachteten Weise zu
sammen. Drittens ist d n proportional ((x', t) d x'; denn was
von· dem einen der zusammenstoßenden Moleküle gilt, gilt
natürlich auch vom anderen. Das Produkt dieser drei
Größen muß noch multipliziert werden mit einem gewissen
Proportionalitätsfaktor, von dem man leicht einsieht, daB er
unendlich klein, wie d ~ sein muß. Derselbe wird im all~

gemeinen von der Natur des Zusammenstoßes, also von den,
den Zusammenstoß bestimmenden Größen x, x/ und ~ abhängen.
Wir wollen, um all~s dies auszudrücken, den Proportionalitäts~

faktor mit d ~ • ~ (x, X',~) bezeichnen, so daß wir also
haben:

(2) cl n = 7: • {(x, t) d :t' • {(x', t) d x'. d ~ 1/-! (.'1:, x', &).

Dies ist das Resultat, zu dem die exakte Betrachtung des
Vorganges des Zusammenstoßes führt, durch welche sich natürlich
auch die Funktion 1jJ bestimmen läßt, sobald das Wirkungs~

gesetz der Moleküle gegeben ist; denn diese Funktion1/-! hängt
natürlich von dem Wirkungsgesetze ab. Da wir jedoch diese
Funktion'l{J nicht brauchen werden, so wäre ihre Bestimmung
hier überflüssig. Wir wollen jetzt in dem durch die Gleichung (2)
gegebenen Ausdrucke für d n die GröBe x konstant lassen,
nach :/ und &aber über alle möglichen Werte dieSer Größen
integrieren, d.h. bezüglich &von Null bis :J} + :i/,bezüglich x'
von Null bis Unendlich. Das Resultat dieser Integrationen
bezeichne ich mit f d n; so ist· also:

00 x +:1)'

Jdn = r{(x, t) dxff {(x' t) ~ (x, x', &) d:c' d~.
o 0

Da x für die beiden Integrationen als konstant zu be~
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trachten ist, so können wir f(x, t) auch unter die heiden
Integralzeichen schreiben, und erhalten:

oox+a:'

(3) f dn = 7:dx f ff(x,t)f(x' i) 1jJ (x, x', s) dx' ds· l )

U 0

Was ist nun diese Größe f dn ? Wir haben x konstant
gelassen. Die lebendige Kraft eines Moleküls vor dem Stoße
bleibt' also zwischen den Grenzen x und x + da; eingeschlossen.
Bezüglich aller übrigen Variabeln aber haben wir über alle
möglichen Werte derselben integriert. Alle übrigen Variabeln
sind also keiner beschränkenden· Bedingung mehr unterworfen.
Es ist also f d n einfach die Zahl der Zusammenstöße, welche,
in der Volumeinheit während der Zeit 7: 80 geschehen, daß
vor denselben die lebendige Kraft eines Moleküls zwischen x

1) Anstatt die Grenzen . eines bestimmten Integrales wirklich hinzU.
schreiben, kann man dieselben noch in verschiedener Weise bestimmen,
z. B. durch Ungleichungen. In dem .bestimmten Integrale der Formel(3)
ist x als Konstante zu betrachten. Die beiden Integrationsvariabeln sind
x' und~; dieselben können nur positive Werte inklusive Null annehmen,
denn es sind lebendige Kräfte, und zwar muß auch i.li + x' - ~:5 0 sein; denn
x + x' - ~ ist die lebendige Kraft des zweiten Moleküls nach dem Zusammen
stoße; andererseits ist klar, daß alle positiven x' und~, für welche auch
x + x' - ; positiv ausfällt, möglichen Zusammenstößen entsprechen; also
innerhalb der Integrationsgrenzen liegen. Die drei Ungleichungen

(3 a) x' > 0, ;:5 0, x + x' - ; :5 0

definieren. uns also ebenfalls die Integrationsgrenzen des Integrales der
Formel (3) unzweideutig. Es empfiehlt sich diese Methode der Grenz
bestimmung dadur~h? daß· sie die Rechnung oft bedeutend abkürzt. Eine
dritte Methode der Grenzenbestimmung ist die '
geometrische. Man trägt die Integrations
variabeln auf rechtwinkligenKoordinatenachsen
auf und bestimmt die Flä,che, über welche zu
integrieren ist. Tragen wir. in unserem Falle
auf der Abszissenachse 0 X' die Variable x', auf -Li

der Ordinatenachse 0 Z die Variable ; auf, so
erhalten wir die Fläche, '\iber welche zu inte
grieren' ist, indem wir 04. =: x ma.chen, und
die Gerade AB ins Unendliche und unter 45 0

gegen die Koordinatenachsen geneigt. ziehen.
Das unendliche Trapez X' 0 :A. B ist dann die Fläche, über welche die
Integration zu erstrec.ken· ist. Die letztere Art, die Grenzen darzustellen,
zeichnet sich namentlich durch ihre große Anschaulichkeit aus;
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und ./,' + rl;r; liegt. Durch jeden dieser Zusammenstöße verliert
eill Molekül diese lebendige Kraft, folglich wird durch jeden
dieser ZlIsflmmenstöße die Zahl der Moleküle, deren lebendige
Kraft z"'ischen:v und .1.'+ dx liegt, um einsvermindert. 1) Im ganzen
geschehen während der Zeit r in der Volumeinheit f dn solcher
Zusammenstöße. Im ganzen wird also jene Zahl um Jd n ver
mindert. Die Zahl der Moleküle in der Volumeinheit, deren
lebendige Kraft zur Zeit t zwischen .1.' und x + d x lag, ist aber,
wie wir wissen, ((x, t) dx; während. der Zeit r wird sie infolge
der eben. betrachteten Zusammenstöße um f d n vermindert,
wir müssen also f cl n von ((x, t) dx abziehen. Wir haben bis
jetzt bloß die Zusammenstöße berücksichtigt, durch welche ein
JHolekül eine lebendige Kraft, die zwischen x und .?: + d x liegt,
verliert, durch welche also {(x, t) cl.x vermindert wird. Wir
müssen jetzt noch jene betrachten, durch welche ein Molekül
eine solche lebendige Kraft gewinnt, durch welche also 1'(.'/-', t) dx
vermehrt wird. Bezeichnen wir die Zahl dieser letzteren Zu
sammenstöße mit J'dv, so muß also Jd']! zu f(.1.·, t) dx addiert
werden; in der Summe

(4) f'(.1.', t) d:J: -.!'dn +Jdv

ist das erste Glied elie Zahl der Moleküle in der Volumeinheit,
deren lebendige Kraft zur Zeit t zwischen x und .1.' + d .'/-' lag;
davon ist subtrahiert die Zahl der Moleküle, welche während
der Zeit r diese lebendige Kraft verlieren, addiert die Zahl
der Moleküle, welche während der Zeit r dies!3 lebendige Kraft
gewinnen, Das Resultat ist offenbar· die Zahl der Moleküle,
welelle zur Zeit· t + r diese lebendige Kraft haben, also
I'(.x, t + r) d.x, Wir erhalten somit:

(5) {(x, t + r) dx = ((x, t)dx - Jdn +Jdv.

1) Ausgenommen sind hiervon jene Zusammenstöße, bei denen auch
nach dem Stoße die lebendige Kraft eines oder gar beider Moleküle
zwischen x und x + cl x liegt. Man sieht jedoch leicht, daß die Zahl
,diesel' Zusammenstöße, sowie auch derjenigen, vor denen die lebendige
Kraft beider Moleküle zwischen x und x + d x liegt, durch welche also
gleichzeitig zwei Moleküle diese lebendige Kraft verlieren, unendlich
klein höherer Ordnung ist, also vernachlässigt werden darf. Die ersteren
Zusammenstöße, welche wir jetzt unberechtigter Weise subtrahieren, sind
übrigens zudem auch in.rd JJ enthalten, und werden daher ohnedies
später wieder hillzuaddiert.
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Es muß noch fdv bestimmt werden. fdv ist die Zahl
der Zusammenstöße in der Volumeinheit während der Zeit T,

nach denen die lebendige Kraft eines Moleküls zwischen x und
.7: + d x liegt. Wir müssen also jetzt für die lebendige Kraft
vor dem Stoße eine andere Bezeichnung wählen. Sei also
etwa d v die Zahl der Zusammenstöße, welche in der Volum
einheit während der Zeit T so geschehen, daß vor denselben
die lebendige Kraft des einen Moleküls zwischen 1l und u + d 71,

die des anderen zwischen v und v + d v liegt, nach dem Stoße
aber die des einen Moleküls zwischen x und .7: + dx liegt. Die
lebendige Kraft des anderen Moleküls nach dem Stoße ist
natürlich hierdurch wieder bestimmt. d v ist also die Zahl der
Zusammenstöße, welche, entsprechend dem früher mit (A) be
zeichneten Schema" d~rch folgendes Schema charakterisiert
sind:

vor dem Stoße

nach " "

a
u, u + du
x, x + d.x

b
v, v + dv

(0) {ebenso
du statt d x, d v statt d x', d x statt d S

gesetzt werden. Die Anzahl der früher betrachteten Zusammen
stöße hieß d n und war durch die Gleichung (2) gegeben.
Nehmen wir darin die Buchstabentauschung (0)' vor, so erhalten
wir cl v. l:!:s ist also

clv = 7:. {(n, t)du {(v, t)dvdx. 'l/J(u, v, x).

Hier wollen wir wieder .'C konstant· lassen; bezüglich
u und v aber über alle möglichen ,Verte dieser Größen
integrieren. Das Resultat

:Man sieht sogleich, daß sich die jetzt betrachteten Zu
sammenstöße von den früher betrachteten, durch das Schema (A)
dargestellten bloß darin unterscheiden, daß jetzt die lebendigen
Kräfte vor und nach dem Zusammenstoße durch andere Buch
staben ausgedrückt sind. Die Anzahl d v der jetzt betrachteten
Zusammenstöße kann also aus der Zahl d n der früber be
trachteten durch bloße Buchstabenvertauschung gefunden werden.
Und zwar muß, wie man leicht (am besten durch Vergleichung
der beiden Schemata) sie~t, jetzt

u statt x, v statt .'C', x statt ~
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rdxfff(u, t)f(v, t)1/J(u, v, :c)dudv

ist die Zahl der Zusammenstöße in der Volumeinheit während
der Zeit r, nach denen die lebendige Kraft eines Moleküls
zwischen 'x und x + dx liegt (denn nach allen anderen Variabeln
wurde über alle möglichen Werte integriert), also die Zahl
der Zusammenstöße, durch welche ein Molekül eine lebendige
Kraft gewinnt, die zwischen x und j,' + d x liegt; genau jene
Zahl, welche wir schon früher mit Id v bezeichneten. I) Tun
wir dies wieder, so erhalten wir also:

(6) fdv = rdxff((u, t)((v, t)1fJ(u, v, x)dudv.

Es entsteht noch die Frage nach den Grenzen des Doppel
integrals. 2) Wenn u> x ist, so kann v alle mög1ichen Werte

t) Man könnte glauben, daß wir hier die Zusammenstöße vergessen
haben, nach denen die lebendige Kraft des zweiten der stoßenden Moleküle
zwischen x und x + dx liegt. Sei für einen solchen Stoß 1f, = 'U1 , V = v1 •

Da wir bezüglich u und v über aUe möglichen "Verte integriert haben,
so haben wir auch den StoB, für welchen u =1.'1, v = Uy ist, und nach
dem Stoße die lebendige Kraft deli! ersten Moleküls zwischen x und x + dx
liegt, in das-Integral aufgenommen; dies ist aber genau der Fall, den
wir eben vergessen zu haben fürchteten. Denn welches wir als das erste,
welches als das zweite Molekül auffassen, ist gleichgültig. Alle diese
Zusammenstöße sind also in unserem Integrale schon mit berücksichtigt,
mIr tritt dabei u an' die Stelle von v und umgekehrt. Wollte man noch
ein zweites Integral beifügen, das die Stöße enthält, nach denen die
lebendige Kraft des zweiten Moleküls zwischen x und x + dx liegt, so
müßte dafür im Doppelintegrale jede Ambe aus Werten von u und v
ohne Permutation genommen, also nach v von Null (resp. x - u) bis u,
nach ~t von Null bis Unendlich integriert werden. Nur jene Fälle, wo die
lebendige Kraft beider Moleküle nach dem Stoße zwischen x und x + dx
liegt, haben wir nicht, wie es sein sollte, .doppelt gezählt, was aber kein
Fehler ist, da jene Zahl unendlich klein höherer Ordnung ist.

2) Bestimmen wir die Grenzen nach der in der Anmerkung S. R25
angedeuteten Methode, so erhalten wir zur Grenzbestimmung die Un
gleichungen:

u> 0, v> 0, ~t + V - x> o.
Führen wir jetzt beliebige neue Val'iabeln p. q ein, so ist bekanntlich

dp dq
dpdq= ~ ± - . - dudv.

d1t d v

Im speziellen Falle, daß wir p = u + v - x, q = 1t setzen, ist die
Funktionaldeterminante gleich eins (sie ist natürlich positiv zu nehmen);
ferner wird in diesem Falle

v = p + x - q.
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von Null bis Unendlich durchlaufen; ist aber u < .1.', so kann v
nicht kleiner als a; - 1l werden, weil sonst u + v - .1', was ja
die lebendige Kraft des zweiten Moleküls nach dem Stoße
ist, negativ würde. Wenn also u< x ist, so durchläuft v alle
Werte von a; - u bis Unendlich. Es muß also schon das
Integral nach u in zwei zerlegt werden. Eines von Null bis x,
das andere von x bis. Unendlich. Im ersten ist bezüglich v
von x - 1l bis Unendlich, im zweiten von Null bis Unendlich zu
integrieren. Die Formel (6) geht also nach richtiger Grenzen
bestimmung über in folgende:

00 00

+ r dxJ' ,[ l(u, t)j'( v, t) 'l/J (u, v, x) du dv.
x 0

(7)

(8)

x 00

r Jrlv=rrlxiLf(U, t)f'(v, t)1/J(u,v,x)rlurlv

~

l
Wir wollen jetzt statt v die neue Variable

w=u+v-x

einführen, so daß also, v = x + 10 - u ist. Da bei der Integration
nach v sowohl u als auch x als konstant zu betrachten sind,
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so folgt aus der Formel (8) dw = dv. Es ist also nach richtiger
Grenzbestimmung der Integration bezüglich 10

x 00

(9)

fdv=rdxJ' Jf'(u, t)f'(a: + 10 - U, t) 'l./J (u, X +10 - U, x) du dlO
00'

00 00

+rdx f f f'(u, t)f(x + 10 - U, t)'lfJ (11,. X + w - x, a:) du (lu.
xu-x

])

Da diese Integrale eine einfache Summierung einer Anzahl
von Stößen darstellen, so können wir die Integrationsordnung
ohne weiteres umkehren. Dadurch geht das erste Doppel~

integrale der Formel (9) über in folgendes:
00 x

(10) JJ{(u, t) f(x + 10 - U, t) '~jJ (71, X + 10 - 1/, x) dU) du.
o 0

Bei dem zweiten ist die Bestimmung der neuen Integrations~

grenzen nicht ganz so 'einfach. Wir wollen dieselben durch
geometrische Betrachtungen gewinnen. Wir tragen auf der
Abszissenachse 0 U die Werte von u, auf der Ordinatenachse 0 Ir
die von w auf. x ist hei der Integration konstant. lvlachen
wir O.f1 = x und ziehen durch .f1 die heiden unbegrenzten

Geraden .A B parallel 0 W, und
~§~~~rc A C unter 45 0 gegen die Ko

ordinatenachsen geneigt. In dem
zweiten Doppelintegrale der For
mel (9) war nach u von .t· bis
Unendlich, also vom Punkte A an

-O~---,7-1--'-----=rr bis ins Unendliche bezüglich 10

F· von u - x bis Unendlich, also von19.2.
der Geraden AG angefangen bis

ins Unendliche zu integrieren. Die gesamte Integration war also
über das unbegrenzte Dreieck zu erstrecken, welches in der
Figur schraffiert ist. Und nun ist es leicht, die Grenzen zu
bestimmen, wenn zuerst nach u, dann nach 10 integriert wird.
Für ein gegebenes U', also z. B. w = 0 D ist bezüglich u von
])E bis ]) l!', also von x bis x + w zu integrieren. Bezüglich
10 geht dann die Integration von Null bis Unendlich. Das
zweite Doppelintegral der Formel (9) verwandelt sich also in
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00 x+w

f.[ f(u, t)f(x + 10 - u,t)1/J(u, 3: + 10 - u, x)dwdu.
U x

Es vereinigt sich, wie man sieht, mit dem ersten in
Formel (10) gegebenen, zu einem einzigen Doppelintegrale.
(Das erste stellt nebenbei bemerkt die Integration über das
unbegrenzte Rechteck IFOAB unserer Figur dar.) Die Wieder
vereinigung beider Doppelintegrale liefert:

00 x+w

j' dv = 7: d:L'.fJf(u, t){(.7: + 'W - ~,t) 1/1 (u, x + 10 - u, x) dw du,
o u

Um diesen Ausdruck gleichförmiger mit dem durch Formel (3)
gegebenen Ausdrucke für f d n zu machen, will ich statt 10 den
Buchstaben x', statt u den Buchstaben ~ schreiben. Bekannt
lich kann man ja in einem bestimmten Integrale' die Variabeln,
nach denen zu integrieren ist, bezeichnen wie man will, wenn
nur die Grenzen dieselben bleiben, Dadurch ergibt sich

00 x+x'

(11) fdv = 7:dxf J{(~,t)((x+x'-~,t)'IJ1(~,x+x'-~,x)dx' d~;
o 0

Bevor wir die beiden für fdn und fdv gefundenen Werte
in die Gleichung (5) substituieren, wollen wir jene Gleichung
noch etwas transformieren. Entwickeln wir ihre linke Seite
nach dem Taylorschen Lehrsatze, so ergibt sich

{(:L', t) dx + a(~x; t) 7: d:L' + A r 2 dx = ((x, t) dx ......fdn + fdv,

wobei A irgend eine endliche Größe ist, und daraus

a{(x, t) fdv fdn A
at = 7: dx - 7: d x - 7:,

also nach Substitution der Werte (3) und (11) für f dn und f dv
00 X+:I:' .

af~X; t) = f f f(~, t) ((x + x' - ~, t) "IJ (~, .x + x'- ~, x) {h: d~
o ()

00 x+x'

-Jf {(x, t)((x', t) 1jJ (.x, :/;', ~) dx' d~ - Ar.
o u '

Da alles bis auf Ar endlich ist, kann dasselbe vernach
lässigt werden. Ferner können die beiden Integrale in eins
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zusammengefaßt werden, da ja Integrationsvariabelri und Grenzen
in beiden dieselben sind. 'Dadurch ergibt sich:

( 00 a:+a:'

t
af~X; i)= II[((s, fJ t'(x + x' - S, t) 1/1(S, x +x' - S, xl

(12) . 0 0

. - ((x, t)((x', t) 'l/J (x, :'/, ~)J dx' d~ .

Dies ist die gesuchte partielle Differentialgleichung, welche
das Geset~ der Veränderung der Funktion f bestimmt. Sie
bedarf jedoch noch einer Transformation, zu welcher wir die
beiden durch folgende für beliebige x, x' und ~ gültig!?
Gleichungen ausgedrückten Eigenschaften der Funktion 'l/J
brauchen werden:

(13) 1/J (x, x', ~) = 1/J (x', x, x + X' - ~),

(14) -Vxx'1/J(x,x',g= -V~(x+ x' - ~)'l/J(~, x + x' - ~,x),

wobei selbstverständlich alle Wurzeln mit dem positiven Zeichen
zu nehmen sind; die 1/J sind auch wesentlich positive Größen.
Die erste dieserbeiden Gleichungen läßt sich leicht beweisen.
Sei d n/ die Zahl der Zusammenstöße, welche in der Volum
einheit während der schon früher mit 7: bezeichneten sehr
kleinen Zeit so geschehen, daß vor denselben die lebendige
Kraft· des eJ;sten' lVloleküls zwischen x' und x' + dx', die des
zweiten zwischen x und x + dx, und nach demselben die des
ersten Moleküls ~wischen x + x' - ~ - d~ und x + x' _ ~ liegt,
also der Stöße, welche durch das Schema

(D) ~ vor dem Stoße. . . ,x', x,a+ dx' , x, x : dx

l nach" ." .. . x + x - ~ - d~, x + x - ~

charakterisiert sind. Dann kann d n/ wieder durch bloße
Buchstabenvertauschung aus derfriiher mit d n bezeichneten
Größe gefunden werden. Und zwar zeigt die Vergleichung der
Schemata (D) und .(A), daß man

x' statt x, x statt x', .'l,' + x' - ~ - d~ statt ~,

dx' statt dx, dx statt dx'

schreiben muß. d~ bleibt. Nimmt man diese Vertauschungen
in der Gleichung (2) vor, so ergibt sich:

(lö)dn' = 7: ((x', t)dx'·f(x, t)dx· d~1/J(x', x,x + x' - ~- d~).
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Wenn aber die lebendige Kraft des einen Moleküls nach
dem Stoße zwischen x + x' - ~ - d~ und a: + x' - ~ liegt, so
liegt die des anderen genau zwischen ~ und ~ + d~. Statt
des Schemas (D) könnten wir unsere Zusammenstöße also auch
durch folgendes

a
vor dem Stoße . . . x', x' + dx'

nach " "

b
a:, x + dx

~, ~ + d~

charakterisieren. Und jetzt sieht man, daß es ganz dieselben
Zusammenstöße, wie die durch das Schema (A) charakterisierten
sind. Denn, welches Molekül ich' als das erste, welches als
das zweite bezeichne (welches in die Rublrik a, welches in die
Rubrik b eintrage) ist offenbar gleichgültig. Da jene beiden
Gattungen von Zusammenstößen gar nicht verschieden sind, so
muß also auch ihre Anzahl gleich, folglich dn = dn' sein.
Setzen wir die beiden Werte (2) und (15) wirklich gleich und ,
streichen die beiden gemeinsamen Faktoren, so ergibt sich

't/J(x, X',~) = 't/J(x', x, x +x' - ~ - d~).

Hier kann das Differential d ~ neben dem Endlichen weg..
gelassen werden, da ja 't/J unmöglich diskontinuierlich sein
kann, und wir erhalten somit die Gleichung (13).' Schwieriger
ist der Beweis der Gleichuug (14). Der Beweis dieser Gleichung
wurde zuerst, freilich in etwas anderer Form, von Maxwell
geliefert; dieselbe wurde dann von mir bedeutend verallgemeinert,
wobei sie sich als spezieller Fall des J aco bischen Prinzips
des letzten Multiplikators erwies; ich glaube, mich daher mit
dem Beweise dieser Gleichung hier nicht aufhalten zu sollen,
dieselbe vielmehr als etwas Bekanntes voraussetzen zu können.
Ich bemerke nur noch, daß bei ihrem Beweise vorausgesetzt
wird, daß die .zwischen zwei materiellen Punkten wirksame
Kraft Funktion ihrer Entfernung ist, nach der Richtung ihrer
Verbindungslinie wirkt, und Wirkung und Gegenwir.kung gleich
sind. Diese Voraussetzungen sind also- zur Gültigkeit der
folgenden Rechnungen notwendig. Mit Rücksicht, auf die
Gleichung (14) kann aus der eckigen Klammer der Gleichung (12)
auch 1/J' als gemeinsamer Faktor herausgehoben werden, und
es ergibt sich:
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j

a fex, t), =J~Jx+x'[t,C<' t) frx + x' - ": n _ lrx~t) f(x~t) 1.
(16) at W Vx +x'- .; Vx Vx' J

o 0

XVx x' 1f! (x, x', ~) dx' d ~. ' -

Dies ist die Fundamentalgleichung für die Veränderung
der Funktion ((x, t). Ich bemerke nochmal, daß die Wurzeln
alle positiv zu nehmen sind, sowie auch ~ und die ( wesent
lich positive Größen sind. Setzen" wir für einen Augenblick

(16a) ((x, t) = Oy';;e-1IX,

wobei C und h Konstanten sind, so daß also

((x', t) = e-y;? e- 11 x' , ((~, t) = CV~ e- 11 ~,

{(x + x' -~, t) = evx + x- ~e-h(x+x'-~)

wird, so verschwindet der Ausdruck in der eckigen Klammer
der Gleichung (16); es wird also o((x,t)/i3t=O. Dies ist
nichts anderes, als der Beweis Maxwells übertragen in unsere
gegenwärtige Bezeichnungsweise. Ist die Zustandsverteilung
zu irgend einer Zeit durch die Formel (16 a) bestimmt, so ist
O.[(x, 1)/i3t = 0, d. h. dieselbe verändert sich im Verlaufe der
Zeit nicht weiter. Dies und nichts anderes ist von Maxwell
bewiesen worden. Wir wollen aber jetzt das Problem viel
allgemeiner auffassen. Wir wollen annehmen, die Verteilung
der lebendigen Kraft sei zu Anfang der Zeit eine ganz be
liebige gewesen, und wollen uns fragen, wie verändert sich
dieselbe im Verlaufe der Zeit. Ihre Veränderung, ist bestimmt
durch die partielle Differentialgleichung (16). Es kann diese
partielle Differentialgleichung, wie wir später sehen werden,
in ein System gewöhnlicher Differentialgleichung verwandelt
werden, wenn man an die Stelle des Doppelintegrals eine
Summe sehr vieler Glieder setzt. 'Es ist ja ein solches Doppel
integral bekanntlich nichts anderes, als eine abgekürzte Be
zeichnung f'!ir eine Summe unendlich vieler Glieder. An dem
Systeme gewöhnlicher. Differentialgleichungen werden dann, alle
Rechnungsoperationen viel anschaulicher. Ich,dll jedoch ab
sichtlich diese Vertauschung der Summation mit einer Integration
vorerst nicht vornehmen, damit es nicht' scheine, als sei die
selbe- zum Beweise unserer Sätze notwendig. Dieser Beweis
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kann geführt werden gElllzohne daß man die Symbolik der
Integralrechnung verläßt. Nur zur Veranschaulichung derselben
werden wir zum Schlusse die Summenformeln benützen. Wir
wollen zunächst den Beweis eines Satzes liefern, welcher die
Grundlage unserer ganzen' gegenwärtigen Untersuchung bildet,
des Satzes nämlich, daß die Größe

00

(1 7) E = ff(x, t) { log [(~'xt) l~ I} dx

o
niemals zunehmen kann, wenn die in dem bestimmten Integrale
vorkommende Jj'unktion f (x, t) der' partiellen Differential
gleichung (16) genügt. Auf der rechten Seite der Formel (17)
ist bezüglich x von Null bis Unendlich zu integrieren. Es
fällt also x aus der Größe E g.anz heraus. E ist nur eine
Funktion von t. Da t in den Grenzen des Integrals nicht
vorkommt, so erhalten wir den Differentialquotienten d E / dt,
indem wir die Größe unter dem, Integralzeichen partiell nach t

differentiieren, x dabei konstant lassend. Diese Differentiation,
welche ungemein leicht auszuführen ist, liefert

00

d E = flog [{(X, t)], af(x,.!l. dx
dt. y;; at .

o
Wir nehmen an, daß f(x, t) die Gleichung (16) befriedigt.

Substituieren wir aus dieser Gleichung den Wert für 8f(x, t)/8t,
so ergibt sich

00 00 a:+a:/

dE =flog [{(X,_i)] dxf f",[((,~,-t)f(x+X'-~t) _ {(x, i) {(XI,' t)]
dt. 1/x 1/~ 1/x + x/-~ VX .,yx;

o ' 0 0 .

X VXx/ 'l/J (.1:, .'1:/, ~) dx' dS. .
Da bei der Integration nach x' und ~ die Größe x als

konstant zu betrachten ist, so können wir den Logarithmus
auch unter die beiden folgenden Integralzeichen setzen und
schreiben

(18) lf (~~ =Ilf;~ f~t) ·t~~t)~7;~!': ~ f~t) ~'~l
X VXX/1jJ(x, x', ~)dxdx'd~. .
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Die wabre Bedeutung der Transformationen, welche wir
jetzt mit diesem Ausdrucke vornehmen werden, wird freilich
erst in ein helles Licht treten, wenn wir die Integrale durch
Summenformeln ersetzen werden. Es wird sich da zeigen,
daß alle folgenden Transformationen des Integrals wie natür
lich nichts anderes als Veränderungen der Summationsordnung
sind; es wird dann auch klar werden, warum gerade diese
Änderungen der Summationsordnullg notwendig sind. Jetzt
aber will ich hierauf nicht näher eingehen, sondern so rasch
als möglich zum Beweise des Satzes zu gelangen suchen, daß in
der Tat E nicht zunehmen kann, Wir können in der ]"ormel (18)
zuerst nach .'t' und dann nach ,2' integrieren 1); dadurch er
halten wir:

00 00 :C+:I:'

dE =JJflO fex, t) [f(;'..t) fex + x' - .;,_t) _ f(x,-t) f(X'!-.!lJ
d t g 1IX V; 11x + x' - ; 1/x 11X

o u 0

X Vx x' 1/J (x, x', ~) d:l:' dx d~ ,

oder wenn wir für 'l./J (x, X',~) seinen Wert aus der Gleichung (13)
substituieren,

00 00 12:+:1:'

dE =JJflOg ((x,-t) [I(';'..t) fex + x' - .;,_t)· _ tE, ~~ fex', t) J
dt Vx 1/.; l/x + x' - .; 1/; 11X'

o 0 0

X 01/J(x' x, x + x' - ~) dx' d.'t d~,

1) Daß die Vertauschung der Integrationsordnung unbedingt ge
stattet ist, folgt Bchon daraus, daß wir die Gleichungen (20), (22) und (23)
genau in derselben Weise wie die Gleichung (18) direkt hätten ableiten
können; wir schlugen den Weg der Transformation bloß ein, um die
Schlüsse, durch welche wir die Gleichung (18) erhielten, nicht viermal
wiederholen zu müssen. Auch dadurch, daß die früher angewandte Dift'e
l'entiation unter dem Integralzeichen unerlaubt wird, indem der Integrand
diskontinuierlich wird, erleidet der im Texte geführte Beweis keine
Störung, wie man nachweisen kann, indem man aus dem gesamten
Raume, über den in den Formeln (18), (20), (22) und (23) die Integrationen
zu erstrecken Bind, gleichzeitig um alle Stellen, für welche eine der
Größen s,' s', (J' oder (J" Null oder unendlich wird, sehr dünne flächen
artig ausgedehnte Streifen ausschließt. Von der Gesamtheit der auf diese
Art aus 4 (dE I dt) ausgeschlossenen Glieder läßt sich dann mittels der
ergänzten Taylorschen Reihe beweisen, daß ihre Summe nicht positiv
sein kann, wenn keine dieser Größen unendlich nahe unendlich viele
Diskontinuitätsstellen hat.
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Wir lassen jetzt die Variabelnx' und x unverändert; aber
statt ~ führen wir die neue Variable ~' = x + .7:' -' ~ ein, so
daß also ~ = .'c + .7:' - ~', d ~ = - d ~' wird. Dann ergibt sich

00 00 0

dE = -JJJlO fex, t) [fex + x' - ~', t) f(~', t) _ na:Lt) [(x', t)]
d t g VX 11x + x' - f 1If 1/;; 1/x'

o 0 x+x'

X VX x' 1/J (x', x, ~') dx' dx d~' ,
oder, wenn man Zeichen und Grenzen des ersten Integrals
umkehrt:

00 00 x+x'

1
dE =JJ JIOCf fex, t) [f(~'!..!l [(x+x' _~', t) - fex, t) [Cx' t2]

(19) dt Cl -vx w Vx + x'-~' V; V;;I
o 0 0

X VX x' 1/J (x', X, ~') dx' dx d~'. ,

Dieses dreifache Integral ist jetzt ganz so gebaut, wie das
der Formel (18); nur sind die Variabeln, nach denen integriert
werden soll, anders bezeichnet. Allein das ist nur ein schein
barer Unterschied. Die Integrationsvariabeln eines bestimmten
Integrals kann man ja bezeichnen wie man will, solange nur
die Grenzen dieselben bleiben. Wir können daher auch in
der Formel (19) statt f wieder ~ schreiben, und auch die Buch
staben x und x' miteinander vertauschen. Dadurch ergibt sich

J
dE =JooJoo J'x;;~ f(x!.-t) [f(~:...t) fCx + x' '-~, t) _ [e~~ r~,~t)]'

(20) . d t 11x' 11 ~ Vx +x' .,... ~ Vx 11x'

I
0 0 0

X y;;' 1/J (x, :J:', ~) dx dx' d~ .

Über die Identität der beiden Integrale (19) und (20)' kann
kein Zweifel bestehen, da sie sich bloß durch die Buchstaben
unterscheiden, mit denen die Integrationsvariabeln bezeichnet
sind. Einen dritten Ausdruck für dB / dt erhalten wir in
folgender Weise. Wir substituieren in der :H'ormel (18) statt

Vx x' 1/J (:1:, X',~) seinen Wert aus der Gleichung (14). Dadurch
erhalten wir zunächst:

00 00 x+x'

dE ==JJJIog /(x~t) [f(~, t) fCx +x' - ~, t) _ fex:....t) fex', t)]
d t 11x VI 11x + x' - ~ 1/x VX'

o 0 0

X Vf(;Tx' - ~) 1/J (~,.7: + x' - ~,,2.) dx d:J/d~ .
Boltzmann, Gesammelto wissenseh. Abhandl. 1. 22
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Wir wollen jetzt für x' eine neue Variable einführen. Da
müssen wir uns die Integration nach x' zuerst, also vor der
nach ~ ausgeführten denken. V\-rir brauchen da bloB das Doppel
integral

00 x+:c'

JJIog fex, t) [f(~~~L fex + X'_~, t) _ ((x:!) L(X~t)J
vx 11~ Vx+x'-~ Vx Vx'

o 0

X~ + x~ ~)'l/)(~, x + ,'L.' -~, x)d:/ d~

zu transformieren. Dasselbe braucht dann nur noch mit d ,1:

multipliziert und nach x von Null bis Unendlich integriert zu
werden, um dEI dtzu erhalten. In einem solchen Doppel
integrale haben wir bereits früher die Integrationsordnung
umgekehrt. Durch ganz dieselben Betrachtungen, wie damals,
ergibt sich, daß es in eine Summe zweier Integrale zerfällt,
nämlich:

x 00

Jflog fex, t) [f(~,!) fex + x' - ~, t) _ f(x~t) fex', t)]
yx V~ Vx + x' - ~ Vx Vä?

o 0

X -y~(x + ,'/;' - ~)1/J(~,X + x' - ~,:1,')d~ d:1,.'
00 00.+J flOg fex, t) [f(~, t) fex + x' - !,-t) _ f(x,!l fexi.t)]

-vx VI 1/x + x' - ; "}IX 11x'
a: ~-x

X V~(x + x' -~'l/J(~, X + X' - ~,x) d~ d:r:'.

Führen wir jetzt in diese beiden Integrale für x' die
Variable ~I = X + X' - ~ ein, so erhalten wir nach richtiger
Grenzenbestimmung:

x 00

Jflog fex, t) [fe~, t) fW, t) _ fex, t) f(~ + ~. - x, t)]
VX VI Vf vx 1I~+f-x

o x-;
X m 1jJ (~, ~/, 3:) d~ elf

00 00

+JflOg fex, t) [. f(g, t) f(~~tJ _ fex:!) fJL.±l~tl]
1;; lii l/f 11 x 11 ~ + f - x

x 0 •

x V~~' 'l/J (~, ~/, x) d~ d~'.

Diese beiden bestimmten Integrale sind noch bezüglich X

von Null bis Unendlich zu integrieren, so daß man also erhält:
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00 a: 00

d Jj} =JJJI0gf(x~~ [f(~0J f(~/, t) _ Ua:~t) f($ + ;'_~_X, t)1
d t l!X n l!f Vx V~ + ~' - x J

() 0 a:-~

X fIT '1/) (~, ~/, :l:) d:t· d~ d~'
00 00 00+JJJIog f(x!;l [f(~'.!.) fW:..!.) _ f(~tl LW+ $'= x, ~]

Vx 11 ~ Vf . 1Ix V; + ;' - x
o a: U

X fIT 1.jJ (~, ~/, x) dx d~ rl~'.

Hier müssen wir jetzt die Integrationsordnung so ver
ändern, daB zuerst nach x, dann nach ~/, zuletzt nach ~ integriert
wird. 1) Da ist es behufs der Grenzenbestimmullg wohl am

1) Alle im Text geführten etwas weitläufigen Grenzenbestimmungen
vereinfachen sich außerordentlich, wenn man die Grenzen nach der
bereits in der Anmerkung S. 325 gegebenen Weise definiert. Dann sieht
die Formel (18) so aus:

f
d11) = ffflog f(x~) [f(~!!) rex + x' -~, t) _ !J~~~ I(X~,-t)]

(lSa) dt Vx V~ l/x+x'-~ Vx Vx'

1 x Vx x' 'lf1 (x, x', ~) d x d x' d~.
Zu integrieren ist über alle Werte, welche folgenden Ungleichungen

genilgen:

(18b) x;:>: 0, x'> 0, ~ >= 0, x + x' - ~:5 O.

Die beiden Formeln (18a) und (18b) besagen jetzt ganz dasselber
wie früher das eine bestimmte Integral (18), und ich bemerke noch, daß
jetzt die Integrationsordnung ganz willkürlich ist, ja es ist nicht einmal
notwendig, daß überhaupt zuerst nach der einen ,- dann der anderen
Variabeln integriert wird, wenn nur über alle Werte integriert wird, die
den Ungleichungen (18b) genügen. Führen wir nun irgendwelche neuen
Val'iabeln u, v, wein, so ist bekanntlich

du dv dw
dudvdw=Z± --. _0- . -- . dxdydx.

dx dy d-;:.

Wollen wir nun die Formel (20) des Textes erhalten, so brauchen,
wir nur zu setzen

u = x', v = x, w = x + x' - ~.

Dann wird die Funktionaldeterminante gleich eins, und es ist klar, daß·
sie mit positivem Zeichen zu nehmen ist, wenn wir immer von den
kleineren zu den größeren Werten der Variabeln integrieren, also die
Differentiale positiv betrachten. Es ist also

d ~t d v d w = d x d x' d ~

22*
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besten, sich den Integrationsraum geometrisch zu versinnlichen.
Da das Integral ein dreifaches ist, so müssen wir hierzu den

und die Gleichung (18 a) gebt über in

d E = ffflog f(v'-.!) . [f(U +v:- 20, t) f(w.!.-.t) _ f(v,_!l f(u, t)]
dt Vv Vu + v -u' l/w -VV-VU

X VU:V'IfJ (v, u, u + v - w) d 1t d v cl w.

Die Ungleichungen (18 b) aber, welche die Grenzen bestimmen,
verwandeln sich in

v 5 0, u 50, u + v - w 5 0, 'l0:> 0.

Nun können wir wieder die Buchstaben u, v, w mit x, x' und g
vertauschen (an der Bezeichnung der Integrationsvariabeln liegt ja
nichts) und erhalten für das Integral

d E =ffJlogL~':.-.t) . [fex + x' - g, t)f(g, t) _ fex,}] ((x':.-.t)]
d t Vx' Vx + x' - ~ 11I vx Vx'

x Vx x' 'IfJ (x', x, x + x' - ~) cl x d x' d ~

und für die Ungleichungen, die die Grenzen bestimmen

(20b) x:>: 0, X'50, g50, X+X'-~50.

Ersetzen wir jetzt schließlich 'IfJ (x', x, x + x' -~) nach Gleichung (13)
durch 'IfJ (x, x', ';), so erhalten wir

{

dE =JJflogf(X',t). [f(~!.!)f(x+xl-g,t)_f(x!-t)f(X"t)]

(20 a) d t vro' V~ Vx + x' - ~ 1/ x 1M
x Vx x' 'IfJ (x, x', .;) d x d x' d ~ .

Die Ungleichungen (20 b) sind identisch mit den Gleichungen (18 a).
Vereinigen wir dabel" die beiden Formeln (20a) und (20b) in eine einzige,
indem wir uns wieder zuerst nach .;, dann nach x', zuletzt nach x integriert
denken und die Integrationsgrenzen jedesmal den Integralzeichen bei
setzen, so erhalten wir die gewünschte Formel (20) des Textes.

Wollen wir die Formel (22) des Textes gewinnen, so setzen wir

u = ~, v= x + x' - ~, w = x.

Die Determinante ist wieder eins, daher

d'litdvdw = dxdx'cl~.

Ferner ist
x'=u+v-w.

Die Gleichung (18 a) lautet also nach Einführung dieser Variabeln

d E =JJflog f(wL!J. • [f(U, t) ((v, t) _ f(w,tlf(u + 1.' - 'l0, t)]
dt y;; V"U V; -vw Vu+v-w

. X 11w (u + v - 20) 'IfJ (w, U + '/) .,- w, u) du dv d20
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Raum zu Hilfe nehmen. Ziehen wir uns drei rechtwinklige
Koordinatenachsen 0 X, OE, 0 E' im Raume, und tragen auf
denselben die Werte von JJ

x, s, ~' auf. Ferner ziehen
wir in der Ebene X 0 :s
die Gerade 0 A, welche
mit 0 X und 0 E Winkel
von 45 0 macht und ebenso
in der Ebene :s 0 E' die
Gerade 0 B. Betrachten ..-
wir jetzt das erste in der
Formel (21) erscheinende X
dreifache Integral. In '..1
demselben ist bezüglich ~' Fig. 1.

von x - ~ bis Unendlich, also von einem Punkte der Ebene
A 0 B bis ins Dnep.dliche hinauf zu integrieren; bezüglich; ist
von Null bis :1', also von Null bis zu einem Punkte der

und die Ungleichungen (18b) lauten

w :>: 0, 26 + V - w :>: 0, u:>: 0, v > O.

Vertauschen wir jetzt, ganz wie früher die Buchstaben u, v, w mit
x, x', ~, so erhalten wir:

{
dE= ffflog f($0.) • [r(x, t) r.(x'~_ fC$,--t) r(x + x'- ~, t)

(22 a) d t 11 ~ vx lt"X' 11 ~ Vx + x' - ;

X V~ (x + x' - ~) 'lfJ(~, x + x' - ~,x) dx'dx' (n
(22b) x> 0, x' > 0, x + x' - ;:>: 0, ; > o.

Man sieht sofort, daß wir in der Gleichung (22 a) wieder bloß von
der Formel (14) Gebrauch zu machen und die Grenzen wirklich anzu
schreiben brauchen, um die Formel (22) des Textes zu erhalten. Man
sieht also, daß, wenn man von der Methode der Grenzenbestimmung
durch Ungleichungen Gebrauch macht, .die Transformationen fast ohne
alle Rechnung gemacht werden können, welche im Texte weitläufige
Rechnungen erfordern. Wenn ich trotzdem im Texte von, der weit
läufigerell Methode Gebrauch machte, so geschah es bloß, weil diese Art
der Grenzenbestimmullg durch Ungleichungen eine etwas ungewöhnlichere
ist. Ich bemerke hier noch, daß für E auch folgender Ausdruck gesetzt
werden kann:

(17a) '. foo [fex, t)] .EI = f(x,t)log 1& dx.
o '
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Geraden 0.11 zu integrieren. Der Integrationsraum des ersten
Integrals ist also der ganze Teil des Raumes, welcher vertikal
über A 0 B steht (wofern man sich die Achse O:S' vertikal
denkt). Ebenso findet man, daß der Integrationsraum des
zweiten Integrals der Formel (21) jener Teil des Raumes ist,
der vertikal über dem Dreiecke A 0 S steht. (Jenes Dreieck
von 0 gegen A und gegen :s zu ins Unendliche erstreckt
gedacht.) Beide Integrale zusammen repräsentieren uns also
eine Integration, die über die körperliche Ecke zu erstrecken
ist, die von den vier ]'iguren A o;j, A O:S, BO:E' und :SOE'
begrenzt wird. Und nun ist es leicht, die Grenzen zu bestimmen,
wenn zuerst nach x integriert wird. Bei konstantem ~ und ~'

bleiben wir in jener körperlichen Ecke, wenn x von Null bis
~ +~' wächst. Null und ~ +~' sind also die Integrations
grenzen für a:. Bezüglich ~ und s' aber geht die Integration
von NuÜ bis Unendlich. Bei dieser neuen Anordnung der
Integrationsordnung vereinigen sich also wieder beide Integrale
in eines und man hat

00 00 ~+S'

cl E, = JJflog fCx.!...t) . [fCg0.) fC~', t) _ fex, t) f(~ + ~' - x, t)]
,dt Vx V~' vr llX -V~+f-x

000

x m 1.jJ(~,~/,x)dsdr da:.

In diesem bestimmten Integrale ist es wieder gleichgültig,
mit welchen Buchstaben wir die Variabeln, nach denen zu inte
grieren ist, bezeichnen. Wir können daher die beiden Variabeln
S und ~' auch mit den lateinischen Buchstaben x und x' be
zeichnen, die Variable x' aber mit dem Buchstaben~. Tun

Dieser Ausdruck ist nämlich bloß um
00

Jfex, t) d x,
o

also um die Gesamtzahl. der Moleküle in der Volumeinheit gröBer, als
der im Texte für E gegebene. Und da diese Gesamtzahl konstant ist,
so unterscheidet er sich nur durch eine Konstante davon, kann also wie
der im, Texte gegebene nicht zunehmen. Eine andere Transformations
methode der Integrale besteht darin, daß man der Funktion 'I.fJ (x, x',~)
den Wert Null beilegt, sooft x + x.. - .; <0 ist, und dann alle Inte
grationen von Null bis Unendlich erstreckt.
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wir dies und setzen noch vor das ganze Integral das negative
Zeichen, während wir gleichzeitig die Zeichen in der eckigen
Klammer umkehren, so ergibt sich .

r
d E = -JJooJoo;o::V'reg, t), rfCg:!) fCx + x' - g, t) fex, t)fex', t).J

(22)1d t 0 0 0 . VI l Vg Vx + x' - g y-X Väf

X Vx x' 1.jJ (x, .'1:', &) d x d x' d &•
Wenden wir auf diese Formel wieder ganz dieselbe Trans.:.

formation an, durch welche wir aus. der Gleichung (18) die
Gleichung (20) erhielten, so gewinnen wir noch einen vierten
Ausdruck für d E / d t. Ich glaube, diese Transformation hier
nicht wirklich ausführen zu sollen; man übersieht leicht, daß ihr
Resultat folgendes ist:

00 00 :v+:z;'

(I dE=' _ffflOg fex_+ x' - g, t) , [feg, t) fex + x' - g,t)
dt. Vx + x' - ~ VI Yx + a;' - ~

(23) i 0 0 0

I fex, t) fex', t)],/-t -y-x VX' yxx'1.jJ(x,x' &)dxdx' d&.

Ich will jetzt die vier Ausdrücke, die wir für d E / d t er
hielten, noch einmal übersichtlich z,usammenstellen, wobei ich
mich aber folgender Abkürzungen bediene, Ich setze:

fex, t) fex', t) I f(~, t) fex + x' - ~,t) ,
Vx· = s, VX' = s, l/I = rr, Vx + x' _ ~ = rr ,

~ ljJ(x, x', &) = 1',

Dadurch gehen die vier Gleichungen (18), (20), (22) und
(23) über in

00 00 :v+:v'

~~ = f f flOg s '(rr rr' - s s') r d x dJ/ d &
000

00 00 :v+:v'

~~ = ff flog s' • (rr rr' - s s') r d x d x' cl S
o U 0

00 00 :v+:v'

~t = ~ fff logu . (uu' - ss')rdxdx' ds
00 0
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00 00 x+x·

~~ = - 1JJl~g cr' . (a a' - s s') r d x d x' d s.
000

Wir erhalten auch d E / d t, wenn wir alle die vier Aus
drücke addieren und die Summe durch 4 dividieren. Da
rechts lauter bestimmte Integrale mit denselben Integrations
variabeln und denselben Grenzen stehen, so können wir die
Integralzeichen vor die Summen schreiben und brauchen bloß
die Größen unter den Integralzeichen zu addieren. Heben
wir da noch den gemeinsamen Faktor heraus, so erhalten wir

00 00 x+x'

-1f = ~1JJ(log s+log s'-log (i-log a')(a a' -S8') 1' dxd:1:' d~,
000

oder nach Zusammenziehen der Summe der Logarithmen in
den Logarithmus eines Produkte.

00 00 x+x'

dE 1JJ11 (S8') (' ') d d ' [1:(24) di-- = 4 og uu' • a a - S 8 r .1: x es·

000

Wenn nun' nicht für alle Wertekombinationen der In
den sund a enthaltenen Variabeln

(25) s s' = a a'

ist, so muß für einige entweder s s' > aa' oder s s' < aa' sein.
Im ersten Falle ist log (8 S' fa a') positiv, a a' - 8s' aber negativ,
im zweiten umgekehrt; in beiden Fällen ist daher das Produkt

log (; ~,) • (a a' - 8 s')

negativ. Nun ist aber die Größe r wesentlich positiv, da 1jJ immer
positiv ist, und auch die Quadratwurzeln mit positivem Zeichen
zu nehmen sind. Es ist also die Größe unter dem Integral
zeichen, folglich auch das ganze Integral notwendig negativ.
Es muß also E notwendig abnehmen. Nur wenn allgemein
die Gleichung (25) gilt, kann E konstant bleiben. Da nun, wie
wir später sehen werden, E auch nicht negativ unendlich werden
kann, so muß es sich mit wachsender Zeit immer mehr einem
Minimum nähern) für welches dEfdt = 0 wird, daher die
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Gleichung (25) besteht. Diese Gleichung lautet, wenn wir für
.CI, 8',. (J und (J' wieder ihre Werte substituieren:

fex, t) • fex', t) = tC~, t) . tcx + x' - g, t)

1/-; yX' yg- 1/x + x' - ~ .

Damit diese Gleichung für alle. Werte der:Variabeln x, x'
und ~ bestehe, muß, wie sich leicht zeigen läßt,

l(x, t) = CVxe- hro

sein. Es ist somit strenge bewiesen, daß, wie immer die Ver
teilung der lebendigen Kraft zU Anfang der ,Zeit gewesen sein
mag, sie sich nach Verlauf einer sehr lange:Q. Zeit immer not
wendig der von Maxwell gefundenen nähern muß. Das bis
her Vorgenommene ist nun allerdings nichts 'weiter als, ein
mathematischer Kunstgriff, um, einen Satz strenge zu beweisen,
dessen e;xakter Beweis bisher nicht gelungen ist. Es gewinnt
aber sehr an Bedeutung durch seine Anwendbarkeit· auf die
Theorie mehratomigerGasmoleküle. Dort läßt sich wieder
von einer gewissen Größe B beweisen, daß dieselbe infolge der
MolekularbewegUIig nur abnehmen oder im' Grenzfalle konstant
bleiben' kann. Es läßt sich also der Beweis liefern, daß bei
aer Atombewegung von Systemen beliebig vieler materieller
Punkte immer eine gewisse Größe existiert, welche infolge
jener Atombewegung nicht zunehmen kann, und diese Größe
stimmt bis auf einen konstanten Faktor genau mit der von
mir in 'der Abhandlung "Analyt. Beweis der 2. Haupts. usw.",
Sitzungsb. d. \\7~ener Akad. Bd. 63,1) für das bekannte Inte
gral f (d QI rp) gefundenen Größe überein. 'Es ist also hiermit
ein analytischer Beweis des zweiten Hauptsatzes auf einem
ganz anderen Wege angebahnt, als derselbe bisher versucht
wurde. Bisher suchte man nämlich immer zu ,beweisen, daß
J (d Q/T) = 0 ist für den umkehrbaren Kreisprozeß, womit noch
imnier nicht analytisch bewiesen ist, daß es für den nicht um
kehrbaren Kreisprozeß, der doch allein in der Natur vorkommt1

immer negativ ist, während der umkehrbare Kreisprozeß' bloß
ein Ideal ist, dem man sich mehr oder weniger nähern, es
aber nicht vollkommen erreichen kann. Rier dagegen gelangen
wir direkt zum Satze, daß .f(dQrJ.!) im allgemeinen negativ:

1) Nr. 20 dieses Bandes.
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und nur für den Grenzfall gleich Null ist, der natürlich der
umkehrbare Kreisprozeß ist (weil für ihn nicht, wenn man ihn
in dem einen und anderen Sinne durchläuft, J(dQ/T) immer
negativ sein kann).

H. Ersetzung der Integrale durch Summen.

Ich will mich hier nicht ·länger mit Betrachtung der Be
ziehung der Größe E zum Integrale f(d Q/ T) aufhalten, son
dern jetzt zeigen, wie alles bisher Vorgetragene viel klarer
und anschaulicher wird, wenn wir die partielle Differential
gleichung (16) in ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen
verwandeln. Es geschieht dies, indem wir das in jener par
tiellen Differentialgleichung erscheinende Doppelintegral durch
eine Summe ersetzen nach der bekannten Formel

00

f {(x, t) d x = lim 8[{(8, t) + ((28, t) +{(3 8, t) + ... f(p 8, t)] •

'0 für lim 8 = 0, lim p 8 = 00.

Wir wollen beide Integrale der Formel (16) durch eine
derartige Summe ersetzen, und zuerst 8 und p endlich an
nehmen. Dann verwandelt sich die Gleichung (16) in eine
Differentialgleichung mit folgenden Unbekannten:

{(8, t), f(2 8,t), •.. {(pe, t).

Jede dieser Unbekannten ist nur mehr Funktion der Zeit. Die
Zahl der Unbekannten ist p. Allein die Gleichung (16) muß
für jedes J: gelten. Setzen wir darin der Reihe nach

x = 8,x = 28, ... x = P 8,

so erhalten wir im ganzen p Differentialgleichungen z,wischen
unseren p Unbekannten i und da die Unbekannten nur Funk
tionen der Zeit sind, so sind die Differentialgleichungen keine
partiellen. Dieses System von p gewöhnlichen· Differential
gleichungen zwischen p. Unbekannten lösen wir zuerst auf und
untersuchen dann, welcher Grenze sich die Lösung nähert,
wenn 8 unendlich klein, pe unendlich groß wird. Jene Grenze
ist dann die Lösung der· partiellen Differentialgleichung. Die
Substitution der Summenformel in die partielle Differential-
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gleichung hat gar keine Schwierigkeit. Dieselbe verwandelt
sich dann in das Gleichungssystem (34) auf Seite 352. A.uf
dieser Seite werden wir dann auch die übrigen jetzt nur
skizzierten Rechnungsoperationen ausführen. Zuvor will ich
aber noch zeigen, wie man unser Problem modifizieren muß,
um direkt statt auf die partielle Differentialgleichung auf
jenes System von p gewöhnlichen Differentialgleichungen zu
kommen. Die Methode, deren 'wir uns hierbei bedienen werden,
ist keineswegs neu. Die Integrale sind bekanntlich nichts
anderes als symbolische Bezeichnungen für Summen unendlich
vieler, unendlich kleiner Glieder. Die symbolische Bezeichnung
der Integralrechnung zeichnet' sich nur durch eine solche
Kürze aus, daß es in den meisten Fällen nur zu unnützen
Weitschweifigkeiten führen' würde, wenn man die Integrale
erst als Summen von p Gliedern hinschriebe und dann p
immer größer werden ließe. Trotzdem aber gibt es Fälle, in
denen die letztere Methode wegen der Allgemeinheit, die sie
erzielt, namentlich aber wegen der größeren Anschaulichkeit, in
der sie die verschiedenen Lösungen eines Problems erscheinen
läßt, nicht ganz .zu verschmähen ist. Ich erinnere da an die
elegante Auflösung des Pr'oblemsder Saitenschwingungen durch
Lagran ge in den ]J:Eiscellanea taurinensia, wo derselbe zuerst
die Schwingungen eine's Systems von n miteinander verbundenen
Kugeln behandelt, und dann zu den Saitenschwingungen ge
langt, indem er n immer größer, die Masse jeder Kugel immer
kleiner werden läßt. In ähnlicher Weise wurde auch das
Problem der Diffusion und Wärmeleitung (durch Stefan,
Sitzungsb. d. Wiener Akad. Bd. 47 u. Beez) gelöst. Noch
eine hübsche Anwendung dieser Methode auf die Differential
gleichung

d2
w = a(~ + dW)

drds dr ds

deutet Riemann in den Ber.d. Götting. Ges. d. Wiss. Bel. 8
an. Diese Methode scheint mir nun auch in unserem Falle,
wenn man sich einmal an einige Abstraktionen gewöhnt hat,
die' Deutlichkeit sehr zu fördern. Wir wollen an die Stelle
der kontinuierlichen VariaheIn x eine Reihe diskreter Werte 8,

28, 3e, ... p 8 setzen. Wir müssen daher annehmen, daß
unsere Moleküle nicht imstande sind, eine kontinuierliche
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Reihe lebendiger Kräfte anzunehmen, sondern bloß solche,
welche Vielfache. einer gewissen Größe 8 sind. Im übrigen
wollen wir ganz dasselbe Problem wie früher behandeln. In
einem Raume R haben wir sehr viele Gasmoleküle. Aber
jedes derselben soll nur fähig sein, folgende lebendige Kräfte
anzunehmen:
(26) 8, 28, 38, 48 ... P 8

Kein Molekül soll eine dazwischen liegende noch größere
lebendige Kraft annehmen. Wenn zwei Moleküle zusammen
stoßen ,so sollen sie ihre lebendige Kraft in gar mannig
faltiger Weise .verändern. .Aber. immer soll nachdem Stoße
die lebendige Kraft jedes Moleküls wieder ein Vielfaches von 8

sein. Ich brauche·.·. wohl nicht zu bemerken, daß wir es da
für den Augenblick nicht mit .einem reellen physikalischen
Probleme zu tun hahen. Es dürfte schwer' sein, eine Vor
richtung zu ersinnen, welche den Zusammenstoß zweier Körper
so reguliert, daß nach demselben die lebendige Kraft eines
jeden immer ein Vielfaches von 8 ist. Darum handelt es sich
hier auch gar nicht. Jedenfalls steht es uns frei, die mathe
matischen Konsequenzen dieser Annahme zu prüfen, welche
nichts weiter als ein Hilfsmittel sein soll, um uns die Be
rechnung des physikalischen Vorganges zu erleichtern. Denn
zum Schlusse werden wir ja 8· unendlich klein, p 8 unendlich
groß setzen, wodurch sofort die unter (26) gegebene Reihe
lebendiger Kräfte in eine kontinuierliche, unsere mathematische
Fiktion also in· das früher behandelte physikalische Problem
übergeht. Wir nehmen nun an, zur Zeit t befinden sich U\
Moleküle mit der lebendigen Kraft 8, w2 Moleküle mit der
lebendigen Kraft 28 ... wp mit der .lebendigen Kraft p 8 in der
Volumeinheit. Wir nehmen wieder an, schon zur Zeit t sei
die Verteilung der lebendigen Kraft eine gleichförmige ge
wesen (die mit w bezeichneten Größen seien also unabhängig
davon, wo wir den Raum vom Volumen eins konstruieren) und
für die Geschwindigkeitsrichtung sei jede Richtung im Raume
gleich wahrscheinlich gewesen. Im Verlaufe der Zeit werden
aus der Volumeinheit Moleküle von einer gewissen lebendigen
Kraft, z. B. k 8 austreten; allein da die Verteilung der leben
digen Kraft eine gleichförmige ist, so werden durchschnittlich
ebenso viele wieder aus der 1!mgebung eintreten. Und da es
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sich hier nur um Durchschnittswerte handelt, so werden
sich die mit 10 bezeichneten Anzahlen also nur durch die Zu
sammenstöße verändern. Wollen wir daher die Differential
gleichungen für die Veränderungen der w aufstellen, so müssen
wir die Zusammenstöße einer näheren Betrachtung unterziehen.
Bezeichnen wir mit .1v:1 die Zahl der Zusammenstöße, welche in
der Volumeinheit während der sehr kleinen Zeit 7: so ge
schehen, daß vor denselben die lebendige Kraft des ersten
der stoßenden Moleküle II E, die des zweiten 1E, nach dem
Stoße aber die des ersten x E I des zweiten AE ist. Die vier
Größen k, 1, x, Asind ganze positive Zahlen <.:: p; denn Zusammen
stöße, bei denen die Größen lt, 1, x, J. andere ,Verte hätten,
finden, wie wir wissen, nicht statt. Außerdem besteht zwischen
denselben die Gleichung
(27) k + l=x + A,
da die Summe der lebendigen Kraft beider Moleküle vor dem
Stoße gleich der Summe der lebendigen Kraft beider Moleküle
nach dem Stoße sein muß. Da wir es gegenwärtig nicht mit
einem reellen physikalischen Probleme zu tun haben, so können
wir diese Anzahl N~l natürlich auch nicht wirklich bestimmen;
wir können über dieselbe vielmehr jede. beliebige Voraus.,.
setzung machen und die daraus folgenden Konsequenzen prüfen.
\rollen wir aber, daß unser· Problem für unendlich kleine E in
das früher behandelte übergeht, so müssen wir voraussetzen,
daß N~cI vollkommen analog bestimmt sei, wie· früher die An
zahl der Zusammenstöße bestimmt war. Wir nehmen also an,
die Zahl N~l sei wieder erstens proportional der Zeit 7:, zweitens
proportional der Anzahl der Moleküle mit der lebendigen Kraft
kEin der Volumeinheit, also proportional 10"", drittens propor':'
tional der Zahl 1OZ' Das Produkt dieser drei Größen sei noch
zu multiplizieren mit einem gewissen Proportionalitätsfaktor,
der noch von den .vier die Natur des Zusammenstoßes be
stimmenden Größen k, 1, u,A, aber nicht von derZeit ab
hängen kann, und mit .A~l bezeichnet werden mag. Fassen
wir alles dieses zusammen, so haben wir also :

(28) ~~. A~
• . .LVxÄ = 7: .10"", Wz ' ./.LXÄ'

Jetzt ist die Zahl der Zusammenstöße ganz analog wie
früher in Formel (2) bestimmt. Die Größe A. tritt an die Stelle
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der früher mit 'lj.J bezeichneten. Wollen wir die Analogie voll~

ständig machen, so müssen wir der Größe A auch noch die
selben Eigenschaften beilegen, welche die Größe 'lj.J hatte.
'lj.J erfüllte die Gleichung

(2\1) 11-7: x' t/J~7:, X',~) = m;+ x
,
-- ~) 't/J(~, x + x' - ~,x).

In unserem Falle sind die lebendigen Kräfte vor dem
Stoße It 8, L8, die nach demselben ~ 8, A8; in unserem Falle
ist also

x = k 8, x' = l 8, ~ = "8, X + :1:' - ~ = A8.

Der Größe 1/1 (x, X',~) entspricht A:l, und man sieht leicht, daß
der Größe 1/J (~, j; + x' - ~~ x) .die Größe A~; entspricht. Die
Gleichung (29) geht also in unserem Falle über in

,/- kl ,/- xÄ.
(30) V k l. AxÄ. = r "A. Akl •

Nun ist die Analogie eine vollständige, und wir brauchen
nur 8 unendlich klein, p 8 unendlich groß zu setzen, .um aus
der Lösung dieses Problems die des früher behandelten physi~

kalisehen zu erhalten. Die Formeln werden etwas einfacher)
wenn wir ylJ A~l, was ja wieder eine von den vier Zahlen It, 1, ", A
abhängige Konstante ist, mit. B~~ bezeichnen. Dann geht die
Gleichung·· (30) über in
(31) B~i = BkZÄ.

und die Gleichung (28) verwandelt sich in

N kl WkWI Bkl
"Ä. = 7:'-._. "A.'

Vk1
.Die Quadratwurzeln sind natürlich positiv zu nehmen, da

N~1 wie die w wesentlich positive Zahlen sind, und wir die B
auch immer positiv wählen wollen.Nach diesen Vorbereitungen
fragen wir uns, welche Veränderung die Größe w1 währenu
der Zeit 7: erfährt. w1 ist die Zahl der Moleküle mit der
lebendigen Kraft 8 iv. der Volumeinheit. Wir wissen, daß sich
diese Zahl nur infolge der .Zusammenstöße verändert. So oft
nämlich zwei Moleküle so zusammenstoße~, daß vor dem Stoße
eines derselben die lebendige Kraft 8 hat, während nach dem
selben keines mehr die lebendige Kraft 8 hat, wird diese Zahl
um eins vermindert. Umgekehrt, so oft zwei Moleküle so zu
sammenstoßen, daß vor dem .Stoße keines , nachdem Stoße
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aber eines die lebendige Kraft 8 hat,' wird jen'e Zahl um ems
vermehrt. Ziehen wir also die erstere Zahl von w1 ab, und
addieren die letztere hinzu; so erhalten wir die Zahl der
Moleküle in der Volumeinheit, welche zur Zeit t + 7: die
lebendige Kraft 8 haben, und welche wir mit w1' bezeichnen
wollen. Es handelt sich also jetzt um die Zahl der Zusammen
stöße, vor denen eines der stoßenden Moleküle die lebendige
Kraft 8 hatte. Wenn auch das andere die lebendige Kraft 8

hatte, so mussen nach dem Stoße wieder beide die lebendige
Kraft e haben, da die Summe der lebendigen Kraft beider
nach dem Stoße wieder 28 sein muß und keine anderen leben
digen Kräfte als die in der Reihe (26) verzeichneten vorkommen
können. Hatte vor dem Stoße ein Molekül die lebendige
Kraft 8, das andere 28, so muß aus demselben Grunde auch
nach dem Stoße eines die lebendige Kraft 8, das andere 28
haben. Durch alle die~e Zusammenstöße ändert sich also c1ie
Zahl der Moleküle mit der lebendigeu Kraft 8 nicht. Anders
aber ist die Sache, wenn vordem Stoße ein Molekül die
lebendige Kraft 8, das andere 3 8 hatte; dann können nach
dem Stoße beide die lebendige Kraft 28 haben. Durch jeden
dieser Zusammenstöße wird die Zahl der Moleküle mit der
lebendigen Kraft 8, also w1 , um eins vermindert.. Im ganzen
geschehen .N~: solcher Zusammenstöße in der Volumeinheit
während der Zeit 7:; durch alle diese Zusammenstöße zusammen
nimmt also w1 um N~~ ab. Es ist also N~~ von w1 zu sub-.
t h· Eb . d NB NU ·N15 N1pra 18ren. enso sIn 28' B11 , 24' ••• J. p-l,2 von W 1

zu subtrahieren. Dagegen sind die Zahlen .Ni;,.Ni:, .... Nf,;1,2
dazu zu addieren, weil durch jeden dieser Zusammenstöße die
Zahl der Moleküle mit der lebendigen Krafte um. eins ver
mehrt wird. Es ergibt sich somit:

(33) { w1' = w1 :- N~~ - .N~~ _ ..N~~ - N~~ - .

, .' + lVi ~ + .Ni ~ + .Ni ~ + .LV i; + .
Das Gesetz, welches hier herrscht, ist leicht zu übersehen.

Zu subtrahieren sind alle N, welche oben den Index 1 haben,
zu addieren alle, welche unten den Index 1 ,haben. Diejenigen,
welche diesen Index sowohl oben als auch unten haben, sind
zu addieren und subtrahieren, können also ganz weggelassen
werden'. (Früher, im Integ:ral, haben wir diese sich tilgenden
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Glieder bequemlichkeitshalber nicht fortgehohen.) Dabei ist
noch zu beachten! daß die vier Indizes der N die Gleichung (27)
erfüllen müssen, und daß zwei l\~ welche durch gleichzeitige
Verwechslung der oberen und unteren Indizes auseinander
hervorgehen (z. B. lV~: und .N:~) ganz identischen Zusammen
stößen entsprechen, daher nur einmal addiert (respektive sub
trahiert) werden dürfen. Entwickeln wir wr' nach dem Taylor
sehen Lehrsatze, so ergibt sich

Substituieren wir dies, sowie die durch die Gleichung (32) ge
gebenen Werte N in die Gleichung (33), so ergibt sieb, nach
dem mit r wegdividiert wurde

dW1 =_B13 wlu'L_B14_~!:O~__ ßI4 w1 w, _BI5_11}l W5__

d t g 2 }/1" Y"3 23 y-l Y"4 . 8 2 vT y-i 24 Vi 1/5" ...

+B0
1
"S2 wt +B28 W 2 W S +B82 W2 'WS +B24 w 2 'W, +

2 u y"2V3 14 V2l!S 15 V2V4 ...)

welche Gleichung unter Berücksichtigung der Gleichung (32)
auch so geschrIeben werden kann:

dw!... = B13 (w~ _ ..5~)
d t 22 2 l/T Va

+ (BH + B14) ( W'J U's _ 2~ ~) + ...
. . 23 S2 lI2l!3 Vi V4

Ebenso findet man

34)

dwp = (B 1
,P + B1,p ) ( W

p
_1 Ws - '~11 ~;p_)dt 2,p-l p-l,2 1/p-llfi v ~ v1

. (B1,P B1,P) ( Ws W p_2 W1 W p )+ 3 p-2 + p-23 ,f";),/ - ,ri,/- + ..., 'v 3 vp-2 r 1 rP
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Es bedarf höchstens noch einer Erläuterung, warum
das Glied

Blll~-!.-
22 VT1f3

im Ausdrucke für d wzl dt den Faktor 2 hat. Dieses Glied
rührt von jenen Zusammenstößen her, für welche vor dem
Stoße ein :Molekül die lebendige KrMt E, das andere 3 E, nach
dem Stoße beide die lebendige Kraft 2 E haben; durch jeden
dieser Stöße wird die Zahl der Moleküle mit der lebendigen
Kraft 28 nicht um eins, sondern um zwei vermehrt, weil ja
durch jeden dieser Stöße gleichzeitig zwei Moleküle die lebendige
Kraft 2 E gewinnen. Daher müssen alle diese Stöße doppelt
gezählt werden. Ebenso zählen im Ausdrucke für d w3 1d t

die Glieder

und
B24~~

sa V2V4
usw. doppelt. Es wäre leicht, das Gleichungssystem (34) durch
Summenformeln darzustellen; ich glaube aber, daß dadurch
für die Deutlichkeit nichts Wesentliches gewonnen würde; das
Bildungsgesetz ist ja nach dem Auseinandergesetzten klar.
Man sieht auch, daß dies genau das Gleichungssystem -ist, in
welches die eine partielle Differentialgleichung (18) übergeht,
wenn man sie nach der früher auseinandergese-tzten Lagrange
sehen Methode durch ein System von p gewöhnlichen Differential
gleichungen ersetzt und f(k E, t) mit Wk bezeichnet. Um die
Gleichungen (34) -- etwas zu vereinfachen, setzen wir

wk = l!k. Uk •

Dieselben verwandeln sich dann in

Vp dd
u
; = (B~:~_l+ B;'31, 2)(uZu p _1 - 111 Up) +...

Bol t z man n, Gesammelte wissenseh. Abhandl. I. 23
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Aus diesen Gleichungen läßt sich wieder beweisen, daß

E = u1 log u1 + V2u2 log u2 + ... + VPup log 'llp

beständig abnehmen muß, solange nicht 1l ~ - u1 uB' u2 uB - u1 u4 ••• ,

kurz alle.in den Gleichungen (35) mit den Koeffizienten B multi
plizierten Ausdrücke verschwinden. Die Gleichungen (35) haben
das Unbequeme, daß sie sich höchstens durch Summenformeln,
nicht aber explizit vollständig hinschr~iben lassen. Es wird
daher ohne Zweifel die Deutlichkeit erhöhen, wenn wir, mit
'den einfachsten Fällen beginnend, erst allmählich zum all
gemeinen Falle übergehen. Sei zunächst p = 3; die Moleküle
seien also nur fähig, drei verschiedene lebendige Kräfte, 8, 28
und 38 anzunehmen. Dann reduziert sich das Gleichungs
system (35) auf folgende drei Gleichungen:

d U 1 BtB ( 2 )I Cit = 2 2 1), 2 - U1 uB

(36) j -y2 dd'; = 2 B:: ("1'" - u:l

I V3 dUB B1ß ( 2 )
~ (ff = 2 2 U 2 - u1 11:s

und der Ausdruck für E geht über in

E = u{log u1 + V2u2 log u2 + 13uslog us'
Die .Differentiation liefert

~~ = (log u1 + 1) ~~1 + (log U2 + 1) ~~2 + (log Us + 1) ~~s

oder nach veränderter Anordnung der Glieder

dEI dU1 '{()'2l dU2 '031 dUg
dt = ogu] dT + V'" ogu27ft + Y tJ ogus([t

+ dU1 + ,!'[du~ + ,rgdua .
dt Ykldt ytJ dt

Die Summe der letzten drei Glieder verschwindet gemäß
den Gleichungen (36) und man erhält somit dEI d t, indem man
die erste dieser Gleichungen mit log ul' die zweite mit log u2'

die dritte mit log Us multipliziert und alle drei addiert. Führt
man dies wirklich aus, so erhält man

~,~ =B;~ . (u; - 111 1(3) • (log u1 + log UB - 2log u2)
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oder
cl E BI 3 (2 ) ·1 ( 'Ut U 8 )dT= 22'U,2- U1U,3 og----ur'

Von den beiden Faktoren, welche auf der rechten Seite
dieser Gleichung mit B~ ~ multipliziert sind, ist für u~ > u1 ua
der erste positiv, der zweite negativ, für u; <u1 U3 aber der
erste negativ und der zweite positiv; ihr Produkt ist daher
immer negativ, und da B~: wesentlich positiv ist, so ist d.EId t
immer negativ oder gleich Null; letzteres. für u; = u1 uS' Nun
läßt sich aber leicht beweisen, daß E nicht negativ unendlich
werden kann. Selbstverständlich kann keine der' drei Größen U1'

u2 und Us negativ oder imaginär werden. Für positive u aber
kann u log u bekanntlich keinen größeren negativenWert als - 1/e,
die Größe .E also keinen größeren negativen Wert als

1+112+1/3
e

annehmen, wobei e die Basis der natürlichen Logarithmen ist.
Es muß sich also ld, da sein Pifferentialquotient nicht

positiv sein kann, immer mehr einem Minimum nähern, für
welches d.E / d t = 0, also u~ = u1 u3 ist. Ganz in derselben
Weise kann der Beweis auch geführt werden, ,wenn n> 3 ist.
Ich betrachte hier nur noch den Fall n = 4. In diesem Falle
reduzieren sich die Gleichungen (35) auf

(
dU1 B13( 2 ) (B14 BI4)( )(ft= 22U,2- U1ua + 28+ 32 'IIz1la-U,1'lb4 ,

'1/-2 dZt2 2B18( 2) (B14 B14)( ) B' 24( 2 )dI= 22 111U3- U 2 + .23+ 32 Ul 714-U2U 3 + 33 U 3-1JZU4 )

(37) '03 d'Us _ B13( 2 )+(B'i4 B14)( ) 2B24( '. 2}V v dt - 22 U 2 -U1 'U3 23+ 32 .711U4-Uz113 + 33 U2U4-U3 ,

lY4 (~Z~4= (B~~ +B~~)(U2Us -U1U4)+B::(u: -u2u,,).

Für 13 aber findet man

.E = u1 log u1 + V2u2 10g u2 + V3u310g 1(8 + V4u4 10g U4 ,

dEI d U 1 1/ '2 I d U 2 ,w3l d Us , rT4l d U4dT = og uJ--cJ:T+ Y og uZ-dT + Y v og ua(fT + Y":t og u4(ft .

Substituiert man hier für

,23*
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ihre Werte aus den Gleichungen (37), so ergibt sich nach
passender Anordnung der Glieder

d E B 1 S ( 2 ) 1 (Ul 't6S) B 24 ( 2 ) 1 (u2 U 4 )dt = 22 U 2 - U1 Us og 'tt~ + 3 a U s - U2 114 og u~

+ (B;; +B~~) (U2 Us - U1 u4 ) log (ul
U

4
) •

U2 U s

Ich bemerke, daß die Veränderung der Anordnung der
Summanden, welche hier erforderlich war, nichts anderes ist
als unsere frühere weitläufige Transformation des bestimmten
Integrals. Aus dem obigen Ausdrucke sieht man sofort, daß
d B I d t wieder notwendig negativ ist, wenn nicht gleichzeitig

u; = u1 us ' u; = 112 U4 , 112 U s = u1 u4

ist, wofür man auch setzen kann
U SU 2.

4 - ui

Ebenso findet man für den allgemeinen Fall, daß dEI d t

notwendig negativ ist, daher E notwendig abnimmt, wenn nicht

(38)

ist.

(39)

Da nun E wieder keinen größeren negativen Wert als

l+V2+V3+ ... yp
e

annehmen kann, so muß es sich notwendig einem Minimum
immer mehr und mehr nähern, für welches die Gleichungen (38)
bestehen werden. Es nähert sich daher die Zustandsverteilung
immer mehr der durch die Gleichungen (38) bestimmten. Es
ist noch zu beweisen, daß die Gleichungen (38) die Zustands
verteilung eindeutig bestimmen. Addieren wir alle Gleichungen
(35), so ergibt sich

d U1 ,/7)2 d U 2 '/-3 d U a ,r: d U p 0
dT+V.:JdT+ V dT+'''YP([t= ,

daher

(40) u1 +V2 u2 + 13 Us + ... + VP up = a.

In ähnlicher Weise findet man

(41) u1 + 2 V2 u2 + 3f3 ua+ ... +P VIi up = ~,
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wobei a und b Konstanten sind. Die Bedeutung dieser Gleichungen
liegt auf der Hand. Es ist nämlich

w1 + W 2 + Ws + ... = u 1 + V2 u2 ± 13 Us + ... = a

die Gesamtzahl der Moleküle in der Volumeinheit, b aber ist.
ihre gesamte lebenqige Kraft. Die Gleichungen (40) und (41):
besagen uns also, daß jene beiden Größen konstant sind.,
Seien uns die beiden Größen a und b, also die Gesamtzahl
der Moleküle in der Volumeinheit und ihre gesamte lebendige
Kraft gegeben. Dann wollen wir den Quotienten u

2
1u1 = Y

setzen. Die Gleichungen (38) gehen dann über in

U3 =y2 u1 , U4 =ySu 1 , ••• up=yP-1U1 •

Substituiert man diese Werte in die Gleichungen (40) und
(41), so findet man daraus mit Leichtigkeit

(42) {[pa- ~] YFyr1 + [(p - l)a -~] VP=l,yr2 + ....
+ (3 a - ~) va y2 + (2 a - ~) V2 y + a - ~ = O.

Da alle u notwendig positiv sind, so sieht man unmittel
bar, daß (b / 8) - a positiv, (b /8) - pa aber negativ sein muß. Es
muß daher b zwischen 8 a und 8 pa liegen. In der Gleichung (42)
ist daher der Koeffizient von yp-l positiv, das von y freie Glied
aber negativ. Ihr Gleichungspolynom ist also für y = 00 positiv,
für y = 0 negativ; sie liefert also eine positive Wurzel für y
und sie liefert nur eine, weil die Reihe der Koeffizienten nur
einen Zeichenwechsel hat. Negative oder imaginäre Werte für
y haben natürlich keinen Sinn. A.us y aber lassen sich alle 7l,

mithin auch die w eindeutig bestimmen. Wie immer also die
Zustandsverteilung zu .A.nfang der Zeit. gewesen sein mag, es
gibt eine, und nur eine, der sie sich mit wachsender Zeit
immer mehr nähert. Dieselbe hängt bloß ab von den Kon
stanten a und b, also der Gesamtzahl und der gesamten
lebendigen Kraft der Moleküle (Dichte und Temperatur des
Gases). Dieser Satz wurde zunächst nur für den Fall be
wiesen, daß elie Zustandsverteilung schon zu Anfang der Zeit
eine gleichförmige war. Er •muß also auch gelten, wenn dies
nicht der Fall war, wenn die Moleküle nur so verteilt waren,
daß sie sich mit wachsender Zeit immer mehr mischen, daß
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also die Zustandsverteilung nach Verlauf einer sehr langen
Zeit eine gleichförmige wird, und dies wird immer der Fall
sein, mit. Ausnahme ganz spe.ziell~r Fälle, z. B. wenn die
Moleküle anfangs in einer geraden Linie angeordnet gewesen
wären, und auch von den Wänden in diese Gerade zurück
reflektiert würden. Da wir dies für beliebige p und 8 be
wiesen haben, so können wir sofort zu dem Falle übergehen,
wo 1/p und 8 unendlich klein sind. I) Wir haben zunächst:

wk = fk uk = uI l!1rk- 1 •

1) Für sehr große p wird der Ausdruck (39) sehr groß von der
Ordnung pS/t. In diesem Falle ist es also notwendig, einen kleineren
negativen Wert aufzusuchen, den E niemals überschreiten kann. Die
hier mit E bezeichnete Größe unterscheidet sich durch eine Konstante
von der früher so bezeichneten. Wollen wir die in der Anm. S. 339,
Gleichung (17 a) mit EI bezeichnete Grösse erhalten, die wieder nur
durch eine Konstarite von den übrigen mit, diesen Buchstaben bezeich
neten GröBen verschieden ist, so müssen wir zu unserem gegen
wärtigen Enoc4

3 log 8 ,10
- -2-(~tl + v2u2 + ...)

addieren. Es ist also

3 log 8 , 10 ( U1) ,10 (11 )E 1 = E --2-(ul + V 2 u2 + ...) = u i log ~ + V2 'lt2 log 83i2. + ...

Es ist zunächst klar, daß EI eine für alle reellen positiven, Werte
der 'lt reelle und kontinuierliche Funktion derselben ist. Ferner kann
(wenn wir eine negative Größe als um so kleiner bezeichnen, je größer
Ihr Zahlenwert ist)E nicht kleiner als der Ausdruck (39), also EI nicht
kleiner als

1 ,10 ,r-- "2 (1 + V 2 + .... Vp) -ta log 8

werden. Es muß daher E1 ein Minimum haben, wenn die 'lt alle reellen
positiven mit den Gleichungen (40) und (41) verträglichen Werte durch.,;
laufen. Man beweist zunächst leicht, daß für dieses Minimum keines
deru gleich Null sein kann, daß es also nicht an der Grenze der von
den u gebildeten Mannigfaltigkeit liegen kann, und folglich nach den
gewöhnlichen Regeln der Differentiatrechnung gefunden wird. Addieren
wir zum totalen Differential von EI das der beiden Gleichungen (40)
und (41); ers!eres mit dem unbestimmten Multiplikator Ä, letzteres mit
dem ebenfalls erst zu bestimmenden Multiplikator !L multipliziert, so
.ergibt sich

(logu1 +), + f.1') dUt + (lOg U2 + Ä+ '2f.1')V2du2 + ... = o.
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Für unendlich kleine e setzen wir nun wieder

(43) 8=dx, ke=x, re-he 'lt l C
= '~=

oder

Für das Minimum muß bekanutlich der Faktor jedes Differentials
verschwinden, woraus man nach Elimination von }, und !J. erhält

'log u2 - log 'ltl = log Us - log U 2 = ...

u 2 u 2
Us = _2, U, = _s ... ,

'l"t U2

worin man sogleich die Gleichungen (38) wieder erkennt. Dieselben be
stimmen also in der Tat den kleinsten Wert, den EI annehmen kann,
wenn die u alle möglichen mit den Gleichungen (40) und (41) vereinbaren
Werte annehmen. Da aber die 'lt während des ganzen Vorganges in
der Tat an die Gleichungen (40) und (41) gebunden sind, 80 ist dies der
kleinste Wert, den EI während des ganzen Vorganges anzunehmen im
stande ist. Um denselben zu berechnen, setzen wir wieder

U 2 = 'l"t r, Us = u t r2
• • •

Wir wissen, daß wir dann aus den Gleichungen (38), (40) und (41) einen
einzigen positiven Wert für r finden, der also dem wirklichen Minimum
von EI entsprechen muß. Dieser Minimalwert vön EI ist also

1 ( UI )E' = - b log r+ a log ----a-/o •
e r e -

Einen kleineren Wert kann EI nicht annehmen. Und dieser Wert bleibt
selbst für unendlich kleine e und unendliche p endlich. Er geht nämlich
mit Rücksicht auf die Gleichungen (43) über in

alog 0 - b h,
oder weil

a=~fio,
ist, so kann man hierfür schreiben

b=~
2h

1 "1/~2 V 71,S O(log 0 - !),

was, da die Konstanten 0 und h nicht unendlich sind, eine endliche
Größe ist. Es kann also die mit EI bezeichnete Größe nicht· negativ
unendlich werden, dagegen könnte Et positiv unendlich sein. Doch läßt
sich leicht zeigen, daß da~n unmöglich Wärmegleichgewicht herrschen
kann. Dies, sowie eine ausführliche Diskussion der Ausnahmefälle, wo

lim~ [fee, t + .,;) log fee, t + T) + Y2f(2 e, t + T) log f(2 B, t + r) + ...
T

- fee, t) log fee, t)·- Y2ft2 8, t) log f(2 B, t) - ...]

ungleich ausfallen könnte, je nachdem 8/ i oder r I B verschwindet, würde
mich jedoch bier zu weit führen.
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und erhalten
W

k
:::::; C]/; e - hx dx,

also wieder die Maxwellsehe Zustandsverteilung. Ebenso
überzeugt man sich, daß die Summe, welche wir hier mit 13
bezeichnet haben, abgesehen' von einem konstanten Addenden,
in das Integral der Formel (17 a) Übergeht; wir erhalten also
nach dieser Methode alle Resultate wieder, welche wir früher
durch die Transformation der bestimmten Integrale gewannen,
und sie hat den Vorteil, daß sie viel einfacher und durch
sichtiger ist. Nur muß man sich dabei an die Abstraktion, daß
ein Molekül nur imstande sei, eine endliche Anzahl lebendiger
Kräfte anzunehmen, als Übergangsstadium gewöhnt haben.

Setzt man in den Gleichungen (35) die Differential
quotienten der 1.l nach der Zeit gleich Null, so erhält man die
Bedingungsgleichungen, daß die Zustandsverteilung sich mit
wachsender Zeit nicht ändert, also stationär ist. Man sieht
sogleich, daß die Gleichungen (35) dann außer der von uns
gefundenen noch zahlreiche andere Lösungen haben, welche
aber keine denkbaren stationären Zustandsverteilungen dar
stellen, da dabei die Wahrscheinlichkeit gewisser lebendiger
Kräfte notwendig negativ oder imaginär ausfällt. Ganz analog
verhält es sich natürlich auch, wenn, wie es in der Natur der
Fall ist, jedes Molekül alle lebendigen Kräfte von Null bis
Unendlich annehmen kann. Die Bedingung, daß die Zustands
verteilung stationär sei, erhält man dann, wenn man in der
Gleichung (16)

Bf(x, t) = 0
Bt

setzt. Dieselbe ist also
co x+x'

o=Jf [f(s) f(x +x'- ~) - f(x) f(x/) Jy;;? 1/.1. (x, x',~) dx' d~.
11~ yx + x' - ~ VXX'

o 0

Eine Lösung dieser Gleichung ist

((x) = 0]/; e-hx;

also die Maxwellsche Zustandsverteilung. Aus dem vorher
Gesagten aber folgt, daß dieselbe noch unendlich viele andere
Lösungen hat, welche aber nicht brauchbar sind, da dabei f(x)

, immer für gewisse x negativ oder imaginär ausfällt. Daraus
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folgt am klarsten, daß Maxwells Versuche, apriori zu be
weisen, daß seine Lösung die einzige sei, fehlschlagen mußten.
Sie ist nicht die einzige, sondern es kann nun bewiesen werden,
daß sie allein lauter positive Wahrscheinlichkeiten liefert, daß
sie also allein brauchbar ist.

III. Diffusion, Reibung und Wärmeleitung der Gase.

Hier sollen nur noch wenige Bemerkungen Platz finden,
die sich auf den Fall beziehen, daß die Zustandsverteilung
zwar nicht ganz regellos, aber doch auch nicht das ist, was
wir gleichförmig genannt haben, und daß auch nicht alle Ge
schwindigkeitsrichtungen gleichmäßig vertreten sind, was bei
innerer Reibung und Wärmeleitung stattfindet. Dann sei

f(~, 'fJ, ,,x, y, z, t) d~ dn d'

an der Stelle im Gase, deren Koordinaten x, y, z sind, die
auf die Volumeinheit entfallende Anzahl der Moleküle, für
welche die Komponente der Geschwindigkeit in der Richtung
der x-Achse zwischen ~ und ~ + d ~, die in der Richtung der
y-Achse zwischen '" und 'fJ + d 17, die in der Richtung der
z-Achse zwischen' und' + d?; liegt. Ein Zusammenstoß ist
durch die Geschwindigkeitskomponenten ~, n,.' und ~1'· 'fJ1' '1
der beiden stoßenden Moleküle vor demselben, sowie durch
die Größen bund cp bestimmt. (Letztere beide Größen, sowie
die später vorkommenden JT, lt, A21 X usw. sollen dieselbe Be
deutupg wie in Maxwells Abhandl.. Phil. mag. 4. sero vol. 35
haben.) Funktionen dieser acht Variablen sind die Geschwindig
keitskomponenten r, 1/, " und ~/, 'fJ1', '1' nach dem Stoße.
Schreiben wir der Kürze halber d OJ1 für d ~1 d 1h d '1' und
bezeichnen mit f den Wert der Funktion f(~, 1), " X, y, z, t),
mit h' /' und fr' die Werte dieser Funktion, wenn man darin
für ~ 'fJ', bzw. ~1 'fJ1 '1' r 1/ " oder~/ nr' 'I' setzt; dann muß
die Funktion f der Differentialgleichung

{
JL+~~+'fJ~f +C_Bf+Xiir +y3L+Za~

(44) Bt Ba; By ~ Bx 8.,; 81] 81"

+J dco1JbdbJdcp JT((f~ - ('fr') = 0
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genügen, wie man leicht sieht, wenn man ein Volumelement
sicb mit den Geschwindigkeiten ~, 1J, , fortbewegt. denkt und
erwägt, wie sich in demselben die Zustandsverteilung durch
die Zusammenstöße verändert. Ist das Gas von fixen Wänden
umgeben, so folgt aus der Gleichung (44) wieder, daß 13 durch
die Molekularbewegung nur abnehmen kann, wenn man setzt

13 = ffJJJJflog f d x d y d z d ~ d 17 d S,
welcher Ausdruck der Entropie des Gases proportional ist.
Um für den Fall anderer Grenzbedingungen nur ein Beispiel
zu geben, sei die Abstoßung zweier Moleküle der 5. Potenz
ihrer Entfernung verkehrt proportional. X, Y, Z sollen im
folgenden immer verschwinden. Wir wollen setzen

(45) 1= A(l + 2hay~ + c~1J7)e-h(52+'I]2+c2),

wobei die beiden Konstanten a und c sehr klein sein sollen.
Substituieren wir diesen Wert in die Gleichung (44), vernach
lässigen die Quadrate und Produkte von a und c und führen
die Integrationen nach b und Cf genau so 'durch, wie es
Maxwell in der zitierten Abhandlung (S. 141-144) lehrt, so
finden wir, daß die Gleichung (44) erfüllt ist, wenn

2ha
c=----

3A2 k e
gemacht wird. Die Formel (45) gibt also eine mögliche Zu
standsverteilung, und zwar diejenige, wobei sich jede der
x z-Ebeneparallele Schicht in der Richtung der x-Achse mit
der Geschwindigkeit a y bewegt, wenn y diey-Koordinate der
betreffenden Schicht ist, also den einfachsten Fall innerer
Reibung. Die Reibungskonstante ist das in der Zeiteinheit
durch die Flächeneinheit hindurchgehende durch - a dividierte
Bewegungsmoment, .. also

(!~TJ _ (! fff~TJfd~dTJd~ _ 1 _ P .•
- --a,- -:- - a lfffd~ ~1J d~· - 6A'J.lck - 3A.21~q ,

genau wie sie schon Maxwell gefunden hat. Die Bezeich
nungen sind durchaus die von Maxwell gebrauchten. Ein
allgemeinerer Ausdruck· ist folgender:

(46){f=A[1- 2:t(~:+ ~;+ ~:)(s'+'1'H,)+2h(uHv'1+,"')
+a~2+ ß1'P+rs2+a''J}~+ß'~s+r' ~17] e _h(~2+1j2+?:2).
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Derselbe genügt ebenfalls der Gleichung (44), wenn u, v, U)

lineare Funktionen von .'1:, y, z sind, und

2h OU , 2h (OV B1O)
r;t = - 3..A2 k(J 7fX' a = - 3.A

2
k(J 7fX + By

gesetzt wird. Analoge Werte haben ß, r, ß' und r'. Der Aus
druck (46) stellt eine beliebige Bewegung des Gases dar, bei
der die Geschwindigkeitskomponenten u, v, w im Punkte mit
den Koordinaten x, y, z lineare Funktionen dieser Koordinaten
sind. Wenn nicht

~+~+~=o
Ba; oy OX

ist, so ändert sich die Dichte und Temperatur mit der Zeit.
Letztere wie bei einem Gase, dem man keine Wärme zuführt.
Berechnet man mittels des Ausdruckes (46)

~2, 1]2, ~ 1] ••• ,

so erhält man wieder die schon von Maxwell gefundenen
Werte. Wäre 8zu I8x2 von Null verschieden, so erhielte man
in die Gleichung (44) noch ein Glied, das sich nicht tilgen
würde, nämlich

~ • 1:3 e - h (~2 +1]2 + ~2)
Ba; S ,

als dessen durchschnittlichen Wert wir etwa

"1- ~(1:2l e-h(~2+1]2+~2) = ~h, "I /p3 e_h(~2+7J2+~2)B2u
aa; S 3.A Tc Q V (Ja 0a;2(47) 2 _

l
= 1:-"1 J~ . B2~b • e - hW +1]2 + ~2)

(J V P Ba;2

annehmen können. Man sieht leicht, daß dieser Wert. gegen
jedes der übrigen Glieder, aus denen die Gleichung (44) be
steht, wenn man darin den Wert von f aus Gleichung (46)
substituiert, verschwindet, daß also die Gleichung (44) noch nahe
erfüllt ist, man somit bei Berechnung der Zustandsverteilung
die Größen u, v, w nach dem Taylorschen Satze entwickeln
und bei den ersten Potenzen von x , y, z stehen bleiben kann.
Das erste Glied der Gleichung (44) nach Substitution des
Wertes f aus Gleichung (46) wäre z. B.

_ .3..!:~2 Bu e-hW+1]2+~2).
3 Ba;



364 22. Über das Wärmegleichgewicht unter Gasmolekülen.

Sein mittlerer. Wart also

~ du -h{;2+1]2+C2)
3 da; e •

Berechnet man den Quotienten dieser Größe in die Größe (47)
für Luft bei 0° C und dem Normalbarometerstande numerisch,

d2U/ da;2
so findet man denselben etwa = 0,00009 mm X d'1,6/ da; • Der-

selbe ist also selbst dann noch verschwindend klein, wenn

a~::~:2 etwa 1 mm ist, wenn also die Werte von aujax, die

um 1 mm voneinander abstehen, durchschnittlich sich wie 1: 2
verhalten. Erst wenn dies schon für Werte von aujax der
Fall ist, deren Abstände. nicht mehr groß gegen die mittlere
Weglänge sind, würde dieser Quotient erheblich. Auch der
Wert

f= A[1 + ax + by + cz - (a~ + b17 + c~)tJe-h(;2+1J2+c2)

befriedigt die Gleichung (44). Für ein Gemenge zweier Gas
arten wollen wir die auf die zweite bezüglichen Größen durch
einen unten angefügten Stern bezeichnen, p und p* seien die
Partialdrucke, m' und m* die Massen eines Moleküls für beide
Gasarten.Dann tritt an die Stelle der Gleichung (44) folgende:

( d{ 'i: df d{ rdf fd fbdbfd JT('I'I' f'+")
(44*)1at + S Bi + '1"8Y + "a% + "'1 <P 111 - 11

l +Jdcu",fbdbJdcpr(ff*-f'f/) = 0

und eine analoge Gleichung für die zweite Gasart. Dem ein
fachsten Falle der Diffusion entspricht das Integral

!
~f=V~ N(1 + 2hmu~)e-hm(;2+112+C2j,

(46't') n

~
3h3

f, =-*- N (1 + 2ft m u 'i:) e-:- hm *W+1]2+'c2)* :n;3 *. * * 5 ,

wobei N und N* Funktionen von x, Nu und N* u* aber konstant
sein sollen, Keine Größe soll Funktion der Zeit sein. Die
Gleichung (44*) ist befriedigt, wenn

dN
da; + N.LV*2hmm*(u-u*)ll1 k = 0

ist. Eine analoge Gleichung muß für N* gelten. Es muß
also sein: N +N* '7 const.. = der Anzahl der l\foleküle beider



22. Über das Wärmegleichgewicht unter Gasmolekülen. 365

Gase in der Volumeinheit; daraus folgt: Nu = - N* u* = der
Anzahl der Moleküle einer Gasart, die in der Zeiteinheit durch
den Querschnitt 1 gehen. Die Diffusionskonstante ist

N'le 1 pp*
- alr = (N + N*) 2h m 1U* .Alle = .Alle ~ (1* (p +p*) ,

dx
weil

ist.
"\Vill man die Bewegungsgleichungen erhalten, so multi

pliziere man die Gleichung (44) oder (44*) mit m~ d (j] (wobei
dm = d~ drJ d~) und integriere über alle ~, rJ, ,. Die vier ersten
Glieder dieser Gleichungen verwandeln sich dann in

B(f}u) + B(f}~2) + a(f}~17) + 8(Q~~) ,
Bt 8x 8y Bx

oder weil

m

(
8 U +u8 U + v8 U +W au) + 8 Cf} f2) + aCf} ~'?) + aCf} f n,

f! at 8x 8y 8x 8x 8y 8x,

wobei
~ =' ~( + u, 1) = r/ + v , ,=,' + w

gesetzt wurde. Die übrigen 'Glieder aber liefern negativ ge
nommen das durch die Stöße den Molekülen zugeführte Be
wegungsmoment, das natürlich verschwindet, wenn kein zweites
Gas beigemischt ist. Das zugeführte Bewegungsmoment .mehr
der' Resultierenden aller Druckkräfte

(
_ ~ f2) _ aCf} Fif) _8 Cf} rf))'

Ba; By OX

ist also gleich der mit der Dichte multiplizierten Beschleunigung

(
BU, au Bu au)

f! at.+ n-a; + v7JY + w-a; .
Die letzteren Gleichungen gelten natürlich für jedes beliebige
Wirkungsgesetz. Dagegen haben die Ausdrücke (45), (46) und
(46*) nur dann Gültigkeit, wenn die Abstoßung zweier Moleküle
der fünften Potenz ihrer Entfernung verkehrt proportional ist.
Für jedes andere Wirkungsgesetz, z. B. wenn die Gasilloleküle
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wie elastische Kugeln aneinander abprallen, befriedigen die
Ausdrücke (45), (46) und (46*) die Gleichungen (44) und (44*)
nicht, für alle anderen Wirkungsgesetze ist also bei Diffusion,
Reibung usw. die Geschwindigkeitsverteilung durch kein so ein
faches Gesetz gegeben. Für den Fall der Diffusion" müßte
dann f etwa in folgender Form dargestellt werden:

(47*) .11 [1 + a ~ + b ~3 + C (1J 2 + '2) ~ + d ~5 ...Je-h(;2 + 7]2 + c2),

und ich sehe kein anderes Mittel zur Auflösung der Glei
chung (44 *), als die sukzessive Bestimmung der Koeffizienten
a, b, c... IPür alle anderen Wirkungsgesetze ist also die
Geschwindigkeitsverteilung eines diffundierenden Gases nicht
dieselbe, als ob es sich allein im Raume mit seiner Diffusions
geschwindigkeit 'll fortbewegte. Es rührt dies daher, daß die
Moleküle mit verschiedenen Geschwindigkeiten auch verschie
dene Diffusionsgeschwindigkeit haben, wodurch die Geschwin
digkeitsv:erteilung fortwährend gestört wird. Da die Glieder
des Ausdruckes (47 *) mit ~3, ~ 'lJ2, •.. in die Diffusionskonstante
im allgemeinen Glieder von derselben Ordnung liefern, wie die
mit ~, so kann die Diffusionskonstante nicht numerisch exakt
erhalten -w.erden, wenn man erstere bei Berechnung des mit
geteilten Bewegungsmomentes vernachlässigt. Doch dürfte der
hierdurch herbe'igeführte Fehler kaum sehr groß sein. Ähn
liches gilt natürlich von der Reibung und Wärmeleitung. Ja
es wird nicht nur der Wert, sondern auch die Konstanz der
Diffusions-, Reibungskqnstante usw. bei anderen als dem
Maxwe11schen Wirkungsgesetze fraglich.

Dem Falle der Wärmeleitung in der Richtung der x-Achse
entspricht unter Voraussetzung des MaxwellschenWir~ungs

gesetzes folgender Werte von. f:

f= .11[1 +a.?:(~2+ 'lJ2+ ~2)+ bx+ c ~ +9 ~(~2+ 1J2+ ,2)Je-h(;2+7]2+c2
),

woraus folgt

~ :: +'lJ ;; +':: = ~Ae-hW+1]2+c2)[a(~2+r12+'2)+bJ.

Das letzte Glied der Gleichung (44) aber reduziert sich,
wenn man darin den obigen Wert für f substituiert, und alle
Integrationen nach Maxwells Vorschrift ausführt, auf

2g.A2kMN~(~2 + 'lJ2 + '2 - 2
5h) Ae-h(;2+1]2+?;2)~
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Damit also die Gleichung (44) erfüllt sei, muß

a = - 2 g Az JulI.LV , b = 5 g A2 k JI.LV . ~ = - ~:

sein. Die III eIer Zeiteinheit durch die Flächeneinheit gehende
Masse ist

<:" (c 5g ')
(! ~ = () 2h + -"41;"2- •

Soll die Wärmeleitung mit keiner Massenbewegung ver ~

bunden sein, so muß also

c= -~
2h

sein. Bezeichnen wir mit T die absolute Temperatur, mit B
aber eine Konstante, so ist

'1' = },f (I:~ + 1]2 + 1.:,2) • B = 3-.~ B (1 + a::G')
2 5 - 4h h'

daher mit Vernachlässigung von unendlich kleine].U
dT a-_._. = - T.
dx h

Die in der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit gehende
lebendige Kraft ist

L = t(~3 + ~112 + ~~2).

Die Mittelwerte können ohne Schwierigkeit mittels des
angenommenen Wertes von l berechnet werden. Man erhält,
wenn man alle dabei vorkommenden Integrale von der Form

f f f ~2 (~2 + 1]2 + ~2)1' e-h (';2+ 7J2+C
2
) d ~ d 1] d ~

ausrechnet, was am besten durch Differentiation von N ~2 nach
h geschieht:

.L = ~- -)l = ._?~~-ßfL.

Die Wärmeleitungskonstante ist

c= ~_ = _ 5M"-Vg ._J~__ = __~__
d T 8 h3 a '1' 16 h2 T .A2 1.'1 •

dx
Beachtet man, daß

p ~ 1-= S =-_.-.
(J 2h
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5 p '.lc= --::-:::~-:--.
4!l T .A.'.l k1

Da ich die Gasmoleküle dabei als einfache materielle
Punkte betrachtete, so ist bei mir die Ma xweIl sehe Größe
fJ = 1 das Verhältnis der Wärmekapazitäten .y = Pis' Wird
daher die spezifische Wärme (der Gewichtseinheit des Gases)
bei konstantem Volumen in gewöhnlichen Wärmeeinheiten ge
messen mit 10, das mechanische Wärmeäquivalent mit l/J be
zeichnet, so ist nach einer bekannten Formel

2 pJ
(y-l)w='gw=eT '

Die Wärmeleitungskonstante in gewöhnlichen Wärmeeinheiten
gemessen ist also

Cf = J C =~ = ~ W 11.
6 Iv A2 Q 2 r]

wobei f..l der Reibungskoeffizient ist. Dieser Wert der Wärme~

,leitungskonstante ist s/2mal so groß] als der von Maxwell
gefundene, was in einem Versehen Maxwells bei Ableitung
seiner Gleichung (43) aus (39) seinen Grund hat. Die Gasmole~

küle sind dabei von mir als einfache materielle Punkte voraus
gesetzt, weil sich unter dieser Annahme allein die Rechnungen
exakt durchführen lassen. In der Natur ist diese Annahme
freilich nicht erfüllt, und würden daher die obigen Formeln
bei ihrer Anwendung auf Experimente noch einer Modifikation
bedürfen. Zieht man die intramolekulare Bewegung nach der
Art Maxwells in Rechnung, so würde man erhalten

5 ßp2 5
C = 4 Q'.l T .LI 2 7c' C = ~ W f..l.

Doch scheint mir dies sehr willkürlich zu sein, und man könnte
leicht, wenn man die intramolekulare Bewegung ,in anderer
Weise in Rechnung zieht, erheblich andere Werte für die
Wärmeleitungskonstante erhalten. Aus diesem Grunde scheint
mir eine numerisch exakte Berechnung derselben aus der
Theorie, solange man nicht mehr über die intramolekulare Be
wegung weiß, unmöglich zu sein, und seit daher die Wärme
leitungskonstante, deren Größenwert man früher kaum für be
stimmbar hielt, durch Stefan in so genauer Weise experimen
tell bestimmt wurde, scheint mir ihre experimentelle Bestim
mung die theoretische an Genauigkeit weit zu übertreffen.
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Wie sich die Sache g~staltet, wenn die Funktion f keine
lineare Funktion von x ist, oder wenn gleichzeitig Wärme
leitung in anderen Richtungen oder Bewegungen stattfinden,
wird kaum einer weiteren Erläuterung bedürfen.

IV. Betrachtung mehratomiger Gasmoleküle.

Wir haben Dis jetzt vorausgesetzt, daß jedes Molekül ein
einzelner materieller Punkt sei.' Dies ist bei den in der Natur
vorkommenden Gasen sicher nicht der Fall. Wir werden der
Wahrheit offenbar weit näher kommen, wenn wir voraussetzen,
daß jedes Molekül aus mehreren materiellen Punkten (Atomen)
besteht. Das Verhalten solcher mehratomigel' Gasmoleküle soll
im gegenwärtigen Abschnitte der Betrachtung unterzogen wer
den. Ich bemerke, daß die früher eingeführten Bedeutungen
der Buchstaben in diesem Abschnitte nicht mehr gelten.

Die Anzahl der materiellen Punkte, also der Atome eines
:Moleküls, sei T. Dieselben mögen durch ganz beliebige Kräfte
zusammengehalten werden, von denen wir bloß voraussetzen,
daß die zwischen je .zwei 'Atomen wirksame Kraft eine Funk
tion des Abstandes der beiden Atome sei, und ihre Richtung in
die Verbindungslinie derselben fällt, und daß sie so beschaffen
sind, daß sich die Atome eines und desselben Moleküls niemals
ganz voneinander trennen können. Ich will diese Kräfte als die
inneren Kräfte des Moleküls bezeichnen. Während der weitaus
größten Zeit der Bewegung eines Moleküls sollen auf die
Atome desselben bloß diese inneren Kräfte wirken. Nur wenn
das Molekül einem anderen zufällig' sehr nahe kommt, sollen
auch die Atome jenes anderen auf die Atome dieses Moleküls
wirken und vice versa. Ich nenne diesen VOJ;gang, während
dessen beide Moleküle so nahe sind, daß sie aufeinander eine
bemerkbare Wirkung ausüben, einen Zusammenstoß, und die
Kräfte, welche dabei die Atome des einen Moleküls auf die des
anderen und umgekehrt ausüben, sollen die Kräfte des Zusam
menstoßes beißen. Von' ihnen setze ich wieder bloß voraus,
daß sie Funktionen der Entfernung sind, und längs der Ver
bindungslinie wirken, sowie daß sie so beschaffen sind, daß sich
die Atome der beiden Moleküle nicht austauschen, sondern· daß
nach dem Stoße jedes Molekül wieder aus denselben Atomen

Boltzmltnn, Gesammelte wissenseh. Abhand!, r. 24
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besteht, wie vor demselben. Um .den Moment des Beginnes
eines Zusammenstoßes scharf definieren zu können, will ich
voraussetzen, . die Wechselwirkung zweier Moleküle beginne
jedesmal, ,wenn die Distanz der Schwerpunkte beider Moleküle
gleich einer gewissen Größe l wird. Diese Distanz wird dann
kleiner als l, wächst dann wieder, und wenn sie wieder gleich 1
geworden ist, so hört die Wechselwirkung, also der Zusammen
stoß wieder auf. Der Moment des Beginn~ des Zusammen
'stoßes ist freilich in der Natur wahrscheinlich nicht so scharf
markiert. Unsere Schlüsse würden nicht alteriert, wenn ich den
selben so charakterisieren würde, wie ich es in der Abhandlung
"Über das Wärmegleichgewicht zwischen mehratomigen Gas
molekülen" S. 11 1) tat. Ich will jedoch hier der Einfachheit
halber die oben ausgesprochene Voraussetzung beibehalten,
welche übrigens jener anderen an Allgemeinheit nicht einmal
nachsteht, da wir ja bloß angenommen haben, daß, solange die
Distanz der Schwerpunkte > I ist, keine Wechselwirkung statt
findet. Ist dieselbe = l geworden, so kann in manchen Fällen
anfangs die Wechselwirkung noch immer gleich Null sein und
erst später beginnen. Um den Zustand eines Moleküls zu
einer gewissen Zeit t zu definieren, denken wir uns ein für
allemal drei aufeinander senkrechte Richtungen fix im Raume
angenommen. Wir ziehen durch den Punkt, an dem sich
der Schwerpunkt unseres Moleküls zurZeit t befindet, drei
rechtwinklige Koordinatenachsen parallel jenen drei Richtungen,
und bezeichnen die Koordinaten der materiellen Punkte unseres
Moleküls bezuglieh jener Achsen zur Zeit t mit ~l' '1]1' ~l'

~2 ••• ~1" Ferner sei Cl die Geschwindigkeit des ersten Atoms,
ul' VI' wl ihre Komponenten in denRichtungen der Koordinaten
achsen; dieselben Größen seien für das zweite Atom c2, U2,

V2 , w2 ; für das dritte c3 , 'll3' V3 , w3 usw. Dann ist der Zu
stand unseres Moleküls zur Zeit t vollständig bestimmt, wenn
wir die Werte der 6 r - 3 Größen

(A) ~l' 111' ~1'~2'" ~r-l' '1]r-1' ~r-l' Uv VI' Wl' u2 ••• 'W1•

zur Zeit t kennen. ~r' W' ~r sind Funktionen der übrigen ~, 1], f;,
weil der Schwerpunkt Koordinatcnanfangs])unkt ist. Die Koor
dinaten des Schwerpunktes unseres Moleküls bezüglich der fixen

1) S. 247. dieses Bandes.
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Koordinatenachsen bestimmen nicht den Zustand, sondern bloß
die Lage unseres Moleküls. Wenn nun unser Molekül nicht
gerade mit einem anderen im Zusammenstoße begriffen ist, so
sind zwischen den Atomen desselben bloß die inneren Kräfte
tätig. Wir können also, wenn dieselben gegeben sind, zwischen
der Zeit und den 6 l' - 3 Größen (A) ebenso viele Differential
gleichungen aufstellen, welche wir die Bewegungsgleichungen
des Moleküls nennen wollen. Dieselben werden 6 l' - 3 .Inte
grale haben, durch welche die Werte der Variabeln (A) als
Funktionen der Zeit und der Werte dieser Größen zu ~t\nfang

der Zeit. ausgedrückt werden können. Eliminieren wir aus den
selben die Zeit, so bleiben noch 6 l' - 4 Gleichungen mit ebenso
viel willkürlichen Integrationskonstanten übrig. Dieselben seien

(PI = a l , CfJ2 = a2 , ••• CfJe = Oe'

wobei die a die Integrationskonstanten, die CfJ aber Funktionen
der Variabeln (A) sind. . {! ist gleich 6 l' - 4. Aus diesen
Gleichungen können daher alle Variabeln (A) bis auf eine als
Funktionen dieser einen und der 6r - 4 Integrationskonstanten
ausgedrückt werden. Ich will diese eine Variable ein für alle
mal mit x bezeichnen; sie kann sowohl eine der ~, '1], ~J als
auch der u, v, w sein. Solange das Molekül nicht mit einem
anderen zusammenstößt, erfüllen die Variabeln (A) die Be
wegungsgleichungen des Moleküls, bleiben daher die a konstant
und die Werte jeder der Variabeln (A) hängen bloß von
dem Werte von x ab. Ich will daher al , a 2 , ••• a(! als die
die Bewegungsart des Moleküls bestimmenden Konstanten,
x aber als die die Bewegungsphase bestimmende Variable
bezeichnen. Solange also das Molekül nicht mit anderen zu
sammenstößt, ändert sich bloß die die Phase bestimmende
Variable x. Wenn dagegen das Molekül mit einem anderen
zusammenstößt, so ändern auch die mit a bezeichneten Größen
ihre Werte; dann ändert sich auch die Bewegungsart des
Moleküls. Wir wollen nun annehmen, wir hätten wieder einen
Raum lJr, in welchem sich sehr viele Moleküle befinden. Alle
diese Moleküle seien gleichartig, d. h. alle bestehen aus gleich
vielmateriellen Punkten und die zwischen ihnen wirksamen
Kräfte seien für alle identische I!'unktionenihrer relativen
Lage. Beschreiben wir· im Raume lJr irgendwo einen kleineren,

24*
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aber doch gegen die Distanz zweier Moleküle großen Raum
vom Volumen R, so mögen sich in demselben, wo er sich
immer befinden mag, RN Moleküle befinden, von denen

R{(t, al , a2 ••• ae) daI da2 ".dae
zu einer gewissen Zeit t so beschaffen sein soUen, daß für
dieselben

{
PI zwischen al und a1 + d a1 ,

(B) .
pz zwischen a" und az + d az •..

liegt. Die Konstanten a bestimmen die Bewegungsart eines
Moleküls; ist demnach die Funktion f gegeben, so ist damit
bestimmt, wie viele lVloleküle von jeder der verschiedenen Be
wegungsarten sich zur Zeit t im Raume R befinden. Wir
sagen daher, die Funktion f bestimmt die Verteilung der ver
schiedenen Bewegungsarten zur Zeit t unter den Molekülen.
Ich nehme wieder an, dieselbe sei schon zu Anfang, daher
auch für alle folgenden Zeiten eine gleichförmige, d. h. die
Funktion { sei unabhängig von der Lage des Raumes R, so
bald derselbe nur sehr groß gegen die durchschnittliche Distanz
zweier Nachbarmoleküle ist. Ich sage kürzehalber immer,
ein lVlolekül befindet sich in einem Raume, wenn sich der
Schwerpunkt desselben in jenem Raume befindet. Wir nehmen
nun an, der Wert der Funktion { für t = 0, also {(o, al' a2 ...)

sei gegeben; es soll daraus der Wert der Funktion { für
irgend eine andere Zeit berechnet werden. Die Konstanten a
ändern ihre Werte bloß infolge der Zusammenstöße; es kann
sich daher auch die Funktion {bloß infolge der Zusammenstöße
verändern, und unsere Aufgabe ist zunächst, die Gleichungen auf
zustellen; durch welche dieVeränderung der Funktion {bestimmt
ist. Wir müssen da wieder berechnen, wie viele Zusammen
stöße während einer gewissen Zeit. LI t so geschehen, daß· vor
denselben die Größen a für eines der zusammenstoßenden
Moleküle zwischen den Grenzen (B) liegen, ferner, wie viele so,
daß nach denselben die Größen a für e~nes der Moleküle
zwischen den Grenzen (B) liegen. Addieren wir die erstere
Zahl zu f( t, a1 , (12 •• ;) d a1 d az . .. und subtrahieren die letztere
davon, so erhalten wir die Zahl der Moleküle, für welche nach
der Zeit L1 t die Größen a zwischen den Grenzen (B) liegen,
also die Größe {(t + LI t, a1,aZ "') d a1d az ..•
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Betrachten wir nun irgend einen Zusammenstoß zweier
Moleküle; für das erste der stoßenden Moleküle mögen die
Konstanten a vor dem Stoße zwischen den Grenzen (B) liegen.
:F'ür das zweite mag

{
'PI zwischen a]' und al'+ d al ',

(0)
'Pz zwischen az' und a2' + d az' usf.

liegen. Dadurch ist der Zusammenstoß noch keineswegs voll
ständig bestimmt; es muß auch noch die Phnse der beiden
zusammenstoßenden Moleküle, sowie ihre relative Lage im
Momente des Beginnes des Zusammenstoßes gegeben sein. Sei
die Phase des ersten Moleküls dadurch gegeben, daß für
dasselbe
(D) x zwischen· x und x + d x

liegt, während für das zweite der zusammenstoßenden Moleküle

(E) x zwischen x' und x'+ d x'

liege. Um die relative Lage beider Moleküle im Momente des
Beginnes des Zusammenstoßes zu bestimmen, bezeichnen wir
den Winkel zwischen der Verbindungslinie der Schwerpunkte
derselben und der x-Achse mit {}, den zwischen der x y-Eben~
und einer parallel jener Verbindungslinie durch die .'l:-Achse
gelegten Ebene mit üJ und' es mag im Momente des Beginnes
des Zusammenstoßes

{
{} zwischen {)- und {} + d {j',

(F) üJ zwischen üJ und üJ + d üJ

liegen. Alle Zusammenstöße, welche sO geschehen, daß dabei
die Bedingungen (B), (0), (D), (E) und (F) erfüllt sind, will ich
als Zusammenstöße von der Gattung (G) bezeichnen. Es fragt
sich jetzt zunächst, wie viele Zusammenstöße von der Gat
tung (G) geschehen in der Volumeinheit während einer· ge
wissen Zeit Li t? Wir wollen da die Annahme machen, die
innere Bewegung der Moleküle sei sehr rasch, die Stöße da
gegen geschehen so selten , daß ein Molekül von einem Zu
sammenstoße bis zum nächsten oftmals alle möglichen Be
wegungsphasen durchläuft. Wir können dann L1 t so groß
wählen, daß während L1 t jedes Molekül öfter alle möglichen
Bewegungsphasen durchläuft, aber doch wieder so klein, daß
während Li t nur wenige Zusammenstöße stattfinden, daß sich
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also f nur sehr wenig verändert. Betrachten wir irgend eines
der Moleküle, deren Bewegungsart zwischen den Grenzen (B)
liegt; wir wollen es kurz das Molekül (B) nennen. Wir nahmen
an, daß es während der Zeit L1 t alle möglichen Phasen oftmals
durchläuft; daraus läßt sich bewt'isen; daß sich die Summe
aller jener Zeitmomente, während welcher. es im Verlaufe der
Zeit LI t die Phase (D) hat, zur ganzen ZeitLJ t wie .~ d x zu
f s d x verhält, daß also' die' Summe aller dieser Zeitmomente

{48) -r: = L1t~f sdx

ist, wobei s durch folgende Gleichung gegeben ist:

.!. = :s + aa1 • aa2 ... aae .
s . - a~1 a1lt aw1"

Die Integration ist über alle möglichen x, also über alle mög
lichen Phasen zu erstrecken. Das Produkt .r; d .1.' ist immer mit
positiven Zeichen zu nehmen.

In der ]'unktionaldeterminante kommen die' Differeutial
quotienten, nach allen Variabeln ~I' 'lh'" Sr_v VI' VI""?Vr bis
auf x .vor; sie kann also als Funktion von x und den Integra
tionskonstanten a ausgedrückt werden. Der eben ausgesprochene

Satz läßt sich ganz ähnlich
wie Jaco bis Prinzip des letzten
Multiplikators beweisen; da ich
jedoch den Beweis bereits in
der Abhandlung: "Einige allge
meine Sätze über Wärmegleich
gewicht" (Sitzungsb. Bd. 63) 1) ge
führt habe (siehe daselbst die
Anmerkung auf S. 15 2), so will
ich ihn hier nicht noch einmal
wiederholen. Ich habe daselbst
gezeigt, daß sich die Sache

Fig. 3. nicht verändert, wenn zur Be-
stimmung derPhase eineVariable

nicht ausreicht. Die Summe aller Wege, welche während der
ganzen oben mit rbezeichneten Zeit der Schwerpunkt des

1) Nr. 19 dieses Bandes.
2) S. 272 dieses Bandes.
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Moleküls (B) relativ gegen den. Schwerpunkt eines Moleküls
von der Beschaffenheit (0) zurücklegt, 1st gleich r 7:, wobei r
die relative Geschwindigkeit der Schwerpunkte beider Moleküle
ist. Beschreiben wir nun um den Schwerpunkt des 'Moleküls (B)
eine Kugel vom Radius Z, so bildet der Inbegriff aller Punkte
dieser Kugel, für welche die Winkel {f und OJ zwischen den
Grenzen P liegen, ein' unendlich kleines Rechteck J1. Ben
(siehe yorstehendeFigur .3) vom Flächeninhalte .12 sin19' d & d OJ.

Denken wir uns dieses Rechteck fest mit dem Schwerpunkte
des Moleküls (B) verbllllden, so ist also die Summe ,der. Wege,
welche es während 7: relativ gegen die Moleküle von der Be
schaffenheit (0) zurücklegt, ebenJalls ri. Alle diese Wege
bilden mit·Vernachlässigung von Unendlichkleinem gleiche
,Winkel mit den Koordinatenachsen; sie bilden daher auch
denselben Winkel (8) mit der Ebene des Rechtecks ABCn,
da ja die Geschwindigkeiten sämtlicher Atome des Moleküls (B)
durch die Bedingungen .(8) und (D) zwischen unendlich nahe
Grenzen eingeschlossen sind. Das ganze Volumen, welches
daher unser Rechteck während der Summe aller Zeitmomente 7:

dUl'chwandern würde, wenn' es füch· bloß mit sei:tler relativen
Geschwindigkeit gegen die Moleküle von der Beschaffenheit (0)
bewegte, ist

(49) F= l2 sin {j. d & d OJ • sin oS • r 7: ,

und es ist leicht einzusehen, daß alle Moleküle, welche sich
innerhalb dieses Volumens befinden, mit dem Moleküle (B) so
zusammenstoßen, daß dabei die Bedingungen (F) erfüllt sind.
Es fragt sich daher .nur noch, wie viele Moleküle von der' Be
wegungsart (0) und der Phase (E) in diesem Volumen liegen
werden. Wir wissen, daß in der Volumeinheit f (t, a/, a2'; • •)

d al~ d q,2'•.. Moleküle von der Bewegungsart (0), daher,. weil
die Verteilung der Bewegungsarteneine gleichförmige ist,
J7f (t, a/, az'· ..)d al ' d a2' ••• im Volumen J7 liegen. Alle diese
Moleküle werden j.edoch nicht die Phase (E) haben. Vielmehr
wird sich die Zahl derjenigen, welche diese Phase haben, zu
ihrer Gesamtzahl verhalten wie die Zeit, während welcher ein
Molekül die Phase (E) besitzt, zur Zeit, während welcher es
alle möglichen Phasen durchläuft, also entsprechend der
Gleichung (48) wie s' d x' zu f s' d x'; wobei
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1 aal' a02'
"8'" = 2] ± a~1' • a171' ...

ist. Diese Zal;llist also

(50) " " s' dx'v = TTf(t, a1 , az ...) d a1 d az ." j---'
s'dx'

Hierbei wurde vorausgesetzt, daß unter den Molekülen
von der Besc'haffenheit (0) die verschiedenen Phasen während
der Zeit 7: gerade so verteilt sind, wie während der Zeit L1 t,
daß also nicht immer die Phase (D), gerade mit der Phase (E)
koinzidiert" oder ebensowenig die Phase (E) niemals oder be
sonders selten mit der (D) gleichzeitig stattfindet. Wenn die
Schwingungsdauer der Moleküle von der Beschaffenheit (0)
nicht kommensurabel ist mit der der Moleküle von der Be
schaffenheit (B), so ist dies selbstverständlich. Wären jedoch
diese beiden Schwingungsdauern für alle oder eine endliche
Zahl von Molekülpaaren kommensurabel, so müßte dies als
eine Eigenschaft der zu Anfang hergestellten Zustandsverteilung
vorausgesetzt werden, welche sich dann für alle folgenden
Zeiten erhalten würde. Der Ausdruck (50) gibt uns die Zahl
der Moleküle im Volumen Jl, für welche die Bedingungen (0)
und (E) erfüllt sind, und wir wissen, daß alle diese und nur
diese während L1 t mit dem betrachteten Molekille von der
Beschaffenheit (B), das wir immer das Molekül (B) nannten, so
zusammenstoßen, daß dabei die Bedingungen (0), (D), (E)
und (F) erfüllt sind. Nun sind aber f(t, a1 , °2 ",) d a1 d az '"
Moleküle von' der Beschaffenheit (B) in der Volumeinheit;
multiplizieren wir daher noch mit dieser Zahl, so erhalten
wir d n = v l (t, a1 , a2 •••) d a1 d a2 ••• für die Zahl der Molekül
paare, 'welche in der Volumeinheit während der Zeit L1 t so
zusammenstoßen, daß alle fünf Bedingungen (B), (0); (D), (E)
und (F) erfüllt sind, also für die Zahl der Zusammenstöße von
der Gattung (G) während dieser Zeit. Unter Berücksichtigung
der Gleichungen (48), (49) und (50) erhalten, wir für diese Zahl
den Wert:

( d (et, a17 a" ...) fet, at', a2'· • ')Z2 . ,0.' d 0. d Atn = . ~ . ' r sm u sm cl.l (j) kJ

(51) 1 J s d x f s' d x' .

X s d x d a1 d a2 ••• s' d x' d a/ d a'J,""
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Wenn die Werte der Größen

(J)

im Momente des Beginnes des Zusammenstoßes gegeben sind,
so ist damit die Natur des Zusammenstoßes vollkommen
charakterisiert; es können also die Werte derselben Größen
im Momente des Endes jenes Zusammenstoßes berechnet
werden. Es sollen diese Werte c' im Momente des Endes mit
den entsprechenden großen Buchstaben -bezeichnet werden. Es
können also dann die Größen

(K)

als Funktionen der Variabeln (J) ausgedrUckt werden. Ich will
(len Inbegriff der Bedingungen (B), (0), (0), (E) und (F) kurz
als die Bedingungen (G) bezeichnen. Alle Zusammenstöße,für
welche die Werte der Variabeln im Momente ihres Beginnes
den Bedingungen (G) genügten, verlaufen in sehr ähnlicher
Weise. FÜr dieselben werden' daher .auch im Momente des
Endes die Werte der Variabeln zwischen gewissen unendlich
nahen Grenzen liegen. 'vVirwollen. annehmen, für alle diese
und nur diese Zusammenstöße sollen die Variabeln im Momente
des Endes zwischen

{

A, und A, + dA" A, und A, + d.A" ... A,' und A,'+ d~',

(H) :112 ' und :112'+ d A2'. •• X und X + d X, X' und X'+ d X',

. eundB+de, QundQ+'dQ

liegen.
Da die Größen (K) Funktionen der Variabeln (J) sind, so

können wir im. Ausdrucke. (51) statt einiger Differentiale der
Größen (J) auch Differentiale der Größen (K) einführen; wir
wollen z. B. statt der vier Differentiale rl x, d x', d {} und d OJ

die Differentiale von .I1v · .112 '.111' und .A2' einführen, wobei ich
übrigens bemerke, daß die vier Größen Al' .1.1.2 , Al" Az' nur
beispielsweise genommen wurden; wir könnten an ihre Stelle
ebensogut vier andere der Größen (K) set~en.Wir erhalten dann

( d n = ((au a2 ...) ((al', a2':· .) ss' sll2 r sin {} sin 8 L1 t da
l

da
2

•••

(52) ~ f s d:o •f s' d x'.

l d a[! dal ' ••• da; dAI dL12 dAs dA~p
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wobei

ist.
Dies ist die Zahl der Zusammenstöße, welche in der

Volumeinheit während LI t so geschehen, daß vor denselben die
Größen PI'. pz ... P; zwischen den Grenzen (B) und (0) und
außerdem nach denselben Al' Az' .111' und A2' zwischen

.111 und .111 + d.l11 • •• .112' und A2' + d .112'

liegen. Lassen wir in diesem· Ausdrucke a1, a2 ... aa konstant
und integrieren bezüglich al" a2'· •• a;, Al' A2' .111' und A.z' über
alle möglichen Werte dieser Größen, 'so erhalten wir alle Zu..
sammenstöße, welche in der Volumeinheit während LI t so ge
schehen, daß vor denselben die a für eines der zusammen
stoßenden Moleküle zwischen den Grenzen (B) lagen, ohne daß
hierzu. noch irgend eine a,ndere Bedingung hinzukäme. Diese
Zahl ist also:

{d '-d .d. d Lltlf ((t,au."' ...)f(t, at ', a,'...) /l2n - al a".. . aa . .. J r 8 S 81 r
(53) .." 8 dx ~. 8' d x

X sin {t sin ed a1' d a2' ••• d Al' d Az'.

Durch jeden dieser Zusammenstöße wird die Zahl der
Moleküle in der Volumeinheit, für welche die a zwischen den
Grenzen (B)Jiegen, also die Zahl f (t, 0 1, a2 •••) d a1 d a2 ••• d aa um
eins vermindert; es ist also die Zahl d n' von f(t;al' az ...)d a1 d a2 •••

zu subtrahieren: dann bleibt die Zahl der Moleküle übrig, für
welche während LI tdie Größen a nicht aufgehört haben,
zwischen den Grenzen (B) zu liegen. Hierzu muß noch die
Zahl der Zusammenstöße addiert werden, welche so geschehen,
daß nicht vor, wohl aber nach denselben die Größen a zwischen
den Grenzen (B) liegen. Sie heiße d N'. Dann ist also

((t, a1 , a2 •••) d a1 d a2 ••• d aa - d n' + d N'

die Zahl der Moleküle in der Volumeinheit, für welche zur
Zeit t + L1 t diE:' ~ zwischen den Grenzen (B) liegen. Es ist also

{
((t, aI' a2 ...} d 0 1 d a2 ... d aa - d n'+ d N'

(54)
= f(t + At, GI' a2 ...) d u1 d az ... d a(]'

Die Zahl d N' kann in folgender Weise gefunden werden.
Für die Anzahl der Zusammenstöße, welche in der Volum..
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einheit während L1 t so geschehen, daß bei Beginn derselben
die Bedingungen (G) erfüllt sind, fanden wir abenden Aus~

druck (51). Für alle diese erfüllen die Variabeln im Momente
des Endes die Bedingungen (H). Wir brauchen in diesem Aus
drucke bloß die kleinen Buchstaben mit den großen zu ver~

tauschen, um die Zahl der Zusammenstöße zu finden, für
welche die Werte der Variabeln im Momente des Beginnes
Bedingungen erfüllen, die sonst ganz identisch mit den Be~

dingungen (H) sind, nur daß die Plätze der Schwerpunkte
beider Moleküle vertauscht erscheinen, deren Yerbindungslinie
also gleiche Richtung, aber den entgegengesetzten Sinn hat.
Letztere Zahl ist also

(dN= f(t,.A 1 ,A2 ···)f(i,A1',.A 2'···) SS'i2 ;sin0sinE
(55) { . jSdX!S'dX'

l X d 0 d Q LI t d X dA1 dA2 ••• dAed X' dA1' dA2' ••• dA~,
wobei S, S', E ... aus s, .,,',8 ... gebildet werden, indem man
darin die Variabeln (J) mit den Variabeln (K) vertauscht. Für
alle diese Zusammenstöße aber werden umgekehrt die Werte
der Variabeln im Momente des Endes zwischen den Grenzen (G)
liegen. Denn es ist klar, daß ein Zusammenstoß, für den im
Momente des Beginnes die Bedingungen (G) erfüllt sind,gerade
umgekehrt. verläuft, wie einer, bei dem im Momente des Be
ginnes jene mit (H) analogen Bedingungen erfüllt sind. Während
also für den ersteren Zusammenstoß im Momente des Endes
die Bedingungen (H) erfüllt sind, so sind für den letzteren
umgekehrt im Momente des Endes ähnliche wie die Be
dingungen (G) erfüllt. Die Formel (55) gibt uns also die Zahl
der Zusammenstöße, welche in der Volumeinheit während LI t

so geschehen, daß im Momente des Endes derselben ' die Werte
der Variabeln den Bedingungen (G) genügen. Wir wollen zu
nächst wieder statt. der Differentiale von X, X', 0 und .Q die
von G1' a2 , a1', az' einführen, so erhalten wir

d N = f(t, Al' .,42' ••) (ei, A/, ..4 2', ••) S S' S [2 r sin 0 sin E
j S d X j S' d X' 1

X 11 t dA~dAz'" dAe dA/... dA~ d a1 daz d a1' d az'.

In dieser Formel ist

_1_ _ ""' ± a0,1 • i!!:.2... aa/ • aa2' ,
S1 - ~ aX aX' a(9 aS2



(58)
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wobei man sich bei Bildung der partiellen Differentialquotienten
in der Funktionaldeterminante die a als Funktionen der als
independent zu denkenden Größen (G) ausgedrückt denken
muß. Führen wir außerdem noch statt der Differentiale "Von
.A~J' A4 • •• Ae, Aa'.. . A~ die "Von alP a4 .. • a12 , aa', •• a~ ein, so er
halten wir:

{

dN=' (CI, A" A, ... )(CI, A,', A,' .• .) S S' S ()' [' Tsi r.> • E
(56) /SdX/S'dX' 1 nosm

X iJt da1 daz ... da~ dA l d.Az dA l ' dAz',

wobei
(J = :s + _~. BA", .•• B.A,~ ,

- Bas Ba", Bae

in welcher Funktiönaldeterminante .Aa, .A4 ••• 4~ als Funktionen
der als independent zu betrachtenden Variabeln al , az ... a~,
.Al; A-z' A/, A/ anzusehen sind. In dem Ausdrucke (56) wollen
wir uns alle Größen als Funktionen von

GI' 02 •• , ae' GI' •• , a;, .Al' .Az' Al" Az'

ausgedrückt denken. Ferner betrachten wir al' a2 ••• al} als
konstant und integrieren·. bezüglich a1', a2'.,. Az' über alle
möglichen Werte dieser Größen. Dadurch erhalten wir die
Anzahl der Zusammenstöße, nach denen für eines der stoßenden
Moleküle die Größen a zwischen den Grenzen (B) liegen, während
sonst alles beliebig ist; also genau die mit d N' bezeichnete
Größe. Es ist also

{

dN'= da da, .•. da "l1tJ"( .. f(t,.A t ... )f(t,.At '''·)SS'8 (J[2

(57) 1 2 e J' jSdXjS'dX' 1

. X rsin e sin Eda1' daz' .. . da; dAl d.Az d.Al'dAz'.

Wir wollen nun die rechte Seite der Gleichung (54) nach
Potenzen "Von 11 t entwickeln und bei der ersten Potenz stehen
bleiben, was für sehr kleine iJ t gestattet ist. Sie geht dann
über in

af(t, au a2' .. ) d d d At - d' +·dN'at °1 az ··,. Ge LJ - - n •

Be"Vor ich hier die Werte von d n' und dN' substituiere,
will ich noch an eine Relation erinnern, welche ich bereits in
meiner Abhandlung "Über das Wärmeghiichgewicht mehr-
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atomiger Gasmoleküle" (Sitzungsber. d. Wiener Akad. Bd. 63) 1)
bewiesen habe. Die in jenerAbhandlung entwickelte Gleichung(19)
lautet nämlich nach Einführung unserer Bezeichnungsweise :

r sin {f sin 8 d~l drh ... d'r-l dUl dVl .•. dWr dff düJ

= rsin e sin E d:Sl dBl ..• dQ,

wenn :Sl' H l • •. Jie Werte. von ~l' 1h... im Momente des
Endes des Zusammenstoßes bezeichnen. Führen wir in diese
Gleichung zunächst a l , a2 ••• a~, x, x' statt ~l' 1h ... wr ein,
so geht sie über in

s s' r sin ß' sin 8 d al d a2 ••• da; d x d x' d {} d üJ

= BS' rsin (-3 sin E d.l11 d.l12 ••• d.l1~ dX dX' de d.Q,

wobei s und 8 dieselben Bedeutungen wie frÜher haben. Führen
wir ferner links dAl' d.l12 , d.l1/, d.l12' statt dx, dX'1 dif, düJ
ein, und ähnlich rechts, so erhalten' wir

ss'.\ r sin ff sin 8 dal da2 ••• da~ d.l11 dA2 dAl' d.l12'

= SB' 81 rsin e sin E dßl d.l12 ••• dA~ dal da2 dal' da2'.

Führen wir auf der rechten Seite dieser Gleichung statt
der Differentiale von .113 , .114 ••• Aa, .11; ••• .11; wieder die von
a3 , a4 ••• ae, a; ... a; ein, .so können wir durch alle Differentiale
wegdividieren, und es bleibt uns nur noch:

(59) ss' Sl r sin {} sin 8 = 8B' Bl ra sin e sin E ...

Nun wollen wir die Werte (53) und (57) für d n' und dN'
in die Gleichung (58) substituieren. Dividieren wir dabei durch,
d al d a2 ••• d ae L1 t weg, ziehen die beiden Integrale rechts in ein
einziges zusammen, und beachten. endlich noch die Gleichung (59)
so ergibt sich

(60) jr =1J.. [(~I, AHA, ...)(:::';:~:?:~ ;::, aH '1 ...) (/, ~;. a; .. .)]
j8 dXj8'dX' jsdrofs'dro'

X SS' Sl j2 r sin if sin 8 da~ da~ ... da~ d ß l d A2 d.l1l ' d /12',

und dies ist als die Grundgleichung anzusehen, welche die Ver
änderung der Funktion ((t, a1 , a2 •••) mit wachsender Zeit be
stimmt. Alle Größen hat man sich hier als Funktionen der

1) Nr. 18 dieses Bandes.
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2Q + 4 den Zusammenstoß (außer seiner absoluten Lage im
Raume) vollkommen bestimmenden Größen al az ... ae ... a

l
' ... a~

Al Az Al' Az' ausgedrückt zu denken. JSdX ist die Größe,
welche man erhält, wenn man Jsdx als Funktion dieser 2(1+ 4
Variabeln ausdrückt; dann die kleinen und großen Buchstaben
vertauscht, und schließlich wieder die .113 All, . •• als Funktionen
der 2(! + 4 Variabeln ,ausdrückt, ebenso JSdX'. Man sieht
sofort, daß diese Veränderung gleich Null ist, sobald der Aus
druck in der eckigen Klammer für alle Werte der Variabeln
verschwindet; denn dann versehwindet notwendig auch das
Integral, und dies ist nichts anderes, als was ich schon in der
bereits zitierten Abhandlung über das Wärmegleichgewicht
zwischen mehratomigen Gasmolekülen in einer etwas ander.en
Form gefunden. Allein hiermit ist noch nicht bewi;sen, daß
das Integral der linken Seite der Formel (60) nur verschwinden
kann, wenn der Ausdruck unter dem Integralzeichen für alle
Werte der Variabeln verschwindet. Es könnte vielmehr das
Integral auch verschwinden, wenn der Ausdruck unter dem
Integralzeichen bald positiv, bald negativ würde. Um diesen
letzteren Beweis zu liefern, verfahren wir ganz in dyrselben
Weise, wie wir dies früher in der Theorie des Verhaltens ein
atomiger Gasmoleküle taten. Da die Funktionaldeterminante s
nur eine Funktion von x, a l az ... ae ist, und die Grenzen des
Integrals Jsdx nur von den a abhängen, so folgt, daß letzteres
Integral eine Funktion von al' az ... ae ist. Es ist daher
{(t, al , az . ..) IJ sdx eine Funktion von t, ap a2 ••• ae, und wir
wollen setzen:
(61) f(t,a1 ,a2 • .. ae) '(t)J 8 da; = ep ,al' az ... ae .

Ferner werde zur Abkürzung

.~ s' SI l2 r sin {} sin oS = P

gesetzt. Dann können wir die Gleichung (13) etwas küFler so
schreiben:

J
0q; (t, a1, a2 •• ')j' . d ('{' [( ,I ,I (,I ' , )'(62) ot :; x = JJ ... ep t, LLI'.LLZ ...) ep t,.L1.1 , Az ..•

\ ~ p(t,al'az..·) p(t,al', az' ..·)Jp dal' da2/ ..·da~dAldAzdA/ dAz'.

Die Größe p besitzt zwei Eigenschaften, die wir später
benützen werden. Erstlich, sie ist symmetrisch bezüglich der



22. Über' das Wärmegleicbgewicht unter Gasmolekülen. 383

Variabeln al , a2 ••• ae .11.1 .11.2 und a/, a2' ••• a~, Al" .11.2', d. h. sie
ändert ihren Wert nicht, wenn man gleichzeitig a

l
' mit a1 und

umgekehrt; a2 ' mit a2 und umgekehrt usw. vertauscht. Denn
hierdurch schreibt man bloß dem zweiten der zusammenstoßen
den Moleküle den Zustand zu, den vor der Vertauschung das
erste hatte, und umgekehrt, und es ist klar, daß sich hier
durch relative Geschwindigkeit usw. beider Moleküle nicht
ändert. Daß aber das Produkt ss' 'und die Größe SI ebenfalls
in dieser Weise symmetrisch sind, lehrt der bloße Anblick der
Ausdriicke für diese Größen. Zweitens, p ist notwendig positiv;
denn die durch die Formel (52) dargestellte Zahl d n kann
nicht anders als positiv sein; dieselbe enthält aber nebst p
lauter positive Faktoren (die Differentiale setzen wir ebenfalls
durchweg positiv voraus), folglich muß p ebenfalls positiv sein.
Setzen wir jetzt

(63) R = lf... cp (t, a l , a2 • ••) .Jsdx -log Cf (t, av a2 .··) da} da2 ... dae,

wobei log wieder den natürlichen Logarithmus bezeichnet und
die Integrationen über alle möglichen Werte der a zu erstrecken
sind, so daß also E nur mehr eine Funktion der Zeit ist, und
suchen den Differentialquotienten von E nach der Zeit t. Da
die Grenzen der Integrale, durch welche E bestimmt ist, t nicht
enthalten, so finden wir dEI dt, indem wir unter dem Integral
zeichen nach t differentiieren, und zwar bloß insofern die
Größen unter dem Integralzeichen t explizit enthalten, denn.
die a sind nichts anderes als die Variabeln, nach denen
integriert werden soll. Wir wissen, daß Jsdx die Zeit auch
nicht enthält; dieselbe ist also nur in cp (t, av a2 __ .) enthalten.
Berücksichtigen wir noch, daß

JJ... ep (t, aI' a2 ···) -Jsdx- dal da2 ••• dae

die Gesamtzahl der Moleküle in der Volumeinheit, also sein
Differentialquotient nach t gleich Null ist, so erhalten wir

dE JJ acp (t, ao a'l. ...) I ( )f d d d ldt = . ... ---a-t-- og cp t, aI' a2 ••• ' s x' ai a2 •• • (, ae .

Substituieren wir hierfür aep (t, aI' a2 •••) Iat seinen Wert
aus Gleichung (62) und setzen kürzehalber

rp(t,al ,a2 .. ·) = cp; cp(t,a}',a2' .. ·)=rp'i ep(t,.I1.1 ,A2 ···) = q);

cp (t, .11.1" .11.2' ...) = W', .
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so ergibt sich

(64) {di: =fff·· .log ep' [$ (/)' - (p ep'Jp dal daz ··· daf! da l '···

da; dAl dAz dAr' dAz'·

In dem bestimmten Integrale, welches die rechte Seite
der Gleichung (64) bildet, können wir wieder die Väriabeln,
nach denen zu integrieren ist ,bezeichnen wie wir wollen.
Wir können also z. B. al,aZ '" Az mit all az' •.• .112' .und um
gekehrt vertauschen. Dadurch ändert sich weder p noch die
Größe in der eckigen Klammer, nur log Cf verwandelt sich in
log cp', und wir erhalten also, wenn wir zum Schlusse auch
noch' die Integrationsordnung umkehren, so daß wieder in der
alten Reihenfolge integriert wird:

(65) d~ = JJ.. log cp' [(j) (]>' - cp cp'] p dal daz· .. da~ dAl dA2 dAI'dAz'·

Nun wollen wir diejenigen a, welche in Iformel (64) mit
den kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet wurden, mit
den großen und umgekehrt bezeichnen, so erhalten wir:

(66) ~~ = fJ 00 log $[eprp'...;.. (]> (]>'JPdAl dAz .. · diJ.~dal dazdal' daz',

wobei P = 88'8
1

l2 rsin B sin Eist. ]\iIan erhält also P, indem
man p als li'unktion der 2~) + 4 Größen .GI az ... a~ Al ... Az'
ausdrückt und dann die großen und kleinen Buchstaben ver
tauscht. Nun wissen wir aber, dal:l Ag A4 ••• Af! Ag' ... A;als
Funktionen 'Von al a2 • ; .a~ Al 'A2 Al' und A2' ausgedrückt werelen
können. ,Wir können also, in der Formel (66) statt der
Differentiale von Aa .114 ••• Af! As' .114', •• A~ wieder die von
as a4 ••• aa aa' •.. aJ einführen, was natürlich wieder bloß eine
rein formelle Veränderung ist. Wir können ja unter dem
Integralzeichen statt der Variabeln, nach denen die Integration
zu geschehen hat, beliebige andere Funktionen derselben ein
führen, folglich auch, wenn wir wollen, diejenigen, welche uns
früher aga4 • •• durch Ag .114 • •• ausdrückten. Dadurch gellt
die Gleichung (66) über in

dd~' = JJ.. .log QJ [epep' - (j) (j)'JP(J'dal daz .. ·da~ dAl dAz dAl ' dA2',

oder wegen der Gleichung (59) in

(67)' dd~ = JJ.. log $[cpep' - (]> $'Jpda1 da2 ••• da~dAldAzdA'l dAz'.
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Die Integrationen sind in allen diesen Formeln über alle
möglichen Werte der Variabeln zu erstrecken. Vertauschen wir
hier endlich wie4er ~ a 2 ••• Az mit a l ' az' ..• A2','.so ergibt sich

(68) ~d~ =JJ.. .log {p' -[epep' - WW'Jpdalda2 .. ·da~ddldiLzdAI'dAz'·

Addieren wir nun die Gleichungen (64), (65), (67) und (68)
und dividieren durch 4, so bekommen wir .

~~ == ~ JJ.. .log ( ;~,). [w (/J' - epg/Jp da l da2··· dAz'·

Da nun p immer positiv ist, so folgt aus diesem Ausdrucke
sofort wieder, daß dE / dt niemals positiv sein kann, also E
selbst nur abnehmen oder konstant bleiben kann. Letzteres
kann nur der B-'all sein, wenn der Ausdruck in der eckigen
Klammer also' '

(69) ep(t, all uz·" ae)· ep(t, al', a2' ... a~)-,ep (t, Al' Az·.· Ae)· r.p (t, Al" /12'", A~)

für alle Werte der Variabeln verschwindet. Es kann daher
die Zustandsverteilung nicht periodisch zwischen gewissen
Grenzen hin und her schwanken, und für' 'die Grenze, der sie
sich mit wachsender Zeit nähert, muß der Ausdruck. (69) all
gemein verschwinden.

Die Bedeutung der eben vorgenommenen Transformation
der Gleichung (64) kann wie im Falle einatomiger Gasmoleküle
durch Zerlegung des Integrals in eine Summe veranschaulicht
werden. Setzen wir etwa

a1 = bl E, az = bz E ••• G:~ = b~ 8, Al = B I 8 •••• ,

wobei E eine beliebige sehr kleine Größe, die b aber ganze
Zahlen sind; ferner

(t ) Jd e+ 4 IJb1 bz ••• b/ bo' ..T ,al,aZ '" =Wb1 bz ••. ' S X=Vb1 bl ... , 8p= B J B2 ... B{Bz' .

Da IJ von allen Variabeln abhängt, so müssen ihm 2~ +'4
Indizes gegeben werden; die übrigen Indizes wurden ihm der
Symmetrie wegen beigefügt. Die v ~dnd Konstanten, deren
Wert im allgemeinen von den Indizes abhängt; die w sind
Funktionen der Zeit. Das System der gewöhnlichen Differential·
gleichungen, welche dann an die Stelle der Gleichung (64)
treten, ist dann folgendes:

Bol t z m a n.n, Gesammelte wissenseh. Abhandl. I. 25
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{

d W Ol Oe • •• _ '" III b2 • •• b{ be' ••.
(70) Vbl b2 ... dt -.LI B1 Be... B{B.,' ...

[WB1 B2 ••• WB1' Be' ..• .:.... Wb l be ••• Wb{ bt ' ••• ] •

Die Summation ist über aUe möglichen Werte der b
l

' bz' •••
BI Bz ... zu erstrecken.' In der Gleichung (70) selbst können
b

l
b2 ••• be die verschiedensten Werte. haben; sie repräsentiert

. uns daher ein System vieler Differentialgleichungen. Die
Gleichung (59) lautet in unserer gegenwärtigen Bezeichnungsweise

und man findet aus derselben und dem Gleichungssystem(70)
leicht, daß der Differentialquotient von

2: Vbl be ••• W Ol b2 ... log WUt b• ...

niemals positiv sein kann. Die Summation in diesen letzten
Ausdrucke ist über alle möglichen Werte von bl bz ... b~ zu
erstrecken. Diese Größe nimmt also beständig ab, bis

Wbl b2 ••• Wb{ be' ••. = WB1 B t ••• WB1' Bl .••

ist für alle möglichen Werte von bl bz ... b~ und für alle mit
diesen vereinbaren Werte von BI Bz BI' B2'. Denn.n kann
für keine Gruppe von Indizes, der mögliche Zustände der
Moleküle entsprechen, gleich Null werden. Es müßte ja sonst
ein Zusammenstoß die Wahrscheinlichkeit Null haben. Die
durch die Gleichung (63) gegebene GröBe 13 können wir noch
etwas anders schreiben. Wir sahen, daß

{(t, aI' a2 ...) dal daz .. . daeft~: = cp(t, a1'az .. · ae)dal da2 ... dae ·sdx

zur Zeit t die Zahl der 1VJoleküle in der Volumeinheit ist, für
welche die Bedingungen (B) und (D) erfüllt sind. Führen wir
statt der Differentiale von al az ....ae die von ~l nl ••• Sr-l UI 1)1' •• w,.
ein, so geht dieser A.usdruck über in

ep (t, all a2 ••• ae) rl~l d1h ... dS1'-1 dUI ••• dwr •

Denken wir uns jetzt wieder al a2 ••• ae durch ~l 'tli .. . 70,.

ausgedrückt, so wird ep eine Funktion der letzten Variabeln.
Es gehe (p (t, a1' a2 ••• ae). in F(t, ~l' 'th ... wr) über, so daß also

F· d~l dnl .•• dSr - 1 dUI ••• dWr

die Zahl der Moleküle in der Volumeinheit ist, für welche
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~l zwischen ~l und ~l + d ~ .•. ~r zwischen W r und W~.+ dw~.

liegt. Den Ausdruck für E können wir dann schreiben

E = ff ... Flog 118 d:c dal da2 ••• eIae ,

oder wenn wir auch die Differentiale von ~l' IJ'h'" W
j
• einführen

(71) E = ff··· Flog F d ~l d "h··· d 'r-l d ul • •• d W j••

Ich bemerke noch, daß die Rechnung in derselben Weise
geführt werden kann, wenn im Raume R mehrere Gattungen
von Molekülen vorhanden sind. Bezeichnen wir die ent
sprechenden Größen für die zweite Gattung von Molekülen
durch Beifügung eines· Sternes usw., so kann dann die Größe

.E = ff Flog F d ~l d 'rh . .• d w~.

+ ff F* log F* d~l* d'Jh*'" dw/ +
usw. niemals zunehmen.

V. Die Moleküle machen von einem Zusammenstoße· bis
zum nächsten nicht sehr viele Schwingungen.

Im vorigen Abschnitte machte ich die Annahme, daß jedes
Molekül von einem Zusammenstoße bis zum nächsten sehr viele
Schwingungen macht. Es läßt sich jedoch auch, wenn dies
nicht der Fall ist, mit Leichtigkeit beweisen, daß die durch
die Gleichung (71) definierte Größe E nicht zunehmen kann.
Es ist hier bequemer, wenn wir die Zahl der Moleküle in der
Volumeinheit, für welche zur Zeit t die Variabeln ~l' '1h'" W r

zwischen den Grenzen

(L) ~l ·und ~l + d ~l·" .1.D? und W r + d wr

liegen, mit f( t, ~l' '11] ••. wr ) d ~l d '1h .•. d Wr bezeichnen; t' sei
also jetzt dieselbe Funktion, welche im vorigen Abschnitte F
hieß. Es kann zunächst bewiesen werden, daß die Größe E
durch die innere Bewegung der Atome in den Molekülen nicht
verändert wird, daß sie also konstant bliebe, wenn die Moleküle
nicht untereinander zusammenstießen. Es wären dann die
Variabeln ~l' .lJ'h··' Wr durch die Differentialgleichungen be-

25*
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stimmt, welche wir die Bewegungsgleichungeneines Moleküls
genannt haben. ' Infolge dieser Gleichungen sollen zur Zeit
t + 0 t die Variabeln für diese und nur diese Moleküle, für
die sie zur Zeit t zwischen den Grenzen (L) lagen, zwischen
folgenden Grenzen liegen:

(M) ~l' und ~l' + d ~l' ••• '1.0/ und '1.0/ + cf w/.
Ich habe bereits in der Abhandlung über das Wärme

,gleichgewicht zwischen mehratomigen Gasmolekülen gezeigt,
daß man dann hat

d ~/ d '1]/ ••• d '1.0/ = d ~l d '1]1 ••• d wr •
1
),

Fänden keine Zusammenstöße statt, so lägen zur Zeit
t + 0 t genau für jene Moleküle die Variabeln zwischen den
Grenzen (M), für welche sie zur Zeit t zwischen den Grenzen (L)
lagen. Die Zahl der ersteren und letzteren Moleküle wäre
daher gleich, weil beides ganz dieselben Moleküle wären. Nun
ist aber die Zahl der Moleküle in der Volumeinheit, für welche
zur Zeit t +0 t die Variabeln zwüwhen den Grenzen (M) liegen

f'(t+ of, ~l'· .. wr')d~l'·.. dw/;
die Zahl der Moleküle in der Volumeinheit aber, für welche
zur Zeit t. die Variabeln zwischen den Grenzen (L) liegen,' ist

f( t, ~1 • ~ • wr ) d ~l ... d wr '

1) Wenn man qlit endlichen Größen rechnen will, lautet diese
Gleichung

d l:' d' d '
I , . "'1 "11' •• W r
1m ~ . = 1.t d~1 d'l1' .. dW r
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beiderseits über alle möglichen Werte der Variabeln integrieren~

Es ist also

JJ.... f'logf' dsl '· .. dw/ = ff· .. floglds l ·•• dwr )

wobei beiderseits über alle möglichen Werte der Variabeln zu
integrieren ist, weshalb es gleichgültig ist, wie die Integrations
variabeln bezeichnet werden. Man könnte daher auch schreiben:

ff···f(t+ O't,SI ... W,.)logf(t + ol, SI· .. wr)dSI···dw,.

= ff .. ·llogfdSI .. ·dw,..

Hier ist die Größe rechts der Wert des E zur Zeit t+ ot,
die links der Wert des .E zur Zeit t. Beide sind also gleich.
Die Größe E würde also ihren Wert gar nicht ändern, wenn
sich die Atome der Moleküle ihren Bewegungsgleichungen
gemäß bewegten, ohne daß die Moleküle untereinander zu
sammenstießen. Es handelt sich noch darum, zu finden, um
wieviel sich die Größe 13 infolge der Zusammenstöße ver
ändert. Wenu dann (5 t sehr klein genommen wird, so ist
die Gesamtveränderung der Größe E die Summe der Einzel
veränderungen. Bezeichnen wir den Zuwachs, welchen E durch
die Zusammenstöße erfährt, mit 0' E, so ist zunächst

(74) o.E = ff.· .10gfO'fd SI·" dw,.,

wobei 0' f der Zuwachs ist, den f während der Zeit 0' t durch
die Zusammenstöße erfährt, so daß die Zahl (0' N) der Moleküle,
welche während der Zeit cU in der Volumeinheit den Zustand (L)
durch die Zusammenstöße gewinnen, um 0 fd SI d "h ... d w,.
größer ist als die Zahl (on) der Moleküle, welche während der
selben Zeit durch die Zusammenstöße diesen Zustand ver
lieren, daß also

(75) oll- o'n = O'{dSI d'lh .. ;dwr

ist. Ein Molekül hat den Zustand (L), ist dabei ein abgekürzter
Ausdruck statt des längeren: Die den Zustand bestimmenden
Variabeln SI 1/1 ••• W,. liegen für dieses Molekül zwischen den
Grenzen (L). Ich nehme wieder an, der Zusammenstoß zweier
Moleküle beginne, wenn die Schwerpunkte derselben in die
Distanz l gelangen. Der Winkel zwischen der Verbindungs-
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linie beider Schwerpunkte und der x-Achse heiße wieder {},
der zwischen der xy-Ebene und einer parallel jener Ver
lJindungslinie durch die ,1,'- Achse gelegten Ebene co. Dann ist
die Zahl der Zusammenstöße in der Volumeinheit während
der Zeit J t, für welche im Momente des Beginnes die
Variabeln {} und (jJ

(N) zwischen /f undt9' + d {t, (jJ und co + d co,

ferner die Variabeln ~l r]l ••• wr für das eine stoßende Molekül
zwischen den Grenzen (L), für das andere aber zwischen irgend
welchen anderen Grenzen, z. B.

(P) ~l' und ~I' + d ~r' ... w/ und w/ + d W r

liegen,
{d ~I ••• cl wI.1" d ~I" •• d 'w/ g [2 sin {} d {j. d co 0 t,

wobei g die relative Geschwindigkeit der Schwerpunkte der
. Moleküle ist. Für alle diese und nur diese Moleküle sollen

im :Momente des Endes des Stoßes {)- und co zwischen den
Grenzen

(N*) Bund B + d B, .Q und .Q + d .Q ,

ferner die Variahein ~I' rh ... wr für das erste Molekül zwiRchen
den Grenzen

(L*) EI und ,$'1 + d.E;. ... Wr und Wr + d I~.,

für das andere aber zwischen den Grenzen

(P*) E/ und EI' + d~' . .. W/ und W/ + d lVI'

liegen. Durch jeden dieser Zusammenstöße verliert ein Molekül
den Zustand (L). Im ganzen verlieren daher in der Volum
einheit während der Zeit 0 t

on = j'rl ~l'" d 'Wl'~' t,ff...1" d ~l"" d w/ g 12 sin {} d 19· d co

Moleküle den Zustand (L), wobei wieder die Integrationen über
aUe möglichen Werte der Differentiale zu erstrecken sind. Die
Anzahl der Zusammenstöße, welche während der Zeit 0 t in
der Volumeinheit so geschehen, daß im Momente ihres Be
~dnnes die Variabeln zwischen den Grenzen (L*), (N*) und (P*)
liegen, ist

(76) (J v = Jj' dEI' .. d f~. F' d ,$'1' ••. d Wr' G [2 sin @d B d.Q 0 t.
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ll'ür alle diese Zusammenstöße liegen die Variabeln im
Momente des Endes zwischen den Grenzen (L), (N) und (P),
weil diese Zusammenstöße gerade umgekehrt wie die früher
betrachteten verlaufen. I) Da die Variabeln

(R) EI' .. Wr , EI"" /'V,.', 0, .Q

Funktionen von

(Q) ~1' •• 1Or , ~I"" 10,.', {)', 0)

sind, so kann man in den Ausdruck (76) statt der ersteren
auch die letzteren Variabeln einführen. Es wird dann

G sin 0 d EI ... d lV,: d 0 dQ = g sin ß· d ~1 ... d 10r' d 19· cl 0) ,

wie aus dem allgemeinen Theoreme folgt, das ich im zweiten
Abschnitte meiner Abhandlung "Über das Wärmegleichgewicht
zwischen mehratomigen Gasmolekülen" bewiesen habe. Infolge
dessen wird

(77) (y' v = PP' d ~l ... d w/ sin {} g l2 d {} d 0) 0 t .

Im obigen wurde F, F', l' für ((t, E;. ... 7J7,.), ((t, rE'I'· .. 'I'~')

{(t, ~l' ••• 10,.') geschrieben. G ist die Größe, die man erhält, wenn
man in g die Variabeln (Q) mit den Variabelll (R) vertauscht. Im
Ausdrucke (77) hat man sich überall die Variabeln (R) als Funk~

tonen der Variabeln (Q) ausgedrückt zu denken. Integrieren wir
denselben bezüglich ~l"" 10,.', {f, 0) über alle möglichen Werte,
so erhalten wir die Zahl aller Moleküle, welche in der Volum..
einheit während der Zeiteinheit durch die Zusammenstöße den
Zustand (L) gewinnen,. also die Zahl, die schou früher mit
;)' N bezeichnet wurde. Es ist also

oN = d ~1 ••• d 10,. 0 t.rJ... F F'g 12 sin {}d ~l' ••• d 10,.' d {Jd 0).

Setzen wir diese Werte für on und oN in die Gleichung (75)
ein, so erhalten wir

(j f = vtJJ.. .(F F' - (l') g12 si Tl {} d ~l' ... cl u".' d 19' d OJ ,

1) Natürlich sind beim Vergleich des Endzustandes eines Zusammen
stoßes mit dem Anfangszustande eines anderen die Plätze der Schwer
punkte heider Moleküle zu vertauschen, weil sich dieselben zu Anfang
gegeneinander, zu Ende aber voneinander bewegen.
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und wenn wir dies in die Gleichung (74) substituieren,

oE = ()'~fI··lOg f(F P' - f'l') gl2 sin 1'fd~l··.dw,. d~/ ... dw/ d~d(f}.

Die Verwecbselung des ersten und zweiten der zusammen·
stoßenden Moleküle liefert, wie früber

oE = ot ff .. .log ((FF' -tl')gI2sin{}d~1... dwrd~1/... dw/d{}d(jJ.

Führen wir in den beiden letzten Gleichungen statt der
Integrationsvariabeln (Q) die Variabeln (R) ein, was immer
möglich ist, da man in einem. bestimmten Integrale statt der
Integrationsvariabeln beliebige Funktionen derselben einführen
kann, und vertauschen dann die großen und kleinen' Buch·
staben, was wieder erlaubt ist, da man in einem bestimmten
Integrale die Variabeln bezeichnen kann wie man will, so er
hält man die beiden Gleichungen

0' E = - ()' tJf log F (FF' - tf')g 12 sin {} d ~1 ... dwr' d 8- dOJ,

8E = - 01f log P/ (F F' ~ ff')g i2 sin {} d ~l." dWr d{} dm.

(Dabei ist zu berücksichtigen, daß die Variabeln (R) dieselben
Funktionen der (Q), wie .umgekehrt die (Q) von den (R) sind.)
Die Addition aller dieser vier Gleichungen aber liefert

/JE = ~ olff.. .log(;;i) .(FP' - ff'Lq [2 sin {td~l ... chor d{l' dm,

woraus wieder ersichtlich ist, daß die Größe E durch die Zu.
sammenstöße nur abnehmen kann, und da sie durch die Be
wegung der Atome in den Molekülen nicht verändert wird, so
folgt, daß sie auch im ganzen nur abnehmen kann.

Wenn die Zustandsverteilung zu Anfang der Zeit keine
gleichförmige war, 80 enthält die Funktion t' auch die Koordi
naten x, y, z derjenigen Stelle des Gases, für welche sie die
Geschwindigkeitsverteilung darstellt. Alsdann tritt an die Stelle
von E ein etwas allgemeinerer Ausdruck. Wenn

{(t, :~:, y, z, ~l' 1h ... wr)dx dy dz d~l ... d'lL',.

die Zahl der Moleküle ist, welche sich zur Zeit t im Volum
elemente d x dY d z mit den Koordin~ten x, y, z befinden, und
für· welche die den Zustand bestimmenden Variabeln 'zwischen
den Grenzen (L) liegen, so kann die Größe
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(78) 13 = JJ ... {logf· dx dy dz d~l ... dWr

nicht zunehmen. Um hierfür· den Beweis zu liefern, wollen
wir das Problem noch etwas allgemeiner auffassen. Gesetzt,
wir hätten sehr viele Systeme materieller Punlde (Moleküle).
Jedes derselben best·ehe aus r materiellen· Punkten ml mz ... mr
(die m sol~en zugleich die Massen derselben sein). Die Masse m

l

sei für alle Systeme gleich; ebenso die Masse m2 usw. XI'Yl'ZI

seien die Koordinaten, u1' vI' 101 die Geschwindigkeitskompo
nenten von ml • Analoge Bedeutung haben 3,'2 Y2 •.. ; und zwar
ist es gleichgültig, ob der Koordinatenanfangspunkt für die ver·
schiedenen Systeme derselbe oder verschieden ist. Die Krilfte,
welche auf irgend einen der materiellen Punkte wirken, seien
solche Funktionen der Koordinaten Xl YI Zl X 2 ••• z.,., daß eine
Kraftfunktion existiert, und zwar sei diese Kraftfunktion für
alle Systeme dieselbe Funktion von Xl Yl .. ~ Zr' Bezeichnen
wir dann wieder mit t{t, xI' Y1, Zl ••• 1O

T
) d Xl d YI ••• d 10r die Anzahl

der Systeme, für welche die Variabeln X I ,1h Zl X 2 ••• Zr UI •.• 10.,.

zwischen den Grenzen

(S) .7.'1 und Xl + dXI ••• 10r und 10.,. + dWr

liegen und setzen

(79)

so kann genau wie früher bewiesen weruen, daß sich die
Größe E durch die Bewegung der materiellen Punkte der
Systeme nicht ändert, solange zwischen denselben nur die
inneren Kräfte des betreffenden Systems tätig sind. Es soll nun

. auch zwischen den materiellen Punkten verschiedener Systeme
Wechselwirkung stattfinden, und zwar soll die zwischen je zwei
Punkten tätige Kraft Funktion ihrer Entfernung sein und in
der Richtung ihrer Verbindungslinie wirken. Die Bedingungen,
wann die Wechselwirkung zweier verschiedener Systeme be
ginnt, sollen so sein, daß niemals (oder doch nur höchst selten)
drei Systeme gleichzeitig in Wechselwirkung kommen. Sonst
aber können sie beliebig sein. (Es kann, um ein Beispiel zu
geben, . die Wechselwirkung zweier Systeme eintreten, so ·oft
ein materieller Punkt des einen irgend einem des anderen un
gewöhnlich nahe kommt.) Die Anzahl der Paare VOll Systemen,
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welche während der Zeit ot so in Wechselwirkung kommen,
daß im Momente des Beginnes der .Wechselwirkung die den
Zustand bestimmenden Variabeln für das eine System zwischen
den Grenzen (S), für das andere aber zwischen den Grenzen

Xl' und Xl' + dx/ ... w/ und. w1.' + dw/

liegen, ist dann wieder

(80) t (t, Xl ' .. UJr) ((t, Xl' ... W
1
.') d Xl' .• d W r d :t'l' .•. d w,.' 0 t. ep •

ep ist eine Funktion der relativen Lage und der Geschwindig
keiten der Atome beider Systeme. Berücksichtigt man, daß
diese Funktion wieder die allgemeine durch die Gleichung (19)
meiner Abhandlung "Über das Wärmegleichgewicht mehr
atomiger Gasmoleküle" ausgedrückte Eigenschaft besitzen muß,
so kann man ganz wie früher beweisen, daß die Größe E durch
die Wechselwirkung der verschiedenen Systeme nur abnehmen
kann. Der Beweis kann auch geführt werden, wenn nicht alle
Systeme gleich beschaffen sind, sondern wenn sie zwei oder
mehreren Gattungen angehören, aber von jeder Gattung sehr
viele Individuen vorhanden sind. (Man übersieht sofort, daß
ein Gemisch von Gasmolektilen mit ungleichförmiger Ge
schwindigkeitsverteilung nur ein spezieller Fall hiervon ist.)
Wenn die Kraftfunktion den Wert g z hat: findet man für ein
atomige Gasmoleküle

( mc2)
(= Ae- h gz+ T '

Die bekannten Formeln für das barometrische Höhenmessen,
sowie alle aerostatischen erweisen sich also ebenfalls als spezielle
Fälle der Formeln für das Wärmegleichgewicht.

VI. Auflösung der Gleichung (81) und Berechnung der
Entropie.

Wir haben bewiesen, daß für mehratomige Gasmoleküle
im Falle des G:leichgewichtes der lebendigen Kraft der Aus
druck (69) verschwinden muß, daß also für dasselbe

(81) ep (al' °2, •. ) ep (al" °2' . ..) - ep (.111.112' •• ) ep (Al' A2' • •. ) = 0

sein muß für alle möglichen Werte der Variabeln

(82) al 02 •• , al ' 02', •• Al A2 ••• Al' .t1.2' ••• A~.
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Es handelt sich .noch darum, eine :B'unktion ep zu finden,
welche diese Gleichung erfüllt. Es ist klar, daß. wenn A. die
gesamte in einem Moleküle enthaltene lebendige Kraft und
Arbeit, A und h Konstanten sind, der Wert ep = Ae-hJ. not
wendig die Gleichung (81) erfüllt. Es ist dies die Lösung des
Problemes, welche ich schon in der Abhandlung "Über das
Wärmegleichgewicht mehratomigel' Gasmoleküle({ fand. Allein
es wäre noch der Beweis zu liefern, daß dies die einzig mög
liche Lösung der Gleichung (81) ist. Während dieser Beweis
für einatomige Gasmoleküle der allerleichteste Schritt ist, so
ist er hier unstreitig der schwierigste, da es hier nicht mög
lich ist, die verschiedenen Gleichungen, welche die Werte der
Variabeln vor und nach dem Stoße miteinander verbinden,
wirklich allgemein. anzugeben. Doch läßt sich wenigstens für
zweiatomige Moleküle unter Voraussetzung einer bestimmten
Art der Wechselwirkung der Moleküle während des Zusammen
stoßes beweisen. daß es die einzig mögliche Lösung ist. Nehmen
wir an, jedes Molekül bestehe aus zwei Atom'en. r sei ihre
Distanz, (m /2) X' (r) die Kraft, mit der sie sich anziehen, wenn
das Molekül mit keinem anderen im Zusammenstoße begriffen
ist, so daß (m /2) X (r) die Kraftfunktion ist. Damit' die Formeln
nicht zu weitläufig werden, nehme ich an, daß alle Atome
gleiche Massen haben (der allgemeinere Fall kann dann sofort
in ganz analoger Weise berechnet werden). D~e Summe des
Wertes der Kraftfunktion und der lebendigen Kraft beider
Atome eines JYIoleküls bleibt von einem Zusammenstoße bis
zum nächsten konstant. Bezeichnen wir die Größe, welche
man erhält, wenn man diese Summe mit der halben Masse
eines Atoms dividiert, mit a, das vierfache Geschwindigkeits
quadrat des Schwerpunktes des Moleküls mit b, und den vier
fachen Flächenraum, den der vom Schwerpunkte zu einem
Atome gezogene Radiusvektor in der Zeiteinheit zurücklegt,
mit c, so sind a, b, c die einzigen die Natur der Atombahn
bestimmenden Integrationskonstanten. Die' .übrigen bestimmen
bloß deren Lage im Raume. Man kann durch die Verbindungs
linie der beiden Moleküle eine Ebene so legen, daß die Ge
schwindigkeitskomponente ~o senkrecht zu dieser Ebene für
beide Atome gleich ist. Diese Ebene soll die Bahnebene
heißen. u sei ihr Winkel mit irgend einer fixen Ebene, ßder
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Winkel zwischen ihrer Durchschnittslinie mit der fixen Ebene
und einer in der fixen Ebene gezogenen fixen Geraden. y sei
der Winkel, welchen diejenige Geschwindigkeitskomponente des
Schwerpunktes des Moleküls, welche parallel der Bahnebene
ist, 0 der Winkel, welchen die Apsidenlinie der Bahnkurve der
Atome bei ihrer Bewegung um den Schwerpunkt mit der Durch..
schnittslinie der Bahnebene und der fixen Ebene einschließen.
Das Gas sei nach allen Richtungen gleich beschaffen; von einem
Zusammenstoße eines Moleküls bis zum nächsten sollen sehr
viele Maxima und Minima der Entfernung seiner Atome (Apsiden
stellungen) eintreten. Endlich soll der Winkel zweier sich
folgender Apsidenlinien in keinem rationalen Verhältnisse zu n
stehen (mit Ausnahme unendlich weniger spezieller Bahnformen).
Dann sind a, b, c, w, (x, fJ, y, 0 .die im vorigen Abschnitte mit
a

l
a

2
••• ae bezeichneten Integrationskonstanten, '/. ist gleich 2,

f! = 6r ..,... 4 = 8, die Größe Cf (al' az · .. ae) dal · .. dae muß
dann die Form

ep (a, b, c, w)sin u da db dc dw du dfJ dy do

haben. Infolge der Gleichberechtigung aller Richtungen im
Raume kann ep die Winkel Ct, fJ, y nicht enthalten. Infolge
unserer Annahme über die Apsidenlinien sind auch alle Werte
des ci gleichberechtigt. Wir wollen jetzt bloß solche Zusammen
stöße der Betrachtung unterziehen, bei denen w und die Bahn
ebene für beide zusammenstoßende Moleküle identisch sind.
Die Gleichung (81) muß für alle Zusammenstöße, also auch für
diese gelten. Nun wird aber u durch die Zusammenstöße nicht
verändert, die Gleichung (81) verwandelt sich daher in

(83) ep(a, b, C,lO), ep (a', b', c',w')= ep(A, B, C, w)· rp(.I1', B', C', w').

Wir wollen noch eine spezielle Annahme über die Wechsel.
wirkung zweier Moleküle während des Zusammenstoßes machen.
Der Stoß zweier Moleküle soll darin bestehen, daß ein Atom
des einen Moleküls sich mit einem des anderen wie elastische
Kugeln stößt. (Wir bezeichnen die zusammenstoßenden Atome
als die ersten der betreffenden Moleküle.) Legen wir jetzt
parallel der Verbindungslinie der Centra der stoßenden Atome
im Momente des Stoßes eine fixe :t'-Achse (jene Verbindungs.
linie' soll in die Bahnebene fallen) und senkrecht darauf aber
parallel der Bahnebene eine fixe y-A.chse. Im Momente des
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Beginnes des Zusammenstoßes seien u, v die Geschwindigkeits
komponenten des ersten Atoms des ersten der beiden stoßenden
Moleküle in der Richtung dieser beiden Koordinatenachsen;
~, 1] die Koordinaten desselben bezüglich eines Systems, das
seinen Ursprung im Schwerpunkte des Molekül!:! hat, und dessen
Achsen parallel unseren fixen sind. ul ' vl seien die Ge
schwindigkeitskomponenten des zweiten Atoms des ersten
Moleküls. Die Bezeichnung der auf das andere Molekül und
auf den Moment des Endes des Zusammenstoßes bezüglichen
Größen leiten wir hieraus ·in der immer gebrauchten Weise
ab. Dann ist

l

a = uZ+ V
Z + ui + vi + 210 2 +x,

b = (u +u1)z+ (v + Vl )2 + 4w2
, .

(84) a'=u'2+ V'2 + U~2+ V~2+ 21V~2. + X',

h' = (11,' -tU;)2+ (v' + v~)2+·4w'2.

Durch den Zusammenstoß kehren sich bloß die x-Kompo
nenten der Geschwindigkeit der stoßemden Atome um; es ist
also U = u' , U' = u; alle anderen großen Buchstaben haben
denselben Wert wie die entsprechenden kleinen. Es ist also

J
A = U

'2 + v2 + ui + vi + 2w2 + x,
B = (u' +U1)2+ (v +v1)2 + 4wz ,

lA' = u 2+ V'2 +U~2 + V~2 + 2w'2 + X',

B' = (u + u~?+ (v' +V~)2+ 4w'2 .

Wir' wollen nun zeigen, daß, ~"enn belie~ige Werte der
Größen

(86) a, b, c, a', b', c', w, w'

gegeben sind, diejenigen von den den Zustand des Systems
im Momente des Beginnes des Zusammenstoßes definierenden
Größen u, v, ~ ... , welche hierdurch noch nicht bestimmt sind,
immer so gewählt werden können, daß gegebene Werte von

(87) A, B, C, A', B'. C'

nach dem Stoße zum Vorschein kommen, wenn nur die Größen
(86) und (87) die einzige Bedingung

(88) a + a' = .Li. + A',

also die Gleichung der lebendigen Kraft -erfüllen, daß also



398 22. Über das WÜl'megleichgewicht unter Gasmolekülen.

zwischen den Größen (86) und (87) keine andere als diese
Gleichung besteht.

Setzen wir zur Abkürzung

b - a - B + A = .q , b' - a' - B' + A' = g' ,

so sind 9 und g' ebenfalls gegebene Größen.
Wir finden

9 = 2 ul (u - u') , g' = 2 u; (u' - u) ,

daraus

(89)
, g

u =11,-
2u1 '

, g'
u 1 = - -ulg

(90)

und folglich

{

b - B = (11, + u )Z - (11, _ L + v ) 2
. 1 2u1 I

( g g') 2 ( g') 2b' - B' = u - 2 u
1

- g" 11,1 - 11, - g- VI •

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt

b-B+b'-B'=g+:/,

also die Gleichung der lebendigen Kraft. Diese muß erfüllt
sein. Man kann dann u1 willkürlich wählen. Die anclere
Gleichung (90) bestimmt 11, quadratisch, die Gleichungen (89)
aber bestimmen u' und u~. Die Gleichungen (89) und (90) aber
ersetzen vier der Gleichungen (84) und (85) vollkommen. Es
bleiben noch die vier anderen übrig. Dazu kommen aber die
Gleichungen für die c. Sie lauten:

c' = ~' (v' - v~) - "1' (u' - u;),

C'= r(v' -v~) -1/(U - 11,~),

0-0 , 0'-0'
1} = 'lt' _ U ' 1} = - 17_ 'lt '

was wieder zwei der Gleichungen (91) ersetzt, und "1 und 1/
bestimmt. Es bleiben noch vier der Gleichungen (84) und (85)
und zwei der Gleichungen (91) zu erfüllen, also z. B.

!
v2 + vi = a - u 2 - u~ - 211)2- X,

(92) (v + VI? = b - (u + U1)2 - 4w 2
,

1
v - VI = T [c + 1} (11, - u1)] j
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1

V'2+V~2 ~a'-u'2-u?-2w'2_x',

(v' + v~)2 = b' - (?l' + U~)2 - 4W'2,

v' - V
l
1 = ~ [c' + If) (u - ul )],

in welchen Gleichungen auch die u und 1} als gegeben zu be
trachten sind, weil wir f'ie durch gegebene Größen. ausdrückten.
Eliminiert man aus den Gleichungen (92) die v, so bleibt eine
einzige Gleichung für ~, welche dann auch die v zu bestimmen
gestattet; ebenso bestimmt man aus den Gleichungen (93) S',
v' und v~. Wenn also nun die Gleichung (88) erfüllt ist, so
können wir jede der Variabeln g, If}, U, v .• . gesondert durch
die gegebenen Größen

(T) a, b, c, w, a', b', c', w', A, B, C, A', lJ', 0'
aUBdrücken; zwischen den letzteren kann also nur die Glei
chung(88) bestehen. Die Gleichung (85) muß also für alle
Werte der Variabeln (T), welche die Gleichung (88) befriedigen,
erfüllt sein. Es muß also ep die Form A e-hl haben. Daß
auch w in ep nicht vorkommen darf, beweist man leicht aus
den übrigen Zusammenstößen. Da SChOll bei den eben be
trachteten Zusammenstößen u l völlig willkürlich war, und bei
Betrachtung aller Zusammenstöße natürlich noch mehr willkür
liche Größen hineInkommen, so ist es nicht wahrscheinlich,
daß für andere Wirkuugsgesetze während des Zusammenstoßes
andere Lösungen möglich werden. Doch weiß ich vorläufig
kein anderes Mittel des Beweises, als daß man jedes Wirkungs-
gesetz speziell behandelt. .

Indem wir als sehr wahrscheinlich annehmen, daß für den
Fall des Wärmegleichgewichtes die Funktion rp immer die Form
A e-h'- haben muß, können wir jetzt die Größe 13 für Körper
berechnen, zwischen deren Atomen sich bereits das Wärme·
gleichgewicht hergestellt hat. Als den allgemein gültigen Wert
für E (aus dem nicht gewisse, wegen der speziellen Natur des
Problems konstante Größen weggelassen wurden) bezeichneten
wir den Wert (79).

Würden wir denselben. als Entropie bezeichnen, so hätte
dies jedoch den Übelstand, daß die Gesamtentropie zweier
Körper durch eine Konstante der Summe der Entropie beider
einzelnen vers·chieden wäre. Wir betrachten daher lieber
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folgenden, nur durch eine Konstante vom Ausdrucke (79) ver
schiedenen:

E* = f f .. ,flo~ ( ~ ) d xl .• , d ~r •

Hierbei ist 1Y die gesamte Zahl der Moleküle des Gases,
f dXl ••• d wr die Zahl derjenigen, für welche xl' Yl'" wr zwi.
sehen de"n Grenzen "

(S) Xl und Xl + d x . •• wr und 'UJr + d wr

liegen. Setzen wir"

d Xl d YI ' , . d Zr = d (J, d Ul dVl • , • d W r = d s, ~ = f*,

SO hat f* auch eine einfache Bedeutung. Es ist f* d s d (J die
Wahrscheinlichkeit, daß ein Molekül den Zustand (S) hat (die
Zeit, während der es ihn hat, dividiert durch die ganze Zeit,
während der es sich bewegte)..
. Es wird dann

(~4) E* = p,Tf f f* log {*d s d (J.

Für einatomige Gase ist, wennN die Gesamtzahl der
Moleküle des Gases, r der von ihnen eingenommene Raum,
m die Masse, l' die mittlere lebendige Kraft eines Atoms ist,

1 3m "

f * --(U~+V'+Wll)

= -v-(7-c4-n-::T~)3I, e 4 T , '

Sm"

E* = Nf f .", . f* log·f* d X d Y d Z du d v d W

= - Nlog [r(4sn:rll

] - ~ N,

was, da mund N konstant sind, bis auf einen konstanten
Faktor und" Addenden mit dem Ausdrucke für die Entropie
einatomiger Gase übereinstimmt," Für Gase mit l'-atomigen
Molekülen ist

( mcll)
f * - A -h x+ 2 2-.L1.e ,

wobei X die Kraftfunktion , .2 (m c2 j2) die gesamte lebendige
Kraft eines Moleküls ist. Dabei ist wegen f ff*d s d (J = 1

3 1
T = 2h' A = (2n)3r I2J" -h .- e xd(J

mh
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Man findet also
. j"'e-hxda 3

(95) E* == NlogA ~ hN 1'. . --1'J.V.J e-hx d (J 2

Um die Beziehung der Größe E* zum zweiten Hauptsatze
in der Form .f(d Qj T) < 0 zu erkennen, wollen wir uns unter
einem System "Von l' materiellen Punkten, wie wir es bis jetzt
betrachteten, nicht ein Gasmolekül , sondern einen ganzen
Körper vorstellen. (Wir wollen ihn das System A nennen.)
Mit ihm sei während einer gewissen Zeit ein zweites System (B)
materieller Punkte, also ein zweiter Körper in Wechselwirkung.
Die beiden Körper können von gleicher oder verschiedener
Beschaffenheit sein. Theoretisch wird der Effekt der Wechsel
wirkung nicht bloß "Von der Art und Weise der Einwirkung,
sondern auch von den Phasen abhängen, in denen sich beide
Körper im Momente des Beginnes der Wechselwirkung befinden.
Hiervon ist nun erfahrungsmäßig nichts zu merken, was zweifel
los daher rührt, daß der Effekt der Phase durch die große
Anzahl der in Wechselwirkung tretenden Moleküle kompensiert
wird. (Eine ähnliche Ansicht hat bereits Clausius unlängst
ausgesprochen.) Um den Effekt der Phase zu eliminieren,
wollen wir statt eines Systems (A) sehr viele (lV), gleich
beschaffene, aber in verschiedenen Phasen befindliche, be
trachten, die übrigens untereinander in gar keiner Wechsel
wirkung stehen sollen. f(t, xl .•• W r ) d s d () sei wieder die Zahl
der Systeme mit dem Zustande S, und wir setzen IIN = f*.
Auch von der Gattung (B) seien. sehr viele Systeme vorbanden.
Eine der Funktion I' analoge Bedeutung für dieselben habe
die Funktion f' (t, Xl'.·. w;). Die .H'unktionen f* und f' können
auch diskontinuierlich sein, so daß sie nur, wenn die Variabeln
sehr nahe gewissen durch eine oder mehrere Gleichungen ver
bundenen Werten liegen, groß, sonst aner verschwindend sind.
Als diese Gleichungen können diejenigen gewählt werden, die
den äußeren sichtbaren Bewegungszustand des Körpers und
die in ihm enthaltene lebendige Kraft charakterisieren, wobei
zu beachten ist, daß lebendige Kraft sichtbarer Bewegung in
ihrer Verteilung an die Atome so weit von der schließlich sich
bildenden statioI).ären Verteilung abweicht, daß sie Unendliches
in E* liefert, weshalb sie auch beim zweiten Hauptsatze als
Wärme von unendlicher Temperatur zählt. Auf jedes der

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhand!. 1. 26
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Systeme (A) soll eines der Systeme (B) wirken, und zwar soll
der Beginn der Wechselwirkung mit den verschiedensten Phaseu
zusammenfallen. Alle Effekte, .welche nicht von der Phase ab
hängen, müssen dann gerade so ausfallen, als ob nur ein
System (A) auf ein System (B) in einer beliebigen Phase wirkte,
und wir wissen, daß die Wärmeerscheinungen in der Tat nicht
von der Phase abhängen. Die Funktion f kann dabei, sofern
sie nicht durch die gesamte lebendige Kraft oder sichtbare
Bewegung der Körper bedingt ist, beliebig gewählt werden.
Die Wahrscheinlichkeit, daß ein System (A) mi.t dem Zu
stande (S) mit einem Systeme (B), dessen Zustand durch ganz
analoge Bedingungen gegeben ist, in Wechselwirkung tritt, ist
wieder durch einen der Formel (52) ganz analogen Ausdruck
gegeben, woraus wie früher bewiesen werden kann, daß die
Größe E* nur abnehmen kann. Nach lange fortgesetzter
Wechselwirkung (für das Temperaturgleichgewicht) erlangt E*
sein Minimum, was eintritt, wenn allgemein ff' = F F ' ist.
Wenn der Körper ruht, so ist die Lösung dieser Gleichung

j '.*_ A -7!(x+:2 lnzc')
- e ,

,wobei f* d s da die Wahrscheinlichkeit ist, daß ein System (A)
den Zustand (S) hat. Die der Entropie aller N Systeme (A)
proportionale Größe .E ist wieder durch die Gleichung (95) ge
geben. Die Entropie eines einzigen Systems (A) ist daher dem
Nten Teil davon, also der Größe

(96) 1f;*= ·rJ.f*lOgt'*dsda = logA _lt!xe-hXda - ~
J.. .. !e-hxda 2

proportional, was bis auf einen konstanten Faktor und Ad
denden mit dem von mir schon in der Abhandlung "Ana
lytischer Beweis des zweiten Hauptsatzes aus den Sätzen über
Wärmegleichgewicht Ci (s. dort Gleichung 18) gefundenen Aus
drucke übereinstimmt.1)

1) Vgl. hierzu die Anmerkung zu NI'. 32 des Ir. Bandes dieser
Sammlung.
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Resultate einer Experimentaluntersuchung über das
Verhalten nicht leitender Körper unter dem Einflusse

elektrischer Kräfte.1
)

Vorläufige Mitteilung.

(Wien. Bel'. 66. S. 256 bis 263. 1872.)

Wird der Raum zwischen zwei Kondensatorplatten statt
. mit Luft mit einer anderen .isolierenden Substanz ausgefüllt,
ohne daß sich die Distanz der Platten ändert, so wird die
Kapazität des Kondensators nach der Theorie der Dielektrizität
lJ = 1 + 4 n emal so groß. lJ bezeichnen wir als die Dielektri
zitätskonstante des Isolators.' 8 ist die von Hel m hol t z
(Borchardts Journal Bd. 72 S. 115) eingeführte Größe. Für
Luft setzen wir lJ = 1. Aus dieser Theorie folgt aber noch
eine andere merkwürdige Konsequenz, die bisher nicht bemerkt
worden zu sein scheint, nämlich daß elektrische Kräfte auf
einen Nichtleiter, ohne daß sich derselbe elektrisiert, bloß ver
möge seiner dielektrischen Polarisation, ganz erhebliche An
ziehungen ausüben müssen; und zwar finde ich aus der Helm
holtzschen Theorie, daß eine nicht leitende Kugel im homogenen
elektrischen Felde (IJ - 1)/ (IJ + 2) mal so stark angezogen werden
muß, als eine gleich große leitende Kugel unter Einfluß der
selben Kräfte, wenn letztere isoliert und urspriinglich un
elektrisch ist, so daß sie nur durch Induktion elektrisch wird.
Ich machte nun zwei Versuchsreihen. Bei der ersten wurden
zwischen zwei Kondensatorplatten möglichst planparallele
Platten verschiedener isolierender Substanzen gebracht. Der
Kondensator wurde mit einer Daniellschen Batterie geladen,
seine Kapazität sowohl wenn Luft als auch wenn der Isolator

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz.9. S. 141. 10. Ok.tober 1872
26*
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zwischen den Platten war, mittels eines Thomsonschen
Quadrantelektrometers bestimmt. Die isolierenden Platten
lagen locker zwischen den Kondensatorplatten, die noch da
zwischen befindliche Luftschicht wurde ebenfalls der Rechnung
unterzogen. Ebenso wurde wegen des Randes eine freilich
nur annäherungsw'eise richtige Korrektion angebracht. Für
Hartgummi, Schwefel, Paraffin und Kolophonium gaben ver
schieden starke Ladungen, verschiedene Ladungsdauern, von
drei Minuten bis Bruchteilen einer Sekunde, verschieden dicke
isolierende Platten und verschiedene Distanzen der Konden
satorplatten konstante Werte für .D, und zwar fand ich

für Hartgummi . . n = 3,17, 3,11, 3,20,
" Schwefel. .. n = 3,85, 3,83,
" Paraffin . . n = 2,34, 2,28,
"Kolophonium . n = 2,54, 2,57.

Die beiden angeführten Zahlen beziehen sich immer auf
zwei verschiedene untersuchte Platten von verschiedener Dicke.
Andere Versuche, wobei die isolierende Platte zwischen zwei
Quecksilbertlächen gebracht und die Kapazität des so ge
bildeten Kondensators untersucht wurde, ergaben

für Hartgummi. . . n = 3,05, 3,10, 3,24,
" Paraffin . . n = 2,33, 2,31.

Die Zahl für Hartgummi ist wahrscheinlich deshalb etwas
zu klein, weil das Quecksilber sich am Rande durch Kapil
larität nicht gut an das Hartgummi anlegte. Für Glas, Stearin
und Guttapercha dagegen scheint n selbst für so geringe
Ladungen nicht konstant zu sein, sondern namentlich mit
wachsender Ladungsdauer rasch zuzunehmen.

Die zweite Versuchsreihe bestätigte die zuletzt bemerkte
Konsequenz der Dielektrizitätstheorie, und zwar wurde sie
hauptsächlich angestellt, um zu beweisen, daß die Veränderung
der Kapazität von Kondensatoren durch Zwischenschichten in
einer wirklichen Elektrisierung der kleinsten Teile derselben
(oder Drehung der bereits elektrisierten) ihren Grund hat,
nicht aber darin, daß die Elektrizität etwa durch verschiedene
Körper verschieden hindurch wirkt.

Es wurde eine Kugel aus dem zu' untersuchenden isolieren
den Materiale an vollkommen isolierenden Fäden an "den einen
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Hebelarm einer sehr empfindlichen Drehwage gehängt, deren
anderer Hebelarm mit einem Spiegel äquilibriert war, mittels
dessen in der bekannten Weise die kleinsten Drehungen der
Drehwage abgelesen werden konnten. In einiger Entfernung
von ,der isolierenden Kugel stand eine fixe Kugel, die durch
Funken einer Influenzmaschine geladen und wieder entladen
werden konnte. Die ganze Drehwage befand sich in einer bis
auf die erforderlichen Schlitze verschlossenen Schachtel aus
Goldpapier, aus der nur die isolierende Kugel an ihrem Faden
heraushing. Früher war sorgfältig geprüft worden, daß weder
der Fa,den, an dem die Kugel hing, noch die in der Schachtel
befindlichen Bestandteile eine Einwirkung erfuhren, daß also
der bei Elektrisierung der fixen Kugel eintretende Ausschlag
der Drehwage nur von der Wirkung der Elektrizität der fixen
Kugel auf die isolierende herrühren konnte. Daß letztere nicht
schon früher elektrisch war und sich auch nicht merklich
dauernd elektrisierte, wurde konstatiert, indem die fixe Kugel
bald mehrmals nacheinander positiv, bald abwechselnd positiv
und negativ geladen wurde. Genau an die Stelle der nicht
leitenden Kugel kOl;lnte eine gleich große leitende (ursprünglich
unelektrische) Kugel gehängt werden, um die Einwirkung,
welche beide erfuhren, zu vergleichen. Wenn auch die Schlag
weite gleich blieb, so war es doch nicht möglich, der fixen
Kugel bei den verschiedenen Versuchen, die teils nach Ein
hängung der isolierenden, teils nach Einhängung der leitenden;
aber isolierten Kugel gemacht wurden, immer genau dieselbe
Elektrizitätsmenge zuzuführen. Um den daherrührenc1en Fehler
korrigieren zu können, war die fixe Kugel mit einer zweiten
fixen leitend verbunden, der eine ganz ä.hnliche Drehwage (aber
mit leitend mit der Erde verbundener Kugel) gegenüber stand.

Der Ausschlag der zweiten Drehwage diente als Maß der
mitgeteilten Elektrizitätsmenge. Das Verfahren war nun folgen
des: In die erste Drehwage wurde die nicht leitende Kugel
eingehängt. Nun ließ man einen Funken überspringen, welcher
zunächst die beiden fixen Kugeln elektrisierte. Durch ihre
Wirkung auf die Hängenden gerieten die beiden Drehwagen
in Schwingungen. Da sie nicht rasch genug zur Ruhe kamen t

wurde ihr Ausschlag in bekannter Weise aus mehreren Ab
lesungen berechnet. Da die Ausschläge sehr klein waren~
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konnten sie als der Kraft proportional betrachtet werden. Den
Ausschlag der ersten dividiert durch den der zweiten Dreh
wage bezeichne ich kurz als "die Anziehung der isolierenden
Kugel". Jetzt wurde an die Stelle der nicht leitenden die
gleich große leitende Kugel gehängt. Der Ausschlag der ersten
Drehwage dividiert durch den der zweiten soll jetzt "die An
'ziehung der leitenden Kugel" heißen. Der Quotient der An
ziehung der nicht leitenden Kugel in die der leitenden ist jedes
mal die in der folgenden Tabelle angeführte Zahl. Die Zahlen
'dieser Tabelle geben also an, um wievielmal die leitende, aber
isolierte Kugel stärker angezogen wird als eine gleich große
unter denselben Umständen befindliche nicht leitende. Dieser
'Quotient war oft von der Zeit der Einwirkung abhängig.

Zeit der Einwirkung

0,9 sec 1,8 sec I 221
/ 2 sec I 45 sec 90 sec

---~_.,-,,-----,_..-

,Schwefel. 2,125 2,110

Hartgummi. 2,064 2,094

Paraffin 2,980 2,920 1,420

Kolophonium 2,140 1,927 1,730 1,70Q 1,650

Um schon aus dieser vorläufigen Notiz eine beiläufige
.schätzung der von mir erzielten Genauigkeit möglich zu
machen, teile ich die Details für die erste in der obigen
Tabelle enthaltene Mittelzahl mit. Die Anziehung der Schwefel
kugel, fünfmal gemessen, ergab sich zu

+ + +
0,560, 0,547, 0,548, 0,562, 0,559 Mittel 0,555.

Die Anziehung der gleich großen leitenden Kugel aber war

+ + +
1,175,1,180,1,188,1,173, 1,179 Mittel 1,179.

Die darüber stehenden Zeichen geben an, mit welcher
Elektrizität die fixen Kugeln geladen wurden. Der Quotient ist

1,179
0,555 = 2,125.
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Nach der Dielektrizitätstheorie· sollten die in der obigen
Tabelle enthaltenen Zahlen K den Wert (lJ + 2)j(1J - 1) haben;
also wenn man die aus der ersten Versuchsreihe von mir ge
fundenen Zahlen zugrunde legt

für Schwefel 2,Ot>
" Hartgummi 2,39
" Paraffin. . 3,28
" Kolophonium. 2,93.

Die Zahl für Schwefel zeigt eine genügende Überein
stimmung; für denselben scheint also .1J innerhalb weiter
Grenzen konstant zu sein. Hartgummi wird bereits merklich
stärker angezogen; für denselben scheint also .1J, folglich auch 8

mit wachsender Ladung zu wachsen. Noch weit mehr gilt dies
vom Kolophonium und Paraffin, und zwar ist bei den beiden
letzten j) von der Zeit der Einwirkung abhängig. Je länger
die elektrischen Kräfte wirken, desto bedeutender wird die
dielektrische Polarisation. Leider gestattete mein in Eile zu
sammengestellter Apparat in dieser Hinsicht keine sehr große
Mannigfaltigkeit; auch konnte ich die Stärke der elektrisieren
den Kraft nicht genügend variieren, um mit der Dreh
wage allein die Abhängigkeit des IJ von derselben zu kon
statieren. Ich glaube aber, daß meine Methode, die An
ziehung isolierender Körper durch elektrische Kräfte zu prüfen,
unter den verschiedensten Verhältnissen durchgeführt, im
stande wäre, noch reichen Aufschluß über das bisher so
wenig erforschte· Verhalten der Isolatoren im elektrischen
Felde zu liefern.

Die erste Versuchsreihe führte ich im Laboratorium des
Herrn Geheimrat Helmholtz in Berlin, die zweite in dem
des Herrn Professor Töpler zu Graz aus, und ich sage den
beiden Leitern dieser Institute den wärmsten Dank für die
Zuvorkommenheit, mit der sie mir die Räumlichkeiten, Appa
rate usw. ihrer Institute zur Verfügung stellten. Zu beson"
derem Danke bin ich auch noch Herrn Dr. Albert v. Ettings
hausen, Assistenten für Physik an der Grazer Universität,
verpflichtet, welcher mich sowohl bei der Zusammenstellung
der Apparate, als auch bei den Ablesungen (da immer in zwei
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Fernrohren gleichzeitig abgelesen werden mußte) mit nicht
geringen Opfern von Zeit und Mühe unterstützte.

Die hier mitgeteilten Zahlen gewinnen ein erhöhtes Inter...
esseJ wenn sie mit der Arbeit Maxwells "A dynamical theory
of the electromagnetic field", Transactions of the Royal Society
of London 1865, Part I. S. 459, verglichen werden. Daselbst
stellt nämlich Maxwell die Hypothese auf, daß Licht und
Elektrizität verschiedene Bewegungsformen eines und desselben
Mediums sind, die sich beide aus den Bewegungsgleichungen,
die er für jenes Medium aufstellt, ableiten lassen.

Aus diesen Bewegungsgleichungen folgt zwischen der
Dielektrizitätskonstante D und dem Brechungsindex i irgend
einer Substanz die' Relation

i=yDp,

(siehe Maxwells Gleichung (80)). p, ist der Koeffizient der
magnetischen Induktion der' betreffenden Substanz. Derselbe
ist allerdings für keine der von mir untersuchten Substanzen
bekannt. Doch läßt sich leicht zeigen, daß er unmöglich er'"
heblich von dem der Luft verschieden sein kann; daß er also
nahe gleich Eins ist, wenn man wieder den für Luft' gleich
Eins setzt. Die Vergleichung der Formel Maxwells mit
der Helmholtzschen Formel für die Lichtgeschwindigkeit
(Borchardts Journal 72. S. 127) zeigt uns, daß p, der von
HeImholtz eingeführten Größe 1 + 4?'t t9' proportional ist.
(47C 8 und 1 + 4 % 8 sind bei Maxwell identisch, da man aus
HeImholtz' Theorie die M.axwellsche erhält, wenn man den
absoluten )\7ert von 8 schon für Luft, also auch die anderen
Isolatoren sehr groß voraussetzt.) Die Polarisationskonstante {}
ist nach Weber selbst für Wismut nur 1/400000 dividiert
durch die Dichte des Wismut. Aber selbst wenn man diese
Zahl für zu unsicher hält, um weitere S.chlüsse darauf zu
bauen; so folgt schon aus dem Umstande, daß eine Eisenkugel
nach allen Beobachtungen viel stärker als 10000 mal so stark
angezogen wird, als eine gleich' große Wismutkugel, die außer
ordentliche Kleinheit des {}. ,Setzt man nämlich selbst für,
Eisen tCJo = 00, so folgt daraus für Wismut

47l'& 1
3 +-4n8" = 10000'
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Da wir hier alle Verhältnisse viel zu ungünstig annahmen
und {} für meine Substanzen jedenfalls noch viel kleiner als
für Wismut ist, so kann wohl über die verschwindende Klein
heit von 4 n /}. kein Zweifel obwalten. Es ist also für die von
mir untersuchten Substanzen p, = 1 zu setzen und es müßte
nach der Maxwellsehen Ansicht über das Wesen des Lichtes
und der Elektrizität der Brechungsexponent einfach die Quadrat
wurzel aus der Dielektrizitätskonstante sein. Um diese Konse
quenz aus meinen Versuchen zu prüfen, stelle ich in der
folgenden Tabelle die Quadratwurzeln von JJ mit den Brechungs
exponenten der betreffenden Substanzen zusammen:

V15 i
für Schwefel .1,960 2,040

"
Kolophonium. ],597 1,543

"
Paraffin 1,522 1,538, 1,516

"
Hartgummi 1,778

Der von mir nach der Wollastonschen Methode be
stimmte Brechungsexponent des wahrscheinlich doppeltbrechen
den Paraffin fiel merkwürdigerweise verschieden aus, je nach
dem das Licht parallel oder senkrecht zur Reflexionsebene
polarisiert war. Ersterem gehört der größere, letzterem der
kleinere der angeführten Brechungsexponenten an. Ich glaube,
daß die Difl'erenzen dieser Zahlen nicht so groß sind, daß sie
nicht aus den bei Bestimmung der Dielektrizitätskonstanten
unvermeidlichen Fehlern erklärt werden könnten, besonders
da IJ für eine und dieselbe Substanz jedenfalls nicht absolut
konstant ist. Daß ich die Dielektrizitätskonstante für den
Schwefel etwas zu klein fand, ließe sich ganz gut aus den
Hohlräumen erklären, die sich in meinen Schwefelplatten tat
sächlich vorfanden. Auch von der Dielektrizitätskonstante des
Kolophoniums kann wegen der großen Schwierigkeit, gleich
dicke Kolophoniumplatten mit erträglich ebener Oberfläche
zu erzeugen, keine allzugroße Genauigkeit erwartet werden.
Wenn daher meine Versuche auch gegenwärtig weder denjenigen
Umfang noch diejenige Genauigkeit haben, daß sie als definitive
Konstatierung einer so wichtigen Konsequenz wie der Identität
des Lichtes mit der Elektrizität betrachtet werden können, so
muß ~och das Resultat derselben als ein wichtiges Moment
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für die Richtigkeit dieser Theorie bezeichnet werden, und
wenn mir anders die Möglichkeit geboten würde, meine Unter
suchungen mit größeren Mitteln fortzusetzen, so bezweifle ich
nicht, daß es mir bei den reichen Erfahrungen, die ich über
diesen Gegenstand gesammelt habe und bei der durch meine
zweite Untersuchungsmethode gebotenen Möglichkeit, auch
kleinere Quantitäten auf ihre Dielektrizitätskonstante zu prüfen,
gelingen würde, diese Frage ihrer Lösung zuzuführen.
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Experimentelle Bestimmung
der Dielektrizitätskonstante von Isolatoren.!)

(Wien. Bel'. 67. S.17-80. 1873; Pogg. Ann. 101. S. 482 u. 531. 1874
. und earls Repertorium 10. S. 109. 1874.)

Schon Faraday hatte in der 11. Serie seiner Experimental
untersuchungen (Pogg. Ann. 47. S. 1 u. 537) gefunden, daß die
Kapazität von Kondensatoren nicht bloß von der Gestalt und
dem Abstande der Metallplatten, sondern auch von der Be
schaffenheit der isolierenden Zwischenschicht abhängt. Siem ens
war der erste, welcher, indem er die Kondensatoren mit
galvanischer Elektrizität lud, eine genauere Bestimmung dieser
Abhängigkeit ermöglichte und mittels seiner Wippe nochmals
konstatierte, daß diese Erscheinung nicht von dem allmählichen
Eindringen der Elektrizität in den Isolator herrühren kann
(Pogg. Ann. 102. S. 66). Endlich sind hier noch die Unter
suchungen von Gibsan und Barklay zu erwähnen, welche
die Veränderung der Kapazität von Kondensatoren durch da
zwischen gebrachtes Paraffin untersuchten (Phil. mag. IV. Sero
41. S. 543; Phil. Trans. Roy. Soc. London 161. S.573. 1871).
Man nennt diese Eigenschaft der Isolatoren, die Kapazität der
Kondensatoren zu verändern, oder allgemeiner gesprochen, die
Verteilung der Elektrizität auf in der Nähe befindlichen Leitern
zu verändern, nach Faraday ihre Dielektrizität. Nachdem
schon elausius die Theorie des Einflusses einer dielektrischen
Schicht auf die Elektrizitätsverteilung auf einer Franklin sehen
Tafel entwickelt hatte (siehe dessen Abhand!. SammI. 2. Teil,
S. 135), wurde eine ausführliche Theorie derselben zuerst von
Maxwell (Lond. Philosoph. Transact. 155. Part 1. S. 459)

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 10. S.5. 9. Januar 1873.
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und später noch vollständiger von HeImholtz (Borchhardts
Journal 72. S. 57) gegeben. Nach derselben ändert sich das
elektrische Potential beim Eintritt in den dielektrischen Körper
kontinuierlich; sein Differentialquotient aber in der Richtung
der auf den Körper gezogenen Normalen macht einen Sprung,
und zwar so, daß, wenn wir mit aVI aNa den Wert dieses
>Differentialquotienten an der Außenseite, mit aV / a~ aber den
an der Innenseite des Isolators bezeichnen (beide Normalen
nach derselben Richtung des Raumes hin gezogen), der Quotient
aJT/ aNa: aJTIa~ eine bloß von der Natur des Isolators ab
hängige Konstante ist, welche wir seine Dielektrizitätskonstante
nennen wollen. Aus dieser Bedingung und der Bedingung,
daß JT im Innern sämtlicher Isolatoren ebenfalls der Gleichung

B2V B2V B2V
Bx2 + 'B y2 + B::v2 · = 0

genügt, läßt sich die Verteilung der Elektrizität auf jedem
gegebenen Systeme von Leitern und Isolatoren berechnen,
wenn erstere von gegebenen Elektrizitätsquellen geladen werden.
Es schienen mir die bisherigen Versuche, aus denen diese
Dielektrizitätskonstante berechnet wurde oder doch berechnet
werden könnte, und welche größtenteils nicht direkt in dieser
Absicht angesteUt wurden, nicht jene Genauigkeit zu besitzen,
welche sich mit den gegenwärtigen elektrostatischen Meß
apparaten erzielen läßt, und ich stellte mir daher zunächst die
Aufgabe, einige Isolatoren, soweit es anging, zu prüfen, ob ihr
Verhalten der Theorie Maxwells und HeImhol tz' entspräche
oder nicht, und im ersteren Falle ihre Dielektrizitätskonstante
so genau als möglich zu bestimmen. Die von mir gefundenen
Zahlen weichen in der Tat erheblich von denen der übrigen
Beobachter ab, wie die Zusammenstellung im Schlußparagraphen
dieser Abhandlung zeigt. Von besonderer Bedeutung für unsere
Anschauung von der Konstitution der Materie wurde die
Dielektrizitätskonstante durch die Theorie Maxwells (am be
reits zitierten Orte), nach welcher, wenn Elektrizität und Licht
Schwingungen ein und desselben Mediums sind, der Brechungs
quotient das geometrische :lVIittel zwischen der Dielektrizitäts
und Magnetisierungskonstante sein muß. Die kleine, am Schlusse
des § 12 beigefügte Tabelle zeigt, daß meine bisherigen Beob
achtungen diese Theorie bestätigen, wenngleich von einer
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definitiven Bestätigung derselben erst nach viel mannigfaltigeren,
mit größeren Mitteln ausgeführten Versuchen gesprochen werden
könnte, die ich, wenn mir die Möglichkeit geboten würde,
baldigst in Angriff nehmen würde.

Das Verfahren, welches ich hierbei einschlug, war folgendes:
Es wurde zuerst die Kapazität eines gewöhnlichen Kohl

rauschsehen Kondensators mit zwei vertikal stehenden Metall
platten bei verschiedener Distanz der Platten gemessen. Die
selbe ergab sich nach Abzug der Kapazität der Zuleitungsdrähte
der Plattendistanz verkehrt proportional, ein Zeichen, daß die
am Rande der Kondensatorplatten aufgehäufte' Elektrizität ohne.
störenden Einfluß war. Unter Kapazität eines Leiters im all
gemeinen verstehe ich die Elektrizitätsmenge, welche derselbe
annimmt, wenn er von einer Elektrizitätsquelle (z. B. einer
galvanischen Batterie) vom Potential 1 geladen ·wird. Dieselbe
hängt natürlich von den umgebenden leitenden oder dielektrischen
Körpern ab. Unter der Kapazität eines Kondensators speziell
verstehe ich die Elektrizitätsmenge , welche die eine Platte
desselben aufnimmt, wenn sie mit einer Elektrizitätsquelle vom
Potential 1 geladen wird, während die andere mit der Erde
verbunden ist. Dann wurden zwischen die beiden Kondensator
platten Schichten aus der isolierenden Substanz von ver
schiedener Dicke gebracht, 'und abermals seine Kapazität be
stimmt, wobei jedesmal die Dicke der isolierenden Platte, sowie
die Distanz der Kondensatorplatten genau gemessen wurde.
Damit die Distanz der Kondensatorplatten durch das Dazwischen
schieben des Isolators keine Veränderung erfahre, durfte der
selbe den Raum zwischen denselben nicht vollkommen ausfüllen.
Nach der Maxwell-Helmholtzschen Theorie ist die Kapazität
des Kondensators unter Vernachlässigung der am Plattenrande
befindlichen Elektrizität bloß abhängig von der Distanz m der
Kondensatorplatten und der Dicke n der dielektrischen Schicht,
nicht aber von deren Lage innerhalb der Kondematorplatten,
und zwar ist sie, wenn D die Dielektrizitätskonstante der
Zwischenschicht ist, verkehrt proportional illern Ausdrucke
m - n + (n j.D), also verkehrt proportional der Distanz der
Kondensatorplatten, wobei jedoch der von der dielektrischen
Schicht erfüllte Raum so zu zählen ist, als ob er Dmalso
dünn wäre. Mittels dieses Satzes, der durch mannigfaltige
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Versuche mit verschieden dicken isolierenden Platten und ver
schiedenen Distanzen der Kondensatorplatten für jede der
selben bestätigt wurde, kann der EinfluB der zwischen den
Kondensatorplatten auBer dem Dielektrikum noch vorhandenen
Luftschicht berechnet und die Dielektrizitätskonstante gefunden
werden, für die sich folgende Werte ergaben:

für Hartgummi. . 3,15,
" Paraffin..... 2,32,
" Schwefel . . .. 3,84,
" Kolophonium.. 2,55.

Zur Messung der Elektrizitätsmengen benutzte ich das
Elektrometer von Thomson, zur Ladung des Kondensators
eine Batterie von 18 Daniellschen Elementen. Um die
Kapazität des Kondensators zu messen, wurde zuerst das
Elektrometer direkt mit der Batterie geladen und der Aus
schlag abgelesen. Dann wurde eine Kondensatorplatte mit der
Batterie geladen, während die andere mit der Erde in Ver
bindung war. Hierauf die geladene Konc1ensatorplatte von
der Batterie getrennt und mit dem Elektrometer verbunden.
Es ging nur ein Teil ihrer Elektrizität auf das Elektrometer
über; der Ausschlag desselben war also jetzt kleiner als früher
und aus beiden Ausschlägen konnte das Verhältnis der Kapazität
des Kondensators zu der des Elektrometers bestimmt werden.
(Wären z. B. beide Kapazitäten gleich, so hätte der Konden
sator dem Elektrometer die Hälfte seiner Elektrizität mit
geteilt, der Ausschlag wäre also jetzt halb so groß als früher.)
Es konnte also die Kapazität des Kondensators gemessen
werden, wenn man die des Elektrometers als Einheit wählt,
was erlaubt ist, da es sich immer nur um das Verhältnis
zweier Kapazitä.ten handelt. Um zu konstatieren, ob das Ein
dringen der Elektrizität in den Isolator nicht störend wirkt,
wurde der Versuch einmal so ausgeführt, daß die Kondensator
platte durch ein paar Sekunden mit der Batterie geladen
wurde, und ihre darauffolgende Verbindung mit dem Elektro
meter etwa eine Minute dauerte,dann wieder so, daß der Ver
such nur einen Bruchteil einer Sekunde währte. Es zeigte
sich bei den oben erwähnten Substanzen keine bemerkbare
Differenz. Außerdem wurde der Kondensator längere Zeit ge-
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laden, hierauf für einen Moment entladen, und dann mit dem
Elektrometer verbunden. Ergab nachträglich keine Elektrizität
mehr an dasselbe ab, wie es bei unvollkommenen Isolatoren
der Fall ist. Um auch noch den Fall zu prüfen, wo außer
dem Dielektrikum sich keine Luft zwischen den Kondensator
platten befindet, legte ich die isolierende Platte auf einen
Quecksilberspiegel und goß Quecksilber darüber, dessen Ab
fließen durch einen Papierrandverhindert wurde, um die beiden
an der Platte anliegenden Quecksilberfl.ächen als Kondellsator
flächen zu benutzen. Die so erhaltenen Resultate stimmten
mit den früheren. Zum Schlusse machte ich einige Versuche
an unvollständigen Isolatoren (Glas, Stearin, Guttapercha), .deren
Verhalten der Elektrizität gegenüber sich auf diesem Wege
ebenfalls am besten dürfte prüfen lassen. Dieselben zeigen
jedoch unter den verschiedenen Umständen (bei langsamer und
rascher Ladung und Entladung, bei dicht und lose anliegenden
Kondensatorplatten) ein so verschiedenes Verhalten; daß es mir
an Zeit gebrach, dasselbe zu prüfen. Ich will nun eine genaue
Beschreibung der Details der Versuche folgen la~sen.

§1.

Das Elektrometer.

Das zur Messung der Elektrizitätsmengen benutzte Elektro
meter war das von Thomsoll konstruierte Quadrantelektro
meter, verfertigt von White in Glasgow. Eine ausführliche
Beschreibung dieses vortrefflichen, aber ziemlich komplizierten
Instrumentes würde mich hier zu weit führen. Ich will mich
daher mit der Auseinandersetzung des Prinzips begnügen,
worauf dasselbe beruht, und dann einige Vorsichtsmaßregeln
aufzählen, deren Anwendung mir bei seinem Gebrauche un
erläßlich schien. Im Elektrom.eterist ein ooförmiger Aluminium
streifen bifilar aufgehängt, so daß seine Ebene horizontal ist.
Derselbe ist durch einen feinen Platinclraht mit der am Boden
des Elektrometers befindlichen Schwefelsäure in leitender Ver
bindung,und wird, wenn man das Instrument gebrauchen will,
samt der Schwefelsäure ziemlich stark elektrisiert. Das Innere
des Elektrometers isoliert so gut, daß sich die Elektrizität der
Schwefelsäure und des Aluminiumstreifens , deren Abnahme
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durch ihre verminderte Anziehung auf eine kleine Platinfeder
sogleich zu erkennen ist, während eines Tages kaum erheblich
vermindert. Dieselbe. kann mittel!:! eines kleinen Influenz
maschinchens wieder verstärkt werden, das sich im Elektro
meter befindet und durch einen daraus hervorragenden Knopf
gedreht wird. Der Aluminiumstreifen ist mit vier metallenen
Qu:xdranten schachtelartig umgeben. Fig.1 etellt den Aluminium
streifen samt einem der Quadranten in ihrer gegenseitigen

Fig', 1, Fig, 2.

Lage perspektivisch dar. Fig. 2 ist die Ansicht der von den
Quadranten gebildeten Schachtel von oben; der tiefer liegende
Aluminiumstreifen ist punktiert. Zwei gegenüberstehende Qua
dranten L1 und C waren während meiner Versuche beständig
mit der Erde leitend. verbunden. Waren auch die beiden
übrigen unelektrisch, so spielte der Aluminiumstreifen gerade
unter den beiden Schlitzen Bund ]j7 ein. Wurde dagegen
jenen beiden Quadranten. Elektrizität mitgeteilt,. so ,schlug das
Aluminiumplättchen aus, mit dem ein kleiner Hohlspiegel ver
bunden war, der das Bild einer schmalen Petroleumflamme
auf eine fixe Skala warf. Die Lagenveränderung dieses Bildes
maß den Ausschlag der Aluminiumplatte. Petroleumflamnie
und Skala hatte vom Spiegel eine Distanz von ungefähr 1 m.
Die Skala hatte 720 Teilstriche in der Distanz von je 0,643 mm;
bei 360 war die Ruhelage. Es war zunächst zu bemerken,
daß, wenn die beiden Quadranten Bund lJ längere Zeit ge
laden und dann entladen wurden, sich die Ruhelage immer
etwas. im Sinne des früheren Ausschlages verschoben zeigte.
Dies konnte keine Folge der elastischen Nachwirkung der
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zur Bifilaraufhängung verwendeten Kokonfäden sein, da es
nicht eintrat, wenn der Aluminiumstreifen durch mechanische
Mittel abgelenkt wurde. Es kam wahrscheinlich von einer
Elektrizitätsmitteilung an die Stützen, welche die Quadranten
trugen. Infolge dieser Elektrizitätsmitteilung .vergrößerte sich
der Ausschlag auch mit der Zeit, wenn die Elektrizitätsquelle
vollkommen konstant blieb. Um daher vergleichbare Resultate
zu erhalten, wurde die Ablesung immer etwa 40 Sekunden nach
der Ladung gemacht, und die Ruhelage wieder etwa 40 Sekunden
nach der Entladung abgelesen. Bei Anwendung dieser Vorsichts
maßregel zeigten die Ausschläge die größte Regelmäßigkeit.
Wenn man einen Pol mit dem Elektrometer, den anderen mit
der Erde verbindet, so gaben 6 D ani e11 sche Elemente einen
Ausschlag von etwas über 300 Skalenteilen, und wenn dieser
Ausschlag mehrmals nacheinander gemessen wurde, war der
Unterschied höchstens 1/2 Skalenteil, so daß also der Fehler
bei Messung der Spannung nicht 1/6Proz. überstieg. Es zeigte
sich übrigens, daß man auch ziemlich gute Resultate erhalten
konnte, wenn man das Elektrometer länger geladen ließ, so
bald man nur die zu jeder Ablesung gehörige Ruhelage
40 Sekunden nach der Entladung bestimmte. Die Batterie darf
übrigens niemals auch nur einen }foment in sich geschlossen
werden, weil dadurch sogleich ihre elektromotorische Kraft ein
wenig abnimmt. Der durch eine bestimmte Elektrizitätsmenge
bewirkte Ausschlag war dieser Elektrizitätsmenge nicht genau
proportional. Wollte man daher die Ausschläge als Maß der
Elektrizitätsmengen betrachten, so mußte an denselben eine
Korrektion angebracht werden. Um dieselbe zu bestimmen,
las ich die beiden Ausschläge ab, welche zwei verschiedene
D aniellsche Elemente hervorbrachten, dann den Ausschlag,
welchen beide zusammen bewirkten.. Da die Zuleitungsdrähte,
bis auf eine durch eine Siegellackstütze getragene Stelle, durch
die Luft gingen, und auch die Elemente gut voneinander isoliert
waren, so war nirgends eine Nebenschließung; . es war also die
im letzten Falle dem Elektrometer mitgeteilte Elektrizitäts
menge die Summe der durch jedes einzelne Element mit
geteilten. Der Unterschied des letzteren Ausschlages von der
Summe der beiden früheren lieferte also die 30m letzteren
Ausschlage anzubringende Korrektion. Hierauf wurde ein

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. 1. 27
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drittes Element, dann alle drei usw. mit dem Elektrometer
verbunden, bis für hinlänglich viele Ausschläge die zugehörige
Korrektion bestimmt war. Ich bemerke noch, daß die ganze
Beobachtungsreihe dann in der umgekehrten Ordnung wieder
holt wurde, so daß ich mit der Einschaltung desjenigen Ele
mentes wieder aufhörte, mit dem ich begonnen hatte. Für
jeden Ausschlag wurde dann das Mittel der in beiden Fällen
beobachteten genommen. Eine derartige Umkehrung nahm ich
fast bei jeder Beobachtungsreihe ohne Ausnahme vor, nicht
bloß der Kontrolle halber, sondern auch damit sich kleine
durch Abnahme der Elektrisierung des Elektrometers oder
Schwankung der elektromotorischen Kraft der Elemente er
zeugte Fehler tunlichst eliminier~n. Die Resultate dreier der
artiger Graduierungen des Elektrometers. sind in folgender
'rabelle zusammengestellt, welche unter a die Ausschläge,
unter b die Korrektionen in Skalenteilen enthält, welche von
den Ausschlägen subtrahiert werden müssen, damit dieselben
der Elektrizitätsmenge proportional seien.

(6 b 11 a~ b a b

320
265
212
104
208
261
316

10 331 10 334 11
6 274 61

/ 2 276 7
4 218 41

/ 2 220 41
/ 4

1 100 1 109 1
1/2 214 1/2 217 1

11
/ 2 268 11/2 273 2

41
/ 2 324 41 ' '329 514

Die vier ersten Ausschläge waren nach der Seite der
kleineren Ziffern der Skala zu, die drei letzten nach der ent.
gegengesetzten. Die Ruhelage war beim Teilstrich 360. Die
drei Graduierungen zeigen eine so große Übereinstimmung
und Regelmäßigkeit, daß ich die zu den übrigen Ausschlägen
gehörigen Korrektionen durch Interpolation mit genügender
Genauigkeit finden zu können glaubte. Dieselben sind in
folgender Tabelle für denjenigen Teil der Skala zusammen
gestellt, dessen Ziffern kleiner als 360 sind, und den ich
allein benutzte; unter a sind die Ausschläge; unter b sind
zwischen je zweien die Korrektionen angegeben, welche ich
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vom Ausschlage subtrahierte, wenn dieselbe zwischen jenen
beiden Ausschlägen lag.

I
2 4 6 I 8
21/4

254
41/4 295 61 / I

329
81h

260 300 14 333
21

/ 2 265
41

/ 2
305

61
/ 2 I 337

81
/ 2

23
/ 4 43

/, 6B
/, I 8Bh

3 270 5 309 7 I
3H 9

31 /
275

51h 313
71

/ 4
346 91 //' 280 317 349 14

31/2 51
/ 2 71

/ 2 91
/ 2

BB/, 285
5B

/ 4
321

7ll
/ 4

353 gBh

4 290 6
325

8
356

10

a

0
80 11

110 14

1/2130 314145 1
160 11/4170 11/2179 131

188 /4

2

a

197
206
214
222
229
236
242
248

b 11 a b 11 a b 11 a b

In dieser Tabelle ist zu j edel' Korrektion ein dem Aus
schlage proportionales Glied addiert worden, was, da es sich
bloß um Verhältnisse h~ndelt, nichts schadet. Dieselbe wurde
gegen Schluß der Versuche noch einmal durchgeprüft und
richtig befunden. Die erste Tabelle zeigt, daß die Korrektion
nicht symmetrisch zu beiden Seiten der Ruhelage ist, was
wohl von einer etwas unsymmetrischen Konstruktion des Elektro
meters herrührt. Denn ich hatte nicht unterlassen, die Bifilar
aufhängung so zu regulieren, daß der am Aluminiumstreifen
befestigte Spiegel bei der Gleichgewichtslage desselben im un
elektrisierten Zustande der äußeren Glasplatte des Instrumentes
parallel war und nach der Elektrisierung die Quadranten so
zu verschieben, daß die Ruhelage des Spiegels durch die
Elektrisierung nicht verändert wurde. Es hätte diese Un
symmetrie vielleicht durch Verschiebung der Quadranten be
hoben werden können; es war aber einfacher, dieselbe durch
die an dEm Ablesungen angebrachte Korrektion zu eliminieren.
Sie hatte zur Folge, daß man etwas verschiedene Ausschläge
erhielt, je nachdem man den einen oder anderen Pol einer
Batterie mit dem Elektrometer verband, während der andere
mit der Erde verbunden war. Prof. Quincke fand in diesem
Falle manchesmal an beiden Polen eine verschiedene Spannung.
Ich konnte jedoch, abgesehen von dieser Unsymmetrie, welche
zu allen Zeiten und für verschiedene Batterien durchaus un
verändert blieb, nicht die mindeste Unregelmäßigkeit beob
achten.

27*
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So fand ich, wenn ich einmal den einen, dann den anderen
Pol der Batterie mit dem Elektrometer verband, während der
ander

1
ß mit der Erde verbunden war, zwischen den Ausschlägen

folgende Differenzen:

51
/ 2 , 53

/ 4 , 6, 6" 51
/ 2 ,

51
/ 2 , 5, 51

/ 2 ,

6, 6, 51
/ 2 ,

53
/ 4 ,

Die Zahlen in einer Zeile wurden unmittelbar nachein
ander, die in verschiedenen Zeilen aber an vtlrschiedenen Tagen
mit verschiedenen Batterien zu sechs Daniellschen Elementen
gemessen.

Bei den Messungen mit dem Elektrometer ist noch zu be
achten, daß die Aluminiumplatte eine bedeutende Elektrizitäts
menge in den Quadranten bindet, welche sich mit der Lage
derselben verändert. Man bekommt daher einen verschiedenen
Ausschlag, je nachdem man einen mit einer gegebenen Elektri
zitätsmenge geladenen Körper dauernd oder nur kurze Zeit
mit dem Elektrometer verbindet. Näheres darüber werde ich
im §4 angeben. Endlich will ich noch eine Vorsichtsmaßregel
anfLlhren, die gut ist, wenn man die Elektrisierung der Schwefel
säure und der damit verbundenen Aluminiumplatte möglichst
konstant erhalten will. Man darf dieselbe dann nicht gerade
vor Beginn der Versuche durch das Influenzmaschinchen ver
stärken. Denn gleich· nach der Verstärkung nimmt· dieselbe
viel rascher ab, als lange danach. Es ist dies in Überein
stimmung mit der Beobachtung Warburgs, wonach isolierende
Stützen einem Körper anfangs viel mehr Elektrizität als später
entziehen. Es geht dies so weit, daß, wenn man durch ver
kehrtes Drehen der Influenzmaschine die Elektrisierung ver
mindert, dieselbe anfangs sogar durch Mitteilung der Isolatoren
wieder ein wenig steigt.

§ 2.

Der Kondensator.

Der Kondensator war ein gewöhnlicher Kohlrauschscher.
Fig. 3 stellt denselben schematisch dar. Die eine, A, der
beiden vertikalen vergoldeten Kondensatorplatten von 150 mm
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Durchmesser und 3,3 mm Dicke war von einem fixen, aber in
bekannter \Veise durch Schrauben regulierbaren Gestelle ge
tragen. Die andere Kondensatorplatte B befand sich auf einem
Schlitten D, an dem ein Messingzylinder F befestigt war, der
auf einen Messingknopf E stieß. Der Knopf E konnte weiter
in das Gestelle 0 hinein- und herausgeschraubt werden, wo
durch die Kondensatorplatten in verschiedene Distanzen kamen.
Bei meinen Versuchen handelte es sich namentlich darum, die

v
.. (j

Pig.3.

AI
B

n

c

Fig.3.

D

Verschiebung, welche der beweglichen Kondensatorplatte von
einem Versuche zum anderen erteilt wurde, so genau. als
möglich zu messen. Zu diesem Zwecke hatte ich an den
Knopf J! eine Trommel befestigt, an der der Winkel, um den
dieser Knopf gedreht worden war, abgelesen werden konnie.
Da jedoch die Schraube an dem Knopfe nicht sehr fein ge
arbeitet war, so versah ich die beiden Kondensatorplatten noch
mit einer anderen Vorrichtung, welche eine viel größere Ge-
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nauigkeit zuließ. Ich befestigte nämlich an der einen Konden
satorplatte mittels eines Siegellackstäbchens ein Glasgitter G,
das in Zehntelmillimeter geteilt war, an der anderen aber einen
ihm parallelen Glasstreifen ]l, auf den ein feines Fadenkreuz
gespannt war. Ein Mikroskop I mit 100 facher Vergrößerung
visierte auf das lPadenkreuz, welches durch eine entfernte
leuchtende Spalte erhellt wurde. Jeder Strich des Gitters gab
dabei eine schöne Beugungserscheinung. Verschob man jet7.t
die bewegliche Kondensatorplatte so weit, daß das Fadenkreuz
genau auf dieselbe Stelle der vom folgenden Teilstrich er
zeugten Beugungserscheinung e.inspielte, so war man sicher,
daß die Verschiebung genau 1/10 mm betrug. Ich bemerke noch,
daß die beiden Glasplättchen G und H bloß der bequemeren
Zeichnung halber oberhalb der Kondensatorplatten gezeichnet
sind. In der Tat befanden sie sich neben denselben, so daß
die optische Achse des Mikroskopes I nicht vertikal, sondern
horizontal war. Die unverrückte Lage der belden Glasplättchen
G und H diente auch zur Kontrolle, daß sich beim Einschieben
der isolierenden Schichten die Distanz der Kondensatorplatten
nicht geändert hatte.

Bei möglichst solider Stellung des Mikroskopes ändert ein
in demselben angebrachtes Fadenkreuz seine Lage gegen das
auf H befindliche durchaus nicht, weshalb später das letztere
kasHiert und durch das erstere ersetzt wurde, das", weil weniger
vergrößert, viel deutlicher gesehen werden konnte. Damit die
bewegliche Kondensatorplatte B bei ihrer Verschiebung mög
lichst parallel blieb, wurde der Messingzylinder E durch zwei

.Kautschukschnüre Kund .L auf den Knopf F gepreßt. Die
Richtung der Resultierenden der Spannung dei' beiden Kaut
schukschnüre ging nahe durch den Berührungsp"!lnkt der Messing
stücke E und l!', und ihre Größe war nicht viel größer als die
Reibung des Schlittens IJ. Die bewegliche Platte B wurde bei
meinen Versuchen immer mit der Erde verbunden, die fixe
Platte L1 aber geladen. Es zeigte sich, daß in der Nähe befind
liche (halb isolierte) größere Metallmassen die Ablesung unsicher
machten, wahrscheinlich indem sie sich allmählich luden, weshalb
ich das Mikroskop und alle Metallbesta,ndteile des Kondensator
gestelles sorgfältig mit der Erde leitend verband. Aus diesem
Grund wäre es auch besser gewesen, wenn der Träger der
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Kondensatorplatten nicht' v'on Holz, sondern aus einer gut
isolierenden Substanz gemacht gewesen wäre. Ein solcher
Kondensator stand mir aber nicht zu Gebote.

§ 3.

Die isolierenden Platten.

Ich untersuchte vier gute Isolatoren, Hartgummi, Paraffin,
Schwefel und Kolophonium, und dann drei unvollkommene Iso
latoren, Stearin, Glas und Guttapercha. Um diese Substanzen
im festen Zustande zwischen die Kondensatorplatten bringen zu
können, mußte ich mir möglichst planparallele Platten aus den
selben verschaffen. Glas kommt schon im Handel in genügend
planparallelen Platten. vor. Auch bei Hartgummi und Gutta
percha benützte ich die im Handel vorkommenden Platten und
begnügte mich, sie zwischen zwei Spiegelglasplatten zu pr~ssen

und dann bis zum Weichwerden ,zu erwärmen, um sie möglichst
eben zu bekommen. Die übrigen Substanzen wurden zwischen
Spiegelglasplatten gegossen. Und zwar fand ich für Paraffin
und Stearin nach vielen vergeblichEm Versuchen folgendes Ver
fahren am besten. Zwischen zwei rechteckige Spiegelglasplatten
wurden an den Ecken vier aus demselben Stücke gebrochene
Spiegelglasstüc}.m gelegt. Drei Seiten des Randes wurden mit
Papier verklebt, um das Ausfließen des flüssigen Paraffins zu
verhindern. An der vierten Seite ragte die untere Glasplatte
vor der oberen vor, um das Eingießen zu ermöglichen. Das
Paraffin war etwas über seinen Schmelzpunkt erhitzt, und
während seines Erstarrens wurden die Glasplatten sanft an
einander gedrückt. Damit das Paraffin nicht an den Glas
platten anhafte, bestrich ich dieselben mit feinem Öle, und
zwar so wenig, daß das. Öl selbst nicht mehr sichtbar war,
sondern bloß das Glas eine gleichförmig fettige Oberfläche
erhielt. Am besten ist es, wenn das Glas schon früher lang
und innig mit Fett in Berührung war, damit sich nicht das
Öl in Tröpfchen sammelt, welche stellenweise Vertiefungen in
der Platte erzeugen, während dieselbe an anderen Stellen an
haftet.

Um das Anhaften des' Paraffins an der Papierverldebung
des Randes zu verhindern, lief demselben entlang eine öl-
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getränkte Schnur, die gerade so dick war, daß sie den Raum
zwischen den Platten ausfüllte. Da auch diese das Ausfließen
hinderte, blieb die Papierverldebung manchmal ganz weg.
Wenn diese Vorsichtsmaßregeln beobachtet wurden, schien die
Kohäsion des Paraffin größer, als seine Adhäsion am Glase zu
sein; denn es löste sich während des Erstarrens mit Leichtig
keit vom Rande und von den Platten ab, und eine Betrachtung
der durchscheinenden Platten gegen das Licht, sowie deren
Stücke nach dem Zerbrechen zeigten im Innern keine erheb
lichen Risse oder Hohlräume. Das· Paraffin der einen Platte
stammte von käuflichen Paraffinkerzen, das der anderen wurde
als reines Paraffin in der Apotheke gekauft. Das Stearin
stammte von käuflichen Stearinkerzen. Alle Versuche, nach
dieser Methode auch den Schwefel zu gießen, mißlangen. Ich
schlug da schließlich .folgendes Verfahren ein. Ich versah
eine Spiegelglasplatte rings mit einem nach aufwärts ragenden
Papierrand. Darauf wurde der zuvor etwas über den Schmelz
punkt (bis er ein wenig dick wurde) erhitzte Schwefel aus
gegossen.

Wegen des· etwa ausfließenden Schwefels befand sich die
Glasplatte in einer Pappendeckelschachtel. Der flüssige Schwefel
wurde nun rasch, jedoch so, daß keine Luftbläschen dazwischen
blieben, mit einer zweiten Spiegelglasplatte bedeckt, die von
der ersten durch drei gleich dicke Drahtstücke getrennt war,
die schon' früher auf der zweiten Platte mit Schwefel auf
gekittet waren. Glasstücke konnten hierzu nicht verwendet
werden, weil sie sich zu rasch mit einer festen Schwefelschicht
bedeckten, eHe ihre Dicke .vergrößerte. Beide Glasplatten
wurden bis nahe an den Schmelzpunkt des Schwefels vor
gewärmt, um ihr Zerspringen und das zu rasche Erkalten des
letzteren zu verhüten. Während des Erstarrens wurde die
obere. Glasplatte sanft gegen. die untere gedrückt, und rasch
der über die obere vorragende Schwefelrand entfernt, um ein
Anhaften der Schwefelpatte am Rande zu verhüten, wodurch
dann beim Erstarren Risse im Innern entstehen. Das Glas
war wie beim Paraffin geölt. Hatten Schwefel und Glas nicht
genau die richtige Temperatur, so erstarrte ersterer entweder
zu früh und enthielt Blasen, oder er blieb zu lange flüssig
und haftete dann an, oder bekam Risse, wenn er sich nicht
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gar selbst entzündete. Diesen Schwierigkeiten ist es zuzu
schreiben, daß kleine Hohlräume im Schwefel nicht ganz zu
vermeiden waren, infolgedessen die von mir gefundene Dielek
trizitätskonstante desselben um einen wahrscheinlich kaum er
heblichen Betrag zu klein sein muß.

Noch schwieriger war das Gießen der Kolophoniumplatten.
Öl verhinderte ihr Anhaften am Glase gar nicht. Ich bestrich
daher letzteres mit Glyzerin. Allein auch da zerbrach das
Kolophonium .beim ErstarreIl oder Ablösen immer. Deshalb
bedeckte ich beideGlasplatten mit dünnerem, mit Glyzerin
getränktem sogenannten Seidenpapier, das sich durch Kapillarität
vollkommen dicht auf dieselben auflegte, so daß die Harz
platten zwischen dem Seidenpapiere erstarrten; im übrigen ge
schah der Guß wie beim Schwefel. Das Ablösen geschah unter
Wasser. Auf diese Weise erhielt ich sehr sch.öne Kolophonium
platten ; nur ihre Oberfläche war entsprechend dem Papiere
rauh.Die Platten aller Substanzen waren Quadrate von etwa
200 mm Seitenlänge, so daß sie an allen Stellen wenigstens
20 mm über den Rand der Kondensatorplatten hinausragten.
Während. die isolierende Platte· sich zwischen deIlKondensator
platten befand, war sie unten durch eine gabelartige Vorrichtung
getragen, und lehnte sich, da sie vertikal stand, nur mit geringer
Kraft an die Kondensatorplatten. Beim Hineinschieben wurde
große Sorgfalt darauf verwendet, daß sie die beiden Konden
satorplatten möglichst wenig berührte, jedenfalls nicht drückte,
weil die kleinste Veränderung in der Stellung der Kondensator
platten schon erhebliche Fehler in der Bestimmung der Di
elektrizitätskonstante nach sich zog. Überdiens diente die un
veränderte La ge des Bildes des Gitters G im Mikroskope,
sowie die Gleichheit der Kapazität des Kondensators vor dem
Einschieben und nach dem Herausziehen der isolierenden Platte
als Kontrolle, daß die Kondensatorplatten keine Deformation
erfahren hatten.

§ 4.

Zusammenstellung der Apparate während der Versuche.

Um mit Hilfe dieser Apparate die Dielektrizitätskonstante
jener Isolatoren zu bestimmen, verband ich zwei gegenüber
stehende Quadranten des Elektrometers mit der Erde (der
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Gasleitung) , die beiden anderen' dagegen mit einem fixen
Kupferdrahte (OlJ, Fig.4), der ganz durch die Luft geführt,
nur an einer Stelle 0 mit Siegellack unterstützt war. Ober
halb dieses Drahtes befanden sich drei bewegliche Kupfer-

Elektro,
metern

~
! ,I
\A [ B
; !
: '; Condd1'
'~,.

JI Jl[

rr
Fig.4.

drähte (ich will sie die Drähte I, 11 und 111 nennen). Ihre
Enden sind in Fig. 4 durch die kleinen mit I, 11 und 111 be
zeichneten Kreise dargestellt.

Ein beweglicher Draht ist in der Fig. 4 durch eine
Schlangenlinie, ein fixer durch eine gerade ausgedrückt. Es
bedarf wohl kaum der Erwähnung, daß die Drähte nicht alle
in einer Ebene lagen, sondern tunliehst zweckmäßig im Raume
angeordnet waren. Die Dräht~ A 13 und 0 lJ waren parallel
I, 11 und III aber ungefähr senkrecht darauf.' Der Draht I
war ebenfalls mit der Erde, der Draht lImit dem einen Pole
der Batterie, der Draht IrI mit der einen Konc1ensatorplatte
verbunden. Die beiden letzteren Drähte waren natürlich in
ihrem übrigen Laufe ebenfalls isoliert. Der andere Pol der
Batterie und die andere Kondensatorplatte waren mit der
Erde in Verbindung. Sämtliche Drähte wurden nicht direkt
mit den Händen berührt, um nicht durch die stets etwas
elektrischen Rockärmel Störungen heryorzurufen; sondern.die
Enden der Drähte I, 11 und III hingen an langen Kokonfäden,
die mittels einer passenden Hebelvorrichtung aus ziemlicher
Entfernung gehoben und gesenkt werden konnten. Die Kokon
fädensind in der ]ljgur punktiert. Die Senkung des Drahtes I
entlud das Elektrometer. Wurde der Draht I gehoben und
II gesenkt, so wurde dasselbe direkt durch die Batterie ge-
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laden. Ich will den hierdurch hervorgebrachten Ausschlag
kurz den Batterieausschlag nennen. Das fixe Ende des
Drahtes 111 aber führte zum Kondensator, während. sein be
wegliches Ende, wenn es gesenkt wurde, den zum Elektro
meter führenden Draht, wenn es aber gehoben wurde, einen
anderen fixen, zum nicht abgeleiteten Pole der Batterie führen
den Draht AB berührte. Wurde also der Draht Irr gehoben,
so wurde der Kondensator durch die Batterie geladen, wurde
er hierauf gesenkt, so teilte er einen Teil seiner Elektrizität
dem Elektrometer mit. Den hierdurch bewirkten Ausschlag
nenne ich kurz den Kondensatorausschlag. Aus ihm und dem
Batterieausschlage kann, wie wir später sehen werden, die
Kapazität des Kondensators bestimmt werden. Trotz aller
Vorsicht waren hier und da Kokonfäden oder Hebelvorrich
tungen etwas elektrisch, und verursachten bei ihrer Bewegung
kleine Störungen, so daß ich nie beobachten konnte, ohne mich
vorher überzeugt zu haben, daß, wenn man' den sonst mit dem
nicht abgeleiteten Pole der Batterie verbundenen Draht auch
mit der Erde verbunden hatte, keine Bewegung der Drähte
den mindesten Ausschlag hervorrief. Bei den Dl eisten Ver..
suchen blieb der Kondensator so lange' mit dem Elektrometer
verbunden, bis die Ablesung gemacht werden konnte. Dann
wurdenbeide durch Senken des Drahtes I entladen. Um auch
Versuche anstellen zu können, wobei der Kondensator nur
sehr kurze Zeit geladen blieb, diente eine andere Vorrichtung,
bei c1er das bewegliche Ende des Drahtes III sowohl in seiner
höchsten als auch tiefsten Lage einen mit der Erde verbundenen
Kupferdraht berührte. Auf seinem Wege aus der tiefsten in
die höchste Lage aber schleiftees an zwei ebenfalls aus Kupfer
draht gebogenen Federn, von denen die erste mit der Batterie,
die zweite mit c1emElektrometer verbunden war, so daß mit
einem raschen Schlage auf die betreffende Hebelvorrichtung
der Kondensator geladen, mit dem Elektrometer verbunden und
wieder entladen wurde. Dabei kam er natürlioh schon wieder
außer Kontakt mit dem Elektrometer, bevor noch die Aluminium
platte ihre Lage merklich verändert hatte. Damit bei der
raschen Bewegung nicht mangelhafter Kontakt eintrete, waren
hierbei alle Kupferdrähte an den Berührungsstellen mit einer
dicken Quecksilberhaut bedeckt.
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§ 5.

Berechnung der Kapazität des Kondensators aus den
Elektrometerablesungen.

Ich will nun zeigen, wie aus den oben als Batterie- und
Kondensatorausschlag bezeichneten Ablesungen die Kapazität
des Köndensators gefunden wird. Unter Kapazität eines Leiters
verstehe ich dabei, wie bereits bemerkt, die Elektrizitätsmenge,
welche· er annimmt, wenn er mit einer Batterie vom Potentiale 1
geladen wird. Dieselbe hängt natürlich nicht bloß von der
Gestalt des Leiters, sondern auch von der Position der in
seiner Nähe befindlichen Leiter ab. Die Elektrizitätsmenge,
welche derselbe Körper annimmt, wenn er mit einer Batterie
"Vom Potentiale p geladen wird, ist also gleich seiner p fachen
Kapazität.

Da, wie wir sahen, der beobachtete Ausschlag des Elektro
meters dem Potentiale, mit welchem dasselbe geladen wird,
nicht genau proportional ist, so wollen wir statt desselben
immer den bereits nach der zweiten Tabelle im § 1 korrigierten
in die Rechnung einführen. Sei nun ep der in dieser Weise
korrigierte Ausschlag des Elektrometers. Es ist dann der
beobachtete Ausschlag offenbar eine Funktion von ep, und zwar
immer nahe gleich ep. Ferner sei P das Potential. im Elektro
meter (unter Elektrometer verstehe ich in diesem Paragraphen
immer die beiden Quadranten, welche geladen werden, samt
allen Drähten und sonstigen Leitern, welche mit denselben in
Verbindung stehen), und i eine der Elektrisierung des Aluminium
plättchens proportionale Größe, so können wir setzen:

(1) ep = APi

Verbinden wir das Elektrometer direkt mit der Batterie,
so wird P gleich dem Potentiale p am nicht abgeleiteten Pole
der Batterie, ep gl(3ich dem korrigierten Batterieausschlage, den
wir· mit b bezeichnen wollen. Es ist also

(2) b = Ap i.

Da wir die Korrektion so gewählt haben, daß der korri
gierte Ausschlag b dem Potentiale p proportional ist, so folgt,
daß .J1. eine Konstaute sein muß. Es werde nun der Ronden-
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sator mit der Batterie geladen und dann dauernd mit dem
Elektrometer verbunden, bis dieses den Kondensatorausschlag c
gibt (e sei wieder der bereits nach der zweiten Tabelle in § 1
korrigierte Ausschlag; k sei die Kapazität des Kondensators);
dann nimmt derselbe von der Batterie die Elektrizitätsmenge k p
auf. Dieselbe verteilt sich dann auf Kondensator und Elektro
meter. Allein, da das Aluminiumplättchen ebenfalls elektrisch
ist, so wird es, wenn es sich von seiner Ruhelage zum Aus
schlage. c begibt, eine gewisse Elektrizitätsmenge binden. Die
Elektrizitätsmenge, welche in die Erde abfließen würde, wenn
das Elektrometer mit derselben verbunden wäre, und dann
das Aluminiumplättchen von seiner Ruhelage durch irgend
welche mechanische Mittel.bis in die dem Ausschlage c ent
sprechende Stellung gebracht würde, ist entgegengesetzt be
zeichnet mit kp, proportional der Größe i, und wenigstens
nahe proportional der Größe c. Wir wollen sie mit - Be C i
bezeichnen. c ist zwar 'der korrigierte Ausschlag; da derselbe
aber dem wirklichen nahe' gleich ist, so ist jede dem letzteren
nahe proportionale Größe auch dem ersteren nahe proportional.
Der Größe B wurde der Index c gegeben, um anzuzeigen,
daß sie nicht vollkommen konstant zu sein braucht, sondern
noch von c abhängen kann.

Kehren wir zu dem eben früher betrachteten Vorgange
zurück. Der Kondensator nahm die Elektrizitätsmenge kp auf;
er würde sie also wieder abgeben, wenn er mit der Erde ver
bunden würde. Das Elektrometer würde, wenn es, ohne daß
sich die Stellung des Aluminiumplättchens verändern könnte,
mit der Erde verbunden würde, die Elektrizitatsmenge - Be C i
abgeben. Würden wir also, nachdem der Ausschlage erfolgt
ist, das Aluminiumplättchen durch irgendwelche mechanische
Mittel in seiner Lage festhalten , und .dann Kondensator und
Elektrometer mit der Erde verbinden, so würde in dieselbe
die Elektrizitätsmenge kp - Be e i abfließen.

lt p - Be C i ist also die sogenannte freie Elektrizität, und
es fragt sich nur noch, welches Potential q im Elektrometer
(und Kondensator, denn in beiden ist das Potential gleich)
durch diese Elektrizitätsmenge erzeugt wird. Wir finden q,
indem wir (lie Elektrizitätsmenge kp - Be C i durch die gesamte
Kapazität des Kondensators und Elektrometers dividieren. Die
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Kapazität des Elektrometers (d. h. also der beiden nicht zur
Erde abgeleiteten Quadranten samt allen Drähten und Leitern,
die damit dauernd verbunden sind) wird noch ein wenig von
der Stellung des Aluminiumplättchens , also von c abhängen.
Ich will sie daher mit ee bezeichnen. Die Kapazität des
Kondensators ist k. Es ist also

1cp -Be (J. i
q=-,-'

Iv + ee

\Vürde das Etektrometer mit einer Batterie vom Potentiale q
verbunden, so würde es genau auch den Ausschlag c geben.
Wir können daher in Gleichung'(l), die sich auf direkte Ladung
des Elektrometers durch eine Batterie bezieht, p = c, P = q
setzen, und erhalten

,/ . kp -Beei .A'c=.I;.qz=-,---· z,
Iv + ec

woraus folgt:
k = c' ec + ~1 Be i

2
,

Ap2 - (J.

oder mit RUcksicht auf die Gleichung (2)

(3) k = (e +.AB i2)_B_.
e e b - e

Der eingeklammerte Ausdruck wird wegen des Gliedes
.J1 Be i 2 etwas mit der Ladung des Elektrometers wachsen. Um

"zu sehen, ob derselbe noch in erheblicher Weise von c ab
hängt, untersuchte ich die Kapazität des Kondensators bei
unveränderlicher Stellung desselben und unveränderter Ladung
des Elektrometers mit Batterien von verschiedener Elementen..
zahl, so daß also bund c variierten, kund i aber konstant
waren. Die nachstehende Tabelle enthält in der ersten Kolumne
die Werte von c in Skalenteilen. In der zweiten die dazu ge
hörigen Werte vonk (b - c)Ic, also von ee + .J1 Bei 2 dividiert durch
denjenigen Wert von ee+ABei2, welcher zu c=50 Skalen
teilen gehört.

(J.

110
160
220
270
333

ee + A Bci2

eso + A Bso i 2

1,015
1,018
1,025
1,027
1,033
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Die Tabelle zeigt, daß die Werte von ee + A Be i 2 nur
wenig mit dem Ausschlage c variieren; sie nehmen für 100 Skalen~

teile Ausschlag etwa um 1 Proz. zu.
Die Größe ee +.A Be i 2 war klein gegen die Kapazitäten k,

welche ich später zu messen wünschte. Es wäre also bei
allen Versuchen b nahe gleich c geworden, was die Genauig.
keit sehr beeinträchtigt hätte. .

Um diesem Übelstande abzuhelfen, verband ich das Elektro
meter dauernd mit der einen Platte eines anderen kleinen
Kondensators, bei dem jedoch die Platten so nahe waren, daß
seine Kapazität etwa viermal so groß als ee + .A Be i 2 war. Die
andere Kondensatorplatte war natürlich zur Erde abgeleitet.
Hierdurch ändert sich in unseren Formeln gar nichts, als daß
sich zu ee + A Be i 2 eine Konstante addiert, die etwa viermal
so groß ist als diese Größe selbst.. Dies hat noch den Vorteil,
daß die Größe, welche in den Formeln an die Stelle von
(Je +.A Be i 2 tritt, nur fünfmal so kleine relative Veränderungen
erfährt, als diese Größe selbst. Wir können daher die Formel (3)
noch anwf\nden, wenn wir jetzt unter ee die gesamte Kapa.zität
des Elektrometers samt der des damit verbundenen Ronden·
sators. verstehen. Nun wird alsdann der Wert von ee + A Be i 2

nur um 1/5Proz. zunehmen, wenn c um 100 Skalenteile wächst.
Bezeichnen wir daher die Größe eo +.A Bo i 2 in dieser neuen
Bedeutung mit 13, so ist

ee + A Be i 2
= 1!J (1 + 5O~OO)

und die Gleichung (3) geht über in

(4) k = 1!J (1 +~~) _.. 0_.
50000 b - e

Die G-röße E ist noch von i abhängig; dies braucht jedoch
nicht berücksichtigt zu werden, da i bei jeder Versuchsreihe
fast konstant blieb und kleine Schwankungen desselben zudem
durch die Umkehrung der Versuchsreihe, welche ich jedesmal
vornahm, . eliminiert wurden. . Überdies konstatierte ich noch
durch Versuche, daß 1!J mit wachsendem i nur sehr wenig
zunimmt. 13 ist also für jede Versuchsreihe als konstant an
zusehen. (Ich bemerke noch, daß bei Berechnung der Di
elektrizitätskonstante immer nur die relativen Werte der bei
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einer und derselben Versuchsreihe bestimmten Kapazitäten
benützt wurden.) Wird der Kondensator von der Kapazität It
wieder mit einer Batterie vom Potentiale p geladen, aber jetzt
nur einen Moment mit dem Elektrometer verbunden und dann
sogleich wieder davon getrennt, so ändert während der Elek.
trizitätsmitteilung das Aluminiumplättchen seine Lage nicht
merklich. Es wird daher dem· Elektrometer die Elektrizitäts..
menge kp eo I (lt + eo) mitgeteilt. eo ist wieder die Kapazität des
Elektrometers (d. h. also der zwei nicht abgeleiteten Quadranten
samt den damit verbundenen Drähten und damit dauernd ver.. '
bundenem kleinen Kondensator), wenn sich das Aluminium
plättchen in seiner Ruhelage befindet. Nun erst, nachdem der
große Kondensator bereits wieder vom Elektrometer getrennt
ist, erfolgt der Ausschlag. "'""ir wollen den wieder nach der
zweiten Tabelle im § 1 korrigierten Ausschlag mit y bezeichnen,
so wird durch denselben die Elektrizitätsmenge - Brz' y frei.
Die gesamte freie Elektrizitätsmenge ist also

1cpe B'--- zy
k+eo r'

Dieselbe verteilt sich auf dem ~lektrometer, das jetzt die
Kapazität er hat. Sie erzeugt daher in demselben das Potential

kp eo R"ir .
er (lc + co) - -e-r -,

und folglich ist wieder nach Formel (1)

~ _ A i .( k p eil _ Bi)
Y-,e k+e l'Y'r ' 0

Aikpeo
y = (A + eo) (er + ..4. Bri~)

k _ eur
- Aipeo

-+..4.B··~-rer . r ~

Der korrigierte Ausschlag {J, den dieselbe Batterie erzeugen
würde, wenn sie direkt, aber wieder nur momentan, mit dem
Elektrometer verbunden würde, so daß die Elektrizitätsmit
teilung schon wieder aufhörte, bevor das Aluminiumplättchen .
in erhebliche Bewegung kommen konnte, wird gefunden, indem
man in den obigen Formeln k = 00 setzt; derselbe ist also

ß Aipeo
. = ep + A.Hpi 2

woraus folgt



24. Bestimmung der Dielektrizitätskonstante von Isolatoren. 433

Der Ausdruck für lt geht also über in

k= . eor
ep + A Bp i 2 R _ .'

e + AB i 2 p ry y

oder weil nach dem früheren

ep+ABpi2

ey + .A Br i 2
ß-r

1 + 50000

ist, so erhält man

k - eor _ eor (1 ß)
- R (1 + ß- r ) _ - ß- r - 50000 .

p 50000 r

Um die Konstante eo mit der früher gebrauchten Kon
stante E vergleichen zu können, müssen wir den bei dauernder
Verbindung von der Batterie erzeugten korrigierten Aus
schlag b betrachten. Nach ·den Formeln, die wir fürb und ß
hatten, ist

daher

(5) k= E1.._r_.
b ß-r

Die beidenFormeln (3) und (5) werden wir zur Berechnung
der Versuche anzuwenden haben. Die erste Formel wurde
noch geprüft, indem ich dieselbe Kapazität mit verschiedener
Elementzahl und bald mit momentaner, bald mit dauernder
Verbindung maß. So ergab sich eine und dieselbe Kapazität
mit 6, 12 und 18 Elementen bei dauernder Verbindung ge
messen zu 0,5287, 0,5285, 0,5279. Eine andere in derselben
Weise bestimmt, ergab sich zu 0,2281, 0,2277, 0,2279. Von
der Prüfung der Forme] (5) wird in § 10 die Rede sein, wo
wir die Messung der Kapazität bei momentaner Ladung be
sprechen werden. Da es sich bei Berechnung der Dielektrizitäts
konstante immer nur um die Verhältnisse zweier bei gleichem i
gemessener Kapazitäten handeln wird, so brauchen wir uns
um den absoluten Wert von E nicht zu kümmern; wir wollen
später immer .E = 1 setzen.

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. 1. 28
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§ 6.

Theorie der Berechnung der Dielektrizitätskonstante aus der
Kapazität des Kondensators.

Da sich bei meinen Versuchen die Kondensatorplatten
durchweg sehr nahe standen, so war der weitaus größte Teil
der Elektrizität an elen einander vis-a-vis stehenden Flächen
derselben angehäuft, die ich als die Flächen Mund N be
zeichnen will, und zwar sei 111 die mit der Erde verbundene.
Die Theorie der Verteilung der Elektrizität auf zwei sehr
nahestehenden leitenden Flächen wurde durch GI' e e n und
Clausius (siehe des letzteren Abhandlung über mechanische
Wärmetheorie, ·2. Abt. S. 74) gegeben. Legen wir in die Fläche M
des Kondensators den Koordinatenanfangspunkt und ziehen die
z-Achse senkrecht darauf, so hat nach dieser rrheorie das
elektrische Potential zwischen beiden Flächen die Form JT= A.z.

An der Fläche M ist es Null, weil selbe mit der Erde ver
bunden ist. Sei dasselbe an der Fläche N gleich l~ und sei m

die Distanz der beiden Flächen, so ist A = ~ / m. Die Dichtig
keit h der Elektrizität auf der Fläche J.V ist

_l_dV=_l_A=~.
4n dx- 4n 4nm

Die gesamte Elektrizitätsmenge auf der Fläche N ist daher
Qh = Tl;. Q/4'1t m, wenn Q ihre Oberfläche ist. Dividieren wir
dieselbe durch ~, so bekommen wir die Elektrizitätsmenge,
mit der die Fläche N sich laden würde, wenn auf derselben
das Potential 1 herrschte. Dieselbe ist also

(6) Q
x=--·

4nm

Wenn man von der jedenfalls nur kleinen Elektrizitäts
menge, die sich auf den Zuleitungsdrähten, der abgewandten
Fläche der Kondensatorplatte und dem Rande derselben be
findet, abstrahiert, so ist x dieselbe Größe, welche wir als
Kapazität des Kondensators bezeichnet haben. Letztere muß
also angenähert dem Abstande der Kondensatorplatten ver
kehrt proportional sein. Dies zeigte sich auch wirklich. Es
stellte sich aber heraus, daß.die Proportionalität eine viel
genauere, ja fast vollständig exakte wurde, wenn man von
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sämtlichen Kapazitäten diejenige abzog, welche der Konden
satorplatte noch nach gänzlicher Entfernung der zweiten mit
der Erde verbundenen zukam, und welche wir kürzehalber
die Trennungskapazität nennen wollen. Es ist dies ein Beweis,
daß die Trennungskapazität nahe gleich der Elektrizitätsmenge
ist, die sich unter Einfluß des Potentials 1 auf den Zuleitungs
drähten, der Rückfiäche und dem Rande der Kondensatorplatte
aufhäuft, was auch apriori nicht unwahrscheinlich ist. Da
die Trennungskapazität an sich klein ist, so ist eine große
Übereinstimmung nicht notwendig. Auf die Bestimmung der
Dielektrizitätskonstante wäre eine, nicht vollständige Über
einstimmung um so weniger von Einfluß, da sich dieselbe ja
ohne und mit dazwischen gebrachter Isolatorschicht in gleicher
Weise äußern würde. Ich bemerke hier noch, daß sich die
Trennungskapazität durch Verminderung der in der Nähe der
Kondensatorplattenbefindlichen Holz- und Metallbestandteile
noch erheblich vermindern ließe. Die Größe :;e bekommen wir
also mit großer Annäherung, indem wir von der wirklichen
Kapazität k des Kondensators die Trennungskapazität abziehen.
Ganz ähnlich gestaltet sich die Theorie, wenn sich zwischen
den Kondensatorplatten eine dielektrische Zwischenschicht be
findet, welche ebenfalls von zwei parallelen Ebenen begrenzt,
ist, aber den Raum zwischen den Kondensatorplatten, wie es,
bei meinen Versuchen der Fall war, nicht vollständig ausfüllt.
Legen wir das Koordinatensystem wie früher, so folgt aus dem
Umstande, daß das Potential V sowohl in Luft als auch im,
Isolator der Gleichung

d,2 V d 2 V d2 V
dx2 + dJj2 + d2x = 0

genügen muß, daß d VI dz in beiden Mitteln konstant sein muß.,
Nach der eingangs erwähnten Maxwell-Helmholtzschen

Theorie muß ferner d VI dz in Luft IJ mal so groß als im Isolator
sein, wenn IJ die Dielektrizitätskonstante desselben ist. Ist.
also in Luft d VI dz gleich .11., so ist es im Isolator .11. IIJ. Sei
nun n die Dicke der isolierenden Schicht. Im Isolator ist
d VI dz = AIIJ. Es wächst also 17 von der einen Begrenzu?-gs..
fläche desselben bis zur anderen um Anl IJ. Sei die Distanz
der Platten wiederum gleich m, so bleibt für die Dicke der'
zwischen ihnen befindlichen Luftschicht der Wert m - n. In,

28*
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dieser Luftscbicht wächst also V um A (m - n). Der ganze
Zuwachs, den JT von der Kondensatorfläche M bis zu N er
leidet, ist also (An / IJ) + A (m - n). Da V auf' der Fläche M
gleich Null, auf N aber gleich r;. ist, so muß dieser Zuwachs
gleich J?;. sein. Es ist also (A n jIJ) + .Li. (m - n) = J?;.

A = __v:...::-1 __

n
m-n+§

Die Dichte der Elektrizität auf der Fläche N ist wie
früher 1/4n dJTjdz, also (lj4n).Li., weil dVjdz dort wieder
gleich A ist. Die gesamte auf der Oberfläche N befindliche
Elektrizitätsmenge ist also

...!-AQ = 4n--Q-~.
4n' (m _ n+;)

Dividieren wir sie durch J?;., so bekommen wir die Elek
trizitätsmenge, die sich unter dem Einflusse des Polentials 1
auf der B~läche N ansammeln würde, und die wir wieder mit u
bezeichnen wollen. Es ist also

Q
(7) u= ~n (m _n+ ;) .

Die Größe u ist wieder wahrscheinlich nahezu die Kapa
zität des Kondensators, und wird wahrscheinlich mit weit
größerer Annäherung gefunden, wenn man von· der wirklichen
Kapazität desselben seine Trennungskapazität abzieht. Ich
bemerke hier noch, daß die Trennungskapazität sich nicht
merklich verändert, wenn man an die Kondensatorplatte die
isolierende Platte anlehnt, sobald nur die zweite mit der Erde
verbundene Platte entfernt ist, was sich übrigens auch aus der
Theorie ergibt. (Vgl. § 11.) Die Trennungskapazität wurde
durch Anlehnen der Hartgummiplatte 11 etwa um 2 bis 5 Proz.
größer, eine Zahl, die übrigens (wohl durch einen geringeren
Elektrizitätsgehalt der Hartgummiplatte) etwas unsicher ist.

Die Formeln (6) und (7) setzen voraus, daß die Kapa
zität " in absolutem Maße gemessen ist. Ich habe dies niemals
getan, sondern die Kapazitäten in einem ganz willkürlichen,
aber für jede Versuchsreihe konstanten Maße gemessen. Um
daher Formeln zu erhalten, welche auf meine Versuche passen,
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müssen wir die durch dje Formeln (6) und (7) .gegebenen Werte
von u noch mit einer gewissen Konstante F multiplizieren.
Dadurch gehen diese Formeln über in

u=~ und u=- QF;·

. 4nm 4n (m - n + ~)

Wir wollen nun den reziproken Wert von u mit Iv be
zeichnen, und außerdem (4?t I Q lJ) = G setzen; dann er
halten wir

(8) A = Gm,

und wenn die isolierende Schicht dazwischen ist

(9) A= G ( m - n + ~).

§ 7.

Prüfung der Formel (8).

Um zu konstatieren, daß die gemachten Vernachlässigungen
in der Tat erlaubt sind, war es zunächst notwendig, die
Formel (8) zu prüfen. Die Entfernung m der Kondensator..
platten ließ sich absolut nicht genau messen, wohl aber ließ
sich die Verschiebung der Kondensatorplatten, also die Unter
schiede des m bei verschiedenen Versuchen, genau bestimmen.
Die Formel (8) zeigt, daß die Differenzen von Iv den Differenzen
der dazu gehörigen m proportional sein müssen. Um A zu
bestimmen, wurde zuerst die Kapazität des Kondensators bei
den verschiedenenPlattendistanzen nach I!'ormel (4) berechnet.
Zog man davon die Trennungskapazität ab, so ergab sich u,
sein reziproker Wert ist A.Um an einem Beispiel zu zeigen,
wie die letztere Formel anzuwenden ist, sowie um einen Be..
griff von der Übereinstimmung der einzelnen von mir beob..
achteten Zahlen zu geben~ lasse ich hier die vollen Details
der betreffenden Beobachtungsreihe folgen, während ich bei
allen folgenden Beobachtungsreihen bloß die gefundenen Werte
von A anführen werde, da die Mitteilung jeder einzelnen Ab
lesung zu viel Raum erfordern würde, und sich die Berechnung
der übrigen }" ohnehin in ganz analoger Weise vollzog. Die
Zahlen der ersten Rubrik numerieren bloß die betreffende Ab..
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lesung und bezeichnen zugleich deren Reihenfolge. Die Zahlen
der Rubrik B geben an, der wievielte Teilstrich des Gitters G
(Fig. 3) mit dem Fadenkreuze des Mikroskops koinzidierte.
Ihre Differenzen geben also die Differenzen der entsprechenden
Plattendistanzen in Zehntelmillimetern. In Rubrik C ist die
Zahl der Dani e11sehen Elemente eingetragen, mit denen der
Kondensator geladen wurde. Die Zahl der Rubrik IJ gibt an,
um den wievielten Skalenteil das Flammenbildehen während
der Ladung des Elektrometers schwang, die der Rubrik }j} aber
gibt immer die dazu gehörige Ruhelage, d. h. den Teilstrich,
um den das Flammenbild 2/3Miputen nach der Entladung
des Elektrometers schwang. In der Rubrik 11 sind die Diffe
renzen der unter ]) und }j} angeführten· Zahlen, also die un
mittelbar abgelesenen Ausschläge des Elektrometers aufgeführt.
In den beiden letzten Kolumnen stehen dieselben Ausschläge
nach der Tabelle in § 1 korrigiert, also die den mitgeteilten
Elektrizitätsmengen proportionalen Ausschläge) und zwar wurden
die in der Kolumne c eingetragenen Ausschläge erzeugt, indem
zuerst der Kondensator mit der Batterie geladen, dann von
denselben getrennt und dauernd mit dem Elektrometer ver
bunden wurde; sie sind es also, die wir in § 5 Kondensator
ausschläge nannten und mit c bezeichneten. Die in der Kolumne c
eingetragenen Ausschläge dagegen wurden durch direkte dauernde
Verbindung des Elektrometers mit der Batterie erzeugt; sie
sind also. die Batterieausschläge b des § 5, wobei noch zu.
bemerken 'ist, daß 17 Elemente das Flammenbild weit über
die Grenzen der Skala hinaus abgelenkt hätten, weshalb zuerst
der von sechs hervorgebrachte Ausschlag, dann der von den
nächsten sechs und endlich der vom Reste bewirkte Ausschlag
bestimmt wurde. Die Summe dieser drei Ausschläge ist dann
derjenige, den alle 17 Elemente gegeben hätten, und der in
der Rubrik b zwischen der 19. und 20. Beobachtung angeführt
ist. Die beiden Beobachtungen 37 und 38 wurden nach Ent
fernung der anderen Kondensatorplatte .gemacht; sie dienten
also zur Bestimmung der Trennungskapazität.

Man sieht, daß jede Kapazität viermal beobachtet wurde,
zwehnal zu Anfang und zweimal zum Schlusse. Die vier .Ab
lesungen 1, 3, 34, 36 beziehen sich auf ganz dieselbe Kapazität,
ebenso die Ablesungen 4, 5, 32, 33 usw. Die große Über-
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E F b

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38

1 6 148 3591/2 2111/2 209
- 6 51 3

/ 4 359 307 1/t 3001/2

1 6 1473
/ 4 359 21 tl/4 208 3

/ 4

3 6 207 3591/2 1521/2 1511/2
3 6 207 3591/2 1521/2 1511/ 2
5 6 2383

/ 4 3591/4 1201/2 120
5 6 2381/4 3591

/4 121 1201/2

7 6 2583
/ 4 3591/4 1001/2 1001/4

7 6 2583
/ 4 3593

/4 1001/2 1001/4

- 6 52 3583h 3063
/ 4 300

9 17 1111/2 3591/2 248 244
9 17 11P/2 359 3

/ 4 247 3h 2431h
13 17 162 360 198 1953

/ 4

13 17 162 3593
/ 4 197 3

/4 1951/2
17 17 1931/2 360 1661/2 1651/4

17 17 1931/4 360 1663
/ 4 1651/~

25 17 230 3601
/ 2 1301/2 129B

/ 4

523
/ 4 3591/2 3063

/ 4 300

- 17 541/2 3591
/, 3043

/4

106 359 1
/ 2 2531/2 847

25 17 230 3601/2 1301/2 1293
/ 4

17 17 194: 360 166 164B/4
17 17 1931

/ 2 359Bf.t 1661/, 165
13 17 1621

/ 4 360 197!lf.t 1951
/ 2

13 17 1621
/ 2 360 197 1

/2 1951/,
9 17 111 3

/ 4 35911
/ 4 248 244

9 17 11031, 359 2481/4 2441/,
7 6 2581

/ 2 3591/4 1003
/, 1001

/ 2

7 6 259 3591/2 1001/2 1001/4

5 6 239 3591/2 1201/2 120
5 6 239 3591/2 1201/2 120
3 6 2071/, 3591/4" 152 151
3 6 2071/... 3591/4 152 151
1 6 1471

/ 4 3583
/, 2111/2 209

- 6 52 3581/4 3061/, 2991/2

1 6 14.7 3581/2 21Pf2 209
00 17 3211

/ 2 360 381/2 381
/ 2

00 17 32P/4 360 383
/ 4 38B

/ 4
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einstimmung dieser Zahlen, sowie die Regelmäßigkeit, mit der
sich der durch die Batterie erzeugte Ausschlag änderte (welche
Veränderungen nicht in Beobachtungsfehlern , sondern sicher
in Schwankungen der elektromotorischen Kraft begründet sind,
man vergleiche die Ablesungen 2, 10, 18, 35), geben einen
Begriff von der Genauigkeit, welche ~ie Elektrometerablesungen
zulassen.

Es handelt sich jetzt darum, diese Zahlen zur Berechnung
der Größe A nach Formel (4) zu verwenden~ Da es sich immer
nur um die Verhältnisse verschiedener Kapazitäten, niemals
um d~ren absolute Werte handelt, so kann die in dieser Formel
vorkommende Größe E gleich Eins gesetzt werden. Dadurch
erscheinen alle Kapazitäten durch E dividiert; ihr Verhältnis
bleibt alsoungeändert. Die Größen bund c der Formel (4)
sind die in den Kolumnen bund c angeführten. Da für jede
untersuchte Kapazität vier Werte von c beobachtet wurden,
so nahm ich immer das Mittel aller vier und substituierte es
für c in die Formel; für b nahm ich die zwischen den Beob
achtungen 19 und 20 stehende Zahl oder das Mittel der
Beobachtungen 2, 10, 18, 35, je nachdem bei dem betreffenden
Versuche 6 oder 17 Elemente angewendet wurden. Die in
dieser Weise gefundenen Werte. der Kapazität k des Konden
sators sind in der zweiten Kolumne der folgenden Tabelle
zusammengestellt, deren erste Kolumne die dazu gehörigen
Distanzen der Kondensatorplatten in Millimetern enthält, wobei
jedoch die Distanz der Kondensatorplatten beim ersten Versuche,
weil sie. unbekannt ist, mit x bezeichnet wurde.

k IA= ~ I
x 2,3923 0,444

x + 0,2 1,0200 1,028
2,92

x + 0,4 0,6693 1,609
2,91

x + 0,6 0,5033 2,195
2,93

x + 0,8 0,4066 2,786.
2,96
2,90

x + 1,2 0,3013 3,944
2,95

x + 1,6 0,2428 5,126
x + 2,4 0,1814 7,479

2,94

00 0,0477
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Die letzte Zahl der zweiten Kolumne ist die von uns
als Trennungskapazität bezeichnete. Zieht man sie. von den
Werten für k ab, so erhält man die mit " bezeichnete
Größe; deren reziproker Wert l. ist in der dritten Kolumne
angegeben.

Die vierte Kolumne aber enthält die Differenz zweier sich
folgender Werte vonl., dividiert durch die Differenz der dazu
gehörigen Distanzen der Kondensatorplatten. Bedenkt man, daß
diese Distanz von Versuch zu Versuch nur um wenige Zehntel
millimeter verändert wurde, daß also die geringsten Fehler in
der Einstellung schon ganz bedeutend aliquote Teile der Gesamt
veränderung der Distanz der Kondensatorplatten sind, so muß
man die Übereinstimmung der Zahlen in der letzten Kolumne
als eine sehr erfreuliche bezeichnen. Die im früheren aus
einandergesetzte Theorie der Berechnung der Kapazität des
Kondensators findet also durch das Experiment ihre vollste
Bestätigung, ein Beweis, daß die bei derselben gemachten
Vernachlässigungen in der Tat erlaubt waren.

§ 8.

Numerische Berechnung der Dielektrizitätskonstanten.

Nachdem dies konstatiert war, konnte ich zur Untersuchung
des Verhaltens der isolierenden Zwischenschichten übergehen.
Nach der auseinandergesetzten Theorie soll die Kapazität des
Kondensators nicht von der Lage der isolierenden Schicht
zwischen den Kondensatorplatten abhängen.

Ich prüfte dies mit einer dazwischen gebrachten Hart
gummiplatte. Bei unveränderter Distanz der Kondensator
platten bewirkte ich durch kleine lose dazwischen gesteckte
Siegellackstückchen, daß die Hartgummiplatte bald an der
einen, bald an der anderen Kondensatorplatte anlag, bald
auch sich ungefähr in der Mitte zwischen beiden befand. Der
Kondensator wurde bei jeder Stellung der Hartgummischicht
genau mit derselben Batterie geladen und dann dauernd mit
dem Elektrometer verbunden. Bei einer Versuchsreihe, wobei
die Distanz der Kondensatorplatten etwa 1 1/ 2 mal so groß als
die Dicke der isolierenden Schicht war, erhielt ich hierbei
folgencle Ausschläge:
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Hartgummi in der Mitte . .... 265, 2641/ 2 ,

" an der Kondensatorplatte M 265, 264,
" "" " N 2643

/ 4 , 2641
/ 2 ,

Bei einer anderen Versuchsreihe, wobei die Distanz der
Kondensatorplatten reichlich gleich der doppelten Dicke der
Hartgummiplatte war, ergaben sich folgende Aufschläge:

Hartgummi in der Mitte .. . . 2023/ 4 , 202 3/ 4 ,

" an der Platte M. . . 203 1/ 4 , 202 3/ 4 ,

" "" "N... 203 1
/ 4 , 2023

/ 4 ,

Der überall· beigefügte zweite Ausschlag wurde bei der
Wiederholung der Versuchsreihe in der entgegengesetzten
Reihenfolge erhalten. Die Übereinstimmung aller dieser Aus
schläge ist so groß, daß ich dadurch für bewiesen halte, daß
die Stellung der isolierenden Platte keinen Einfluß auf die
Kapazität hat, und dies auch in den übrigen Isolatoren nicht
weiter prüfte. Um noch zu prüfen, ob der hervorragende
Rand der Isolatorplatten keine Störung hervorruft, stellte ich
die Hartgummiplatte so, daß auf der einen Seite der Rand
fast gar nicht über den Rand der Kondensatorplatten hervor
ragt, was ich die Stellung B nennen will, während derselbe
sonst immer auf beiden Seiten nahe gleich viel hervorragte
(Stellung A). Ich erhielt, wenn die Distanz der Kondensator
platten nicht viel größer war als die Dicke der Hartgummi
platte, folgende Ausschläge:

Stellung A.. . 3343/ 4 , 3341/ 4 ,

" B.. 3341
/ 4 , 3341

/ 4 ,

" C..... 3323
/ 4 , 3321

/ 2 ,

wenn sie etwa 1 1/ 2 mal so groß als die Dicke des Hart
gummi war

"

Stellung .A. .
B.

. 2641/ 2 , 2641/ 4 ,

. 2641/ 4 , 2ö4.

Bei Stellung C Tagten die Kondensatorplatten auf einer
Seite schon ein wenig über. die Hartgummiplattehervor ; dann
erst trat also eine Verminderung der Kapazität ein.
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Um auch noch die Formel (9) zu prüfen, wurde die Kapa
zität des Kondensators bei verschiedenen Distanzen der Kon
densatorplatten, teils wenn, teils ohne daß die isolierende
Schicht dazwischen war, geprüft. Die Differenzen von Amüssen
dann wieder den Differenzen der Entfernungen der Kondensator
platten proportional sein. Da sich dies bei Hartgummi und
Paraffin wirklich zeigte, so habe ich es bei den übrigen Sub
stanzen nicht weiter geprüft. Ich untersuchte·3 Hartgummi..,
2 Paraffin-, 2 Schwefel- und 2 Kolophoniumplatten. Mit jeder
Platte wurden zwei oder drei Beobachtungsreihen gemacht,
deren Resultat in den folgenden Tabellen zusammengestellt ist.
Jeder Platte ist auch ihre mittlere Dicke (n) in Millimetern bei
gefügt. Die Dicke der Paraffin.., Kolophonium- und Schwefel
platten maß ich mit dem Kondensator selbst; ich zerschnitt
denjenigen Teil, der sich zwischen den Kondensatorplatten be
funden hatte, in 32 gleich große Quadrate. Jedes derselben
wurde zwischen die Knöpfe 13 und F des Kondensators (Fig. 3)
gebracht, welche dann durch die Kautschukschnüre K undL
sanft aneinandergepreßt wurden. Das zu messende Stück war
dabei sehr leicht beweglich, damit es sich nicht schief zwischen
die Messingknöpfe stelle.

Nun wurde der Teilstrich des Gitters G bestimmt, auf den
das Mikroskop visierte; Bruchstücke von Teilstrichen wurden
in bekannter Weise mit einer Trommel bestimmt. Hierauf wurde
das Stück der isolierenden Substanz zwischen den Messing
knöpfen herausgenommen und dieselben unmittelbar aneinander
gedrückt. Die Differenz der Ablesungen im Mikroskope in
beiden Fällen gab die Dicke des gemessenen Stückes, und zwar
bei Anwendung einiger Vorsicht mit großer Genauigkeit. Es
wäre auch ganz .ohne schädlichen Einfluß gewesen, wenn die
Striche des Gitters G (deren Äquidistanz geprüft wurde) sich
nicht genau im Abstande von 1/10 mm befunden hätten, da es
ja bloß darauf ankam, die Verschiebung der Kondensatorplatten
im selben Maße wie die Dicke der isolierenden Platten zu
messen. Ich maß auf diese Weise die Dicke aller isolierenden
Platten an 32 Stellen, und nahm aus allen diesen Messungen
das Mittel. Die Dicke der Hartgummiplatten , die ich nicht
zerschneiden wollte, maß ich später durch einen aufgestützten
Hebel mit Spiegelablesung, und reduzierte sie hernach auf
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dasselbe Maß, wobei jedoch vielleicht nicht ganz dieselbe Ge
nauigkeit erzielt wurde. Ich lasse nun die Tabellen folgen.
Die erste Kolumne derselben enthält wieder die Distanzen der
Kondensatorplatten in' Millimetern, wobei wieder die kleinste,
die übrigens für die verschiedenen Versuchsreihen verschieden
war, mit x bezeichnet wurde. Die mit Aüberschriebene Kolumne
enthält die dazu gehörigen Werte von A= (1 / u), die Kolumne 0
aber enthält die Differenzen zweier sich folgender Werte von A
gebrochen durch die Differenz der entsprechenden Distanzen
der Kondensatorplatten.

Ein dem x beigefügter Stern zeigt an, daß bei dem Ver
suche die Isolatorplatte sich zwischen den Kondensatorplatten
befand. Sonst war zwischen denselben nur Luft. Wie bei der
im vorigen Paragraph mitgeteilten Versuchsreihe ward jede
Kapazität zweimal zu Anfang und zweimal zum Schluß
gemessen, und aus allen vier Messungen das Mittel ge
nommen.

Hartgummiplatte I, n = 1,0824 rom.

x + 0,7

x + 1,4

*x + 1,4

*x + 2,1

*x + 2,8

0,634 I 0,577 0,575
2,456 2,474 2,477

2,353 2,309 2,309
2,449 2,496 2,510

4,067 4,056 4,066

2,259 2,207 2,208
2,443 2,491 2,506

3,969 3,951 3,962
2,479 2,497 2,494

5,704 5,699 . 5,708

G= 2,455 G = 2,484 G = 2,491

t l4 t l9 r,20
D = 3,17 D = 3,17 D = 3,16

3,12 3,14 3,15

D im Mittel gleich 3,17
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Hartgummiplatte II, n = 1,5851 mrn.

Versuchsreihe 1 Versuchsreihe 2

). 0 ). 0

x 0,855 1,183
2,479 2,516

x + 0,7 2,590 2,944
2,497 2,548

. x + 1,4 4,338 4,728

*x + 1,4 1,668 2,008
2,460 2,503

*x + 2,1 3,390 3,760
2,457 2,526

~x + 2,8 5,110 5,528

G = 2,479 G = 2,524

1
3,09 {3,10

D = 3,12 D = 3,13
~16 3J3

D im Mittel gleich 3,11

Hartgummiplatte III, n = 3,6294 mm.

Versuchsreihe 1 11 Versuchsreihe 2

). 0 \-- A I 0 ...

x 1,451

I
1,439

2,939 2,936
x + 0,7 3,508 3,494

2,966 2,948
x + 2,1 7,661 7,618

3,051 3,057
x + 3,5 11,932 11,901

*x + 3,5 4,428 4,389
2,848 2,853

*x + 4,9 8,416 8,383

G = 2,955 G = 2,950

D _ {3119 D _ {3,21
- 3,34 - 3,35

D im Mittel gleich 3,20

~
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Paraffinplatte I, n = 1,6947 mm.

I1 Versuchsreihe ~ 1I Versuchsreihe 2 11 Versuchsreihe, 3

A I v Alu ). I v

x 1,157 I 1,145
11

1,153
2,842 2,841

I

2,858
x + 0,9 3,715 3,702 3,725

2,837 2,866 2,871
x + 1,8 6,268 6,282

i

6,309

*x + 1,8 3,575 3,560 3,581

*x +2,7
2,874 2,893 2,880

6,162 6,164 6,173

G = 2,845

]) = {2,28
2,25

G = 2,856

J)' _ {2,59
- 2,25

D im Mittel gleich 2,28

G = 2,865

]) = {2,28
2,27

Paraffinplatte 11, n = 2,3276 mm.

11_V:reuehireihe/
Versuchsreihe 2

}.~ (j

x
11

0,747 I 0,748
2,876 2,879

x + 0,8 3,048 3,051
2,830 2,841

x + 1,6 5,312 5,324
2,929 2,915

x + 2,4 7,655 7,656

*x + 2,4: 3,803 3,816

*x + 3,0
2,860 2,810

5,519 5,502

G = 2,870 G = 2,869

J) _ {2,34 D = {2 133
- 2,35 2,36

J) im Mittel gleich 2,34
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Schwefelplatte I, n -= 1,4205 mm.

t Versuchsreihe 1 Versuchsreihe 2

}, I (j____ _1,__1 0

I
-_.<.,----

X 0,367 0,593
3,459 3,506

+ 0,9 3,480 3,750
3,439 3,478

x + 1,8 6,575 6,880

*0; + 1,8 2,944 3,221

G = 3,452 G = 3,497

D = 3,87 D = 3,83

D im Mittel gleich 3,85

Schwefelplatte 11, n = 2,5594mm.

Versuchsreihe 1 Versuchsreihe 2

), (j I, U

x 1,073 1,023
3,446 3,463

x + 0,7 3,485 3,447
3,496 3,503

x + 2,1 8,380 8,351

*x + 3,0 4,909 4,882

G = 3,463 G = 3,476

D = 3,84 D = 3,82

D im Mittel gleich 3,8
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Kolophoniumplatte 1. n = 1,5770 mm.

~J
Versuchsreihe 1 Versuchsreihe 2

). r- 15 J- 15

I 0,651 x; 0,644x
3,459 3,463

x + 0,7 3,072 x + 0,7 3,068
3,452 3,448

x + 2,1 7,905 x + 2,1 7,895

*x; + 2,0 4,2~6 *x + 1,8 3,545

G = 3,457

D = 2,58

D im Mittel gleich 2,57

G = 3,458

D = 2,56

Kolophoniumplatte II, n = 2,5466 mrn.

Versuchsreihe 1 v:sucbireib: 21ve;suebireib; 3
). 15

x 2,272 2,279
11

2,308
3,474 3,477 3,469

x + 0,7 3,704 4,713 4,731
3,516 3,508 3,487

x + 2,1 9,626 9,625 9,614

*x + 3,0 7,372 7,857 7;358

G = 3,488

D = 2,52

G = 3,487

D = 2,54

D im Mittel gleich 2,53

G = 3,475

D = 2,54
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Die Konstanz der Zahlen in der Kolumne 0 ist eine Be
stätigung der Formel (9). (Diese Zahlen sollen nur für jede
Versuchsreihe konstant sein; daß sie von einer Versuchsreihe
zur anderen variieren, erklärt sich daraus, daß sich die Distanz
der Platten des kleinen, dauernd mit dem Elektrometer ver
bundenen Kondensators und auch die Elektrisierung des letzteren
von einer Versuchsreihe zur anderen etwas veränderte.) . Nur
bei der Hartgummiplatte III ist die Konstanz minder be
friedigend, weil wegen der. Dicke dieser Hartgummiplatte die
Distanz der Kondensatorplatten so sehr vergrößert werden
mußte, daß dieselbe nicht mehr als sehr klein angenommen
werden kann, wie es unsere Formeln voraussetzen. Aber auch
hier sind die Abweichungen nicht sehr groß. Aus den Zahlen
der obigen Tabellen ist jetzt nach Formel (9) die Dielektrizitäts
konstante zu berechnen. Zunächst brauchen wir da für jede
Versuchsreihe die Kenntnis der Konstanten G. Sei Al der
reziproke Wert der Größe x bei der Distanz ml der Konden
satorplatten, ebenso Az derselbe bei der Distanz mz' ohne daß
-eine dielektrische ,Zwischenschicht sich zwischen denselben be
findet, so folgt aus Formel (8):

daher'

die in der Kolumne (j stehenden Zahlen sind also geradezu
die Werte der Konstanten G. Ich nahm da für jede Versuchs
reihe den Mittelwert aus allen Zahlen der Kolumne 0, wobei
ich jedoch aus leicht begreiflichen Gründen den bei kleineren
Distanzen gemessenen Werten ein größeres Gewicht beilegte.
Jeder vorhergehenden Zahl gab ich das doppelte Gewicht wie
der nachfolgenden. Bei jeder Versuchsreihe habe ich den Wert
beigefügt, den ich für dieselbe dem G beilegte. Übrigens
stimmen die Zahlen der Kolumnen (j ohnedies so gut unter
-einander überein, daß es auf das Resultat ohne wesentlichen
Einfluß ist, auf welche Art man das Mittel nimmt. Ist einmal
a bestimmt, so ergibt sich IJ aus Formel (9). Bezeichnen wir
den reziproken Wert von x, wenn die isolierende Schicht
von der Dicke n dazwischen ist, mit A3 , die dazu gehörige

Boltzmann,Gesammelte wissenseh. AbhanlU. I. 29
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Distanz der Kondensatorplatten mit ms ' so ist nach dieser
Formel

Ag = G (ms - n + ~) .
Da der absolute Wert von ms nicht bekannt ist, so wollen

wir davon die Gleichung Al = G ml subtrahieren, wobei m1 die
kleinste· Distanz sein soll, welche die Kondensatorplatten hatten}
während bloß Luft dazwischen war. Wir erhalten

As- Al = G (ms- m1 - Tl + ~),
und daraus
(10) ]) = n~

As - J'l-a--mS+ml+n

Nach dieser Formel wurden die Werte von JJ berechnet,
welche in den vorhergehenden Tabellen jeder Beoblwhtungs..
reihe beigefügt sind. Wo bei dazwischen befindlicher Isolator
schicht die Kapazität des Kondensators bei mehreren Platten
distanzen gemessen wurde, sind auch mehrere V\Terte von .D
angegeben, und zwar bezieht sich der erste immer auf die
kleinste, die folgenden auf die größeren Plattendistanzen. Der
erste dürfte also der genaueste sein.

Bei der ersten Versuchsreihe , die mit der Hartgummi..
platte I angestellt wurde, wurde z. B. die Kapazität des Kon
densators mit dazwischen befindlicher Hartgummiplatte bei drei
verschiedenen Plattendistanzen gemessen. Dabei ergaben sich
für As die Werte 2,259, 3,969, 5,704. Die dazu gehörigen
Plattendistanzen, also die Werte von ms sind x + 1,4,
x + 2,1, x + 2,8. Nehmen wir den ersten Wert von A" so
haben wir also

AB = 2,259 , ms = x + 1,4.

Für dieselbe Versuchsreihe ist die kleinste Plattendistanz,
also m1 gleich x; dazu gehört Al = 0,634; G aber ist gleich
2,455; n gleich 1,0824. Diese Werte in die Formel (10) sub
stituiert, ge ben:

)) = . 1,0824 = 3,14.
2,259 - 0,634 _ 1 4: 1 0824

2 455 ' + ,,
Ein ~lick auf die jec1esmal am Schlusse der vorhergehen

den Tabellen angegebenen Werte der Diele]rtrizitätskonstanten])
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zeigt, daß sowohl die aus den verschiedenen mit einer und
derselben Platte angestellten Versuchsreihen, als auch die für
.die verschierlenen Platten aus derselben Substanz· gefundenen
Werte derselben in sehr erfreulicher Weise übereinstimmen.
Nur für die letzten Werte des IJ bei der Hartgummiplatte UI
gilt dies weniger. Da der Grund hiervon ohne Zweifel in der
zu großen Distanz der Kondensatorplatten zu suchen ist) so
wurden diese Werte· beim Nehmen des Mittels ganz verworfen.
Bei den anderen Versuchsreihen, aus denen sich mehrere Werte
von IJ ergaben, habe ich wieder dem vorhergehenden immer
das doppelte Gewicht wie dem nachfolgenden beigelegt:

Ich erwähne hier noch eines Versuches, wobei ich gleich
zeitig die Hartgummiplatte 11 und die Schwefelplatte I zwischen
die Kondensatorplatten brachte. Bezeichnen wir die Distanz
der letzten hierbei mit m4 , den \Vert von 1 Ix mit }'4' Dicke
und Dielektrizitätskonstante für die Hartgummiplatte mit rl1

und ])1' für die Schwefelplatte mit 11,2 und ])2' so findet man
leicht aus der früher auseinandergesetzten Theorie

~ -., ( n1 112 )\.4 = Cr 11/4 -.711 - n2 +75; + D
2

•

Um G zu finden, wurde gleichzeitig, während bloß Luft
zwischen den Kondensatorplatten war, die Kapazität bei den
Distanzen :E, x + 0,7, x + 2,1 gemessen, für welche sich ergab:
}\. gleich 1,980, 4,448, 9,48B. Bestimmt man hieraus genau
wie früher G, so erhält man .

G = B,549, x = 0,5579 mm .

Die Distanz m
4

der Kondensatorplatten, während sich beide
Isolatorschichten dazwischen befanden, war x + B = B,5579 mrn.
Ferner fanden wir früher für jenebeiden Isolatorplatten .

1/1 = 1;5851, IJ
1

= B,11, n2 = 1,4205, IJ2 = B,85.

Die Substitution dieser Werte in die obige Formel liefert
}.4 = 5,078, während das Experiment ergab }.4 = 5,092.

Die Übereinstimmung dieser beiden Werte zeigt, daß sich
auch die Kapazität des Kondensators., wenn gleichzeitig mehrere
isolierende Schichten eingeschoben sind, ganz so verhält, wie
es die Theorie fordert.

Da das Paraffin, aus dem die Pa.raffinplatten I und 11
gegossen wal'en, aus verschiedener Quelle stammte (die Platte 1

29*
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hatte einen merklichen Geruch), so glaube ich, daß die Ver
schiedenheit der für dieselben gefundenen Dielektrizitäts
konstanten in einer Verschiedenheit des lVJaterials ihren Grund
hat. Um den Einfluß der Zusammensetzung aus flüchtigeren
und weniger flüchtigen Bestandteilen zu prüfen, goß ich aus
dem Materiale der Platte 11 eine dritte Platte, nachdem ich
es zuvor während längerer Zeit so stark erhitzt hatte, daß
seine Dämpfe Papier bräunten. Diese dritte Platte, welche
überdies bis zu ihrer Untersuchung sorgfältig vor der Be
rührung mit Wasserdampf bewahrt wurde, zeigte die Dielek-'
trizitätskonstante 2,31, verhält sich also durchaus nicht anders
als elie Platte Ir.

§ 9.

Versuche mit dem Quecksilberkondensator.

Bei allen bisher beschriebenen Versuchen befand sich
zwischen den Kondensatorplatten außer der Schicht, deren Di
elektrizitätskonstante bestimmt werden sollte, auch noch eine
Luftschicht. Obwohl nun die große Übereinstimmung aller
Versuchsresultate mit der Theorie kaum einen Zweifel über
die Zulässigkeit der Voraussetzungen zuläßt, welche ich machte,
um den schädlichen Einfluß dieser Luftschicht zu eliminieren,
so wünschte ich doch auch Versuche zu machen, wobei die
dielektrische Schicht ganz allein zwischen den Konc1ensator
plalten war. Ein Andrücken der vergoldeten Messingplatten
an die dielektrische Schicht genügte da keineswegs, ,,'eil da
durch nicht alle Luft entfernt werden konnte, und auch die
Distanz der Kondensatorplatten hierdurch unbestimmbar wurde.

Auch ein Einschmelzen der isolierenden Substanz zwischen
die Kondensatorplatten 'schien mir keine genügende Garantie
für die Unveränderlichkeit der Distanz der Kondensatorplatten
vor und nach dem Einschmelzen zu geben. Ich ersann daher
€ine andere Methode. Ich verschaffte mir einen Papierstreifen,
dessen Breite gleich der Dicke der vergoldeten Kondensator
platten und dessen Länge (natürlich abgesehen von den über..
€inander geklebten gnden) genaugleich der Peripherie der
Kondensatorplatten war. Die beiden Enden dieses Papier
streifenswurdell aufeinander geklebt, so daß derselbe geo-
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metrisch· vollkommen kongruent mit der zylindrischen M;antel
fläche der Kondensatorplatte war. Dieser Papierstreifen wurde
auf eine Hartgummiplatte geklebt, welche bloß als Träger
fungierte, und genau horizontal auf drei hohen Siegellack..
stangen stand. Der Raum innerhalb des Papierstreifens wurde
nun ganz voll mit Quecksilber gegossen; die ganze Masse dieses
Quecksilbers nahm also nahezu dieselbe Gestalt, wie die Konden..
satorplatte an. Auf die zu untersuchende Isolatorplatte wurde
nun ein vollkommen gleich beschaffener Papierring geklebt,
und. dieselbe wurde mit jener Seite, auf der sich der Papier..
ring nicht befand, auf das Niveau des Quecksilbers so auf..
gelegt, daß keine Luftblasen zwischen ihr und dem Quecksilber
blieben. Schließlich wurde in den auf die Isolatorplatte auf
geklebten Papierring, der sich also ganz oben befand, ebenfalls
Quecksilber gegossen, so daß sich die Isolatorplatte zwischen
zwei horizontalen Quecksilberplatten befand, welche möglichst
die Gestalt der Platten des Kohlrauschschen Kondensators
hatten. Die Beobachtung wurde etwas unsicher dadurch, daß
sich das Quecksilber, wenn es rein war, durch Kapillarität am
Rande nicht ganz an die Isolatorplatte anlegte; war es aber
unrein, so blieb es stellenweise auch noch außerhalb des Papier
randes an der Isolatorplatte haften. Auch war es nicht ganz
leicht, die Isolatorplatte so auf das Quecksilber aufzusetzen,
daß sich die obere Quecksilberscheibe genau vertikal über der
unteren befand. Doch konnten bei großer Sorgfalt die aus
allen diesen Ursachen stammenden Fehler auf ein Minimum
reduziert werden. Vielleicht gelänge dies noch besser, wenn
man die isolierende Schicht zu beiden Seiten mit kreisförmigen
Scheiben von Stanniol oder Platinfolie bekl~iden würde und
diese erst in das Quecksilber tauchen ließe. Übrigens wurden
bei jeder Versuchsreihe die Isolatorscheiben etwas hin und
her gerückt, und dann ihre Kapazität nochmals mehrere Male
bestimmt, oder sie wurden ganz neu aufgesetzt und wieder auf
ihre Kapazität untersucht.

Die K~pazität des Quecksilberkondensators wurde ganz
80, wie die des Kohlrauschsehen gemessen. Die eine Queck
silberplatte wurde dauernd mit der Erde verbunden, die andere
aber zuerst mit der Batterie geladen, dann von derselben ge
trennt und mit dem Elektrometer verbunden. Aus dem Aus-
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schlage desselben und dem Batterieausschlage wurde die Ka
pazität II dos Quecksilberkondensators bestimmt. Um aus dieser
Kapazität die Dielektrizitätskonstante berechnen zu können,
müßte auch noch die Kapazität bei derselben Plattendistanz
bekannt sein, wenn sich zwischen denselben nur Luft befindet.
Diese Kapazität konnte natürlich an den Quecksilberplatten
nicht ditelet gemessen werden. Um sie zu berechnen, unter
suchte ich vielmehr zuvor und danach die Kapazität k des
K0 hIr aus chschen Kondensators bei mehreren Plattendistanzen,
während bloß Luft zwischen den Platten war. Daraus konnte
zunächst ganz wie früher die Konstante G und aus ihr die
Kapazität 7/' bestimmt werden, welche der Kohlrauschsche
Kondensator .. gehabt hätte, wenn die Distanz der Kondensator
platten genau gleich der Dicke der isolierenden Schicht gewesen
wäre. In dieser Distanz befanden sich nämlich die beiden
Quecksilberplatten , und da ihre Gestalt dieselbe, wie die der
Kohlrauschschen Kondensatorplatte war, so kann man an
nehmen, daß ihre Kapazität ebenfalls gleich k" gewesen wäre,
wenn sich zwischen denselben ohne Veränderung ihrer Gestalt
und Distanz Luft befunden hätte. Die von den Zuleitungs
drähten und dem Rande bewirkte Störtmg eliminierte ich ganz
wie früher, indem ich von den Kapazitäten k, k' und k" die
Kapazität abzog, welche der einen Kondensatorplatte nach
Entfernung der anderen mit der Erde verbundenen zukam.
Die nach dieser Subtraktion sich ergebenden Werte u, x' und x"
wurden als korrigierte Kapazitäten bei Berechnung der Di
elektrizitätskonstante verwendet. Dabei zeigte es sich, daß
nach Elltfernung der mit der Erde verbundenen Platte die
Quecksilberplatte eine bedeutend kleinere Kapazität hatte, als
die Metallplatte des Kohlrauschschen Kondensators. Die
Kapazität der ersteren war 0,036, die der letzteren 0,059. Es
mußte da natürlich von den an jedem Kondensator beobachteten
Kapazitäten die diesem Kondensator entsprechende Trennungs
kapazität abgezogen werden. Es wäre dies vermieden worden,
wenn der Kohlrau8 ehsehe Kondensator weniger Holzbestand
teile gehabt hätte; denn sie allein vermehrten seine Trennungs
kapazität so bedeutend. In der folgenden Tabelle sind immer
die reziproken Werte von u, 'X' und x" angegeben, welche
wir A, 1.' und A" nennen wollen.
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Die Dielektrizitätskonstante D ist das Verhältnis der Ka
pazitäten des Kondensators, wenn sich einmal Luft, das andere
Mal die isolierende Substanz zwischen den Platten desselben
befindet. Es ist also " }/']) =- =-.

nl/ A-

Ich untersuchte zwischen den Quecksilberplatten nur zwei
Substanzen, nämlich Hartgummi und Paraffin. Die befriedi
gende Übereinstimmung, die sich bei diesen beiden ergab, ließ
mir eine Untersuchung der übrigen nicht notwendig erscheinen}
die ich wegen ihrer großen Gebrechlichkeit n.icht zu \Tielen
Gefahren aussetzen wollte, damit sie nicht vor der Dicken
bestimmung zerbrächen. Schwefel wäre zudem vom Quecksilber
angegriffen worden. Die .sechs letzten Kolumnen der folgenden
Tabelle geben die Resultate der sechs mit Hartgummi und
Paraffin angestellten Versuchsreihen.

Bei der ersten, zweiten .. und fünften Versuchsreihe wurde
nur eine Isolatorplatte der Untersuchung unterzogen; hei den
übrigen aber wurden mehrere Isolatorplatten nacheinander
untersucht, und vor und nach ihrer Uutersuchung für alle ge
meinsam die Kapazität des Kohlrauschsehen Kondensators
für mehrere Plattendistanzen geprüft. Die drei ersten Zahlen
der sechs letzten Kolumnen der folgenden Tabelle geben die
reziproken Werte vati" für den Kohlrauschsehen Konden
Bator, während sich zwischen den Platten desselben Luft be
fand. (In der ersten Kolumne sind die dazu gehörigen Di
stanzen der Kondensatorplatten angegeben.) Die vierte Zahl
der sechs Kolumnen gibt die daraus berechneten Werte von G.
Dann folgen die für den Quecksilberkondensator . gefundenen
Werte von A, und die daraus berechneten Werte der Dielek
trizitätskonstante lJ. Unmittelbar über den betreffenden Werten
von A, und JJ ist immer die Isolatorplatte angegeben, auf die
sie sich beziehen, und zwar sind die drei Hartgummiplatten I,
11 und 111 durch die Symbole H T, H 11 und H IU, die beiden
Paraffinplatten aber mit P I und P 11 bezeichp.et. Wenn bei
einer Versuchsreihe eine Isolatorplatte mehrere :\laIe auf das
Quecksilber aufgesetzt wurde, ist in der Tabelle der nach
jedem Aufsetzen gefundene Wert von }" besonders angegeben.
Bei der Berechnung von]) wurde aus allen diesen ·Werteu
das Mittel genommen.
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x 0,980 0,540 0,483 0,540 0,545 0,499

x + 0,7 2,729 2,254 2,136 2,264 3,304 2,157

x + 1,4 4,497 3,786 4,055

G 2,508 2,449 2,360 2,463 2,508 2,H69

,735

,31

PI

PlI
,359

,33

HII H IU EI RI PI

j
1,312 2,704 0,8535 0,8714 1,835

}, 1,305 2,740 0,8293 0,8551 1,850 1
1,318 1,844

D 3,03 3,26 3,04 3,09 2,30 2

EIl RU
,1., - - 1,196 1,243 - 2

D - - 3,13 3,14 - 2

H ur HIII
,1., - - 2,666 2,761 . -
D - - 3,21 8,24 -

§ 10.

Versuche bei momentaner La(lllng des Kondensators.

Bei den früheren Versuchen' wurde der Kondensator
während längerer Zeit mit der Batterie geladen, dann von der
selben' getrennt und dauernd mit dem Elektrometer verbunden.
Der dadurch hervorgerufene Ausschlag hing nicht merklich von
der Ladungsdauer ab und blieb auch (abgesehen von einer
sehr kleinen Zunahme, von deren wahrscheinlichem Grunde
früher die Rede war, und die ganz in derselben Weise eintrat,
wenn Luft sich zwischen den Kondensatorplatten befand)
kdnstant, wenn man den Kondensator beliebig lang mit dem
Elektrometer in Verbindung ließ. Es ist dies ein Beweis, daß
die dielektrische Polarisation durch längere Zeit hindurch
unverändert bleibt. Um auch noch zu prüfen, ob nicht diese
dielektrische Polarisation etwa eine meßbare Zeit braucht,. um
sich herzustellen, stellte ich auch Versuche an, bei denen der
Kondensator mittels der am Schlusse des § 4 beschriebenen
Vorrichtung nur sehr kurze Zeit geladen blieb. Ich stellte
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nach dieser Methode keine vollständigen Versuchsreihen an,
_aus denen sich die Dielektrizitätskonstante direkt hätte be
rechnen lassen, sondern ich hielt es für zweckmäßiger, die
Kapazität des Kondensators, während sich die isolierende Schicht
dazwischen befand, ohne das mindeste daran zu verändern,
bald bei dauernder, bald bei momentaner Ladung zu messen.
Ergab sich seine Kapazität in beiden Fällen gleich, so konnte
dies als Beweis, angesehen werden, daß die dielektrische Polari
sation in beiden Fällen dieselbe war, daß sie also nur ver
schwindende Zeit zu ihrer Herstellung braucht. Ich maß zur
Kontrolle zuerst die Kapazität des Kondensators nach beiden
Methoden einige Male, während; sich Luft zwischen den Platten
desselben befand. Dann erst brachte ich die isolierende Schicht
zwischen die Kondensatorplatten und maß nun abermals die
Kapazität nach beiden Methoden. Da hier die Methode der
Beobachtung und Berechnung eine etwas andere aIs bei den
früheren Versuchen ist, so will ich mich etwas weiter in die
Beschreibung der Details einlassen. Die Versuche wurden
sämtlich mit 18 Daniellschen Elementen gemacht. Der nach
der zweiten Tabelle in § 1 korrigierte Ausschlag b, den alle
18 Elemente bei dauernder Verbindung mit dem Elektrometer
hervorbrachten, war im Mittel 970,4 Skalenteile; der ebenso
korrigierte Ausschlag [3, den dieselben Elemente bei momentaner
Verbindung hervorbrachten, aber war 836,5 Skalenteile. (Es
wurde da wieder immer der .von je sechs Elementen bewirkte
Ausschlag eillzeln bestimmt, und alle drei so erhaltenen Aus
schläge addiert.) 'Es war also

~ = 0,862.

Die Kapazität des Kondensators wurde zuerst, während
sich bloß Luft zwischen den Kondensatorplatten befand, bei
drei verschiedenen Distanzen derselben und dann noch dreimal
gemessen, wobei sich das erstemal die Hartgummiplatte 11,
das zweitemal die Schwefelplatte I, das drittemal die
Kolophoniumplatte I zwischen den Kondensatorplatten befand.
Die beiden Paraffinplatten hatte ich leider, als ich diese Ver~

suche machte, bereits zerscb;nitten, was ich nachträglich be
dauerte, da sich bei Versuchen mit größeren Elektrizitäts
menge.n, welche ich in einer späteren Abhandlung beschreiben
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werde, gerade bei Paraffin eine bedeutende Zunahme der
dielektrischen Polarisation mit der Zeit der Einwirkung zeigte.
Die in der folgenden Tabelle in einer Horizontalreihe stehenden
Zahlen beziehen sich auf eine und dieselbe Distanz der
Kondensatorplatten und Zwischenschicht, und zwar steht unter
der Rubrik c der korrigierte Ausschlag, den das Elektrometer
zeigte, nachdem der Kondensator zuerst dauernd mit der
Batterie geladen, dann davon getrennt und dauernd mit dem
Elektrometer verbunden wurde; in der Rubrik r steht der bei
momentaner Ladung und Entladung erfolgte korrigierte Aus
schlag. In der Rubrik k steht die aus den Ausschlägen der
Kolnmne b in der bisher immer angewandten Weise berechnete
Kapazität des Kondensators. Die in der Rubrik k' angeführten
Kapazitäten aber sind nach Formel (5) aus den Batterie~

ausschlägen bund ß und dem Kondensatorausschlage r be
rechnet; E ist dabei wieder gleich 1 gesetzt. In der ersten
Rubrik ist die Substanz angegeben, die sich zwischen den
Kon densatorplatten befand.

r Je k'

Luft 335,0 317,0 0,5307 0,

Luft 274,8 262,2 0,3972 0,

Luft 198,3 191,8 0,2578 0,

Hartgummi 336,1 317,6 0,5330 0,

Schwefel 302,7 288,4 0,4548 0,

Kolophonium 246,0 236,9 0,3409 0,

5260

3942

2565

5276

4524

3402

In der Rubrik lt steht die bei dauernder Ladung bestimmte
Kapazität; die in der Rubrik k' jedesmal daneben stehende
Kapazität hingegen wurde bei momentaner Ladung bestimmt,
ohne daß sonst am Kondensator irgend etwas verändert wurde.
Dieselbe weicht nie um mehr als 1 Proz. von der bei dauernder
Ladung bestimmten ab. Auffallend ist dabei allerdings, daß
die bei dauernder Ladung bestimmten Kapazitäten durch
gehends ein wenig größer sind,. als die bei momentaner Ladung
gefundenen. Da dies jedoch auch bei den Versuchen, wo nur
Luft zwischen den Kondensatorplatten war, ganz in derselben
Weise eintrat, so kann die Ursache dieser kleinen Abweichung
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nicht in einer Verschiedenheit der dielektrischen Polarisation
bei momentaner und dauernder Ladung liegen. Ich glaube
auch nicht, daß die kleinen Differenzen der Zahlen der heiden
Kolumnen kund k' dem störenden Einflusse der ladenden
und entladenden Zugvorrichtungen zuzuschreiben sind. Die
Kapazität des zum Kondensator führenden Drahtes betrug
0,007; wenn die Kupferdrähte, welche gehoben und gesenkt
wurden, mit 12 Daniellschen Elementen geladen wurden, so
brachten sie bei ihrer Bewegung, bevor sie noch den zum
Elektrometer führenden Draht berührten, durch Verteilung
einen kleinen Ausschlag desselben hervor. Derselbe betrug
für den einen Draht etwa 1/4, für den anderen etwa 1/2 Teil
striche in den extremsten Stellungen des Drahtes. Alle diese
Größen sind außerordentlich klein und könnten, selbst wenn
sie größer gewesen wären, keine Störung herbeigeführt haben,
da sich die Kapazität des Zuleitungsdrahtes zu der des Elektro
meters einfach aadiert, das bewegliche Ende desselben aber
in seinen beiden extremsten Lagen fast ganz dieselbe relative
Position gegen den Kupferdraht hatte, den es dabei jedesmal
berührte, so daß er also in beiden Stellungen fast dieselbe
Kapazität haben mußte. Zur Kapazität des Elektrometers
addiert sich auch die, welche seinem Zuleitungsdrahte zukommt,
wenn' der bewegliche auf ihm aufliegt.

Der Grund davon, daß die Kapazität bei dauernder
Ladung immer etwas größer als bei momentaner erschien, liegt
vielmehr offenbar darin, daß zur Elektrisierung der in der
Nähe des Kondensators befindlichen Halbleiter, namentlich der
Holzbestandteile, welche die Kondensatorplatten trugen, eine
gewisse Zeit erforderlich ist. Dieselben elektrisierten sich daher
bei momentaner Ladung nicht, oder doch nur wenig; bei
dauernder Ladung aber elektrisierten sie sich vollständig mit
der ungleichnamigen Elektrizität und banden einen Teil der
Elektrizität des Kondensators, weshalb dessen Kapazität im
zweiten Falle notwendig gröBer als im ersten erscheinen mußte.

§11.
Einige theoretische Bemerkungen.

Ich will hieran einige theoretische Bemerkungen knüpfen,
welche mit den eben angeführten Beobachtungen im Zusammen-



4liO 24. Bestimmung der Dielektrizitätskonstante von Isolatoren.

hange stehen. Um die Übersicht über die Abhängigkeit der
Kondensatorkapazität von der Plattendistanz und den dazwischen
befindlichen Substanzen zu erleichtern, wollen wir das Problem
der Elektrizitätsverteilung auf dem von mir gebrauchten Kon
densator mit einem anderen Problem vergleichen, das in innigem
Zusammenhange damit steht. Das letztere hat zum Gegen
stande die Verteilung der Elektrizität auf einem Kondensator,
dessen Form sich zwar experimentell nicht genau herstellen
läßt, aber die Rechnung sehr einfach macht. Nehmen wir an,
wir hätten vier konzentrische Kugelschalen I, 11, III und IV
mit den Radien a1 , a2, as' a4 (wobei a1 < az < as < a4 sei). Die
Kugelschale I sei leitend und werde von einer Elektrizitäts
quelle (Batterie) vom Potential p geladen. Die Kugelschale IV
sei ebenfalls leitend, aber mit der Erde verbunden. Der Raum
zwischen beiden isoliere, und zwar sei er mit Luft gefüllt bis
auf den Raum zwischen den Kugelschalen 11 und IlI, der eine
Substanz mit der Dielektrizitätskonstante ]) bezüglich Luft
enthalten soll, die aber vor Ladung des Kondensators durchaus
unelektrisch gewesen sein soll. Da das Potential V überall der
Gleichung

d2V d 2V d 2V
dx2 + dy2 + d%2 = 0

genügen muß, und alles um das gemeinsame Zentrum 0 aller
Kugeln symmetrisch ist, so muß

77'= b + ~
r

sein, wo bund c Konstanten, r die Entfernung des Aufpunktes
vom Punkte 0 ist. a und b werden aber zwischen den ver
schiedenen Kugelschalen verschiedene Werte haben können.
Sei zwischen den Kugelschalen

I und 11 17 = 01 + ; ,

11 und III 17 = b'} +~ ,.., r

111 und IV 17 = bs + ~ll •

Weil die Kugelschale I mit dem Potential p geladen ist,
so muß auf ihr JT = p sein; man hat daher

b Cl
P = 1 +-.al
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Weil die Kugelscbale IV leitend mit der Erde verbunden
ist, so ist auf derselben JT = 0, es ist also

O=b.+!i.;
3 Cl4

und da endlich an den Kugelschalen 11 und Irr der Wert des
Potentials selbst keinen Sprung machen darf, so ist

b Cl b C21+-= .,+-,
Cl2 .. a2

b +~=b +!i..
2 a,s 3 as

Ferner ist der Differentialquotient von JT nach der zu
irgend einer Kugelfläche errichteten Normale

dV. C

dN = - 1'2 •

Dieser Differentialquotient springt beim Übergange von einem
isolierenden :Medium zu einem anderen zu einem Werte über,
der zu seinem ursprünglichen Werte im umgekehrten Verhält
nisse der Dielektrizitätskonstanten der beiden Medien steht.
Daher ist, weil die Dielektrizitätskonstante zwischen den beiden
Kugelschalen 11 und Irr ]) mal so groß ist als im übrigen
Raume,

!i-=2=1J.
C2 C2

Aus allen diesen Gleichungen folgt zunächst

p = C (_1 1_ + _1_ + _1 1 1_) .
1 a1 Cl2 Cl2 D as Clg D 04

Ist die elektrische Dichte auf der Kugelfläche I gleich h,
so hat man

1 dV 1 Clh=---=--.
411 dN 4n Clr

Die gesamte auf der Kugelfläche I befindliche Elektrizitäts
menge ist also

e = 4 n a7h = Cl •

Den Quotienten von p in dieser Elektrizitätsme~ge wollen
wir mit u bezeichnen und die Kapazität der ganzen Vorrichtung
nennen. So ist also

1 plI 1 1 1 1
-;- = e;:- = Cl

l
- Cl

2
+ Cl

2
D + Cls - as D - Cl,,'
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Bezeichnen wir mit el die Elektrizitätsmenge , die sich
hierbei auf einem Stücke der Kugelfläche I befindet, dessen
Flächeninhalt Q ist, und setzen

so ist

und daher

1 4n ai [ 1 1 1 1 1 1 ]
~ = -Q- a;- - a; + a

2
D- + -a; - asD - a:; .

A.bgesehen von der störenden Wirkung· des Randes wird "1

in die Kapazität eines ebenen Kondensators mit einer di
elektrischen Zwischenschicht von der Dicke n übergehen, dessen
Platten den Flächeninhalt Q und die Distanz m haben, wenn
wir a1 sehr groB annehmen, ,und

az = GI + p, as = a1 + p + n, a4 = a1 + m

setzen. p, m, n sind klein. Dadurch geht die letzte Formel
über in

_l_=~(m._n+~),
U1 Q D

was mit der Formel (7) des § 6 übereinstimmt.
Setzt man in Formel (11)

a4 = 00, as = a2 + q,
wobei q klein gegen a2 angenommen wird, so ergibt sich

~_ 4na~ (_l__ -L+_q_).
Ut - Q a1 a~ a~ D

Wenn also eine einzeln stehende Kugel von einer isolieren
den konzentrischen Kugelschicht umgeben wird, deren Dicke q
gegen ihren Radius aq verschwindet, so verändert diese Schicht
die Kapazität der Kugel nur um Glieder, die bezüglich ihrer
ursprünglichen Kapazität von der Ordnung q I a2 sind. Kon
struieren wir wieder auf der Kugel vom Radius a1 ein Flächen
stück vom Flächeninhalte Q, so wird natürlich auch die auf
jenem Flächenstücke befindliche Elektrizitätsmenge durch die
dielektrische Schicht nur unmerklich verändert. Daraus erklärt
sich, daß die Kapazität der einzeln stehenden Scheibe durch
eine angelehnte dünne dielektrische Schicht ebenfalls nur wenig
verändert wurde.
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Wir haben somit die Formel (7) auS den allgemeinen
Grundgleichungen, wie sie von Maxwell und HeImholtz
aufgestellt wurde ,bewiesen. Es wird aber vielleicht die An
schauung fördern, wenn wir dieselbe ]'ormel auch direkt aus
jener Vorstellung von dem Wesen der Dielektrizität ableiten,
aus welcher jene Grundgleichungen gewonnen wurden. Diese
Vorstellung besteht darin, daß in einem dielektrischen Körper
die beiden Elektrizitäten nicht vollständig voneinander getrennt
werden, sondern daß nur in jedem Volumelemente desselben
die positive etwas mehr nach der einen, die negative etwas
nach der anderen Seite verschobeIf wird, gerade so wie man
sich vorstellt, daß in weichem Eisen die magnetischen Fluida
getrennt werden.

Die Vorstellung, daß die Moleküle des Dielektrikums
schon ursprünglich elektrisch sind, und durch die äußeren
Kräfte bloß gedre~t werden, läßt sich bekanntlich hierauf
zurückführen (vgl. die eingangs zitierte Abhandlung Clausius',
wo derselbe die den nachfolgenden Rechnungen zugrunde ge
legte Hypothese ausführlich bespricht). Durch diese Elektri
sierung oder Drehung der Moleküle erhält jedes Volumelement
ein ,,:elektrisches Moment", geradeso, wie die Volumelemente
des weichen Eisens ein magnetisches Moment erhalten. (Be
zeichnen wir mit e eine elektrische Masse des Volumelementes,
so soll

V(2;xe)2 + (~ye? + (~ze)2

das gesamte elektrische Moment desselben sein.) \Vir wollen
die Volumelemente so konstruieren, daß sie lauter kleine
Zylinder sind, deren Mantelfiächen den Richtungen parallel
sind, nach denen die gesamten von der außer und im Di
elektrikum vorhandenen Elektrizität stammenden Kräfte wirken,
deren Grundflächen aber auf jenen Richtungen senkrecht stehen.
Dann werden in allen jenen Zylindern die beiden Elektrizitäten
nach den beiden Endflächen zu getrieben, und es läßt sich
beweisen, daß die Wirkung jedes Volumelementes nach außen
nur um unendlich kleine Glieder h(Sherer Ordnung (die auch
bei der Integration über alle Volumelementeverschwinden)
verändert wird, wenn man sich die erregten Elektrizitäten an
beiden Endflächen der Zylinder gleichförmig angesammelt
denkt. Nur muß das elektrische Moment jedes Elementes Ull-
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verändert bleiben. Die ~wei entgegengesetzten Elektrizitäten
treten natürlich an den beiden EndHächen jedes Elementes in
gleicher Menge auf. Das elektrische Moment desselben ist
das Produkt aus der an einer Endfläche angesammelten Elek
trizität in die Länge des betreffenden zylindrischen Elementes.
Bezeichnen wir das elektrische Moment mit ct, so wollen wir
voraussetzen, daß die Größe a der Intensität P der auf das
Element wirkenden elektrischen Trennungskraft , sowie dem
Volumen v desselben proportional ist. Wir wollen also setzen

(12) a = 8 Pv,

wobei 8 eine Konstante sein soll. P soll die Gesamtkraft
sein, welche auf die Elektrizitätsmenge 1 wirken würde, wenn
sich dieselbe im Volumelemente v befände. Nach diesen Vor
bereitungen kehren wir zu den vier konzentrischen Kugeln J,
Ir, III und IV zurück. Den mit der dielektrischen Substanz
erfüllten Raum zwischen den Kugeln 11 und III denken wir
uns in unendlich viele konzentrische, unendlich dünne Kugel
schalen zerlegt.

Wir werden sehen, daß sich an der Innenfläche jeder
dieser Kugelschalen dieselbe Elektrizitätsmenge - q und an der
Außenfläche dieselbe, aber entgegengesetzt bezeichneteJ1~lektri..
zitätsmenge + q ansammelt. (Vgl. Heimholtz, Borch. Journ.
72. S. 116.) Infolgedessen neutralisiertsichdie an der Außen
fläche irgend einer der Kugelschalen angesammelte Elektrizitäts
menge + q mit der an der Innenfläche der nächstfolgenden
angesammelten - q, und es bleibt nur die an der Fläche 11
angesammelte Elektrizitätsmenge - q, sowie die an der Fläche 111
angesammelte + q übrig. Diese beiden Elektrizitäten - q und
+ q ersetzen also die gesamte Wirkung der dielektrischen
Schicht vollkommen. Auf der Kugelfläche I soll sich durch
ihre Ladung mit dem Potentiale p die Elektrizitätsmenge e

ansammeln, auf der Fläche IV durch Influenz die Elektrizitäts
menge - e'. Da die Punkte der Kugelfläche IV bezüglich
aller Kugelflächen als äußere betrachtet werden können, und
da das Potential, einer Kugel auf einen äußeren Punkt e /1'
ist (wenn sich die Elektrizitätsmenge .e clarauf befindet, und r
die Entfernung ihres Zentrums vom Aufpunkte ist), so ist das
gesamte Potential der vier· Elektrizitätsmengen e, - q, + q I
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....- e' auf einen Punkt der Kugelfläche IV gleich e / a4 - e' / a4 i
dasselbe muß den Wert Null haben, weil die Kugelfläche IV
mit der Erde verbunden ist. Daher muß e' =e sein. Ein
Punkt der Kugelfläche I gilt bezüglich aller Kugelflächen als
innerer. Das Potential der vier Elektrizitätsmengen e, - q,
+ q, ....- e auf einen solchen ist also

~ _..L +.-L _ _13_.
a1 a2 as a",

Da dasselbe gleich p sein muß, so hat man

(13) p =~ _.-L + ..L _ -!-.
a1 ~ as a",

Wir müssen noch q bestimmen, und uns überzeugen, daß
unsere Annahme über die Art der Elektrisierung des Di
elektrikums richtig war.

Zu diesem Zwecke konstruieren wir in demselben eine
unendlich dünne Kugelschale , deren innerer Radius 1', deren
äußerer l' + dr sei, und auf der Innenfläche derselben ein un
endlich kleines Flächenelement vom Flächeninhalte d 00. Sämt
liche durch dessen Peripherie gehende Kugelradien schneiden
aus der unendlich dünnen Kugelschale einen unendlich kleinen
Zylinder vom Volumen v = dw· d1' heraus. 'Da sich durch die
Influenz unserer Annahme gemäß an der Innenfläche der un
endlich dünnen Kugelschale die Elektrizitätsmenge - q, an
der Außenfläche die Elektrizitätsmenge + q angesammelt hat,
so befindet sich f1n der inneren Endfläche des Zylinders vom
Volumen v die Elektrizitätsmenge - q d 00 / 4 rn; 1'2, an seiner
äußeren Endfläche aber die Elektrizitätsmenge + q d 00 /4 rn; 1'2.

Sein elektrisches Moment ist also a = q doo d1' / 4 rn; 1'2. Berechnen
wir andererseits die GesamtkraftP, welche alle vorhandene
Elektrizität (die vier Elektrizitätsmengen e, - q, + q, e') auf
eine in dem unendlich kleinen Zylinder vom Volumen v vor
handene elektrische Masse + 1 ausüben würden, so finden
WIr dafür den Wert P = (e -'- q) /1'2.

Es ist also nach Gleichung (12)

q d1' d ro = 8 e -2 q V = 8 13 -: q d l' d 00,
4n 1'2 l' r

woraus sich ergibt

q = 1 ~n48n 8 e = (1 - ~) e,

Boltzmann, Gesammelte wissenscb. Abhand!. 1. 3v
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wenn wir wie früher]) = 1 + 4% /3 setzen. Erteilt man dem q
diesen Wert, so' sind alle Bedingungen' der Aufgabe erfüllt.
Die von uns vorausgesetzte Art der Elektrisierung der Volum
elemente des Dielektrikums war also die richtige. Substituiert
man diesen Wert für q in die Formel (13), und berücksichtigt,
daß die Kapazität u wieder gleich e jp ist, so gelangt man
wieder zur Formel (7). ~ran kann sich. auch leicht überzeugen,
daß d JT j d N beim Übergang ins Dielektrikum in der Tat plötz
lich zu einem]) = 1 + 4% 8 mal so kleinen Werte überspringt.

Ich will noch auf folgendes aufmerksam machen.
Statt der gänzlich unbekannten Art der Elektrisierung

eines Volumelementes der dielektrischen Substanz haben wir
eine solche substituiert, bei der die beiden Elektrizitäten an
den Endflächen desseihen gleichförmig angehäuft sind. Diese
Substitution ist nur erlaubt, wenn es sic4 um die Wirkung auf
einen endlich entfernten Punkt handelt. Die Kraft, welche
auf eine im Innern des Dielektrikums befindliche elektrische
Masse WÜ'kt, wird daher im allgemeinen ~uch von der Art der
Elektrisierung j ener Volumelemen~e abhängen, welche sich in
der unmittelbaren Umgebung jener elektrischen J\'Iasse be
finden. In der Gleichung (12) be,deutet P die elektrische Kraft,
welche auf eine elektrische Masse 1 wirkt, die sich an irgend
einem Punkte A im Innern des Volumelementes v befindet.
Diese Kraft ist daher .für. verschiedene Elektrisierungsarten del~

Moleküle im allgemeinen abhängig von der Lage des Punktes A. ,
im Volumelemente v. Um uns hiervon unabhängig zu machen,
wollen wir das Volumelement v zwar sehr klein, aber doch
groß' gegen die einzelnen elektrisierten Moleküle voraussetzen,
und jetzt die durch die Gleichung (12) dargestellte Hypothese
so aussprechen: .

Das dielektrische Moment u des Volumelementes v ist
proportional: 1. dem Volumen desselben, und 2. der Kraft P,
welche im Mitte] auf sehr viele- elektrische Massen 1 wirken
würde, welche gleichförmig im ganzen Volumelemente verteilt
wären. (P kann' auch definiert werden als die Kraft, welche
auf die Elektrizitätseinheit wirken würde, wenn dieselbe gleich
förmig im Volumelemente verteilt wäre.) Von der so definierten
Kraft P läßt sich beweisen, daß sie nicht mehr von der Art
der Elektrisierung der Moleküle, sondern bloß vom elektrischen
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Momente der Volumelemente abhängt. Dieser Beweis kann
geführt werden, indem man den Zuwachs sucht, den das
Potential aller im Dielektrikum verhandenen elektrischen
Massen auf eine elektrische Masse 1 erfährt, wenn dieselbe
einen unendlich kleinen, aber gegen die Distanz zweier Mole
küle großen Weg zurücklegt. Gemäß der letzten Voraussetzung
kann dieser Weg immer so gewählt werden, daß die elektrische
Masse am Ende desselben gegen die umgebenden Moleküle
ganz dieselbe relative Lage hat, die sie zu Anfang gegen die
Moleküle hatte, die 'sie damals umgaben. Dann ist nur die
Position gegen die entfernten Moleküle eine andere geworden,
deren Potential bloß von ihrem elektrischen Momente abhängt.
Der Zuwachs des Potentials ist also unabhängig von der Art
der Elektrisierung, und daher auch die Kraft, welche im Mittel
auf alle elektrischen Massen 1 wirkt. Es ist klar, daß diese
Auseinandersetzungen nicht bloß auf unser spezielles Problem,
sondern auch auf das ganz allgemeine der Magnetisierung
weichen Eisens oder Elektrisierung dielektrischer Substanzen
anwendbar sind. Sie können also auch zur Deduktion der
Prinzipien dieser Theorien verwendet werden. Natürlich gilt
dasselbe, was von den Endflächen unserer zylindrischen Ele
mente gesagt wurde, auch von den sechs Seitenflächen recht
winkliger Parallelepipede, wo dann an dieStelle des dielektrischen
Moments die Momente bezüglich der Koordinatenachsen treten.

Ich will hier noch zeigen, welche Formel man für die
Kapazität des von mir verwendeten Kohlrauschsehen Konden
sators erhält, wenn man auf die Veränderlichkeit der Dicke·
der isolierenden Zwischenschicht Rücksicht nimmt. Zerlegen
wir die ganze Fläche Q der Kondensatorplatte , welche mit.
dem Potentiale p geladen wird, während die andere leitend
mit der Erde verbunden ist, in unendlich viele Flächen
elemente d 00. Die Dicke der dielektrischen Schicht sei an
der Stelle, die an dem Elemente d 00 anliegt, gleich n, die
Distanz der Kondensatorplatten an derselben Stelle sei m.
Dann ist die Dichte der Elektrizität, die sich auf dem Ele
mente d 00 ansammelt, nach den schon im § 6 entwickelten
Prinzipien

30*
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Die ganze auf dem Elemente d 01 aufgehäufte Elektrizitäts..
menge ist also

pdru

4n (m- n+ ~)

Integrieren wir diesen Ausdruck über die ganze Oberfläche Q
der Kondensatorplatte, und dividieren durch p, so erhalten
wir für die Kapazität des Kondensators den Wert

1J dru,,= -
4n n

m-n+ D

Hier können wir m als konstant betrachten, da die Distanz
der Kondensatorplatten in der Tat mit großer Genauigkeit an
allen Stellen konstant erhalten werden kann; n aber ist Funktion
von 01. Die Integration kann ohne Kenntnis der Größe IJ,
welche gesucht wird, nicht ausgeführt werden. Es bleibt daher
nichts andere~ übrig, als für .D einen angenäherten Wert IJo
einzuführen, und dann

~=~+o
D Do

zu setzen und das Integral nach Potenzen von 0 zu ent
wickeln. Ist die Dicke wie bei meinen Versuchen nur an einer
begrenzten Zahl von nahe gleichförmig auf der Platte ver
teilten Stelle gemessen, .so verwandelt sich das Integral (14)
in eine Summe, und man erhält, wenn man die Anzahl der
Stellen, für welche die Dicke bestimmt wurde, mit a bezeichnet
~nd bloß die Glieder beibehält, welche bezüglich· 0 von der
ersten Ordnung sind:

Q ~ 1 Q(j "'"' n,,= 4nIX 4 n - 4nIX~ ( ---n-:)'""""2'
m-n+- m-n+-. Do Do

Sei "1 die Kapazität des Kondensators, wenn sich seine
Platten in der Distanz ffl1 befinden und nur Luft zwischen
denselben vorhanden ist, so ist "1 = (Q /4 n ffl1), daher

(15) {1:1",,; =~ 1 n - 0~ ( . n n)2
m - n + -no m - n + D

o

Aus dieser Fqrmel könnte 0 ohne Schwierigkeit berechnet
und so ein verbesserter Wert von IJ gefunden werden, den
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3,26
3,21
3,24
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man dann, wenn man eine noch größere Genauigkeit wünschte,
wieder wie den Wert IJo behandeln könnte. Ich habe jedoch
bei Berechnung der Dielektrizitätskonstante niemals von dieser
komplizierten Formel Gebrauch gemacht, sondern immer die
Formel (7) verwendet, in der ich für n die mittlere Dicke ein
setzte, da die Korrektion, welche der Wert von IJ durch An
wendung der Formel (15) erfahren würde, jedenfalls innerhalb
der Grenzen der anderweitigen Beobachtungsfebler liegt. Wenn
sich nämlich selbst die größte und kleinste Dicke der isolieren
den Schicht wie 10: 9 verhielten, und wenn alle möglichen
dazwischen liegenden DickEin gleich wahrscheinlich wären (an
gleichviel Stellen der Platte vorkämen), so würde sich aus
der Formel (7), welche ich zur Berechnung verwendete, die
Dielektrizitätskonstante gleich 3,037 ergeben, wenn dieselbe in
Wahrheit gleich 3 wäre, eine Differenz, die kaum die Grenzen
der Beobachtungsfehler überschreitet.

§ 12.
Übersichtliche Zusammenstellung der Resultate.

Ich stelle zum Schlusse sämtliche von mir für die Dielek
trizitätskonstante der verschiedenen Substanzen gefundenen
Werte übersichtlich zusammen, wobei ich zugleich, soweit sie
mir bekannt sind, die Werte beifüge, welche vor mir von
anderen Beobachtern gefunden wurden. Aus den verschiedenen
von mir angestellten Beobachtungen ergaben sich für die
Dielektrizitätskonstante IJ die in den folgenden Tabellen zu
sammengestellten Zahlen:

Für Hartgummi.

a) Mit dem Kohlrauschschen Kondensator:
Platte I Platte II Platte Irr

3,14 3,19 3,20 3,09 3,10 3,19 3,21
3,17 3,17 3,16 3,12 3,13 3,34 3,35
3,12 '3,14 3,15 3,16 B,13

Mittel 3,17 Mittel 3,11 Mittel d. ob. 3,20.

b) Mit dem Quecksilberkondensator:
Platte I Platte Ir

3,04 3,03
3,09 3,13

3,14
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Als wahrscheinlichsten Wert der Dielektrizitätskonstante
des Hartgummi glaube ich 3,15 bezeichnen zu sollen.

Für Paraffin.

a) :Mit dem Kohlrauschschen Kondensator:
Platte I Platte II Platte IU

2,28 2,29 2,28 2,34 2,33 2,31
2,25 2,25 2,27 2,35 2,36

Mittel 2,28 Mittel 2,34.

b) Mit dem Quecksilberkondensator:
Platte I Platte II

2,30 2,31 2,33

Da die Platten 11 und 111 :reineres Paraffin enthielten,
scheint mir der wahrscheinlichste Wert für reines Paraffin 2,32
zu sein. Gibson und Barclay fanden für Paraffin IJ = 1,976.
Siemen s gibt für Stearin D = 0,78 an, was aber wohl ein
Druckfehler sein dürfte. Faraday fand für Walrat die
Dielektrizitätskonstante zwischen 1,6 und 2,2.

Für Sch wefel.

Platte I Platte II
3,87 3,83 3,84 3,82.

Wahrscheinlichster Wert 3,84. Siemens fand 2,9. F'ara
day fand für die Dielektrizitätskonstante des Schwefels Zahlen,
die zwischen 2,16 und 2,32 liegen.

Für Kolophonium.

Platte I Platte II
2,58 2,56 2,52 2,54 2,54.

Wahrscheinlichster Wert 2,55. Faraday erhielt'für Schel
lack Werte, die zwischen 1,9 und 2,1 liegen. Außerdem fand
Faraday für die Dielektrizitätskonstante des Glases Werte,
welche zwischen 1,44 und 1,92 liegen.

Die Abweichungen der 'Von den anderen Beobachtern er
haltenen Zahlen 'Von den meinigen sind so groß, daß sie sich
jedenfalls nicht aus etwaigen zufälligen Verschiedenheiten des
der Beobachtung unterzogenen Materials erklären lassen. Auch
eine Erklärung aus einer Verschiedenheit der Beobachtungs-
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temperatur ist unmöglich, da schon Gibson nachwies, daB
sich die Dielektrizitätskonstante des Paraffins nicht merklich
mit seiner Temperatur verändert. Auch ich konnte innerhalb
des allerdings kleinen Temperaturintervalls , innerhalb dessen
meine Beobachtungen vorgenommen wurden (etwa 16 bis 23 0

Cels.), keinen Unterschied der Dielektrizitätskonstante bei ver
schiedenen Temperaturen wahrnehmen. Ich glaube daher, diese
Nichtübereinstimmung, abgesehen davon, daB einige meiner
Vorgänger keine so feinen Meßapparate der Elektrizitätsmenge
hatten, wohl hauptsächlich daher rühren dürfte, daß dieselben
den Raum zwischen den· Kondensatorplatten als ganz von der
isolierenden Substanz erfüllt voraussetzten, was nie vollkommen
realisiert werden kann. Zudem werden die Kondensatorplatten,
wenn man den Raum zwischen denselben allzu dicht aus
zufüllen sucht, leicht etwas auseinander gedrängt. Beide Um..
stände, sowie die Nichtberücksichtigung des Einflusses des
Randes bewirken, daß der berechnete Wert der Dielektrizitäts
konstante zu klein ausfällt. In der Tat. sind auch die von
mir gefundenen v.,7erte durchaus die größten.

Um schließlich den Vergleich zwischen meinen Beobach..
tungen und der Theorie Maxwells zu erleichtern, nach welcher
der Brecnungsexponent i einer Substanz die Quadratwurzel aus
ihrer Dielektrizitätskonstante sein soll, stelle ich in der folgen
den r:I.'abelle die Brechungsexponenten mit den Quadratwurzeln
aus jenen Werten von]) zusammen, welche ich als die wahr
scheinlichsten bezeichnet habe:

Für Schwefel. .
" Kolophonium
" Paraffin. . .
" Hartgummi.

V15
1,960.
1,597

• 1,523
1,775.

i
2,040
1,543
1,536, 1,516

Die beiden Brechungsquotienten des Paraffin wurden von
mir selbst nach W ollastons Methode bestimmt.



25.

Experimentalnntersuchung über die elektrostatische
Fernwirkung dielektrischer Körper. I

)

(Wien. Bel'. 68. S. 81-155. 1873.)

:H' ara da y entdeckte bekanntlich, daß ein Kondensator,
wenn man zwischen die beiden Platten desselben, ohne deren
Gestalt und Distanz zu verändern, statt der Luft eine andere
isolierende Zwischenschicht dazwischenbringt, bedeutend mehr
:Elektrizität aufnimmt, wenn in beiden Fällen die eine Platte
mit Elektrizität von derselben Spannung (demselben Potentiale)
geladen wird, während die andere zur Erde abgeleitet ist. Den
Quotienten der Elektrizitätsmenge, welche die nicht abgeleitete
Platte aufnahm, als Luft dazwischen war, in die, welche sie
jetzt aufnimmt, nennt man die spezifische induktive Kapazität
oder kürzer "die Dielektrizitätskonstante" des Isolators.2) Dieses
von Faraday entdeckte Phänomen erklart man sich zumeist
dadurch, daß man annimmt, in einem vollkommenen Isolator
können die elektrischen Fluida keine endlichen Wege zurück
legen, wohl aber wird durch die elektrischen Kräfte innerhalb
jedes kleinsten Teiles (Moleküls) desselben die positive Elektri
zität nach der einen, die negative nach der anderen Seite
getrieben, gerade so, wie man· sich vorstellt, daß in den
Molekülen des weichen Eisens durch magnetische Kräfte die
magnetischen Fluida getrennt werden. Man nennt den Zustand,
in den der Isolator hierdurch versetzt wird, die "dielektrische

1) Eine vorläufige Anzeige zu diesel' Arbeit Wien. Anz. 10. S. 56.
3. April und S. 129. 24. Juli 1873.

2) Vorausgesetzt ist hierbei, daß der Raum zwischen den Konden
satorplatten ganz mit jener isolierenden Substanz erfüllt wurde und daß
die Distanz der KondensatOl'platten so klein ist, daß die an den Zuleitungs
drähten, am Rande der Kondensatorplatten usw. angehäufte Elektrizität
gegen die an den vis-a-vis stehenden Flächen befindliche verschwindet.
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Polarisation" desselben. Die durch die dielektrische Polarisation
erzeugten Phänomene unterscheiden sich total von den durch
Spuren von Leitung hervorgerufenen. Denn erstens kann die

.dielektrische Polarisation nie einen elektrischen Strom durch
oder über den Körper hervorrufen,. sondern sobald die Moleküle
vollständig dielektrisch polarisiert sind, hÖl't jede Elektrizitäts..
bewegung auf. Zweitens tritt die dielektrische Polarisation
(wenigstens beim Schwefel) unmeßbare Zeit nach dem Beginne
der Wirksamkeit der elektrischen Kräfte auf und ändert dann
ihre Intensität, wenn die Kräfte konstant bleiben, nicht weiter,
während die durch unvollkommene Leitung bewirkten Phänomene
erst einige Zeit nach dem Beginne der Wirksamkeit der Kräfte
auftreten und mit wachsender Zeit an Intensität zunehmen.1)
Wenn nun diese Hypothese richtig ist, daß in den Molekülen
der Isolatoren durch elektrische Kräfte die positive Elektrizität
nach der einen, die negative nach der anderen Seite verschoben
wird (welche übrigens genau dieselben Resultate liefert, wie
die Hypothese, daß die Moleküle der Isolatoren schon ur
sprünglich polarelektrisch sind und durch die elektrischen
Kräfte nur gerichtet werden), so muß ein ursprünglich un·
elektrischer isolierender Körper, den man in die Nähe eines
mit Elektrizität geladenen Körpers bringt, von dem letzteren
angezogen werden und zwar bloß vermöge dieser dielektrischen
Polarisation der Moleküle, ganz ohne daß sich durch Leitung
die Elektrizitäten auf dem Isolator fortbewegen, geradeso wie
ein Stück weichen Eisens durch einen Magneten angezogen
wird. Ich will dieses Phänomen kurz die "dielektrische Fern·
wirkung!' nennen.2)

1) Bei anderen Isolatoren nimmt auch die dielektrische Polarisation
mit der Zeit der Einwirkung zu, was Faraday "elektrische Absorption"
nennt; ich möchte es lieber "dielektrische Nachwirkung" nennen wegen
der Ähnlichkeit mit der elastischen Nachwirkung. Obwohl bei unvoll
kommenerLeitung das Gesetz der Veränderlichkeit der Elektrisierung
mit der Zeit ein ganz anderes ist, so ist dann doch die dielektrische
Polarisation schwerer von unvollkommener Leitung zu unterscheiden,
nur' durch die erste im Texte genannte Eigentümlichkeit ist .die di
elektrische Polarisation charakterisiert, daß nach einiger, wenn auch
längerer Zeit die Moleküle vollständig dielektrisch polarisiert sind und
dann jede Elektrizitätsbewegung aufhört, wenn auch der Isolator mit zwei
Leitern von verschiedenem elektrischen Potentiale in Verbindung steht•

. 2) Daß diese dielektrische Fernwirkung stattfinden muß, läßt sich
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Die in dieser Abhandlung zu beschreibenden Versuche
hatten nun den Zweck, den experimentellen Nachweis zu
liefern, daß dieses als dielektrische. Fernwirkung bezeichnete
Phänomen in der Tat stattfindet, sowie· dasselbe quantitativ
zu bestimmen. Ich befestigte zu diesem Zwecke Kugeln aus
verschiedenen isolierenden Substanzen an den einen Hebelarm
einer sehr empfindlichen Drehwage und maß die Anziehung,
welche sie durch eine in die Nähe gebrachte elektrische Metall
kugel erfuhren (die ich immer die "w;irkende Metallkugel" nennen
werde). Am schlagendsten waren die mit Schwefelkugeln an·
gestellten Versuche.

Ob nämlich die wirkende Metallkugel während des ganzen
über eine Minute dauernden Versuches immer positiv oder
immer negativ oder abwechselnd 1/200 Sekunde positiv, das
nächste 1/200 Sekunde negativ, dann wieder 1/200 Sekunde positiv
geladen wurde usw., sobald nur die Mengen der positiven und
negativen Elektrizität bei der dauernden und bei der alter
nierenden Ladung jedesmal dieselben waren, wurde die Schwefel
kugel jedesmal genau gleich stark angezogen ,was ein deut
licher Beweis war, daß die Anziehung nur von einer momentan
sich herstellenden dielektrischen Polarisation der Moleküle,
nicht aber daher rühren konnte, daß sich die Kugeln, weil sie
Spuren von Leitungsvermögen besaßen, durch Influenz luden,
denn im letzteren Falle hätte die Anziehu:ng bei der alternieren
den Ladung vielmal kleiner als bei der dauernden sein müssen.
Um die Intensität der Kraft, mit welcher die Schwefelkugel
angezogen wurde, in absolutem Maße zu bestimmen, wäre es
ein wenig empfehlenswerter Weg gewesen, diese Kraft direkt
durch lauter absolute Einheiten zu bestimmen. Weit besser
war da folgender Weg. Ich wählte die Schwefelkugel so klein,
daß man annehmen konnte, sie befinde sich in einem homogenen
elektrischen Felde; und nun hing ich an ihre Stelle eine genau
gleich große und gleich schwere .mit Stanniol überzogene Schwefel.;.
kugel, die ich kurz die "Stanniolkugel" nennen will. Dieselbe
war ursprünglich unelektrisch. Wurde sie in die Nähe der
elektrischen Kugel gebracht, welche ich die wirkende nannte, .so

übrigens auch ohne jede Hypothese über das Wesen der Dielektrizität
aus den Faradi1ysehen Entdeckungen über die spezifische induktive
Kapazität mittels des Prinzips der Erhaltung der Kraft nachweisen.
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wurde sie durch Influenz elektrisch und daher ebenfalls von
der wirkenden Kugel angezogen. Ich bestimmte nun bloß das
Verhältnis der Anziehung der Schwefelkugel zu der,· welche
die Stanniolkugel unter genau denselben Umständen erfuhr.
Da die letztere Anziehung ohne Schwierigkeit theoretisch be
stimmt werden kann, so war damit auch die Anziehung der
Schwefelkugel in einem von .den speziellen Dimensionen des
Apparates völlig unabhängigem Maße bestimmt. Es zeigte sichj

daß die Anziehung der Schwefelkugel zu der einer gleich
großen leitenden isolierten, ursprünglich unelektrischen, die
sich unter. denselben Umständen befand und also bloß durch
Influenz elektrisiert wurde, nahezu wie 1 zu 2 verhält. Es läßt
sich aus diesem Verhältnisse, wie ich später zeigen werde,
ebenfalls die Dielektrizitätskonstante des Schwefels bestimmen
(geradeso wie aus der Anziehung einer Eisenkugel deren
Magnetisierungskonstante), und zwar steht die hieraus erhaltene
in guter Übereinstimmung mit der von mir aus Kondensator
versuchen erhaltenen Dielektrizitätskonstante des Schwefels.
Bei allen anderen von mir untersuchten· Isolatoren gestalten
sich die Verhältnisse wegen der bereits erwähnten dielektrischen
Nachwirkung etwas komplizierter. Ich schreite
nun zur detaillierten Beschreibung meiner Ver
suche.

§ 1. Vorversuche.

Der erste von mir zu diesem Zwecke zu
sammengestellte Apparat ist in Fig. 1 dar-
gestellt. An zwei etwa 2 m langen Kokonfäden b·;;:~ilro
hingen zwei Kugeln von. etwa 7mm Durch-
messer, die eine aus reinem Schwefel, die
andere gleich groß und gleich schwer, aber
mit Stanniol überzogen. Die Distanz der Centra
beider Kugeln betrug etwa 90 mm. Möglichst
genau in der Mitte zwischen beiden befand sich eine fixe Metall·
kugel (die wirkende Metallkugel) von 26 mm Durchmesser, von
der ein isolierter Draht wegführte , der bald mit einer ge
ladenen Leydnerflasche, bald mit der Erde leitend verbunden
werden konnte, wodurch die wirkende Kugel geladen und wieder
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entladen wurde. Wurde die wi:rkende Kugel geladen, so zog
sie beide pendelnden Kugeln etwas näher heran, wurde sie
wieder entladen, so entfernten sich wieder beide. Um wieviel
sich beide Kugeln heranbewegt hatten, wurde dadurch gemessen,
daß hinterbeiden Kokonfäden etwas oberhalb der Kugeln eine
Millimeterskala aufgestellt war. Durch zwei Fernrohre, welche
auf beide Kokonfäden visierten, sah man dieselben vor der
Skala auf und abpendeln ; und es wurden immer, sowohl wenn
die wirkende Kugel geladen, .als auch wenn sie ungeladen wal',
die Teilstriche abgelesen, bei denen die Kokonfäden rechts
und links umkehrten (ich will dieselben im folgenden kurz die
Umkehrpunkte nennen). Zehntel von Teilstrichen wurden ge
schätzt. Hierdurch konnte bestimmt werden, um wieviel die
beiden pendelnden Kugeln herangezogen wurden, wenn man die
wirkende Kugel lud; und zwar verfuhr ich da folgendermaßen:

Es wurde zuerst, während die wirkende Kugel unelektrisch
war, in beiden Fernrohren aufs genaueste bestimmt, mit welchem
Teilstriche die Kokonfäden koinzidierten. Dieser Teilstrich soll
Ruhelage heißen; er ist in der folgenden Tabelle immer in
der ersten Zeile angeführt und ist ihm links das Zeichen R
beigefügt. Dann wurde der zur wirkenden Kugel führende
Draht mit der inneren Belegung einer geladenen, auf einem
Isolierschemel stehenden Leydnerflasche verbunden, deren
äußere Belegung gleichzeitig mit der Erde verbunden wurde.
Dadurch wurde die wirkende Kugel geladen und beide beweg
lichen Kugeln gerieten in Schwingungen. Es wurden jetzt zwei
sich folgende Umke4rpunkte abgelesen, welche in den folgen
den rrabellen in der zweiten und dritten Zeile stehen; links
ist ihnen das Zeichen der wirkenden Elektrizität beigefügt.
Da die Dämpfung der Pendelbewegung klein war, so ist das
arithmetische Mittel beider der Teilstrich; welchen der Kokon
fadEm decken würde, wenn die c1aran befestigte Kugel unter
dem Einflusse der Elektrizität der wirkenden Kugel in Ruhe
wäre. Möglichst rasch nach dem Momente, wo die pendelnden
Kugeln das zweitemal umkehrten, wurde die wirkende Kugel
mit der äußeren Belegung der ]'lasche verbunden und jetzt
die innere zur Erde abgeleitet, so daß also jetzt die wirkende
Kugel nahe gleich stark, aber mit der entgegengesetzten Elek
trizität geladen war. Jetzt wurden vier' sich folgende Umkehr-
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punkte abgelesen.. Aus dem ersten und zweiten, sowie aus
dem dritten und vierten dieser vier Umkehrpunkte wurde
wieder der Teilstrich berechnet, um welchen der Faden während
der Einwirkung der Elektrizität schwang. Dann wurde die
IJadung der wirkenden Kugel in derselben Weise wieder in
die entgegengesetzte verwandelt und wieder vier sich folgende
Umkehrpunkte notiert usw. Subtrahiert man von dem Teil
striche, um die der Kokonfaden schwang, während die wirkende
Kugel elektrisch war, denjenigen, den er vor Beginn der Ver
suche gedeckt hatte, so erhält man die Anzahl der Teilstriche,
um welche der Kokonfaden durch die Einwirkung der Elektri
zität verschoben wurde und welche ich die Ablenkung der be
treffenden Kugel nennen will. Die aus je zwei Umkehrp~nkten
berechneten Ablenkungen sind in den folgenden Tabellen immer
zwis<!J.en den beiden Urnkehrpunkten, aus deiten sie beredmet
wurden, angemerkt. Da die Ladung der Flasche immer ab
nahm, so mußten natürlich auch die Ablenkungen bei jeder
Versuchsreihe immer abnehmen. Da die Ablenkungen s~hr

klein waren, so mußte die Kraft, mit welcher irgend eine der
pendelnden Kugeln angezogen wurde, der Ablenkung derselben
proportional sein. Zum Schlusse überzeugte man sich, so· gut
es ging, daß, wenn die wirkende Kugel wieder zur Erde ab
geleitet wurde, die Kokonfädeu in die alte Ruhelage einspielten.
Versuchsreihen, wo dies nicht der Fall war, wurden verworfen.
Es zeigte sich jedoch bald, daß mittels dieses Appara.tes keine
große Genauigkeit zu erzielen war; denn erstens waren die
Ablenkungen meist nicht viel größer als ein Teilstrich und ist
die genaue Bestimmung einer so kleinen Größe. schwierig.
Zweitens war ~es sehr schwierig, die wirkende K.ugel absolut
in die Mitte zwischen die. heiden pendelnden zu bringen, und
modifiziert ein kleiner Fehler hierin, wie wir sehen werden,
schon das Verhältnis der beiden Anziehungen bedeutend.
Drittens störten Luftströmungen die Bewegungen der Kugeln.
Viertens isolierten die Kokonfäden nicht hinreichend. Fünftens
wichen die hierbei angewandten Kugeln, da ich sie in einer
ganz rohen Kugelform gegossen hatte, erheblich von der Kugel
gestalt ab. Die folgenden Tabellen geben als Muster vier mit
zwei verschiedenen Schwefelkugeln angestellte Beobachtungs
reihen. Die wirkende Kugel wurde zu Beginn jeder Beab-
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achtullgsreihe neu in die Mitte gestellt. Zum Schlusse ist
immer das Verhältnis der mittleren Ablenkungen der Schwefel.
kugel und 8tanniolkugel beigefügt, was also zugleich das Ver
hältnis der Anziehungen darstellt, welche beide Kugeln erfuhren.

Erste 8ch wefelkugel.
Schwefelkngel Stanniolkugel Sehwefelkugel Stunniolkugel

R 58 R 36 R58 R36

+ 56 + 32,5 + 57 + 33,5
1,1 1,75 0,5 1,25+ 57,8 + 36 + 58 + 36

- 57 - 32,2 - 57 - 33,2

57,4
0,8

- 35,8
2,0

58
0,5

36,1
1,35

56,6 - 32,2 57 34,4

- 58
0,7

- 36,2
1,8

58
0,5

- 35,6
1,0

+ 56,2 + 34 + 57,1 + 34,1

57,8
1,0

35
1,5

57,9
0,5

3ö,9
1,0

56,8
0,85

33,9
1,45

57,2
0,4

34,1
1,OS+ 57,5 + 35,2 + 58 + 35,8

- 57 - 33 - 57 - 34

58
0,5 1,5 0,5 1,0

3ß - 58 3ö

57 33 - 57,1 34,8
0,6 1,5 0,5 0,8

- 57,8 - 36 - 57,9 - 35,6

+ 56,8 + 34 + 57,2 + 34
0,9 1,0 0,4 0,95

57)4 36 58 36,1

56,8
0,7

33,2
1,1

57,2
0,4

34,6
0,8+ 57,8 + 36,6 + 58 + 35,8

Mittl. Ablenk. Mittl. Ablenk. Mittl. Ablenk. Mittl. Ablenk.
0,794 1,51 0,467 1,02

Anzieh. der Stanniolk.
= 1,90

Anzieh. der Stanniolk.
Anzieh. der Schwefelk. Anzieh.cferSchWefeIk:- = 2,19.

Zweite 8chwefelkugel.
Schwefelkugel Stuniolkngel Schwefelkugel Stulliolkugel

R46 Rn ](.,16 R4:7

+ 44,5
0,8

+'14 + 44,2 + 41
+ 4:),9 + 46,8

1,6 1,5 2,5+ 46,8 + 46
- 44,8 - 44 46,5 - 41,8

46
0,6

46,8
1,6 0,:15 1,1

46,8 48
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8ehwefelkugel Stanniolkugel Schwefelkugel 8tanniolkugel
R 46 R 47 R46 R47

44,8
0,5

44,5 45,9 43
- 46,2 -' 47,4

1,05
- 47

0,55
-- 46,8

1,1

+ 44,2
0,9

+ 44 + 44,9 + 41
46 47

1,5
47

1,05
46

2,6

44,5
0,85

43,8 45,2 42

-+ 45,8 + 47,6
1,3 1,1 2,4+ 46,6 + 45,2

- 45,3
0,5

- 44,2
1,15

- 45,9 - 43,8

45,7 47,5 47,2
-0,45

46,5
0,85

45,3
0,5

45,2 45,8 45

- 45,7 - 47
0,9

- 47,2
0,5

- 46
0,5

+ 44,8
0;75

+ 44,4
1,3

+ 45 + 43
45,7 47 47

1,0
45

2,0

44,8
0,6

44,5
1,25

44,8
1,0

41,5
2,0+ 46 + 47 + 47,2 + 46,5

Mittl. Ablenk. Mittl. Ablenk. Mittl. Ablenk. Mittl. Ablenk.
0,667 1,32 0,83~ 1,67

Anzieh. der Stanniolk. = 1,98
Anzieh. der Stanniolk.

Anzieh. der Sehwefelk. Anzieh. der Sehwefelk.
= 2,00.

Daß die wirkende Kugel abwechselnd positiv und. negativ
geladen wurde, geschah, damit durch eine etwa auf den pen
delnden Kugeln vorhandene Ladung kein Fehler im Resultat
herbeigeführt werde. Meist wurden die pendelnden Kugeln bei
positiver und negativer Ladung gleich stark angezogen, was
also ein Beweis ist, daß sie ursprünglich nicht elektrisch waren.
Ein Beispiel des Gegenteils ist die letzte mit der zweiten
Schwefelkugel angestellte Beobachtungsreihe, welche angestellt
wurde, nachdem soeben lange mit den beiden Kugeln experi
mentiert worden war. Bei dieser Versuchsreihe wurden beide
Kugeln von der positiven'Elektrizität viel stärker angezogen
als VOll der negativen; beide waren also negativ geladen. Da
ich jedoch abwechselnd bald positive, bald negative Elektrizität
wirken ließ, so mußte das Mittel aller Anziehungen, welche
jede del~ pendelnden Kugeln erfuhr, geradeso groß ausfallen,
als ob dieselbe unelektrisch gewesen wäre, da sich die Wirkung
auf die in der pendelnden' Kugel vorhandene Ladung offenbar
zu der, welche infolge der Influenz stattfindet, einfach addiert.



380 25. Experimentaluntel'suchung üb, d. dielektr. Fernwirkung usw.

Ich machte außer den oben mitgeteilten Beobachtungsreihen
noch zahlreiche andere, welcHe in ganz ähnlicher Weise ver
liefen. Aus denselben ergaben sich für die durch die Anziehung
derSchwefelkugel dividierteAnziehung der Stanniolkugel folgende
Werte: 2,19,2,03,2,28,3,20,2,72, 1,74, 3,40, 1,80, 1,flO, 2,07,
1,70, 1,50, 1,72, 1,91. Es zeigt sich zwar schon aus diesen
Zahlen, daß die Schwefelkugel etwa 1/2mal so stark als eine
gleich große und gleich schwere,· unter denselben Verhältnissen
befindliche mit Stanniol überzogene Kugel angezogen wird; doch
stimmen die verschiedenen Versuche so wenig untereinander
überein, daß ein sicherer Schluß aus denselben nicht g·ezogen
werden kann. Einige Versuche mit Paraffinkugeln zeigten noch
weniger Übereinstimmung. Obwohl nun auch dieser Apparat
wohl noch einiger Verbesserungen fähig gewesen·· witre, so be
schloß ich doch, ihn ganz zu verlassen und konstruierte einen
ganz anderen, zu viel genaueren Messungen geeigneten, in
welchem die zu untersuchende Kugel an einer Drehwagebe
festigt war und zu dessen Beschreibung ich jetzt schreiten
will. Mit diesem zweiten Apparate stellte- ich zwei Reihen
von Versuchen an. Bei der ersten in den Herbstferien 1872
angestellten wurde die wirkende Kugel dauernd (immer durch
mehrere Sekunden mit der gleichnamigen Elektrizität) geladen.
Bei der zweiten, im Winter 1873 ausgeführten dagegen wurde
die wirkende Kugel rasch alternierend bald positiv bald negativ
geladen. Die erste Anregung zur Idee, alternierende Ladungen
anzuwenden, die sich später als so .fruchtbar erwies, verdanke
ich einer brieflichen Mitteilung des Herrn Geheimrates Helm
hoHz, dem ich vorher die im Herbste 1872 angestellten Ver
suche und deren Resultat in einem Briefe beschrieben hatte.

Definitive Versuche.

§ 2. Beschreibung der ersten Dreh wage.

Die Drehwage , welche die zu untersuchende isolierende
Kugel trug, ist in Fig. 2 in 1/6 der natürlichen Größe ab
gebildet. Nur sind die Drähte deutlichkeitshalber dicker ge
zeichnet. In Natur war der Draht on etwa 1/4mm, der
Draht EF GH etwa 1 mm dick. Ein Kokonfaden , an dessen
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beiden Enden A und B sich Schlingen befanden, mittels deren
er an einem von einem Träger getragenen Kupferdrahte herab
hing, war um einen Kupferdrahthaken C]) geschlungen, der
einen geradlinigen horizontalen Hebel E 1! aus Kupferdraht
trug. Damit letzterer nicht gleite,
war auf die Berührungspunkte des
Hakens mit dem Hebel ein wenig
Wachs geträufelt. An dem· einen
Ende E des Hebels war mit Siegel
lack ein ebener Spiegel S ange
kittet, der zur Spiegelablesung .und
gleichzeitig zur Äquilibrierung des
Hebels diente. Das andere Ende
Jl des Hebels endete in ein Stück
F GI[ , das ebenfalls horizontal
aber senkrecht auf EF stand. An'
den beiden Enden G und H dieses
Stückes waren die zwei Enden
eines Kokonfadens G K}] befestigt,
in welchen bei K die zu unter
suchende Kugel L, die zu diesem
Zwecke mit einem dünnen Schellack
häkchen versehen war, eingehängt
wurde. Der ganze Hebel war natür
lich so äquilibriert, daß er, wenn
die Schwefelkugel eingehängt war, in der gewünschten Lage frei
schwebte. Nahe der Kugel L war die wirkende Rugel Jlf fix auf
gestellt und zwar so, daß die Centrilinie der beiden Kugeln L
und M horizontal in der Ebene des Rokonfadens G]( lliag. Der
zur wirkenden Kugel führende Zuleitungsdraht N hatte ebenfalls
diese Richtung. Wiewohl bei meinen in Berlin angestellten
Rondensatorversuchen die Rokonfäden sich als vortreffliche
Isolatoren erwiesen hatten, so zeigte sich doch, daB hier der
Kokonfaden GK H llicht genügend isolierte, sei es, daß er von
minder guter Beschaffenheit als der Berliner Faden war oder
daß er im Sommer Feuchtigkeit. anzog. Ich ersetzte ihn daher
durch einen gleichgestalteten bei K, gebogenen 1/4_1/2mm
dicken Schellackfaden. Dies hatte noch den Vorteil, daß sich
.die Kugel L immer an dieselbe Stelle, nämlich in den Bug

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. 1. 31
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des Schellackfadens, hängen mußte. Damit die der wirkenden
Kugel mitgeteilte Elektrizität nur auf die Kugel L, nicht auch
auf die übrigen Bestandteile der Drehwage wirke, befanden
ßich die in der Figur mit dem punktierten Rechtecke um..
schlossenen Teile der Drehwage in einer mit den nötigen Aus
schnitten 'Versehenen Schachtel aus Goldpapier. Bei den im
Sommer 1872 angestellten Versuchen war der Spiegel noch in
einer zweiten enganschließenden Schachtel eingeschlossen, die
sich in der Goldpapierschachtel befand und die ebenfalls 'Vorn
eine Glaswand und passende Ausschnitte hatte. Dieselbe
sollte 'Vermittelst der Luftreibung die Dämpfung der Schwin
gungen 'Vergrößern und' den Spiegel gegen Luftströmungen
schützen; doch wurde sie später ganz weggelassen, da eine so
große Dämpfung eher schädlich als nützlich war. Um bei J(

auch leichtere Kugeln (Paraffin-, Kolophoniumkugeln) einhängen
zu können, war der Draht G 11 mit dem Haken 0 versehen,
in den dann ein entsprechendes Gegengewicht kam, das, weil
es sich in der Goldpapierschachtel befand, keine Einwirkung
erfuhr. Der Gang der Versuche war nun folgender: Es wurde
bei Keine unelektrische Schwefelkugel eingehängt und der
Stand der Drehwage durch Spiegelablesung bestimmt, während
die wirkende Kugel unelektrisch war. Dann wurde der wir
kenden Kugel Elektrizität mitgeteilt und wieder durch Spiegel
ablesupg bestimmt, um welchen Winkel dabei der Hebelarm
der Drehwage gedreht wurde. Dann wurde an die Stelle der
Schwefelkugel die gleich große und gleich schwere Stanniol
kugel gehangen und jetzt wieder gemessen, um welchen Winkel
die Drehwage sich drehte, wenn der wirkenden Kugel genau
dieselbe Elektrizitätsmenge mitgeteilt wurde. Damit das Er
setzen der Kugel L durch eine gleich schwere möglichst leicht
geschehen könne, befand sich in der Goldpapierschachtel eine
durch die punktierte Linie A. angedeutete Pappdeckelwand, auf
die sich der Hebelarm tTE all sogleich aufstützte, wenn die
Kugel L entfernt wurde. Damit sich dUfch Vertauschung der
Stal1niolkugel und Schwefelkugel, selbst wenn beide nicht absolut
gleich schwer waren, die Stellung der Drehwage möglichst wenig
ändere,war darauf gesehen, daß die Kokonfäden, an denen sie
hing, keine merkliche Torsion hatten, sowie daß sowohl der
Schwerpunkt des Balkens E 8 GJ! I! als auch der Haken 0 in
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der EbeneE F Klagen. Übrigens wurde immer mit besonderer
Sorgfalt die Metallkugel genau so schwer, wie die isolierende
gemacht, mit der sie verglichen wurde. Um die bei den ver
schiedenen Verauchen der wirkenden Kugel mitgeteilten Elek
trizitätsmengeri. untereinander vergleichen zu können, diente
eine zweite ähnliche Drehwage, bei der aber die Kugel Laus
Metall war und einer zweiten wirkenden Kugel gegenüber stand,
die leitend mit der Kugel ll![ verbunden war. Dank dieser
zweiten Drehwage war es nicht Ilotwendig,wenn die Stanniol
kugel eingehängt worden war, der Kugel M wieder genau die
selbe Elektrizitätsmenge als wenn dieSchwefelkugel eingehängt
war, mitzuteilen, sondern es genügte, mittels der zweiten Dreh
wage die in beiden Fällen mitgeteilten Elektrizitätsmengen zu
vergleichen.

§ 3. Beschreibung der zweiten Drehwage.

Die zweite Drehwage ist in Fig. 3 in 1/8 der natürlichen
Größe dargestellt. Sie bestand aus einem langen Kupferdraht,

S'
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a
Fig.3.

welcher an seinen beiden Enden zwei hohle Messingkugeln P
und pr trug. Er war an zwei Kokonfäden bifilar aufgehängt
und trug einen Spiegel 8' zur Spiegelablesung. Der eine der

31*
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beiden Kokonfäden war direkt um einen fixen Kupferdraht,
der andere aber um eine Papierrolle geschlungen, die den
fixen Kupferdraht umgab. Durch Verschiebung dieser Papier
rolle konnte die Distanz der oberen Enden der Kokonfäden
und dadurch die Schwingungsdauer der zweiten· Drehwage
reguliert werden. Sie wurde immer gleich der der ersten Dreh.
wage gemacht. An dem Drehungspunkte Q des Wagbalkens PP'
war ein Platindraht angelötet, der vertikal nach abwärts ging
und unten ein in verdünnte Schwefelsäure tauchendes Platin
blech trug. Die Schwefelsäure war durch einen eintauchenden
Platindraht leitend mit der Erde verbunden. Der Kugel P
stand wieder eine fest aufgestellte Metallkugel R gegenüber,
so daß die Oentrilinie P R horizontal und senkrecht auf P P'
war. Die Kugel P war also leitend mit der Erde verbunden.
Wurde der Kugel E Elektrizität mitgeteilt, so lud sich die
Kugel P durch Influenz und wurde von der Kugel Rangezogen
und zwar ist ihre Anziehung dem Quadrate der der Kugel R
mitgeteilten Elektrizitätsmenge proportional. Man hat also so
ein Maß der Elektrizitätsmenge, welche der Kugel E, also auch
derjenigen, die der Kugel M mitgeteilt wurde, da M leitend
mit R verbunden war und daher die Elektrizitätsmenge, die
sich auf lIf ansammelte, derjenigen proportional sein mußte,
die sich auf R ansammelte. Es war nicht notwendig, den
Wagbalken der zweiten Drehwage in eine leitende Schachtel
einzuschließen. Es erfuhr dann zwar auch der Wagbalken
eine kleine Einwirkung, allein da die Ausschläge der Dreh
wage immer sehr klein waren, so mußten sie doch nahe den
wirkenden Kräften proportional sein; letztere müssen aber, wie
man sich leicht überzeugt, den Quadraten der wirkenden Elek
trizitätsmengen proportional sein.

Ich bemerke noch, daß ich bei den späteren Versuchen
mit alternierender Ladung die zweite Drehwage durch eine
andere ganz gleich eingerichtete ersetzte, bei der jedoch die
Kugel .P größer, der Hebelarm P Q kürzer war; die Kugel p'
fehlte ganz; vielmehr war das Gleichgewicht durch die größere
Länge des Hebelarmes QP' hergestellt. Ich tat dies, weil bei
der letzteren Drehwage der· Ausschlag noch genauer dem
Quadrate der wirkenden Elektrizitätsmenge proportional ist,
wie aus der später zu gebenden Theorie hervorgehen wird.
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Beide Drehwagen waren auf einem Tische in einer Weise auf
gestellt, welche durch Fig. 4 veranschaulicht ist. Die beiden
wirkenden Kugeln Mund R waren durch einen dicken Kupfer
draht verbunden, der an zwei Stellen von isolierenden Stützen
getragen wurde, und zwar verwendete ich bei den im Winter
angestellten Versuchen mit alternierender Ladung Siegellack
stützen, bei den anderen aber Stützen aus gut isolierendem

!!>==i===n~===JF:
~-I---- ~---H-~{4.#_·_J 1-------.
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~

Fig.4.

gefirnißten Glase, weil sich im Sommer das Siegellack bog.
Um Luftströmungen zu vermeiden, befand sich das Ganze in'
einem großen Glaskasten, der nach "Vorne wegen der Spiegel
ablesung eine Wand aus gutem Spiegelglase, nach rechts aber
wegen des Einhängens der Kugeln eine Tür hatte. Die Spalten
zwischen Kasten und Tisch waren mit Sägespänen bedeckt. ~

Nach vorn stand der Kasten etwas über den Tisch vor und
war der Zwischenraum mit Papier, an der Stelle aber, wo der
zu den wirkenden Kugeln führende Draht durchging, damit
derselbe wohl isoliert sei, mit einigen Stücken Siegellack ver"
klebt. Um die Luft im Kasten trocken zu erhalten, versuchte
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ich in denselben eine flache Schüssel mit konzentrierter Schwefel
säure zu stellen, doch zeigte sich bald, daß dieselbe im Kasten
permanente, im höchsten Grade störende Luftströmungen hervor
rief. Die Längen der verschiedenen Bestandteile· sind in Fig. 5
in einem besonderen Schema, in dem der Apparat aus der
Vogelperspektive betrachtet erscheint, dargestellt. Die bei
gegebenen Zahlen drücken die Längen in Millimetern aus. Wo
zwei Zahlen beigegeben sind, hatte der betreffende Teil bei
den späteren mit alternierender Ladung angestellten Versuchen
eine andere Länge als bei' den früheren, und bezieht sich die
zweite eingeklammerte Zahl auf die Versuche mit alternierender
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1. Drehwage, maeht eine ganxe Schwingung in
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/ 2 Sek, Trägh.-Mom. = 44900 111m2 X J\!lasse
eines Gramm (das nei d. Vers~when i. Winter
unbek.) Distanx d. Fe1'nrohre v. d. Spiegeln 2,2 m

(2,35 m).

Fig.5.

Ladung. Den beiden Dl'ehwagen sind auch die nach der ge
wöhnlichen Gaussschen Methode bestimmten Trägheitsmomente
beigegeben. In Fig. 5 sind die Apparate bequemlichkeitshalber
nicht in eiller ihrer wirklichen proportionalen Größe dargestellt.
Ein und derselbe Teil ist der leichteren Orientierung wegen
in allen Figuren mit demselben Buchstaben bezeichnet. Der
Draht GH c1erersten Drehwage hatte eine Länge von etwa
100 mm. Die beiden Fernrohre befanden sich von dem Spiegel,
auf den sie visierten, in einer Distanz von2,2m und visierten
beide auf eine über dem einen angebrachte Skala, deren Teil
striche sich in einer Distanz von 1 mm befanden.
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§ 4. Vorrichtung zur Ladung der wirkenden Kugeln.

Um die wirkenden Kugeln mit Elektrizität laden zu können,
endete der Draht, welcher zu denselben führte, in einen Haken T,
Fig. 4, welcher sich außerhalb des Glaskastens befand und der
natürlich durch Siegellack vom 'l'ische isoliert war. Derselbe
stand bei den im Sommer 1872 mit dauernder Ladung an
gestellten' Versuchen mit einer Vorrichtung in Verbindung, die
in Fig. 6 schematisch dargestellt ist. In den Haken T konnte
das eine Ende eines .Drahtes eingehängt werden, der in Fig.6
mit dem Buchstaben Ir bezeichnet ist und, dessen anderes Ende
zu dem verstellbaren Knopfe U eines Funkenmikrometers führte.
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Der Draht W, welcher in Natur selbstverständlich eine be,;,
deutende Länge (etwa 2 1/ 2 m) besaß, war an zwei Stellen durch
Siegellackstützen getragen, an einer dritten Stelle war er
mit der inneren Belegung einer Leydener Flasche Y ver
bunden, deren äußere Belegung zur Erde abgeleitet war.
Die andere Kugel J7 des Funkenmikrometers war mit einem
zweiten KupferdrahteX verbunden, der wieder mit der inneren
Belegung einer zweiten Leydener Flasche Z verbunden war,
deren äußere Belegung ebenfalls zur Erde abgeleitet war. Das
Ende des Drahtes X führte zu einem mit der Influenzmaschine
verbundenen Schlüssel, vermittelst dessen man in bequemer
Weise dem Drahte X entweder die positive Elektrizität mit
teilen konnte, während der negative Pol der lIfaschine zur'
Erde abgeleitet war oder umgekehrt. Ich bediente mich immer
einer Influenzmaschine rröplerscher Konstruktion. Dieselbe
hat den Vorteil, daß sie sich ohne alle Anregung' von selbst
ladet, und wenn nur darauf gesehen wurde, dnß die Draht.;
pinsel immer gut auf den Kontaktstellen schleiften, und wenn
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von Zeit zu Zeit der auf den Glasscheiben sich ansammelnde
Staub zuerst mit einem in destilliertes Wasser getauchten,
dann mit einem trockenen Tuche abgewischt wurde, so ver~

sagte sie selbst bei der angestrengten monatelangen Tätigkeit
(manchmal durch mehrere Tage hindurch 8-10 Stunden) den
Dienst niemals. Dadurch, daß man die Maschine drehte,
während der Draht W nicht in den Haken T eingehängt war,
wurde konstatiert, daß die auf den Scheiben der Maschine be~

findliche Elektrizität nicht auf die zu untersuchenden Kugeln
wirkte. Solange man wünschte, daß die wirkenden Kugeln
unelektrisch seien, lag sowohl auf dem Drahte U als auch auf
dem Drahte ffT ein mit der Erde verbundener Draht auf. Man
hob zuerst den auf dem Drahte lf7 liegenden und dann auch
den zweiten auf. Es lud sich also jetzt zuerst die Flasche Z.
Sobald ein Funke zwischen den Kugeln U und J1 übergesprungen
war, wurde der Draht X sogleich wieder mit der Erde ver~

bunden. Die Flasche Y und mit ihr auch die wirkenden
Kugeln waren also jetzt geladen. Wollte man sie wieder ent~

laden, so berührte man den Draht W wieder mit dem ab~

geleiteten. Durch Veränderung der Distanz der Kugeln U
und JT (der Schlagweite) konnte man die Elektrizitätsmenge
variieren, mit der die wirkenden Kugeln geladen wurden. Bei
einigen Versuchen wünschte ich die wirkenden Kugeln nur
eine kurze, aber genau gegebene Zeit zu laden. Dies erreichte
ich in folgender Weise. Der Draht W war zwischen der Kugel U
und der Flasche Yunterbrochen. Doch standen sich die beiden,
durch ~ie Unterbrechung gebildeten Enden a und b sehr nahe

.und jedes derselben trug ein durch Siegellack isoliert an einen
höher und tiefer stellbaren rrräger
festgekittetes Quecksilbernäpfchen,
wie es die Fig. 8 zeigt. Ein haken
förmig gebogener Draht c war an
das Pendel eines Metronoms mit

Fig. 7. Schellack isoliert festgekittet und
zwar so, daß er, wenn das Metronom

ging, in der Sekunde z. B. 10mal für einen Moment die beiden
Näpfchen überbrückte, während in der übrigen Zeit die Näpf
chen nicht in metallischer Verbindung waren. Man leitete nun
sehr bald nachdem zwischen den Kugeln U und JT der Funke
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übergesprungen war, denjenigen Teil des DrahtesW, der mit
der Kugel U in Verbindung war, zur Erde ab; die Flasche Y
konnte sich jedoch, da der Draht W unterbrochen war, erst
entladen, nachdem der Haken c wieder in seine frühere Lage
zurückgekehrt war, was genau nach 1/10 Sekunde geschah, so
daß also die wirkenden Kugeln in der rrat gerade durch
1/10 Sekunde geladen waren. Bei den im Winter 1873 mit
alternierender Ladung angestellten Versuchen benutzte ich die
in Fig. 7 dargestellte Zusammenstellung. An die eine Zinke
einer elektromagnetischen Stimmgabel d, welche in der Sekunde
180 ganze Schwingungen machte, war mit Siegellack ein Glas
streifen und an diesen ein kleines rechteckiges Kupferblech e
befestigt. An das Kupferblech war zunächst ein spiralig ge
wundener dünner Eisendraht f angelötet, dessen anderes Ende

M

~---~--+

Fig.8.

an einen Kupferdraht g gelötet wurde, der zu den wirkenden
Kugeln führte. Diese an der einen Zinke befestigte Vorrich
tung hemmte die Schwingungen der Stimmgabel-gar nicht, so
bald nur an die andere Zinke ein entsprechendes Gegengewicht
befestigt wurde. Etwa PIz mm oberhalb des Kupferplättchens
befand sich ein etwa 1/4mm dicker Kupferdraht lt, dessen Ende
senkrecht zur Ebene des Kupferplättchens . stand. Ein· gleich
beschaffener Kupferdraht i befand sich unterhalb des Kupfer
plättchens in derselben Distanz, so daß das Kupferplättchen,
wenn die Stimmgabel schwang, abwechselnd an den oberen
und unteren Kupferdraht stieß, die wirkenden Kugeln also ab
wechselnd mit dem oberen oder unteren Kupferdraht leitend
verbunden wurden. Die Art und Weise, wie die Kupfer
drähte hund i befestigt waren, damit sie durch die Stöße des
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Kupferplättcbens nicht verbogen würden, ist in Fig. 9 versinn
licht. Die Ebene dieser Figur ist die Ebene derbeiden Di'ähte
lt und i, so daß die Ebene des Plättchens .e senkrecht auf. der
Zeichnungsebene steht. mund nsind zwei an verstellbaren
Trägern befestigte· Hartgummiplättchen, auf denen die Drähte
hund i auflagen, und zwar waren. die beiden Enden pund q
dieser Drähte mit Siegellack festgekittet , die beiden anderen
Enden dagegen wurden bloß durch die Elastizität der Drähte
gegen das Hartgummi leicht angedrückt. Kehren wir zur

Fig. 8 zurück. Dieselbe ze.igt, daß
die beiden dünneren Drähte hund
i an zwei dickereIl und langelötet
waren. Von den letzteren stand
jeder mit der innerenBelegung einer
Leyc1ener Flasche in Verbindung (die
äußere Belegung war wieder zur

Erde abgeleitet) und ihre Enden führten zu den beiden Elek
troden der Influenzmaschine, und zwar konnte mit Leichtigkeit
entweder der Draht II mit der positiven und I mit der nega
tiven Elektrode oder auch umgekehrt verbunden werden. Sei,
wie es die Fig. 8 darstellt, II mit der positiven, l mit der
negativen Elektrode verbunden und die Stimmgabel in Gang.
Vor Beginn des Versuches war über die beiden Drähte kund l
ein dritter Draht g~legt,· welcher heide berührte und mit einem
Ende in ein zur Erde abgeleitetes Quecksilbernäpfchen tauchte.
Man entfernte nun plötzlich diesen dritten Draht. ITetzt lud
sich die Flasche r positiv, die Flasche s ebenso stark negativ.
Wenn also das Plättchen e an den Draht lt stieß, wurden die
wirkenden Kugeln positiv, nach einer halben Schwingung der
Stimmgabel wurden sie gleich stark negativ, dann wieder po
sitiv usw. geladen. Dadurch wurde die alternierende Ladung
<:1er wir}renden Kugeln erzielt. Wenn man den Versuch be
enden wollte) so berührte man zuerst den Draht ,fl mit einem
zur Erde abgeleiteten; dann erst legte man über die Drähte
k und I den zur Erde abgeleiteten Draht, damit nicht. durch
~urze Zeit nur eine einzige Elektrizität den wirkenden Kugeln
zuströme und die Drehwagen in Unordnung bringe. Obwohl
~lie Influenzmaschine gleiclwiel positive als negative Elektrir.ität
entwickelt, so bildete sich doch mit der Zeit in dem ganzen
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~'ysteme, daher auch auf den wirkenden Kugeln ein kleiner
Uberschuß der einen oder anderen Elektrizität, vermutlich weil
sich die eine rascher als die andere zerstreute. Um diesem
Übelstande möglichst zu steuern, zog ich ein kurzes Stück
Glasröhre in der Mitte in einen dünnen· Faden aus, den ich
hufeisenförmig krümmte, so daBer die'jn Fig. 8 mit n v 10 be
zeichnete Gestalt. annahm:

Von den beiden Stücken u und 10 der Glasröhre wui'de
das eine mit destilliertem Wasser gefüllt, welches durch den
'Glasfaden allmählich in das andere Stück drang. Waren beide
Stücke u und 10 voll Wasser, so wurde das eine durch einen
Draht mit der Erde, das andere mit dem Drahte g verbunden.
Durch das im Glasfaden enthaltene Wasser floß nun die über
schüssige Elektrizität zur Erde ab, derselbe bot aber der
Elektrizität einen so bedeutenden Widerstand, daß die alter
nierenden Ladungen nicht Zeit, hatten abzufließen; dieselben
wurden vielmehr durch denWasserfaden nur unbedeutend
geschwächt. Um die Influenzmaschine in möglichst gleich
förmigem Gange erhalten zu können, war um die Achse der.;.
selben ein dicker' Kupferdraht gewunden, der in einem Haken
endete. Dieser Haken stieß bei jeder Umdrehung einmal gegen
eilien zweiten Kupferdraht, der dann durch sein Zurück.;.
schnellen in die alte Lage ein Geräusch verursachte. Die
Maschine wurde gerade so schnell gedreht, daß diese Geräusche
immer mit den Schlägen eines Metronoms koinzidierten.

§ 5. Verfertigung der. Kugeln.

Die Hartgummikugel' ließ ich' von einem Mechaniker aus
einem Stabe drehen. Die übrigen Kugeln wurden in einer
Kugelform, wi~ man sie zum Gießen kleiner Revolverkugeln
hat, gegossen. Damit die Kugel nicht in der .• Form ).laften
bleibt, wurde letztere vor' dem Gusse mit ein wenig Öl, heim
Gießender Kolophoniumkugeln mit etwas destilliertem Wasser
ausgeschmiert. Da sich die Snbstanzbeim Erkalten zusammen
zieht, muß, solange das ~rkalten währt, nachgegossen werden,
damit in der Mitte der' Kugel kein Loch entsteht. Geschah
dies, so waren im Innern der Kugeln nach dem Zerbrechen
keine Hohlräume mehr sichtbar, auch zeigten die Kugeln das
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richtige spezifische Gewicht. Der Stiel, welcher sich im Guß
loche bildet, wurde nachher so abgeschnitten, daß die Kugel
gestalt möglichst ergänzt wurde, was bei den Schwefelkugeln
am besten bald nach dem Gusse geschieht. Die Beobachtungen
wurden erst angestellt, wenn die Substanz wieder in u-Schwefel
übergegangen war. Bei Paraffin und Kolophonium hat man
zu achten, daß sich die Kugeln nicht, solange sie weich sind,
deformieren. Das Öl wurde von den Kugeln durch Abwaschen
und Abreiben mit einem trockenen Tuche entfernt. Nachher
wurden die Kugeln meist über einer Spirituslampe ihrer
Elektrizität beraubt. Einige derselben ließ ich unter einer
Glasglocke so lange hängen, bis sie unelektrisch geworden
waren. Die Kolophoniumkugeln wurden nicht abgewischt,

- damit keine Fädchen hängen blieben; das Wasser verdunstete
von selbst.

Bei den im Sommer 1872 angestellten Versuchen wurde
die gleich schwere leitende Kugel (die ich kürzehalber immer
als "die Metallkugel" bezeichnen will) dadurch erhalten, daß
ich eine vollkommen gleichbeschaffene, aus demselben Materiale,
in derselben Form gegossene Kugel mit Blu,ttgold oder Blatt
aluminium überzog. Da dadurch das Volum der Kugel fast
gar nicht, ihr Gewicht nur sehr wenig verändert wurde, so war
es leicht, durch Anbringen eines etwas leichteren Schellack.
häkchens, Bohren eines kleinen, mit Blattgold überzogenen
Locl1es die Gewichte vollkommen gleich zu machen. Nur bei
einem Versuche verwendete ich eine mit Stanniol überzogene
Kugel, ohne aber ein anderes Resultat zu erhalten. Bei den
im Winter 1873 angestellten Versuchen jedoch zog ich wegen
der sicheren Leitung einen Stanniolüberzug dem aus Blattgold
vor. Es wurde die zu überziehende Kugel aus demselben
Materiale, in derselben Form, jedoch ein wenig hohl gegossen
und dann durch in die Höhlung gestopfte Körperehen auf
dasselbe Gewicht gebracht. Die feinste Regulierung des Ge
wichtes geschah erst, nachdem die Kugel fertig war, durch
Ankleben kaum sichtbarer Wachsmengen oder Entfernung von
Stanniol. Es zeigte sich, daß man auch den Stanniolüberzug
sehr glatt bekommen kanu, wenn man alles Stanniol, das Falten
zu bilden sucht, entfernt, die Ränder durch minimale Quanti
täten ,on Klebwachs anklebt und alles mit dem Nagel glättet.
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Doch wurde immer darauf gesehen, daß der ganze Stanniol
überzug aus einem zusammenhängenden Stannniolstück bestand.
Das Volum der mit Stanniol überzogenen Kugeln war immer ein
wenig größer als das der anderen, was jedoch durch Rechnung
"eliminiert werden kann. Die Schellackhäkchen, an denen die
Kugeln hingen, wurden aus einem etwa 1/4mm dickenSchellack
faden durch gelindes Erwärmen gebogen. Befestigt wurden
sie, indem man die entsprechende Stelle der Kugel ein wenig
über die Schmelztemperatur des Schellacks erwärmte und dann
das womöglich unten ebenfalls erwärmte Häkchen aufsetzte.
Bei Paraffin wurde das Häkchen in die Kugelsubstanz ein
geschmolzen. Die Kugeln wurden immer unter einer Glas
glocke verwahrt und beim Einhängen, damit sie sich nicht
elektrisierten, auf Löffeln von derselben Substanz getragen, eine
Vorsicht, die übrigens wohl kaum nötig gewesen wäre.

§ 6. Beschreibung der Versuche, bei denen die
wirkenden Kugeln während 22 bis 90 Sekunden

gleichnamig geladen waren.

Bei diesen Versuchen wurden die wirkenden Kugeln mit
der in Fig. 6 dargestellten Vorrichtung geladen. Es wurden
zuerst auf die beiden Drähte Wund X zwei zur Erde ab
geleitete Drähte aufgelegt und von zwei Beobachtern gleich
zeitig der Teilstrich bestimmt, um welchen das Fadenkreuz
jedes der beiden Fernröhre zu schwingen schien. Derselbe
soll immer die Ruhelage heißen. Dann wurde die Influenz
maschine gedreht und die beiden zur Erde abgeleiteten Drähte
abgehoben. Es lud sich jetzt zunächst die Flasche Z, dann
sprang ein Funke zwischen der Kugel U und 17 über, worauf
sofort der Draht X wieder abgeleitet wurde. Die Flasche Y
und mit ihr d{e beiden wirkenden Kugeln waren also jetzt mit
Elektrizität geladen, und es wurden jetzt von heiden Beob
achtern vier (hie und da auch zwei, sechs oder acht) sich
folgende Umkehrpunkte beobachtet, d. h. die im Fernrohre
sichtbaren Zahlen, die das Fadenkreuz im Momente, wo es
gerade umzukehren schien, deckte. Das arithmetische Mittel
der beiden ersten Umkehrpunkte gab den Teilstrich, um den
das Fadenkreuz anfangs, das Mittel der beiden letzten den-
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jenigen um den es später zu schwingen schien. Ich nenne
diese Teilstriche immer die abgelenlden .La.qen.

Zieht man von der abgelenMen Lage die Ruhela.qe ab, BÖ

erhält man die Anzahl der rreilRtriche, um welche das Spiegel
bild der Skala durch die Einwirkung der Elektrizität abgelenkt
wurde. Ich will die Anzahl dieser Teilstriche immer die Ab
lenkung der betreffenden Kugel nennen. (Beim Fernrohre,
welches auf die zweite Drehwage visierte, mußte, um die Ab
lenkung zu erhalten, umgekehrt von der Ruhelage .die ab
gelenkte Lage subtrahiert werden, weil diese Drehwage in der
entgegengesetzten Richtung abgelenkt wurde.) Man sieht, daß
hier bei Berechnung der Ablenkungen a:uf die Dämpfung der
Schwingungen keine Rücksicht genommen wurde. Es war dies
erlaubt, erstens weil die Dämpfung in der Tat nicht sehr groß
war, hauptsächlich aber, weil dadurch an jeder Ablenkung nur
ein Fehler hervorgerufen werden konnte, der der Größe der
betreffenden Ablenkung proportional war, und da es sich bei
diesen Versuchen immer nur um die Verhältnisse mehrerer
Ausschläge handelt, so war' ein solcher auf· das Resultat ohne
allen Einfluß. Bei den Versuchen mit alternierender Ladung
wurde übrigens die Dämpfung durch Kombination von drei
Umkehrpunkten eliminiert. Möglichst rasch nach der Beob
achtung des vierten Umkehrpunktes wurde der Draht IV wieder
zur Erde abgeleitet. Da die beiden Kugeln jetzt nahe ohne
Geschwindigkeit in ihren Ruhelagen standen, so schwangen sie
nach geschehener Entladung nur sehr wenig. Es diente also
diese Methode des Ladens und Entlac1ens, um möglichst rasch
nacheinander viele Beobachtungen machen zu können, ohne
daß die Kugeln in allzu heftige Schwingungen gerieten. Auch
der Moment der Ladung wurde nach Möglichkeit so gewählt,
wie es zu diesem Zwecke am günstigsten war. Damit dies bei
beiden Kugeln gleichzeitig möglich sei, wurden die Schwingungs
dauern beider möglichst gleich gemacht. Den Inbegriff der
bisher geschilderten Manipulationen will ich kurz eine Beob
achtung nennen. Nach Beendigung der Beobachtung wurde
wieder aus zwei, oder wenn die Schwingungen besonders heftig
waren, aus drei sich folgenden Umkehrpunkten die Ruhelage
bestimmt. Bei jeder Beobachtung wurde das Mittel der vorher
gehenden und. nachfolgenden Ruhelage zugrunde gelegt. Da
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in dem Fernrohre, das auf die zweite Drehwage visierte, sich
die Ruhelage fast gar nicht veränderte, so zog es Herr
Dr. Albert von Ettingshausen, welcher durch dieses Fern
rohr ablas, vor, dieselbe ein für allemal auf den Teilstrich 500
zu stellen und kleine Veränderungen, die sie etwa erfuhr,
durch Drehung des Fernrohres vermittelst einer Schraube zu
korrigieren). Nach Vollendung der ersten Beobachtung wurden
zwei andere genau gleichbeschaffene Beobachtungen gemacht,
bei denen nur die wirkenden Kugeln mit der entgegengesetzten
Elektrizität geladen wurden. Dann wurden wieder zwei Beob
achtuugen mit der ursprünglichen Elektrizität gemacht usw.
Dieses Abwechseln mit den Zeichen der wirkenden Elektrizität
hatte zur Folge, erstens zu verhindern, daß die untersuchte
Kugel durch beständige Einwirkung ein und derselben Elek
trizität allmählich geladen wurden; zweitens den Fehler zu
eliminieren, der sonst durch eine auf der untersuchten Kugel
etwa schon ursprünglich vorhandene Elektrizität erzeugt worden
wäre. Eine solche auf der untersuchten Kugel etwa schon
ursprünglich vorhandene Elektrizität bewirkte, daß die eine,
den wirkenden Kugeln mitgeteilte Elektrizität eine größere,. die
andere aber eine um ebensoviel kleinere Ablenkung erzeugte.
Das Mittel beider Ablenkungen war also gleich der Ablenkung,
die jede Elektrizität hervorgebracht hätte, wenn die ein
gehängte Kugel ursprünglich unelektrisch gewesen wäre.

Die Menge der Elektrizität, welche den· wirkenden Kugeln
bei jeder Beobachtung mitgeteilt wurde, konnte durch Ab
änderung der Schlagweite zwischen den Kugeln. U .und V
reguliert werden. Doch blieb diese Schlagweite bei jeder
Versuchsreihe dieselbe, so daß also während der ganzen Ver
suchsreihe die wirkenden Kugeln wenigstens nahe mit der
selben Elektrizitätsmenge geladen wurden. Ich lasse nun als
Muster sämtliche Zahlen einer Beobachtungsreihe folgen, und
zwar wähle ich hierzu die Beobachtungsreihe, deren Resultate
in Tabelle Ir zusammengestellt ist, da die vorhergehenden
Beobachtungsreihen mehr den Charakter von Vorversuchen
hatten und daher ihre detaillierte Mitteilung von weniger
Interesse zu sein scheint. Wo zwischen zwei horizontalen
Strichen bloß zwei Zahlen stehen, sind dies immer Umkehr
punkte, die beobachtet wurden, während die wirkenden Kugeln
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unelektrisch waren, die also zur Berechnung der Ruhelagen
dienten. I) Rechts neben je zwei derartigen Umkehrpunkten ist
immer ihre Summe, also die doppelte Ruhelage angemerkt.
Die Reihe der letzterwähnten Zahlen zeigt also, wie sich die
Ruhelage mit der Zeit veränderte. Die entsprechenden Rubriken
für die zweite Drehwage sind leer, weil dort die doppelte Ruhe
lage immer 1000 betrug. Hier und da, wenn die Ruhelage
besonders konstant blieb,. wurde dieselbe auch bei der ersten
Drehwage zwischen zwei Beobachtungen nicht abgelesen. Dann
ist auch die entsprechende Rubrik für die erste Drehwage
leer. Zwischen zwei Ruhelagenbestimmungen stehen immer
vier Umkehrpunkte , welche zwischen denselben beobacbtet
wurden, während die wirkenden Kugeln elektrisch waren.. Rechts
ist sowohl den beiden ersten als auch den beiden letzten die
aus ihnen berechnete doppelte Ablenkung der betreffenden
Kugel beigesetzt.2) Die zweite Ablenkung ist immer ein wenig
kleiner als die erste, was sich daraus erklärt, daß ein Teil der
der Flasche Y (Fig. ö) mitgeteilten Elektrizität sich allmählich
zerstreute.

Die ausführliche Mitteilung. aller dieser Zahlen bei allen
Beobachtungsreihen wäre zu weitläufig und erschien mir um
so weniger notwendig, als sämtliche übrigen Beobachtungen
ganz in derselben Weise verliefen. Bei allen übrigen Beob
achtungen werde ich daher nur die Quotienten der Ausschläge
der zweiten Drehwage in die der ersten mitteilen. Die später
anzustellenden theoretischen Betrachtungen werden zeigen (das
selbe lehrt übrigens auch schon eine einfache Überlegung), daß
die auf beide Kugeln ausgeübten Kräfte dem Quadrate der
den wirkenden Kugeln mitgeteilten Elektrizitätsmenge pro·
portional sind .(wenn sich außer ,dieser Elektrizitätsmenge nic:Q.ts
verändert).

1) Wenn der erste und dritte Umkehrpunkt nicht identisch waren,
so ist die erste der angeführten Zahlen immer das Mittel des ersten und
drittenUmkehrpunktes, welches, da beide fast identisch waren, im Kopfe
berechnet wurde, ohne den ersteu und dritten Umkehrpunkt separat zu
notieren.

2) Es wurde immer die doppelte Ablenkung angegeben, um die
Division durch 2 zu ersparen. Für die späteren Rechnungen ist dies
natürlich gleichgültig, da in denselben ohnedies nur das Verhältnis je
zweier Ablenkungen vorkommt.
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Versuche mit der Schwefelkugel.

78

75

Erste Drebwage Ilzweite Drehwage

Doppelte r Doppelte
Um- Ruhelage Um- Ruhelage
kehr- oder kehr- oder

punkte doppelte punkte doppelte
Ablenkung Ablenkung

~ 1
1000

558 I Uu~ 11

623,5 53 418 79
560,5 503

619 51 i 422 75
563 503

Erste Drehwage I Zweite Drehwage

Doppelte . Doppelte
Um- RUhelage Um- Ruhelage

kehr- oder I kehr- oder
punkte doppelte punkte doppelte

Ablenkung Ablenkung

585 I 1132,5 1

1

, 434 I547,5 !
-----'--._---

616 I
569,5 52,5 488

611,5 43R
569 47,5 489

!

77

74

Boltzmann, Gesammelte wiBsensch. Abhandl. I. 32
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Vers uehe mit der Metallkugel.

77

73

75

71

75

420 I

508
425
508

I
i

433

I494
436

495 I

I

81

77
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Da ferner die Ablenkungen beider Drehwagen immer sehr
klein waren, so .sind sie nahe den .wirkenden Kräften pro..
portional. Der Quotient der Ablenkung der zweiten Drehwage
in den der ersten ist also die Ablenkung, die die erste Dreh
wage gezeigt hätte, wenn den wirkenden Kugeln gerade so viel
Elektrizität mitgeteilt worden wäre, daß die zweite den Aus..
schlag eins gezeigt hätte. Ich will diesen Quotienten kurz
"die reduzierte Anziehung" der in der ersten Drehwage hängen"'l
den Kugel nennen.

Bei meinen Versuchen wurde immer zuerst die isolierende
Kugel in die erste Drehwage eingehängt und die Größe be
stimmt" welche ich eben deren reduzierte Anziehung genannt
habe. Dadurch, daß die wirkenden Kugeln bald positiv, bald
negativ geladen wurd!3n und aus alle:p.. hierbei beobachteten
reduzierten Anziehungen das Mittel genommen wurde, ward in
der bereits besprochenen Weise der Einfluß einer etwa schon
ursprünglich auf der Kugel vorhandenen· Elektri,zität eliminiert.
Dann wurde, ohne daß sonst etwas verändert wurde, die
Metallkugel an die Stelle der isolierenden gehängt und wieder
deren reduzierte Anziehung bestimmt. Dividieren wir jetzt die
reduzierte Anziehung der Metallkugeldurch die der isolieren
den, so erhalten wir also die Zahl, welche angibt, wievielmal
eine isolierte, leitende, ursprünglich unelektrische Kugel stärker
angezogen wird, als eine gleich große, ursprünglich ebenfalls
unelektrische isolierende Kugel, also die Zahl, welche wir uns
zu bestimmen vornahmen und die ich künftig immer mit lff
bezeichnen will.

In den folgenden Tabellen werde ich nun bei jeder Beob
achtungsreihe sowohl für die Metallkugel, als auch für die
isolierende unter steter Angabe des Zeichens der wirkenden
Elektrizität die verschiedenen reduzierten Anziehungen mitteilen~

von denen sich je zwei aus dem, was ich in diesem Paragraph
eine Beobachtung genannt habe, ergaben. Dann teile ich für
jede Kugel das Mittel M aller reduzierten Anziehungen mit.
Hierauf folgt in der Tabelle der Quotient der reduzierten An-,
ziehung der isolierenden Kugel in die der Metallkugel, also
die Größe, welche ich schon oben mit E bezeichnete. Zu
Anfang jeder Tabelle bemerke ich noch:
. Die Grenzen, _ zwischen denen die Able~kung 2.A der

32*
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zweiten Drehwage lag und die Schlagweite S zwischen den
Kugeln U und JT in Millimetern, welche jedoch nur ganz bei
läufig geschätzt wurde.

Damit um so anschaulicher werde, wie die in den folgen
den Tabellen zusammengestellten Zahlen aus den unmittelbar
beboachteten berechnet wurden 1 lasse ich hier eine Tabelle
folgen, welche genau so wie alle späteren aus den in diesem
Paragraph ausführlich mitgeteilten Beobachtungen berechnet
wurde.

Schwefelkugel

S=2mm
2...4. zwischen

67 und 82

+
0,67
0,68
0,69
0,74
0,75
0,78

0,58
0,56
0,66
0,61
0,67
0,63
+

0,68
0,68
0,68
0,72

Stan'niolkugel

S= 2mm
2...4. zwischen

67 und 92

+
1,39
1,46
1,45
1,46
1,57
1,42

1,98
1,33
1,31
1,36
1,37
1,18
+

1,31
1,37
1,40
1,45

0,58 1,37
0,60 1,35
0,66 1,41
0,67 1,45

M = 0,6645 M = 1,3895
E = 2,091.

Man· sieht, daß die reduzierte Anziehung durchschnittlich
dieselbe war, es mochte positive oder negative Elektrizität
wirken, womit bewiesen ist, daß beide Kugeln ursprünglich
unelektrisch waren und nur die Stanniolkugel durch Influenz,
die Schwefelkugel durch dielektrische Polarisation elektrisiert
wurde. Doch zeigt sich auffallend, daß die reduzierte AIi-
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ziehung beständig wuchs, solange man mit der gleichnamigen
Elektrizität arbeitete, und plötzlich zu einem 'viel kleineren
Wert übersprang, sobald mail die wirkende Elektrizität wechselte.
Es kam dies offenbar daher, daß, solange eine und dieselbe
Elektrizität wirkte, die Kugel durch Zerstreuung an die Luft
(oder Ableitung durch die Schellackfäden?) allmählich sich mit
der entgegengesetzten Elektrizität lud, was aber, weil ich die
wirkende Elektrizität beständig umtauschte, auf unsere Be
rechnungen keinen schädlichen Einfluß übte.

§ 7. Die bei sämtlichen, im vorigen Paragraph be
schrie benen Versuchen erhaltenen Zahlen.

Der Faden GK 11 (Fig. 2) der ersten Drehwage war, wie
bereits bemerkt, zuerst ein Kokonfaden. Indem in denselben
erst eine Schwefelkugel, dann eine versilberte, dann eine mit
Stanniol bekleidete eingehängt wurde, erhielt ich folgende
reduzierte Anziehungen:

Tabelle 1.

Schwefelkugel
8=2 8 = 1,3 S = 0,8

2,A 73-94 2,A 31-45 2,A 17-23

+ + +
0,76 0,70 0,77
0,88 0,84 0,89

0,46 0,52 0,48
0,52 0,65 0,69
0,62 0,72 0,63
0,72 0,84 0,77

+ + +
0,58 0,55 0,51
0,69 0,62 0,62
0,75 0,80 0,72
0,86 0,88 0,84

0,41 0,50 0,60
0,53 0,61 0,76
0,61 0,70 0,75.
0,72 0,81 0,88--_.-

M = 0,651 M = 0,696 M = 0,707
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Vergoldete Kugel Stanniolkugel

8 = 1,3 8=2 8 = 1,3 8=2

2.A 25-43 2.A 63-80 '2.A 30-54 2.A 70-85

+ + +
1,37 1,62 1,59 1,39

1,44: 1,76 1,59

+
1,51 1,01 1,24 1,29

1,64 1,12 1,37 1,42

1,72 1,27 1,45 1,50

1,88 , 1,41 1,56 1,53

+ + +
1,05 1,26 '1,16 1,26

1,19 1,41 1,27 1,42

1,29 1,56 1,34 1,52

1,43 1,67 1,48 1,64

+
1,32 : 1,18 1,22 1,03

1,44 1,33 1,37 1,18

1,58
-1-

1,36 1,45 1,33

1,69 1,64 1,57 1,45
-------

M ~ 1,390
---

M = 1,467 M == 1,400 M = 1,390

E = 2,108 E = 2,150 E = 2,000 E = 2,150.

Bei diesen Versuchen nimmt die reduzierte Anziehung,
solange gleichnamige Elektrizität wirkte, sehr bedeutend zu.
Die Ursache lag darin, daß die Kokonfäden nicht gut isolierten.
Denn als ich statt der Schwefelkugel bloß einen zweiten Kokon
faden einhing,. der erst ganz unten fast ganz außerhalb des
Bereiches der Wirksamkeit der wirkenden Kugel mit einer
Schwefelkugel belastet war, die sich noch dazu in einer auf
geschlitzten 'Goldpapierschachtel befand, so zeigte sich eben
falls eine Ableitung der Drehwage. Die in der vorigen Tabelle
gefundenen Werte von 13 verdienen daher nur wenig Vertrauen.
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Wenn sie tro~zdem nicht schlecht mit den späteren stimmen,
so ist dies ein Beweis für die Güte der Eliiriinationsmethöde
der allmählich sich bildenden Ladung, welche, selbst wen~ sie
einen weit größeren Betrag hat, als sie bei den späteren Ver
suchen haben wird, sich noch hinlänglich eliminiert.

Ich vertauschte jetzt die .K;okonfäden mit den Schellack
fäden. Daß die letzteren keine bemerkbare· Einwirkung er
fuhren, konstatierte ich in folgender Weise. Ich hing an die
Schellackfäden wieder statt der Schwefelkugel einen langen
Schellackfaden, an dem erst ganz unten außerhalb des Wirkungs
bereiches der Elektrizität, und noch dazu in der aufgeschlitzten
Goldpapierschachtel, die Schwefelkugel hing. Nun ließ ich die
wirkenden Kugeln durch 10 Minuten positiv geladen, entlud
sie dann und lud sie hernach negativ. Es zeigten sich folgende
Ablenkungen:

Doppelte Ablenkung der Doppelte Ablenkung der
ersten Drehwage zweiten Drehwage

gleich nach der positiven Ladung
0 191

0 186
na~4 21/ 2 Minuten

sf.t i65
s/, 164

nach 5 Minuten
1sI, 152

nach 10 Minuten
2~2 t36

nach der Ladung mit negativer Elektrizität
-2· 182

Das negative Zeichen der letzten Ablenkung der ersten
Drehwage bedeutet, daß er nach der entgegengesetzten Seite
erfolgte, die Schellackf"äden also abgestoßen wurden. Obwohl
somit bei diesem Versuche die wirkenden Kugeln bedeutend
stärker als bei allen anderen geladen wurden, hatten sich doch
die Schellackfäden bei den beiden ersten Scbwinguugen nicht
bemerkbar geladen. Nun erneuerte ich die Versuche und er
hielt die in den folgenden Tabellen·· zusammengestellten
Resultate:

).



· Tabelle 2. Tabel1e 3i Cl
0

Sch wefelkugel. Metallkugel. Paraffinkug~l. Metallkugel. .Ji:>.

8= 1,3 8=2 8 = 1,3 8 = 2,8 8 = 1,3 8=2 8 = 1,3 I-.:l

8=2 <:;>.

2.A 80-108 2.A 28-35 2.A 66-90 2.A 30-38
2.A 67-82 2.A 26-34 2.A 70-92 2.A 32-42 + + + +

t:=j
M

+ + 0,64 0,63 1,07 0,81 >0
+ + CI>

>-s
0,67 0,80 1,39 1,31 0,74 0,75 1,10 0,97 S'
0,68 0,72 1,46 1,39 0,74 0,'16 1,12 1,21 CI>

0,69 0,87 1,45 1,50 0,83 0,91 1,17 1,19 ae.0,74 0,90 1,46 1,59 - - - - ~

0,75 0,80 1,57 - 0,62 0,68 0,95 0,83 l:'....
CI>

0,78 1,02 1,42 1,54 0,74 0,83 0,97 0,87 >-s
fJl

- - - 1,67 0,75 0,'1'1 1,06 0,97 :=
Q

0,58 0,50 1,18 1,59 0,86 0,90 1,03 1,04 tr:=
0,56 0,48 1,33 1,56 + + + + l:'

0,66 0,62 1,31 1,71 0,71 0,64 1,04 1,13
(JQ

:=:
0,61 0.61 1,36 1,47 0,80 0,79 1,07 1,17 ~
0,67 0;55 1,37 + 0,74 0,70 1,10 1,06 P.
0,63 0,53 1,38 1,14 0,86 0,89 1,13 1,09 ~

+ + + 1,12 - - - - §:
0,68 0,73 1,31 1,20 0,52 0,74 0,94 0,91 CD

~0,68 0,71 1,37 1,34 0,69 0,86 0,97 0,90 ,
OJ68 0,67 1,40 1,05 0,74 0,84 0,99 0,97 ~
0,72 ~71 1.45 1,30 0,81 0,97 1,00 1,01 CD

""l

- - - M = 0,737 + .ll[ = 1,044 M = 1,008
t:S

1,405 ~
0,58 0,46 1,37 E = 1,42

0,58
~0,60 0,47 1,35 0,72 ~

0,66 0,52 1,41 0,72 t:S
(JQ

0,67 0,57 ~ 0,74 ~

llf = 0,6645 Jl = 0,775
UJ

0,662 1,389 ~
E = 2,091 E = 2,122 E= 1,30





(Fort.setzung der Tabelle 4.) Tabelle 5.

Metallkugel zu den bei den vorher- Hartgummikugel. Metallkugel. e,.,'
0

gehenden Beobachtungen. 8= 2. 8=2 0':>

2.A. 62-90 2.A. 70-95 ~

S = 0,8 8= 1,3 8=2 Ot

+ +
2...4. 15-20 2 A. 31~26 2...4. 60-77 0,56 1,32 t?=.1

x
0,61 1,36 '"0

~

+ + + 0,61 1,38 I-j

1,23 1,03 1,04 0,61 1,40 s·
CD

1,30 1,07 - - ~

1,05 <:t-

0,63 1,19 . ~

1,27 1,11 1,09 ;;"
0,69 1,28 g.

1,34 1,16 1,12 + 1~30 CD
I-j

--> 0,58 1,32 CD
~

0,61 + Q

0,83 0,86 0,90 0,62 1,28 g"
0,85 0,88 0,90 ~

0,66 1,30 (JQ

0,93 0,94 0,95 - 1,34 1=:

1,00 0,97 0,97 0,60 1,36 ?"
?-

+ + + 0,62 -
0,63 1,28 p",

1,17 " 1,06 1,02 §:0,67 1,29 CD

1,23 1,10 1,05 + 1,29 Pi'"
0-+-

1,29-- 1,08 0,60 1,31
I-j

1,06 .
~.

1,38 1,13 111 0,62 M = 1,312 CD,. 0,63 I-j

l:'
0,65 ~.

0,80 0,84 0,91 - I-j

Pi'"

0,84 0,89 0,93 0,61 ;:::
~

0,97 0,88 1,01 0,64 (JQ

0,65 1=
1,03 0,94 1,02

UJ

0,67 :l.
M = 1,091 M = 0,995 M = 1,009 M = 0,626

E = 2,096
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'rabelle 6.

Kolophoni umkugel.

Während Während Während
einer ganzen zwei viel'
Schwingung Schwingungen Schwingungen

geladen. geladen. geladen.

S= 2,8 8=2 S.= 2,8
2A 90-103 2A 65-82 2A 85-110

+ + +
0,76 0,79 0,77
0,81 0,85 0,82

0,87 0,85
.0,63 9,92 0,87
0,68 0,83
+ 0,54 0,89

0,82 0,57 0,93
0,84 0,62 0,95

0,66
0,60 + 0,59
0,64 0,80 . 0,62

M = 0,722 0,87 0,6,4
E =1,726 0,85 0,66

0,90 0,64-
0,69

0,56 0,70
0,61 . 0,72
0,63 +

.0,67 0,74
+ 0,78

0,79 0,80
0,86 0,84
0,85 0,83
0,90 0,87

0,90
0,59 0,92
0,63
0,64 0,57
0,68 0,61

M = 0,1'35 ' 0,64

E = 1,695 0,66
0,65
0,69
0,74
0,74

M---= 0,755-
E = 1,650

Metall
kugel.

8=2
2A 57-81

+
1,29
1,32
1,34
1,35

1,13
1,16
1,19
1,22
+

1,22
1,27
1,28
1,34

1,19
1,20
1,23
1,24
+

1,26
1,26
1,29
1,31

1,15
1,18
1,~3

1,25

':Ji = 1,246
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Bei Berechnung der Größen E wurde immer die Anziehung
der Metallkugel durch diejenige Anziehung der isolierenden
Kugel dividiert, welche bei derselben Schlagweite gemessen
worden war, da bei diesen beiden die Ablenkung der zweiten
Drehwage nahe dieselbe war; nur bei der mit der Kolophonium
kugel angestellten Beobachtungsreihe hatte ich die Metall
kugel nur bei einer Schlagweite untersucht. Es wurden daher
die hierbei erhaltenen reduzierenden Anziehungen' bei Be.
rechnung aller E' zugrunde gelegt.

Der für die Schwefelkugel gefundene Wert von E stimmt
ganz gut mit dem aus der.Dielektrizitätskonstante des Schwefels
berechneten. Die Paraffinkugel dagegen und alle anderen er
fuhren eine größere Anziehung als die theoretisch berechnete.
Es ist dies der Grund, weshalb ich mit Paraffin noch eine zweite
in Tabelle 4 zusammengestellte Beobachtungsreihe machte, bei
der sowohl die frühere als auch noch eine zweite besonders
sorgfältig gereinigte Paraffinkugel jede bei drei verschiedenen
Schlagweiten beobachtet wurde. Die vollkommene Überein
stimmung aller dabei erhaltenen Zahlen zeigte, daß kein Beob
achtungsfehler dabei im Spiele war. Ich prüfte beiue Kugeln
mit dem Elektroskope und fand, daß sie ausgezeichnet isolierten.
Die Ursache der stärkeren Anziehung der Paraffinkugel liegt
vielmehr, wie die späteren Untersuchungen unwiderleglich
beweisen, in dem, was ich als "dielektrische Nachwirkung" und
Faraday als elektrische Absorption bezeichnete. Es ist die
selbe schon in den in Tabelle 6 zusammengestellten Zahlen
ersichtlich. Die in dieser Tabelle mit "während einer ganzen
Schwingung geladen 'r überschriebenen Versuche unterschieden
sich nämlich darin von den übrigen, daß zwischen je zwei
Ruhelagebestimmungen nur zwei Umkehrpunkte abgewartet
wurden, .' aus denen natürlich nur eine Ablenkung berechnet
werden konnte. Nachdem der zweite Umkehrpunkt eingetreten
war, wurden" die wirkenden Kugeln schon wieder entladen, 80

daß also die Elektrizität immer nur während einer ganzen
Schwingung (221/ 2 Sekunden) auf das Kolophonium wirkte. Bei
den mit "währendvier Schwingungen geladen" überschriebenen
Versuchen dagegen wurd'enacht Umkehrpunkte zwischen je
zwei Ruhelagebestimmungenbeobachtet.

Aus dem ersten und zweiten wurde die erste in der Tabelle
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angegebene reduzierte Anziehung, aus dem dritten und vierten
die nächstfolgende usw. bestimmt. Da wirkte also die Elektrizität
durch vier volle ganze Schwingungen. Die in der Ta.belle 6
angeführten Werte von 13 zeigen in der ':rat, daß im letzten
Falle E am kleinsten, also die Anziehung der Kolophoniumkugel
am größten ist. Wenn dagegen die Elektrizität nur während
einer . Schwingung wirkte, wurde die Kolophoniumkugel am
schwächsten angezogen, weil die dielektrische Nachwirkung am
wenigsten Zeit hatte, sich zu entwickeln. Freilich wären die in
der Tabelle 6 angeführten Versuche für sich allein noch nicht
beweisend, besonders da gleichzeitig die Metallkugel nur bei
einer Schlagweite beobachtet wurde.

Ich würde hier und in einigen anderen Dingen sicher eine
größere Allseitigkeit angestrebt haben, wenn ich nicht wegen
der beschränkten Räumlichkeiten des gegenwärtigen Grazer
physikalischen Kabinetts meine Versuche mit Ende der Sommer
ferien hätte abbrechen müssen, und als ich mir ein neues Beob
achtungszimmer errungen hatte, gab es so viel Neues zu .unter
suchen, daß ich an eine Wiederholung der alten Versuche vor
läufig nicht denken konnte. Auch hatte ich zu Beginn meiner
Versuche weniger die Absicht, die .dielektrische Fernwirkung
zu einer genauen quantitativen Bestimmung der Dielektrizitäts
konstante zu benutzen, als vielmehr nur überhaupt ihre Existenz
und Übereinstimmung mit der Theorie nachzuweisen. Eine
kleine Ungenauigkeit haftet den eben mitgeteilten Zahlen auch
an, weil an denselben die beiden Korrektionen nicht angebracht
wurden, von denen in § 12 die Rede sein wird. Die erste Kor
rektion wegen der ungleichen Größe der beiden Kugeln würde
hier wohl nur einen ganz verschwindend kleinen Betrag geliefert
haben, weil ich hier mit Blattgold überzogene Kugeln verwendete,
deren GrÖBe· sich nicht merklich von der der unüberzogenen
unterscheidet. Die zweite Korrektion, welche deshalb anzu
bringen ist, weil sich die Metallkugel, während auf sie gewirkt
wird, nicht ganz an derselben Stelle wie die isolierende befand,
konnte ich deshalb nicht anbringen, weil ich nicht immer
darauf geachtet hatte, daß das Fernrohr nach dem Vertauschen
der Kugeln vollkommen unverrückt blieb.

In § 10, wo diese Korrektion ebenfalls angebracht wurde,
wird sich zeigen, daß sie sehr klein ist und die Werte von 13
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durch Anbringen derselben etwas kleiner werden. Aus diesem
Grunde dürften auch die in diesem Paragraph angegebenen
Werte von 13 ein wenig zu groß sein.

§ 8. Versuche, bei denen die wirkenden Kugeln
5 bis 10 .Minuten hindurch gleichnamig geladen war.

Um eine gewisse Übersicht über das Gesetz zu gewinnen,
wie die dielektrische Nachwirkung mit der Zeitdauer der Ein
wirkung der Elektrizität wächst, stellte ich einige Versuchs
reihen an, wobei die wirkenden Kugeln sehr lange Zeit hin
durch geladen blieben und eine lange Reihe von sich folgenden
Umkehrpunkten abgelesen wurde. Sehr störend war hierbei,
daß sich allmählich alle Bestandteile des Apparates elektrisierten,
und wäre es weit besser, die Elektrizität während kürzerer
Zeiträume, die aber in stetiger Reihenfolge von wenigen
Hundertstelsekunden bis mehreren Minuten variiert werden
könnten, wirken zu lassen, wozu mir aber einpassender
Apparat fehlte. Doch geht wohl aus meinen Versuchen her
vor, daß nach etwa 10 Minuten eine Paraffinkugel fast so
stark wie eine isolierte leitende angezogen wird; daß dagegen
die dielektrische Polarisation der Schwefelkugel mit wachsen
der Zeit nicht bedeutend zunimmt.

Von den in den fo.lgenden Tabellen mitgeteilten Ab
lenkungen ist die erste aus dem ersten, zweiten und dritten,
die zweite aus dem dritten, vierten und fünften Umkehr
punkte usw. unter Elimination der Dämpfung bestimmt. Wenn
einige Umkehrpunkte nicht beobachtet wurden,' so ist die Zeit
angegeben, welche von der Ladung der wirkenden Kugeln bis
zur Beobachtung der betreffenden Ablenkung verging. Vor und
nach der Beobachtungsreihe wurde die Ruhelage bestimmt.
Letztere differierte .meist zwei bis drei Teilstriche von der
ersteren. Es wurde der Berechnung der anfänglichen Ab
lenkung die erste, der der letzten die zweite, und der Be...
rechnung der mittleren Ablenkung eine mittlere Ruhelage zu
grunde gelegt. Manchmal wurden nach Beobachtung der
zweiten Ruhelage .die wirkenden Kugeln entgegengesetzt ge
laden und dann wieder eine Reihe von Ablenkungen beobachtet,
die dann in· der Tabelle die Überschrift "entgegengesetzt ge
laden" tragen.
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Metallkugel
Doppelte Doppelte

Ablenkung Ablenkung
d'er ersten der' zweiten
Drehwage Drehwage

84 85
84 81
81,2 78,5
84,7 77
84,2 75
84,2 73,8
84,7 72
85,2 71
85,2 70
85,5 69
85,7 68

nach 5 Minuten
86 65

nach 10 Minuten
92 58,5

Paraffinkugel
Doppelte Doppelte

Ablenkung Abl~nkung

der ersten der zweiten
Drehwage Drehwage

56 83
61,7 78
65,2 75,5
67,2 73,5
68,7 72
70,2 71
72 70
72,7 69
74 68
74,7 67
75~5 66,5
76,5 65
77 64,5

nach 5 Minuten
77,2 63
nach 7 1/ 2 Minuten

85 59

nach 10 Minuten
86 57

Doppelte Doppelte
Ablenkung Ablenkung
der ersten der zweiten
Drehwage Drehwage

112 207
117 198
119 191
120 187
121 182
122,5 178
123 175
124 173
124,5 170
125,5 168
126 166.
126,5 164,5
127 161

nach 5 Minuten
128,5 159

nach 10 Minuten
137 144

Kolophoniumkugel

Entgegengesetzt geladen
Doppelte Doppelte

Ablenkung Ablenkung
der ersten der zweiten
Drehwage Drehwage

64 223
69,5 212
71,5 204
73 207,5
74,5 202,5
75 189
76 185
77 180
78 177
79 175
80 172
80,5 169
8cl,5 168

nach 5 Minuten
82,5 164

nach 10 Minuten
94 146
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Schwefelkugel
.Entgegengesetzt geladen

nach 10 Minuten
105,5 175

Doppelte
Ablenkung
der zweiten
Drehwage

293,5
275,5
264
254
245
239
232
227
221
215
212
207

Doppelte
Ablenkung
der ersten
Drehwage

94,5
93,5
92 .

92,5
93
93,5
93,5
94
95
95,5
96,5
97

Doppelte Doppelte
Ablenkung Ablenkung
der ersten der zweiten
Drehwage Drehwage

106 176
106 169
106,5 164
107 160
107 157
107,5 158
108 153
109 151
110 148
110 146
111 145
111,5 143
112 142

nach 5 Minuten
p2,5 141
113 140

Diese Tabellen zeigen, daß die Ablenkungen der zweiten
Drehwage wegen der Zerstreuung der Elektrizität der wirken
den Kugeln beständig abnehmen; die der ersten Drehwage
dagegen nehmen zu und zwar kann diese Zunahme zwei
Ursachen haben: 1. die allmähliche,Ladung der in der ersten
Drehwageeingehängten Kugel mit derjenigen Elektrizität,
welche der der wirkenden Kugeln entgegengesetzt ist; 2. die
dielektrische Nachwirkung, Für die Stanniolkugel, bei der offen
bar nur die erste Ursache tätig sein kann, ist die Größe, welche
wir di~ reduzierte Anziehung nannten, nach 5 Minuten 1,34,
nach 10 Minuten 1,59 mal so groB als zu Anfang; für die
Schwefelkugel ist sie nach 5 Minuten ebenfalls 1,34 mal so
groß. Nimmt man daher, was freilich nicht bewiesen, aber
doch nicht unwahrscheiplich ist, an, daß sich die Schwefel
kugel und Stanniolkugel in einer ihrer Anziehung proportionalen
Stärke mit Elektrizität laden, so ergibt sich selbst nach
5 Minuten keine dielektrische Nachwirkung für Schwefel. Die
reduzierte Anziehung der Paraffin.. und Kolophoniumkugel da
gegen wächst weit rascher; erstere ist nach 5 Minuten 1,82,
nach 10 Minuten 2,237, letztere nach 5 Minuten 1,50, nach
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10 :Minuten 1,76 mal größer als zu Anfang, was in der
,dielektrischen Nachwirkung seine Ursache hat. Durch Ver
gleich mit den an der Stanniolkugel angestellten Versuchen
findet man, daß nach 10 Minuten die Metallkugel 1,49 mal so
stark als die Kolophonium- und 1,07 mal so stark als die
Paraffinkugel angezogen wurde. Setzt man also wieder gleiche
.Zerstreuung der Elektrizität an die Luft voraus, so mußte nach
10 Minuten die elektrische Polarisation der Paraffinkugel so
weit gestiegen sein, daß sie infolge derselben fast 80 stark wie
·eine Metallkugel angezogen wurde, daß also ihre Dielektrizitäts
konstante schon fast unendlich groß war.

§ 9. Versuche, bei denen die wirkenden Kugeln
1 bis 2 Sekunden hindurch gela,den waren.

Bei diesen Versuchen wurde zuerst die Ruhelage der
neiden Drehwagen bestimmt, dann wurden die wirkenden
Kugeln durch den' in Fig. 7 dargestellten Appara,t geladen
und nach 1,82 (oder 0,9) Sekunden wieder entladen. Da diese
Zeit Rur '989 (bzw. ·l8) der ganzen Schwingungsdauer war,. so
konnte die Kraft, mit der die beiden wirkenden Kugeln an
gezogen wurden, nur aus der Stärke des Impulses berechnet
werden, die hierbei beide Drehwagen empfinge? Um diesen
Impuls zu bestimmen, wurden nach geschehener Ladung und
Wiederentladung der wirkenden Kugeln vier Umkehrpunkte
abgelesen.

Inf'olge dieses Impulses hatte die Amplitude der Schwin
gungen beider Drehwagen im allgemeinen zugenommen und
man findet unter Vernachlässigung der Dämpfung aus der Zu
nahme der Amplitude die Stärke des Impulses in folgender
Weise. Sei R die in Teilstrichen des im Fernrohre sichtbaren'
:Skalenbildes gemessene Ruhelage einer Drehwage. Die Dreh
wage schwinge schon vorLadung der wirkenden Kugeln und
zwar seien E - a und R + a dte beiden Umkehrpunkte. Im
Momente, wo das Fadenkreuz auf dem Teilstriche R +.fI steht,
werden die wirkenden Kugeln geladen; und zwar übe diese
Ladung eine solche Kraft auf die an der Drehwage hängende
Kugel aus, daß, wenn diese Kraft unverändert fortwirken würde,
.das Fadenkreuz um den Teilstrich .R + c schwingen würde.

Bol tzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. I. 33
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c wäre also die von dieser Kraft hervorgebrachte Ablenkung.
Die Ablenkung I: kann nicht, wie in den vorhergehenden Para
graphen, aus mehreren Umkehrpunkten berechnet werden, da,.
ehe nur eine einzige Umkehr stattfindet, bereits die wirkenden
Kugeln ',viedel' entladen wurden. Das einzige, was beobachtet
werden kann, ist, daß die Schwingungen jetzt nicht mehr wie
vorher zwischen den Teilstrichen R - a und R + a, sondern
zwischen R - bund R + b stattfinden,' Man kann jedoch aus
den der Beobachtung zugänglichen Größen a, bunds die
Ablenkung c berechnen, welche eingetreten wäre, wenn die
Kraft unverändert fortgewirkt hätte. Es ist nämlich

• 21l & V·(_·_··_-···_· ·..···_·'-··'i~Ti) 2-..'.---_ _.-
sm-.- sm-- b')')s .-"-2 [ S -')----:F T. "- a-

(2) c=-;;--lia---.s----.-. + -:;--l!o:"-b'--------;; +---,.
.. • .,1ll<t - 4' ,)1l o 4' 2 n &

48111--.-. .. sm--- SIll --
[ . r L

'wobei {} die Zeit ist, während welcher die wirkenden Kugeln
gelailen waren, T aber ist die ganze Schwingungsdauer der
Drehwage. -V a2 --;2 ist positiv oder negativ zu nehmen, je
nachdem im Augenblicke der Ladung der wirkenden Kugeln
im Fernrohre das Skalenbild der Umkehrpunkte R + a oder
R- a zueilt. :QieAbleitungsweise' der ]'Ol'mel (2) ist eine so
einfache, daß ich nicht glaube, hierauf weiter eingehen zu
sollen. Es zeigte sich jedoch bald, daß der Stand der Dreh
wage im Momente der Ladung, also die Größe s, nicht mit
großer Schärfe beobachtet werden konnte. Es mußte daher
nach jeder Beobachtung so lange gewartet werden, bis die
Schwingungen beider Drehwagen (also in unserer Formel a
und s) sehr klein waren. Dann hatte ein kleiner Fehler in
der Bestimmung des Zeitinomentes der Ladung keinen schäd:.
lichen Einfluß. Man kann dann an die Stelle der vorher
gehenden Formel folgende einfachere benützen:

. 2n&
, , Slll--.-
b .8 '/-22· '"Cc=----+-- ya --8 ---'-.0

..... 9 n & 2' .o2n{;t
"" Slll"-- 4 sm --

L T

,Bequemlichkeitshalber wurde zudem meist im Momente
eines Umkehrpunktes, also für s = ± a geladen. Ich lasse nun
zunächst wieder sämtliche mit der Schwefelkugel beobachteten
Zahlen folgen, und werde zeigen, wie dieselben der Berechnung
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unterworfen wurden. In der ersten Vertikalk6lümne stehen
wieder die beobachteten Umkehrpunkte. Wo. nur zwei zwischen
zwei horizontalen Strichen stehen, wurden: sie' unmittelbar vor
der Ladung beobachtet, um die Größe ~ zu bestimmen; ihnen
ist rechts immer der betreffende Wert a sowie der beobacht~te

Wert des s beigegeben. (Alles in Skalenteilen ausgedrückt)
Bei der ersten Drehwage wurden oft diese beiden Umkehr
punkte gar nicht notiert, sondern sogleich die Werte von a
und s ins Beobachtungsbuch eingetragen, wo dann die ent
sprechenden Rubriken der Tabelle leer stehen.

Nach zwei derartigen Umkehrpunkten folgen immer vier
Umkehrpunkte, welche unmittelbar nach der Ladung der wirken
denKugeln beobachtet wurden und welche ebenfalls zwischen
zwei horizontalen Strichen stehen. Zur B.erechnung von b
wurden bloß die beiden ~rsten verwendet, da sich voraus
setzen ließ, daß bei denselben etwaige Störungen durch Luft
strömungen usw. noch am wenigsten geltend gemacht hätten.
Die beiden letzten Umkehrpunkte wurden nur zur Kontrolle
beobachtet und sieht man in der Tat, daß sich aus denselben
immer fast genau dieselben Werte für c ergeben hätten. Wäre
keine Dämpfung vorhanden gewesen, so wäre die Differenz des
ersten und zweiten Umkehrpunktes die doppelte Amplitude
der Schwingungen, also die Zahl 2 b gewesen. Die Dämpfung
zog ich in folgender Weise in Rechnung. Nehmen wir an,
wenn die Drehwage denselben Impuls erhalten hätte, aber gar
nicht gedämpft wäre, so wären R +b, R - b: R + b, R - b usw.
die sich folgenden Umkehrpunkte. Durch die Dämpfung werde
die Amplitude bei jeder Viertelschwingung um d verkleinert,
so werden also die Umkehrpunkte der gedämpften Drehwage
sein: R+b-d, R-b+3d, R+b-5d, R-b+7d usw.
Die Differenz des ersten una zweiten Umkehrpunktes ist also
2b- 4 d, die des ersten und dritten Umkehrpunktes ist 4d.

Wir bekommen also 2b, indem wir zur ersten Differenz
die letztere addieren. Und dies ist die 1vIethode, nach welcher
die rechts von den Umkehrpunkten angemerkten Werte von
2 b bestimmt wurden. Ich bemerke übrigens hier wieder, daß.
es für die Bestimmung des Verhältnisses der Anziehung der
Stanniol- und Schwefelkugel, das wir ja allein später brauchen
werden, gleichgültig ist, ob und wie man die Dämpfung in

33*
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Rechnung zieht, wenn man sie nur bei beiden in· gleicher
Weise in Rechnung zieht (und zwar immer so, daß das daher
rührende Korrektionsgliedder ersten Potenz der Dämpfung
proportional ist), denn die Dämpfung selbst ist ja der .Ab
lenkung proportional. Unter den Werten von 2 h sind immer
die daraus nach Formel (3) berechneten Werte von c angegeben.

Schwefelkugel.

Erste Drehwage Zweite Drehwage

Umkehr- Umkehr-
punkte punkte

- -._"'~"""~.'_._.~~

4u4
a=s=1

518,2
a = s = 0,5

492 51

536
2b = 86,5

442
2 b = 154

453,5 594

532
e = 86,6

444

457 592
e = 153,4

493,8
a = 0,5, 8 = ° 520

492,8 518
a=s=l

543
2b = 102,5

428
2b = 183

445 60S
638,5

a= 101,6
431

449,5 605
c = 182,6

a = - 8 = 0,5
518,6

a = s = 0,3
519,2

525
2!J = 65

46L
2b = 117

463 576
522

a = G4,5
463

466 574
a = 1t6,5

a = s'= 0,5
518,8

a = s = 0,1
519

524,5
2b = 64

463
2b = 112

463,5 573
521,5

a = 63,9
405

c = 111,5
466 572

a = s = 0,5
518,8

a = s = 0,1
519,0

526
2b = 66,5

460,5
2b = 117,2

462,5 576
523

c = 66,4
462,2

465 574,5
c = 116.7
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c = 112,0c = 132,8

2b = 133

510
5lß
449

510
454,5

Metallkugel.
Erste Drehwage Zweite Drehwage

Umkehr- Umkehr-
punkte punkte
512 --5"-:-18-,-8-----·

a = 8 = 1 520 a = 8 = 0,6

463
2b = 112,3

574,3
464

572

Ct=8=1
519
510,7

a = s = 0,3

c = 150,3

c = 150,4

a, = s = 0,1

2b = 151

2b = 151

51\:1
1'>19,2----_.
444

fl93
446
591

444
593
446
591

(; = 179,6

a=8=1

2b=179,5

2b = 180
428

591
43;:)

599

428
590,5

c = 179,1
435_,5 _

21> = 40

a = 8 = 0,2

a = 8 = 0,4

51:14,6
489
532
491

a=s=O

2b = 48

c = 47,8

Ct=s= 1

519,8
:'>19
499
539

499 c = 40
538-'-,5 .~ _
519,1
519,0

c = 300,6

{f 8
-=-,
~ 99

2b = 539 369,5 2b = 302
346 666,5
669 374,5

c = 357,7
362 662,5

Die Schlagweite zwischen den Kugeln U und JT war bei
den meisten dieser Versuche ungefähr 2,8 mm. Bei einigen,.
die schon durch größere Werte des c erkennbar sind, größer,
bei einigen kleiner. Die wirkenden Kugeln waren immer
während Irr einer ganzen Schwingung geladen, so daß also

. 2n8
SlU--

1 ~. 7
--- = 1,99, -& = 0,7

2 sin 1t fj 4sin2 -'::'-
~ ~
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war. Durch Substitution dieser Zahlen und der in der vorher
gehenden Tabelle angeführten Werte von a, bund s in die
Formel (3) wurden .. die Werte für c berechnet. c. ist die Ab
lenkung, welche die Drehwage erfahren hätte, wenn wie bei
den vorhergehenden Versuchen die Erektrizität lange Zeit
hindurch mit derselben Stärke gewirkt hätte, dabei aber die
dielektrische Polarisation nicht fortwährend gewachsen wäre,
sondern immer gleich dem Mittelwerte der während der jetzt
zu beschreibenden Versuche stattfindenden Polarisation gewesen
wäre. Dividiert man also den für die erste Drehwage ge
fundenen Wert dese durch den für die zweite Drehwage
gefundenen, so gibt der Quotient wieder die Ablenkung,die
in der ersten Drehwage durch eine solche Elektrizitätsmenge
hervorgebracht worden wäre, welche in der zweiten die Ab
lenkunp; 1 erzeugt hätte, den ich wieder die reduzierte An
ziehung der in der ersten Drehwage eingehängten Kugel
nennen. will. Der Quötient der reduzierten Anziehung der
isolierenden Kugel in die. der Metallkugel, welcher also angibt,
um wievielmal eine leitende isolierte, ursprünglich unelektrische
Kugel stärker angezogen wird als die isolierende, we~n sich
letztere unter ganz denselben Umständen befindet und eben
falls ursprünglich unelektrisch war, soll wieder mit E be
zeichnet werden.

In der folgenden Tabelle stelle ich die aus den Zahlen
der vorhergehenden Tabelle berechneten Werte der Größen c
sowie der reduzierten Anziehungen und der mit E bezeichneten
Größen übersichtlich zusammen. R ist immer die mittlere
Ruhelage der ersten Drehwage. Das Fernrohr wurde während
des Umtausches nicht verschoben. Die Zeichen, welche über
den Werten von c angebracht sind, geben an, mit welcher
Elektrizität die wirkenden Kugeln geladen wurden.

Tabelle 7.

gehwefelkugel R::= 493, : = 9
8
9

+ + +
Erste Drehwage e = 86,6, 101,6, 64,5, 63,9, 66,4
Zweite Drehwage e = 153,4, 182,6,.116,5, 111,5, 116,7
Reduz. Anziehung}
der Sehwefelkugel. = 0,565, 0,556, 0,554, 0,573, 0,569 Mittel 0,563



~5. Experimentaluntersuchung üb. ·d. dielektr. Fernwirkung nsw. 519

it 8
Metallkugel B = 511, - =-

r (:H)

+
47,8, 357,7
40,0, 300,6

+
179,1, 179,6,
150,4, 150,3,

I,Hll, 1,l!:l5, 1,195, 1,190 Mittel 1:191

E=2,12 l )

Dieser Wert für E stimmt sehr nahe mit dem bei längerer
Ladung gefundenen. Bei Schwefel ist also keine dielektrische
Nachwirkung bemerkbar. Für die übrigen Substanzen will ich
nur die Werte des c und E in rrabellen zusammenstellen,
welche genau wie die Tabelle 7 eingerichtet sind und auch
genau in derselben Weise aus den direkt beobachteten Zahlen
berechnet wurden.

+
Erste Drehwage c = 132,8,
Zweite Drehwage c = 112,0,
Reduz. Anziehung}

= 1 186der Metallkugel . ' ,

Tabelle 8.

Paraffinkugel B = 492

Erste Versuchsreihe N = ~
L ~\l

+ +
Erste Drehwage c = 58,2, 43,8, 153,3, 94
Zweite Drehwage c = 130,7, 97,6, 351,8, 200,8 .
Reduz. Anziehung = 0,445, 0,449, 0,436, 0,468 Mittel 0,450

E = 2,91

Zwcite Vcrsuchsreihe {} = -±- (unmittelbar danach gemacht)
T !11

+ +
Erste Drehwage c = 41,4, 70,4, 117, 89,7
Zweite Drehwage c = 92,5, 156,6, 269,5, 208,2
Reduz. Anziehung = 0,446, 0,449, 0,434, 0,431 Mittel 0,440

E = 2,\)8

1) Diese Beobachtungsreihe ist die nämliche, welche ich auch ili
einer der Akademie am 10. Oktober 1872 vorgelegten vorläufigen Mit
teilung (NI'. 23 dieses Bandes) beschrieben habe. Die dort angegebenen
Zahlen für die reduzierten Anziehungen stimmen mit den in der obigen
Tabelle angegebenen nicht ganz überein, weil ich damals die Dämpfung
in etwas anderer Weise in Rechnung zog. Doch stimmen, wie es sein
muß, die Werte für E wieder. Kleine anderweitige Unterschiede, welche
von einer verschiedenen BerechnungsweiBe herrühren, liegen innerhalb
der Grenzen der Beobachtungsfehler.



520 25. Expel'imentaluntel'suchung üb. d.dielektr. Fernwirkung usw.

{f 8
Metallkugel R = 503, -; = 99

+ +
Erste Drebwage c = 158,2, '312,9, 250,5, 190,1
Zweite Drebwage c = 121,4, 238,9, 190,4, 144,4
Reduz. Anziehung = 1,303, 1,309, 1,315, 1,316 Mittel 1,311

Bei Berechnung der in dieser Tabelle mitgeteilten Werte'
von 13 wurden stets die zuletzt mitgeteilten an der Metall.
kugel unmittelbar nach der Untersuchung der Paraffinkugel
beobachteten Zahlen zugrunde gelegt.

Tabelle 9.

Hartgummikugel R = 514, ~ = 9
8
9

Erste Drehwage c = 65,7, 64 72,7, 72
Zweite Drehwage c = 101, 101,5, 115,5, 115,1
Reduz. Anziehung = 0,650, 0,630, 0,629, 0,626 Mittel 0,634

{f 8
Metallkugel R = 508, --;- = 99

Erste Drehwage c = 101,2, 201, 141, 181, 149
Zweite Drehwage c = 75,8, 155,6, 108,4, 139,7, 114,2
Reduz. Anziehung = 1,335, 1,292, 1,300, 1,295, 1,305 Mittel 1,307

E = 2,06

Tabelle 10.

Kolophoniumkugel R = 520

, 8- 8
Erste Versuchsreihe - = -

7: 99
Erste Drebwage c = 63,7, 68,5, 49,8, 73,8, 107,5, 136, 137
Zweite Drehwage e = 128,6, 139,2, 104,6, 151, 223,7, 272,6, 277,4
Reduz. Anziehung = 0,495, 0,492, 0,'19, 0,488, 0,480, 0,499, 0,494

E = 1,94 Mittel 0,489

Zweite Versucbsreihe !!.- = _1_
, 7: 28

Erste Drehwage c == 65,4, 77,4, 78,3
Zweite Drehwage e = 148,1, 177,1, 172,4
Reduz. Anziehung = 0,442, 0,437, 0,454 Mittel 0,444

E == 2,14
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Metallkugel R = 527, .!!:- =~
T 99

Erste Drehwage e = 138,3, 160,2, 72,9, 7l:J,1, 178, 204,8
Zweite Drehwage e = 146,3, 171,3, 73,5, 83,9, 193, 214,1
Reduz. Anziehung = 0,945, 0,935, 0,992, 0,943, 0,922, 0,957 Mittel 0,949

Da das Zeichen der Elektrizität, mit welcher die wirken
den Kugeln geladen wurden, ohnedies nicht von Einfluß war,
so habe ich es bei den späteren Versuchen nicht mehr notiert.
Doch wurden immer ungefähr gleichviel Beobachtungen mit
der einen und ?-nderen Elektrizität gemacht. Die Größe 13 ist
bei Kolophonium und Paraffin bedeutend größer als sie sich
aus den Versuchen mit länger dauernder Ladung ergab. Die
Kugeln. aus diesen beiden Substanzen werden also während
den ersten Sekunden viel weniger angezogen (sind schwächer
dielektrisch polarisiert) als in den späteren Stadien der Ein
wirkung.

Ich bemerke noch, daß die in diesem Paragraphen an
gegebenen Werte des ]j) das Verhältnis der mittleren An
ziehung der isolierenden Kugel während der ganzen Zeit der
Einwirkung zu der der Stanniolkugel angeben.

§ 10. Beschreibung der im Winter 1873 angestellten
Versuche, bei denen das Zeichen der wirkenden Elektri
zität innerhalb einer Sekunde etwa 150 mal wechselte.

Diese Versuche unterschieden sich von den im früheren
beschriebenen nur dadurch, daß zur Ladung der wirkenden
Kugeln der in Fig. 8 dargestellte Apparat benützt wurde.
Zuerst wurde die Influenzmaschine in gleichmäßige Rotation
und die Stimmgabel in Gang versetzt. Während die Ruhelage
der Drehwagen bestimmt wurde, lag über den heiden Drähten
k und I ein zur Erde abgeleiteter Draht. Dann wurde der
selbe aufgehoben und. nun drei sich folgende Umkehrpunkte
abgelesen. In dem Momente,. wo der vierte Umkehrpunkt
eintrat, wurden die wirkenden Kugeln wieder mit der Erde ver
bunden, damit die Drehwagen nicht in zu heftige Schwingungen
kämen.

Da die Umkehrpunkte in beiden Drehwagen nicht absolut
gleichzeitig eintraten, so konnte das Resultat fehlerhaft werden,
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wenn die Influenzmaschine im Verlaufe eines Versuches sehr
ungleichförmig wirkte. Um die Wirkung derselben möglichst
gleichförmig zu machen, wurden ihre Scheiben wohlgereinigt
und die Umdrehungsgeschwindigkeit durch die im § 4be;;.
schriebene Vorrichtung konstant erhalten. Es zeigte sich dann,
daß der dritte Umkehrpunkt fast denselben Wert wie der erste
natte (nur war er wegen der Dämpfung immer ein wenig kleiner),
daß also die Maschine sehr gleichförmig wirkte. Die doppelte
A.blenkung wurde immer in folgender Weise berechnet. Zum
arithmetischen Mittel des ersten und dritten Umkehrpunktes
wurde der zweite Umkehrpunkt addiert und von der Summe
die doppelte Huhelage subtrahiert (für die ·zweite Drehwage um...
gekehrt diese Summe von der doppelten Ruhelage subtrahiert).
Die Ruhelage wurde unmittelbar vor dem Versuche bestimmt,
'Wo die Drehwagen am wenigsten schwangen; zwischen je zwei
Versuchen wurde immer ein wenig ausgesetzt.

Durch diese Berechnungsweise wurde ·also die Dämpfung
eliminiert. Den Quotienten, welchen man erhält, wenn man
'den A.usschlag· der ersten Drehwage durch den der zweiten
dividiert, bezeichne ich wieder als die reduzierte Anziehung der
in der ersten Drehwage eingehängten Kugel. Häufig habe ich
bloß der bequemeren Division wegen dessen reziproken Wert
berechnet, den ich dann kurz als reziproke reduzierte An':'
ziehung bezeichne.

Bei diesen Versuchen wurden durchaus neu gemachte
Kugeln angewendet. Und zwar waren die Metallkugeln immer
mit einem zusammenhängenden Stück Stanniol bekleidet, so
daß also bezüglich ihrer Leitungsfähigkeit nicht der mindeste
Zweifel obwalten konnte.

Es konnte dieser Überzug ebenfalls sehr glatt erhalten
werden; nur wurde die lVIetallkugel ein. wenig größer, was aber
der Rechnung unterzogen werden konnte. Da ich auch alle
übrigeliApparate zu diesen Versuchen neu zusammenstellen
mußte, so benutzte ich die Gelegenheit, u.m eine nicht un...
wesentliche Verbesserung an den Dimensionen derselben an
zubringen. In dem Dimensionenschema sind die Längen, welche
die betreffendep. Linien bei diesen Versuchen. hatten, immer in
einer· Klammer beigefügt. Die bedeutendste Veränderung er..
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fuhr die zweite Drehwage. Dieselbe hatte nämlich bei den
früheren Versuchen zwei Mängel. Erstens war. ihre Dämpfung
vief kleiner· als die der ersten Drehwage, was das gleichzeitige
Beruhigen der Schwingungen beider Drehwagen sehr erschwerte;
zweitens war die Ablenkung derselben nicht genau der Inten
sität der wirkenden Kraft proportional. Da~ letztere kam
daher) daß der \Vagbalken der zweiten Drehwage sehr lang
war und folglich die an seinem Ende aufgehängte Kugel
schon bei sehr kleinen Winkeldrehungen erhebliche Wege
zurücklegte.

Beiden Übelständen begegnete ich dadurch, daß ich die
Dämpfung der ersten Drehwage durch Entfernung der in
der Goldschachtel befindlichen, den Spiegel umschließenden
Schachtel verkleinerte und daß ich ,Trägheitsmoment und Wag
balken der zweiten Drehwage ebenfalls verkleinerte. Den
letzteren wählte ich gerade so 'lange, daß die Ablenkung der
zweiten Drehwage von der absoluten Proportionalität mit der
wirkenden Kraft genau um ebensoviel abwich wie der der ersten
Drehwage , so daß also der Quotient der Ausschläge beider
Drehwagen nur um kleine Größen höherer Ordnung sich ver
änderte, wenn die Elektrisierung der wirkenden Kugeln sich
änderte. Die Bedingungen, wann dies stattfindet, sollen in
einer zweiten Abhandlung,. die demnächst folgen wird, be
sprochen werden.

Ich hängte nun in die Drehwage zuerst eine lVIetallkugel
ein, und erhielt, wenn die wirkende Kugel während zwei ganzen
Schwingungen gleichnamig geladen war, bei neun sich folgend~n

Versuchen folgende reziproke Anziehungen dieser Metallkugel:
+ 1,00, 1,08, 1,04, -1,31,1,21, 1,15, 1;10, + 1,34, 1,17 (das
voranstehende~eichen gibt' immer das Zeichen der Elektrizität,
mit der die. wirkenden Kugeln bei allen folgenden Versuchen
geladen wurden. Die Ablenkungen wurden wie bei allen fol
genden Versuchen immer aus dem ersten, zweiten und dritten
Umkehrpunkte .unter Elimination der Dämpfung. berechnet).
Unmittelbar darauf dagegen, als die wirkenden Kugeln ,mit der
Stimmgabel alternierend geladen wurden, erhielt ich folgende
reziproke reduzierte Anziehungen: .1,69, 1,30, 1,22, 1,56, 1,32,
1,63, 1,71, 1,44, 1,65, 1,50, 1,67, 1,47, 1,92, 1,64,] ,61, 1,59,
1,52. Man sieht, daß dieselben erheblich von, den bei dauernder
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Ladung gefundenen differieren und auch untereinander wenig
übereinstimmen. Die Ursache lag darin, daß sich der Tisch
und die Wände des Glaskastens bei dauernder Ladung fast
vollständig bei alternierender, aber nur unvollständig mit Elek
trizität luden, welche Elektrizität wieder eine Rückwirkung auf
die beweglichen Kugeln ausübte. Denn als ich jene Teile des
Tisches und der Glaswände des Glaskastens, die sich in der
Nähe der beweglichen Kugeln befanden, mit zur Erde ab
geleitetem Stanniol bekleidete, erhielt ich, wenn die Ladung
während zwei Schwingungen ihr Zeichen nicht wechselte, der
Reihe nach folgende reziproke reduzierte Ausschläge für eine
MetaUkugel:

+1,10, 1,05, -1,10, 1,03,1,01,0,98, +1,17, 1,08,1,06, 1,00,

Mittel 1,064

und bei alternierender Ladung durch die Stimmgabel folgende:

1,08, 1,10, 1,03, 1,12, 1,06, 1,00, 1,11, 1,08, 1,13, 1,08, 1,16, 1,10, 1,17,

Mittel 1,09.

Die von dem Tische und den Wänden ausgehende Wirkung
war natürlich, sobald sie nur bei allen Versuchen dieselbe
blieb, auf meine Versuche ganz ohne störenden Einfluß.

Ich konstatierte ferner neuerdings, daß die übrigen Be
standteile der Drehwage mit Ausnahme der in die Schellack
fäden eingehängten Kugel nicht merklich von der Elektrizität
affiziert wurden, indem ich die Schwefelkugel in den Haken 0

(Fig. 3) einhängte, so daß also die Drehwage frei schwingen
konnte, während die Schwefelkugel sich ganz in der Gold
schachtel befand, also gegen jeden Einfluß der Elektrizität
geschützt war. Die Schellackfäden hingen vermöge ihrer Steifig
keit noch an derselben Stelle herunter. Ich wartete nun so
lange, bis das durch den Spiegel der ersten Drehwage er
zeugte Skalenbild vollkommen ruhig war und lud nun die
wirlrenden Kugeln alternierend so heftig, daß die zweite Dreh
wage den doppelten Ausschlag 82 zeigte. Trotzdem zeigte das
vom Spiegel der ersten Drehwage erzeugte Skalenbild nicht
die mindeste Bewegung. Nun erst schritt ich zu den defini
tiven Versuchen. Ich hatte zuerst den Glasfaden uvw (Fig. 8)
nicht eingeschaltet. Dabei ergaben sich die in der ersten mit
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"ohne Glasröhre" überschriebenen Vertikalreiheder Tabelle
zusammengestellten Zahlen; dieselben zeigen ziemliche Unregel.
mäßigkeit, welche daher rührte, daß sich auf den wirkenden
Kugeln bei einigen Versuchen eine bestimmte Elektrizität
allmählich in Überschuß entwickelte. Ich überzeugte mich
hiervon dadurch, daß ich die wirkenden Kugeln während sehr
vieler Schwingungen der Drehwagen fortwährend durch die
Stimmgabel alternierend lud; dann wurde die aus den späteren
Umkehrpunkten berechnete reduzierte Anziehung immer mehr
und mehr unregelmäßig und zwar meist größer als die aus
den ersten Umkehrpunkten berechnete, was daher rührte, daß
sich die wirkenden Kugeln immer mebr und mehr mit Elek
trizität von einem bestimmten Zeichen luden. Ich schaltete
deshalb die mit Wasser gefüllte Glasröhre uvw ein, durch
welche ein derartiger einseitiger elektrischer Überschuß ab
floß) ohne daß die alternierende Ladung bedeutend geschwächt
wurde.

Ich stelle nun wieder die an den Kugeln aus den ver
schiedenen Substanzen gefundenen Resultate übersichtlich zu
sammen; und zwar steht immer an der Spitze der Tabellen
die mit 2R bezeichnete doppelte Ruhelage der ersten Dreh·
wage. Dann folgen (mit 2.J1. bezeichnet) die Grenzen,zwischen
denen der doppelte Ausschlag der ersten Drehwage bei allen in
der betreffenden Vertikalreihe lag; hierauf sind die reduzierten
Anziehungen der in der ersten Drehwage eingehängten Kugel
(oder deren reziproke Werte) angegeben, im letzteren Falle ist
die erste dem Mittel das Zeichen * beigefügt. Dann folgt (mit
111. bezeichnet) deren Mittelwert und schließlich der Quotient E'
der reduzierten Anziehung der isolierenden Kugel in die der
MetaJlkugel, wobei wieder die bei den verschiedenen Versuchen
gefundenen reduzierten· Anziehungen der Metallkugel immer
durch jene reduzierte Anziehung der isolierenden dividiert
werden, welche sich bei Versuchen ergab, bei denen die zweite
Drehwage nahezu denselben Ausschlag zeigte. Von der Be-

. deutung der Größe E wird in § 12 die Rede sein.



526 25. Experimentaluntl'rsuchuug üb. d. diclektr. Fernwirkung usw.

Erste Versuchsreihe

ohne Glasfaden

Kolophonium.

Zweite Vei'suchsreihe

M3,195*

E' = 3,102
V··ti

m
E' = 3,092

2 (Rm-R;) = 0, 2(A m-Ai) = 17
E' = 3,058

Metallkugel

2R = 806
2...4. 29-33

1,04'"
1,02
1,02
1,03
1,03

J.111,03*

Kolophoniumkugel

2 R = S06
~A 13-15

3,30*
H,21

3,10
3,14
3,13
3,24
3,31

3.13

2A 26~32

3,11 *
3,20
3,00
2,98
3,25
3,25
3,21
3,20
3,21

3,15
3,16
3,17

111 3,16*

2A 10-17
3,46*

3,32

3,67
3,00

3,24

3,11

3,23
3,28

3,09

3,20
'2,92

2,80

2,66

},t13,15*

Dritte Versuchsreihe

M1,037*

Metallkugel

2B = 812

2A 30-35
1,04*
1,04
1,05
1,03
1,04
1,02
1,03
1,03
1,05

Kolophoniumkugel

2R = 818
2A 12-14

3,19*
3,08
3,10
3,14

3,00
3,12
3,29
3,15
3,09
3,14
3,21
3,lR

.M 3,141 *
E' = 3,029

Vi E"----- f = 3,019
Vm

2(Rm-R;) = -6, 2(Am-A;) = 20
I!} = 2,992
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Tabelle 12. Schwefel.

Sc h wefelk ugel Me tallkuge 1

2 B = 814 2 R = 815

2A 14-17

1,61 *

1,63

1,66

1,60

2 A 19-23

1,64

1,64

1,60

1,64

1,62

1,6R

.M 1,629 *

EI = 2,156

Vi ErV
m

f = 2,085

H = 2,035

2..4. 10-12

1,64*

1,64

1,63

1,61

1,61

1,61

1,63

1,ß1

M 1,622*

EI = 2,109

Vi 1f T! _ .) 039
T~Jl J --,

E = 2,032

2..4. 40~64 2 Li 14-15

1,30 1,29

1,32 1,32

1,32 1,31

.1,32 1,27

1,34 1,30

1,33 1,30

1,32 1,29
-- ---._---

1,3R JI 1,30

1,33

1,34

1,32

1,32
-------

M1,324

Die Zahlen der ersten und zweiten Vertikalreihe, ebenso
die der dritten und vierten, wurden unmittelbar nacheinander
beobachtet. Bei Bildung von E' wurden die sieben letzteJ1.
Zahlen der ersten Vertikalreihe mit den Zahlen der dritten,
die der zweiten mit denen der vierten kombiniert.
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Tabelle 13. Hartgummi unabgewaschen.

Hartgumrnikugel

2B = 815

2.A 10-12

2,52*

2,58

2,50

2,50

2,53

2,58

2,57

M2,54*

E' = 2,310

Vi E' = 2215
Vm '

2(Rm-R j) = 3

2(Am-Ai) = 18

E = 2,185

2.A 15-18

2,50*

2,45

2,55

2,56

2,51

2,58

2,58

2,53

2,54

2,53

M2,533*

E' = 2,292

~E' = 2,198
Vm

2(Rm-R1) = 3,

2 (Am-Ai) = 20

E = 2,168

Metallkugel

2R = 818

2.A 28-30 2.A 36-38 2.A 16-17

1,09* 1,14* 1,09 *

1,09 1,12 1,11

1,12 1,09 1,16

1,09 1,09 1,11

1,11 1,10 1,11

1,09* 1,09 M 1,116*-_._--
Ml,10* ltl1,105*

Die Zahlen für die Hartgummi-, sowie die für die Metall
kugel wurden unmittelbar nacheinander beobachtet. Bei Bildung
von E' wurden die der ersten Vertikalreihe mit denen der
dritten, die der zweiten mit denen der vierten kombiniert.
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~'abelle 14. Hartgummi mit CS2 gewaschen.

Hartgummi- Metall- Hartgummi- Metali-
kugel kugel kugel kugel

2R; = 803 2R = 803 2R = 806 2R = 809

2.A 13-15 2..4. 35-37 2.A 16-20 2..4. 27-29

1,70* 1,43 ] ,72* 1,40

1,70 1,38 1,72 1,41

1,69 1,40 1,69 1,38

1,66 1,45 1,72 1,43

1,78 1,35 1,68 1,37

1,69 1,H7 1,73 1,35

] ,76 1,40 1,72 1,37

1,67 1,40 1,70 1,36
------

1,67 1,40 1,68 Ml,383

1,70 1,41 1,72

1,69 1,42 1,72

1,67 1,40 1,70

1,68 1,40 Ml,708*
--.__. __._---

1,70 Ml,40 E' = 2,362

1,69
~ E'--- f = 2,265

1,67 Vm

M 1,695* 2(Rm-R;) = 3

E' = 2,373
2 (Am-Ai) = 10

-~-- E' = 2 276

E = 2,246

V;n '

2(Rm-R;) = 0,

2 (Am-Ai) = 22

E = 2,245

Bol tz 1U n. n n I Gesammelte wissenseh. Abhaudl. 1. 34
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Tabelle 15. Paraffin.

Paraffinkugel

2 R = 814

2..4.10 -14
2,76*
2,83
2,81
2,79
2,77
2,86
2,85
2,65
'1.,77
2,78
2,79
2,80
2,83
2,76
2,76
~,74

2,76
2,60
2,79
2,70
2,67
2,60
2,68
2,59
2,68

M2,745*

)J}' = 3,491

..liE , = R,382
V;"
2 (R",- R j ) = 7
2 (Am - Ai) = 33

E = 3,296

2.A15-17

2,90*
2,77
2,79
2,79
2,G8
2,68
2,79
2,72
275
2:80
2,47
2,81
2,84

~112,753--

E' = 3,502

Vi pV';:- J~ = 3,393

2 (R", - R j ) = 7

2 (A", - A;) = 29

E = 3,315

Metallkuge 1

2 R = 821

2.A 40 - 50
1,27
1,26
1,~8

1,28
1,2tl
1,28
1,26
1,26
1,30
1,27
1,24
1,28
1,28
1,27

Ml,272

Die drei Vertikalreihen wurden in derselben Reihenfolge
beobachtet, in der sie aufgeschrieben sind. Bei Berechnung
'Von E' wurden sowohl die Zahlen der ersten als auch der
zweiten Vertikalreihe mit denen der dritten kombiniert.

§ 11. Ausführliche lVIitteilung der auf den Schwefel
bezügli ehen Zahlen.

Ich will wieder als Muster in den folgenden Tabellen die
zehn ersten Versuche ausführlich mitteilen, welche sowohl mit
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Tabelle 16.
~"

~chwefelkugel Metallk uge!
Erste Drehwage 11 Zweite Drehwage Erste Drehwage \1 Zweite Drehwage
Urnke~--iUrnkehr- Umkehr-j 11 Umkehr-
punkte I punkte punkte punkte

12R 813,2
449 12R HOO 448,7
451 2R816 450,8 [2R 899,5

422,5 12B 829,7 423,4 12B 873,5 444 2B855,5 423 2B 869,4
407,5

2..4. 16,51
449,7 2 A 26,5

410,2 2..4. 39,5 447,8
1
2 ..4. 30,1422 424,2 446,5 490,2

\2R 813 452,2
/2R 900

406,0 2R 814,7 450,2 2R 898,8422 I2R 829,2 447,8 408,2 448,6
407,5

1

2
..4.

16,2 425,5 12B 873,5 454,2 2B 862,4 413,9 2B 862,7
421,5 448 2..4. 26,5 408,5 2.A 47,7 448,9 2A 36,1

--,--
425,5 453,5 413,8

12R 813 451,1 2R 899,9 406,5 2R 813,7 451,8 2R 898,8421,5 2B 830,5 448,8 407,2 447
409,5

\ 2A 17,5
424,7 2B 871,8 449,2 2B 860,7 416,1 2B 863,2

420,5 446,5 2..4. 28,1 411,5 2,A 47 447,1 2,A 35,6426 449,2 416,1

\ 2R 813 447 2R 898,3 2R 814,4 431,3 12R 898,9421 2B 827,4 451,3 456 447,6
406,5

12A .14,4
426,3 2B875,3 409,8 2B 865,4 411,1 2B 8605

420,7 449 2..:1. 23 455,2 2..4. 51 449,4
12A 38:4

----- - ... ~
426,3 41l ,1

12R 813,1 448,2
j2R899,2

406,7
12R 814,3

451,7 2R 898,7425,7 2B 832,61 451 740 447
407,2 416,4 12 B 867,1 459 12B 868,3 401:1,6 2 B 858,6
425 12A 19,5 450 2.A 32,1 408,5 2A 54 450,9

2A 40,1I 41"7,8 460,6 406,9I

451 2R899 12R 814,9 450
12R 898,&2R813,1 448 458,5 2B 871,7 448,5

427,5 2 B 833,5 417,3 2B 865,5 413,4
12.A 56,8 411,8 [2 B 855,8

406,7 2A 20,4
449,3 2.A 33,5

458 444 2 A 42,7426 415,1 411,8_._,. ...

12R 813,5
447,1

12R 898,8
2R815 I453

12R 898,7451,7 463,5 2 B 872,2 445,7
425,5 12B B32,6 417,4 12B 867,6 408,2 2A 57,2 405,8 . 2B 8554
407 2A 19,1

4fJO,2 2A.31,2 464,5 450,2
12A 43:3

_!"~~J 417,4 404,6

\2R 813,6
452,2

\2R 899,5 12R 814,6 453,7
J2R 8984473 463,6 2 B 874,0 444,3

427 [2B 834,8 416,5 [2B 865,4 409,9 12A 59,4
405,1 12B B53,6

408,~ 2A 21,2
448,4 2A 34,1 464,6 449

2A 44,4426,3 41 ~,6 404
453,8

12B 899,8 \ 2R 814,2 454,4 2R898,1
\ 2 R 814 446 468 2B 877,6 443,7

427,7 2B 836 2 413,2 2 B 863,3 409,5 12A 63,4 400,4 2B850
40fl 12B 22:2

449,2
\ 2A 36,5

468,2 I 450
2..:1. 48,1I

426,8 415 I 399,7
455,9

\2R 899,9
2R 8i4 455

\2R 89812R 814 444 451,7 2B 864,4 443
427,7 12B 835,6 413 \ 2 B 865 412,8 2A 50,4, I 414,7 12B B60,4
408,5 2A 21,6

451,1 2..4. 34,9 451,5 445,7
2 A 37,6

426,5 414,8 414,7
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der Schwefelkugel als auch der dazu .gehörigen Metallkugel
angestellt wurden. Für jede Drehwage stehen wieder in der
ersten Vertikalreihe sämtliche der Reihe nach beobachteten
Umkehrpunkte. Je zwei Versuche sind durch eine Horizontal·
linie getrennt. Die ersten beiden Umkehrpunkte jedes Ver
suches wurden beobachtet, während die wirkenden Kugeln
unelektrisch waren; die aus diesen beiden Umkehrpunktenbe
reehnete doppelte Ruhelage ist denselben rechts (mit 2 R be
zeichnet) beigefügt; nun erst wurden die wirkenden Kugeln
alternierend geladen und die drei folgenden Umkehrpunkte
beobachtet (die wir mit a, b, c bezeichnen wollen). Denselben
ist rechts beigefügt: erstens die doppelte Ablesung, um welche
das Fadenkreuz während derselben schwang, also die Größe
b + (a + c) /2, zweitens die doppelte Ablenkung, also die Größe
± [0 + (a + c) /2 - 2RJ. Die erstere ist in der rrabelle mit 2B,
die letztere mit 2A bezeichne(

§ 12. Über zwei an den Werten von .E' anzubringende
Korrektionen.

Die mit E' bezeichneten Zahlen, welche den Quotienten
der Anziehung einer isolierenden Kugel in die einer unter
denselben Umständen befindlichen leitenden. angeben, bedürfen
noch zweier Korrektionen. Erstens war das Volum der Metall.
kugel bei diesen Versuchen nicht genau gleich dem der iso
lierenden.

Wir werden später sehen, daB die Anziehung direkt dem
Volum proportional ist. Um also das Verhältnis zu finden,
in dem beide Anziehungen gestanden wären, falls die Metall.
kugel dasselbe Volum wie die isolierende gehabt hätte, muß
man die Zahl E' mit dem Volum 77. der isolierenden Kugel
multiplizieren und durch das Volum Tm der Metallkugel divi
dieren. Folgendes waren die aus dem Gewichtsverluste in
destilliertem Wasser berechneten Volumina:

Schwefel . . .
Hartgummi .
Kolophonium
Paraffin . .

Volum 'Vi
der isolierten

Kugel
1,582 ccm
1,519
1,527
1,434

Spez. Gewicht
der isolierten

Kugel
1,027 ecm
1,171
1,076
0,912

Volum V"" der
dazugebörigen

Metallkugel
1,637 cem
1,584
1,532
1,480
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In § 10 sind nach den Werten von 13' jedesmal die von
13' (~I Vm) angegeben.--Arr-denselben ist noch eine zweite Kor
rektion anzubringen, welche daher kommt, daß die Metallkugel,
während die Elektrizität auf sie wirkte, im allgemeinen nicht
genau an derselben Stelle hing, wie die isolierende. Aus den,
im Dimensionenschema angegebenen Zahlen findet man mit
Leichtigkeit, daß sich das Zentrum der Kugel L (Fig. 4) dem
der Kugel Jli[ um 0,02185 mm näherte, wenn die erste Dreh·
wage einen Ausschlag von einem Teilstrich zeigte (d. h. wenn
sich das im Fernrohre sichtbare Slutrenbild "um einen Teil
strich[MillimeterJ nach der Seite der größeren Zahlen verschob).
Ist Em die Ruhelage, wäbrenddie Metallkugel, Ei die, während
die ülOlierende Kugel eingehängt w~r, und ist ferner Am die
durchschnittliche Ablenkung im ersten, Ai die im zweiten Falle,
so war das Skalenbild im Fernrohre, während die Elektrizität
auf die Metallkugel wirkte, durchschnittlich um fim-Ri+Am-Ai
Teilstriche nach der Seite der größeren Zahlen verschoben im
Vergleiche mit seiner Lage, .während die Elektrizität auf die
isolierende Kugel wirkte. .

Das Zentrum der Metallkugel war. also dem der wirkenden,
um O,01255(Rm-Ri +.dm-Ai)mm näher als das der isolieren
den, wenn man die Momente ins Auge faßt, in denen auf beide·
gewirkt wurde. Nun war die Distanz der Centra der Kugeln L·
und M nahe 49 mm und wir werden im zweiten Teile dieser
Abhandlung sehen, daß die Anziehung sowohl der Metall- als
auch der isolierenden Kugel der fünften Potenz der Distanz
ihres. Zentrums von dem der wirkenden Kugel verkehrt pro
portional ist. Es gilt dies in voller Strenge freilich nur, wenn
bloß die Kugeln aufeinander wirken, während bier auch der
elektrisierte Tisch eine kleine Einwirkung ausübte. Allein
letztere war,. wenn sie auch bei der zweiten. Drehwage einen
etwas größeren Wert hatte, bei der ersten, wo sich die beiden
Kugeln, die aufeinander wirkten, so nahe standen, sicher ver
schwindend gegen die Wechselwirkung der Kugeln. Zudem
ist ja die Korrektion, welche wir jetzt anbringen wollen, selbst
außerordentlich klein: ein unbedeutender Fehler bei Bestimmung
d~eser Korrektion also j edenfalls einflußlos~ Hätte sich also
die Metallkugel genau an d~rselben Selle wie die isolierende:
befunden, so hätte sie eine
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r49 + 0,01255 (B~9_ Bi + Am - .Ai)r
mal so starke Anziehung erfahren, als sie tatsächlich erfuhr.
Um also die durch die Anziehung der isolierenden Kugel
dividierte Anziehung E zu erhalten, welche die Metallkugel
erfahren hätte, wenn sie genau an derselben Stelle gehängt
hätte, muß 13' (~I 17m) noch mit

[49+0,01255(B~-Ri+Am-Ai)r= 1 - O,00128(Rm-Ri+Am - Ai)

multipliziert werden. Die in dieser Weise berechneten Werte
von E sind am Schlusse der Tabellen des § 10 angegeben.

§ 13. Beiläufige Schätzung der Menge der über
s eh üssigen Elektrizität.

Es ist selbstverständlich, daß trotz der angegebenen Vor
sichtsmaßregeln bei der alternierenden Ladung der wirkenden
Kugeln die Menge der wirkenden positiven Elektrizität nicht
absolut gleich war der lVfenge der wirkenden negativen. Ich
stellte daher Versuche an, um wenigstens beiläufig schätzen zu
können, um wieviel die eine lVl.enge die andere übertraf, was
ich immer den Elektrizitätsüberschuß nennen will. Derselbe
könnte einen doppelten schädlichen Einfluß haben. Erstens
wirkt er auf die Elektrizitätsmenge, welche vor Anstellung des
Versuches schon auf der in der ersten Drehwage hängenden
Kugel vorhanden war· (ich werde in der Anmerkung zu diesem
Paragraph zeigen, daß diese Wirkung jedenfalls verschwindend
war); zweitens erzeugte er ebenfalls eine dielektrische Polari
sation, wovon zu Ende dieses Paragrapben die Rede sein wird.

Um diesen ElektrizitätsüberschuB zu bestimmen, verfuhr
ich folgendermaßen: Ich bängte in die erste Drehwage eine
Metallkugel ein; ihre reduzierte Anziehung betrug, wenn sie
ungeladen war, etwa 1,4. Nun lud ich sie ziemlich stark mit
positiver Elektrizität. Wurden jetzt die wirkenden Kugeln
dauernd negativ geladen, so zeigte die erste Drehwage die
doppelte Ablenkung 323, die zweite aber 11,2; die reduzierte
Anziehung war also 29. Lud ich dagegen die wirkenden
Kugeln positiv, so zeigte die erste Drehwage die doppelte Ab
lenkung 5,34 nach der entgegengesetzten Seite, während die
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zweite die doppelte Ablenkung 214 zeigte. Die reduzierte An
ziehung war also 25. Die in der ersten Drehwage hängende
Kugel war also mit einer solchen Elektrizitätsmenge geladen, daß
sie durchschnittlich 27 mal so stark abgelenkt war, als die in der
ersten Drehwage hängende. I) Nun lud ich die wirkenden Kugeln,
ganz nach derselben Methode, welche bei allen im § 10 be
schriebenen Versuchen angewendet wurde, alternierend und
erhielt die in der folgenden Tabelle zusammengestellten Ab
lenkungen.

Tabelle 17.

Erste Dreh wage.
21,6
21,4
22,8
21,6
21,0
20,9
21,1

Zweite Drehwage
Beobachtet Berechnet

25,0 30,2
16,5 30,2
14,0 31,9
23,5 30,2
33,0 29,4
26,5 29,3
31,5 29,5

Wäre die Kugel, die in der ersten Drehwage hing, UD

elektrisch gewesen, so wäre ihre reduzierte Anziehung 1,4 ge
wesen; sie hätte also die in der letzten Kolumne zusammen
gestellten doppelten A.blenkungen erfahren. Die Differenzen
der Zahlen der vorletzten und letzten Kolumne rühren also
von der Wirkung der überschüssigen Elektrizität auf diejenige

1) Diese Elektrizitätsmenge läßt sich mittels der in den §§ 6 und 7
mitgeteilten Versuche mit derjenigen vergleichen, welche bei den übrigen
Versuchen gewöhnlich vor Anstellung des Versuches auf der Kugel der
ersten Drehwage vorhanden war. Aus denselben folgt nämlich, daß die
Wirkung der Elektrizität der wirkenden Kugeln auf die letztere Elek
trizitätsmenge hächstensden reduzierten Ausschlag 0,1 hervorgebracht
hätte; daß also die erstere Elektrizitätsmenge etwa 270mal so groß als
die letztere war. Die Fehler, welche durch die Wirkung der bei der
alternierenden Ladung überschüssigen Elektrizität auf die letztere Elek
trizitätsmengebewirkt wurden, mußten also etwa 270mal kleiner sein
als die vermöge der Wirkung auf die erstere, d. h. als die Differenzen
der zweiten und dritten Kolumne der Tabelle 17. Sie mußten also ganz
verschwinden. Es war durchaus kein Grund vorhanden, weshalb bei
den Versuchen mit alternierender Ladung wesentlich mehr Elektrizität
auf der Kugel del'ersten Drehwage gewesen sein sollte, als bei den in
den §§ 6 und 7 beschriebenen.
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Elektrizität her, mit welcher' die Kugel der ersten Drehwage
geladen war. Trotz der enormen Größe der letzteren sind
diese Differenzen mäßig groß. Wie ich bereits in der An
merkung zeigte, folgt hieraus, daß der Elektrizitätsüberschuß
bei denjenigen Substanzen, welche keine erhebliche dielektrische
Nachwirkung zeigen, also vor allem beim Schwefel, ohne Schaden
ist. Doch schien dieser Überschuß periodisch hin und her zu
schwanken, was offenbar mit der periodischen Drehung der
Influenzmaschine zusammenhängt. Infolgedessen könnte bei
den Substanzen mit dielektrischer Nachwirkung die Größe E
etwas fehlerhaft erhalten werden.

Ich fand übrigens seitdem eine weit bessere Methode,
diesen Elektrizitätsüberschuß zu prüfen, nämlich: durch gleich
zeitige Einschaltung eines stark geladenen Elektrometers.
Nach dieser Methode hoffe ich demnächst eingehendere Unter
suchungen hierüber anstellen zu können.



26.

Experimentelle Bestimmung der Dielektrizitäts
konstante einiger Gase. 1)

(Wien. Bel'. 69. S. 795-813.1874 llIld Pogg. Ann. 155. S.403. 1875.)

Als meine Bestimmungen der Dielektrizitätskonstante fester
Isolatoren im allgemeinen die von Maxwell aus seiner Theorie
gefolgerte Relation zwischen der Dielektrizitätskonstante und
dem Brechungsquotienten bestäHgten, Qhne daB ich jedoch im
stande gewesen wäre, eine so groBe Genauigkeit zu erzielen,
daß die Richtigkeit jener Relation für eine größere Zahl von
Substanzen auBer Zweifel gestellt worden wäre, verfiel ich so
gleich auf den Gedanken, daB dies vielleicht bei Gasen ge
lingen werde. Diese Erwartung hat mich nicht getäuscht. In
der Tat zeigten die Wurzeln der Dielektrizitätskonstante der Gase
eine sehr vollständige Übereinstimmung mit den Lichtbrechungs
quotienten. Gase haben nH,mlich zahlreiche giinstige Eigen
schaften, die festen Körpern fehlen. Erstens isolieren sie aus
gezeichnet und scheinen von der dielektrischen Nachwirkung
völlig frei zu sein. Zweitens fällt bei ihnen die Schwierigkeit,
den Raum zwischen den Kondensatorplatten kontinuierlich aus
zufüllen, Löcher im Innern des Dielektrikums hintanzuhalten usw.
hinweg und ist auch ihre chemisch reine Darstellung eine
leichtere. Drittens gibt es zahlreiche chemisch vollkommen
definierte Gase, welche sich zur Untersuchung eignen, wogegen
ich bisher nur einen hierzu geeigneten festen Körper (den
Schwefel) finden konnte, der nicht, wie Paraffin, Harz, Hart
gummi, ein schwer zu definierendes Gemenge wäre, und selbst
beim Schwefel sind die zahlreichen. allotropen Modifikationen
sehr störend. Erschwert wird dagegen die Untersuchung der
Gase dadurch, daß die Dielektrizitätskonstante aller Gase und

1 Vorläufiger Bericht über diese Arbeit Wien. Anz. 11. S. 96•
. 23. April 1874.
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unter allen Drucken nahe gleich (also wenn man die der Luft
gleich eins setzt, nahe gleich eins) ist, wie schon Faraday
nachwies (Exp. res. 11; Pogg. Ann. 47). Mit 18 Daniellschen
Elementen ist da durchaus nidlts zu machen. Ich verschaffte
mir daher eine Batterie von 300 Daniellschen Elementen;
erst mit dieser konnte ich hoffen, wahrnehmbat'e Ausschläge
zu erhalten.

1. Gl·undidee. Der Methode, welche ich zur Bestimmung
der Dielektrizitätskonstante von Gasen einschlug, liegt folgende
Idee zugrunde. Ich verschaffte mir zwei wohlisolierte Konden
satorplatten d und e, die sich unter einem Rezipienten be
,fanden, durch den natürlich die Zuleitp.ngsdrähte. isoliert hin
durchgingen. Ich verband die Platte e mit der Erde, die
Platte d mit dem Elektrometer. Pumpte ich nun rasch das
Gas unter dem RezipieRten, also auch zwischen den Konden
satorplatten (bis auf einige Zentimeter Quecksilberdruck) aus,
so zeigte das Elektrometer nicht den mindesten Ausschlag,
ebensowenig, wenn das Gas wieder einströmte; die durch die
Gasbewegung erzeugte Reibung veranlaßte also keine Elek
trizitätsentwickelung. Nun lud ich die Platte e mit etwa
300 Daniellschen Elementen, z. B. positiv. Dabei lag (was
bei dem früher beschriebenen Prozesse natürlich nicht der
Fall war) auf dem von der Platted zum Elektrometer filhrenden
Drahte I ein anderer mit der Erde verbundener Draht m, so daß
also die positive Elektrizität der Platte d, weil sie von der posi
tiven Elektrizität der Platte e abgestoßen wurde, zur Erde abfloß;
dagegen wurde negative auf der Platte d gebunden. Jetzt erst
wurde der Draht m gehoben, also das Elektrometer, welches
mit der Platte d, leitend verbunden blieb, isoliert; da beide
Kondensatorplatten sehr gut isoliert waren, so erfolgte kein
Ausschlag (dies war der Prüfstein der guten Isolation). Fügte
man dagegen jetzt zu den 300 ladenden Daniellschen Ele
menten noch eins hinzu, so wurde die Platte e noch ein wenig
stärker positiv geladen, daher noch etwas mehr positive Elek
trizität der Platte d abgestoßen; dieser Überschuß konnte jetzt
nicht mehr zur Erde abtließen., sondern bewirkte einen positiven
Ausschlag (Jdes Elektrometers (etwa 60 Skalenteile). Wurde
jenes Element wieder weggenommen, 80 daß die Platte e

wieder wie zu Anfang mit 300 Daniellschen Elementen ge-



26. Experimentelle Bestimmung der Dielektrizitätskonstante usw. 539

laden war, so kehrte das Elektrometer wieder in seine Ruhe
lage zurück. Wurde nun rasch das Gas zwischen den Ronden
satorplatten verdünnt, so zeigte das Elektrometer wieder einen
Ausschlag und zwar einen negativen - ct (ct sei sein Absolut
wert, etwa acht Skalenteile). Das Gas erzeugt durch Reibung
an den Platten, wenn diese vorher unelektrisch waren, keine
Elektrizität; schließt man den sehr up.wahrscheinlichen Fall
aus, daß die Reibung bedeutend mehr Elektrizität entwickele,
wenn die Platten schon vorher elektrisch waren, so kann der
Ausschlag - ce nur daher rühren, daß Gas von normaler Dichte
stärker dielektrisch polarisiert ist als verdünntes. Durch ein
Abreißen elektrischer Gasteilchen von den Platten kann der
selbe nicht erklärt werden; denn während die positive Elek
trizität, die etwa von der Platte e durch abgerissene Gas
teilchen entfernt worden wäre, durch die Batterie sogleich
wieder ersetzt würde, .so müßte die negative von der Platte d
abgerissene durch die im Elektrometer vorrätige Elektrizität
ersetzt werden; es müßte also negative vom Elektrometer zur
Platte d, also umgekehrt positive von der Platte d zum Elektro
meter strömen, was im Elektrometer einen positiven Ausschlag
erzeugen würde. Zudem kehrte, w·enn man wieder Luft unter
den Rezipienten einströmen ließ, daß Elektrometer augenblick
lich wieder in seine Ruhelage zurück, während es bei der
schlechten Leistungsfähigkeit der Gase lange Zeit gebraucht
hahen müßte, bis die Elektrizität wieder in die Gasschichte
eingedrungen wäre. Daß der Ausschlag - ct auch nicht da
durch bewirkt wurde, daß sich der ganze Kondensator durch
die Druckverminderung etwas deformierte und infolgedessen
die Distanz der .Platten etwas v(3rändert wurde, geht schon
aus der großen Verschiedenheit des Ausschlages-ct für ver
schiedene Gase hervor (für Äthylen ist er fünfmal so groß als
für Wasserstoff). Zudem wurde es noch durch einen später
zu beschreibenden Versuch konstatiert. - Es wird also der
Ausschlag - Cl in der Tat höchstwahrscheinlich dadurch ver
anlaßt, daß Gas von normaler Dichte eine .größere Dielek
trizitätskonstante als verdünntes hat. - Das verdichtete Gas
ist also stärker dielektrisiert und infolgedessen bindet die
positive Elektrizität der Plattee mehr negative auf der Platte d,
solange verdichtetes Gas dazwischen ist. Wird dagegen das
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Gas verdünnt, so wird negative auf der Platte d frei, welche
zum Teil ins Elektrometer abfließt und daselbst den negativen
Ausschlag ct erzeugt. Aus der Größe der Ausschläge ct und ß
kann die Größe der Veränderung der Dielektrizitätskonstante
des Gases beim Auspumpen berechnet werden und, zwar in
folgender vVeise:

2. Tlleo7'ie der Berechnungsweise meinet Versuche. Sei das
Potential an dem Pole eines Dan i eIl sehen Elementes p,
während der andere zur Erde abgeleitet ist. Dann wird in
der Platte e, wenn dieselbe durch n Daniellsche Elemente
geladen wird, das' Potential nperzeugt. Durch Hinzufügen
von noch einem Daniell wächst das Potential noch um p und
wird der Auschlag ß erzeugt, welcher offenbar dem Potential
zuwachse proportional ist. (Davon, daß die Ausschläge wirklich
mit genügender Genauigkeit den Potentialen proportional waren,
mit denen man das Elektrometer lud, hatte ich mich vorher
überzeugt, was ich "das Kalibrieren des Elektrometers" nenne.)
Um nun den mathematischen Ausdruck für den Ausschlag zu
erhalten, deri ich als Ausschlag - ct bezeichnet habe, verfährt
man am kürzesten so. 'Y"ir denken uns die Platte e mit
n DaniellschenElementen geladen, so daß in ihr das Poten...
tialnp herrscht, die Platte" d aber mit der Erde verbunden,
so daß in ihr das Potential Null herrscht; nun werde die Ver
bindung der Platte e mit der Batterie und die der Platte d
mit der, Erde aufgehoben, ohne· daß die auf diesen Platten auf
geht1uften Elektrizitätsmengen .verändert werden. In diesem
Zustande werde jetzt die Natur des Mediums, in dem sich die
Platten befinden, verändert (z. B; das Gas, in dem sie sich be
finden, ausgepumpt), so daß' die Dielektrizitätskonstante dieses
Mediumsvon lJ1 inlJz übergeht. In der Theorie der Dielek
trizität wird 'folgender Satz bewiesen (vgL Heimholtz, Boreil.
Journ. 72. S. 116): Sei ein Raum rings von einer leitenden
Hülle umgeben; in .demselben befinden sich irgendwelche ge
ladene Leiter, während er sonst von einem dielektrischen
Medium mit der Dielektrizitätskonstante lJ1 erfüllt ist. Wenn
nun die Elektrizitätsmengen, die sich auf den Leitern und der
Hülle befinden, keine Veränderung erfahren, und nur das
Medium seine Dielektrizitätskonstante ändert (deren neuer
Wert lJ2 heiße), so ist das Potential an jedem Punlde des
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Raumes gleich dem mit IJ1 1IJ2 multiplizierten Potentiale,
welches früher daselbst herrschte. Wo also früher das Poten
tial Null war, dort ist es noch immer. War z. B. die Hülle
früher mit der Erde verbunden, so ist der Zust~nd des Systems
noch immer so, daß die Hülle ohne Elektrizitätsverlust mit
der Erde verbunden werden kann. Es ändert also in diesem
Falle an der Sache gar nichts, wenn die Hülle während des
ganzen Prozesses mit der Erde verbunden war. Mein Konden
sator war in der Tat rings von einer leitenden Hülle umgeben.
Auf ihn ist also das zitierte Theorem anwendbar, wenn' der
Versuch so angestellt wird, daß während des Auspumpens beide
Platten isoliert sind. Beim Auspumpen wird also in diesem
Falle einfach an jeder Stelle das Potential ])11 ])2 mal so groß.
Auf der Platte d bleibt es daher Null. Verbindet man also
diese Platte jetzt wieder mit dem Elektrometer, so erl1ält man
keinen Ausschlag, was der Versuch vollkommen bestätigte: Auf
der Platte e dagegen verwandelt sich das Potential in (])1/])2) 1l p.
Läßt man nun, nachdem der Kondensator in diesen Zustand
gebracht worden ist, die Platte d mit dem Elektrometer ver
bunden und verbindet die Platte e wieder mit der Batterie,
so steigt das Potential der letzteren wieder auf np, es wächst
also um

np(1- ~:).
Den Ausschlag, den dadurch' das Elektrometer erfährt, nennen
wir cl. Wir sahen· früher, daß der Potentialzuwachs p den
Ausschlag ß hervorruft und daß die Ausschläge den Potential
zuwächsen proportional sind; man hat'also die Proportion: .

(1) ~/ :ß = np (1- ~:): p .

Die Richtigkeit dieser Proportion setzt voraus, daß sich
die Verhältnisse , unter deuen' sich der Kondensator befindet,
nur sehr wenig verändert haben, daß sich also namentlich die
Dielektrizitätskonstante IJ1 nur wenig verändert hat, was bei
mir immer der Fall war. Es ist klar, daß man ganz den
selben Ausschlag cl erhalten hätte, wenn auch während des
Auspumpens die Platte e mit der Batterie, die Platte d mit
dem Elektrometer verbunden gewesen wäre; ~' ist also identisch
mit dem früher mit - ~ bezeichneten Ausschlage. Sein
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negatives Zeichen rührt daher, daß die Verdünnung die Di
elektrizitätskonstante des Gases vermindert, daß also IJ2 < ])1

und 1 - (IJ1 1IJ2 ) negativ ist. In der Proportion (1) kann also
cl = - ct gesetzt werden und dann folgt aus derselben

(2) ~ = 1+~.D2 {in

Wir werden später sehen, daß der Zuwachs der Dielek
trizitätskonstante innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler
dem Zuwachse des Druckes des Gases proportional ist. Nehmen
wir also an, wenn der Gasdruck um 760 mm Quecksilber steigt,
so wachse die Dielektrizitätskonstante um das A-fache ihres
ursprünglichen Betrages. Wir müssen dann setzen:

])1 == 0(1 + ~~~), ])2 == C(l + ;:~),
wo b1 und b2 die in Millimeter Quecksilber gemessenen Gas
drucke vor und nach dem Auspumpen sind. Da A sehr klein
ist, so können wir setzen

.!!..!- == 1 + J. (b1 - b2) •

D2 760

Die Formel (2) verwandelt sich also in

(3) A=~~'
{in (bi - b2 )

Dabei ist A der Quotient der ursprünglichen Dielektrizitäts
konstante des Gases in den Zuwachs, welchen dieselbe erfährt,
wenn der Druck des Gases bei unveränderter Temperatur um
760mm Quecksilber wächst. Wenn angenommen wird, daß
die Proportionalität des Zuwachses der Dielektrizitätskonstante
mit dem Druckzuwachse bis zur absoluten Evakuierung gültig
sei, so hat die Größe A eine noch einfachere Bedeutung. Dann
ist nämlich

(4) 1 +A == lJ760 ,

wobei ])760 die Dielektrizitätskonstante des Gases beim Drucke
760 mrn ist, wenn die des absoluten Vakuums gleich eins ge
setzt wird.

Wenn die Magnetisierungskonstanten' mit hinlänglicher
Genauigkeit gleich sind, was, wie sich leicht zeigen läßt, bei
Gasen in der Tat der Fall ist, so ist nach Maxwells Theorie
das Verhältnis der Lichtbrechungsquotienten zweier Substanzen
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die Quadratwurzel aus dem Verhältnisse ihrer Dielektrizitäts
konstante; da für Gase diese Verhältnisse sehr nahe gleich eins
sind, so ist der Zuwachs der Lichtbrechungsquotienten halb so
groß als der der Dielektrizitätskonstanten unter denselben Ver
hältnissen; eine Relation, welche meine Versuche bestätigen.

Wiewohl die Schlüsse, durch welche wir fanden, daß die
von mir gefundene Größe in der Tat die Dielektrizitätskon
stante ist, ziemlich einwurfsfrei sein dürften, so wäre es doch
wünschenswert, Versuche zu machen, bei denen das Gas nicht
während des Versuches ausgepumpt wird, sondern einmal die
Kapazität des leeren, dann die des gaserfüllten Kondensators
mit der eines Eichkondensators nach meiner älteren Methode'
verglichen wird. Derartige Versuche, bei denen immer die
durch das Laden der einen Platte auf der anderen frei
werdenden Elektrizitätsmengen in beiden Kondensatoren zu
vergleichen wären· und beide Kondensatoren fast genau die
selbe Kapazität haben müßten, scheinen mir durchaus nicht
unausführbar und ich werde sie, sobald es meine Muße er
laubt, in Angriff nehmen.

Ich gehe nun zu einer kurzen Beschreibung der wesent
lichsten Apparate über, die mir bei meiner Untersuchung
dienten. Ich bemerke, daß die Figuren, welche ich hier von
den Apparaten geben werde, nur als schematische aufzufassen
sind, wobei minder wesentliches, um allzugroße Komplikation
derselben zu ver:rneiden, weggelassen wurde. Die Beschreibung
niit Angabe aller Details werde ich baldmöglichst in der aus
führlichen Abhandlung folgen lassen.

3. ]Jas Elekt1·ometer. Da ich lei~er kein Thomsonsches
Quadrantelektrometer zur Verfügung hatte, so suchte ich ein
Kirchhof,fsches Vorlesungselektl'ometer, so gut es anging, in
ein Präzisionsinstrument umzuwandeln. Ich verklebte zu diesem
Zwecke die zahlreichen Löcher dieses Instrumentes und um
gab es mit einem (mit einem Fenster versehenen) Pappkasten.
Dadurch wurden Luftströmungen im Innern so sehr vermieden,
daß bei einigermaßen. solider Aufstellung selbst die kleinen
Ausschläge, die ich zu beobachten hatte, mit ziemlicher Sicher
heit abgelesen werden konnten. Die Quadranten schraubte ich
auf einen Hartgummiring fest und ließ dann alle vier gleich
zeitig eben abschleifen. Ferner legte ich auf zwei Quadranten
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ganz nahe zum Schlitze, welcher sie trennte, zwei Kupferdrähte.
Die Elektrizität, welche durch den elektrisierten Aluminium
draht in diesen Kupferdrähten influenziert wurde, lieferte die
Kraft, die den Aluminiumdraht in einer bestimmten Ruhelage
festhielt. Den Aluminiumdraht selbst hing ich an einem
einzigen sehr feinen Kokonfaden auf und verband ihn durch
einen haarfeinen" Platindraht , der durch eine kleine zu
geschmolzene, mit Quecksilber gefüllte Glaskugel beschwert
war, mit der geladenen Schwefelsäure. Um diesem feinen
Platindrahte mehr Balt zu verleihen, steckte er größtenteils
in einem feinen Glasfaden. Die Kirchhoffsche, zur Pro
jektion bestimmte Ablesevorrichtung vertauschte ich mit der
gewöhnlichen Spiegelablesung mit Fernrohr. Der Spiegel aus

dünnem Spiegelglas, ziemlich klein,
namentlich sehr schmal, vergrößerte
das Trägheitsmoment nicht merklich
und lieferte bei gut.er Beleuchtung
doch vortreffliche Bilder. Das Fern
rohr hatte die Distanz 1880 mm vom
Spiegel, die Skallt war in Millimeter
geteilt.. Der ganze bewegliche Teil
(Wagebalken) des. Elektrometers ist
in Fig. 1 dargestellt. Die Dämpfung
war nicht sehr groß und ich wartete
mit der Ablesung niemals, bis der
Wagebalken zur Ruhe gelangt war,
sondern berechnete die Ablenkung
immer aus den drei ersten Umkehr
punkten , ebenso die darauffolgende
Ruhelage, was größere Genauigkeit
liefert, als eine zu starke 'Dämpfung.

4. ])ie Batterie. Jedes meiner Daniellschen Elemente
bestand aus zwei Probegläschen, in einigen Linien Distanz von
einander, deren untere Hälften in Paraffin eingeschmolzen
waren. Das eine war mit Kupfervitriol, das andere mit Zink
vitriol gefüllt. Beide Flüssigkeiten standen durch einen heber
förmig gekrümmten feinen Glasfaden in Verbindung, der eben
falls mit Zinkvitriol gefüllt war. In den Kupfervitriol tauchte
ein Kupferdraht, in den Zinkvitriol ein Zinkdraht; der Kupfer-:-
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draht ,,,,ar lnit dem Zinkdrahte des vorhergehenden, der
Zinkdraht lnit dem

Kupferdrahte des
nachfolgenden Ele
mentes zusammen
gelötet. Zwei Ele
mente der Batterie
sind in ]"ig. 2 dar
gestellt..

5. IJel" J{onden
sator ist in Fig. 3
iln Querschnitte ge-
zeichnet. Er bestand Fig. 2.

aus sechs kreisrunden Messingscheiben a, h, d, e, f, .q. Die
Platten d und e waren die eigentlichen Kondensatorplatten

EVfuuirltP
lJalltm..

Jn, I'i(l. :J b~utet

_ ._._ .Jltßin.9Un#, _ J'Iei/m- Ifi!fI(eJY1Nlht, ._••••_. .BbuIßden

~ J~(f/JitJe..r .;lff/J'il1g, l!JlJllD (lias. lZ!Z]'J .S'thrll.v.k...

Fig.3.
Bol tz 111 a n n, Gpsammelte wissenseh. AbhandL 1. 35
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(identisch mit den schon früher in gleicher Weise be
zeichneten). Die Platte d konnte durch den Zuleitungs
draht p, die Platte e durch den Zuleitungsdraht q geladen
werden. d ruhte auf drei kleinen ScheHackstücken, die auf
kleine Messingwürfel aufgeschmolzen waren. Jene Messing
würfel standen auf der Platte b. Die Platte e dagegen wurde
von oben mittels dreier kleiner Schellackstücke .getragen, die
an ihr und der Platte f angeschmolgen waren. Distanz der
Platte etwa 1 mm, Dicke 4-5 mm, Durchmesser 160 mm.

Die Platte f ruhte auf drei verstellbaren Schrauben i,
welche sich auf die drei Messingansätze c der Platte b stützten.
(In der Fig. 3 sind immer nur zwei Schrauhen i, zwei Messing~

sätze c usw., und zwar nicht in der richtigen relativen Lage
gezeichnet. In Wirklichkeit bildeten die drei Schrauben, wie
man leicht begreifen wird, die drei Ecken eines gleichseitigen
Dreiecks.) Die unterste und oberste Platte a und g waren
durch kleine dazwischengelegte Messingstücke von den folgen
den Platten bund f getrennt und hatten nur den Zweck, die
'Värme, die sich bei Verdichtung der Gase entwickelt, abzu~

leiten, welche sonst möglicherweise die beiden Seiten der
Platten bund f verschieden erwärmt und letztere Platten da
durch etwas deformiert hätte. Um den Kondensator vor
äußeren elektrischen Einflüsse zu schützen, war er von einem
Gehäuse h aus dünnem Messingbleche umgeben. Darüber
stand- erst der Rezipient k. Die Zuleitungsdrähte p und q
gingen durch Schellackstöpsel; das Gehäuse, sowie die Platte a,.
b, fund .q waren sorgfältig leitend mit der Erde verbunden.

Bei einer Versuchsreihe legte ich drei kleine Schellack
stücke zwischen die Platten d und e (und zwar so, daß sie
sich ganz am Rande der Platten, nicht unter denjenigen be
fanden, die früher die Platte e getragen hatten) und schraubte
dann die Schrauben i so weit zurück, daß sie die Messingstücke c

nicht mehr berührten Jetzt wurde also die Platte e nicht mehr
getragen, sondern ruhte auf der Platte d. Ich erhielt auch bei
dieser Versuchsreihe fast denselben Wertvon A aus Formel (3),
was beweist, daß die Distanzänderung der l\ondensatorplatten
infolge der Deformation durch Druckänderung keinen wesent
lichen Eintiuß auf den Ausschlag - (/., hat, denn diese Distanz
änderung mußte jetzt offenbar eine ganz andere sein.
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6. IJie Zuleitungsdrällte. Mittels der horizontalen, an
passende Kupferdrähte, die sich wie Scharniere um andere
Drähte schlangen, angelöteten Messingbleche sund r konnte
die Platte e mit der Batterie geladen, die Platte d aber mit
dem Elektrometer verbunden werde:p.. (Die Messingbleche s
und l' und was damit zusammenhängt, ist in Fig. 3 ausnahms
weise perspektivisch gezeichnet.) War das Messingblech l' ganz
abgehoben, 80 berührte es einen mit der Erde verbundenen
Draht n. War das lVIessingblech T gesenkt und wurde der Draht m
herabgelassen (er berührte dann den Draht l), so war die
Platte d und· das Elektrometer zur Erde abgeleitet. Die
Hebung und Senkung der Messingbleche l' und s, sowie des
beweglichen Drahtes m geschah durch lange hölzerne Hebel;
die einen Enden dieser Hebel konnten vom Beobachter, wäh
rend er am Fernrohr saß, gehoben und gesenkt ·werden. An
den anderen Enden waren durch Bindfaden Schellackzylinder t
aufgehängt, die an passenden Orten an die zu bewegenden
Drähte· aufgeschmolzen waren. Das Messingblech r, der damit
verlötete Draht und ein Teil des Drahtes l befanden sich eben
falls (natürlich davon isoliert) in einer mit der Erde leitend
verbundenen Metallschachtel o.

7. IJie Gasleitungen. Die Ableitung des unter dem
Rezipienten befindlichen Gases geschah durch Öffnen des
Geisslerschen Hahnes u, der den Rezipienten mit einem
großen evakuierten Ballon in Kommunikation setzte, die Zu
leitung neuen Gases durch Öffnen des Hahnes v, der zum
Gasometer führte (dabei war natürlich der Hahn u geschlossen).
Das Gas durchstrich, während es vom Gasometer in denRezi~

pienten strömte, ein langes Ohlorcalciumrohr und einen dichten
Baumwollpfropf. Die Zeit des Ein- und Ausströmens betrug
etwa 1/2Minute. Ein Manometer w zeigte den im Rezipienten
herrschenden Gasdruck an. Manometer und Hähne lagen eben
falls im Bereiche des am Fernrohre sitzenden Beobachters.

8. Eleltt1'ische Leitungsfähigkeit der huf't. - Bevor eine
Beobachtung begann, war schon tagelang das Messingblech s
gesenkt, die Platte e also mit etwa 300 Daniellschen Ele
menten geladen gewesen. Ich prüfte zuerst, ob die beiden
Kondensatorplatten d und e vollständig voneinander isoliert
waren, indem ich zuerst das Messingblech l' und den Draht m

35*
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senkte, dann beide hob und nach Verlauf einer gewissen Zeit t
das erstere wieder senkte. War t = 5 Minuten, also viel1änger
als eine Beobachtung dauerte, so erfolgte nicht der mindeste
Ausschlag, zum Zeichen, daß während dieser 5 Minuten keine
Elektrizität von der geladenen Platte e auf die Platte d
übergegangen war. Ich machte einige Versuche, bei denen
t = 14 Stunden war; dann zeigte das Elektrometer nach dem
Senken des Bleches r einen Ausschlag von beiläufig 14 Skalen
teilen. Da die Hinzufügung eines Daniellschen Elementes
zur Ladung der Platte e einen Ausscblag von etwa 60 Skalen
teilen bewirkte und die Platte e mit 300 Elementen geladen
war, so war während 14 Stunden jedenfalls nicht mehr als
der 1200. Teil der gesamten Ladung mitgeteilt worden. Ich
vermute übrigens, daß auch dieser kleine beobachtete Aus
schlag des Elektrometers nicht von Elektrizitätsleitung durch
die Luft, sondern von einer Inkonstanz der Batterie herrührte.
Aus diesen Daten ergibt sich der elektrische Leitungswider
stand der Luft für so kleine Spannungen jedenfalls größer als
1026 mal so groß als der des Kupfers. Dieser so hohe Grad
von Isolation konnte nur nach sorgfältiger Entfernung aller
im Apparate enthaltener Härchen und Stäubchen erzielt wer
den, welche sonst von der Elektrizitätangezogen,beide Platten
überbrückten. Die Entfernung aller Stäubchen war unendlich
mühsam; am besten gelang sie mir, indem ich alle Bestand
teile des Apparates sehr glänzend polieren ließ, wo dann jedes
Stäubchen sehr sichtbar ist und dann von jedem Bestandteile
besonders unter einem eigens· dazu konstruierten Glaskasten,
in den ich durch passende Löcher meine nackten Arme steckte,
bei heller Beleuchtung jedes einzelne Stäubchen mit dem
Finger oder einem Drahte oder einer etwas gefetteten Schweins
borste entfernte. Auch verdünnte Luft und die übrigen
Gase schienen ebenso gut zu isolieren, doch mangelte es mir an
Zeit, dies genauer zu prüfen. Erst wenn der Druck der Luft auf
etwa 311

' Quecksilberdruck sank, hörte plötzlich. alle Isolation
auf; dann schienen also "Funken" überzuspringen. Wasserstoff
dagegen konnte ich bis auf 2'" Quecksilberdruck verdünnen,
ohne daß die Isolation aufhörte, was mich wunderte, da sonst
im Wasserstoff die Schlagweite größer ist. Als die Schellack
klötze zwischen den Platten waren, zeigte sich nach 14 Stunden
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ein Ausschlag von 45 Skalenteilen, also auch reiner Schellack
leitet bei so kleiner Oberfläche nicht merklich. Diese große,
von mir beobachtete Isolationsfähigkeit der Gase scheint zu be
weisen, daß der von Ooulomb, Riess, Warburg u. a. beob
achtete Elektrizitätsverlust von Drehwagen nicht den darin be
findlichen Ga.sen zuzuschreiben ist.1) Ich überzeugte mich ferner,
daß die Platten d und e auch sonst isoliert waren, sowie daß
die Zuleitungsdrähte und die Elemente isoliert waren.

9. Manipulation bei Beobachtung der lJielektrizitätskonstante
der Gase. Um diese Beobachtung auszuführen, waren wieder
zuerst die beiden lVIessingbleche rund s und der Draht m.
gesenkt. Es wurde zuerst das Messingblech r und der Draht m
gehoben. Dann ließ man das Gas ausströmen und senkte,
wenn die Ausströmung vollendet war, wieder das Messingb]ech 1',

nicht aber den Draht m. Der Ausschlag, den jetzt das Elektro
meter zeigt, ist der Ansschlag - fX der Formel (3). Der
Theorie nach ist es vollkommen gleichgültig, ob während des
Ausströmens des Gases das Elektrometer schon mit der Platte d
verbunden (also von der Erde getrennt), oder ob es während
des Ausströmens noch mit der Erde verbunden und von der
Platte d getrennt ist und erst zum Schlusse damit verbunden
wird. Praktisch erschien mir die letztere Methode empfehlens
wertel" Nachdem die abgelenkte Lage des Elektrometers aus
drei Umkehrpunkten bestimmt war, senkte ich den Draht m
und bestimmte die Ruhelage wieder ans drei Umkehrpunkten.
Den Inbegriff aller dieser Operationen nenne ich einen Ver
such. Nun wurde abermals Blech und Draht m gehoben und
ich ließ wieder Gas einströmen. Nach Beendigung der Ein
strömung wurde wieder der Ausschlag fX wie früher bestimmt,
womit dann der zweite Versuch beendet war usw. Die Formel (3)
zeigt zunächst, daß die Quotienten, die man erhält, we:i:m man
fX dividiert durch die Druckzunahme oder Abn8Jhme b1 - 02'
die dem Versuche vorherging, konstant sein müssen. Denn
die Ladung der Leydnerflasche und damit ß blieb sehr kon
stant. In der Tat war fX 1(°1 - 02) innerhalb der Grenzen der

1) Von dem letzteren erhielt ich übrigens, ohne daß er von meinen
Versuchen irgend etwas wußte, unlängst einen Brief, worin er mir mit
teilte, daß auch er sich überzeugt habe, daß die Gase die Elektrizität
nicht merklich leiten.
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Beobachtungsfehler konstant, womit also bewiesen ist, daß der
Zuwachs der Dielektrizitätskonstante dem des Druckes proportio
nal ist, was übrigens nicht anders zu erwarten war. ß wurde
anfangs vor und nach j edel' Versuchsreihe mehrmals bestimmt;
da es sich jedoch als fast ganz konstant erwies, wurde es
später bloß mehr für einige Versuchsreihen gemeinsam be
stimmt. In der Formel (3) wurde dann für (;(, I (bI - bz) der
Mittelwert aller bei den einzelnen Versuchen einer Versuchs
reihe gefundenen Werte dieser Größe, für ß ebenfalls dessen
:Mittelwert eingesetzt und daraus A. berechnet. Um einen Be
griff zu geben, inwieweit die einzelnen Versuche untereinander
übereinstimmten, stelle ich die ausführlichen Daten der de
finitiven mit Luft angestellten Beobachtungsreihe in der folgen
den Tabelle zusammen:

b B
4a

4a ';;;=b2

675 35,5 303,7 0,0525
20 33,8 304,6 0,0516

()GO H2,7 305,1 0,0511
12 34,4 305,3 0,0531

647 30,4 305,5 0,0479
17 33,2 306,4 0,0527

635 31,4 302,8 0,0508
10 31,3 303,2 0,0501

622
10 34,5 303,7 0,0564

610 30,4 304,2 0,0507
5 31,3 304,4 0,0517

600
10 30,1 304,9 0,0510

588
10 26,5 305,4 0,0459

575 24,7 305,7 0,0437
27 29,0 305,8 0,0530

565 23,3 305,9 0,0433

Mittel 0,05034

Hier ist b der Manometerstand während der Beobachtung
'Von a. Für jedes a ist also unter bI der nächstvorhergebende
Wert des b, unter b2 der neben dem betreffenden (;(, stehende
zu verstehen; für das erste a ist b

I
gleich Null. Wenn man

die a alle mit positiven Zeichen nimmt, sind auch die Diffe-
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renzen ± (bi - b2 ) positiv zu nehmen. Es wurde immer der
vierfachen Wert des a angegeben, weil die Berechnung des
vierfachen Wertes aus drei Umkehrpunkten bequemer ist als
die des einfachen; die Division durch 4 geschah dadurch;
daß ich auch für ß dessen 4fachen Wert setzte. E ist die
Ruhelage, um welche zum Schlusse jedes Versuches das Elek
trometer schwankte. Nach dem sechsten Versuche war das
Fernrohr ein wenig verschoben worden. Drei Beobachtungen
mißglückten, da ich dabei das Messingblech r und den Draht m
aus Versehen falsch gestellt hatte. Da der von mir beobachtete
Ausschlag so außerordentlich klein (acht Skalenteile) war, -so
war eine größere Übereinstimmung der Quotienten in der letzten
Vertikalreihe ,die nach der Theorie konstant sein sollten,
kaum zu erwarten. Ich glaube aber, daß die Nichtüberein
stimmung derselben mehr noch von der Inkonstanz der Batterie
als von Luftströmungen oder anderen Störungen im Elektro
meter stammt. Beide Störungsursachen müssen sich übrigens
aus dem Mittel sehr vieler Versuche eliminieren. ß wurde
viermal bestimmt; es ergab sich 4 ß gleich 238, 227, 238, 227,
Mittel 232,5. Die Anzahl n der ladenden Daniellschen EIe..
mente war 295. Die Substitution dieser Werte in die Formel (3)
liefert für die Hälfte der Größe A (welche ich in der Folge
immer anführe, da sie sich am besten mit dem Lichtbrechungs
quotienten vergleichen läßt) den Wert 0,000278. Bei der
Mehrzahl der übrigen Gase zeigte sich eine erheblich größere
Konstanz der Quotienten a / (bi - b2), bei einigen eine noch
geringere, je nachdem die Batterie konstanter oder weniger
konstant wirkte. Bei einigen Versuchen mit Luft hatte ich eine
größere Mannigfaltigkeit in den Werten von b1 - b2,

10. Kalibrieren des Elektrometers. Bei dieser Operation,
d. h. bei Bestimmung, welchen Potentialen die verschiedenen
Ausschläg.e desselben entsprechen, bediente ich mich der schon
in der Abhandlung "Experimentelle Bestimmung der Dielektri
zitätskonstante von Isolatoren" (Wien. Bel'. 67, Abt. 11, 1873)1)
beschriebenen Methode. Es zeigten sich die Ausschläge für
meine gegenwärtigen Zwecke dem Potentiale genügend pro
portional, so daß die Anfertigung einer Korrektionstabelle sich

1) Die Sammlung Nr. 24.
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als überflüssig erwies. Da ein Daniellsches Element schon
einen zu großen Ausschlag gab, suchte ich mir konstante
Elemente von kleinerer elektromotorischer Kraft zu verschaffen;
ich verwendete Zinkeisen- und Eisenkupferelemente, wobei
jedes Metall immer in die Lösung seines schwefelsauren Salzes
in Wasser tauchte. Dabei fand ich, daß derartige Zinkeisen
elemente fast genau den dritten Teil, derartige Eisenkupfer
elemente aber t der elektromotorischen Kraft des Dan.iellsehen
ElementeshabeD, was mit Thomsens Bestimmungen der Ver
bindungswärme stimmt. Eine eingehendere Untersuchung der
elektromotorischen Kraft derartiger,' aus verschiedenen Metallen
gebildeter Elemente schiene mir von Interesse zu sein.

11. Zusammenstellung dm' Resultate. Bei den ersten. Ver
suchen, die ich anstellte, war die Aufstellung des Elektro
meters eine ziemlich unsolide, auch war dasselbe nicht genügend
vor Luftströmungen in seinem Innern verwahrt. Bei diesen
Versuchen ergab sich für Luft bei fünf Versuchsreihen:

),
'2 = 0,000283

257
272
289
287

Für Wasserstoff bei zwei Versuchsreihen:
),

'2 = 0,000136

114

Bei den beiden letzten mit Luft angestellten Versuchs
reihen wurde die Platte e nicht von oben getragen, sondern
ruhte durch Schellackstücke getrennt auf der Platte d. Der
Wert des A ist. nicht. merklich verschieden; doch ist er ein
wenig größer, was möglicherweise darin seine Ursache hat,
daß sich bei Verminderung des' Druckes die Schellackstützen
ausdehnten und daher die Kapazität des Kondensators nicht
bloß infolge der Verminderung der Dielektrizitätskonstante der
Luft, sondern auch infolge der Vergrößerung der Plattendistanz
wuchs. Wird die Platte e von oben getragen, so ist eher eine
Verkleinerung der Plattendistanz bei Abnahme des Druckes
wahrscheinlich, da sich Schellack mehr als Messing ausdehnen
d~rfte. Nun erst schritt ich zu den definitiven Versuchen.
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Die Werte von ),,/2, die sich dabei für die verschiedenen Gase
ergaben, sind in derfo)genden Tabelle zusammengestellt. Da
neben stehen unter der mit p, überschriebenen Rubrik die
Zunahmen, welche der Brechungsquotient des betreffenden
Gases durch eine Druckvermehrung von 760 mm erleidet und
welche nach der Maxwellschen Theorie gleich )../2 sein müssen.
Die Werte. von Ä/2 wurden bei Temperaturen beobachtet, die
zwischen 15 und 17° C. lagen. Ich habe deshalb die Größen p,
für 16° C. berechnet und zwar aus den von Dulong aus
geführten Bestimmungen der Lichtbrechungsquotienten von
Gasen.

}.,

2 fL

Luft. 0,000279 0,000278
Kohlensäure 0,000446 0,000424
Wassel'stoff 0,000125 0,000130
Kohlenoxyd 0,000325 0,000321
Stickoxydul 9,000469 0,000475

Ölbild. Gas {O,OO0604
0,000641. 0,000633

Sumpfgas 0,000445 0,000419

Nimmt man an, daß die Proportionalität des Zuwachses
der Dielektrizitätskonstante mit dem des Druckes bis zur
absoluten Evakuierung gelte, so ist, wie bereits bemerkt, 1 +)..
die Dielektrizitätskonstante des Gases bei 760 mrn Queck
silberdruck , wenn die des luftleeren Raumes gleich eins ge
setzt wird; daher 1 + A/2 ihre Quadratwurzel. A sei bei der .
Temperatur t bestimmt worden; a sei der bekannte Aus
dehnungskoeffizient der Gase, also a = 0,00366. Setzt man
noch voraus, daß· sich diese Quadratwurzel in derselben Weise
mit der Temperatur verändert, wie der Lichtbrechungsquotient,
mit dem sie ja nach lVlaxwells Theorie identisch ist, so ist
1 + A(1 + a t) /2 die Quadratwurzel der Dielektrizitätskonstante
des Gases bei 0° C. und 760 mrn Druck, wieder die des
Vakuums gleich eins gesetzt. Letztere Dielektrizitätskonstante
soll mit ])0,760 bezeichnet werden. Ich lasse hier eine Zu
sammenstellung der Werte von V])0,760, wie sie sich unter diesen
Voraussetzungen aus den Werten des A der vorigen Tabelle
ergeben, mit den Lichtbrechungsquotienten i O,760 bei 0 0 O. unter
760 mm Druck folgen.
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Luft ...
Kohlensäure .
Wasserstoff
Kohlenoxyd
Stickoxydul
Ölbild. Gas
Sumpfgas..

YDo,760

1,000295
1,000473
1,000132
1,000345
1,000497
1,000656
1,000472

i O,760

1,000294
1,000449
1,000138
1,000340
1,000503
1,000678
1,000443

12. Einige ältere fe1'suche über die dielektrische l!ernwirlwng.
Ich erwähne schließlich einige noch in Graz angestellte Ver
suche über die dielektrische Fernwirkung. Ich selbst stellte
noch einige Versuche mit P.araffinkugeln an. . Die Methode
war genau die in meiner Abhandlung "Über die elektrostatische
Fernwirkung dielektrischer Körper" (dieser Band Nr. 25) be~

schriebene. Auch die' Größe der Paraffinkugeln war dieselbe.
Doch war mit besonderer Sorgfalt darauf gesehen, daß die
selben möglichst genau die Kugelgestalt hatten. Die Ab
weichungen der Längen der verschiedenen Durchmesser wurden
mit einem Mikroskope mit Okularmikrometer gemessen und
die Rechnung ergab, daß, wenn die Kugel ein Ellipsoid ge~

wesen wäre, dessen verschiedene Durchmesser dieselben Ab
weichungen gehabt hätten und dies· Ellipsoid bei Berechnung
der dielektrischen Fernwirkung als Kugel von gleichem Volumen
in Rechnung gezogen worden wäre, dies keinen bemerkbaren
Fehler veranlaßt hätte. Diebeiden wirkenden Kugeln wurden
alternierend geladen, wobei sie aber mit zwei Quadranten
eines Kirchhoffschen Elektrometers verbunden waren; der
bewegliche Teil (Wagbalken) dieses Elektrometers war nicht
aus Aluminiumdraht, sondern aus einer halbleitenden Substanz
(Pappe), so daß die alternierende Ladung auf ihn nicht wirkte,
wohl aber mußte er durch den etwaigen Überschuß einer
Elektrizität abgelenkt werden. Mittels dieser Vorrichtung wurde
konstatiert, daß auch jener Überschuß keinen schädlichen Ein~

fluß auf das Resultat haben konnte. Drei Versuchsreihen er
gaben für die in der zitierten Abhandlung mit E bezeichnete
Größe die Werte: 3,267, 3,213, 3,220, Mittel 3,233, woraus
sich die Dielektrizitätskonstante des Paraffins gleich 2,343 ergibt.

Außerdem untersuchten die Herren Romich und Fay
diga, studd. phi!. an der Grazer Universität, die dielektrische
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Anziehung von Schwefelkugeln, die mit einer dünnen Harz
oder Paraffinschicht überzogen waren und von Paraffinkugeln,
die mit einer Harzschicht bekleidet waren. Wenn die Schicht
nicht zu dick war, so war die dielektrische Anziehung die
selbe, als ob jene Schicht nicht vorhanden gewesen wäre. End
lich untersuchten die genannten Herren noch vier Kugeln aus
Kalkspat, Glas, Flußspat und Quarz. Die Dielektrizitäts
konstanten dieser Substanzen stimmten nicht mit der Max
wellschen Theorie, sondern lagen zwischen 5 und 8.. Bei
allen diesen Substanzen zeigte sich jedoch eine Abhängigkeit
der Dielektrizitätskonstante von der Zeit der Einwirkung.
Da diese nun bei den dielektrischen Versuchen nicht unter
1/

500
Sekunde lag, bei den Lichtschwingungen aber viel kleiner

als ein Billionstel Sekunde ist, so wird hieraus die Nichtüber
einstimmung begreiflich.

Die ausführliche Beschreibung aller dieser Versuche wurde
bisher durch meine Übersiedelung nach Wien und Mangel an
Zeit sowohl von meiner Seite als auch von Seite jener Herren
verzögert.

Zum Schlusse sage ich noch Herrn Professor Ludwig
meinen wärmsten Dank, welcher mir in der zuvorkommendsten
Weise die Arbeit dadurch erleichterte, daß er die Darstellung
der zu meinen Versuchen notwendigen Gase übernahm.



27.

Über einige an meinen Versuchen über die elektro
statische Fernwirkung dielektrischer Körper1

) anzu
bringende Korrektionen.2

)

(Wien. Bel'. 70. S.307-341. 1874.)

Der erste Teil der folgenden A.bhandlung hat den Zweck,
möglichst kurz alle Korrektionsformeln, welche bei diesen
Versuchen zur Anwendung kommen, aus der Theorie der
Dielektrizität zu entwickeln und außerdem anzugeben, wie die
in meinen Versuchen angewandte Stärke .der elektrischen Ein
wirkung in absolutem :lVIaße gemessen werden kann; in dem
zweiten Teile werde ich eine besondere, an einer Paraffinkugel
angestellte Versuchsreihe beschreiben, bei welcher mit der
größten Sorgfalt alle zu jenen Korrektionen erforderlichen
Daten beobachtet wurclen, und durch welche nachgewiesen
wird, daß jene Korrektionen in der Tat bei der bisher von
mir angestrebten und erreichten Genauigkeit keinen bemerk
baren Einfluß auf das Endresultat haben. (Höchstens ein paar
Einheiten in der zweiten Dezimale.) Zum Schlusse stelle ich
die Resultate aUer meiner bisherigen Beobachtungen über
dielektrische Fernwirkung übersichtlich zusammen.

Formeln.

§1. Berücksichtigung, daß der Radius der Kugel, auf
welche gewirkt wird, nicht gegen die Entfernung der

wirkenden Elektrizitätsqu elle verschwindet.

Wir haben .es immer mit dem Falle zu tun, daß eine
elektrische Kugel auf eine andere dielektrische oder leitende
aber isolierte, jedenfalls aber ursprünglich unelektrische ein-

1) Ich will meine erste Abhandlung über diesen Gegenstand (Nr. 25
di~ses Bandes), welche sich im 68. Bande der Sitzungsbericbte der Wiener
Akademie befindet, bier immer kurz unter dem Namen "die 1. Abhand
lung" zitieren.

2) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 11. S. 172. 8. Oktober 1874.
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wirkt. Die erstere Kugel nenne ich immer die wirkende, die
letztere die bewegliche. Der Fall, daß die letztere leitend ist,
ist ein Spezialfall des anderen, den man dadurch erhält, daß
man die Dielektrizitätskonstante der beweglichen Kugel gleich
Unendlich setzt. Wir werden sehen, daß alle anzubringenden
Korrektionen nur klein sind; wir können daher voraussetzen,
daß sich alle ohne Störung einfach superponieren. Denn die
Fehler, welche durch das gleichzeitige Zusammenwirken zweier
störender Ursachen hervorgerufen werden, sind jedenfalls klein
zweiter Ordnung. Wir wollen daher jetzt annehmen, die auf
der wirkenden Kugel befindliche· Elektrizitätsmenge (in ab
solutemMaße gemessen) sei in deren Zentrum vereinigt und
befinde sich in der Distanz p vom Zentrum der beweglichen
KugeL Die letztere habe den Radius a und die Dielektrizitäts
konstante lJ. (lJ ist die von Maxwell, PhiI. transact. of the
Roy. 80c. of London 155, so bezeichnete Größe, also gleich
1 + 4% E, nach Heimholtz, Borch. Journ. 72). Es wird ge
sucht die Kraft, welche die elektrische Masse e auf die Kugel
in der Richtung der Verbindungslinie der Oentra ausübt. Da
die Formeln für die dielektrische Polarisation, solange sich
die Elektrizität in Ruhe befindet, zusammenfallen' mit denen
der:lVIagnetisierung weichen Eisens, so können wir einfach die
Formel anwenden, welche für den Fall gilt, daß' eine magnetische
Masse auf eine magnetisierbareKugel wirkt (z. B. aus Beers
Einleitung in die Elektrostatik usw. S. 115). Nach Einführung
unserer Bezeichnungen (JJ ist gleich 1/(1 - u) zu setzen, wobei u
die von Be er gebrauchte Konstante ist), geht die Formel,
welche Be er für die Kraft aufstell t, die die Kugel auf die
magnetische Masse ausübt, über in

\

n=OO .

CD - 1) e2 a ~ n (n + 1) (!:-)2n
pS ..::;.; n D + n + 1 P

n=l

. = 2(D-1)e
2

a
3 [1 + 3(D+~+ ...].

(D + 2)p& (2D + 3)p2

Setzt man darin JJ = 00, so erhält man für die Anziehung
der leitenden Kugel unter denselben Umständen den Wert

n=OO

e2 a ~ ( (~ )2n 2 e2 a3
[ 3 a2

](2) ---ps...:::..,; (n + 1) p = --ps 1+ 2p2 +... "
n=l
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die letztere Anziehung dividiert durch die ersten liefert also
den Quotienten

D+2 [ 3a
2

] [3(Ew -l)a
2

]
Es = D _ l' 1- 2(2D + 3)p2 ••• = .Ew • 1 - 2 (5Ew - 1)p2'" •

Wir haben diesen Quotienten mit Es bezeichnet, weil es
derjenige Quotient ist, den die unmittelbare Beobachtung
liefern wird, also der scheinbare. \Väre dagegen die wirkende
Masse sehr entfernt, so hätte der Quotient der Anziehung der di
elektrischen Kugel in die der leitenden den V-lert CD + 2) / (lJ -1),
den ich mit Ew (wahrer Quotient) bezeichne. Die letztgefundene
Formel liefert mit Vernachlässigung von kleinen Größen von
der Ordnung a4 / p4:

[
3(E-l)a2 ]

Ew=Es ' 1+ 2(5E+l)p2 "

Der in der eckigen Klammer stehende Ausdruck ist jener
Faktor, mit dem man den beobachteten Wert von E noch
multiplizieren muß, um den wahren Wert des E, welcher
gleich (lJ + 2)/(lJ -1) sein soll, zu erhalten. Für meine Ver
suche im Winter 1873 und später war beiläufig a = 7 mm,
p = 49 mm. (Der Durchmesser im Dimensionenschema soll
141/ 2 statt 151/ 2 mm lauten.) 1)

Jener ]"akter hatte also folgende Werte:

für Schwefel. .... . . . 1+ 0,0031,
" kleine krist. Schwefelkugel 1 + 0,0031,
"große" " 1 + 0,0040,
" Paraffin . . 1 + 0,004,
" Kolophonium 1 +0,004,
" Hartgummi. . 1 + 0,0031.

Die Multiplikation mit jenem Faktor kann also ohne er
heblichen Fehler auch unterlassen werden.

§ 2. Wann sind die Ausschläge beider Dreh wagen
möglichst genau proportional?

Aus Formel (1) ist ersichtlich, daß die auf die bewegliche
Kugel wirkende Kraft, wenn man nur das weitaus größte
erste Glied der Reihe berücksichtigt, der 5. Potenz von p

1) In dieser Ausgabe bereits korrigiert.·
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verkehrt proportional ist, wodurch die Ableitungsweise der in
§ 12 meiner ersten Abhandlung besprochenen Korrektions form el
gerechtfertigt ist. Ich will hier noch besprechen, wie die
Dimensionen gewählt werden müssen, damit bei verschiedener
Elektrisierung der wirkenden Kugeln die Ausschläge beider
Drehwagen einander möglichst proportional seien.

Bei der zweiten Drehwage ist die bewegliche Kugel (mit
dem Radius a') leitend mit der Erde verbunden; auf sie wirke
die elektrische Masse e' in der Distanz p' von ihrem Zentrum.
Es häufe sich dabei die gesamte Elektrizitätsmenge - 8 auf
der beweglichen Kugel auf; da in ihrem Innern das Potential
gleich Null sein muß, so muß, wenn man p groß annimmt,
e' / p' = 8/ a' sein. Die Kraft, mit welcher die Elektrizitäts
mengen e' und -8 anziehend aufeinander wirken, also die
Kraft, welche auf die bewegliche Kugel der zweiten Dreh
wage wirkt, ist

e'2 a'e' 8

(5)

IF=J13'
Sei cp der Winkelausschlag der ersten, cp' der der zweiten

Drehwage , ferner h der Hebelarm F G (Fig. 2 meiner ersten
Abhandlung) der ersten, h' der der zweiten Drehwage (P Q, Fig. 3
derselben Abhandlung), so verschiebt sich die bewegliche
Ku·gel der ersten Drehwage um h cp, die der zweiten um h' cp'.
Auf die bewegliche Kugel der ersten Drehwage wirkt also
nach Formel (1) dieser. Abhandlung, wenn man darin nur das
erste Glied beibehält, die Kraft

2(D-l)e2 a8 = 2(D-l)e2 a8 (1+ 5hep).
(D+2)(p-hep)5 (D+2)p5 p

Das Moment, welches dem Moment dieser Kraft das
Gleichgewicht hält, ist proportional dem Torsionswinkel, also
etwa = k cp.

Man hat also für die erste Drehwage

k = 2(D - 1) e
2

a
8

h (1 + 5 hep) •
cp (D + 2)p5 P

Freilich ist dabei außer acht gelassen, daß die Bifilar
kraft auch nicht genau dem Torsionswinkel proportional ist,
und daß die elektrische Kraft nach geschehener Ablenkung
nicht mehr genau senkrecht auf dem Hebelarme steht. Wenn
ursprünglich die Verbindungslinie der wirkenden elektrischen

(4)
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'2 ' 7' ( 3 7 , ')k' '=~1+~.Cf p'S p'

Werden beide wirkenden Kugeln mit dem Potential v

geladen, so ist e und e' proportional v; etwa e = b v, e' = b' v,
wenn b 'und b' die Radien der wirkenden Kugeln sind. Aus
den Formeln (5) und (6) folgt mit Rücksi.cht hierauf

Masse mit dem Zentrum der beweglichen Kugel senkrecht auf
dem Hebelarme stand~ so verursacht. letzteres nur einen
Fehler, der sich zum Resultat wie 1 -cos cp : 1 verhält, und
darf daher, sowie auch die erstere Fehlerquelle vernachlässigt
werden. Analog der Formel (5) erhält man für die zweite
Drehwage

(6)

11f= 2(D-l)b~aBlz

(D + 2)pf>

(7)

wobei

{p =
5 J11hv 2 '

/c----
P

jl'v2

g/ = I 3111' 11,' v2 '
lc - --

p'

, b'2 a' h'
ltf=--., p's

Es ist also
3111' h' 1,2

lc'----
~]{ p'

fiT - J.vl' 5 JJ1 h v2

1c- ----
P

Die negativen Gliecler im Zähler und Nenner der rechten
Seite sind klein. In denselben kann' man daher M und M'
statt aus den Gleichungen (7) aus folgenden berechnen:

(8)
.i"11,2 , M' v 2

Cf = -k-' CP = -k-'-'

und erhält dann
1 _.3/1.' cE..L = j,11k'. __P_''-- = Mk' .[1- 3h' ~' + 5h~].

~' 1JI' k 1 _ 5 h. ~ M' k p' p
p

Der erste Faktor rechts ist unabhängig von der Stärke
der Ladung. Die beiden letzten Glieder in der eckigen
Klammer sind jedes proportional dem Quadrate der Ladung.
Soll daher rp' I rp mit variierender Ladung nur um kleine
Größen höherer Ordnung variieren, so muß

3h/~' 5h cp
(9) 11 = -p-
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Bein. Dies könnte bei der dielektrischen und Metf\,llkugel nur
dann gleichzeitig erfüllt sein, wenn die erstere viel größer
wäre, so daß bei gleichem ep' auch ep für heide gleich aus
fiele. In Wirklichkeit wird sich diese Relation nur in ziemlich
roher Annäherung erfüllen lassen.

Da man über Cf und ep' nicht von vornherein ~erfügen
kann, so ist es besser, statt derselben die Trägheitsmomente
T und TI der zwei Drehwagen einzuführen. Ist 7: die beiden
gemeinsame Dauer einer ganzen Schwingung, 80 hat man

1:' = 2 n '1 fT = 2 n 1 / T' ,VT V Je'

daher Tl/ = T' k. Berücksichtigt man dies in Gleichung (9)
und drückt Cf und ep' durch die Gleichungen (8) aus und sub·
Btituiert schließlich für Mund 111"' ihre Werte, so ergibt sich

10(D - 1) b2 a8p'4 T' 1z2

(10) 3(D+2) pßb'2a' Th/ 2 = 1.

Soll die Bedingung erfüllt sein, wenn 'eine leitende Kugel
in die erste Drehwage eingehängt ist, so muß man D = 00

setzen.

§ 3. Berechnung der bei meinen Versuchen wirksamen
Kraft in absolutem Maße.

kund k' können leicht aus den Gleichungen

k = 4 n
2 T k' = 4 n

2 T'
1:2 ' 1:'2

in absolutem Maße berechnet werden. Für die erste Dreh·
wage liefert die Formel (5) unter Vernachlässigung des zweiten
Gliedes

2 (D+2)p5.2n2 T<p
e = " '.(D -1) aB h 1:2

Bezeichnet A den einfachen Ausschlag (die Anzahl der
Millimeter, welche am ~"adenkreuz vorbeigehen mußten, damit
die Skala aus der Ruhelag~ in die abgelenkte kam) und d die
Distanz der Fernrohre von den Spiegeln, so ist p = A j2d,
daher

(11)

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. 1. 36
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also sobald die leitende Kugel eingehängt ist,

(12)

Die Kraft, welche im Innern der dielektrischen Kugel
wirksam ist, wird leicht in folgender Weise in absolutem Maße
bestimmt. Sei ct das elektrische Moment der Volumeinheit
der Kugel. Dann übt dieselbe auf eine im Innern befindliche
elektrische Masse die ,Kraft - (4'11: a / 3) .aus. Die elektrische
Masse e aber übt, wenn sie weit entfernt ist, die Kraft e Ipa
aus. Nach der Grundgleichung der Dielektrizität (vgl. Helm
holtz, Borchh. Journ.72) ist das elektrische Moment der
Volumeinheit gleich de~ mit der Konstante 8 multiplizierten
gesamten Kraft, also

(t = 8 (_~~__ 471: CX) ,
p2 3

woraus
se
7 3 D-l e

a =4ne = 471: D+2 p2'
1+-

3
-

Die auf eine im Innern der Kugel befindliche elektrische
lrasse 1 wirkende Gesamtkraft aber ist

3 e E'-l e
(13) D + 2 J7 =~. p"'-'

Für die zweite Drehwage würde man erhalten:

(14) '2 p'S 2n2 T' A'e =-------.
a' h' -,;'2 d'

Das Potential im Innern der wirkenden Kugel ist für die
erste Drehwage e / b, für die zweite e' / b'. Es muß also
e / b = e' / b' sein.

Bei den im Sommer 1872 angestellten Versuchen war

l' = 44900 mm2 X Gramm (Masse).
r = 221/ 2 Sek.
p = 62 mrn, a = 7,3 mrn, lt = 67 mID, b = 20 1/ 2 mm.
1" = 1,450000 mrn 2 X Gramm.
p' = 67 mm, a' = '8 rum, 1/ = 212 mm, b' = 8 mrn.

. cl = d'= 2200mm.

Bei den in Tabelle 111 meiner ersten Abhandlung zu
sammengestellten, bei der Schlagweite 1,3 mm an Paraffin an-
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gestellten Versuchen war A etwa gleich 17 mrn, E = 1,3) woraus
sich e etwa

3/ '/= 520 mm 2 X Gramm !(Mas~e)

Sek.

ergibt; Im Innern der Paraffinkugel wirkte auf die Elek
trizitätsmenge 1 die Kraft

003 ~ramm x mm
, Sek. 2 '

wobei Elektrizitätsmenge 1 diejenige ist, die in Luft einer
gleichen, in der Distanz 1 mm an die Masse eines Gramms
gehefteten ~ in der Sekunde die Beschleunigung eines Milli
meters erteilt.

Bei anderen Schlagweiten verhalten sich diese Kräfte wie
die Quadratwurzeln der Ausschläge.

Bei der Schwefelkugel (Schlagweite 1,3 mm) ist diese Kraft
0,08. Das Potential, mit dem die wirkenden Kugeln geladen
waren) erhält man, wenn man e durch den Radius der wir
kenden Kugel dividiert. .Es war also

520 Gramm '/2 X mm '/2
201/2 = 25 Sek.

Aus dem Ausschlage der zweiten Drehwage ergibt sich nach
Formel (14) für dieses Potential der Wert

Gramm '/2 mm '/2
30---~~·

Sek.

Da sich die Elektrizität bei meinen Versuchen immer auf zwei.
nahe gleiche Leydnerfiaschen verteilte) so ist die Potential.
differenz, welche einen Funken von 1)3 mm Länge erzeugte,.
etwa doppelt so groß. Doch beanspruchen diese Angaben
über absolute Werte nur die Bestimmung der Größenordnung'
der bei mir wirksamen Kräfte. Um eine numerische Genauig
keit zu erzielen, hätte der Apparat ganz anders eingerichtet.
werden müssen, was ich unterließ, da absolute Maßbestimmung
nicht der Zweck meiner Untersuchung war.

Bei meinen ersten, mit der großen aus einem Schwefel.
kristall geschliffenen Kugel angestellten Versuchen (vgl. diesen
Band der Sitzungsber.Tab. 1)1) war, wenn ich die an der

1) Vgl. Nr. 28 dieses Bandes,
36*
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Metallkugel angestellten Beobachtungen der Rechnung zu
grunde lege,

T = 37953 Gramm (Masse)mrn 2,

p = 49 mm, a = 7,3 mm, h = 40,8 mm, h = 20 1/ 2 mm,
T' = 670,000, p' = 82 mm,
a' = 12,9 mrn, h' = 84 mrn, b' = 8 mm,

d = d' = 2300 mrn, T = T' = 25 Sek., A = 49mm,

woraus man für die erste Drehwage findet
rorn 3/2 Grarnro

J
/ 2

e = 518 Sek.

Das Potential im Innern der wirkenden Kugeln war

518 mm 1/2Gramm 1/2.
= 205 = 25 ::;ek.

für die zweite Drehwage erhält man dieses Potential gleich 30.
Die bei gleicher Ladung der wirkenden Kugel auf die

Elektrizitätseinheit im Innern der Schwefelkugel wirkende Kraft
aber ist, wenn die Wirkung parallel der Halbierungslinie des
spitzen Winkels der optischen Achsen geschieht, 0,11, wenn
dagegen parallel der des stumpfen, 0,091.

Um diese Kräfte mit denen zu vergleichen, welche bei
meinen Kondensatorversuchen (vgl. Sitzungsber. d. Wiener
Akad. 67) 1) im Innern des Dielektrikums auf die Dielektrizi
tätsmenge 1 wirkten, können folgende Betrachtungen dienen.
Nach Thomson (Phil. mag. 4. ser., 20, oder Papers on electro·
static S. 246) üben zwei Metallplatten von 1 0 'Oberfläche in
1/100' Entfernung eine Kraft von dem Gewichte von 55 Grain
aufeinander aus, wenn eine zur Erde abgeleitet, die andere
mit einem Pole einer Batterie von 1000 Daniell verbunden
ist, deren anderer Pol ebenfalls zur Erde abgeleitet ist.

Sei v das Potential auf der nicht abgeleiteten Platte,
q deren Flächeninhalt, d die Plattendistanz, so ist die Flächen
dichte der darauf angesammelten Elektrizität gleich

1 (dV dV) 1 v
4;; dNa - dNi = 4;;7'

1) Vgl. NI'. 24 dieses Bandes.
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Die gesamte auf einer Platte befindliche Elektrizität ist

1 vq
e=--·

4n cl

Die Kraft, welche auf eine elektrische Masse 8, die sich
zwischen den Platten befindet, normal zur Platte wirkt, ist

8 ~~a' und zwar geht die Hälfte dieser Kraft von der Elek~
trizität aus, die sich auf der einen Platte befindet, die andere
Hälfte von der auf der anderen. Darauf folgt, daß die Kraft,
welche die Elektrizität der eine~ Platte auf die der anderen
ausübt, den Wert

ist.
also

2 8n kd 2
V =~.-,

q

e cl V 1 v2 q
"2 dNa = B;;F

hat, wie man übrigens auch leicht durch direkte Berechnung
der Anziehung einer unendlichen Scheibe auf einen Punkt
findet, woraus folgt

(15)

Nun war bei Thomson
d2 1
q = -10000'

k gleich dem Gewichte von 55 Grain, gleich dem Gewichte von

1~~~~2 = 3~57 g (nach späteren Beobachtungen beträgt dieses

Gewicht 5,7 g; - ich will die Zahlen, bei deren Berechnung
diese letztere Zahl zugrunde gelegt ist, in einer Klammer bei
fügen), also in unseren Maßen

IG = 3,564 X 9810 Gramm (~~~e) X mm .

Die Formel· (15) liefert also
G , 1/2 1/2

V = 9,4 (11,9) !am~ek~m •

Das Potential am Pole eines Daniellschen Elementes
ist also, wenn der andere zur Erde abgeleitet ist,

00094 (00119) Gramm
1

/! (Masse) mm
1

/
2

•

" Sek, .

Branly (Campt. renel. S. 431. 1872) findet für dieses
Potential den Wert

M'llig 'amm 1/2 mm 1/2Gramm 1/2Masse
0,00039 I r IJ Gewicht = 0,00104 -----,=c-:----

mrn 2 Sek.
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Nach Thomson sind 5500 Daniell notwendig, um einen
Funken von 1/20" = 1,27 mm Länge zu erzeugen. Dieselben
liefern nach dem obigen die Potentialdifferenz

1/t) 1ft)

42 (53) Gramm -mm /- .
Sek.

Eine größere Übereinstimmung mit dem von mir bei gleicher
Schlagweite gefundenen Potentialwerte war nicht zu erwarten.
(Bei Thomson sprang der Funke zwischen Platten, bei mir
zwischen Kugeln über, wobei sich ein Teil der Elektrizität
rasch in der Leydnerflasche, verlor.) Doch glaube ich, daß
sich bei genügender Sorgfalt mein Apparat auch zu derartigen
Messungen eignen würde.

Bei meinen Messungen an der Paraffmplatte 11 z. B.
Sitzungsbel'. d. Wiener Akad. 67, § 8) 1) war zwischen den
Kondensatorplatten außer einer Pliraffinschicht von 2,3276 mm
Dicke noch eine Luftschicht von 0,28 mm Dicke. Letztere
entspricht einer Paraffinschicht von 0,655 mm Dicke. Die
Platten luden sich also gerade so, als ob sie sich in einer
Distanz von 2,98 mm befunden hätten und nur Paraffin da
zwischen gewesen wäre. Die Potentialdifferenz 'war dabei die
an den beiden Polen von -18 Dani e11 sehen Elementen, also

G '10 '/0
= 017 (0 21) ramm -rnrn . ~

" Sek.

Dividiert man durch die Distanz der .Platten, also durch
2,98 mm, so erhält man den Differentialquotienten des Poten
tials normal zu den Platten; multipliziert man denselben' mit
der Elektrizitätsmenge 1, also mit

Gramm '/2 mm :1/21 ------- -.----.---.-
Sek.

so erhält man die Kraft, welche im Innern der Paraffinplatte
auf die Elektrizitätsmenge 1 wirkte. Dieselbe war also

006 (0 07) Gramm x mrn •
" Sek. 2

Es war somit die auf die Elektrizitätsmenge 1 im Innern
des Dielektrikums wirkende Kraft bei meinen Kondensator
:versuchen nahe so groß, wie bei denen über dielektrische
Fernwirkung. Daß sich bei den ersteren Versuchen keine, bei

1) Vgl. Nr. 24 dieses Bandes.



27. Über die elektrostatische Fernwirkung dielektrischer Körper. 567

letzteren aber, wenn Paraffin und Kolophonium untersucht
wurde, so bedeutende elektrische Nachwirkung zeigte, kann
nicht von der verschiedenen Stärke der elektrischen Einwirkung,
herrühren, sondern höchstens von der Verschiedenheit des
Materials oder der Art und Weise und des zeitlichen Verlaufs
der Ladung, und ist mir überhaupt gegenwärtig noch etwas
rätselhaft. Mit Zugrundelegung der Messungen Branlys wurde
übrigens diese Zahl fast zehnmal so klein.

§ 4. Berücksichtigung, daß die auf der wirkenden
Kugel befindliche Elektrizitätsmenge nicht in einem

Punkte konzentriert ist.

Sei b der Radius der wirkenden Kugel, +e die darauf
befindliche Elektrizitätsmenge~ Wir nehmen das Zentrum der
wirkenden Kugel als Koordinatenanfang und ziehen die Ab
szissenachse gegen das Zentrum der beweglichen hin. Dann
ist das elektrische Mome,Ilt derVolumeinheit der be weglichen

Kugel ~E -;-; das wirkliche elektrische Moment der Kugel
471 p

. 1 1 ea
B

D' Ib '1 t l' h ß . .1st a so E -Q' lese e wu' { a so nac au en, WIe zwei
P"

eaB eaB

elektrische Massen - Ep2 ), = e1 und + JjJ
p

2), = e2 , von denen

die erstere im Zentrum der beweglichen Kugel.. die letztere
aber um Ä weiter von der fixen entfernt auf der Zentrallinie
sich befindet. Erstere hat also die Abszisse p, letztere die
Abszisse p + Ä. Dieses Verfahren, die Wirkung magnetischer
oder dielektrischer Körper zu bestimmen, welches meist am
kürzesten zum Ziele führt, wurde zuerst von Stefan (Sitzungs
bericht d.Wiener Akad. 69) angegebell. Die von der ersteren
auf die wirkende Kugel induzierte Elektrizität wirkt so nach
außen, wie· die elektrische Masse

et b ea3 b
---=--·-=ep Ep2), P 3

mit der Abszisse (b 2 jp). Die von der letzteren induzierte Elek
trizitätsmenge wirkt nach außen, wie die Menge

e2 b ea3 b
- P = - Ep 2'),. • P +}, = e4
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mit der Abszisse ~. Die vier Massen el' e2, es und e4 er·
p+).

zeugen in der wirkenden Kugel zusammen das Potential Null,
so daß also das Gesamtpotentiale in der wirkenden Kugel
noch immer (ejb) ist.

Die Anziehung von es auf e1 und e2 zusammen ist

= + E'p'. ~- ~'r
Die von e4 auf er und e2 zusammen ist

84 81 8.j, 82 + 2 },

- (p _ b2
• )2 - (p _~ + }.)2- = (p _~)3 e4 e2

p+A P+A P+A
282 aB b

= --- ( b2 ,)3'
E2 p4(p +J.)J. p ...:..-p+),

folglich ist die gesamte Anziehung der Massen es und e4 auf
er und ez:

(16)
2 82 aB b (p2+ 2 b2)

E2 p3 (p2 _ b2)4'

Natürlich wirken die beiden Massen es unde4 wieder in
duzierend auf die bewegliche Kugel.

Die elektrische Masse es induziert daselbst Elektrizität,
welche so nach außen wirkt, wie zwei elektrische Massen:

a3 8S 8 aB b

e, = - E(P _~')' • = - E'P'.+ _~')'

und eo = - es mit den Abszissen p und p + A. Die Masse e4
hingegen induziert Elektrizität, die so wirkt, wie die zwei
Massen '

a S 84 8 aB b
e· = - ------- = + -.--------:--'---_=_=._~

7 E(P - P~ ).)\. E2 p2J.2(p + 1) (p - P: J.r
und es = e7 mit den Abszissenp und p + J,.
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Wir haben also im ganzen

Baß b (p2 + b2)
e5 + e7 = -. ( b ) 8. E2 pS p ..... .,.- ).,.. . .. p

und e6 + es = - e5 - e7 mit den Abszissen p und p + A.
Die ursprünglich auf der wirkenden Kugel vorhandene

Elektrizitätsmenge e übt auf alle diese Massen die Anziehung
2 82 aß b (p2 + b2)

E2 pS (p2 _ b2)8

aus. Die gesamte Mehranziehllrig, welche die bewegliche Kugel
infolge der Influenzierung der wirkenden erfährt, ist also die
Summe von (16) und (17), hat also den Wert

(18)
2 e2 aß b (2 p4 + 2 p2 b2 _ b4)

E2 p5 (p2 _ b2)4

Natürlich wirken auch die elektrischen Massen e5 + e7 und
ea+ es wieder influenzierend auf die wirkende Kugel, und die
Massen es und e4 anziehend auf e5 +e7 und e6 +es usw" wo~

durch eine unendliche Reihe entsteht, deren auf das Glied (18)
folgendes aber, was die Größenordnung betrifft, wieder im
Verhältnisse aS blp4 kleiner ist, als das Glied (18). Bleiben
wir bei dem Gliede (lö) stehen, so ist die Anziehung der be
weglichen dielektrischen Kugel

2 e2aB 2 e2aß b (2 p4 + 2 p2 b2_ b4)

"7JJjl' + E2 p5 (p2 _ b2)4 •

Dabei ist wohl zu bemerken, daß die auf der fixen Kugel
befindliche Elektrizitätsmenge jetzt

e a8 b
e + e3 + e4 = e + E p4

ist. Das Potential in ihrem Innern aber ist noch immer el b.
Das gesamte elektrische Moment der beweglichen Kugel ist

e a8
( . a8 b (p2 + b2))

M = E p 2 1 + E(p2 + b2)3 ,

das Potential im Innern derselben

M+_e_+ __B_8 _+ 84 =~(l+~_b_)~
a S ]) + X b2 b2 P E (p'A _ b2)2

P-p+x P-P+).,+x

Hängen wir statt derselben eine Metallkugel ein, so er·
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gibt sich deren Anziehung, indem man 13 = 1 setzt; sie ist
also, wenn die Größe der Metallkugel dieselbe ist:

2 e! aB 2 82 a6b (2 p4 + 2 p2 b2 - b"')
-pr;- + . p6 (p2 _ b2)4 •

Der Quotient
Anziehung der Metallkugel

Anziehung der dielektl'. Kugel

wird also sein:

[
E - 1 aS b (2 p4 + 2 p2 b2 - b4)]

(19) 13 1 +~. (p2_ b2)4

und man muß den beobachteten Wert von E durch den in
der Klammer stehenden Ausdruck dividieren, wenn man dieser
Korrektion Rechnung tragen will, d. h. wenn man denjenigen
Quotienten finden will, welcher sich herausstellen würde, wenn
die wirkende Kugel ein mathematischer Punkt wäre. Die
Superposition der hier und der in § 1 diskutierten Korrektion
wäre vollkommen unbedenklich, wenn sich nicht sowohl in dem
einen, als auch in dem anderen Falle die Glieder mit den
ersten Potenzen der sehr kleinen Größen tilgten, und erst die
mit höheren den Ausschlag geben, Dadurch könnte man zu
glaubenveranlaßt werden, daß durch das .gleichzeitige Zu
sammenwirken der in den §§ 1 und 4 diskutierten Ursachen
Glieder von derselben Größenordnung erzeugt würden. Daß
dies nicht der Fall ist, sieht man ein, indem man b noch viel
kleiner als a wählt. Setzt man zuerst h = 0, so erhält man
die Wirkung der Kugeln in die jedenfalls konvergierende, nach
Potenzen VOll a fortschreitende Reihe des § 1 entwickelt; in
derselben Form würde auch·das Potential erscheinen. Nun
erst sucht man den Inbegriff der mit h multiplizierten Glieder,
die wieder eine nach Potenzen Ton a fortschreitende Reihe
bilden. Das mit der niedrigsten Potenz von a behaftete findet
man, indem man die verteilendeWirkung d.es mit der niedrigsten
Potenz von a behafteten Gliedes der Potentialreihe auf die
wirkende Kugel aufsucht; es ist also das in § 4 entwickelte.
Sowohl durch Betrachtung der späteren Glieder der Potential
reihe, als aU0h durch Fortsetzung der unmittelbar nach"Ent
wickelung der Formel (1 8) ·angedeutet~~ Operationen erhält
man lauter Glieder mit höheren Potenzen von a als der



27. Übel' die elektrostatisehe Fernwirkung dielektrischer Körper. 571

sechsten. Dasselbe findet man aber auch direkt, indem man
b gar nicht als klein ansieht, und nur nach Potenzen von a
entwickelt. Die Anziehung zweier leitender Kugeln finde ich
dann gleich

2e'!a3 r 3a2 a3 b(2 p4+ 2p2 b'l_b,i) 2a4 . ]

-pr;- ,I + 2p'! + (p2_ b2Y·· + 7 + ... ,
also in Übereinstimmung mit der Superposition der Resultate
der §§ 1 und 4.

Bei den von mir im Winter 1873 und später angestellten
Versuchen war etwa p = 49 mm, b = 201/ 2 mm, a = 7,3 mm,
daher hatte der in der Klammer stehende Ausdruck den Wert

1 + 0,0067 E - 1 .
. E

Die Division durch diesen Ausdruck würde also nicht einmal
die zweite Dezimalstelle um eine Einheit vermindern. Infolge
der Einwirkung der mit Stanniol überzogenen Kastenwände war
das Feld wahrscheinlich noch homogener, daher die an·
zubringende Korrektion noch geringer. Ich habe deshalb auch
das Anbringen dieser, sowie der in § 1 angegebenen Korrektion
lieber ganz unterlassen, und mein Zweck hier war nicht so
sehr, dieselben numerisch zu bestimmen, als vielmep.r ihre ver
schwindende Kleinheit darzutq.n. Bei der größeren, aus Schwefel
kristall geschliffenen Kugel, sowie bei den von Romich und
Nowak untersuchten Kristallkugeln war der Radius der
isolierenden Kugel erheblich größer als der .der Metallkugel,
und daher der Betrag dieser Korrektion noch geringer.

§ 5. Berechnung der. dielektrischen Anziehung auf
Ellipsoide. .

Um zunächst 'eine beiläufige Vorstellung zu erhalten,
welchen Einfluß die Abweichungen der beweglichen Kugel von
der Kugelgestalt auf das Endresultat haben, wollen wir zu'"
nächst einen einfachen Fall betrachten, der sich leicht der
Rechnung unterziehen läßt, nämlich, daß. der in der ersten
Drehwage eingehängte Körper, 'den wir bisher die bewegliche
Kugel genannt haben, ein Rotationsellipsoid ist t).nd die Wirkung
parallel oder senkrecht zur Rotationsachse stattfindet. Einst-
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weilen soll nicht vorausgesetzt werden, daß die Achsen des
Ellipsoids nahe gleich sind; doch soll die wirkende Kugel
so weit entfernt vorausgesetzt werden, daß bei Berechnung der
Dielektrisierung des Ellipsoids das Feld als homogen be
trachtet werden darf. Ich benütze als die kürzeste wieder die
bereits erwähnte Stefansche Methode. Ein beliebiges mit
Masse von der Dichte Q gleichförmig erfülltes Ellipsoid mit
den Halbachsen a, b, c, erstere parallel der Abszissenachse,
übt auf eine Masseneinheit, die sich im Punkte x, y, z be
findet, wenn sich dieser Punkt im Innern des Ellipsoids be
findet, in .der Richtung der Abszissenachse die Kraft

n/2

X 4 h J cos2 ,f} sin.fJ d,f}
=- %l! cx

1 ~ sin2 & + b2 cos2 .fJ)(a2 sin2 & +c2 cos2 .fJ)o

aus. Beide zusammen wirken gerade so, wie ein dielektrisch
polarisiertes Ellipsoid von derselben Gestalt, das in der Volum
einheit das elektrische Moment l! A= (J' besitzt. Letzteres übt
also· auf die Masseneinheit im Punkte .7:, y, 'z. die Kraft Xl +Xz
aus. Befindet sich nun dieses Ellipsoid in einem homogenen
elektrischen Felde, in dem auf eine elektrische Masseneinheit
von außen nur in der Richtung der Abszissenachse eine Kraft
von der Intensität LI.. wirkt, so ist die gesamte,. im Ellipsoid
auf die Elektrizitätseinheit wirkende Kraft nach der Abszissen
achse gerichtet, und hat die Stärke LI.. + Xl + X

2
, Soll. die

angenommene Dielektrisierung durch jene von außen wirkende
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Kraft induziert worden sein, so muß nach der Theorie der Di
elektrizität (j = a(A +X1 + X2) sein, woraus sich ergibt

aA
(20) (J = nf2

b f COS2 {} sin -& d{}
1 + 4n a c 11 (a2 sin2 {} + b2 cos2 {})(a2 sin2 {} + c2 cos2 {})

o
Wirken auch in der Richtung der übrigen Halbachsen

elektrische Kräfte, so werden auch in jenen Richtungen elek
trische Momente induziert, die durch ganz analoge Formeln
gegeben werden und sich superponieren. Ist das Ellipsoid ein
Rotationsellipsoid, so verwandeln sich die elliptischen Tran
szendenten in gewöhnliche. Wenn die Rotationsachse mit der
Elektrisierungsrichtung zusammenfällt, hat man zu setzen
b = c und erhält für das abgeplattete Rotationsellipsoid, also
für b > a

aA(21) (J=. ,
4 n a h2

[ . (j, 11b2
- (7,2]

1 +-b2 2 1 - 1/ arctg
- a V b2 - a2 a

für das verlängerte Rotationsellipsoid, also für b < a aber

(22) a A .

(J = 1_4
Q
na b.b22 [1 ~]I. ]ognat( ab. + ya2 i"..b2)J .

a" - . a2 - b2

Geschieht dagegen die Wirkung senkrecht zur Rotations
achse , so hat man zu setzen a = c und findet für das ab
geplattete Rotationsellipsoid, also für a > b

(23)

(24)

aA
(J= . ,

2 n a b [a .. ya2 - b
2 J1 +~b2 _aresln. - ba - 1Ia2 _ b2 . a

und für das verlängerte Rotationsellipsoid, also für a< b
a-A

(J = -----::--.,.----------:::==:-:;-
2nab [ . a

2 ~]1 +-b2 2 b - lognat b + .
- a 11 b2 _ a2 a

Geht die Kraft von einer in der Distanz p. vom Zentrum
des Ellipsoids auf der Abszissenachse befindlichen elektrischen
Masse e aus, so ist A = elp2 zu setzen, und es handelt sich
noch um die anziehende Kraft, ·welche ein in dieser Weise di
elektrisiertes Rotationsellipsoid auf jene Masse ausübt. Die-
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selbe ist, wenn die Wirkung in der Richtang der' Rotations
achse geschieht, und mit v das Volum des Ellipsoids bezeichnet
wird, für das abgeplattete Ellipsoid, also für b > a

v (f C [ V6' - G} PVb2
- a

2l
J3----. arctg - -~---').-~

(b2 -:- a2)3/, p p- + b~ - a~.

(25) 3v 8 e
2

[arctg tI:_-=-~. _LV'?! - a
2

]

p2 (a2_ b2//2 p p2 + 62
- a2

- ,
- 4%8b2

[ a Vb 2
- a2

]1 +-- 1 - -=..:::: arctg -'----
b2 + a2 Vb2 _ a2 a

dagegen für das verlängerte,· also a >b

3v 8 eS [ pV a2
- 1)2 . P +~lJ2]

---sI - lognat 1/ --
p2(a2_b2) , Vp2_ a2+b2 vp2_a2+b2

4n e b2 [ a a + Va
2 - b

2J1 - -- 1 - lognat --_....-
a2

- b2 11a2 _ b2 • b

Geschieht dagegen die Wirkung senkrecht zur Rotations
achse, so hat man für das abgeplattete Rotationsellipsoid, also
a>b

(27)

dagegen für das verlängerte Rotationse~lipsoid, also für a < b

Sv ee2
[ (Vb2

- a2+VP2+b2_a2) V62
-'a2

(p2 - b2 + a2
)]loguat - .

2p 2(b'J_ a2)3/2 P p 2Vp 2+b2_a2

(28) -- '2n8 b [ . a2 b + 1/b2 - a 2 ] --.----

1 +-- b. - --=--=--..:::: lognat -_._--
b2

- a2 Vi b2 _ a2 a

Man könnte in gewissen Fällen erwarten, es sei besser,
statt der von mir angewandten-Kugeln Ellipsoide in die erste
Drehwage einzuhängen (besonders ·bei großen. Dielektrizitäts
konstanten lang gestreckte),' deren Orientierung jedoch sehr
genau sein müßte.

Da in diesen Formeln die Exzentrizität des Ellipsoids
nicht klein vorausgesetzt ist, so können sie die Frage ent
scheiden, um wievielmal die Anziehung des in die erste Dreh
wage eingehängten leitenden Körpers größer wäre, als die
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des an seine Stelle gehängten dielektrischen Körpers, wenn
beide kongruente Rotationsellipsoide sind. Wir wollen da bloß
den. Fall betrachten, daß die Wirkung längs der Rotations
achse geschieht. Für das verlängerte Ellipsoid ist der er
wähnte Quotient nach Formel (26) (für die leitende Kugel ist
~ = 00, für das· dielektrische 1 + 4 'TC 8 = lJ):

{29) Q = 1 + 1 ,
b2

[ .. a. a + 11a2
- b2

]
(D- 1)~b2 l/.lognat b - 1

a - y (1,2 _ b2

dagegen ist der Quotient für das abgeplattete Ellipsoid nach
Formel (25)

Q=l+ . 1 .
6

2
[ a ~a2](D-l)-.-- 1 - -=arctg--~-

b~ - a~ 116'J _ a2 a

Man hat also für

a=O, a=b, a=2b, a=oo

Q =~ Q=D+2 Q=D+4.S... Q
D - l' D - l' D -1 ' =00.

Für den Fall, daß die Exzentrizität klein ist, kann mau
eine Reihenentwickelung eintreten lassen.

Wenn die Wirkung in der Richtung der Rotationsachse
(der a) geschieht, liefern die Formeln (25) und (26) für die An
ziehung den Wert

[
1. 2.(b2 - q,2) 2 (b2_a2)2]

1+41te"3+ S.5a2 -~-.,.

Geschieht die Wirkung senkrecht zur Rotationsachse, so
liefern die Formeln (27) und (28)

~~~~_8_ [1 + 3 (a
2

- 62
) + 27 (a'!. - b

2/J. ••• ]
p5 5P2 56p:_4.~-,------"-;,:--

_.- --.----.-. [ 1 a2 - b2 8-(a2- 62)2 ]

1 + 4n8 3 + -i5a2- - 105 a"" •••

Man sieht, daß der Faktor im Zähler noch weit weniger
von eins verschieden ist, als der im Nenner. Der erstere ist
übrigens nur dann genau, wenn nicht die Masse 8, sondern ein
homogenes Feld, in dem die Kraft eJp 2 in der Richtung der
Abszissenachse wirkt, sich befindet, auf die Kugel induzierend
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wirkt, und nach der Anziehung gefragt wird, welche das so cE
elektrisierte Ellipsoid auf die Masse e in der Distanz pausübt.
Sonst superponiert sich noch die auch bei Kugeln wegen der
Nichthomogenität des Feldes ~ngebrachteKorrektion. Berechnet
man die Größe E nach der von mir immer angewandten
Methode, so findet man E wegen der Elliptizität der dielek
trischen Kugel höchstens

(
1 2 (b2

- a2»)
1 + 4%8 "3 + 15a2 2(b2 _ a2)

(33) 1 4n8 = 1+ 5Ea2 mal,
+-3-

wegen der der Metallkugel

(34) 1 _ 2 eb; ~a2) mal

so groß. Geschieht die Wirkung gegen die Achsen des Ellip
soids geneigt, so wird außer der Anziehung auch ein Drehungs
moment auf das Ellipsoid ausgeübt, welches aber bei der Größe
'des Hebelarmes meiner Drehwage einen ganz verschwindenden
Einfluß auf dieselbe hat.

§ ö. Anziehung, welche eine elektrische Masse e auf
einen dielektrischen Körper ausübt, dessen Gestalt
sich nur sehr wenig, aber beliebig von der einer

Kugel mit dem Radius"a unterscheidet.

p sei die Distanz des Kugelzentrum's 0 von e. Wir denken
uns zuerst den Körper als eine Kugel vom Radius a, aus der
unmittelbar an der Oberfläche ein unendlich kleines Stück vom
Volumen OJ herausgebrochen ist. Die vom Kugelzentrum e
und w gezogenen Geraden sollen den Winkel 0 bilden, letztere
soll die Länge t haben. Das elektrische Moment der Volum
einheit der Kugel ist in der Richtung der x-Achse (der Ge
raden 0 e)

3e
C(,=---

4nEp 2 ,

das des herausgebrochenen Stückes war C(, w.
Es entsteht zunächst die Frage, welche dielektrische

Polarisation durch das Herausbrechen dieses Stückes zu der
in der Kugel vorhandenen noch hinzukommt. Gerade dieselbe,



Boltzlllann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. I.

27. Über die elektrostatische Fernwirkung dielektrischer Körper. 577

als ob auf die Kugel zwei elektrische Massen ..... Q und + Q
induzierend wirkten, erstere mit den Kugelkoordinaten t, (~,

letztere mit den Kugelkoordinaten t - A. cos ö, ö + (A. sin 0I t),
wobei QA. = t aN gleich dem elektrischen Momente der beiden
Massen - Q und + Q ist.

Die Koordinaten haben dieselbe Bedeutung, wie in Beers
Elektrostatik, S. 174. Nach der auf derselben Seite abgeleiteten
Formel Beers hat die von - Q auf die Kugel induzierte
Elektrizität auf die Masse e das 'Potential, dessen1 negativer
Differentialq~otient nach den Koordinaten von e, die darauf
nach den positiven Achsen wirkenden Kräfte liefert

(J:)

'1' _ e" Q~ n pn (~)n + 1(!!.-)n + 1.
- a L.J 2n + 1 - (n + 1)" P t

1

Dasselbe Potentiale beider Massen zusammen ist also

aT A. ö + aT ), sin ~-"lft cos 7fF
(J:)

e"QJ." n (a)n+l(rt)n+2[ (+ 1) /} +dPrt • 0]
=~L.J2n+l-(n+l)"p t Pnn cos d6 sm .

2

Beide Formeln gelten nur für t:>- a.
Dies ist das Potential auf die Masse e, welches zu dem

schon vorhandenen durch die veränderte Dielektrisierung der
übrigen Kagel dazu kommt. Infolge Jes Fehlens jenes Stückes
kommt aber' ein Potential rlazu, das gleich ist dem Poten
tiale der Massen + Q mit den Koordinaten t, 0 und - Q mit
t - A. cos 0, Ö + (A. s~n 0It) auf e. Se~zt man

r = yp2 - 2ptcoso'+ t2,
so ist dieses Potential, weil die Masse e und + Q das Poten
tial + Qelr aufeinander haben

eQ~7) ). COB 0 _ e Q a(7) A,in ~ = + (P' - f) e QA •
+ at a0 t (p,? - 2pt cos 0 + t2) (2

00

= _e ~). .2: c~-r+l [- dd~n sino + npncoso] .
1

Das gesamte hinzugekommene Potential LI T ist also die
:Summe dieser beiden Ausdrücke, wobei für QIv noch dessen

37
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Wert - Cl ü) zu setzen ist. Der Zuwachs der Anziehung aber
ist LI J1 = dLIT / dP • Es ist also, wenn man noch t = a setzt

00

LI 11 = - e Cl (J) .2: ;n:; ·l a
n-1 (?i sin c5 -"npncos 0')

1

n n an- 1 ( dpn . S' ( 1) _\' )]
( ) d-\' sm u + n + Pon cos u ,
2 n + 1 - (n + 1)" u

wobei
D -1 S

x=-n--=E+2'

Fehlt daher an der Kugeloberfläche ein kleines Stück
vom Volum (J), so kommt, wenn man nur das Glied mit der
niedrigsten Potenz des p im Nenner beibehält, zur Anziehung
der Kugel noch folgende hinzu:

~a~ _ 2 e a cu (1 - R cos2 u) = _~ (1 _ 1 - 3 cos 2 u) .
pS E p 3 2n E p5 E

'Vir wollen jetzt annehmen, aus der ganzen Kugelfläche
sollen rings Stücko fehlen, so daß die Verbindungslinie irgend
eines Oberflächenelementes d 0 der Kugel mit dem Zentrum
nicht a, sondern a - Ä ist, wobei Ä für die verschiedenen Ober
flächenelemente verschieden sein kann. Dann ist ü) = Ädo zu
setzen und über die ganze Kugeloberfl.äche zu integrieren.
Zur Anziehung 2e2aB! E p 5, welche die exakte Kugel erfuhr,
kommt also noch hinzu:

00

LlA = 4n3:p4.2:n;1.an-l[!(?; sino-npncoso)Ado
1

- (2n + l)~z+ ?Z _ 1 J(?un
sin 0 + (n + l)Pn cos 0 ) ÄdoJ '

oeler wenn man die drei ersten Glieder der Reihe berechnet

3e
2 [f 1 rt safJA = - 2nEp5 Ädo --- EJ(l- 3cos2 o)Ädo+ p eosoÄdo

27a f " 2a
2f

- 2p(5E+l) (3coso-5coS 3 0')Ado- p2 (1- 2COS
2 0)Ado

+ 2(7;~ ::?)p'! J(3- 30 cos2 0 + 35 cos4 0') Ä do ...] .

Wenn die Kugel durch 'Vegnahme jener Stücke sich in
ein Rotationsellipsoid verwandelt, dessen mit der Richtung der



27. Über die elektrostatische Fernwirkung dielektrischer Körper. 579

Wirkung der Elektrizität zusammenfallende Rotationshalbachse

gleich 0, dessen andere Halbachse gleich Va 2 - r2 ist, so ist

A = L sin2 0 d 0 = 2?t a2 sin 0' d 0'
2a '

zu setzen, und yon Null bis ?t zu integrieren, wodurch man
wieder die Formel (34) erhält, aber natürlich nur bis auf die
Glieder von der Ordnung der ersten Potenz von r2 genau.
Natürllch sind dabei wieder jene Glieder yernachlässigt, welche
dadurch entstehen, daß die Kugel nicht durch ein homogenes
Feld, sondern durch einen induzierenden Punkt dielektrisiert
wird. Man könnte sie auch mit Leichtigkeit in Rechnung
~iehen , wenn man die weggelassenen Volumelemente nicht
gleichförmig, sondern so elektrisiert wählte, wie sie es durch
einen induzierenden Punkt werden. Der größeren Komplikation
der Rechnung wegen und weil ich glaube, daß die Glieder von
der niedrigsten Ordnung, welche hierdurch nicht alteriert werden,
vollkommen ausreichen, habe ich jedoch diese Rechnung vor
läufig unterlassen.

Experimente.

§ 7. Versuche, bei denen die Abweichungen der Kugel
von der Kugelgestalt und der einseitige Elektrizitäts

überschuß gemessen wurde.

Da ich bei meinen früheren Kugeln die Abweichungen
von der Kugelgestaltnicht bestimmt hatte, so stellte ich noch
eine besondere diesbezügliche Versuchsreihe an, und zwar mit
einer Paraffinkugel. Sowohl diese, als auch die dazu gehörige,
mit Stanniol überzogene Kugel wurden mit besonderer Sorgfalt
rund gegossen, das Stanniol sehr sorgfältig geglättet. Ich
klebte nun drei kleine Spiegelglasplatten so aneinander, daß
sie wechselseitig aufeinander senkrecht waren und eine körper
liche Ecke bildeten, .in welcher die zu untersuchende Kugel
herumgewälzt wurde, so daß sie immer alle drei Glasplatten
tangierte. Das System der drei Glasplatten wurde so auf ein
Brett aufgeklebt, daß zwei nahe vertikal, die dritte nahe hori~

zontal, jedoch etwas geneigt war, so daß die Kugel schon
durch ihr Gewicht in die körperliche Ecke gedrückt ward. Auf

37*
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dem Brette war außerdem ein Mikroskop mit Okularmikrometer
aufgeklebt, welches auf den höchsten Punkt der Kugel visierte,
und dessen Achse der dritten Glasplatte parallel war. Aus
den Verschiebungen dieses höchsten Punktes beim Wälzen der
Kugel konnten mit großer Genauigkeit die Längenunterschiede
der Kugeldurchmesser bestimmt werden.

Ich maß den Durchmesser, welcher beim Hängen der
Kugel vertikal stand, dann acht Durchmesser, welche horizontal
standen, dann vier, die etwa um 45 0 gegen den Horizont geneigt
waren, und zwar stellte ich an der Paraffinkugel und Metall
kugel zwei Messungsreihen an. Bei der zweiten Messungsreihe
war das Mikroskop etwas gegen seine Lage während der ersten
verschoben, so daß also nur die Differenzen beider Messungs
reihen zu stimmen brauchen. Die folgende Tabelle gibt die
Zahl der rrrommelumdrehungen, welche notwendig war, um das
Fadenkreuz des Okularmikrometers aus einer fixen Lage in
die Höhe des .höchsten Punktes der Kugel zu bringen. Ihre
Differenzen geben also die Längendifferenzen der verschiedenen
Kugeldurchmesser, und zwar entspricht eine Trommelumdrehung
einer Längendifferenz von 1/6mm.

Metallkugel Paraffinkugel
Erste Reihe

3,50
3,17
3,17
3,29

3,73
3,23
3,00
2,79

3,61
3,30
3,30
2,71
3,31
3,63

Zweite Reihe
3,70
3,30
3,30

3,52
3,90
3,33

3,15
3,02
3,71

3,35
3,53

2,88
3,46
3,82

Erste Reihe
2,75
3,23
3,25
3,23
2.,80
3,23

3,24
3,23

2,81
3,22
2,51
2,62

3,35
3,35

Zweite Reihe
3,00
3,53
3,55
3,55
3,05
3,60
3,64

3,60
3,00
3,52
3,05
3,03

3,81
3,73

Man sieht, daß die größte Differenz zweier Durchmesser
kaum eine Umdrehung = 0,167 mm betrug, und ich überzeugte
mich noch durch weiteres Wälzen, daß auch kein anderer
Durchmesser eine größere Abweichung zeigte.
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Will man daher die ]'ormel (34) anwenden, so hat man
a = 7,3 mm, b = 7,22 mm zu setzen, und findet, daß infolge
der Abweichungen von der Kugelgestalt der Wert von E
höchstens um 0,0088 seines Betrages falsch erhalten worden
'sein kann. Doch ist er in Wirklichkeit höchstwahrscheinlich
noch um viel weniger falsch, da in Wirklichkeit der ein
gehängte Körper kein Ellipsoid war, dessen größte und kleinste
Halbachse 7,3 und 7,22 mm lang waren, sondern wahrschein
lich hatte dieser Körper nur stellenweise Vertiefungen oder
Erhöhungen, wodurch der schädliche Einfluß der Durchmesser
ungleichheit bedeutend vermindert wird. Übrigens werde ich
bei späteren Versuchen für eine noch genauere Kugelgestalt
sorgen, die namentlich bei geschliffenen Kugeln ganz wohl
erreichbar sein wird.

Bei der Ladung durch die Stimmgabeln wurden die wirken
den Kugeln rasch nacheinander bald positiv, bald negativ ge
laden. Sei e die auf den 'wirkenden Kugeln zu einer Zeit dt
befindliche Elektrizitätsmenge , welches mit negativen Zeichen
zu nehmen ist, wenn sie negativ ist. Wenn Je dt, über eine
längere Zeit erstreckt, Null ist, so findet auf eine positive, fest
an einen Punkt des Raumes gekettete Elektrizitätsmenge gar
keine Wirkung statt. Alle Fernwirkung stammt dann von der
Influenz. Ist dagegen Je dt von Null verschieden, so findet
auch auf jene positive Elektrizitätsrnenge Einwirkung statt.
Ich will Je dt immer den Elektrizitätsüberschuß nennen. Der
selbe war bei meinen Versuchen, dank dem mit Wasser ge
füllten Glasfaden, sehr klein. Um seine Größe zu messen
verband ich den zu den wirkenden Kugeln führenden Draht
leitend mit zwei gegenüber liegenden Quadranten eines Kirch ..
hoffsehen Elektrometers; die beiden .anderen Quadranten waren
zur Erde abgeleitet. Der bewegliche Teil des Elektrometers,
den ich ,,\Vagebalken" nenne, war, damit es nicht zu empfind
lich sei, an zwei ziemlich entfernten Kokonfäden bifilar auf
gehängt und sehr stark elektrisiert dadurch, daß die Flasche.
sehr stark geladen wurde. Derselbe wurde, selbst wenn Je dt =0
war, immer nach der Seite der alternierend geladenen Qua;.
dranten abgelenkt, weil deren alternierende Ladung auf dem
Wagebalken eine gerade in der en~~egengesetzten Weise
alternierende influenzierte. -Um diesem Ubelstande abzuhelfen,
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machte ich einen Wagebalken, dessen horizontaler Teil aus
einem Halbleiter (steifem Papier) gemacht war, auf das die
alternierende Ladung wegen seiner geringen Leitungsfähigkeit
keine Influenz ausüben konnte; die Ladung der Leydnerfiasche
dagegen übertrug sich vortrefflich auf das Papier, welches
daher durch den dauernden Elektrizitätsüberschuß wie :IvIetall
abgelenkt wurde. Ist dieser horizontale Draht, wie bei Kirch
ho ffs Instrument, ein dünner Draht, so wird er durch kleine
Elektrizitätsmengen, solange er nahe dem die Quadranten
trennenden Schlitze steht, ziemlich stark abgelenkt. Hat er
sich aber etwas von diesem Schlitze entfernt, so wächst die
Ablenkung fast gar nicht mehr, wenn die Potentialdifferenz
der Quadranten wächst. Dadurch wird bewirkt, daß die Ab
lenkung des Wagebalkens sehr wenig" der Potentialdifferenz
-der Quadranten proportional ist. Um diesem Übelstande zu

Fig. 1.

begegnen, gab ich dem horizontalen Teile der Quadranten bei
läufig die nebenstehende Gestalt (ähnlich wie bei Thomsons
Blektrometer). Die die Quadranten trennenden Schlitze be
fanden sich unter den Halbierungslinien der von den Geraclen
AB und cn gebildeten Winkel, wenn die Quadranten ungeladen
waren. Der Ausschlag des Elektrometers ist dann innerhalb
ziemlich weiter Grenzen der Potentialdifferenz auf den Qua
dranten proportional. Wurden die wirkenden Kugeln alter
nierend geladen, so geriet das Lichtbild des Elektrometers
sogleich ins Schwanken; es war also ElektrizitätsüberschuB
vorhanden. Die Schwankungen geschahen bald nach der einen,
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bald nach der anderen Seite der Ruhelage hin und betrug zwei
bis höchstens vier Skalenteile. Bevor ich die Versuche be
gonnen habe, lud ich die mit den Elektrometerquadranten ver
bundenen wirkenden Kugeln dauernd einmal positiv, dann
negativ. Die in der zweiten Drehwage befindliche Kugel zeigte
nicht den mindesten Ausschlag, während das Elektrometer
im ersten Falle 16, im zweiten 25 rreilstriche Ablenkung zeigte.
Nach Beendigung der Versuche wiederholte ich dieses Experi
ment. Die Kugel der zweiten Drehwage zeigte etwa 1/2Teil
strich Ausschlag, der übrigens auch Beobachtungsfehler sein
konnte; das Elektrometer zeigte 17 und 24 Teilstriche Aus
schlag. Da der Elektrizitätsüberschuß während der alternieren
den Ladung dem Elektrometer einen Ausschlag von höchstens
vier Skalenteilen erteilte, so ist klar, daß derselbe auf die in
den Drehwagen eingehängten Kugeln gar keinen Einfluß aus
üben konnte. Ich lasse jetzt die Zahlen folgen, die ich bei
zwei mit jener Paraffinkugel angestellten Beobachtungsreihen
erhielt. Bedeutung der Zeichen und Anordnung ist dieselbe wie
in meiner ersten Abhandlung über dielektrische Fernwirkung

Spez. Gewicht des Paraffins 0,911.

Pi = 1,610, Vm = 1,647.

Stimmgabel mit 32 ganzen Schwingungen pro Sekunde.

Metallkugel Paraffinkugel

2 R == 1263 2 R = 1258

2.A = +60-80 2.A = 20-30

1,30 2,66 2,66

1,31 2,64 2,67

1,29 2,67 2,63

1,31 2,65 2,59

1,30 2,69 2,63

M 1,302 M2,649

E' = 3,449, Pi E' == 3,373Vm

2 (Rm - Ri ) = 5
E = 3,266

2 (Am - Ai) = 45
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ParaffinkugelParaffinkugel Metallkugel

128g. Schwing. pr. S. 32 Schwing.

2R = 1271 2R = 1266
2 A 18-22 2 A 70-80

2,57 1,28
. 2,60 1,29
2,62 1,34
2,59 1,32
2,58 1,32
2,57 1,32
2,66 1,31
2,63 1,29
2,59 1,30
2,59 1,30
2,liOO J.111,307

EI = 3,398

~ E I = 3323V
m

' ,

2(Rm - Ei) =-5
2 (A", - Ai) = 55

E = 3,217

32 Schwing.

2R = 1264
2 A 16-24

2,59
2,59
2,71
2,66

2,69
2,66
2,52

2,59
2,55
2,64
2,62

JJf 2,630
EI = 3,437

V; EI = 3363
Vm '

2 (Rm - Ei) = 2
2 (Am - Ai) = 55

E = 3,240

'128 Schwing.

2 R = 1257
2.A 20-22

2,65
2,63
2,62
2,63

2,64
2,62

2,56
2,59
2,65

.it12,621

EI = 3,426

~EI= 3352
Y;n '
2 (Ern - R i ) = 9

2 (Am - .Ai) = 54
E = 3,218

Bei den in der ersten Abhandlung beschriebenen Versuchen
fand ich für Paraffin E = 3,296 und 3,315. Diese Überein
stimmung ist jedenfalls befriedigend, besonders da das Material
keineswegs eine vollkommen definierte Zusammensetzung hat.
Übrigens mag der Umstand, daß der Wert des 13 jetzt etwas
kleiner ausfiel, daher rühren, daß die jetzt untersuchten
Kugeln weniger als die früher untersuchten 'von der Kugel
gestalt abwichen.

Ich gebe schließlich eine übersichtliche Zusammenstellung
aller bei alternierender Ladung von mir sowohl in der ersten
Abhandlung, als auch hier gefundenen Werte der mit E be
zeichneten Größe, welche den Wert (IJ + 2)j(IJ - 1) hat und
angibt, wie vielmal eine leitende Kugel im nahen homogenen
Felde stärker angezogen wird, als eine gleich grosse dielektrische.
Die in § 1 und 4 angegebenen Korrektionen habe ich dabei
nicht angebracht, weil ihr Betrag unter der Hypothese be
rechnet wurde, daß die umgebenden Wände keine Einwirkung
aUHüben, wodurch er notwendig zu groß ausfallen mußte.
Übrigens bemerke ich, daß d~rch beide Korrektionen zusammen
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der Wert des E jedenfalls um weniger als 1 Prozent kleiner
würde. Eine Abhängigkeit von der Ladungsstärke konnte ich
nicht konstatieren, auch nicht von der Zeit der Einwirkung,
wenn diese zwischen 1/04 und 1/360 Sekunde schwankte.

E Mittel
Schwefel 2,035, 2,032 2,033

Paraffin {3,296, 3,315 3,302
3,~66, 3,217, 3,240, 3,218 3,235

Kolophonium. 3,058, 2,992 3,025
Hartgummi. .2,185, 2,168, 2,245, 2,246 2,211

Ich stelle nun die aus den Mittelwerten der E sich er~

gebenden Dielektrizitätskonstanten IJ mit den von mir aus
Kondensatorversuchen (Sitzungsber.d. Wiener Akad. 67 1) ge
fundenen und den aus den elektromagnetischen Lichttheorien
sich ergebenden zusammen:

90

2,38

2,332,32{

Schwefel .
Hartgummi
Paraffin
Kolophonium.

Paraffin

Aus d. diel. Aus d. Kond.- Aus d. el.-magn.
Fernwirkung Versuchen Lichttheorie

3,90 3,84 4,06
2,30
2,34

Kolophonium. 2,48 2,55
Hartgummi . 3,48 8,15

Die für das Paraffin in der ersten Zeile angegebenen
Zahlen beziehen sich auf die Versuche der ersten Abhandlung,
die in der zweiten Zeile angegebenen auf die Versuche dieser
Abhandlung. :H'ür den Schwefel habe ich das Mittel der
dritten, aus der elektromagnetischen Lichttheorie für die drei
Hauptelastizitätsachsen sich ergebenden Dielektrizitätskonstan
ten in der letzten Vertikalreihe eingeführt. Um auch noch
eine Übersicht über die dielektrische Nachwirkung zu geben,
stelle ich zum Schlusse die Werte des ]jJ zusammen, die sich
bei verschiedener Wirkungsdauer ergeben. (Für jede Wirkungs
dauer nur den Mittelwert.)

Zeit der Einwirkung in Sekunden
1/64-1/860 0,9 1,8 221

/ 2 45
2,033 2,125 2,110
2,211 2,064 2,094
3,269 2,980 2,920 1,420
3,025 2,140 1,927 1,730 1,700 1,650

Schwefel

1) Diese Sammlung NI'. 24.
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wobei jedoch die bei längerer Einwirkungszeit gefundenen
Resultate etwas ungenauer sein dürften} als die in der ersten
Vertikalreihe stehenden.

Soeben kommt mir eine Abhandlung von Schiller (Pogg.
Ann. 152. S. 535) zu Gesicht, worin derselbe ebenfalls Dielek
trizitätskonstanten von Isolatoren (teilweise mittels eines von
Helmholt7, erfundenen Apparates bei weit geringerer Ladungs
zeit) als mir zu Gebote stand) bestimmte und mit der elektro
magnetischen Lichttheorie verglich. Wenn nun auch so kom
pliziert gebaute Körper, wie Paraffin und Hartgummi, welche
vielleicht eine sehr von ihrer Konstitution abhängige dielek
trische Nachwirkung besitzen, sich nur wenig zur Prüfung
jener Lichttheorie eignen, so ist doch jedenfalls der für Paraffin,
namentlich bei kurzer Ladungszeit, von Hrn. Schiller ge
fundene Dielektrizitätskoeffizient viel kleiner, als es mit der
elektromagnetischen Lichttheorie vereinbar ist. Mir war es
seinerzeit nicht gelungen, die Platten aus den isolierenden Sub
stanzen so planparallel zu erhalten, daß sie den Raum zwischen
den Kondensatorplatten vollkommen ausgefüllt hätten, weshalb
ich eine besondere Korrektion anbrachte. Herr Schiller be
spricht diesen Punkt in seiner Abhandlung gar nicht. Wenn
er aber· diese Korrektion unterließ, und wenn es ihm nicht
durch ganz besondere Kunstgriffe gelang, die isolierenden
Platten exakt planparallel zu machen, so müssen seine Werte
für die Dielektrizitätskoeffizienten fehlerhaft, und zwar be
deutend zu klein ausgefallen sein.



28.

Über die Verschiedenheit
der Dielektrizitätskonstante des kristallisierten

Schwefels nach verschiedenen Richtungen. l
)

(Wien. Bel'. 70. S. 342--366. 1874.)

Gemäß der elektromagnetischen Theorie des Lichtes sind
die Lichtschwingungen ein und dasselbe mit kleinen Verschie
bungen der Elektrizität (Electric displacements) ~enkrecht zur
Richtung des Lichtstrahles. Die verschiedene Fortpflanzungs..
geschwindigkeit derselben kann entweder von Verschiedenheit
der Magnetisierungs- oder der Dielektrizitätskonstante her
rühren. Die geringe Anziehung, welche alle durchsichtigen
Körper im Vergleiche zu Eisen dlirch Magnete erfahren, beweist,
daß die Magnetisierungskonstante in allen durchsichtigen
Körpern fast genau denselben Wert wie in Luft (respektive im
leeren Raume) hat. Es muß daher die Verschiedenheit in der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes von Verschieden
heiten der Dielektrizitätskonstanten herrühren. Wenn in einem
und demselben Körper Verschiedenheiten in der Fortpflanzungs
geschwindigkeit des Lichtes nach verschiedenen. Richtungen
herrschen, so muß dies also ebenfalls daher rühren, daß derselbe
nach verschiedenen Richtungen eine verschiedene Dielektrizitäts
konstante besitzt (vgl. Maxwell, Phil. mag. seI'. 4. 23. S. 24
und Phil. transact. 155. S. 501). Ich suche nun in verschie
denen anisotropen Kristallen diese Verschiedenheit der Dielek-:
trizitätskonstante in verschiedenen Richtungen nachzuweisen.
Zwei Substanzen, Kalkspat und Quarz, welche ich zuerst prüfte,
erwiesen sich hierzu wenig geeignet, weil bei denselben die
Dielektrizitätskonstante mit der Zeit der Einwirkung der Elek
trizität wächst, mit anderen Worten, weil sie dielektrische

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 11. S.172. 8. Oktober 1874.
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Nachwirkung besitzen. Da nun aber so kurze Einwirkungs
zeiten, wie sie bei den Lichtschwingungen vorkommen, bei
Versuchen mit statischer Elektrizität auch nicht annähernd
erreicht werden können (bei Lichtschwingungen dauert jede
einzelne elektrische Verschiebung höehstens den vierhundert
billionsten Teil einer Sekunde, während bei Versuchen mit
statischer Elektrizität, ~eren Dauer kaum kleiner als ein
Tausendstel Sekunde gemacht werden kann),so ist bei solchen
Körpern die Übereinstimmung der Dielektrizitätskonstante mit
der elektromagnetischen Lichttheorie immer von vornherein
fraglich, dagegen fand ich im Schwefel einen sehr .geeigneten
Körper, sowohl wegen seines ausgezeichneten Isolationsver
mögens , als auch wegen' des gänzlichen Mangels an dielek
trischer Nachwirkung in demselben, als auch endlich wegen
der großen Verschiedenheit der Lichtgeschwindigkeit in dem
selben nach verschiedenen Richtungen. Natürlich konnte
kristallisierter Schwefel nicht mittels eines Kondensators unter
sucht werden, da die Unmöglichkeit auf der Hand liegt, sich
aus diesem Materiale Pla,tten von genügender Größe zu ver
schaffen, dagegen bot meine in der Abhandlung "Experimental
untersuchung über die elektrostatische Fernwirkung dielektri
scher Körper" (Sitzungsber. d. Wien. Akad. d. Wissenseh. 68), l)
welche ich immer unter dem Namen "erste Abhandlung"
zitieren werde, beschriebene Methode ein Mittel, den kristalli
sierten Schwefel in' verschiedenen Richtungen auf seine Dielek
trizitätskonstante zu prüfen; und mit Hilfe dieser Methode
fand ich in der Tat, daß die Dielektrizitätskonstante im Schwefel
in verschiec1enenRichtungen verschieden ist, und zwar voll
kommen in der von der elektromagnetischen Lichttheorie ge·
forderten Weise.

Ich verschaffte mir zu diesem Zwecke natürliche Schwefel
kristalle von möglichst großen Dimensionen, wenn auch nicht
mit schönen Flächen; ein solches Stück verdanke ich Hrn.
Professor Tschermak, Direktor des k. Hof-Mineralienkabinett
in Wien, zwei andere, allerdings minder schöne Stücke erhielt
ich aus der Mineralienhandlung des Hrn. Lenoir. Der außer
ordentlichen Geschicklichkeit des Ern. Optikers Steeg in

1) Vgl. Nr. 25 dieses Bandes.
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Homburg gelang es, aus diesem Material zwei vollkommen runde
Kugeln, eine von 17 1/ 2 mm Durchmesser, die andere von
141/ 2 mm Durchmesser zu schleifen. Beide hatten zwar im
Innern Sprünge, die jedoch das spezifische Gewicht durchaus
nicht verkleinerten und daher auch auf meine Messungen
keinen Einfluß haben konnten. Sie enthielten·· keine fremde
Substanz in ihrem Innern und es fehlten auch nirgends Stücke
daraus, bis auf ein ganz kleines Loch von höchstens 2 mms

Inhalt in der größeren Kugel.
Da jedoch dieses Loch nahe an der Stelle lag, wo die

Richtung der größten Dielektrizitätskonstante die Kugelober
:f:I.äche traf, so konnte es jedenfalls nicht Ursache des von mir
gefundenen verschiedenen Verhaltens des Schwefels nach ver
schiedenen Richtungen sein, sondern dasselbe höchstens ver-
mindern. .

Die erste Bestimmung der Lage der optischen Achsen in
beiden Schwefelkugeln verdanke ich der Güte des Hrn. Prof.
v. Lang. Später erwies sich jedoch diese Bestimmung als
eine außerordentlich leichte, da das Phänomen der konischen
Refraktion mit freiem Auge ohne jedes weitere Hülfsmittel
sehr deutlich sichtbar ist, sobald man durch die Kugel irgend
ein Objekt, am besten natürlich einen Lichtpunkt, betrachtet,
und dieses Phänomen wegen des großen Gesichtsfeldes beim
Brehen der Kugel auch sehr leicht aufgefunden werden kann.

Durch Messungen nach der Methode, welche ich in meiner
Abhandlung "Über einige in meinen Versuchen über die elektro
statische Fernwirkung dielektrischer Körper anzubringende
Korrektionen f

( (dieser Band d. Sitzungsber. § 6) 1) (ich will diese
Abhandlung unter dem Namen "die zweite" zitieren) beschrieben
habe, überzeugte ich mich, daß die verschiedenen Durchmesser
der größeren Kugel höchstens um 0,05 mm, die der kleineren
höchstens. um 0,2 mm verschieden waren, was bei Berechnung
der Dielektrizitätskonstante bei der größeren Kugel den Wert
von E gar nicht erheblich, bei den kleineren höchstens um
seinen 0,006 fachen Betrag falsch machen kann (vgl. Formel (33)
meiner zweiten Abhandlung).

Um die Kugel mit möglichster Leichtigkeit nachverschie-

1) Vgl. Nr. 27 dieses Bandes.
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denen Richtungen untersuchen zu können, klebte ich an jede
einen eigentümlich gestalteten Schellackhaken an. Ich bemerke
zunächst, daß Schellack auf Schwefel sehr leicht klebt. Man
braucht nur das untere Ende des Hakens so stark zu erwärmen,
daß sich daselbst ein kochendes Schellackträpfchen bildet und
dann den Haken, welchen man mit einer Pinzette erfaßt hat,
sehr rasch auf die Kugel aufzudrücken. Es bleibt dann mit
genügender Festigkeit kleben.

Kugel und Haken darf dabei natürlich nicht mit der
bloßen Hand berührt werden, nur mit einem reinen 'l'uche
(am besten aus Seide). Ein Vorwärmen der Kugel würde die
selbe der Gefahr des Zerspringens aussetzen, wie überhaupt
alle, selbst die durch die Wärme der Hand erzeugten Tem
peraturungleichheiten im Innern des Schwefels ein Zerspringen
veranlassen können. Der Gebrauch feuchte"n Kittes ist immer
mißlich, teils weil der letzte Rest der Feuchtigkeit schwer
verdunstet und daher leitend bleibt, teils weil die Fläche,
auf die der Kitt aufgetragen werden könnte, sehr klein ist.

Ich will an jedem Haken abc (siehe nebenstehende Fig. 1)
denjenigen Teil ab, welcher beim Hängen vertikal steht, als

"den StielH bezeichnen, den krummen Teil bc aber
als die Nase des Hakens. Ich berührte nun einen
schon fertigen Haken bei b mit einem kochenden
Schellacktröpfchen, welches ich, sobald es haftete, iE.
einen etwas nach abwärts gekrümmten Faden von

F· 1 passender D.ic.ke auszog. Dadurch·erhielt ich einen19•.
Haken, welcher an einem und demselben Stiele fast

in gleicher Höhe zwei Nasen trug, und zwar so, daß die beiden
durch den Stiel und je eine Nase gelegten Ebenen aufeinander
senkrecht standen.

Natürlich muß man beachten, daß sich der Schellack
tropfen wohl angeheftet hat, damit er nicht nachträglich ab
springt. Mein Apparat war der in meiner ersten Abhandlung
beschriebene und ich befolgte auch ganz das daselbst ausein
andergesetzteVerfahren, und zwar arbeitete ich mit alternieren
der Ladung.

Die elektromagnetische Stimmgabel machte 32 ganze
Schwingungen in der Sekunde. Die· Drehwagen machten eine
ganze Schwingung in 25 Sekunden; das Trägheitsmoment der
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ersten Drehwage war 7854 g (Masse) xmm2, daß der zweiten
war 674000 g X mm 2 ; der Radius der beweglichen Kugel der
zweiten Drehwage war 12,9 mm; die bewegliche Kugel der
zweiten Drehwage hatte einen Durchmesser von 25,8 mm.

Der Hebelarm .F' G (Fig. 2. meiner ersten Abhandlung)
war statt 59 nur 41 mm lang. Sonst hatten sämtliche Dimen
sionen die in der zitierten Abhandlung angegebenen Größen;
wo zweierlei Größen angegeben sind, die in Klammern bei
gefügten.

Dadurch, daß ich in die Schellackfäclen der ersten Dreh·
wage die eine oder die andere Nase des Hakens einhängte,
konnte ich die Elektrizität nach zwei aufeinander senkrechten
Richtungen auf die Schwefelkugel wirken lassen, und ich hatte
den Haken so angeklebt, daß sie dabei tunlichst in der Rich
tung von zwei Hauptelastizitätsachsen wirkte. Daß dies nicht
mit besonderer Genauigkeit erzielt werden konnte, versteht sich
bei der Raschheit, mit welcher der Haken aufgeklebt werden
mußte, von selbst, und ich glaube, daß die Abweichungen der
berechneten und beobachteten Zahlen hauptsächlich in einer
mangelhaften Orientierung der Schwefelkugel ihren Grund
hatten. Wollte man eine größere Genauigkeit erzieleu, so
müßte man meiner Ansicht nach die Kugel zuerst so gut wie
möglich einhängen, dann erst die Neigung der Richtung der
Einwirkung der Elektrizität gegen die Hauptelastizitätsachsen
bestimmen und aus dieser Neigung die Dielektrizitätskonstante
speziell für die betreffende Einhängung berechnen. Ich machte
öfters auch Versuche, bei denen 4ie Kugel jedesmal mit der
selben Nase, aber bald die Nase nach vorne, bald nach rück..
wärts gerichtet, eingehängt war (ich will diese beiden .Stellungen
immer die Stellung N und M nennen). _

Die Kugel erschien also in der Stellung N um 180 0 um
eine vertikale Achse gedreht, gegenüber ihrer Lage in der
Stellung JJt[.

In den Stellungen 111' und 1.V erhielt ich für die Dielektrizitäts
konstante immer denselben Wert, wodurch es sehr unwahr
scheinlich wird, daß die Verschiedenheiten derselben nach ver
schiedenen Richtungen von in unsichtbarer Weise eingeschlos~

senen leitenden Teilchen (oder solchen mit anderer Dielek
trizitätskonstante) herrührte, indem diese Teilchen geracle
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symmetrisch zu einer senkrecht auf der Hakenebene stehenden
Ebene hätten gelagert sein müssen. Zudem wäre auch höchst
unwahrscheinlich gewesen, daß diese Teilchen in beiden Kugeln
so ähnlich gelagert gewesen wären, daß sie gerade in beiden
Kugeln dieselbe Asymmetrie erzeugt hätten nach Richtungen,
welche in beiden Kugeln bezüglich der optischen Achsen
dieselbe Lage hatten. Es zeigte sich die Dielektrizitäts
konstante am größten, wenn die Wirkung in der Richtung der
Halbierungslinie des spitzen Winkels der optischen Achsen
geschieht, am kleinsten, wenn in der Richtung der Halbierungs
linie des stumpfen. Der größten Dielektrizitätskonstante ent
spricht auch der größte Lichtbrechungsquotient. Es muß also
der Lichtbrechungsquotient am größten sein, wenn die Licht
schwingungen (die elektrischen Schwingungen, aus denen das
Licht besteht) parallel der Richtung der Halbierungslinie des
spitzen Winkels der optischen Achsen vor sich gehen, dagegen
am kleinsten, wenn die Lichtschwingungen parallel sind der
Halbierungslinie des stumpfen Winkels der optischen Achsen.
Steht die Fortpflanzungsrichtung des Lichtes senkrecht auf
den optischen Achsen, so ist im Schwefel derjenige Lichtstrahl,
welcher parallel der Halbierungslinie des stumpfen Winkels
der optischen Achsen polarisiert ist, derjenige, dem der größte
Brechungsquotient zukommt; und da wir eben fanden, daß in
dem Lichtstrahl mit dem größten Brechungsquotienten die
Schwingungen parallel der Halbierungslinie des spitzen Winkels
der optischen Achsen stehen, so folgt daraus, daß die Licht
schwingungen senkrecht zur Polarisationsebene geschehen. (Vgl.
die zitierte Stelle der Abhandlung Maxwell~ aus den Phil.
transact.)

Ich will im folgenden immer die Halbierungslinie des
spitzen Winkels der optischen Achsen als die größte Haupt
elastizitätsachse, die. des stumpfen als· die kleinste bezeichnel1.
Auf beiden senkrecht steht die mittlere Hauptelastizitätsachse.
Die Dielektrizitätskonstanten nach diesen drei Richtungen be
zeichnen wir der Reihe nach mit Dg , IJ]t und IJm; sie sind
nach der MaxwellschenTheorie die Quadrate der drei Haupt
brechungsquotienten ig ,· ik · und im' Ich legte bei der· Be
rechnung die Bestimmung der Hauptbrechungsquotienten zu
grunde, welche Herr Professor Schrauf an kristallisiertem
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Schwefel ausgeführt hat (Sitzungsbel'. der Wien.. Akad. der
Wissensch. 41. S. 794), und zwar muß nach Maxwells Theorie
die Dielektrizitätskonstante mit dem Quadrate des Brechungs
quotienten der Strahlen von sehr großer Wellenlänge (also der
ultraroten Strahlen) stimmen, weshalb ich die von Schrauf für
verschiedene Wellenlängen I. gefundenen Brechungsquotienten
in die Form A + (B I 1.2) brachte.

Die Dielektrizitätskonstante für die betreffende Richtung
muß dann das Quadrat des Koeffizienten A sein. Ich fand
in dieser Weise

Au::! den
Fraun h oferschen
Linien Bund E

f ,. . {.A = 2,1679
ur ~g B = 0,0253

f .. . {.A = 1,9714
ur ~m B = 0,0234

f" . {.A = 1,8957
. l1l' ~k B = 0,0193

Aus den
Fr au n h 0 fe r schen
Linien D und 11

.A = 2,1659
B = 0,0259

.A = 0,9715
B = 0,0230

.A = 1,8939
B = 0,0198

Man sieht, die mit Zugrundelegung verschiedener Fraun
hoferscher Linien gefundenen Werte der Koeffizienten stim
men vollkommen genügend miteinander überein.

Die Dielektrizitätskonstanten sind die Quadrate der A.
Es ergibt sich also

lJg = 4,G8fl, lJm = 3,886, J)k = 3,591

15g = 1,812, ]jJm = 2,040, Ek = 2,157.

15 ist die in meiner ersten Abhandlung ebenso bezeichnete
Größe, welche also angibt, um wie viehrial eine leitende Kugel
stärker angezogen wird, als eine gleich große dielektrische unter
denselben Umständen. Es ist also allgemein

1 7i1 - E...-±.!.() .J!J-D_1·

Der Index g bezieht sich immer auf die Richtung der
größten Hauptelastizitätsachse , also die Halbierungslinie des
spitzen Winkels der optiscben Achse.

Ich lasse nun zunächst die Angabe der Dimensionen
verhältnisse .der Kugeln und dann die an denselben angestellten
Versuche folgen.

Bol tz man n, Gesammelte wissenseh. Abhandl. r. 38
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Die Bezeichriungen sind dabei genau die in meiner ersten
Abhandlung verwendeten.

Groß e Kugel:
ViPi = 2,6315, Fm = 1,681, V

m
= 1,565,

spez. Gewicht 2,072, Durchmesser 171/ 4 mm.

Kleine Kugel:

~ = 1,5065, Ym = 1.677, T~i = 0,8982,
Ym

spez. Gewicht 2,075, Durchmesser 14,5 mm.

In jeder einzelnen der folgenden Tabellen sind die Ver
suche in der Reihenfolge aufgeführt, in der sie angestellt
wurden.

Tabelle 1.

Versuche mit der großen Schwefelkugel.

.JIf 1,095
E'= 1,339
V.yE' = 2,096

m

2 (Rm - Ei) = 12,2
2 (Am - Ai) = 23,ß

Er. = 2,063

, S_c_h_w_e~k_u_g_e_l _
Hakeu I eingehängt Haken II

Stellung JYI

2R = 851,2
2.A 70,7-75,5

1,09
1,09
1,09
1,10
1,10
1,09
1,10
1,10

Stellung .lvI

2R = 857,1
2A 88,1-90,9

1,80
lß1
1,31
1,80
1,32
1,30

},f 1,307 M 1,3183
E' = 1,122 E' = 1,113

Vi E' T~ E' _.... 1,'743V
m

= 1,755 y 1••

2 (Rm - Bi) = 6,3 2 (Rm - Bi) = 15,0
2 (Am - Ai) = 8,2 2 (Am - Ai) = 9,2

Eg ::. 1,745 Ei! = 1,323

Im Mittel Eg = 1,734

:J[ 1,467

Bei Einhängung des Hakens I wirkt die Elektrizität parallel
der größten, bei Einhängung des Hakens 11 parallel der kleinsten
Hauptelastizitätsachse.

Metallkugel
--------.
.2R:::; 863,4

2.A 95,5-100,1

1,47
1,47
1,46
1,4:6
1,46
1,48



Haken I Stellung N Haken II Stellung M Haken II Stellung N Haken I Stellung M

2R = 943,6 2R:::: 943,7 2R = 939,2 2R = 936,3 2R = 927,6
2 A = 84,9-90,3 2 A = 80,5-86,1 2A = 79,1-84,3 2A = 89,6-97,8 2 A = 101,1-109,6

2A; = 86,8 2Ai = 83,9 2Ai = 81,4 2Ai = 95,6 2.Am = 104,5

1,36 1,21 1,21 1,40 1,58
1,38 1,20 1,20 1,40 1,60
1,35 1,19 1,19 1,40 1,58
1,35 1,19 1,19 1,40 1,59
1,35 1,19 1,19 1,39 1,58
1,36 1,18 1,18 1,38 1,58

M 1,358 Ml,193 M 1,193 M 1,395 M 1,585

E' = 1,167 E' = 1,323 E' = 1,328 E' :::: 1,139

Vi E' = 1 827
10 Vi E' = 2079 Vi E' = 1783v:' E' = 2,071

co V;n ' m Vm ' Vm '
00

2(Rm - R i ) = - 16,0 2(Rm - R i}:::: - 16,1 2(Rm - R i)= - 11,6 2(Rm - R i) :::: - 8,7*
2(Am - Ai} = 17,7 2(Am -Ai) = 20,6 2(Am - Ai} = 23,1 2(Am - Ai) = 8,9

Eu:::: 1,822 Eu = 2,067 EI. = 2,067 Eu = 1,783

AlT im Mittel = 1,803, E k im Mittel 2,067

'l'abelle II.

(Stellung der Haken wie in Tabelle I.)

Schwefelkugel
,.-----------------'-------"-----------------------

Metallkugel
'-v--'

Jo:)

~

q:
0"'
CI:>...
~
CI:>

-<
Cll
I-j
Dl

8:
Cll
p.,

~
~.
rl-

p.,
CI:>...
S!e.
Cll
.~...
E:
C"I
1":
C"I
!Xl
Pi"'
o
l:l
~

~
CI:>

!=l

~

Ol
es::>
Ol,



lv[ 1,595

Metallkugel

2R = 950,8
211. = 104,9-107,4

2.Am = 105,6

1,59
1,60
1,60
1,58
1,60
1,60
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Tab elle Ur.
(Stellung der Haken wie in Tabelle I.)

Der Rechnung wurde das Mittel bei der Metallkugel-Beobachtung
zugrunde gelegt.

S ehwefelkugel

Haken I Stellung M Haken II Stellung M

2R = 949,2 2R = 954,1
211. = 90,2-92,1 2A = 64,4-81,2

2Ai = 90,9 2.A i = 78,1

1,37 1,23
1,37 1,21
1,37 1,22
1,37 1,23
1,36 1,23

M1368 1,21
E' = i,177 1,29
V; 1,21.
v:i

E' = 1,842 .lYI1,216

2(Rm - Bi) = 1,6 E' = 1,324

2(Am - Ai) = 1,47 Vi E' = 2073
Eg = 1,828 Vm '

2(Rm - R i) = 27,5
E k = 2,049

im Mittel Eg = 1,835, Ek = 2,061

Schwefelkugel

Haken I Sellung N Haken II Stellung N

2R = 955,2 2.R = 956,3
2.A = 82,4-86,3 2A = 72,9-82,6

2Ai = 84,9 2 Ai = 75,9

1,35 1,20
~,35 1,20
1,36 1,18
1,36 1,20
1,37 1,21
1,36 1,22

M 1,358 1,18
E' = 1,185 1,19

V:. 1,22

v:' E' = 1,855 }t!l1 20
m '

'2(Rm - R i) = 4,4 E' = 1,342

:.2(Am - Ai) = 20,7 ::: E' = 2,100
Eg = 1,842 m

2(Rm - RJ = 5,6
2(Am - Ai) = 23,9

E k = 2,073
-im Mittel Eg = 1,835, Ek = 2,061

Metallkugel

2.A=961,9
2.A = 97,7-103,1

2A,,, = 99,8

1,63
1,63
1,63
1,61
1,62
1,63
1,63

M 1,625
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Tabelle IV.

. Bei Einhängung des Hakens I geschieht die Wirkung
parallel der größten, bei Einhängung des Hakens 11 parallel
der mittleren Hauptelastizitätsachse.

ll'Il,07

Metallkugel

2R = 971,8
2A = 76,3-81,1

1,07
1,07
1,07
1,07
1,07
1,07

(Der Rechnung wurde das Mittel der beiden Metallkugel-Beobachtungen
zugrunde gelegt.)

Sch wefelkugel Hake~ II

Stellung AI 8tellung N

2R = 957,9 2R = 957,9
2A = 52,3-55,3 2 A = 52,3-55,3

1,24* 1,24*
1,23 1,22
1,24 1,22
1,24 1,23
],23 1,22
1,25 1,22

. J11 1,238 * 1VI 1,228*
E' = 1,322 E' = 2,310

Vi E' = 2 069 Vi E' - 2 057V,;,' Vm -,

2(R'lIl - R i ) = 4,0 2(Rm - R i) = 5,4
2(Am - A j) = 24,3 2(Am - Ai) = 18,2

E", = 2,035 Em = 2,02
im Mittel Em = 2,022

lr1 1,055

Metallkugel

2R = 958,0
2A = 77,9-83,3

1,05
1,07
1,04
1,04
1,06
1,07

Haken I

Stellung N

2R = 959,3
2A = 54,4-59,5

1,24
1,24
1,24
1,25
1,24
1,23

Ml,24
E' = 1,324

Vi E' - 2072V
m

-,

2(Rrn - R i) = 5,6
2(A". - Ai) = 20,4

Ek = 2,044
im Mittel Ek = 2,045

S eh wefelkugel

Stellung J.11

2R = 959,1
2A = 57,9-61,2

1,21)*
1,24
1,23
1,24

_..,Q4__....
1VI 1,24
E' = 1,324

Vi E' = 2,072
Vm

2(Rm - R i ) = 5,0
2 (Am - Ai) = 18,4

E k = 2,046
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Tabelle V.

Versuche mit der kleinen Schwefelkugel.

(HakensteIlung wie in Tabelle 1.)

Schwefelkugel Metallk ugel

Haken I Stellung J.1f

2R = 867,8
2..1 = 45,3-33,9

1,34*
1,30

·1,32

1,34
1,34
1,33
1,30

lvI 1,3243*

E' = 2,042

~ E' = 1,834
Vm

2(Em - R i) = - 5,7

2(Am -'- Ai) = 31,2

Eg = 1,813

Haken II Stellung IJll

2R = 866,9
2..1 37,9-33,3

1,49*
1,53
1,51
1,45
1,45
1,47
1,47
1,48
1,51
1,51
1,52
1,52
1,44

M 1,4885

E' = 2,294

~ E' = 2,062
Vm '

2(Rm - R i) = - 4,8

2(Am - Ai) = 35,0

E k =·2;036

R = 862,1
2..1 = 67,1-72,1

1,56
1,55
1,45
1,48
I,M
1,58
1,60
1,55
1,56
1,51
1,56

Ml,5418 .

Ich stellte endlich noch einige Versuche· an, bei denen
der Doppelhaken so aufgeklebt war, daß die Elektrizität zwar
jedesmal parallel der Ebene zweier Hauptelastizitätsachsen,
aber unter 45 0 gegen dieselben geneigt, auf die Schwoefel
kugel wirkte.

Dieser lfallläßt sich folgendermaßen theoretisch behandeln.
Sei der nebenstehende Kreis der horizontale Querschnitt der
Schwefelkugel mit dem Radius a, also derjenige, in dem die
Einwirkung stattfindet. 0 sei sein Zentrum, 0 EI sei diejenige
Richtung der Kreisebene, welcher die größte Dielektrizitäts-



Tabelle VI.
~

?'
(HakensteIlung wie in Tabelle 1.)

Schwefelkugel

~
Cl:>

i
me:
Cl:>
~
Cl:>

g.
~.
e;.

q:
0"
Cl:>
>-:

~
Cl:>
~

~g.
gr
>-:

E:p:>:

&i
~
o
tj

~g
e;.
Cl:>

~
CD

~

Cl
~

~

Metallkugel
~

1\111,529

2R =736,9
2A = 71,3-80,8

1,51
1,53
1,55
1,53
1,54
1,53
1,53
1,51

JJ[ 1,323

E' = 2,024

2(Rm - R i ) = 3,0

2(Am - Ai) = 3,51

Vi E' = 1817
Vm '

E g = 1,786

Haken I Stellung N

2R = 433,9
2A = 38,7-42,3

1,32*
1,31
1,34
1,34
1,32
1,32
1,32
1,32

1I[ 1,34*

E'= 2,048

2(Rm - Bi) = 0- 3,0

2(Am - Ai) = 39,9

Vi E' ~ 1,840
Vm

E g = 1,819

im Mittel E g = 1,8025

Haken I Stellung lIf

2R = 739,9
2 A = 33,5-35,0

1,36*
1,32
1,35
1,34
1,33
1,34
1,33
1,33
1,36Ml,565*

E' = 2,392

2(Rm - Ri) = - 0,6

2(Am --..:. Ai) = 43,0

~ E' - 2149V
m

-,

Ek = 2,101

Haken II StellungN

2R = 737,5
° 2..4. = 31,1-32,3

1,54*
1,58
1,55
1,59
1,57
1,57
1,57
1,55

1I[ 1,566 *
E' = 2,393

2 (Rrn - R i) = 3,3

2 (A,il - Ai) = 45,7

. ~ E' = 2150
Vrn '

E lt = 2,102

im Mittel Ek = 2,1015

Haken II Stellung J.lf

2R = 733,6
2A = 27,5-30,3

1,57*
1,58
1,56
1,59
1,59
1,55
1,58
1,53
1,54
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'':Pa belle VII.

(Stellung der Haken wie in rrabelle IV.)

Metallkugel Sehwefelkugel Haken I Metallkugel

2R = 1072,5
211.=87,6-93,6

1,06
1,05
1,06
1,06
1,05

.M 1,056
M2,121*

E' = 2,306

V.
-' E ' = 2072
Vm '

2(Rm -R1)= 2,5
2(Am -A j)=50,9

R", = 2,024

Stellung N

2R = 1070,0
2A=39,2-41,9

2,14*
2,13
2,09
2,13
2,12
2,12

M2,069*

E' = 2,249

I~-E'- 'J 090
T~" - -, ...

2(B11l -Rj )=1,3
2(Am -Aj)= 53,4

Ern = 1,972

im Mittel Em = 1,998

Stellung },!

2R = 1075,6
2A=32,2-40,2

2,09*
2,07
2,06
2,06
2,07
2,07
2,05

M1,1l7

2R = 1076,9
2A=87,8-95,8

1,12
1,11
1,13
1~1

1,11
1,12
1,12

2(Rm - R i) = 6,3
2 (A", - Ai) = 56,4

Ek = 2,106

},! 2,23*

E' = 2,417

~ E'-- f =2,171
V",

Seh wefelkugel Haken II

Stellung M Stellung M

2R = 1067,9 2R = 1051,9
2 A = 38,6-40,5 2 A. = 38,9-39,7

2,15* 2,24*
2,15 2,24
2,18 2,23
2,18 2,22
~,17 2,22
2,21

M2,17ß*

E' = 2,356

V·
V~ E'= 2,116

2(1.',n - Ri) = 4,6
2 (Am - A) = 52,0

'Ek = 2,068

im Mittel Ek = 2,087

Me tallkugel

2R = 1058,2
2A = 93,4-99,4

1,12
1,11
1,10
1,11
1,12

Ml,112
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konstante ])1' 0152 jene, der die kleinste Dielektrizitätskon·
stante ])2 entspricht;

15 sei = Pt + 2. E = PL±.._2_ .
1 D1 - 1 ' 2 D2 - 1

In X befinde sich die wirkende elektrische Masse e, 0 X
sei gleich p, cf: X 0 EI = rp. In Y sei der Drehpunkt der
Drehwage, 0 Y sei = h. Die gesamte im Innern der Schwefel.

L-----:----.,..-,t,...~·1)

x
Fig.2.

kugel in der Richtung X 0 wirkende elektrische Kraft ist e/pz
(wenn X 0 sehr groß ist). Man zerlegt sie in die Komponenten
e/pz.cos rp in der Richtung EI 0 und e/pz.sin rp in der Richtung
15

2
O. Die erstere erzeugt in der Kugel das elektrische Moment

e a S cos Cf!
_·iiJ-:P~- ,

letztere

j ec1e in ihrer Richtung.
. Wir können daher die Wirkung der Schwefelkugel er·

setzen durch die von vier elektrischen Massen

und

in 0 und
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in .J. und
e a S sin fP

e4 = - E
Sp

2),

in B, wenn O.J. = 0 B = A. Die Wirkung der elektrischen
Kraft von e auf diese elektrischen Massen liefert zusammen
zwei Kräfte von den Intensitäten

(2)

und
(3) _ e2

a S sin 2fP (..2- __1_) ,
2p 5 EI E2

erstere in der Richtung O.x:· letztere in der Richtung 0 Y und
ein Drehungsmoment von der Stärke

(4) _ 8
2

aB sin 2lp (..2- __1_) ,
2p4. EI' E2

welches die Kugel um die Z-A.chse, und zwar von der posi
tiven X-Achse gegen die positive Y-Achse zu, also in der
Richtung des Pfeiles P zu drehen sucht.

Die Kraft, welche in der Richtung der Y-Achse wirkt,
übt keinen Einfluß auf die Drehwage , sobald die Linie 0 X
senkrecht auf dem Hebelarme steht, wenn jedoch diese Be
dingung nicht erfüllt ist, so gibt sie Veranlassung zu einer
Fehlerquelle. Das Moment wirkt gerade so auf die Drehwage,
als ob auf die eingehängte Kugel eine Kraft von der .stärke

(5) _ 8'" a
S

sin 2lp (~ _ ~)
2p4.h EI E2

anziehend wirkte. Im 'ganzen wird also die Drehwage so ab
gelenkt, als ob auf die Kugel die Anziehung

(6) 28
2 a8 (cos2

lp + sin2
lp) _ 8

2 aß sin 2cp (_1 1_)
p5 EI Ei 2p4. h EI E 2

wirken würde. Die Anziehung der Metallkugel ist wie sonst
2e2 a'S
---ps-'

Der reziproke Wert des Quotienten, welchen man enthält,
wenn man die Anziehung der Schwefelkugel, welche der Dreh
wage den gleichen A.usschlag erteilen würde, dividiert, hat also
den Wert

(7) 1 _ cos2 lp + sin2 lp P sin 2cp
EfIJ - EI ~- 4k (

1 1 )E; - E
2

•
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Bei meinen Beobachtungen hatte Cf den Absolutwert 45°,
und zwar ist es gleich + 45° zu setzen, wenn die Richtung
der größten Dielektrizitätskonstante innerhalb der vom Kugel
zentrum nach der wirkenden Elektrizitätsmenge und nach dem
Drehpunkte der Drehwage gezogenen Linien fällt. Sonst ist
Cf = - 45°, Den Haken, bei dessen Einhängung die erste
Lage der Kugel stattfindet, will ich den Haken 1, den anderen
den Haken 2 nennen.

Bei den in Tabelle VIII zusammengestellten Zahlen geschah
die Wirkung in der Ebene der größten und kleinsten Haupt~

elastizitätsachse , bei den übrigen in der Ebene der mittleren
und kleinsten Hauptelastizitätsachse.

Tabelle VIII.

Kleine Schwefelkugel Metallkugel

Haken I

2R = 789,1
2A 27,7-36,5

1,50*
1,49
1,52
1,51
1,51
1,48
1,51

M1,503*

E' = 2,298

Vi E' = 2064
V'Ill '

2(R'Ill - Ri) = - 7,3

2(Am - Ai) = - 41,3

E45 = 2,031

. Haken II

2R = 791,2
1A 25,7-41,5

1,43*
1,44
1,42
1,43
1,43
1,45
1,42

M 1,431*

E' = 2,188

17, E' = 1996
V'lll '

2(R'Ill - Ri) = - 9,4

2(Am - Ai) = 4,11

E45 = 1,937

2R = 781,8
2 A 73,1-78,8

1,52
1,53
1,53
1,54-
1,54
1,u4
1,52
1,51

Ml,5287

Will man die Werte E45 und E-45 dieser Tabelle nach
Formel (7) berechnen, so hat man in jener Formel EI = Eg,

E2 = Elc zu setzen.
Nimmt man für Eg und Er, die· aus der elektromagnetischen

Lichttheorie folgenden Werte, .so ergibt sich E45 = 2,084,
E-45 = 1,867.
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Tabelle IX.

1,141

2R = 912,3
2.A 61,0-63,7

1,14
1,12
1.,13
1,15
1,16
1,14
1,15

Metallkugel

1,104*

E' = 1,260

li E , = 1,973
Vm

2(Em - Ei) = 6,1

2(.Am - Ai) = 10,7

E45 = 1,957

Große Bch wefelkugel

lIaken I IIaken 11

2R = 916,1 2R = 906,2
2A 46,1-47,9 2.A 50,4-52,1

1,19* 1,12*
1,18 1,09
1,17 1,09
1,15 1,10
1,16 1,11

~,16 1,10
1,16 1,12
1,16

1,16ö*

E' = 1,331

~ E' = 2084
Vm '

2(Eni - Ei) = - 3,8

2(.Am - .Ai) = 14,8

E45 == 2,073

Berechnet man wie bei Tabelle VIII die Werte von }j)45

. und }j)-45 nach Formel (7), so hat man }j)I =}j)m oder }j)2 = Bk
zu setzen. Nimmt man wieder für Eg und jj)k die aus der
elektromagnetischen Lichttheorie folgenden Werte, so findet
man .E45 = 2,132, }j)-45 = 2,062.

Die beiden in meiner zweiten Abhandlung in den §s 1
und 4 besprochenen Korrektionen habe ich, weil sie sehr un..
sicher und jedenfalls zu groß sind, unterlassen. In den folgen
den beiden Tabellen sind die bei sämtlichen Beobachtungen
gefundenen Werte des 13 mit dem aus der elektromagnetischen
Lichttheorie folgenden zusammengestellt. Die als Überschrift
über den Vertikalreihen stehenden Ziffern geben an, in welcher
Tabelle die dem Werte des }j) entsprechenden Beobachtungen
angeführt sind.

Der Unterschied zwischen dem größten und kleinsten
Werte des }j) ist durchaus in den beobachteten Werten sehr
scharf markiert, so daß kaum mehr ein Zweifel sein kann,
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'daß die Dielektrizität des kristallisierten Schwefels in der Tat
nach den verschiedenen Richtungen verschieden ist, und zwar
in der von der elektromagnetischen Lichttheorie geforderten
Weise. Die Werte von Em und ETe sind so nahe, daß meine
Methode einer erheblichen Verfeinerung bedürfte, um dieselben
quantitativ zu messen. Doch stellte sich der Unterschied
immer noch wenigstens qualitativ heraus.

Tabelle X. Große Schwefelkugel.

IV

2,022
2,0452,0612,0672,063

Wirkung in der Richtung der Hauptelastizitätsachsen.

Nach der elektr.-magn. Beobachtet
Lichttheorie I II III

1,812 1,734 1,803 1.817
2,040

• 2,157

Tab elle XI. Kleine SchwefelkugeI.

Nach der elektr.-magn.
Lichttheol'ie

E'g 1,812

Em 2,040
Ek 2,157

Beobachtet
V VI VII

1,813 1,802
1,998

2,036 2,101 2,087

Tabelle XIl.

Wirkung unter 45° gegen die Hauptelastizitätsachsen geneigt.

Nach dei' elektr.-magn'l Be- Nach der. elektr.-magn'l Be-
Lichttheorie obachtet Lichttheorie obachtet

VIII
2,084
1,867

2,031
1,937

IX

E45 • • • . 2,132 I
E-45 • • • 2,062

2,073
1,957

Auch bei der Größe E45 und E-45 war von vornherein
eine große Übereinstimmung nicht zu erwarten, teils wegen
der' Schwierigkeit, den Haken genau unter 45 0 geneigt auf.
zukleben, teils weil bei dieser Stellung eine kleine Abweichung
von diesem Winkel sowie von der senkrechten Stellung des
Hebelarmes der Drehwage auf der Verbindungslinie der Centra
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der wirkenden und beweglichen Kugel von besonders großem
Einflusse auf das Resultat sind.

Im Mittel ergibt sich aus allen meinen Beobachtungen
für kristallisierten Sch wefel

Eg = 1,795, /Sm = 2,010, Ek = 2,067;

daher für die Dielektrizitätskonstanten

IJg = 4,773, IJm == 3,970, IJk = 3,811;

während die elektromagnetische Lichttheorie liefert

IJg = 4,596, IJm = 3,886, IJ
k

= 3,591.



29.

Experimentaluntersuchungüber das Verhalten nicht
leitender Körper unter dem Einflusse elektrischer

.Kräfte.
(Auszug; die ausführlichen Abhandlungen befinden sich in den Bänden 66,

68 und 70 der SitzungsbeI'. d. k. A.kad. d. Wissenseh. zu Wien.1)

Pogg. A.nn.153. S. 525-534. 1874.)

Aus der durch Olausius, Maxwell und HeImholtz
ausgearbeiteten Theorie des Verhaltens dielektrischer Nicht
leiter im elektrischen Felde folgt eine merkwürdige Konsequenz,
die bisher nicht bemerkt worden zu sein scheint, nämlich, daß
elektrische Kräfte auf einen Nichtleiter, ohne daß sich derselbe
elektrisiert, bloß vermöge seiner dielektrischen Polarisation,
ganz erhebliche Anziehungen ausüben müssen; und zwar finde
ich aus der Helmholtzschen Theorie, daß eine nicht leitende
Kugel, wenn sie so klein ist, daß bei Berechnung der Elek
trizitätsverteilung in derselben das Feld als homogen betrachtet
werden kann, (IJ - 1) I (IJ + 2) mal so stark angezogen werden
muß, als eine gleich große leitende Kugel unter Einfluß der
selben Kräfte, wenn letztere isoliert und ursprünglich un~

elektrisch ist, so daß sie nur durch Induktion elektrisch wird.
Hierbei ist IJ die von Maxwell so bezeichnete Größe, also
identisch mit der von HeImholtz mit 1 +4n 8 bezeichneten.
Ich nenne diese Größe die Dielektrizitätskonstante des Iso
lators. Um diese Könsequenz der Theorie zu bestätigen, stellte
ich folgende Versuche an.

Es wurde eine Kugel aus dem zu untersuchenden iso
lierenden Materiale an vollkommen isolierenden Fäden an den
einen Hebelarm einer sebr empfindlichen Drehwage gehängt,
deren anderer Hebelarm mit einem Spiegel äquilibriert war,
mittels dessen in der bekannten Weise die kleinsten Drehungen
der. Drehwage abgelesen werden konnten. In einiger Ent
fernung von der isolierenden· Kugel stand eine fixe Kugel, die·

1) Diese Sammlung NI'. 23 ff.
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durch Funken einer Influenzmaschine geladen und wieder ent
laden werden konnte. Die ganze Drehwage befand sich in
einer bis auf die erforderlichen Schlitze verschlossenen Schachtel
aus Goldpapier, aus der nur die isolierende Kugel an ihrem
Faden heraushing. Früher war sorgfältig geprüft worden, daß
weder der Faden, an dem die Kugel hing, noch die in' der
Schachtel befindlichen Bestandteile eine Einwirkung erfuhren,
daß also der bei Elektrisierung der fixen Kugel eintretende
Ausschlag der Drehwage nur von der Wirkung der Elektrizität
der fixen Kugel auf die isolierende herrühren konnte. Daß
letztere nicht schon früher elektrisch war und sich auch nicht
merklich dauernd elektrisierte, wurde konstatiert, indem die
fixe Kugel bald mehrmal nacheinander positiv, bald abwechselnd
positiv und negativ geladen wurde. Genau an die Stelle der
nicht leitenden Kugel konnte eine gleichgroße leitende (ur
sprünglich unelektrische) Kugel gehängt werden, um die Ein
wirkung, welche beide erfuhren, zu vergleichen. Wenn auch
die Schlagweite gleich blieb, so war es doch nicht möglich,
der fixen Kugel bei den verschiedenen Versuchen, die teils
nach Einhällgung der isolierenden, teils nach Einhängung der
leitenden, aber isolierten Kugel gemacht wurden, immergenau
dieselbe Elektrizitätsmenge zuzuführen. Um den daher rührenden
Fehler korrigieren zu können, war die fixe Kugel mit einer
zweiten fixen leitend verbunden, der eine ganz ähnliche Dreh
wage (aber mit leitend mit der Erde_. verbundener Kugel)
gegenüberstand.

Der Ausschlag der zweiten Drehwage diente als Maß
der mitgeteilten Elektrizitätsmenge. Das Verfahren war nun
folgendes: In die erste Drehwage wurde die nicht leitende

. Kugel eingehängt. Nun ließ man einen Funken überspringen,
welcher zunächst die beiden fixen Kugeln elektrisierte. Durch
ihre 'Wirkung auf die hängenden gerieten die beiden Dreh·
wagen in Schwingungen. Da sie nicht rasch genug zur Ruhe
kamen, wurde ihr Ausschlag in bekannter Weise aus mehreren
Ablesungen berechnet. Da die Ausschläge seht klein waren,
konnten sie als der Kraft proportional betrachtet werden. Den
Ausschlag der ersten, dividiert durch den der zweiten Dreh
wage, bezeichne ich kurz als "die Anziehung der -isolierenden
Kugel (c. Jetzt wurde an die Stelle. der nicht leitenden die
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gleichgroße leitende Kugel gehängt. Der Ausschlag der ersten
Drehwage, dividiert durch den der zweiten, soll jetzt "die An
ziehung der leitenden Kugel" heißen. Der Quotient der An
ziehung der nicht leitenden Kugel in die der leitenden ist
jedesmal die in der folgenden Tabelle angeführte Zahl. Der
selbe soll immer mit E bezeichnet werden. Die Zahlen dieser
Tabelle geben also an, um wievielmal die leitende, aber isolierte
Kugel stärker angezogen wird als eine gleichgroße unter den
selben Umständen befindliche nicht leitende. Dieser Quotient
war oft· von der Zeit der Einwirkung abhängig, ein Phänomen,
welches ich als die elektrische Nachwirkung, :B"araday als
elektrische Absorption bezeichnet.

11 Zeit der Einwirkung

Schwefel. - 2,125 - 2,110 -
Hartgummi. - 2,064 - 2,094 -
Paraffin 2,980 2,920 - 1,420 -
Kolophonium 2,140 1,927 1,730 1,700 1,650

Um schon aus dieser vorläufigen Notiz eine beiläufige
Schätzung der von mir erzielten Genauigkeit möglich zu machen,
teile ich die Details für die erste in der obigen Tabelle ent
haltene Mittelzahl mit. Die Anziehung der Schwefelkugel
5 mal gemessen ergab sich zu

+ + +
0,560, 0,547, 0,548, 0,562, 0,559 Mittel 0,555.

Die Anziehung der gleich großen leitenden Kugel aber war

+ + +
1,175, 1,180, 1,188, 1,173, 1,179 J~'littel 1,179.

Die darüber stehenden Zeichen geben an, mit welcher
Elektrizität die fixen Kugeln geladen wurden. Der Quotient
Eist .

1,179
0555 = 2,125.,

Nach der Dielektrizitätstheorie sollten die in der obigen
'Tabelle enthaltenen Zahlen denWert (lJ + 2) I(lJ - 1) haben;

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. I. 89
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also wenn man die aus der ersten Versuchsreihe von mir ge
fundenen Zahlen zugrunde legt

für Schwefel 2,06
für Hartgummi. 2,39
für Paraffin. . 3,28
für Kolophonium . 2,93.

Die Zahl für Schwefel zeigt eine genügende Überein
stimmung; für denselben scheint also IJ innerhalb weiter
Grenzen konstant zu sein. Hartgummi wird bereits merklich
stärker angezogen; für denselben scheint also IJ, folglich auch
I; mit wachsender Ladung zu wachsen. Noch weit mehr gilt
dies vom Kolophonium und Paraffin, und 'zwar ist bei den
beiden letzten IJ von der Zeit der Einwirkung abhängig. Je
länger die elektrischen Kräfte wirken, desto bedeutender wird
die dielektrische Polarisation. Leider gestattete mein in Eile
zusammengestellter Apparat in dieser Hinsicht keine sehr
große Mannigfaltigkeit; auch konnte ich die Stärke der elek
trisierende'n Kraft nicht genügend variieren, um mit der Dreh
wage allein die Abhängigkeit des ]) von derselben zu kon
statieren. Ich glaube aber, daß 111 eine Methode, die Anziehung
isolierender Körper durch elektrische Kräfte zu p:t:üfen, unter
den verschiedensten Verhältnissen durchgeführt, imstande wäre,
noch reichen Aufschluß über das bisher so wenig erforschte
Verhalten der Isolatoren im elektrischen Felde zu liefern.
Ich machte später Versuche, wobei der zu den fixen Kugeln
führende Draht in der Weise isoliert an eine schwingende
elektromagnetische Stimmgabel befestigt war, daß er in der
Sekunde über 100 mal an die positive und ebensooft an die
negative Elektrode der Influenzmaschine stieß, so daß auf die
zu untersuchende Kugel rasch abwechselnd bald positive bald
negative Elektrizität wirkte. Die Anziehung der dielektrischen
Kugeln, die sich hierbei ergab, stimmte auch bei Hartgummi,
Paraffin und Kolophonium mit der theoretisch berechneten.

Ich führte diese Arbeiten i:t;n Laboratorium des Hrn.
Prof. rröpler zu Graz aus, dem ich für die Zuvorkommenheit,
mit der er mir die Räumlichkeiten, Apparate usw. zur Ver
fügung stellte,. den wärmsten Dank sage. Zu besonderem
Dank bin ich auch noch Hrn. Dr. Albert v. Ettingsh'ausen,
Assistenten für Physik an der Grazer Universität, verpflichtet,.
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welcher mich sowohl bei der Zusammenstellung der Apparate,
als auch bei den Ablesungen (da immer ill zwei Fernröhren
gleichzeitig abgelesen werden mußte) mit nicht geringen Opfern
von Zeit und Mühe unterstützte.

Die hier mitgeteilten Zahlen gewinnen ein erhöhtes Inter
esse, wenn sie mit der Arbeit Maxwells "A dynamical theol'y
01' the electl'Omaglletic (feld'" Transactions of the Royal Society
of London 1865, Part. I, S.. 459 verglichen werden. Daselbst
stellt nämlich Maxwell die Hypothese auf, daß Licht und
Elektrizität verschiedene Bewegullgsformen eines und desselben
:Mediums sind, die sich heide aus den Bewegungsgleichungen,
die er für jenes Medium aufstellt, ableiten lassen.

Aus diesen Bewegungsgleichungen folgt zwischen der Di
elektrizitätskonstante IJ und dem Brechungsindex i. irgend
einer Substanz die Relation

i = -V.n It

(siehe lVlaxwells Gleichung 80). It ist der Koeffizient der
magnetischen Induktion der betreffenden Substanz. Derselbe
ist allerdings für keine der von mir untersuchten Substanzen
bekannt. Doch läßt sich leicht zeigen, daß er unmöglich er
heblich von dem der Luft verschieden sein kann; daß er also
nahe gleich Eins ist, wenn man wieder den fllr Luft gleich
Eins setzt.

Man findet leicht, daß eine Kugel von unendlicher Magneti
sierungskonstante im. nahe homogenen Felde (p, + 2) I (p, - 1) mal
so stark angezogen wird, als eine gleich große von der
Magnetisierungskonstante It. Nun wird aber eine Eisenkugel
nach allen Beobachtungen viel stärker als 10000 mal so stark
angezogen, als eine gleich große Wismutkugel abgestoßen wird.
Da zudem die Magnetisierungskonstante des Eisens jedenfalls
nicht unendlich ist, so folgt, daß für Wismut jedenfalls

!l + 2 >10000,
1-f.t

folglich 11' um weniger als 0,0003 von der Einheit verschieden ist.
Da wir hier alle Verhältnisse viel zu ungünstig annahmen

und ± (11' - 1) für meine Substanzen jedenfalls noch viel kleiner
als für Wismut ist, so kann wohl über die verschwindende
Kleinheit dieser Größe kein Zweifel obwalten. Es ist also für

39*
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2,040
1,543
1,538, 1,516
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die von mir untersuchten Substanzen fJ, = 1 zu setzen und es
müßte nach der lVlaxwellschen Ansicht über das Wesen des
Lichtes und der Elektrizität der Brechungsexponent einfach
die Quadratwurzel aus der Dielektrizitätskonstante sein. Um
diese Konsequenz aus meinen Versuchen zu prüfen, stelle ic h
in der folgenden Tabelle die Quadratwurzeln von ]) mit den
Brechungsexponenten i der betreffenden Substanzen zusammen:

1/D
für Schwefel.. 1,960
für Kolophonium 1,597
für Paraffin ., 1,522
für Hartgummi • 1,778

Der von mir na.ch der Wollastonschen Methode be
stimmte Brechungsexponent des wahrscheinlich doppeltbrechen
den Paraffin fiel merkwürdigerweise verschieden aus, je nachdem
das Licht parallel oder senkrecht zur Reflexionsebene polarL
siert war. Ersterem gehört der größere, letzterem der kleinere
der angeführten Brechungsexponenten an. Ich glaube, daß
die Differenzen dieser Zahlen nicht so groß sind, daß sie nicht
aus den bei Bestimmung der Dielektrizitätskonstanten un
vermeidlichen Fehlern erklärt werden könnten, besonders da
]) für eine und dieselbe Substanz jedenfalls nicht absolut kon
stant ist. Daß ich die Dielektrizitätskonstante für den Schwefel
etwas zu klein fand, ließe sich ganz gut aus den Hohlräumen
erklären, die sich in meinen Schwefelplatten tatsächlich vor
fanden. Auch von der Dielektrizitätskonstante des Kolophoniums
kann wegen der großen Schwierigkeit, gleich dicke Kolophonium
platten mit erträglich ebener Oberfläche zu erzeugen, keine
allzu große Genauigkeit erwartet werden. Durch die auseinander
gesetzte Methode wurde ich instand gesetzt, auch solche Sub
stanzen auf ihre Dielektrizitätskonstante zu untersuchen, welche
nicht in Form großer Platten erhalten werden können. Da
·durch gelang es mir, der elektromagnetischen Lichttheorie eine
neue Bestätigung zu verschaffen. Nach dieser rrheorie muß
nämlich die Konstante anisotroper kristallisierter Körper ver
'schieden ausfallen, je nachdem die elektrischen Kräfte in ver
schiedenen Richtungen darauf wirken und zwar in einer Weise,
welche sich aus den optischen Eigenschaften genau vorher
bestimmen läßt. Unter allen doppeltbrechenden Kristallen
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fand ich bisher nur einen, den Schwefel, welcher so vollkommen
isoliert und so wenig dielektrische Nachwirkung zeigt, daß er
sich zur Untersuchung eignet. Der Geschicklichkeit des
Optikus Hrn. Steeg in Homburg verdanke ich zwei aus natür
lichen Schwefelkristallen geschliffene Kugeln, die mich voll
kommen befriedigten. Die Bestimmung der Lage der optischen
Achsen in denselben verdanke ich der Güte des Hrn. Prof. v. Lang.
Ich untersuchte beide Kugeln, indem ich die Elektrizität bald
in der Richtung der Halbierungslinie des spitzen Winkels der
optischen Achsen, bald in der des stumpfen und bald senk
recht auf beiden wirken ließ; ich will diese Richtungen qer
Reihe nach kurz als die Richtungen Li., C und B bezeichnen.
Die Mittelwerte der von mir mit E bezeichneten Größe, welche
sich nach den verschiedenen Richtungen ergaben, sind in der
folgenden 'rabelle mit den aus der :M ax we11 sehen rrheorie
folgenden zusammengestellt. Wo mehrere Versuchsreihen ge
macht wurden, sind den :Mittelwerten in Klammern die
extremsten beigefügt.

11

theoretisch
experimentell

1. Kugel 2. Kugel

Richtung A 1,82 1,79 1,805
(1,73, 1,82) (1,80, 1,81)

Richtung B 2,04 2,02 2,00

Richtung 0 2,16 2,06 2,07
(2,04, 2,07) (2,03, 2,10)

Der theoretischen Berechnung wurden die von Prof. Schrauf
bestimmten Brechungsquotienten kristallisierten Schwefels zu
grunde gelegt. Um eine größere Übereinstimmung zu erzielen,.
müßte die Kugel mit größerer Sorgfalt richtig eingehängt
werden: am" besten würde man die Lage der optischen Achsen
gegen die Wirkungsrichtung erst während sie hängt bestimmen.
Es wurde mit großer Sorgfalt konstatiert, daß die beobachtete
Asymmetrie nicht in zufälligen äußeren Ursachen ihren Grund
hat, worüber ich jedoch auf die ausführliche Abhandlung ver..
weisen muß. Ich bemerke noch, daß hiermit auch definitiv
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entschieden ist, daß das Licht senkrecht zur Polarisations
ebene schwingt.

Ich stellte außerdem nach derselben Methode noch einige
Versuche mit Paraffinkugeln an. Auch die Größe der Paraffin
kugeln war dieselbe. Doch war mit besonderer Sorgfalt darauf
gesehen, daß dieselben möglichst genau die Kugelgestalt hatten.
Die Abweichungen der Längen der verschiedenen Durchmesser
wurden mit einem Mikroskope mit Okularmikromett?r gemessen
und die Rechnung ergab, daß, wenn die Kugel ein Ellipsoid
gewesen wäre, dessen verschiedene Durchmesser dieselben Ab
weichungen gehabt hätten und dies Ellipsoid bei Berechnung
der dielektrischen Fernwirkung als Kugel von gleichem Volumen
in Rechnung gezogen worden wäre, dies keinen bemerkbaren
Fehler veranlaßt hätte. Die beiden wirkenden Kugeln wurden
alternierend geladen, wobei sie aber mit zwei Quadranten
eines Kirchhoffschen Elektrometers verbunden waren; der
bewegliche rreil (Wagbalken) dieses Elektrometers war nicht
aus Aluminiumdraht, sondern aus einer halbleitenden Substanz
(Pappe), so daß die alternierende Ladung auf ihn nicht wirkte,
wohl aber mußte er durch den etwaigen Überschuß einer
Elektrizität abgelenkt werden. Mittels dieser Vorrichtung wurde
konstatiert, daß auch jener Überscbuß keinen schädlichen Ein~

fluß auf das Resultat haben konnte. Drei Versuchsreihen er
gaben für die in der zitierten Abhandlung mit E bezeichnete
Größe die Werte: 3,267,3,213, 3,220, Mittel 3,233, woraus sich
die Dielektrizitätskonstante des Paraffins gleich 2,343 ergibt.

Außerdem untersuchten die Herren Romich, Novak und
Faydiga, studd. phil. an der Grazer Universität, die di
elektrische Anziehung von Schwefelkugeln, die mit einer dünnen
Harz- oder Paraffinschicht überzogen waren und von Paraffin
kugeln, die mit einer Harzschicht bekleidet waren. Wenn die
Schicht nicht zu dick war, so war die dielektrische Anziehung
dieselbe, als ob jene Schicht nicht vorhanden gewesen wäre.
Endlich untersuchten die genannten Herren noch vier Kugeln
aus Kalkspat, Glas,· Flußspat und Quarz und Selen. Die Di
elektrizitätskonstanten c1ieserSubstanzen stimmten nicht mit
der Maxwellschen Theorie, sondern Waren durchaus größer.
Bei allen diesen Substanzen zeigte sich jedoch eine Abhängig
keit der Dielektrizitätskonstante von der Zeit der Einwirkung,
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also dielektrische Nachwirkung. Da diese nun bei den di
elektrischen Versuchen nicht unter 1/500 Sekunde lag, bei den
Lichtschwingungen aber viel kleiner als· ein Billionstel Sekunde
ist, so wird hieraus die Nichtübereinstimmung begreiflich.

Ich stelle zum Schlusse die Mittelwerte der Dielektrizitäts-
. konstanten zusammen, wie sie sich erstens aus meinen nach
Faradays Methode mittels eines Kondensators angestellten
Versuchen, zweitens aus meinen Versuchen über dielektrische
Fernwirkung auf kleine Kugeln, drittens aus der elektro·
magnetischen Lichttheorie ergeben:

aus den aus' der di- aus d. elektro-
Kondensator- elektrischen magnetischen

versuchen Fernwirkung Lichttheorie

Schwefel 3,84 3,94 4,06

Paraffin 2,32 2,32 2,33

Kolophonium. 2,55 .2,48 2,38

Hartgummi 3,15 3,48



30.

Zur Theorie der elastischen Nachwirkung.1
)

(Wien. Bel'. 70. B. 275-306. 1874 und Pogg. Ann. Erg.-Bd. 7. S. 624. 1876.2)

I. Aufsuchung des mathematischen Ausdruckes für die
elastische Naclnvirkung·.

Schon Web e I' und K 0 h Ir aus c h, welche zuerst die
elastische Nachwirkung untersuchten (Pogg. Ann. 54, S. 119
und 128), waren bemüht, eine allgemeine, und zwar sogar eine
auf Betrachtungen über die Molekularkonstitution der Körper
gegründete Formel für die Gesetze derselben aufzustellen.
Ihre Formeln sind jedoch nur auf die speziellen von ihnen
untersuchten Fälle anwendbar. Sie lösen das Problem nicht
vollkommen allgemein, d. h. sie sind nicht imstande, folgende
Frage zu beantworten: wie groß ist die elastische Nachwirkung,
wenn die vorangegangene Deformation des Körpers eine ganz
beliebige Funktion der Zeit ist? Später wurde meines Wissens
nur noch eine Theorie der elastischen Nachwirkung aufgestellt,
und zwar von Herrn Oskar EmU Meyer (Pogg. Ann. 131.
S. 108). Dieselbe sucht allerdings das Problem in dieser All
gemeinheit zu lösen; allein die Gleichungen Herrn :ß:leyers
sind so beschaffen, daß man sich unschwer überzeugen kann,
daß sie die charakteristischen Eigentümlichkeiten der elastischen
Nachwirkung auch nicht qualitativ wiederzugeben imstande sind.
Dieselben enthalten nämlich nur Differentialquotienten der Ver-

1) Vorläufiger Bericht über diese Arbeit Wien. Anz. 11. S. 172.
8. Oktober 1874..

2) Der letztgenannte Abdruck hat mit Bezug auf den ersten die
Fußnote: "Es ist dies der Aufsatz von welchem Herr O. E. Meyer (Pogg.
Ann. 154. S. 360) behauptet, daß die daselbst aufgestellten Gleichungen
mit den seinigen vollständig übereinstimmen".
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schiebungen nach den K.oordinaten und nach der Zeit, woraus
folgt, daß die auf eine Deformation folgende elastische Nach~

wirkung wesentlich von der Art und Weise abhängt, wie der
Körper aus der Deformation wieder in die ursprüngliche Lage

. zurückkehrt. Sie müßte ganz verschwinden, wenn jedes Ele
ment des Körpers nach einer heliebigen Deformation desselben
auch nur sehr kurze Zeit durch entsprechende Kräfte in seiner
ursprünglichen Lage ruhend erhalten wÜrde, und sie müßte
außerordentlich klein werden, wenn man den Körper langsam
in seine Ruhelage zurückkehren ließe. Natürlich kann auch
die Anwendung der Meyerschen Formeln auf spezielle Fälle
nicht mit der Erfahrung stimmen. In den beiden Fällen, die
Herr Meyer der Betrachtung unterzieht, dem der Dehnung
und dem der Torsion eines Drahtes, findet er allerdings
elastische Nachwirkung, allein dieselbe rührt bloß daher, daß
die hohen Obertöne in gewissen Fällen schwächer als der
Grundton gedämpft werden.

Ein infolge der elastischen Nachwirkung gedehnter Draht
müßte also keineswegs gleichförmig gedehnt sein; in demselben
wäre vielmehr das untere Ende am stärksten nach abwärts
verschoben. Dann würden solche Stellen kommen, welche fast
gar nicht nach abwärts, vielleicht sogar nach aufwärts ver
schoben wären, dann wieder solche, die stärker nach abwärts
verschoben wären usw. Ähnlich verhielte sich ein tordierter
Draht. Außerdem würde der von Herrn Meyer hervor
gehobene Fall, daß die elastische Nachwirkung länger dauert,
als die (nicht von außen gedämpften) Schwingungen, nur dann
eintreten) wenn die Bewegung des Drahtes bereits bei 12mal
kleinerer Länge desselben aperiodisch würde. Doch dies alles
ist noch nicht die Hauptsache. Herr Meyer hat sich nämlich
die Integration dadurch sehr erschwert, daß er einen Fall der
Rechnung unterzog, der von den bisher experimentell geprüften
und leicht zu prüfenden total verschieden ist, indem er das
dehnende (bzw. tordierende) Gewicht als massenlos betrachtet.
Das Gewicht spielt bei Herrn Meyer keine andere Rolle, als
daß zu den Schwingungen eine konstante Dehnung (bzw. Tor
sion) des Fadens hinzukommt, welcher sonst ganz so schwingt,
als ob sein unteres Ende vollkommen frei wäre, und er unter
entsprechender Anregung schwänge. Legt man dem an-
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gehängten Gewichte eine Masse bei, so verwandelt sich die
für das freie Ende geltende Bedingung in folgende:

d2u du d2 u
(1) .I1-B dt 2 = a(fX + 2 bdrodt'

wobei für den Fall der Dehnung
P M

A="8Q' B=-;Q'

für den der Torsion

.11-~ B 2K
- nR4 a' = nR4 a

ist. M ist die Masse, K das Trägheitsmoment des dehnenden
Gewichtes. Im übrigen sind die.Bezeichnungen die Meyerschen.
Setzt man

A
'll=-x+ro

a
und

(j) = .:EGe-atsinyx,

so muß r eine beliebige Wurzel der Gleichung

1
(2) rtgr A = B

sein; das dazu gehörige u ist durch die Gleichung:

u2 + a r2
- 2 ba r2 = 0

bestimmt. B ist die Länge, welche man dem Drahte, ohne
dessen Dichte und Querschnitt zu ändern, geben müßte, damit
er im Falle VOll Longitudinalschwingungen dieselbe Masse, im
Falle von 'l'orsionsschwingungen bezüglich seiner Mittellinie
dasselbe rrrägheitsmoment, wie das angehängte Gewicht hätte.
Dieselbe ist bei den Beobachtungen meist sehr groß gegen die
wirkliche Länge des Drahtes. Dann ist eine Wurzel der
Gleichung (2) nahe gleich 1/11 BA, die übrige nahe gleich
lt 'n IA, wobei k irgend eine ganze Zahl bedeutet. Die erste
Wurzel entspricht einer einfachen Pendelschwingung , die un
verhältnismäßig langsam gegen alle übrigen geschieht, und
welche allein der Beobachtung unterzogen zu werden pflegt.

Ihre Schwingungsdauer sei r 1•

Alle anderen Wurzeln entsprechen sehr raschen Pendel
schwingungen, welche fast so vor sich gehen, als ob das untere
Ende des Drahtes ebenfalls fix wäre.
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Bezeichnen wir den reellen (positiven) Teil von IX als den
Extinktionskoeffizienten. Dann ist der Extinktionskoeffizient 01

der langsamsten Pendelschwingungen = b/ B Ä, der kleinste
Extinktionskoeftizient 02 jener raschen Schwingungen, denen
Herr Meyer die ela·stische Nachwirkung zuschreibt, aber ist
= a/2 b. Das Verhältnis cl: c2 ist also nahe gleich (1/2 %2) ci r;.
Denn für die Schwingungsdauer r; der langsamsten Schwin
gungen findet man den Wert

2n liBI

V
==- . , also nahezu 2 % -.

a b~ a
B), - B2 ),2

81 Tl . ist die Größe, welche man gewöhnlich als das loga
rithmische Dekrement bezeichnet. Dieselbe war sowohl bei
den Versuchen Warburgs (Ber!. Monatsb. Juli 1869) als auch
bei denen Strein tz' (Wiener Sitzungsbel'. 69), die sich auf
gewöhnliche Temperaturen bezogen, kleiner als 0,01. Es folgt
daraus, daß die langsamsten Schwingungen unter den Verhält
nissen, wie sie bei den bisher untersuchten Fällen statthatten,
nach den Meyerschen Gleichungen weitaus den kleinsten
Extinktionskoeffizienten haben, und daher die Formeln Meyers
keine Spur elastischer Nachwirkung liefern, nicht einmal dann,
wenn die langsamsten Schwingungen durch äußere Einflüsse
hunderttausendmal so rasch beruhigt würden. Wenn man das
dehnende Gewicht mittels der Hand langsam in seine ursprüng
liche Lage zurückkehren läßt, so werden übrigens dadurch
nicht bloß die langsamsten, sondern auch die raschen Schwin
gungen aufgehalten.

Bei dieser Sachlage dürfte es kaum überflüssig sein, wenn
ich hier einige Formeln mitteile, welche ebenfalls eine all
gemeine Auflösung des oben angeführten Problems der elastischen
Nachwirl{ung in seiner größten Allgemeinheit geben, und welche
jedenfalls qualitativ die Phänomene der elastischen Nachwirkung
richtig liefern dürften; ob auch quantitativ, wird erst ent
schieden werden können, wenn mannigfaltigere experimentelle
Daten vorliegen. Doch habe ich wenigstens in den wichtigsten
Fällen die Rechnung so weit durchgeführt, daß eine unmittel
bare Vergleichung mit dem Experimente ohne alle Schwierig
keit möglich ist. Daß behufs einer unbedingten Überein
stimmung mit der Erfahrung meine Formeln noch einer Kor-
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rektion bedürfen werden, darauf deutet schon der von Web er
und Kohlrausch beobachtete Umstand hin, daß dauernde
Deformationen (unvollkommene Elastizität) eintritt, wenn der
Draht nicht vorher einigemal hin und her tordiert wurde,
sowie auch der von Streintz gefundene Einfluß voran
gegangener Deformationen auf das logarithmische Dekrement.
Trotzdem dürften meine Formeln den Experimentatoren viel
leicht willkommene Anhaltspunkte geben.

Die Grundvorstellung, welche meinen Formeln zugrunde
liegt, ist folgende. Denken wir uns einen elastischen parallel
epipedischen Körper, dessen Kanten parallel den Koordinaten
achsen sind. Derselbe sei in der Richtung jeder derKoordinaten
achsen gleichförmig gedehnt. Die Dehnung der Längeneinheit
sei u in der Richtung der x-Achse, ß in der Richtung der
y-Achse, r in der Richtung der z-Achse. Dann müßten auf
die Begrenzungsflächedes Körpers lauter konstante normale
Zugkräfte wirken, und zwar auf die heiden Flächen, welche
senkrecht zur x·Achse stehen, muß auf die Fläcbeneinheit eine
Zugkraft von. der Intensität

(3) Ni = A(u + ß+ r) + 2 f1' u

wirken. Analoges gilt von der y- und z·Achse. A und !-t sind
die bekannten von Lame in seiner Elastizitätslehre gebrauchten
Konstanten. Aus dieser Tatsache lassen sich die allgemeinen
Gleichgewichts- und Bewegungsgleichungen für den als isotrop
vorausgesetzten Körper ableiten, sobald man nur die Voraus
setzung hinzunimmt, daß auch bei ungleichförmiger Dehnung
sehr kleine Parallelepipede als gleichförmig gedehnt betrachtet
werden können. (Vgl. die Elastizitätstheorie von 01ebsch.)
Von denselben Prinzipien gehe auch ich aus; nur nehme ich
an, daß die Kräfte, die auf die Begrenzungsflächen des Parallel
epipedes zu einer bestimmten Zeit wirken, nicht bloß ab
hängen von den Dehnungen des Parallelepipedes zu jener Zeit,
sondern auch von den vorhergegangenen Dehnungen desselben,
wobei jedoch eine Dehnung einen um so geringeren Einfluß
hat, vor je längerer Zeit sie stattfand; und zwar ist die Kraf t
welche zur Erzeugung einer bestimmten Dehnung erforderlich
ist, geringer, wenn schon früher eine Deformation im gleichen
Sinne statthatte. Ich will diese Tatsache, daß eine früher
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vorhandene Dehnung die Kraft, welche zur Erzeugung einer
Dehnung im gleichen Sinne notwendig ist, vermindert, "die
durch jene frühere Dehnung erzeugte Kraftvermindel'ung"
nennen. Wenn zu irgend einer Zeit 7: während des Zeitdiffe
rentials d 7: der Körper die Dehnung a (7:) hatte, so nehme ich
an, daß die Kraftverminderung, welche diese Dehnung auf die zur
Zeit t wirkende Kraft ausübt, proportional d 7:, Cl (7:) und einer
Funktion der Zeit t - 7: ist, vor welcher die Dehnung statthatte.

Hierzu braucht man nur noch die Annahme hinzuzufügen,
daß sich der Einfluß der zu verschiedenen Zeiten vorhandenen
Deformationen superponiert, d. h. daß die Kraftverminderung,
welche eine bestimmte vor einer bestimmten Zeit stattgefundene
Dehnung erzeugt, nicht abhängt von den Zuständen, welche
der Körper inzwischen durchlaufen hat,l) um sofort bis auf
zwei Funktionen der Zeit Cf (t) und 1jJ (t), welche angeben, in
welcher Weise die kräftevermindernde Eigenschaft voran
gegangener Deformationen von der Zeit abhängt, die Be..
wegungsgleichungen für isotrope Körper mit elastischer Nach
wirkung aufstellen zu können. Wir betrachten zunächst wieder
ein Parallelepiped der Substanz. Die drei Dehnungen Cl, ß, r
der Längeneinheit der drei Seiten seien zu jeder Zeit gleich
förmig, aber zu verschiedenen Zeiten v~rschieden gewesen. Sie
werden also Funktionen der Zeit t sein, weshalb wir sie mit
a (t), ß(t), r (t) bezeichnen wollen.

Aus meinen Voraussetzungen ergibt sich dann, wenn man
t - 7: = co setzt und a~eh d co für d 7: einführt, statt der
Formel (3) folgende: 00

NI = Ä [~(t) +ß(t) + r(t)] + 2 p, ct (t) - Jd m· Cf (co). [ct (t - m) .
o

00

+ ß(t - co) + r (t - co)] - 2fd co 'VI (co) •Cl (t -- m).
o

Hieraus findet man, wenn man genau so verfährt, wie
es Cl eb seh an der zitierten Stelle tut, folgende allgemeine
Gleichungen

1) Dieses Prinzip der Superposition ist für nicht allzu große Defor
mationen ziemlich plausibel, während es für sehr starke vielleicht nicht
mehr anwendbar ist, für welche dann natürlich auch meine später ent
wickelten Formeln nicht mehl' gelten würden.
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00

T (d'V(t) dw. (t») Jd. () [dV (t - (tJ) + d1,o (t - CU)]
1 = P, d% + dY - OJ 1/-' co d% -:--iI:ii- .

o

Die Gleichungen für die übrigen Kräfte können nach
Analogie gebildet werden. Die Bezeichnungen sind ganz die
Lames; 8 (s), u(s) ... sind die Werte dieser Größen zur Zeit s;
die Bewegungsgleichungen (L a me, LeQons sur la theorie de
l'elasticite. S. 66, equations [4]) bleiben vollständig unverändert. 1)

Die Funktion 'l/J wird durch 'rorsionsversuche bestimmt.
Werde ein Draht, der die Gestalt eines Zylinders von der

Länge l und dem Radius R hat, tordiert; die Zylinderachse
sei die x-Achse, für den obersten fixen Querschnitt sei x = 0.

Wir könnten die langsamsten Schwingungen, sowie siimt
liehe Obertöne genau nach der lVlethode berechnen, yon der
wir sahen, daß sie bei Lösung der Meyerschen Gleichungen
angewendet werden muß. Da wir jedoch annehmen, das Träg
heitsmoment des Gewichtes, mit dem der Draht beschwert ist,
sei sehr groß, ßO erzielen wir sicher eine genügende Genauig
keit, wenn wir annehmen, daß der Draht in jedem Augen
blicke gleichförmig tordiert ist. Wir haben dann zu setzen

'lt = 0, V = _ WXf(t) , w = Wy~(t)

und erhalten, indem wir nach Berechnung des Momentes sämt
licher elastischer Kräfte, die auf den unter8ten Querschnitt des
Drahtes wirken, die Bewegungsgleichung für das angehängte
Gewicht aufstellen

00

d
2
{}(t) n R,4[f ](5) ]) - K df- = 2T p,-{}(t) - dOJ 'l/J(m) {}(t - 0)) .

o

Dabei ist {} (t) der Winkel, um den infolgeder Torsion
der unterste Querschnitt des Drahtes zur Zeit t verdreht ist;

1) In ßer Ausgabe in den Pogg. Ann. findet sich folgende Be
merkung: "Ahnliche Gleichungen lassen sich aus der von mir [B 0 reh ar d g

Journal 81 (diese Sammlung 35)J erwähnten Hypothese ableiten, wurden
aber von Hrn. Meyer meines Wissens niemals daraus abgeleitet."
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IJ das auf denselben zur selben Zeit von außen wirkende
Drehungsmoment.

Die Funktion 1jJ kann durch verschiedene Versuche be
stimmt werden.

1. Der Draht sei anfangs vollkommen untordiert; dann
werde er um einen gewissen Winkel c tordiert und diese Tor
sion konstant erhalten. (Ich sage immer, der Draht sei um
einen gewissen Winkel tordiert, wenn sein miterster .Querschnitt
um diesen Winkel gedreht ist, sowie ich sage, ein Drehungs
moment wirkt auf den Draht, statt auf dessen untersten Quer
schnitt.) Sieht man von elen jedenfalls rasch wieder verschwin
denden, durch die Torsion erzeugten Schwingungen ab, so ist
also zu setzen: von t = - CIJ bis t = 0, {} (t) = 0; für alle
späteren t aber {} (t) = c, und man erhält

(6)

folglich

(7)

t

IJ = n~:c [ft - Jdro 1jJ(OJ)] ,
u

2l clD
1/1 (t) = - -.-.r nR4 e clt

Bezeichnet man das Drehungsmoment, welches gleich nach
der Torsion wirkte, mit ])0' so ist

(8)

daher

(9)

])
_ nR4ett

o - 2l '

p. clD1jJ(t) = --.Do clt

Führt man lieber die übrigens nur um eine Größe von
der Ordnung der elastischen Nachwirkung von ])0 verschiedene
Grenze ])00 ein, der sich das Drehungsmoment nach sehr langer
Zeit nähert, und bezeichnet mit p,' die Konstante

00

so ist

(10)
p' dD

1jJ(t) = --.Doo clt

Die Funktion 1jJ (t) kann also bestimmt werden, wenn man
IJ als Funktion· der ·Zeit bestimmt hat. ft' ist der Wert der
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Lameschen Konstante p" den man erhält, wenn man die ela
stischen Kräfte durch jene Verschiebungen ausdrückt, die nach
sehr langer Zeit unter deren Einfluß entstehen.

2. Man erteilt dem Drahte nur während kurzer Zeit
(von t = - r/2 his t = + r /2) eine konstante Torsion um
den Winkel y. Er würde dann, wenn nach der Zeit + r/2
auf sein unteres Ende keine Kraft mehr wirken würde, infolge
der Nachwirkung 'noch längere Zeit ein wenig in demselben
Sinne tordiert bleiben. Man bestimmt das Moment, welches
zu irgend einer Zeit t > + 7:/2 auf das untere Ende wirken
muß, um dasselbe fortwährend in jener Lage zu erhalten, welche
es vor aller Torsion inne hatte. In diesem Falle ist {} (t)
immer gleich Null, nur von t = - 7:/2 bis t = + 7:/2 ist es
gleich r.

Man hat also

(11)

und weil r klein ist, nahe

{

(13)

(12)

nR""r7:IJ = - -~1.jJ(t)
2l

(t)--~1./J - nR4r7:'

oder wenn p,' dieselbe Bedeutung wie früher hat, .do' Lloo aber
die Werte sind, die aus den früher mit Do, IJoo bezeichneten
Größen entstehen, wenn man darin r für c substituiert

/l D /L' D1./J(t) = ---= ---.
7: ,10 7: ,100

Wir "haben bisher während der Zeit, während welcher
die Nachwirkung beobachtet wird, die Torsion auf einem kon
stanten Werte C erhalten, und die Art und Weise studiert,
wie sich das hierzu notwendige Drehungsmoment J) verändert;
wir wollen diesen Fall immer den der Kraftnachwirkung
nennen. Unter "Verschiebungsnachwirkungo' dagegen wollen
wir den Fall -verstehen, wo das auf das freie Ende wirkende
Drehungsmoment auf einem konstanten Werte J)' erhalten wird,
und die Verdrehung {} des unteren Querschnittes beobachtet
wird. Es wäre daher bei der Verschiebungsnachwirkung in
jedem l\1:omente ])-])' dasjenige Drehungsmoment, welches
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zu dem schon vorhandenen ]) hinzugefügt werden müßte, um
die T<?rsion auf c zu bringen, also um c- {j. zu vermehren.
Weil die Nachwirkung immer klein ist, so kann man sie bei
Aufstellung der Relation zwischen dem Momente J)-J)' und
der dadurch erzeugten Torsion c-{} vernachlässigen, wodurch
man erhält .

(14)

(15)

Aus dem sub 1 betrachteten Falle wird dadurch folgender:
3. Von t = - 00 bis t = 0 war der Draht untordiert, für

die folgenden Zeiten wirke auf ihn das konstante Drehungs
moment ])'. Im ersten Momente der Wirksamkeit des Drehungs
momentes ])' verhält sich der Draht dann ganz, wie in dem
sub 1 betrachteten Falle, weshalb c und J)' durch dieselbe
Gleichung wie dort c und '])0 verbunden sind, also durch die
Gleichung (8). Man hat also

J)' = nR4. cll •
2l

Die Torsion {} des Drahtes zur Zeit t findet man, indem
man den durch Formel (6) gegebenen Wert von IJ in die
Formel (14) substituiert und daraus {} berechnet} wodurch sich
ergibt: '

t

{} = c+ :JdOH/J(ro) ,
o

oder wenn man die Größe IJ' einführt:

(16)
t

it = :~~ [1 + ~fdro1/J(w)J.
o

Die nach sehr langer Zeit eintretende Verdrehung Coo ist

00

c + cjdw1/J(W).
Il o

4. Vergleichen wir hiermit noch folgenden Fall. Von
t = - 00 bis t = 0 sei der Draht um einen gewissen Winkel Coo

verdreht gewesen, für alle folgenden Zeiten wirke keine Kraft
auf denselben, infolge der Nachwirkung sei er zur Zeit t noch

Boltzmann, Gesammelte wissensoh. Abhand!. 1. 40
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. um den 'Winkel {}' gedreht. Dann ist {}' = Coo -{}', wobei 'I.'J
die durch Formel (15) gegebene Größe ist. Man hat also

1

00

eoof{j/ = '-;- d Ci) 1/J(OJ) ,

(17) t

f1' cl&
1jJ(t) = - C dt .

00

Beobachtet man bei dem sub 2 betrachteten Falle die
Verschiebungsnachwirkung, so hat man in Formel (14) C = 0,
lJ' = 0, für lJ aber dessen Wert aus Gleichung (12) zu setzen,
und erhält folgenden Fall:

5. Sei der Draht von t = - 00 bis t = - 't' /2 untordiert,
von t = - 't'/2 bis t = + 't' /2 um den Winkel r tordiert ge~

wesen, worauf auf den unteren Querschnitt keine Kraft mehr
wirke, dann ist er infolge der Nachwirkung zur Zeit t noch
um den Winkel

(18)

tordiert. Sucht man aus derartigen Versuchen 1jJ, so ist also

(19) 'l/J(t) =~. I}.
p:

6. Wir hängen an ein und denselben Draht Gewichte von
verschiedenem Trägheitsmomente K an und 'bestimmen das
logarithmische Dekrement c't' oder den Extinktionskoeffizienten
c als Funktion der Schwingungsdauer 't', wenn während der
Schwingungen auf den Draht und das angehängte Gewicht
keine anderen als die elastischen Kräfte wirken. Dann ist in
Formel (5) ]) = °zu setzen.

Setzen wir jetzt '

lf(t) = Ce-et sin (n + a) t,

wobei
"1/ 'TC R4 !l

n=V 2lK'

so werden c und usehr klein sein; man kann daher in dem
bestimmten Integrale der Gleichung (5), welches ebenfalls klein
ist, c = u = °setzen und erhält
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1

00

8 = 21~Jsin(n co) 'l/J (co) d 0]

(20) 0

00

nJa = - 9 cos (n co) 1./J (0]) dO] .
--/i .

u

Bezeichnet man c als ]lunktion von n mit 8 (1l), so erhält
man aus der ersten der Gleichungen (20) leicht 1./J (t) mittels
des Fourierschen Satzes.

Es ist nämlich:
00

1.p(t) = 4: f 8~~) sin(nt)dn.·
o

Das logarithmische Dekrement List 8 1', l' aber ist 2 '1t In.
Sei L = X (r), so ist also

c = ~ X (1') = ;: X ( 2: ),
woraus man findet

00

(22) . 'l/J(t) = 2p,Jx( ~;) sin(nt)dn.
o

Dies ist die Formel, nach welcher die Funktion 1.jJ (t) aus
dem Schwingungsversuche berechnet werden kann. Wirkt auch
eine äußere {} proportionale Kraft auf den Draht, so vereinigt
sie sich mit p" was aber dann eventuell unter dem Integral
zeichen stehen muß.

Die Funktion ep kann in ganz analoger Weise aus
Drehungsversuchen bestimmt werden. Da jedoch die meisten
Nachwirkungsversuche bisher die Torsion zum Gegenstande
hatten, und da zudem höchstwahrscheinlich ep dieselbe Form
wie 'l/J hat, so will ich mich hierauf vorläufig nicht weiter
einlassen.

Mittels der Formeln (7) und (19) könnte man leicht aus
den verschiedenen Beobachtungen Kohlrauschs (1. c.) die
Funktion 1./J bestimmen, wobei nur noch ein für sehr große t
verschwindenderFaktor hinzuzufügen wäre, um das Unendlich-

werden von J~P 0]) d 0] zu verhindern. Doch erhält man in
t

dieser Weise nur wenig übereinstimmende Werte von 1./J, weil
40*
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Kohlrauschs Zahlen dem Prinzip der Superposition nur sehr
unvollkommen genügen.

Aus Neesens Versuchen (Berl. Monatsher. Febr. 1874)
würde 1/1(t) = ap,e- bt folgen, wobei a und b zu bestimmende
Konstanten sind. Es ginge also die Formel (6) über in

{

]) = n:z
4

c (p, +a at c- bt
) =])0 (1 + ~ e- bt

)

(23)
= ])00 [1 - b (1- e - b t)] ,

die Formel (18) in

(24) {} (t) = r 7: a e - bt ,

die Formel (20) in

(25)

{}' ca -bt= -b- e .

Schwillgungsversuche, aus denen die Funktion 1/J (t) nach
Formel (21) bestimmt werden kann, wurden von Streintz
angestellt.

Derselbe fand das ·logarithmische Dekrement von der

Schwingungsdauer unabhängig, also X (2:) in Formel (22)

konstant. Die Formel (22) wird dann unbestimmt. Man kann
;aber diesem Übelstande abhelfen, indem man annimmt, daß
X (7:) für mäßige 7: konstant ist, wenn aber 7: außerordentlich
klein wird, kontinuierlich abnimmt, was den Beobachtungen
Streintz' jedenfalls nicht widerspricht. Dann liefert die
Formel (22)

an2 a ab n
8 = = ct = - ...,..-:--;;---:.-::;-:-

2(n2 + b2
) ( '[;2 b2) , 2(n2+ b2)

2 1 + 4n2

Hat man also die auf eine kurze Torsion r während der
Zeit 7: folgende Nachwirkung -{i'(t) beobachtet und in der
Form (24) dargestellt, so läßt sich aus den Konstanten a und b
der Extinktionskoeffizient 8 berechnen und mit der Erfahrung
vergleichen. Ebenso, wenn die auf eine sehr lange Deformation
folgende Nachwirkung beobachtet worden wäre. Sei von t = 00

bis t = 0 der unterste Querschnitt um den Winkel c gedreht
gewesen, dann ist nämlich die Drehung I}, welche zur Zeit t
infolge der elastischen Nachwirkung noch vorhanden ist, nach
Formel (17)

(26)
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B
1p(t) = T'

wobei B eine Konstante ist. Dieser Wert 'Von 'tfJ kann noch
nicht unmittelbar in die Formeln eingesetzt werden, weil sowohl

in eins zu-

00

~ =f f(w~düJ

o
setzt, und dann beide Glieder\; der Formel (5)
sammenzieht.

00 tJ'tfJ (t) d t als auch J'tfJ (t) d t
t 0

unendlich wird. Dem ersten Übelstande hilft man ab, indem
man im Zähler 'Von 'tfJ (t) statt der Konstanten B eine Funktion
f(t) substituiert, die für mäßige t fast konstant ist, und erst
für große t immer kleiner wird, z. B. die Funktion Ae-7r.t
oder AI t 7c , wobei k sehr klein ist.

Dem zweiten Übelstande kann man dadurch abhelfen,
daß man

H. Aufstellung und Diskussion
jener Formeln fiir die elastische Nachwirkung, welche mir

als die wahrscheinlichsten erscheinen.

Wir wollen 'Voraussetzen, daB die Funktion Cf denselben
Bau wie Funktion 'tfJ besitzt.

Dann können wir die allgemeinen Gleichungen für die
elastischen Kräfte so schreiben :

( N, = AO (t) +}[O (t) - 0(t - ro)] F(ro<,,'"
o

00

(27) + 2f [clU(t) _ du, (i - üJ)] f(ro) dw ,
I ö da;. dx üJ

11' = Joo[dV(t) + dw(t) _ dv(t- w) _ dv(t- W)] f(ro) dw.
l 1 0 dx dy dx dy w

Von den beiden Funktionenll(w) und t (w) genügt es, zu
wissen, daß sie für mäßige w konstante Werte haben, für
sehr große cu aber sich so der Grenze Null nähern, daß
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00f ((cu) ~W
1

00

J dU)
und l!'(cu)C;;

1

(28)

konvergieren. Dabei sind u (t), v (t), w (t) die Verschiebungen
des Punktes mit den Koordinaten x, y, z parallel den
Koorclinatenachsen, (J (t) ist gleich

du, (t) + dv (t) + dw (t) .
dx dy d%

Auf ein Flächenelement vom Flächeninhalt d [, welches senk
recht auf der x-Achse steht, wirken die Kräfte NI df, Tsd f,
T

2
df parallel der x-, y- und z-Achse. Die Ausdrücke fur

die übrigen Kräfte können nach Analogie gebildet werden.
Dazu kommen noch dieselben Bewegungsgleichungen, welche
L ame (1. c.) aufstellt, nämlich:

() d
2
u,(t) = dN~+ dTs + dT2 +X

"dt2 dx dy d'N '

d2 v(t) = dTs + dN2 + dT1 + y
. (( d t2 dx dy d% '

cl2UJ!!l = clT2 + dT1 + dNs + Z.
(( dt2 dx dy d%

Dabei ist (( die Dichte,. X; Y, Z sind die beschleunigenden
Kräfte, die auf das Innere des Körpers wirken. .Ich will diese
Formeln wieder vorläufig nur auf denjenigen Fall anwenden,
welcher am leichtesten zu untersuchen ist, nämlich auf den
der Torsion.,

Der vertikal herabhängende Draht. sei genau wie früher
ein gerader Kreiszylinder von der Länge 1 und dem Radius E.
Das Zentrum seiner oberen fixen Enc1fläche sei der Koordinaten
anfangspunkt, seine Achse die Abszissenachse, sein unteres
Ende mit einem Gewichte belastet, dessen Trägheitsmoment ](
sehr groß ist gegenüber dem q.es Drahtes (alles bezogen auf
die gemeinsame Drehungsachse). Dann werden, wenn wir von
der durch die Schwere des Gewichtes erzeugten Dehnung ab
strahieren, die sich nur zur Schwingungsbewegung superponiert,
die Verschiebungen 1l, v, w folgende Werte besitzen:

u = 0, v = - % ~ /} Ct) , w =y x~ Ct) ,

wobei {J. (t) der Winkel ist, um welchen zur Zeit t der un'terste
Querschnitt verdreht ist, und wenn n das Moment ist, mit
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welchem zur Zeit t der unterste Querschnitt gedreht wird, so
hat man

er;

(29) ]) - K d~~2(t) = n2~4J[{i'(t) - {}(t - OO)]f(co)dcucu.
o

Wir wollen nun wieder diese Formel auf die wichtigsten
in der Praxis vorkommenden Fälle anwenden.

Sei zunächst die Bewegung des Drahtes so gering, daß
man seine Beschleunigung vernachlässigen, also

d2 {f (t)
~=O

setzen darf; bis zu einer gewissen Zeit 17 sei der Draht un
tordiert gewesen; erst wenn t größer als 17 ist, sei {j. (t) von.
Null verschieden. Die Gleichung (29) verwandelt sich dann
in folgende:

. er; t-T

nR4 J dcu nR4J dcu]) = 2l {} (t) ((co) -;;; + 2l [ß (t) - {} (t - OJ)] ((w) -;-.
t- T 0

Wir bezeichnen nun mit (! irgend eine beliebige Konstante;
so können wir das erste Integral rechts in zwei, eines von
t - T bis (!, das andere von (! bis Unendlich zerlegen und
erhalten so

r ]) = "2~' .9, (t)P'(IX!) ~" + "2~' ,'} (t)if(IX!l. d,,"

1 + ":z'l[~.(t) - {f(t - IX!)]f(~~,,:.
Das erste bestimmte Integral ist konstant, wir wollen es

z. B. mit .A bezeichnen, so daß

00

.A = J[(00) d(iJcu;

Cl

in dem zweiten bestimmten Integral durchläuft 00 nur endliche
Werte, so daß ((w) unserer Annahme gemäß einen nahezu
konstanten Wert B hat, ebenso im dritten. Wir können
daher, wenn wir noch setzen
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l
a = "2~' · A = "2~'i/'(.,) d,," ,

n: B4 'Ir B4
b = 2l. B = 2T f (O) ,

die Gleichung (30) so schreiben:

f .D = a~~ - b,'}(t)lognat C~ Tl
I + bJ[fl'(t) - 19·(t- co)] dm.
l 0 m

Wir wollen diese Formel zuerst zur Diskussion folgender
Fälle anwenden:

1. Der Draht sei bis zur Zeit Null untordiert gewesen;
dann werde seine Torsion konstant gleich cerhalten (d. h. wieder
sein unterster Querschnitt werde um den Winkel c verdreht).
Wir fragen nach der Kraftnachwirkung, d. h. welches Drehungs
moment ]) zu irgend einer Zeit t auf den Draht (also wieder
auf seinen untersten Querschnitt) wirken muß, um jene kon
stante Torsion zu erhalten. Wir haben in diesem Falle in
Formel (33) T = 0, fl' (t) = {} (t - co) = c zu setzen, und erhalten

(34) ]) = c[a - b lognat (;)] .

Diese Formel enthält scheinbar drei zu bestimmende
Konstanten a, bund {j, in Wirklichkeit aber nur zwei, da
sich die Konstante lognat {j zur Konstante a addiert. Es ist.
also f? ganz willkürlich und kann z. B. gleich einer Sekunde
gesetzt werden. Die Formel (34) gilt natürlich nicht für sehr
kleine und auch (nicht für sehr große t. Die Schuld davon
liegt jedoch nicht an der Gleichung (33), sondern daran, daß·
in diesen Fällen die Vernachlässigungen unerlaubt werden, die
wir uns bei ihrer Integration gestatteten. Für mäßige t ist.
die Nachwirkung klein, daher nahe

(35) ]) = ca;

a ist also das Drehungsmoment, welches die Torsion um den
Winkel 1 erzeugen würde, und welches wir etwa als den
Torsionsmodul bezeichnen wollen.

2. Der Draht sei bis zur Zeit - 7: /2 untordiert, von:
- 7: /2 bis + 7: /2 um den konstanten Winkel r tordiert ge-
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wesen; man fragt nach dem Momente J), welches in den
folgenden Zeiten auf ihn wirken muß, um der Nachwirkung
das Gleiohgewicht zu halten, also um den untersten Quer
schnitt in die Lage zu bringen und daselbst zu erhalten, die er
vor der Zeit - 7: /2 hatte. Bei diesem Problem ist in Formel (33)

T = - ~, {J (t) = 0, {), (t - 0)) = r von t - 0) = - ~ bis +~ .
2 . 2 2

sonst gleich Null zu setzen, und man erhält, wenn man das
bestimmte Integral angenähert ausrechnet

(36) J) = _ b r T: .1)
t

Fragt man in diesen beiden Fällen nach der Verschiebungs
nachwirkung {} bei konstantem Drehungsmoment J)', so ist
wieder nahe

(37) c - {} = _.~ (lJ - J)')
a

zu setzen; aus dem sub 1 betrachteten Falle wird derfolgende:
3. Der Draht war untordiert; plötzlich wirkt auf den

selben das konstante Drehmoment J)'.

Nach Verlauf der Zeit t wird dann sein unteres Ende um
den Winkel

(38) (j' = ~~ [1 + ~ lognat (;)]

verdreht erscheinen. Auf diesen Fall kann man leicht folgenden
reduzieren:

4. Habe durch eine sehr lange Zeit auf den Draht das
Drehungsmoment J)' gewirkt; plötzlich werde dasselbe auf
gehoben. Nach Verlauf der Zeit t sei der untere Querschnitt
des Drahtes um den Winkel {j. gegen die Position verdreht,
die er im Moment des Aufhörens des Drehungsmomentes J)'

hatte; dann ist 19' wieder durch die Formel (38) gegeben.
Dieselbe Formel gilt auch angenähert, wenn der Draht lange
Zeit um einen konstanten Winkel c tordiert war, und im
letzten Moment dieser Drehung das Drehungsmoment J)' auf
denselben wirkte.

--~V;~ man bei Berechnung des Integrals T: nicht als sehr klein

voraussetzt, ergibt sich (t + ; )

(3Ga) D = - b r lognat--T: .
t-"2
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Die Torsion c darf aber nicht unendlich lange Zeit ge
dauert haben, weil sonst nach den Formeln dieses Abschnittes
keine Rückkehr in die alte Position stattfände.

5. Der sub 2 betrachtete Fall aber geht, wenn man nach
der Verscbiebungsnachwirkung fragt, in folgenden über: der
anfangs untordierte Draht wurde während der Zeit 1: um einen
konstanten Winkel r tordiert erhalten, und dann wieder sich
selbst überlassen. Infolge der elastischen Nachwirkung wird
er später noch eine kleine Torsion zeigen, und zwar sei die
selbe nach Verlauf der ZC;3it t gleich I}. (Die Zeit t werde von
rlemjenigen Zeitpunkte an gezählt, der in der Mitte zwischen
Anfang und Ende der Torsion r liegt.) Dann bat man

(39) ß· =~.
at

Wenn eine dauernde Deformation eintritt, superpaniert
sich dieselbe wahrscheinlich mit der Nachwirkung ; dann ist
also {} aus der Formel

(40) {} =~ + Cl)
at

zu berechnen, wobei c eine neue zu bestimmende Konstante
ist, die kein t, wohl aber y und 7: enthält.

Aus den sub 1, 3 oder 4 angeführten Beobachtungen
können beide Konstanten a und b bestimmt werden. (! ist ganz
wiilkürlich und kann gleich einer Sekunde gesetzt werden.

Aus den sub 2 oder 5 angeführten kann nur aus den
ersteren b, aus den letzteren bl a bestimmt werden. Um a
und b einzeln zu bestimmen, muß noch die durch ein be
stimmtes Drehungsmoment hervorgerufene Torsion und daraus
nach Formel (35) der Torsionsmodul a gerechnet werden.

6. Wir wollen endlich noch das Schwingungsproblem der
Betrachtung unterziehen, d. h. wir nehmen an, zur Zeit Null
sei das am Drahte hängende Gewicht irgendwie in Bewegung
versetzt worden; Draht und Gewicht schwinge nun, ohne daß
andere als die elastischen Kräfte darauf einwirken; dann ist

1) Ist i nicht klein, so tritt an die Stelle dieser Formel folgende:

(

1: )
b t+2

8' = --.f. lognat '-,-- + c .
a t-.!....

2
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1J = 0, für negative t ist {} (t) = 0, für positive dagegen ist
jedenfalls nahezu

00 (t) = Ce- e t sin 2 n t .
7:

Behufs Substitution dieser Ausdrücke in die Gleichung (29)
zur Bestimmung der Konstanten 8 und 7: finden wir zunächst:

d
2
{f (4 n2 2) C .. 2 n t 4 n 8 2 n t

dt2 = - 7 - 8 e-et slll -7:- - -7:- C e-etcos -7:-'

ferner
00

J[19' (~ - & (I - wl] 1'(wl d.,"
o

= C ,,-e t sin 2 'Jt 8 J~(Wl~ _J'e'ro cos 2"., I'(w) d.,]
7: CiJ 7: CiJ

,.0 0

t

C 2ntJ' 2nt . dCiJ+ e-et c08-- eew 81n--f(m)-.
7: 7: (j}

o
Substituiert man diese Werte in Gleichung (29) und setzt

die mit sin (2 % tl r) multiplizierten Glieder, sowie auch die mit
cos (2 % tl r) multiplizierten separat einander gleich, so erhält
man

(41) K (4T~2 - 82) = n2~4 rJ~(W)d.,., - J:,wcos2:"I'(Wld.," .
o 0

(42)

t

K 4 n 8 'TC R4J W • 2 n (j} (( ) d CiJ .-- = - ee Sln -- 00 - ..
7: 2 l 7: (j}

o

Diese Gleichungen zeigen, daß 8 und r nicht exakt kon
stant sind; doch sind sie es nahezu, wie aus folgenden Be
trachtungen ersichtlich ist. Auf den Wert des Integrals der
Formel (42) haben diejenigen Werte des 00, welche zwischen
Null und mäßigen ganzen Vielfachen von 7: liegen, weitaus den
größten Einfluß. Für diese Werte des 00 kann aber, weil 6

klein ist,
n R4
-((00)= b

2 1
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gesetzt werden; es ist also nahezu:
t 00

7T. R4J . 2ncu(( )dcu bJ' 27T.CU dcu bn
~ eecosm -1:- 0) -;- = sm-1:-'w = 2'

a 0

Das Integral

J dcu
((0)) ro

hat wegen der anfangs außerordentlich langsamen Abnahme
von ((0)), wenn man es von einem endlichen Werte bis Unend
lich erstreckt, einen sehr großen Wert; von Null bis zu einer
endlichen Grenze erstreckt J würde es unendlicb. Dies Un
endlichwerden ist aber in Formel (42) durch Subtraktion des
zweiten Integrals kompensiert.

Das gesamte Aggregat

00 t

J
((O)) d cu _ Jeeco cos 2 7T. cu ((OJ) d cu

m 1: cu
o 0

ist also jedenfalls gleich

J dcu
((OJ) -ro'

e
wobei (! eine endliche Größe ist, die nicht weit verschieden
von der kleinsten positiven Wurzel der Gleichung

00

Jcos~cu- dm = 0
'l: cu '

e
also wohl auch nicht weit verschieden von 7: /4 ist. Wir
werden sogleich· sehen, daß der Wert des Integrals

00

J((w) d:
e

sich nur äußerst wenig verändert, selbst wenn die untere
Grenze (J bedeutende Änderungen erfährt; wir können also
ohne merklichen Fehler (J mit der in Formel (31) so bezeich
neten Größe identifizieren, wodurch wir erhalten:
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00

nR1J .dw2T ((00)--;;- = a.

(!

Die Bestimmungsgleichungen (41) und (42) für die Schwin
gungsdauer r und den Extinktionskoeffizienten 8 liefern also
jetzt folgende sehr einfache Werte:

(43) . = 2 .. / K =" /8 n ll[
r nV a V E'A'

b 7: n b .. / n 3 R' B2
8 = 8][ = 4 Va][ = V 32 l ][A •

Da wir bereits a als Torsionsmodul kennen gelernt haben,
so war der Ausdruck für 1: zu erwarten. Das logarithmische
Dekrement aber ist

n 2 b n 2 B
(45) L = 81: = 2 a = 2 A '

wobei A und B bloß von dem Materiale des Drahtes abhängige
Konstanten sind. Das logarithmische Dekrement ist also außer
von dem Materiale des Drahtes (natürlich auch dessen Zustand,
wie Härtung, Temperatur) von nichts anderem abhängig, welches
Gesetz zuerst Streintz auf experimentellem Wege auffand.

Wir können jetzt zeigen, inwieweit das Integral
00

von ~ abhängt, Wir haben nämlich
00

n
2 A 1 r d w

2L = B = 13" ((OO)ro'
{]

Bei den Versuchen War bur g s und sämtlicher von
S tr ein tz bei gewöhnlicher Temperatur angestellten war
L< 0,01, daher

00

J((00) dww > 500 B.

(!

Setzt man statt I.! einen anderen Wert rl, so erhält man
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00 00 {j'

J{(Oll d
w
'" = J{(Oll d",'" +J{(Oll d",'" •

{j' e e
Hier ist das erste Glied der rechten Seite > 500 B, das

zweite aber jedenfalls kleiner als

B log nat. (~, ) ,

weil ((rn) für mäßige w nahe gleich B, sonst aber kleiner als Bist.
Vergleichen wir also z. B. die beidenWerte des Integrals

00

Jf(w) dUJro ,

e
wo die untere Grenze einmal eine Sekunde, das andere Mal ein
Tag ist, so ist Q gleich ein Tag, Q' gleich eine Sekunde zu
setzen, dann wird

. lognat (:' ) = 11,4.

Selbst bei dieser enormen Verschiedenheit der unteren
Grenzen ändert sich daher das bestimmte Integral nicht ein
mal um drei Prozent seines Betrages, was, da wir nur .An
näherungsformeln geben, zu vernachlassigen sein dürfte.

Wir können nun aus Beobachtungen, auf welche die
Formeln (34) bis (39) anwendbar sind, und welche ich Versuche
mit statischer elastischer Nachwirkung nennen will, weil dabei
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen vernachlässigt werden
können, die beiden Konstanten a und bader .A und B be
rechnen und mittels derselben Schwingungsdaue~ und Dekre
ment ausrechnen und mit den Beobachtungen vergleichen. Wir
können aber auch umgekehrt aus Schwingungsbeobachtungen a

und b oder A und B ausrechnen, und dann daraus die statische
elastische Nachwirkung in den verschiedenen Fällen berechnen
und mit den Beobachtungen vergleichen. Ich bemerke, daß es
sich dabei empfiehlt, in jenen Formeln, in denen (J vorkommt,
f! nicht viel verschieden von 7: /4, also von dem vierten ~reile

der bei den 'Schwingungsbeobachtungen angewendeten ganzen
Schwingungsdauer zu wählen, ohne daß aber selbst enorm ver·
'lchiedene Werte des Q ein bemerkbar anderes Resultat liefern
rt'trden.
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Freilich stimmen weder die Beobachtungen Kohlrauschs,
noch die Ne esens über statische elastische Nachwirkung mit
den hier entwickelten Formeln, doch zeigt schon die gänzliche
Verschiedenheit der "Von diesen beiden Beobachtern gefundenen
Resultate an, daß man noch einwurfsfreiere Beobachtungen
wird abwarten müssen, oder daß "Vielleicht "Verschiedene Sub·
stanzen sich "Verschieden verhalten.

Sehr einfach wird die Formel (40), welche dann die
Relation zwischen dem logarithmischen Dekremente L und der
auf eine kurze Torsion folgenden statischen elastischen Nach
wirkung gibt. Sei ein Draht während einer kurzen Zeit 7: um
einen konstanten Winkel r tordiert gewesen und werde dann
sich selbst überlassen. Dann ist die Torsion {}, welche nach
einer gewissen Zeit tinfolge der elastischen Nachwirkung noch
übrig ist, durch die Formel

(46) {} = _2 TL+ C
n 2 t

oder, wenn 7: nicht sehr klein ist:

2L (t + ;)
{} = nt lognat -7: + c

t-2
gegeben. Diese Relation, welche experimentell noch nicht
geprüft worden ist, würde den einfachsten Prüfstein für die
Brauchbarkeit meiner Formeln liefern, wobei es natürlich
wünschenswert ist, daß die Zeit t, nach welcher die statische
elastische Nachwirkung beobachtet wird, "Von derselben Größen·
ordnung, wie die Schwingungsdauer ist. Ich bemerke noch,
daß die Formeln alle nur Annäherungsformeln sind. Ein~

weiter getriebene Annäherung, wodurch jedoch größere Weit
Htufigkeit erzeug't würde, wäre leicht erzielbar ; ich halte sie
jedoch vorläufig für vollkommen überflüssig.

Sollten sich diese Formeln in ihren allgemeinen Umrissen
bestätigen, so wäre es auch interessant, die Grenzen festzu
stellen, wo ihre Gültigkeit aufhört, da es 'nur Annäherungs.
formeln sind; vielleicht könnte daraus auch eine nähere Be
stimmung der bisher ganz unbestimmt gelassenen Funktion {(w)
gewonnen werden, was aber nur aus Beobachtungen, die ein
sehr großes Zeitintervall umfassen, möglich wäre.
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Nach trag. 1)

Experimentelles.

Es unterliegt keinem Zweifel, daß eine eingehende experi
mentelle Prüfung der elastischen Nachwirkung einen Aufwand
von freier Zeit erfordern würde, welcher mir jetzt keineswegs
zur Verfügung steht. Die wenigen Versuche, welche ich hier-

.über anstellte, und deren Beschreibung ich hier folgen lasse,
hatten also nur den Zweck, die Brauchbarkeit meiner Formeln,
namentlich des. Superpositionsprinzips, wenigstens in einigen
Fällen nachzuweisen. Sie wurden an einem etwa 5' langen
ausgezogenen Glasfaden angestellt, dessen oberes Ende fest
gemacht, an dessen unteres aber mit Klebwachs der zur Spiegel
ablesung dienende Spiegel angeklebt war. Die Skala war in
Millimeter geteilt, der Spiegel hatte die Distanz 1380 mm vom
Fernrohre. Die Elastizitätsgrenze des Glasfadens wurde vor
Beginn der Versuche gurch öfteres Hin- und Herdrehen des
unteren Endes um etwa 540 0 erweitert und längere Zeit darauf
das Fernrohr so gestellt, daß sein Fadenkreuz genau auf den
Nullpunkt der Skala einspielte. Jede der hierauf angestellten
Versuchsreihen bestand aus folgenden Operationen. Das untere
Ende des Glasfadens wurcle zuerst um 360 0 gedreht, was ich
den Prozeß des Aufwindens nenne; er dauerte etwa 3 Sekunden.
Daß die Drehung genau 360 0 betrug, wurde dadurch kon
statiert, daß bei unverändertem Stande des Auges des Beob
achters das Bild irgencl eines Gegenstandes im Spiegel wieder
an den Ort gelangt war, den es vor dem Drehen gehabt hatte.
Dann wurde das untere Ende einige Zeit konstant gedreht er
halten, und schließlich ließ man es wieder mit mäßiger Ge
schwindigkeit in die alte Lage zurückkehren, jedoch so, daß
möglichst geringe Schwingungen entstanden (Prozeß des Ab-.
windens, wieder etwa 3 Sekunden). Nun wurde nach Verlauf
verschiedener Zeiten t der Skalenteil {} beobachtet, welcher
mit dem Fadenkreuze koinzidierte. Nach Verlauf einer langen
Zeit koinzidierte immer der Teilstrich Null; dauernde Defor
mation war also nicht zu bemerken. Mit 7: bezeichne ich die
Zeit, welche von der Mitte des Vorganges des Aufwindens bis

1) Voranzeige Wien. Anz. 11. S. 186. 15. Oktober 1874.
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zur Mitte des Vorganges des Abwindens verstrich. Die Zeit t
zäble ich von der Mitte der Zeit r an. Die Zeiten sind durch
weg in Minuten gemessen. Jeder Beobacbtung ist der Vv"ert {f tl r
beigefügt, der nach Formel (39) konstant für alle Beobach
tungen sein soll, und es auch in der Tat mit genügender An
näherung ist.

t
T=t' r=2'

2'
3'
4'
6'
&'

12'
'16'

24'

32'

5,5 44
3,6 43,2
2,8 44,S'
1,8 43,2
1,4 44,8
0,9 43,2
0,7 44,8

11 44
7,5 45
5,7 45,6
3,9 46,8
2,8 44,8
1,9 45,6
1,4 44,8

21 42
14 42
10,3 41,2
7 42
5,3 42,4
3,6 43,2
2,6 41,6

1,8 43,3
1,3 41,6

43
28
21
14,2
10,9

7,5
6
3,7

2,8

43
42

42

42.6

43,6
4fl,O
4H
44,4
44,8

Boltzmauu, Gesammelte wisseusch. Abhandl. 1.

Das Mittel der verschiedenen Werte von {f tl rist
etwa 44.

Um ein Urteil über die Anwendbarkeit der Formel (39)
zu geben, habe ich in derselben b rI a = 44 gesetzt, und die
daraus berechneten Werte des s mit den beobachteten in
folgender Tabelle zusammengestellt:

11 l' I l'
T = l' I T = 2'

t
{} beo;. ~b:.echn. beob~ ~e:eChn. beob. jbel"Oehn. beob. Ibel'echn.

2' 5,5 5,5' 11 11 21 22 43 44

3' 3,6 3,7 7,5 7,3 14 14,~ 28 29,3

4' 2,8 2,8 5,7 5,5 10,3 11 21 22

6' 1,8 1,9 3,9 3,7 7 7,3 14,2 14,7

8' 1,4 1,4 2,8 2,8 5,3 5,5 10,9 11

12' 0,9 1,9 1,9 1,9 3,6 3,7 7,5 7,8

16' 0,7 0,7 1,4 1,4 2,6 2,8 6 5,5

24:'

I
1,8 1,8 3,7 3,7

32' 1,3 1,4 2,8 2,8

Die GröBe {f tl r = 4 i Skalenteilen ist nach Iformel (39)
gleich brIa; r, die Verdrehung des untersten Fadenendes

41
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während der Zeit 7:, war bei meinen Versuchen 2 %. 44 Skalen
teile entsprechen einer Verdrehung um den Winkel 44/2 X 1380
in Bogenmaß, und weil diese Größe gleich

1!!..- = 2", b
a a

sein muß, so folgt
b 44a = 4;-;(1380- .

Das nach Formel (45) berechnete logarithmische Dekrement
würde also den W8rt

44", _ 00013 1)
8 X 1380 - ,

annehmen. Um auch diese Formel mit der Erfahrung zu ver
gleichen, lieB ich den Glasfaden Torsionsschwingungen aus
führen, wobei jedoch, um die Schwingungen zu verlangsamen,
unten ein Gewicht von bedeutendem Trägheitsmomente an
gehängt werden mußte, auf welches aber außer der Torsion
des Fadens keine andere Kraft wirkte. Bei den früheren Ver
suchen hing unten nur der Spiegel und ein Rest der Glas
röhre, aus der der Faden ausgezogen worden war. Die
doppelten Amplituden der Torsionsschwingungen waren: 336,
308, 275, 250, 230, 209, 193, 176, 160,3 145, wobei zwischen
je zwei Amplituden immer 10 Halbschwingungen lagen. Das
logarithmische Dekrement hieraus berechnet, ergibt sich gleich:
0,00207, 0,00184,0,00180,0,00167,0,00181, 0,00159,0,00184,
0,00187, 0,00200.1) Die Übereinstimmung ist nur gering, da
die Beobachtungen nur in roher Weise ausgeführt wurden,
namentlich war der Apparat nicht genügend vor Luftströmungen
geschützt. Eine andere als beiläufige Übereinstimmung konnte
ja ohnedies nicht erwartet werden, da der Luftwiderstancl nicht
eliminiert wurcle. Doch stimmt der Wert wenigstens ungefähr
mit dem theoretisch berechneten Werte des logarithmischen
Dekrements. Um zu konstatieren, daß das angehängte Gewicht
die Elastizitätsverhältnisse des Fadens nicht wesentlich ver
ändert hatte, machte ich noch eine Reihe von Nachwirkungs
versuchen, wobei das Gewicht angehäugt und 7: = l' war. Sie
sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt:

1) Diese Zahlen sind mit 10 zu multiplizieren; vgl. diese Sammlung
Bd. Ir. NI'. 43.

.j"
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t 11 {} beob. I {} ber. I ~ t
--~~ --=----:---~-~~-._~::..:=:==~--=-..:=:::::::...._--~

2' 22,3 22 44,6
3' 13,8 14,7 41,4
4' 10,5 11 42,5
6' 7,4 7,3 44,4
8' 5,6 5,5 44,8

12' 3,9 3,6 46,8

Es scheint demnach, daß bei Substanzen, bei denen keine
dauernde Deformation auftritt, meine Formeln jedenfalls einige
Annäherung an die wirklichen Vorgänge bieten. Das Verhalten
anderer Substanzen müßte erst näher untersucht werden.

Ich lasse hier noch einige allgemeine Formeln nach
folgen.

Bei der früher für das logarithmische Dekrement auf
gestellten Formel setzte ich voraus, daß auf das Gewicht, mit
dem der Draht belastet ist, keine Kraft außer der Torsion wirkt.

Wenn auf dieses Gewicht außerdem noch eine dem Torsions·
winkel proportionale Kraft EI1] wirkt, so geht die Bewegungs..
gleichung über in

00

- J( 'Jl = 11 17 + f ['li (t) - 1j (t - co)] Cf! (
cu2d

U1-.,
u

woraus, wenn
At' 2n t17 = LLe- e SIn-

7:

gesetzt· wird, folgt:
4n2 J[--_. =a+H,

7:

a undb sind dieselben Konstanten wie früher. Wenn man
also, wie es Warburg (Ber!. Monatsbel'. 8. Juli 1869) tat, das
Trägheitsmoment K konstant läßt, und die Schwingungsdauer
durch Veränderung der Kraft H abändert, so ist nach meinen
Formeln der Extinktionskoeffizient 8 der Schwingungsdauer·
proportional, was wenigstens qualitativ mit Warburgs Ver
suchen stimmt.

Ich bemerke endlich noch, daß die von mir für einen
festen Körper mit elastischer Nachwirkung aufgestellten Glei

41*
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chungen in die für eine Flüssigkeit mit Reibung geltenden
übergehen, wenn wir nur annehmen, daß bei der Flüssigkeit
die Funktionen rp (ro) und 1~ (00) für sehr kleine 00 groß, für
alle übrigen 00 aber verschwindend klein sind. Dann reduziert
sich nämlich

00

Jeu(t) - u(t -m)] qJ(CJ)~dUJ
o

auf
[J·u (t)

cat'
wobei c eine Konstante ist, und die Formeln (27) gehen über in

• () [Je 2' [J2 U
NI = J. + Cat + C aa; 0 t '

was mit den Gleichungen für eine mit Reibung begabte Flüssig
keit stimmt, wenn man bedenkt, daß

a·g [Jv OW
7ft ' 7ft ' 7ft

die Geschwindigkeitskomponenten der Teilchen sind. Es wäre
interessant, zu erforschen, ob nicht auch das Verhalten weicher
oder zähflüssiger Körper durch die Gleichungen (27) gegeben
ist, wobei dann das Verhalten der Funktionenrp und 1/J in
der Mitte stehen müßte, zwischen dem die elastische Nach
wirkung und dem die innere Reibung charakterisierenden. Das..
selbe könnte natürlich nur experimentell bestimmt werden~ Es
wäre auch nicht uninteressant, durch kombinierte Torsions
und Drehungsversuche das Verhältnis der Funktionen rp und 1/J
zu bestimmen. Es ist nicht unwahrscheinlich, daß r:p undc
gleich Null sind, daß also für kubische Kompression keine
Nachwirkung stattfindet.



31.

Über den Zusammenhang zwischen der Drehung
der Polarisationsebene und der Wellenlänge der ver

schiedenen Farben.
(Pogg. Ann. Jubelbann. S. 128-134. 1874.)

Eine flüchtige Betrachtung des Phänomens der Drehung
der Polarisationsebene des Lichtes durch Quarz oder andere
drehende Substanzen zeigt sogleich die auffallende Veränder...
lichkeit derselben für die verschiedenen Farben. Das Gesetz
dieser Veränderlichkeit wurde bekanntlich zuerst von Biot
aufgestellt (Mem. de l'aead. 2. S. 91), welcher zeigte, daß die
Drehungswinkel der Polarisationsebene für' die verschiedenen
Farben nahezu den Quadraten ihrer Wellenlänge verkehrt
proportional sind.' Es zeigte sich jedoch, daß genauere von
Broch (Rep. d. Phys. 7. S. 113) angestellte Messungen der
Drehung der Polarisationsebene durch Quarz dieses Gesetz
nicht vollkommen genau bestätigten. v. Lang ,var der erste,
welcher das Biotsche Gesetz so zu ergänzen suchte, daß es
mit den Brochschen Messungen vollständig übereinstimme.
Bezeichnen wir mit Cf den Winkel, um den ein Quarz von der
Dicke eines Millimeters die Polarisationsebene irgend einer
Farbe dreht und mit A deren Wellenlänge, so sucht v. Lang
den Winkel ep durch die Formel

(1) B
.A + J:!.

darzustellen, wobei A und B Konstanten sind. Daß dadurch
eine größere Annäherung erzielt werden mußte als durch die
Biotsche Formel, ist klar, da ja letztere nur eine einzige
willkürliche Konstante enthält. Stefan zeigte nun zunächst
(Wien. Ber. 50. S.88), daß sich au~ den Brochschen Messungen
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noch kein sicherer Schluß darüber ziehen läßt, wie die Biot
sche Formel zu ergänzen sei. Um die beiden Konstanten ..11 .

und B der Formel (1) zu bestimmen, muß man natürlich immer
zwei lVlessungen zu Hilfe nehmen. Es zeigte sich da nun, daß
man sehr verschiedene Werte für die Konstanten A und B
erhält, je nachdem man verschiedene Paare der Brochschen
lVlessungen zur Berechnung der Konstanten A und B verwendet.
Dagegen machte Stefan neue (und ,vie namentlich unsere
späteren Betrachtungen zeigen werden, ohne Zweifel genauere)
Messungen der Drehung der Polarisationsebene durch Quarz
und zeigte, daß,. 1iv-enn man verschiedene Paare seiner Messungen
der Berechnung unterzieht, man für die Konstanten A und B
der Formel (1) besser übereinstimmende Werte erhält, wonach
also nicht mehr zweifelhaft ist, daB das Bio,tsche Gesetz' in
der Tat einer Ergänzung bedarf. Mir schien es nun zunächst
aus theoretischen Gründen wahrscheinlich, daß die Drehungs
,vinkel der Polarisationsebene besser durch eine EPorlnel von
der Gestalt

(2) B 0
}.2 + Ti"

als durch die Formel (1) dargestellt "werden würden. Berechnet
man nämlich die Wellenbewegung des Lichtäthers nach den
gewöhnlichen Formeln, indem man die Distanz z\veier Äther
teilchen als verschwindend klein voraussetzt, so findet man,
daß, eine Drehung der Polarisationsebene so wenig. möglich ist,
.als eine Farbenzerstreuung durch· Brechung. Die Drehung der
Polarisationsebene kanu" daher wie die Farbenzerstreuung nur
daher riihren, daß durch die Körpermoleküle im Äther peri
odische Dichtigkeitsänderungen erzeugt werden, deren Dimen
sionen nicht gegen die Wellenlänge verschwinden und zwar
werden solche Dichtigkeitsänderungen eine Drehung der Pola
risationsebene zur lfolge haben, welche mit ihren Spiegelbildern
nicht völlig kongruent, sondern nur symmetrisch sind, wie eine
rechtslaufende ~chraube mit ihrem Spiegelbilde (der links
laufenden) bloß symmetrisch ist. Wenn auch hiermit noch
nicht gesagt ist, wie derartige Dichtigkeitsänderungen der
Rechnung zu unterziehen sind, worauf ich vielleicht einmal
später in einer längeren Abhandlung zurückkommen werde, so
ist doch so viel klar, daß die Drehung der Polarisationsebene
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1)10B daher rührt, daß dieWellenlänge nicht mehr sehr groß
ist gegenüber den Dimensionen der Wirkungssphäre eines
J\!loleküls. Daraus folgt, daß sie für große Wellenlängen ver
schwinden 'muß und dies ist der Grund, weshalb ich vermutete,
daß sie durch den Ausdruck (2), welcher in der Tat für
\\'achsende Wellenlängen· sich immer mehr der Null nähert,
besser dargestellt· würde als durch den Ausdruck (1), der diese
Eigenschaft nicht besitzt. Ich untersuchte nun, ob nicht die
vorliegenden Messungen, namentlich die Stefans, eine Be-'
stätigung meiner Vermutung lieferten. Jedesmal, wenn beob
achtete Zahlen nach einer Formel, berechnet werden, die dem
Gesetze, nach dem sie gebaut sind, nicht ganz entspricht,
müssen die Differenzen zwischen der nach jener Formel be
rechneten und den beobachteten Zahlen eine gewisse Regel
mäßigkeit zeigen. Stefan fand nun in der Tat höchst merk
'\vürdige Regelmäßigkeiten in den Differenzen zwischen den
von ihm beobachteten Drehungswinkelnder Polarisations
ebene und den nach der Formel (1) berechneten, und es ist
interessant zu sehen, wie alle diese Regelmäßigkeiten darauf
hinweisen, daß die ~F'ormel (2) den Beobachtungen besser als
die Formel (1) entsprechen müsse. l\fan dürfte sich hiervon am
leichtesten durch die graphische Darstellung überzeugen. Ver
zeichnen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem (siehe Figur),
auf der Abszissenachse 0 X tragen wir die reziproken Quadrate
der Wellenlängen 1/1\12 auf. 0 M sei das reziproke Quadrat der
Wellenlänge für die F'raunhofersche Linie B, 0 N das für
die FraunhoferscheLinie 11, so daß 01\7 etwa dreimal so
groß als OAl ist. Als Ordinate tragen wir über jeder Abszisse
den dazu gehörigen Drehungs\vinkel Cf auf, welchen die be
treffende Farbe durch einen Quarz von der Dicke eines Milli
meters erfährt. Würden die Drehungswinkel das Biotsche
Gesetz .befolgen, ~omüßten wir hierdurch eine Gerade PQ
erhalten, deren Verlängerung durch den Koordinatenanfangs
punkt geht. Nehmen "vir nun an, das Biotsche Gesetz wäre
nicht vollkommen genauerfüllt, aber es würden die Drehungs..
winkel genau durch die Formel (2) dargestellt, wobeiB und C
positive Konstanten sein sollen. Die Kurve, deren Abszissen
die reziproken Quadrate der Wellenlängen und deren. Ordinaten
die dazu gehörigen Drehungswinkel der Polarisationsebene sind,
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würde jetzt eine durch den Punkt 0 gehende krumme Linie
(eine Parabel) sein, welche überall ihre konkave Seite nach
aufw:ärts wendet. Ir S sei derjenige Teil derselben, welcher
z\vischen den Abszissen O.lJ1 und 0 N liegt, welcher also den
der 1fessung zugänglichen \V'ellenlängen entspricht. Das
Problem, die Werte der Drehungswinkel cp möglichst genau
durch die Formel (1) darzustelleD, ist identisch mit dem Probleme,
die Kurve R 8 möglichst genau durch eine Gerade zu ersetzen,

II

p

Fig.1.

welche aber nicht durch den Koordinatenanfangspunkt zu gehen
braucht und deren Gleichungy = ..1.4. + B x ist. Eine gerade
Linie, welche diesen Zweck erfüllt, wird. etwa die Gerade T Tl
sein. Man sieht sogleich aus der Zeichnung, daß diese Gerade
die Abszissenachse ein kleines Stück vor dem Koordinaten
anfangspunkte durchschneiden wird, daß also die Konstante .11.

in. ihrer Gleichung und folglich· auch in der Formel (1) einen
kleinen negativen Wert erhalten wird; und in der Tat fand
Stefan in allen Fällen für die Konstante .Li. einen kleinen
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negativen W ert. Man sieht ferner, daß in der Nähe der
Punkte Mund N, also in der Nähe der Fraunhoferschen
Linien Bund H die Ordinaten der Geraden T U kleiner sind,
als die der Kurve R S, während in der Mitte zwischen diesen
beiden Fraunhoferschen Linien umgekehrt die Ordinaten
der Geraden größer sind als die der Kurve. Wäre also der
Drehungswinkel rp in Wirklichkeit durch die Formel (2) dar
gestellt und man würde versuchen, ihnmöglichstgenau nach
der Forn1el (1) zu berechnen, so müßten an heiden Enden des
Spektrums die berechneten \\Terte des r.p kleiner sein als die
beobachteten in der Mitte des Spektrums, dagegen müßten
umgekehrt die berechneten Werte größer als die beobachteten
sein. Auch diese Eigentümlichkeit hat Stefan in der Tat
bei seinen Versuchen, die Drehungswinkel durch die. Formel (1)
darzustellen, bemerkt und zwar nicht bloß beim Quarz, sondern
auch bei allen anderen Substanzen, welch~ die Polarisations
ebene drehen .(vgl. d. Abschn. IX s. Abh'.). Endlich bemerkt
Stefan noch, daß die beobachteten Drehungswinkel mit sehr
großer Genauigkeit durch eine geradgebrochene Linie dargestellt
wurden, deren erster dem Rot näher liegender Teil weniger,
deren zweiter aber ~ehr gegen die Abszissenachse geneigt ist.
Auch der Grund hiervon ist aus unserer Zeichnung unmittel
bar ersichtlich, indem in der Tat die Kurve R S viel genauer
durch zwei solche Gerade als durch eiDe einzige dargestellt
werden kann. Man sieht also, daß alle merkwürdigen Eigen
tümlichkeiten, welche Stefan an den Differenzen der beob
achteten und berechneten Werte fand, zugunsten der Formel (2)
sprechen. Wird also durch diesen Umstand einerseits die
Anwendbarkeit der IJ'ormel (2) seh:r; wahrscheinlich gemacht,
so gibt derselbe andererseits auch. Zeugnis für die große
Genauigkeit der Stefanschen Beobachtungen' am Quarze und
der Wiedemannschen am Zitronen- und Terpentinöl, da sich
aus den Zehnteln der Grade dieser Beobachtungen noch mit
solcher Sicherheit Schlüsse ziehen lassen. Um übrigens einen
direkten Vergleich zwischen der .Annäherung, welche die
Formel (1) und der, welche die Formel (2) bietet, zu ermög
lichen, nahm ich mir die Mühe, die von Stefan für die
Drehungswinkelep der, Polarisationsebene durch eine 1 mm
dicke Quarzsäule gefund~nen Zahlen mit Hilfe der Methode
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der kleinsten Quadrate nach beiden Formeln zu berechnen.
Da gegenw'ärtig bereits genauere Messungen der Wellenlängen
als die ersten von .B'raunhofer selbst ausgeführten existieren,
so habe ich für die Wellenlängen }I/ lieber die von Ditscheiner
gefundenen Werte benutzt (vgL \\'ien. Bel'. 50. [2] S. 296), die
relativen \VTerte derselben stimmen übrigens mit den von
·.A.ngström und Mascart gefundenen so nahe überein, daß
der Unterschied für unsere Zwecke ganz ohne Einfluß ist. Da
es sich behufs Entscheidung der :B'rage, die uns beschäftigt,
bloß um die Verhältnisse der Wellenlänge für die verschiedenen
Fraunhoferschen Linien handelt, deren ~L\..bsolutwerte ver
hältnismäßig viel unsicherer sind, so habe ich der Rechnung
jene Zahlen Di tscheiners zugrunde gelegt, bei denen die
Wellenlänge der .D-Linie gleich 0,0005888 mm gesetzt ist. \Fv70 11te
man aus meinen Formeln solche gewinnen, bei denen die
Verhältnisse der \\Tellenlängen dieselben sind, aber die der
.D-Linie einen anderen Wert )"D rom besitzt, so dürfte man nur
die Konstante j1 unverändert lassen, die Konstante B mit der
zweiten, die Konstante C aber mit der vierten Potenz von
O,0005888j}"n multiplizieren. Ich stelle nun zunächst in der
folgenelen Tabelle für die verschiedenen Fraunhofe.rschen
Linien die Werte der Drehungswinkel r.p und der Wel1e11
längen 1 zusammen, die ich den späteren Rechnungen zu
grunde ·legte:

B 0 D E F G H
1 = 0,00068706 roll, 65595, 58880, 52686, 48,597, 43088, 39668

(p = 15,55 0 17,22, 21,67, 27,46, 32,69, 42,37, 50,98

Suchte ich die Werte des rp durch Formel (1) darzustellen
und berechnete die Konstanten L1 und B nach der lVIethode
der kleinsten Quadrate, so erhielt ich

(3) = _ 2 303 + 8,32777 .<p . , 106)}~

Zieht n1an von denbeobachtetep. Werten des Cf die nach
dieser Formel berechneten .ab, so erhält ~an folgende Diffe
renzen8 für die verschiedenen Fraunhoferschen Linien:

BaD E F G H .2s = 1,48
s = 0,21, 0,17, - 0,05, - 0,24, - 0,27, - 0,18, + 0,86 I S 2 =z 0,8680
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~8 ist hierbei die Summe aller Differenzen, jede mit
positivem Zeichen genommen, :282 ist die Summe der Quadrate
der Differenzen. Berechnet man dagegen in der Formel (2)
die Konstanten nach der Methode der kleinsten Quadrate, so
erhält man

(4)

BaD E F G H ~8 = 0,32

8 = - 0,10, - 0,02, + 0,03, + 0,04, + 0,07, -:- 0,06, 0,00 482 = 0,0214

8, .28 und ~82 haben dieselbe Bedeutung wie früher.
Man sieht, daß sich· die Formel (2), welche nicht mehr will
kürliche Konstante,als die Formel (1) hat, den Beobachtungen
viel besser anschließt, als die letztere. Ich habe endlich Doch
die Werte von p nach der Formel

B· 0
A+ V +y

mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate berechnet, wobei
ich erhielt

= _ 0 3395 + 7,24678 + 0,12943
ep , 106 A2 1012 l4

8 = - 0,04, 0,02, 0,03, 0,01, 0,02, - 0,08, . 0,04

B ODE F G H 48 = 0,24

Z S2 = 0,0114

}\tran sieht, daß der Wert der Konstanten A fast 7 mal
so klein ist als in der Formel (3), dagegen ist q.er des C nur
unbedeutend kleiner, als in der Formel (4). Die Drehungs
winkel anderer Substanzen habe ich nicht nach der Methode
der kleinsten Quadrate berechnet, doch macht das Vorher
gesagte wahrscheinlich, daß Terpentinöl,. Zitronenöl und Rohr
zuckerlösung sich ähnlich verhalten werden. Die J aminschen
Beobachtungen über Weinsäure (Jam. phys. III) verglich ich
mit den Formeln (1) und (2), indem ich die Konstanten dieser
Formeln aus zwei Beobachtungen berechnete. Es zeigte sich
hier ebenfalls auf den ersten Blick, -daß Iformel (2) viel besser
als Formel (1) stimmt; doch wird für eine Weinsäure die
Konstante C der Formel (2) negativ. Unser Resultat ist also,
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daß die Drehungswinkel der Polarisationsebene am besten
durch die Formel

B C D
12+1'+):6+···

dargestellt werden, daß dieselben also mit wachsendem A sich
der Null nähern. Die Drehung der Polarisation~ebene gehört
also in der Tat zu jenen Erscheinungen, welche bloß daher
rühren, daß die Wellenlängen nicht mehr sehr groß gegen
die Wirkungssphäre eines Moleküls sind.
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