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EINLEITUNG

In den 1930er Jahren haben die Entdeckungen ddseMatikers S. L. Sobolev viele
Bereiche wie partielle Differentialgleichungen, Aysas, Differentialgeometrie und

mathematische Physik stark beeinfluf3t. In 1938 wuilte Sobolev'sche Unglei-
chung (Einbettungssatz) veroffentlicht. Es gibkfetiele Varianten von dieser Un-
gleichung und sie sind heute noch interessant diisdherinnen wegen den Anwen-
dungen in verschiedenen Gebieten. Diese Arbeithiddsgt sich mit den grundle-

genden Eigenschaften von Sobolevraumen, insbesoidebettungssatze, und be-
steht aus drei Paragraphen.

Im ersten Paragraph werden zuerst die notwendig#antitteln aus Distributio-
nentheorie, soweit man fur Sobolevraume brauchdammengefasst. Der Ablei-
tungsbegriff wird verallgemeinert. Es sind die Usthiede zwischen schwachen

und klassischen Ableitungen erlautert. Zunéachsd siie Sobolevrauman™P(Q)

mit der OrdnungmUN definiert. W™*(Q) ist ein Banachraum mit der Norf|

, insbesonders fiip = 2 besitzt es eine Hilbertraumstruktur. Es\W§™"(Q) als Ab-

schlieBung vonD(Q) in Wm"’(Q) definiert. Man kann aquivalente Normen darauf

betrachten, wie man im 81.3. sieht. Es wird dame evichtige Ungleichung, die
Poincare Ungleichung bewiesen. Die Sobolevraumeatieg Ordnung werden als

Dualraume vonW,"?(Q) betrachtet und werden im §1.4. beschrieben. Im. §1e5-

den Sobolev-Funktionen durch glatte Funktionen @gpriert. Dazu dienen als we-
sentliche Werkzeuge Glattungsfunktion, Abschneidktion und die Zerlegung der

Eins. Es ist bewiesen, daﬁ(R“) dicht in Wm*p(R“) ist, das heiBl\Nm*p(R”) ist
die Vervollstandigung vorD(R“) ist. Mit Hilfe der Dichtheitsresultate beweist man

einige Rechenregeln, wie Kettenregel und Produktrily Sobolev-Funktionen. Mit
dem Fortsetzungssatz werden die FunktioneWﬁ'P(Q) auf W“’(R") fortgesetzt

fur gentigend glatte® . Den Fortsetzungssatz braucht man auch fir dieeBewon
Einbettungssatzen.

Im 82 werden Sobolevraume reellwertiger OrdnungHfilfe von Fouriertransforma-
tion definiert. Die nétigen Eigenschaften von Fetransformation sind ohne Be-

weis angegeben. Sie wird erst af{R") definiert, dann wird sie mittels Fourier-

Plancherel-Transformation aluf(R“) betrachtet. Der RaumIl(R“) wird mit der
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sogenannten Fourier-Plancherel-Transformation andkearakterisiert. Ein interes-
santes Resultat ist, dass die Raque(R”) und H”‘(R”):Wm'Z(R”) fur s=m

Ubereinstimmen. Schliel3lich werden Sobolevraumes dfouriertransformation cha-
rakterisiert. Diese Charakterisierung ist also afieeallgemeinerung vom Satz 1.32.

Somit werden die grundlegenden Eigenschaften vdml8eraumen in den ersten
Pragraphen diskutiert.

Die Einbettungssatze im 83 zielen darauf, das&libettungen von Sobolevraumen
in anderen Raumen zu entdecken. Die Methode i, dhs sogenannte Sobolev-
Ungleichungen durch die Abschéatzungen fur belieldigbolev-Funktionen zu erge-

ben. Gehdrt zum Beispiel eine Funktion \Nl"’(Q) zu einem anderen Raum? Es

hangt also von den folgenden Féllen ab:

1. 1<p<n
2. p
3. n<p<gow

Es werden die Einbettungen in Raume stetiger Fon&ti und inL” -Raumen unter-
sucht. Die Ordnung p vom Zielraunrf’(R”) kann nicht beliebig gewahlt werden,

man wird dann im 83.2. dazu motiviert. Die Randfagtit ist auch wichtig, es ist in

dieser ArbeitdQ OC" vorausgesetzt. Man kann auch die Vorausssetzuageaten
Raund abschwachen. Zunachst werden die Begriffeolate Operatoren und kom-
pakte Einbettungen definiert. Als letztes wird ddRellich-Kondrachov-
Kompaktheitssatz bewiesen.

Als Anhang werden einige Begriffe und Satze dieligser Arbeit angewendet wer-
den, hinzugefugt.

An dieser Stelle méchte ich mich bei meinem Betréigrrn O. Univ.-Prof. Dr. Vik-
tor Losert, fur seine fachliche und hilfreiche Ustétzung bedanken. Meinem Vater
Ethem Paksoy und meiner Mutter Pervin Paksoy, dieimmer zur Seite standen,
danke ich auch ganz herzlichst. Ausserdem, modtanich beim Verein WON-
DER, besonders bei Frau Nadire Kara und bei HemsuY Ziya Sula und Yusuf
Kara, bedanken. Nicht zuletzt vom ganzen Herzeinene Mann Kivanc Aydin, der
mir immer, trotz rAumlicher Entfernung, den Rickiggigeben hat.



1. Elementare Eigenschaften von Sobolevraumen
1.1. Testfunktionen und schwache Ableitungen

Wir behandeln in diesem Abschnitt die Testfunktioned die schwachen Ableitun-
gen, die die notwendigen Hilfsmittel fir die Konsttion von Sobolevrdumen sind.

QO R" sei ein Gebiet. Wir bezeichnen den Vektorraum
{¢DC°°(Q,<C):supp¢ ={p &) 90Q ist kompa]n

mit D(Q). Die Elemente vorD(Q) heifl3en Testfunktionen. Man nennt einen Vektor

o =(ay,....,a,), mita, ON,, einen Multiindex von der Ordnung

Es ista < genau dann, wena, <f3, furi=1,...... , N gilt.

Wir definieren die partiellen Ableitungen nach dihaltindex o durch

Die partielle Ableitung naclx, bezeichnet man mi(g1 .
X.

Sind K undQ offene Mengen vonR", schreibt markK OO0 Q , wennK OK 0 Q
und K kompakt istund sagt dass K kompakt enthaltendnist.

Definition.1.1. Eine Folge (¢, ), von Testfunktionen hei3t geggn konvergent in
D(Q), falls

1. D%, - D“¢ gleichmaRig, fur jeden Multiindes

2. Ein KOO Q existiert, so dass supp(—¢ ) LI K fur jedes n gilt.

Definition.1.2. Ein lineares Funktionall : D(Q) - R heil3t Distribution aufQ,

falls sie stetig beziiglich der Konvergenz Q) ist. D.h. T ,)—0 gilt, wenn

¢, —0 in D(Q) ist. Fur das Bild einer Testfunktianunter der Distribution T ver-
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wendet man die Schreibweisg(¢)=(T,¢). Der Raum von Distributionen auf
D(Q) bezeichnen wir miD'(Q).

Beispiel 1.3. Die Diracsche Delta-Distributiowird definiert durch
3(¢) =(3,¢)=0¢(0) fur alle $OD(Q).

3 ist linear und stetig aub(Q), somit ist es eine Distribution.
(Siddigi, 2004 S. 221)

Es gibt Funktionen, die im Ublichen Sinn nicht éifnzierbar sind, aber sie sind
noch integrierbar. Wir definieren also den Begdér lokal integrierbaren Funktio-
nen:

Definition 1.4. Eine fast Uberall auf) definierte Funktion nennt man lokalinteg-

rierbar aufQ, falls fur jede kompakte Menge KQ, fOL'(K) gilt. Man definiert
dann den Rauni

loc

(Q) als Raum der Aquivalenzklassen von lokalintegaeeh
Funktionen.

Zu jeder Funktionf OL',(Q) entspricht eine Distribution i®'(Q) wie mit folgen-
dem Satz beschrieben wird:
Satz 1.5.Fir jede Funktiorf 0L}, (Q) gibt es eine DistributionT, in D'(Q) de-

loc

finiert durch

T, (0)=] f()9(x)dx, ¢ 0D(Q)

Q

Beweis.Es ist klar, dasd, ein lineares Funktional ad? (Q) ist. Jetzt ist die Ste-
tigkeit zu zeigen. Sed, — ¢ in D(Q). Dann existiert nach der Definition ein K
U0 Q so dass, supg(, — ¢ ) Ll K ist. Es gilt dann

T: (80) =T ()| < sure, - ][ o( 3] o

Da ¢, - ¢ gleichmalig in K, folgt dass die rechte Seite denUngleichung ge-
gen 0 konvergiert. Somit iSK, stetig.

Beispiel 1.6 Die Heaviside-Funktion aL[f—l,]]



(Reddy, 1986 S. 154)

Bemerkung 1.7.
1. Zwei lokalintegrierbare Funktionen af definieren die gleiche Distributi-
on genau dann wenn sie fast tberall Ubereinstimr{idinsch, et al., 1999 S.
268,269)

2. Nicht jede DistributionT OD'(Q) ist von der Gestall =T, mit f lokalin-
tegrierbar. (Adams, 1975 S. 20)

Wir motivieren uns nun fir die Verallgemeinerung dleitungsbegriffes:
Sei fOCYQ) und ¢ 0 D(Q). Weil ¢ auBer den kompakten Teilmengen von

verschwindet, gilt dann

j f(X)'(x)dx = - j f'(x)d(x)dx
Im mehr dimensionalen Fall gilt:

[ D 00)dx=(=2)" [ F()D°(x)lx ®

Q
wenn fe C(Q).

In diesem Zusammenhang definieren wir die Ableiteimgr Distribution ED'(Q)

Definition 1.8. Sei eine Distribution T gegeben, so ist die Ableg der Ordnung.
von T:

(D“T)(9) =(-1)" T(D*0)

Da fur ¢ OD(Q), D*¢ OD(Q) ist, ist DT ein Funktional aufD (Q). Somit besitzt
jede Distribution inD'(Q) eine Ableitung beliebiger Ordnung 1'(Q).



Beispiel 1.9.
1. Sei dID'(Q) im Beispiel 1.3. definierte Diracsche Delta-Distriion. Dann

ist die Ableitung davon gegeben durch
D°5(¢) =(-1)" D*6(0)

2. Die erste Ableitung von Heaviside-Funktion (wie Beispiel 1.6. definiert)
ist die Diracsche Delta-Distribution:

(Adams, 1975 S. 21)

Wir wollen nun wissen ob die Formel (1) auch fue diunktionen, die nicht zu
C(Q) gehoren, gilt. Die linke Seite von (1) gilt férJL: (Q). In diesem Fall

loc
ist die rechte Seite noch nicht klar. Wir |6sensd& Problem mit dem Begriff der
schwachen Ableitung. (Evans, 2002 S. 242)

Definition 1.10. Es sei Q O R" eine offene Mengey ONj,a # 0 und f, gIL (Q)

loc
. Die Funktion g ist eine schwache Ableitung vatef Ordnunga auf Q (g =D, f ),
wenn fir allegp OD(Q) qilt:

JF09D%600dx =(-1)" [ g (x)cx

Wir bezeichnen mi{:—fJ die schwache Ableitung von f nach.
X.

1 /w

Das folgende Beispiel illustriert den Unterschesdschen klassicher und schwacher
Ableitung. Die klassische Ableitung, wenn sie agist ist punktweise auf einem

Intervall definiert und mufl3 zumindest stetig sdime schwache Ableitung braucht

aber nur Lokalintegrierbarkeit.



Beispiel 1.11.

Es sei n=1 und Q=(-11 . Wir betrachten die Funktiorf (x)=[x|. Da
X|OC'(-1,1) existiertf' nicht auf dem Interval(~1,1) . Es gilt aber mit partieller
Integration

jf¢'dx:ff¢'dx+ff¢'dx

=¢(0).0-¢(-2) .1+i¢( ) dero () Fo( 9 .efo( X

0

= —jlsign( X) ¢ (x) dx

Dad(-1)=¢(1) =0, weilp OD(Q). Somit ist f(x)=[x| schwach differenzierbar
und g(x) =sign( ) ist die schwache Ableitung.
(Reddy, 1986 S. 159)

Bemerkung 1.12.Wenn fe c (Q), dann stimmen die schwachen Ableitungen mit

den Ableitungen im Ublichen Sinn Uberein. Die $egit ist notwendig, wie man im
folgenden Beispiel sieht.

Beispiel 1.13.Sei eine Funktion durch

1 ..
x?sin—, fur xz (
X

0, fir x

definiert. Die erste Ableitung von f ist keine scolie Ableitung von f weiD'f
nicht lokalintegrierbar auR ist.
(Burenkov, 1998 S. 19)

Bemerkung 1.14.Die schwache Ableitun@®?f einer Funktionf OL'_(Q) exis-

tiert genau dann wenn ihre Ableitulj'f durch eine DistrubitiorT, wie im Satz
1.5. representiert wird.

Beispiel 1.15.Es seiQ =R . Die schwache Abletitung voh(x)=signx existiert

nicht, daD*(signx) = B( X) und kann nicht durcf, representiert werden.
(Burenkov, 1998 S. 21)



Definition 1.16. Seien (T,

n )nDN

eine Folge inD'(Q) und TOD'(Q). Die Folge
konvergiert gegen die Distribution T, wenn

imT, (¢) - T(¢)

n - oo

fir alle $ OD'(Q)gilt. Man bezeichnet mill, - T in D'(Q). (Schmeisser S. 16)
(Attouch, et al., 2005 S. 27)

Mit folgender Proposition wird gezeigt, dass diebidung T +— DT fir einen
Multiindex a O N" stetig ist.
Proposition 1.17.Seia OON?,a # 0. Die Abbildung

TOD'(Q)+-D'TOD'(Q)

ist stetig, d.h. fiir eine Fol¢@, )  , gilt folgendes:

nON ’
T, - Tin D'(Q) = DT, - D°T in D'(Q).
Beweis.Sei T, - T in D'(Q) undvOD(Q) durch Definition gilt:

[Ty =(-1)" [T,D5v DVOD(Q)
Q Q

Fir vOD(Q) ist D,vOD(Q). DaT, gegen T konvergiert, folgt dann
lim [T,DSv = [D5Tv.
"7 o)

Mit der Definition vonD;, , gilt:

lim [D°T,v=(-1)" [T,D°v=[D°Tv
Q Q '

n-o

(Attouch, et al., 2005 S. 27-28)

Proposition 1.18. (Eindeutigkeit schwacher Ableitug) Die schwache Ableitung
der Ordnunga , wenn sie existiert, ist eindeutig bis auf Lebesilulimengen.
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Beweis.Es seienv, v 0L’ (Q) und

loc

fupge= (-1 [ wpax=(- 7 [ dx

Q Q

fur alle 0 D(Q) . Dann gilt
J.(v—v)(l)dx: 0

Q

Wegen der Dichtheit voD(Q) gilt somit v—Vv =0 fast tberall.o

(Evans, 2002 S. 243) (Dobwolski, 2006 S. 86)

1.2. Sobolevrdume ganzzahliger Ordnung

In diesem Paragraph werden wir Sobolevrdume gatigea Ordnung einfihren
und werden allgemeine Eigenschaften davon angah@nbeschranken uns zuerst
auf die OrdnungnON und werden dann in §1.4. die RAume mit negativen@ng
als Dualrdume dazu betrachten.

Definition 1.19. Der SobolevraumW"?(Q) wir definiert durch

X.

Wl'z(Q):{fDLZ(Q):(S—fj OL?(Q) i:1,....,n}

mit dem Skalarprodukt

o=l (5] (2] o

fl,.- [i [f 2 Z(S_fij

Diese Definition kann erweitert werden wenn mzr{Q) durch den Raunt”(Q)
mit 1< p< oo ersetzt und die hohere Ableitungsordnung betréichte

Definition 1.20. Es seimN und1< p< o . Der SobolevraumW™?(Q) wird de-
finiert durch

und der Norm

11



W™ (Q):={f OL°(Q): DS LR Q) fiir 0 <|a<m}

und wird mit der Norn ||m’pversehen:

S
If ||myp:=[0;m\o;’vf :’] (1.1)
If]],,.. =max]| D f] (1.2)

ojsm

Beispiel 1.21Die Heaviside-Funktion ist in” (-1,1) fiir 1< p< . Sie ist aber
nicht in W*"(-1,1), weil ihre Ableitung die Diracsch&-Distribution kann nicht
durch eine Funktion ih” (—1,1) reprasentiert werden. (Renardy, et al., 2004 5) 20

Es gelten folgende Eigenschaften \Mﬁ”'p(Q) -Funktionen fir schwache Ableitun-

gen.
Satz 1.22. Es seienf,gDWm"’(Q) und |0(| <m.Dann gelten die folgenden Eigen-

schaften:

1. DLf OW™?(Q) und D%, (D4f)=Dg (DEF ) =D& fiir alle Multiindizes
o,B mit |af +|B|< m.

2. Fir jedesA\,uOR, Af +pgOW™?(Q) und Dy, (Af +ug) =ADf +uD;g,
laj<m.

3. WennQ, eine offene Menge vog ist, dann giltf W™ (Q,).

Beweis.Wir beweisen nur den 1.Punkt. 2. und 3.Punkt siad k

Es seip0D(Q). Dann gilt D@1 D(Q). Aufgrund der Definition von schwacher
Ableitung folgt

[ DafDhqux =(-1)° [ D5 D g
Q Q

=(-1)" (-2 [ Dt fdx
Q

12



Daher gilt DS, (D6 ) =D . (Evans, 2002 S. 247) o

Das folgende Resultat zeigt uns dass die Sobolmeadmit Hilfe von L?-Raumen
und vom Begriff schwacher Ableitung konstruiertdsi

Satz 1.23.W™P(Q) ist Banachraum fir allen[0N und1< p<o.

Beweis.Es ist zu zeigen, dasﬂs”mpeine Norm fiir allemONund 1< p<oo. Wir
prifen also die Normeigenschaften fuf .

1. Es seierf,g 0 W™?(Q). Dann impliziert die Minkowski-Ungleichung

I+, {z

Yo
DY (f +g)H "J (nach Satz 1.22.(2))
D f

p }{)
| 2 (loer], [zl
2 (el sl |
Dy f D9

RV RV
| Zort |+ ool

=[tll,, +l

a

D,9

2. Nach Satz 1.22. (2) qilt

Pl 2

O<ajsm

VP
DY (M )Hp]

D¢ f

5
o e

=l

3. Esqilt ”f”m,p =0 genau dann wenh=0 fast tberall.

Daraus folgt, dassV™P(Q) ein normierter Raum ist. Es bleibt zu zeigen, dass
W™P(Q)vollstandig ist.f | sei eine Cauchy-Folge W™"(Q). Wegen der Definiti-

on von W™P(Q) ist die Folge (stfk)kDNeine Cauchy-Folge inL?(Q) fur

Os|0(|s mund besitzt wegen der Vollstandigkeit vdJﬁ(Q) einen Grenzweryg, .

13



Sei f, konvergent gegen f. Aus Konvergenz l'Lﬁ(Q) folgt die Konvergenz im

distributionellen Sinn. Aufgrund der Stetigkeit vder schwachen Ableitung nach
Proposition 1.17. erhalten wiD%f, — g, =D in L°(Q). Folglich ist t

W™P(Q) und konvergiert die Folge gegen MH"P(Q) .o
(Attouch, et al., 2005 S. 158)

Korollar 1.24. W™?(Q) ist ein Hilbertraum mit innerem Produkt

(uvy = > jDﬁvumdx
0sosmQ

(Dobwolski, 2006 S. 89)

Bemerkung 1.25.Wenn p =2 ist, wird oft fir den RaumwW"?(Q) die Notation
H'(Q) wegen der Hilbertraumstruktur (H ist Anfangsbuablet von Hilbert) ver-

wendet. Furp =2 wird dann der Raunw™?*(Q) mit H™(Q) bezeichnet. (Attouch,
etal., 2005 S. 153)

Satz 1.26W™P(Q) ist seperabel fit< p<o und reflexiv. Wenti< p< o, dann
ist W™P(Q) gleichmaRig konvex. (Adams, 1975 S. 47)

Definition 1.27. H5(Q) wird als AbschlieRung vorD (Q) in H(Q) definiert be-
ziehungsweise, werden danw,”(Q) als AbschlieRung vonD(Q) im Raum

WP(Q), und W,;"P(Q) wird als AbschlieBung vonD(Q) im Raum W™ P(Q)
definiert.

Bemerkung 1.28.
1. Man bezeichnet also den RauM" *(Q) mit HJ'(Q)

2. Esist leicht zu sehen, da¥¢””(Q)= L°(Q) fur 1< p<oco und Wy P(Q)=
LP(Q) fur 1< p<oogilt. (Adams, 1975 S. 45

Beispiel 1.29.
1. SeienQ und f wie im Beispiel 1.11. Somit gehérD,f =sign|x zu

L*(Q) und f zuW"?(Q) fiir 1< p<ew. Wenn man diese Argumentation
verallgemeinert, sieht man dass eine stluckweistigstifferenzierbare

14



Funktion zuW*“ (a, b) fur ein beschranktes Intervela, b) gehdrt, wenn die
stuckwiese definierte Ableitung beschrankt ist.

2. Wir betrachten nun eine auf einem beschrankteerdall von R stetige
Funktion, die nicht zu W™ gehort. SeiQ=(-11) und f(x)=|x|" fir

O<a<1.Esgiltf'(x)=signxa| ><|°'1. Somit gilt

'lﬂf '(x)‘zdx = J1-0(2|x|2°‘_2 dx.
21

-1
Folglich gilt f'(x) OL?*(-1,1) fur 20 —2< 1, das heiRtp >%. Damit liegt

f(x)=x[" in W"*(-1,1) wenna >%. Dann istf OW"?(-1,1) fiir a s%

(Attouch, et al., 2005 S. 154)

1.3. Aquivalente Normen, Poincare-Ungleichung

Fir Q O R"offen wird die Norm|| | - , anders definiert in (Burenkov, 1998 S. 30) :

D°f

z (1.3)

Il =1+ 2

Die Normen (1.1) und (1.3) sind im Allgemeinen niéquivalent. Sie sind &quiva-

lent, wenn die offene Meng@ [0 R"einen ,quasiresolved-Rand” besitzt. (siehe
Burenkov,1998 S.165). Die Norm (1.3) ist aber @glgint zu

Jo
(127 S P )
Q aj=m

fir 1< p<o und fiirp=co

I

O =ma{|f], . maf i |

Das heil3t, es gilt:

[l <l =l

m, m, p

15



wobei c,, ¢, unabhangig von f sind. D& und ¢, abhangig nur von n, p sind.

Wir betrachten dann den schwachen Gradienten vdnudig m

D&“f{[—a afa JJ .
Xiypeone0X ) L

Dann ist die Norm (1.3) aquivalent zu

Yp
07, = e o |

Q

Wir beweisen nun die Poincare-Ungleichung, welaler sititzlich fir viele mathe-
matische Probleme ist.

Satz 1.30. Poincare- UngleichungSei Q eine beschrankte offene Teilmenge von

R", welche beschrankt in einer Richtung ist. S&p%oo, dann existiert eine Kon-
stante C, die nur von n, p und Q abhangig ist, so dass gilt:

Jul, = CHDtV Lﬂ | fur alle udH; (Q).

Beweis.Weil D(Q) dicht in W, *(Q) (durch Definition vorW, °(Q)) ist, missen
wir die Ungleichung fir alleudD(Q) beweisen. DaQ in einer Richtung be-
schrankt ist, existieren reelle Zahlen a<b so @E‘B[a,tiXR”'l. Weil uin C' liegt,
gilt:

u(x):f%’(t,xz, ......... ,%) dfrallexOQ.
a 1

Es folgt aus Schwarz-Ungleichung, dass

2 ) ?
lu(x) s(b—a)j% (1% ) d

2 gu [
s(b—a)ja (t,% ., x) d

16



furalle xOQ.

Wir integrieren die Ungleichung a{ua,IjXR”’l, und erhalten die Ungleichung

2

Jul,, < (b-af

w
0X.

Hi2

ou
Wegen|—
g 0X.

< ‘Dﬁvu‘ ist das Resultat bewiesen.

Die Ungleichung gilt furw *(Q) , weil W' °(Q) AbschlieRung vorD (Q) ist. o
(Hirsch, et al., 1999 S. 354) (Attouch, et al., 2@ 168) (Evans, 200p

1.4. Dualitat

Wir betrachten nun Sobolevraume negativer Ordnung:
Definition 1.31. Man versteht unter den Raukt™(Q) den Dualraum zum Raum

H(Q); d.h. das ist der Raum der beschrénkten lineauektfonale aufH(Q).
Wir werden mit folgendem Satz sehen, dass

H:(Q) LI L*(Q) LI HY(Q)
gilt.
(Evans, 2002 S. 283)
Weil H§(Q) eine Hilbertraumstruktur hat uri®(Q) dicht ist, ist es leicht den Du-

alraum vonH§(Q) zu beschreiben. Man kann also den Dualradh(Q) mit Hil-

fe vom Rieszschen Darstellungssatz charakterisiere

Satz 1.32Sei T ein Element vol™(Q) , dann existieren die Funktioney,.....,q,

in L3(Q) so dass,

17



Beweis.Es seierf, g0 H; (Q) . Wir definieren das innere Produkt

fg>:=jmlfmlg+fgdx
Q

Sei T ein Element vonH™(Q). Mittels Rieszscher Darstellungssatz kann man die

Existenz eines eindeutig bestimmten Elemegﬂéd-l(l)(Q) akzeptieren, so dass

Of OHy(Q), T(f) =(f,g)
gilt.
Seieng, =g undg, = _{a_gj , dann gilt
ox; ),

f):i[fgo Yoo

i=1 i

(w23

Wir konnen daher T mit einer Distribution von deorif gﬁZ(%] mit

i=1

9o 9,01%(Q) identifizieren. Die Norm ist dann durch

n y2
ey =l = 20 (9"
i=l g

definiert. Eine Distributon TOD'(Q) von der FormT=go+Z(%j mit
o X;

9o 9,00(Q) erfillt Op OD(Q) folgendes

(T.6)=] [go¢ zggj’j

Slatr e ol

IN
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Zu jedem Element T auB(Q) gibt es also eine eindeutig bestimmte Ausdehnung in
H; (Q) . AuBerdem gilt:

M 2| S0 (4 dj

Daraus folgt die Aussage

[

Das obige Theorem kann fir SobolevrAume héherenigl verallgemeinert wer-
den. Man verwendet die Dualitdt zwischel{Q) und L”(Q) mit1/p+1/ p = 1, und
erhalt den folgenden Satz:

Satz 1.33.Sei I<p<co. Der Dualraum zum Raum W, (Q) ist W_m'p(Q) mit
Yp+1p=1,

T= > Djg,. 9, UL"(Q)

O<lajsn

||T||_m,p.:inf{ S (0. ook T= 3 osvga}

Olajlsmg O<lajs

(Evans, 2002 S. 283,284) (Attouch, et al., 20053£N&, 1985)

Beispiel 1.34Wenn man die Funktionen ihZ(Q) m-Mal differenziert dann erhalt

man ein Funktional irH; (Q) . Man nehme zum Beispiel die Heaviside-Funktion

[0 -1<x<0
H(x)= 1 0< x<1

Wir wissen, das©'H(x) =8, die Diracsched-Distribution. Somit gilts TH™(Q) .
(Reddy, 1986 S. 178)

1.5. Approximation von Funktionen, Dichtheitsresulate

Wir wollen nun die Sobolev-Funktionen durch glaenktionen approximieren.
Dazu braucht man di@lattungsfunktionen:

19



Definition 1.35.
1. WirdefinierennDD(R") durch

1 .. <
0(x) = Cex;{”X”T_J far| ¥<
0 fi =

Die KonstanteC > 0 ist so gewahlt, das§ ndx=1.
Rn

2. Furjedes>0, setzt man

Wir nennenn Standardmollifier. Die Funktionen, erfillen

Inedx =1, suppf),) U B(0,e)
RI‘I

Das Integral
(. 0u)(x) = [ n, (x=y) u(y)dy

existiert fast Uberall fuu O L und heiRt die regularisierte Funktion zu u.

(Dobwolski, 2006 S. 74) (Evans, 2002 S. 629)

Wir werden mit folgendem Lemma zeigen, dass SobBlawktionen lokal durch den
Mollifier approximieren lassen.

Lemma 1.36.Es sei u:Q - R" mit u=0 auRerhalb vorf) . Dann gilt:
1. Seisupp(u)J0 Q, dann istn, Dud D (Q) fiir € <dist(supp(u),0Q)

2. WennuOL?(Q) fir 1< p<eo, dann ist n, Ou eL”(Q) und |n, Cull, = vl

n.Ou— uin L*(Q) fur € - 0.
3. Seiu0C(Q).Danngilt n,Ou- u gleichmaRig auf eine kompakt enthalte-
ne TeilmengeG OO Q von Q fir € - 0.

20



Beweis.
1. Es gilt (n, Ou)(x) =0 fur dist(x, supp(u)¥ €. Man bezeichne mib! den Dif-
ferenzenquotienten
o f (x +he)—f(x)
' h

furi=1,......, n.
Es gilt

DN, Du(x) = [ (n, (x+ e = 3) =, ( x= ) (3 .

Da konvergiert der Differenzenquotient gleichmagegen die erste partielle Ablei-
tung nachx;. Nach dem Satz von Lebesgue(siehe A.4.) gilt dann

%Du(x) :j%(x—y) u( x) dx.

Daraus folgt also mit der Induktion
D"n, Ou(x) = [ D*n ( x) dx
fur jeden Multiindexa . Somit gilt die erste Aussage des Lemmas.

2. SeiuOL"(Q) mit 1< p< o . Mit Holderschen Ungleichung gilt

n. ()| =|[n. (x=y) u(y) oy
<([n.(x-y)d ) (jn (x=y)|u( \dy)

Mit Satz von Fubini folgt dann

(x)|" dx<”r] x=y)|u(y)|" dydx
= [Ju(y)" dyfn. (x-
=lul? =

Da C,(Q) dicht in L°(Q)fir 1<p<oe ist, gibt es eine Approximierende
0C, (Q) mit Ju-gf <2
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Es gilt
(x)=0(x)| =|[n. (x=y) (0(y) ~(x)) dy

sup‘cp ~( ).

ly-x|<e

Die rechte Seite der Ungleichung konvergiert geyéiire — 0+. Da supg{¢) kom-

pakt ist, gilt dann fur gentigend kleines|n, Ou - u| <% und folgt daraus die Be-

hauptung.

3. Die Aussage folgt aus Punkt 2.

(Dobwolski, 2006 S. 74,75) (Adams, 1975 S. 29)

Lemma 1.37. Es sei uOW™P(Q), 1l<p<o. Wenn GOOQ, dann gilt
D (n,0Ou) =n,0OD%u firr ja|<m, undn, Ou— u inW™(Q).

Beweis.Sei € <dist(0G,0Q), dann gilt

DS, (n. Du) = [ DN, (x=y)u(y) dy
Q

x—y)Dgu(y)dy

=

n. tb
Mit dem Lemma 1.36. folgt, dad3;, ( Cu )
Wm‘p(G). O

D“u in L’(G) undn,Ou- uin

Die folgenden zwei Lemmata geben uns wichtige Hilfseln, Abschneidefunktion
und Zerlegung der Eins, die fur Approximations- ubidhtheitsresultate (insbeson-
ders Satz von Meyers und Serrin) eine grosse Rpliden.

Lemma (Abschneidefunktion) 1.38.Sei K 0 Q eine kompakte Menge. Dann gibt
es eine AbschneidefunktiomrOD(Q) mit 0<t<1, und T=1 in K. Wenn

dist(0K,0Q) =3, so kann mart so wéhlen, dasf}1|<cd™ inQ\K, kON wo-

bei die Konstante ¢ von k und n, aber nicht vonnid @ abhangt. (Dobwolski, 2006
S. 90)

Beweis.Da K kompakt ist, giltd > 0. Die Menge
22



K=JB(x,572)

xOK

ist kompakt. Es gilldist(a R,OQ) =9/2 unddist(a R,GK) =9/2. Dann definiert man
die Funktiont =n,, UX, . Es gilt die Abschatzung

[Diny (x)[s 08"
Weil x, =1 fur yOB(x,8/4) folgt, dass

‘Dwn6/4 )‘S J. ‘Dwn6/4 X= y‘XK y<

B(x,5/4)

<c(n,k)&™
Somit istT die gesuchte Abschneidefunktion.o

Lemma 1.39. (Zerlegung der Eins)Seien {Qk}k:1 ) offene Mengen, welche die

kompakte Menge K Uberdecken. Dann gibt es reeligertFunktionen ¢, ,
k=1,..... ,n, mit den folgenden Eigenschaften

>4, =19, 0C;(Q,), 0sy, <1, > ¢, =1inK
k=1 k=1

Beweis. Um jeden Punktx[Q, wahlen wir eine UmgebungU, so dass
U,,=U, 00Q, gilt. Das SysterdU, } von Mengen ist eine Uberdeckung von K.
Es besitzt also eine endliche TeiIUberdeckung.dIsnsUil, ...... : U'q die Umgebun-

gen in dieser Teiliberdeckung. Fur die dur@Ig:UU‘k definierte Menge gilt

G, 00 Q,. Nach Lemma 1.26. gibt es eine Abschneidefunkﬁlﬁl’D(Qi) bezlg-

lich {G,,Q,} mit den folgenden Eigenschaften:

O<t, <1, 1(x):=) % (x)21in K.

Man setzeQ =| Jsupp(t,) O K. Es gibt eine offene Meng@, mit K 0Q, 00 Q.
i=1

Fir eine Abschneidefunktiogy berinch{K,Qo} definiere man
23



T (x)w(x) fir xJQ,

0 sonst

Die Funktioneny,,....,\p,, besitzen die gewiinschten Eigenschaften.
(Dobwolski, 2006 S. 90)

Eine Verallgemeinerung von Produktregel istldebnizsche Formel:
Lemma 1.40.Wenn @0D(Q) und uDW™P(Q), dann istqu 0 W™?(Q) und

D, (qu) = (5 ) D5, Pu

B=a

n

Wobei(g):ﬁiﬁ)! und (g):ﬂ(gkk) fr B<a ist.

Beweis.Wir beweisen das Lemma fla| =1, der allgemeine Fall m|ti| > 1folgt

dann durch Induktion. Fiir ale0D(Q) gilt

[quDtgdx= [ uDr (2g) dx-| U O7)padx
Q Q Q
:—I(ZDSVU+ uD“Z)cpdx.
Q
Daher gilt D, (Zu) =ZD},u+ uD'. (Evans, 2002 S.248) o
Approximation durch C%-Funktionen

Mit dem Satz von Meyers und Serrin Ubertragen siele Eigenschaften von klas-
sisch differenzierbaren Funktionen auf Sobolev-Fonlen.

Satz 1.41. (Meyers und Serrin)Es seiQ [0 R"eine offene MengemN . Dann ist
C”(Q) nW™P(Q) dichtin W™P(Q) firl< p<o.

Beweis.Es seik N . Wir setzen
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Q, :{XDQ:diSt(X,aQ)>% und| ¥ < %
und Q, =0 .Wir definieren fur jedek N

c

G =Qu,n (Q_k—l)

Dann ist G, eine offene Uberdeckung ven Sei ¢, 0D(G,) mit ¢, =0 und

Zqu =1 eine C”-Zerlegung der Eins i . Es gilt suppp, O G, , ¢, 00(Q). Sei

k=1

udW™P(Q). Man konstruiert mity, die Abschneidefunktionen. Dann haben die
Funktionen g, ukompakten Trager iG,. Nach dem Lemma 1.28. ist dann
W uOW™P. Es eie>0 beliebig vorgegeben und man walg|eso klein, dass

€
2

e, D) -wy <
und

supp(r]sk [(quu)) 0G,.
Man definiere eine Funktion (x) ::Zw:r]gk O(w,u)(x) und beachte, dass fiir jedes x
k=1

nur endlich viele Terme nicht verschwinden. DahétC” und

i(wku_(wk U) Dr]sk)

k=1

Ju=].., =

m.p

(Attouch, et al., 2005) (Dobwolski, 2006)

Produkt- und Kettenregel flr Sobolev-Funktionen

Mit Hilfe des Satzes Meyers und Serrin kann manfdigenden Rechenregeln fir
klassisch differenzierbare Funktionen auf Sobdtewnktionen tbertragen.
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Satz(Produktregel) 1.42.Seien f, g€ W"*?(Q), dann ist fgO W"'(Q) und
D, (fg)=D.fg+fD.g.

Beweis: Mit Satz von Meyers und Serrin gibt es Funktionen
f. g OW"(Q)n C*(Q) mit f, - f undg, - gin W**(Q).

0
(1,9 2 dx=-] 0., 9,60x~ [ £, DL 0,6 X 1 0ID(Q)
Q aXl Q Q

Fir k - o erhalten wir

[ D'fgax = [¢ (gD}, f+fD;g)dx

Es gilt dann
D, (fg) =D, (f)g+fD,, (9) :

Flr 1< p< o kann man die Produktregel verallgemeinern:

Satz 1.43Es seierl< p< o und1+_1|:1, Wennf DWm'p(Q) und gDWm'p'(Q)
p P

, dann istig OW™(Q) und die schwachen Ableitungen von fg berechnet aism
nach der Produktregel. (Alt, 1999 S. 109)

Satz(Kettenregel) 1.44Sei f OC'(R), [f'|<M inR, und es sei vorausgesetzt, dass
f(0)=0 oder Q@ vom endlichen MaR ist. Dann ist firr jede Funktipfl W*"(Q),

1< p<o auchfogOW"?(Q) und D;,(f-g)=(f'>g)D;g.

(Dobwolski, 2006 S. 93)

Beweis.Wir beweisen den Satz fir den F&(0) =0 . Es gilt die Abschatzung

fog(x)|=

fog(x)-f (0)]<Mo(x)

Daherf ogOL"(Q). Man setzeu =(f'>g) D}, g und es gilt analog

Ju(x) =

fog(x)| Pha(x)] < M[Dg(x)| und|Dia(x)]0L(0).
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Wir werden dann beweisen, dagxg, (f og) mit f'ogD; g Ubereinstimmen. Nach
dem Satz von Meyers und Serrin gibt gsdC”(Q)n W (Q) mit g, - g in
W*"(Q). Man erhalt nach der tblichen Kettenregel die leng

[t°0,D},g,0dx=~[ f g, Digdx, 90 D(Q)
Q Q

Da supp(9) 00 Q gibt esQ' 00 Q mit supp() OO0 Q . Es gilt nach der obigen
Abschatzung

[|(f o9, ~f -g) D'gfdx <| D' M|g, - dlus(a)
Q

Somit haben wir die Konvergenz auf der rechteneSathalten. Fir die linke Seite
gilt analog

°Qy ivk_ ° ivgk ()
J'(f' D,g, —fogD ) d%
Q

[ 15, (0h0, -DigJoa s

Q

<

If g —fo g gpd>}<
Q .

weil g, gegen ¢ irWl'l(Q') konvergiert, konvergiert dann eine Teilfol%
punktwiese fast tUberall gegen g und atlmixgk gegenD! g. Wegen der Stetigkeit

von f' gilt dannf'og, - f'og punktweise fast berall. Es gilt folgendes:
‘(f 'og, —f'oQ) Divg‘ < ZM‘DM

Somit folgt die Konvergenz auf der linken Seitemdem Satz von Lebesgue(siehe
A.4.). (Dobwolski, 2006 S. 93-94) @

Approximation durch C7 -Funktionen

Das folgende Lemma bildet einen Zusammenhang zetsc®obolevrdume und
D(R"™) somit auch die Vervollstandigung davon.

Lemma 1.45.Sei nJN, 1< p<c. Dann ist D(R") dicht in W™P(R"). Aquiva-
lent dazu ist, dasgV™ P(R") Vervollstandigung vorD(R") ist.
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Beweis.Sei y D(R") eine Abschneidefunktion mip(x)=1 auf B(0,1) und man
definiere ws(x):w(ij mit xOR". Dann ist Y, OD(R") und lim g (x)=1.
s S

Seif OW™(Q) undf:=¢§ . f, gehdrt noch zW™(Q), da
[t ax<H]? e <o
R" R"

Mit der Leibniz-Formel(Lemmal.28.) konvergidrtgegen f fur alle a ONj

Man nun setzep, =n, (W ). Dannq)SDD(R") und ¢, — fin W™P(R") fiir

S > o . Denn

Hrh/s(q-’sf ) -f wne(z7) < Hr] 1£ —f ‘Wm,p(R ) +Hr] As(llst) -n /Is we(R")
S”Lpsf -f ”W"‘"’(R") +CHn3‘/J —f wme(R")
Der letzte Teil konvergiert also gegen 0 fér_» 0+.
(Burenkov, 1998 S. 15,37,41) (Attouch, et al., 2803.59) O

Bemerkung 1.46. Fir p=o gilt Lemma 1.32. nicht. Ein Beispiel dazu fst1
auf R". (Burenkov, 1998 S. 41)

Korollar 1.47. Wy "P(R") =W ™R ")
Bemerkung 1.48.Im Allgemeinen stimmen die Raumé/?(Q) und W"P(Q)
nicht Giberein firQ # R". In diesem Fall giltW, *(Q) ¢ W *(Q).

Beispiel 1.49.Es seiQ =B(0,1) ein offener Ball um 0 mit Radius Eins. Die kon-
stante Funktiorf =1 gehért zuW™" P(Q), aber nicht zuW. P(Q) . Sonst wiirde die

Fortsetzung von f durch O ausserhalb vB(O,l) zu W' P(Q) gehéren. Das gilt

aber nicht, weil die ersten partiellen Ableitungem Fortsetzungsfunktion den Tra-
ger Q haben.
(Attouch, et al., 2005 S. 164)
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1.6. Fortsetzungssatz

Unser Ziel ist es nun die Funktionen W”’(Q) auf R" fortzusetzen, sofern die

Randregularitat ausreicht. Wir kdnnen eine FunkfiahW*?(Q) durch 0 ausserhalb

von Q, wie im Beispiel 1.37., fortsetzen. Im Allgemeinfemktioniert es nicht, we-
gen der Unstetigkeit am Rand vén. Wir missen einen Weg finden, der uns ermdg-
licht die schwachen Ableitungen durd zu bewahren.

Satz 1.50 (FortsetzungssatzBei Q von der KlasseC'. Zu jedem GebieQ' mit
QO0OQ" existiert ein beschrankter linearer Operator

E:W"(Q) - WyP(R")
so dass fur jedeEOW™P(Q) gilt:
1. Ef=finQ
2. [y <l
3. Ef hatden Trager i’

w™e(Q)

Definition 1.51. Wir nennen Ef eine Fortsetzung von f a&if.

Beispiel 1.52.SeienQ =[-1,1] und f (x) :singx. Wir setzen die Funktion f aug

fort:
-1 -0 x-1
T
Ef(x): SII‘]EX -k x1
1 ¥ X

Ef besitzt die Eigenschaften, die der Fortsetzsaigsbenotigt.

Als néchstes kommen die Werte von FunktiofddW*"(Q) am Rand vonQ in

Frage. Die Funktiorf OL®(Q) zu betrachten gibt uns keine ausreichende Inférmat

on UberoQ, weil 0Q Lebesgue-Mald null hat. Der Begriff Spuroperatist dieses
Problem fiirl< p<o und beschrankte® mit C'-Rand. Der Satz besagt, dass ein

beschrénkter linearer Operatdr: W-P(Q) - LP(0Q) existiert, so dasss
Tf =f|,, wennfOW*"(Q) mC(ﬁ). Man kann also den Rau/;*(Q) als Kern

von T betrachten; das heif;*(Q) :{f OW*P(Q): Tf =0 aufaQ}
(Attouch, et al., 2005 S. 187-189) (Evans, 200255-259)
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2. Sobolevraume reellwertiger Ordnung
Sobolevraume und Fourierreihen
Wir werden die Fouriertransformation verwenden dimm Sobolevraume reellwerti-

ger Ordnung zu definieren. Mit diesem Zweck gelvaneinige Eigenschaften von
Fouriertransformation an.

Far fOL(R™), O COR" definiert man die Fouriertransformierte von rc
fOLY(R" ( " defini di [ f [ fdu
f(2)=(2m)™? [ () ™ dx
Rn

Es seiemadR" und f eine Funktion auR". Wir definieren die Translation von f um
a durch Tf (x) =f (x —a). Offensichtlich istT, eine Isometrie aufi”(R") fiir

pO[Leo]. Fur f OL" (R”) und gO Ll(R“) definiert man die Faltung von f mit g
durch
fOg(x)=[f(y)g(x-y)dy.

Wir geben nun einige grundlegende EigenschafterPaumiertransformation:

Satz 2.1.Seienf,g Ll(R“), X,( OR" und A >0. Dann gelten:
L (T4)(@)=e i (2)
2. TT5(2)=(20""1(2)8(2)
3. [1([Qo()d=[1(A0)8(0)L

Lemma 2.2.Es gilt folgende Formel fUrEfD(R”)

(Kriegl, 2006 S. 150)

Wir formulieren dann die Fourierumkehrformel.
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Satz 2.3( Fourierumkehrformel).
1. Furjedes f inLl(R“) ist f OC, (R”) :
2. Seienf OL*(R") undf OL*(R"). Dann istf OC,(R") und gilt

() = (2™ [ 1(Q) €

Rn

Wir setzenL::{f DLl(R“)ZfA DLI(RH)}

Lemma 2.5.L ist ein dichter Teilraum voh” (R“) fir 1< p<co.

Wir kdnnen die Fouriertransformation mit Hilfe v&ourier-Plancherel Transforma-
tion auf LZ(R”) erweitern. Wir beschreiben mit folgendem Satz diesesformati-

on.

Satz 2.6. Es gibt einen unitdren Operator, die sogenanotgi&r-Plancherel Trans-
formationF in L>(R"), so dass die folgenden Aussagen gelten:

1. |#A|, =[], foralefOL?(r").
2. Die AbbildungF ist ein isometrischer Isomorphismus vb?(R”) nach
L*(Rr").

3. F(f)=f giltfir alle f OLYR") nL{R .

(Meise, 1992 S. 115,116)

Bemerkung 2.7.
1. Furf DLZ(R“) setze man die Folge firQJN

-n/2

0, (2)=(2n) je-‘“f(x)dx

[x|<n
Es giltlimg, = (f) in L*(R").

2. Fir fDLZ(R“) und

31



f,(Q)=(2m)™ [ &7 (f)(Q) &

en

gilt dann limf_=f in LZ(R“). (Attouch, et al., 2005 S. 181)

n-o

Korollar 2.8. Seienf DLZ(R“) und F¥ DLl(R”), dann istf DCO(R“) und es gilt:
[fll. <[,

Wir haben mit Bemerkung.25 fir den RaurrWl'z(R") die NotationHl(R”) ein-
gefuhrt. Mit Korollar 1.24. ist ein Hl(R“) Hilbertraum. Mittels folgendem Satz

kann man den Sobolevraqu(R”) anders charakterisieren:
Satz 2.9 Wir haben

H'(R") :=f OL?(R"): (1+|Z|2)]/2ff OL2(R )]
und fiir f OH* (R") gilt

I

(1+|Z|2)]/2f‘f

1] ()

Beweis.Sei f DHl(R“). Wegen der Dichtheit vorD(R”) in Hl(R”) gibt eseine
Folgef, in D(R“) , S0 dass | - f gilt. Nach dem Lemma 2.2. gilt fir jeded]N

@:(iij)(fT)(Z)

Hier stimmt die Fouriertransformation mit Fouridefcherel Transformation fir
f DD(R“) Uberein. Es gilt also

figfxﬂ(z):(iij)f(fn)(q.

o, | ot

n
—

X; 6xj

Fourier -Plancherel Transformation stetig; fur elieglfolge f, haben wir

Weil f - fin Hl(R”) , folgt in LZ(R“). Mit Bemerkung 2.7.ist die
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f(afnk](z) . f[i] (2) fir fast alleZ OR" und

1w

f[af“](Z) . F(iJ (2) fiir fast alle OR".

Somit gilt

5c£iJ(z) :(izj)ff () fur fast alle OR".

Nach dem Satz 2.7. gehdﬁ(%} (¢) fur £ OH*(R") zu L*(R") und somit

j
auch i,/ .Mit der obigen Argumantation und damit, dags  esmmetrie ist,
1] H . 2 Y2
folgt dass fur fDHl(R”) auch (le)ﬂ(Z) ,und somit auct(1+|z| ) Ff zu

LZ(R“) gehort. AulRerdem qgilt fur eihDHl(R”):

"f ||H1(]R") = [}!ﬂf ’ (X ) + ]il(aa_:;j (X )dX]

2

LZ(R") + ji_lHj:(Dif )

(1+|Z|2)wff

=[#(2)
|

Damit ist der Satz bewiesen. o

2(r")

2(r")

(Attouch, et al., 2005 S. 181-182)

Mit Hilfe von Fourier-Plancherel Transformation ohéért man den Sobolev-Raum
Definition 2.10. Fur €1[0,%0) sei

He :{f OLARY: (1+|Z|2)S/2ff(2) DL?(R)]
mit dem Skalarprodukt
(1.9 = [ (142 ) FrQOFOQ)E
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und der entsprechende Norm

12
||fllsr=[Jn(1+|Z|2) |ff(&)|2dzJ

Fir $3(-c,0) sei H*die vollstandige Hulle vorL’(R") beztglich der Norrh |_.
Man nenntH®den Sobolevraum zum Exponens&hR . (Haslinger, 2006)

Wir beschreiben nun den Rau -
Proposition 2.11.Sei sOR", H*(R")ist ein Hilbertraum. Wenrs= mON, folgt

dannH3(R") =H™R ") =W"(Q). Das ist der Sobolevraum, den wir in §1 definiert
haben. Es wird fim =1 eine andere Norm als Definition 1.10 definiert

IFl, = X Bu

D

L2(r")

mit B, , =
W (

Beweis.o (Attouch, et al., 2005 S. 185)

Lemma 2.12.Es gilt in H*™* fur f OH® und1< j<n

i f(x+hej)—f(x)
h-o0 h

(Meise, 1992 S. 120)

Bemerkung.2.13.Der Differenzenquotient im Lemma 2.12. konvergférts=>1 in

X

LZ(Rn). Ist fDHsncl(Rn), dann stimmtD;f (x) mit [S—f] Uberein. Es gilt

somit D,f (x):[%J in LZ(R“).
i w

Man kann nun eine Beschreibung der Sobolevraumelam, ohne die Fouriertrans-

formation zu benutzen. Das folgende Lemma ist ®amllgemeinerung vom Satz
1.32.
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Lemma 2.14. Fur sOR gelten:

L=l 2P

lof = nf {[ngo

aquivalent zu| ||..

- for fOH

n
2
s+1+zugi
=1

(Meise, 1992 S. 121)

Definition 2.15. Sei SOR". Ganauso wie in §1 bezeichnet man Hif(R") den
Dualraum zum RaunH®*(R").
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3. Einbettungssatze

In diesem Kapitel untersuchen wir ob die Sobolerréun anderen Raumen enthal-
tend sind. Man beantwortet die Frage in welchennfi&Gudie Sobolevraume enthal-
ten sind mittels Einbettungsungleichungen. Der @igser Raume hangt von den
Fallenl< p<n, p=nund n<ps<c ab. Wir brauchen aber noch Voraussetzungen

an den Rand vo® . Es ist in den SatzedQ von der KlasseC' vorausgesetz, aber
man kann die Voraussetzungen an den Rand abschwéache

Die Einbettungssatze erlauben uns einen Zusammgnhaischen Sobolevraumen
und Raumen stetiger Funktionen, insbesonders Halgiere zu bilden.

FUr den Fallp =2 haben wir unsere Frage mit Satz 3.9. mittels rieo#lancherel
Transformation beantwortet.

Wir fihren zuerst die notwendigen Begriffe ein:

Definition 3.1. Es seien E und F zwei normierte Raume. Man sagt &etig einge-
bettet in F wenrE O F. Man betrachte den Identitatsoperaldr E — F von E nach
Fmit ldf =f Of OE . Man nennt dann Id den Einbettungsoperator.

Definition 3.2. Seien E und F zwei normierte R&ume. Man sagt &es$ig eingebet-
tet in F wennE O F und der entsprechende Einbettungsoperator ssitipih. Es
existiertc> 0 so dassJf OE

[flle <c[f]l--

Man bezeichnet dann die stetige Einbettung B— F.
(Burenkov, 1998 S. 119-120)

3.1. Einbettungen in Raume stetiger Funktionen

Satz(Morrey) 3.3.Sein< p<c. Dann ist die Einbettung
ey Sl e

stetig fur allef DW“(R”), wobeiy:=1-n/p; d.h. jedes EIemen‘tDWl'p(R”) ist

Holder-stetig mit Ordnung, und die Konstante ¢ nur von p und n abhangt.
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Beweis.Es geniigt die Abschatzung féid D(Q) zu beweisen, weilD(Q) dicht
in W“’(R")ist. Es sei also Q ein Wirfel mit Kantenlange 0 undx, y 0 Qmit

Ix=y|=r.Es gilt

f(2)F (x)= [ Gu(crt(z-x)(z-x)at

Daraus folgt die Abschatzung

dt

A (rt{z=x)(z-¥

Stz (2

dt

Mit f:ﬁjf (z)dz bezeichnen wir den Mittelwert von f tiber Q. Matzseden

Mittelwert ein:

‘f —f (x ‘ —(x+t(z-x))(z- x)|dt.

Mit Satz von Fubini erhalt man

dx.

- 0| of
F-f (x)|< r”l‘lidt;a_xi(

x+t(z—x))(z—x)

Wir filhren die Koordinatentransformatidp=tz+(1-t) x ~ mit=t"d  durch:

Fur festes t machen wir den IntegrationsbereiohAirrfel mit Kantenlange . So-

mit gilt:
af Fa it
ox,

‘f—f ‘_ nljt jdtz

0 Qr i=1

Mittels Holder-Ungleichung gilt:
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-t (x)) < Ot"IQUI”"dtuéaa—xfi(z)

r

P Yp
dZJ
P Yp
f«

Die gleiche Abschatzung gilt fir y, und es folgsaler Dreiecksungleichung

()=t )<l = )|+ )]

Es folgt aus den obigen Ungleichungen dass

of

‘f_f ‘ r/P trVP ( n of
Q, 1= 0

L*(Q)

= 1- n/pH w

Es gilt daher:

F(y) -t

D( y ORY =2|x ~y|.

2['1_ H
1 n'p

Wir haben gezeigt, dass fix,y[OR" ein offenr Wirfel Q mit Kantenlange
r:2|x—y| existiert. Daraus folgt dann die Ungleichung tigliebige Punkte

X, yOR". O
Definition 3.4. Man sagtf " ist eine Version von f wenh=f " fast iberall gilt.

Satz 3.5.Sei Q eine offene beschrankte Teilmenge RA mit C'-Rand , und seien

N < p< oo undf DW“’(Q). Dann hat f eine Versidn'OC®Y (5) , far yzl—ﬂ, mit
Y

der Abschatzung
It

i) S Clf ooy

wobei ¢ nur von p, n un@ abhé&ngt. (Evans, 2002 S. 269)

Beweis. Weil Q einen C'-Rand besitzt, gibt es nach Satz 1.50. eine Fartagt
Ef =f, so dasf =f in Q undf einen kompakten Trager hat. Nach Lemma 1.36.
existieren Funktioneri, DD(R”) mit f — f in W“’(R”). Nach Satz von Morrey
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existiert eine FunktionfEDCO*V(R”), so dasd, - f"in CO'V(R”) ist. Daraus fol-

gert man, das$ =f " fast Giberall aufQ gilt- Nach dem Satz(Morrey) gilt die Un-
gleichung

ol ey Sl

Mit der Konvergenz von Folgg, gilt

[l Sl

i)

Satz 3.6.Sei Q eine offene beschrankte Teilmenge \®h und p > n. Dann ist der
Raum W, (Q) stetig in den RaunC®(Q) eingebettet. Es gibt also eine Konstante
C, die von n und p abhangt. Dann gilt die Abscinédz

[flleey <[ 01

wirgey Tur alle f 0D(Q).

(Gilbarg, et al., 2001 S. 155) (Sauvigny, 2005%!)1

Korollar.3.7. C™(Q) wird stetig in den Rauri;* (Q) eingebettet fiir
0< m< k-ry p das heift,

Wy P(Q) —C"(Q).
(Gilbarg, et al., 2001 S. 158)

Satz 3.8.Sei s> Ound 2s> n. Dann ist die Einbettung

H*(R") =—C(R")
stetig.
Beweis. Sei fDHS(R“). Es folgt nach der Definition von HS(R“)
(1+|Z|2)S/2FfDL2(R”). Man setze g:(1+|z|2)s/2ff. Es gilt dann
Fi =g(1+|Z|2)_S/2und f =FF . Wenn Ff DLl(R“), stimmen dannF mit inverse
Fouriertransformation Uberein. Daraus folgt, ddﬂﬁC(R”). Da g0 LZ(R”),
g(1+|Z|2)_S/2D IE(R“) genau dann wenr(1+|Z|2)_s/2in LZ(R“) liegt, das heift,

39



_3/2
wenn das Integralj (1+|Z|2) d¢ endlich ist. Wegen der Voraussetzu@g> n
RI‘I

konvergiert dieses Integral. Somit ist unsere Bphag bewiesenz

(Attouch, et al., 2005 S. 192-193)

Satz 3.9Sei kN, und s— k>g. Dann ist die Einbettung stetig
He(R") —C&(R")

Beweis.Sei f DHS(R“). Nach Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

j(1+|zl2)k |71 Q)| :j(1+|Z|2)k_s(1+|Z|2)S‘_7-‘f(z)‘ €
<Ir [l =l

Sei k=0, gilt 7t DLl(R”) und nach Korollar 2.8. folgt dahén]CO(R”) und
[l <17, <<|f ],

Fir k >1ist f DCO(R”) und auchD?f DCO(R”). Es gilt nach Korollar 2.8.

IBf], <l 7 [, <Clf |

s

Durch Iteration dieser Aussage erhalt man als@Bdlauptung.o
(Meise, 1992 S. 120)

Beispiel. 3.10.Wir haben im Beispiel 1.29. (2) gezeigt, dass Hiektion
f(x)=|x" mit O<a<1 fir Q=(-1,1) zu W*"(Q) genau dann gehdrt, wenn

o >% gilt. Die Bedingung vom Satz 3.9. garantiertsgla >0 gilt. Daher ist die

Funktion f stetig.
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3.2. Einbettungen in Lebesgue-Raume

Motivation 3.11. In den nachsten Satzen wollen wir beweisen, dask<ijp< neine
Konstante c existiert und die Ungleichung von demnf-

”f ”Lq(]R“) = CHDt\/f

(") (1)

fur alle f DW“’(R") erfullt. In dieser Ungleichung kann die Zahl q riibkliebig

gewahlt werden. Sie hat eine spezielle Form. Bali&lungf —f, (x) haben wir
f, (x):=f (Ax), xOR", A>0,

Wenn manf, in die Ungleichung1) einsetzt, erhalt man dann

”fA”Lq(R") SCHD“A Lp(Rn) (2)

und

( RI L (AX)‘ququ < C[ [t (AX)‘de]ypl

RN

Wir wahleny = Ax

[)\i f f (y)\qdy]ﬂq < c(;—p [/|os s (y)\pdyj

Rl‘l

Yp

Somit gilt

1 A
W”f ”Lq(]R”) s WHDH t(r")
und

f Sy SCATa TR mLf
” ”Lq(]R) w

P(r7)”

Die Ungleichung hat nur dann einen Sinn, WéﬁﬂE—D:O gilt. D.h.
q p

Sl

o |

1
p

P
n-p

g= .- Wir sind nun motiviert fur die folgende

Definition 3.12. Es sel< p< n. Man versteht unter dem Sobolev-Exponent die
Zahl
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oder auchi = , pC> p.
pU

ol
Sk

Der folgende Satz zeigt, dass die Ungleich(lr)gpur furq=pL qilt.

Satz(Gagliardo- Nirenberg- Sobolev) 3.13Seil< p< n. Dann gilt die stetige Ein-
bettung
W (R") = 5 LPY(R")

Das heil3t, es existiert eine Konstante ¢, abhéngigvon n und p so dass fur alle
f oW (R") gilt:

”f ”Lp](]R“) = CHDt\/f

t(r")”
(Attouch, et al., 2005 S. 196) (Evans, 2002 S. 263}

Beweis.Es ist aquivalent, die Ungleichung fﬂrDD(R”) oder fur f DW“’(R“)

zu beweisen. WeiD(R“) dicht in W”’(R“) ist, kbnnen wir mittels des Satzes eine
Folge f, von Funktionen inD(R”) finden, so das$, gegen f konvergiert in
W”’(R”) . Wir setzen daher
I,

Mit Lemma von Fatou folgt dann

)SCHDH

LPJ(R” n Lp(Rn)

||f LF'J(]R”) < IITJQf |r n”L‘”(R")
Scrlir];lo Dtvfn LP(") :CHDa’f LP(r")

Wir kbnnen also den Satz fiﬂrDD(R“) beweisen.
Es sei zuersp=1.

Weil f einen kompakten Trager hat, fur jedesd, ...... ,nund jedesx OR" gilt nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralreatgu

1 of
)= [ 2 (s Yokt

und auch
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Es gilt dann

und

[ 00

Hf nldX <_J'£E|z%(xl

—00

Wir integrieren diese Ungleichung bezlglich

00 [

_Uf nldxlsj(lj]i
{15 J”T;[EIL

Auf die rechte Seite wenden wir die verallgememmétblder-Ungleichung an und
erhalten

1

n-1
Xll --1Xi—11y’)§+1 """ X‘l)‘ d% d)fS

g"—n8

il
115

IN

Es gilt dann

71
of
— d
0X. YJ

1
S P

J

—00

Treopens| [ {50

Wir integrieren die Ungleichung wieder bezuglieh X5, ....,x, und finden dann

Rjﬂ f |”L—1dx ] ( | dle

R"
n-1

(J‘le)de

of
oX.
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Damit ist die Behauptung fip =1 bewiesen.
Wir betrachten nun den Fak p<n. Wir definieren eine Funktiory = |f| fur

y>1 und setzen in die obige Ungleichung ein. Dannfgiltp':il:

y 1l |Y — Y11
H|f| L”/”’l(R”) Sﬂi[ |:|W |f| PX - yﬂ!ﬂ |f| ‘Dwf ‘dx
y-1 1
<yl pMDJHE
Wir wahlen y so, dass m (y— )p gilt, und setzeny= (n—1) P in
n-1 p-1 n-p
bl _(y—l)p: np =p* ein und das beweist unsere Abschéatzung. O

n-1 p-1 n-p

Eine einfache Folgerung von Gagliardo- Nirenbergbdev-Satz ist die Poincare-

Ungleichung, die wir im Satz 1.19. fir, in einecRung beschankte) O R" be-
wiesen haben:

Satz 3.14.Sei Q eine beschrankte offene Teilmenge vi&h und f OW;P(Q) fir
1< p< n. Dann gilt
[y s€]0M

()
Fir jedesl< g< p*, die Konstante ¢ abhangig von n, p, q und
(Evans, 2002 S. 265,266) (Attouch, et al., 200598)

Beweis.Sei f OW,”(Q). Dann existieren Funktionefy 0D(Q), die gegen f in

W“’(R”) konvergieren. Wir setzen jede Funktibn zu einer Funktiorf fort, die,

aulBerQ, null ist. Es gilt alsq‘fHij(Rn) :| Mit dem Gagliardo- Nirenberg- So-

[l
bolev-Satz folgt dann
[y < 71

L"(Q)

wennl<sgs<s p*. i
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Satz 3.15.Es seiQ eine offene Teilmenge voRR". Man nehme an, das¥2 von
der KlasseC' ist. Seil< p< n und f OW*?(Q). Dann istf OL"™ mit

I

)sc||f

L’ wiP(Q)’

wobei die Konstante ¢ nur von n und p abhangigkstans, 2002 S. 265)

Beweis. Weil dQ von der KlasseC' ist, existiert dann eine Fortsetzung
Ef :f_DW“’(R"), so das§ =f in Q, wobeif einen kompakten Tréager hat, und

es gilt die Ungleichungﬂf

) <c|f . Weil f einen kompakten Trager hat,

LpJ(R whP(Q)
existiert nach Lemma 1.36. Funktionen Wh*(Q) gegenf konvergieren. Nach

dem Satz(Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) gilt die ngjtung

”fm”LP*(]R“) = CHD%me

L°(r")

und f,, konvergiert gegeri in L*(Q), beziehungsweisg.f,, konvergiert gegen
O fin LP(R”). Daher folgt die Ungleichung
[0y = €1 oy -
Satz 3.16Sei p = n. Dann ist die folgende Einbettung stetig fi&r g< n.
W (R") L5, (R")
(Attouch, et al., 2005 S. 202)
3.3. Kompakte Einbettungen

Wir beginnen mit dem Begriff ,kompakte Einbettung*

Definition 3.17. Seien A und B Banach-Raume wit]IB. Man sagt A ist kompakt
eingebettet in B, wenn folgende Bedingungen gelten

1. |x|, = C||x|, fir xOA und eine Konstante C.
2. Jede beschrankte Folge in A ist prakompakt in B.

Man bezeichnet also die kompakte Einbettunginil ] B . (Evans, 2002)
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Wir brauchen Kolmogorov’'s Kompaktheitskriterium IE?(R“), um den Rellich-

Kondrachov Kompaktheitssatz zu beweisen.
Satz 3.18.Sei pO[1+eo und seik eine Teilmenge vonl®(R"). Dann ist

KC relativ kompakt ian(R”) , wenn die folgende Bedingungen erfullt sind:

1. K ist beschrankt irL? (R“) :

2. im [ f (x)['dx =0 gleichmaBig bezuglict 0 K
3. Ier()”TJ —f ||Lp(Rn) =0 gleichmaRig beziiglici O K wobei T,f (x) =f (x —a)

die Translation von f um a ist.

Wir kbnnen nun den Kompaktheitssatz formulieren bedeisen.

Satz(Rellich-Kondrachov Kompaktheitssatz) 3.19Sei Q eine beschréankte Teil-
menge vonR" mit C'-Rand, dann hat man folgende kompakte Einbettungen:

1. Wenn p<n,W"(Q)O0L%Y(Q) furein g<p*.
2. Wennp=n,W"(Q)00LY(Q) fireinl<g<eco.
3. Wennp>n, W*(Q)00C%(Q).

Beweis.Es seip < n. Der Gagliardo-Nirenberg-Sobolev-Satz implizidsioa

[flls(ay = [0

(@)

Wir sollen dann zeigen, dass fir eine beschrantdgeH . in Wl'p(Q) eine Teilfol-

gef, —-f in Lq(R“) existiert. Mit dem Fortsetzungssatz kann man aneeheiass

n

die Funktionenf, einen kompakten Trager in eineclhemkten Teilmenge) O R"
haben. Wir kdnnen also schreiben Wir kbnnen alboestoen

Sud| fn”w“’(u) <. ) (1

Sei n, Standard Mollifier. Wir behaupten, dass
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N Of, —f gleichmaRig inL(R") fiir & - 0. )
Wennf, glatt sind, folgt dann mit dem Mittelwertsatz

N OF =Fo] = [ N =Y ) (Fa (<) = oy )y )
- J.B(o,]),(l[r](x_y) O4f, (tx +(1-2) y) (x-) dtd%

<sj In X-y ‘D tx +(1 t)y)‘dtdy
Wir integrieren beziglich x und mit Transformation-y - z gilt

\J:|r|£ Of,, —f fx < sJ’B(Oyl)r]

= Jl‘ﬂ (tz +y)‘dydt
ov

o'—.»—\

y) [ [|OuF, (bx +(@~t)y)|dxdydt
\%

Durch Approximation gilt diese Abschatzung figrdW*? (V). Damit haben wir

If, —f

n

<efo

|_1 Wnle—

Die letzte Ungleichung gilt wegen der Beschranktiien V. Dasuq| ||Wlp <o,
erhalt man
n, Of, - f, gleichmaRig inL* (V).

Weil g< p*, wenden die Interpolationsungleichung fifrNormen(Anhang) an,
also

”ns Ep _fn”Lq(V) = ”ns b e V) ”ns 0, n||E_P*e(v)

wobeil/q=6+(1-86)/p* 0<6<1sind. DerGagliardo-Nirenberg-Sobolev-Satz

impliziert dann:
0

Folo)

”ns L, _fn”LQ(v) SC””S .-

Folglich n, Cf,, - f,, gleichmaRig inL* (V) und L% (V).
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Wir behaupten nun fir jedes> 0 ist die Folge(r]g Dfn) gleichméafig beschrankt und
gleichgradig stetig.

Far x OR" gilt
|r]s Dfn| < J‘ n, (X —y) fn (y)‘dy
B(x.€)
S”r]E L”(R”) f”Ll(V) SC/E” < oo
und auch
0, (n o))< [ |7 (m. ()| (v ey
B(x.€)
= HDlns L”(R”) fn|||_1(v) < C/€n+1 < 00

Dann folgt unsere Behauptung, d2(5|§ Dfn)gleichméBig beschrankt und gleichgra-
dig stetig ist.

Es ist noch zu zeigen, dass eine Teilfolge exisserdass

<5 )(3

limsup
ik L(v)

- f,

gilt.
Wir haben schon gezeigt, dasg Of, — f, gleichmagig inL* (V) Wir betrachten

nun die Funktionerf_, die kompakte Trager in der beschrankten Mendeben.
Die f, sind gleichméafig beschrankt und gleichgradig st&tig kénnen dann den
Arzela-Ascoli Kompaktheitskriterium(siehe A.3.) waanden. Man kann also akzep-
tieren, dass es eine Teilfolg(aq£ Dfnk) von (r]£ Dfn) gibt, die gleichmaRig konver-

gentin V ist. Dann gilt (3)a
(Attouch, et al., 2005)

Wir haben erst mit SobolevrAume ganzzahliger Ordrggarbeitet. Sie sind Banach-
raume von Funktionen irL”(Q). Wir haben die Eigenschaften von Sobolev-

Funktionen beobachtet. Mit den Dichtheitsresultatenden viele Eigenschaften von
klassich differenzierbaren Funktionen fir Soboleviionen anwendbar. Wir
haben zunachst mit Hilfe von Fouriertransformatiim Sobolevraume beschrieben.
Als letztes haben wir Einbettungssatze untersudht. haben versucht die stetige
Einbettungen von Sobolevraumen in den Raume vaigeteFunktionen und in den
Le-Raumen zu bilden. Mit bestimmten Voraussetzungannkman also auch
kompakte Einbettungen finden, wie wir mit dem R#iKondrachov
Kompaktheitssatz gezeigt haben.
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ANHANG

A.l. Holderraume, Holder-Stetigkeit
Definition: Man versteht unter dem Ralﬁﬁ(ﬁ), den Raum von i) beschrank-

ten und gleichmaliig stetigen Funktion@fl(ﬁ) besteht also aus Funktionen, die

beschrankte und gleichmalig stetige Ableitungeddpﬂ mbesitzen. Auf C" (5)

definiert man die Norm
i ||m'm :=maxsup D f( >§‘

lal=m oo
Definition: Eine Funktion aufQ [0 R"hei3t holderstetig mit Exponent mit
O<a <1, wenn fur allex,ydQ qilt

I (x)=f (y)|<clx-y[

wobei die Konstante ¢ unabhéngig von x und yksir a =1 nennt man f
lipschitzstetig. Die kleinstmdgliche Konstante cdwvie folgt definiert

1], =supl *)T 1)
@ oy

Definition: Man bezeichnet m@™ (5) fir mON,,0<a <1, den Unterraum von

Funktionen |rCm( ) deren Ableitungen von der Ordnung kleiner odeicil m

holderstetig mit Exponentt bzw. lipschitzstetig sind. Man definiert a@™* (Q)
folgende Norm, die endlich ist:

[Fllenea) = > [P

[ajlsm

“f

PICRN
Satz: Der RaumC™ (5) ist ein Banachraum.

A.2.Verallgemeinerte Holder —Ungleichung.Sei nON und 1< p < oo fiir
1<i<n undl1l<p< nmit

n

> =1

i=1 p|
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Seienf, OL” (Q) fir 1<i<n. Dann folgt die Ungleichung

[N AL [ 1
Q 1=1

Beweis:Durch Induktion auf Hélder-Ungleichung (Evans, 2P0

A.3. Satz von Arzela-Ascoli.Sei eine Folge von Funktionefy,nON ,auf R"
gleichgradig gleichmaRig stetig mit

f.|<K.,nON,xOR"

fur eine Konstante K. Dann existiert eine gleichigd®nvergente Teilfolgeﬁnk und
eine stetige Funktion f so dafs gegen f gleichmaBig auf kompakten Teilmengen

von R" konvergiert.
GleichmaRig gleichgradig bedeutet dass fir jegle® existiert eind>0, so dass

[x—y| <& impliziert

f,(x)=f,(v) <e fur x,yOR", nON.

A.4. Lebesguescher Grenzwertsatz tiber dominierte Kivergenz.
Es seiQ O R" mel3bar und, eine punktweise konvergente Folge mef3barer Funkti-

onen . Gibt es eine Funktion g in(Q) mit |f, (x)|<g(x) fir alle k und allex JQ
, So gilt:
II(iTOE[fk(x)dx :ilki[rlfk(x Jdx .

(Dobwolski, 2006 S. 68)

A.5. Interpolationsungleichung fur L? -Normen.
Man nehme an, dads s< r< t<oo  mit

+(1—6)
=

=k
nlo

Sei alsof OL'(Q) nL®(Q) . Dann istf OL" (Q) und

[0y <1 i I ey

(Evans, 2002 S. 623)
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