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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Allgemeines

Der Begriff ,,Chaos” ist in vielen Bereichen des Alltags und der Wissenschaft
allgegenwirtig. Doch was ist ,,Chaos“? Kann ,,Chaos* definiert, bestimmt
oder gar berechnet werden?

,Chaos” tritt in dynamischen Systemen auf, die in zahlreichen Bereichen
der Wissenschaft vorkommen. Begriffe wie ,,Chaos” und Schmetterlingseffekt
sind aus der Meteorologie bekannt. Der CO,-Kreislauf sowie auch der Kli-
mawandel unterliegen einem dynamischen chaotischen System. Anhand der
in dieser Arbeit behandelten Theorie zu Stabilitdt und stabilen und insta-
bilen Bahntypen, kann in der Astronomie die Entstehung von Bahnen um
Planeten, wie zum Beispiel die bekannten Ringe des Saturns erklart werden.
In Teilgebieten der Physik, wie etwa der Mechanik beschreiben dynamische
Systeme Sachverhalte, wie das Schwingen eines Pendels oder weitere Bewe-
gungsablaufe. Der Ausgang beim Werfen eines Wiirfels ist zwar theoretisch
durch das Newton’sche Gesetz der Mechanik exakt bestimmbar, aber in der
Praxis ein chaotisches dynamisches System. Fiir die Beschreibung der Ab-
laufe bei Reaktionsgleichungen werden dynamische Systeme in der Chemie
herangezogen. In der Biologie beschreiben dynamische Systeme Vorginge in
der Okologie, wie das Populationswachstum. Auch die Darstellung der Foto-
synthese kann durch dynamische Systeme erfolgen.
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1.2 Ziel der Arbeit

Ziel der Arbeit ist es zu beschreiben, was ein dynamisches System ist und
wann es stabil oder instabil ist. Unter welchen Bedingungen sich die Stabilitit
dynamischer Systeme #dndert und was nach langer Zeit oder bei Iteration
passiert, soll ebenfalls analysiert werden.

Dariiber hinaus soll diese Arbeit veranschaulichen, dass bereits bei sehr
einfachen Funktionen ,,Chaos* auftreten kann. Hier sei besonders auf die
logistische Funktion hingewiesen, die in dieser Arbeit immer wieder fiir Bei-
spiele herangezogen wird. Weiters wird versucht den Begriff ,Chaos durch
Eigenschaften zu beschreiben. Eine zentrale Frage in diesem Zusammenhang
ist wie genau getroffene Vorhersagen sind. Zahlreiche grundlegende Anfangs-
bedingungen eines Systems konnen nur mit einer bestimmten Genauigkeit,
also mit der Wahrscheinlichkeit P mit P < 1 gemacht werden. Dies hat
zur Folge, dass kleine Unterschiede in den Anfangsbedingungen sehr grofie
Anderungen im Verhalten des dynamischen Systems bewirken und so keine
genauen Vorhersagen getroffen werden kdnnen. Das beschriebene Merkmal
ist ein wesentliches Merkmal von dynamischen chaotischen Systemen.

Ein weiteres Ziel dieser Arbeit ist es einen Einblick in die Theorie diskreter
dynamischer Systeme zu geben.

1.3 Aufbau der Arbeit

Zu Beginn der Arbeit wird in Kapitel zwei erkléart, was dynamische Systeme
sind und welche Arten von dynamischen Systemen es gibt. Zur Veranschau-
lichung werden Beispiele aus der Populationsbiologie angefiihrt. In Kapitel
drei wird die Stabilitdt von dynamischen Systemen untersucht. Auch in die-
sem Kapitel werden die Inhalte anhand bekannter Modelle aus der Biologie
reflektiert. Das néchste Kapitel behandelt Bifurkationen, die in dynamischen
Systemen auftreten konnen. An einem Beispiel aus der Populationsbiologie
wird der Weg ins ,,Chaos” gezeigt. Dies fiihrt zum fiinften Kapitel, indem
,Chaos* genauer betrachtet wird. Nach einem einleitenden Beispiel aus der
Mathematik, bei dem ebenfalls ,,Chaos” auftritt wird die topologische Entro-
pie, die ein Mafs dafiir ist wie ,,chaotisch ein dynamisches System ist, de-
finiert. Weiters wird beschrieben wie sie berechnet werden kann. Neben der
topologischen Entropie wird auch die maftheoretische Entropie, sowie der
Zusammenhang dieser beiden behandelt. Eine Verallgemeinerung der topo-
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logischen Entropie stellt der topologische Druck dar, der ebenfalls in Kapitel
fiinf definiert wird. Abschliefsend werden Abbildungen auf einem Intervall
und die Stabilitdt der topologischen Entropie und des topologischen Drucks
auf Intervallabbildungen beschrieben.

In dieser Arbeit werden vor allem Beispiele aus dem Bereich der Bio-
mathematik zur Veranschaulichung herangezogen. Dabei sei jedoch darauf
hingewiesen, dass theoretische Modelle die Wirklichkeit nur vereinfacht wie-
dergeben konnen. Nicht alle Aspekte, die in der Realitit miteinfliefien, konnen
auch im Modell beriicksichtigt werden.

Einige Inhalte der Arbeit werden graphisch veranschaulicht. Alle Abbil-
dungen wurden mit Mathematica 7 eigenhindig erstellt.
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Kapitel 2

Dynamische Systeme

Dieses Kapitel gibt eine erste Beschreibung dynamischer Systeme. Beispie-
le aus der Populationsbiologie veranschaulichen diskrete und kontinuierliche
dynamische Systeme.

2.1 Einleitung

Vielen einfach erscheinenden Phinomenen liegen sehr komplizierte dynami-
sche Systeme zugrunde. Was ein dynamisches System ist, wird in diesem
Kapitel anhand einiger Beispiele ndher beschrieben.

Ein einfaches und anschauliches Beispiel fiir ein diskretes dynamisches
System ist

T
ee

x,e® e e L.
Die Grundfrage, die sich bei der Behandlung dynamischer Systeme stellt ist,
was mit einer Funktion 7" und einem Startwert = bei wiederholter Anwendung

2, T(2), T(T(z)), T(T(T(z))),...

nach langer Zeit passiert. (vgl. [12] S. 2 und [10] S. 19).
Diese Zusammensetzung von Funktionen

T(T(x)) =T*()
T(T(T(x))) = T()
T(T(T(T(x)))) = T()
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wird Iteration genannt. Dabei ist Iteration (lat. ,Wiederholung®) die ,Bez.
fiir die schrittweise Anndherung an eine gesuchte Zahl, wobei man jedesmal
denselben Rechenvorgang auf den zuvor berechneten Wert anwendet.* ([33],
S. 48).

2.2 Arten von dynamischen Systemen

Es kann zwischen diskreten und kontinuierlichen dynamischen Systemen un-
terschieden werden. Diskrete dynamische Systeme werden zu gewissen Zeit-
punkten betrachtet, wihrend bei kontinuierlichen dynamischen Systemen die
Anderungen in gewissen Zeitspannen untersucht werden. Erstere werden in
der Mathematik durch Differenzengleichungen beschrieben. Kontinuierliche
dynamische Systeme werden durch Differenzialgleichungen dargestellt. Bei
einem kontinuierlichen dynamischen System, das durch eine Differenzialglei-
chung mit der unabhéngigen Variable ¢ beschrieben wird, stellen sich die
typischen Fragen fiir dynamische Systeme: Was passiert nach langer Zeit
t — 400 und was war vor langer Zeit t — —oo? Bei diskreten dynami-
schen Systemen wird das Verhalten der Punkte x, T'(z), T*(z), ..., T"(z) bei
wachsendem n untersucht. (vgl. [12] S. 17).

Neben der Unterscheidung in diskrete und kontinuierliche dynamische
Systeme erfolgt weiters eine Unterscheidung in lineare und nicht lineare Sys-
teme. Die Dimension dynamischer Systeme kann ebenfalls zur Unterschei-
dung herangezogen werden. Es gibt nulldimensionale, eindimensionale, zwei-
dimensionale und héherdimensionale dynamische Systeme. Was ein topologi-
sches dynamisches System ist, wird in dieser Arbeit in Kapitel fiinf behandelt.
Eine Definition eines diskreten topologischen dynamischen Systems in einem
kompakten metrischen Raum wird in Abschnitt 5.3 in Definition 29 gegeben.
Von Bedeutung ist weiters das chaotische dynamische System. In einem chao-
tischen dynamischen System ist theoretisch alles vorhersagbar, nicht jedoch
in der Praxis. ,,Chaos” beschreibt theoretisch ein deterministisches System,
indem durch Gesetze alles vollstéindig beschrieben werden kann. Determinis-
tisch bedeutet in diesem Zusammenhang nach Arnold (vgl. [3] S. 9), dass der
gesamte zukiinftige und der gesamte vergangene Verlauf durch den gegen-
wartigen Zustand eindeutig bestimmt werden kann. Tatsédchlich handelt es
sich in der Praxis jedoch um ein wahrscheinlichkeitstheoretisches System, bei
dem die Ergebnisse nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit vorhergesagt
werden konnen.
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2.3 Dynamische Systeme in der Populations-
biologie

Als weitere Motivation zur Erkldrung eines dynamischen Systems dienen
nachfolgende Beispiele aus der Populationsbiologie. In der Populationsbiolo-
gie wird die langfristige Entwicklung von Populationen einer Art betrachtet.
Als Population wird nach Bick ([6] S. 17) die ,,Gesamtheit der Individuen
einer Organismenart mit gemeinsamen genetischen Gruppenmerkmalen in
einem bestimmten Raum“ bezeichnet. Mathematische Modelle werden her-
angezogen, um die Fluktuation unter gewissen Parametern, wie Nahrungsres-
sourcen, Anzahl der Pradatoren oder klimatische Bedingungen zu beschrei-
ben. Je nach dem, wie oft die Population betrachtet wird, ist das Ergebnis
in Form einer Differenzialgleichung (kontinuierliche Funktion) oder in Form
einer Differenzengleichung (diskrete Funktion) darstellbar. Es stellt sich also
die typische Frage fiir dynamische Systeme: Kann die langfristige Entwick-
lung einer Population vorhergesagt werden, wenn die Anzahl der Individuen
der Ausgangspopulation gegeben ist? (vgl. [12] S. 3, 4).

Um diese Frage zu behandeln wird das Wachstum von Populationen in einem
Modell dargestellt. Zu den grundlegenden Modellen in der Populationsbio-
logie zéhlen die des exponentiellen und des logistischen Wachstums. Diese
beiden Wachstumsmodelle werden nun né&her beschrieben.

2.3.1 Exponentielles Wachstum

In dem Modell des exponentiellen Wachstums wird angenommen, dass die
Umweltfaktoren konstant bleiben und es keine Storfaktoren gibt, die mit
steigender Individuenzahl in der Population zunehmen. Es werden somit Ein-
flussfaktoren, wie zum Beispiel Nahrungsknappheit oder die Knappheit von
Raum nicht beriicksichtigt. Eine weitere grundlegende Annahme ist, dass es
keine Zu- und Abwanderung gibt. (vgl. [6] S. 233).

Dieses Modell wird zum Beispiel fiir die Beschreibung des Bevolkerungs-
wachstums, des Wachstums von Bakterien oder des Wachstums durch Zell-
teilung angewendet. Ein weiteres Anwendungsgebiet ist die Neubesiedlung
von Lebensrdumen durch Erstbesiedler, wie zum Beispiel Protisten, Pflan-
zen oder Tiere. Exponentielles Wachstum ist jedoch in der Natur nur iiber
kurze Zeitrdume zu beobachten. (vgl. [6] S. 234).
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Nachstehend wird zuerst das Modell des diskreten und anschlieffend das
Modell des kontinuierlichen exponentiellen Wachstums behandelt.

Diskretes exponentielles Wachstum

Wird die Verdnderung der Population von einem Jahr zum néchsten oder
von einer Generation zur nichsten betrachtet, so spricht man von einem
diskreten Modell. Die Zeit t ist eine diskrete Variable und nimmt Werte aus
Ny an. Das diskrete Modell fiihrt zu Differenzengleichungen. Mit N, wird
die Populationsgrofe nach n Generationen, wobei n € N ist, beschrieben.
Die Populationsgrofse der nichsten Generation ist direkt proportional zur
aktuellen Populationsgrofse

Nn+1 - an

Dabei ist die Wachstumsrate k£ konstant. Fiir eine Ausgangspopulation N
zum Zeitpunkt ¢ = 0 ergibt sich

Ny = kNO)
Ny = kN, = k2N,
N3 - ]{]NQ == ngo,

N, = kN,_1 = k" Nj.

Aussagen sind nur iiber die Populationsgrofe zu den einzelnen Zeitpunkten
moglich, nicht jedoch iiber Werte dazwischen. Das langfristige Schicksal der
Population kann in zwei Féille unterschieden werden. Ist zum einen k£ > 1,
dann wéchst die Population unkontrolliert (N,, — o0). Ist jedoch 0 < k < 1,
so stirbt die Population nach langer Zeit aus (N,, — 0). (vgl. [12] S. 4, 5).

Nachstehendes Beispiel dient zur Veranschaulichung des beschriebenen
Wachstumsmodells.

Beispiel 1. Das Wachstum einer Bakterienkultur wird untersucht. Dazu
wird jede Stunde die Grofe der Kultur bestimmt. Die Ausgangspopulation
Ny hat zu Beginn der Messung eine Fliche von 2cm? besiedelt. Es sei die
Wachstumsrate k£ = 1, 35. Somit kann die Grofe der Kultur nach n Stunden
durch

N,=1,35"-2
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berechnet werden.

In Tabelle 2.1 ist die Entwicklung der Bakterienkultur in den ersten 20
Stunden mit gerundeten Werten angefiihrt. Fiir die graphische Darstellung
der Entwicklung der Bakterienkultur siehe Abbildung 2.1.

Tabelle 2.1: Diskretes exponentielles Wachstum einer Bakterienkultur

ZEIT [STUNDEN| GROSSE DER BAKTERIENKULTUR [CM?]

0 2

1 2,7
p 3,65
3 4,92
4 6,64
5 8,97
6 12,11
7 16,34
8 22,06
9 29,79
10 40,21
11 54,29
12 73,29
13 98,94
14 133,57
15 180,32
16 243,43
17 328,63
18 443,65
19 598,92
20 808,55

Kontinuierliches exponentielles Wachstum

Kann die Zeit t alle reellen positiven Werte ¢ € RT annehmen, so handelt es
sich um ein kontinuierliches Modell. Dieses Modell wird nach Bick (vgl. [6]
S. 233, 234) beschrieben.
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Abbildung 2.1: Entwicklung der Bakterienkultur

Die Differenzialgleichung lautet

L _N=kN 2.1
— , (2.1)

wobei
N ... die Anzahl der Individuen der Population,

t ... die Zeit und
k ... die spezifische Vermehrungsrate, also die Differenz aus Geburtenrate
und Sterberate pro Individuum der Population ist.
Ist die Ausgangspopulation Ny zum Zeitpunkt ¢ = 0 bekannt, so ist durch
die Losung der Differenzialgleichung (2.1)

N(t) = Nye** fiir alle t > 0

die Anzahl der Individuen der Population zur Zeit ¢ gegeben.

Langfristig (¢t — 400) kann es zum einen zu einem ungehemmten Ausbrei-
ten der Population kommen N (t) — oo, falls die spezifische Vermehrungsrate
positiv ist. Zum anderen kann es zum Aussterben der Population kommen
N(t) — 0, falls die spezifische Vermehrungsrate negativ ist. (vgl. [12] S. 4).
Nachstehendes Beispiel aus Heuser (vgl. [16] S. 22) veranschaulicht die Gren-
zen dieses Modells.
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Beispiel 2. Es wird die menschliche Bevolkerung der Erde mit dem Modell
des exponentiellen Wachstums beschrieben. Die spezifische Vermehrungsrate
sei ndherungsweise 0,02 pro Jahr. Im Jahr 1986 lebten nach Angabe der
Vereinten Nationen ungefihr 5 Milliarden Menschen auf der Erde. Die Anzahl
der Erdbevélkerung zum Zeitpunkt ¢ Jahre nach 1986 kann somit durch

N(t) =5-10%. 0%

ermittelt werden.

In Tabelle 2.2 ist die Grofse der Erdbevolkerung bis zum Jahr 2501 an-
gegeben. Die entsprechende graphische Darstellung ist in Abbildung 2.2 zu
sehen.

Tabelle 2.2: Kontinuierliches exponentielles Wachstum der Erdbevolkerung
JAHR ZEIT [JAHRE NACH 1986] ERDBEVOLKERUNG

1986 0 5-10°
1990 4 5,41644-10°
2000 14 6,61565-10°
2010 24 8,08037-10°
2020 34 9,86939-10°
2030 44 1,20545-10'°
2040 54 1,47234-10'
2050 64 1,79832-10'°
2100 114 4,88834-10'°
2200 214 3,61202-10"!
2300 314 2,66894-10"2
2400 414 1,97210-10"3
2500 514 1,45719-10™
2501 515 1,48663-10

Die Bevolkerungszahl von 148,7 Billionen Menschen im Jahr 2501 kann
wie folgt veranschaulicht werden. Die Landfliche des Planten Erde betrigt
149 Billionen Quadratmeter. Wiirde sich die Bevolkerung nach dem Modell
des exponentiellen Wachstums entwickeln, so hétte jeder Mensch im Jahr
2501 statistisch nur einen Quadratmeter Land zur Verfiigung.

Das angefiihrte Beispiel zeigt ebenfalls, dass beim Modell des exponentiel-
len Wachstums die Wachstumsgeschwindigkeit dd—];f = kN mit zunehmendem
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Abbildung 2.2: Entwicklung der Erdbevolkerung

Wachstum grofer wird. Somit wichst die Population umso schneller, je grofer
sie bereits ist. (vgl. [16] S. 21).

Die langfristige Entwicklung einer Population kann natiirlich nicht nur
zu den zwei dargestellten Fillen des ungehemmten Wachstums und des Aus-
sterbens fithren. Wie bereits erwiahnt, tritt exponentielles Wachstum in der
Natur meist nur in kurzen Zeitraumen auf. Das Wachstum wird durch Fak-
toren wie Mangel an Lebensraum, Mangel an Nahrung oder das Auftreten
von Seuchen begrenzt. Somit ist eine wesentliche Verbesserung des Modells
nicht unbegrenztes Wachstum sondern, wie fiir reale Prozesse viel hiufiger,
begrenztes Wachstum anzunehmen. Darauf wird im néchsten Abschnitt mit
dem Modell des logistischen Wachstums eingegangen.

2.3.2 Logistisches Wachstum

Eine Moglichkeit zur Verbesserung des Wachstumsmodells ist einen limitie-
renden Faktor L fiir die Population einzufiihren. Dieser beschreibt die Ka-
pazititsgrenze der Population und kann durch Faktoren wie Konkurrenten,
Prédatoren, abiotische Faktoren, Nahrung und Raum bestimmt werden. Geht
die Grofke der Population N(t) iiber L hinaus, wird das Wachstum der Po-
pulation zuriick gehen. Andererseits hat die Population die Moglichkeit zu
wachsen, falls N (t) < L ist. Dieser Sachverhalt wird mit dem Modell des logis-
tischen Wachstums dargestellt. Das Modell des logistischen Wachstums ver-
bindet das Modell des exponentiellen Wachstums mit dem des beschrinkten
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Wachstums. Es geht auf den Mathematiker und Statistiker Pierre-Francois
Verhulst (1804 — 1849) zuriick. (vgl. [12] S. 5, [39] S. 143 und [51] S. 324).

Kontinuierliches logistisches Wachstum

Im Vergleich zum Modell des kontinuierlichen exponentiellen Wachstums
wird die Differenzialgleichung mit dem Faktor L — N multipliziert. Damit
ergibt sich, dass die Wachstumsrate & nicht nur proportional zur Grofe der
Population N, sondern auch zur Kapazitit, die bis zum Erreichen des li-
mitierenden Faktors noch vorhanden ist. Das Modell des kontinuierlichen
logistischen Wachstums wird durch die Differenzialgleichung

ij—]j = N =kN(L - N) (2.2)
mit k£, L > 0 und konstant dargestellt. In dieser Gleichung beschreibt k die
Wachstumsrate und L den Sdttigungspunkt oder die Kapazititsgrenze, bei
dem das gehemmte Wachstum in ein Schrumpfen iibergeht. (vgl. [12] S. 5, 6
und [16] S. 22, 23).

Die Losung der Differenzialgleichung (2.2) kann durch die Methode der
Trennung der Variablen ermittelt werden. Wird dabei der Logarithmus ver-
wendet, so ist der Logarithmus zur Basis e gemeint. Bei der Berechnung wird
die Variable N, die die Populationsgrofe beschreibt, durch die Variable x,
wie in der mathematischen Schreibweise iiblich, ersetzt. Somit folgt

d
& kx(L — z) = k(Lx — 2%).
dt
Die Variablen werden getrennt, indem die Gleichung formal mit dt und mit
dem Kehrwert von Lz — 22 multipliziert wird. Es ergibt sich

1
Lx — 22

Durch Integration der Gleichung folgt daraus

1
_ , 2.
/Lx_xde /kdt (2.3)

Bei der Partialbruchzerlegung erhilt man fiir Lz — 22 = 0 die Nullstellen
21 = 0 und z2 = L und somit den Ansatz

A B 1
+ == (2.4)

r—L 1 Lr—a?

dr = kdt.
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Wird mit dem Nenner Lz — 2% multipliziert, ergibt sich folgende Gleichung
—Ar+ B(L—x)=—-Ax+ BL — Bx = 1.

Die Koeffizienten A und B werden mittels Koeffizientenvergleich bestimmt.
Aus dem Koeffizientenvergleich erhélt man das Gleichungssystem

BL =1
—-A-B=0

aus dem sich A = —% und B = % ergeben. Werden die ermittelten Koeffizi-

enten in (2.4) eingesetzt, ergibt sich aus (2.3)

1 1
/ L d:p+/£dx:/kdt.
r—L x
Bevor das Integral berechnet wird, kann der Faktor % herausgehoben werden.

Somit ist . . .
z(/x_de—i—/;dx) :/kdt.

Beim Losen des Integrals ist die Integrationskonstante ¢ zu beriicksichtigen.
Es ist

1

7 (—log |z — L| + log|z|) = kt + ¢.
Wird die Gleichung mit L multipliziert, ergibt sich
log |z| —log |x — L| = Lkt + Le.

Gemék den Rechenregeln fiir Logarithmen folgt

log

xL’ — Lkt + Lé,

xr —

woraus sich

T
r— L
ergibt. Durch Einsetzen der Anfangsbedingung x(0) = xy kann die Integra-
tionskonstante ¢ ermittelt werden. Es ist

’ — eth-i—Lé — ethC (25)

Zo 0
l’o—L
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Wird die ermittelte Integrationskonstante in (2.5) eingesetzt, ergibt sich

z oLkt Lo
x— L ro— L

und somit

1 T eth

1-£% oz — L
Wird der Kehrwert genommen, so ist
L _m-L
T weelRt’
Einfache Umformungsschritte fithren zu

L 1 Ty — L :erL’“ — o+ L
T l’o@th l'o@th

Wird z explizit ausgedriickt, erhédlt man

Lxgel*t

L — xg + zgelkt’

a(t) =

Daraus ergibt sich mit der urspriinglichen Variable N fiir die Grofse der Po-
pulation

B LNyek+t

N L — NO + Noeth.

Ist £ > 0, so konnen nach Devaney (vgl. [12] S. 5) folgende drei Félle

unterschieden werden.
1. Fal: N> L, 4¥ <0
Hat die Population eine Grofse, die iiber dem limitierenden Faktor liegt,
so nimmt ihre Grofe ab. Dieser Fall ist in Abbildung 2.3 dargestellt.

N()

2. Fall N=1L, % =0
Entspricht die Populationsgrofe genau der Kapazititsgrenze, so bleibt
sie langfristig konstant. Die graphische Abbildung ist in Abbildung 2.4

zu sehen.

3. Fal. N < L, & >0

Wie Abbildung 2.5 zeigt, nimmt in diesem Fall die Grofe der Popula-
tion zu, da die Kapazititsgrenze noch nicht erreicht ist.
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Abbildung 2.3: Logistisches Wachstum mit N > L

Abbildung 2.4: Logistisches Wachstum mit N = L

Abbildung 2.5: Logistisches Wachstum mit N < L
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Von besonderem Interesse ist der 3. Fall, in dem die Groéfse der Popu-
lation die Kapazitidtsgrenze noch nicht erreicht hat. Zur Veranschaulichung
des Modells des kontinuierlichen logistischen Wachstums sind nachstehende
Beispiele aus der Biologie angefiihrt.

Beispiel 3. Die Entwicklung einer Population von Fruchtfliegen (Drosophi-
la) wird durch das logistische Wachstum beschrieben. Die Ausgangspopula-
tion besteht aus 8 Tieren und die Wachstumsrate wird mit 0, 00068 pro Tag
angenommen. Es ist ausreichend Lebensraum und Nahrung fiir hochstens
1250 Fliegen vorhanden. Der Bestand an Fruchtfliegen zum Zeitpunkt ¢ kann

durch
1250 - 8 085t

1250 — 8+ 8 05
ermittelt werden. In Tabelle 2.3 ist die Entwicklung der Fruchtfliegenpopu-
lation in den ersten 14 Tagen dargestellt.

N(t)

Tabelle 2.3: Kontinuierliches logistisches Wachstum bei Fruchtfliegen

ZEIT [TAGE| FRUCHTFLIEGENPOPULATION [ANZAHL]|

0 8

1 19

2 43

3 95

4 202
3 389
6 642
7 890
8 1066
9 1164
10 1212
11 1233
12 1243
13 1247
14 1249

Wie in Abbildung 2.6 zu sehen ist, verlauft das Wachstum zu Beginn ex-
ponentiell und nimmt immer weiter ab, bis es sich schliefslich mit einer Wachs-
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Abbildung 2.6: Entwicklung der Fruchtfliegenpopulation

tumsrate von ungefidhr null der Kapazitiatsgrenze niahert. Der S-formige Ver-
lauf der Losungskurve wird als sigmoid bezeichnet.

Das Modell des logistischen Wachstums spiegelt das reale Wachstum einer
Population besser wider, als das Modell des exponentiellen Wachstums.

Auch das Wachstum von Pflanzen kann mit dem Modell des kontinuier-
lichen logistischen Wachstums beschrieben werden. Zur Veranschaulichung
ist nachstehendes Beispiel in Anlehnung an die empirische Untersuchung von
Reed und Holland in [37| {iber das Hohenwachstum von Sonnenblumen an-
gefiihrt.

Beispiel 4. Die Entwicklung von Sonnenblumen wird durch das logistische
Wachstum beschrieben. Keimlinge mit einer Gréfse von ungefahr 2 cm werden
ausgepflanzt und ihr Wachstum 12 Wochen lang beobachtet. Die Wachstums-
rate wird mit 0,00046 pro Tag und die maximal erreichbare Hohe mit 255 cm
angenommen. Die durchschnittliche Hohe der Sonnenblumen zum Zeitpunkt
t in Tagen kann durch

255 .92 60’1173t

N(t) =
1) = 35531 g v

ermittelt werden.

Tabelle 2.4 zeigt die Entwicklung des Hohenwachstums von Sonnenblu-
men mit gerundeten Werten in den ersten 12 Wochen. Die graphische Dar-
stellung des Wachstums von Sonnenblumen ist in Abbildung 2.7 zu sehen.
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Tabelle 2.4: Kontinuierliches logistisches Wachstum von Sonnenblumen
ZEIT [TAGE| HOHE DER SONNENBLUMEN [CM]

0 p
7 45

14 10,0
21 21,7
28 44,5
35 82,8
42 133,1
49 181,8
56 216,6
63 236,6
70 246,5
77 251,2
84 253,3

250F
200
150
100

50+

0 20 40 60 80

Abbildung 2.7: Hohenwachstum von Sonnenblumen
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Diskretes logistisches Wachstum

Es konnte angenommen werden, dass die der Differenzialgleichung korrespon-
dierende Differenzengleichung sich auf lange Sicht d&hnlich verhilt. Wie sich
in dieser Arbeit herausstellen wird, ist dies jedoch nicht der Fall.
Das Wachstum der Population wird durch die nicht lineare Differenzen-
gleichungen
Nyy1 = kN, (L — N,)

mit konstantem Wachstumsfaktor £ > 0 beschrieben. Dabei stellt L wieder
den limitierenden Faktor oder die Kapazititsgrenze dar.

In weiterer Folge wird zur Vereinfachung die Annahme getroffen, dass
der limitierende Faktor L = 1 ist. Somit wird nicht die gesamte Population,
sondern nur ein gewisser Anteil betrachtet. Der Anteil der Population in der
Generation n ist N,. Daher ergibt sich die Differenzengleichung

Nyy1 = kN,(1 = N,), mit k£ > 0 konstant.

Es sei
Ny = T(a), Ny = T(T(x)), Ny = T(T(T(2)), ..

und die Grofe der Ausgangspopulation Ny = x. Dann ergibt sich die logisti-
sche Funktion
T(x) = kx(1—x). (2.6)

Es wird sich zeigen, dass die logistische Gleichung zu einem der grundle-
gendsten nicht linearen dynamischen Systeme fiihrt. Die der Differenzialglei-
chung des kontinuierlichen logistischen Wachstums analoge Differenzenglei-
chung fiihrt somit zu einem dynamischen System, dessen Dynamik bis heute
wissenschaftlich nicht vollsténdig geklart ist. (vgl. [12] S. 6).

Auf die logistische Gleichung wird in Abschnitt 4.5 ndher eingegangen.



Kapitel 3

Stabilitatsanalyse dynamischer
Systeme

In der Theorie dynamischer Systeme spielen Fixpunkte eine wichtige Rol-
le. Wird ein dynamisches System auf lange Sicht betrachtet, so kann ein
Fixpunkt anziehend oder abstofsend sein. Die Analyse der Stabilitdt dynami-
scher Systeme erfolgt in diesem Kapitel zuerst in diskreten und anschliefend
in kontinuierlichen Systemen. Konkrete Anwendung finden die behandelten
Inhalte im Lotka-Volterra-Modell und im SIR-Modell.

3.1 Diskrete Systeme

3.1.1 Fixpunkte

Die Existenz und Eindeutigkeit von Fixpunkten in diskreten dynamischen
Systemen wird im Banach’schen Fixpunktsatz gezeigt. Bevor dieser Satz for-
muliert und bewiesen wird, sind einige wichtige Definitionen angefiihrt.

Definition 1. Sei die Menge M # (). Es wird jedem Paar von Elementen
x,y € M eine reelle Zahl d(z,y) zugeordnet. Die Funktion d : M x M — R
wird Metrik auf M genannt, falls

1. d(z,y) > 0Vz,y € M,
2. d(z,y) =0z =y,

3. d(z,y) = d(y,z) Vo,y € M und

25
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4. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) Vx,y,z € M
erfiillt ist. Dabei heift (M, d) metrischer Raum.

Die Definition der Metrik kann zum Beispiel in Reitmann (vgl. [38] S.
227) oder in Brucks und Bruin (vgl. [10] S. 1) nachgelesen werden.

Definition 2. Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M eine Menge. Ein
Punkt © € M heift Haufungspunkt von A, falls in jeder Umgebung von
x Punkte aus A liegen, die von x verschieden sind, also Ve > 0 3y € A mit
y # x und d(y,z) < €.

In Reitmann (vgl. [38] S. 227) ist die Definition eines Héufungspunkts
gegeben.

Definition 3. Ist 7" eine Funktion, so heift x Fixpunkt, falls T'(z) = x gilt.
Der Punkt x wird auf sich selbst abgebildet.

Diese Definition besagt, dass sich der Wert von = bei Anwendung der
Funktion 7" nicht mehr dndert und somit das dynamische System auf diesem
Fixpunkt verharrt.

Nachstehende Definition ist nach Verhulst (vgl. [44] S. 211).

Definition 4. Ein Punkt z € X heiflt periodischer Punkt, falls es ein
n € N gibt, mit 7" (z) = z.

Definition 5. Die Periode von x wird durch das kleinste n mit der Ei-
genschaft

n =min{k € N: T%(z) = z}

beschrieben. Dabei heiftt + Punkt der Periode n. Ein Punkt der Periode
1 ist ein Fixpunkt.

Fiir die angefiihrte Definition 5 siehe Brucks und Bruin (vgl. [10] S. 20).

Definition 6. Sei M C R eine nicht leere Menge. Weiters sei 7' : M — R
eine Funktion. Dann heifst 7" Lipschitz-stetig auf M, falls eine Lipschitz-
Konstante K existiert (3K € R), sodass |T(x) — T(y)| < K|z — y| fiir alle
x,y € M gilt.
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Definition 7. Eine Abbildung einer Menge M in sich selbst, T : M — M,
heift Kontraktion, falls es ein ¢ < 1 gibt, sodass fiir alle z,y € M gilt:

d(T(x),T(y)) < qd(z,y)

Die Menge M wird bei mehrfacher Anwendung der Kontraktion in sich kon-
trahiert.

Bemerkung 1. Diese Definition entspricht Definition 6 von Lipschitz-stetig
mit einer Lipschitz-Konstante K < 1.

Nachstehend ist der Banach’sche Fixpunktsatz allgemein formuliert. Er
gibt Auskunft iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Fixpunkten in dis-
kreten Systemen. Der Banach’sche Fixpunktsatz ist nach dem Mathematiker
Stefan Banach (1892 — 1945) benannt. (vgl. [48] S. 163).

Satz 1 (Banach’scher Fixpunktsatz). Sei (M, d) ein vollstindiger metrischer
Raum und T : M — M eine Kontraktion. Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten Fixpunkt xo von T. Weiters qilt fiir alle x € M, dass

lim T"(z) = xo

n—~o0

die Ndherung an den Fixpunkt beschreibt. Zusdtzlich gibt die Fehlerabschidt-
zung

q

Ve e MVn e N:d(T"(z),z) < 1

die Entfernung vom Fizpunkt an.

Der angefiihrte Beweis des Banach’schen Fixpunktsatzes entspricht dem
Standardbeweis, der etwa in Heuser (vgl. [17]) nachzulesen ist. Im Zuge des
Beweises werden Behauptungen aufgestellt, die anschliefflend bewiesen wer-
den.

Beweis. Behauptung: Falls es einen Fixpunkt gibt, ist dieser eindeutig be-
stimmt.
Beweis der Behauptung: Es gilt T'(zo) = zo, T(yo) = yo und

d(l‘Ov yO) = d(T($0)7 T(yO)) < qd(l'o, yO)'

Da ¢ < 1 ist und daher d(xo, yo) = 0 ist, folgt xo = yo.
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Behauptung: Sei « € M. Dann konvergiert (7" (z))nen.
Beweis der Behauptung: Sei € > 0. So gilt

n

q
1—g¢q

AN :Vn> N : d(T(z),z) < e. (3.1)

Seien n,m > N. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit n < m

annehmen. Wird die Dreiecksungleichung angewendet, so ergibt sich

d(T™(x), T™(z)) < d(T"(x), T" (2)) + d(T" (), T"**(z)) + ...
+d(T™ (), T (x))

(3.2)
Wird die Kontraktion angewendet ergibt sich fiir den zweiten Summand
d(T" (@), T"(2)) = d(T o T"(2), T o T""(2)) < qd(T" (), T (2)),
fiir den dritten Summand
d(T"(x), T (2)) < qd(T"(2), T (2)) < ¢*d(T" (), T (2))
und so fort bis zum letzten Summand, fiir den gilt
d(T" (@), T (2)) < ¢" 7" Hd(T"(2), T" ().

Wird der Ausdruck d(7™(x),T""*(z)) herausgehoben, ergibt sich fiir (3.2)
daher

AT ), TN ) A+ g+ P+ P+ ) =
Der verbleibende Ausdruck ist eine endliche geometrische Reihe. Deshalb
folgt
m—n 1

Lo < a1 (a), T () ——.

o= d(T(2), T (z)) 1—¢ 1—¢q

Weiters gilt
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Gemilfs (3.1) gilt

Somit ist 7" (z) eine Cauchyfolge. Da M vollstindig ist, folgt dass T"(x)

konvergiert.
Zusatz: Bs gilt d (T (), limy_.oc T%(z)) < %d(T(m),x).
e

Beweis Zusatz: Definiere y = lim,, .., 7"(x). Sei ¢ > 0. Es gibt ein N mit
Vk > N :d(T*(x),y) < e. Wihle k > max{N,n}. Es ist
d(T"(x),y) < d(T"(x), T*(2)) + d(T*(),y).

Weiters ist d(T"(x), T*(x)) < 1=, d(T(z), ) und d(T*(x),y) < . Somit folgt

d(T"(x),y) <

Behauptung: Sei x € M und der Grenzwert zy = lim,_,., 7™ (x). Dann
gilt T'(xo) = zo.
Beweis der Behauptung: Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein N mit Vn > N :
d(T"(x), z0) < 5. Wihle n > N. Es ist

d(T(z0), 20) < d(T(z0), T" () + d(T"(z), ).

Da d(T'(x), T" () < qd(zo, T"(x)) < 5 und d(T"(z), 20) < § ist, ergibt
sich

d(T (o), z0) < d(T (o), T () + d(T"(z), 20) < 2% =e.

Daher ist d(T'(zo), z9) = 0 und somit T'(zy) = .

Es wurde also gezeigt, dass 7" (x) konvergiert und der Grenzwert wurde
xo genannt. Weiters wurde gezeigt, dass xy ein Fixpunkt ist. Da zu Beginn
des Beweises gezeigt wurde, dass der Fixpunkt eindeutig ist, ergibt sich, dass
T"(x) fiir alle z € M gegen x, konvergiert. O

Der Banach’sche Fixpunktsatz besagt auch, dass z( ein stabiler Fixpunkt
ist.
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3.1.2 Stabilitatskriterium

Wurden die Fixpunkte einer Funktion 7" ermittelt, so kann in weiterer Folge
die Stabilitdt der Fixpunkte analysiert werden.

Definition 8. Sei z ein Punkt der Periode n. Wenn |(7T")'(z)| # 1 ist, so
heifst der Punkt = hyperbolisch.

Definition 9. Der Punkt x wird anziehender periodischer Punkt oder
Attraktor genannt, falls x ein hyperbolischer Punkt der Periode n ist und
[(T™) (x)] < 1 gilt.

Definition 10. Der Punkt x wird abstofiender periodischer Punkt oder
Repellor genannt, falls z ein hyperbolischer Punkt der Periode n ist und
[(T™) ()] > 1 gilt.

Diese beiden Definitionen sind nach Devaney (vgl. [12] S. 24, 25, 26).
Nachstehende Definition der Jacobi-Matrix in diskreten Systemen ist nach
Plaschko und Brod (vgl. [34] S. 3, 8).

Definition 11. Sei 7 : R” — R", j € N und durch
zjp1 = T(z))

eine Iteration gegeben. Dann ist die Jacobi-Matrix

on on ., 9v
ox1 Oxo 0zn
J=1": : .
M Tn ., OTn
ox1 0o Oxn

Zusammenfassend kann die Stabilitit von Fixpunkten diskreter Syste-
me nach Plaschko und Brod (vgl. [34] S. 10), wie nachstehend beschrieben,
klassifiziert werden.

Definition 12. Je nach Lage der Eigenwerte \; mit j € {1,2,3,...,n} der
Jacobi-Matrix einer linearen oder nichtlinearen Iteration konnen Fixpunkte
wie folgt unterschieden werden.

e Der Fixpunkt ist stabil und wird Senke oder Attraktor genannt, wenn
fiir alle Eigenwerte |\;| < 1 gilt. In der Gaufischen Zahlenebene bedeu-
tet das, dass alle Eigenwerte im Inneren des Einheitskreises liegen.
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e Der Fixpunkt ist instabil und wird Quelle oder Repellor genannt,
wenn alle Eigenwerte aukerhalb des Einheitskreises liegen, also |\;| > 1
fiir alle Eigenwerte gilt.

e Ein Fixpunkt ist instabil und wird Sattelpunkt genannt, wenn min-
destens ein Eigenwert auflerhalb und mindestens ein Eigenwert inner-
halb des Einheitskreises liegt. Es ist somit [\;| > 1firj =1,2,...,m <
nund [Ny <1firk=m+1,...,n.

Falls fiir einen Eigenwert |\;| = 1 ist, kann mit dieser Linearisierungsmethode
keine Aussage getroffen werden.

In Abbildung 3.1 ist die Definition in der Gaufsschen Zahlenebene gra-
phisch dargestellt.

instabil

stabil

Re

Abbildung 3.1: Stabilitidt der Fixpunkte in der Gaufschen Zahlenebene

3.2 Kontinuierliche Systeme

3.2.1 Qualitative Theorie autonomer
Differenzialgleichungen

Fiir nichtlineare Differenzialgleichungssysteme gibt es keine einfachen Lo-
sungsverfahren. Losungswerte werden daher oft durch numerische Verfahren
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bestimmt. Reicht es jedoch aus das Losungsverhalten des Systems zu ermit-
teln, so kann dies ohne grofen Aufwand anhand einer qualitativen Analyse
erfolgen. (vgl. [16] S. 528).

Definition 13. Eine Differenzialgleichung der Form & = T'(z), die nicht von
t abhéngt, wird autonome Differenzialgleichung genannt.

Diese Definition kann in Verhulst (vgl. [44] S. 7) nachgelesen werden.

Definition 14. Seien @1 = T'(z1,x2) und &y = F(x1,z5) jeweils autonome
Differenzialgleichungen. Dann wird

l"l = T(l’l, 33'2)

i’g = F(ZL‘l, IL‘Q)

ein System autonomer Differenzialgleichungen erster Ordnung ge-
nannt.

Fiir diese Definition siehe Arnold (vgl. [3] S. 117, 118).

Definition 15. Ein Punkt z( heift Fixpunkt von & = T'(z), falls T'(z) = 0
ist.

Die Definition des Fixpunkts ist nach Verhulst (vgl. [44] S. 11).

Proposition 1. Der Punkt xq ist genau dann ein Fizpunkt von & = T(x),
wenn x(t) = xo Vt eine Lisung von & = T(x) ist.

Beweis. (=) Betrachte x(t) = zo. Es gilt 0 = @(t) = 0 = T'(xg) = T(z()).
(<) T(xg) =T(x(t)) = 2(t) = 0. 0

Der Fixpunkt z wird in der Literatur, wie zum Beispiel in Arnold (vgl. 3]
S. 15) oder in Heuser (vgl. [16] S. 535) auch kritischer Punkt, stationirer
Punkt, singuldrer Punkt, Ruhelage oder Gleichgewichtspunkt genannt. Die
Losung @ = T'(x) wird als stationédre Losung bezeichnet.

Fiir eine erste Analyse bei der Untersuchung von Systemen nichtlinearer
Differenzialgleichungen kann die Theorie von linearen Gleichungen herange-
zogen werden. Somit ist es moglich Aussagen iiber die Stabilitit von Fix-
punkten zu machen. Die nachstehende formale Definition ist nach Arnold
(vgl. [3] S. 157, 158) und Griine und Junge (vgl. [15] S.47).
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Definition 16. Ein linearer Operator im n-dimensionalen Raum R" sei
durch A : R" — R”" gegeben, wobei A die Systemmatrix genannt wird.
Dann wird durch die sogenannte Linearisierung

T = Ax

ein System von n linearen homogenen gewthnlichen Differenzialgleichungen
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten beschrieben.

Wann ein System autonomer Differenzialgleichungen hyperbolisch genannt
wird, ist nach Hirsch, Smale und Devaney (vgl. [18] S. 66) in nachstehender
Definition angefiihrt.

Definition 17. Ist der Realteil aller Eigenwerte einer Matrix A ungleich
null, also liegt kein Eigenwert auf der imagindren Achse, so wird die Matrix
hyperbolisch genannt. Ein System von Differenzialgleichungen heifst genau
dann hyperbolisch, wenn die Matrix A des linearisierten Systems & = Ax
hyperbolisch ist.

Um das Verhalten in der Néhe eines Fixpunkts zu beschreiben wird die
Jacobi-Matrix des Systems ermittelt. Das Losungsverhalten wird durch die
Eigenwerte der entsprechenden Jacobi-Matrix am Fixpunkt bestimmt.

Definition 18. Sei T : R® — R™ eine differenzierbare Funktion. Dann ist

die Jacobi-Matrix
an  In oy

o1 0o T OTn
J = : : .

Ol O .. OTm

ox1 Oxo 0zn

Proposition 2. Die Differenzialgleichung i(t) = T(x(t)) lautet in Kompo-
nentenschreibweise

(1) Ty (z1(t), 22(1), . . ., (1))
io(t) | | Ta(za(t), w2(t), ... 2al(t))

Es sei xg ein Fizpunkt. Die Jacobi-Matriz von T an der Stelle xq ist
%Tl (o) 8%211(%0) T %Tl (o)
aro(r0) g Ta(z0) -+ 5o-To(wo)

) = | A
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3.2.2 Stabilitidtsanalyse

In diesem Abschnitt wird die Frage, was mit den Losungen von & = T'(x)
nach langer Zeit passiert, behandelt.

Um die Struktur von Losungen in kleinen Umgebungen von Fixpunkten
zu analysieren wird der Satz von Hartman und Grobman formuliert.

(vgl. [34] S. 40, [52] S. 234, [15] S. 94 und [19] S. 304).

Satz 2 (Satz von Hartman und Grobman). Es sei & = T(x) ein autono-
mes System nichtlinearer Differenzialgleichungen und xq ein hyperbolischer
Fizpunkt. Dann ist in einer Umgebung des Fizpunkts das nichtlineare Sys-
tem & = T(x) und seine Linearisierung © = Ax lokal topologisch konjugiert.
Dies bedeutet, dass es lokal eine umkehrbare, eindeutige, stetige Abbildung
mit stetiger Inversen, also einen lokalen Homdomorphismus gibt.

Ein Beweis des Satzes ist in Jiménez Lopez (vgl. [19] S. 304 — 317) ange-
fiihrt.

Zusammengefasst sagt der Satz von Hartman und Grobman aus, dass
sich die Losungen der autonomen Differenzialgleichung in der Ndhe des Fix-
punkts, wie die des linearisierten Systems verhalten.

Das langfristige Verhalten der Losungen eines autonomen, homogenen
linearen Systems @ = Az hingt qualitativ vom Vorzeichen der Realteile der
relevanten Eigenwerte der Matrix A ab. Es konnen entsprechende Eigenrdume
E® und EY nach dem qualitativen Langzeitverhalten der in ihnen enthaltenen
Losungen, wie in nachstehendem Satz nach Griine und Junge (vgl. [15] S. 93)
angefiihrt, zusammengefasst werden.

Satz 3 (Stabilitétskriterium). Fs sei A eine reelle n x n Matriz und & = Ax.
Die Eigenwerte der Matriz A werden mit \; bezeichnet. Dann gibt es stabile
Unterriume E° und unstabile Unterriume EY von R™ mit den Eigenschaften:

1. Fiir zy € ES\ {0} erfiillt die Lésung x von i = Az, x(0) = xq, dass
limy 4o 2(t) = 0 und limsup,_,_ |z(t)] = +oo ist.

2. Fiir zg € EYV \ {0} erfillt die Losung x von @ = Az, x(0) = x¢, dass
limsup, ., o |z(t)| = 400 und lim;_,_ o, 2(t) = 0 ist.

Die Dimension von E® ist die Anzahl (mit algebraischer Vielfachheit) der
FEigenwerte mit negativem Realteil, also Re()\;) < 0. Das qualitative Verhalten
der in dem Unterraum ES enthaltenen Lisungen ist stabil. Im Unterraum EY
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sind jene Ldésungen enthalten, deren qualitatives Verhalten instabil ist. Die
Dimension dieses Teilraums ist die Anzahl (mit algebraischer Vielfachheit)
der Eigenwerte mit positivem Realteil Re(\;) > 0. Ist der Realteil genau null,
so kann mithilfe dieses Satzes keine Aussagen getroffen werden.

stabil
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Abbildung 3.2: Attraktor

Hyperbolische Fixpunkte dynamischer Systeme konnen nach Plaschko
und Brod (vgl. [34] S. 45) wie folgt klassifiziert werden.

Definition 19. Sei z( ein hyperbolischer Fixpunkt eines dynamischen Sys-
tems.

e Sind die Realteile aller Eigenwerte negativ, so ist der Fixpunkt stabil
und wird Senke oder Attraktor genannt. (sieche Abbildung 3.2).

e Sind die Realteile aller Eigenwerte positiv, so ist der Fixpunkt instabil
und wird Quelle oder Repellor genannt. (siehe Abbildung 3.3).

e Hat ein Teil der Eigenwerte positive Realteile und ein Teil negative,

so ist der hyperbolische Fixpunkt instabil und wird Sattelpunkt ge-
nannt. (siehe Abbildung 3.4).
Bei dem Teil der Eigenwerte mit positivem Realteil herrscht Instabili-
tdt. Die Phasenkurven werden vom Fixpunkt abgestofen. Andererseits
herrscht bei dem Teil der Eigenwerte mit negativem Realteil Stabilitét.
Die Phasenkurven werden vom Fixpunkt angezogen.
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Abbildung 3.3: Repellor
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Abbildung 3.4: Sattelpunkt
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Sind jedoch die Realteile der Eigenwerte null, also handelt es sich um
ein nicht hyperbolisches System, kann die beschriebene Klassifizierung zur
Untersuchung der Stabilitit nicht herangezogen werden.

Fiir diesen Fall wird nachstehend die Lyapunov Funktion nach Heuser
(vgl. [16] S. 547) und Wiggins (vgl. [52] S. 10, 11) definiert.

Definition 20. Sei

l"l = T(l’l, .%'2)

.1"2 = F(l’l,l'g)

ein autonomes System und xg sei ein Fixpunkt dieses Systems. Dann heifst
eine Funktion L(x1,z,) Lyapunov Funktion, falls sie in einer offenen Um-
gebung U von xq folgende Eigenschaften besitzt:

1. L ist stetig differenzierbar,

2. L verschwindet im Fixpunkt und ist aufserhalb des Fixpunkts positiv
und

3. g—leT +§—IL2F verschwindet im Fixpunkt und ist aufterhalb des Fixpunkts

<0.

Bemerkung 2. Gilt bei der 3. Bedingung sogar g—leT—i— g—éF <0, so wird L
eine strikte oder strenge Lyapunov Funktion genannt.

Fiir eine Definition der Lyapunov Funktion in R" siehe Wiggins (vgl. [52]
S. 12).

Die nach dem russischen Mathematiker Alexander Michailovi¢ Lyapunov
(1857 — 1918) (vgl. [50] S. 307) benannte Funktion dient dazu, die Stabilitét
eines Fixpunkts in einem dynamischen System zu beschreiben.

Fiir ein autonomes System, dessen Lyapunov Funktion bekannt ist, gelten
nach Heuser (vgl. [16] S. 547) die in nachstehender Definition angefiihrten
Stabilitdtskriterien. Obwohl diese Definition von der sonst in dieser Arbeit
verwendeten Bezeichnung abweicht, wird sie hier angefiihrt, da sie sehr ge-
brauchlich ist.
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Definition 21. Sei

l"l = T(l’l, .1'2)

i’g = F(ZL‘l, IL‘Q)

ein autonomes System mit dem Fixpunkt zy und das System besitze die
Lyapunov Funktion L. Dann ist der Fixpunkt x, stabil (d.h. eine Ldsung,
die nahe bei x( startet, bewegt sich nicht ,zu weit“ von xy weg). Der Fix-
punkt xy ist asymptotisch stabil (d.h. startet man nahe bei xy, dann gilt
lim; o (t) = ), falls L eine strikte Lyapunov Funktion ist.

Zur Veranschaulichung der behandelten Theorie dient nachstehendes Bei-
spiel.

Beispiel 5. Das autonome System S sei durch

T = —2r1 + 6,
.%"2:.%'%4-4.%'1—5.%'2—1

gegeben. Der Fixpunkt wird bestimmt, indem S(x) = 0 gesetzt wird. Aus
der ersten Gleichung ergibt sich fiir x;1 = 3. Wird dieses Ergebnis in die
zweite Gleichung eingesetzt, so erhélt man xy = 4. Somit ist der Fixpunkt

Ty = . Das Verhalten des Systems von Differenzialgleichungen in der

4
Néhe des Fixpunkts wird durch

d5(x) = <2x1_—2|—4 —05)

an der Stelle xy, also durch die Matrix

s(5)- (i 5)

bestimmt. Sind alle Eintriage einer Matrix oberhalb der Hauptdiagonale null,
so wird sie untere Dreiecksmatrix genannt. Analog spricht man von einer
oberen Dreiecksmatrix, wenn alle Eintrige unterhalb der Hauptdiagonale
null sind. Eine Eigenschaft von Dreiecksmatrizen ist, dass die Elemente der
Hauptdiagonale die Eigenwerte der Matrix sind. Da es sich in diesem Bei-
spiel um eine untere Dreiecksmatrix handelt, sind die Eigenwerte abzulesen.
Es ist Ay = —2 und Ay = —5. Da beide Eigenwerte negativ sind, ergibt sich
nach Satz 3 dim £ = 2 und dim EV = 0. Gemiik Definition 19 liegt hier ein
stabiler Fixpunkt, ndmlich ein Attraktor vor.
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Beispiele fiir dynamische Systeme gibt es nicht nur in der Mathematik.
Einige nichtlineare Systeme dienen als mathematische Modelle fiir biologische
Systeme. In den néchsten beiden Abschnitten werden das Lotka-Volterra-
Modell und das SIR-Modell beschrieben.

3.3 Lotka-Volterra-Modell

3.3.1 Einfaches Lotka-Volterra-Modell

Es sei die Population der Priadatoren (Rauber) durch R und die Population
der Beutetiere durch B festgelegt. Die Groke der jeweiligen Population ist
von der Zeit abhéngig. Somit gilt R(¢) und B(t). Wie jedes Modell spiegelt
auch das Rauber-Beute-Modell die Wirklichkeit aufgrund der dem Modell
zugrunde gelegten Bedingungen nur vereinfacht wider. Zur Beschreibung des
Modells werden die unrealistischen Annahmen getroffen, dass zum einen das
gesamte Nahrungsangebot der Pridatoren die Beutepopulation ist und zum
anderen das Nahrungsangebot fiir die Beutepopulation unbegrenzt ist. Gibt
es keine Pradatoren, so wichst die Beutepopulation exponentiell. Sei a die
Reproduktionsrate der Beutetiere. Dann ist die Geschwindigkeit der Vermeh-
rung
B =aB )

wobei a > 0 ist. Die Grofe der Beutepopulation zum Zeitpunkt ¢ kann durch
B(t) = Bye™ bestimmt werden, falls die Population der Pridatoren R = 0
ist. Die Kontakthaufigkeit der Pridatoren und der Beutetiere wird durch
das Produkt RB beschrieben. Bei Vorhandensein von Pridatoren nimmt die
Populationsgrofse der Beute in Abhéngigkeit von der Anzahl der Zusammen-
treffen zwischen Pridatoren und Beutetieren ab. Dies wird durch ¢BR mit
¢ > 0 im Modell dargestellt. Die Differenzialgleichung fiir die Beutepopula-
tion ist somit

B =aB — cBR.

Sie beschreibt die Rate, mit der sich die Anzahl der Beutetiere dndert. Ist
andererseits keine Beute vorhanden, also gilt B = 0, so nimmt die Population
der Pradatoren exponentiell ab. Die Sterberate der Priddatorenpopulation
wird durch s beschrieben. Fiir B = 0 gilt

R=—sR
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mit s > 0 und somit R(t) = Rpe *. Langfristig stirbt die Population der
Préadatoren aus. Sind jedoch Beutetiere vorhanden, so nimmt die Popula-
tionsgrofke der Priddatoren je nach Anzahl der Zusammentreffen zwischen
Priadatoren und Beutetieren zu. Die Zuwachsrate der Pradatoren wird durch
pBR mit p > 0 beschrieben. Fiir die Geschwindigkeit mit der sich die Prid-
atorenpopulation vermehrt ergibt sich daher die Differenzialgleichung

R = —sR+ pBR.

(vel. [18] S. 239 — 246, [15] S. 188, 189 und [3] S. 25, 26).

Sind a, ¢, p,s > 0 und die Grofen der beiden Populationen R, B > 0, so wird
die Wechselwirkung zwischen der Priadatorenpopulation und der Population
der Beutetiere durch das Réuber-Beute-Modell in Form eines autonomen
Systems von zwei nicht linearen Differenzialgleichungen erster Ordnung

0B

B—a—:aB—cBR:B(a—cR)
. 8Rt (3.3)
R= a5 = —sR+ pBR = R(—s + pB)

beschrieben. Dieses Modell geht auf den italienischen Mathematiker Vito
Volterra (1860 — 1940) und den Mathematiker Alfred James Lotka (1880 —
1949) zuriick. (vgl. [51] S. 354).

Da das System von Differenzialgleichungen nicht geschlossen losbar ist,
wird eine qualitative Analyse durchgefiihrt.
(vegl. [18] S. 239 — 243, [9] S. 192 — 200, [15] S. 188, 189, [29] S. 79 — 83
und [16] S. 528 — 532).

Die Fixpunkte des Differenzialgleichungssystems werden ermittelt, indem
B und R null gesetzt werden. Aus

B(a—cR)=0
R(—s+pB) =0

ergibt sich zum einen ein Fixpunkt im Ursprung (B, R), = (0,0) und ein

weiterer bei (B, R), = <i’% .
Zur Ermittlung der Stabilitit der Fixpunkte ist das linearisierte System

der Differenzialgleichungen notwendig. Dieses ist

P a—cR —cB .
-\ pR —s+pB)"



3.3. LOTKA-VOLTERRA-MODELL 41

Die Jacobi-Matrix ist

a—cR —cB
J(B, R) = < pR  —s +pB> '

Wird der erste Fixpunkt (B, R), = (0,0) in die Jacobi-Matrix eingesetzt, so

ergibt sich
a O
J(0,0) = (0 —s) .

Da es sich in diesem Fall um eine Dreiecksmatrix handelt, kénnen die FEi-
genwerte, die die Elemente der Hauptdiagonale sind, abgelesen werden. Die
Eigenwerte sind A\; = a und \y = —s. Der Realteil von \; ist positiv und jener
von ) negativ. Daher ergibt sich nach Satz 3 dim £° = 1 und dim BV = 1.
In diesem Fall handelt es sich um einen Sattelpunkt. Der Fixpunkt ist hyper-
bolisch instabil. Wie in Abbildung 3.5 dargestellt, herrscht in der R-Achse
(Ordinate) Stabilitdt. Die Bahnkurven werden vom Fixpunkt angezogen. An-
dererseits herrscht in der B-Achse (Abszisse) Instabilitdt und die Bahnkurven
werden vom Fixpunkt abgestofien.
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Abbildung 3.5: Phasenportrait des Fixpunkts (0, 0)
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Fiir den zweiten Fixpunkt (B, R), = <f—7, %) ist die Jacobi-Matrix

Bei der Bestimmung der Eigenwerte der Matrix miissen die Losungen der
quadratischen Gleichung \?> = —as ermittelt werden. Somit erhilt man die
rein imaginiiren Eigenwerte \; = iy/as und Ay = —i/as. Uber die Stabilitét
des zweiten Fixpunkts kann zunéichst nach Satz 2 und Satz 3 nichts ausgesagt
werden.

Deshalb erfolgt eine erste Analyse des Verlaufs der Losungskurven. Dazu
wird nachstehende Definition der Trajektorien gegeben, die in Braunf, Junek
und Krainer (vgl. [9] S. 194) nachzulesen ist.

Definition 22. Sei © = T'(z) ein autonomes System von zwei Differenzial-
gleichungen erster Ordnung. Alle Lésungskurven im Phasenraum, die durch
die Zuordnung t — (z1(t), x2(t)) entstehen werden Phasenportrait des Sys-
tems genannt. Die Phasenkurven heifsen Trajektorien oder Orbits.

Die Bestimmung der Trajektorien kann wie folgt beschrieben werden.

(vel. [16] S. 531, 532, [3] S. 26, 27, [18] S. 241 und [21] S. 132).

Um den Verlauf der Losungskurven zu analysieren werden die Isoklinen er-
mittelt. Unter Isoklinen versteht man Kurven gleicher Steigung k = T'(x) der
Differenzialgleichung & = T'(z). (vgl. [16] S. 57).

Aus der Losung von B = aB — ¢BR = 0 ergibt sich die erste Isokline
R = ¢ und die Losung von R = —sR + pBR = 0 fiihrt zur zweiten Iso-
kline B = ﬁ. Der Schnittpunkt der beiden Isoklinen ist der zweite Fixpunkt

(B,R)y = <§, %) Der Definitionsbereich B, R > 0 wird daher von den Iso-

klinen in vier Bereiche unterteilt. Wird am Punkt der Trajektorie mit dem
kleinsten Bestand an Prddatoren (R < %) begonnen, so wichst die Beu-
tepopulation und aufgrund zunehmender Nahrungsvorrite auch die Anzahl
der Priadatoren. Im ersten Bereich nimmt also sowohl die Population der
Beutetiere B > 0, als auch die Population der Pradatoren R > 0 zu. Die Li-
sungskurve bewegt sich gegen den Uhrzeigersinn, bis sie die Isokline R = ¢
schneidet. Die Population der Priadatoren wird iiberméchtig. Die Grofe der
Beutepopulation hat den maximalen Wert erreicht und bleibt konstant, wih-
rend die Zahl der Priadatoren weiter zunimmt. Im zweiten Bereich nimmt so-
mit die Beutepopulation ab B < 0 und die Pridatorenpopulation zu R > 0.
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Unterschreitet die Grofse der Beutepopulation den Schwellenwert B = 1_82’ SO
ist fiir die Pridatoren zu wenig Nahrung vorhanden und somit nimmt auch
ihre Populationsgrofe ab. Im dritten Bereich nimmt also sowohl die Beute-
population B < 0, als auch die Pradatorenpopulation B < 0 ab. Sinkt die
Populationsgroke der Pridatoren unter den Schwellenwert von R = 2, so
kann sich die Beutepopulation, die ihr Minimum erreicht hat, wieder erho-
len. Im vierten Bereich nimmt die Grofe der Pridatorenpopulation weiter
ab R < 0, wihrend die Zahl der Beutetiere zummmt B > 0. Erreicht die
Population der Beutetiere den Schwellenwert B = p, so ist genug Beute vor-
handen, um wieder ein Wachstum der Priadatorenpopulation zu ermdéglichen

und der Zyklus beginnt von neuem.

R

Abbildung 3.6: Analyse der Losungskurven im Lotka-Volterra-Modell

Wie die Losungskurven tatséchlich aussehen kann nach dieser ersten Ana-
lyse jedoch noch nicht gesagt werden. So konnten sie sich spiralféormig dem
Fixpunkt ndhern oder geschlossen sein, was eine periodische Schwankung der
Populationsgrofsen bedeuten wiirde.

Zur weiteren Bestimmung wird die Lyapunov Funktion nach Hirsch, Sma-
le und Devaney (vgl. [18] S. 241, 242) durch die Methode der Trennung der
Variablen ermittelt. Sei L(B, R) die Lyapunov Funktion, so ist

OL(B,R) OL(B,R)dB  OL(B,R)0R
ot 9B Ot OR Ot

L(B,R) = (3.4)
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Werden 22 und 2% gemiik (3.3) ersetzt, erhiilt man

. OL(B, R) OL(B, R)

L(B = B(a — - B).
(B, R) 55 (a —cR) + R R(—s+pB)
Wird L = 0 gesetzt ergibt sich, dass
OL(B,R) B _ OL(B,R) R
0B —s+pB  OR —a+cR

konstant ist. Wird diese Konstante gleich 1 gesetzt, so folgt
OL(B,R) —s+pB —s s

oB B B PP Rm (3:5)
OL(B,R) —a+cR —a B a
SR - R~ R +c=c 7 (3.6)

Werden die Ergebnisse von (3.5) und (3.6) in die Lyapunov Funktion (3.4)
eingesetzt, erhélt man

o= (- 3) o - 5)
0B s0B  OR aE)R.

Wird integriert, so ergibt sich die Lyapunov Funktion
L(B,R) = pB — slog B+ cR — alog R mit B, R > 0.

Nach Definition 21 ist der Fixpunkt (B, R)s = (g, g) daher stabil.

Die graphische Darstellung der Entwicklung der beiden Populationen
kann in einem Phasendiagramm und in einem Zeitdiagramm erfolgen. Beim
Phasendiagramm in Abbildung 3.7 ist die Grofe der Beutepopulation auf der
Abszisse und die Populationsgrofe der Pradatoren auf der Ordinate aufge-
tragen. Die konstante Lyapunov Funktion

L(B,R) =pB — slog B+ cR —alogR

beschreibt die Phasenkurven. Die Losungskurven bewegen sich um den zwei-
ten Fixpunkt (B, R)s = <§, %) Dieser bestimmt somit die durchschnittlichen

Grofen der beiden Populationen.
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B

Abbildung 3.7: Phasendiagramm des Lotka-Volterra-Modells

Fiir jede Ausgangspopulation der Beutetiere B(0) # 0 und der Prédato-
ren R(0) # 0 schwanken die beiden Populationsgrofen zyklisch und zeitlich
versetzt. Unabhéngig von der Grofe der Ausgangspopulationen kommt es
weder zum Aussterben noch zu einem unbeschrinkten Wachstum. (vgl. [18]
S. 243).

Die Populationen der Pradatoren und der Beutetiere unterliegen periodischen
Anderungen. Es kommt zu einer ungedimpften Schwingung oder Oszillation.

Das in Abbildung 3.8 angefiihrte Zeitdiagramm zeigt die Entwicklung der

Préadatoren- und der Beutepopulation in Abhéngigkeit von der Zeit ¢.

B,R

t

Abbildung 3.8: Zeitdiagramm des Lotka-Volterra-Modells
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In dem einfachen Lotka-Volterra-Modell wurde etwa der Einfluss von in-
traspezifischer Konkurrenz nicht beriicksichtigt. Diese Bedingung wird in
dem erweiterten Lotka-Volterra-Modell miteinbezogen. Das erweiterte Mo-
dell spiegelt die Wirklichkeit besser wider als das einfache Modell.

3.3.2 Erweitertes Lotka-Volterra-Modell

Eine Erweiterung des Rauber-Beute-Modells erfolgt, indem der Aspekt der
intraspezifischen Konkurrenz zum Beispiel in Form von Uberweidung hinzu-
gefiigt wird. (vgl. [18] S. 243 — 246).

Die Darstellung der intraspezifischen Konkurrenz in dem Modell erfolgt
durch Subtraktion von Termen, die proportional zu B? und R? sind. Gemif
dem Modell des logistischen Wachstums wird die Entwicklung der Beutepo-
pulation ohne Vorhandensein von Préadatoren durch die Gleichung

B =aB — \B?

beschrieben. Die Population der Pradatoren wird unter dem Aspekt der in-
traspezifischen Konkurrenz durch die Gleichung

R = —sR— uR?,

falls B = 0 ist, dargestellt.

Das erweiterte Rauber-Beute-Modell unter Beriicksichtigung des begrenz-
ten Wachstums der Populationen in Form der logistischen Gleichung wird
durch das autonome System

. B
B_a

=3 = B(a — ¢R — \B)
- OR

= — = — B—

R 5 (=s+pB — nR)

beschrieben. Die Grofen a, ¢, p, s, A und p sind positiv und konstant. (vgl. [18]
S. 243).

Die Fixpunkte des Differenzialgleichungssystems werden ermittelt, indem
B und R null gesetzt werden. Aus

Bla—cR—AB)=0
R(—s+pB —uR) =0
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ergeben sich die Fixpunkte (B, R); = (0,0) im Ursprung, (B, R); = (%,O)

und (B, R)3 = — (ap + ¢s,ap — s)\). Der Punkt (B, R) = <0,—§) liegt

cp+Ap e
nicht in der Definitionsmenge B, R > 0 und wird deshalb nicht behandelt.

Es wird wieder die Stabilitdt der Fixpunkte untersucht.
(vel. [18] S. 243 — 246, [16] S. 567 — 568 und [15] S. 189 — 191).
Das linearisierte System ist

. [(a—cR—-2\B —cB
v pR —s+pB —2uR -

Fiir den ersten Fixpunkt (B, R), = (0,0) ist die Jacobi-Matrix

=G %)

In diesem Fall handelt es sich um eine Dreiecksmatrix aus der die Eigenwerte
abgelesen werden konnen. Diese sind \; = a und Ay = —s. Der Realteil
von Ay ist positiv und der von A\, negativ. Daher ergibt sich nach Satz 3
dim £° = 1 und dim EY = 1. Es handelt sich, wie im Fall des einfachen
Lotka-Volterra-Modells um einen Sattelpunkt. Die graphische Darstellung
ist in Abbildung 3.5 angefiihrt.

Fiir die Analyse der beiden anderen Fixpunkte werden zunéchst die Iso-
klinen bestimmt. Sie ergeben sich, indem B = 0 und R = 0 gesetzt werden.
Somit ist

B=0=a—cR—\B=0und

R=0= —s+pB —puR=0.

Es wird nur der erste Quadrant behandelt, da geméfs dem Definitionsbe-
reich B, R > 0 sind. Wie in Abbildung 3.9 und in Abbildung 3.10 dargestellt,
kénnen zwei Félle unterschieden werden.

1. Fall: Der Schnittpunkt der Isoklinen liegt nicht im ersten Quadranten.

2. Fall: Der Schnittpunkt der Isoklinen liegt im ersten Quadranten.
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/ B

a/x sp

Abbildung 3.9: Isoklinen mit Schnittpunkt aufserhalb des ersten Quadranten

p a/A

Abbildung 3.10: Isoklinen mit Schnittpunkt im ersten Quadranten
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Betrachten wir zuerst den 1. Fall. Die Bestimmung der Stabilitit des

zweiten Fixpunkts erfolgt durch Linearisierung. Fiir den zweiten Fixpunkt
(B, R)> = (%,0) ergibt sich die Jacobi-Matrix

a —a  —cs
J(5:0) = x )
A ( 0 —s+ Px)
Da die Matrix eine obere Dreieckmatrix ist, konnen die Eigenwerte \; = —a
und Ay = —s + py abgelesen werden. Der Realteil des Eigenwertes A; ist
negativ. Ob der Realteil des zweiten Eigenwertes positiv oder negativ ist,
muss wie folgt analysiert werden. Der Schnittpunkt der Isoklinen liegt nicht

im ersten Quadranten. Werden die beiden Schnittpunkte der Isoklinen mit
der B-Achse betrachtet, so zeigt sich, dass der zweite Fixpunkt (B, R)y =

(%) links von (B, R) = (£,0) liegt. Somit gilt

a s
NSy

Da die Variable p positiv ist, kann mit ihr multipliziert werden ohne die

Ungleichung zu dndern. Daraus folgt

a

Xp < S

und somit ist

a
— ~ <0.
s—l—p)\

Der Eigenwert Ay = —s+p1{ ist negativ. Die Realteile der beiden Eigenwerte
sind reell negativ. Daher ergibt sich dim E° = 2 und dim EY = 0. Der
Fixpunkt ist nach Definition 19 stabil und somit ein Attraktor.

Wie in Abbildung 3.11 dargestellt zeigt sich, dass alle Losungskurven zu
dem zweiten Fixpunkt (B, R); = (%, O) konvergieren. Fiir die beiden Popula-
tionen bedeutet diese Losung, dass die Population der Préddatoren unabhén-
gig von der Grofe der Ausgangspopulation nach einiger Zeit ausstirbt. Der
Grund dafiir ist, dass zu wenig Beutetiere vorhanden sind und die Pridatoren
daher nicht ausreichend Nahrung haben. Die Grofse der Beutetierpopulati-
on stabilisiert sich langfristig bei der Kapazitatsgrenze B = {. Selbst die
Populationsgrofe der Beutetiere an der Kapazitdtsgrenze ist zu gering, um
ausreichend Nahrung fiir die Pridatoren darstellen zu kénnen. Auf lange
Sicht ist daher eine Koexistenz der beiden Populationen nicht moglich.

(vgl. [16] S. 567 und [18] S. 244, 245).
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Abbildung 3.11: Phasenportrait des Fixpunkts (%, O)

Sei nun der Schnittpunkt der beiden Isoklinen im ersten Quadranten.
Durch einfaches Nachrechnen zeigt sich, dass in diesem Fall der Isoklinen-
schnittpunkt der bereits ermittelte dritte Fixpunkt

(BvR)3 =

aft + cs,ap — SA
cp+Au(M p—sA)

ist.

Durch Linearisierung ergibt sich fiir diesen Fixpunkt die Jacobi-Matrix

—-A\B —c¢B
J(B,R)3 = ( DR —MR) )

Bei der Bestimmung der Eigenvektoren der Matrix ist die quadratische Glei-
chung 22 + (uR + AB)x + AuBR + cpBR = 0 zu lésen. Daraus folgt

_ 2
x:_uR;r/\Bi\/(uR 4/\B)

Der Wurzelausdruck kann nun abgeschétzt werden. Durch Weglassen des
Summanden —cpB R, der sicher negativ ist, da die Faktoren ¢, p, B, R positiv

— cpBR.
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sind, ergibt sich

(4R — AB)? vﬂuR-ABV [uR — AB|
V 1 cpBlt < 1 2

Wird die Dreiecksungleichung angewendet, so folgt

|uR — \B| < pR+ B
2 - 2 '

Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix sind daher entweder beide reell negativ
oder beide komplex mit negativem Realteil. Daraus ergibt sich nach Satz 3
dim F¥ = 2 und dim EY = 0. GeméR den Stabilititskriterien in Definition 19
ist der Fixpunkt stabil und somit ein Attraktor. (vgl. [18] S. 245).

Die graphische Darstellung des Phasenportraits des Fixpunkts (B, R)3 =

Cpi)\# (ap + cs,ap — sA) ist in Abbildung 3.12 zu sehen.

R
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Abbildung 3.12: Phasenportrait des Fixpunkts cp+)\,u, (ap + cs,ap — s\)

Fiir die Populationen der Priadatoren und der Beutetiere ist eine Koexis-
tenz langfristig moglich. (vgl. [16] S. 567).
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3.4 SIR-Modell

In diesem Abschnitt wird ein weiteres Modell vorgestellt, das durch nichtli-
neare Differenzialgleichungen beschrieben werden kann und dessen Stabilitét
analysiert wird.

Das SIR-Modell, wobei SIR fiir Susceptible Infected Recovered steht,
stammt aus dem Themenbereich der Epidemiologie. Gemafs der Definition
im Brockhaus ([32] S. 462) ist die Epidemiologie die ,,Lehre von der statist.
Hiaufigkeit und Verteilung von ansteckenden Krankheiten (...) in der Bev.
i.w.S. auch von nichtinfektiosen Erkrankungen wie Diabetes, Herzinfarkt,
Krebs. Wesentl. Aspekte sind die Erforschung der Risikofaktoren innerhalb
bestimmter Bevolkerungsgruppen, der Ursachen, Ubertragungswege, klimat.
und geomedizin. Voraussetzungen sowie der sozialen und volkswirtschatl. Fol-
gen.

Erstmals wurde das SIR-Modell von Kermack und McKendrick 1927
in [20] beschrieben. Durch die Untersuchung einer Pestepidemie in Mumbai
(frither Bombay) konnte das Modell von Kermack und McKendrick quanti-
tativ bestétigt werden. (vgl. [16] S. 562).

Dieses Modell von nichtlinearen Differenzialgleichungen dient dazu, um
die Verbreitung von Infektionskrankheiten wie zum Beispiel Masern oder Ma-
laria darzustellen. An dieser Stelle sei erwiihnt, dass Sir Ronald Ross (1857 —
1932) die Krankheit Malaria erforschte und ihre Verbreitung mit einem von
ihm entwickelten mathematischen Modell beschrieb. 1902 erhielt er den No-
belpreis fiir Medizin fiir seine Arbeiten iiber den Nachweis, wie die Krankheit
in den menschlichen Organismus gelangt. (vgl. [13] S.183, 184).

Die Grundfrage, die mit dem SIR-Modell behandelt wird, ist, wie sich
eine Infektionskrankheit in einer Population entwickelt. Kann sich die Epi-
demie dauerhaft durchsetzen oder ist es moglich die Krankheit auszurotten?
Das SIR-Modell beschreibt die Verbreitung von Infektionskrankheiten, bei
denen es zur Immunitétsbildung kommt. Beispiele sind Masern, Mumps und
Pocken. (vgl. [18] S. 235, 236).

Nachstehende Beschreibung des SIR-Modells ist nach Hirsch, Smale und
Devaney (vgl. [18] S. 235-237), Murray (vgl. [29] S. 319-325), Thieme (vgl. [42]
S. 293 — 303) sowie Ellner und Guckenheimer (vgl. [13] S. 183 — 191).

Als Grundlage dieses Modells wird die Annahme getroffen, dass die Gro-
e der Gesamtpopulation konstant ist. Eine Infektion erfolgt durch Kontakt
eines infizierten Individuums mit einem nicht Infizierten. Dabei wird ange-
nommen, dass es keine Inkubationszeit gibt und jedes Individuum der Po-
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pulation mit jedem anderen in Kontakt kommen kann. Diese Annahme wird
in dem Modell durch das Produkt SI dargestellt. Somit ist das Risiko einer
Infektion fiir alle gesunden Individuen einer Population fiktiv gleich. Die ge-
samte Population wird in drei disjunkte Teile (S, I, R) gegliedert, die je eine
von der Zeit t abhingige Funktion darstellen.

e S...ist die Anzahl der gesunden Individuen (susceptible individuals),
die mit der Krankheit infiziert werden konnen.

e ... beschreibt die Anzahl der infizierten Individuen (infected popula-
tion), die die Infektion weiter verbreiten konnen.

e R...ist die Anzahl der genesenen und nun immunen Individuen einer
Population (recovered population).

Essei S >0,1>0und R > 0.
Der Zusammenhang dieser drei Gruppen der Population kann durch

S—I1—R

dargestellt werden.
Sei die Anzahl der Gesamtpopulation S + I + R konstant. Somit gilt

S+I+R=0.
Die Ansteckung von gesunden Individuen flieft in das Modell in Form
der Infektionsrate e mit e > 0 und konstant ein. Diese ist proportional zu

der Anzahl der gesunden Individuen und zur Anzahl der Infizierten. Die
Heilung von Kranken wird durch die Genesungsrate g mit g > 0 und konstant

beriicksichtigt.
Das SIR-Modell wird durch die drei Differenzialgleichungen
. 0S
= — =—eS1
S BT eS1,
I
I=—=eSI—gl
ot ST =g,
R

ot 9
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beschrieben.
Die Anfangsbedingungen sind

S(O) = S() mit SO > 0,
I(0) = Iy mit I > 0 und
R(0) = 0.

Dieses Modell dient dazu, um bei gegebenen e, a, Sy und I, herauszu-
finden, ob die Krankheit sich ausbreitet, wie sich die Epidemie entwickelt
und wann die Anzahl der erkrankten Individuen in der Population wieder
abnimmt. (vgl. [29] S. 321).

Sind S(¢) und I(t) gegeben, so kann R(t) berechnet werden. Somit ist es
ausreichend das zweidimensionale System

.08
= —— = — I
S 5 eS
. JI
[=—=eSI—gqgl
o eS g

zu betrachten. Zur Ermittlung der Fixpunkte werden die beiden Gleichungen
null gesetzt. Aus

—eS1 =0 und
eSI—gl =0

ergibt sich, dass fiir [ = 0 die Grofe S beliebige Werte aus dem Definitions-
bereich annehmen kann. Alle Fixpunkte liegen daher auf der S-Achse, der
Abszisse.

Das linearisierte System ist

. [—el —eS
T= el eS— g v
Fiir jeden Wert S aus dem Definitionsbereich ergibt sich mit (.5,0) die

Jacobi-Matrix
g 0 —eS
- \0 eS—g)/°

Da die Matrix eine obere Dreiecksmatrix ist, konnen die Eigenwerte abgelesen
werden. Sie sind Ay = 0 und Ay =eS —g¢. Falls 0 < S < % ist, dann ist der
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Eigenwert A, negativ. Er ist positiv, falls S > £ gilt. Da ein Eigenwert null
ist, kann nach Satz 2 und Satz 3 zunéchst nichts iiber die Stabilitidt ausgesagt
werden.

Fiir eine erste Analyse werden die Isoklinen betrachtet. Aus

I=eSI—gl=0

folgt
eS=g
und es ergibt sich die Isokline
s=1
e

Ist I > 0, dann gilt fiir die Anzahl der gesunden Individuen S:

1. Ist S > £, so folgt dass die Zahl der Infizierten zunimmt I1>0,

2. ist S = £, s0 ist die Zahl der infizierten Personen auf einem konstanten
Niveau I = 0,

3. und wenn S < £ ist, dann nimmt die Zahl der Infizierten ab I<o.

(vel. [29] S. 320, 321).

Diese Analyse der Losungskurven ist in Abbildung 3.13 graphisch dargestellt.
Nach der ersten Analyse werden nun zur genaueren Betrachtung die Tra-

jektorien bestimmt. Die Trajektorien sind die Integralkurven der Differenzi-

algleichungen

I 5 0L _eST—gl _ g
S %—f oS —eST eS’
(vgl. [16] S. 561).

Durch die Methode der Trennung der Variablen folgt

/ﬁmz—/hw+g/lw,
e S

K&:—S+§%S+o (3.7)

woraus sich
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Abbildung 3.13: Analyse der Losungskurven im SIR-Modell

T S

Abbildung 3.14: Phasendiagramm des SIR-Modells
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ergibt. Dabei ist C' eine Integrationskonstante. Die konstante Funktion (3.7)
beschreibt die Losungskurven. Wie in Abbildung 3.14 dargestellt, wird durch
die Losungskurven jeder Fixpunkt aus dem Intervall £ < S < oo mit einem
Fixpunkt aus 0 < S < £ verbunden. (vgl. [18] S. 237).

Dies bedeutet fiir jede Ausgangspopulation Sy mit Sy < £, dass die An-
zahl der Infizierten abnimmt und die Krankheit rasch verschwindet. Ist die
Ausgangspopulation Sy > £, so nimmt die Anzahl der gesunden Individuen
ab und die Anzahl der infizierten Individuen zu. Dies bedeutet, dass sich
die Krankheit zu einer Epidemie auswichst. Erst nach dem Erreichen des
Maximalwertes, der auf der Isokline S = ¢ liegt, wird die Epidemie wieder
abklingen. Nach Uberschreiten dieses Schwellenwertes nimmt die Zahl der in-
fizierten Individuen ab, bis I = 0 ist. Die Gefahr, die eine Epidemie mit sich
bringt, wird durch die Grofe ¢ bestimmt. Je kleiner dieser Wert ist, desto
grofer ist die Gefahr einer Epidemie. (vgl. [16] S. 562).

Auch beim STR-Modell gibt es ein erweitertes Modell, das an dieser Stel-
le kurz erwahnt wird. Im erweiterten SIRS-Modell wird die zuséitzliche An-
nahme getroffen, dass die genesenen Individuen (R) wieder in die Klasse
der gesunden und somit fiir die Infektionskrankheit anfilligen Individuen (S)
zuriickkehren. Dieses Modell wird zum Beschreiben von Infektionskrankhei-
ten wie Malaria oder Tuberkulose herangezogen. Nihere Informationen dazu
kénnen in Hirsch, Smale und Devaney (vgl. [18] S. 238, 239) oder Heuser
(vgl. [16] S. 562, 563) nachgelesen werden.

Allgemein sind fiir die Beschreibung mathematischer Modelle in der Bio-
logie die Werke [29] und [30] von Murray zu empfehlen.
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Kapitel 4

Bifurkation

In diesem Kapitel wird die Anderung der Stabilitit von Fixpunkten behan-
delt. Nach einer Erklarung des Begriffs Bifurkation erfolgt eine Beschreibung
verschiedener Arten von Bifurkationen. Eine davon ist die Periodenverdop-
pelung-Bifurkation, die einen Weg ins ,,Chaos* beschreibt. Anhand dieses
Beispiels wird am Ende des Kapitels ,,Chaos nach Devaney* definiert.

4.1 Einleitung

Bifurkation (lat. furca ,Gabel*) bedeutet Gabelung. Der Name Bifurkati-
on tritt in vielen Bereichen auf. In der Anatomie wird durch Bifurkation
die Gabelung der Luftréhre in den rechten und linken Hauptbronchenast be-
schrieben. Die Gabelung von Fliefgewissern in der Hydrologie stellt ebenfalls
eine Bifurkation dar. Im Bereich der Mathematik ist die Bifurkationstheorie
ein ,,mathemat. Forschungsgebiet, in dem Gleichungen behandelt werden, de-
ren parameterabhingige Losungen sich fiir bestimmte Werte der Parameter
verzweigen.“ ([31] S. 294).

Bifurkationen konnen in diskreten und kontinuierlichen dynamischen Sys-
temen auftreten. Deshalb werden zunéchst diese beiden Fille genauer be-
schrieben. Anschliefend werden die haufigsten Arten von Bifurkationen, ndm-
lich die Sattel-Knoten-Bifurkation, die Pitchfork-Bifurkation, die transkribi-
sche Bifurkation und die Periodenverdoppelung-Bifurkation dargestellt. Die
angefithrten Bifurkationen werden jeweils anhand eines passend gewé#hlten
Beispiels in einem diskreten oder kontinuierlichen dynamischen System be-
schrieben.

29
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4.1.1 Bifurkation in diskreten Systemen

In der Bifurkationstheorie diskreter dynamischer Systeme wird die Verin-
derung von Funktionen unter &ndernden Parametern untersucht. Von dieser
Anderung ist oft die Struktur von periodischen Punkten betroffen. (vgl. [12]
S. 79).

Bei einer Bifurkation kann es auch zur Entstehung von neuen Fixpunkten
kommen. Nachstehende Proposition besagt, dass in diskreten dynamischen
Systemen neue Fixpunkte oder periodische Punkte nur in der Ndhe von Fix-
punkten oder periodischen Punkten, die nicht hyperbolisch sind, auftreten
kénnen. Ebenso kann nur in so einer Situation ein Fixpunkt oder periodi-
scher Punkt zerstort werden. (vgl. [12] S. 85 und [18] S. 333).

Proposition 3. Eine Familie von stetig differenzierbaren Funktionen, die
nur von dem Parameter \ abhdngt, wird durch T\ beschrieben. Weiters sei
(x,\) — T\(x) stetig differenzierbar. Fir den Fizpunkt xq gelte Ty, (xo) = o
und T;\O (xo) # 1. Dann gibt es um xo ein Intervall I und um Ao ein Intervall
N, sowie eine stetig differenzierbare Funktion f: N — I, sodass f(A\o) = o
und Ty(f(N)) = f(X) gilt. Im Intervall I hat die Familie von Funktionen T)
keine weiteren Fizpunkte.

Mithilfe des Satzes iiber die implizite Funktion kann die Proposition be-
wiesen werden. Der Beweis wird nach Devaney (vgl. [12| S. 86) und Hirsch,
Smale und Devaney (vgl. [18] S. 333) gefiihrt.

Beweis. Definiere eine stetig differenzierbare Funktion F(x,\) := Ty(x) — x.
Um den Satz iiber die implizite Funktion anwenden zu konnen, miissen zwei
Voraussetzungen nachgepriift werden. Zum einen ist F'(zo, A\g) = 0 und zum
anderen ist Z—I;(l'o,)\o) invertierbar, da gilt g—i(xo,)\o) = Ty, (o) =1 # 0.
Nach dem Satz iiber die implizite Funktion gibt es ein Intervall [ um z, ein
Intervall N um Ay und eine stetige Funktion f : N — I mit f(X\g) = xo,
sodass gilt
Fz,\)=0<x = f(\).

Somit folgt
F(f(A),A) =Ta(f (V) = fF(A) =0,
woraus sich T)\(f(\)) = f(X) ergibt. O

Wird T durch T" ersetzt, so gilt diese Proposition auch fiir periodische
Punkte. (vgl. [12] S. 87).
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4.1.2 Bifurkation in kontinuierlichen Systemen

Nach Griine und Junge (vgl. [15] S. 137) beschreibt eine Bifurkation die
Anderung von qualitativen Eigenschaften der Losungen eines kontinuierlichen
dynamischen Systems, das von externen Parametern abhingt.

Systeme, bei denen Bifurkationen auftreten bezeichnet man als struktu-
rell instabil. Treten Bifurkationen beim Ubergang von einem Fixpunkt zu
einem anderen auf, so werden sie statische Bifurkationen genannt. Es kann
jedoch auch durch die Anderung eines Parameters zum Ubergang von einem
Fixpunkt zu einem Grenzzyklus kommen. Von dynamischen Bifurkationen
spricht man, wenn sie beim Ubergang von einem Grenzzyklus zu einem an-
deren Grenzzyklus auftreten. (vgl. [34] S. 71).

Es kann nicht nur zwischen statischen und dynamischen, sondern auch
zwischen lokalen und globalen Bifurkationen unterschieden werden. Lokale
Bifurkationen laufen nahe einzelner Orbits eines dynamischen Systems ab.
Betreffen Bifurkationen sofort einen grofen Teil des Phasenraums, so werden
sie globale Bifurkationen genannt. (vgl. [38] S. 115).

In weiterer Folge werden nur lokale und statische Bifurkationen behandelt.

4.2 Sattel-Knoten-Bifurkation

Es werden zuerst ein Beispiel der Sattel-Knoten-Bifurkation in einem diskre-
ten und anschliefend zwei Beispiele in einem kontinuierlichen dynamischen
System dargestellt.

Sattel-Knoten-Bifurkation in diskreten Systemen

In diskreten Systemen wird die Sattel-Knoten-Bifurkation durch nachstehen-
de Proposition beschrieben. (vgl. [12] S. 87 und [52] S. 358 — 361).

Proposition 4. Sei (7)), eine Familie von Funktionen, sodass (x,\)
T\(x) zweimal stetig differenzierbar ist. Weiters gelten

1. T,\o(%) = Xy,
2. Ty, (wo) = 1,
3. Ty (wo) # 0 und

4. 22l £ 0.
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Dann gibt es ein Intervall I um xy und eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion f : I — R, sodass gilt Ty (x) = x, f(xo) = Ao, f'(z0) = 0 und
f" (@) # 0.

Der Beweis dieser Proposition ist in Devaney (vgl. [12] S. 88, 89) ange-
fiithrt.

Ein Beispiel der Sattel-Knoten-Bifurkation ist nach Devaney (vgl. [12] S.
79, 80) durch die Familie der Exponentialfunktionen der Form

T(x) = Xe®, mit A >0

gegeben. Bifurkation tritt bei A = % auf. Es konnen drei Félle unterschieden
werden.

1. Fall: A > %
Der Graph der Funktion und die Diagonale beriihren einander nicht.
Die Funktion T" hat keinen Fixpunkt. Anschaulich folgt, dass bei Ite-
ration lim,, ., 7" (z) = oo fiir alle z gilt.

2. Fall: A\ =1
In diesem eFall beriihrt der Graph der Funktion die Diagonale. Die Funk-
tion hat an der Stelle 1 einen Fixpunkt, da 7°(1) = 1 gilt. Auflange Sicht
konnen zwei Félle unterschieden werden. Zum einen ist lim,, ., 7"(z) =
1 fiir alle z < 1 und zum anderen ist lim,, ., 7" (z) = oo fiir alle z > 1.

3. Fall: 0 < A <2
Der Graph der Funktion und die Diagonale schneiden einander in zwei
Punkten. Diese sind @ mit 7"(a) < 1 und b mit 77(b) > 1. Da T'(a) = a
und 7'(b) = b gilt, hat die Funktion 7" in diesem Fall zwei Fixpunkte.
Diese sind sozusagen neu entstanden. Ist x < b, so wird die langfristige
Entwicklung durch lim,,_.., 7" (x) = a beschrieben. Ist im anderen Fall
x > b, so folgt langfristig lim,, ., T"(x) = cc.

Das beschriebene Beispiel einer Sattel-Knoten-Bifurkation ist in den Bi-
furkationsdiagrammen in den Abbildungen 4.1, 4.2 und 4.3 dargestellt. Der
Parameter \ ist auf der Abszisse und die Werte der periodischen Punkte x
sind auf der Ordinate aufgetragen.
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Abbildung 4.2: Sattel-Knoten-Bifurkation \e® mit A\ = 2

e

Abbildung 4.3: Sattel-Knoten-Bifurkation Ae” mit 0 < A < %
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Sattel-Knoten-Bifurkation in kontinuierlichen Systemen

Die Sattel-Knoten-Bifurkation in einem kontinuierlichen dynamischen Sys-
tem wird nach Hirsch, Smale und Devaney (vgl. [18] S. 177) und Wiggins
(vgl. [52] S. 279) durch nachstehende Proposition beschrieben.

Proposition 5. Sei @ = T,(x) eine Differenzialgleichung erster Ordnung,
wobei (x, ) — T,(x) zweimal stetig differenzierbar ist. Falls gilt

1. TMO($0> = O,
2. TIILO(:L‘O) = O,
8. T (zo) #0 und

g

dann tritt bei = po eine Sattel-Knoten-Bifurkation auf.

Der Beweis dieser Proposition ist in Hirsch, Smale und Devaney (vgl. [18]
S. 177, 178) nachzulesen.

Eine Sattel-Knoten-Bifurkation ist zum Beispiel durch die Differenzial-
gleichung

i=T(x)=p—2?

mit x, u € R gegeben.
(vel. [34] S. 80 — 84, [15] S. 138 — 141 und [52] S. 255, 256).
Die Fixpunkte sind z; = /i und x5 = —/p fiir o > 0. Ist g = 0 erhélt man
den Fixpunkt xq = 0 und falls p < 0 ist, so gibt es keine Fixpunkte.

Zusammengefasst konnen drei Félle unterschieden werden. Diese sind

1. Fall: p <0
Die Funktion 7'(z) enthélt keine Fixpunkte.

2. Fall: =20
Der Fixpunkt xg = 0 ist der einzige Fixpunkt der Funktion. Er wird
Bifurkationspunkt genannt.

3. Fall: £ >0
Die Funktion hat die beiden Fixpunkte x; = /p und o = —,/p.
Um die Stabilitidt der Fixpunkte zu analysieren, wird 7"(x) = —2z
bestimmt. Bei 1 = /z ergibt sich T'(\/i) = —2,/i. Da T" < 0 ist, ist
der Fixpunkt stabil. Fiir z; = —, /i erhilt man T"(—/i) = 2,/i > 0.
Somit ist dieser Fixpunkt instabil.
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In Abbildung 4.4 ist ein Beispiel der Sattel-Knoten-Bifurkation darge-
stellt. Auf der Abszisse ist der Parameter p und auf der Ordinate sind die
Fixpunkte x aufgetragen. Der Bereich der stabilen Fixpunkte ist durch ei-
ne durchgehende Linie und der Bereich der instabilen Fixpunkte durch eine
strichlierte Linie dargestellt.

X

Abbildung 4.4: Sattel-Knoten-Bifurkation von & = y — 2

Warum diese Art der Verzweigung Sattel-Knoten-Bifurkation heifst, ist
anhand des nachstehenden Beispiels ersichtlich.
(vgl. dazu [18] S. 179, 180 und [15] S. 140).

In der Ebene R? wird das System von Differenzialgleichungen
b=z p
y=-y

betrachtet. Wieder konnen drei Fille unterschieden werden. Diese sind

1. Fall: p <0
In diesem Fall besitzt das System keinen Fixpunkt.

2. Fall: =0
Das System hat einen Fixpunkt. Dieser ist xq = 0.

3. Fall: p >0
In diesem Fall gibt es zwei Fixpunkte, ndmlich z; = /i und x5 = —/p.
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Das linearisierte System ist

. (2x O
=1y 1)

Fiir den Fixpunkt x; ist die Jacobi-Matrix
2 0
J(m) = ( Vi _1).

Da die Matrix eine Dreiecksmatrix ist, konnen die Eigenwerte A\; = 2,/u
und Ay = —1 abgelesen werden. Der Realteil von A; ist positiv und der
Realteil von Ay negativ. Daher ergibt sich nach Satz 3 dim E° = 1 und
dim EY = 1. Der Fixpunkt ist ein Sattelpunkt.

Wird der zweite Fixpunkt x5 eingesetzt, ergibt sich die Jacobi-Matrix

J(w2) = (_20\//7 —01)

mit den Eigenwerten \; = —2,/p und Ay = —1. Da die Realteile beider
Eigenwerte negativ sind, ist dim £° = 2 und dim EYV = 0. Der stabile
Fixpunkt wird Attraktor oder wie in einigen Werken (vgl. [15] S. 140)
auch ,Knoten“ genannt. Da einer der auftretenden Fixpunkte ein Sattel
und der andere ein Knoten ist, wird diese Art der Bifurkation Sattel-
Knoten-Bifurkation genannt.

Sattel-Knoten-Bifurkationen kénnen auch fiir h6herdimensionale Systeme auf
R™ verallgemeinert werden. Nihere Information dazu kann zum Beispiel in
Plaschko und Brod (vgl. [34] S. 81 — 84) nachgelesen werden.

4.3 Pitchfork-Bifurkation

Die nachfolgend beschriebene Bifurkation, die anhand von einem Beispiel in
kontinuierlichen dynamischen Systemen veranschaulicht wird, wird Pitchfork-
Bifurkation oder Heugabel-Bifurkation genannt.

Eine Pitchfork-Bifurkation wird durch die Differenzialgleichung

i =T(x) = pxr — 2°
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beschrieben.

(vgl. [15] S. 141, 142, [34] S. 85, 86, [18] S. 178, 179 und [52] S. 257, 258).
Wird px — 23 = 0 gesetzt, so erhiilt man die Fixpunkte 2y = 0 fiir alle x

sowie 1 = \/p und xy = —,/p fiir alle u > 0. Es werden somit folgende zwei

Falle unterschieden

1. Fall: ¢ <0
Der Fixpunkt ist xy = 0. Die Stabilitdt kann durch %(m, @) = p— 322

analysiert werden. Da g—z(:co,u) = p ist, ergibt sich fiir p < 0, dass

?)—f(xo,u) < 0ist. Bei g = 0 ist # = —2* und g_ig(x’m — 322 < 0.

Somit ist der Fixpunkt zy = 0 stabil.

2. Fall: p >0
In diesem Fall treten die drei Fixpunkte zo = 0, z; = \/p und zp =
—/p auf. Es wird g—g(x,u) =y — 3x? zur Stabilititsanalyse herange-
zogen. Im Fall des ersten Fixpunkts ist g—r‘g(:co,u) = p positiv. Der
Fixpunkt zy = 0 ist daher instabil. Die beiden anderen Fixpunk-

te x; und z, sind stabil, da g—Z(xl,ﬂ) = pu—3u = —2u < 0 und
g—Z(:pg,u) =p—3u = —2u < 0 sind.

Der Fixpunkt xy = 0 verliert seine Stabilitdt bei 4 = 0 an die beiden
anderen Fixpunkte. (vgl. [15] S. 141, 142).

Abbildung 4.5: Pitchfork-Bifurkation
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Die Pitchfork-Bifurkation ist in Abbildung 4.5 dargestellt. Das Ausse-
hen der Grafik erklirt den Namen Pitchfork-Bifurkation oder Heugabel-
Bifurkation.

4.4 Transkribische Bifurkation

Die transkribische Bifurkation wird anhand eines Beispiels in einem kontinu-
ierlichen dynamischen System beschrieben. Diese Bifurkation ist durch die
Differenzialgleichung

i=T(x) = pxr — 2

gegeben.

(vel. [34] S. 80, 84, 85, [52] S. 256, 257 und [44] S. 183, 184).

Wird © = 0 gesetzt, so ergeben sich die Fixpunkte 1 = 0 und x5 = p. Bei
der Analyse der Stabilitét der Fixpunkte wird 2 (z) = p — 2z ermittelt. Es
konnen drei Félle unterschieden werden.

1. Fall: p <0
Da ZL(z1) = p < 0 ist, ist der Fixpunkt z; = 0 stabil. Andererseits ist
g—Z(xg) = p—2pu = —p > 0 und somit ist der Fixpunkt xy = u instabil.
2. Fall: £ =0
Bei p = 0 und z = 0 tritt Bifurkation auf. In diesem Fall ist der
Fixpunkt stabil. Der Punkt (0,0) wird Bifurkationspunkt genannt.

3. Fall: p >0
Es ist 9L (x1) = p > 0. Der Fixpunkt z; = 0 ist instabil. Da %L (z5) =
—p < 0 gilt, ist der Fixpunkt xo = p stabil.

Bei der transkribischen Bifurkation dndert sich die Stabilitit der beiden Fix-
punkte am Bifurkationspunkt. Abbildung 4.6 zeigt die transkribische Bifur-
kation. Stabile Fixpunkte sind durch eine durchgehende und instabile durch
eine strichlierte Linie dargestellt.

Die transkribische Bifurkation kann fiir hherdimensionale Systeme auf
R™ verallgemeinert werden. In Plaschko und Brod (vgl. [34] S. 84, 85) kann
dariiber nachgelesen werden.
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Abbildung 4.6: Transkribische Bifurkation

4.5 Periodenverdoppelung-Bifurkation

Die Periodenverdoppelung-Bifurkation tritt nur in diskreten dynamischen
Systemen auf. Nachstehende Proposition beschreibt diese Bifurkation.
(vegl. [12] S. 89 und [52] S. 371 — 374).

Proposition 6. Es sei (1)) eine Familie von Funktionen, fir die (x,\) —
T\(x) dreimal stetig differenzierbar ist. Weiters gelte

1. T\(x¢) = xq fir alle Parameter X\ in einem Intervall um X,
2. Ty, (zo) = —1,
3. Ty (wo) # 0 und

o(T3)

4. E3Y (ZL‘Q) 7& 0.

Dann gibt es eine stetig differenzierbare Funktion f : I — R und ein Intervall
I um xy, sodass Tz)(v) # = und Tf(x) (x) =z gelten.

Der Beweis dieser Proposition kann in Devaney (vgl. [12] S. 90, 91) nach-
gelesen werden.
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Die Periodenverdoppelung-Bifurkation wird anhand eines Anwendungs-
beispiels aus der Populationsbiologie beschrieben.
(vgl. [11] S. 30ff, 45, [12] S. 31 — 36, [44] S. 213 — 217 und [23] S. 13 —20).
Die Funktion 7": [0, 1] — [0, 1] mit

T(x) =ax(l —x) (4.1)

beschreibt das logistische Wachstum. Dieses Beispiel wird herangezogen um
Bifurkation, genauer Periodenverdoppelung zu beschreiben.

Das Maximum von (4.1) wird bestimmt, indem die Ableitung null gesetzt
wird. Somit folgt

T(z)=a(l-22)=0 = x:%.

Dies bedeutet, dass bei z = % die Geschwindigkeit mit der die Population
wiichst am grofiten ist. Aus 7' (1) = ¢ und den Randwerten 7°(0) = T'(1) = 0
ergibt sich, dass a zwischen 0 und 4 liegt, also a € [0, 4].

Je nachdem wie grof a ist konnen drei Fille unterschieden werden.

1. Fall 0 < a < 1: lim, o T"(z) = 0, Vz € [0, 1]
Der Ursprung ist der einzige periodische Punkt. Bei beliebigem Start-
wert konvergiert die Funktion gegen den Fixpunkt (0,0). Dies ist in
Abbildung 4.7 fiir die Startwerte % und g der logistischen Funktion
T(z) = $2(1 — x) dargestellt.

Fiir eine Population bedeutet dieser Fall, dass die gesamte Population
langfristig ausstirbt, unabhéngig davon wie grofs die Ausgangspopula-
tion war.

Im Besonderen wird auf den Fall a = 1 hingewiesen, da hier die erste
Bifurkation stattfindet. Der anziehende Fixpunkt (Attraktor) x = 0
wird bei @ = 1 zu einem neutralen Fixpunkt und mit steigendem a zu
einem abstofenden (Repellor). Es entsteht ein neuer Fixpunkt, der im
nichsten Fall dargestellt ist.

2. Fall 1 <a<3:lim, oo T"(z) =1—1 V2 € (0,1)
Die Funktion T besitzt einen einzigen periodischen Punkt, ndmlich den
stabilen Fixpunkt 1 — é Dieser kann berechnet werden, indem die Glei-
chung T'(x) — x = 0 geldst wird. Graphisch erhilt man die Losung als
Schnittpunkt des Graphen mit der Diagonale. Langfristig stabilisiert
sich die Populationsgrofse auf den Wert 1 — é
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3 1 1
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Abbildung 4.7: Graph der logistischen Funktion T'(z) = s2(1 — z)

Ein konkretes Beispiel fiir a = g ist in Abbildung 4.8 dargestellt. Der
Orbit (eine exakte Definition folgt in Definition 30) von % konvergiert
gegen den Fixpunkt % Bei a = 3 tritt die néchste Bifurkation auf. Der
anziehende Fixpunkt 1 —i wird abstofend und es entstehen anziehende
periodische Punkte. Der Punkt 3 wird Bifurkationspunkt genannt.

3. Fall a > 3: Wird a etwas grofer als 3, so wird aus dem stabilen Fixpunkt
1-— % ein instabiler. Es entsteht ein periodischer Punkt der Periode 2,
der wieder stabil ist. Dies bedeutet, dass es ein x; und ein x5 aus dem
Intervall (0, 1) mit z; # x5 gibt, sodass T'(x1) = x5 und T'(x2) = x; gilt.
Somit sind x; und x5 periodische Punkte der Periode 2, da TQ(xl) =
und T?(z3) = w5 gilt.

Mit wachsendem a wird der Orbit der Periode 2 instabil und es ent-
steht ein stabiler Orbit der Periode 4. Wird a grofer, so wird auch
dieser instabil und es entsteht ein stabiler Orbit der Periode 8. Wird
das beschriebene Szenario fortgefiihrt, entstehen periodische Punkte
der Lange 2,4,8,16,32,...,2", ..., wobei n € Ny ist. Zusammenfassend
wird mit wachsendem a die Dynamik von 7" zunehmend komplizierter.
Dies ist in Abbildung 4.9 fiir a = 3,1, Abbildung 4.10 fiir a = 3,2, Ab-
bildung 4.11 fiir a = 3,8 und Abbildung 4.12 fiir a = 3,999 dargestellt.
Der Startwert ist jeweils %
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olw
T

E 1
3

Abbildung 4.8: Graph der logistischen Funktion T'(z) = 3z(1 — )

Fiir a = 4 besteht ,totales Chaos“. T'(z) = 4x(1 — z) ist auf dem Intervall
I =[0,1] ,,chaotisch“. Das bedeutet unter anderem, dass geringfiigige Ande-
rungen der Gréfe der Ausgangspopulation zu einer beliebig grofen Anderung
der Populationsdichte fiihren. Eine Detailvorhersage ist nicht mehr moglich.
Zusammenfassend kann festgehalten werden welche Eigenschaften ,,Chaos“
hat.

Um ,,Chaos“ zu beschreiben ist es notwendig vorab zwei Definitionen nach
Devaney (vgl. [12]| S. 49) anzufiihren.

Definition 23. Seien U und V offene Mengen, sodass U,V C X gilt. Die
Abbildung T': X — X wird topologisch transitiv genannt, falls fiir U und
V ein k > 0 existiert, sodass

T™HUYNV # 0

ist.



4.5. PERIODENVERDOPPELUNG-BIFURKATION 73

= 1

Abbildung 4.9: Graph der logistischen Funktion T'(z) = 3,1 x(1 — x)

1 1
3

Abbildung 4.10: Graph der logistischen Funktion T'(z) = 3,2 x(1 — )
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1
3 1

Abbildung 4.11: Graph der logistischen Funktion T'(z) = 3,8 z(1 — x)

1 1
3

Abbildung 4.12: Graph der logistischen Funktion 7'(z) = 3,999 (1 — )
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Definition 24. Die Abbildung 7" : X — X weist starke Abhéingigkeit
von den Anfangsbedingungen auf, falls es ein € > 0 gibt, sodass fiir alle
x € X und fiir jede 6-Umgebung U von z mit § > 0 ein y € U existiert und
fiir ein n € N

T"(y) — T"(2)| > €

gilt.

Nun wird nach Devaney (vgl. [12] S. 50) beschrieben welche Eigenschaften
,Chaos* hat.

e Es gilt die bereits beschriebene Eigenschaft der starken Abhéangigkeit
von den Anfangsbedingungen. Dies bedeutet, dass es ein gy > 0 gibt,
sodass es fiir alle z € [0,1] und alle 6 > 0 ein y € [0,1] mit |y — z| <4
und ein n € N gibt, sodass |T"(y) — T"(x)| > e gilt. Ein chaotisches
dynamisches System ist aufgrund der starken Abhingigkeit von den
Anfangsbedingungen unvorhersagbar und unberechenbar.

e Die periodischen Punkte in [0, 1] liegen dicht. Das bedeutet, dass es fiir
alle z € [0,1] und alle 6 > 0 ein y € [0, 1] mit |y —x| < J und ein n € N
gibt, sodass T™(y) = y gilt. Inmitten des ,,chaotischen Verhaltens“ gibt
es ein Element der Ordnung, namlich dass die periodischen Punkte in
der Menge dicht liegen.

e Die dritte Eigenschaften, mit der ,,Chaos“ beschrieben werden kann,
wird topologisch transitiv genannt. Damit ist gemeint, dass es ein x €
[0, 1] gibt, sodass fiir alle y € [0, 1] es eine streng monoton wachsende
Folge (ng)reny mit limy_, o 7™ (z) = y gibt. Dabei ist w(z) = [0, 1] die
w-Limes Menge von z, also w(z) := {y € X : I(np)reny € N, (ng)ren
ist streng monoton wachsend und limy .., 7" (z) = y} (siehe auch
Definition 33). Diese Eigenschaft besagt, dass die Menge unzerlegbar
ist. Sie kann nicht in zwei invariante, offene Teilmengen zerfallen, die
unter Anwendung der Abbildung 7" nicht aufeinander wirken.

Zusammenfassend kann der Begriff ,Chaos* in dynamischen Systemen
nach Devaney (vgl. [12] S. 50) wie folgt definiert werden. Man nennt diese
Eigenschaft ,Chaos nach Devaney*.

Definition 25. Sei X eine Menge. Dann ist die Abbildung 7' : X — X
chaotisch, falls folgende drei Eigenschaften erfiillt sind.
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1. T hat die Eigenschaft der starken Abhéngigkeit von den Anfangsbedin-
gungen.

2. Die periodischen Punkte liegen dicht in X.

3. T ist topologisch transitiv.



Kapitel 5

Diskrete dynamische Systeme

Ein weiteres Beispiel, das einen Weg ins ,,Chaos“ zeigt, soll die folgenden
Inhalte dieses Kapitels motivieren. Ziel ist es ,,Chaos* mathematisch zu be-
schreiben. Ein Maf dafiir, wie ,,chaotisch“ ein diskretes dynamisches System
ist, ist die topologische Entropie. Neben der topologischen Entropie werden
die maftheoretische Entropie und der topologische Druck definiert. Die Ana-
lyse der Stabilitdt der topologischen Entropie auf stiickweisen monotonen
Abbildungen bildet den Abschluss des Kapitels.

Zahlreiche Sétze, die in diesem Kapitel angefiihrt sind, wurden erst in
den letzten Jahrzehnten formuliert und bewiesen.

5.1 Definitionen

Definition 26. Liegt jeder Punkt aus der Menge M mindestens in einer
Menge Uj, so wird das Mengensystem (U;);jc; aus offenen Mengen offene
Uberdeckung genannt.

Diese Definition kann in Reitmann (vgl. [38] S. 227) nachgelesen werden.

Definition 27. Sei (M, d) ein metrischer Raum und die Menge C' C M. Falls
es fiir jede Familie (U;) e von offenen Mengen mit C' C (J,; U; eine endliche
Teilmenge Jy C J mit C' C UjeJo U, gibt, wird C' kompakt genannt.
Bemerkung 3. Eine Menge C' heifst somit kompakt, falls aus jeder offe-
nen Uberdeckung der Menge eine endliche Teiliberdeckung ausgewdhlt werden
kann.

7
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Fiir die Definition von kompakt siehe Brucks und Bruin (vgl. [10] S. 5)
oder Arnold (vgl. [3] S. 100).

Definition 28. Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M. Dann heifit A
zusammenhingend, falls es keine offenen Mengen V; und V5 mit

L ANV #0,

2. ANVy # 0,

3. ViNnVy,=0und

4. ACWViUV,
gibt.

Bemerkung 4. Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass A genau
dann zusammenhdngend ist, wenn () und A die einzigen Teilmengen von A
sind, die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind.

Definition 29. Sei X ein kompakter metrischer Raum und 7" : X — X eine
stetige Abbildung. Dann nennt man (X,7) ein diskretes topologisches
dynamisches System.

Diese Definition ist nach Alseda, Llibre und Misiurewicz (vgl. [2] S. 187).
Fiir alle z € X wird 7°(x) = z = id(z), T'(z) = T(z) und fiir n € N mit
n > 1 wird T"(z) = (T o T" ) (z) gesetzt.

Die folgende Definition ist nach Devaney (vgl. [12] S. 17).

Definition 30. Fiir € X bezeichnet die Folge (7"(x)),en, den Orbit von
x unter T

Der Orbit kann folgenderweise vorgestellt werden. Zur Zeit 0 ist man im
Zustand x, zur Zeit 1 im Zustand T'(z), zur Zeit 2 im Zustand T%(z), ..., zur
Zeit n im Zustand T™(z), ... .

Definition 31. Das n-tupel (z,T(z),T*(z),...,T" *(z)) wird der Orbit
der Lange n von x unter 7' genannt.

Das System wird also nur zu den Zeitpunkten 0,1, 2,...,n—1 betrachtet.
In Walters (vgl. [46] S. 122) und Devaney (vgl. [12] S. 18) kann die nach-
stehende Definition nachgelesen werden.
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Definition 32. Ein Punkt x € X heiflt periodisch, falls es ein n € N mit
T"(x) = z gibt. Das kleinste n mit dieser Eigenschaft nennt man die Periode
von z.

Bemerkung 5. Fin Punkt der Periode 1 ist ein Fizpunkt. Fixpunkte erfiillen
daher T'(x) = .

Definition 33. Sei (X,7) ein dynamisches System und = € X. Dann heifst
die Menge der Haufungspunkte von 7" (z) der w-Limes von x unter 7. Es
ist also

w(z) :={y € X : I(nk)reny monoton steigend mit l}l_)rglo T (x) =y}

Fiir diese Definition siehe Walters (vgl. [46] S. 123) sowie Brucks und
Bruin (vgl. [10] S. 25).

Wird in diesem Kapitel der Logarithmus verwendet, so ist der Logarith-
mus zur Basis e gemeint. Alle Definitionen und Sitze behalten ihre Giiltigkeit,
falls der Logarithmus zu einer anderen Basis gewahlt wird.

5.2 Das Newtonverfahren

Neben der Funktion, die das logistische Wachstum beschreibt (siehe Ab-
schnitt 2.3.2 und Abschnitt 4.5), ist das Newtonverfahren ein weiteres Bei-
spiel fiir ein diskretes dynamisches System mit auftretendem ,,Chaos®.

Um die Nullstellen von Funktionen ersten und zweiten Grades zu finden,
gibt es sehr einfache Losungsmethoden. Fiir Polynomfunktionen dritten und
vierten Grades gibt es komplizierte Mehrschrittverfahren um die Nullstellen
zu berechnen. Ab Polynomfunktionen fiinften Grades kénnen keine einfachen
geschlossenen Losungsformeln erwartet werden. (vgl. [5] S. 79).

Zum Bestimmen der Nullstellen einer Funktion f hoheren Grades dient zum
Beispiel das Newtonverfahren. Es ist ein Naherungsverfahren.

Allgemein sind N#herungsverfahren Iterationsverfahren, bei denen aus-
gehend von einem Startwert mithilfe einer Iterationsfunktion T" weitere Na-
herungswerte 1, xs,... fiir die Nullstelle xy berechnet werden. Dabei ist in
einer Umgebung U der Nullstelle der Grenzwert der Folge der Naherungswer-
te, die man durch die Iterationsfunktion erhilt, die gesuchte Nullstelle z.
(vel. [14] S. 289, 290).

Dies ist in den beiden folgenden Sétzen formuliert.
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Satz 4. Sei T : (a,b) — R eine stetig differenzierbare Funktion, x¢ € (a,b)
erfille T'(xg) = xo und |T"(xo)| < 1. Dann gibt es ein offenes Intervall U C
(a,b) mit xy € U, sodass lim,,_,., T™(x) = o fiir alle z € U gilt.

Beweis. Es gibt ein offenes Intervall U = (g — r,29 + 1) mit U C (a,b),
xo € U und es gibt ein ¢ < 1 mit |T"| < ¢ fiir alle # € U. Nach dem
Mittelwertsatz gilt |T(x) — T'(y)| < gl — y| fiir alle 2,y € U. Fiir x € U gilt
|T(x) — x| = |T(x) — T(x0)| < glx — x0|]. Da ¢ < 1ist und |z — zo| < 7 ist,
folgt

() — 20l = IT(x) = T(w0)] < alo — 0] <.

Somit gilt T(x) € [wg — 7,70 + 7] = U. Daher ist T eine Kontraktion (siehe
dazu Definition 7) auf dem vollstéindigen metrischen Raum U. Nach dem
Banach’schen Fixpunktsatz (siehe Satz 1) gilt fiir alle x € U und somit fiir
alle x € U, dass lim,_., T"(z) = x ist. O

Nachstehender Satz besagt, dass das Newtonverfahren gegen eine Null-
stelle konvergiert, falls geniigend nahe an der Nullstelle gestartet wird.

Satz 5 (Newtonverfahren). Sei f : (a,b) — R eine zweimal stetig differen-
zierbare Funktion und xo € (a,b) erfille f(xg) = 0 und f'(z¢) # 0. Dann
gibt es ein offenes Intervall U C (a,b) mit g € U. Sei die Abbildung T

durch T(z) := x — ]{,((g;)) definiert. Fir alle x € U erfillt die durch x, := x,

To 1= Tl(l') = T — flz1) ey Ty 1= Tn_l(l') = Tp_1 — }J:,((xn_l) fUT n>1

. Pl = , : F—
definierte Folge, dass thr Grenzwert lim,,_,., x,, = xq iSt.

Beweis. Es gibt ein offenes Intervall (ag, by) C (a,b) mit xy € (ag, by), sodass
f(x) # 0 fiir alle « € (ag, by) gilt, weil f’ stetig in o und f'(xy) # 0 ist. Fiir
x € (ap,by) sei die Abbildung 7" durch T'(z) = = — }{c,(é)) definiert. Dann ist

T (x) = 1—f/(x)f/(;f,)&{2(x)f”(“) = f(f/){;;g“) stetig, da f, f und f” stetig sind und

f'(z) # 0 fiir alle x € (ag, bo) ist. Es gilt T'(z) = zo— Jf,((g;?) =1xo— % = 1

und T"(z¢) = %;’)g%) =0, also [T"(zo)| = 0 < 1. Daher gibt es nach Satz 4

ein offenes Intervall U mit 2o € U und lim,,_.., T"(z) = xo fiir alle x € U.
Firxz € Uist z; = z = T%z) und 7" !(x) = T(T"2(x)) = T(vn_1) =

_ flxn—1) _
Tn—1 (@n1) Tn- 0

Das Newtonverfahren konvergiert aber im Allgemeinen nicht fiir jeden
Startwert, wie nachstehendes Gegenbeispiel zeigt.
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Beispiel 6. Das Newtonverfahren wird fiir die Funktion f(x) = * — 3z mit
dem Startwert f/g durchgefiihrt.

() f(x) 3 — 3 lad —z -2z 2 21
T) = =z — S e e o~
f'(z) 3z2 —3 3 22-1 3 3(z2 —1)

r(a3) _2:03, if \[_23 2 5\ L3
S\ 23 AL Vo2 (2-2) = —¢2,
5) " 3V5 " 1 6 5\3 3 5
NE /3 2,/3 2{5 L3/ 2 5\ .3
T =Tz |=-3{=z=—"=1/=(-+5)=1/=
5 5 3Vs ¢ 5\ 3 3 5

Falls n gerade ist, ist 7" <€/§> = f/g und falls n ungerade ist, dann ergibt
sich T" <</§> = —f/g. Es zeigt sich, dass das Newtonverfahren fiir den

Startwert </§ in diesem Fall nicht gegen eine Nullstelle konvergiert.

f

3k

Abbildung 5.1: Graph der Funktion f(z) = 2 — 3z
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Dass die Funktion f(z) = z® — 3z drei Nullstellen hat, kann jedoch leicht
nachgerechnet werden. Fiir 23 — 32 = 0 ergibt sich z; = 0 als eine Nullstelle.
Die anderen beiden Nullstellen erhélt man aus der Gleichung

2% —3=0= 193 = +V/3 ~ £1, 7320508076.

Die drei Nullstellen der Funktion f(z) = 2® — 3x sind daher —+/3,0 und /3.
In Abbildung 5.1 ist die Funktion f(z) = 2* — 3z graphisch dargestellt.

Das Newtonverfahren kann als diskretes dynamisches System gemé&f Defi-
nition 29 angesehen werden. Dazu wird das langfristige Verhalten der stetigen
Funktion 7" und des Startwertes = bei wiederholter Anwendung betrachtet.
Zum Zeitpunkt 0 ist das dynamische System im Zustand x, zum Zeitpunkt
1 im Zustand 7'(z), ... und zum Zeitpunkt n im Zustand 77 (x).

Dieses diskrete dynamische System wird untersucht, indem das Newton-
verfahren in C angewendet wird. Um das globale Verhalten des Newtonver-
fahrens auf C, bzw. auf C U {00} zu untersuchen, wird das Newtonverfahren
fiir das Polynom 2® — 1 auf C betrachtet.

Die Ableitung ist in C analog zu jener in R definiert.

Das Newtonverfahren fiir f(z) = 2% — 1 wird auf C betrachtet. Daher ist
z— /(2) 22_23—1 :gz—i—i.

f'(2) 322 3 322
Gemif dem Fundamentalsatz der Algebra hat die Funktion f(z) = 2% — 1
drei Nullstellen. Diese sind 1, ¢*3* und e'5'.

Da Iterationsfolgen bei einer der Nullstellen enden, falls geniigend nahe
an der Nullstelle gestartet wurde, haben die Nullstellen die Eigenschaft von
Attraktoren. Wird mit einem Startwert in der Ndhe der Nullstelle begonnen,
so fithrt die Iteration auf den jeweiligen Attraktor. Es stellt sich die Frage,
wie die Einzugsgebiete der Attraktoren aussehen. Wo ist mit den Iterationen
zu beginnen, um bei einem bestimmten Attraktor zu landen?

(vgl. [5] S. 78ff und S. 101f).

Zur Behandlung dieser Frage werden die Mengen Uy, U, und Us definiert.

Sie beschreiben die Attraktionsgebiete. Setze
U, = {ZGC: lim T”(z)zl},

n—oo

T(z) =

U, = {z € C: lim T"(z) = e%} und

n—oo

Us = {z € C: lim T"(2) :e%}.

n—oo
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Diese drei Mengen sind offen. Es wird ein entsprechender Ausschnitt aus der
Ebene der komplexen Zahlen, der die Attraktoren enthélt, Punkt fiir Punkt
untersucht. Je nach Zugehorigkeit zu den Attraktionsgebieten werden die
Startpunkte der Iterationsfolgen unterschiedlich eingefarbt.

(vel. [5] S. 101ff).

Abbildung 5.2: Newtonverfahren fiir 23 — 1

In Abbildung 5.2, die von Peter Raith erstellt wurde, sind die Einzugsgebiete
der drei Nullstellen unterschiedlich gefarbt. Die Menge U; ist in Abbildung 5.2
tiirkis, die Menge U, rosa und die Menge Ujz gelb dargestellt. Jene Punkte,
fiir die nach einer bestimmten vorgegebenen Anzahl von Iterationsschritten
noch kein Attraktor erreicht wurde, werden zur Grenze gezihlt.

(vgl. [5] S. 107).
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Dass es eine Grenze gibt, kann wie folgt begriindet werden. Gébe es ein
z, das sich in zwei der Mengen befindet, wiirde es gleichzeitig gegen zwei
verschiedene Grenzwerte konvergieren. Deshalb sind die drei Mengen Uy, U,
und Uz paarweise disjunkt. Die drei Mengen U;, Us; und Uz konnen nicht
ganz C sein, da C zusammenhingend ist, U; U U, U Us aber nicht. Dies kann
direkt mit Definition 28 gezeigt werden.

5.2.1 Juliamenge und Fraktal

Man setzt J := C\ (U; U Us U Us). Da Uy, Uy und U; offen und paarwei-
se disjunkt sind, ist J abgeschlossen und nicht leer. Die Menge J wird die
Juliamenge des Newtonverfahrens fiir 2®> — 1 genannt. Die Juliamenge, die
eine komplexe Grenze mit selbstdhnlichen Elementen beschreibt (vgl. [5] S.
99), ist nach dem franzdsischen Mathematiker Gaston Maurice Julia (1893 —
1978) benannt. (vgl. [50] S. 73).
Auf J konvergiert das Newtonverfahren nicht gegen eine Nullstelle. Weiters
besteht auf J ,,Chaos*. Die Juliamenge besteht aus iiberabzidhlbar vielen
Punkten.

Die Vereinigung der Mengen, fiir die das Newtonverfahren gegen eine
Nullstelle konvergiert

U1UU2UU3:{Z€(C:T"(Z):1}U{26C:T"(z):e%}u
U{zGC:T”(z) :e%},
wird Fatoumenge genannt. Die Fatoumenge ist nach dem franzosischen Ma-
thematiker und Astronom Pierre Joseph Louis Fatou (1878 — 1929) benannt.
(vel. [49] S. 136).

Das Komplement der Fatoumenge ist die Juliamenge. Die Juliamenge
ist ein Fraktal. Fraktale sind selbstdhnlich. Egal wie nahe in die Menge J
gezoomt wird, sieht die Menge immer fast genauso aus, wie aus der Ferne.
Weiters besitzt ein Fraktal keine glatten Begrenzungen. Je stirker die Grenze
vergrofert wird, desto langer wird sie. Somit ist die Grenze eigentlich unend-
lich lang und hat die Breite null. (vgl. [5] S. 112, 113).

Fraktale treten oft bei ,,chaotischem Verhalten“ auf. Der Begriff Fraktal wur-
de von Benoit Mandelbrot entwickelt. (vgl. [5] S. VII).

Weitere Beispiele fiir Fraktale sind die Cantormenge und das Sierpinski-
Dreieck. Die Cantormenge ist nach dem deutschen Mathematiker Georg Fer-
dinand Ludwig Cantor (1845 — 1918) benannt (vgl. [48] S. 275) und das



5.2. DAS NEWTONVERFAHREN 85

Sierpinski-Dreieck nach dem polnischen Lehrer und Mathematiker Wactaw
Franciszek Sierpinski (1882 — 1969) (vgl. [51] S. 22). Bei den genannten Bei-
spielen handelt es sich um selbstdhnliche Mengen, die nun genauer beschrie-
ben werden.

Cantormenge

Eine allgemeine Definition der Cantormenge ist nach Reitmann (vgl. [38] S.
147, 148) und Brucks und Bruin (vgl. [10] S. 7) gegeben.

Definition 34. Sei (M, d) ein metrischer Raum und C' eine Menge darin.
Hat die Menge C' die folgenden Eigenschaften:

1. C ist kompakt,

2. C' ist abgeschlossen und jeder Punkt ist Haufungspunkt, also C ist
perfekt und

3. C ist total unzusammenhéngend, d.h. fiir jeden Punkt x € C' besteht
die grokte zusammenhéngende Menge, die x enthélt nur aus {x},

so wird sie Cantormenge genannt.

Anhand eines Beispiels nach Devaney (vgl. [12] S. 37, 135) und Hirsch,
Smale und Devaney (vgl. [18] S. 349 — 352) wird eine Cantormenge beschrie-
ben. Es handelt sich dabei um die sogenannte dbliche Cantormenge.

Beispiel 7. Sei I das Einheitsintervall [0, 1] (also (/,d) ist ein metrischer

Raum). Aus dem Einheitsintervall wird das mittlere Drittel (1,2) entfernt.

373
Es bleibt die Menge
1 2
= = —1/.
o= o] [5]

Nun wird aus den verbleibenden zwei abgeschlossenen Intervallen [0, %] und
[%, 1] wieder jeweils das mittlere Drittel entfernt. Somit ergibt sich

N BN

aus 2% abgeschlossenen Intervallen, die jeweils die Linge (%)2 haben. Wird
dieses Verfahren fortgesetzt ergibt sich mit n — oo die Cantormenge

C .= ﬁ C,.
n=0



86 KAPITEL 5. DISKRETE DYNAMISCHE SYSTEME

Die Menge C), besteht aus 2" abgeschlossenen Intervallen, die jeweils die
Liange (%)n haben. Alle Intervalle, die herausgenommen werden sind jeweils
offen. Es gilt, dass eine beliebige Vereinigung von offenen Mengen offen ist. Da
C =N, Cn ist und der beliebige Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen
abgeschlossen ist, ist die Cantormenge C' abgeschlossen. In Abbildung 5.3 ist
die Konstruktion der beschriebenen Cantormenge dargestellt.

Abbildung 5.3: Cantormenge

Die Cantormenge ist eine selbstdhnliche Menge, also ein Fraktal. Bei die-
sem Fraktal geht die Lange der Linien gegen 0 und die Anzahl der Punkte
in der Menge konvergiert gegen oco. Die Cantormenge ist iiberabzéhlbar. Der
Beweis kann bei Hirsch, Smale und Devaney (vgl. [18] S. 350 — 352) nachge-
lesen werden.

Sierpinski-Dreieck

Die Konstruktion des Sierpinski-Dreiecks erfolgt analog, wie die Konstrukti-
on der Cantormenge, allerdings im R?. Ein gleichseitiges Dreieck wird in vier
gleichseitige Dreiecke geteilt und das mittlere entfernt. Jedes der drei ver-
bleibenden Dreiecke wird wieder geviertelt und das mittlere entfernt. Dieses
Verfahren wird fortgesetzt. In Abbildung 5.4 sind die ersten Konstruktions-
schritte dargestellt.

Ein Beispiel eines Sierpinski-Dreiecks nach Denker (vgl. [11] S. 16) ist
nachstehend angefiihrt.
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A 2

A &:}3

Abbildung 5.4: Sierpinski-Dreieck

Beispiel 8. Die drei Punkte

P = (—%,0) D2 = (%,0) D3 = (07?>

definieren ein gleichseitiges Dreieck im R2. Durch die affinen Abbildungen
T(z) = 3(z + p;) werden die Seiten des Dreiecks um die Hilfte verkleinert
und p; invariant gelassen. Die zugehorige selbstidhnliche Menge heift das
Sierpinski-Dreieck. Die Fliche geht bei diesem Fraktal gegen 0 und die Lange
des Randes konvergiert gegen oo.

Nicht nur in der Mathematik, sondern auch in der realen Welt treten
Fraktale auf. Sie kommen in der Natur sehr haufig vor. Wie in einem Artikel
von Robert Walgate in Die Zeit nachzulesen ist, gilt fiir Lebewesen ein inter-
essantes Phinomen: Je kleiner das Wesen, desto grofer die Welt. (vgl. [45]).
Demnach ist der Lebensraum eines Lebewesens umso grofer, je kleiner der
Organismus selbst ist. Weitere Beispiele fiir Fraktale in der Natur sind das
Aussehen von Wolken, Bergen oder Pflanzen wie Karfiol, Romanesco oder
Sonnenblumen. Die Kiistenlinie einer Insel ist ebenfalls ein Fraktal. Je ge-
nauer die Linie betrachtet wird, also je kleiner der gewihlte Maflstab ist,
desto linger ist die Kiistenlinie. (vgl. [5] S. 113).
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Nun werden nach der Beschreibung von Fraktalen die Eigenschaften der
Juliamenge zusammengefaft.

Eigenschaften der Juliamenge

Die Abbildung T verhilt sich auf der Juliamenge ,chaotisch®. Damit sind
folgende Eigenschaften von 7" auf der Juliamenge gemeint.

e Die starke Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen ist erfiillt (siehe
Definition 24).

e Die periodischen Punkte liegen dicht in J.

e Es gibt ein z € J mit w(z) = J. Diese Eigenschaft wird topologisch
transitiv genannt. Man kann zeigen, dass diese Eigenschaft zu der in
Definition 23 beschriebenen dquivalent ist.

Nach Definition 25 ist das Newtonverfahren auf der Juliamenge ,chaotisch
nach Devaney“. Ein Mafk dafiir, wie ,chaotisch® ein dynamisches System ist,
ist die topologische Entropie.

5.3 Topologische Entropie

Die topologische Entropie soll beschreiben wie ,,chaotisch® ein dynamisches
System ist. Es gibt zahlreiche unterschiedliche Definitionen der topologischen
Entropie. 1965 wurde von Adler, Konheim und McAndrew erstmals die to-
pologische Entropie als topologisches Analogon zur maftheoretischen Entro-
pie in [1] definiert. Definitionen der maktheoretischen Entropie stammen von
Kolmogorov (1958) und von Sinai (1959). Dinaburg (1970) und Bowen (1971)
haben in [7] die topologische Entropie dquivalent definiert.

5.3.1 Definition nach Dinaburg und Bowen

Die Definition der topologischen Entropie nach Dinaburg und Bowen in [7]
wird wie in Walters (vgl. [46] S. 168 — 173) beschrieben.

Anschaulich ist ein dynamisches System umso ,,chaotischer”, je stirker
die Anzahl der Orbits der Lange n mit wachsendem n steigt. Da es unend-
lich viele Orbits der Lange n gibt, hat die anschauliche Betrachtung wortlich
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keinen Sinn. Sehr nahe nebeneinander liegende Orbits werden nicht als ver-
schieden gezéhlt. So kénnen zum Beispiel zwei Punkte z und y genau dann
unterschieden werden, wenn der Abstand zwischen ihnen grofer als e, also
d(x,y) > € ist. Weiters konnen zwei Orbits der Lénge n genau dann unter-
schieden werden, wenn sie sich zu einem der Zeitpunkte 0,1,2,...,n—1 um
mehr als € unterscheiden. Die maximale Anzahl der Orbits der Liange n, die
auf diese Weise unterschieden werden kénnen, wird £, (g) genannt.
(vel. [2] S. 190).

Nachstehende Definition von (n,e)-trennend kann in Alseda, Llibre und
Misiurewicz (vgl. [2] S. 190) nachgelesen werden.

Definition 35. Sei (X, T) ein dynamisches System, n € N, e € Rund € > 0.
Eine Menge E C X heift (n,c)-trennend, falls es fiir alle z,y € E mit
r#yeinje{0,1,2,...,n— 1} gibt, sodass d(T7(x), T’ (y)) > ¢ ist.

Definition 36. Es sei n € N, ¢ > 0 und K eine kompakte Teilmenge von
X. Dann ist k, (e, K) die grofste Kardinalitit von (n,¢)-trennenden Mengen
von K.

Somit ist die maximale Anzahl der Orbits der Lénge n, die unterschieden
werden konnen k,(¢) = sup{card E : E ist (n,e)-trennend}.
Bei vielen Beispielen erhélt man

kn(e) ~ c.e™, (5.1)

fiir ein h > 0. Je grofer die Zahl h ist, umso ,,chaotischer” ist das System. Die
Zahl h wird als Mafzahl fiir das ,,chaotische Verhalten“ eines Systems heran-
gezogen und topologische Entropie genannt. Wird (5.1) mit dem natiirlichen
Logarithmus logarithmiert, so erhélt man

log ky,(¢) =~ log c. + nh.

Die Zahl h wird explizit ausgedriickt. Es ergibt sich
1 1
h~ —logk,(e) — —logc..
n n
Fiir n — oo konvergiert der Summand %log c. gegen null. Es bleibt

1
h~ —logk .
nog 0 (€)
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Nun wird die Entropie h als Grenzwert

1
h = lim —logky,(¢c)

n—oo N,

definiert.
Dabei treten zwei Probleme auf. Zum einen muss der Grenzwert nicht
existieren und zum anderen kann & von ¢ abhangen.

1. Es kann sein, dass der Grenzwert 1imn_,oo%log k, () nicht existiert.
Wird statt lim,,_., der limsup,,_,,, genommen, dann existiert

1
h(e) = limsup — log ky(e)
n—oo 1

sicher, wenn fiir h(e) der Wert +oo zugelassen wird.

2. Die Zahl h hingt von € ab. Falls 0 < g1 < €9, dann ist k,(c1) > k,(&2).
Es ist

1 1
h(e1) = limsup — log ky(-,) > limsup - log kn(ep) = h(e2).

n—oo n n—oo

Daher existiert lim. o+ h(e) und lim. o+ h(e) = sup.~q h(e), wenn fiir
lim._,o+ und sup,, der Wert 400 zugelassen wird.

Bei der formalen Definition der topologischen Entropie wird fiir limsup,,_, .,
und lim,_,g+ der Wert +o00 zugelassen.

Definition 37. Sei (X, T') ein topologisches dynamisches System. Dann ist

1
hiop(X,T) := lim limsup — log sup card £
n E

e—=0t poco

die topologische Entropie von (X, T'), wobei das Supremum (supy) iiber
alle (n, e)-trennenden Mengen £ C X genommen wird.

5.3.2 Definition nach Adler, Konheim und McAndrew

Die urspriingliche Definition der topologischen Entropie wurde von Adler,
Konheim und McAndrew 1965 in [1] gegeben. Dabei wird der Begriff der
e-trennenden Punkte nicht verwendet. Diese Definition der topologischen
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Entropie basiert auf offenen Uberdeckungen.
(vgl. [46] S. 164 — 167 und [2] S. 188, 189).

Sei X ein kompakter metrischer Raum. Falls o und 3 offene Uberdeckun-
gen von X sind, dann sei a V § die offene Uberdeckung aller Mengen der
Form AN B, mit A € o und B € 3. Analog definiert man \/7_, a; als of-
fene Uberdeckung von X mit Mengen der Form ﬂ?;l A; mit A; € o; fir
j €{1,2,...,n}. Es handelt sich um offene Uberdeckungen, weil der Durch-
schnitt endlich vieler offener Mengen wieder offen ist.

Eine offene Uberdeckung 3 ist eine Verfeinerung der offenen Uberdeckung
«a, falls jedes Element von (3 eine Teilmenge eines Elementes von « ist, also:
VB € f4A € a mit B C A. Man schreibt o < (.

Wenn « eine offene Uberdeckung von X ist, und 7 : X — X stetig ist,
dann sei T~'(a) die offene Uberdeckung, die aus allen Mengen der Form
T7'(A) mit A € a besteht.

Es sei o eine offene Uberdeckung von X. Weil X kompakt ist, kann
X durch endlich viele Elemente aus « iiberdeckt werden. Setze N(«) :=
min{n : X kann durch n Elemente aus « iiberdeckt werden}, also N(a) be-
zeichnet die Anzahl der Mengen in einer Teiliiberdeckung von a mit mini-
maler Kardinalitét.

Sei « eine offene Uberdeckung von X. Dann wird die Entropie von « als
h(c) :=log N(«a) definiert.

Definition 38. Es sei a eine offene Uberdeckung von X und 7 : X — X
eine stetige Abbildung. Dann ist

n—1
1 .
h = lim — -
(T, a) nh—>Holo nh (\/ g (a))
j=0
die Entropie von 7' beziiglich «.

Definition 39. Sei T : X — X eine stetige Abbildung. Die topologische
Entropie von 7" wird als

nMT) = sup T, @)

definiert, wobei das Supremum iiber alle offenen Uberdeckungen von X ge-
nommen wird.
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5.3.3 Aquivalenz der beiden Definitionen

Die Aquivalenz der beiden Definitionen der topologischen Entropie wurde
von Bowen 1971 in [8] nachgepriift. Nachstehend wird der Zusammenhang
der beiden Definitionen der topologischen Entropie nach Walters (vgl. [46] S.
173 — 174) dargestellt.

Definition 40. Sei (X, T) ein dynamisches System, n € N, ¢ € Rund € > 0.
Eine Menge £ C X heifst (n, )-erzeugend, falls es fiir alle x € X einy € F
und ein j € {0,1,2,...,n — 1} gibt, sodass d(T7(z),T?(y)) < € ist.

Definition 41. Es sein € N, ¢ > 0 und K eine kompakte Teilmenge von X.
Dann ist 7,(¢, K) die kleinste Kardinalitit von (n,¢)-erzeugenden Mengen
von K.

Die angefiihrten Definitionen sind nach Alseda, Llibre und Misiurewicz
(vgl. [2] S. 190). Fiir die Definition von (n,e¢)-trennend siehe Definition 35
und 36.

Definition 42. Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und seien o und
~ offene Uberdeckungen von X. Dann heikt § die Lesbeguezahl der Uber-
deckung v, mit § > 0, falls es zu jeder offenen Uberdeckung ~ eine Zahl
0 gibt, sodass jede Menge o mit dem Durchmesser diam(o) < ¢ in einer
iiberdeckenden Menge v enthalten ist.

Bemerkung 6. Aus Definition 42 folgt, dass v < « ist, falls der Durch-
messer diam(A) jeder Menge A € a aus einer offenen Uberdeckung o von X
kleiner als die Lesbequezahl & von ~y ist.

Proposition 7. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und T : X — X
eine stetige Abbildung.

1. Fualls o eine offene Uberdeckung von X mit der Lesbequezahl § ist, so

gilt
N (VTﬂ'(@) <r (g,X) <k, (gx> .

2. Sei e > 0 und 7y eine offene Uberdeckung. Der Durchmesser von ~ ist
diam(y) := sup{diam(A) = A € ~v}. Falls diam(vy) < ¢ ist, dann gilt

(e, X) < ko(e, X) < N <n\/ T‘j(7)> :

=0
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Korollar 1. Es sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und T : X — X
eine stetige Abbildung sowie e > 0. Alle offenen Uberdeckungen von X mit der
offenen Kugel mit Radius 2 werden durch o, beschrieben. Weiters beschreibt
e alle offenen Uberdeckungen von X mit der offenen Kugel mit Radius . EBs
gilt

N (\/ Tj(a€)> <rp(e,X) <kn(e,X)<N (\/ Tﬂ'(%)> :

Proposition 8. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum, T : X — X
eine stetige Abbildung und sei € > 0. Dann sind die beiden Definitionen 37
und 39 der topologischen Entropie ident.

5.4 Berechnung der topologischen Entropie

Nach Plaschko und Brod (vgl. [34] S. 190) wird invariant wie folgt definiert.

Definition 43. Sei M C R” eine Menge und 7' : X — X eine Abbildung.
Die Menge M heiftt T-invariant, falls fiir alle x aus M und alle n aus N gilt
T"(x) € M.

Ist die Entropie auf kleinen Teilmengen bekannt, so kann sie mit nach-
stehendem Satz berechnet werden.

Satz 6. Sei (Xj);cs eine endliche oder abzihlbare Familie von abgeschlos-
senen, T-invarianten Teilmengen von X und es gelte fiir alle x € X, dass
w(x) C Ujes Xj ist. Dann ist hiop(T) = supje hiop(X;, T).

Satz 7. Fulls X endlich ist, dann ist hyop(T) = 0.

Beweis. Es gilt card X = N und card £ < N. Fiir die topologische Entropie
ist hiop(T') < lim. o+ limsup,,_, % log N = 0. O

Satz 8. Fulls X = U?:lXj; X abgeschlossen, X; N X;, endlich und T :
X; — X bigektiv ist, dann ist

hiop(T') > log n.

Bemerkung 7. In vielen einfachen Fillen ist die Entropie von T unter den
Voraussetzungen von Satz 8 hyop(T') = logn.
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Die Entwicklung einer Population kann mit der logistischen Funktion
T(x) = ax(l — x) beschrieben werden. Wie in Abschnitt 4.5 besprochen
besteht fiir a = 4 ,,totales Chaos“. Nun wird in nachstehendem Beispiel ver-
sucht mit den bekannten Sédtzen die topologische Entropie zu berechnen.

Beispiel 9. Sei die Abbildung 7" : [0, 1] — [0, 1] durch
T(z) =4z(1 — x)
gegeben. Der Graph der Funktion ist in Abbildung 5.5 dargestellt. Das Ein-

1,

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
0 E 1
2

Abbildung 5.5: Graph der logistischen Funktion 7T'(z) = 42(1 — x)

heitsintervall kann in zwei Teilintervalle [, = [O, %} und [, = [%, 1} zerlegt
werden. Die Abbildungen 7" : [} — [0,1] und T : Iy — [0, 1] sind jeweils
bijektiv. Da I; N I endlich ist, kann die topologische Entropie mithilfe der
Bemerkung nach Satz 8 berechnet werden. In diesem Fall ist die topologische
Entropie

hiop(T') = log2 =~ 0,693147180559945309.

Auf dieses Beispiel werden wir nach Korollar 3 zuriickkommen.

5.5 Malitheoretische Entropie

Die maktheoretischen Entropie wurde vor der topologischen Entropie 1958
von Kolmogorov und 1959 von Sinai definiert.
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Nachstehend sind einige Definitionen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie
angefiihrt, bevor die maftheoretische Entropie beschrieben wird. Dabei ist 2
die Menge aller méglichen Ereignisse und A C €2 ein Ereignis.

Definition 44. Sei Q2 # (). Eine Familie M von Teilmengen von  (also
Ae M= ACQ), wird o-Algebra genannt, falls sie folgende Eigenschaften
besitzt:

1. Qe M,
2. ist A € M, so ist das Komplement 2\ A € M,
3. ist (A;)jen eine Folge in M, so ist (2, A; € M.
(vgl. [22] S. 128 und [4] S. 16).
Satz 9. Jeder Durchschnitt von o-Algebren ist wieder eine o-Algebra in €.

Dieser Satz kann durch nachpriifen der Eigenschaften einer o-Algebra
geméf Definition 44 bewiesen werden. (vgl. [4] S. 17).

Definition 45. Es sei 2 # () eine Menge und M eine o-Algebra auf €. Eine
Funktion P : M — R heifst Wahrscheinlichkeitsmaf auf M, falls folgende
drei Eigenschaften erfiillt sind:

1. P(A) >0 fiir alle A € M,
2. P(2) =1 und

3. P ist o-additiv, also ist (A;);ey eine paarweise disjunkte Folge in M,

so gilt
j=1 J=1

(vgl. [4] S. 129 und [22] S. 129).

Definition 46. Sei Q0 # () eine Menge, M eine o-Algebra auf Q und P :
M — R ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf M. Dann wird (2, M, P) Wahr-
scheinlichkeitsraum genannt.

(vel. [4] S. 129 und [22] S. 129).
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Definition 47. Sei (2, M, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heift C
mit C C M eine Partition von €, falls gilt

P(Cy N Cy) =0 fiir alle Cy # Cy € M und

2. P(UcecC) = 1.

Definition 48. Der Wahrscheinlichkeitsraum (2, M, P) und das Ereignis
A mit A € M und dem Wahrscheinlichkeitsmaft P(A) sind gegeben. Dann
heifst —log P(A) die Information, die das Ereignis A liefert.

Wenn A eine endliche Teil-o-Algebra von M ist, dann gibt es eine end-
liche Partition {Ay, Ay, ..., A,}, sodass es fiir alle A € A eine Menge J C
{1,2,...,n} mit A=J.., A4; gibt.

Definition 49. Sei A eine endliche Teil-o-Algebra von M. Dann ist die

Entropie von A
Z P(A;)log P(A;).

Fiir diese Definition siehe Walters (vgl. [46] S. 78).
Somit ist H(A) ein Mak fiir die durchschnittliche Information eines Experi-
ments mit den moglichen Ausgéngen {A;, As,..., A,}. Ist der Ausgang des
Experiments sicher, so ist H(,A) = 0. Das ist genau dann der Fall, wenn
P(A;) =0 oder P(A;) =1 fiir alle j € {1,2,...,n} ist.

Es stellt sich die Frage, welche Wahrscheinlichkeitsverteilung P(A;) mit
j €{1,2,...,n} die grofte durchschnittliche Information oder Entropie lie-
fert. Dazu wird nachstehende Proposition nach Walters (vgl. [46] S. 80) for-
muliert und bewiesen.

je€J

Proposition 9. Ist A = {Ay, Ay, ..., An}, so ist die Entropie H(A
Gleichheit H(A) = logn liegt genau dann vor, wenn P(A;) =
je{1,2,...,n} ist.

) <logn.
% fiir alle
Beweis. Der Beweis wird durch Induktion gefiihrt.

Sei n = 1. Somit ist H(A) = —1log1 =0 = log 1.

Sei n > 1. Mithilfe der Lagrange’schen Multiplikatoren wird eine Extrem-
wertaufgabe gelost. Dabei ist ) 7_; P(A;) = 1 die Nebenbedingung. Es ergibt

" Z P(A;)log P(A (Z P(A ) .
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Um das Maximum der Entropie zu bestimmen wird die erste Ableitung null
gesetzt. Dies fiihrt zu

oF
OP(4;)

= —logP(A;)—1—-X=0,

woraus sich durch Umformung

und schlieflich
P(4;) =e"7*

ergibt. Unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung ist

1= ZP(A]-) —ne '
j=1

und daher
e 1A = l
n
Somit ist P(A;) = % fir alle j € {1,2,...,n}. Fiir die Entropie ergibt sich
an dieser Extremstelle
H(A) = —illogl = leogn = logn.
n o n n

j=1 j=1

n

Abschliefsend werden die Randwerte untersucht. Diese liegen bei einem j
mit P(A;) = 0. Wird das j-te Element herausgenommen, ergibt sich fiir die
Entropie

3

H(A) == P(A)log P(A) = = )~ P(Ag)log P(Ax) < log(n—1) < logn.
i

Daher ist das Maximum der Entropie H(A) = logn, wobei P(A;) = & fiir

alle j € {1,2,...,n} ist. O

Definition 50. Sei A eine Teil-o-Algebra von M und T : © —  eine
maRtheoretische Transformation (d.h.: VA € M ist T7'(A) € M). Dann
beschreibt T7"(A) die Teil-o-Algebra {T"(A) : A € A} mit n > 0.
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Die angefiihrte Definition kann in Walters (vgl. [46] S. 76) nachgelesen
werden.

Definition 51. In einem Wahrscheinlichkeitsraum (§2, M, P) sei eine mak-
theoretische Transformation 7" : {2 — (2 gegeben. Die endliche Teil-o-Algebra
von M ist A. Dann wird die Entropie von T beziiglich A durch

h(T, A) = lim Ly (71\_/ TJ'(A))

n—oo M

beschrieben.
(vgl. [46] S. 86).

Bemerkung 8. In Walters (vgl. [46] S. 86 — 88) wird gezeigt, dass der
Grenzwert immer existiert.

Definition 52. In einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, M, P) sei eine mak-
theoretische Transformation 7" : €2 — € gegeben. Dann ist die mafitheore-
tische Entropie von T

h(T) = sip (T, A).

Das Supremum wird iiber alle endlichen Teil-o-Algebren A von M genom-
men.

Bemerkung 9. Wird das Supremum iiber alle endlichen Partitionen p von
(Q, M, P) genommen, so lautet die Definition der mafitheoretischen Entropie
von T

hT) = sgp (T, ).

Die in dieser Bemerkung angefiihrte Definition ist nach Walters (vgl. [46]
S. 87).
In der Literatur ist fiir die mafktheoretische Entropie die Bezeichnung metri-
sche Entropie, Kolmogorov-Sinai-Entropie oder KS-Entropie iiblich.
(vel. [38] S. 184).
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5.5.1 Variationsprinzip

Der Zusammenhang zwischen der topologischen und der maftheoretischen
Entropie wird durch das Variationsprinzip nach Walters (vgl. [46] S. 187 —
191) beschrieben.

In einem metrischen Raum (X, d) sei B die kleinste o-Algebra, die alle
offenen Mengen enthilt. Man nennt B die o-Algebra der Borelmengen. Sei
M (X) die Menge aller Borel-Wahrscheinlichkeitsmafe auf X. Fiir einen kom-
pakten metrischen Raum (X, d) und eine stetige Funktion 7 : X — X sei
M (X,T) die Menge aller T-invarianten Borel-Wahrscheinlichkeitsmafe p auf
X. Dabei heikt p T-invariant, falls u(7'(B)) = p(B) fiir alle B € B gilt.

Weiters ist die Funktion ¢ : [0,00) — R durch

0, falls z = 0 und
o(x) = (5-2)
xlogx, fallsx #0

gegeben. Durch Induktion (vgl. [46] S. 79) ergibt sich fiir z; € [0,00),a; > 0
und > 7, o = 1 die Ungleichung

) (Z Ozjftj) < Z%¢(%)~

Definition 53. Es sei (X, B, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Weiters sei-
en A = {A,As,...,An} und V = {V4,V,,...,V,} zwei endliche Teil-o-
Algebren von B. Dann ist die bedingte Entropie von A unter V

P(V;) P(V;)

g (450

7j=1 =1

HOAY) = ZP Z PANY;) PNV

Fiir diese Definition sieche Walters (vgl. [46] S. 80, 82).

Proposition 10. Sei (X, B, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A und V
endliche Teil-o-Algebren von B. Dann g¢ilt die Ungleichung

H(AV V) < H(A) + HV).
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Fiir die Proposition und den Beweis siehe Walters (vgl. [46] S. 81, 82).

Proposition 11. Sei (X, B, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit der majs-
theoretischen Transformation T. Weiters seien A und V zwei endliche Teil-
o-Algebren von B. Dann gilt h(T, A) < h(T,V)+ H(A|V), wobei H(A|V) die
bedingte Entropie von A unter V ist.

Die Proposition und der Beweis sind in Walters (vgl. [46] S. 89 — 91)
nachzulesen.

Proposition 12. Sei (X, B, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit der majs-
theoretischen Transformation T'. Dann gilt fiir die maftheoretische Entropie
R(T™) = mh(T), wobei m > 0 ist.

Der Beweis kann in Walters (vgl. [46] S. 91, 92) oder in Denker (vgl. [11]
S. 206, 207) nachgelesen werden.
Das entsprechende Analogon der Proposition fiir die topologische Entro-

pie ist in nachstehender Proposition zusammengefasst.
(vgl. [46] S. 174, 175, [2] S. 191 und [10] S. 121).

Proposition 13. Sei (X,d) ein metrischer Raum, T : X — X eine gleich-
mdafig stetige Abbildung und m > 0. Dann gilt fiir die topologische Entropie
hop(T™) = mhiop(T').

Proposition 14. Se: X ein kompakter metrischer Raum und T : X —
X eine stetige Abbildung darin. Weiters sei (v,)52, eine Folge in M(X).
Definiere p, = (%) Z;:& v, o T77. Dann liegt jeder Hiufungswert u der

Fogle (11,)5% in M(X,T).

Die Proposition sowie der Beweis sind in Walters (vgl. [46] S. 151) nach-
zulesen.

In einem metrischen Raum (X,d) mit A C X wird die kleinste abge-
schlossene Menge A, die A enthilt, der Abschluss von A genannt. Die grokte
offene Menge, die in A enthalten ist heift das Innere von A. Man schreibt
A°. Der Rand von A ist der Abschluss ohne dem Inneren 9A = A\ A°. Er
ist stets abgeschlossen.

Lemma 1. Es ist X ein kompakter metrischer Raum und p € M(X). Sei § >
0, dann gibt es eine endliche Partition A = {Ay, As, ..., A} von (X, B(X))
mit diam(A;) < § und p(0A;) =0 fir alle j € {1,2,...,m} .
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Das Lemma und der Beweis sind nach Walters (vgl. [46] S. 187, 188).
Lemma 2. Sei p; € M(X), p; > 0 und 377 p; =1 fir 1 < j <n. Dann
gilt fiir jede Partition A von (X, B(X))

HZ?:1 Dy (A) > Z ijMj (A)
=1

Fiir dieses Lemma siehe Walters (vgl. [46] S. 188).

Lemma 3. Es seien g,n € N fest mit 1 < ¢ < n und fir 0 < j < q sei

a(j) = |™=L|, wobei die Gaufklammer [...] eine Funktion beschreibt, die
q

jeder reellen Zahl (R) die ndachstkleinere ganze Zahl (Z) zuordnet. Weiters
sei 0 < j < q—1 fest. Setze

S:={0,1,2,...,5—1,5+a(j)g,j +a(j)g+1,...,n—1}.
Dann gilt
{0,1,2,...;n—=1}={j+rq+t:0<r<a(j)—1,0<t<qg—1}US.
Weiters ist die Kardinalitdt von S héchstens 2q.

Beweis. Da j+a(j)g > j+ [% — 1} q = n — q gilt, ist die Kardinalitit von
S sicher < 2q. O

Das angefiihrte Lemma und der Beweis konnen in Walters (vgl. [46] S.
188) nachgelesen werden.

Lemma 4. Seien ¢,n € N fest mit 1 < ¢ < n und fir 0 < j < q sei
a(y) = [%}.Es gilt
. : n—j :
(a(j) —Dg+j < [T—l}qﬂ:n—q

fiir jedes 0 < j<q—1.Ist0<j<qg—1und0<r <a(j)—1, so sind alle
Zahlen {j + rq} < n — q und voneinander verschieden.

Siehe Walters (vgl. [46] S. 188) fiir das angefiihrte Lemma.
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Lemma 5. Es sei p € M(X,T). Weiters gilt fir den Rand einer Menge
B (m;:g T*J’(Aj)) C (V22 T9(DA;). Ist p(9A;) = 0 fiir 0 < j < n —1, s0

18t
m (a (ﬂ T_j(Aj)>> = 0.

Dieses Lemma kann in Walters (vgl. [46] S. 188) nachgelesen werden.

Lemma 6. Seien p, und p € M(X), wobei n > 1 ist. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent

1. p, konvergiert gegen L.

2. Sei B die kleinste o-Algebra, die alle offenen und alle abgeschlosse-
nen Teilmengen von X enthdlt. Fir jedes A € B mit n(0A) = 0 gilt

pin(A) — p(A).

Fiir dieses Lemma siehe Walters (vgl. [46] S. 149).

Der folgende Satz beschreibt den Zusammenhang zwischen der topologi-
schen Entropie und der maftheoretischen Entropie nach Walters (vgl. [46] S.
188).

Satz 10 (Variationsprinzip). Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und
T : X — X eine stetige Abbildung. Dann gilt

hiop(T) = sup{h,(T)|p € M(X,T)}.
Das Supremum wird iber alle Wahrscheinlichkeitsmafle i genommen.

Der nachstehende Beweis des Variationsprinzips geht auf Misiurewicz
in [25] zuriick und wird nach Walters (vgl. [46] S. 189, 190) gefiihrt.

Beweis. Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil wird gezeigt, dass
hu(T) < hiop(T) ist und im zweiten Teil, dass k(e, X, T) < h,(T) gilt.

1. Teil: Behauptung: Es gilt h,(T") < hiop(T).

Eine Partition von (X,B(X)) sei A = {4, As,..., An}. Es wird € > 0 so
gewdhlt, dass ¢ < ml;gm ist. Es gibt kompakte Mengen B; mit B; C A;, wo-
bei 1 < j < m ist, sodass p(A; \ B;) < € gilt. Sei V = {By, By, Bs, ..., B, }
eine Partition, wobei By = X \ Jj_, B; ist. Dann gilt

1(Bo) < me. (5.3)
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Die bedingte Entropie ist nach Definition 53
T (B;iNA))
L(AY) u(B (7) |
AV =22 1BIe ()

Wird die erste Summe aufgelost, fallen nach (5.2) alle Summanden bis auf
den ersten weg. Somit ist die Entropie

H(A]V) = BO§:¢< E%QA)).

Nach Proposition 9 ist
H,(A|V) < pu(Bo) log(m).
Wird nun u(By) geméh (5.3) ersetzt, so ist
H,(AlV) < melog(m) < 1. (5.4)

Sei \/I—, T~(V) eine Partition und die Anzahl der nicht leeren Mengen in
ihr erd durch N (Vi ‘T (V) beschrieben. Ist n > 1, so folgt nach Pro-

position 9 ) )
H, <\/ T@'(V)) <log N (\/ TW)) .

i=0
Ist ¢ # 0, so ist die Vereinigung By U B; = X\ U#j B, eine offene Menge.
Somit ist D = {ByU By, ByU B, ..., ByU B,,} eine offene Uberdeckung von
X. Fiir die Entropie ergibt sich

H, (71\_/ T‘i(V)> <log N (n\_/ T‘%D)) .2",

h,(T,V) < h(T,D) +1og2 < hiop(T) + log 2. (5.5)

Somit folgt

Aus Proposition 11 folgt

h (T, A) < h, (T, V) + H,(AV).
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Wird der erste Summand geméf (5.5) und der zweite geméf (5.4) ersetzt, so
ergibt sich

hy (T, A) < hiop(T) + log 2 + 1.

Zusammengefasst gilt fiir jede stetige Abbildung 7" mit u € M(X,T), dass
die Entropie h,(T) < hyp(T) + log2 + 1 ist. Fiir die iterierte Abbildung
T™ folgt unter Beriicksichtigung von Proposition 12 und Proposition 13, dass
nh,(T) < nhyop(T) +log2+1ist, also b, (T') < hyop(T) —1—%. Damit wurde
die Behauptung des ersten Teils des Beweises, ndmlich dass h,(T") < hyop(T)
ist, gezeigt.

2. Teil: Sei e > 0. Es gibt ein pp € M (X, T') mit h,(T) > k(e, X, T'). Somit
folgt, dass sup{h,(T)|p € M(X,T)} > hiop(T) ist.
Behauptung: Es gibt ein p € M(X,T) mit k(e, X, T) < h,(T).
Eine (n, €)-trennende Menge E,, von X mit der Kardinalitit &, (¢, X ) sei gege-
ben (siehe dazu Definition 36). Das Mak, das auf der Menge E,, definiert wer-

den kann ist 0, € M(X) mit o, = <m> > wen, Oz Sei pt, € M(X) wie
in Proposition 14 definiert. Nach Proposition 14 liegt ein Haufungswert p der

Folge (11,)$%, in M (X, T). Da M(X) kompakt ist, gibt es weiters eine konver-
gente Teilfolge (n;) € N, sodass der Grenzwert lim;_, (n ) log kn, (e, X) =

k(e,X,T) ist und p,, — p. Da p € M(X) ist, kann nach Lemma 1 ei-
ne Partition A = {A;, Ay, ..., A} von (X, B) so gewéhlt werden, dass der
Durchmesser diam(A;) < ¢ ist. Weiters gilt fiir 1 < i < m, dass u(0A4;) =0
ist. Da kein Element von \/!_) T~(A) mehr als ein Element von E,, beinhal-

tet, haben k, (¢, X) Elemente von /I, T7(A) das o,-Mak - (E 7 und alle
weiteren Elemente das o,-Maf null. Es ist
n—1
H,, (\/ T@'(A)) — log u(z, X).
=0
Wihle ¢,n € N fest mit 1 < ¢ < n und sei a(j :[”}ﬁirogqu.
Weiters sei S = {0,1,2,...,5 — 1,7 +a(j)g.j +a(j)g+1,...,n—1}. Nach

Lemma 3 gilt

a(j)—

n\/ T7(A) \/ - (ra+d) \/T A v\ TA) (5.6)

leS
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und die Kardinalitdt von .S ist hochstens 2¢. Somit ist

log ky, (e, X) = H,, (\/T )

Wird \/7- T~/(A) gemih (5.6) ersetzt und Proposition 10 angewendet, so
ergibt smh

a(J) 1 q—1
log kn (g, X) H,, <T<“I+J'> \/ TZ(A)) + Z H,, (T7™(A)) .
r=0 =0

meS

Proposition 9 fiihrt zu

log k,, (g, X) Z 0T~ (ra+) (\/T >+2qlog(m).

Nun wird die Ungleichung iiber alle j mit 0 < 7 < ¢ — 1 summiert. Unter
Beriicksichtigung von Lemma 4 fiihrt dies zu

n—1 qg—1
qloghn(e,X) <Y Hyor-— <\/ T”(«‘U) +2¢*log(m).

p=0 =0

Im n#chsten Schritt wird die Ungleichung durch n dividiert und Lemma 2
angewendet. Somit ist

2

logk (e,X)<H, (\/T >+—log( ). (5.7)

Die Grenzen der Elemente von \/ T7(A) haben gemdk Lemma 5 das p-
Maf null. Somit ist fiir alle Elemente B von \/ T~%(A) nach Lemma 6 der
Grenzwert lim; . pi,,, (B) = p(B). Es ergibt smh

lim H),, <\/ T ) = H, <q\/1 T"(A)) .

Nun wird in (5.7) die Variable n durch n; ersetzt. Fiir j — oo erhélt man

qk(e, X, T) < (\/T )
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Wird zum einen die Ungleichung durch ¢ dividiert und geht zum anderen
q — o0, so ergibt sich

k(e, X, T) < h(T, A) < h,(T).

Damit wurde gezeigt, dass sup{h,(T)|p € M(X,T)} > hiop(T) ist. Zusam-
menfassend folgt daher aus dem ersten und dem zweiten Teil des Beweises

htop(T) = Sup{hM(T”u S M(X> T)}

5.6 Topologischer Druck

Der topologische Druck wird nach Walters (vgl. [46] 207ff) und Reitmann
(vgl. [38] S. 183, 184) beschrieben.

Eine Verallgemeinerung der topologischen Entropie wird erreicht, indem
jedem Punkt ein gewisses ,,Gewicht* gegeben wird. Je hoher dieses Gewicht
ist, umso wichtiger ist der Punkt. Fine stetige Funktion f : X — R wird
Gewichtsfunktion genannt. Der Punkt z erhilt das Gewicht f(x).

Definition 54. Das Gewicht des Orbits (z,T(z),T?(x),...,T" '(x)) der
Lange n ist

n—1
> (T ().
5=0
Bei x werden entlang der Orbits die Gewichte summiert.

Der topologische Druck wurde erstmals in Spezialféllen 1973 in [40] von
David Ruelle und im allgemeinen Fall 1976 in [47] von Peter Walters definiert.

Definition 55. Sei (X,T') ein topologisches dynamisches System und f :
X — R stetig. Dann heift

n—1
1 .
X, T = lim Li — J )
p(X, T, f) = lim limsup ~ log S%pZeXp (Z F(T (:L“))) (5.8)
(S} 7=0
der topologische Druck von (X,7) mit der Gewichtsfunktion f, wobei
das Supremum (supy) iiber alle (n,¢)-trennenden Mengen £ C X gemessen
wird.
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Satz 11. Der topologische Druck ist die Verallgemeinerung der topologischen
Entropie, da p(X,T,0) = hyop(X, T) gilt.

Beweis. 0 bedeutet die Nullfunktion, also ist 0(x) := 0 fiir alle z € X.
1 n—1
p(X,T,0) = lim limsup — log sup Z exp <Z 0 ) =
e20% n—oo el =
-1
= lim lim sup — log supZeXp ( 0)
e=0T n—oo z€E 7=0

1
= lim limsup — log sup Z exp(0) =

e—0t

= lim lim sup log sup Z 1=

e—0t

= lim limsup — log sup card E = hiop, (X, 7).
n E

e—=0" nooo

O

Analog zu Satz 6 kann der topologische Druck mithilfe des nachstehenden
Satzes berechnet werden, wenn er auf kleinen Teilmengen bekannt ist.

Satz 12. Seien (X;),c; eine endliche oder abzihlbare Familie von abgeschlos-
senen T'-invarianten Teilmengen von X. Weiters gelte fiir alle x € X, dass

w(@) € Ujes Xj- Dann ist p(T, f) = sup;e,; p(X;, T, f).

5.7 Abbildungen auf dem Intervall

In diesem Abschnitt wird besonders auf Intervallabbildungen der Form [0, 1]
[0, 1] eingegangen. Jede Abbildung S in sich selbst S : [a, 8] — [a, (] kann
normiert werden, indem 7'(z) := B_%(S(oz + (8 — a)x) — «) definiert wird.
Die Abbildung 7" : [0,1] — [0, 1] ist nun normiert.

Der Satz von Sarkovsky gibt Auskunft {iber die Struktur von periodischen
Punkten und die Existenz von weiteren periodischen Punkten. Im Wesentli-
chen kann mithilfe des Satzes zwischen ,,Chaos und ,,Nicht-Chaos* getrennt
werden.

!
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Vor der Formulierung des Satzes wird die garkovsky—Ordnung nach Alse-
da, Llibre und Misiurewicz (vgl. [2] S. 17) und Brucks und Bruin (vgl. [10]
S. 22, 23) definiert.

Definition 56. Die Sarkovsky-Ordnung der natiirlichen Zahlen wird wie
folgt definiert: 3 << 5 << 7<<9<< ... <<2:3<<2:5<<2-7<<
2.0<< ... <<22.3<<22.5<<22.T<<...<<2.3<<2.5<<
2T << << B << <2<«

Nachstehender Satz wurde von Sarkovsky 1964 in [41] bewiesen.

Satz 13. Es gilt die Sarkovsky-Ordnung. Falls T - [0,1] — [0,1] eine stetige
Abbildung des Einheitsintervalls ist und T einen Punkt der Periode n besitzt,
mit n << m, dann besitzt T auch einen Punkt der Periode m.

Der Beweis des Satzes von Sarkovsky wird in Devaney (vgl. [12] S. 62 —
65) und in Denker (vgl. [11] S. 46 — 48) beschrieben. Fiir die Anwendung
dieses Satzes muss nur eine wesentliche Voraussetzung, namlich die Stetig-
keit der Abbildung erfiillt sein. Er gilt nicht nur, wie hier beschrieben fiir
Abbildungen auf dem Einheitsintervall der Form 7 : [0, 1] — [0, 1], sondern
allgemeiner fiir alle reellen Abbildungen 7' : R — R. Der Satz hat jedoch
nur im eindimensionalen Fall Giiltigkeit. Es gibt kein hoherdimensionales
Analogon. (vgl. [12] S. 67 und [24] S. 58).

Aus Satz 13 ergibt sich nach Metzler (vgl. [24] S. 58) folgendes Korollar.

Korollar 2. Sei T : [0,1] — [0,1] eine stetige Abbildung. Hat T einen peri-
odischen Punkt der Periode 3, so hat T' periodische Punkte aller anderen Pe-
rioden. Die Periode 3 ist daher die grofite Periode in der Sarkovsky-Ordnung.

Satz 14. Sei T : [0,1] — [0,1] stetig. Dann ist hyop(T) > 0 genau dann,
wenn es einen Punkt der Periode k gibt, wobei k & {2",n € Ny} ist.

Dieser Satz beschreibt den Zusammenhang zwischen der topologischen
Entropie und der Sarkovsky-Ordnung.

Definition 57. Eine Abbildung T : [0, 1] — [0, 1] heifst stiickweise mono-
ton, wenn es cp ;=0 <c; <y <...<cy_1 <cy:=1gibt, sodass fiir alle
j €{1,2,...,N} die Funktion T'|,_, ., : (¢j_1,¢;) — R stetig und streng
monoton ist.

Zu dieser Definition nach Alseda, Llibre und Misiurewicz (vgl. [2] S. 198,
199) ist zu bemerken, dass
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e die Abbildung 7" nicht stetig sein muss. In diesem Kapitel werden je-
doch in weiterer Folge nur stetige, stiickweise monotone Abbildungen
betrachtet.

e Die Intervalle (co,c1),(c1,¢2),...,(cn—2,cN-1),(cCN—1,Cn) nennt man
Monotonieintervalle von T. Die Menge E ist die Menge aller Endpunk-
te der Monotonieintervalle von T, mit Ausnahme der Punkte 0 und 1,
also

E:={ci, ¢y ... ,CN2,CN_1}-

e Es kann sein, dass zum Beispiel die Abbildung T'|(c)c,) @ (co,c2) — R
stetig und streng monoton ist. Deshalb werden

(Co, Cl)a (01, 62)7 ce e (CN727 CN71), (CNfla CN)

als die maximalen Monotonieintervalle von T definiert, falls fiir jedes
j€{1,2,...,N =1} die Funktion T, , ..,y : (¢j-1,¢j+1) — R nicht
stetig oder nicht monoton ist. Man nennt 7' eine Abbildung mit N
Monotonieintervallen. In diesem Kapitel werden in weiterer Folge nur
maximale Monotonieintervalle betrachtet.

Es wird nun stets angenommen, dass

(Co, Cl)a (01, 62)7 ce e (CN727 CN71), (CNfla CN)

die maximalen Monotonieintervalle von 7" sind. Nach Alseda, Llibre und Mi-
siurewicz (vgl. [2] S. 200) gilt, dass 7™ stiickweise monoton ist, falls 7" stiick-
weise monoton ist.

Definition 58. Sei T eine stiickweise monotone Abbildung. Fiir n € N wird
die Anzahl der Monotonieintervalle von 7™ mit ¢, (7") bezeichnet.

Fiir diese Definition siehe Alseda, Llibre und Misiurewicz (vgl. [2] S. 200,
201).

Satz 15. Sei T': [0,1] — [0, 1] eine stetige, stiickweise monotone Abbildung.
Dann gilt hyop(T) = lim,, o % log e, (T).

Der Satz liefert eine Formel fiir die Berechnung der topologischen Entropie
und wurde von Misiurewicz und Szlenk 1980 in [28] bewiesen.
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Korollar 3. Sei T : [0,1] — [0, 1] eine stetige, stickweise monotone Abbil-
dung. Fir alle j € {1,2,..., N} gelte T'[cj_1,cj] = [0,1]. Dann ist hyo,(T) =
log N.

Beweis. Behauptung: ¢,(T) = N".

Der Beweis der Behauptung wird durch Induktion nach n gefiihrt. Fiirn =1
gilt ¢;(T) = N' = N. Sei n > 1 und sei I ein Monotonieintervall von 77!
Das Intervall I wird in N Intervalle geteilt, auf denen 7™ streng monoton
ist und die durch 7™ auf ganz [0, 1] abgebildet werden. Fiir die Anzahl der
Monotonieintervalle gilt ¢,(T) = N - ¢,_1(T) = N - N*=1 = N". Daher ist
nach Satz 15 hyop(T) = lim,, o % log ¢, (T') = lim,, o % log N" =logN. O

Fiir die Abbildung T'(z) = 42(1 — x) aus Beispiel 9 (siehe Abbildung 5.5)
ist ¢; = %,T [0,%} = [0,1] und T [%,1] = [0, 1]. Deshalb ist nach Korol-
lar 3 hiop(T") = log 2. Damit ist das in Beispiel 9 vorgestellte Ergebnis exakt
hergeleitet.

Satz 16. Sei T : [0,1] — [0, 1] eine stetige, stiickweise monotone Abbildung.
Fiir alle j € {1,2,...,N} sei die Funktion T).,_, ., differenzierbar und es
gebe ein ¢ > 1, sodass |T'(x)| = ¢ fur alle x € (0,1) \ E ist. Dann gilt
hiop(T') = logc.

Der Beweis wurde von Misiurewicz und Szlenk 1980 in 28] erbracht. An-
hand der nachstehenden Beispiele wird die Bedeutung dieses Satzes zur Be-
rechnung der topologischen Entropie veranschaulicht.

Beispiel 10. Sei die Abbildung 7" : [0, 1] — [0, 1] durch

5 + 2z, fiir z € [0, 5],
T(z) = 1% — 2, fiir x € [%, %} ,
—12 + 2z, firz € [3,1]

definiert. Eine Darstellung der Funktion 7" ist in Abbildung 5.6 zu sehen. Die
Menge aller Endpunkte der Monotonieintervalle von 7', mit Ausnahme der

Punkte 0 und 1, ist £ = {$,2}. Fiir z € (0,1) \ E ist |T'(z)| =2. Da 2 > 1
ist, kann Satz 16 angewendet werden. Es folgt daher, dass die topologische
Entropie

hiop(T') = log 2 ~ 0.693147180559945309

ist.
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5 1

Abbildung 5.6: Graph der Funktion 7'(z) in Beispiel 10

Beispiel 11. Die Abbildung 7": [0, 1] — [0, 1] sei

. 1
T(x) = vez, f?r T € [01, ol
2 —ex, firze [z 1]

In Abbildung 5.7 ist der Graph der Funktion dargestellt. Die Menge aller
Endpunkte der Monotonieintervalle von T ist E = {ﬁ} Firz e (0,1)\ £

gilt |T"(z)| = +/e. Die Voraussetzung /e > 1 ist erfiillt. Daher folgt nach
Satz 16, dass die topologische Entropie durch

1

1
hiop(T) = log /e = 3 loge = 3

berechnet werden kann.
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2-vVe

1 1

Ve

Abbildung 5.7: Graph der Funktion 7T'(z) in Beispiel 11

5.8 Stabilititsanalyse von Intervallabbildungen

In diesem Abschnitt werden die Auswirkungen kleiner Storungen der Funk-
tion T" untersucht.

Haben zwei Funktionen 7' und die ,gestorte* Funktion T dasselbe dy-
namische System, so ist die Funktion 7" strukturell stabil. Besonders in der
praktischen Anwendung ist die strukturelle Stabilitdt von grofser Bedeutung.
Ein dynamisches System beschreibt meist ein Modell aus der realen Welt.
Dieses ist jedoch aufgrund von getroffenen Hypothesen und Annahmen so-
wie durch experimentelle Fehler mit zahlreichen Ungenauigkeiten behaftet.
Insbesondere ist das dynamische System nur eine Annéherung an das Modell,
welches selbst eine Annéherung an die Realitéit darstellt. Ist das dynamische
System strukturell stabil, so ist es von kleinen Fehlern unabhingig. Dies ist
bei der realen Umsetzung von entscheidender Bedeutung. (vgl. [12] S. 53).

Definition 59. Fiir n € N bezeichnet My die Menge aller stetigen, stiickwei-
se monotonen Abbildungen 7' : [0,1] — [0, 1] mit N Monotonieintervallen.
Dabei sind (¢, ¢1), (¢1,¢2), ..., (eN—2,¢N—-1), (¢n_1, cn) die maximalen Mono-
tonieintervalle von T'.

Nachstehende Definition sagt aus, was unter kleinen Stérungen der Funk-
tion T zu verstehen ist. Sie ist nach Devaney (vgl. [12] S. 54) und Brucks
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und Bruin (vgl. [10] S. 120) formuliert.

Definition 60. Sei T € MN~und sei e > 0. Dann nennt man T € My e-nahe
bei T', falls der Graph von T in einer e-Umgebung des Graphen von T liegt.

Wird etwa die Funktion F': My — R betrachtet, so bedeutet die Defini-
tion von e-nahe, dass

lim F(T) = a & fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0, sodass fiir alle T € My
T—-T
mit 7 ist d-nahe bei T : |F(T) —al < ¢ gilt.

Weiters ist zum Beispiel

1.¥e > 036 > 0, sodass fiir alle T € My mit 7T ist
. d-nahe bei T gilt F (T d
limsupF(T):a:<:> nahe ber 1 g1 ( ?<a+.€u~n o
F 2.¥e > 0 und Vo > 0 gibt es ein T' € My mit T ist
0-nahe bei T" und F(T) >a— €.

5.8.1 Stetigkeit der topologischen Entropie

Der folgende Satz besagt, dass die topologische Entropie nach unten halbste-
tig ist, also dass bei kleinen Stérungen das dynamische System nicht ,,weniger
chaotisch* wird. Der Beweis dieses Satzes wurde von Misiurewicz und Szlenk
1980 in [28] erbracht.

Satz 17. Sei T : [0,1] — [0, 1] eine stetige, stiickweise monotone Abbildung.
Dann gilt
liminf yop (T) > hiop(T).
T—-T

Fiir die Halbstetigkeit der topologischen Entropie nach oben wird voraus-
gesetzt, dass max () := —oo ist. Falls ¢ € F periodisch ist, dann wird n(c) als
die Periode von ¢ definiert, also n(c) := min{n € N : T"(c) = c}. Weiters gilt
k(c) := card ({¢,T(c), T?*(c), ..., T™9~(c)} N E). Die Zahl k(c) gibt an wie
viele Elemente des Orbits {c, T(c), T?(c),...,T™97'(c)} in E liegen.

Satz 18. Sei T : [0,1] — [0, 1] eine stetige, stickweise monotone Abbildunyg.
Dann gilt

- k
lim sup hyeop (T) = max {htop(T), max {ﬁ log2:ce E, c st pem’odisch}} )
T—T n(C)
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Dieser Satz, der von Misiurewicz 1989 in [26] bewiesen wurde besagt, dass
die topologische Entropie nach oben halbstetig ist, falls keine periodischen
Punkte in F sind.

Nach Alseda, Llibre und Misiurewicz (vgl. [2] S. 236) ist die topologische
Entropie stetig, falls sie nach unten und nach oben halbstetig ist.

n(c)

Korollar 4. Falls hyy(T) > max{k(c) log2:ce E,cist pem’odisch} ist,
dann gilt imz_ , hiop (T) = hiop(T).

Beweis. Fiir den Beweis dieses Korollars ist Satz 18 anzuwenden. Da

k
htop(T") > max {ﬁ log2:ce E,cist periodisch}

n(c)
und
. - k(c) . .
lim sup Aop (T) = max 4 hiop(7T'), max § —=log2: ¢ € F, ¢ ist periodisch
T—T n(c)
gelten, folgt dass limg_ ;- hiop (T) = hiop (1) ist. O
In Korollar 4 ist die topologische Entropie stetig. Aus der Definition

von k(c) folgt, dass k(c) < n(c) ist. Daher gilt 22‘3 log2 < log2 sowie
I

max {Wg log2:ce E, cist periodisch} < log 2. Aus Korollar 4 ergibt sich,

dass auch im folgenden Korollar die topologische Entropie stetig ist.
Korollar 5. Fulls hyop(T) > log2 ist, dann gilt lims_ ;- hyop (T) = hiop(T).

Zur Veranschaulichung der Bedeutung dieses Korollars fiir die Stetigkeit
der topologischen Entropie wird nachstehendes Beispiel angefiihrt.

Beispiel 12. Die Abbildung 7 : [0, 1] — [0, 1] sei durch

1—-3z, fiirxe

=

— Wl N W

N W

3r—1, firxe
2—3x, firxe
3r—2, firxe

T(z) =

rm—m /e
WIN N~ W

definiert. In Abbildung 5.8 ist der Graph der Funktion T dargestellt.

Die Menge aller Endpunkte der Monotonieintervalle ist £ = {%, %, %} Fiir
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Abbildung 5.8: Graph der Funktion 7'(z) in Beispiel 12

z € (0,1)\ £ gilt [T"(x)] = 3. Da 3 > 1 ist, kann Satz 16 angewendet werden.
Somit ist die topologische Entropie

hiop(T) = log 3 ~ 1.09861228866810969.
Da hiop(T) = log3 > log 2 ist, folgt nach Korollar 5, dass
W frgop (T) = hiop(T)
T—-T

gilt. Die topologische Entropie ist stetig.

5.8.2 Stetigkeit des topologischen Drucks

Nachstehender Satz besagt, dass der topologische Druck nach unten halbste-

tig ist, wenn gewisse Bedingungen erfiillt sind. Er wurde 1987 von Urbanski
in [43] bewiesen.

Satz 19. Sei T : [0,1] — [0, 1] eine stetige, stickweise monotone Abbildung
und f 1 [0,1] — R sei eine stetige Funktion. Falls p(T, f) > sup,coq; f(®)
ist, dann gilt o
liminf p(T, f) > p(T, f).
_T-=T
If=Flloo—0
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Fiir die Halbstetigkeit des topologischen Drucks nach oben gilt ein dhnli-
cher Satz, wie fiir die topologische Entropie.

Satz 20. Sei T : [0,1] — [0,1] eine stetige, stickweise monotone Abbildung
und sei f:[0,1] — R eine stetige Funktion, dann gilt
lim sup p(T, f) =
_T—-T
”f_f”oo_’o
k:(c) n(c)—1

1
max } p(7, f), max n—c) (— f(r s c € F,c ist periodisch
J=0

Dieser Satz wurde von Raith 1992 in [35] als Korollar 2.2 formuliert und
bewiesen.

Bevor die Frage behandelt wird, wann der topologische Druck fiir alle
Gewichtsfunktionen nach oben halbstetig ist, werden noch zwei Bemerkungen
angefiihrt.

Bemerkung 10. Fulls limsup 4 ., p(T, f) < p(T, f) fir alle Gewichts-
[IF=fllos—0 -

funktionen f : [0,1] — R stetig ist, dann gilt ims_z hiop(T) = hiop(T).
Die topologische Entropie ist stetig, falls der topologische Druck fir alle Ge-
wichtsfunktionen nach oben halbstetig ist. Dies gilt, da lim supTHTp(T, O) <
p(T,0), also limsups htop(T) < hiop(T') ist und liminfz ;. hiop (T) >
htop(T) 15t.
Bemerkung 11. Falls die topologische Entropie nicht stetig ist und somit
limz_ o hiop (T) = hiop(1') nicht gilt, dann gibt es eine stetige Funktion, ndm-
lich die Gewichtsfunktion f :[0,1] — R mit lim supTHTp(T, f) > p(T,f).
Die stetige Funktion ist f = 0.

Nachstehender Satz sagt aus, wann der topologische Druck nach oben

halbstetig fiir alle Gewichtsfunktionen ist. Er wurde 2001 von Raith in [36]
als Theorem 7 formuliert und bewiesen.

Satz 21. Sei T :[0,1] — [0, 1] eine stetige, stiickweise monotone Abbildung.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Fiir jede stetige Funktion f :[0,1] — R gilt
limsup p(T, f) < p(T, f).

_T—=T
Ilf=flloo—0
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2. Fir jede stetige Funktion f : [0,1] — R, die liminfTHTp(T, f) >
p(T, f) erfallt, gilt
lim  p(T, f) = p(T, ).

_T-T
If=Flloc—0

3. Die Menge E enthdlt keine periodischen Punkte.

Zur Veranschaulichung der Stetigkeit des topologischen Drucks werden
nachstehend zwei Beispiele angefiihrt.

Beispiel 13. Definiere die Funktion 7": [0, 1] — [0, 1]

(1 — 4z, fir x € [0,1],
dr — 1, fir z € [1,3],
T(x) =32 —4iz, firze[L 2],
4%9@—3, fir x € [%%} ,
| 6 — 6, fiir x € [%,1}.

Der Graph der Funktion ist in Abbildung 5.9 dargestellt.
Die Menge aller Endpunkte der Monotonieintervalle von 7', mit Ausnahme

der Punkte O und 1, ist £ = {i, %, %, %} Nun wird untersucht, ob die Menge

E periodische Punkte enthéilt. Der Punkt i ist nicht periodisch, da

T G) =0,7(0)=1,T(1) =0

gilt. Fiir den Punkt % ergibt sich

T (%) =1,7(1) =0,T(0) = 1.

Somit ist auch dieser Punkt nicht periodisch. Da

(§)-4r(0)-:

ist, ist auch der Punkt % nicht periodisch. Fiir den letzten Punkt der Menge
E gilt

D
T (6) =1,7(1)=0,7(0) = 1.
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Abbildung 5.9: Graph der Funktion 7'(z) in Beispiel 13

Somit ist auch der Punkt % nicht periodisch. Da die Menge E keine peri-
odischen Punkte enthilt ist nach Satz 21 der toplogische Druck nach oben
halbstetig. Fiir jede Gewichtsfunktion f :[0,1] — R gilt daher

limsup p(T, f) < p(T, f).
_T—=T
|~ lloe—0

Beispiel 14. Die Funktion 7" : [0, 1] — [0, 1] sei durch

1— 2z, fiir z € [0, 5],
T(z) = 31‘—%, fiir x € [%,g} ,
21 — 24z, firze [3,1].

definiert. In Abbildung 5.10 ist der Graph der Funktion 7" dargestellt. Es ist
E = {%, g} die Menge aller Endpunkte der Monotonieintervalle von 7'. Fiir

den Punkt % gilt
1 1
T|= )=,
(3)=3

~
VRS
Wl =
~__
I
W =
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Abbildung 5.10: Graph der Funktion 7'(z) in Beispiel 14
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Daher ist % ein periodischer Punkt der Periode 1, also ein Fixpunkt. Der

Punkt 2 ist nicht periodisch, da

bt

ist. Nach Satz 21 folgt, dass die Ungleichung

limsup p(T, f) < p(T, f).

_T-T
£ =flloo—0

T <§) =1,7(1)=0,T(0) =1

nicht fiir alle Gewichtsfunktionen f gilt und daher der topologische Druck

nicht fiir alle Gewichtsfunktionen f nach oben halbstetig ist.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Es wurde gezeigt, dass in scheinbar einfachen dynamischen Systemen ,,Chaos®
auftreten kann. Eine Unterteilung dynamischer Systeme erfolgt in diskrete
und kontinuierliche. Diese beiden Arten von dynamischen Systemen wurden
in Kapitel zwei anhand von Wachstumsmodellen besprochen. Eine wichtige
Frage im Zusammenhang mit dynamischen Systemen ist die der langfristigen
Entwicklung. Dazu wurde die Stabilitdt von dynamischen Systemen unter-
sucht. Je nach Stabilitdt des Fixpunkts konnte zwischen Attraktor, Repellor
und Sattelpunkt unterschieden werden. Die Stabilitdtsanalyse in kontinuierli-
chen dynamischen Systemen wurde in Kapitel drei anhand von zwei bekann-
ten biologischen Modellen, ndmlich dem Lotka-Volterra-Modell und dem SIR-
Modell, demonstriert. Bei der Untersuchung der langfristigen Entwicklung
von dynamischen Systemen treten haufig Bifurkationen auf. In Kapitel vier
wurden statische Bifurkationen beschrieben, bei denen es zu einer Anderung
der Stabilitdt von Fixpunkten kommt. Anhand der Periodenverdoppelung-
Bifurkation ist zu erkennen, dass die logistische Funktion ins ,,Chaos® fiihrt.
Es zeigte sich, dass ,,Chaos nach Devaney* durch die starke Abhangigkeit
von den Anfangsbedingungen, topologische Transitivitidt und die Eigenschaft,
dass die periodischen Punkte dicht liegen, beschrieben werden kann. Auch
das scheinbar einfache Newtonverfahren fiir 22 — 1 fiihrt ins ,,Chaos”. Dabei
herrscht auf der Juliamenge ,,Chaos”. Diese Menge ist selbstdhnlich und daher
ein Fraktal. Weitere Beispiele fiir Fraktale sind die in Kapitel fiinf beschriebe-
ne Cantormenge und das Sierpifiski-Dreieck. Zahlreiche Beispiele fiir Fraktale
sind auch in der Natur zu finden. Ein Maf, um zu beschreiben wie ,,chaotisch®
ein dynamisches System ist, ist die topologische Entropie. Neben der Defi-
nition von Dinaburg und Bowen wurde die Definition nach Adler, Konheim
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und McAndrew gegeben. Die topologische Entropie kann in manchen Fallen
mithilfe einiger Sétze, die in dieser Arbeit formuliert wurden, sehr einfach
berechnet werden. Neben der topologischen Entropie wurde die mafktheoreti-
sche Entropie definiert. Den Zusammenhang zwischen der topologischen und
der maktheoretischen Entropie beschreibt das Variationsprinzip. Eine Verall-
gemeinerung der topologischen Entropie ist der topologische Druck. Zwischen
,,Chaos und ,,Nicht-Chaos* kann mithilfe des Satzes von éarkovsky getrennt
werden. In Kapitel fiinf wurden weiters Abbildungen auf dem Intervall be-
schrieben. Die topologische Entropie von Intervallabbildungen kann mithilfe
der angefiithrten Sitze bestimmt werden. Abschliefend wurde die Stabilitéit
der topologischen Entropie und des topologischen Drucks auf Intervallab-
bildungen untersucht. Die Analyse, welche Auswirkungen kleine Stérungen
haben, ist vor allem fiir Modelle der realen Welt von grofser Bedeutung.
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Kurzzusammenfassung

Der Begriff ,,Chaos” wird in vielen Bereichen der Wissenschaft und des Alltags
verwendet. In der Mathematik zeigt sich, dass bereits in scheinbar einfachen
dynamischen Systemen ,,Chaos* auftreten kann. Um dies zu veranschaulichen
werden Beispiele aus der Biologie und der Mathematik angefiihrt. Ziel der
Arbeit ist es, ,,Chaos” durch Eigenschaften zu beschreiben und ein passendes
Mafs zur Beschreibung wie ,,chaotisch® ein dynamisches System ist, zu finden.
Dazu werden in Kapitel zwei ein dynamisches System definiert und verschie-
dene Arten beschrieben. Zur Veranschaulichung diskreter und kontinuierli-
cher dynamischer Systeme werden Beispiele aus der Biologie beschrieben.
Eine Analyse der Stabilitdt dynamischer Systeme erfolgt in Kapitel drei. Da-
zu werden die bekannten Beispiele des Lotka-Volterra-Modells und des SIR-
Modells vorgestellt. Dass es in dynamischen Systemen hiufig zum Auftreten
von Bifurkationen kommt, wird in Kapitel vier behandelt. Ein Beispiel dieses
Kapitels ist die Periodenverdoppelung-Bifurkation der logistischen Funktion,
die zu ,,Chaos* fiihrt. In Kapitel fiinf wird mit dem Newtonverfahren fiir
2% — 1 ein weiteres einfaches Beispiel gegeben, bei dem ,,Chaos* auftritt. Ein
Mafs dafiir, wie ,,chaotisch ein dynamisches System ist, ist die topologische
Entropie. Neben der Definition von Dinaburg und Bowen wird die Definition
nach Adler, Konheim und McAndrew gegeben. Weiters wird die maftheoreti-
sche Entropie definiert sowie der Zusammenhang zwischen der topologischen
und der maftheoretischen Entropie im Variationsprinzip beschrieben. Eine
Verallgemeinerung der topologischen Entropie ist der topologische Druck, der
ebenfalls behandelt wird. Abschliefend werden stiickweise monotone Abbil-
dungen auf dem Intervall sowie die Stabilitit der topologischen Entropie und
des topologischen Drucks auf Intervallabbildungen untersucht.
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Abstract

The concept “chaos” is used in many areas of science and everyday life. In
this study “chaos”, in terms of mathematics, will be analysed. The logistic
map is taken as an example to demonstrate that “chaos” occurs in elementary
dynamical systems. The goal of this study is to characterize “chaos” and to
find out how to measure “chaos” in dynamical systems. Therefore, a dyna-
mical system will be defined in chapter two. To illustrate a discrete and a
continuous dynamical system the growth of a population will be explained.
Chapter three deals with the stability of dynamical systems. In this context
the Lotka-Volterra-Model and the SIR-Model will be defined. Bifurcation
might appear in dynamical systems such as the period-doubling bifurcation
of the logistic map, which results in “chaos”. This is topic of chapter four.
Newton’s method used for 22 — 1 is another road to “chaos”. In chapter five
the topological entropy, which is a measurement of how “chaotic” a dyna-
mical system is, will be defined. In addition to this the definition of the
measure-theoretic entropy will be given. The variational principle describes
the correlation between these two definitions. Also the topological pressure
is considered, which is a generalization of the topological entropy. The next
part deals with interval maps. At the end of this paper the stability of the
topological entropy on interval maps will be analyzed.
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