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Vorwort

Ich schreibe diese Diplomarbeit mit dem Titel ,Folgen und Reihen — ein Vergleich von
verschiedenen Schultypen (AHS, HTL, HAK) anhand einer Schulbuchanalyse”, weil mich diese

Thematik sehr interessiert und auch ein grundlegendes Gebiet in der Mathematik darstellt.

In dieser Arbeit werde ich eine Schulbuchanalyse von mehreren verschiedenen Schulbiichern
von Allgemeinbildenden Hoheren Schulen, Handelsakademien und Hoheren Technischen
Lehranstalten durchfiihren und dabei wesentliche Unterschiede aufzeigen beziehungsweise

Gemeinsamkeiten feststellen.

Da es sich um eine Schulbuchanalyse handelt, werde ich in weiterer Folge nur Schulbicher in
meinem Literaturverzeichnis anfiihren. Zu Beginn eines jeden Kapitels werden die Blicher
und dessen Autoren in Bezug auf den jeweiligen Schultyp genannt. Ich habe nur Beispiele
oder Formulierungen aus diesen Schulbiichern verwendet. Bei eingefligten Grafiken steht
meist zuvor — selten danach — aus welchem Buch diese entstammen, somit entfallt die

Zitierweise in den FuRzeilen.




1. Schulbuchanalyse und —vergleich von Biichern fiir Allgemeinbildende Ho6here

Schulen

In diesem Abschnitt meiner Diplomarbeit untersuche ich zwei fiihrende Schulblicher aus

dem Bereich der Allgemeinbildenden Hoheren Schulen:

1) ,Mathematik Lehrbuch 6“ von Goétz, Reichel, Miiller, Hanisch (OBV Wien , 1.
Auflage 2005)
2) ,Mathematik verstehen 6“ von Malle, Ramharter, Ulovec, Kandl (OBV Wien, 1.

Auflage 2005)

Beide Blicher sind auflagenstark an Osterreichischen Schulen vertreten! Das Lehrbuch von
Universitatsprofessor Gotz findet groRen Anklang im Gymnasium in Hollabrunn und im
Bundesoberstufenrealgymnasium in Mistelbach, wobei nun durch die Umstellung auf die
Zentralmatura das Buch von Gotz gegen das Schulbuch von Malle getauscht worden ist.
Malles Schulbuch wird im Aufbaugymnasium in Hollabrunn und im Gymnasium in Stockerau
verwendet. Bei meinen Praktika an Wiener Schulen habe ich vorwiegend das Schulbuch von
Gotz entdeckt, wobei die Lehrerinnen und Lehrer auch jenes von Universitatsprofessor Malle

benutzen.

Zu Beginn fallt auf, dass der Aufbau der Kapitelreihenfolge nicht der gleiche ist. Das
Schulbuch von Malle beinhaltet 12 Kapitel — davon 3 Kapitel zum Thema ,Folgen und
Reihen”. Im Gegensatz dazu gibt es nur ein Kapitel Gber ,Folgen und Reihen” im Schulbuch

von Go6tz und die Gesamtkapitelanzahl liegt bei 7.

Universitatsprofessor Malle, seine Kolleginnen und sein Kollege Universitatsprofessor Ulovec
haben sich bei der Kapitelreihenfolge in ihrem Buch fiir folgende Reihenfolge entschieden:
Kapitel 3 — Reelle Funktionen; Kapitel 4 — Exponential- und Logarithmusfunktionen; Kapitel 5
— Winkelfunktionen (Diese kommen teilweise bei G6tz schon im Buch der 5. Klasse AHS vor.
Malles Werk bietet hierbei aber zusatzlich eine Vertiefung, die in dem Schulbuch von Go6tz
nicht zu finden ist!); Kapitel 6 — Ergdanzungen zu Funktionen. Nun kommen jene Kapitel, die
flir meine Diplomarbeit relevant sind: Kapitel 7 ,Folgen®, Kapitel 8 ,Reihen” und Kapitel 9
,Sparen, Renten und Kredite” — eine Vertiefung der , Folgen und Reihen”, die man so im
Buch von Gotz nicht findet, eher in den Blichern einer Handelsakademie — dazu jedoch im

spateren Kapitel 3.




Man fragt sich nun wahrscheinlich, warum ich die Auflistung fast aller Kapitel aus dem
Schulbuch von Malle gebe? Der Grund dafiir ist das Kapitel 10: ,Die Euler’sche Zahl;
natlirliche Logarithmen®. Malle verwendet zum Definieren der Euler’schen Zahl eine Folge.
Das ist richtig, aber die Euler’sche Zahl sollte — zumindest fiir mich relevant — schon im Zuge
der Exponential- und Logarithmusfunktionen erklart werden. Hier stellt sich die Frage, ob es
nicht sinnvoller ware, Kapitel zusammenzufassen und die Reihenfolge in Malles Werk zu
andern; sprich: zuerst ,Folgen und Reihen” und erst danach die Kapitel betreffend

,Funktionen” und ,Logarithmen®, dhnlich wie es im Buch von Go6tz der Fall ist!

In letzterem ist Kapitel 4 ,das” fir meine Diplomarbeit relevante — namlich ,Folgen und
Grenzprozesse“. In  weiterer Folge stehen Kapitel 6 ,Exponential- und
Logarithmusfunktionen” und Kapitel 7 ,Reelle Funktionen”. Das sind jene Kapitel, die bei
Malle schon vor ,Folgen” ,gelehrt” werden! In diesem Fall kann G6tz auch die Euler’sche
Zahl mithilfe von Folgen definieren und die zugehorigen Funktionen zeichnen. Diese
Reihenfolge erscheint mir auch taktisch kliiger gewahlt, dies jedoch ist nicht relevant fir
meine Diplomarbeit, sondern nur eine Feststellung im Zuge meiner Analyse.
Universitatsprofessor Gotz und seine Kollegen haben auch mit der Wahl des Titels fiir das
Kapitel ,Folgen und Reihen” gleich etwas Wichtiges angesprochen, das bei beiden

Schulbiichern eine Rolle spielt: ,Grenzprozesse”.

Nach einer kleinen Vorschau liber die Approximation eines n-Eckes als Flacheninhalt des
Kreises und tber das HERON’sche Verfahren, sowie tiber unendliche Dezimalzahlen startet
das Schulbuch von Professor Gotz und seinen Kollegen mit ,4.1. Unendliche Folgen -
Explizite und rekursive Beschreibung”. In diesem Unterkapitel wollen die Autoren den
Schiilerinnen und Schiilern ein Geflihl fiir Zahlenfolgen — egal welcher Art — vermitteln. Es
werden einige Folgendarstellungen geboten, in denen Lernende die ersten Folgenglieder
ausrechnen oder zu gegeben Folgenglieder ein Bildungsgesetz fiir diese Folge angeben

sollten.

Auch im Schulbuch von Professor Malle beschaftigt sich das erste Kapitel ,,7.1. Zahlenfolgen”
mit dem Finden der ersten Folgenglieder und dem Aufstellen von madglichen
Termdarstellungen! Im Grunde genommen haben beide Professoren dieselben
Schwerpunkte gesetzt, nur dass es im Buch von Malle gesamt 8 Aufgaben dazu gibt, im Buch

von Gotz hingegen sind es (iber 20 Beispiele. Hier stellt sich die Frage, ob die Quantitat an
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Aufgaben — wie bei G6tz — zielfihrender ist als die Qualitat der Aufgaben, die aber in beiden
Blchern gleich ist! Ein Merkmal ist aber auffallend: Obwohl es sich um dieselben Aufgaben
handelt, werden in dem Buch von Go6tz Bildungsgesetze und bei Malle Termdarstellungen
gesucht. Hier sollte man vielleicht einheitlich vorgehen! Es handelt sich um denselben Stoff
und in der heutigen Zeit ist es fiir die Kinder schon oft sehr verwirrend, wenn man etwas

unterschiedlich benennt, auch wenn es dasselbe ist!

Das nachste Unterkapitel ,4.2. Graphische Darstellung — Monotonie und Schranken” (Gotz)
bietet einige Beispiele zur Untersuchung des Monotonieverhaltens, sowie Beispiele zum
Finden und Prifen von Schranken. Auch bei Malle handelt das nachste Unterkapitel ,,7.2.
Beschrankte und monotone Folgen” von der Monotonie einer Folge, und man soll auch hier
Schranken finden und diese beweisen! Jedoch ist die Anzahl der Beispiele auf ein Minimum
reduziert! Zu jedem kleinen Punkt, der in diesem Unterkapitel besprochen wird, gibt es
nur(?) ein Beispiel. Das ,nur”“ muss man hier mit Fragezeichen versehen, weil es sicherlich
sinnvoller und auch zielfiihrender ist, mehrere Beispiele, bei denen die Fragestellung anders
formuliert wird, zu haben, sodass dies fiir Schilerinnen und Schiiler gleich zu einer ,neuen
Aufgabe” wird. Damit erleben die zu Unterrichtenden eine Vielfalt an Beispielen und lernen
nicht nur diese eine Schreibweise kennen. Ein groBes Problem mit dem Schilerinnen und
Schilern zu kdampfen haben, und das mir durch meine Nachhilfetatigkeit erst so richtig
bewusst geworden ist, ist jenes, dass sie viel zu sehr dazu tendieren, sich Beispiele genau so
einlernen, wie sie den Schiilerinnen und Schiilern im Unterricht begegnet sind. Sie neigen
dazu, lediglich die Zahlen zu ersetzen und zeigen wenig Bereitschaft dazu, mathematische
Schritte logisch nachzuvollziehen zu wollen. Bei anderen Formulierungen zeigen die

Lernenden sich Uberfordert und denkfaul.

Da sich die beiden Schulbiicher jetzt in ihrer Reihenfolge unterscheiden, fahre ich nun mit
dem Buch von Go6tz, Reichel, Miiller und Hanisch fort. Kapitel ,4.3. Arithmetische Folgen und
Reihen” beschreibt arithmetische Folgen und deren Anwendung im Geldwesen nach der
Einfachzinsformel. Danach wird noch die endliche arithmetische Reihe beschrieben und zu
diesen drei Unterpunkten gibt es wieder einige Beispiele, auch aus der Geometrie. Es gibt
fast 40 Beispiele zu arithmetischen Folgen und Reihen in unterschiedlichster Form, damit
Lernende etwas zum Uben und Verstehen haben. Arithmetische Folgen kommen im

Schulbuch von Malle erst im Kapitel ,7.5 Arithmetische Folgen” mit lediglich 8




Beispielaufgaben vor, jedoch gibt es hier ein paar weiter fiihrende Aufgaben, die
Schilerinnen und Schiiler zum Denken anregen sollen! Den Begriff der Arithmetischen Reihe
findet man erst im Kapitel ,,8.1 Endliche Reihen”; hierbei werden fiir die arithmetische Reihe

3 Beispiele gegeben.

Im Gegensatz zu den Arithmetischen Folgen und Reihen werden bei G6tz die Geometrischen
Folgen und Reihen getrennt behandelt! In den Kapiteln ,, 4.4 Geometrische Folgen” und ,4.5
Geometrischen Reihen” werden einige Erklarungen und Anwendungen zu diesen Themen
geboten! Im Kapitel der geometrischen Reihen werden sowohl die endliche — als auch die
unendliche — geometrische Reihe erkliart und zum Uben und Festigen sind geniigend
Beispiele vorhanden! Als Abschluss dienen die Beispiele aus der Geometrie — Figurenfolgen!
Diese sind fir die Schiilerinnen und Schiiler nicht einfach, regen jedoch zum Denken an! Zur
Erklarung mochte ich erwdhnen, dass ich im Anhang einige gute Beispiele und
Ubungsaufgaben platzieren werde, weil ich zu dem jetzigen Zeitpunkt die Reihenfolge
besprechen moéchte! Solche Beispiele aus der Geometrie, wie das Zickzackband oder die
Spirale, findet man auch bei Malle in derselben Vielfalt! Jedoch bei den anderen Beispielen
zu geometrischen Folgen und Reihen sind lediglich wenige zu erkennen! G6tz hat das Kapitel
der geometrischen Folgen und Reihen bereits in zwei Unterkapitel aufgeteilt, bei Malle
findet man dieses Kapitel gleich in drei Teilen: ,,7.6 Geometrische Folgen” fiir geometrische
Folgen — wie der Name des Kapitels sich auch benennt. Die Kapitel ,,8.1. Endliche Reihen”
und ,8.2. Unendliche Reihen” weisen geometrische Reihen auf. Der Inhalt ist in beiden
Blichern oberflachlich betrachtet gleich, nur ist dieser anders erklart und aufgegliedert. Der

grofRe Unterschied liegt in der Art und der Vielfalt der Beispiele.

Im nachsten Abschnitt ,4.6 Konvergenz von Zahlenfolgen”“ behandeln Gotz et al. folgende
Themen: Nullfolgen, Grenzwerte reeller Zahlenfolgen, Konvergenzkriterien. Es wird der
Begriff der € — Umgebung eingefiihrt! Damit schliet Professor G6tz auch das Kapitel der
,Folgen und Reihen” ab. Professor Malle hat bereits im Unterkapitel ,, 7.3 Grenzwerte von

o

Folgen” den Limes beschrieben und bietet ,nur“ 4 Beispiele zum Berechnen von

Grenzwerten verschiedener Folgen.

,7.4. Satze Uber konvergente Folgen” bietet zwei Sdtze samt Beweise, die fiir Malle erst in
spateren Kapiteln von Bedeutung sind: ,Jede konvergente Folge ist beschrankt”, und dass

die Folge trotz Multiplikation einer reellen Zahl oder Addition mit einer reellen Zahl Folge
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konvergent bleibt. Diese Satze findet man auch im Schulbuch von Go6tz, jedoch nicht derart

betont.

Malle hat bei der Darstellung von geometrischen und arithmetischen Folgen bis dato immer
nur die explizite Darstellung verwendet und erklart in , 7.7 Rekursive Darstellung von Folgen®
die andere Folgendarstellung, die bei Gotz anfangs schon erklart wird, weil der rekursiven

Darstellung lediglich eine ,,Nebenrolle” zukommt.

»7.8 Nahrungsweises Losen von Gleichungen” ist fir Malle nur Erweiterungsstoff fir

Realgymnasiasten. Somit ist es nicht fir alle Schilerinnen und Schiiler gedacht.

Bei Gotz kommt den ,,Folgen und Reihen” lediglich ein einziges Kapitel zu. Bei Malle jedoch
werden die beiden Begriffe ,Folge” und ,Reihe” gleich in zwei aufeinanderfolgenden
Kapiteln erklart und er beschreibt dann noch ein drittes Kapitel — ,9 Sparen, Renten und
Kredite”, in dem Malle und seine Kolleginnen und Kollegen auf die Thematik der
Finanzmathematik eingehen. Bei G6tz findet man so eine Weiterflihrung nicht, jedoch ist das

nur ein Teil dessen, was von Schiilerinnen und Schiiler einer Handelsakademie benétigt wird.

Nach dieser einfihrenden Analyse Uber die Gliederung der Thematik ,Folgen und Reihen”
beginnt nun eine genauere und detailliertere Analyse, in der Erklarungen und Beispiele aus
beiden Schulblichern gegeniiber gestellt, Unterschiede aufgezeigt und Gemeinsamkeiten

fest gestellt werden.




Das Erste, was auffallt, ist, dass die Folgen unterschiedlich angeschrieben sind, wie man im
nachstehenden Bild aus dem Lehrbuch von G6tz ansehen kann. Folgen werden in eckigen

Klammern geschrieben.

s i 41 Unendliche Folgen — Explizite und rekursive Beschreibung

Die Reihenfolge der Aufzdhlung ist besonders wichtig. Unterscheide daher zwischen einer Folge
(ann =1, 2,3, ...) und der Menge {xnln =1, 2, 3, ...} der Zahlen dieser Folge! Bei der Aufzih-
lung der Elemente einer Menge kommt es bekanntlich nicht auf die Reihenfolge an!

{2:4;6;8; ...} ={4;2;8;6;..} ABER (2;4;6;8; ..}~ 47228 65y
Zn einer Folge gehiort also ein Bildungsgesetz, dh. cine Vorschrift, die angibt, wie die Glieder

viner Folge zu berechnen sind. Ein solches Bildungsgesetz kann verbal beschrieben sein. wie wir
i etwa in Beispiel A f) getan haben. Von gréferer Bedeutung sind aber die

~ Explizite (Term-)Darstellung Rekursive Darstellung?

Dis bedeutet: Man gibt einen Term | Das bedeutet: Man gibt an, wie ein Folgenglied aus dem
vur Berechnung des n-ten Gliedes x,, | (den) vorhergehenden I olgenglied(ern) zu bilden ist. Die
s dem Zihlindex' n an. Folge kann dann schrittweise berechnet und hinge-
I3 beschreibt schrieben werden. ZB beschreibt

N\ = 2n — 1 die Folge (1;3; 5; ...) X1 =2, X1 = %,° + 2 die Folge (2; 6; 38; 1446; ...)
B (- 1)" die Folge (—1; +1; —1; w) | K= 1% =2, Xnis = Xnpi + 3y die Folge (15 2; 3; 5; 8; ...)

B s svinor. ThuBunfell e TPnwessstos e ame mede T el S o

Im Gegensatz dazu erklart Malle, dass die eckige Anschreibweise uniblich fir die
Mathematik sei und er schreibt daher Folgen in runden Klammern — wie man in
nachfolgender Abbildung sieht. Zudem gibt es anfangs nicht so viele Unterscheidungen,
auRer dass bei Gotz mehr erklart und ein Beispiel vorgerechnet wird, das eine ganze Seite in

Anspruch nimmt.

flesteht eine Folge aus den Zahlen ay, az, as..., so nennt man diese Zahlen die Glieder der Fol-
ge. Enthalt die Folge nur endlich viele Glieder a4, az, as... an, so spricht man von einer gndli-
chen Folge, andernfalls von einer unendlichen Folge. Eine endliche Folge bezeichnen wir so:

(@1, @2 @3 ... an)
\Wenn nichts anderes dazugesagt wird, verstehen wir jedoch in diesem Kapitel unter einer Folge
lots eine unendliche Folge. Eine solche bezeichnen wir so:

(a1, @z, as...) oder: (ap|n € N*) [Lies: Folge aller a, mit n € N*]  oder kurz: (an)
anchmal ist es zweckmaBig, eine Folge mit dem Index O zu beginnen. Man schreibt dann
(a0, a1, @z...) oder: (an|neN) oderkurz: (an)
seltenen Fallen beginnt eine Folge mit einem Index, der groBer als 1 ist.

merkung: In manchen Schulbiichern werden Folgen mit spitzen Klammern angeschrieben,

W0 (a1, @z, a3...). Dies ist jedoch sonst in der Mathematik eher undblich.

tlas n-te Glied a,, einer Folge durch einen Term gegeben, zB ap =1 — 1 B spricht man von

o1 Termdarstellung der Folge. .
i folge (an |n & N*) kann man auch als eine Funktion f: N* — [R auffassen, die jeder natlr-
wi Zahl n den Funktionswert f(n) = ap zuordnet.
N 1234
ne N”) ;(0, S Z'§"')'

aplel: Ista, =1— % so handelt es sich um die Folge (1 — %
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Die Beispiele im Einflihrungskapitel zum Ermitteln der ersten Folgenglieder oder Aufstellen
eines Bildungsgesetzes bieten eigentlich keine Unterschiede, auler bei Gotz: Dort gibt es
mehrere Beispiele dazu — gleich 2 Seiten zusatzlich im Vergleich zu einer Seite bei Malle.
Zwecks Veranschaulichung flige ich einen Ausschnitt aus dem Schulbuch von Malle fir die

10. Schulstufe ein.

7.01  Berechne die ersten funf Glieder der Folge (a,|n € N¥). Stelle sie auf dem Zahlenstrah
dar und zeichne den Graphen der zugehérigen Funktion.
1

a) ap,=2n+1 ©) a,=3 e) an:2~ﬁ
b) a,=1—n d) a=2-(—1)" f) ap=2-(n—4)
7.02  Berechne die ersten funf Glieder der Folge (a, |n € N*). 5
a) an=2n+3 €) awp=n2 e) an ="
1
b) an=2—4n d) a,=(—1)" f) an:(—1)”-H
7.03 Berechne das 1., 2., 5. und 10. Glied der Folge (an | n e N*).
a) a,=3n—4 c) an=n?2—n3+20 e) a,,:erB
b) an=—n—3 d) an:2~(“1)n f) an:(_z)n
7.04  Berechne naherungsweise die ersten vier Glieder der Folge (a,|n e N*).
a) ap =sinn b) a, =cosn
7.05 Berechne die ersten sieben Glieder der Folge (a, |n € N*), wenn Folgendes gilt:
o5 2 1 fur n gerade & e (—1)" fur n gerade
"7 =1 fur n ungerade "0 fur n ungerade

- n fur n gerade _flfarn=1,23
R = { —n far n ungerade o) B {Bﬂjr s

7.06 Es sind die ersten funf Glieder einer Folge (a,|n € N*) gegeben. Finde eine moglichst
einfache Termdarstellung, die zu dieser Folge gehdren kénnte.
a) ai=1,a=2a=3a3=4,a=>5
b) aq =2, ar =4, 83:=6, d2=8, d5—= 10
C) ai :1,82:4,83:7,84:10,85:13
d) ag=1,aa=—1,a3=—-3,a3=—-5,as=—7
7.07 Es sind einige Glieder einer Folge (a,|n € N*) gegeben. Finde eine moglichst einfache
Termdarstellung, die zu dieser Folge gehdren konnte.
a) ai :1,83:5,84:7,86: 14 =13
b) ai=—1,ac=1,a3=—1,as=—1,a;=—1
€) a;=8,a>=7,a2=5,a=3,a=2
d) aj :2, 82:5, 83:10, a5:26, 88:65

Einen Unterschied erkennt man hierbei bei dem oben angefligten Ausschnitt aus dem
Schulbuch von Malle im Gegensatz zum Schulbuch von Gotz: Bei Malle dient das erste
Beispiel dazu, die Folge auf dem Zahlenstrahl zu zeichnen. Solche Beispiele findet man im

Schulbuch der 6. Klasse AHS bei Go6tz et al. nicht!
Jedoch weist Gtz einige Beispiele mehr in Bezug auf das Aufsuchen von Folgengliedern auf.

Das Aufstellen von Bildungsgesetzen ist im Buch von Malle mit 2 Beispielen sogar starker
vertreten als bei Gotz, denn dort findet man lediglich ein Beispiel. Das mutet eigenartig an,

da es sonst geniigend Beispiele zwecks Ubens gibt. Die Beispiele im Buch von Gétz sind dem
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ersten solchen von Malle gleichzusetzen. Dabei werden aufeinanderfolgende Zahlenglieder
genannt und man soll eine moglichst einfache Termdarstellung (bei Malle), bzw. ein
Bildungsgesetz (bei Gotz) finden. Auffdllig ist dabei auch, dass Gotz mit beliebigen
Folgengliedern beginnt, wobei ein solches nicht immer das erste darstellt und lediglich 3
Folgenglieder angegeben sind. Professor Malle gibt hingegen immer die ersten finf
Folgenglieder an. Das zweite Beispiel bei Malle — wie man auf der Vorderseite ersehen kann
— gibt wieder finf Folgenglieder an, aber nicht die ersten flinf, wobei das erste Folgenglied

immer angeschrieben ist!

Signifikant ist auch, dass (-1)" bei Malle gesamt nur dreimal vorkommt, bei Gétz hingegen

mindestens in 16 verschiedenen Beispielen.

Graphische Darstellungen findet man bei Gotz erst im 2. Kapitel, zeichnen lasst er die
Lernenden jedoch nie. Malle lield schon im ersten Beispiel 7.01 die Schiilerinnen und Schiiler

zu Geodreieck und Bleistift greifen.

In beiden Schulblicher findet man im 2. Kapitel zu ,Folgen und Reihen”, wie schon zu Beginn
erwahnt, Monotonie und Schranken. Bei GOtz gibt es dazu mehrere Beispiele. Beide
Universitatsprofessoren bieten Beispiele zum Untersuchen der Monotonie, beide geben
auch eine eigentlich einheitliche Definition dazu — die Schreibweise ist wieder ein wenig
abweichend, aber im Grunde genommen erkldren sie dasselbe. Malle nimmt fir die Folge
,a“, Gotz nimmt ,x“, wie auch der nachste Ausschnitt, diesmal wieder aus dem Buch von
Malle, zeigt. Beide geben auch Definitionen fir Schranken. Ich habe deswegen den
Ausschnitt zu den Erklarungen von Malle gewahlt, da diese kompakt auf einer Seite

angefiihrt sind, allerdings ,,Vorfiihrbeispiele®.
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7.2 Beschrinkte und monotone Folgen

) diesem Abschnitt lernen wir zwei wichtige Eigenschaften von Folgen kennen.

1284

Die Folge <1 - %\n € N) = (O, S e ) hat zwei bemerkenswerte Eigenschaften:

. Alle Glieder der Folge liegen zwischen 0 und 1. Genauer: Es gilt 0 < a, < 1 furalle n e N*.
2) Die Glieder der Folge werden immer groBer. Dh. es gilt.aq <€ 8y <8z sou

Siese beiden Eigenschaften werden durch Begriffe erfasst, die wir im Folgenden definieren.

Definition: Sei (a,|n e N*) eine Folge.

(1) Eine reelle Zahl K heiBt obere Schranke der Folge, wenn a, < K fur alle n € N*.
(2) Eine reelle Zahl L heiBt untere Schranke der Folge, wenn ap, =L furallene N,
Die Folge heiBt nach oben (unten) beschrinkt, wenn sie eine obere (untere)
Schranke besitzt. Sie heit beschrénkt, wenn sie nach oben und unten beschrankt
ist.

Die Folge (1 - %) ist beschrankt, da0 <1 — % ~ 1 fur alle n € N*. Die Zahl 1 ist eine obere, die

72hl 0 eine untere Schranke der Folge. Jede Zahl K> 1 ware ebenfalls eine obere Schranke, jede
“=hl L < 0 ebenfalls eine untere Schranke der Folge.

Definition: Eine Folge (an|n € N*) heif3t

» monoton steigend, wenn a, < an4+1 fur alle n e N*,

» monoton fallend, wenn a, = a, 1 for alle n e N¥%,

» streng monoton steigend, wenn a, < an+1 fur alle n € N¥,

» streng monoton fallend, wenn a, > ap 41 fur alle n € N*.

Die Folge heiBt (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton steigend oder
(streng) monoton fallend ist.

Auffallig ist aber auch, dass Malle die Worter ,,Infimum” und ,,Supremum® dabei gar nicht
anfuhrt, sondern nur Gotz! Bei Gotz gibt es zu den Schranken auch eine kleine graphische

Darbietung, die man wiederum bei Malle nicht mehr findet. Diesen Ausschnitt gibt es nun

aus dem Buch von Gotz.
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Eine Folge (x,) heiflt nach unten beschrinkt,
wenn es eine Zahl ¢ gibt, sodass alle Glieder
xy, grofler oder gleich c sind:

=tz

¢ heif3t untere Schranke.

Fortsetzung von Beispiel C:

a)

X =1, 28

X ase XS X3

X2 X1

2n —

Besitzt die Folge ¢

n—+1

b) Ist (1) 5, (2) 1,9 eine obere Schranke?
Lésung:
a) Die Frage kénnen wir ohne jede Rechnung beantworten. Da der Zihler wie auch der Nen-
ner fiir alle n € N* positiv ist, kann der Wert des Bruches nie negativ sein. Demgemaf3 muss
zB 0 (oder jede beliebige negative Zahl) eine untere Schranke sein.

Eine Folge (x,) heifit nach oben beschrinkt.
wenn es eine Zahl b gibt, sodass alle Glieder
x, kleiner oder gleich b sind:

ey Vn=1.2. 3.
b heif3t obere Schranke.

1 o .
> eine untere Schranke?

b) Die angegebene Zahl ist obere Schranke, wenn die folgende Ungleichung fir alle n € N* gilt:
2n — | 2n —
o =y
2n—1=<5-(n+1) 2n—1<19-(n+1)
—3n=<=6 0,1-n=<2,9
n=—2 n=_29

Schwieriger ist die Bestimmung der grofiten unteren Schranke (untere Grenze.

Alle Folgenglieder sind kleiner-gleich
Daher ist 5 eine obere Schranke.

(2%

Nur die Folgenglieder mit Index n =< 29 sind
kleiner

als 1.9. Daher ist 1,9 keine obere

Schranke fiir die Folge (in ihrer Gesamtheit).

s Infimum) so-

wie der kleinsten oberen Schranke (obere Grenze, ,,Supremum®) in der Menge der unteren bzw-.
oberen Schranken. Erldutere die Begriffe anhand von Fig. 4.4!

P

X Lemd XE
inf £x,7

X7
Fig. 4.4a

sup L x, 7 b b
X

X7 X XF ol g ]

Fig. 4.4b

Im Schulbuch der 6. Klasse AHS von Go6tz gibt es zu Beginn des Kapitels ,Schranken und

Monotonie“ Beispiele, in denen Schilerinnen und Schiiler sich Gedanken machen sollen, ob

die jeweiligen Folgen monoton fallend, monoton wachsend oder nichts von beidem sind.

Solche Beispiele findet man im Buch von Malle nicht!

e =

Monotonieuntersuchungen:

{73 Entscheide: Die Folge ist streng monoton wachsend (in Zeichen: ), streng monoton fallend

474

(in Zeichen: \) oder weder-noch (in Zeichen: 0). Setze bei ...
erklare, wie du gedacht hast!

2) (1) () -

(2) ) -

0 5 . @ EL
n+1, (71)"7
b) (1) (2t .. @ (L.

@) @ ..
Wie Aufg. 473!

a) <11+3>

T=2n

2n+3

das zugehorige Zeichen und

(3) (~ 5
) (C
1
3) <—2n+1>
s

) d) (—
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Beispiele zum Begriinden, ob eine Zahl eine obere/untere Schranke ist, gibt es in beiden
Blichern, wobei es bei G6tz mehrere Beispiele gibt, im Vergleich zu Malle nur eines! Im

Anschluss nun die Beispiele zu Schranken aus dem Buch von Goétz.

Finden und Priifen von Schranken:

a 2 S 11V S « t1 en g er 1daex n.
481 l)le ngege .b(,ll()ll 3] 01%6‘,11 sind (Stl eng ) monot
£ : 4 s on wach end Err 1utt
- ( )( & 10 ( )1 g g i 1 e d lbl()ﬂt 1 Ind
d) ap = 1/3~ Ay =QaQn = 1/3 I)) gy =1, 5 | = a8
1 ¥ = ST

€) By —2, =a, + 1/
) 1 > Ang an 7 J~/5 d) a; = 2, ans) = 3a,

482 Wie Aufg. 481!
a) (ay) = (3n—2) B) (8n)= (bn—3)

€) (o) = n*—n) d) (a,) = {(n®+n)

483 Ermittle obere und untere Schranken (Fig. 4.5)!

o Sn—+1, dn —1,
d) <311 — 5 b) <1 “_ 2171\
u n+1 i 3

o -2 d) ((—1* - 2E3 N
e () 5 i

) n? 13’/ (I ( ( 5 {({ < /
g) (sinn o, :
g) { ) h) (cos n) Fig. 4.5

484 Zeige, dass die angegebe e wede e e s
b]() - lllg ,(_,‘(;},)LllC Folge weder nach unten noch nach oben beschriankt ist!
a) (10 + (—1) - n) b) (5 — (—1)=+! nj
( 5

Uz 5 ang < I N irar I > o § 4
480 1ters e 3 1 I > 1 1 Zahlen = 1 1ke 1 d b1 reffend Il l € Sin
el ol d e angegeber er allie ()])C e Scl Ca n der betr enden F olige nd
£ E ge ¢

7. 6n—2
a) 1. L: < 24 3 2n
2 Vg 1/ Bl 2 g Gas
. 2 2n—+5
(:) 5 T ‘,(~1)“ . _2n \ 3 5 - 3n
] \ P 7 : > o "_’
5 T Va0 g 9

486 1 A ~he I 3 O O 5 Zahle tere COT - 1 -offe + b re sind!
ntersuch (S} e b > i< > ge .

e, ob di angegebenen Zah en untere Schr anken der >etref] nden Folge 111C

£ 2Iien ge sin

3 8n+1
a) = 1, T2 s
) 2L G=p b) 1 g e
Sun—2
; g , 10— 31
B s T l R
8 ( ) 1/ d) 71"5; 1= ];)‘—:21>
n -

Natdlrlich gibt es im Buch der 6. Klasse AHS von Go6tz auch mehrere Beispiele zu ,,Monotonie
beweisen”, jedoch werde ich nur die Beispiele von Malle hier anfligen, da bei G6tz dhnliche
sind, wobei dieser um zwei Aufgabennummern mehr hat. Man sieht in der nachsten
Abbildung auch, dass es bei Malle fast in jedem Kapitel auch weiterfiihrende Beispiele zu
dem jeweiligen Thema gibt. Bei Gotz findet man Weiterfiihrungen im Anschluss an ein
Kapitel. Bei dem nachstehenden Scan sieht man auch das einzige Beispiel zu den Schranken.
Das sind weiters alle Beispiele zu dem Thema ,,Monotonie und Schranken” — Malle et al.
gldanzen hier eher mit ,Qualitat” statt Quantitdt, wobei ich mir mehr Beispiele wiinschen

wirde! Die Qualitat der Beispiele ist aber in beiden Schulbiichern gleich. Die Aufgaben sind

lediglich anders formuliert.
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7.11  a) Ist 2 eine obere Schranke der Folge (1 - %'n € N*)? Begrinde.

b) Ist O eine obere Schranke der Folge (n? |n € N*)? Begriinde.
€) Ist 0 eine untere Schranke der Folge ((—1)"|n € N*)? Begrinde. '
d) Gib zwei obere Schranken und zwei untere Schranken fiir die Folge (3 + % ( neN*)

an.
7.12  Zeige, dass die Folge streng monoton steigend ist.
n? n?—1
s __ 2 _ -
a) a,=2n-—1 b) ap=n—=n+1 Q) a"_n—H d) an_m
7.13  Zeige, dass die Folge streng monoton fallend ist.
1 1 2n+1 n+6
a) an:10—|—n—2 b) an:m ¢ a,= d) an:W

7.14  Untersuche, ob die Folge (a,|n e N*) (streng) monoton steigend, (streng) monoton
fallend oder nicht monoton ist.

n n
a) a,=3—n c a,=2-3" e) a”:2n+1 g) a”:f

1 e
B an=1-n2  d) ay=(=1)" B gt )

7.15  Zeige, dass die Folge (a, |n € N*) mit a, =4 monoton steigend, aber nicht streng mo-
noton steigend ist. Ist sie auch monoton fallend?

7.16  Gibt es eine Folge mit folgenden Eigenschaften? Wenn ja, gib eine solche an. Wenn
nein, begriinde, warum es sie nicht geben kann.

a) Die Folge ist monoton fallend, aber nicht streng monoton fallend.
b) Die Folge ist monoton steigend und nach unten beschrankt.

c) Die Folge ist monoton steigend und nach oben beschrankt.

d) Die Folge ist monoton fallend und monoton steigend.

e) Die Folge ist streng monoton fallend und steigend.

7.17  a) Begrinde: Wenn die Folge (a,|n € N*) eine obere Schranke hat, dann hat auch die
Folge (1 +a,|n € N*) eine obere Schranke.

b) Begriinde: Wenn die Folge (a |n e N*) eine obere Schranke hat, dann hat auch die
Folge (2a, ‘ n e N*) eine obere Schranke.

7.18 Ab welchem Index n ist die Folge (;—i ‘ ne N’) streng monoton fallend?

7.19  Ist es moglich, dass eine Folge vom ersten bis zum 1000. Glied streng monoton stei-
gend und ab dem 1001. Glied streng monoton fallend ist? Wenn ja, gib ein Beispiel fur
eine solche Folge an.

Nun gehe ich in der Reihenfolge weiter nach dem Schulbuch von Go6tz et al. und werde die

entsprechenden Passagen aus dem Buch von Malle et al. suchen und damit vergleichen.
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Bei Gotz, Reichel, Miiller und Hanisch wird im 3. Kapitel Gber ,Arithmetische Folgen und

Reihen” gesprochen. Zu Beginn steht die Definition.

1. Arithmetische Folgen

So genannte arithmetische Folgen treten iberall dort auf, wo cin gewisser Anfangswert sich
mehrmals schrittweise um einen pro Zeiteinheit konstanten Wert additiv vermehrt oder ver-
mindert. Denke etwa an einen téglich um zB 100 Stiick wachsenden (oder schrumpfenden) La-
gerbestand einer Fabrik. Auch wenn hinter dieser Entwicklung miteinander wechselwirkende
absolute Anderungen wie Produktion und Verkauf stehen, so beobachten wir nun eben modellhaft
nur die absolute Anderung (= Wachstum) der Stiickzahl von Tag zu Tag. Ist das Wachstum
iiber mchrere Tage konstant, so bilden die Stiickzahlen eine arithmetische Folge und man spricht
von einem arithmetischen Wachstum (bzw. auch linearen Wachstum — vgl. unten).

Eine Zahlenfolge (a,,) heifit arithmetische (Zahlen-)Folge. wenn die Differenz je
zweier aufeinander folgender Glieder konstant ist, dh. fiir jedes n gilt: a, | —a, = d
Die Konstante d heifit die Differenz der arithmetischen Folge (a,,).
Rekursive Darstellung: ay, an 1 = a, + d | Ezplizite Darstellung: a, = a; + (n—1) - d

Beispiele: (1) 3 7 11 15 (2) 3 1 -1 -3

d=4: +4 44 -4 4 d=-2. -2 -2 —2 %

Wie man in dieser Abbildung sieht, filhrt G6tz sowohl die rekursive, als auch die explizite
Darstellung einer Folge ein. Gotz fuhrt diese Begriffe ein und verwendet sie auch, damit die
Kinder einen Namen fir die ganze Sache haben — fiir manche Lernenden stellt dies eine
Erleichterung dar, fiir andere ist es verwirrend. Aber es ist allgemeinbildend und gehoért

meiner Meinung nach auf jeden Fall gelehrt!

Malle verwendet beide Darstellungen, natirlich wieder mit anderen Buchstaben, benennt
jedoch die Dinge nicht beim Namen. Es wird aber im Buch von Malle erwdhnt, dass die
Darstellung mit dem ersten Folgenglied die Rekursionsgleichung ist — wie der nachfolgende

Scan zeigt. Diese wird auch zum Unterschied zu Gotz , hergeleitet”:

ai=k+d und ayLi=a,+k

Ausgehend vom Anfangsglied a; kann man mit Hilfe der Rekursionsgleichung
3h 11 = an + k der Reihe nach die Glieder a;, az, as... der Folge berechnen. Man erhalt:

ay=ai+k

az=ay +k=a; + 2k

as=as+k=ay + 3k

an=an-1+k=ar+(n-1)-k
Nir halten dieses Ergebnis fest:

Satz: Ist (a, \ n € N*) eine arithmetische Folge, so gilt fur alle n e N*:
an=a;+(n—-1)-k
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Wenn man sich die Beispiele in beiden Schulbiichern anschaut, dann fallen einem eigentlich
bis auf die Beschriftung und die Formulierung der Beispiele keine Unterschiede auf. Wenn
man dann noch genauer hinschaut, merkt man aber, dass pl6tzlich die Beispiele
Unterschiede aufweisen. Gotz bleibt dabei eher auf geometrischer Schiene und gibt
Beispiele, in denen die Dreiecksseiten arithmetische Folgen bilden. Universitatsprofessor
Malle gibt Aufgaben, bei denen Schiilerinnen und Schiler nachdenken miissen oder

Beispiele aus der Alltagswelt, wie zum Beispiel das Falten von Papier.

Der Scan aus dem Buch von Go6tz et al. zeigt anfangs bis zur Nummer 496 dhnliche Beispiele

wie bei Malle, wobei das Beispiel 493 nicht im Schulbuch von Malle vorkommt.

ot AR aa A gy mann
490 Bestimme fiir die arithmetische Folge (a,,) (1) as, (2) ag, (3) aio!
a) agy=3,d=2 b) Bp=-—2,d =2 ¢) 8, =0,d=05 d) a;=2,d=-4
e) ay=-H,d=-1 f) a,=1,d=0,75 g) a,=-12,d=5 h) a,=4,d=-6
p491 Beweise: Ab dem zweiten Glied ist jedes Glied einer arithmetischen Folge das arithmetische
Mittel seiner Nachbarglieder! (Davon leitet sich der Name ,arithmetische Folge® her.)
492 Beweise: Zwischen zwei Gliedern a, und a, (s >r) einer arithmetischen Folge besteht die
Bezichung a, = a, + (s — 1) - d. Erldutere an einem selbst gewihlten Beispiell

493 Untersuche, ob die angegebenen Folgen arithmetische Zahlenfolgen sind!

a) (—1;1;3) b) (2;3.,5; 5) c) (0;0;0)
13 2 19 1 1 5] T 3
Aot e P ) iy S ) T [ T
d) <2-1’ 3 oa & <;5‘ B (s> 0 <5‘ 4 5>
494 Untersuche, ob die angegebenen Glieder einer arithmetischen Zahlenfolge angehoren kénnen!
a) aj=11;a3=14;a;=16 b) as=3;a5=1;a;,;, = =3
495 Berechne (vgl. Aufg. 492) die Glieder ag und a;go der arithmetischen Folge!
a) ap=122,d= -2 b) dp=17,d =<3
496 Ermittle dic lineare Funktion, welche die angegebene arithmetische Folge festlegt!
pa) az=T;a:=3 b) a3 =1/3;a5=0 c) az=9;a;=19 d) a;=15;a5=-0,5
e) as=9;a9=17 f au=205=2 g) as=5/6;a3=15 h) a=0;a5=-1,5

»497 Berechne, in welchem Verhiltnis die Lingen der Katheten und die Lange der Hypotenuse
eines rechtwinkeligen Dreiecks stehen miissen, wenn sie eine arithmetische Folge bilden!

498 In einem rechtwinkeligen Dreieck bilden die Lingen der Seiten einc arithmetische Folge.
Berechne den Umfang des Dreiecks, wenn a) dic kiirzere Kathete 9 cm, b) die langere Ka-
thete 28 cm, ¢) die Hypotenuse 65 cm lang ist!

499 In einem Rechteck bilden die Lingen der Seiten und der Diagonale eine arithmetische Folge.
Berechne Umfang und Flicheninhalt des Rechtecks und den Radius des Umkreises, wenn
a) die lingere Seite um 75 mm ldnger als die kiirzere Seite ist!
b) die lingere Seite um 44 mm kiirzer als die Diagonale ist!
¢) die kiirzere Seite um 180 mm kiirzer als die Diagonale ist!
d) die Diagonale um 134 mm ldnger als die kiirzere Seite ist!
e) dic Diagonale um 91 mm lidnger als die lingere Seite ist!
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Im Vergleich dazu bietet Malle noch andere Beispiele, die man in dieser Art nicht unbedingt
bei Gotz findet, wobei das Beispiel mit dem Papier (Beispiel 7.38) in anderer Form auch im

Schulbuch von Go6tz et al. (Beispiel 506) vorkommt — nicht nur bei Malle et al.

Die nachsten beiden Grafiken — zuerst aus dem Buch von Malle und danach aus dem Buch
von Gotz — zeigen zu l6sende Aufgaben im Bereich eben der Anwendung von arithmetischen
Folgen. Hierbei sieht man eigentlich zum ersten Mal einen grofReren Unterschied in der Wahl
der Beispiele. Das Beispiel mit dem Papierfalten findet man in beiden Blichern — jedoch
unterschiedlich aufbereitet. Die Beispiele mit den Seitenldngen in einem Dreieck oder in
einem Rechteck findet man nur bei Go6tz. Universitatsprofessor Gotz gibt bei den
Anwendungsbeispielen auch Aufgaben mit Zinsen. Solche folgen bei Malle et al. erst spater —
sie sind ein eigenes Kapitel, auf welches ich hier nicht eingehen mochte. Im Gegensatz dazu

gibt es im Schulbuch von Malle noch ein Beispiel mit Schuttablagerung (Beispiel 7.39).

7.36 Gibt es eine arithmetische Folge mit folgender Eigenschaft? Wenn ja, gib eine solche
Folge an. Wenn nein, begriinde warum nicht.

a) Die Folge ist streng monoton steigend und nach oben beschrankt.
b) Die Folge ist monoton fallend und nach unten beschrankt.

c) Die Folge ist nicht monoton.

d) Die Folge ist nach oben beschrankt und konvergent.

e) Die Folge ist nach unten beschrankt und divergent.

f) Die Folge ist streng monoton fallend und konvergent.

7.37 In einem Lager werden Platten auf einen Stapel gelegt. Der Stapel ist bereits 0,76 m
hoch. In den folgenden Tagen werden taglich zwei Platten der Dicke 0,02 m auf den
Stapel gelegt.
1) Es sei hy die Hohe des Stapels (in m) nach n Tagen. Gib eine Formel fur h, an.
2) Die Raumhohe betragt 2,2 m. Wie lange koénnen die Platten hochstens abgelegt
werden?
7.38 Ein Buch besteht aus Papierblattern zu je 0,05 mm Dicke und zwei Umschlagblattern der

Dicke 2,5 mm. Es sei d, die Dicke eines solchen Buches mit n Seiten (dh. g Bléttern).

Gib eine Formel fur d,, an und berechne mit dieser Formel die Dicke eines solchen Bu-
ches mit 1) 180 Seiten, 2) 320 Seiten, 3) 500 Seiten.

7.39  Auf einem Mullplatz wird Schutt abgelagert. Am Montag sind 12 Tonnen Schutt vor-
handen, ab Dienstag werden taglich 2 Tonnen Schutt hinzugelagert. Es sei m, die
Masse des Schutts (in Tonnen) auf dem Millplatz nach n Tagen. Gib eine Formel fur
mp an und zeichne den Graphen der Funktion m mit m(n) = m, fur die erste Arbeits-
woche (Montag bis Freitag).
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Nun die Anwendungsbeispiele aus dem Buch von Gétz:

N R

Anwendungen:

504 Eine Luftmenge nimmt bei 20 “C ein Volumen von 5 860 cm® ein. Berechne unter Verwendung
des Gesetzes von GAY-LUSSAC, um wie viel Grad Celsius die Luftmenge erwiarmt werden
muss, damit sie (konstanter Druck vorausgesetzt) das nachfolgende Volumen einnimmt!

a) 7260 cm® b) 9,06 dm?® ¢) 0,007 m*
. Unter konstantem Druck dehnt sich die Luft pro 1 "C Erwiirmung wm 1/273 des Volumens
aus. das sie bei 0 "C einnimmt* (Gesetz von GAY-LUSSACC).

505 In einem Lager werden auf einer 2 dm hohen Unterlage Pakete von je 12 cm Hohe gestapelt.
Berechne, wie viele solcher Pakete bis zur Gesamthohe (Unterlage und Pakete) a) von
1,88 m, b) von 2,36 m, ¢) von 3,20 m gestapelt werden kénnen!

506 Ein Buch mit 500 Seiten ist (inkl. Deckel von je 2,5 mm Dicke) 50,0 mm dick. Berechne, wic
dick ein Buch (bei gleicher Papier- und Deckelstirke) (1) ohne, (2) mit Einband ist, wenn es
a) 180 Seiten, b) 320 Seiten, ¢) 460 Seiten hat!

507 Eine Bank verspricht in einem Prospekt statt Zinsen einen jahrlichen festen Bonus B Euro,
wenn man K Euro auf einmal einzahlt und erst nach n Jahren behebt. (1) Welchem Zinssatz
p pro Jahr entspricht dies? (2) Wie hoch ist das Endkapital?
a) B=20,K=800,n=5 b) B=50,K=2000,n=25
¢c) B=40.K=2000.n=4 d) B=60,K=3000,n=4

508 Ein Kapital K wird mit dem jahrlichen Zinsfufl p fiir den Zeitraum T mit einfachen Zinsen
verzinst. Berechne (1) den Endkapitalstand, (2) die Zinsen!

a) K=400, p=1,25 %, T =3 Monate b) K=400, p=1,50 %, T =5 Monate
c) K=800, p=2,25 %, T=1 Jahr 2 Monate d) K =800, p=2,75 %, T =1 Jahr 4 Monate
e) K=900, p=1,75 %, T =40 Tage f) K=900,p=2,5%, T=75 Tage

g) K=1200. p=3 %, T=1 Jahr 20 Tage h) K=1200,p=4 %, T =2 Jahre 20 Tage

Im Schulbuch von Go6tz geht es nun weiter mit ,Arithmetischen Reihen”. Hier findet man
nur eine kurze Erklarung, die Herleitung der Summenformel der endlichen arithmetischen
Reihe wird nicht gegeben, sondern nur die Formel. Es ist aber vermerkt, dass die Herleitung

eine Ubungsaufgabe ist.

3. Arithmetische Reihen

Durch additive Verkniipfung der Glieder einer arithmetischen Folge entsteht eine so genannte
arithmetische Reihe: a; +a; + a3 + ... ) ) . .

Fiir endliche arithmetische Reihen — und nur diese — existiert die Summe s,, ihrer Glieder, die man
wie folgt berechnen kann (Beweis in Aufg. 511).
a

&

@-Summenformel der endlichen arithmetischen Reihe:
. n
Die arithmetische Folge {a;: as; ... ; a,) hat die Summe s, =(a; +ay) 5

L

&
Beachte, dass die Werte s1, s2, 83, ..., ihrerseits eine Folge bilden, die Folge der Partialsummen.

Diese ist aber keine arithmetische Folge (Aufg. 510).

Bei Malle findet man Erlduterndes Uber arithmetische Reihen erst im nachsten Kapitel. Es
wird hierbei sogar eine langere Herleitung gegeben. Obwohl ich eigentlich ein Verfechter des
GoOtz-Buches bin, muss ich gestehen, gefallt mir bei diesem Aspekt das Kapitel im Malle-

Schulbuch besser!
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Die Summe einer endlichen arithmetischen Reihe

Ist die Folge (a1, @z ... an) eine endliche arithmetische Folge, so bezeichnet man die dazugeho-
rige Reihe a; + a, + ... + a, als endliche arithmetische Reihe.

Ist a; das Anfangsglied und k die Differenz der Folge, so gilt:
ai = ai +(]— 1)k fari=1,2...n

Wir leiten eine Formel fur die Summe S einer endlichen arithmetischen Reihe her. Dazu betrach-
ten wir zunachst eine spezielle arithmetische Reihe, namlich die Reihe 1 +2+3 +... +(n—1).
Eine Formel fur diese Summe kénnen wir auf zwei Arten herleiten:

1. Méglichkeit: Wir fassen das erste und letzte, das zweite und vorletzte, das dritte und vor-
vorletzte Glied usw. zusammen:

14+24+34+...+4(N—=3)+("N—2)+(n—1)
| L |

Die beiden zusammengefassten Glieder ergeben jeweils n.

Ist n — 1 gerade, so werden "T” Zusammenfassungen vorgenommen. Somit gilt:
—1 n-(n—1)
-N =
2 2
Zusammenfassungen vorgenommen und das mittlere Glied

Y BBy e BT =T

n—2

Ist n — 1 ungerade, so werden >

g bleibt Gibrig. Somit gilt:
1+24+34+...+(n—2)+(n—1) =

n—2 n_'_ﬂinz—n_n-(n—T)
2 z2 z 2

2. Méglichkeit: In Abb. 8.1 kann man erkennen, dass der In- [
halt der orange unterlegten Flache genau die Halfte des Inhalts
des gesamten Rechtecks ausmacht. Somit gilt:

N n-1

:n-(n‘1) 5

1+24+3+...4+(n—=2)+(n—1)

2 ~ |
Wir haben somit bewiesen: i l
I
Satz: Fur alle n e N* mit n = 2 qilt:
1+2+3+...+(n~2)+(n—1):w Abb. 8.1

Die Herleitung geht gleich auf der nachsten Seite weiter und im Anschluss daran sind ein
paar Grundaufgaben angefiihrt, jedoch nur drei, danach kommen geometrische Reihen —

endlich und unendlich.
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Sei nun a; +az + ... + a, eine beliebige endliche arithmetische Reihe mit a; = a, +(i—1)-kfar
1=1,2 ...n. Wir berechnen die Summe S dieser Reihe:
S=ar+ataz+...+an=ar+@ +k)+(@ +2k)+... +(@r +(n— 1)k) =
n-(n—1) 2nay A= —1)
2 B 2 o
n n n
:5(281 +(n — 1)k) 25(81 +ai +(n— 1)k) :E-(a1 +an)

:n-a1—|—k-(1+2+...+(n—1)):n»a1—|—k-

Wir haben somit bewiesen:

Satz: Ista; +a + ... + a, eine endliche arithmetische Reihe, so gilt fur ihre Summe S:

n
S=§-(a1 +an)

Beispiel: 1 +3 +5+7 +9+ 11 —l—13+15=§~(1 + 15)=64

8.01 Berechne die Summe der folgenden Reihe.

a) 14+24+34+4+...4+11 d) 24+34+4+4+5+...+15
b) 1 +3+5+7+...+23 e 4+6+8+10+...+88
¢ 0,54+1+1,54+...420 f) 5+454+58+62+...4+9
8.02  Berechne die Summe der folgenden Reihe.
a) 1+24+3+...+4(mMm—1)4+m € 3+4+54+...+(5—1)+s
b) 14+24+3+...4r+(r+1) d) 749+ 11+ ...+ (t—2)+t
8.03  Schreibe die Folge in der Form (a1, az ... a,) an und berechne die Summe ihrer Glieder.
a) (2-i+3|i=1,2...17) © (—3-i+2]i=1,2...100)
b) (3-i—5]i=1,2...505) d) (k-i+d|i=1,2...1000)

Bei Universitatsprofessor Gotz kommen wieder einige Zahlenbeispiele zu arithmetischen

Reihen, zu denen ich hier einen kleinen Ausblick gebe:

516 Von einer arithmetischen Folge sind gegeben: az = 27; a; = 71. Berechne fiir die zugehérige
arithmetische Reihe a) s10, b) 831, €) $125, d) sy!

517 Von einer arithmetischen Folge sind gegeben: a; = 0,2; ag = 0. Berechne fiir die zugehorige
arithmetische Reihe a) 815, b) s37, €) sops. d) s,/

518 Von einer arithmetischen Folge sind gegeben: ass = —12,2; a3 = —17,45. Berechne fiir die
zugehorige arithmetische Reihe a) s19, b) sag, €) 8133, d) s,,!

519 Das vierte Glied einer arithmetischen Reihe ist 21, die Summe der ersten sechs Glieder 114.
Berechne das erste und das sechste Glied!

520 In einer arithmetischen Reihe mit sieben Gliedern ist das zweite Glied gleich dem vierten
Teil des letzten Gliedes. Die Summe der drei mittleren Glieder betragt 33. Wie lauten die
Glieder der Reihe und wie grofl ist ihre Summe?

521 Berechne, wie viele aufeinander folgende ungerade Zahlen (mit 1 beginnend) a) die Summe
225, b) die Summe 361, ¢) die Summe 1296 ergeben!

522 Berechne die Summe aller dreiziffrigen Zahlen, die durch 3 dividiert a) den Rest 1, b) den
Rest 2 haben!

523 Diec Summe dreier Zahlen, die eine arithmetische Reihe bilden, ist 24; die Summe ihrer
Quadrate betridgt 480. Berechne die drei Zahlen!

524 Vier natiirliche Zahlen, die cine arithmetische Reihe bilden, haben die Summe 28; ihr Pro-
dukt betridgt 585. Berechne die vier Zahlen!
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Ich mochte nochmals explizit erwdhnen, dass beide Schulbiicher gut aufbereitet sind, wobei
mir im Buch von Go6tz et al. zeitweise gute Erklarungen fehlen und im Schulbuch von Malle et
al. teils die Beispiele fehlen. Der Unterschied der Beispiele im Falle der arithmetischen

Reihen ist eklatant — diesmal sowohl an Qualitat, als auch an Mehrheit.

Weiter geht es nun mit Geometrischen Folgen. Schulbuchautor Mag. Dr. Stefan Gotz et all
gibt zu Beginn wieder eine Definition, ein Beispiel wird gegeben und vorgerechnet. Die
Anwendungen geometrischer Folgen sind aus dem Geldwesen. Es wird die Zinseszinsformel
(far theoretische Verzinsung angegeben). Zu Beginn wird erklart, dass das geometrische
Wachstum mit dem exponentiellen Wachstum zusammenhangt — jedoch kommt das Kapitel
Uber ,Exponentialfunktionen” und , Wachstumsprozesse” erst spater. Nun ist es auch
nachvollziehbar, warum Universitatsprofessor Malle zumindest die ,Exponentialfunktionen”
vor dem Kapitel der ,Folgen und Reihen” erwahnt. Dadurch kann er die geometrische Folge

als Spezialfall der Exponentialfunktion angeben, wie der nachststehende Scan zeigt.

7.6 Geometrische Folgen

In digsem Abschnitt lernen wir einen wichtigen Typ von Folgen kennen, der sich als
Spezialfall von Exponentialfunktionen entpuppt.

a) Berechne die ersten funf Glieder der Folge f(nlf
(bn |n & N*) mit by, = 0,25 - 2" und stelle sie als Punkte

auf einer Zahlengeraden dar. 81
b) Fasse die Folge als Funktion f: N¥*— R auf und 74
zeichne den Graphen von f fir 1 < n<5. 6

a) b1:O,S;bz:'];b3:2,’b4:4,’b5:8 b

(siehe Abb. 7.5a) 3+
b) f: N*— R mit f(n) = 0,25-2" (siche Abb. 7.5b) an
b ¥
0 1 2 3 & 5 & 7 6§ 9 EEEEER
Abb. 7.5a Abb. 7.5b

a) Berechne die. ersten funf Glieder der Folge finld
(bn [n € N*) mit b, =8-0,5" und stelle sie als Punkte

auf einer Zahlengeraden dar. B
b) Fasse die Folge als Funktion f: N*— R auf und 74
zeichne den Graphen von f fir 1 <n < 5. 6
a) by =4; b, =2; bs=1;bs=0,5: b = 0,25 ET
(siehe Abb. 7.6a) 31
b) f: N* — R mit f(n) =8.0,5" (siche Abb. 7.6b) vl
bsbybs by b 117 4
BREERERERRE o 1 2 3 4 5 n
Abb. 7.6a Abb. 7.6b
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Es kommt auch im Anschluss an die beiden Beispiele im Schulbuch von Malle die Definition
einer geometrischen Folge. Weiters wird — wie bei den arithmetischen Folgen — die
Rekursionsgleichung ,hergeleitet”. Ich empfinde diese Weise als schilerfreundlicher und

Ubersichtlicher, wie der folgende Scan aufschlisselt:

Die in den letzten beiden Aufgaben betrachteten Folgen sind vom Typ b, =c-q" (wobei c,
g € R*). Diese Folgen erhalten einen eigenen Namen:

Definition: Eine Folge (b,|n e N*) mit b,=c-q" (mit ¢, g € R*) heiBt geometri-
sche Folge.

Der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder einer solchen Folge ist konstant, denn es gilt

.qnh+1
fur alle n e N#; Poen _ €™
by c-g?

Eine geometrische Folge mit g € R™ kann aufgefasst werden als eine auf N* definierte Expo-
nentialfunktion, dh. eine Funktion f: N* — R mit f(n) =c-q".

= g. Man nennt g den Quotienten der geometrischen Folge.

Man kann eine geometrische Folge auch mit dem Index O beginnen und erhalt in diesem Fall
ein zusatzliches Glied bg. (In Aufgabe 7.47 ist bg = 0,25, die entsprechenden Punkte sind in
Abb. 7.5a, b grau gekennzeichnet. In Aufgabe 7.48 ist by = 8, die entsprechenden Punkte sind
in Abb. 7.6a, b grau gekennzeichnet.) In diesem Fall kann man die geometrische Folge auf fol-
gende Weise rekursiv darstellen:

b=t und byyi=Dbyg
Diese Darstellung entspricht der rekursiven Darstellung einer auf N definierten Exponentialfunk-
tion mit der Basis g (vgl. Seite 78):

f(0)=c und f(n+1)=1n) g
Wir wollen allerdings im Folgenden geometrische Folgen stets mit dem Index 1 beginnen, da
dies den Anwendungen besser entspricht. In diesem Fall lautet die rekursive Darstellung:

|b1:c~q und bn+1:bn'Q1

Ausgehend vom Anfangsglied b; kann man mit Hilfe der Rekursionsgleichung
bn+1 = bn-q der Reihe nach die Glieder by, bs, by ... der Folge berechnen. Man erhélt:

b, =Db1-q
bs=by-q=bs-g?
bs=bsz-q=b;-q?

bn=bn_1- g = by 'CI”_1
Wir halten dieses Ergebnis fest:

Satz: Ist (by ]n € N*) eine geometrische Folge, so gilt fur alle n € N*:
bn - b1 _qn—1

Im Anschluss daran findet man im Schulbuch von Malle drei Satze zu geometrischen Folgen
in Bezug auf beschrankt, die Monotonie und auch die Konvergenz. Diese Satze werden auch
alle bewiesen. Diese Satze sind jedoch nicht elementar fir meine Analyse. Im Buch von Gotz

findet man solche jedoch nicht.

Die Einflihrung im Schulbuch von Go6tz et al. ist nicht so anschaulich wie im Buch von Malle,

aber die grundlegenden Elemente fliihren beide Universitatsprofessoren an. Zum Vergleich
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stelle ich hier nun einen Scan aus dem Schulbuch von G6tz et al. vor, damit man sich ein Bild
machen kann. Die Beschriftung ist, wie man sieht, anfangs unterschiedlich, jedoch die

Formel fir die explizite Darstellung ist dieselbe — sogar mit den gleichen Buchstaben.

So genannte geometrische Folgen treten iiberall dort auf. wo ein gewisser Anfangswert sich
mechrmals schrittweise mit einem pro Zeiteinheit konstanten Faktor multiplikativ vermehrt oder
vermindert. Denke etwa an ecine jahrlich um zB 2 % wachsende (oder schrumpfende) Ein-
wohnerzahl eines Landes. Auch wenn hinter der Entwicklung miteinander wechselwirkende
absolute Anderungen wie Geburten, Todesfille, Zu- und Abwanderung stehen, so beobachten wir
nun eben modellhaft nur dic relative Anderung (= Wachstumsrate) der Einwohnerzahl von Jahr
zu Jahr. Ist diese Wachstumsrate {iber mehrere Jahre hinweg konstant. so bilden die Ein-
wohnerzahlen eine geometrische Folge und man spricht von cinem geometrischen Wachstum
(bzw. auch exponentiellen Wachstum — vgl. unten und Kap. 6).

Eine Zahlenfolge (b,) heifit geometrische (Zahlen-)Folge, wenn der Quotient je
zweier aufeinander folgender Glieder konstant ist, dh. fiir jedes n gilt: i])—i =g

Die Konstante q heiit der Quotient der gecometrischen Folge (b,).

Rekursive Darstellung: by, by, = by - q | Eaplizite Darstellung: b, = by - q* "
Beispiele: (1) 3 12 48 192 .. (2) 3 —F 1B g .
q=4: -4 -4 -4 -4 q=—-2: -(=2) - (=2) - (=2) - (=2)

Beispiel F: In einem Labor wird durch ., Beimpfen® mit Bakterien eine Bakterienkultur an-
gelegt. Dank giinstiger Lebensbedingungen verdoppelt sich die Anzahl der Bakterien (eine Zeit
lang) alle 20 Minuten. Nach der 1. Teilung (1. Beobachtung) werden 6 Bakterien gezahlt.
a) Wie viele Bakterien sind es nach zwei Stunden? b) Nach zwei Stunden verlangsamt sich das
Wachstum, weil — unter anderem wegen der groflen Anzahl — nun die Lebensbedingungen un-
glinstiger geworden sind. Der ,,Vermehrungsfaktor® wihrend der 20-miniitigen Messperioden
fallt auf 1,5. Wie viele Bakterien umfasst die Kultur (rund) nach weiteren zwei Stunden,
c) nach insgesamt 8 Stunden?

Lésung: y=5,
o b,
)  Zeit (min) 0 20 40 60 80 100 120 ?
Teilungen' n 0 1 9 3 4 5 6

Bakterienanzahl b,, 7 6 12 24 48 96 192
N LA AN K R AN, A
9 cD 295 9

: 5 : 9 : B 2 2 2 30
Es liegt also eine geometrische Folge mit by = 6 und b3
q = 2 vor (Figur). Daher gilt: bg = by - 2° = 6 - 32 = 192. 20
b) Wicder bilden die Bakterienanzahlen b, zu den einzelnen
(Zeit-)Messpunkten eine geometrische Folge (c,) mit 0 bz
¢ = 192 und q = 1,5. Nach weiteren zwei Stunden be- » by

tragt die Bakterienanzahl daher:
cr=c-q®=192-1,5%°= 192 - 11,4 = 2200
c) cig=oc; - 1,58~ 192 . 1478 &~ 3. 10°

Iy

Die Beispiele sind unterschiedlich aufgebaut. Bei Gotz findet man welche zum Berechnen
von ersten oder fehlenden Folgengliedern. Es kommen auch Beispiele zum Beweisen. Die
Anwendungsbeispiele im Schulbuch von G6tz haben wieder mit dem Falten von Papier zu
tun oder mit dem Geldwesen — es gab sogar eine einfihrende Seite zu

Anwendungsbeispielen aus dem Geldwesen.
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Die Beispiele zu geometrischen Folgen aus dem Buch von Malle et al. sind auch zum
Berechnen von Folgengliedern oder zum Bestimmen des Quotienten g. Es kommen auch
Beispiele mit dem Falten von Papier. Zu Beginn steht ein Beispiel, bei denen Schiilerinnen
und Schiler wieder den Verlauf der Folge zeichnen sollen — so eines findet man im
Schulbuch von G6tz nicht! Es sind natlrlich wieder mehr Beispiele im Schulbuch von Go6tz.

Trotzdem mochte ich den nachstehenden Scan aus dem Buch von Malle verwenden:

7.50  Ermittle die ersten 5 Glieder und das 20. Glied der geometrischen Folge (b, |n € N*).

a) by=2" o by=2-3" e) by,=0,5-2" g) b,=0,1-0,2"

b) b,=3" d) b,=3-2" f) b;=0,5-(—3)" h) b.=05-0,1"
7.51  Ermittle das Anfangsglied b; sowie den Quotienten q der Folge (b, |n € N*).

a) bp=3+2" b) br=5+3" ) bh=15-(—-0,5)" d) bp=-2-1,2"

7.52 Von einer geometrischen Folge (bn|n e N*) kennt man das Anfangsglied by und den
Quotienten qg. Gib eine Formel fur b, an und berechne die ersten fiinf Glieder der Folge.
a) by=1,q=2 b) by =3;9=3 ¢) by=6;9=0,5 d) by =0,5,9=0,1
7.53  Von einer geometrischen Folge (b, |n € N*) kennt man ein Glied und den Quotienten
g. Berechne das Anfangsglied by und gib eine Formel fur b, an.
a) b=12,g=2 b) b3=81,q=3 «¢) by;=512;,g=4 d) bs =0,0625;9=0,5
7.54 Gibt es eine geometrische Folge mit positiven Gliedern und folgender Eigenschaft?
Wenn ja, gib eine solche Folge an. Wenn nein, begriinde warum nicht.

a) Die Folge ist streng monoton steigend und nach oben beschrankt.
b) Die Folge ist monoton fallend und nach unten beschrankt.

¢) Die Folge ist nicht monoton.

d) Die Folge ist nach oben beschrankt und konvergent.

e) Die Folge ist nach unten beschrankt und divergent.

f) Die Folge ist streng monoton fallend und konvergent.

7.55 Ein sehr groBes Papierblatt der Dicke 0,01 mm wird fortlaufend in der Mitte gefaltet
und zusammengelegt. Es sei d, die Dicke des nach n-maligem Falten entstehenden
Papierstapels.

1) Gib eine Formel fur d, an.
2) Wie oft muss das Papierblatt gefaltet werden, damit d, mindestens 2,5 mm betragt?

7.56 Die DIN-A-Formate fur Papierblatter werden mit DINAO, DINA1, DINA2 usw. bezeichnet.
Diese Formate gehen schrittweise durch Halbieren auseinander hervor und sind einander
shnlich. Ein Blatt vom DIN AO-Format nimmt eine Flache von 1000000 mm? ein.

1) In welchem Verhaltnis stehen die Seitenlangen eines DIN-A-Papiers?

2) Es sei A, der Flacheninhalt eines DIN An-Papiers. Gib eine Formel fur A, an und be-
rechne damit die Flacheninhalte der Formate DIN AO bis DIN A8.

3) Zeichne den Graphen der Funktion A mit A(n) =A, furn=1,2 ... 8.

Im Schulbuch von Go6tz folgt nach dem Kapitel tber ,Geometrische Folgen” das Kapitel
,Geometrische Reihen”. Bei Malle ist — wie schon erwdhnt — die Abfolge etwas anders. Trotz
dieser unterschiedlichen Abfolge der Kapitel findet man in beiden Schulbilichern das Kapitel
,Geometrische Reihen”. Beide Autoren fiihren dieselbe Herleitung der Summe einer
endlichen geometrischen Reihe. Beide beginnen mit einer speziellen Folge, die mit 1 beginnt,

beide Autoren geben danach ein Beispiel mit einem anderen Startwert und kommen
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abschliefend zur selben Summenformel — die Beschriftung ist aber wieder nicht ganz
dieselbe. Beide Autoren erwahnen auch die unterschiedliche Anordnung des Quotienten q,

wie hier im Scan aus dem Buch von Gotz et al. zu sehen ist.

a
Summenformel der endlichen geometrischen Reihe:
- - . . 2 . .
Gegeben sei eine geometrische Rethe b + b - q + b - g7 + ... mit g % 1. Die Summe s,, der ersten

n Glieder, also s, = b +b - q + ... + b - @" %, berechnet sich gemif
) o 1—qg® ST sy n Sl o qt—1
8. =Dhb~+ -~ (glcmlm ertig ist s, = b - -

In den beiden nachfolgenden Scans findet man die Herleitung der Summenformel aus dem
Schulbuch von Malle et al. Ich habe hier das Malle — Buch gewahlt, da es Ubersichtlicher ist.
Ich gebe nur die 1. Mdglichkeit der Herleitung auf die Summenformel aus dem Schulbuch

von Malle an, da dieser ,Beweis” in beiden Schulblichern zu finden ist.

Die Summe einer endlichen geometrischen Reihe
Ist die Folge (b1, by ... b,) eine endliche geometrische Folge, so bezeichnet man die dazugeho-
rige Reihe by + by + ... + by, als endliche geometrische Reihe.
Ist by das Anfangsglied und g der Quotient der Folge, so gilt:

bi:byqi_] k=12 .0
Wir leiten im Folgenden eine Formel fur die Summe einer endlichen geometrischen Reihe her.
Auch hier betrachten wir zunachst eine spezielle endliche geometrische Reihe, ndmlich die Rei-
he14+qg+g?+...+g" " mitqg= 1. Eine Formel fur die Summe S dieser Reihe kénnen wir auf
zweifache Weise herleiten:

1. Méglichkeit: Wirsetzen 1 +q+g? +...+g"~%2 +q"~' =S und gehen so vor:
T gtg®d oo g2 gt =S |-q
G G T =08
Subtrahieren wir die erste Gleichung von der zweiten, ergibt sich:
= 1=3(g—1)
n—1
szqqi1
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Beispiele:

(1) 1424224234 ... +28=

2—1

1. F1%% P13 141—(1)5 1-% 62 3
7 32 1
(2) 1+§+<§) +<§> +(E> = 1_1 =1 __32__16
2 2

Sei nun by +by +...+ b, eine beliebige endliche geometrische Reihe mit bj=b;-q' ' fur
i=1,2...nund g = 1. Wir berechnen die Summe S dieser Reihe:

=511

Q"1
q—1

S=bi+by+...+by=b1+bi-q+bi1-g?+...+b1-q" "' =b1-(1+g+g?>+...+q" ") =b;-
Wir haben somit bewiesen:

Satz: Ist by +by+... + b, eine endliche geometrische Reihe mit dem Quotienten
q# 1, so gilt fur ihre Summe S:

g A
S=b1-t

Niitzliche Merkregeln:

e Die Hochzahl im Zahler des Bruches ist gleich der Anzahl der Glieder der Reihe.
e Falls |g| < 1 ist, ist es besser, den Bruch in der Form % anzuschreiben.
29—

2—1

Beispiel: 3+3-2+3:224+3.23 ... +3.28=3. = 1533

8.04 Berechne die Summe der folgenden Reihe.

a) 1+2+4+8+...+1024 e) 4+4.544.52 4+  4+4.510

b) 1+34+324334...4310 N 10-p10-9.4 4 10112 % . L1087

€) 1402402 4...40,2° g) 0.44+0,4:0,24+0,4-0,224+0,4-0,23

d) 1+4+42 443+ ... +47 h) 1,3+1,3.0,4+1,3:0,42+1,3-0,43+1,3-0,4%

Jetzt sieht man auch die unterschiedliche Schreibweise der Summenformel, die sich nur
durch s und s, und b und b; unterscheidet. Ich habe in den vorherigen Scans auch schon eine
der drei Grundaufgaben fiir endliche geometrische Reihen gegeben. Diese Aufgaben sind
sehr einfach. Dazu findet man im Schulbuch von Go6tz Beispiele, die die Schiilerinnen und
Schiiler etwas mehr fordern als einfach die Summe einer Folge auszurechnen — wie der

nachfolgende Scan zeigt.
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5 und bg =

\/_; Berechne a) s7, b) s11,

552 Von einer geometrischen Reihe kennt man by = S

C) S15. d) Sn!

553 Von einer geometrischen Reihe positiver recller Zahlen ist das zweite Glied 14. das vierte
Glied 56. Berechne s;!

554 s sind die ersten fiinf Glieder einer geometrischen Reihe anzugeben, deren Bildungsgesetz
lautet:
a) by, =5 b) b,=05:3"" ¢) bp=3-(—2*"' d) ba=6+(-3)""
555 Berechne fiir die geometrische Reihe s)p, S20 und s3o! Rate jeweils vorher!
a} 24 2a-4 288 £ 3486 & o b 1415 4+955 4 8578 4
¢) 1—1:5-+4 2,25 —3,375 + d) —2.25 + 3,375 —5,0625 + ...

@-556 Gegeben sei die geometrische Reihe 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + ... Bestimme (durch Probieren am
Taschenrechner) das kleinste n, sodass gilt: (1) s, > 100, (2) s, > 1022, (3) s, > 52000,
(4) s, > 500 Milliarden!

557 Auf das erste Feld eines Schachspicles werde ein Weizen-
korn gelegt. auf das zweite zwei, auf das dritte vier, usw.
a) Angenommen, man konnte dieses ., Verdopplungsspiel®
bis zum Ende aller Felder eines Schachspieles fortsetzen,
wie viele Weizenkdrner wiirde man bendtigen? b) Wie viel
t Weizen ergidbe dieses ,.Spiel”, wenn ein Weizenkorn
durchschnittlich 2 cg wiegt? ¢) Wie viel Weizen etwa kéme
auf eine Person. wenn die Weltbevolkerung mit rund (vgl.
S.196) (1) 6.15, (2) 7.4 Milliarden angenommen wird?

558 Drei Zahlen sind aufeinander folgende Glieder einer geometrischen Reihe. Thr Produkt ist
1728, die Summe aus dem zweiten und dritten Glied ist 28. Wie grofl ist die Summe der
Reihe?

Bei der Einleitung von ,,Geometrischen Reihen” geben Go6tz et al. ein signifikantes Beispiel
zum Erklaren von Teilsummen, definieren danach die Konvergenz von unendlich
geometrischen Reihen. Nach diesem Einstieg kommen die endlichen geometrischen Reihen —
wie gerade zuvor erwahnt — und danach die unendlichen geometrischen Reihen. Die
Reihenfolge passt hier im Schulbuch von G6tz in der Einflihrung des Kapitels ,,Geometrische
Reihen” nicht ganz, dieses signifikante Beispiel gehort aufgrund der Definition erst nach den
,Endlichen geometrischen Reihen”. Ein sehr &ahnliches Beispiel gibt auch Malle zur
Erlauterung im Kapitel ,Unendliche Reihen” an, in der von Teilsummen und Konvergenz
geschrieben wird. Bis auf die Reihenfolge gefallt mir dieser Ansatz in beiden Schulbichern
sehr gut, ich gebe aber die Grafik aus dem Buch von Malle wieder, da diese anfangs

Ubersichtlicher ist.
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8.2 Unendliche Reihen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Frage, ob man auch unendlichen Folgen eine
Summe ihrer Glieder zuordnen kann.

Einer endlichen Folge (a1, az...an) kann man eine Summe a; +az +...+an zuordnen. Kann

man auch einer unendlichen Folge (a;, a, as...) eine Summe aj +a +asz + .... zuordnen? In
manchen Fallen ergibt dies offensichtlich keinen Sinn. Zum Beispiel wachst die unendliche Reihe
T+2+34...

Uber alle Schranken und besitzt sicher keine endliche Summe. Hingegen kann man der
Abb. 8.2 entnehmen, dass anscheinend gilt:

! —I—l—l— ] =+ =—"]
5 Hgtgte.=
Wie kann man die unendlichen Reihen a; 4+ a» + a3 + ... beschreiben,

die eine endliche Summe besitzen?

m
CE

Wir betrachten dazu die so genannten Teilsummen der Reihe
= = e = ot

ENTEN

=l

Si=ay Y
S =a1+az 2 1
Sz=aj +az+as Abb. 8.2

Strebt die Folge (S,,) der Teilsummen gegen einen Grenzwert S, so ist es nahe liegend, diesen
als Summe der Reihe zu bezeichnen.

Definition: Sei a; +a> + a3 + ... eine unendliche Reihe. Ist die Folge (S,) ihrer Teil-
summen konvergent (divergent), so nennt man auch die Reihe konvergent (diver-
gent). Ist nIimOCSn =S, so nennt man S die Summe der Reihe und schreibt:

a;+a+as+...=S

Der folgende Satz wird gelegentlich gebraucht. Er besagt im Wesentlichen, dass man auch aus
unendlich vielen Gliedern eine gemeinsame multiplikative Konstante herausheben darf.

Satz: Ist die Reihe a; +as +asz+... konvergent und ce R, so ist auch die Reihe
c-a;+c-a»+c-asz+... konvergent und es gilt:
c-aj+c-ax+c-az+...=c-(@ai +a+az+...)

In beiden Schulblichern werden Konvergenzsatze geboten, wobei diesmal Gotz et al. die fir

mich passendere Erldauterung sowie Merksatze geben. Malle gibt — wie man in dem nachsten

Scan sieht — einen Satz Uber multiplikative Konstanten. Go6tz hingegen gibt zwei

Konvergenzsatze flir geometrische Folgen, in denen er definiert, flir welche Falle eine

geometrische Folge divergent und fiir welche konvergent ist. Malle gibt zwar dieselbe

Definition der unendlichen geometrischen Reihe, jedoch verwendet er mit keinem Wort

,konvergent” oder ,divergent”. Der Uberndchste Scan zeigt die Konvergenzsatze aus dem

Schulbuch von Go6tz et al. und dessen Summenformel fir die unendliche geometrische

Reihe.
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2
i . . ~ 1
Konvergenzsatz fiir geometrische Folgen:

. . 2 3 B
Die geometrische Folge b; bq; bg”; bg”; ...; bg"; ... ist
— fiir |q| < 1 konvergent; lim g"*=0.

n-— 00

~ fiir |ql > 1 divergent; hn} g™ = 0.

n— o0

=]

Eine Folgerung aus der Summenformel fiir endliche geometrische Reihen ist der

=
@-Konvergenzsatz fiir unendliche geometrische Reihen und Summenformel:
< 2 x B \ 2 4 3 n %
Die unendliche geometrische Reihe b + bgq + bg™ + bg” + ... + bg” + ... ist
2 . b
— fur |ql < 1 konvergent: ihre Summe s = T
¢ —

— fiir |q| > 1 divergent. dh. sie besitzt keine (endliche) Summe.

&

Was hier auffallig ist, ist das der Begriff ,,Konvergenz” noch gar nicht erklart wurde. Dieser
Begriff wird bei Universitatsprofessor Gotz erst im nachsten Kapitel ,Konvergenz von
Zahlenfolgen” erlautert, hingegen hat Schulbuchautor Malle die Begriffe der , Konvergenz“
und des ,Limes” schon zuvor eingefiihrt. Doch dazu spater, zuvor mdchte ich gerne das
Kapitel der unendlichen geometrischen Reihe abschlieRen. Im Anschluss sind einige Beispiele
aus dem Buch von Malle et al. Er gibt zu Beginn ein Beispiel, in dem die Frage nach der
Konvergenz vorliegt und im Falle dieser, soll die Summe angegeben werden. Es sind lediglich
Zahlenbeispiele. Im Schulbuch von G6tz kommen auch Beispiele mit Buchstaben vor — fir

diese missen auch geeignete Bedingungen aufgestellt werden.
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8.08 Ist die folgende geometrische Reihe konvergent? Falls ja, gib die Summe an.

a) 1+2+22+... I e BT S
b) 1+1+ 2 2+ e) 3+3-1+3 1 2+
2 3 2 7
2
(9] 1:—(—%>+<—%) + ... f) 5—-5.0,1+5:0,12—5:0,13+..s

8.09 [Ein Gummiball fallt aus 1 m Hohe, steigt dann 0,8 m wieder auf, steigt nach dem
nachsten Hinunterfallen 0,64 m auf, usw. Die Hohen bilden dabei eine geometrische
Folge. Welchen Weg legt der Ball insgesamt zurtick?

8.10 Eine Spirale entsteht durch fortlaufendes, endloses Anei-
nanderfiigen von Halbkreisen wie in Abb. 8.4, wobei ab

dem zweiten Durchmesser jeder Durchmesser ‘-51 des vorher-

gehenden Durchmessers betragt. Der erste Durchmesser be- A w
trage 10 cm.

1) Wie lang ist die Spirale?
2) Die Spirale nahert sich unbegrenzt dem Punkt E. Wie weit ist E von A entfernt?
8.11 Die nebenstehend abgebildete ,Schlangen-
linie” entsteht durch fortlaufendes, endloses i
Aneinanderfiigen von Halbquadraten wie in et
Abb. 8.5, wobei die Seitenldange der Quadrate
bei jedem Schritt um 40 % abnimmt. Die Sei-
tenldnge des ersten Quadrates betrage 5 cm.

Abb. 8.4

Abb. 8.5

1) Wie lang ist diese Linie?
2) Die Linie ndhert sich unbegrenzt dem Punkt E. Wie weit ist E von A entfernt?

8.12 Die nebenstehend abgebildete ,Spirale” entsteht durch
fortlaufendes, endloses Aneinanderfligen von Halbquadra-

ten, wobei die Seitenlangen der Quadrate bei jedem Schritt ]
auf die Halfte sinken. Die Seitenlange des ersten Quadrates : E
betrage 5 cm. Abb. 8.6

1) Wie lang ist diese Linie?
2) Die Linie nahert sich unbegrenzt dem Punkt E. Wie weit ist E von A entfernt?

Wie man hierbei sieht, liegt das Augenmerk bei unendlichen geometrischen Reihen auf
Figurenfolgen, die auch mir wichtig sind. Da Malle und Gotz sehr &hnliche
Figurenfolgenbeispiele haben, werde ich die nachsten Aufgaben auch aus dem Buch von
Malle herausscannen, da diese dort Ubersichtlicher sind. Eine Kleinigkeit, die noch zu
erwahnen ist, ist, dass im Schulbuch von Go6tz et al. die Beispiele eher theoretischer Natur
sind und keine Endergebnisse liefern, da keine Zahlenwerte zum Einsetzen vorhanden sind.

Das ist bei Malle anders, wie man anhand des nachfolgenden Scans erkennt.
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8.14

8.15

8.16

8.17

8.18

Sechs durch einen Punkt Q laufende Geraden schlieBen
miteinander gleiche Winkel ein (siehe Abb. 8.8). Der Punkt
P liegt auf einer dieser Geraden und seine Entfernung von
Q betrdgt 6 cm. Von P aus wird durch fortlaufendes, end-
loses Fallen des Lotes auf die jeweils ndchste Gerade ein
spiralférmiger Linienzug erzeugt. Wie lang ist dieser Linien-
zug?

Einem gleichschenkeligen Dreieck mit der Grundlinie
10 cm und der Héhe 6 cm wird ein Quadrat eingeschrie-
ben, das auf der Grundlinie steht. Dem Uber dem Quadrat
entstehenden (dem urspriinglichen &hnlichen) Dreieck
wird wieder ein Quadrat auf die gleiche Weise eingeschrie-
ben usw. —ohne Ende. Berechne

a) die Summe der Flacheninhalte aller Quadrate,
b) die Summe der Umfange aller Quadrate.

Einem Kreis vom Radius r = 10 cm wird ein Quadrat einge-
schrieben, diesem wieder ein Kreis, diesem wieder ein
Quadrat usw. — ohne Ende (siehe Abb. 8.10). Berechne
die Summe

a) der Flacheninhalte aller Kreise,

b) der Flacheninhalte aller Quadrate,
c) der Umfange aller Kreise,

d) der Umfange aller Quadrate.

Berechne die Lange der in Abb. 8.11 dargestellten,
aus unendlich vielen Strecken bestehenden Zickzack-
linie, wenn

a) a=>5ist,

b) a eine beliebige, feste Zahl ist.

Einem Winkel mit dem MaB 30° werden
fortlaufend ohne Ende Halbkreise wie in
Abb. 8.12 eingeschrieben. Der Mittelpunkt
M, des ersten Kreises ist vom Scheitel S des
Winkels 10 cm entfernt. Berechne 3°

Abb. 8.10

a

Abb. 8.11

a) die Gesamtlange aller Halbkreise, S Ms 1

b) die Summe der Flacheninhalte aller Halb-
kreise.

My

Abb. 8.12
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Das Autorenteam rund um Malle hat gleich im Anschluss an diese Beispiele zu unendlichen
geometrischen Reihen das Paradoxon von Achilles und der Schildkrote angefiihrt. Dieses
Paradoxon findet man bei Go6tz auch, nur nicht gleich im Anschluss, sondern in der
Weiterfiihrung am Ende des Kapitels. Ich mochte aber hier auch dieses Paradoxon einfligen

— aus dem Buch von Malle, da es dort lbersichtlicher ist. Die Grafik von Achilles und der

Schildkrote (Abb. 8.14) ist auch bei G6tz zu finden.

Achilles und die Schildkrote

Die Tatsache, dass eine unendliche Reihe eine endliche Summe haben kann, hat schon den al-
ten Griechen Kopfzerbrechen bereitet. Der griechische Philosoph ZENON von ELEA (ca. 495
v.Chr. bis ca. 430 v. Chr.) argumentierte so: Achilles und eine Schildkrote machen ein Wettren-
nen, wobei Achilles der Schildkrote fairerweise einen gewissen Vorsprung gewahrt (siehe
Abb. 8.15). Bis Achilles (A) im ersten Schritt die Position der Schildkréte (S) erreicht hat, ist die
Schildkréte schon ein Stiick weiter. Bis Achilles dann im zweiten Schritt diese Position der
Schildkréte erreicht hat, ist die Schildkréte abermals ein Stuck weiter. Und so kann man das bis
in alle Ewigkeit fortsetzen. Achilles kann also die Schildkréte nie einholen.

S
e LA

Abb. 8.14 Abb. 8.15
Wie |asst sich dieses Paradoxon auflésen?

Man darf nicht tbersehen, dass die Zeitintervalle der einzelnen Schritte immer kleiner werden.
Addiert man diese Zeitintervalle, so bilden sie eine unendliche Reihe. Diese konvergiert und hat
eine endliche Summe, sodass Achilles die Schildkrote in einer endlichen Zeit einholt.

34



Nun zu dem schon vorher angesprochenen Kapitel der Konvergenz. Im Schulbuch von Go6tz
kommt nach dem Kapitel (iber geometrische Folgen und Reihen das Kapitel zu ,,Konvergenz
von Zahlenfolgen (Begriffsbestimmung und Arbeiten mit Grenzwerten)”. Bei Malle werden
diese Begriffe schon vorher vorgestellt. Malle startet mit intuitiver Ermittlung von

Grenzwerten — siehe nachstehende Scan.

2 4
Ermittle den Grenzwert der Folge (;ﬂz ’_12 ’ ne N)

n2 41 #\.. 12 5 10 97 26
<3n2#2’n = ) _<§’ 14’ 29' 50’ 77"')
Daraus kénnen wir jedoch nicht entnehmen, ob sich die Folge einer bestimmten Zahl

unbegrenzt nahert. Wir kommen aber weiter, wenn wir Z&hler und Nenner durch n’
dividieren:

1
<n2+1>* T
3n2+2 3_5__;

n2

: Wir berechnen zuerst einige Glieder der Folge:

Da mit wachsendem n sich sowohl é als auch nz—z unbegrenzt der Zahl O nahert, na-
hert sich der Zahler unbegrenzt der Zahl 1 und der Nenner unbegrenzt der Zahl 3.
Somit gilt:

n-w3n24+2 3

7.21  Ermittle den Grenzwert der Folge (an |n € N*).

a) an:% 9] an:3+21—n e) an:4.<1_§> g) an:$

Dan=1-g=  Da=3(2-1) Da=z(1-2)-1 Ma—ris
7.22 Ermittle den Grenzwert der Folge (an \ n e N*)

a) an:éln:z—izg ) an::j—;% e) an:% q) a”:3+2nr;27+ﬁ£:

e :# d) & :rﬁzﬁ f) & :;r;tZS h) @ :%+2r:122;26

Im Anschluss daran folgen zwei vorgerechnete Beispiele mit einer € — Umgebung, jedoch
wird diese nicht so genannt. Zum Schluss folgen die Definition des Grenzwerts und danach
ein paar Beispiele, um einen Grenzwert auszurechnen, aber Beispiele zu einer € — Umgebung
fehlen und die Begriffe ,,&¢ — Umgebung” und , Nullfolge” fehlen auch — wie auch der

nachfolgende Scan zeigt:
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Berechne fur die Folge (1 — % ‘ ne N') ab welchem Index der Abstand des Gliedes

; ; 1 1 1
an von 1 kleiner ist als a) T b) e ) o

5 u a): Wir erinnern uns, dass der Abstand der Zahlen a, und 1 gleich
]an —1 | ist (ssehe Mathematik verstehen 5, Seite 41). Es gilt:

1 1 1 1 1
]an—1|<ﬁ<=>1 1O<an<1+ﬁ®1—ﬁ<1—~<1+ﬁ®

4:»—1<l L (:>1>1>—1<:>n 1.6
10 70 10 10 e

Ab dem 11. Glied ist der Abstand jedes Gliedes a, von 1 kleiner als %'

1

Der Abstand der Glieder der Folge (1 — = ’ n e N* ) von 1 wird aber nicht nur kleiner als %’ T

1000 usw., sondern kleiner als jede beliebig vorgegebene (noch so kleine) positive Zahl «.

Zeige fur die Folge (1 — ‘ ne NY) Zu jeder noch so kleinen positiven Zahl e gibt es
einen Index ng, sodass |an — 1| <efuralle n = ng (siehe Abb. 7.3).

az as {» ¥ AT Qng Qngeq -

o-«r—_‘?

Abb. 7.3
Lésung: Seiee R™ beliebig vorgegeben.

lan —1]| <e =

o D
n

<g(=>}_l
n

1 1
<see=>—<eSn>—
n €

Waéahlt man also einen Index ng > % dannist |[ah — 1| < e fur alle n = no.

Die letzte Aufgabe fuhrt uns zu einer exakteren Grenzwertdefinition:

Definition: Die Zahl a heiBt Grenzwert (Limes) der Folge (an |n € N¥), geschrieben
a= hm an, wenn es zu jeder Zahl e € R* einen Index ng € N* gibt, sodass

|an—a| < g, far alle n = ng.
Besitzt eine Folge einen Grenzwert, so hei3t sie konvergent, andernfalls divergent.

In ,Mathematik Lehrbuch 6“ von Gotz et al. wird zu Beginn der Begriff der Nullfolge

eingeflihrt und bereits jener einer Umgebung — wie der nachstehende Scan zeigt:

Eine Folge (x,) heifit Nullfolge (dh. sie konvergiert (strebt) gegen null), wenn
es zu jedem (auch noch so kleinen) € > 0 einen Index ng gibt, sodass fiir alle
spateren (grofieren) Indizes n > ng gilt: [x, — 0] = [x,| <e&.

Versuche, diese Definition mit anderen Worten auszusprechen!

Beispiele:

..., wenn ab einem gewissen ng alle weiteren Folgenglieder x,, die Ungleichung [x,| < € erfillen.®
......, wenn fast alle - dh. alle bis auf héchstens endlich viele - x,, die Ungleichung |x,| < g erfiillen.“

Durch Einfiihrung eines necuen, in der Mathematik weithin iiblichen Begriffes, des Umgebungs-
begriffes, gelangt man zu einer besonders biindigen Formulierung:

Das Intervall |—€; €] heif3t eine e-Umgebung von 0. Wir schreiben:
|—e;e[= {x|—e<x<e} = {x| x| <} =U.(0)

m O

-£ ' 1)
/-(0)
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Die Definition des Grenzwertes fallt im Buch von Go6tz auch anders aus als im Buch von
Malle, dabei wird — ebenso wie bei Malle — ,konvergent” und , divergent” eingefiihrt. Aus

dem Buch von Gotz:

Wenn es zu einer Zahlenfolge (x,,) eine reelle Zahl a gibt, sodass uli_p'alC |x,—al =0,

so sagen wir: die Folge (x,,) strebt (konvergiert) gegen a. Ebenso kann man sagen: Die Folge
{x,) besitzt den Grenzwert a. Wir schreiben dafiir: lim x, =a

11— C
Folgen. die einen Grenzwert besitzen, heiflen konvergente Folgen;

Folgen, die keinen Grenzwert besitzen, heiflen divergente Folgen.

Im Anschluss gibt Gotz auch eine Definition von ,, € — Umgebung” und erklart den Begriff
,fast alle” — dieser Begriff ist nicht in allen Schulen gelaufig, wird aber bei G6tz abgedruckt —

bei Malle nicht!

Unter Verwendung der

Das Intervall Ja — €; a + €[ heif3t eine e-Umgebung von a. Wir schreiben:

}a—e:a%s[:{x|a—8<x<a+8}= {xllx—al<8}:U£(a)

a-e U.fa

ergibt sich die biindigere Beschreibung:

-Eine Folge (x,) konvergiert gegen a (bei n —o0), wenn in jeder (auch noch so kleinen)
e-Umgebung von a fast alle (dh. alle bis auf endiich viele) Glieder der Folge liegen.*

a-g&€ a a*E a-—E€ a a+e

xz ‘ X3 o X; X5 Xs X7 Xngr xm - ij X5 X7 Xo X X5 X x,,7
Us(al n U-(a)
Fig.4.23 a ) Fig. 4.23b
Ue(a) enthéalt (nur) endlich viele x,, Ueg(a) enthilt fast alle x,,

Es kommen danach Beispiele zu Nullfolgen und deren Grenzwerten — sowie auch bei Malle
ersehbar (siehe intuitiver Grenzwert zuvor). Danach stehen im Buch von G6tz Aufgaben, die
mir sehr wichtig sind, wie man auch spater im Kapitel 5 meiner Diplomarbeit unter
,Beispielsammlung” sehen wird. Es geht um Beispiele mit der € — Umgebung, wie der
nachfolgende Scan zeigen wird. Solche Beispiele und Grenzwertberechnungen sollten

Schiilerinnen und Schiler einfach beherrschen.
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614 Wie Aufg. 613!

2n 1 2n 1 1
a G et gy e = —— I) { 3 o ——
) ¢ 50 F K g B 50
5—n 1 61— 2, T
c — )., & = —— d —— ), € = ——
) Sgn—a’ 100 ) S 100
n? 1 - 8n? —12n
e) (— Yoy = —— f — % e =001
) ‘n?2 4 1° TA45 ) & 4n2 — 9 )
; 5 S 5 nZ —mn ;
S &= 0l h e =0, 1
&) o+ n"‘) ) £ = Vi B (0]
615 DBerechne!
2 2n+ 3 5 9n — 8
a) lim b) Iim
) n—oo 3n—4 ) n—oc H5—6n
; (n—2)° . +1)?
¢ Jirm 0 d) lim (u—)
n—oc nZ-4+3 n—oc 2nt —3
: = 4n? —1 ; . 3n% —1 21 + 1
e) lim ( Lo N - ) f) lim ( B e, g
n— oC 2n—1 5 —3n> 1n— o0 nz 41 3n
- 3 4n? y 3n 2nZ — 1
g) lim 2 = e h) lim ( :
D) n— oo (( ka n 3 6 o | ) 11— oC 2n — 1 nz 2

Eine weitere Gemeinsamkeit beider Schulbiicher sind die Fibonacci-Zahlen. Im Schulbuch
von Malle et al. geht es nach den ,,Geometrischen Folgen” weiter mit dem Kapitel ,, Rekursive
Darstellung von Folgen“. Darin werden die Fibonacci-Zahlen vorgestellt. Diese Zahlenfolge
findet man auch im Buch von Go6tz et al., wobei diese schon im ersten Kapitel ,,Unendliche
Folgen — Explizite und rekursive Darstellung” zu entdecken sind. Wie die untere Abbildung
aus dem Schulbuch von Malle zeigt, wird etwas Uber Fibonacci erklart und seine Folge
erlautert. Es wird wie bei Gétz zum Schluss die Formel mit V5 dargeboten und in beiden

Schulbilchern verlangt, diese zu liberprifen.
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LEONARDO von PISA (genannt FIBONACCI, 1170-12507?) hat in seinem
Werk Liber abaci allgemein gefragt, wie man die Anzahl der Kaninchen-
paare nach n Monaten berechnen kann. Wir bezeichnen die Anzahl der
Kaninchenpaare nach n Monaten mit a,. Am Ende des n-ten Monats
sind einerseits die a,_; Kaninchenpaare vom Ende des (n—1)-ten
Monats vorhanden sowie andererseits die an_» Nachwuchspaare der
Kaninchenpaare vom Ende des (n—2)-ten Monats. Somit gilt
an = an—1 + an_2. Dies gilt auch, wenn wir noch das Glied ag = 0 hinzu-
nehmen. Wir erhalten so insgesamt eine Folge (a, | n € N) mit folgender
rekursiven Darstellung:

23 LEONARDO von PISA

ap=0,a;=1 und dn = adpn—1 + apn—2 far n= 2. 8.2 .. (FIBONACCI, 11\/;)8”1250?)
Ausgehend von den beiden ersten Gliedern kann man die weiteren Glieder somit einfach be-
rechnen, indem man jeweils die beiden vorangehenden Glieder addiert. Man erhélt die Folge
(0,1,1,2,3,5,8,13, 21...). Man bezeichnet diese Folge als Fibonacci-Folge und ihre Glieder
als Fibonacci-Zahlen.

Die Fibonacci-Folge ist aus zwei Grunden ziemlich berihmt geworden. Erstens besitzt sie eine
Fulle von interessanten Eigenschaften und kommt in vielen Gebieten der Mathematik vor, oft
sogar ganz Uberraschend. Zweitens treten die ersten Glieder dieser Folge in der Natur haufig
auf. So sind zB Rosengewdchse oder Tannenzapfen aus aufeinander folgenden Schichten auf-
gebaut, wobei die Blatteranzahlen in den Schichten den Anfang einer Fibonacci-Folge bilden
(siehe Abb. 7.7 und 7.8). Die Folge hat so viele interessante Eigenschaften und Anwendungen,
dass es sogar eine eigene Zeitschrift gibt, das Fibonacci-Quarterly, in der ausschlieBlich Beitrage
publiziert werden, die mit der Fibonacci-Folge zusammenhangen.

Abb. 7.7

Aus der rekursiven Darstellung der Fibonacci-Folge kann man auch eine Termdarstellung dieser
Folge herleiten. Da die Herleitung ziemlich kompliziert ist, geben wir nur das Ergebnis an:

=
/5

Das Uberraschende an dieser Termdarstellung ist, dass sie trotz des Vorhandenseins von Wur-
zeln fur jedes n € N eine naturliche Zahl a, liefert. Prife dies fir einige Werte von n nach.

ap =

7.63 Rechne nach, dass die ersten funf Zahlen, die sich aus der Termdarstellung der Fibonac-

ci-Folge ergeben, auch tatséchlich der rekursiven Darstellung genagen.

Es kommen danach noch drei weitere Grundaufgaben bei Malle zum Berechnen von

Gliedern mit anderen Zahlenfolgen, die aber dhnlich der Fibonacci-Folge sind.
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2. Schulbuchanalyse und —vergleich von Bilichern fiir Hohere Technische Lehranstalten

In diesem Abschnitt meiner Diplomarbeit untersuche ich zwei fiihrende Schulbiicher aus

dem Bereich fur Hohere Technische Lehranstalten:

1) ,Ingenieur-Mathematik 3“ von Timischl, Kaiser (E. Dorner, 4. Auflage 2005)
2) ,Mathematik 3“ von Schalk, Steiner (Reniets Verlag, 3. Auflage 2000)

Beide Mathematikbiicher sind noch im Gebrauch, zum Beispiel an der HTL Hollabrunn oder
an der HTL in Mistelbach, wobei ich das Buch von Timischl von einer Kollegin aus Hollabrunn
ausgeborgt habe und das Schulbuch von Schalk von einer Kollegin aus Laa, deren Freund in

Mistelbach in die HTL ging.

Bei beiden Schulbiichern steht am Beginn das Kapitel ,Folgen und Reihen”. Das Ausmal ist
ungefahr gleich. Laut Inhaltsverzeichnis wird in beiden Exemplaren eine Einflihrung gegeben,
danach werden arithmetische und geometrische Folgen, sowie der Grenzwert und

unendliche Reihen erlautert.

Im Buch von Timischl samt Kollegen gibt es ein Kapitel tUber wirtschaftsmathematische
Anwendungen sprich Zinseszins und Rentenrechnung, das fiir meine Diplomarbeit jedoch

weniger relevant ist.

Im Buch von Schalk und Steiner hingegen bilden den Abschluss Differenzengleichungen und
Problemstellungen aus der Physik und Technik. Auch diese Kapitel sind nicht wirklich von

Relevanz fir meine Diplomarbeit.

Diese Tatsache der unterschiedlichen Schwerpunktsetzung lasst darauf schlieRen, dass die
Blicher fir verschiedene Abteilungszweige der Hoheren Technischen Lehranstalten
geschrieben sind! Aber man merkt schon beim Lesen des Inhaltsverzeichnisses, dass der

Grol3teil des Kapitels ,Folgen und Reihen” in HTL- und AHS-Blchern Gbereinstimmend ist.

Timischl und Kaiser geben zu Beginn ein Einflihrungskapitel, wobei jedes Kapitel aus einem
oder mehreren groRen vorgerechneten Beispielen und Definitionen samt Bemerkungen
besteht. Danach kommen ein paar Beispiele! Im Einfliihrungskapitel ,1.1 Einfiihrung” wird

das HERON’sche Naherungsverfahren beschrieben. Folgende Begriffe werden aber in der
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Einflihrung schon geklart: Bildungsgesetz, Zahlenfolge, rekursive Darstellung einer Folge,
Monotonie und Schranken. Die Beispiele sind aber nur zum Berechnen von Folgengliedern

und zur Auffindung einer Termdarstellung/ eines Bildungsgesetzes vorgesehen.

Im Vergleich dazu wird im Buch von Schalk und Steiner immer zuerst erklart und es werden
Definitionen gegeben. Erst im Anhang sind die Beispiele zum Uben, wobei es immer
genigend sind! Das Einfliihrungskapitel bei Schalk und Steiner erklart die Begriffe
Zahlenfolge, Bildungsgesetz und (un)endliche Folge. Im Anschluss daran werden im 2.
Unterkapitel die arithmetischen Folgen und im 3. Abschnitt die geometrischen Folgen
erklart! Es sind hier die Formeln flr die Summe der Folgen — also der Reihe — auch gegeben

sowie Beispiele!

Im Schulbuch von Timischl kommt als nachstes Kapitel ,,1.2 Arithmetische Folgen und
Reihen” samt der Definitionen und wieder vorgerechneten Beispielen. ,, 1.3 Geometrische
Folgen und Reihen” steht gleich im Anschluss. Von den Beispielen her sind groRe
Unterschiede zu den Ubungsaufgaben aus den Schulbiichern fiir Allgemeinbildenden
Hoheren Schulen, dies gilt auch fir die beiden HTL-Blicher. Bei Schalk sind mehr
Zahlenbeispiele und Beispiele aus dem Finanzwesen zu ersehen, bei Timischl kommen nach
den Zahlenbeispielen vermischte Aufgaben mit Widerstanden, Druck in der Atmosphare und

Rohstoffverbrauch.

Im HTL-Schulbuch von Schalk und Steiner werden in Kapitel 4 ,,Monotonie und beschrankte
Folgen”, im Kapitel 5 ,Grenzwert und Konvergenz” und im Kapitel 6 ,Grenzwertsatze,
Grenzwertberechnung” auch die flir mich wichtigen Abschnitte der ,Folgen und Reihen”
gebracht, die in den AHS-Blichern viel Platz finden! Auch den Begriff der ,&¢ — Umgebung”
findet man bei Schalk und Steiner. Im Kapitel , 1.5 Konvergenz unendlicher Folgen und
Reihen” werden bei Timischl noch die Begriffe des Grenzwertes, der Konvergenz sowie die
Summe von unendlichen Folgen erklart. Man findet hier auch Beispiele aus der Geometrie.
Der Begriff der ,& — Umgebung” bleibt jedoch aus! Kapitel 4 bei Timischl behandelt
wirtschaftsmathematische Anwendungen, 4&hnliche Beispiele wie man sie an
Handelsakademien anwendet. Solche Beispiele findet man bei Schalk und Steiner nicht,
jedoch viele Beispiele aus der Physik, die im Abschnitt 9 von 9 besprochen werden! Im

Abschnitt ,, 7. Unendliche Reihen” kommen auch hier wieder die gewohnten Beispiele aus

der Geometrie vor! Allerdings intensiver als bei jedem anderen bis jetzt besprochenen
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Schulbuch. Man merkt bei Schalk und Steiner, dass man hierauf besonderen Wert gelegt hat.
Das sieht man auch bei den folgenden Kapiteln: ,Differenzengleichungen” und

»Problemstellungen der Physik und Technik”.

Bei genauerer Betrachtung und einem Versuch Unterschiede zu finden, hat man keine
Probleme. Das HTL-Schulbuch von Timischl legt besonderen Wert auf
wirtschaftsmathematische Anwendungen — ist nachvollziehbar, weil das Buch fiir Ingenieure
geschrieben ist, wie schon der Buchtitel verrat. Im Gegensatz dazu stellen im Schulbuch von
Schalk ,Differenzengleichungen und ,Problemstellungen der Physik und Technik” die
grofRen Schwerpunkte! Ich werde auf die Schwerpunktsetzung der beiden Schulblicher nicht
wirklich eingehen, sondern das Wesentliche fiir meine Diplomarbeit — Folgen, Reihen,
unendliche Folgen, Grenzwert — versuchen zu analysieren und trotz der verschiedenen

Schwerpunktsetzung auf Gemeinsamkeiten verweisen.

Es liegt schon ein gewaltiger Unterschied in der Einflihrung vor. Bei Schalk und Steiner in
»Mathematik 3“ werden die wichtigsten Begriffe wie ,Bildungsgesetz”, ,Zahlenfolge”,
,arithmetische Folge”, ,geometrische Folge” sofort geklart — wie der nachfolgende Scan

zeigt.

42



2 4 8 ?

Welche Zahl folgt als nachste? Dieses Ratsel ist gar nicht so einfach! Denn
ein ,logisches® Argument, welche Zahl flr das rote Fragezeichen zu set-
zen ist, gibt es nicht.

Bei den Ublichen Zahlenratseln kann man im Allgemeinen folgende Be-
griindung geben: Die Reihenfolge der Zahlen gehorcht einer bestimmten
Funktionsgleichung, in das die natlrlichen Zahlen — meistens mit 1 begin-
nend — eingesetzt werden.

So liefert z. B. die Gleichung y =2x+1 die Zahlen

8 8 7T B far xeN*.

Oder fur y = x2 erhalten wir

0 1 4 9 16: fur xeN.

Es gilt also — durch Probieren oder Intuition — eine Funktionsgleichung,
ein Bildungsgesetz zu finden.

Fur unser eingangs gebrachtes Problem gibt es unter diesem Gesichts-
punkt beliebig viele Losungen:

16 ..... fur das Bildungsgesetz y = 2%, xe N*

2

T fur das Bildungsgesetz y = x© —x+2, xeN*

Nach dem Ausflug in die Ratselecke wollen wir uns mit dem fur die Mathe-
matik Wesentlichen befassen. Bei unserem Ratsel 2 4 8 ? wurden Zah-
lenwerte in einer bestimmten Reihenfolge aneinander gesetzt.

In der Mathematik spricht man von einer ,.Zahlenfolge™ und schreibt die
Glieder der Folge in Winkelklammern.

Z.B.: (2, 4,8 16,32, 64), (3,15, 2,10, 1, (1, 2, 3) usw.

allgemein: (a4, ap, as, ..., an)

Man bezeichnet a; als Anfangsglied und a, als n-tes Glied der Folge.

Zahlenfolgen finden sich bereits auf
den babylonischen Tontafeln, die
vor vier Jahrtausenden entstanden
sind. Das folgende Foto zeigt eine
solche Tafel mit mathematischem
Keilschrift-Text aus dem 14. Jahr-
hundert v. Chr., der am Hof des
Assur-Tempels gefunden wurde.
Auf ihm sind die Quadratzahlen von
1 bis 18 noch erhalten. Die Tafel-
groBe lasst vermuten, dass die
Zahlenfolge urspringlich bis 302
gereicht hat.

14 9 16...289 324 ...

Es ist gleichgultig, in welcher
Reihenfolge die Elemente einer
Zahlenmenge angeschrieben
werden, z. B.: {1, 2, 3} =

={2, 8, =18, 2, 1L usw.

Wenn man aber die Elemente in
einer bestimmten Reihenfolge
anordnet, spricht man von einer
Folge.

Dieses war die erste Seite der Einfiihrung, die zweite Seite folgt im Anschluss, in der die
Definitionen der oben wichtigen Begriffe gegeben werden. In HTL-Blichern ist es ja Ublich,
zuerst die Fakten zu drucken und danach kommen Beispielsammlungen. Dieses Schema

werde ich hier nun auch vollziehen.
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Definition:

Eine unendliche (endliche) Folge
ist darstellbar durch eine Funktion,

deren Definitionsmenge die Menge
N* (die Menge {1, 2, 3, ..., k},

k e N*¥) ist.

Definition:

Eine arithmetische Folge (AF) ist
eine Folge, bei der die Differenz
zweier Nachbarglieder konstant ist.

Warum spricht man von einer
warithmetischen® Folge? Nun:
Jedes ,innere"” Glied einer arithme-
tischen Folge ist das arithmetische
Mittel seiner beiden Nachbarglie-
der:

_ @natann

ap >

Definition:
Eine geometrische Folge (GF) ist

eine Folge, bei der der Quotient
zweier Nachbarglieder konstant ist.

Der Betrag von jedem ,inneren”
Glied einer geometrischen Folge ist
das geometrische Mittel der Be-
trége seiner beiden Nachbarglie-
der: 2

|bn|=\j‘lbn—1£’|bn+1|

Betrachten wir die nachstehenden Zahlenfolgen:

(1) (1,2, 3, 4,5) @ (1,2 4,8, 16, 32)
(2, 4,6,8,10) (8,4,2,1,05, 0,25)
B0, =8 A4 =5 (1, -2, 4, -8, 16, —32)

Welcher Unterschied besteht zwischen den in (1) und den in (2) ange-
fUhrten Folgen?

Offensichtlich bestehen gewisse Abhangigkeiten zwischen den Folgenglie-
dern:

— In (1) liegen Folgen vor, bei denen das nachste Glied aus seinem Vor-
ganger durch Addition einer konstanten GroBe entsteht. (Arithme-
tische Folgen!)

— In (2) liegen Folgen vor, bei denen das nachste Glied aus seinem Vor-
ganger durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor entsteht
(Geometrische Folgen!)

/+d\ /+d\

L +d\ < +d\ /+d ~a
a, a, a, a,

Arithmetische Folge:  a]

Geometrische Folge: b, b, b, b, by
~.q¥ g g g g

Die Glieder einer endlichen Folge kénnen zu einer (nicht ausgerechneten
Summe zusammengefasst werden. Man spricht dann von einer Reihe.

Anders formuliert: Ein Term der Gestalt a;+a, +---+ay heiBt endliche
Reihe mit k Gliedern,

z.B: (1) 2+4+8+16+32+64 (2) 2-2+2-2+2-2
(3) 1+0,5+0,25+0,125 (4) 1+2+3+4

Es gibt auch unendliche Reihen (z. B.: ;+%+%+---+%+~-- ). Man tber-

legt sich leicht, dass diese unendliche Reihe sogar eine Summe hat, nam-
lich 1. Man denke sich ein Blatt Papier zerschnitten in die Halfte, gevierte:
usw. und addiere alle Teile.

2. Arithmetische Folgen
Die Folge (2, 5, 8, 11) ist eine arithmetische Folge. Die Differenz d der Fol-
geist 3. Es qilt:

81 :2

a,=a4+d=2+3=5

ag=ay+2d=2+6=8

ag=ay+3d=2+9=11

Allgemein:| a,=as+(n—1)- dw

Beispiel:

Gegeben: arithmetische Folge a;=4, d=2

Gesucht: ag

Lésung:

ag=a;+5d=4+10=14 ag=14

Man sieht hier auch gleich, dass als nachstes Kapitel die ,, Arithmetischen Folgen” folgen. Es
kommen auch immer ein paar kleine vorgerechnete Beispiele. Man sieht hier auch schon,

dass die explizite Darstellung gegeben wird. Es wird dann auf der nachsten Seite die
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Summenformel angegeben. Diese wird sogar ,hergeleitet” — wie man im folgenden Scan

sehen kann:

A2PIH-A

sp=aq+(aq+d)+(aq+2d)+---+(ap—2d)+(ap-d)+a,

aq+a, = =aq+ap

Summe einer arithmetischen Folge:
ap+anq =(aq+d)+(ay—d) =aq+ap
ag+ap =(a+2d)+(ay—2d) =aqtap nzn(aggn“) Eow,
.......................................................................... =

=3[2 —1)d

apqtas =(a,—d)+(@q+d) =aq+ap, Sn=3[2a;+(n-1)d]
ey e b Die Summe einer arithmetischen
Sy +Sp =2sp =i(ay ay)-n Folge mit n Gliedern ist gleich dem

n-fachen arithmetischen Mittel aus
dem ersten und letzten Glied der
Folge.

n
sp=5(as+ap)

Beispiel:
Man berechne s 44 einer arithmetischen Folge, wenn a1=9 und d=5 ist.
Lésung:

S11= o(as+ai)=o(as+a+10d)=1(2-9+10-5)= 374 S11=2374

Auffallend bei den Beispielen ist, dass Tabellen ausgefillt werden kénnen — wie der nachste

Scan beweisen wird. Es kommen auch Beispiele mit Zahlenfolgen vor:

AUFGABEN
1. Die folgende Tabelle ist zu vervollstandigen:

aq d n an Sn
a) 4 5 6
b) 3 2 19
c) -30 5 75
d) % 12 5,7
e) - 16 44
f) 4 -78 —114
a) =3 4 -9
h) = 24 72

2. Man berechne a4 d und s, a) ajp=42, ag=66, n=4 b) ag=-16, s5=-30, Nn=8 ¢c) ag=15,

S3=—9, h=6 d) s4=l,s7=—z,n:3

6

Die bisherigen Scans entstammen alle aus dem Schulbuch von Schalk.
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In Timischls ,Ingenieurmathematik” zum Vergleich ist die Einfihrung ein wenig langer —
namlich 7 Seiten. Zu Beginn steht die Quadratwurzel einer Zahl — Herons Verfahren wird hier
ndaher beschrieben, wie die nidchste Grafik zeigen wird. Im Anschluss daran folgt die
Definition einer ,Reellen Zahlenfolge” mit Anmerkungen zu dem Definitionsbereich und es
wird darauf hingewiesen, dass die Reihenfolge einer Zahlenfolge wichtig ist. Danach wird das
Bildungsgesetz und die rekursive Darstellung erklart. Wie Timischl Beispiele vorrechnet, sieht

man gleich anhand des Heron’schen Naherungsverfahren.

Beispiel 1.1: Quadratwurzel einer Zahl

Von HeronN (1. Jh. n. Chr.) stammt ein einfaches Verfahren zur Berechnung der Quadrat-
wurzel von 2. Man geht von einem Néherungswert ag von ¢ 2 aus, etwa ag = 1,4 oder auch

ag = 1. Mit diesem berechnet man a% und bildet dann von ag und a%) das arithmetische

Mittel a4 = % (ao + aé) Aus aj und a% bildet man wieder das arithmetische Mittel as.
(o]

Diesen Vorgang wiederholt man immer wieder. Nach HERON entstehen dabei immer bessere

Naherungswerte fur 2.

a) Gib die Folge dieser Naherungswerte a4, ap, ag, ... an!

b) Gib das Bildungsgesetz der Naherungswerte an!

Lésung

Zu a) a; = 1,4 ist ein Naherungswert von | 2.

aq ist kleiner als V' 2, da 1,42 = 1,96 ist. Multipliziert man 1,4 statt mit 1,4 mit %, so

erhalt man genau 2. 1,4 ist kleiner, ﬁ ist groBer als / 2. Es ist daher naheliegend,
ihr arithmetisches Mittel als besseren Naherungswert a4y zu wahlen!

ap=1- (1,4 3 ﬁ) =1,41428571428... ; az=2,0002040816... ;
ag=2%- (1,4142857... + W) =1,41421356421... ; a2=2,0000000052...;

e Ao 2 o . B

az =3 (1 ,4142135... + ——1’4142135”) =1,41421356237... ; a3=2,0000000000....
Die weiteren Naherungswerte as, ag, ... unterscheiden sich in den angegebenen
Dezimalstellen nicht mehr von a4; wir brechen die Berechnung von Ndherungswerten

hier ab.

Zu b) Das Bildungsgesetz besteht hier in der Berechnungsvorschrift, wie man von einem

Naherungswert a, zum nachsten Naherungswert a1 kommt: anp,q = % : (an + 52;)

Ersetzt man Ubrigens in dieser Formel die Zahl 2 in der Klammer durch p, so erhalt
man Na&herungswerte fiir / p (Anfangswert beliebig = 0).
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Reelle Zahlenfolge

Eine fortlaufende Anordnung reeller Zahlen a4, ap, ag, ..., &n, ... Mit einem Bildungs-
gesetz heil3t eine reelle Zahlenfolge, kurz Folge. Ublicherweise schreibt man eine
Folge zwischen spitzen Klammern: (a4, az, ag, ..., @n, ...) oder kirzer {ap).

Die einzelnen Zahlen werden Glieder der Folge genannt. a; heif3t erstes Glied, as
zweites Glied, ..., a, n-tes Glied oder auch allgemeines Glied der Folge. Der Index
gibt an, das wievielte Glied der Folge gemeint ist.

Ist die Anzahl der Glieder endlich, so hei3t die Folge endlich, andernfalls unendlich.

Anmerkungen: :
(1) Eine Folge kann auch als Funktion y = f(n) aufgefasst werden mit dem Definitionsbereich
D =N*= {1, 2, 3, ...} im Falle einer unendlichen Folge oder D ={1, 2, 3, ..., m}im Falle

einer endlichen Folge mit m Gliedern.

Man spricht auch von einer diskreten Funktion, weil die Definitionsmenge aus einzelnen,
durch endliche Intervalle voneinander getrennten Zahlenwerten besteht. Der Gegensatz
zu diskret ist kontinuierlich.

(2) Bei Anwendungsaufgaben beginnt der Zahlindex n 6fters bereits mit O, sodass es also
auch ein nulltes Glied ag gibt. Dies ist dann ausdricklich angegeben.

(8) Beachte, dass bei einer Aufzahlung der Folge die Reihenfolge wesentlich ist. Die Folge
(apy ={1, 2, 3, 4, ...) und die Folge {bn) = (1, 2, 4, 3, ...) sind verschiedene Folgen!

Wesentlich fur eine Folge ist ihr Bildungsgesetz. Dieses kann in Worten ausgedrickt sein
(beispielsweise die Folge der Ziffern von m, also die Folge (3, 1, 4, 1, 5, ...)). Praktisch sind
besonders zwei Arten eines Bildungsgesetzes von Bedeutung:

a) Termdarstellung einer Folge: Angabe eines Terms (einer ”"Formel”), wie das allgemeine
Glied an aus dem Index n berechnet werden kann.

b) Rekursive Darstellung einer Folge (rekursiv = zurticklaufend): Angabe, wie ein Folge-
glied aus dem vorhergehenden Folgeglied oder aus mehreren vorhergehenden Folge-
gliedern berechnet werden kann.

Man sieht nun, dass die beiden HTL-Blicher schon eine Gemeinsamkeit haben: beide
Schulbiicher erklaren das Bildungsgesetz — Beispiele dazu gibt es aber nur im Buch von
Timischl. Es folgen im Buch von Timischl in der Einflihrung die Fibonacci — Zahlen, die
Hantierung mit dem Taschenrechner ,Voyage 200“, die graphische Darstellung einer Folge
und auch schon Definitionen von Schranken. Zum Schluss des Einleitungskapitels steht eine

Zusammenfassung der wichtigsten Punkte, die ich nun hier anfiige.

Eine fortlaufende Anordnung reeller Zahlen (a1, as, ag, ..., an, --.», kurz {a,), hei3t
reelle Zahlenfolge, kurz Folge. a, heil3t n-tes Glied oder allgemeines Glied der Folge.

Ist die Anzahl der Glieder endlich, so heif3t die Folge endlich, andernfalls unendlich.

Termdarstellung einer Folge: Angabe eines Terms, wie ap aus n berechnet werden
kann.

Rekursive Darstellung einer Folge: Angabe, wie ein Folgeglied aus dem vorher-

gehenden Folgeglied oder aus mehreren vorhergehenden Folgegliedern berechnet
werden kann.

Graphische Darstellung einer Folge als Punkte auf der Zahlengeraden oderin einem
rechtwinkligen Koordinatensystem:
n liegt auf der Abszisse ("x-Koordinate”), a, auf der Ordinate ("y-Koordinate”).

{any hei3t streng monoton wachsend, wenn jedes Folgeglied a,,1 groBer als sein
Vorganger ist.
{an) heiBt streng monoton fallend, wenn jedes Folgeglied a,.1 kleiner als sein
Vorganger ist.

{(any heiBt nach oben beschrankit, wenn es eine Zahl A gibt, sodass alle Glieder
kleiner oder gleich A sind: a, = A, n=1,2,3, ... .
{(ap) heilBt nach unten beschrankt, wenn es eine Zahl B gibt, sodass alle Glieder
groBer oder gleich B sind: an =B, n=1,2, 3, ... .
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Man sieht jetzt schon sehr deutlich, dass die Blicher unterschiedlich vorgehen.
Gemeinsamkeiten zu finden, ist wirklich sehr schwer. Aber nun haben wir bereits die
Definitionen von monoton und Schranken, oder zumindest die Zusammenfassung bei
Timischl. Da gebe ich nun im Anschluss dieselben Definitionen aus dem Buch von Schalke
und Steiner — diese findet man aber nicht im Einfihrungskapitel, sondern als eigenes Kapitel,

das erst spater folgt. Es ist zumindest die Beschriftung fiir die Folge dieselbe.

Betrachten wir die Folge

Hei i ) | == g

(1. 76 700+ 7000+ -/
so erkennen wir:

Jedes Glied ist kleiner als das unmittelbar vor-

: 1
hergehende. So ist z. B. ST U o6 <75 Usw.

Jedes Glied ist groBer als das unmittelbar vor-
hergehende. Soistz.B. 2> 1, 3> 2 usw.

Wegen dieser Eigenschaft spricht man von einer

(streng) monoton wachsenden Folge. (streng) monoton falienden Foige.

Definition: Definition:

Eine Folge (a,) heiBt monoton wachsend, wenn
jedes ihrer Glieder gréBer als das unmittelbar vor-
hergehende oder diesem gleich ist, d. h. wenn ftr
alle xeN gilt: apq=a,?.

monoton wachsende (steigende) Folgen:

Weitere Beispiele fur

Eine Folge (a,,) heiBt monoton fallend, wenn jedes
ihrer Glieder kleiner als das unmittelbar vor-
hergehende oder diesem gleich ist, d. h. wenn fur
alle xeN gilt: ay<ap, 2.

monoton fallende Folgen:

(ap =(1+2m=(3,5,7,9, ...)

by
o>|~*
L

§,
e A
(apy={n=y=A(1,4,9,16, ) o =-| 1 >=/_1_ =5-2 5 >
I=rEa = el EE m e
0 wird als untere Schranke, 1 als obere Schranke bezeichnet. Jede Zahl,
die groBer als eine obere Schranke B ist, ist gleichfalls eine obere Schran-  pgginition:

ke. Entsprechendes gilt flir untere Schranken. Eine Folge (a,) heibt beschrénkt,

wenn es zwei reelle Zahlen b und B
gibt, so dass die Ungleichung
b<a,<B fur jedes Glied (a,) der
Folge erfullt ist. b wird als untere
Schranke, B als obere Schranke
der Folge bezeichnet.

Die gréBte untere Schranke heil3t
Infimum.

Eine sogenannte ,,beschréankte” Folge (vgl. Definition in der AuBenspalte)
besitzt unendlich viele obere und untere Schranken.

Eine Folge (an) heiBt unbeschrankt, wenn sie keine obere oder untere
Schranken besitzt.

Beispiele fur Folgen und deren obere bzw. untere Schranken:

(1) (5-8ny=(2, -1, -4, =7, =10, ...}, z.B. B=3

(2)) (BB shesnah v z.B.b=4 Die kleinste obere Schranke heiBt
Supremum.
(B (=) Sy zB. b=0,B=

!

Man sieht hier einen Unterschied: Infimum und Supremum werden nur bei Schalke erwahnt.
Ansonsten sind die Definitionen ungefahr gleich. Es werden teilweise andere Beschriftungen

verwendet. Bei Timischl sind keine Beispiele dazu zu finden, im Buch von Schalke schon.

Timischl hat anfangs nur Beispiele zum Bestimmen von Folgengliedern und ein Beispiel zum

Aufstellen eines Bildungsgesetzes. Solche Beispiele gibt es im Schulbuch von Schalke und
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Steiner nicht. Dafiir dienen diese Beispiele zum Uberpriifen von Schranken oder Monotonie,
wie die nachstehende Abbildung zeigt. Es stehen — wie man hier sieht — auch Anleitungen,
damit die Schilerinnen und Schiler sich auch selbst Gedanken machen kénnen, falls es
beispielsweise ein Lehrkdrper nicht richtig an die Jugendlichen vermitteln kann. Das ist aber
nicht bei jedem Beispiel so. Es ist eher Zufall, dass meine gewahlten Beispiele nun alle eine

Anleitung haben.

34. Infimum und Supremum der Folgen (a,) sind zu ermitteln.

AR / 2n+1\ _/4n-3 _ /9n+5)\
a) (an)=(33) BY (2} ={20=7) c) (an)=(2=2) d) (an)=(323)

Anleitung: Man berechne zun&chst einige Glieder der Folge und weise ein Monotonieverhalten nach. Unter
Beachtung des nachstehenden Satzes ist der gesuchte Wert zu ermitteln:

Bei einer monoton wachsenden (fallenden) Folge ist das erste Glied zugleich die gréBte untere (kleinste
obere) Schranke.

35. Esist zu zeigen, dass es fur die nachstehenden Folgen keine obere Schranke gibt.

/ \ n+1 _/2n—1\
a) (an)=(n?) b) (an)=("%") o) (am = (5

- / /
d) (an)=(/n) e) a, =:2" f) g‘an)='\1+~;~>

Anleitung: Man zeige, dass es fur jede noch so groBe obere Schranke B jeweils eine Gliednummer ne N p
gibt, sodass die Ungleichung a, >B gilt.

36. Man zeige, dass es fur die nachstehenden Folgen keine untere Schranken gibt.

ve A i ’ _n! ; /1=3n\

a) <an>:§\_n2,l’ b) Kan>=<17n> c) \an>:’\ 3n>
: o " : 2

d) (an)=(-n) e) (an=(1-3) ) (@n=(3")

Anleitung: Man zeige, dass es fur jede noch so kleine untere Schranke b jeweils eine Gliednummer n e N*
gibt, sodass die Ungleichung a, <b gilt.

Nun habe ich die Einfihrungen, die Monotonie und die Schranken abgeschlossen, es fehlt
lediglich der Beitrag zu ,Arithmetischen Folgen und Reihen”“ aus dem Buch von Timischl und
Kaiser. Es werden in diesem Schulbuch mehrere Beispiele vorgerechnet; und zwar sehr
ausfiihrlich. Das ist ein Pluspunkt fir dieses Schulbuch, jedoch ist auch sehr viel Text
vorhanden, was eher wieder ein Minuspunkt ist. Das aber nur nebenbei. Die arithmetische
Folge wird gleich wie bei Schalke definiert und explizit ausgedrickt: a, = a; + (n — 1)d. Es
gelingt trotz ausfiihrlicherem Text aber eine Ubersichtlichere Darstellung der arithmetischen
Reihe — diese wird auch bei Timischl ,hergeleitet”, sogar auf demselben Weg, wie man im

nachstehenden Scan sehen kann — nur dass Timischl mehr Text verwendet.
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Zahlenreihe

Ist (a4, as, ..., any eine Folge von n Gliedern, so nennt man die Summe
S, =a4 +as + ... + a, eine endliche Reihe.

Liegt einer Reihe eine arithmetische Folge zugrunde, so spricht man von einer
arithmetischen Reihe.

Wir fragen nun nach dem Wert der Summe s, = a4 +aps + ... +ap einer arithmetischen Reihe
von n Gliedern:

sh,=a{+a, +..+apn1 +a, oderinumgekehrter Reihenfolge geschrieben:
Sh=apn+anp-q +... +ax +aq

Addition ergibt:

2:sp=(aj +ap) + (@z +an_q) + ... + (@n—1 + az) + (@n + a1);

Wir berechnen nun den Wert der geklammerten Summen:

as+ap i =aj+d+a,—d =aq + an
ag+appo =ai+2d+ap—2d =aq +a
usw.

Diese Summen, die n mal auftreten, sind stets gleich a; + ap! Daher:

2s,=n-(ay +a, oder s,= %-(a1 + dp)
Berlcksichtigt man noch die Formel fur an, so erhédlt man zusammenfassend:

Summe einer arithmetischen Reihe von n Gliedern:
si=g:(@a+ap) oder sp=3-[2a;+(n—1)d]

Man sieht hier auch, dass dieselben Formeln dafiir in gleicher Schreibweise stehen. Es gibt
auch hier im Anschluss gleich ein Tabellenausfillbeispiel. Es folgen aber auch andere
anwendungsorientierte Beispiele oder Aufgaben zum Beweisen, wie der folgende Scan aus

dem Schulbuch von Timischl zeigt.

1.15 Zeige, dass bei drei aufeinander folgenden Gliedern einer arithmetischen Folge die
mittlere Zahl das arithmetische Mittel ihres Vorgangers und Nachfolgers ist.

n-(n+1)

1.16 Zeige,dass 1+2+3+...+n= 5

ist.

1.17 Eine Uhr schlagt die ganzen Stunden. Wie viele Schlage macht sie in 12 Stunden?

1.18 Zwischen die Zahlen 12 und 68 sollen 6 Zahlen eingeschaltet werden, sodass eine
arithmetische Folge entsteht. Wie lauten ihre Glieder und wie groR ist die Summe aller
8 Glieder?

1.19 30 Rundstabe liegen parallel dicht neben-
einander. Darauf liegen, wie in Abb. 1.6
angedeutet, in Licke 10 Lagen weiterer
Stabe. Wie viele Rundstabe sind insge-
samt gestapelt?

,Geometrische Folgen und Reihen” sind nun Thema in beiden Blichern. Jeder Autor gibt ein
allgemeines Glied an und im Anschluss folgt die Summenformel einer geometrischen Folge.

Diese wird in beiden Biichern gleich bewiesen. Im Buch von Timischl sind aber noch einige
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Beispiele dazwischen vorgerechnet und nimmt deswegen mehr Platz in dem Buch ein. Das
Schulbuch von Timischl finde ich zwar Ubersichtlicher, aber ich flige nun die Herleitung aus
dem Buch von Schalke ein, da es hier einfach freundlicher fir mich ist, etwas

herauszuscannen, da nicht so viel Raum hier in der Arbeit eingenommen wird.

_ 3. Geometrische Folgen

—— |/
X / A F
Die Folge (3, —6, 12, —24) ist eine geometrische Folge. Der Quotient g
/ g % der Folge ist —2. Es gilt:

By =8
b2 =b1q=3(—2)=—6

A @"@ D D by =b1g?=3(-2)%=12
LT % D by =big® =3(-2)° =-24

WH . Allgemein: |b,, =byq™

2 mA

[
| s :
‘ Beispiel: ;
| Gegeben: geometrische Folge, by =2, bg =162 E
Summe einer geometrischen Folge: | - Gestchtg !
- = |
EEeTeeae s Loésung:
Sn=bi3=¢ =b155 4 4/bs 4162 4
b5:b1q @qu\!EW'=i1\‘"2 Zi'\81:i3 q=i—3
Es ist gunstig, die erste Formel fur ey ‘ . i i ) : )
q<1, die zweite Formel far g>1 Ahnlich wie bei der arithmetischen Folge gibt es auch bei der geometri-
anzuwenden. schen Folge eine allgemeine Summenformel:
Fur =1 sind die obigen Formeln = b1 = 11

nicht definiert, in diesem Fall gilt:
Beweis:

Sp=n:by

Sp=b1+b1q+b1q2 + - +byg™

Wir multiplizieren diese Gleichung mit g und erhalten
$pq=b1q+0b49°% +---+b;q".

Subtrahiert man die zweite Gleichung von der ersten, so ergibt sich:
1

Sn_an:bw"qnwsn(‘l—m:b (1-qg )@S “b1 = q _b1 a-
Ein Unterschied ist doch zu finden im Vergleich zu Timischl. Timischl verwendet wie bei den

arithmetischen Folgen statt ,,b“ den Buchstaben a fiir das Folgenglied.

Die Beispiele in beiden Blichern beginnen wieder mit Tabellen zum Ausflillen wie vorher bei
den Arithmetischen Folgen. Bei Timischl kommen dann einige Beispiele aus dem
Finanzwesen oder Beispiele aus der Physik (Widerstdnde) hinzu. Im Schulbuch von Schalke
und Steiner findet man Beispiele zu Zahlenfolgen, auch wenige aus dem Bereich des

Geldwesens.
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Im Anschluss nun kommt ein Scan aus dem Buch von Timischl, in dem ein Uberblick tiber die

Geometrischen Folgen zu finden ist, somit sieht man auch ,,a“ statt ,b“ und im Anschluss die

Tabelle zum Ausfillen. Der Gberndchste Scan stammt aus dem Buch von Schalke und zeigt

Zahlenfolgenbeispiele, welche im Buch von Timischl nicht zu finden sind.

Geometrische Folge (a,): ap+1 = an-q mit konstanter Zahl g; q heilt Quotient der
geometrischen Folge.

Termdarstellung: a, = a4 -gn—1.

Summe einer geometrischen Reihe von n Gliedern (Relhenglleder a4, ap, ... bilden
eine geometrische Folge):

= + .qg + ca2 + ¥ .gn=1 = qn_1b 1+qg+qa2+ + gh—1 =
Sh=as+tai-qtaq-q ---taqg-q —a1q_ ZW. q+q -+t q =

B ]
qg-—1

1

Normzahlen sind néherungsweise Glieder geometrischer Folgen mit dem Anfangs-
glied 1 und dem Endglied 10. Es gibt vier sogenannte Grundreihen: R5, R10, R20 und
R40 mit den "Stufenspriingen” q gleich: ¥ 10, Y10, 2710 bzw. *Y"10; diese Folgen
enthalten also 6, 11, 21 bzw. 41 Glieder. )

Aufgaben
1.25 Gib das allgemeine Glied a, folgender geometrischen Folge an:
a) (2,6,18,54; ...) b) (10; 1; 0,1; 0,01; ...)
101 4 4 4
¢ (3, 3. 1, 8 ) d (4. & % & )

In der folgenden Tabelle sind GréoRen einer geometrischen Folge angegeben. Vervoll—
standige die Tabelle! i

aq an q n Sn
a) 0,5 3 7
b) 25,6 2 8
c) 40 0,3125 8
d) 100 0,78125 0,5
e) 0,1 —204.,8 12
f) 0.5 o 127,5
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17.
18.

19.

20.

22.

Es folgt nun in beiden Blichern das Kapitel ,,Konvergenz“. Auffallend ist, dass dieses Kapitel in
beiden Biichern schon mal verschiedene Uberschriften hat. Im Schulbuch von Timischl heiRt
es ,Konvergenz unendlicher Folgen“, in dem zu Beginn der Begriff des Grenzwertes anhand
eines Beispiels eingefiihrt wird. Danach kommt ein griin umrandeter Kasten, wie man im
nachfolgenden Scan sieht, in dem die wichtigen Begriffe wie Limes, konvergent, Nullfolge

und divergent eingefihrt werden.

Die Summe der drei Glieder einer geometrischen Folge ist 63. Die Summe der ersten zwei Glieder verhalt
sich zur Summe der letzten zwei wie 1:4. Wie lautet die Folge?

Die Summe der drei Glieder einer geometrischen Folge ist 39. Die Summe ihrer Quadrate ist 741. Wie lautet
die Folge?

Die Summe der drei Glieder einer geometrischen Folge ist 19, ihr Produkt ist 216. Wie lautet die Folge?

Die Zahl 111 soll so in drei Teile geteilt werden, dass die Teile eine geometrische Folge bilden und ihr Produkt
46656 betragt. Wie lauten die drei Zahlen?

Drei Zahlen bilden eine arithmetische Folge mit der Summe 60. Vermindert man das zweite Glied um 8, so
erhéalt man eine geometrische Folge. Wie lauten die drei Zahlen?

Drei Zahlen bilden eine geometrische Folge. Vermindert man das letzte Glied um 4, so erhalt man eine
arithmetische Folge. VergréBert man in dieser Folge das erste Glied um 2, so entsteht eine geometrische
Folge. Wie lautet die urspriingliche geometrische Folge?

Ein Kapital ergibt in 8 Jahren bei einem Jahreszinssatz von 5% samt Zinseszinsen den Betrag von
12468,— Euro. Wie groB war das Kapital am Beginn der 8 Jahre?

Folgen, die keinen Grenzwert besitzen, zeigt.
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Untersuche, ob die Folge einen Grenzwert besitzt:

a) (1" -0t b) (2n—1)
Lésung
i _2 3 _4 5 _6 7 99 ~ _100 101 102
zua) (0, 3. -5%. % -5 %8 -% & - 5 ~100 T2 1050 )
2785 As o as a4 3
il 118 | | I -
T vl # | 1 I I 1 TS ==
~1 -02 0 02 1

Abb. 1.17 Beispiel einer Folge, die keinen Grenzwert besitzt

Alle Glieder mit geradem Zahlindex nahern sich beliebig der Zahl 1, die Glieder mit
ungeradem Index beliebig der Zahl —1 (Abb.1.17). Es gibt aber keine Zahl, der
schlieBlich alle Folgeglieder beliebig nahe kommen, daher hat diese Folge auch
keinen Grenzwert.

Zub) @n—-1)y={1, 3, 5, 7, 9, 11, ...).

Mit wachsendem n Ubersteigen die Folgeglieder jede noch so groBBe Zahl. Damit gibt
es auch hier keine Zahl, der schlieBlich alle Folgeglieder beliebig nahe kommen.
Trotzdem schreibt man in diesem Fall symbolisch Iim2n—1) = =.

Eine Zahl g hei3t Grenzwert oder Limes einer unendlichen Folge (an), wenn sich ihre
Glieder unbegrenzt dieser Zahl ndhern. Das bedeutet, dass fast alle ( = alle bis auf
endlich viele) Folgeglieder der Zahl g so nahe kommen, wie man es nur winscht.

Man sagt, dass die Folge {a,) gegen g konvergiert ® und schreibt:

ap — g fir n — o« oder ,!Lnl an=9.

Eine Folge, die einen Grenzwert besitzt, hei3t konvergent, andernfalls heil3t sie
divergent ©.

Besitzt eine konvergente Folge den Grenzwert 0, so heif3t sie Nulifolge.
Ubersteigen fast alle Folgeglieder jede noch so gro3e Zahl bzw. unterschreiten sie

jede noch so kleine (negative) Zahl, so heif3t die Folge (a,) bestimmt divergent. Man
schreibt:

lima,= 9o bzw. limap=—oo.
s fiid

Daher ist die Folge (” = 1> konvergent, wahrend die Folgen <(—1)” - —”—;—1> und 2n — 1)
divergent sind, letztere ist bestimmt divergent.

Im Buch von Timischl geht es nun weiter mit vorgerechneten Aufgaben zu konvergenten und
divergenten Folgen. Danach folgen die Grenzwertsatze fir Folgen, die im Schulbuch von
Schalk und Steiner, erst im nachsten Kapitel (6) zu finden sind. Die Autoren Schalk und
Steiner geben zu Beginn ihres Konvergenz — Kapitels die Begriffe Nullfolgen, konvergent und
Grenzwert, sowie die Begriffe ,fast alle” und ,& — Umgebung”. Die Einflihrung ist aber
komplett unterschiedlich zum Schulbuch von Timischl, wie die nachfolgende Scans beweisen.
Jedoch muss ich gestehen, dass diese Scans aus dem Schulbuch von Schalk und Steiner eher
unlibersichtlich sind. Ich finde die nachfolgenden Buchseiten zur Einflihrung in das Kapitel

,Konvergenz” fiir Schiilerinnen und Schiiler eher verwirrend, da zum Beispiel der Begriff des
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Grenzwertes vor der ,& — Umgebung” geklart werden sollte, weil die Umgebung auf den

Limes aufbaut.

Definition:

Unter der e-Umgebung™ der reellen
Zahl a (abgekdrzt: U (a,g)) verste-
hen wir das offene Intervall

la—¢, a+el:

l U(a,e)={xeR|a-e<x<a+eg} |

| £ | € =
] : 1
=]
[ U(a.g) T
28 a;a,3;, & a,
. ARNE < 2 i i | | |
= % T [ [
1
0 i 3 1
Definition:

Eine Aussage Uber fast alle Glieder
einer unendlichen Folge ist eine
Aussage, die nur fur endlich viele
Glieder dieser Folge nicht gilt.

LN 1
) A |

71/ = (2 ) ocer

Folgen wie (1) (2)=(1. 2. 3. 7 ---)
1

(i e 1 1 \ : ,. :
(3) <T>—<1, T TR /\ heiBen Nullfolgen, da sich die

W[~
o=

Glieder der angefuhrten Folgen mit wachsender Gliednummer
immer mehr der Zahl Null ndhern, ohne sie allerdings jemals zu erreichen.

Man sagt: Die Folgen ,konvergieren® gegen Null bzw. die Folgen
haben den ,,Grenzwert™ Null.

Wir wollen uns nicht mit einer nur vagen Umschreibung von fur den Aufbau
der Mathematik maBgeblichen Begriffen begnigen. Um kurz und anschau-
lich definieren zu kénnen, muss zunachst der ,,Umgebungsbegriff” einge-
fahrt werden:

(1) U(2, %):]g g[ ist eine %—Umgebung von a =2 mit e:%.
2) U(O, —1SO)=]— 1(1)0, ﬁ[ ist eine ﬁ-Umgebung von a=0 mit
1
E=—

100
Nebenstehende Figur lasst uns eine zu

U(a,e)={xeR|la-e<x<a+e}
gleichwertige Umgebungsdefinition erkennen: U (a,e) ={x eR||x—a|<e}

Beispiel:
Man berechne, wie viele Glieder der Folge mit dem Bildungsgesetz

<——1—> auBerhalb der Umgebung U (O, %) liegen.

n+1

Lésung:

1 1 4 4 4
<m>:<§' BT >
Je groBer die Gliednummer n ist, desto kleiner wird der Abstand zwi-
schen O und einem Glied a,,, obwohl kein Glied der Folge den Wert O
annimmt!

3
GES
mung (Bitte selbststédndig durchfuhren!) n>9, d. h. die ersten neun
Glieder liegen auBerhalb, ab dem zehnten Glied liegen alle nachfol-

genden Glieder innerhalb der Umgebung U (0, 110),

Aus |ap—al<e @l —O‘ < % ergibt sich durch Aquivalenzumfor-

Im obigen Beispiel gibt es auBerhalb der e-Umgebung nur endlich viele
Elementwerte der Folge, namlich a4, as, ..., ag. Liegen in einem Intervall
|=]a—¢g, a+¢[ unendlich viele Glieder einer Folge, auBerhalb von | aber
nur endlich viele, so sagt man in | liegen fast alle Glieder der Folge. In |
liegen daher alle Glieder mit hdchstens endlich vielen Ausnahmen.

Wahlen wir im obigen Beispiel einen beliebig kleinen Wert fur g, etwa

RN : : 3
T T liegen dennoch fast alle Glieder im Intervall

W I B
I-e, 8[_] 7000000 1oooooo['

Der Begriff der ,,e — Umgebung”“ kommt gar nicht im Schulbuch von Timischl vor. Es kommen

auch keine Beispiele dazu vor, allerdings bei den Autoren Schalk und Steiner schon, wie der

Uberndchste Scan zeigt. Ich finde aber sehr positiv, dass der Begriff ,fast alle” abgedruckt

wird, wie man im obigen Scan sieht. Erst nun kommt endlich die Definition zu ,Grenzwert”,
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wie man in folgender Abbildung sieht, obwohl diese schon fiir die Umgebung bendtigt wird —

wie zuvor erwahnt. Danach folgen die Beispiele zur Grenzwertberechnung und ,& —

Umgebung”. Es werden anschlieRend die Grenzwertsdtze eingefiihrt und danach folgen

weitere Beispiele dazu, wie eben der tGbernachste Scan zeigt.

Beispiel:

Es ist zu zeigen, dass die Folge mit dem Bildungsgesetz <%> eine Null-
folge ist.

Lésung:

Eine Folge mit dem Grenzwert (vgl. nebenstehende Definition) o =0
nennt man Nullfolge.

Wir missen zeigen, dass in jeder £-Umgebung fast alle Glieder der
Folge liegen, d. h. dass es zu jedem & >0 eine Gliednummer N gibt,
von der an alle Glieder im Intervall ]—¢g, €[ liegen:

[an—oc|<e@H—Ol<a@%<s<:>n>-;—, also N = erste ganze — und
wegen ¢ > 0 auch naturliche — Zahl, die gréBer als % ist.

Fuar e = S0g ware N somit gleich 167.

Fuir jede Zahl £ >0, und sei € noch so klein, gibt es daher eine Platz-
nummer N, ab der gilt: H - O[ < g, sofernn = N. Die Folge <%> ist daher
eine Nullfolge.

Betrachten wir nachstehende unendliche Folgen:

M (L3 35 @ (2, 4,816, ..)

0 O I 6 [ 101 T | (10, 100, 1000, 10000, ...)

Welcher Unterschied besteht zwischen den in (1) und (2) angeflthrten Fol-
gen?

Nun: Bei (1) handelt es sich um konvergente Folgen, bei (2) um di-
vergente Folgen — vgl. die Definition in der AuBenspalte.

Fur den Grenzwert einer konvergenten Folge (a,) verwendet man das

Zeichen| lim ap |.
n—eo

Willman z. B. ausdriicken, dass die Folge (ap) = <%> = <1 S % %, > den

>
Grenzwert O hat, so schreibt man kurz: | lim 1 =0 |(gesprochen:
n—«

Limes® % fur n gegen unendlich gleich 0).

Folgendes ist wichtig: Da unter den Gliednummern einer Folge (a,) kein
groBter Index n™ auftreten kann, gibt es auch kein letztes Glied a, der Folge.
SchlieBlich bedeutet die Schreibweise n — <« ja nicht, dass die Folge den
Index = erreicht und dann abbricht.

Der Grenzwert o, wird nie erreicht, er gehort im Allgemeinen selbst nicht zur
Folge®.

Definition:

Die Zahl o heit Grenzwert der
Folge {(a,), wenn in jeder -
Umgebung von a fast alle Glieder
der Folge liegen:

|an—o|<e gilt fur fast alle Glieder
der Folge (ap) -

Definition:

Eine unendliche Folge, die einen
Grenzwert hat, heiBt konvergent”.
Eine unendliche Folge, die keinen
Grenzwert hat, heiBt divergent?.

Wie lasst sich die Konvergenz einer
Folge bestimmen?
Gefuhlsentscheidungen sind in der
Mathematik gefahrlich. Nun gibt es
den ,,Hauptsatz uber monotone
Folgen®, der in vielen Fallen
hilfreich ist und durch nuchterne
Klarheit besticht:

Eine monoton wachsende
(fallende) Folge in R ist genau
dann konvergent in R, wenn sie
nach oben (unten) beschrankt
ist.

Das bedeutet: Um die Konvergenz
einer Folge zu zeigen gentgt es,
ihre Monotonie und ihre Be-
schranktheit nachzuweisen.
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Bei den folgenden Aufgaben ist der Grenzwert oo der Folgen (a,) zu ermitteln und anzugeben, ab welcher
Gliednummer N alle Glieder der Folge in der Umgebung U (o, €) liegen.

6. o) (@=(a). e=5 B e
44. a) (an}‘:’(:anl)' s:ﬁ [b)] <an>:<fn+“2), 3_5—10
45. a) (a,)={ 3 n+2>,e—2—10 b) ( >7<’;T:1> S:ﬁ
46. a) (an)=(51=¢). e=73 B) (e ={2=1), e=-1
e a‘) (@n /\Dnn1370> = b) <an>:<n2n+1\/\’ 8:%
4s. @) <an>-<’2”—”ww:>x =55 b) (= (&2, e

\n +1

Bei den folgenden Aufgaben ist der Grenzwert der Folgen mit Hilfe der Grenzwertsatze zu berechnen, falls er
existiert.

50. a) (am—’%‘\, b) <an:>:<ir12:;r1—trg§>

51 &) e = <\”ZT“/ b) (a, )= /%>
52.a)| (aq>—/"2qT7“;’::1", B). fanr= /%>
88: a) iy (i =ohas) B)] (an)=(222)

54, ) (Pt B) {02

Solche Beispiele, wie hier aus dem Schulbuch von Schalk und Steiner, findet man bei Timischl
et all nicht. Da wird eher Wert darauf gelegt, dass man Grenzwerte von Folgen mit Cosinus

oder Wurzeln berechnen kann, wie der nachststehende Scan zeigt.

1.75 Untersuche, ob die Folge konvergent ist:

a) <—n> b) (sin (nw)) c) {(cos (nmn)) d) (tan (nx))

e) (cos? (nmn)) f) B+2=1M a) <<JW> h) (n mod 2)
1.76 Bestimme, falls modglich, den Grenzwert der Folge:

a) <2nn+—11> b) <2nr2‘| _: 11> c) <n3;:-2rf 1— 1> d) <—n42+n§ :21+ 3>

S
/\
+{
5|3
5]
R

n n n
'\—— A TR — h
e) <1 = ‘—ﬁ> f) <1 F n> 9 <1 + \:'n>
1.77 Bestimme, falls moglich, den Grenzwert der Folge:
2 2 2 Z 4+ 9
a) (<Zr-n) B (F2ra2n) o) (Mo ngl) ) (704 nd)

+
(o I o o | 2 n _n+1> Z—in 4B«
<) <n—1 n+2> L <n+n71 n+ 2 g)< +\-'_ﬂ—1 n+2>

Die Grenzwertsatze sind in beiden Schulbiichern gleich, sogar dieselbe Beschriftung ist zu
erkennen. Ich stelle den Scan aus dem Schulbuch der Autoren Schalk und Steiner nun herein,
weil mir dieser hier besser gefallt. Der einzige Unterschied liegt darin, dass es bei Schalk et
al. 4 Satze sind, bei Timischl nur drei. Schulbuchautor Timischl hat die Sitze Uber die

Addition und die Subtraktion der Grenzwerte zusammengefasst mit dem Symbol *. Im
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Anschluss stehen eben die Beispiele bei Schalk, die oben gelb unterlegt sind. Bei Timischl et

al. folgen dazu eigentlich keine Beispiele.

Zur Erleichterung der Berechnung von Grenzwerten bringen wir (ohne
Beweise) die wichtigsten Regeln, die sogenannten Grenzwerisiize, die
in Zeichen FolgendermalBen lauten:
@ lim (ap+bpy)= lim a,+ lim b,

n—eoc n—oe n—oe

o =

Iim bp,
n—x

@ im (an—bp)= Iim a5 —
—> e n—c

n

@ lim (apbp) = lim a, - lim bp

N—oo n—so n—co

- lim a,
@ lirm i'l):m . (Iim bp =0, b, =0 fur alle n e N
n n— oo

s lim b,

n—w

Zum Abschluss dieses flir mich relevanten Kapitels kommen nun unendliche Reihen. Bei
Schalk et al. kommen ,Unendliche Reihen” als 7. Kapitel, bei Timischl et al. sind diese

Bestandteil des ,Konvergenz” — Kapitels.

n
Es wird in beiden Schulbiichern das Kapitel mit dem Beispiel G) gestartet, um somit den

Begriff der unendlichen Folge zu klaren. AnschlieBend wird bei beiden die Summe
berechnet. Timischl und auch Schalk verwenden dabei den Begriff der Partialsummen. Beide
Schulblicher bringen eine ,Herleitung” fiir die Summenformel der unendlichen
geometrischen Reihe, beschreiben diese auch gleich — mit einem Unterschied: Der Startwert
wird bei Timischl mit a gekennzeichnet, bei Schalk — wie der nachstehende Scan zeigt — mit
bi.

Die unendliche arithmetische Reihe ist divergent” und somit fur unsere

weiteren Betrachtungen bedeutungslos. Ahnlich verhalt es sich mit der
unendlichen geometrischen Reihe, wenn der Quotient | g| =1 ist.

Was aber ist, wenn [ g|<17? . - :

Wir formen s, =b{+byg+ b1q2 ok b1qr‘_1 =Dby 4y, DI? Al e e
i B B L Reihe by+b q+b;q° +... ist

Sp=by 11~_q = 1_1 — % genau dann konvergent, wenn
9 . 4 5 |gl<1. Indiesem Fall ist ihre

S e fim [t [ B2 Summe S=-PL_

n—o nowi\1-4 1-9 1-q 1-q
weil fur q <1dieFolge q" = g, g% ¢° ... eine Nullfolge ist.

Die Beispiele dazu werden ganz allgemein und leicht gehalten mit Aufgaben wie 1 — ; + i -

--- oder anderen Zahlenfolgen. Im Buch von Schalk und Steiner sind auch wieder eine Tabelle

zum Ausflllen und andere Beispiele zu unendlichen geometrischen Reihen zu finden.
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68. Die nachstehende Tabelle ist zu vervollstandigen:

b4 q S by | q S
a) 1 % b) -5 0,9
€) 9 -2 d) -6 -2
e) 1 B f) 3 3
9) 24 ' 30 h) ; | %

69. Die Summe einer unendlichen geometrischen Reihe ist 10, ihr zweites Glied ist % Reihe?

70. Die Summe der ersten zwei Glieder einer unendlichen geometrischen Reihe ist drei, die Summe der zwel
folgenden Glieder g Reihe und ihre Summe?

ﬁ} Das Produkt des 2. und 4. Glieds einer unendlichen geometrischen Reihe ist —84—1, die Summe des 3. und
5. Glieds ist —%. Reihe und ihre Summe?

72. Die Summe einer unendlichen geometrischen Reihe mit dem Quotienten % ist um 48 groBer als ihr erstes
Glied. Reihe und inre Summe?

@ Die Summe einer mit % beginnenden unendlichen geometrischen Reihe ist um % groBer als ihr Quotient.
Reihe und ihre Summe?

74. In welcher unendlichen geometrischen Reihe mit der Summe g ist jedes Glied 9-mal so groB wie die
Summe aller folgenden Glieder?

75. Welchen Wert muss der Quotient einer unendlichen geometrischen Reihe haben, damit jedes Glied
k-mal (k e N*) so groB ist wie die Summe aller nachfolgenden Glieder?

76.

[76. Die Summe einer unendlichen geometrischen Reihe ist 32, die Summe der Quadrate der Glieder 1%. Wie

lautet die Reihe?

77. Die folgenden periodischen Dezimalzahlen sind in Brache zu verwandeln!
a) 0,3 b) 0,7 c) 0,42 d) 0,76
e) 0,12 f) 0,324 g) 0,813 h) 0,7134

Bei den folgenden Aufgaben ist anzugeben, unter welchen Voraussetzungen die unendliche geometrische
Reihe konvergiert. Man berechne ihre Summe.

2
78. @) TEREXE . b) (x+2)+x+ X5+
a) X y 2 g
79.v7aly+1+x+.'. b) x Y g
1o S
BO. &) (1=K F 5 *o= [B) i T e
81. a) Igx—Ilg/x+... b) Ig 3 x2 +1g%% x* +...

Danach folgen die mir so ,,wichtigen” Beispiele zu Figurenfolgen. Im Schulbuch von Timischl
sind dabei nicht sehr viele zu finden, unter anderem aber das Paradoxon von Achilles und
der Schildkrote oder die Aufgabe ,Schlangenlinie”. Im Buch von Schalk und Steiner sind hier

mehrere Aufgaben zu finden, auch dreidimensional, wie die nachfolgen Scans zeigen.
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90.

91.

92.

93.

94.

Aus den Hoéhen eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlénge a=5cm bildet man ein weiteres gleich-
seitiges Dreieck, aus dessen Hohen wieder eines usw.

Man berechne die Summe a) der ersten 5 b) aller (1) Dreiecksumfange (2) Dreiecksflacheninhalte.

Einem gleichseitigen Dreieck mit der Seitenlange a =8 cm wird ein
Kreis eingeschrieben, diesem ein gleichseitiges Dreieck, diesem wie-
der ein Kreis usw.

Man berechne die Summe a) der ersten 6 b) aller (1) Dreiecksum-
fange (2) Kreisumfange (3) Dreiecksflacheninhalte (4) Kreisflachen-
inhalte.

Einem Quadrat mit der Seitenlange a{=8cm, wird ein Kreis einge-
schrieben, diesem Kreis wieder ein Quadrat usw.

Man berechne die Summe a) der ersten 4 b) aller (1) Quadratumfange
(2) Kreisumfange (3) Quadratflacheninhalte (4) Kreisflacheninhalte.

Einem Halbkreis mit dem Radius
rr=5cm wird ein Kreis einge-
schrieben, der Halfte dieses Krei-
ses wiederum ein Kreis usw.

a;

Man berechne die Summe a) der
ersten 5 b) aller (1) Halbkreisum-
fange (2) Halbkreisflacheninhalte.

Einem gleichschenkelig-rechtwinkeligen Dreieck mit der Kathete
aq=7cm wird ein Kreis eingeschrieben. Der Halfte des Kreises wird
wieder ein gleichschenkelig-rechtwinkeliges Dreieck eingeschrieben,
diesem wieder ein Kreis usw.

2 : h-r,
a=7z a, h

Man berechne die Summe a) der ersten 4 b) aller (1) Dreiecksumfénge Q{ j

(2) Kreisumfange (3) Dreiecksflacheninhalte (4) Kreisflacheninhalte.

Anleitung: h:%, ai:h=(Mh-r):ry, Ao =Ti[2

+

Es kommt zwar nicht das Beispiel ,Schlangenlinie®, dafiir Beispiele zum ,,Zickzackband” —

gleich in verschiedener Ausfiihrung.

96.

97.

In einem rechtwinkeligen Dreieck mit den Katheten a=6cm und B
b=8cm fallt man vom FuBpunkt der Hoéhe auf ¢ je ein Lot auf die 1
beiden Katheten. Von den FuBpunkten dieser Lote fallt man wiederum :
jeweils ein Lot auf die Hypotenuse usw. f

Man ermittle die Langen der dabei entstehenden Zickzacklinien, die a=6 i =10
beide beim Scheitel C des rechten Winkels beginnen und aus a) je
10 b) unendlich vielen Strecken bestehen sollen. Y B o

Die Punkte A4 und B4 liegen auf dem einen Schenkel des Winkels B
o.=40° und sind vom Scheitel S a;=6 cm bzw. by=9cm entfernt. 4\
Durch die beiden Punkte A4 und B4 errichtet man Lote auf dem zwei- B Pa,

ten Schenkel. Die FuBpunkte A, und B, dieser Lote sind vom Scheitel A,

as bzw. by entfernt. Durch diese Punkte A, und B, werden auf dem R

ersten Schenkel wiederum Lote errichtet usw.

Man berechne die Summe der a) Langen der Strecken A;B;, ieN*  ° As BsA B, (A, B,
und i<10 b) Langen aller Strecken A;B;, ieN* ¢) Flachen- b.=9 ;

inhalte (1) der ersten 10 (2) aller Trapeze, die von zwei zusam-
mengehdrigen Loten und den Winkelschenkeln gebildet werden.
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Zum Abschluss, obwohl es noch mehr Beispiele zu den Figurenfolgen geben wiirde, noch ein

paar Beispiele aus dem dreidimensionalen Raum.

105. Einem Drehkegel mit dem Radius r=5cm und der Hohe
h =10 cm wird ein nur halb so hoher gerader Kreiszylinder einge-
schrieben. Dem Kegel Uber diesem Zylinder wird ein weiterer Zy- -
linder eingeschrieben, der nur halb so hoch ist wie der erste usw.
Man berechne die Summe a) der ersten 4 b) aller (1) Zylinder-
oberflachen (2) Zylindervolumina.

106. Einer Kugel mit dem Radius r;=4cm wird ein gleichseitiger
Zylinder eingeschrieben, diesem wieder eine Kugel usw.
Man berechne die Summe a) der ersten 6 b) aller (1) Kugelober-
flachen (2) Kugelvolumina (3) Zylinderoberflachen (4) Zylin-
dervolumina.

107. Einer Kugel mit dem Radius ry=4cm wird ein gleichseitiger
Kegel eingeschrieben, diesem wieder eine Kugel usw.

Man berechne die Summe a) der ersten 4 b) aller (1) Kugelober-
flachen (2) Kugelvolumina (3) Kegeloberflachen (4) Kegel-
volumina.

Anleitung: Gleichseitiges Dreieck, rp:iry=1:2...

Zum Abschluss bleibt mir zu sagen, dass beide Schulbiicher ihre guten und weniger guten

Seiten zu bieten haben, aber im Falle einer Entscheidung, wirde meine Wahl auf das

Schulbuch von Schalk und Steiner fallen. Der Grund liegt darin, dass — trotz der manchmal

eher unibersichtlichen Einfliihrung — mir die Beispiele einfach besser gefallen und die

Schilerinnen und Schiiler mehr gefordert werden. Ein weiterer Grund ist, weil Schalk und

Steiner in ihrem Buch die ,,€ — Umgebung” eingefiihrt haben und einfach mehr Aufgaben zu

Figurenfolgen und Grenzwertberechnungen zur Verfligung stellen.
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3. Schulbuchanalyse und —vergleich von Bilichern fiir Handelsakademien

In diesem Abschnitt meiner Diplomarbeit untersuche ich zwei Schulbiicher aus dem Bereich

fur Handelsakademien:

1) ,Mathe mit Gewinn 2 “ von Hinkelmann, B6hm, Hofbauer, Metzger-Schuhdker
(OBV, 1. Auflage 2006)

III

2) ,Mathematik fiir Handelsakademien neu 2. Teil“ von Brunner, GleiRner, Kunesch,

Reichel (Osterreichischer Gewerbeverlag, Auflage 1990)

Beide Blicher habe ich gewahlt, weil diese in der Bibliothek der Fakultat fir Mathematik
aufgelegen sind. Ob diese beiden Schulbiicher noch irgendwo im Einsatz sind, kann ich leider

nicht sagen, wiirde mich aber interessieren.

In beiden Bichern nimmt das Kapitel der ,Finanzmathematik”, die auf dem Kapitel der
»Folgen und Reihen” beruht einen sehr groRen Platz ein. Im neuen HAK-Schulbuch von
Hinkelmann behandelt das 4. von insgesamt 6 Kapiteln das Thema ,Finanzmathematik”.
Dieses Kapitel hat einige Unterpunkte wie ,Einfacher Zins“, ,Verzinsungsdauer”,
LZinseszinsrechnung” und viele weitere kaufmannische Grundlagen. Erst spater findet man
noch im selben Kapitel einen Unterpunkt mit dem Titel ,,Folgen und Reihen®. Das wird aber

sehr kurz gehalten und die kaufméannischen Begriffe gewinnen wieder die Oberhand.

In der alten Version eines HAK-Buches von Brunner gibt es ein eigenes, aber umfassenderes
Kapitel Uber ,Folgen und Reihen”, gefolgt von den Kapiteln ,Zinseszinsrechnung®,

,Rentenrechnung”, ,Schuldtilgung” und , Investitionsrechnung”.

Ein weiteres Merkmal, das mir ins Auge stach, ist, dass im Schulbuch von Brunner das Kapitel

,Die Exponentialfunktion” zu Beginn steht. Die Euler’'sche Zahl wird auch Uber die Folge

n
(1 + %) definiert ohne jemals etwas iber den Begriff ,Folge” gehért zu haben.

Man merkt, dass in einer HAK nicht viel Wert auf Grenzwertberechnung oder Monotonie von

Folgen gelegt wird, weil das nie erwahnt wird!

Bei genauerem Betrachten des alteren Schulbuches von Brunner et al. wird bei jedem

Unterkapitel aus dem 6. Kapitel ,,Folgen und Reihen” zuerst genau und auch mit Beispielen
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erklart und im Anschluss gibt es Ubungsbeispiele, jedoch nicht so massenhaft wie in anderen

Blichern, beispielsweise Gotz oder Schalk! Es stehen auch meistens die Losungen dabei.

Das erste Unterkapitel im Buch von Brunner tragt den Titel ,,6.1. Begriff der Folge”, auch hier
werden — wie in anderen Blichern — erste Folgenglieder ausgerechnet oder es werden
Termdarstellungen von Folgen gesucht, jedoch heildt die Aufgabenstellung hier: , Ermitteln

Sie die Abbildungsgleichungen fiir die Folgen”.

Das 2. Unterkapitel ,6.2. Arithmetische Folgen und Reihen” wird noch mal unterteilt in
,6.2.1. Arithmetische Folgen” und ,,6.2.2. Arithmetische Reihen”. Man fihrt auf die Begriffe
hin und rechnet bei beiden Unterpunkten dann einige Beispiele zum besseren Verstandnis,
im Anschluss die Ubungsbeispiele und die Ldsungen dazu! Auch Textbeispiele von
Zahlenfolgen, die eine arithmetische Folge bilden, sind zu finden. Man merkt deutlich, dass
sich eigentlich nicht viel gedndert hat in den 20 Jahren im Vergleich zu den AHS — oder HTL —
Schulbiicher. Man wird aber gleich einen drastischen Unterschied zum anderen von mir

gewadhlten HAK — Schulbuch merken, aber dazu spater!

Wie die Arithmetischen Folgen und Reihen ist auch das Kapitel ,6.3. Geometrische Folgen
und Reihen” aufgebaut! Brunner und seine Kollegen blieben hier ihrer Linie treu. Es werden
nur endliche geometrische Reihen erklart und Beispiele dazu angefiihrt. Die unendlichen
geometrischen Reihen scheinen in dieser alten Ausgabe nicht auf. Genauso wenig scheinen

die Begriffe ,,e-Umgebung” oder ,,Monotonie” von Folgen auf!

Es gibt aber ein weiteres Unterkapitel ,6.4. Struktogramme von Folgen und Reihen”, welche
auf einer Seite erklart werden, aber dessen Sinn ich nicht ganz verstehe. Es werden drei
Tafeln gezeigt und danach ist das Kapitel ohne Beispiele vorbei!l Danach kommen die Kapitel

Uber die Zinseszinsrechnung!

Im Vergleich dazu im Schulbuch von Hinkelmann und B6hm werden ,,Folgen und Reihen” nur
als Unterkapitel geboten. Im 4. Kapitel ,Finanzmathematik findet man beim Unterpunkt ,4.3
Rentenrechnung” einen weiteren Unterpunkt ,4.3.1 Folgen und Reihen”, deren Ausfiihrung
auf eine Seite begrenzt wird. Man erklart die Begriffe der Folge, der arithmetischen Folge,
der Reihe und der geometrischen Folge. Hinkelmann und Bohm geben auch die
Summenformeln fir arithmetische und endliche geometrische Folgen an. Gesamt sind 8

Beispiele dazu zu finden.
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Auch in diesem neuen Schulbuch wird kein Wort Giber den Grenzwert, die Monotonie oder
die ,& — Umgebung” verloren. Fir mich sind solche Begriffe aber grundlegend und
allgemeinbildend, aber anscheinend nicht in einer HAK! Ich werde deswegen noch ein drittes
Schulbuch untersuchen, damit ich wirklich sehe, ob diese Begriffe fiir die Handelsakademie

komplett irrelevant sind!

3) ,Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 2“ von Steiner, Weilharter
(Reniets Verlag, 4. Auflage, 2006)
4) ,Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 3“ von Steiner, Weilharter

(Verlag Holder-Pichler-Tempsky GmbH, 4. Auflage, Nachdruck 2010)

Diese beiden Bicher habe ich mir noch ausgewahlt, weil im Buch von Brunner zu wenig zu
,Folgen und Reihen” beschrieben war, damit ich eine ordentliche Abhandlung schreiben
kann. Diese Blicher werden zum Beispiel an der Handelsakademie in Mistelbach verwendet!

Aber warum erwahne ich beide Biicher?

Im Buch fiir die 2. Klassen einer Handelsakademie werden eine Einfiihrung in das Kapitel
,Folgen und Reihen” gegeben und die Begriffe ,Arithmetische Folge” und , Geometrische
Folge” erlautert. Im Anschluss an dieses Kapitels werden ,Wachstumsprozesse” geliefert,
obwohl die Exponentialfunktion wieder vor dem Kapitel der ,,Folgen und Reihen” eingefiihrt
wird! Danach kommt ein Kapitel zu ,Finanzmathematik”, in dem ,Zinsen und Zinseszinsen”,
,Unterjahrige Zinsen”, ,Regelmalige Zahlungen (Renten)” und ,Schuldtilgung” besprochen

werden!

Im Buch der 3. Klassen steht gleich zu Beginn ein Kapitel, das mir sehr am Herzen liegt:
»,Zahlenfolgen — Grenzwert — Stetigkeit”. Es wird dabei (iber Konvergenz, Monotonie,
Grenzwert und auch Uber die ,€ — Umgebung” gesprochen. Im Anschluss an dieses Kapitel
findet man die Kapitel ,Differenzialrechnung”, ,Integralrechnung”, ,Kosten- und
Preistheorie” und , Finanzmathematik”. Also auch hier wird wieder besonderer Wert auf das
Thema , Finanzmathematik” gelegt, das fir eine Handelsakademie einen zentralen Bereich in

der Mathematik darstellt, aber auf ,,Folgen und Reihen” aufbaut!
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Nun zur genaueren Betrachtung. In beiden HAK — Schulbiichern wird zuerst erklart und es
werden wichtige Begriffe beschrieben und einige Beispiele zum Festigen des Lernstoffes
gegeben! Zu Beginn wird — wie auch bei anderen Schulbiichern — in der Einflihrung ein
,Bildungsgesetz” fir verschiedene Folgen erklart, jedoch Beispiele gibt es hierzu keine.
Weiters werden im Einfiihrungskapitel auch die Begriffe ,explizite und rekursive Darstellung”
und ,unendliche Folge” erklart. Danach wird im 2. Abschnitt die ,Arithmetische Folge”
beschrieben, samt Summenformel und 8 Rechenaufgaben. Davor sind 2 Beispiele
durchgerechnet worden, damit Schilerinnen und Schiiler besser verstehen kénnen. Selbiges
gilt auch fur das 3. Kapitel ,Geometrische Folgen” — kurz Theorie, Summenformel, 3

durchgerechnete Aufgaben und 5 Beispiele zum Selbstlosen.

Im Schulbuch fir die 3. HAK wird beim Fortsetzungskapitel fiir ,,Folgen und Reihen” mit dem
Titel ,Zahlenfolgen — Grenzwert — Stetigkeit” im Unterpunkt ,1. Allgemeines uber
Zahlenfolgen” fast genau dasselbe geliefert, das schon im 2. Buch erlautert war. Im Punkt 2
»,Monotone und beschriankte Folgen” werden die Begriffe ,monoton fallend”, ,monoton
wachsend”, ,beschrinkt”, ,untere Schranke” und ,obere Schranke” erklért und durch

Ubungsbeispiele vertieft.

Abschnitt 3 ,,Grenzwert — Konvergenz — Divergenz” beinhaltet Erklarungen und Definitionen
zu den Begriffen ,Nullfolge”, ,e¢ — Umgebung”, ,fast alle”, ,Grenzwert”, ,konvergent” und
,divergent”. Es folgen nur wenige Beispiele dazu, weil im Kapitel 4 ,Grenzwertsatze” einige
Grenzwertberechnungsregeln angegeben werden. Danach werden einige Beispiele zu

Monotonie und , € — Umgebung” gegeben.

In Kapitel 5 ,Unendliche Reihen” wird der Begriff ,unendliche Reihe” erklart, sprich in
welchen Fallen die Summe einer solchen Reihe divergiert und in welchen konvergiert. Es
wird auch erwahnt, dass eine unendliche arithmetische Reihe divergiert und dass eine
unendliche geometrische Reihe nur konvergiert, wenn der Betrag von q kleiner als 1 ist! Es
kommen wieder 3 vorgerechnete Beispiele zu unendlichen Reihen, in denen gezeigt wird, ob
die Summe der Reihe konvergent oder divergent ist. Im Anschluss daran findet man das
Beispiel der Schlangenlinie — vorgerechnet! Danach kommen 23 Beispiele zu unendlichen

Reihen, aber keine weitere Aufgabe zu Figuren wie etwa der Schlangenlinie.
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Im Buch 3 von Steiner und Weilharter geht es mit dem Kapitel ,6. Grenzwert reeller
Funktionen — Stetigkeit” weiter. Das Kapitel handelt Gber Stetigkeit, Definitionsliicken und
Polstellen. Es wird auch der Begriff der Asymptoten erklart! Dies ist aber schon eine
Vorbereitung auf das nachste grolRe Kapitel der Differentialrechnung, in dem die Begriffe der
Stetigkeit und auch Polstellen, bzw. Asymptoten fiir die Kurvendiskussionen bendtigt

werden, aber keine Relevanz fiir meine Diplomarbeit haben.

Bei der genaueren Analyse dieser vier Schulblicher werde ich das Buch ,Mathe mit Gewinn?“
von Hinkelmann et all vernachlassigen, weil die fir mich wichtigen Kapitel Uber
,Umgebungen” und ,unendliche Folgen” nicht vor kommen. In diesem Schulbuch wird nur in
nicht einmal zwei Seiten lber , Folgen und Reihen” gesprochen. Es werden die Definitionen
zu arithmetischer und geometrischer Folge gegeben und danach die Summenformeln

,hergeleitet”, wie die nachstehenden Scans zeigen.
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4.3.1 Folgen und Reihen

Um die typischen Aufgabenstellungen der Rentenrechnung mathematisch méglichst einfach darstellen zu
kénnen, missen wir uns zuvor noch mit Folgen und Reihen befassen.

Vielleicht kennst du ,,Folgen” bereits aus Ratselheften, in denen oft mehrer Zahlen vorgegeben sind, zu
denen die nahe liegende Fortsetzung zu finden ist. Dazu benétigst du das so genannte Bildungsgesetz der
Folge: Du musst dir also Uberlegen, wie du von einer Zahl der Folge (auch Folgenglied genannt) zum
nachsten Glied der Folge kommst.

Eine geordnete Anordnung von Zahlen, die bestimmte Eigenschaften gemeinsam haben, nennt
man Folge.

Wir wollen uns hier nur mit zwei ganz einfachen Bildungsgesetzen beschaftigen:

Gegeben sei eine Zahlenfolge 1, 3, 5, 7, ... Wie sieht das Bildungsgesetz dieser Folge aus?

Offenbar unterscheiden sich die Glieder der Folge immer um denselben Wert (ndmlich 2), man gelangt also
zum néchsten Glied, indem man zum vorherigen Folgenglied 2 addiert. Bezeichnet man die einzelnen Glie-
der der Folge mit a; (also a, = 1, a, = 3, a; = 5 usw.), so kann man allgemein sagen: a;,;=a;+ 2 (i e N*).

Folgen — meist geschrieben als <a;> — bei denen die Differenz zweier benachbarter Glieder
konstant ist, nennt man arithmetische Folgen.
Sie gehorchen dem Bildungsgesetz a;,, = a; + d (i e N*, d e R).
4.98 Uberlege dir, warum fir arithmetische Folgen jedes beliebige Glied a, mit der Formel
a,=a; + (n-1)-d berechnet werden kann.

4.99  Erklare mit eigenen Worten folgenden Zusammenhang zwischen Folgengliedern einer arithme-
tischen Folge und begriinde, warum dieser Zusammenhang richtig ist;

4.t 8se
an:n1 n.‘f.
2

Die wohl einfachste arithmetische Folge lautet 1, 2, 3, 4, ... bzw. allgemeina, =a,_, + 1 mita, = 1.

Carl Friedrich GauB hatte als kleiner Junge die Aufgabe, die Zahlen von 1 bis 100 zu addieren. Er musste
also die ersten 100 Glieder dieser Folge zusammenzahlen.

Unter einer Reihe von Zahlen versteht man die Folge <s,> der Teilsummen s, der Folge <a;>,

n
wobei s, =a; +a, + ... +a, bzw. in verkirzter Schreibweise: s, = Za,-
i=1
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GauB sollte also das 100. Glied der arithmetischen Reihe zur Folge <a,>=1+n berechnen. Er berechnete
die Summe der Zahlen von 1 bis 100 im Kopf und ,erfand” dabei folgende Formel:
Allgemeine Summenformel fiir arithmetische Reihen

S5 :g(a1 +a,) bzw. s, :%~(Za1 +(n=1)-d)

4.100 Berechne mithilfe dieser Formeln das Ergebnis der Summe der nattrlichen Zahlen von 1 bis 100
und uberpriife das Ergebnis mittels elektronischer Hilfsmittel.
4.101 Suche im Internet die Geschichte von GauB und seiner arithmetischen Reihenformel und auch den

dazugehdrigen Beweis. Versuche anschlieBend den Beweis selbststandig durchzufihren.

Folgen, bei denen man von einem Glied zum nachsten durch Multiplikation derselben Zahl
gelangt, nennt man geometrische Folgen.
Sie gehorchen dem Bildungsgesetz b; . = b;-qgieN*, geR)

4.102 Uberlege, warum fir geometrische Folgen jedes beliebige Glied b, mit der Formel b, = b, ol
berechnet werden kann.

4.103 Erklare mit eigenen Worten folgenden Zusammenhang zwischen Folgengliedern einer geometri-
schen Folge und begriinde, warum dieser Zusammenhang richtig ist: b, = by bp-

4.104 Gegeben ist die geometrische Folge mit b; = 500 und g = 1,031 25. Schreib die ersten 20 Glieder
dieser Folge auf. Denk dabei an die exponentiellen Wachstums- und Abnahmeprozesse zurtick und
erinnere dich an deren rekursive Darstellungsform. Deine technischen Hilfsmittel werden dir bei der
Lésung der Aufgabe helfen.

In Anlehnung an die arithmetische Reihe versteht man unter der geometrischen Reihe die Folge der
Teilsummen <s,> einer geometrischen Folge <b,;>. Ein kleiner Trick wird uns helfen, eine Formel fur s, (das
ist die Summe der ersten n Glieder von <b;>) zu entwickeln:

Fars, gilt:s,=b; + b, + bs+ ... +b,=b; + b;"q + b, g+ ...+ by-g™"

Nun der Trick: Man multipliziert diese Gleichung mit g und zieht vom Ergebnis die obige Zeile ab:

5.-g =G (b + by G+ by G + oo + BygT) = by + by g? + bGP + o+ byq”

s, g—s,=b;q+b,g*+by-g>+ ...+ b q"=(b; +by'g+ by >+ ...+ by-q"") =by-q" by (Warum?)

Jetzt mussen wir nur noch s, und b, herausheben und nach s, auflésen und schon sind wir am Ziel. Aus
s, (g=1)=b,(g"-1) folgt:

R
Allgemeine Summenformel fiir geometrische Reihen: s, = b, C;—_E (g=1)

4.105 Bestimme den Wert von s,, aus Aufgabe 4.104.

Mehr steht zu Folgen und Reihen nicht im Schulbuch von Hinkelmann et all. Es werden auch
ganz kurze Beispiele dazu gegeben, aber sonst findet man in diesem Buch nichts zu ,Folgen
und Reihen”, das fir meine Diplomarbeit relevant ware. Finanzmathematik ist namlich nicht
mein Thema und das hat bei Hinkelmann et al. die Hauptgewichtung. Das ist fiir eine
Handelsakademie auch wertvoll und wichtig, aber dann wundert es mich, warum die
anderen HAK-Schulbicher und sogar das alte Buch aus dem Jahr 1990 ein eigenes Kapitel zu
,Folgen und Reihen” haben. Wie man aber gleich sehen wird, werden nur der Begriff der
Folge, die arithmetische Folge, geometrische Folge und ihre Reihen eingefiihrt. Von , & —

Umgebungen” oder Grenzwerten findet man auch in der Alt-Ausgabe von Brunner et all

nichts.
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Die Einfihrung der Folgen im Schulbuch von Brunner ist eher kurz und nicht ganz
einleuchtend — Folgen werden Uber die natirlichen Zahlen eingefiihrt. Zum Schluss steht
dann eine allgemeine Form einer Folge und die Folge ay wird beschrieben durch eine
Abbildungsgleichung. Wie man im nachfolgenden Scan erkennen kann, sind auch die

Ubungsbeispiele dazu nicht allzu schwer.

| 2 ; ; 2 -
In der Folge <1, T3 ist die Abbildungsvorschrift leicht zu erkennen: Den natiirlichen Zahlen werden

zugeordnet (siehe Abb. auf Seite 125 unten).

1
2.~
die reziproken Wert

a u,)l)—-

Wir kénnen daher schreiben: <£>

Eine Folge ist allgemein gegeben durch:

gy, = fU)>, (keN,)

Dabei bedeutet # die Anzahl der Glieder und g, = f(k) die Abbildungsgleichung. In unserem Beispiel ist
f(k)y=1/kund n = 5.

Weitere Beispiele:

e+ 1 345 39981243
Nl et R sy R ey

1357
Zur Folge e 190> soll die Abbildungsgleichung gefunden werden! In den Nennern der einzelnen Glieder
der Folge stehen die geraden Zahlen. Wir schreiben daher fiir die Nenner 2 k. Die Zéhler der Briiche sind jeweils

um 1 kleiner als die Nenner, daher: 2k — 1. Somit erhalten wir:
2k—1
< 2k >5

Ubungsbeispiele:

6.1.1.  Schreiben Sie die Folgen vollstindig an:

k _ 3k—1 -
dEE) v o) e

L] 9 (s 2> D <3 h) <2kk_l

6.1.2.  Ermitteln Sie die Abbildungsgleichungen fir die Folgen

a) <1, 4,7, 105 b) <2, 6, 10, 14, 18>
<) /l,i, é, §,§ Anleitung: %, ij, §, §,E
\ (3253 Y345 6
149 16 12 838
P p Ly 12,88
) <4’ 916 25> % <2‘ 3 by 3>
f) <0, 4, 18, 48, 100> AHISItHHES €01, 1429, i)
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Im Vergleich dazu ist die Einfihrung im Schulbuch ,Mathematik und ihre Anwendungen in
der Wirtschaft 2“ von Steiner und Walharter Gbersichtlicher. Hier wird ein Bildungsgesetz
gesucht, dieses wird mit einem Zahlenratsel eingefiihrt und es werden die wichtigsten
Definitionen zu ,Folge”, ,arithmetische Folge” und , geometrische Folge” gegeben. Gleich
nach der Einfiihrung beginnt das Kapitel tGber ,Arithmetische Folgen“. Um in meinem 4.
Kapitel eine verniinftige Gegenuberstellung aller Schultypen geben zu kénnen, folgen nun

die Scans aus dem Schulbuch von Steiner und Weilharter, in denen man auch sieht, dass die

Summenformel fiir die arithmetische Reihe hergeleitet wird.

Aus einer Rétselzeitschrift:

2 4 8

Velche Zahl folgt als ndchste? Dieses Réatsel ist gar nicht so einfach! Denn
=in ,logisches" Argument, welche Zahl fur das rote Fragezeichen zu set-
zen ist, gibt es nicht.

3ei den Ublichen Zahlenratseln kann man im Allgemeinen folgende Be-
Jrindung geben: Die Reihenfolge der Zahlen gehorcht einer bestimmten
-unktionsgleichung, in das die naturlichen Zahlen — meistens mit 1 begin-
1end — eingesetzt werden.

So liefert z. B. die Gleichung y = 2x + 1 die Zahlen

3 5 7 9 ... furxeN™
Dder fur y = x? erhalten wir
1 4 9 16 ... fOrxeN*.

=s gilt also — durch Propieren oder Intuition — eine Funktionsgleichung,
zin Bildungsgesetz zu finden.

=Ur unser eingangs gebrachtes Problem gibt es unter diesem Gesichts-
ounkt beliebig viele Losungen:

16 ... fur das Bildungsgesetz y = 2%, x e N*
14 ... fur das Bi]dungsgesetzy:xZ—x+2, xeN*
lach dem Ausflug in die Rétselecke wollen wir uns mit dem fur die Mathe-
natik Wesentlichen befassen. Bei unserem Ratsel 2 4 8 ? wurden Zah-

snwerte in einer bestimmien Reihenfolge aneinander gesetzi.

n der Mathematik spricht man von einer ,,Zahlenfolige® und schreibt die

slieder der Folge in Winkelklammern.
Z,B.i(2.4.8, 16.32,64), (8,15,2,10. 1), {1.2,3) usw

\

zlilgemein: {ay, as, as, ..., @)

/Jan bezeichnet a4 als Anfan edundapalsr der Folge.
Jie Darstellung einer Folge durch einen Funktionsterm wird expliziie

ng genannt.

l -=schreibt man jedoch eine Folge ourch dle Abhanglgkelt ZWIschen den
| ~olgengliedern, spricht man von einer i ‘

Zahlenfolgen finden sich bereits auf
den babylonischen Tontafeln, die
vor vier Jahrtausenden entstanden
sind. Das folgende Foto zeigt eine
solche Tafel mit mathematischem
Keilschrift-Text aus dem 14. Jahr-
hundert v. Chr., der am Hof des
Assur-Tempels gefunden wurde.
Auf ihm sind die Quadratzahlen von
1 bis 18 noch erhalten. Die Tafel-
gréBe lasst vermuten, dass die
Zahlenfolge ursprunglich bis 302
gereicht hat.

149 16...289 324 ...

Es ist gleichgultig, in welcher
Re!henfolge die Elemente einer
ge angeschrieben
werden, Z. Bl 2 3k=
={2,3,1}=1{3, 2, 1} usw.

Wenn man aber die Elemente in
einer bestimmten Reihenfolge
anordnet, spricht man von einer
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Definition:

Eine unendliche (endliche) Folge
ist darstellbar durch eine Funktion,
deren Definitionsmenge die Menge
N* (die Menge {1, 2, 3, ..., k},

k e N¥) ist.

Definition:
Eine arithmetische Folge (AF) ist

eine Folge, bei der die Differenz
zweier Nachbarglieder konstant ist.

Warum spricht man von einer
Larithmetischen” Folge? Nun:
Jedes ,innere” Glied einer arithme-
tischen Folge ist das arithmetische
Mittel seiner beiden Nachbarglie-
der:

apqt+a
8= n—1 n+1

Definition:

Eine geomeirische Folge (GF) ist
eine Folge, bei der der Quotient
zweier Nachbarglieder konstant ist.

Der Betrag von jedem ,inneren”
Glied einer geometrischen Folge ist
das geometrische Mittel der Be-
trage seiner beiden Nachbarglie-
der:

lbnl=N"|bn—1|'|b:+1—I

u/

Al
)

Betrachten wir die nachstehenden Zahlenfolgen:

@y .2.8:45) 2) (1,2,4,8,16,32)
(2,4,86,8,10) (8,4,2,1,0,5,0,25)
(2,0,-2,-4,-6) (1,-2,4,-8,16,-32)

Welcher Unterschied besteht zwischen den in (1) und den in (2) ange-

fuhrten Folgen?

Offensichtlich bestehen gewisse Abhangigkeiten zwischen den Folgenglie-
dern:

— In (1) liegen Folgen vor, bei denen das n&chste Glied aus seinem Vor-
génger durch Addition einer konstanten GréBe entsteht. (Arithme-
tische Folgen!)

— In (2) liegen Folgen vor, bei denen das néchste Glied aus seinem Vor-
ganger durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor entsteht
(Geometrische Folgen!)

+d +d +d +d +d
Arithmetische Folge: a]  “a;  “af &y al

Geometrische Folge: b, b, b, b, b5
Sog® g g g g X

Die Glieder einer endlichen Folge k&nnen zu einer (nicht ausgerechneten
Summe zusammengefasst werden. Man spricht dann von einer Reihe.

Anders formuliert: Ein Term der Gestalt aj+ap+---+ay heift endliche
Reihe mit k Gliedern,

z.B: (1) 2+4+8+16+32+64
(3) 1+0,5+0,25+0,125

(2) 2-2+2-2+2-2
(4) 1+2+3+4

Es gibt auch unendliche Reihen (z. B.: —;‘+%+%+---+2—‘r+~-~ ). Man Uber-

legt sich leicht, dass diese unendliche Reihe sogar eine Summe ha!
namlich 1. Man denke sich ein Blatt Papier zerschnitten in die Halfte
geviertelt usw. und addiere alle Teile.

2. Arithmetische Folgen

Die Folge (2, 5,8, 11)ist eine arithmetische Folge. Die Differenz d der Folgs
ist 3. Es gilt:
aq =2
a,=a;+d=2+3=5
ag=as+d=ay+2d=2+6=8
ag=ag+d=ay+3d=2+9=11

Allgemein: | ap=a4+(n—1)-d l (explizite Darstellung)

Die rekursive Darstellung einer arithmetischen Folge lautet allgemein:

a,=4a,.1+d
Beispiel:

Gegeben: arithmetische Folge aq=4,d=2
Gesucht: ag

Losung:
ag=a4+5d=4+10=14

36:14

Im Anschluss daran folgt bei Steiner und Weilharter die Herleitung der Summenformel der

arithmetischen Reihe, wie der nachste Scan zeigt.
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Zine oft wiederholte Anekdote berichtet, dass dem neunjahrigen Carl
Friedrich GAUSS in der Grundschule die Aufgabe gestellt wurde, alle gan-
zen Zahlen von 1 bis 100 zu addieren. Innerhalb sehr kurzer Zeit hatte
SAUSS das richtige Ergebnis 5050 durch folgende Uberlegung herausge-
“unden:

1*
+2
+3—
+45 |
J 101+101+101+101+---
+ 97~
+98 50 Summanden
+99
+100——

5050 =50-101
Carl Friedrich GAUSS

Dieser Gedankengang findet auch Anwendung bei der Ableitung der (1777—1855)
Summenformel iUr eine endliche arithmetische Folge (AF). TR S ——

3

Bezeichnet man mit s, die Summe der ersten n Summanden einer arithme-
tischen Folge, so gilt:

Sqggp=1+2+:--+100

14100 =101
2+ 99 =101 : —
3+ 98 =101 Pt e

~G

99+ 2 =101
100+ 1 =101

o .,

o

S100 +S100 = 28100 =101-100
afue-4

S100="22-101=5050

Allgemeine Herleitung: Summe einer arithmetischen Folge:

Sh=aj+(as+d)+(as+2d)+---+(a,—2d)+(a,—d) +a, Sn=3-(ar+an) bzw.
Sp=ap+(@p—-d)+(ap—2d)+---+(a;+2d)+(a;+d)+ay

sn=5[2a1+(n-1)d]

2sy=(aj+ap+(aj+ap+(as+ay)+--+(aj+ay) =n-(a;+a,)
Die Summe einer arithmetischen
Folge mit n Gliedern ist gleich dem
sh=35-(aj+ay) n-fachen arithmetischen Mittel aus
- dem ersten und dem letzten Glied
der Folge.

2s,=n-(aj+ap)

n
Sn=5(ar+ay)

Im Anschluss daran folgen vorgerechnete Beispiele. Flir mich interessanter ist jedoch der
Vergleich zum alteren Schulbuch von Brunner et al.: Die arithmetische Folge wird gleich wie
bei Steiner und Weilharter eingefiihrt — nur ohne Zahlenbeispiel. Auch die Schreibweise ist

dieselbe, wie der nachstehende Scan aus dem Buch von Brunner zeigen wird.
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Es ist leicht zu beweisen, daB die erste Differenzfolge einer arithmetischen Folge immer konstant ist, denn man
erhalt:

Qo1 —aqp=[dk+1)+e—(d-k+te]=d
Man nennt d die Differenz der arithmetischen Folge.

Aus a; = a; + d erhalten wir fiir

k=1 a=a +d

k=2 a=a+d=a +2d

k=3 aGy=a;+d=a +3d
k=n—1 a,=ay+m—1)-d ne NN,

Die Beispiele dazu sind im Buch von Brunner et al. ganz normal. Man soll Folgenglieder
ausrechnen oder Bildungsgesetze aufstellen, auch wenn diese hier nicht so heilen, wie der

folgende Scan zeigt.

6.2.1.12. a5 = 32, d = 3. Wie groB3 ist a»,?
6.2.1.13. Bestimmen Sie die arithmetischen Folgen fiir folgende Funktionen:

a) y=5—3x, xeN; c) y= % — 3, xeNy

b) y=4x+ 1, xe N, d) y=-x+1, xeN;

S RS I

6.2.1.14. Bestimmen Sie die linearen Funktionen, die durch folgende arithmetische Folgen festgelegt sind:

4 &—5.1.5, % o) <4,2; 4.8; 54; 6,05
b) <1, 5,9, 13} A 410, 1.9, 4, 15

Es folgen hier noch weitere Beispiele zum Beweisen oder zum Aufsuchen von
Folgengliedern, aber ich denke dieser kurze Auszug veranschaulicht genligend. Im Anschluss
an die Beispiele gibt es ein Feld, in dem sich die Endergebnisse zu den einzelnen Aufgaben

befinden.

Im Schulbuch von Brunner et al. wird als nachstes die arithmetische Reihe erldutert. Diese
wird auch hier hergeleitet — sogar genauso wie der Beweis bei Steiner et al. Jedoch ist der

Beweis in der dlteren Ausgabe libersichtlicher gestaltet, wie man hier sehen kann:
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Wir werden jetzt die Summe einer arithmetischen Reihe berechnen.

Sy =0 F @ T T Qs T8,

Sp =@ Gy Fow F @ T0

In der ersten Gleichung driicken wir alle Glieder durch ¢; und d aus, in der zweiten Gleichung durch a, und d.

S,=ap+ap+Hd+ ...+ m—2)d+ g+ nm—1)d
S”:all+[alz—‘{_]-i_"‘+[a'l_(l/l_z)-Ci]—i-[aH—(’z— ]’)-(i]

Die Gleichungen werden addiert.

2S71 = [al & an] + [al + an] T s 7 [al o an] i+ [al 3 an]
2s,=n-(a; + a,)

n
Sp = ; (al it an)

Setzen wir fir a, = a; + (n — 1) d, dann wird die Summe

§, = g-[Za] +(n—1)-d

In beiden Schulbiichern der Handelsakademien findet man Tabellen zum Ausfillen. Ich
werde die Tabelle zum Vervollstindigen der fehlenden Werte aus dem Schulbuch von
Steiner und Weilharter entnehmen. In beiden Blichern sind auch Beispiele zu Zahlenfolgen
zu finden, in denen beispielsweise die Summe der ersten 6 Glieder und das Produkt der
ersten 3 Glieder gegeben sind. Man soll die Folgenglieder berechnen etc. Diese Beispiele

werden hier aus dem Buch von Brunner et al. entnommen und eingefiigt.

s

217. Die folgende Tabelle ist zu vervollstandigen:

ay d n ap Sn

a) 4 5 6

b) 3 2 ‘ 19

> B0 5 -75

d) b 12 7 57

e) < 16 44
A 4 -7.8 114
Mg) 5 4 -9

h) 7 . [ o4 72
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6.2.2.26. Die Summe der ersten 15 Glieder einer arithmetischen Reihe ist 15, das sechste Glied ist 3. Berechnen
Sic die Differenz der Folge und deren 15. Glied. Das wievielte Glied der Folge ist —37?

6.2.2.27. In einer arithmetischen Folge ist die Summe aus dem zweiten und achten Glied 42. Das Quadrat des
sechsten Gliedes ist 676. Wie groB ist die Summe der ersten 15 Glieder dieser Folge?

6.2.2.28. Die Zahl 30 ist so in drei Teile zu teilen, dal3 die Teile eine arithmetische Folge bilden. Das Quadrat
des ersten Gliedes ist um 64 gréBer als das Produkt der beiden anderen Glieder.

6.2.2.29. Vier Zahlen bilden eine arithmetische Folge; die Summe dieser Zahlen ist 66, die Summe ihrer Quadrate
ist 1494. Wie heillen die vier Zahlen?

6.2.2.30. Vier Zahlen bilden eine arithmetische Folge: die Summe dieser Zahlen ist 34, die Summer ihrer Quadrate
ist 414. Wie heilen die vier Zahlen?

6.2.2.31. Berechnen Sie die Seiten eines rechtwinkeligen Dreiecks, die eine arithmetische Folge bilden, wenn die
Fliche 96 cm? groB ist.

6.2.2.32. Berechnen Sie die Seiten eines rechtwinkeligen Dreiecks, die eine arithmetische Folge bilden, wenn die
Hohe 4 = 12cm betrégt.

6.2.2.33. In einem Dreieck bilden die drei Seiten eine arithmetische Folge mit der Differenz 7 cm. Der Flachen-
inhalt des Dreiecks betrigt 294 cm®. Wie groB ist sein Umfang?

6.2.2.34. In einem Dreieck bilden die drei Seiten eine arithmetische Folge mit der Differenz 11cm. Der
Flécheninhalt des Dreiecks betrigt 210 cm®. Wie groB ist sein Umfang?

In beiden Schulblichern folgt nun die ,Geometrische Folge”. Bei beiden wird die explizite
Darstellung dieser Folge gegeben, auch gleich beschrieben. Im Anschluss folgt nun ein Scan
aus dem Schulbuch von Brunner et al.,, damit man diese Darstellung einmal sieht. Die
Einflhrung einer Folge geschieht immer mit einer Zeichnung, diese ist flir mich aber nicht so
wichtig.

Wollen wir von einer geometrischen Reihe nur das n-te Glied berechnen, dann lesen wir aus der
Abbildungsgleichung ab:

e 73l
bn = bl q

Zum Beispicel: by = 3-2° = 24

Ist, wie in diesem Beispiel, ¢ > 1, dann entsteht eine steigende Folge.
Zum Vergleich dazu wird im Schulbuch von Steiner und Weilharter die geometrische Folge
geboten — anhand eines Beispiels und gleich im Anschluss folgt der Beweis der
Summenformel einer geometrischen Folge. Es werden in diesem Schulbuch immer
vorgerechnete Beispiele gegeben, auf die ich hier verzichte. Die Begriindung dafiir findet
man auch im nachsten Kapitel meiner Diplomarbeit. Im Anschluss an den Scan Uber die
geometrische Folge aus dem Schulbuch von Steiner findet man die ,Herleitung” der
geometrischen Reihe aus dem Schulbuch von Brunner. Wie man sieht, ist die Beweisflihrung
dieselbe, auch wenn man es auf den ersten Blick nicht glaubt, weil man mehr Text im

Schulbuch von Brunner et al. findet.
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3. Geometrische Folgen

Die Folge (3, -6, 12, —24) ist eine geometrische Folge. Der Quotient ¢
der Folge ist - 2. Es gilt:
by=3
by =by-G=3-(-2)=-6
by=bp-q=by-0°=3:(-2)°=12
by=bg-q=b;-g°=3-(-2)%=-24

Allgemein: (explizite Darstellung)

Die rekursive Darstellung einer geometrischen Folge lautet allgemein:

Beispiel:
| Gegeben: geometrische Folge, by =2, bs = 162
Gesucht: g
Loésung:
Es ist ginstig, die erste Formel fur 4 bg )
g <1, die zweite Formel fur g > 1 bs=by-q (:»q=i$\‘b% Zt%‘T =+ {81=%3 g==3
anzuwenden. : - =

Ahnlich wie bei der arithmetischen Folge gibt es auch bei der geometri-

PUPEE T Sia WISaRIgER FoTTElH schen Folge eine allgemeine Summenformel:

nicht definiert, in diesem Fall gilt:

Bewets:

S = Byt By BBy e b g™

=
o1 | @=1)

Sn=b4

Wir multiplizieren diese Gleichung mit g und erhalten
Sp-d=by-q+by- g%+ +by-q".

Subtrahiert man die zweite Gleichung von der ersten, so ergibt sich:

Sn=5n"a=D1=by-q" &5, (1-q) =by-(1-q") & 5, =b =L = by L =1

Die Summe der Glieder einer geometrischen Folge (b, ), bezeichnen wir als geometrische Reihe by + b, + ... + b,
Die ausgerechnete Summe dieser Rethe nennen wir

$,=by+b,+... T b,

Diese Summe 4Bt sich folgendermalien berechnen:

s,=b+bgt...+bh g *+b-q"

Die Gleichung wird mit ¢ multipliziert

S, q=bqtbh ¢F+...+b-qd ' +b ¢

und schlieBlich wird davon die urspriingliche Gleichung subtrahiert:

Sy q=8,=—b+b¢

s @=D=br@ =1 o= L1

Das erste Beispiel zu den geometrischen Folgen und Reihen ist in beiden Biichern wie bei
den arithmetischen Folgen und Reihen eine Tabelle zum Ausfiillen von fehlenden Werten.

Danach folgen wieder Beispiele mit Zahlenfolgen — auch wie bei den arithmetischen Reihen.
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Deswegen folge i i ispi

g gen nun keine Scans mit Beispielen dazu, weil diese sehr dhnlich sind, nur da

| , sS
es nun geometrische anstatt arithmetischen Folgen sind

In beiden S ¥ i
chulbichern folgt nun ein Kapitel, das aber keine Bedeutung fir mei
eine

?e| St.emer und Weilharter kommt aber noch ein Kapitel, das fiir meine Diplomarbeit wichti
ist. Diesen Abschnitt findet man jedoch erst im 3. Schulbuch fiir die Handelsakadem'g
»Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 3“. Dieser lautet ,Zahlenfolgen Ii
Grenzwert — Stetigkeit”. Dieses Kapitel beginnt mit derselben Einfliihrung wie auch schon im

2. HAK — Sch i i
ulbuch von Steiner und Weilharter, nur noch weiter zusammengeblockt, wi
man im nachfolgenden Scan sieht. o

—

ZAHLENFOLGEN — GRENZWERT — STETIGKEIT

1. Allgemeines Ober Zahlenfolgen
Aus einer Ratselzeitschrift:

4 8

Welche Zahl folgt als nachste? Dieses Ratsel ist gar nicht so einfach! Denn
ein ,logisches” Argument, welche Zahl fur das rote Fragezeichen zu set-
zen ist, gibt es nicht.

Bei den Ublichen Zahlenratseln kann man im Allgemeinen folgende Be-
grandung geben: Die Reihenfolge der Zahlen gehorcht einer bestimmten
Funktionsgleichung. in das die naturlichen Zahlen — meistens mit 1 begin-
nend — eingesetzt werden.

So liefert z. B. die Gleichung y = 2% +1 die Zahlen

Es ist gleichgultig. in welcher
Reihenfolge die Elemente einer

: Zahlenmenge an eschrieben
3 S v D fur x e N™ werden, Z. 89,1{1,8. 3}=
Oder fUury = %2 erhalten wir ={2,3,1}=1{3.2, 1} usw..

0 1 4 © 16 ... farxeN. Wenn man aber die Elemente in
Es gilt also — durch Probieren oder Intuition — eine Funkfionsgleichung. einer bestimmten Reihenfolge
oin Bildungsgeseiz zU finden.

anordnet, spricht man von einer
For unser eingangs gebrachtes Pro

blem gibt es unter diesem Gesichts- Folge.
punkt peliebig viele Losungen:
(o e fiir das Bildungsgesetz ¥ = 2%, xeN* D?f‘n'tlonl )
14 ... for das Bildungsgesetz ¥ = %2 —x+2, xeN”~ Eine unendlich

e (endliche) Folge
ist darstelibar durch eine Funktion,

Nach dem Ausflug in die Ratselecke wollen wir uns mit dem fur die Mathe- deren Definitionsmenge die Menge

matik Wesentlichen befassen. Bei unserem Ratsel 2 4 g 2 wurden Zah- N* (die Menge {1, 2.3, - Kk},
lenwerte in einer bestimmten Reihenfolge aneinander gesetzt. k e ) ist.
In der Mathematik spricht man von einer ,,Zahlenfolge“ und schreibt die
Glieder der Folge in Wwinkelklammern.

Definition:
z.B.:(2, 4,8, 16, 32, 64), (8, 15

- Eine arithmetische Folge (AF)ist

2,10, 1), (1. 2, 3) usw. cine Folge, bei der die Dgiﬁe(ren)z

aligemein: (a4, 82, 3. - an) Zweier Nachbarglieder konstant ist.

Man bezeichnet a4 als Anfangsglied und ap als n-tes Glied der Folge. Warum spricht man von siner

Betrachten wir die nachstehenden Zahlenfolgen: Larithmetischen” Folge? Nun:

(1) 02 S 4, 5) 2y {1 20% 8,16, 32) Jedes .innere” Glied einer arithme-
(2 4, 6 8 10) e e 2 A 0.5, 0.25) tis_chen F_otge ist das arithmetis_che
{2, 0, Y W g _2 4,-8,16, 30y Mittel seiner beiden Nachbarglie-

Welcher Unterschied besteht _wischen den in (1) und den in (2) ange- den o

fiihrten Folgen? an=—_ 35

“onsichtlich bestehen gewisse Abhangigkeiten zwischen den Folgenglie-
dern:

Definition:
— In (1) liegen Folgen vor, pei denen das

nachste Glied aus seinem Vor- Eine geomeirische Folge (GF)ist
ganger durch Addition einer konstanten GroBe entsteht. (Arithme- oine Folge, bei der der Quotient
tische Folgen!) zweier Nachbarglieder konstant ist.
— In (2) liegen Folgen vor, pbei denen das nachste Glied aus seinem Vor- Der Betrag von jedem Linneren”
ganger durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor entstent. Glied siner geornetrischen Folge ist
(Geometr'\sche Folgen!)

das geometrische Mittel seiner
o s o) el +d beiden Nachbarglieder:
Arithmetische Folge: a1/ ay \\aB/ e f \as/ e

Geometrische Folge: Dy

b, e 4 Bk
Qi P g iy —.q® P~ -a”

S me einer (endnchen) arithmetischen Folge:

um
sn=12(aj+an) bzW. Sn= = [2a;+(n—1)d]

Summe einer (endli

chen) geometrischen Folge:

- {3 el
sn=b15=7
q
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Ich muss an dieser Stelle erwdhnen, dass diese Seiten aus dem Schulbuch der 3. HAK fiir
mich kopiert wurden, da ich dieses Buch mir nicht ausborgen konnte. Darum sind die

folgenden Scans etwas schiefer. Aber das soll meiner Diplomarbeit nicht im Weg stehen.

Da ich leider kein anderes Schulbuch mehr gefunden habe, werde ich nun nur noch aus dem
Schulbuch von Steiner und Weilharter scannen und dies analysieren. Es folgt in diesem Buch
das Kapitel ,Monotone und beschrankte Folgen”. Diese werden definiert und es folgen

Beispiele. Man findet bei Beschrankungen auch wieder die Begriffe ,Infimum“ und

»Supremum®,

—

(1,2,3,4,..) B

Betrachten wir die Folge

o1 . 1 \
10 700 7000 -/

so erkennen wir:

Jedes Gilied ist groBer als das unmittelbar vor-
hergehende. Soistz. B. 2>1, 3> 2 usw.

streng monoion wachsenden Folge.
Definition:

Eine Folge (a,) heit monoton wachsend, wenn
jedes ihrer Glieder gréBer als das unmittelbar vor-
hergehende oder diesem gleich ist, d. h. wenn far
alle n eN* gilt: a1 > a, 2. [

Jedes Glied ist kleiner als das1unmittelbar vor-

; i
hergehende. Soist z. B. T 166 < 35 USW-

Wegen dieser Eigenschaft spricht man von einer

streng monoton fallenden Folge.

Definition:

Eine Folge (a;,) heiBt monoton fallend, wenn jedes
ihrer Glieder kleiner als das unmittelbar vor-

hergehende oder diesem gleich ist, d. h. wenn fur
alle n e N* gilt: a4 < a, 2.

Weitere Beispiele fiir
monoton wachsende (steigende) Folgen: I
ap) ={1+2n)=(3, 5,7, 9, o)
(am={n?)=(1, 4, 9,16, ..))

monoton fallende Folgen:

|
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Auch andere Arten (Sonderformen) der Monotonie sind moglich. Denken
wir an konstante Folgenwiez. B. (4,4,4,4,4,4,...): Diese Folge ist sowohl
monoton wachsend als auch monoton fallend. Strenge Monotonie liegt
allerdings nicht vor.

Die Glieder der monoton fallenden Folge (anp) = \% ={1
sicher im Intervall [0,1]. Es besteht also die Beziehung 0

ANl

o wird als untere Schranke, 1 als obere Schranke bezeichnet. Jede Zahl,
die groBer als eine obere Schranke B ist, ist gleichfalls eine obere Schran-
ke. Entsprechendes gilt fir untere Schranken.

Eine sogenannte _beschrankte* Folge (vgl. Definitionin der AuBenspalte)
pesitzt unendlich viele obere und untere Schranken.

Eine Foige {aﬂ} heiBt unbeschrankt, wenn sie keine obere oder untere
Schranken besitzt.

Beispiele fiir Folgen und deren obere bzw. untere Schranken:

Definition:

Eine Folge (a,) heift beschrankt,
wenn es zwei reelle Zahlen b und B
gibt, so dass die Ungleichung

b < a,, < B fur jedes Glied ‘a,, der
Folge erfullt ist. b wird als untere
Schranke, B als obere Schranke
der Folge bezeichnet.

Die groBte untere Schranke heiBt

(1) ¢5=3n)y=(2, -1, -4, -7, =10, ...} ,z.B. B=3 It

(@) (243N)= ... ,z.B. b=4 Die kleinste obere Schranke heifit
‘ Supremum.
f n \_ ] o

@) g™ wevodipR S o ,z.B. b=0,B=1

4) {:Q]—”(nﬂ):}: .................. 2B b=-3,B=2

= = - i, NP e g o - e

| Beispiel:

3n+1
n+1/

Gegeben ist die monoton steigende Folge <
‘ dieser Folge ist.

\ Esist zu ermitteln, ob a) 2,5 b) 4 eine obere Schranke

Lésung:
a) a,<B b) a,<B
Sntleos |[-2(n+1) Sntlcs |-(n+1) Der Nenner istfur alle neN” positiv.

6n+2<5n+5
n<3
L={1,2,3} (=N")

3n+1<4n+4
0<n+3
L=N*

2,5 ist keine obere Schranke.

4 ist eine obere Schranke. (Es ist zu vermuten, dass es noch weitere

obere Schranken gibt, die kleiner als 4 sind.)

Es folgen nun Beispiele zu beschrankten und monotonen Folgen. Dabei soll man die
Monotonie der Folgen untersuchen oder Schranken ermitteln, bzw. Uberpriifen. Der

nachfolgende Scan ist aber nur eine Auswahl von Beispielen. Es gibt natiirlich mehrere.
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5. Welche Art von Monotonie liegt bei den nachstehenden Folgen vor?

/ v/ n\ Nt \ oo §oo Jf 3n

a) (an)={747/ b) (ay=(3-2n) ) (@n)={zn+7/

d) (a ‘;:.’/ on e) (a >=(/ i \) f) (a L /8n+1y
\en/ \n9+2;) AT\ 2Ry AT

3. Man untersuche die Monotonie der
a) arithmetischen Folge a,=a4 +(n—1)-d flr die Falle d<0,d<0,d=0,d>0 undd>0.
b) geometrischen Folge b, =by - qr"1 mitb; >0 furdieFalleg<0,0<g<1,g="1 undg>1.
c) geometrischen Folge b, =Dy - q”‘1 mitby<OfirdieFalleq<0,0<g<1,g=1 und g>1.

4. Es ist festzustellen, ob die Werte b bzw. B untere bzw. obere Schranken der Folgen {a,) sind.

[ 3n_\ an -1
a) b=1,B=3, (an)=(z4) b) b=-3,B=-2 (an)=($51)
_1 /2n—1} B o B o oy [TRETN
c) b=3.B=3. (a)=(557) d) b=3.B=3. @=("5)
- ! o ‘
e} b=-2, B—Maw‘*iﬂif( 07 ) b=-48=2 (ay=(2=-1")

Anleitung: Man unterscheide in ) und f) die Falle ne Ng\{O} und ne N,

5. Esistfar die Folgen {(a,) je eine untere und eine obere Schranke zu ermitteln:

/1—31’\\

y; [T ;_'\.\ i _ _(‘ ‘k‘

a) @n) =757/ b )| (an) = \Zn-1 c) (ap) N2 1/
TN [n=1) _¢2n—1
m (@n) =\ 32 / e) (ap = \n¥ f) ‘an"".’ ned /

6. Man berechne das Glied der Folge {a,,) mit dem kleinsten Index, welches die daneben angefiihrie Bezie-
hung erfallt.

,3n+2 _/1=8n 17 _ 3n1—1 7
a) \an/—g1 5n ) @n > -2 b) {(an)= 2 1(; T c)‘ (@n)={=F—) 8n<3
/ \ ) '
| / j2n 1 fn v S+ 1
/ s { Ve - \ = ———) —
d) (ap) = \9n+3/ an>1000 e) (ap) <,mz+2;;, an <159 ) {(ap) ‘) @ <75

7. Esistzuzeigen, dass die angegebenen Werte b bzw. B Infimum bzw. Supremum der nachstehenden Folgen
sind.

e IO & ’ [3n=1\ g_3 IS 5n¢1 5
a) (an) —\1,>‘ b=0 b) (an)= \zn73/" B 2 €} (@n)={zm=1 ven—1 b= 2
i \ V — f \ / \ / A
d) (a,)=(L2=4} B=1 e) (ay) =(==). b=0 ﬂza:=ﬂ2nb:1
n \3n_,.2 3 n/=\ony Sekny Oy |
o L Ciosimbava b P AlmA Alkara Qakranlkaict Nann nehme man
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Im 3. Kapitel ,Gr
»,arenzwe — .
konvergi rt — Konvergenz — Divergenz“ werden die Begriffe ,N
,konvergieren“ und ,Um ‘o iffe ,Nullfolge”,
I gebung” eingefiihrt und definiert. Auch der Begriff ,fast all
atz im Buch. Im Anschlus »fast alle” erhalt
s folgen die Begri
. griffe der Konv
wie der nachfolgende S . ergenz und des Grenzwert
can zeigt. Es folgen danach . e -
wenige Beispiele dazu. Wei
. Weiters folgen die

Grenzwertsatze und (]

m
. ehrere Ubungsaufgaben zu dem gesamten Kapitel _
uglich der ,,e — Umgebung” werden gegeben pitel. Auch Beispiele

eispiel:

!

\,

| Es ist zu zeigen, dass die Folge mitdem Bildungsgesetz <%> eine Null-

‘l folge ist. Definition:

| L6sung: Die Zah! o. heift Grenzwert der

b ; st Folge (a,), wenn in jeder &

| . ¥ " n

; Eine Folge mit dem Grenzwert (vgl. nebenstehende Definition) 0.=0 Umgebung von o fast alle Glieder

| nennt man Nullfolge. der Folge liegen:

| Wwir missen zeigen, dass in jeder e-Umgebung von &= Otfastalle Glie- |a, - o] <& gilt fur fas! alle Glieder
der Folge (@n/-

der der Folge liegen. d. h.dasseszu jedeme > 0 eine Gliednummer N
| gibt, von der an alle Glieder im Intervall ]-¢, €[ liegen:

! ‘laﬁ—a\ge @H——Okau%q @n>%, alsoN = ersteganze~und
wegene >0 auch naturliche — 7ah!, die groBer als % ist.

Flre= 3% ware N somit gleich 167.

| Fur jede Zahl e> 0, und sei & noch s0 Klein, gibt es daner eine Plaiz-
\ nummer N, ab der gilt: \% - 0\ <¢ sofernn=N. Die Folge /%\ ist daher

| eine Nullfolge.
| Bemerkung: Wir pezeichnen die Gliednummer mit N. ay ist das N-te
| Glied der Folge (an)-

Betrachten wir nachstehende unendliche Folgen:

") 1%«,]4- @) (24,816 )
11,1,01, 1,001, ) (10, 100, 1000, 10000, ...) Definition:
e ; T . : Eine unendliche Folge, die einen
Welcher Unterschied besteht zwischen den in (1) und (2) angefuhrten Fol Gronzwert hat, heift konvergent!.

2

il Eine unendliche Folge, die keinen
Nun: Bei (1) handelt es sich um konvergente Folgen, bei (2) um Grenzwert hat, heiBt divergent®.
divergente Folgen — vgl. die Definition in der AuBenspalte. Wie lasst sich die Konvergenz einer

& . o Folge pestimmen?
Fir den Grenzwert einer konvergenten Folge {@n/ verwendet man das Gefuhlsentscheidungen sind in der
Mathematik gefahrlich. Nun gibtes
den . Hauptsatz iber monotone
I Folgen®, der invielen Fallen
g Bt nilfreich ist und durch nichterne
Klarheit besticht:

Zeichen

Willman z. B. ausdriicken, dass die Folge (an) = \%\ = ’1 , %
Grenzwert 0 hat, SO schreibt man  kurz: lim %:0 (gesprochen:
Limes® % fur n gegen unendlich gleich 0). n

Eine monoton wachsende
(fallende) Folge in R ist genau
dann konvergentin R, wenn sie
nach oben (unten) peschrankt
ist.

Folgendes ist wichtig: Da unter den Gliednummern einer Folge (@p) kein
groBter Index n* auftreten kann, gibtes auch kein letzies Glied a,, der Folge.
SchlieBlich bedeutet die Schreibweise n — = ja nicht, dass die Folge den
Index = erreicht und dann abbricht.

Der Grenzwert o wird nie erreicht, er gehort im Allgemeinen selbst nicht  pas bedeutet: Um die Konvergenz
einer monotonen Folge zu zeigen
genugt es, ihre Beschranktheit
nachzuweisen.

zur Folge®.

L e
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Es folgen die Scans zu den Grenzwertsdtzen und den Beispielen zu diesem Kapitel.

Konvergieren die Folgen (a,; und
b’ gegen die Grenzwerte o bzw.
B. so gilt:

®

Die Summenfolge | aj, +by
Konvergiert gegen die
Summe der Grenzwerte
o+ p.

Die Differenzfolge an—b,
konvergiert gegen die
Differenz der Grenzwerte

o—P.

Die Produktfolge anb,
konvergiert gegen das
Produkt der Grenzwerte ¢, . B.
Die — nur fur b, # 0 definierte
— Quotientenfolge { 2n

10,/
konvergiert, sofern p =0 gilt,
gegen den Quotienten der
Grenzwerte %

4. Grenzwertséatze, Grenzwertberechnung

Zur Erleichterung der Berechnung von Grenzwerten bringen wir (ohne
Beweise) die wichtigsten Regeln, die sogenannten Grenzwertsitze, die
in Zeichen FolgendermaBen lauten:

(1) lim (an+bn)= lim a,+ lim b,
n—% n— n—see

@) lim (aq~by)= lim a,— iim b,
n—x n—=

n—x

(3 lim (anbn) = lim - fim b,
R=57% n—o® n—x=

lima,
(@ lim (22) <=2 (1im b, 20, b, <0)
Zyoo

n—z By n”_r:rlbn, n
R -
| Beispiel:
. Man berechne [im (3—1)! ‘l
i n—e i ]
- Lésung:

lim (an~loy)= lim a, - lim b J

nN—x n—x n—=

lim(3-2)= lim 3= lim 1=3_0=3
H,,( ”) o gl ™ |
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4 AINA T ATV Y

Bei den folgenden Aufgaben ist der Grenzwert o der Fol (a.) i
A : ! gen (an) zu ermitteln und anzugeben,
Gliednummer N alle Glieder der Folge in der Umgebung U(o, €) Iiengen. AR, 50 SRR

pose B R 1 ; g
. a) (ap)={({—) e fs Nedf b A
i v PR 1
18. &) (an)=(0=1), e= L
o 18 i 1 A 1
19. a) (@p) = peey i 5
Ui o] SOTE=0R 1
20 a) \_‘an/='\‘v3n_5.‘;] :Z
21.ra-)—‘ “,\«an>::onﬂ—30 ]
= \ime =4 [
I . +5n 1
22. a) {(an)={ L., gl
a) {@n \n® +2n? 10
— e v 2N+ (=" 10n\
23.a) -@%;«=:\M;, e=gl
| \ e / 5

Bei den folgenden Aufgab i i
sS Ftt g gabenist der Grenzwert o der Folgen (a,) mit Hilfe der Grenzwertsatze zu berechnen, falls

’?n+1\ e R \
24, ?1 “ pe; ) b) “:aqb:(ﬂ +4ﬂ-—8\‘
=N Bnkl
_— \
25. a) (ap) b) {aq)=(42=8n° +2n—1)
n®+1
— 5 355
26 a) ( ):'n +3n-1} \
/ \ R
27. a) (a /an? +2n+5) BY (a /_an+3\
\ WERR=T n®+1/
/13 2 \
/ \ 'n -n+9\ /
26, @) fag)= (T T D0} b) (a )= (_n*e7n? \
\ 4n°+5n+13 / st \n®+3n3 41/
29. a) g;an;;-'w b) (a /3 +(=1)"\
15n® +6n° —'1+7/ ” ond |
42n+( )"
30. a) an T[‘ ‘b) (an,—r [3-n(- 1)
\ i \ 10'1 /
Q1 Nao WAanimramam—cmobaalia s 2t =

Das abschliefende Kapitel, das fiir meine Diplomarbeit Relevanz hat, betrifft das Thema

,unendliche Reihen”. Wie schon in anderen Schulblichern wird auch hier von Teilsummen

gesprochen, die Konvergenz von unendlichen Reihen besprochen und zum Abschluss die

Definition der unendlichen geometrische Reihe gegeben.
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5. Unendliche Reihen

\Was verstehen wir unter einer _unendlichen Reih
unendliche Reihe ein Ausdruck der Formay +az+ag + 24 Hos
Punkte andeuten sollen, dass der Ausdru

wir damit an? Wir fragen nach dem Summenwert S, d. h.

S= lim sp= Iim (a1+az+...+an)
n—% n—%

Sicher ist, dass man nicht unendlich viele
man mit formal gebildeten unendlichen
lichen Summen rechnen kénnen. Denn betrachten wir etwa die un
Reihe1-1+1-1+1-1+1-...80 waren — wenn man mit dieser Reihe
wie mit einer gewohnlichen Summe rechnet —
keiten der Klammersetzung denkbar:

1) 1=1+1-141=. ==l = Wt ==
=04 0+0%,.=5=0
B3 T =i st = A =

I N U

Bevor wir also versuchen, eine Summenformel herzuleiten, mussen wir
klaren, ob die ,Summe* einer unen
eindeutigen Wert hat. Dazu bilden wir aus den Gliedern aq, ap, ag, -+«

Definition: , ] ; -
der Reihe, die Folge (s, ihrer Teilsummen od
Eine unendliche Reihe Sq =8y
ay+ap+ag+as+ ... heiBtgenau S;=as +ay
dann konvergent, wenn ihre sz=aj+as+ay

Partialsummenfolge konvergiert
Sp=2a4 t+as+agt... +an-1+@anp

-

Den Grenzwert S der Partial-
summenfolge bezeichnet man als

Vorgangsweise konnen wir alle fur Folgen bewiesenen
SchlieBlich haben wir ja die Konvergenz von Reinen auf die Konvergenz
von Folgen zurtickgefuhrt. (Neue Probleme auf bereits gelste zurlickzu-
tik!) Zum besseren

Divergiert dagegen die Folge {sn)
der Partialsummen der gegebenen

Reihe. sc heiBt diese divergent, sie fiihren, ist ein bewahrtes Erfolgsrezept in der Mathema

er Partialsummen.

Wenn die Folge (s, der Partialsummen konvergiert, d. h. einen Grenzwert
— Reihe:. S hat, sggt man: Die Reihe konvergiert und hat die Summe S. Der Grenz-

el wert S wird also dieser Reihe als Summenwert zugeschrieben. Durch diese
Satze Ubernehmen.

hat keine Summe. Verstandnis die folgende Gegenuberstellung:

Die unendliche arithmetische Reihe ist divergent” und somit fur unsere
weiteren Betrachtungen bedeutungslos. Ahnlich verhalt es sich mit der
unendlichen geometrischen Reihe, wenn der Quotient |g| > 1ist.

\Was aber ist, wenn lg] <1?
. - 2 o e n
Wir formen s, =by+bsg+by0°+...+b4q" T=b711_qq s

weil fur |g| < 1 die Folge (q")=(q, ¢° g° ...) eine Nulifolge ist.

Im Buch folgt nun die Schlangenkurve. Dieses Beispiel ist vorgerechnet. Danach kommen
einfache Zahlenfolgenbeispiele, bei denen die unendliche geometrische Reihe zu berechnen
ist, falls diese existiert. Danach folgt eine Tabelle zum Vervollstandigen fir unendliche

geometrische Reihen und Beispiele mit Variablen, in denen man die Konvergenzbereiche fiir

die Unbekannten angegeben soll.

Die unendliche geometrische
Reihe by +b;q+byq?+... ist
genau dann konvergent, wenn
Ig]<1. Indiesem Fall ist ihre

Summe S =21

1-q
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Bilden die Langen &hnlicher
Figuren bzw. Kérper eine
geometrische Folge mit dem
Quotienten q, so nehmen die
Flachenlnhalte mit dem Faktor
qa= q die Raummhalte mit
dem Faktor gy, =q 3ab (oder
zu).

Beispiel:

Auf einer Geraden wird eine Strecke mit der Lange ¢ (c eR") auf-

getragen, anschheBend an ihrem rechten Endpunkt nach rechts enne

Strecke mit der Lange < e anschlieBend eine Strecke mit der Lange =

usw. Uber allen Strecken werden abwechselnd Halbkreise geze;chnet

— vgl. Figur in der AuBenspalte.

a) Wie groB ist die Gesamtlange ¢ der so entstehenden Schlangen-
linie?

b) Welcher Flacheninhalt A wird von der Geraden und der Schlangen-
linie eingeschlossen?

Losung:
158

a) Der erste Halbkreisbogen hat die Lange LR o

Der zweite Halbkreisbogen hat die Lange L:}Dz— . Jede
Halbkreisbogenlange wird gegentiber der vorangehenden mit dem
nc
4

. bs T ;
selben Fakior ==Q=+5 = 5‘ verkleinert.

Es liegt eine konvergente unendliche geometrische Reihe vor.

nc

2 ~2 A. ne
b) A=, Ap= Reogu=E o as B on
3 4
Die Berechnung von g, héatte wesentlich einfacher erfolgen kon-
nen. Alle Kreise sind einander &hnlich. Der Faktor, nach dem die
Flacheninhalte kleiner werden, ist das Quadrat des Fakiors ent-

sprechender L&ngen.

(8]

2 A
2 o EA we s
Also ga =0 —(2) =y —1_q&—1_1 5 5

Bei den folgenden Aufgaben ist anzugeben, unter welchen Voraussetzungen die unendliche geometrische
Reihe konvergiert. Man berechne ihre Summe.

52, a) T+x+x°+...

53. ) $+1+§+‘..

1-x , 1-x

54. a) (1-x)+ +

55, a) Igx—Ig X +...

56. a) 1+sinx+sin®x+..., xe[0, 2r[

Beispiele zu Figurenfolgen bleiben leider aus. Das abschlieRende Kapitel beschaftigt sich mit

2

2
b) (><+2)+><+X+2

e 2

b)xe=yel ...
%

) & Xfi XE
Ax+7+7+...

b) Igy x2+|g \ ><4 +...

Fb) 1-tanx+tan’ - ..., x€[0, 2]

Stetigkeit —in Hinblick auf die Vorbereitung fur Kurvendiskussionen.

AbschlieBend bleibt hier zu sagen, dass die Schulbiicher von Steiner und Weilharter das

Gesamtkapitel ,Folgen und Reihen” sehr gut beschreiben und ausfiihren, auch wenn es

zeitweise unibersichtlich ist. Es fehlen mir leider die Figurenfolgen.
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4. AbschlieRender Vergleich der Schultypen: AHS, HTL und HAK

Wie schon erwahnt, sieht man auf den ersten Blick, dass Begriffe wie ,Grenzwert”,
»Monotonie” und ,Schranken” in einer Handelsakademie nur geringfiigig vorkommen, dafur
aber eine Gewichtung vor allen in den Schulblchern der Allgemeinbildenden Hoéheren
Schulen und auch in den Hoheren Lehranstalten haben. Solche grundlegenden Begriffe sollte
man auch in einer Handelsakademie einfiihren, weil der ,,Grenzwert” auch eine Bedeutung
flr andere Gebiete, wie etwa in der , Differentialrechnung” hat und der Begriff ,Monotonie”
auch bei ,,Funktionen” und bei ,Kurvendiskussionen” geldufig sein sollte — in den beiden
zusatzlichen Schulbiichern von Steiner und Weilharter werden auch fir die HAK diese

Begriffe eingefiihrt.

Eines ist mir aber bei der Analyse diesen HAK-Schulbiichern sofort aufgefallen: Zuerst dachte
ich, dass Steiner vom HTL-Schulbuch nicht derselbe Autor ist wie von den HAK-Schulbiichern,
doch es muss derselbe sein, weil die Einfilhrung und auch die Kapitel genau gleich aufgebaut
und sogar gleich formuliert sind. Der einzige Unterschied ist hier, dass im HTL-Buch auch

Figurenfolgen einen Platz finden.

Im Groflen und Ganzen kann man aber bei allen Schulbiichern die arithmetische und
geometrische Folge und ihre Summenformeln der Reihen entdecken. Diese wurden auch
Uberall hergeleitet. Die Schreibweise war auch in fast allen Blichern gleich — bis auf kleine

Abweichungen.

Die unendlichen geometrischen Reihen hielten in jedem Schulbuch Einzug aufler in der
alteren HAK-Ausgabe. Die Figurenfolgen fand man in allen Blichern auller in denen einer
Handelsakademie. Wobei bei diesem Schultyp zu sagen ist, dass Figurenfolgen nicht relevant
fiir die spatere Ausbildung sind, jedoch die Finanzmathematik und die nimmt genug Platz in

den HAK-Schulbichern ein.

Die Finanzmathematik bekommt in anderen Schultypen auch Aufmerksamkeit, stellt aber
nur einen Bruchteil im Vergleich zu jener einer HAK dar. Da ist eigentlich nur Malle bei den
AHS-Schulblichern zu erwahnen, der hier mehr Zeit dafiir in Anspruch nimmt. Fir die HTL
kommt es auf den jeweils gewadhlten Zweig an, ob die Finanzmathematik wichtig ist oder

nicht.
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Die Grenzwertberechnung findet man in jedem Schulbuch — Ausnahme ist hier nur die alte
HAK-Ausgabe. Die Grenzwertsatze sind dabei auch tberall zu finden. Es gibt eine Ausnahme
neben dieser alten HAK-Ausgabe von Brunner et al., die die ,6 — Umgebung” nicht griindlich
behandeln: ,Ingenieur-Mathematik 3“ von Timischl und Kaiser und das AHS-Buch
»Mathematik verstehen 6“ von Malle et al. Der Begriff ,fast alle”, der im Zuge der Umgebung
zu erklaren ist, kommt auch fast tberall vor — bis auf eben diese zwei Ausnahmen. Wobei bei
Malle kommt der Begriff ,,6 — Umgebung” nicht vor und auch keine Beispiele, aber zumindest

,€" wird erwahnt.

87



5. Beispielsammlung

In diesem Abschnitt meiner Diplomarbeit prasentiere ich einige Beispiele, von denen ich
denke, dass diese fiir alle drei Schultypen (AHS, HTL, HAK) elementar und wichtig sind.
Die nun angefiihrten Beispiele haben Maturaniveau und werden natirlich von mir im
Unterricht zur Maturavorbereitung verwendet! Diese Beispiele sind fiir mich grundlegende
Rechenverfahren und —anwendungen, die eine jede Maturantin oder ein jeder Maturant

einfach beherrschen sollte!

Es werden Beispiele zu Grenzwertberechnung, € — Umgebung und Monotonieberechnung
dabei sein, genauso wie Figuren zur unendlichen geometrischen Reihe und Textbeispiele zu

Folgen. Naturlich sollen auch alle drei Schultypen ein Bildungsgesetz aufstellen kdnnen.

Diese Beispiele stammen zum Teil aus meinen Unterlagen, die ich jetzt schon jahrelang in
der Nachhilfe zur Maturavorbereitung anwende. Es sind auch Beispiele dabei, die ich mir im

Zuge des Schreibens der Diplomarbeit selbst ausgedacht habe.

Der Lehrplanbezug fiir meine Beispiele ist in folgenden Punkten zu finden:
e Untersuchen von Folgen auf Monotonie, Beschranktheit und Konvergenz, intuitives
Erfassen und Definieren des Begriffes Grenzwert
e Verwenden von Folgen zur Beschreibung diskreter Prozesse in

anwendungsorientierten Bereichen

8n% -1

1. Gegebenisteine Folge (a,),an= ———
° g (@) 4n? +10

a) Berechne die ersten flinf Folgenglieder!
b) Wie ist das Monotonieverhalten? Beweise es!
c) Berechne den Grenzwert fir n=> !

d) Berechne Supremum und Infimum!
1
e) Berechne, ab welchem Index ng alle Folgenglieder in der ﬁ_ Umgebung des

Grenzwerts liegen!
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2. Gegeben ist die Folge %,S,g,%, )
a) Stelle das Bildungsgesetz der Folge auf, wobei Zdhler und Nenner Linearterme
sind!
b) Wie ist das Monotonieverhalten? Beweise es!
c) Berechne den Grenzwert a fir n> !

d) Berechne das Infimum und beweise! Berechne auch das Supremum!

1
10000

e) Welche Folgenglieder liegen in U(a; ¢ = ) des Grenzwerts a, welche

liegen aullerhalb?

3. Gegeben ist die Folge (— %, — g, — 25—7, )

a) Stelle das Bildungsgesetz dieser Folge auf, wobei Zahler ein Exponentialterm
und der Nenner ein Linearterm ist!

b) Beweise das Monotonieverhalten!

c) Berechne den Grenzwert a fir n> ! Erklare die Begriffe Konvergenz und
Divergenz!

d) Berechne Supremum und Infimum!

4. Neben einem Dorf mit 300 Einwohnern soll ein Stadion gebaut werden. In der ersten
Reihe soll es dreimal so viele Platze wie Einwohner geben! In jeder folgenden Reihe
sollen 21 Platze mehr als in der vorhergehenden sein.

a) Wie viele Platze befinden sich in der 10. Reihe?
b) Wie viele Platze stehen in 12 Reihen insgesamt zur Verfliigung?
c) Wie viele Sitzreihen sind zu bauen, wenn mindestens 18000 Personen auf der

TribUne Platz finden sollen?

5. Drei aufeinander folgende Zahlen bilden eine arithmetische Folge. Die Summe der

drei Zahlen betragt 36, die Summe ihrer Quadrate ist 450. Berechne die 3 Zahlen.

6. In einem Drehkegel bilden der Radius, die HOhe und die Seitenkante eine

geometrische Folge. Berechne die drei GrofRen, wenn die Hohe 12cm lang ist!
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7. Eine Gemeinde will einen Bohrversuch durchfiihren lassen und sieht dafiir 20000€
vor. Es liegen 2 Angebote vor:
Firma A: Der 1. Meter kostet 70€, jeder weitere Meter um 4€ mehr als der
vorhergehende.
Firma B: Der 1. Meter kostet 40€, jeder weiter Meter um 3% mehr als der
vorhergehende.

Welche Firma erreicht flir das zur Verfligung stehende Geld die grofRere Tiefe?

Es folgen nun auch Beispiele, die mit anderen Kapiteln verwoben sind, wie zum Beispiel mit
der Trigonometrie oder Geometrie! Die Schilerinnen und Schiler sollten auch die
Fahigkeiten besitzen, aus mehreren verschiedenen Kapiteln zusammengestellte Beispiele zu

|6sen oder sich Figurenfolgen vorstellen kénnen!

8. Eine Schlangenkurve soll entstehen, wenn man an einen Halbkreis vom Radius r =
6cm einen Halbkreis mit dem p fachen Radius in umgekehrter Orientierung ansetzt.

a) Berechne die Kurvenlange der ersten 6 Halbkreise!
b) Berechne die Kurvenldange der gesamten Schlangenlinie

c) Berechne die Summe aller Flachen unter den Halbkreisen!

9. Ein Pendel schwingt in einer FlUssigkeit. Dies bewirkt, dass die Weite eines
Ausschlages immer nur % der Weite des vorhergehenden Ausschlages betrdgt. Die

Weite des 5. Ausschlages betragt 20cm.
a) Wie grold war der erste Ausschlag?
b) Der wievielte Ausschlag wir kleiner als 1cm sein?

c) Wie lang ist der gesamte Weg, der von der Pendelspitze zurilickgelegt wird?

10. Ein Gummiball hipft entlang einer 10m langen Strecke. Der Ball bewegt sich dabei
nach Halbkreisen vor. Das erste Mal setzt der Gummiball nach 4m auf, das nachste
Mal nach weiteren 3m, usw.

a) Wie viele Halbkreise schafft der Gummiball auf dieser 10m langen Strecke?

b) Wie viele Meter konnte der Ball gesamt zuriicklegen?
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11.

12.

13.

14.

Einem Drehzylinder von der Hohe 18m und einem Durchmesser von 12m wird ein
Drehkegel eingeschrieben. Dem Drehkegel wird wieder ein Drehzylinder
eingeschrieben, sodass die Hohe des Kegels zum eingeschriebenen Drehzylinder 5:3
ist. Dem Zylinder wird wieder ein Kegel eingeschrieben, usw.
Berechne die Summe der

a) Volumina der ersten 7 Drehzylinder

b) Volumina aller Drehkegeln

c) Flacheninhalte aller der aus der Seitenansicht entstehenden

gleichschenkeligen Dreiecke.

In eine Kugel mit einem Radius r; = 10 cm wird ein Wirfel eingeschrieben. In den
Waiirfel wird wieder eine zur ersten Kugel konzentrische Kugel eingeschrieben, usw.
Berechne die Summe der

a) Volumina der (1) ersten 6 Wiirfel, (2) aller Wiirfel

b) Volumina der (1) ersten 9 Kugeln, (2) aller Kugeln.

Von der Spitze eines 20m hohen Turmes sieht man unter einem Tiefenwinkel von 28°
den FuBpunkt einer Saule und unter einem Hohenwinkel von 36° die Spitze der
Saule! Wie groR ist die Sdule? Runde auf 2 Nachkommastellen! Verwende dann
dieses Ergebnis!
Rechts von dieser Sdule stehen noch viele weitere Sdulen. Diese bilden eine
geometrische Reihe! Die 4. Sdule hat eine GroBe von 42,56m. Berechne die

Gesamtlange der ersten 13 Saulen!

Gegeben sind 2 Punkte: A(6,4/3), B(4,8/4). Durch diese Punkte soll eine Ellipse in
erster Hauptlage gelegt werden. In die Ellipse wird ein Rechteck so eingeschrieben,
dass die Breitseiten des Rechtecks durch die Brennpunkte der Ellipse gehen. In das
Rechteck wird wieder eine Ellipse eingeschrieben und so weiter. Berechne die

Summe der Flacheninhalte (1) der ersten 4 Rechtecke, (2) aller Rechtecke!
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15. Zu einer Zimmerwand wird eine Platte mit einem Neigungswinkel u = 60° zum
FuRboden angelehnt. Es wird von der Zimmerecke aus normal an die Platte ein Seil
gespannt. Von dem Punkt aus auf der Platte wird das Seil normal auf den FuBBboden
gespannt, usw. Die Platte hat eine Lange von 12m.

a) Berechne die Lange s des gesamten Zickzackbandes!

b) Wie viel Meter Seil wurde fiir die ersten 8 Teilstlicke gebraucht?

c) Wie oft wurde das Seil gespannt, sodass mindestens 8m Seil gebraucht
wurden?

d) Welches Teilstiick ist erstmals kleiner als 3 cm?

e) Wie viele Teilstiicke miissen addiert werden, damit s, sich von der

Gesamtlange s um weniger als 1 cm unterscheidet?
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Nachwort und Abschlussresumee

Das Schreiben dieser Diplomarbeit begann sehr schleppend. Ich wollte eigentlich viel friher
fertig werden, aber die Motivation hat mir einfach gefehlt. Als ich dann endlich mit meiner
Diplomarbeit begonnen hatte — aller Anfang ist bekanntlich schwer — kam ich dann rasch in

einen Schreibfluss und ich muss sagen, dass ich mir die Diplomarbeit so vorgestellt habe.

Bezogen auf die Schulblicher mochte ich erwdhnen, dass mir die Schulblicher einer
Allgemeinbildenden Hoheren Schule von der Gliederung, vom Aufbau und auch der Art der
Beschreibung am besten gefallen. Hier will ich aber auch keinen Autor bevorzugen. Ich finde,
dass eine Mischung aus Malle und Go6tz sicherlich das beste Schulbuch ware, wobei ich nicht
glaube, dass hier jemals eine Zusammenarbeit stattfinden wird. Die Figurenfolgenbeispiele
von Steiner aus dem HTL-Schulbuch sollten noch erganzt werden und dann ware ich sehr

zufrieden mit diesem neu kreierten Kapitel zu ,Folgen und Reihen”.
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