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Abstract

This thesis deals with the formation of planetesimals in protoplantary disks. The main
obstacle that has been treated by several authors is the so called "meter-size barrier".
This threshold on the one hand originates from a fast radial drift of meter-size particles.
On the other hand, very large relative velocities between these objects and the whole
ensemble lead to fragmentation. First we construct a model of a protoplanetary disk
based on observational data from Andrews et al. (2009). Then we perform numerical
simulations to follow the growth of dustpebbles within this disk. The results show that
the standard model of a protoplanetary disk is unsuitable for building larger rocks.
However, with slightly different parameters it seems possible. The disk has to be colder
with a power law according to T ~ r=%6 and less turbulent o« = 107°. In addition the
fragmentation velocity has been raised from 1 to 5 m/s. Under these circumstances the
mean particle size in the inner regions (r < 5 AU) grows to some meters in size and

therefore trespasses the aforementioned barrier.



Zusammenfassung

Diese Arbeit stellt ein Programm zur numerischen Loésung der Planetenentstehung vor.
Das grofte Problem bei der Entwicklung von Planetesimalen stellt die so genannte
"meter-size barrier" dar. Diese Grenze basiert auf hohen radialen Geschwindigkeiten
von metergroffen Korpern und auf einer verstarkten Fragmentation durch sehr grofse
Relativgeschwindigkeiten zwischen diesen Teilchen und dem restlichen Ensemble. Das
verwendete Standardmodell der protoplanetaren Scheibe beruht auf Beobachtungsdaten
von Andrews et al. (2009). Basierend auf der numerischen Losung der Fragmentations-
Koagulationsgleichung wurde die Entwicklung von Staubkoérnern mitverfolgt. Die Er-
gebnisse zeigen, dass das Standardmodell einer protoplanetaren Scheibe nicht geeignet
ist, grofsere Staubteilchen zu bilden. Betrachtet man hingegen eine Scheibe mit einem
Temperaturverlauf gemiR T ~ 7~ die weniger turbulent av = 107° ist und eine Frag-
mentationsgeschwindigkeit von 5 m/s, dann scheint es moglich, dass aus dem Staub
Planetesimale hervorgehen. Die Staubkorner wachsen in den inneren Regionen der pro-
toplanetaren Scheibe (r < 5 AU) bis zu einigen Metern an und iiberwinden damit die

zuvor beschriebene Wachstumsgrenze.
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1. Einleitung

Eine wichtige Fragestellung der Wissenschaft befasst sich mit dem Thema Planeten. Wie
und wo konnen sie entstehen? Was sind die Grundvoraussetzungen, damit aus Staubteil-
chen rund um die Sonne grofsere Himmelskorper hervorgehen kénnen? Die Beantwortung
dieser und vieler anderer Fragen haben sich Wissenschaftler seit jeher als Ziel gesteckt.
Marquis de Laplace (1798) verfasste eines der ersten Traktate. In seiner Arbeit stellt
er Uberlegungen an, wie sich das Sonnensystem aus der gasformigen Atmosphére der
Sonne entwickelt haben kénnte. Seine Ansichten teilen viele andere Forscher. Die meist
benutzte Hypothese beruht darauf, dass die noch junge Sonne eine Scheibe aus einem
Gas-Staubgemisch besitzt. Aus dieser Scheibe formen sich durch verschiedenste physika-
lische Phdnomene die Planeten. Es gibt mehrere teils konkurrierende Vorstellungen zur
Entwicklung. In meiner Arbeit findet das "core-accretion-model" von [Safronovi (1972)
Verwendung. Zuerst lagert sich der Staub langsam in der Mittelebene ab. Wéhrend-
dessen kollidieren Kleinstteilchen und bleiben aneinander haften. Im weiteren Verlauf
wandert der Staub ins Zentrum und es treten Stéfe durch Turbulenzen und radiale
Relativgeschwindigkeiten auf. Einzelne Staubkoérner wachsen dabei schneller als ande-
re und weisen am Ende eine grofe Masse (etwa eine Marsmasse) auf. Diese beginnen
aus ihrer Umgebung zuerst die kleineren Objekte und dann das Gas zu akkretieren.
Dieses Schema weist ein grofses Problem auf. Erreichen die Planetesimale eine Grofse
von wenigen Metern, dann fithren Kollisionen zu einer Zerstorung der Teilchen. Zudem
ist die radiale Geschwindigkeit dieser Teilchen am grofsten. Meine Arbeit befasst sich
mit einer Parameterstudie, um diese Grenze, die so genannte "meter-size barrier", zu
tiberwinden. Im néchsten Kapitel beginne ich, die Staubscheibe zu erstellen. Das dritte
Kapitel befasst sich mit der Herleitung der Koagulationsgleichung, einigen analytischen
Losungen, der Erweiterung auf ein variables Volumen und der Vereinfachung durch eine
vertikale Integration. Das vierte Kapitel bespricht die Kollisionsraten und die Relativge-
schwindigkeiten zwischen den Korpern. Im fiinften Kapitel werden die Fragmentations-
Koagulationsgleichungen diskretisiert und getestet und zuletzt ein Gesamtmodell be-

rechnet. Das letzte Kapitel gibt eine Zusammenfassung und einen Ausblick.



2. Anfangsmodell der protoplanetaren

Scheibe

Um die Entwicklung der Staubteilchen in einer protoplanetaren Scheibe mitzuverfolgen,
muss man zuerst ein Anfangsmodell erstellen. Ich folge in meiner Arbeit den Artikeln von
Brauer et al. (2008) und |Andrews et al.l (2009) und betrachte eine sehr diinne Scheibe
(z < r), die aus einem Staub-Gasgemisch besteht. Der einfachste Ansatz fiir ein Modell
einer zirkumstellaren Scheibe beschreibt der "Minimum Mass Solar Nebula" (MMNS).
Bei dieser protoplanetaren Struktur, die unter anderem in [Weidenschilling| (1977) ent-
wickelt wurde, geht man grundséatzlich davon aus, dass alle hoheren Elemente, die in
den Planeten des Sonnensystems vorhanden sind, zuerst in der protoplanetaren Scheibe
enthalten waren. Zudem nimmt man an, dass das Verhéltnis zwischen den Elementen
in der protoplanetaren Scheibe gleich ist der chemischen Zusammensetzung der Sonne.
Weidenschilling (1977) verwendet die Haufigkeit von Eisen in den einzelnen Planeten
und erhoht deren Masse mit Wasserstoff und Helium, bis die solare Zusammensetzung
erreicht ist. Daraus ergibt sich eine minimale Gesamtmasse der protoplanetaren Wolke
von Mgy, = 0.01 — 0.1 Sonnenmassen. Daraufhin verteilt man die Masse der Planeten
auf aneinander grenzende Kreisringe, wobei der innere und dufsere Rand sowie der As-
teroidengiirtel zwischen Mars und Jupiter zu beachten sind. Die Abbildung 2.1l zeigt die
radiale Verteilung der Masse, wiedergegeben durch die Sdulendichte . Sie folgt laut
Weidenschilling (1977) dieser Funktionalitét:

-8

Yxr mit 0=1.5. (2.1)

Die grofsten Abweichungen von Formel 2.I] ergeben sich fiir Merkur und den Aste-
roidengiirtel zwischen Mars und Jupiter. Beobachtungen (z.B. |Andrews et al. (2009)
My = 0.005 — 0.14 M, oder |Andrews & Williams (2007) My;sr ~ 0.06 My) besté-
tigen den Massenbereich des MMSN-Modells. Die Resultate suggerieren aber, dass die
Verteilung der Masse einer anderen Gleichung folgt. Dazu findet man im linken Bild in
Abbildung 2.2 drei Linien. Diese geben verschiedene Saulendichten an, die Strichpunktli-



Abbildung 2.1.:
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punkt), eines verbesserten Modells (durchgezogen) und der Messungen
(gepunktet). In der rechten Abbildung ist der mittlere Temperaturver-
lauf in den Wolken fiir das verbesserte Modell und die Messungen auf-
getragen.



nie entsteht durch das MMSN-Modell, die durchgezogene durch ein detaillierteres Modell
und die punktierte Linie aus den Messungen. Man erkennt, dass die Sdulendichte des
MMSN-Modells im Zentrum stark iiberschétzt wird. Der wesentliche Unterschied zwi-
schen den Modellen und den Beobachtungen liegt aber darin, dass bei den gemittelten
Messwerten der Verlauf der Sdulendichte zu gréfseren Radien hin nicht so stark abnimmt.
Dem Exponenten geben [Andrews & Williams (2007) einen Wert von § ~ 0.5, weisen in
ihrer Arbeit aber darauf hin, dass die Steigung im Potenzgesetz der Sadulendichte zu
klein ist. Neuere Beobachtungen, wie in |Andrews et al. (2009) beschrieben, verwenden

fiir die Sdulendichte ein Potenzgesetz fiir kleine Radien und einen exponentiellen Abfall

S(r) o (R;) B exp | — (R%)Q_(S] . (2.2)

R, beschreibt hierbei einen charakteristischen Radius, der zwischen 20 — 200 AU liegt.

Andrews et _al.l (2009) finden einen Medianwert des Exponenten von ¢ = 0.9 mit einer

fiir grofe Radien:

Bandbreite von 0.4 bis 1. Dieser Ansatz stimmt besser mit selbstédhnlichen Losungen
von viskosen Scheiben und der damit festgelegten Massenakkretion iiberein. Die Auflo-
sung in ihren Beobachtungen ist schon so gut, dass sie in einigen Scheiben eine "cavity"
im inneren Bereich finden. Diese leergerdumten Ringe deuten darauf hin, dass in die-
sen Scheiben schon eine Art Planetenentstehung stattfindet. Ich beschrianke mich aber
auf Scheiben, die keinen solchen Bereich besitzen. Integriert man die Sdulendichte iiber

Kreisringe, dann kann man die Normierungskonstante zur Gleichung 2.2 bestimmen:

27 / Yges(r) rdr = 27r/ (Xy(r) +Xa(r)) rdr = My - (2.3)

in in

Ich verwende die Annahme, dass sich die Gas- und die Staubsdulendichte durch die
gleiche Funktion beschreiben lésst. Ich verwende ein Standard-Gas-zu-Staub-Verhiltnis

von 100. Daraus ergibt sich:

Tout -4
27TAd/r' 101 (R;) exp

wm

2—6
r
— (E) ] rdr = Mdisk . (24)

Ay bezeichnet die Normierungskonstante der Staubsdulendichte. Die Integration kann
man unter der Annahme, dass 0 # 2 ist, durchfithren. Formt man noch auf A; um, geht
(2 5) Md k T 20 T 2-0 -

- 1S n out
— — | = — — 2.5

A, =
4T 27101 R




aus der Gleichung [2.4] hervor. Der innere Radius r;, ist laut |Andrews et al. (2009)
und [Brauer et al.l (2008) stark mit den Sternparametern verbunden. Eine sehr einfache

Approximation

T. \’
Tin = VQirp R* TS , (26)

zieht den Sternradius R,, die Sterntemperatur 7, und die Sublimationstemperatur T,
heran. «;,, bezeichnet dabei den Winkel, unter dem die Scheibe angestrahlt wird. Ab
einer Temperatur Tg,, von 1500 K zerstort die Strahlung den Staub, somit kann man

die Scheibe dort abbrechen. Integration der spezifischen Saulendichte id liefert:
Sa(r) = / Sq(r,m)mdm . (2.7)
0

Ich wéhle gleich wie Brauer et al| (2008)) als Anfangsbedingung fiir die Sdulendichte des
Staubs in den cinzelnen Massen Y4 eine gleichméfig auf den Bereich [0.5 um, 0.8 pm]
verteilten Wert. Fiir eine Staubteilchendichte von pg = 1.6 gcm™3 entspricht das einem

Massenbereich von ca. [8.3 x 10713 g, 3.4 x 1072 g]. Daraus ergibt sich:

fad 2 Ed(’l“) /
> = S 2.8
arm) = B 02— (33 x 10T gl 0 (28)
mit
/ 1, 83x10"%g < m <34x10 g
Q'(m) = (2.9)
0, sonst.

Der charakteristische Radius R, hat eine sehr grofe Bandbreite. Ich orientiere mich bei
der Wahl des Parameters nach den Messungen von |Andrews et al.l (2009), die in der
Tabelle 2.1] angegeben sind. Wie zuvor gezeigt, ist fiir die Staubteilchen die Tempera-
tur eine sehr wichtige Variable, einerseits fiihrt eine hohe Temperatur zur Zerstérung
der Staubteilchen, andererseits steuert sie durch Brown’sche Bewegung die Koagulation
von sehr kleinen Teilchen. |Brauer et al. (2008) bestimmen den Temperaturverlauf einer

zirkumstellaren Scheibe, die isotherm in vertikaler Richtung ist, mit dieser Funktion:

r -1/2

T(r) = ol (—) T, . (2.10)
R,

Ich verwende fiir den Bestrahlungswinkel den Standardwert a;.. = 0.05 rad. Die An-

nahme, dass die Temperatur in vertikaler Richtung gleich bleibt, beruht darauf, dass

die zirkumstellare Scheibe diinn ist und dadurch die Temperatur von der Sternstrahlung



dominiert wird. Die Resultate zum Temperaturverlauf von |Andrews & Williams| (2007)),
wie sie in Abbildung 2.2] (rechtes Bild) aufgetragen sind, ergeben einen leicht groferen

Exponenten
T o 002, (2.11)

Andrews & Williams (2007) sind aber der Meinung, dass ihr Ansatz der Temperatur-
struktur zu einfach ist. Vergleicht man die Messungen mit einem Modell, wie in Abbil-
dung 2.2] dargestellt, erkennt man, dass die Temperaturen am inneren und am &ufseren
Rand sehr grofte Unterschiede aufweisen. Darum verwende ich die Gleichung 2.10l Damit

sind die grundsétzlichen Parameter des Anfangsmodells bestimmt.

2.1. Vertikale Struktur der Scheibe

Wie in [Armitage (2010) oder Brauer et all (2008)) angefiihrt, weisen verschieden grofte
Teilchen unterschiedliche Ablagerungsgeschwindigkeiten auf. Durch die Ablagerung des
Staubs in der Mittelebene kommt es also zu Kollisionen und dementsprechend zu Ko-
agulation oder Fragmentation. Deshalb kann man die vertikale Struktur der Gas- und
der Staubscheibe nicht vernachlissigen. Die Dichte des Gases in einer sehr diinnen Schei-
be (# < r) kann man durch die Sdulendichte ¥, und das Gleichgewicht zwischen dem
Druckgradienten und der Gravitationskraft finden. Hierbei muss man zudem anneh-
men, dass die Masse der Scheibe so gering ist, dass man ihre Eigengravitation vernach-
lédssigen kann. Laut [Armitagel (2010) ist diese Bedingung fiir eine Scheibenmasse von
My, = 0.01 M, erfiillt. Die vertikale Gravitationskraft ldsst sich durch die Annahme

einer diinnen Scheibe auf diese Gleichung vereinfachen:

G M, z
T2

In einer isothermen Struktur kann man den Druck durch die Schallgeschwindigkeit c,

(2.12)

ausdriicken. Das hydrostatische Gleichgewicht resultiert in:

dP 5 dpgas

=2 9% . 2.1
dZ Cs dZ pgasgz ( 3)

Wenn man die beiden Gleichungen zusammentfiigt, integriert und die Kepler’'sche Win-

kelgeschwindigkeit €2x verwendet, ergibt sich:

_ Zg(r) ean| — 2?
Poes(2) = o 1) /(~smpr) 214



H, = ¢/ Qk bezeichnet dabei die Skalenhéhe des Druckes. Die isotherme Schallge-

schwindigkeit ¢, und die Winkelgeschwindigkeit (2; bestimmt man iiber diese Gleichun-

gen:
/{ZBT<T)
() = | ———= 2.15
(r) = |2t (2.15)
und
G M,
Qg (r) = 5 (2.16)

Die Parameter sind die Boltzmann-Konstante kg, das mittlere molekulare Gewicht
@ = 2.3 fiir eine Mischung aus Wasserstoff und Helium, die Masse eines Protons mp
und die Gravitationskonstante G.

Die vertikale Ausdehnung der Staubscheibe wird neben der Ablagerung durch die Gra-
vitation von einem weiteren Prozess, der "turbulenten" Diffusion, beherrscht. In einer
zirkumstellaren Scheibe treten Turbulenzen auf, die den Staub mitreiffen und in gro-
fsere vertikale Absténde zur Mittelebene transportieren. Diese turbulenten Stromungen
hindern den Staub daran, sich in der Mittelebene abzusetzen und beeinflussen demzu-
folge auch das Wachstum der Staubkorner. Man kann sich das so vorstellen: Gibt es
starke Turbulenzen, dann wird es fiir den Staub schwieriger in der Mittelebene eine diin-
ne Scheibe zu bilden. Daraus folgt, dass die Kollisionswahrscheinlichkeit und demnach
auch die Koagulation oder Fragmentation sinkt. Dieses sehr wichtige Phénomen fiihrt
zu mehreren Relativgeschwindigkeiten, auf die ich im Kapitel [l genauer eingehen werde.
Fiir die Beschreibung der Turbulenz folge ich |Armitagel (2010), Brauer et al. (2008) und
Brauer! (2008) und verwende das a-Modell von [Shakura & Sunyeav (1973). Dabei geht
man davon aus, dass die Turbulenz wie eine Art "effektive" oder "turbulente" Viskositét
auf sehr grofsen Skalen wirkt. Zudem betrachtet man die Turbulenzen als Wirbel. Man
unterscheidet zwei wesentliche Arten, grofte Turbulenzwirbel, die sich langsam bewegen
und kleine Wirbel, die schnell rotieren. Die Wirkung der Wirbel ist die, dass sie Dre-
himpuls L ~ r x v iibertragen. Da man an einer sehr groben Abschétzung interessiert
ist, kann man die naheliegendsten Grofen-skalen die Schallgeschwindigkeit ¢, und die
Skalenhohe H, verwenden. Fiir kleine Wirbel iiberwiegt die Geschwindigkeitskomponen-
te, also sind sie klar mit der Schallgeschwindigkeit verkniipft. Grofe Wirbel dominieren
jedoch die grofen Skalen, dementsprechend skaliert der Impuls im Wesentlichen mit
der Druckskalenhthe. Die Effizienz des Drehimpulstransportes durch die verschiedenen
Turbulenzen gibt man aber mit dem so genannten a-Koeffizient an. Unter Zuhilfenahme

von « kann man einen allgemeinen Ausdruck fiir den Drehimpulstransport eines beliebig



groften Wirbels definieren:
Loxale,xa ™ "H,. (2.17)

Mit dem Parameter ¢ bestimmt man, welche Turbulenzart in der zirkumstellaren Schei-
be auftritt. ¢ = 0 entspricht den grofsten und ¢ = 1 den kleinsten Wirbeln. Welche
Wirbel am héufigsten vorkommen, ist noch nicht bekannt. Die turbulente Stréomung
bewirkt einen Drehimpulstransport, den man als Diffusion beschreiben kann. Den Dif-
fusionskoeffizienten in der Gaskomponente D, = Ly V kann man ebenfalls als Produkt
einer Lingenskala Ly und einer Geschwindigkeitsskala 1, auffassen. Uber die gleiche

Abschétzung von Gréfsenordnungen folgt:
D,=acsH,. (2.18)

Somit hat man den Zusammenhang zwischen den Turbulenzen und der Diffusion gefun-
den. Aus der Gleichung 2.18§ erkennt man, dass es fiir den Diffusionskoeffizienten an sich
keine Rolle spielt, welche Turbulenz auftritt. Wie spéter gezeigt wird, macht es fiir die
Staubteilchen doch einen groften Unterschied. Die Energie, die ein solcher Wirbel inne
hat, dissipiert iiber Reibungen in einer gewissen Zeitskala 7.4. Man geht davon aus, dass
dies innerhalb der Zeit passiert, die ein Wirbel braucht, um sich einmal zu drehen. Die

Periode der Turbulenz .

Qe

héngt wiederum von der Grofe Hy und der Geschwindigkeit ¢, bzw. der Kepler’schen

L(] Oél_qH
9 __ al

S 24
Vo ad cg

(2.19)

Ted

Winkelgeschwindigkeit €25 ab. Diese Zeitskala 7.4 spielt eine grofse Rolle, da sie im
Wesentlichen beschreibt, wie viel Drehimpuls in welchem Zeitraum auf den Staub {iber-
tragen werden konnte. Wie aus |Brauer (2008)) hervorgeht, liegt der Wert des Exponenten
im Bereich von ca. 1/2 bis 1. Ich verwende einen Wert von ¢ = 1/2.

Als néchstes betrachte ich die Kopplung des Staubs mit dem Gas. Dazu benutze ich die
Beschreibung in [Brauer| (2008)). Ein Teilchen, das sich in einem ruhenden Gas bewegt,
verliert innerhalb einer gewissen Zeit 7, einen signifikanten Teil seines Impulses. Diese
Bremszeit 75 hangt ab vom Verhéltnis zwischen dem Impuls der Kérper und der Rei-
bung zwischen dem Staub und dem Gas. Sind die Teilchen kleiner als die mittlere freie
Weglange im Gemisch, dann kann man das Epstein-Gesetz anwenden. Sind die Teilchen
hingegen grofser, muss man unter den verschiedenen Stokes-Regimes wéhlen. Die un-
terschiedlichen Reibungsgesetze sind in [Birnstiel et al. (2010) angegeben. Ich betrachte

nur Teilchen, die kleiner sind als die mittlere freie Weglénge und dementsprechend die



Epstein-Reibung
4
Fp = gpgas Cs O Us . (2.20)

Pgas beschreibt die Gasdichte, o, = 712 den Wirkungsquerschnitt eines Teilchens mit
Masse m, bzw. mit dem Radius r4, und v, die Relativgeschwindigkeit zwischen dem Gas

und den Teilchen. Die Bremszeit schreibt sich in diesem Fall zu:

muvs  pqTd
T, = — . 2.21
FE Pgas Cs ( )

Die Gleichung 2.21] zeigt, dass die Bremszeit bei grofer Reibung klein ist. Es gibt also
zwei Parameter, die angeben, wie die Staubteilchen beeinflusst werden. Mit der Periode
der Wirbel 7.4 charakterisiert man, wie viel Energie zur Verfiigung steht und die Brems-
zeit 7, kennzeichnet, wie effektiv man diese Energie an den Staub abgibt. Diese beiden

Parameter verkniipft man durch die Stokes-Zahl

Ts _ T
St=—% =71, Qga = 5t = L
Ted pgang

(2.22)

Diese Zahl ist abhéngig vom Ort im Raum und der Gréfe des Teilchens ry. Die Teilchen
bewegen sich mit der Gasscheibe bei St < 1 und sind vom Gas entkoppelt, wenn St > 1
ist.

Der néchste Schritt besteht darin, die Staubscheibe abzuschétzen. Ich folge |Armitage
(2010), Birnstiel et al. (2010) und Brauer et al. (2008) und betrachte das Gleichge-
wicht zwischen gravitativer Ablagerung, Reibung und "turbulenter" Diffusion. Die Ver-
teilungsfunktion f(r,m) der Staubteilchen pro Einheitsvolumen und Massenintervall fiir

die jeweiligen Massen hat damit die gleiche Funktionalitdt wie die Gasdichte pgqs:

2

B id(r, m) exo [ z
flr,z,m) = —de<r7 m) p ( S Hy(rm)? m)2> . (2.23)

H, bezeichnet dabei die Skalenhohe der Staubscheibe, die sich aus dem Gleichgewicht
der drei betrachteten Phdnomene bestimmt. Die Diffusion des Staubs beruht darauf,
dass die Turbulenzwirbel in der Gasscheibe relativ rasch die Staubkorner umverteilen.
Dieser Umstand hat zur Folge, dass die Stokes-Zahl klein sein muss. Die Stokes-Zahl ist
wiederum mit der Dichte des Gases verbunden und diese nimmt in vertikaler Richtung
sehr schnell ab. Das heifit, dass die "turbulente" Diffusion lediglich in der Néhe der
Mittelebene eine Rolle spielt. Man kann dementsprechend, wie [Birnstiel et al. (2010)



vorzeigen, die Stokes-Zahl, bzw. die Effektivitat der Turbulenzen, iiber » < H, zu

St(r,z,m)

V2rmH, 2 V2
= PaTdVET Ay exp( - ) o PATAVET St(r,m) (2.24)

%, H, 2 H? S, (r)

approximieren. Die néchste Frage, die sich stellt, ist, wie schnell die Staubkorner von
den hoheren Scheibenschichten nach unten fallen. Dullemond & Dominik! (2004) folgend,
setzt man ein Gleichgewicht zwischen der Reibungskraft, die das Gas auf den Staub

ausiibt, |Ff.i.| (Epstein-Regime) und der Gravitationskraft |Fj,,,| an. Verwendet man

die Gleichung 2.22] ergibt sich:

|vs]

s

| Frric| = |Fyrav| = m =m Q% |2| = vy = —2 Qg min <St, %) . (2.25)
Zudem beschrankt man die Ablagerungsgeschwindigkeit v,. Das Limit stellt die auf die
vertikale Richtung projizierte halbe Keplergeschwindigkeit dar. Im letzten Schritt sucht
man den Abstand von der Mittelebene Hy, bei dem sich die Ablagerung durch Gravita-
tion und Reibung und die Turbulenzen die Waage halten. Wie in [Birnstiel et al. (2010))
durchgefiihrt, setzt man die Ablagerungszeitskala 7y = 2/|vs| und die Diffusionszeit-
skala 74iff = 2?/D4 am Punkt Hy gleich. Es folgt:

Dy
Hd QK min (St, 1/2) .

Tsettle = Taiff = Hq = (2.26)
Hierbei habe ich schon die Gleichungen 2.25] bei z = Hy benutzt. Laut Birnstiel et al.
(2010) hangt der Diffusionskoeflizient des Staubs Dy mit dem Diffusionskoeffizienten des

Gases Dy iiber die Stokes-Zahl zusammen:

Dg
. 2.27
1+ 52 (2:27)

Dy =

Fiigt man in Gleichung noch die Gleichungen 2.27] .18 und die Approximation
2.24] ein, resultiert:

acs H,

Hi=
47 Qg min (St,1/2) (1 4 St2)

(2.28)

” (%) i (1’ i (Si(r ), 1/2) (15 5 m>2>) |
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Name | Spektraltyp | Teg [K] | R. [Re] | My [Mg] | R [AU]
AS 205 K5 4250 3.7 1.0 46
GSS 39 MO 3850 2.3 0.6 198
AS 209 K5 4250 2.3 0.9 126
DoAr 25 K5 4250 1.7 1.0 80
WaOph 6 K6 4205 3.2 0.9 153
VSSG 1 MO 3850 3.1 0.6 33

Tabelle 2.1.: Sternparameter, aus |Andrews et al. (2009)
In der Tabelle sind Eigenschaften von Sternen im Ophiuchus Sternentste-
hungsgebiet angegeben. Die erste Spalte gibt den Namen, die zweite den
Spektraltyp, die dritte die effektive Temperatur, die vierte den Sternradius
in Sonnenradien, die fiinfte die Masse des Sterns in Sonnenmassen und die
letzte den charakteristischen Radius in AU wieder. Alle Angaben sind ohne
Fehlerbereich, da sie nur zur Veranschaulichung verwendet werden.

Die Skalenhohe der Staubscheibe H; kann nicht grofer werden wie die Druckskalenho-
he des Gases H,. Diese Bedingung fiihre ich, wie in Birnstiel et al. (2010), durch die
Minimumsfunktion ein. Brauerl (2008) &uftert Bedenken gegeniiber den getroffenen An-
nahmen, da man die Dynamik von Koérpern auf Keplerbahnen in turbulenten Regionen
nicht durch eine Diffusion beschreiben sollte. Zudem ist die vertikale Ausdehnung des

Staubs nicht gezwungenermafen Gaufs-verteilt.

2.2. Zusammenfassung

Zuerst ist zu bemerken, dass die Struktur und Temperatur der Gasscheibe {iber den gan-
zen Beobachtungszeitraum erhalten bleibt. Ich treffe diese Annahme, da man sonst die
Hydrodynamik der Gasscheibe mitrechnen miisste. Fiir das Anfangsmodell sind gewisse
Parameter zu wihlen, darunter fallen die Eigenschaften des Sterns (Masse des Sterns
M,, Temperatur T}, Radius R, und charakteristischer Radius R.) und die Eigenschaften
der Scheibe (Masse der Scheibe Mg, Exponent der Sdulendichte §, Maf an Turbulenz
a und der dufere Radius r,,). Die Sternparameter sind die eines T Tauri Sterns, wie
sie auch Brauer et al.| (2008)) verwendet: M, = 0.5 M, T, = 4000 K, R, = 2.5 Rs. Den
charakteristischen Radius R. wahle ich, angelehnt an die Tabelle 2.1 zu R. = 100 AU.
Die Masse der Scheibe My;, = 0.01 M, ist in allen Féllen dem MMSN-Modell nachem-
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pfunden. Den Exponenten in der Saulendichteverteilung entnehme ich den Beobach-
tungen von |Andrews et al. (2009) und setze ihn auf den gemessenen Medianwert von
d = 0.9. Johansen & Klahrl (2005) haben sich intensiv mit der Diffusion vom Staub
durch Magnetorotatationsinstabilitdten befasst und erhalten ein Mafs an Turbulenz in
der Grokenordnung von o = 1073, Diesen Wert benutze ich in meinem Modell. Der
dufere Radius der Scheibe soll, gleich wie in [Brauer et al. (2008)), 7, = 150 AU sein.
Die Dichte der Staubteilchen ist, wie in [Birnstiel et al.| (2010), pg = 1.6 gcm™3. Dies ent-
spricht einem Teilchen, das aus 10 % Silikaten, 30 % Kohlenstoff und 60 % Eis besteht.

Bevor die Scheibe erstellt wird, muss man noch den inneren Radius iiber die Formel 2.6]

in diesem Fall ist r;, ca. 0.02 AU, berechnen. Daraufhin bestimmt man die Sdulendichte

. (R%)”] , (2.29)

wobei sich die Normierungskonstante A, aus Gleichung ergibt. Die Normierungs-

_5
,
Zg/d(r) = Ay/a (E) exp

konstante des Gases A, hat die gleiche Form, nur, dass man im Nenner statt 101 1.01
verwenden muss. Der Temperaturverlauf folgt aus Gleichung und die Saulendichte
fiir jede einzelne Masse id aus Gleichung 2.8l Daraufhin kann man sowohl die Schallge-
schwindigkeit (Gleichung ZT5]) und die Kepler’sche Winkelgeschwindigkeit (Gleichung
2.16)), sowie die daraus resultierende Skalenhohe der Gasscheibe H, berechnen. Uber die
Skalenhohe H,, die Séulendichte X, und die Gleichung [2.14] bestimme ich die Verteilung
der Dichte in der Gasscheibe. Im néchsten Schritt lasst sich durch die Dichte der Staub-
kérner pq, den Radius der Staubkorner rq, die Sdulendichte des Gases ¥, die Skalenhohe
des Gases H, und die Gleichung [2.24] die Stokes-Zahl ermitteln. Die Stokes-Zahl St und
das Turbulenzmafs o erlauben es, mit der Gleichung die Skalenhohe der Staubschei-
be Hy zu berechnen. Im letzten Schritt bestimmt man mit Gleichung .23 die Verteilung
der einzelnen Staubdichten pro Massenintervall in der Staubscheibe f(r,m). Die Ab-
bildungen in [2.3] zeigen sowohl die Gasscheibe, dargestellt durch die Dichte des Gases
Pgas, Wie auch die Staubscheibe, charakterisiert iiber die Gesamtteilchendichte N4, der
Staubkorner. Die Teilchendichte Ny, ist im Zentrum der Mittelebene mit einem Wert
von ca. 1670 Teilchen pro Kubikzentimeter relativ grofs, aber noch gering genug, damit

die getroffenen Annahmen giiltig sind.
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Abbildung 2.3.: Schnitt durch die Gas- und Staubscheibe
Die Bilder zeigen einen Schnitt durch die protoplanetare Scheibe des
betrachteten T Tauri Sterns. Die obere Grafik gibt die Dichte des Gases
Pgas in Einheiten von g/cm?® und die untere die Teilchendichte des Staubs
Nitawy in Einheiten von 1/cm?® wieder.
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3. Die Fragmentations-

Koagulationsgleichung

Die Staubscheibe in einer protoplanetaren Wolke besteht aus einem Ensemble aus ver-
schiedensten Teilchengrofen. Diese Staubkorner wechselwirken miteinander, z.B. durch
Van-der-Waals-Krifte oder bei grofseren Objekten durch Gravitation. In der Regel fiihrt
diese Wechselwirkung dazu, dass Teilchen zusammenstoften und verschmelzen oder zer-
brechen. Die Entwicklung solcher Ensembles kann durch die Boltzmann-Gleichung be-
schrieben werden. Die Berechnung der Boltzmann-Gleichung selbst ist, von einem nume-
rischen Standpunkt aus gesehen, aufwendig. Darum beschréanke ich mich in meiner Arbeit
auf das 0-te Moment, bzw. die Kontinuitatsgleichung. In der Fachliteratur bezeichnet
man diese Erhaltungsgleichung auch als Fragmentations-Koagulationsgleichung, auf die
im Kapitel B.I] genauer eingegangen wird. Zudem wende ich die folgenden Annahmen

an:

e Man betrachtet das System in Zylinderkoordinaten r = (7, ¢, z) mit einer Sym-
metrie um die z-Achse. Das heifst, alle Ableitungen in die p-Richtung sind Null
und alle Variablen sind von ¢ unabhéngig. Um die Problemstellung auf eine 2-
dimensionale Differentialgleichung zu reduzieren, schlagen Birnstiel et al. (2010)
und Brauer| (2008)) eine vertikale Integration vor. Letztendlich bleiben die beiden

Variablen, der Radius in der Scheibe r und die Masse der Teilchen m iibrig.

e Die Teilchen sowie auch deren Koagulate sind kugelférmig. Dies vereinfacht das
System enorm, ist aber im Allgemeinen nicht richtig, da der Staub in protopla-
netaren Scheiben eher aus ldnglichen Monomeren oder "fluffy particles" besteht.
Paszun & Dominik (2009) oder Dominik & Tielens (1997) zeigen, wie man mit

solchen Teilchen umgeht.

e Die Teilchen weisen alle die gleiche Dichte auf und bestehen aus dem selben Mate-

rial. Diese Annahme ist bei sehr kleinen Partikeln vertretbar, aber fiir wachsende
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Objekte nicht mehr. Dabei miisste man die chemische Zusammensetzung und den
Fiillfaktor miteinbeziehen, siche dazu |Ormel et al. (2009).

e Die Anzahldichte der Teilchen muss so klein sein, dass Mehrfachstofte vernachlés-

sigbar sind.

e Die Korper bewegen sich auf Kreisbahnen. Erweitert man die Orbitale auf Kep-
lerbahnen, dann verdndern sich die Stofswahrscheinlichkeiten, wie in [Inaba et al.
(2001) oder |Greenzweig & Lissauer (1992) beschrieben.

e Die protoplanetare Scheibe befindet sich im thermodynamischen Gleichgewicht.

Ihr Zustand lasst sich somit durch makroskopische Eigenschaften beschreiben.

e Die Gasscheibe beeinflusst die Staubpartikel. Im Gegenzug nimmt die Staubscheibe
aber keinen Einfluss auf das Gas. Die gegenseitige Wechselwirkung ist momentan
eines der groften Forschungsziele, siehe |(Ormel et al. (2011), Vasjunin et al.l (2011))

oder Birnstiel et al. (2010)), und wird in meiner Arbeit nur teilweise behandelt.

3.1. Herleitung der

Fragmentations-Koagulationsgleichung

Die Grundlage fiir meine Herleitung der Fragmentations-Koagulationsgleichung basiert
auf [Tanaka et al (1996). Zu Beginn vernachléssige ich noch die radialen und vertikalen
Fliisse und betrachte nur die Massenabhéngigkeit der Variablen. Bei einer Kollision von
Teilchen treten verschiedene physikalische Prozesse auf. Teilchen konnen verschmelzen
oder der Aufprall ist so stark, dass sie zerstort und in viele kleinere Korper zerlegt
werden. Im Allgemeinen bezeichnet man diese Prozesse als Koagulation (Wachstum)
und Fragmentation (Zerstorung). Ein Stof verursacht in einem statistischen Sinne eine
Verdnderung in der Massenverteilung. Die Massenerhaltung bzw. Kontinuitatsgleichung

beschreibt dabei die Entwicklung des Systems

omf(m) N 0 F(m)

ot om0 (3-1)

wobei f(m) die Verteilungsfunktion der Teilchen pro Einheitsvolumen und Masseninter-
vall und F'(m) der Massenfluss iiber der Masse m ist. Der Zusammenhang zwischen der

Verteilungsfunktion f(m) und der mittleren Dichte des Staubes p in einem Volumenele-
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ment ist gegeben durch:
,0:/ m f(m)dm . (3.2)
0

Um die Gleichung 3.1 16sen zu kénnen, muss man einen Ausdruck fiir den Massenfluss
finden, der im Allgemeinen proportional zur Kollisionsfrequenz zwischen den verschie-
denen Teilchen sowie dem Ausgang einer Kollision ist.

Die Kollisionsfrequenz v, m, zwischen zwei Kérpern mit den jeweiligen Massen zwischen
my ~ my + dmy bzw. mae ~ mg + dmg ergibt sich aus der Kollisionsrate C,,, ,,, und der

Verteilungsfunktion f(m) als

Vmyms = Cmyms f(ma) dmy f(mg) dms . (3.3)

Die Kollisionsrate C,,, ,n, beschreibt die Héufigkeit von Kollisionen zwischen Kérpern
mit der Masse m; und msy. Im einfachsten Fall hat sie diese Form:

_ rel
C’TYL1777L2 - am17m2 Uml,mg . (34)

rel
mi,m2

Hierbei ist 0, m, der Wirkungsquerschnitt und v die Relativgeschwindigkeit zwi-
schen den Korpern mit Massen my und ms.

Kennzeichnend fiir den Ausgang einer Kollision, das heiftt, fiir die Massenverteilung der
Fragmente nach einer Kollision, ist die kumulative Verteilungsfunktion F(m,my, ms).
Diese Funktion beschreibt die Anzahl der Kérper, die bei dem Stof vom Zielobjekt m,
mit dem Projektil my ausgeworfen werden und eine kleinere Masse wie m besitzen. An-
ders ausgedriickt ist (0 F(m,my, mg)/0m)dm die Anzahl der Fragmente mit Massen
im Intervall [m,m + dm]. Betrachtet man nur die Fragmentation, dann fiihrt ein Zu-
sammenstofs des Zielobjektes m; mit einem Projektil ms zu einer Zerstérung von m;.
Diese Umverteilung der Massen Spf.qq(m, my, mg) iiber m(< my) ist proportional zur

kumulativen Verteilungsfunktion F(m,my, my) und zur Masse des Zielobjektes m;
Strag(m, my, mg) = —my F(m, my, ms) fir m <m; . (3.5)

Erweitert man die Problemstellung mit der Koagulation, dann befinden sich die "ver-
schmolzenen" Korper in einem Massenintervall von 0 < m < mj + mo. Die kumulati-
ve Verteilungsfunktion F(m,my, my) beschreibt wieder die Verteilung der Fragmen-
te. Sie muss aber mit einer Gesetzmaifbigkeit fiir Massen m > m; erweitert werden.
(0 F(m,my,mg)/0m)dm gibt den Anteil der Masse wieder, der vom Zielobjekt m;

kommt und in einem verschmolzenen Objekt der Masse m + dm enthalten ist. Daraus
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ergibt sich eine Umverteilung der Massen Syoqy(m, M1, mg) tiber m(> my) in der Form
Skoag(m, M1, mg) = my (1 — F(m, my, my)) fir m > my . (3.6)

Der Massenfluss F'(m) fiir eine Kombination aus Zielobjekten mit Massen m; und Pro-
jektilen mit Massen mg resultiert aus der Summe von Sieqg und Sfpqe,, aus den Glei-
chungen 3.5 bzw. 3.6, multipliziert mit v, ,,, aus Gleichung B3] Den Gesamtfluss F'(m)

iiber m erhalt man, indem man iiber alle Paare aus Zielen und Projektilen

F(m)=— /Oodml /Ooode my F(m,m1,ma) Cry my f(ma) f(ms)

m

(3.7)
+/0 dmy /0 dmgmy (1 — F(m, mi,msa)) Crym, f(ma) f(me)

integriert. Wie schon besprochen, beschreibt der erste Term auf der rechten Seite den
Massenfluss durch Fragmentation und der zweite Term den Massenfluss durch Koagula-
tion. Die kumulative Verteilungsfunktion F(m, my, ms) ist so definiert, dass sie die zwei
kollidierenden Korper separat betrachtet. Diese Funktion beschreibt nur die Verteilung
der Fragmente des Zielobjektes. Daher zdhlt man durch die Doppelintegrale jede Kolli-
sion nur einmal.

Eine einfache kumulative Verteilungsfunktion charakterisiert den Prozess der perfekten
Koagulation. Dabei verschmelzen die beiden Kollisionspartner und es entsteht ein Teil-

chen mit der Masse m; + ms. Die kumulative Verteilungsfunktion hat also diese Form:

1, m>m+m
FPE(m,my,my) = ' ? (3.8)
0, m<m+ms.

Setzt man dies in die Gleichung [3.7] ein und formt um, dann spielt lediglich der zweite
Term in der Gleichung eine Rolle. Um die Koagulationsgleichung zu erhalten, setzt man
den Fluss in Formel 3.1l ein und fiihrt die Ableitung nach m durch. Da sich mit der
Zeit nur die Verteilungsfunktionen der Korper f(m), aber nicht die Einheitsmassen m

andern, ergibt sich folgende Kontinuitéits- bzw. Koagulatationsgleichung:

0 m 0
J;(Z”) :% /0 dmy Cony -y f(ma) f(m —my) — /0 dmg Cyomy fF(m) f(mg) . (3.9)

Eine andere Form der kumulativen Verteilungsfunktion beschreibt den Fall der reinen

Fragmentation. In den letzten Jahrzehnten hat es sehr viele Ansétze fiir die Funktiona-
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litdt dieser Verteilung gegeben, siche z.B. [Kobayashi et al. (2010), [Paszun & Dominik
(2009) oder Wetherill & Stewart| (1993). Durch ihre starke Abhéngigkeit von der Energie,
Masse und Dichte der kollidierenden Korper sind experimentell gefundene Potenzgeset-
ze zu einfach. Besonders schwierig stellt sich die Nachbildung von selbst-gravitierenden
Koérpern dar. Eine Zusammenfassung der Experimente findet sich in [Benz & Asphaug
(1999). Ich verwende die kumulative Verteilungsfunktion, wie sie in Kobayashi & Tanaka
(2010) definiert ist. Dabei schldgt bei einem Stof ein Projektil eine gewisse Masse m.;
aus dem Zielobjekt heraus. Dieses ausgeworfene Material wird dann iiber ein Potenzge-
setz auf den Massenbereich m < my; aufgeteilt. m;; bezeichnet die Masse des grofsten
Koérpers bzw. Fragmentes in der Menge der ausgeworfenen Partikel. Im Kapitel fin-
det man die Gesetzmabigkeiten zu diesen Variablen. Die kumulative Verteilungsfunktion
besteht demzufolge aus zwei Komponenten. Die erste charakterisiert den Rest des Zielob-
jektes F™(m, my, my) und die zweite F (m, my, my) die Verteilung des ausgeworfenen

Materials. Die kumulativen Verteilungsfunktionen schreiben sich zu

My — Mej, M2 My — Mej

my F" (m,my, my) = (3.10)
0, m < my — M
und
A Mej, m = My
my ‘Fej(ma m17m2) = m 2=q (311)
My (—) , o me<myy .
mlf

Der Parameter ¢ ist ebenfalls im Kapitel (.4.2] definiert. Die kumulativen Verteilungs-
funktionen setzt man wieder in Gleichung [3.7] ein. Nach einigen Umformungen erhéalt

man die Fragmentationsgleichung

9 =%
fa(;n) — /m dmy /0 dms % Cm17m2 f(ml) f(mz) 5(m —my + mej)

+/ dmy /0 dm, % Crmnama f(my) f(my) 0% (ml -Fej(ma my, mz)) (3.12)

_A dm2 Cm7m2 f(m) f(m2) .

Die Herleitungen zur Koagulations- (Gleichung B.9) bzw. zur Fragmentationsgleichung
(Gleichung B.12) befinden sich im Anhang [Al

Betrachtet man eine protoplanetare Scheibe oder andere physikalische Situationen, bei
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denen Koagulation und Fragmentation gleichermafen auftreten, dann muss man beide
Phédnomene in die Gleichung B.7 miteinbeziehen. Man konnte die kumulative Vertei-
lungsfunktion F(m,my, ms) an die Problemstellung anpassen, wie in [Kobayashi et al.
(2010) durchgefiihrt, oder man kombiniert die beiden Extreme, perfekte Koagulation
und reine Fragmentation. Birnstiel et al. (2010) und Brauer et al. (2008)) koppeln die
beiden Gleichungen und durch eine Treppenfunktion, die abhéngig ist von der

rel
mi,

Relativgeschwindigkeit v, zwischen den zwei kollidierenden Teilchen m; und m; und
einer konstanten Grenzgeschwindigkeit v/. Kombiniert man die beiden Extremfille, dann

hat die kumulative Verteilungsfunktion diese Form:

FPEH (m,my, mg) = FPR(m,my,ma) [1—O(v) ., —v')]
(3.13)
+F (m,my,ma) O(vpit 1, — 7).

Ersetzt man die kumulative Verteilungsfunktion der reinen Fragmentation mit denen

aus Gleichung B.10 und BT, folgt:

FPEH (m,my, mg) = FPR(m,my,ma) [1—O(v) ., —v')]
(3.14)
+ []_—rem<m’ m1,m2) +]—“ej(m,m1,m2)} @<U:rff,m2 - vf) .

Fiihrt man die gleichen Umformungen, wie im Anhang[Al dargestellt, durch, ergeben sich
die Gleichungen und B.12] die mit der Stufenfunktion verbunden sind:

d 00
% % FpKJrf(m) = /(; dTTlQ Cm,mg f<m> f(m2>

=5 [ [ ama G £ o) [1 = O3, = )]

Xwi (pr(m,ml,mg)) (3.15)

m aom

_ / dm, / Ay Coy oy £ () f(m) O] — v
0

m

- a3 (ml f@j(m’ m17m2))

L [ e 00(m—my+me) 1 0
m om mom

Bei der Herleitung muss man annehmen, dass die Relativgeschwindigkeit in den bei-

den Variablen m; und msy symmetrisch ist. Daraus ergibt sich die Bedingung, dass die
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Funktionalitat der Relativgeschwindigkeit aus der Summe oder dem Produkt der beiden
Massen bestehen muss. Auffallend bei der Kombination der perfekten Koagulation und
reinen Fragmentation ist, dass nur die Gewinnterme von der Stufenfunktion abhéngig

sind, der Verlustterm hingegen nicht. Damit kann ich den Gewinnterm durch Koagu-

rel
mi,ma2

lation (vTel <of ) und den Gewinnterm durch Fragmentation (v > v/ ) separat

mi,m2

testen.

3.2. Analytische Losungen der Koagulationsgleichung

Die Koagulationsgleichung (Gleichung [3.9)) ist eine Integro-Differentialgleichung, die nur
in wenigen Féllen analytisch 16sbar ist. Im Allgemeinen héngt die Losbarkeit vom Kern
ab. In physikalischen Fragestellungen entspricht der Kern der Kollisionsrate, wie in Glei-
chung [B.4] definiert. Fiir solche Kerne gibt es keine analytischen Losungen und die Ent-
wicklung eines Ensembles kann lediglich durch numerische Rechnungen beschrieben wer-
den. Analytische Losungen gibt es z.B. fiir den konstanten, linearen und multiplikativen
Kern. In meiner Abhandlung finden die ersten beiden Kerne Verwendung. Ich verweise
auf Wattis (2006) bzw. Davies et al.l (1999) fiir eine genauere Herleitung der analyti-
sche Losungen. In diesen Ableitungen beobachtet man die Entwicklung von "clusters",
die Koagulationsgleichung gewinnt man aus dem Massenwirkungsprinzip, bzw. der
diskreten Form von Gleichung

a - 1 m—1 0o
aft =3 > Convmermn o s = > Conan fn frns - (3.16)
m1=1 mo=1

Zudem definiert man eine erzeugende Funktion der Teilchendichte n(z,t)

n(z,t) = fult)e ™. (3.17)

fm(t) ist definiert wie zuvor, als Verteilungsfunktion pro Volumen und Masse. Im dis-
kreten Fall gilt fiir die Gesamtanzahldichte Ny(t) = n(0,t) = >"°_, fin(t) bzw. fir die
Dichte in einem Einheitsvolumen p = Ny () = —n.(0,t) = S, m fn(t). Uber

55 n(z,t) . (3.18)
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kann man die hoheren Momente der erzeugenden Funktion finden. Die erzeugende Funk-
tion n(z,t) transformiert das System aus gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichun-
gen in eine partielle Differentialgleichung. Man geht auferdem von einer monodispersen
Anfangsverteilung aus. Das System besteht also nur aus Monomeren, deren Masse nor-
miert ist:

fity=1,  fa.(t)=0 firm>1. (3.19)

Unter diesen Annahmen kann nun ein Kern gewéhlt und damit eine analytischen Losung
fiir die Verteilungsfunktion f,,(¢) gefunden werden. Weitere Vergleichsgrofen fiir Tests
der numerischen Rechnungen sind die Gesamtanzahldichte, bzw. die Dichte, sowie das

zweite Moment der erzeugenden Funktion.

3.2.1. Konstanter Kern, C,,, ,,, =1

Der normierte konstante Kern hat die Gestalt C,,, ,,, = 1. Setzt man ihn und die er-
zeugende Funktion .17 in die diskrete Koagulationsgleichung [3.16] ein, dann ergibt sich
diese Gleichung:

on(z,t) 1 9
5 = 5=t = (0. n(zt). (3.20)

Um fortfahren zu koénnen, bendtigt man eine Funktion fiir die Gesamtteilchendichte
No(t) =n(0,t). Setzt man in Gleichung 3200 z = 0, dann ergibt sich eine Differential-
gleichung erster Ordnung fiir Ny(t) in der Form Ny(t) = —1/2 N2(t). Mit den davor
definierten Anfangsbedingungen folgt

2

No(t) = 2 (3.21)

Die Verteilungsfunktion f,,(t) entwickelt sich auf diese Weise:

fm(t) = : ( ! )ml. (3.22)

(t+2)2 \t+2

Die Dichte ist N;(t) = 1. Dadurch bleibt die Gesamtmasse erhalten. Fiir das nichstho-
here Moment ergibt sich Ny(t) =1+ ¢.
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mi+mo
2

3.2.2. Linearer Kern, C,,, ,, =
Verwendet man wieder die erzeugende Funktion n(z,¢) und einen linearen Kern der
Gestalt C,; m, = (M1 + my)/2, dann erhdlt man eine partielle Differentialgleichung
on(z,t) 1 on(z,t) 1

on(zt) 1
e —§n(z,t) 5, + §N0(t) 5, §N1(t) n(z,t) . (3.23)

Nun sind Ny(t) und Ny(t) die unbekannten Funktionen. Setzt man in z =0, dann
folgt die erste Gleichung Ny (t) = —1/2 Ny(t) Ny(t). Die zeitliche Entwicklung von N (t)
ergibt sich, indem man [3.23] nach z ableitet und wiederum z = 0 einfiigt. Der resultie-
rende Ausdruck Ni(t) = 0 besagt, dass die Dichte erhalten bleibt. Mithilfe der Anfangs-
bedingung folgt Ni(t) = 1. Damit kann die Gleichung fiir Ny(¢) bestimmt werden. Das
néchste Moment erhalte ich durch Einsetzen von z = 0 in die zweite Ableitung von Glei-
chung [3.23 Die resultierenden Funktionen bzw. Losungen von Ny(t) und No(t) haben
diese Form:

No(t):—%No(t) — Np(t) = et (3.24)

Mit diesem Wissen kann ein Ausdruck fiir die Verteilungsfunktion f,,(¢) gefunden wer-

den:

fm(t) = % m™m L emt/2 (1- e_t/z)mil exp (—m (1 - e_t/2)) . (3.26)

3.2.3. Zusammenfassung der Losungen

Die Losungen der Koagulationsgleichung fiir verschiedene Kerne sind in der Tabelle [3.]
wiedergegeben. Fiir die anfingliche Verteilungsfunktion f,,(0) gilt, dass sie N1(0) = 1 er-
fiilllen muss. Wie aus |Binglin' (1987) hervorgeht, kann man die Funktionen der Momente
so erweitern, dass sie eine beliebige Anfangsbedingung Ny(0) bzw. Ny (0) aufweisen kon-
nen. Die Herleitung zu den Gleichungen sind &hnlich wie in den vorigen Kapiteln gezeigt.
Die erweiterten Gleichungen fiir Ny(t) und N(t) sind ebenfalls in der Tabelle B.] an-
gefiihrt. In einem numerischen Sinne entsteht durch die Funktion ein Problem bei
sehr grofen Massen, deshalb nutzt man die Gleichung B.27] wie auch in |(Ohtsuki et al.
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Kern Verteilungsfunktion Momente

_ 2No(0)
No(t) = No(0)t + 2

C B B 4 ¢ m—1
mamz = 1 fm(t) = (t +2)2 <t+2) Ni(t) =1

m—1 No(t) = No(O) e_t/2

m _ _ m—1
my + my fm(t) = _m' e t/2 (1 e t/z)
e ! M) =1

le ma T

Ng(t) = NQ(O) et

Tabelle 3.1.: Analytische Losungen zur Problemstellung der perfekten Koagu-
lation
In der ersten Spalte der Tabelle findet man die beiden Kerne, in der
zweiten die zugehorigen Verteilungsfunktionen und in der dritten Spalte
die jeweiligen Momente zu den Kernen. Die Entwicklung der Verteilungs-
funktionen bzw. der Momente ergibt sich unter den Anfangsbedingungen

N1(0) =1 und Ny(0), N2(0) beliebig.

(1990) oder [Wetherilll (1990) angegeben.

No([)) e’
m (1 —eT)

fnlt) = 7z e | (2-e7)| ho),

(3.27)
m \1/2
=2— (1-
=2 (1)
hierbei beschreibt Ny(0) die Anfangsanzahl der gesamten Korper, m, die mittlere Masse
zu Beginn, I;(z) die modifizierte Bessel-Funktion der ersten Art und 7 die Einheitszeit.
7 ergibt sich in diesem Fall aus 7 = 1/2 N;(0), mit NV;(0) als Anfangsdichte im Volumen.

Zur weiteren Vereinfachung zerlegt man die Funktion 3.27] in zwei Teile:

(

No(O)eap [ - 2 (2 ¢
fm(t) = m 1__ em)/2

(
No(0) e 315
1——- > V2
\/27Txm(1—6_7)1/2( 8 1285’72)’ vz V2

g, T <V?2
(3.28)
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mit
y=r+— 2—eT—2(1-e)] (3.29)
mo

Mit dieser Beschreibung der Verteilungsfunktion f,,(¢) hat sich auch die Anfangsbedin-

gung geandert. Sie ist gegeben durch eine exponentielle Verteilung

Fm(0) = = ¢ . (3.30)

Die Entwicklung der Momente berechnet sich trotzdem durch die gleichen Funktionen

wie in der Tabelle 3.1l angegeben.

3.3. Analytische Losung der Fragmentationsgleichung

In der Fachliteratur (Kumar et all (2009), Kostoglou & Karabelas (2002)) wird Frag-
mentation meist durch eine andere Gleichung dargestellt. Die Entwicklung der Vertei-

lungsfunktion

I [ s plam ) boma) Fms) = o) 1) (3.31)
ist dabei abhéngig von der Bruchrate eines Teilchens b(m) und der Wahrscheinlichkeits-
verteilung p(m, mq), dass ein Objekt mit der Masse m aus einem Korper mit der Masse
my_entsteht. Von der Gleichung [3.31] sind schon viele analytische Losungen bekannt, sie-
he Kumar et al. (2009) oder Ziff & McGradyl (1985)). Die verschiedenen Lésungen konnte
man als numerische Tests verwenden. Man erkennt aber, dass die Gleichung [3.31] wesent-
liche Unterschiede zur Gleichung[3.12]aufweist. In der Formel B.12ist der Massenzuwachs
von beiden Verteilungsfunktionen f(m;) und f(msy) abhéingig und die ausgeworfene Ma-
terie wird iiber ein weites Spektrum an Objekten verteilt. Darum schlage ich vor, die
Gleichung [3.12] in vereinfachter Form als numerischen Test zu verwenden. Die leichter
zu losende Variante beschreibt die Entwicklung von Teilchen, die sich bei jedem Stofs
halbieren. Dieses Phéanomen bezeichne ich als gleichméfige Aufspaltung und fithre mit

der speziellen kumulativen Verteilungsfunktion

1, m>my/2

0, m<my/2

FQA(ma m17m2) =

(3.32)
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die Umformungen, wie im Anhang [Al beschrieben, durch. Die Fragmentationsgleichung
erhélt diese Gestalt:

a 00 00 a@ _ m1
g;n) :/mdml/o dmz%cml,mzf(ml)f(mz)(gl—mrz)

(3.33)
- / Ay Gy () f(1m2)

Wie in Anhang [Bl hergeleitet, ergeben sich die Entwicklungen der Momente N;(t) der

Verteilungsfunktion f(m) bei einem konstanten Kern C,, ,, = 1 als:

No(t) = No(0)

1 - Ny(0)t (3.34)

N;(t) = N;(0) [1 = No(0) )¢, € =1—2"7 fiir i>0.

Aus der Losung zum 0-ten Moment kann man die Eigenschaft des Systems ablesen, dass

bei einer Zeit von |

r= No(0)

die Gleichung divergiert. Die Aussage ist also die, dass es nach einer gewissen Zeit T'

(3.35)

unendlich viele Teilchen mit Masse m = 0 gibt.

3.4. Erweiterung der Erhaltungsgleichung auf ein

zeitabhangiges Volumen

Die Gleichung [B.1]ist lediglich fiir ein konstantes Einheitsvolumen und unter der Annah-
me, dass weder radiale noch vertikale Fliisse auftreten, giiltig. Die Variablen sind aber
im Allgemeinen vom Ort r, bzw. vom radialen und vertikalen Punkt, in dem sie sich be-
finden, abhéngig. Man bedenke nur die Relativgeschwindigkeit durch die verschiedenen
Bahngeschwindigkeiten in einer planetaren Scheibe. Darum beobachte ich die Entwick-
lung des Ensembles in einem zeitlich variablen Volumen. Der Ausgangspunkt ist so wie in

vielen anderen Problemfillen die Massenerhaltung innerhalb des betrachteten Volumens

DtM:Dt/ dV p(r) =0. (3.36)
V(t)

25



Hierbei sind das Volumen V', die Oberflache und die Dichte p(r) von der Zeit abhéngig.
Man sollte auch im Hinterkopf behalten, dass die Dichte laut Gleichung[3.2]eine Funktion
der Verteilungsfunktion f(r,m) ist. Beniitzt man nun das Reynolds’sche Transporttheo-

rem, ergibt sich

/VdVdd p(r)+ /OdA(V-eA)p(r):O. (3.37)

(®) )
Der zweite Term beschreibt den Massenfluss, der aus der Oberfliche O des Volumens
V' mit einer Transportgeschwindigkeit v herausfliefst. Stellt man die Dichte durch die
Verteilungsfunktion dar, folgt:

/Vg)v [% /Ooodmmf(r,m)} +/OS)A [(V-eA) /Ooodmmf(r,m)} —0. (339)

Hierbei kann man im ersten Term das Integral mit der zeitlichen Ableitung vertauschen.
Die totale Ableitung des Terms m f(r, m) nach der Zeit ist gleich der partiellen Ableitung
nach der Zeit und des Gradienten vom Massenfluss im Massenraum, wie in Gleichung
B0 beschrieben. Es folgt:

/dV/ dm[ mfrm))+VmF(r,m)]

+/03>A [(v-e/n /Ooodmmﬂr,m)} 0.

Nun kann man die Integrale iiber die Massen der Korper mit den Integralen iiber die

(3.39)

Volumen bzw. Oberflachen vertauschen. Wenn das Integral einer Funktion Null ist, dann

muss auch die Funktion selber fiir beliebige Massen m Null sein:

s

0
VSV {at(mf(r m)) +VmF(r,m)} —l—/og)A [(Vv-ea)m f(r,m)]=0. (3.40)

Hierbei ist die Masse m nicht von der Zeit abhéngig und gréfer Null. Gleichung [3.40]

Jav | g pte,m) + 9 e + [aal(v-eam pien} =0

V(t) o)

durch die Masse m dividiert resultiert in einem Ausdruck fiir eine Koagulation oder

Fragmentation in einem variablen Volumen

/VdV [%(f(r,m))—l— w] +/OdA [(v-es) f(r,m)]=0. (3.41)

®) m ®)
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Der mafgebliche Faktor ist wiederum, wie sich der Gradient des Massenflusses verhalt.
Betrachtet man z.B. die perfekte Koagulation, dann werden die selben Integrale, wie in

der Funktion angegeben, eingesetzt.

3.5. Vertikale Integration

Die protoplanetare Scheibe teile ich in einzelne infinitesimal diinne Hohlzylinder auf.
Zieht man einen dieser Zylinder heraus, wie in Abbildung [B.1] veranschaulicht, und be-
trachtet die Massenerhaltung, wie im Kapitel [3.4] dann schreibt sich die Gleichung [3.41]

um in:

/ v ) ¢ Yot

<[ aafvee) sem)— [ dafvee) fem) (3.42)

G'r'und,o(t) G'r'und,u(t)

= [aalv-e) s = [aalv-e) fe.m) =0,

Mantel,a(t) Mantel,i ()
OGrund,o/u bezeichnet die obere bzw. untere Grundfliche, Opsanterija die innere bzw.
aufere Mantelfliche des Hohlzylinders. Das negative Vorzeichen fiir den Fluss am inneren
Mantel und an der unteren Grundfliche riihrt daher, dass der Fluss immer aus der
Flache hinaus zeigt. Damit habe ich dem Volumen eine Form aufgezwungen und kann

die Fléachen in Zylinderkoordinaten ausdriicken:
OGrundo/u : dA =rdrde. (3.43)

OMantetifa : dA =rdepdz. (3.44)

Das Skalarprodukt zwischen der Geschwindigkeit und den Einheitsvektoren fiihrt zu den
jeweiligen projizierten Geschwindigkeiten. Wie im Kapitel P2l dargestellt, folge ich den
Arbeiten von Birnstiel et al. (2010) bzw. der Approximation in |Armitagel (2010) und
nehme an, dass die vertikale Struktur durch ein Gleichgewicht zwischen Ablagerung und
"turbulenter" Diffusion gegeben ist. Die Verteilungsfunktion f(r,m) erhélt dadurch in
z-Richtung die Form einer Gaufs-Verteilung. Da ich die Gasscheibe als zeitlich konstant
betrachte, dndert sich diese Glockenkurve nicht. Wenn man die Hohe der Hohlzylinder
gegen unendlich gehen lésst, ist man in der Lage, die Integration in z-Richtung fiir

die letzten zwei Terme durchzufiihren. Es lasst sich zudem zeigen, dass der Fluss iiber
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Abbildung 3.1.: Darstellung des beobachteten Volumens durch Hohlzylinder
In der Grafik findet man das gesamte beobachtete Volumen und die
Einteilung in Hohlzylinder. Ein Volumenelement dV' mit der Breite dr
wurde herausgezogen und die verschiedenen Oberflichen Ogyyng und
O Manteli/a gekennzeichnet.

den Grundflichen im Unendlichen Null ist. Das heifft, man kann das zweite und dritte
Integral streichen. Der nichste Punkt betrifft die Ableitung des Massenflusses nach der
Masse. Sie ist abhéngig vom Quadrat der Verteilungsfunktion f(r,m) bezliglich der
Massen der Stofpartner m; und ms. Man kann wieder die Glockenkurve einsetzen, muss
aber beachten, dass die Integration in z-Richtung nicht ausfiihrbar ist, weil der Kern bzw.
die Verteilung der Objekte nach einer Fragmentation vom Betrag der Geschwindigkeit
abhéngt. Ich bezeichne also den in die vertikale Richtung integrierten Massenfluss als
F(r,m). Aus Gleichung folgt:

/ ¥ [% (id(%, m)) 4 Y PR m) ﬁﬂir m)]

+(r + dr) Vpaa(r + dr) Sq(r + dr,m) — 1 vpeq(r) Sq(r,m) = 0.

(3.45)

id kennzeichnet die Séulendichte und v,..4(r) die radiale Geschwindigkeit des Staubs.
Die Herleitung zu der Gleichung findet sich in Anhang [C]

Nun gehe ich auf den vertikal integrierten Massenfluss F genauer ein. Die Gleichung
[B.7 kann man so weit umformen, dass man die beiden Integrale vor die einzelnen Terme

ziehen kann. Zudem kann man durch die vertikale Integration die beiden Verteilungs-
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funktionen abtrennen. Die Ableitung des Massenflusses erhélt diese Form:

Tl :/ dmy / dmy Sa(r, my) Sa(r, ma) A(r,m, my, my) . (3.46)
0 0

m

oo

C
N _ d r,2,M,m1,Mma
(Tv m, m17m2) /ooz 27THd(T7 ml) Hd(r’ m2)

(3.47)

" 22 1 . 1
exp | ——
P 2 \ Hy(r,m1)?>  Hy(r,ms)?

beinhaltet die Integration und die Exponentialfunktionen, die zu den jeweiligen Saulen-
dichten gehoren. C steht fiir die Kombination des Kerns mit der Ableitung der kumu-
lativen Verteilungsfunktion und hat fiir eine allgemeine kumulative Verteilungsfunktion
F diese Funktionalitét:

-~ Cr,z,ml,mg my

Crvzvmvmlva =
m

, (3.48)

I { O(m —my) [1 — F(m,my,my)] — [1 — O(m —my)] F(m, ml,mg)}

Setzt man die jeweiligen kumulativen Verteilungsfunktionen ein, erhélt man die selben
Terme wie in Kapitel B.1] angegeben. Die vertikale Integration des Massenflusses kann
nicht durchgefiihrt werden, da sowohl die Kollisionsrate C' und im Allgemeinen auch die
kumulative Verteilungsfunktion vom Abstand von der Mittelebene abhéngt. Das fiihrt
dazu, dass man diese Integration auch numerisch durchfiihren muss. Zu Gute kommt mir
dabei, dass durch die Annahme einer zeitlich konstanten Gasscheibe sowohl die Relativ-
geschwindigkeiten als auch die Staubscheibe und die kumulativen Verteilungsfunktionen
gleich bleiben. Demzufolge bestimmt man A vor allen anderen Berechnungen.

Bei den Advektionstermen (zweiter und dritter Term auf der linken Seite von Gleichung
[B.45) habe ich im Kapitel B.4] eine Transportgeschwindigkeit v des Materials im Volu-
men eingefiihrt. Diese ist als Geschwindigkeit des gesamten Ensembles aus verschiedenen
Teilchen zu verstehen. Ware sie ebenfalls von der Masse abhéngig, kénnte man sie nicht
in das Massenintegral ziehen (Gleichung auf B.40). Die radiale Geschwindigkeit des
Ensembles setze ich gleich einer mittleren Transportgeschwindigkeit der Staubteilchen.
Man trennt dadurch die radialen Geschwindigkeiten, die fiir den Transport zusténdig
sind, von denen, die in der Fragmentation/Koagulation auftreten. Man kann das auch so

verstehen, dass man lokal die radialen Relativgeschwindigkeiten der einzelnen Teilchen
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betrachtet, global aber einen gemeinsamen Fluss. Um den unterschiedlichen Transport
der einzelnen Teilchengrofen besser darzustellen, verwenden [Birnstiel et al. (2010) und
Brauer et al. (2008)) fiir beide Phédnomene die gleichen Geschwindigkeiten, 16sen dafiir
aber zwei verschiedene Erhaltungsgleichungen. Ich bleibe mit der Erhaltungsgleichung
konsistent und verwende den Mittelwert v,,4(r) aus der radialen Geschwindigkeit
(Gleichung .10).

Die zeitliche Entwicklung des Systems folgt aus der Integration der Erhaltungsgleichung
vom Zeitpunkt t auf ¢t + dt:

/Hdt /T+§; 7 [— (Sarm)) + W]

t+dt B B
+/ dt [(r + dr) Vpaa(r + dr) Zag(r +dr,m) — 7 vpq(r) La(r,m)| = 0.
¢

(3.49)

Ein wichtiger Aspekt, der im Kapitel £.2] Verwendung findet, ist der, dass man diese
Gleichung in zwei gekoppelte Differentialgleichungen umwandeln kann. Die ersten beiden
Terme bestimmen das Verhalten der Scheibe in Bezug auf Kollisionen zwischen Teilchen.
Die letzten beiden Terme beschreiben die Advektion. Ich teile die Gleichungen also in

die Fragmentations-Koagulationsgleichung und in die Strémungsgleichung auf:

/Hdt /r+§; . [ 57 >> n MI = (3.50)

m

brw. t+dt rdr V. F(7,m)

/ / dF 7 {— F(7m)) + mT} — (3.51)

fiir ein Einheitsvolumen im ruhenden System. Die Stromungsgleichung erhélt diese Form:
tdt. redr g

/t dt{/r dF 7= (Zd(f, m))

+ [('r’ + dr) Vpeq(r + dr) Sa(r + dr,m) — 7 vyea(r) Za(r, m)] } =0.

(3.52)
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4. Physikalischer Kern und

Relativgeschwindigkeiten

Der Kern der Fragmentations-Koagulationsgleichung beschreibt, wie schon im Kapitel
[B.1] angefiihrt, die Kollisionsrate zwischen den Teilchen mit der Masse m; und denen
mit Masse ms. Betrachtet man ein Einheitsvolumen, das mit verschiedenen Teilchen mit
einer willkiirlichen Geschwindigkeit befiillt ist, dann gibt es zwei wesentliche Parameter,
die diese Rate bestimmen. Die Wahrscheinlichkeit eines Stofes nimmt augenscheinlich
zu, wenn sich die Teilchen schneller zueinander bewegen und wenn die Teilchen grof
sind. Damit kann man statistisch gesehen die Kollisionsrate

o rel ( )
Cr,z,ml,mz - Uml,mg Ur,z,ml,mg 4.1

ahnlich der Formel 3.4l aus Kapitel [3.1ldefinieren. Die erste Variable, die darin vorkommt,

ist der geometrische Wirkungsquerschnitt o,,,, ,m,. Er ergibt sich wie folgt:

2
3 1/3 3 1/3
Omymy = T (Ta1 + Td;2)2 =7 [( m ) + ( e ) ) (4.2)

47 pa 47 pg

rq bezeichnet dabei den Radius eines Teilchens und p,; die Dichte des Teilchens. Die
Gleichung ist lediglich fiir kleine Teilchen giiltig. Betrachtet man Korper mit eini-
gen Kilometern Durchmesser, dann vergrofert sich der Einfluss des Objektes durch die

Eigengravitation. Die gravitative Fokussierung

2
veSC
1+ <17) (4.3)
,UTyzymlme

hangt ab vom Verhaltnis zwischen der Entweichgeschwindigkeit aus dem gemeinsamen

/

Jr,z,ml,mg = Omy 12

Potential und der Relativgeschwindigkeit. Ich beobachte in meiner Arbeit lediglich kleine
Teilchen, darum kann ich die gravitative Fokussierung vernachléssigen und verwende den

geometrischen Wirkungsquerschnitt nach der Gleichung Auf die Relativgeschwindig-
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keit v wirken sehr viele Prozesse ein. Birnstiel et al. (2010) benutzen die Brown’sche
Bewegung, die radialen, vertikalen und azimutalen Relativgeschwindigkeiten sowie tur-
bulente Bewegungen. Brauer et al. (2008)) ziechen alle aufer die azimutalen Geschwindig-
keiten heran. In meiner Arbeit verwende ich drei Relativgeschwindigkeiten (Brown’sche
Bewegung vp,, vertikale Ablagerung v, und radiale Geschwindigkeit v,,4). Die gesamte
Relativgeschwindigkeit, die im Kern (Gleichung [1]) vorkommt, folgt aus der Summe
der Betragsquadrate:

1/2
v:g,mhmz = [(v%ﬁf(r, m1,m2))2 + (U§El(r,z,m1,m2))2 + (v;"gfi(r, ml,mz))Q] . (44)

In den folgenden Unterkapiteln gehe ich auf die Relativgeschwindigkeiten genauer ein.

4.1. Brown’sche Bewegung

Die Brown’sche Bewegung beschreibt den willkiirlichen Weg, den Gasteilchen eines idea-
len Gases durchlaufen. Die Geschwindigkeitsverteilung dieser Gasteilchen kann man
durch die Maxwell-Boltzmann Verteilung beschreiben. Die kleinsten Staubteilchen kann
man als eine Art aufgeloste Substanz im Gas verstehen und dementsprechend anneh-
men, dass sie sich wie ein ideales Gas verhalten. Diese neue "Gaskomponente" ist zudem
im thermischen Gleichgewicht mit der Gasscheibe und weist somit die gleiche Tempe-
ratur, die von der Sternstrahlung herriihrt, auf. Die mittlere Geschwindigkeit vg, einer

Teilchenklasse mit einer gewissen Masse m; ist gegeben durch:

kgT
vBr:,/S b (4.5)
st
rel

Die Relativgeschwindigkeit v}, zwischen zwei Teilchenklassen mit Massen m; und msg

resultiert also in:

Ty Mo

Tl s ) — \/SkBTm (1 +ma) (46

Grundsatzlich gilt diese Gleichung ausschlieklich fiir ein ideales Gas, da ich aber sehr
diinne Medien betrachte, kann ich diese Relativgeschwindigkeit als Approximation an-
wenden. Je grofer die Teilchen sind, um so schlechter stimmt die Anndherung, da die
Geschwindigkeit aber nur fiir sehr kleine Teilchen eine Rolle spielt, kann man ausnahms-
los bei Gleichung bleiben. Wie auch Brauer| (2008) in seiner Arbeit schreibt, gibt es

praktisch keine Koagulation durch Brown’sche Bewegung von Teilchen, die grofser sind
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wie einige Mikrometer. Zudem zeigt er auf, dass Ergebnisse von anderen numerischen
Rechnungen darauf hinweisen, dass durch Brown’sche Bewegung eher "fluffy particles"
als kugelformige Objekte entstehen. Dieser Umstand wird in meiner Arbeit ebenfalls
vernachléssigt, Ansétze fiir die Integration von nicht-sphérischen Kérpern liefern unter
anderem [Paszun & Dominik (2009).

4.2. Vertikale Ablagerung

Wie schon im Kapitel 2] festgestellt, ergibt sich die Ablagerungsgeschwindigkeit v, (Glei-
chung [2.27]) einer Teilchenklasse mit einer gewissen Masse m; aus dem Gleichgewicht
zwischen der Reibungskraft |F,;.|, die das Gas auf den Staub ausiibt, und der Gravita-
tionskraft |F,,,|. Dabei gibt es verschiedene Punkte, {iber die ich zuvor hinweg gesehen
habe. Ein wichtiger Aspekt ist der, dass die Staubteilchen im Gegensatz zum Gas keinen
vertikalen Druckgradienten verspiiren. Wie auch Dullemond & Dominik (2004) anfiihren,
muss man fiir die Epstein -Reibung annehmen, dass die Staubteilchen kleiner sind als die
mittlere freie Weglidnge des Gases. Sind die Staubkorner grofser, dann miisste man die
verschiedenen anderen Regimes anwenden. Im Gegensatz dazu gilt aber auch, dass sehr
grofte Teilchen weniger vom Gas gestort werden und dementsprechend sollten sie sich auf
Keplerbahnen mit einer gewissen Inklination zur Scheibenebene bewegen. Die Schranke
der Ablagerungsgeschwindigkeit kann man auf diese Weise verstehen. Ahnlich wie in
Birnstiel et al. (2010) vernachléssige ich dabei die anderen Reibungsarten und setze die
maximale vertikale Geschwindigkeit auf die Hélfte der vertikalen Bahngeschwindigkeit
eines groferen Korpers. Die Bahngeschwindigkeit v = Q r auf die vertikale projiziert
resultiert in vk, = Qg 2. Die Ergebnisse in IDullemond & Dominik (2004) zeigen zu-
dem, dass die Ablagerung bei grofsen Hohen 3000-mal schneller von statten geht als in
der Mittelebene. Dementsprechend muss man auch bei einem hohen Abstand von der
Mittelebene, bzw. bei Orten, in denen die Gasdichte gering wird, davon ausgehen, dass
sehr kleine Teilchen eher entlang von Keplerbahnen in die Mittelebene wandern. Man
konnte daher, wie in Brauer et all (2008) durchgefiihrt, die gesamte projizierte Bahn-
geschwindigkeit als Grenzwert von sehr grofien Stokes-Zahlen sehen. Ich bleibe aber bei

der Definition von Birnstiel et al.| (2010). Die Relativgeschwindigkeit durch Ablagerung

rel

7 zwischen zwei Teilchenklassen mit Massen m; und mgy in einer Hohe z iiber der

(%

Mittelebene weist diese Funktionalitat auf:

Ugd(/ra Z, My, m2) =z QK(T)

min (St(r, ms), %) — min (St(r, ma), %)‘ LA
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4.3. Radiale Geschwindigkeit

Radiale Relativgeschwindigkeiten treten deshalb auf, weil die Staubteilchen verschieden
schnell nach innen wandern. Dieses Phénomen basiert auf dem grundséatzlichen Unter-
schied zwischen Gas und Staub. Nach Brauer et al. (2008) ergeben sich zwei wesentliche
radiale Geschwindigkeiten. Die erste beruht darauf, dass der Gasanteil der Scheibe einen
radialen Druckgradienten verspiirt und sich daher mit einer Geschwindigkeit, die klei-
ner als die radiale Keplergeschwindigkeit ist, bewegt. Der Staub nimmt hingegen diesen
Gradienten nicht wahr und weist die Keplergeschwindigkeit auf. Das Gas bewirkt nun
einen Gegenwind, der dem Staubanteil Drehimpuls entzieht und ihn nach innen wan-
dern lasst. Hier kommt die Effizienz der Impulsiibertragung ins Spiel. Diese ist, nach
Gleichung 2.24] von der Grofse der Staubkérner abhéngig. Die radiale Geschwindigkeit

eines Teilchens mit der Masse m ergibt sich durch:

2
=g d (3e6s) m el as
¢ bezeichnet den Exponenten des Temperaturverlaufs und hat nach Kapitel 2 einen fixen
Wert von 0.5. Die zweite Relativgeschwindigkeit entsteht durch den Umstand, dass die
Gasscheibe viskos ist. In der Gasscheibe wird der Drehimpuls durch viskose Spannungen
nach auflen getragen. Das Gas wandert also nach innen. Kleinere Staubkdrner nehmen
durch ihre starke Kopplung zum Gas an dieser Bewegung teil. Der daraus entstehenden

Geschwindigkeit geben Brauer et al. (2008)) mit einem Temperaturverlauf nach Gleichung
2.10] diese Funktionalitéat:

3 2 [3
S - S . 4.
Ueise 1+ StV (2 5) (4.9)

Kombiniert man die beiden Geschwindigkeiten v,,;,q und vy;s., ergibt sich die gesamte

radiale Geschwindigkeit:

s 5 _5) + ! Tys
1+ St2(r,m) \2 St(r,m)—l—m 4

Die Relativgeschwindigkeiten zwischen zwei Teilchenklassen m; und my kann man iiber

cs(r)

Vi(r)

Vpaa(r,m) = — (4.10)

diese Gleichung berechnen:

U:ZZ(T, my, m2) = |Urad<ra ml) - Urad<T7 m2)‘ . (411)
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5. Diskretisierung und Algorithmen

Wie im Kapitel gezeigt, muss man die Erhaltungsgleichung auf ein radiales Git-
ter und ein Massengitter abbilden. Zudem entnimmt man daraus, dass man den Kern
iiber die vertikale Achse integrieren muss. Die vertikale Ausdehnung des betrachteten
Volumens sollte dabei unendlich sein. Numerisch reicht es aber aus, die Integration so
weit durchzufiihren bis die beiden Exponentialfunktionen in Gleichung [3.47] sehr klein
werden. Man konnte also vorschlagen, die grofste Skalenhohe als Grenze einzufiihren.
Dadurch ergibt sich aber das Problem, dass man bei kleinen Radien die Scheibe sehr
schlecht auflost und folglich die vertikale Ablagerung nicht erfasst. Durch die Annahme
einer Glockenkurve folgt aber, dass die Integration iiber ca. 3 H, hinaus keinen grofen
Einfluss mehr nimmt. Diese Kenntnis benutze ich, indem ich fiir jeden Radius einen sepa-
raten Integrationsbereich [—3 Hy(r),3 H,(r)] einfithre. Das beobachtete Volumen weist
dann die Form der Gasscheibe auf. Innerhalb der verschieden grofsen Hohlzylinder ver-
teile ich die z-Achse in 101 dquidistante Gitterplitze. Der néchste Schritt besteht darin,
das Massengitter zu charakterisieren. Danach gehe ich genauer auf das radiale Gitter ein

und am Ende diskretisiere ich die Gleichungen auf den drei Achsen.

5.1. Logarithmische Massenskala

Im Kapitel B.1] habe ich schon festgestellt, dass die protoplanetare Scheibe ein sehr
grofses Ensemble an Teilchen von pm- bis zu km-grofen Kérpern beinhaltet. All diese
verschiedenen Objekte kénnen sich in der protoplanetaren Scheibe treffen. Somit gibt es
fiir jedes Stofspaar eine Kollisionswahrscheinlichkeit. Mochte man die Entwicklung des
Systems durch ein Programm berechnen, dann kann man nicht jeden méglichen Stoft mit-
einbeziehen. Stattdessen driickt man die Kollisionen &hnlich grofer Teilchen, bzw. die
Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens, durch ihren Mittelwert aus. Das kann man
auch so verstehen, dass man die kontinuierliche Skala der Grofsen in Intervalle einteilt
und nur die mittleren Teilchenradien fiir alle Berechnungen verwendet. Diese neue Skala
wird als Gitter bezeichnet und die Mittelwerte als Gitterplédtze. In den Gleichungen
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und [3.12] ist die Masse die Variable in den Integralen, deshalb geht man von einer Gro-
Kenskala in ein Massengitter {iber. Da die Massen proportional zu den Kuben der Radien
sind, ist die Spannweite des Massenbereichs um einiges grofter. Die kleinsten Teilchen
haben eine Masse von ~ 107 g, die groften hingegen eine Masse von ~ 10! g. Die
Bandbreite des Massenbereichs iiberspannt also 30 Grokenordnungen. Verwendet man
hierbei ein linear verteiltes Gitter, dann ergeben sich einige Probleme. Bei sehr kleinen
Intervallen iiberschreitet man den Speicherplatz eines Computers und erhélt ein sehr
zeitintensives Programm. Wahlt man hingegen ein breites Intervall, dann verliert man
an Genauigkeit, bzw. die Verteilungsfunktion wird unzureichend aufgelost. Eine Losung
dieses Problems findet man in der Verteilungsfunktion selbst. In einer protoplanetaren
Scheibe kann man davon ausgehen, dass ein wesentlich groferer Anteil an sehr kleinen
Teilchen vorhanden ist und dementsprechend dieser Massenbereich gut aufgelost werden
muss. Grofere Massen sind hingegen eher selten und spielen eine kleinere Rolle in der
Gesamtentwicklung des Systems. Man kann also die Intervallgrenzen zu grofieren Massen
hin verbreitern. Ich verwende dafiir die Einteilung durch eine logarithmische Skala, wie
auch Brauer| (2008), Majerowicz (1987) oder [Pullmann! (2003).

Klasse k-1 k k+ 1
Amy Amy, Amy 1
M1 m M+ 1
mjy _ m m
Mittelw. k-1 k ket
Sik-i ik Sik+1

Abbildung 5.1.: Klasseneinteilung zur Massendiskretisierung
Die Grafik zeigt die Klassen mit den jeweiligen Binbreiten Am und den
unteren Grenzen m". Die Mittelwerte sind auf den Stiitzpunkten in der
Mitte eines jeden Bins definiert und als Punkte dargestellt.

Zu Beginn betrachtet man eine diskrete lineare Einteilung der Massen. Basierend darauf
fasst man eine gewisse Anzahl an Gitterplitzen zu verschieden groffen Gruppen oder
Klassen zusammen. Wie in [Pullmann! (2003) dargestellt, iiberdecken somit endlich viele

Klassen, so genannte Bins, den gesamten Massenbereich. In der Mitte eines jeden Bins
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wird der Mittelwert fiir die verschiedenen physikalischen Grofen, z.B. Verteilungsfunk-
tion f(r,m) oder die mittlere Masse der Objekte in dem Bin, festgelegt. Verwendet man
zudem die Grofe und die untere Grenze der Bins, ist jede Klasse definiert. Wie zuvor
schon besprochen besteht eine protoplanetare Scheibe groftenteils aus sehr kleinen Teil-
chen. Dementsprechend sollte man fiir diese Bereiche eine bessere Auflésung ("region of
interest") wihlen. Die logarithmische Skala weist genau diese Eigenschaft auf, sie grenzt
kleine Massen enger ein und vereinigt grokere Massen in breiteren Bins. Abbildung [5.1]
stellt die Charakterisierung der Klassen durch die untere Grenze mj, die Grofe des Bins
Amy und den Massenmittelwert my; dar. Die Ausdriicke fiir die einzelnen Parameter

erhalten bei einem Logarithmus zur Basis b diese Gestalt:
my =0 —1,

e — Tle+12+ my —12— W1, (5.1)

Amy =mi —mi = (b—1)b".

Der grofe Vorteil der logarithmischen Skala liegt darin, dass man den gesamten Massen-
bereich mit ~ 200 Gitterplatzen abdecken kann. Der Nachteil in dieser Einteilung lasst
sich durch die Koagulation erlautern: Wenn zwei Korper mit Masse m; und m; zu einem
Korper mit Masse m; + m; koagulieren, dann muss diese Masse nicht gezwungenermafen
auf einen Gitterplatz fallen. Um dieses Problem zu 16sen betrachtet man die Gewinnrate
Gk des k-ten Bins. Diese Rate beschreibt den zeitlichen Zuwachs an Teilchen mit der
Masse my,. Aus der rechten Seite der Gleichung 3.9 ergeben sich die Gewinnterme G; ; ei-
nes Objektes mit der Masse m; + m;. Das erste Verfahren zur Problemlésung verwendet
die Bingrenzen. Fallt ein Teilchen mit der Masse m; +m; in das Intervall (mj, mi,,),
dann zdhlt man den Gewinnterm einfach zur Gewinnrate des Korpers mit der Masse
my, dazu. Liegt die Masse m; + m; hingegen auf einer Bingrenze, dann teilt man den
Gewinnterm gleichméfig zwischen den beiden angrenzenden Bins auf. Diese Methode
verwendet Majerowicz (1987) und mit einer Erweiterung [Lee (2000). Ein anderes Ver-
fahren verteilt den Zuwachs prozentual auf die anliegenden Gitterplétze. Betrachtet man
die Gewinnrate an Teilchen im k-ten Bin, dann kommen alle Korper in Frage, die in das
Intervall [my_q, mgs1) fallen. Wie in Abbildung [5.2] dargestellt, folgt die Zuweisung der

resultierenden Korper aus dem Verhéltnis der Mittelwerte.
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Klasse k-1

Abbildung 5.2.: Zuordnungsart der aus einem Stofs resultierenden Korper
Einteilung des Objektes, das aus einem Zusammenstofs der Teilchen m;
und m; resultiert. Die durchgezogene Linie zeigt die Aufteilung anhand
der Mittelwerte der beteiligten Klassen £ und k£ + 1. Die gestrichelte
Linie beschreibt die Aufteilung iiber die Untergrenzen der Bins.

Die Gewinnrate des k-ten Bins resultiert aus den Gewinntermen innerhalb der Intervalle

[my_1, my) bzw. [myg, mgs1). Im ersten Fall gilt:

m; + my; — Mg—1

G =G, 5.2
: T me —me— (5:2)

Analog folgt fiir das Intervall [my, mgi1):
G = G, M1 = M — (5.3)

Mpg+1 — My

Ahnliche Prozeduren finden sich in [Brauer! (2008) oder [Pullmann/ (2003).

5.2. Radiale Skala

Die Auflésung der Verteilungsfunktion in radialer Richtung ist im betrachteten System,
protoplanetare Scheibe unter den Annahmen aus den Kapiteln 2] und B.1] weniger be-
deutend. Der Fluss der Materie tiber das radiale Gitter wird alleine von den Advektions-
termen der Gleichung bestimmt. Die Diskretisierung dieser Terme fiihre ich mithilfe
der Finiten-Volumen-Methode durch. Grundsétzlich geht man bei dieser Methode davon
aus, dass man das beobachtete Gebiet in Kontrollvolumen mit der Grofe Ar einteilen
kann. Innerhalb dieser Kontrollvolumen &ndern sich die verwendeten Variablen (Saulen-
dichte und Relativgeschwindigkeit) nicht. Dementsprechend definiert man, dhnlich wie
im Unterkapitel B.1] die Variablen in der Mitte einer jeden Zelle. Der Unterschied zur
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Finiten-Differenzen-Methode besteht darin, dass man die Fliisse anders handhabt. Diese
liegen offensichtlich an den Réndern der Kontrollvolumen, bei denen die Sdulendich-
ten u.s.w. nicht bekannt sind. Ein Weg, die Variablen dort zu bestimmen, fiihrt iiber
das "upwind scheme". Dabei geht man davon aus, dass die Losung sich wie eine Welle
ausbreitet und von einer Zelle in die néchste fliet. Den Betrag des Flusses iiber die

rad g5, Aus dem

Oberflache wihlt man also iiber die mittlere radiale Geschwindigkeit v
Kapitel @] erkennt man, dass diese Geschwindigkeit in allen Fillen negativ ist. Dadurch
fliefst das Material immer von gréfseren Radien zu kleineren. Fiir den Fluss am unteren
Rand heifst das, dass er durch die Variablen innerhalb des Kontrollvolumens charakte-
risiert ist. Der Fluss am oberen Rand ist durch die Variablen in der darauf folgenden
Zelle gekennzeichnet. Nun fiihre ich ein dquidistantes Gitter mit NV, = 50 Gitterplatzen,

auf dem die Variablen definiert sind, ein.

Tout — Tin
Ap = lot " in
N, —1 "~
(5.4)
T =1+ Ar.

Des Weiteren soll [ der radiale Index der Variablen sein. Damit ich die Oberflichen richtig
berechne, definiere ich zudem ein dquidistantes Gitter mit N, = 51 Gitterplédtzen, das
um die Hélfte zurtick verschoben ist. Dieses Gitter soll das Intervall [r;,, 7. (aus dem
Kapitel 2]) iiberspannen. Den Index des versetzten Gitters bezeichne ich mit [ +1/2.

Nun kann ich die Gleichungen [B.51] und [3.52] auf der radialen Achse abbilden. Benutzt

man zudem einen diskreten Zeitschritt At, folgt:

/ﬁﬁ% [ﬁ; P [ﬁ (f (7. m)) + Y E ) m)} =0 (5.5)

ot m

sowie

t+AL 7”+Ai 0 /=~
/t dt{/r dr Qe <Ed(7’,m))

+ [(T + A7) Upaq(r + AT) id(r + Ar,m) — 1 Upeq(r) id(r, m)] } =0.

(5.6)

Im néchsten Schritt nehme ich an, dass sich das Volumen innerhalb des Zeitschritts At
nicht &ndert. Damit kann man die Integration {iber den Radius mit der Integration iiber
der Zeit vertauschen. Fiir die Gleichung bedeutet das, dass die Integration iiber den
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Radius entfiallt und die Funktion weist diese Form auf:

/t Y {% (Fur) + (V’j;niF)““] _0. (5.7)

k

Fiir die Stromungsgleichung nehme ich zudem an, dass sich die Fliisse innerhalb des
Zeitraums t bis t + At nicht dndern. Damit kann ich die Integration iiber den Radius

durchfihren:

et S 2 rad 3 rad 3
/t dt [& (ZM) + m (7’1+1/2 U S e — Ti—1/2 U] ZM)] =0. (5.8)
Hierbei habe ich schon durch das Resultat aus der Integration dividiert. Die beiden
Differentialgleichungen kann man numerisch gesehen nacheinander berechnen. Dadurch
habe ich die Md&glichkeit, den radialen Transport separat zu testen. Wie die zeitlichen

Ableitungen in diskreter Form aussehen, folgt im néchsten Unterkapitel 5.3

5.3. Zeitschritt und Limitierung

Wie im vorigen Unterkapitel angefiihrt, teile ich die Erhaltungsgleichung [3.45] in
einen Fragmentations-Koagulationsschritt und einen Advektionsschritt ein. Diese Ent-

wicklungsschritte sind mit unterschiedlichen Fliissen verbunden (siehe Gleichung[5.7und

£.8).
Die zeitliche Ableitung zur Koagulation bzw. Fragmentation diskretisiere ich durch ein

explizites Euler-Verfahren erster Ordnung;:

t+AL
|
t

Hierbei bezeichnet fl(j:l) den Wert der Verteilungsfunktion der k-ten Klasse am [-ten

s+1 s s
A AT

v
= D — ) — A
Al e 0= =71

radialen Punkt zum neuen Zeitpunkt ¢ + At und fl(;) den Wert am alten. Da die einzel-
nen Variablen nicht mehr von der Zeit abhidngen, wurde die Integration iiber die Zeit
ausgefiithrt. Durch das explizite Verfahren ergibt sich ein Problem bei grofsen Zeitschrit-
ten. Damit die Masse erhalten bleibt, muss in Gleichung garantiert sein, dass nach
dem Zeitschritt die Verteilungsfunktion immer noch positiv ist. Das heifst, der Zeitschritt

muss limitiert werden. Wie in [V6lker (2003) angegeben, kann fiir den Koagulations- bzw.

40



Fragmentationsschritt die Limitierung durch diese Funktionalitét erfolgen:

AtpK+f =0.7 l’Illl'l( 8tl,k) (510)
mit
(| fu ;
.—7 5 fng < O
Jik
8tl,k = 00, flvk =0 (511)
103 @ , flvk >0.
\ L,k

In allen Féllen nehme ich zudem an, dass f;; grofer sein muss als ein Minimalwert, da
der minimale Zeitschritt sonst Null wird.

Beim Advektionsschritt bezeichne ich den Gesamtfluss als Fl’:,‘jd und er soll die letzten
beiden Terme von Gleichung [5.8 widerspiegeln. Die Variable, die sich zeitlich entwickelt,
ist die Sdulendichte. Um die zeitliche Ableitung diskret darzustellen, wende ich wiederum

ein explizites Euler-Verfahren erster Ordnung an. Es gilt:

w(s+1 « (s s;rad s;rad
/HA& Zl(,k )~ Zl(k) . 2AtLEy S SO N 2ALFy, (5.12)
= Lk T HLk . .
t At Tl2+1/2 - T12—1/2 T12+1/2 Tl

Nach |Courant et al (1928), muss bei Advektionsgleichungen der Zeitschritt der CFL-
Bedingung gentigen. Diese Bedingung fordert, dass die Entwicklungsgeschwindigkeit des
Systems schneller ist wie die Summe aus der lokalen Geschwindigkeit des Mediums und

der Schallgeschwindigkeit. Mit einem Sicherheitsparameter von 0.7, folgt:

Atage = 0.7 min (L) . (5.13)

o7 + ¢
Diese Limitierung muss man durch die Annahmen im Kapitel 2lnur zu Beginn berechnen.
Die beiden Zeitschritte fiige ich durch die Minimum-Funktion zusammen:

At = min (AtpK+f, Atadv) . (514)

Welche Form die Flussterme in diskreter Weise haben, folgt in den néchsten Unterkapi-
teln. Um die Gleichungen zu verkiirzen, benutze ich in diesen Kapiteln f bzw. 3. Dabei
soll die zeitliche Diskretisierung nach den Gleichungen [5.9und [5.12] aber schon enthalten

sein.
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5.4. Diskretisierung der

Fragmentations-Koagulationsgleichung

Wie im Kapitel B.1] beschrieben, teste ich die Fragmentations-Koagulationsgleichung,

rel

f .
g < U ) und reine

indem ich zuerst die beiden Extremfille perfekte Koagulation (v

rel

S vf ) diskretisiere. Die analytischen Losungen zu diesen Test-

Fragmentation (v
fallen sind lediglich in einem ruhenden Medium giiltig, darum betrachte ich Materie,
die weder in radialer noch in vertikaler Richtung fliefst. Somit vereinfacht sich das Pro-
blem und man kann die radialen und vertikalen Abhéngigkeiten vernachlédssigen. Aus
dem Kapitel 4] geht hervor, dass die Relativgeschwindigkeit im Allgemeinen ebenfalls
vom Ort r im Raum abhéngt. Diesen Umstand muss man im Kern iiber die kumulati-
ven Verteilungsfunktionen und bei der Treppenfunktion in Gleichung [3.14] beachten. Die
Treppenfunktion bestimmt, welche der beiden Falle: "perfekte Koagulation" und "reine
Fragmentation" auftritt. Diese Auswahl ist abhéngig von einer Grenzgeschwindigkeit,
die man Fragmentationsgeschwindigkeit v/ nennt. Birnstiel et al. (2010) setzen sie auf
einen Wert von v/ = 1 ms~!. [Brauer et al. (2008) variieren v/ zwischen 1 —30ms™!,
um den Einfluss der Fragmentationsgeschwindigkeit auf die Resultate zu iiberpriifen. Ich
verwende eine Fragmentationsgeschwindigkeit von 1 ms~!. Im Anschluss an die beiden
Extremfalle findet man die kombinierte Variante und die vollstdndige diskrete Schreib-

weise.

5.4.1. Diskrete Form der Koagulation

Die Diskretisierung der Fragmentations-Koagulationsgleichung mit perfekter Koagulati-

on baut auf dieser Gleichung auf (Die Herleitung dazu findet man im Anhang [A]):

l i FPK<m) = /OOOdTHQ Cm,mg f(m) f(m2)

m dm
(5.15)

1 m o my + Mo 0
—5/0 dm1 /(; dmz T le,mz f<m1> f(mQ) a—m (pr(m, thYLQ)) .

Geht man von der kontinuierlichen Betrachtungsweise in die diskrete iiber, dann stellt
man die Integrale durch Summen dar. Ich wéhle dafiir die Riemann-Summen. Die Dis-
kretisierung iiber die Simpsonregel ist im Allgemeinen besser, aber wie aus Majerowicz
(1987) hervorgeht, erzielt die genauere Berechnung der Integrale keinen grofsen Genauig-

keitsgewinn sondern fithrt zu einem langsameren Programm. Die Integrale entsprechen

42



also Summen iiber den Bins, bzw. den darin definierten Mittelwerten und Bandbreiten
(Gleichungen [B.]). Die Ableitungen stellt man durch Differenzen dar. Der betrachtete
Massenbereich ist eingeteilt in 1...(N + 1)-Klassen. Der Term auf der linken Seite in
Gleichung ist durch die Gleichung B.Ilmit der Anderungsrate flf K im k-ten Massen-
bin verkniipft. Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung bezeichnet die
Verlustrate, der zweite die Gewinnrate im k-ten Massenbin. In diskreter Schreibweise
wird aus Gleichung

k  N+1

: 1 m; +m AFPE (my,, mi, my;)
fZK:§ZZAmiAmJTk]CJfoJ ’

=1 j=1

(5.16)

N+1

- Z Am; Cy; fr fi -
=1

Wenn man die Menge der mittleren Massen genauer betrachtet, dann féllt auf, dass
es keine infinitesimalen Teilchen mehr gibt, sondern man beginnt mit einem Monomer,
sozusagen einem Grundbaustein. Das fithrt wiederum dazu, dass man in der j-Summe
des Gewinnterms nicht alle Teilchen durchwandern muss. Das schwerste Objekt m;, das
mit dem kleinsten m; zusammenstofsen kann, um innerhalb des Intervalls [my, myy1)
zu sein, ist der k-te Korper. Somit setzt man die obere Grenze der j-Summe auf k.
Ein numerisches Problem liegt in der oberen Schranke des Massenbereichs. Aus den
Koagulationsprozessen sollte keine Masse entstehen, die grofier ist als die obere Grenze
des Massenintervalls. Ein weiteres Problem kann durch die Multiplikation bzw. Division
mit den verschiedenen Am,, entstehen. Um dies zu umgehen, fasst man die Verteilungs-
funktionen f; mit den Am; zu mittleren Teilchenanzahldichten in den Massenbins n,
zusammen. Eine &hnliche Vorgangsweise findet sich in Brauer (2008) und Majerowicz
(1987). Die Gleichung multipliziert mit Amy, vereinfacht sich damit zu

k N+1
1 m; +m
) Z Z mp ———— Cijnin; g — E Ch,img ;. (5.17)
i=1 j=1 i=1

ay,;; steht dabei fiir AFPE (my,, m;, m;). Die Genauigkeit des Verfahrens héngt stark da-
von ab, wie man die Differenz der kumulativen Verteilungsfunktion behandelt. In Kapitel

L. wurden zwei Einteilungsmoglichkeiten vorgestellt. Die beiden Varianten kennzeichne
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ich mit )

L my <my+my; <my
o _J1 u 518
Mhig =g Mk =mitm oder mj , =m; +m; (5.18)
0, sonst
\

und

( N, +mj — Mp_1

, mk,lgmi+m]~<mk und k£ >1
My — Mi—1

2 Mgy1 — My — My
ki = s omy <my +my < My (5.19)
Me+1 — Mg

0, sonst.

\

(2)

In der Einteilung o ; ;

muss man beachten, dass es weder eine 0-te noch eine (N + 2)-te
Klasse gibt. Im ersten Fall erweitere ich die Gleichung mit einer Bedingung: k£ > 1 im
Intervall [my_1,mg). An der oberen Massengrenze fithrt die Koagulation des grofiten
Teilchens my,1 zu Massen, die grofer sind als das betrachtete Intervall. Damit man
mit dem Einteilungsverfahren konsistent ist, muss man diese Teilchen miteinbeziehen
und eine Masse my o einfiigen. Vergleicht man die numerischen Rechnungen mit den
analytischen aus Kapitel B.2] dann erkennt man, dass das zweite Verfahren besser fiir
physikalische Fragestellungen geeignet ist (Abbildungen 53] - [.0]). Bei der Gegeniiber-
stellung zieht man die Erhaltungseigenschaft des nullten Ny(¢) und des zweiten Moments
Ny(t) sowie die Verteilungsfunktion f(m) zu verschiedenen Zeitpunkten heran. Die Her-
leitung der Koagulationsgleichung basiert auf der Erhaltung der Masse, also bleibt das
erste Moment N;(¢) konstant und man kann daraus keine relevante Aussage ableiten.
Die Basis der logarithmischen Einteilung ist in allen Féllen b = 1.06, damit ergibt sich
die kleinste mittlere Masse zu m,,;, = 0.03. Die Anfangsbedingungen fiir den konstanten
Kern sind gegeben durch Ny(0) = 33.33 und p = N;(0) = 1. Die Einheitszeit 7 berech-
net sich aus p/Mmyuin. Aus den Abbildungen in [5.3] geht hervor, dass in beiden Fillen die
numerische Losung mit a,(fl) ; besser ist. Besonders auffallend ist, dass die Entwicklung

1222 ; stellt somit das
(1)

kg

von No(t) am numerischen Limit bei 107¢ liegt. Das Verfahren mit «
zweite Moment perfekt dar. Im Gegensatz dazu, weist die Methode mit «; ; . einen re-
lativen Fehler von 10~* auf. Die Entwicklung der Gesamtteilchendichte wird von beiden

in etwa gleich gut wiedergegeben.
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Abbildung 5.3.: Relative Fehler bei Koagulation und einem konstanten Kern

log( m? f(m) ) [p ]

Die beiden Abbildungen zeigen die Entwicklung des relativen Fehlers ge-
geniiber der Zeit bei einem konstanten Kern. Links ist der Fehler in der
Gesamtteilchendichte Ny(t) und rechts die Abweichung im zweiten Mo-

ment Ny (1) aufgetragen. Die gestrichelte Linie steht fiir die Berechnung

(1) (2)

mit oy ;. und die durchgezogene fir die mit o, ;.

10710

107°

1070
10° 10’ 102 108 104 10° 108
IOg( m ) [ mmin ]

Abbildung 5.4.: Zeitliche Entwicklung der Verteilungsfunktion bei Koagulation

und einem konstanten Kern

Dargestellt ist die Funktion m? f(m) gegeniiber der Masse zu den Zei-
ten t =0.17,17,107 und 50 7. Die durchgezogene Linie entspricht der
analytischen Losung, die Strichpunkt- und die gestrichelte Linie den

: . (1) 2)
numerischen Losungen mit oy ; . bzw. oy ..

45



(1)

ki,
entwickelt wie die analytische Losung. Durch die logarithmische Skala féllt dies bei spé-

In Abbildung B.4] erkennt man, dass die numerische Losung mit « sich langsamer
teren Zeiten nicht mehr auf. Aus den Ergebnissen bei einer Zeit von ¢ = 0.17 kann man

ablesen, dass die erste Variante die Verteilung nicht glatt wiedergibt, sondern es tre-
(2)

ten Oszillationen auf. Die numerische Losung mit «;; ; stellt die Verteilungsfunktion
f(m) sehr gut dar. Die Anfangsbedingung fiir den linearen Kern ist durch eine Expo-
nentialfunktion, wie in der Formel gezeigt, gegeben. Die verwendeten Parameter
sind Ny(0) = 1 und 7 = 1. Die Anfangsdichte N;(0) folgt aus der Diskretisierung der

Gleichung [3.2k

N+1 N+1
k=1 k=1

Die Einheitszeit 7 berechnet sich wie in Kapitel beschrieben. Aus den Abbildungen
geht hervor, dass fiir den linearen Kern die Gesamtteilchendichte Ny(t) und das
zweite Moment Ny(t) von beiden Varianten nicht perfekt wiedergegeben werden. Der
relative Fehler bleibt fiir Ny(t) im Bereich von 1073. Das Verfahren mit a,(jz’j stellt
die Entwicklung des zweiten Moments wieder wesentlich besser dar, der Fehler bleibt
hierbei unter 10~2. Die Methode mit oz,(gll) ; weist am Ende sogar schon einen relativen

Fehler von 0.1 auf. In Abbildung erkennt man, dass sich die numerische Losung mit

(1)
ki

der numerischen Losung mit o

wiederum langsamer fortpflanzt als die analytische Losung. Zudem zeigt sich bei
(2)

L.

; der so genannte "artificial runaway growth", wie in

7

Ohtsuki et al.l (1990) und Wetherilll (1990) beschrieben.
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Abbildung 5.5.: Relative Fehler bei Koagulation und einem linearen Kern
Die beiden Abbildungen zeigen die Entwicklung des relativen Fehlers
gegeniiber der Zeit bei einem linearen Kern. Links ist der Fehler in der
Gesamtteilchendichte Ny(t) und rechts die Abweichung im zweiten Mo-

ment Ny (t) aufgetragen. Die gestrichelte Linie steht fiir die Berechnung

mit a,(glz ; und die durchgezogene fir die mit afg ;-

10° | 1

— 105 ]
- 10

E

T 410 ]
& 10

>

e,

101°

10720 : : :
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log(m) [ M |

Abbildung 5.6.: Zeitliche Entwicklung der Verteilungsfunktion bei Koagulation
und einem linearen Kern
Dargestellt ist die Funktion m? f(m) gegeniiber der Masse zu den Zeiten
t =0.017,17 und 57. Die durchgezogene Linie entspricht der analyti-
schen Losung, die Strichpunkt- %%d die gestrichelte Linie den numeri-

. G
schen Losungen mit Oz,(f zj bzw. oy ..
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5.4.2. Diskrete Form der Fragmentation

Die Diskretisierung der Fragmentations-Koagulationsgleichung mit reiner Fragmentation

baut auf dieser Gleichung auf (Die Herleitung dazu findet man im Anhang [Al):

e FIm) = [ Ama Gy ) o)

/mm/dm Py Fm) flamg) COUR )

e 00 1 0 .
—/mdm1 /0 dms Ele’m f(my) f(ms) I (m1 .Fej(m,ml,mg)) )

Mit der Gleichung B.1] sowie den gleichen Umformungen wie im vorigen Unterkapitel
[6.4.1] beschrieben, ergibt sich die diskrete Form zu

N+1 N+1 - A (s, — mi + )
Z Z Am; Am] ———LCi; i f; A —
i=k j=1 Mk
N+1 N+1 )
1 A(m; F9(my, my,m;))
Am; Am; — Cii fi f; o T, T 5.22
+§; mi Am; - Cij i Arm (5.22)
N+1

— Z Am; Cy; fi. fi -

i=1

Beniitzt man die mittlere Teilchendichte nj in den Massenbins, erhélt die Gleichung

diese Form:
N+LNAL
. f T ej
n;, = —— C;;niny AO(my, — m; + me;)
5 X g
i=k j=1
(5.23)
N+1 N+1 N4+1
+ E E C” n; n; A(m; F(my, mi, m;)) — E Cringni .
i=k j=1 i

Die erste Doppelsumme auf der rechten Seite dieser Gleichung beschreibt den Zuwachs
durch den Uberrest des Zielobjektes. me; charakterisiert, wie schon im Kapitel 3.1l ange-
fiihrt, die Masse, die vom Zeilobjekt herausgeschlagen wird. Die Aufteilung auf die ver-
schiedenen Massenbins entspricht dem des vorigen Unterkapitels [5.4.Tl1 Ein wesentlicher

Unterschied zwischen Koagulation und Fragmentation liegt darin, dass beim Wachstum
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nur Objekte entstehen konnen, die eine grofere Masse aufweisen als das kleinste Mit-
telmaf. Bei der Fragmentation kann sich hingegen ohne weiteres ein leichteres Teilchen
bilden. Diesen Umstand muss man in a;w-, j miteinbeziehen. Ist m; —m.; < mq, wird das
Teilchen einfach zum 1-ten Bin dazu gezihlt. oy ; ; erweitere ich zu:

p
1, m; — Mej < My

m; — Mej — Mi—1

;o M1 <my —me; <my, und k> 1

myg — M1
Wpij = . e m (5.24)
+1— My ej
s oMy S my — My < My
M1 — Mg
0, sonst.

\

Die zweite Doppelsumme in Formel [5.23] charakterisiert den Zuwachs an Teilchen durch
das ausgeworfene Material. Die Differenz aus der kumulativen Verteilungsfunktion (Glei-
chung B.1T]) lasst sich im Gitter durch die Bingrenzen approximieren. Der Zuwachs im
k-ten Bin nach einem Stof von Teilchen der ¢-ten mit denen der j-ten Klasse berechnet
sich demnach aus der Differenz der unteren und oberen Grenze. Ist die Masse des grofsten
Fragmentes in der Menge der ausgeworfenen Teilchen m;; grofer als die obere Grenze

des Bins mj; ; < myy, gilt:

A Fei iy sy ) = mey ((m) - (m)> )

mlf

Den Parameter ¢ definiere ich im Verlauf dieses Kapitels. Die Ableitung der kumulativen
Verteilungsfunktion ist ab m = my; gleich Null. Das bedeutet, dass die exponentielle Ver-
teilung des ausgeworfenen Materials nach der Masse des grofiten Fragments m; s abbricht.
Wie zuvor gibt es im Allgemeinen aber keinen Gitterplatz mit genau dieser Masse. Die
Differenz aus der kumulativen Verteilungsfunktion muss an diesen Umstand angepasst
werden. Ist mj < myy und mj, , > myy, fallt nur mehr der Anteil an Teilchen in den
k-ten Bin, der innerhalb vom Intervall [mj}, mys] liegt. Setzt man diese beiden Werte als

obere und unteren Grenze ein, folgt:

A(m; F9 (my, m;, my)) =
e\ 2 N ot \ 2 (5.26)
()G (D))
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Ich fiihre eine neue Variable 8 ; ; ein, die die Differenz der kumulativen Verteilungsfunk-

tion folgendermafen wiedergibt:

( u 2—q u\ 2—¢q
Mpq my u
— - s My < myy
mlf mlf

2—q
R my
Prii =41 - ( k) oMy <y <y (5:27)
mlf
0, sonst.

Unter Verwendung von 3, ; kann man m,; als Variable aus der Differenz herausziehen.
Die Gleichung [5.23] schreibt sich dann zu:

N+1 N+1 m m N+1 N+1 m
Lf i — Mej / ej
ny = ——Cijninjog;; + Cijning Bri;
- - mg - - my
i=k j=1 i=k j=1
(5.28)
N+1

—E Cringn .
i=1

Nun definiere ich die beiden Variablen m.; und m;s. Nach [Kobayashi & Tanakal (2010)
héngt die gesamte Masse m.;, die man aus dem Zielobjekt gewinnt, von einer normierten

Kollisionsenergie ¢ sowie der Masse des Ziels m; ab:

In anderen Artikeln wird fiir die ausgeworfene Materie keine glatte Funktion verwendet,
siehe Inaba et al.l (2003)) oder Wetherill & Stewart! (1993)). Kobavashi & Tanaka (2010
argumentieren aber so, dass Laborversuche (Housen et al. (1991)) sowie numerische
Modelle (Benz & Asphaug (1999)) keinen Sprung zwischen katastrophaler und erosi-
ver Kollision zeigen. Zudem sind sie der Meinung, dass sich durch die Gleichung [5.29]
das Phanomen "cratering" besser beschreiben ldasst. Die normierte Kollisionsenergie ist

gegeben durch

Ekol ('U:rfll m2)2 mo
my, My) = = : . 5.30
o(mi, ms) mi Q% 2Q%5 mi+ms (5.30)
1 Mo ! 9
Epg=-——"—(F° 5.31
kol 9 . (Uml,mg) ( )
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Material | vipac: [km/s] | Qos [erg/g] Bs | Qoglergem?®/g?| | B,
Basalt ) 9.0 x 107 | —0.36 0.5 1.36
Basalt 3 3.5 x 107 | —0.36 0.3 1.36

Eis 3 1.6 x 10" | —0.39 1.2 1.26
Eis 0.5 7.0 x 107 | —0.45 2.1 1.19

Tabelle 5.1.: Parameter der katastrophalen Grenzenergie, aus Benz & Asphaug
(1999)
Die erste Spalte zeigt die beiden verwendeten Materialien Basalt und FEis,
die zweite die Geschwindigkeit der kollidierenden Teilchen beim Aufprall
und die letzten vier Spalten die Parameter zur Berechnung der katastro-
phale Grenzenergie.

rel

mmy und der

ist dabei die Kollisionsenergie, die sich aus der Relativgeschwindigkeit v
reduzierten Masse berechnet. ()7, beschreibt die spezifische Grenzenergie der katastro-

phalen Kollision, Benz & Asphaug (1999)) definieren sie auf folgende Weise:

e Das Zielobjekt wird in ein Spektrum an Teilchen zerschlagen, wobei der grofite

Korper genau die halbe Masse des anfanglichen Objektes besitzt.

e Die iibertragene Energie ist so grof, dass die Teilchen das gravitative Feld des

urspriinglichen Objektes verlassen konnen.

Jh soll im Weiteren als katastrophale Grenzenergie bezeichnet werden und hat nach

Kobayashi et al. (2010) diese Funktionalitét:

Tq
lem

2 2G
R (5.32)

Bs
) +Q09pd (lcm

Qp = Qo ( -
pa kennzeichnet die Dichte des Zielobjektes in Einheiten von gcm™3. [Benz & Asphaug
(1999) geben die Konstanten Q. Bs. Qg und 3, fiir verschiedene Materialien tabella-
risch (Tabelle B5.]) vor. Benz & Asphaug (1999) fithren an, dass man getrennt fiir beide
Materialien zwischen den verschiedenen Einschlaggeschwindigkeiten interpolieren sollte.
Da in meiner Arbeit aber nur ein Element mit einer gewissen Dichte p; vorkommt und die
Werte der einzelnen Parameter gering variieren, verwende ich die Mittelwerte aus den ge-
gebenen Daten der Tabelle[5.1l Die gemittelten Konstanten sind dann Qg = 5.275 x 107
erg/g, Bs = —0.395, Qq, = 1.025 erg cm®/g? und B, = 1.2925. Den letzten Parameter
wiahle ich wie [Kobayashi et al. (2010) zu C,, = 10.
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Abbildung 5.7.: Katastrophale Grenzenergie
Die Grafik zeigt die katastrophale Grenzenergie, fiir eine Dichte der
Teilchen von pg = 1.8 gecm ™3, gegeniiber der Masse. Die Ordinate ist in
Einheiten von erg/g und die Abszisse in g. Die beiden Variablen sind
logarithmisch aufgetragen.

Die Abbildung [5.7] zeigt die katastrophale Grenzenergie bei einer Dichte des Staubs von
pa = 1.8gcm™ im gebriuchlichen Massenintervall [107 g, 10*° g]. Die Funktionalitit
[(.32]ist grundsétzlich fir Teilchen grofer als 1 cm definiert. Ich gehe davon aus, dass die
Gleichung auch noch fiir pm-grofe Teilchen giiltig ist.
Nach [Kobayashi & Tanakal (2010) ist die Variable m;; ebenfalls von der normierten
Kollisionsenergie ¢ und dem Gewicht des Zielobjektes m, abhingig.

myp = ﬁmej = ﬁ my . (5.33)
€ ist ein Sicherheitsparameter, mit dem man garantiert, dass das grokte ausgeworfene
Teilchen kleiner ist als die gesamte freigewordene Masse m;. Diesen Parameter muss
man einfithren, da es bei sehr kleinem ¢ dazu kommen koénnte, dass nur ein Teilchen
ausgeworfen wird und demnach die Verteilung durch ein Potenzgesetz nicht stimmt. Es
gibt auch andere Ansdtze, um die Masse des grofsten Fragmentes m;; zu berechnen. Wie
Stewart & Leinhardt (2009) oder Benz & Asphaug) (1999) angeben, kann man die Masse
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des groften Fragmentes iiber eine lineare Funktion

_ﬁw;_:_g5(QR-4)+05 (5.34)

ma +m2 %D

einer normierten Kollisionsenergie

mime (U:rfll,mg)2

my + mg My + My

Qr =05

(5.35)

ermitteln. Da diese Autoren aber keine Angabe tiber die gesamte ausgeworfene Masse
geben, bleibe ich mit Kobayashi & Tanakal (2010)) konform und benutze die Formeln [5.29]
und [£.33]

Wie die ausgeworfene Materie verteilt ist, wiahlt man {iber den Parameter g aus der
Gleichung BTl Den beiden Grofen e und ¢ legen Kobayashi & Tanakal (2010) Bedin-
gungen auf. Der Exponent des Potenzgesetzes zur Fragmentverteilung liegt im Bereich
von 1 < ¢ < 2. Wie vorhin besprochen, muss man die Konstante ¢ < 1 so wéhlen, dass
die Masse des groften Fragmentes kleiner ist als die gesamte ausgeworfene Materie. Die
beiden Parameter konnte man aber auch aus Tabellen, wie in [Paszun & Dominik (2009)
angegeben, entnehmen. Sie bestimmen die aus einem Stofs resultierende Verteilung durch

ein Potenzgesetz und einer Gaufs-Verteilung

e g2 3 —(m — Mg)?
f(m) =& m? 7+ NP exp 207 (5.36)

&1, & sind Normierungsfaktoren, ¢ bezeichnet den Exponenten des Potenzgesetzes, Mg
die mittlere Masse und og die Breite der Gauf-Kurve. Die von mir gewéhlte Funktion
besteht ebenfalls aus zwei Komponenten, einem Potenzgesetz, Ableitung von Gleichung
B.I1] und einer §-Funktion, Ableitung von Gleichung [B.10l Die Ansétze sind sehr &hn-
lich und unterscheiden sich in der Gauf-Verteilung und dem Umstand, dass die Vertei-
lung der Fragmente bei [Paszun & Dominik (2009) um einiges steiler ist. Die Masse des
Zielobjektes nach dem Stoft stimmt ebenfalls mit der Masse der mittleren Masse der
Gaufs-Verteilung M tiberein. Die Tabelle gibt die von Paszun & Dominikl (2009)
gefundenen Werte fiir einen Fiillfaktor ¢ = 0.155 wieder. Da das molekulardynamische
Modell aber keine Gravitation beinhaltet und lediglich fiir ein ms/m;-Quotienten von
3 Grofkenordnungen ausgelegt ist, bleibe ich bei der freien Wahl der beiden Konstanten
und bestimme ¢ = 1.9 und € = 0.5.
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E/(NEp) | d | Mg/(m;+mz) | og/(m; +ms)
2.29 x 1071 | 0.12 0.620 0.164
9.15x 1071 | -0.28 0.436 0.107
3.66 x 10° | -0.49 0.426 0.065
8.24 x 10° | -0.81 0.418 0.066
1.46 x 10* | -0.89 0.428 0.062

Tabelle 5.2.: Parameter der Verteilungsfunktion nach einer Fragmentation, aus
Paszun & Dominik (2009)
In der ersten Spalte erkennt man die Kollisionsenergie, normiert auf die
Teilchenanzahl im Zielobjekt N multipliziert mit der Bruchenergie FEj,.
Die zweite Spalte zeigt den Exponenten des Potenzgesetzes der Verteilung
der Fragmente und die letzten beiden die Masse und die Breite der Gauk-
Verteilung.

Wie im Kapitel B.3] vorgeschlagen verwende ich eine vereinfachte Form der Gleichung
5.28, um die numerischen Fehler abzuschitzen und die Giite der Einteilung oy, ; zu
iiberpriifen. Um die Resultate aus der Fragmentation mit der analytische Losung ver-

gleichen zu kénnen, muss man die Gleichung [3.33] diskretisieren:

N+1 N+1 N+1

m.
cgA i /
e = Z Z i Cigning o ; — E : Chingn . (5.37)
=1

Die Aufteilung der Bruchstiicke geschieht wieder mit o, ; ;, wobei aber m.; = m1 /2 fix
gehalten wird. Vergleicht man die numerischen Rechnungen mit den analytischen Lo-
sungen der Momente, dann erkennt man, dass der Algorithmus bis zu einem gewissen
Zeitpunkt die Momente sehr gut wiedergibt (Abbildungen [G.8]). Herangezogen werden
die Entwicklungen des nullten Ny(t) und zweiten Momentes Ny(t). Die Basis der loga-
rithmischen Einteilung ist dabei b = 2. Diese Basis gibt die Entwicklung des Systems bei
gleichméfiger Aufspaltung am besten wieder, da jede Fragmentation genau auf den Mit-
telwert einer Klasse fallt. Die kleinste mittlere Masse berechnet sich dann zu m,,;, = 0.5.
Am Zeitpunkt Null soll die ganze Masse im grofsten Teilchen konzentriert sein. Die weite-
ren Anfangsbedingung sind Ny(0) = 1 und N,(0) = m%., . Die Einheitszeit 7 = 1/Ny(0)
resultiert aus Gleichung [3.35] Wie im Kapitel B.3] dargestellt, besitzt die Fragmentation
mit gleichméfiger Aufspaltung und konstantem Kern bei genau der Einheitszeit eine

Singularitat. Die maximale Integrationszeit bestimme ich deshalb zu t,,,, = 0.9 7.
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Abbildung 5.8.: Relative Fehler bei Fragmentation und einem konstanten Kern
Die beiden Abbildungen zeigen die Entwicklung des relativen Fehlers
gegeniiber der Zeit bei gleichméfkiger Aufspaltung und einem konstanten
Kern. Links ist der Fehler in der Gesamtteilchendichte Ny(¢) und rechts
die Abweichung im zweiten Moment N(t) aufgetragen.
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Abbildung 5.9.: Anzahldichte in den Massenbins nach der Integrationszeit bei
gleichméafiger Aufspaltung und einem konstanten Kern
In den beiden Abbildungen ist die Anzahldichte in den verschiedenen
Massenbins n(m) gegeniiber der Masse in einer logarithmischen Skala
dargestellt. In beiden Abbildungen wird die Losung mit einer Basis von
b = 2 anhand von Punkten abgebildet. Links ist das Ergebnis mit einer
Basis von b = 1.1573 und rechts das numerische Resultat mit einer Basis
von b = 1.03355 aufgetragen.
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Aus den Abbildungen [5.8 erkennt man, dass der relative Fehler in der Gesamtteilchenan-
zahl Ny(t) unter einem Wert von 1072 bleibt. Die Abweichung nimmt anfangs stark zu,
zeigt dann einen Anstieg wie eine sehr flache Exponentialfunktion. Um den Zeitpunkt
t = 0.757 wachst der Unterschied zwischen der numerischen und der analytischen Lo-
sung wieder starker an. Ein dhnliches Bild weist die Entwicklung des zweiten Moments
Ny(t) auf, wobei der relative Fehler ebenfalls unter einem Wert von 1073 bleibt. Wenn
man bedenkt, dass bei einer Zeit von ¢t = 7 eine Singularitit in der analytischen Losung
auftritt, dann sind die numerischen Resultate sehr gut. Die grofer werdende Abweichung
bei t = 0.75 7 folgt aus dem selben Grund, denn numerische Rechnungen kénnen eine
Singularitéit nur schlecht auflésen. Die Einteilung des Massengitters iiber einer Basis von
b = 2 stellt im Fall der gleichméfigen Aufspaltung die beste Einteilungsmoglichkeit dar.
Jedes Teilchen, das aus einem Stofs hervorgeht, fillt dabei genau auf einen Gitterplatz.
Also ziehe ich diese numerische Rechnung als Vergleichswert heran. In den Abbildungen
ist das Ergebnis mit einer Basis von b = 2 nach der Integrationszeit ¢ = 0.9 7 als
Punktmenge dargestellt. In der linken Grafik erkennt man zudem das numerische Re-
sultat unter einer Basis b = 1.1573, die 4 mal so viele Gitterplatze besitzt. Durch die
Einteilung iiber aj ; ; wird die Lésung sehr diffusiv, die Positionen der Massen verschmie-
ren und die Anzahl der Teilchen in den jeweiligen Massenbins verringert sich dadurch
fast um die Hélfte. Die Verteilungsfunktion f(m) wird zudem um so schlechter wie-
dergegeben, je ndher man zu kleinen Massen kommt. Erhalten bleiben die Position des
Maximums und die generelle Struktur der Losung. Diese Basis ist also eher schlecht fiir
die reine Fragmentation mit gleichméfiger Aufspaltung geeignet. Verwendet man hin-
gegen eine feinere Basis b = 1.03355, die ca. 16 mal so viele Gitterplatze innehat, dann
dhneln sich die Ergebnisse mehr. Die numerische Rechnung ist bei grofen Massen noch

sehr genau, aber wie zuvor gilt: Je kleiner die Massen, um so diffusiver das Resultat.
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5.4.3. Diskrete Form der Kombination aus Fragmentation und

Koagulation

Die Kombination der beiden Extremfélle "perfekte Koagulation" und "reine Fragmen-
tation" baut auf der Gleichung auf. Betrachtet man zuerst ein ruhendes Material,
dessen Relativgeschwindigkeit durch willkiirliche Bewegungen herriihrt, dann kann man
die radiale und vertikale Abhéngigkeit vernachlassigen. Verwendet man die diskretisier-
te Form der beiden Extremfille (Gleichung [5.17 sowie [5.28]), dann ergibt sich folgende
Erhaltungsgleichung:

N+1

K
p +f_ E Ckznknz

E ok
1 m; +m,;
l i J
+ E E Cijning | — O(v;§ — vf)} - Qg (5.38)
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Fithrt man im zweiten Term eine Stufenfunktion ©, = ©(k — i) beziiglich der ersten
Summe ein und im dritten Term O, = ©(i — k), dann kann man die erste Summe vor

alle Terme ziehen:
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Der wesentliche Faktor in dieser Funktion ist die Relativgeschwindigkeit vrel Sie be-
stimmt, ob die Teilchen wachsen oder zerstort werden und wie die Kérper nach einem
Fragmentationsprozess verteilt sind. Betrachten wir zuerst nur die Brown’sche Bewe-
gung. Die Relativgeschwindigkeit durch Brown’sche Bewegung (Gleichung 6] ist von

der Temperatur und den beiden Massen m; und m; abhangig. Die Temperatur ergibt
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sich aus dem Modell, das in Kapitel 2] angegeben ist. Fiir einen Zentralabstand von
1 AU weist die Scheibe in der Mittelebene des T Tauri Sterns ca. eine Temperatur
von 204 K auf. Aus der Abbildung B£.I0 erkennt man, dass die Brown’sche Bewegung
nur fiir sehr kleine Massen bzw. kleine Massenverhéltnisse eine Rolle spielt. Die héchsten
Relativgeschwindigkeiten ergeben sich fiir Teilchen aus der gleichen Klasse m; = m;. Be-

trachtet man hingegen ein Massenverhéltnis m; < m;, dann erhilt man kleinere Werte.

rel 1

Die grokte Geschwindigkeit vi5, «~ 12 cm s~ reicht zudem nicht aus, die Fragmenta-
tionsgeschwindigkeit v/ zu {iberschreiten, dementsprechend sollte keine Fragmentation
auftreten. Als Anfangsbedingung fiir die Verteilungsfunktion verwende ich die Angabe
aus Brauer (2008) mit einer Staubteilchendichte von pgiu = 2.6 x 1072 g ecm™3. Wie
man in Abbildung G.11] erkennen kann, trifft die Vermutung, dass keine Fragmentation
zustande kommt, bis zu einer Zeit von ¢ = 10® yr zu. Die erhaltenen Ergebnisse stimmen
bis auf die verschiedenen Zeitpunkte mit denen in Brauer (2008) iiberein. Wie aus seiner
Arbeit hervorgeht, ergibt sich ein "artificial runaway", den man daran erkennt, dass die
Kurven zu grofseren Massen hin nicht so stark abnehmen, wie sie sollten. Den Vergleich
mit einer korrekteren Losung kann man in Brauer/ (2008)) finden. Die einzelnen Kurven
zu den verschiedenen Zeitpunkten ¢ = 100 yr und 1000 yr zeigen einen Knick bei einem
Teilchenradius von ry4 = 0.8 um, da die Staubdichte pgiuup am Anfang innerhalb des
Intervalls [0.5 pm, 0.8 pm | verteilt wurde.

Um die Entwicklung des Systems mit Relativgeschwindigkeiten durch Brown’sche Be-
wegung und vertikale Ablagerung verfolgen zu kénnen, muss man das Modell erweitern.
Ich betrachte nun die in die vertikale Richtung integrierte Erhaltungsgleichung. Die
Materie bleibt in radialer Richtung immer noch in Ruhe. Der einfacheren Schreibweise
halber benutze ich wieder die mittlere Teilchendichte n. Der Unterschied liegt darin,
dass sie in diesem Fall eine Teilchen-Saulendichte id, in den Einheiten 1/ cm?, darstellt.
Der wesentliche Punkt, der dazu kommt, ist, dass man den Kern mit der kumulativen
Verteilungsfunktion iiber die vertikale Richtung integriert. Verwendet man dazu die Va-
riablen A und C aus dem Kapitel B.5] muss man die Gleichung umschreiben. Zieht

man die Summen nach vorne, folgt:
Npm+1 Np+1

leK—’—f = Z Z Ak,i,j n; TLj (540)
j=1

i=1
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Abbildung 5.10.: Relativgeschwindigkeit durch Brown’sche Bewegung
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Die Abbildungen zeigen die Relativgeschwindigkeit v%! in Einheiten
von cm s ! zwischen Objekten einer Teilchenklasse m; = m; (linkes
Bild) und dem Fall m; < m; (rechtes Bild) gegeniiber der logarith-
misch aufgetragenen Masse.
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Abbildung 5.11.: Zeitliche Entwicklung der Verteilungsfunktion bei Koagulati-

on und Fragmentation mit Brown’scher Bewegung

Dargestellt ist die Funktion m?f(m) gegeniiber dem Radius der Staub-
teilchen bei Koagulation und Fragmentation mit der Brown’schen Be-
wegung als einzige Relativgeschwindigkeit. Die Kurven entsprechen den
Zeitpunkten ¢ = 100 und 1000 yr.

29



mit der diskreten Form von Gleichung [3.47

gl . 2 (1 1
A _ Cokis ey | 41
ki = Z A% gty Hyy P |72 "z, I, (5.41)

H,; bezeichnet die in Kapitel 2l vorgestellte Skalenhohe der Staubscheibe fiir verschiedene
Teilchenklassen i. Die Anzahl der Gitterpldtze gebe ich mit N, fiir die Massen und die

fiir die 2-Achse mit N, an. C' berechnet man iiber diese Gleichung;:

Coij = Cosj {@k,z‘ [1—O(uyg,; —v)] 5 ———
(5.42)
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Hierbei wurde schon die z-Abhéngigkeit der Geschwindigkeit und dementsprechend des
Kerns eingefiihrt. Zu beachten ist, dass eigentlich die ausgeworfene Masse m.;, die Masse
des grofiten Framgments m;; und die beiden Funktionen o' und S (Gleichungen [5.29]
(.33 £5.24] und B.27)) ebenfalls von dem z-Index abhéngen. Den Verlustterm stelle ich
durch das Kronecker-Delta in den Indizes & und i dar. Die Relativgeschwindigkeiten
kombiniert man wie im Kapitel M vorgegeben. Der grofse Vorteil bei dieser Schreibweise
ist der, dass man die Funktion A nur einmal vor der zeitlichen Entwicklung berechnen
muss. Dies folgt aus der Annahme, dass sich die Gas- und Staubscheiben und demzu-
folge die Relativgeschwindigkeiten nicht dndern. Der Startwert fiir die Sdulendichte der
Staubscheibe ¥ bei 10 AU berechnet sich aus der Formel Z8. Die linke Seite der Ab-
bildung zeigt die Entwicklung der Sdulendichte bei einem Abstand von 10 AU zu
den Zeitpunkten ¢ = 10%, 10° und 10° yr. Die rechte Seite gibt die selbe Rechnung ohne
Fragmentation wieder. Die beiden obersten Bilder veranschaulichen den Umstand, dass
nach 10* Jahren die Fragmentation noch keine Rolle spielt. Der dominierende Prozess ist
also immer noch die Koagulation durch Brown’sche Relativbewegungen. Dies ist auch
soweit verstindlich, da innerhalb dieser Zeit die meisten Teilchen unter 1072 cm liegen
und folglich die vertikalen Relativgeschwindigkeiten klein bleiben. Nach einer Zeit von
10° Jahren hat sich schon einiges verindert. Das Resultat ohne Fragmentation zeigt ein
dhnliches Bild, wie man es auch in Brauer et al. (2008) findet. Durch die vertikale Abla-
gerung weist das Teilchen mit der hdchsten Sdulendichte schon einen Radius von ca. 3.4
cm auf. Bei der numerischen Losung mit Fragmentation bremst der zerstérende Effekt

das Wachstum der Teilchen schon eindeutig.
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Entwicklung der Saulendichte durch Brown’sche Bewegung
und vertikaler Ablagerung N
Die Bilder geben die Sdulendichte fiir die verschiedenen Massen ¥ bei
10 AU in den Einheiten g / cm? gegeniiber dem Radius der Teilchen 74
in cm wieder. Die linke Grafik zeigt die Entwicklung mit Fragmentation
zu den Zeitpunkten ¢ = 10%, 10° und 10° yr. Die rechte Seite illustriert
das System zu den selben Zeiten aber ohne Fragmentation.
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Die dominierende Teilchengrofe liegt erst bei 0.8 cm. Zudem erkennt man, dass man die
Bereiche der kleinsten Massen durch die Fragmentation wieder auffiillt. Am Ende der
Integrationszeit (106 Jahre) liegt die iiberwiegende Teilchenklasse im System ohne Frag-
mentation bei 4 cm. Der Massenbereich zwischen 1072 und 1 cm ist leer gerdumt und es
gibt noch eine sehr geringe Menge an Kleinstteilchen. Das heifst, durch die vertikale Abla-
gerung wird der Bereich zwischen 102 und 1 cm sehr schnell durchwandert. Teilchen mit
groferen Radien sind schon wieder zu massiv und sie bewegen sich nach Gleichung [4.7]
gemeinsam mit der projizierten Keplergeschwindigkeit. Das schnelle Wachstum stoppt
und die sehr langsame Brown’sche Bewegung fiihrt die Vergroferung der Teilchen wei-
ter. Fiigt man Fragmentation hinzu, dann liegt das dominierende Teilchen bei 3 cm.
Der grofte Unterschied zwischen den beiden Entwicklungen liegt darin, dass im System
mit Fragmentation viel mehr Teilchen enthalten sind, dafiir aber weniger in der grofiten
relevanten Teilchenklasse. Brauer et al. (2008) erhalten grofere dominierende Teilchen,
da sie eine andere vertikale Relativgeschwindigkeit verwenden.

Im néchsten Schritt betrachte ich das selbe Modell mit hinzugefiigten radialen Relativ-
geschwindigkeiten (4.4l Wie im Kapitel angegeben, behandelt man die radiale Ge-
schwindigkeit des Transports und der Kollisionswahrscheinlichkeit separat. Die Abbil-
dung £.13] zeigt die radialen Geschwindigkeiten bei 10 AU. Man kann leicht erkennen,
dass fiir Teilchen, die sich im Intervall [0.1 ¢cm, 5 m| befinden, die Geschwindigkeit tiber
der Grenzgeschwindigkeit von 1 m/s liegt. Die Relativgeschwindigkeiten zwischen diesen
Teilchen und den anderen sind grofs und folglich fithren die Kollisionen zu Fragmentation.

Man kann also eine weitere Koagulationsgrenze erwarten.

100 L L L L
107 103 1072 107" 10° 10’ 102 10°
log( Iy y[em]

Abbildung 5.13.: Radiale Geschwindigkeiten der verschiedenen Teilchen
Angegeben ist die radiale Geschwindigkeit v,.,4 in cm/s gegeniiber dem
Radius der Teilchen r4 in cm. Die gestrichelte Linie charakterisiert die
Grenzgeschwindigkeit v/ = 100 cm /s
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Die Grafiken in Abbildung [5.14] zeigen die Entwicklung des Systems zu verschiedenen
Zeitpunkten. An den beiden oberen Bildern erkennt man, dass durch die Hinzunahme der
radialen Relativgeschwindigkeiten sich die Verteilungsfunktion noch schneller entwickelt.
Schon bei einer Zeit von ¢t = 5 x 10* Jahren ist die dominierende Teilchengrofe ca. 2 mm
erreicht. Nach 10° Jahren ist die Verteilungsfunktion kurz vor der Gleichgewichtslosung.
Diese Losung beschreibt den Zustand, in dem sich der Gewinn durch Koagulation und
der Verlust durch Fragmentation die Waage halten. Am Ende der Integration bei 10°
Jahren weisen die Teilchen mit der groften Sdulendichte eine Grofse von ca. 6 mm auf.
Damit ist wie erwartet eine weitere Wachstumsgrenze hinzugekommen. Im Vergleich zu
Brauer et al.| (2008) reicht die Verteilungsfunktion bei meinen Resultaten bis zu groferen

Korpern.
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Abbildung 5.14.: Entwicklung der Sdulendichte mit allen Geschwindigkeiten
Die Bilder geben die Sdulendichte fiir die verschiedenen Massen ¥ bei
10 AU in den Einheiten g / cm? gegeniiber dem Radius der Teilchen
rqy in cm wieder. Von links oben nach rechts unten erkennt man das
System zu den Zeitpunkten ¢t = 2.5 x 10%, 5 x 10%, 10° und 10° yr.
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5.4.4. Diskrete Form der Advektion

Die diskrete Form des Staubtransports baut auf der Gleichung [3.52] auf. Wie in Kapitel
B2 vorgefiihrt, erhélt diese Funktion iiber die Finite-Volumen-Methode dieses Aussehen:

t-l-Ath( 8 _ 2 . .
/ at ot <Zl’k) T e <Tl+1/2 Uy B — T-1/2 00 Zl,k) =0. (5.43)
¢

2 .2
Tiv12 = Tie1)2

Hierbei bezeichnet v/ die gemittelte radiale Geschwindigkeit am I-ten Gitterplatz, wie
in Kapitel definiert. Die zeitliche Integration ldsst sich unter der Annahme von kon-
stanten Fliissen innerhalb des Zeitschritts durchfithren. Multipliziert man zudem die
Gleichung wie in den anderen Féllen mit Amy und benutzt n;; als Teilchenanzahl-
Saulendichte der k-ten Teilchenklasse am [-ten radialen Gitterplatz, folgt:

- adv 2 rad rad

Ny + 55— (Tl+1/2 Vip1 M+1,k — Ti—1/2 0 nl,k) =0. (5.44)

Tiv12 — Tty

1 soll wiederum die zeitliche Diskretisierung iiber das Euler-Verfahren, wie im Unter-
kapitel £.3] vorgefiihrt, darstellen. Um das Gesamtsystem zu verfolgen, muss man noch
Randbedingungen einfiithren. Ich gehe davon aus, dass am &ufseren Rand keine Materie
mehr in die protoplanetare Scheibe einféllt. Den inneren Rand habe ich im Kapitel 2] an
die Stelle gesetzt, wo die Sternstrahlung die Staubscheibe verdampfen lasst. Also gebe
ich am inneren und am &uferen Rand Bedingungen vor, die einen Ausfluss kennzeich-
nen. Um die Stromung der Materie zu testen, betrachte ich nur eine Teilchengréfte und
vernachléssige das Teilchenwachstum durch Kollisionen. Die Anfangssituation ist die,
dass der Staub in den dufsersten radialen Punkt bei r = 150 AU eingesetzt wird. In der
Abbildung findet man die gemittelte radiale Geschwindigkeit v7%. Sie variiert bei
groferen radialen Absténden relativ wenig und fiithrt folglich dazu, dass sich die Position
des Maximums mit einer Geschwindigkeit von ca. 1.68 AU/10% yr bewegt. Ich betrachte
die protoplanetare Scheibe bis zu einem Zeitpunkt von 6 x 10* Jahren. Dabei miisste
sich das Maximum am Ende bei einem Radius von ca. 48.4 AU befinden. Die Abbildung
[b.16]zeigt die Position des Maximums innerhalb der gewéhlten Zeitspanne. Man erkennt,
dass sich das Maximum der Verteilungsfunktion vom dufersten Punkt bis auf einen Ab-
stand von ca. 48.4 AU vorgearbeitet hat. Das Bild zeigt zudem, dass sich die Welle
linear mit der mittleren radialen Geschwindigkeit ausbreitet. Daraus schliefse ich, dass
sich die radiale Entwicklung des Systems auch fiir das Gesamtmodell mit Koagulation

und Fragmentation richtig verhélt.
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Abbildung 5.15.: Mittlere radiale Geschwindigkeiten des Ensembles
Angegeben ist die mittlere radiale Geschwindigkeit ©v"%?(r) in Einheiten
von AU/10? yr gegeniiber dem Radius in der Scheibe r in AU
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Abbildung 5.16.: Position des radialen Maximums der Verteilungsfunktion
Die Grafik zeigt die Position des Maximums der Verteilungsfunktion
Tmaz i AU gegeniiber der Zeit ¢ in 10° yr.
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5.5. Modellberechnung

Die Berechnung des Gesamtmodells beinhaltet die Fragmentation-Koagulation unter
Verwendung der drei Relativgeschwindigkeiten (Brown’sche Bewegung, vertikale Ab-
lagerung und radiale Relativgeschwindigkeit) und die Stromung des Staubs durch die
mittlere radiale Geschwindigkeit der Teilchen. Die protoplanetare Scheibe nach dem Ba-
sismodell weist die Eigenschaften, die im Kapitel 2] angegeben sind, auf. Die Anzahl an
Gitterplatzen im Massengitter betragt N,, = 120, die der z-Achse N, = 101. In radialer
Richtung verwende ich N, = 50 Punkte. Die Abbildung zeigt die Entwicklung der
Staubscheibe zu den Zeitpunkten ¢ = 10%, 5 x 10* und 10° yr. Durch den radialen Fluss
fiillen sich die inneren Gebiete mit dem Material aus den dufseren Regionen. Folglich
findet die Entwicklung der Teilchengréfsen im Zentrum viel schneller statt als im Fall
ohne Stromung (Abbildung [5.14]). Dies erkennt man auch in der Abbildung [5.17] nach
10* Jahren sind die Teilchen der Staubscheibe im Zentrum schon bis zur Fragmentations-
grenze von einigen Zentimetern angewachsen. Das Wachstum der Teilchen weiter aufsen
wird durch den radialen Strom hingegen gehemmt. Zu Beginn bildet sich der Staub wie
gewohnt aus, aber nach einer Zeit von 5 x 10* Jahren ist schon einiges an Staub nach
innen geflossen und die dominierende Teilchengrofse bei 4.5 AU liegt lediglich bei einigen
Millimetern und bei 10 AU bei ca. 0.5 mm. Bei noch groferen Radien ist die Staubscheibe
schon fast leer und ein wesentliches Staubwachstum dementsprechend unwahrscheinlich.
Der Verlauf der Sédulendichte beim innersten betrachteten radialen Punkt r» = 1.5 AU
weist nun schon die Struktur des Gleichgewichts zwischen Fragmentation und Koagula-
tion auf. Im Gegensatz zu den Abbildungen [5.14] erkennt man ein neues Merkmal. Durch
das Auffiillen der innersten Regionen bildet sich eine zweite Teilchengréfte mit einer ho-
hen Sdulendichte aus. Diese Teilchenklasse scheint dhnlich der Entwicklung der dufseren
Scheiben zu kleineren Teilchengréfsen zu wandern. Beim letzten beobachteten Zeitpunkt
105 Jahren ist die Staubscheibe schon sehr auf die innersten Gebiete komprimiert. Die
Séulendichte bei 10 AU liegt fiir alle Teilchen unter einem Wert von 107 g/cm?. Die
Saulendichte bei 4.5 AU hat innerhalb der Zeit von 5 x 10 bis 10° Jahren ebenfalls
stark abgenommen. Die Séulendichte am inneren Rand veréndert sich hingegen kaum.
Wie auch Birnstiel et al. (2010) und Brauer et al. (2008) vorfiihren, kann in einer proto-
stellaren Scheibe, wie sie das Basismodell beschreibt, kein Staubkorn entstehen, welches
die Voraussetzungen erfiillt, um sich zu einem Planetesimal weiterzuentwickeln. Hierbei

tritt die wesentliche Wachstumsgrenze, die so genannte "meter-size barrier", auf.
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Abbildung 5.17.: Entwicklung der Staubscheibe nach dem Basismodell
Die Bilder zeigen die Staubscheibe zu drei verschiedenen Zeitpunkten
t =10% 5 x 10* und 10° yr. Die linke Reihe gibt die Saulendichte X
in g/cm? gegeniiber dem Radius der Teilchen r4 in cm und dem radia-
len Abstand r in AU wieder. Die rechte Seite bildet die Sdulendichte
gegentiber dem Teilchenradius fiir drei radiale Punkte (r = 1.5 AU
durchgezogene, 4.5 AU gestrichelte und 10 AU Strichpunktlinie) ab.
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Sie basiert auf zwei Effekten. Bei einigen Zentimetern ist die Relativgeschwindigkeit zwi-
schen den Teilchen am grofiten und dementsprechend fiihren Kollisionen zu Fragmenta-
tion. Aufserdem gilt, dass die radiale Geschwindigkeit bei Teilchen mit einem Radius von
wenigen Metern am grofsten ist. Das fiihrt dazu, dass sich die Staubscheibe sehr schnell
von dieser Teilchenklasse entleert. Das zweite Problem kann durch meinen Algorithmus
nicht mitverfolgt werden, da ich eine mittlere radiale Transportgeschwindigkeit verwen-
de. Wie aus Birnstiel et al. (2010) und Brauer et al. (2008) hervorgeht, ist es durch
eine Verdnderung der Anfangsparameter grundsétzlich moglich, dass der Staub iiber die
Meter-Grenze wachst. Die Scheibe muss dafiir erstens kiihler sein. Den Temperaturver-
lauf setze ich demnach auf diese GesetzméRigkeit T ~ r~%6. Dies fiihrt dazu, dass sich die
Schallgeschwindigkeit und auch die radiale Relativgeschwindigkeit verringern. Zweitens
muss die protoplanetare Scheibe weniger turbulent sein. Senkt man den Turbulenzpara-
meter auf @ = 107°, dann reduziert man die Hohe der Staubscheibe und auch die radialen
Relativgeschwindigkeiten. Hebt man noch die Fragmentationsgeschwindigkeit v/ auf 5
m/s an, dann kénnen Teilchen tiber die Grenze wachsen. Die Abbildung (.18 zeigt die
Entwicklung der Staubscheibe unter diesem Modell zu den Zeitpunkten t = 2000, 10%
und 2 x 10% yr. Nach 2000 Jahren erreicht die innerste Region schon die Teilchengro-
Ken, bei denen Fragmentation eine Rolle spielt. Es féllt zudem auf, dass schon ein sehr
geringer Anteil (¥ = 107!2 g/cm?) einen Radius von einigen Metern aufweist. Nach 10*
Jahren haben die Teilchen in den innersten Regionen (r < 4.5 AU) die Barriere iiber-
schritten. Die Sédulendichte der Objekte mit einem Radius von einigen Metern ist durch
die Koagulation mit den vielen Kleinstteilchen stark angewachsen und weist einen Wert
von 107¢ g/cm? auf. Die Dichte der groRten Teilchen im Ensemble ist also innerhalb von
8000 Jahren um 6 Grofenordnungen gestiegen. Die grofseren Korper in den weiter aufsen
liegenden Gebieten der inneren Region wandern im Verlauf der Zeit nach innen und
unterstiitzen weiterhin das Wachstum im Bereich um den Radius » = 1.5 AU. Diesen
Umstand erkennt man auch aus den letzten beiden Grafiken der Abbildung [5.18 Nach
2 x 10* Jahren zeigt die Staubverteilung bei r = 1.5 AU eine eindeutige Ansammlung
von Korpern mit einer Gréfe von etwa 1.2 m. Die Sdulendichte dieser Teilchenklasse ist
in der Zwischenzeit abermals um 3 Grofenordnungen auf Y =4x10"3 g/cm? angestie-
gen. Die Ausdehnung der Region, in der der Staub die "meter-size barrier" iiberwunden
hat, dehnt sich auf » = 10.5 AU aus. Das deutet darauf hin, dass sich der Staub nach
langerer Integrationszeit auch in groferen radialen Absténden zu grofen Objekten verei-
nigen kann. Das Planetesimal-Modell macht es folglich mdglich, aus einer Staubscheibe,

gefiillt mit pym-groken Teilchen, Planetesimale zu erzeugen.
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Abbildung 5.18.: Entwicklung der Staubscheibe nach dem Planetesimal-Modell
Die Bilder zeigen die Staubscheibe zu drei verschiedenen Zeitpunkten
t = 2000, 10* und 2 x 10* yr. Die linke Reihe gibt die Sdulendichte X
in g/cm? gegeniiber dem Radius der Teilchen r4 in cm und dem radia-
len Abstand r in AU wieder. Die rechte Seite bildet die Sdulendichte
gegentiber dem Teilchenradius fiir drei radiale Punkte (r = 1.5 AU
durchgezogene, 4.5 AU gestrichelte und 10 AU Strichpunktlinie) ab.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Der Vergleich zwischen den numerischen Ergebnissen und den analytischen Losungen
zeigt, dass die Resultate gut iibereinstimmen. Am besten féllt der Test bei der Koagula-
tion aus. Mit der prozentualen Aufteilung des Gewinns aus einer Kollision berechnet man
das erste und zweite Moment der Verteilungsfunktion bei einem konstanten Kern optimal
(Abbildung B5.3). Ahnlich wie fiir die Fragmentation gilt, dass man die Verteilungsfunk-
ton um so schlechter darstellt, je grofer man die Bins wéhlt (Abbildungen und [5.9)).
Zudem kann dies zu einem {iberméfigen Wachstum der Koérper, dem so genannten "ar-
tificial runaway", fithren. Trotzdem gehe ich davon aus, dass der Algorithmus auch fiir
physikalische Problemstellungen giiltig ist. Im Vergleich zu der Arbeit von [Brauer et al.
(2008) fallt auf, dass die Resultate leicht grofere Teilchen in der protoplanetaren Schei-
be prognostizieren (Abbildungen und [.14)). In seiner Arbeit liegt die dominierende
Teilchengrofe nach 10° Jahren im Bereich von 0.1 — 1 mm, meine Ergebnisse liefern
Teilchen mit einem Radius von ca. 6 mm. Aus den Resultaten der Modellberechnungen
in Kapitel lassen sich die mittleren Radien der Staubkorner 7, an jedem Ort der
Scheibe bestimmen. Die Abbildungen zeigen diese mittleren Teilchenradien fiir die
zwei Modelle. Das Basismodell ist zu den Zeitpunkten ¢t = 10* und 5 x 10* yr und das
Planetesimal-Modell zu den Zeitpunkten ¢ = 2000, 10* und 2 x 10* yr aufgetragen. Der
Vergleich zwischen den beiden Modellen zeigt, dass das Planetesimal-Modell nach sehr
kurzer Zeit schon ein grofieres mittleres Teilchen in den innersten Regionen aufweist.
Wie im Kapitel beschrieben, wichst dabei ein kleiner Anteil iiber die Meter-Grenze
hinaus. Die wesentlich wahrscheinlicheren Kollisionen mit Kleinstteilchen fiihren dazu,
dass diese Objekte bestehen bleiben und weiter Masse anhdufen. Auffallend ist, dass im
Gebiet um den Radius r = 1.5 AU der mittlere Teilchenradius bei 2000 Jahren grofer
ist wie bei 10* Jahren. Dies deutet darauf hin, dass die Staubkorner in dieser Phase
auf die "meter-size barrier" treffen. Zwischen 10* und 2 x 10* Jahren ist der mittlere
Teilchenradius bei 7 = 1.5 AU um ca. das 5-Fache auf 17.5 cm angewachsen. Somit kann
man davon ausgehen, dass das Wachstum weiter anhélt. Eine der groften Schwéichen

dieses Algorithmusses liegt in der Advektion. Wie im Kapitel dl aufgezeigt, ist die radiale
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Abbildung 6.1.: Mittlere Teilchenradien der Modelle aus Kapitel 5.5
Angegeben sind die mittleren Teilchenradien 7; in der inneren Re-
gionen der Staubscheiben. Die drei Linien stehen fiir die Zeitpunkte
(links Basismodell: durchgezogene ¢ = 10%, gestrichelte 5 x 10%; rechts
Planetesimal-Modell: durchgezogene ¢ = 2000, gestrichelte 104, Strich-
punktlinie 2 x 10* yr).

Geschwindigkeit fiir verschiedene Teilchenklassen sehr unterschiedlich. Verwendet man
hingegen eine mittlere radiale Geschwindigkeit, verliert man diese Information und zu-
dem die zeitliche Wachstumsbedingung der "meter-size barrier". Um dieses Problem zu
beseitigen, miisste man die Herleitungen mit der Boltzmann-Gleichung statt der Mas-
senerhaltung durchfithren. Der radiale Transport der Staubteilchen ist aufserdem stark
mit der Entwicklung der Gasscheibe verbunden. Somit muss man die Gasscheibe zu-
sitzlich berechnen. Diskretisiert man den Zeitschritts in impliziter Form, dann ergibt
sich ein weiterer wesentlicher Fortschritt. Der Vorteil dabei ist, dass man keiner zeit-
lichen Limitierung mehr unterliegt und sicher sein kann, dass die Verteilungsfunktion
gegen den richtigen Wert konvergiert. Man kann sogar versuchen die Advektions- mit
der Fragmentations-Koagulationsgleichung zu kombinieren. Ein Problem stellt dabei die
Fragmentation dar, diese hdngt ndmlich von den Relativgeschwindigkeiten ab. Die Ge-
schwindigkeiten kann man ferner mit denen, die in [Birnstiel et al. (2010) angegebenen
sind, erweitern. Wie aus [Birnstiel et al. (2010) hervorgeht, wéchst innerhalb der so
genannten "snow line" das Gas-zu-Staub-Verhiltnis stark an. Das beeinflusst die Staub-
scheibe und kann ebenfalls in den Algorithmus eingebaut werden. Wie im Kapitel [3.1]
angefiihrt, gibt es viele weitere physikalische Phinomene, die ich nicht betrachte. Eines
der wichtigsten davon behandelt den Einfluss der Staubscheibe auf die Gasscheibe durch

den Strahlungstransport.
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Anhang A.

Varianten der Fragmentations-

Koagulationsgleichung

A.1. Perfekte Koagulation

Im Fall der perfekten Koagulation hat die kumulative Verteilungsfunktion diese spezielle

Form:
1 fir m > mqy + mo

pr(m,ml,mg) = (A1)
0 fir m < mqy +ma .

Diese GesetzmiiRigkeit setzt man in der Gleichung fiir den Massenfluss FPX(m) ein:

FpK(m) = — /Oodml /Oodmg mq .FPK(m, ml,mZ) thmz f(ml) f(mZ)
" ’ (A.2)

—l—/mdml /Oodmg mq (1 — .FPK(m, ml,mZ)) Cm1,m2 f(ml) f(m2) .
0 0

Aus den Grenzen des ersten Doppelintegrals liest man ab, dass m; > m ist und demzu-
folge
1 m—my <0 und m—mqy > my
m—my <0 = (A.3)
0 m—m <0< my.
Das zweite Integral besagt, ms > 0, d.h. m —my ist immer kleiner wie my und die
kumulative Verteilungsfunktion F7X (m, my, my) ist immer Null. Somit verschwindet das
erste Doppelintegral auf der rechten Seite von Gleichung [A.2l Die Integration iiber die

Zielobjekte sowie die Projektile ist gleich. Daher resultiert der selbe Massenfluss FPX (m)
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aus der Multiplikation der Summe mit 1/2:

FPR () = / “am, / “dmymy (1= FP(m, my,ms)) Conyoms £(m1) f(ms) =
0 0
1 m o0 »
5 |:/0 dm1/0 dm2 mq (1 - F K(m, ml,mZ)) Cm1,m2 f(ml) f(m2) (A4)

+Amdm2 Amdml meo (1 — pr(m,TTlg,m1>) sz,ml f(m2) f(ml)

Nach der Gleichung B.I] muss dieser Ausdruck nach m abgeleitet und noch durch m
dividiert werden. Fiir das erste Doppelintegral folgt:

1 d
m dm

/md'rm /Oodm2 m (1 — FPE(m, ml,mg)) Crnyoms f(ma) f(ma) =

0 0

1 [m 0 0 i

— [am g [ dmam (1= P s m0) o o) fm) (A

+% /Ooodmz m (1 — pr(m, m, mZ)) Crmma f(m) f(ma) .

Dabei wurde die Leibnizregel fiir Parameterintegrale angewendet.

b(t) b(t)
%/w) flz,t)dz = /Q(t) %f(:c,t) dx + f(b(t),1) % b(t) — f(a(t),t) % a(t) . (A.6)

In der Gleichung [A.5 kann man im ersten Term auf der rechten Seite die partielle Ab-
leitung mit dem Integral vertauschen. Die einzige Funktion, die noch von m abhéingt,
ist die kumulative Verteilungsfunktion, somit kann man alle anderen aus der Ableitung

herausziehen. Im zweiten Term kiirzen sich zudem die Massen m

1 [m o 0
E /0 dm1 /(; dTTlQ a—m [ml (1 — IpK(m,m17m2>) le,mz f(ml) f(m2>:|

+ / “dmy (1= FP (mym, ma)) oy £(m) f(ma) =
(A.7)

1 [ o 0
- /0 dm, /0 dmomy Cry my f(ma) f(ma) I [(1 — FPE(m, ml,mQ))]

+ /Ooodm2 (1 — ]—"pK(m, m, mg)) Crnms f(m) f(m2) .
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Das selbe ergibt sich auch fiir das zweite Doppelintegral in Gleichung allerdings ist
dabei m; mit my vertauscht. Setzt man alles zusammen und fiihrt noch die Ableitung

in Formel [A. 7 durch, folgt:

1 m o 0
_E/Ovdml /0 dm2m1 le,mg f(ml) f<m2)8—m (fPK<m’m1,m2))

1 d

FPR(m) =
m dm (m)

N —

+/Oodm2 (1= FPK(m,m,m3)) Cmy f(m) f(ms) (A.8)
0
1 [m o 0
—— 2 1 M2 Chy oy 2 ) = (FP5(m, mg,my
m/odm/odmm , f(m)f(m)am(}" (m,m m))

+ /Ooodm1 (1 — FP%(m,m,m1)) Cpm, f(m) f(mq)

Im néchsten Schritt verwendet man die Eigenschaften der einzelnen Terme. Die Kollisi-
onsrate Cy,, m,, Wie sie in Gleichung [3.4] definiert ist, hingt ab vom Wirkungsquerschnitt
sowie der Relativgeschwindigkeit zwischen den Korpern. Die Kollisionsrate ist somit sym-
metrisch in den Argumenten. Die kumulative Verteilungsfunktion (Gleichung[A.T]) hangt
ab von der Summe der beiden Variablen m; und msy. Damit ist FPX(m, my, my) sym-
metrisch in den letzten beiden Argumenten. Durch diese Eigenschaften kann man die

Integrale zusammenfassen und es folgt:

1 d

m dm 2

FPK () = 1{
m o 8
_ /0 dm /0 dmy " ) Flm) o (F () (A9)

42 [ dma (1= P, m,m2)) o () ()
0
Die partielle Ableitung der kumulativen Verteilungsfunktion nach m ist gleich der 4-

Funktion. Sie beschreibt den Zusammenhang, dass die kumulative Verteilungsfunktion

bei my + my gleich m von Null auf Eins springt. Da my > 0 gilt, ist FPX(m, m, my) im
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zweiten Term immer Null und man erhélt

M °° +
—5 [ [Cama PR L ) fma) S = = me) (A 10)
0 0

—i—/o dmg Crymy f(m) f(mg) .

Bei der Integration der -Funktion ersetzt man jedes ms mit m — my:

d m my+m —my

% % FpK(m) = —% /0 dmy +T le,mfml f(ml) f(m - ml)

+ [ s Con ) flms) = (A11)
0

=5 | 4 Con ) fm = m2) + [ Gy Fm) f )

Diese Gleichung beschreibt die Koagulation bei perfekter Haftung, wie in Kapitel B.1]
dargestellt.
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A.2. Reine Fragmentation

Im Fall der reinen Fragmentation setzt sich die kumulative Verteilungsfunktion aus zwei

Komponenten zusammen:
Flm,my,ma) = F(m,my, my) + F9(m,my, my) . (A.12)
Frem(m, my, my) und F(m,my, my) sind auf diese Weise definiert:

my — Mej, M =My — Mg

mq F"(m,my, mg) = (A.13)
0, m < mp— Mej -
’ Mej, m = s
my F <m7 my, m2) = m 2= (A14)
mej m—lf s m < mlf .

Setzt man diese Funktionalitdat in Gleichung [B.7] ein, dann erkennt man, dass das erste
Doppelintegral immer Null ist. my F ™ (m, my, my) ist fiir alle my < m gleich my; — m.;,
da 0 < m —my < —m,; einen Widerspruch ergibt. m;F% (m, my, ms) ist in diesem Mas-
senbereich gleich m.;, da m < myy < €/4m, ebenfalls zu einem Widerspruch fiihrt. Dar-
aus lésst sich folgern, dass m; — my F/ (m, my, ma) = my — (my — me;) — me; = 0 ist und
somit auch das Integral verschwindet. Der Gesamtfluss F'(m) besteht nur aus dem zwei-

ten Doppelintegral, differenziert nach m und dividiert mit m ergibt

1 d 1 d o o
__Ff(m):———/dml/dmg
m 0

m dm m dm (A.15)
my f‘f(m’ may, m2) Cm1,m2 f(ml) f(mz) :
Wendet man die Leibnizregel (Formel [A.0]) an, folgt
1 d 1 5 ;
— s Fl(m) = —— |~ 0 dmgm F!(m, m, my) Comy, f(m) f(ms)
(A.16)

o0 8 o0
n / dmy 5 / dims my F7 (m, my, mz) Conyom f(ma) f(ms)
m Jo

m

Betrachtet man abermals die kumulative Verteilungsfunktion (Gleichung[A.12)), dann er-

kennt man, dass mF? (m, m, my) im ersten Integral immer gleich m ist. mF ™ (m, m, ms)
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ist gleich m — m,;, da m <m —m,; = 0 < —m,; einen Widerspruch ergibt. Des Wei-
teren ist mF® (m, m,ms) gleich m.;, da m < m;; = m < ¢/4m ebenfalls zu einem Wi-
derspruch fiithrt. Im zweiten Integral hangt lediglich die kumulative Verteilungsfunktion

von m ab, den Rest zieht man vor die partielle Ableitung

L4 gy = L {_

m dm m

/OodmynC’,,wm2 f(m) f(ms)

’ (A.17)

- [amy [ dms Gy ) $m2) 5 (o1 F o, )

In das Doppelintegral wird die Gleichung [A.12] und die Funktion [A.13 eingesetzt, mul-

tipliziert man noch die Klammer aus, folgt:

i i F(m) /OOdTTlQ m,ma f(m) f(m2>

/ dmy / T me] Conyms [ (ma) f(mo) 96(m _87:11 + o) (A.18)

0o 00 1 0 .
— /Tn dml /0 dm2 E le’mz f(ml) f(m2) a—m (ml fe](m’ m17m2>) .

Beniitzt man die Identitédt, dass die Ableitung der Stufenfunktion die §-Funktion ist, er-
gibt sich die Anderungsrate der Fragmentations-Koagulationsgleichung bei reiner Frag-

mentation, wie in Kapitel 3.1l angegeben:

m dm

L L prim) - /ﬁQOmﬂmwmw
/ dmy / dimg 1L~ Mes "’”‘ff Conmg £(m1) f(ma) 8(m — my + me;) (A.19)

0 00 1 0 .
—/mdm1/0 dms Ethmz f(my) f(ms) am (m1 .Fej(m,ml,mg)) )

Wie in [Tanaka et al. (1996) beschrieben, kann die untere Grenze des ersten Integrals im

Doppelintegral beibehalten werden.
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Anhang B.

Fragmentationsgleichung mit konst.
Kern und gleichmalfiiger Aufspaltung
Wie in Kapitel 3.3 beschrieben, gestaltet sich die Fragmentationsgleichung mit gleichmé-

fsiger Aufspaltung nach der Funktion [3.33] Setzt man den konstanten Kern C,,, 1, = 1
ein und leitet die © -Funktion ab, folgt:

/dml/ dmz—f m f(mﬁ&(m—%)

(B.1)
/ s f(m) f(m2)
0
Fiihrt man eine Koordinatentransformation m’ = my/2 = 2dm’ = dm; im ersten
Integral durch, ergibt sich:
) oo 2 /
9(m) :2/ dm'/ dmy m f@2m’) f(mg)o(m—m')
(B.2)
~ [ dma g soma).
0
Nun kann man die Integration iiber m’ durchfithren und jedes m’ mit m ersetzen:
8 m o o
) — 4 [ama gCom) f(ms) ~ [ dma san) 5. (B3
0 0
Die Gleichung kann man weiter umformen auf:
ad f(m o
) — 4 pom) = g [ s flm). (B4
0
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Den letzten Term kann man als 0-tes Moment ausmachen und es resultiert die Aus-

gangsgleichung fiir die Herleitung der Entwicklung der Momente:

9 f(m)
ot

= [4f(2m) = f(m)] No(t) . (B.5)

Die verschiedenen Momente N;(t) erhdlt man durch die Multiplikation mit dem jeweili-

gen m’ und der darauffolgenden Integration iiber m

220t [Cammt sem) - 0] o). B

Fiihrt man wieder eine Koordinatentransformation m’ = 2m = 1/2dm’ = dm durch,
folgt:

ag"f” = {23 / Oodm’(m’)"f(m’) —Ni(t)} No(t) = [2IN () — Ny()] No(t)
: (B.7)
= agf—i;t) = [2'7" — 1] N;(t) No(t) .

Die Gleichung [B.7 gilt fiir alle ¢ = 0,1,2... Um fiir alle ¢ > 0 eine Losung zu finden,

muss man zuerst die Entwicklung des 0-ten Moments

0 Ny(t)
ot

= No(t)? (B.8)

bestimmen. Durch Trennung der Variablen und der Anfangsbedingung Ny(0) ergibt sich:

1 Ny(0)

Mo —t 1-No(0)t

No(t) =

(B.9)

Setzt man die Losung in die Gleichung [B.7] ein, dann kann man die hoheren Momente

7 > 0 bestimmen:

9 Ny(t) No(0)

= [2170 — 1] N;(t) ———— . B.10
Es konnen wieder die Variablen getrennt werden.
Ni(t) = N;(0) [1 — No(0) ¢+~ (B.11)

sind dann die Losungen der hoheren Momente mit den jeweiligen Anfangsbedingungen
N;(0).
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Anhang C.

Vertikale Integration der
Erhaltungsgleichung
Wie in Kapitel angesprochen, kann man das beobachtete Volumen, in dem die pro-

toplanetare Scheibe eingebettet ist, durch Hohlzylinder darstellen. Die Gleichung [3.41]

schreibt sich dann zu:

V —a r.m)) + M

/vg) {075(“ ™)) m }

+ dA[(v-e,) f(r,m)] — dA[(v-e,) f(r,m .
/OGrund,o([t() ) f( )] /;Grund,u([t() ) f( )] (C 1)

+/dA (v - &) f(x,m)] —/dA (v-e) fr,m)] =0.
Onmantel,a(t) Onmantet,i(t)

Das negative Vorzeichen bei den Fliissen iiber der unteren Grundfliche und der inneren
Mantelflache kommt daher, da man immer Fliisse beobachtet, die aus dem Volumen
hinaustreten. Abbildung zeigt eine schematische Darstellung der Fliisse durch den
Schnitt eines Hohlzylinders. Das Volumen dV = rdr dp dr und die jeweiligen Fléachen-
elemente zur Grundfliche dA = rdr dy und zur Mantelfliche dA = r dp dz lassen sich
in Zylinderkoordinaten schreiben und in Gleichung einsetzen. Betrachtet man zuerst

das Integral iber der Manteloberfléche, folgt:

/dA[(V-er (r,m)] /dz/dgp'r’vr m)] =
O]Wantel(t)

27y /Oodz (o, f(r, z,m)] .

[e.e]

(C.2)
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Abbildung C.1.: Schnitt durch einen Hohlzylinder
Aufgetragen sind die Fliisse, die vom inneren Mantel nach innen und
vom aufleren Mantel nach aufsen zeigen, sowie die Fliisse, die nach oben
und nach unten gerichtet sind.

Dabei habe ich schon einiges verwendet:

e Das Skalarprodukt des radialen Einheitsvektors mit der Geschwindigkeit ist die
radiale Geschwindigkeit.

e Durch die Zylindersymmetrie kann man das Integral {iber dem Winkel berechnen.

e Man nimmt an, dass die Hohlzylinder unendlich hoch sind: lim [ dz .
Z—oo [_:
Beriicksichtigt man nun, wie in Kapitel 2 beschrieben, dass die Verteilungsfunktion in
vertikaler Richtung durch ein Gleichgewicht zwischen Ablagerung und "turbulenter"
Diffusion gegeben ist, gleicht die Verteilungsfunktion f(r,z,m) in vertikaler Richtung
einer Glockenkurve. Diese Funktionalitéit gibt die Gleichung 2.23] wieder. Eingesetzt in

Gleichung ergibt:

22

21r /_dz (v, f(r,z,m)] =27ruv, _dz% exp (—W> . (C.3)

Uber eine Koordinatentransformation u = z/(1/7 Hy) kommt man auf ein Gauk-Integral.

Unter den Grenzen +o0o bestimmt sich das Integral zu /7 und es folgt:

27r /Oodz [v, f(r,z,m)] = 277 v, Sa(r,m) . (C4)

—00
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id beschreibt die Sdulendichte einer bestimmten Staubklasse. Ich gehe nun zu den

Grundflachen tiber und setze das Flachenelement ein:

/dA (v-e,) f(r,m)] =27 /rg:!f [v, f(r,m)] . (C.5)
OGrund(t) T

Hierbei habe ich wieder die Identitat benutzt, dass das Skalarprodukt zwischen dem
Einheitsvektor in z-Richtung mit der Geschwindigkeit die vertikale Komponente der
Geschwindigkeit liefert. Das vertikale Element ist die Ablagerungsgeschwindigkeit. Wie
im Kapitel [4.2] dargestellt, gilt laut Gleichung 4.7, dass v, proportional zu z ist. Setzt
man eine Glockenkurve fiir die Verteilungsfunktion an und lasst die Hohe der Zylinder

gegen Unendlich gehen, folgt:

r4dr
27T/ dr 7 [v, f(r,m)] o< lim : - : (C.6)
r Foo Hd(f,'fn) exp (m)

Wie im Kapitel 2 definiert, ist die Staubskalenhéhe H,; durch die Gasskalenhohe H,
begrenzt. Im Limes z gegen Unendlich kann man diese Grofse also vernachlassigen. Unter
Anwendung der Regel von de L'Hospital stellt sich heraus, dass die Gleichung Null
ist:

z z 1

lim ~lim— = lm ————0.  (C.7)
T Hy(7,m) exp <72 de;m)z) 200 exp (22/2)  zmo0 z exp (27)

Unter diesen Umstédnden flieft keine Materie iiber die Grundflichen der Hohlzylinder
und man kann diese beiden Terme in der Gleichung streichen. Man kann das auch
so verstehen, dass im Unendlichen keine Materie mehr existiert, die irgendwohin fliefen

konnte. Beim ersten Term in der Gleichung setze ich das Volumenelement ein:

Jav | Fiertemy + TEEm

(t) 3 t m

QW/TTJ(:{?’“Tf /_Zdz {%(f(r,m))—i—w] .

m

(C.8)

Anfangs betrachte ich nur die zeitliche Ableitung der Verteilungsfunktion. Damit man die
vertikale Integration durchfiihren kann, muss man annehmen, dass die Staubskalenhéhe
konstant bleibt. Uber die Gleichungen 228 und 2224 fiihrt das dazu, dass die Gasscheibe

zeitlich konstant bleiben muss. Vernachlissigt man die zeitliche Anderung der Gasscheibe
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kann man den ersten Term umschreiben zu:

r+dr [%S) o
27T/dff/ dz&(f(f,z,m)):

T’—édi ) i B ood 1 22
27T/T T’Fa( d(r,m)) 7002—_27THd<7:7m) exp (_72Hd(f,m)2) .

Das Integral iiber z ist 1 und die Gleichung vereinfacht sich auf die zeitliche Ableitung

(C.9)

der Séulendichte einer gewissen Staubklasse. Den Term mit der Ableitung des Massen-
flusses kann man nach Formel durch zwei Integrale iiber die Projektile my und die

Zielobjekte my schreiben.

r+dr
27T/d7“’l“/ dzv F(r, m):
m
r+dr 00 oo 00 »
27T/ dff/ dz/ dmy / dma Cs . mmy ms [T, 2,mq) f(7, 2,ma) .
r —00 0 0

Hierbei habe ich die Funktion umgeschrieben damit ich die einzelnen Integrale der

(C.10)

Gleichung [3.15] zu zwei zusammenfassen kann. C beinhaltet dann alle Faktoren, die nicht
mit den Verteilungsfunktionen zusammenhéngen. Setzt man die Funktionalitét 2.23] ein

und zieht die beiden Gaufs-Verteilungen zusammen, folgt:

r+dr 0o 00 0o _
27 / drr / dz / dmy / dma Cr . mmyme (T 2,ma) f(T, 2,mg) =
r —00 0 0

(C.11)
r4dr 00 ) _ _
2 / drr / dmy / dms Ed(ﬂml) Zd<7:,m2) A(f,m, m17m2)
T 0 0
mit N
A(r,m,my, my) = /Oodz Chrzm,ma ms
) s 101, 1102 o 27THd(T, ml) Hd(T7 m2)
(C.12)

o 22 1 n 1
X —_— .
P 2 \Hy(r,m1)?  Hg(r,ms)?

C kennzeichnet den physikalischen Kern, wie er in Kapitel d| definiert ist und bein-
haltet sowohl die Relativgeschwindigkeiten wie auch den Wirkungsquerschnitt und die

Ableitung der kumulativen Verteilungsfunktion. Die Variable hat im Fall von perfekter
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Koagulation und reiner Fragmentation diese Gestalt:

1
Cr,z,m,ml,mg - Cr,z,ml,mg {5(7’)1 - ml) - 5 @(m - ml)

< (1= O s — )] P2 O G oy )
meam (C.13)
_@(ml - m) @(U;,ezl,ml,mg - ,Uf)

y [ml — My 8@(m—m1 +m5j) + i i (m1f6j(m>m17m2)):|} )

m om m om

Schreibt man die Gleichung als eine Ableitung nach der Masse eines Massenflusses
F , der iiber z integriert wurde, ergibt sich fiir den ersten Term der Gleichung

Jav | Fiertemy ¢ T

®) m

(C.14)

27 / s [% (id(f, m)> RCEAGD) Fnif’ m)] .

Fiihrt man alle drei Terme, die von der Funktion ibrig bleiben, zusammen (Formel
fiir die beiden Méntel und Gleichung [C.14]) und dividiert durch 2 7, erhdlt man diese
Form der Erhaltungsgleichung:

/TT+C(117Z 7 [% (id(f,m)) 4 Vo £AT,m) F@’m)]

m

(C.15)

+(r + dr) vrpar Sa(r + dr,m) — o, Sa(r,m) = 0.
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