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Kapitel 1

Einleitung

In der Quanteninformation betrachten wir zusammengesetzte Systeme, die in der
Summe ihrer Teile mehr sind als in der Betrachtung der einzelnen Teile, die so-
genannte Verschränkung. In dieser Diplomarbeit untersuche ich auf geometrischem
Weg verschränkte und separable Hyperflächen innerhalb des Simplex, mit Hilfe ver-
schiedener Schnitte mit unterschiedlicher Anzahl und Gewichtung von Belltypischen
Zuständen in drei und acht Dimensionen. Nun müssen wir herausfinden, wann ein
Zustand verschränkt ist und wann er nicht verschränkt ist, d.h. wann er separabel
ist. Diese Charakterisierung ist nicht einfach und es gibt verschiedene Wege um die
Separabilität zu untersuchen.

Anfangs geben wir einen Überblick über benötigte mathematische und quanten-
informatische Grundlagen. Wir beschäftigen uns mit der Frage, was Verschränkung
ist, welche Kriterien existieren um sie zu detektieren, welche Verschränkungsmaße
uns zur Verfügung stehen, wie zum Beispiel die Entanglement of Formation, die
Concurrence, die Entanglement Cost und die Entanglement of Distillation. Außer-
dem betrachten wir den Entanglement witness. Wir benützen Tangentialfunktionale
auf der Menge der separablen Zustände als Entanglement Witness um eine allge-
meine Bellungleichung zu definieren. Die Operatoren sind Vektoren im Hilbertraum
HS mit Hilbert-Schmidt Norm. Wir werden sehen, dass die Euklidische Distanz der
verschränkten Zustände zu den separablen Zuständen gleich ist, wie die maximale
Verletzung der allgemeinen Bellungleichung mit dem Tangentialfunktional als Entan-
glement Witness.

Geometrische Methoden zur Untersuchungen des sogenannten magischen Sim-
plex W sind mächtige Werkzeuge zum Studium der Separabilität. In Kapitel drei
werden die im weiteren benötigten geometrische Begriffe und Techniken eingeführt.
Beginnend mit dem magischen Simplex als 8-dimensionaler Euklidischer Raum, be-
trachten wir anschließend dem klassischen Phasenraum und dessen affine Transfor-
mationen. Die für die Verschränktheit bzw. Separabilität entscheidenen Teilmengen
von W sind das Umhüllende Polytop bzw. das Kern Polytop. Zustände ausserhalb
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Einleitung

des Umhüllenden Polytop sind stets verschränkt, die innerhalb des Kern Polytops
stets separabel. Nach der Beschreibung beider Polytope folgt eine Reparametrisie-
rung des Kern Polytops als Darstellung via Linearkombinationen von Projektions-
operatoren. Auf dieser Darstellung beruht das Mathematica-Programm mit dessen
Hilfe die Graphiken der folgenden Kapitel erstellt wurden. Das Peres Kriterium zur
Begrenzung der Separabilität benötigt den Begriff der partiellen Transposition. Dies
wird ebenfalls behandelt. Zuletzt gehen wir noch kurz auf die Menge der Entangle-
ment Witness ein. Die Teilmenge der tangentiellen Witness liefert die genaue Grenze
von SEP. Die Berechung aller tangentiellen Witness lässt sich auf (leider aufwendige)
Eigenwertberechungen einer 3× 3 - Matrix Mφ herunterbrechen.

Die nächsten Kapitel widmen wir der Betrachtung und konkreten Berechnung
aller Schnitte durch den Simplex für bipartite Qubits und biparte Qutrits mit ei-
ner unterschiedlichen Anzahl von Belltypischen Zuständen, die wir gleichgewichten
oder auch unterschiedlich gewichten, wobei wir durch die hohe Symmetrie Wege
finden sie zu dezimieren. Das Ergebnis aufgrund der Berechnung ist schließlich für
bipatrite Qubits mit vier orthogonalen Bellzuständen nach Betrachtung der Phasen-
raumtransformationen ein Schnitt, der alle möglichen Schnitte in dieser Dimension
und der Anzahl der Belltypischen Zustände repräsentiert. Für Bipartite Qubits mit
drei orthogonalen Bellzuständen findet man ebenso einen Schnitt. Bei Betrachtung
von bipartiten Qutrits mit vier orthogonalen Belltypischen Zuständen detektieren
wir drei unterschiedliche Schnitte.

In Kapitel sechs untersuchen wir bipartite Qutrits mit fünf orthogonalen Bellty-
pischen Zuständen, wobei wir die Anzahl der möglichen Schnitten auf zwei Äquiva-
lenzklassen zu je drei Schnitten reduzieren können. Danach beleuchten wir bipartite
Qutrits mit sechs orthogonalen Bellzuständen, wobei wir lediglich zwei verschiedene
Schnitte finden. Im letzte Kapitel untersuchen wir bipartite Qutrits mit acht ortho-
gonalen Bellzuständen, wobei wir die möglichen 70 Schnitte auf schlußendlich drei
reduzieren können.
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Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel wiederholen wir die in der Diplomarbeit benötigten mathemati-
schen und quanteninformatischen Grundlagen (siehe auch Ref. [19],[20]).

2.1 Mathematische Grundlagen

Wir betrachten einen endlichdimensionalen Hilbertraum H = CN auf dem ein Ska-
larprodukt definiert ist.

〈A|B〉 = Tr(A† ·B) (2.1)

welches die Norm

‖ A ‖=
√
〈A|A〉 (2.2)

induziert.

Wir benützen die Dirac-Schreibweise. Das bedeutet wir verwenden für den Zu-
standsvektor ψ im Hilbertraum die ket-Schreibweise |ψ〉 und für die duale Abbildung
verwenden wir die Bra-Schreibweise 〈ψ|.

Das Qubit ist das quantenmechanische Gegenstück zum klassischen Bit, aber
es besteht ein großer Unterschied zwischen den Beiden. Ein klassischer Bit kann die
Werte 0 und 1 annehmen, während ein Qubit eine unendliche Menge von Information
in der Superposition von |0〉 und |1〉 speichern kann.

Der Zustand eines Qubits wird mit Hilfe eines Zustandvektors |ψ〉 ∈ C2 beschrie-
ben.

Sie werden aus einer komplexen Superposition der Werte 0 und 1 gebildet

|ψ〉 = a|0〉+ b|1〉 (2.3)
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mit der Normierung | a2 | + | b2 |= 1 und der Orthonormalbasis {|0〉, |1〉}.

Die Observablen A sind hermitische Matrizen und die Zustände w sind Dichte-
matrizen. HS = RN2

mit Skalarprodukt

〈w|A〉 = Tr wA (2.4)

und Norm ‖ A ‖2= (Tr A2)1/2.

Wir führen nun einen isotropischen Zustand ρ
(d)
α auf dem Hilbertraum Hd ⊗Hd

ein (siehe Ref. [16], [20], [21])

ρ(d)α = α | φd+〉〈φd+ | +
1− α
d2

I⊗ I, α ∈ R,− 1

d2 − 1
≤ α ≤ 1. (2.5)

Hier ist d die Dimension des Hilbertraumes Hd ⊗Hd, α ist durch die Positivität des
Zustandes bestimmt.

Der Zustand | φd+〉 ist maximal verschränkt und gegeben durch

| φd+〉 =
1√
d

d−1∑
i=0

| i〉⊗ | i〉, (2.6)

wo {| i〉} eine Basis in Hd ist.

Der Zustand wird isotrop genannt, weil er unter jeder U ⊗ U∗ Transformation
invariant ist( U ist der unitäre Operator und U∗ ist sein komplex konjugiertes.)

(U ⊗ U∗)ρdα(U ⊗ U∗)† = ρα. (2.7)

Der isotropische Zustand (2.5) hat die folgenden Eigenschaften:

− 1

d2 − 1
≤ α ≤ 1

d+ 1
⇒ ρ(d)α separabel, (2.8)

1

d+ 1
< α ≤ 1⇒ ρ(d)α verschränkt.

Jeder Qubitzustand ω aus H2 kann in die Paulimatrizen

ω =
1

2
(I2 + niσ

i) (2.9)

mit den Blochvektorkomponenten ~n ∈ R3 und Σ3
i=1n

2
i = |~n|2 zerlegt werden. Für

|~n|2 < 1 ist der Zustand gemischt, das ist gleichbedeutend mit Trω2 < 1 und für
|~n|2 = 1 ist der Zustand rein, was bedeutet, dass Trω2 = 1 ist.
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2.2 Bipartite Qubits

Zustände die man im 3 × 3-dimensionalen findet, werden Qutrits genannt. Die
Beschreibung der Qutrits ist ähnlich dem der Qubits. Ein Qutritzustand ω aus H3

kann in der Matrixbasis {I, λ1, λ2, ..., λ8} mit einer passenden Menge {ni}

ω =
1

3
(I2 +

√
3niλ

i), (2.10)

und mit den Blochvektorkomponenten ~n ∈ R3 und Σ3
i=1n

2
i = |~n|2 ausgedrückt

werden. Der Faktor
√

3 ist für eine passende Normierung notwendig und die λi

sind die acht Gellmannmatrizen (siehe unten). Dies kann man beliebig in höheren
Dimensionen verallgemeinern zu sogenannten Qudits (siehe auch [4], [8], [15],[16]).

2.2 Bipartite Qubits

Wir betrachten zwei Quantensysteme A undB mit den dazugehörigen Hilberträumen
HA und HB. Um ein zusammengesetztes Quantensystem zu erhalten, bildet man
einfach das Tensorprodukt ihrer Hilberträume.

HAB = HA ⊗HB (2.11)

Die Dimension des Produktraumes ist einfach das Produkt der einzelnen Räume

dim(HAB) = dim(HA) · dim(HB) (2.12)

Im Allgemeinen werden die Operationen auf den Teilräumen HA und HB den
fiktiven Personen Alice und Bob zugeordnet.

Der einfachste Fall von zusammengesetzten Systemen ist der 2× 2-dimensionale
Fall, sogenannte bipartite Qubits. Diese Quantensysteme bestehen aus 2 linear un-
abhängigen Zuständen auf dem Hilbertraum.

Um ein 2-Qubit System zu beschreiben, benötigen wir einen 4-dimensionalen
Hilbertraum HAB = C2 ⊗ C2 mit der Orthonormalbasis

|0A〉 ⊗ |0B〉, |0A〉 ⊗ |1B〉, |1A〉 ⊗ |0B〉, |1A〉 ⊗ |1B〉.

Zur Vereinfachung lassen wir die Indizess A und B und auch das Tensorprodukt
|00〉, |01〉, |10〉, |11〉 weg.

Wie oben schon beschrieben benötigen wir die Paulimatrizen um einen Quanten-
zustand zu beschreiben (siehe auch Ref. [27]):

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
und σz =

(
1 0
0 −1

)
. (2.13)
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Grundlagen

σx, σy, σz bilden zusammen mit der Einheitsmatrix eine komplette Basis inner-
halb des Hilbertraumes (siehe auch Ref. [22], [24]).

Mit (2.9) können wir jede Dichtematrix eines Zweiqubitzustandes ρ auf H2⊗H2

in einer Basis von 4 × 4 Matrizen schreiben. Man bildet das Tensorprodukt der
Einheitsmatrix I mit den Paulimatrizen σi

ρ =
1

4
(I⊗ I + aiσ

i ⊗ I + biI⊗ σi + cijσ
i ⊗ σj) (2.14)

mit ai, bi, cij ∈ R.

Ein Produktzustand ω ⊗ ρ hat die Form

ω ⊗ ρ =
1

4
(I⊗ I + niσ

i ⊗ I +miI⊗ σi + nimjσ
i ⊗ σj) (2.15)

mit ni,mi ∈ R, | ~n |≤ 1, | ~m |≤ 1.

Jeder separable Zustand kann als Konvexkombination von Gleichung (2.15) ge-
schrieben werden:

ρsep =
∑
k

pk
1

4
(I⊗ I + nki σ

i ⊗ I +mk
i I⊗ σi + nkim

k
jσ

i ⊗ σj) (2.16)

mit nki ,m
k
i ∈ R, | ~nk |≤ 1, | ~mk |≤ 1.

Eine Basis in H2 ⊗H2 ist die Bellbasis, welche aus vier orthonormalen maximal
verschränkten reinen Zuständen (siehe (2.6)) besteht, die die Bellzustände genannt
werden

|Ψ±〉 =
1√
2

(|01〉 ± |10〉), (2.17)

|Φ±〉 =
1√
2

(|00〉 ± |11〉).

2.3 Bipartite Qutrits

Wie vorher schon beschrieben brauchen wir Gellmanmatrizen, da sie eine mögliche
Basis für 3× 3-dimensionale hermitische Matrizen bilden:

λ1 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 ,

λ4 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , λ5 =

 0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , (2.18)
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2.3 Bipartite Qutrits

λ7 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 .

Sie haben die Eigenschaften Trλi = 0 und Trλiλj = 2δij . Mit (2.11) kann ein
Zweiqutritzustand auf dem Hilbertraum H3 ⊗H3 in einer Basis von 9× 9 Matrizen
beschrieben werden, welche aus der Einheitsmatrix I und den acht Gellmannmatrizen
λi bestehen

ρ =
1

9
(I⊗ I + aiλ

i ⊗ I + biI⊗ λi + cijλ
i ⊗ λj),mitai, bi, cij ∈ R (2.19)

Aufgrund der selben Argumentation wie für Qubits kann jeder separable Zwei-
qutritzustand als konvexe Kombination von Produktzuständen

ρsep =
∑
k

pk
1

9
(I⊗ I +

√
3nki λ

i ⊗ I +
√

3mk
i I⊗ λi + 3nkim

k
jλ

i ⊗ λj) (2.20)

geschrieben werden.

Sie können für beliebig höhere Dimensionen verallgemeinert werden.

Eine weitere nützliche Basis für 3× 3-dimensionale Matrizen ist die Weylopera-
torbasis (siehe auch Ref. [22]).

Definition:
Wk,l|s〉 = ωk(s−l)|s− l〉 (2.21)

mit ω = e
2πi
3 . Die Indizess k und l laufen von 0 bis 2.

Sie gehorchen den Weylrelationen:

Wj,lWk,m = ωklWj+k,l+m

W †k,l = W−1k,l = ωklW−k,−l (2.22)

W0,0 = I

Für 2×2-dimensionale Matrizen reduziert sich diese Basis auf die Paulimatrizen.
Die Weyloperatoren kann man auch für höhere Dimensionen verwenden. In unserem
Fall sehen sie explizit so aus:

W0,1 =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 , W0,2 =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 , (2.23)
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W1,0 =

 1 0 0

0 e
2πi
3 0

0 0 e−
2πi
3

 , W1,1 =

 0 1 0

0 0 e
2πi
3

e−
2πi
3 0 0

 , W1,2 =

 0 0 1

e
2πi
3 0 0

0 e−
2πi
3 0

 ,

W2,0 =

 1 0 0

0 e−
2πi
3 0

0 0 e
2πi
3

 , W2,1 =

 0 1 0

0 0 e−
2πi
3

e
2πi
3 0 0

 , W2,2 =

 0 0 1

e−
2πi
3 0 0

0 e
2πi
3 0

 .

2.4 Verschränkung

Albert Einstein, Boris Podolski und Nathan Rosen formulierten 1935 den EPR-
Effekt, nach dem Quantenverschrnkung zur Verletzung des klassischen Prinzips des
lokalen Realismus fhren wrde, was von Einstein in einem berhmten Zitat als spukhaf-
te Fernwirkung bezeichnet wurde. Angeregt durch die kurz zuvor erschienene Arbeit
von Albert Einstein, Boris Podolski und Nathan Rosen (EPR) zu den Grundlagen
der Quantenmechanik (Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon), prgte Schrdinger 1935
den Begriff der Verschrnkung. Das Beispiel der Katze sollte zeigen, wie eine mi-
kroskopische quantenmechanische Superposition prinzipiell auf ein makroskopisches
Objekt bertragen werden kann, indem die Zustnde der beiden Objekte miteinander
verschrnkt werden (siehe auch Ref. [26], [29], [30], [31]).

Betrachten wir einen beliebigen Zustand |ψAB〉 ∈ HAB und wählen wir die Basis
|lA〉 von HA und |kB〉 von HB, so kann jeder Zustand von HAB in der folgenden
Form geschrieben werden

|ψAB〉 =
∑
l,k

cl,k|lA〉 ⊗ |kB〉 (2.24)

mit cl,k ∈ C und der Normierung
∑

l,k c
∗
l,kcl,k = 1.

Ein bipartiter reiner Zustand |ψ〉 wird separabel genannt, dann und nur dann
wenn es als ein einzelnes Tensorprodukt von Zuständen in den Teilsystemen A und
B geschrieben werden kann:

|ψAB〉 = |ψA〉 ⊗ |ψB〉 (2.25)

Alle anderen Zustände sind nicht separabel und werden verschränkt genannt
(siehe Ref. [32]).

Ein separabler Zustand kann nur klassische Korrelationen beinhalten, wohingegen
verschränkte Zustände EPR-Korrelationen beinhalten können. Ein Produktzustand
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2.4 Verschränkung

bleibt separabel unter lokalen Operationen und klassischer Kommunikation und ein
Zustand ist dann und nur dann separabel, wenn er in der Form

ρA,B =
∑
i

piρ
A
i ⊗ ρBi (2.26)

mit pi ≥ 0 und
∑
pi = 1 geschrieben werden kann.

Die lineare Abbildung

Λ : A1 → A2

bildet Operatoren vom Raum A1 in den Raum A2 ab. Λ wird positiv genannt, wenn
positive Operatoren in positive Operatoren abgebildet werden,

Λ(A) ≥ 0 (2.27)

∀A ≥ 0.

Eine positive Abbildung Λ wird komplett positiv genannt, wenn die Abbildung

Λ⊗ Id : A1 ⊗Md → A2 ⊗Md (2.28)

immer noch eine positive Abbildung für alle d = 2, 3, 4, .....; ist. Id ist die Einheits-
matrix vom Matrizenraum Md⊗ von allen d× d Matrizen (siehe auch Referenz [12],
[33], [34]).

2.4.1 Spinbeispiele

Die folgenden Beispiele können in Referenz [7] nachgelesen werden. Beispiel 1: Ge-
geben sei ein Spin 1

2 .

Allgemein kann man eine Observable als

A = αI + ~a · ~σ (2.29)

mit α ∈ R,~a ∈ R3 schreiben, weil jede komplexe 2× 2 Matrix z.B. in Paulimatrizen
und der Einheit zerlegt werden kann. A ist eine Dichtematrix genau dann, wenn
α = 1

2 und ‖~a‖ ≤ 1
2 .

A ist ein reiner Zustand genau dann, wenn ‖~a‖ = 1
2 oder A2 = A. Wenn der

Zustand gleich

w =
1

2
(I + ~w · ~σ) (2.30)

ist, ist der Erwartungswert von A gleich

〈w|A〉 = α+ ~a · ~w (2.31)
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Wir betrachten den Hilbertraum H = HA ⊗ HB. Die Menge S der separablen
Zustände ρiA, ρ

i
B ist definiert durch:

S = {ρ =
∑
i,j

cijρ
i
A ⊗ ρ

j
B|0 ≤ cij ≤ 1,

∑
i,j

cij = 1} (2.32)

Beispiel 2: Gegeben seien 2 Spins ~σA und ~σB (Alice und Bob).

Die Observable A kann mit Hilfe der Paulimatrizen folgendermaßen geschrieben
werden:

A = αI + aiσ
i
A ⊗ IB + biIA ⊗ σjB + cijσ

i
A ⊗ σ

j
B (2.33)

1

4
‖ A ‖22= α2 +

∑
i

(a2i + b2i ) +
∑
i,j

c2ij (2.34)

cij kann diagonalisiert werden mit 2 unabhängigen orthogonalen Transformationen

auf σiA und σjB.

A‘ ist nach (2.27) Dichtematrix wenn α = 1
4 und die Operatornorm ‖‖∞ von

‖ A− 1
4 ‖∞≤

1
4 . Weil ‖‖2 ≥‖‖∞ genügt das wenn∑

i

(a2i + b2i ) +
∑
i,j

c2ij ≤
1

16
. (2.35)

Für reine Zustände ‖‖2 =‖‖∞ und ‖ ρ ‖2= 1 ist es notwendig und hinreichend
für Reinheit. Ein reiner separabler Zustand hat die Form

ρ =
1

4
(I + niσ

i
A ⊗ IB +miIA ⊗ σjB + nimjσ

i
A ⊗ σ

j
B)

mit ~n2 = ~m2 = 1.
Erwartungswert von A:

〈ρ|A〉 = α+ ~n · ~a+ ~m ·~b+ nimjcij . (2.36)

2.5 Geometrie von separablen Zuständen

Wie sieht die geometrische Struktur der Menge S von separablen Zuständen aus?
Eigenschaften von S nach Ref. [3]:

1) Die Dimensionen von S und Sc sind N2 − 1, d.h. sie liegen dicht im Raum.

2) Reine separable Zustände liegen auf der Grenze ∂S und eine Konvexkombina-
tion von 2 reinen separablen Zuständen liegen wieder auf ∂S . Klarerweise liegt die
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2.6 Verschränkungsmaße

Konvexkombination von 2 reinen Zuständen (für N > 2) auf der Grenze vom Zu-
standsraum, weil es in jeder Umgebung kein positives Funktional gibt. Hier haben
wir in jeder Umgebung verschränkte Zustände.

3) Wenn eine Mischung ρ =
∑

i=1,..n µiρi auf ∂S liegt, dann gibt es eine Fläche,
z.B. ρ̄ =

∑
i=1,..n µ̄iρi und ∈ S für alle µ̄i ≥ 0,

∑
i=1,..n µ̄i = 1.

Wenn ∂S einen n−dimensionalen flachen Teil hat, so sind die Mischungen von n
reinen Zuständen ∈ ∂S. Punkt drei sagt aus, dass die Umkehrung auch stimmt, d.h.
die Dekomposition der ρis spannen eine Fläche auf.

4) Wenn HA = HB(= C
√
N ) dann folgt daraus, dass die ∂S mindestens eine n-

dimensionale Fläche hat.

5) S ist invariant unter TA⊗ IB mit TA ist die positive Abbildung B(HA)→ B(HA).

Das Tensorprodukt von 2 positiven Abbildungen ist nicht notwendigerweise po-
sitiv, außer man verwendet separable Zustände.

2.6 Verschränkungsmaße

Das Entropiemaß ist geeignet um reine Zustände auf dem endlichdimensionalen Hil-
bertraum zu berechnen. Genauer ist es die von Neumannentropie der reduzierten
Dichtematrizen (siehe auch Ref. [28]). Es gibt eine Vielzahl von unterschiedlichen
Maßen, um die Verschränkung von Zuständen zu detektieren. Sie unterscheiden sich
in der Annahme und der Anzahl der Eigenschaften. Wie wichtig sind die einzelnen
Eigenschaften?

• Die Menge der Verschränkung in einem Quantenzustand darf nicht unter LOCC
ansteigen, da auch verschränkte Zustände nicht von lokalen Operationen und klas-
sischer Kommunikation erzeugt werden können.
Monotonie unter LOCC:

E(ρ) ≥ E(ΛLOCC(ρ))

• Ein Maß soll für separable Zustände keine Verschränkung ergeben.

ρ ist separabel⇔ E(ρ) = 0

Diese zwei Axiome sind essentiell und notwendig für ein Verschränkungsmaß, darüber-
hinaus gibt es noch einige nützliche Eigenschaften die zu verlangen Sinn macht.

• Eine nützliche Eigenschaft ist die Normiertheit:

0 ≤ E(ρ) ≤ log d,
wobei d die Dimension des Hilbertraumes ist. In den meisten Fällen, in denen wir
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Grundlagen

einen endlichen Hilbertraum betrachten, ist 0 ≤ E(ρ) ≤ 1.

• Jedes Verschränkunsmaß soll kontinuierlich auf dem Hilbertraum der Zustände
sein, so dass für eine kleine Änderung der Zustände nur eine kleine Änderung des
Wertes der Verschränkung stattfindet.
Kontinuität:

‖ ρ1 − ρ2 ‖→ 0⇒ E(ρ1)− E(ρ2)→ 0

• Die Verschränkung von jeder Konvexkombination von 2 Zuständen soll nicht größer
werden als die konvexe Summe von den einzelnen Verschränkungen.
Konvexität:

E(λρ1 + (1− λ)ρ2) ≤ λE(ρ1) + (1− λ)E(ρ2) für 0 < λ < 1.

Das bedeutet, dass unter Mischung die Verschränkung weniger wird und dass
maximal verschränkte Zustände rein sein müssen.

• Wenn man zwei Zustände getrennt betrachtet, sollen sie immer die gleiche Ver-
schränkung haben, wie wenn man sie zusammen betrachtet.
Additivität:

E(ρ1 ⊗ ρ2) = E(ρ1) + E(ρ2)

• Unitäre Operationen können als Basiswechsel angesehen werden, d.h. es ist eine
sinnvolle Forderung, dass die Verschränkung nicht von der Wahl der Basis abhängen
soll. Der Zustandsraum zerlegt sich in Äquivalenzklassen von Zuständen mit der
gleichen Verschränkung. Alle reinen separablen Zustände sind in der gleichen Äqui-
valenzklasse.
Invarianz unter lokalen unitären Operationen:

E(ρ) = E(U1 ⊗ U2ρU
†
1 ⊗ U

†
2)

• Ein Maß soll seinen maximalen Wert für maximal verschränkte Zustände erge-
ben und nur für maximal verschränkte Zustände.

ρ ist maximal verschränkt⇔ E(ρ) = maxE(ω), wenn das Maximum über alle
Zustände ω genommen wird.

Nun gibt es Verschränkungsmaße, die einige der Eigenschaften erfüllen, und andere
nicht. Deshalb haben wir eine Vielzahl von Verschränkungsmaßen. Weiterführende
Betrachtungen findet man in Referenz [5] und [6].

2.6.1 Allgemeine Bellungleichungen

Verschränkte Zustände können zu einer Verletzung der Bellungleichungen führen
(siehe Ref. [7], [37]). Bellungleichungen müssen für alle lokal realistischen Theorien
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2.6 Verschränkungsmaße

erfüllt sein, daher kann eine Verletzung ein Hinweis darauf sein, dass die Quantenme-
chanik nicht lokal realistisch ist (siehe auch Ref. [25]). Wir haben schon die Entropie
als Verschränkungsmaß kennengelernt und wollen nun als Maß für Separabilität die
Hilbert-Schmidt Distanz von Operatoren betrachten. Der interessierte Leser findet
auch Interessantes in Referenz [3], [4] und [10]. Wir besprechen die Bellungleichungen
in dem Sinn, in dem sie in der Ref. [7] benannt worden sind. Im Allgemeinen sind sie
anders definiert (siehe Ref. [5], [6], [10]). Wir betrachten die Hilbert-Schmidt Distanz
D eines Zustandes zu der Menge der separablen Zustände. Wir wollen zeigen, dass
wenn w ∈ B(HA ⊗HB) Entanglement Witness ist, die maximale Verletzung B der
zugehörigen allgemeinen Bellungleichung numerisch gleich der Distanz D ist.

Wir führen ein neues Verschränkungsmaß D ein. Die Hilbert-Schmidt Distanz
D(w) ist die Distanz von einem Zustand w zu einem Zustand aus der Menge S der
separablen Zustände

D(w) = min
ρ∈S
‖ ρ− w ‖2 . (2.37)

Dann folgt

‖ ρ− w ‖22= Tr(ρ2 + w2 − 2
√
ρw
√
ρ) (2.38)

≤ Tr(ρ2 + w2) ≤ 2 (2.39)

oder

0 ≤ D(w) ≤
√

2 (2.40)

Diese Bellungleichung ist gegeben von der Observablen A 6≥ 0 für die gilt:

〈ρ|A〉 ≥ 0 (2.41)

∀ρ ∈ S.

Außerdem ∃w, so daß,

〈w|A〉 < 0 (2.42)

für einige w ∈ Sc.

Diese Elemente A ∈ Aw heißen Entanglement Witness. Der Operator A ∈ At
wird ein Tangentialfunktional, wenn ∃ρ0 ∈ S, so daß

〈ρ0|A〉 = 0. (2.43)

Weil S ein konvexer Unterraum vom Zustandsraum ist, existieren die Tangential-
funktionale immer. Auch die Menge S wird von den Tangentialfunktionalen cha-
rakterisiert. Die ρ0 mit 〈ρ0 | A〉 = 0 für einige A ∈ At sind die Grenzen ∂S von
S.

21



Grundlagen

Die allgemeine Bellungleichung ist durch einen verschränkten Zustand w verletzt
und wir bekommen die folgende Ungleichung für einige A ∈ Aw:

〈ρ|A〉 > 〈w|A〉 (2.44)

für alle ρ ∈ S. Betrachten wir nun die maximale Verletzung der allgemeinen Bellun-
gleichung

B(w) = max
‖A−α‖2≤1

{min
ρ∈S
〈ρ|A〉 − 〈w|A〉}. (2.45)

Resultat:
Satz:

1) Die maximale Verletzung der allgemeinen Bellungleichung ist gleich der Di-
stanz von w zu der Menge S,

B(w) = D(w)

für alle w.

2) Das Minimum von D erhält man für einige ρ0 und das Maximum von B für

Amax =
ρ0 − w − 〈ρ0 | ρ0 − w〉I

‖ ρ0 − w ‖2

für Amax ∈ At.

3)Für B = D erhält man das folgende zweiseitige Variationsprinzip

min
ρ∈S
〈ρ− w | ρ′ − w

‖ ρ′ − w ‖2
〉 ≤ B(w) ≤‖ ρ′ − w ‖2

für alle ρ′ ∈ S.

Bemerkung:
Wir benützen die geometrischen Eigenschaften der Euklidischen Distanz in HS . Wir
betrachten einen Spin 1

2 , wo die Menge der separablen Zustände S durch SZ ersetzt
wird.

SZ = {ρ =
1

2
(I + λσz), | λ |≤ 1} (2.46)

und

w =
1

2
(I + ~w · ~σ), ‖ w ‖2≤ 1 (2.47)

wird als verschränkter Zustand betrachtet, wenn wx oder wy 6= 0.

Die Observable A mit ‖ A ‖2= 1 ist von der Form

A =
αI + ~a · ~σ
√

2(α2 + a2)
1
2

(2.48)
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2.6 Verschränkungsmaße

und a =‖ ~a ‖,~a ∈ R3.

Für die Hilbert-Schmidt Distanz D, unser Verschränkungsmaß, berechnen wir

min
ρ
‖ ρ− w ‖22= min

λ

1

4
‖ λσz − ~w~σ ‖22

= min
λ

1

2
((λ− wz)2 + w2

x + w2
y)

=
1

2
(w2

x + w2
y)

für λ = wz

⇒ D(w) =
1√
2

(w2
x + w2

y)
1
2 .

Andererseits, finden wir für die maximale Verletzung der allgemeinen Bellunglei-
chung

B(w) = max
~a,α
{min

λ

1

2
〈λzσz − ~w~σ | αI + ~a~σ

√
2(α2 + a2)

1
2

〉}

= max
~a,α
− 1√

2

| az | +~w~a

(α2 + a2)
1
2

=
1

2
(w2

x + w2
y)

1
2 .

Hier ist die Observable

Amax = − wxσx + wyσy√
2(w2

x + w2
y)

1
2

das Tangentialfunktional für alle ρ ∈ SZ , ∂SZ = SZ . Die maximale Verletzung der
allgemeinen Bellungleichung erhalten wir für minρ∈S : 1

2(1 − σz) wenn aZ > 0 und
nicht für 1

2(1 + wzσz) wie im Fall von D(w). Das bedeutet, dass man für D nicht
notwendigerweise das minρ für einen reinen Zustand erhält. Aber für B erhält man
das Maximum. Folglich ist die Gleichung B = D nicht trivial, weil die Extrema
auf nichtzusammenhängenden Mengen betrachtet werden. Daraus folgt, dass das
minmax größer sein kann als das maxmin.

2.6.2 Entanglement of Formation

Historisch gesehen waren Entanglement of Formation und Entanglement of Distilla-
tion die ersten Verschränkungsmaße.

Für allgemeine Zustände (rein und gemischt) kann man das Entropiemaß verall-
gemeinern zum Entanglement of Formation (siehe auch Ref. [38]). Man beginnt mit
einem Maß für reine Zustände und dehnt sie mit Hilfe der Convex Roof auf gemischte
Zustände aus:
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E(ρ) = inf
∑
i

piE(ψi) (2.49)

wobei
∑

i pi = 1 und pi ≥ 0. Das Infimum wird über alle Ensembles {pi, ψi} ge-
nommen mit den Zerlegungen ρ =

∑
i pi|ψi〉〈ψi|. Das Maß E ist gleich dem Durch-

schnitt vom optimalen Ensemble, falls es existiert. Das erste Maß, dass auf diese
Art gebildet wurde, war die Entanglement of Formation. Ein anderes Beispiel ist die
Schmidtzahl.

1. Die Entanglement of Formation für einen reinen Zustand ρrein ist das Entro-
piemaß:

EF (ρrein) = EvN (ρrein) (2.50)

2. Wir haben ein Ensemble von reinen Zuständen ε := {pi, ρirein} . Die pi sind die
Wahrscheinlichkeiten für die Zustände ρirein im Ensemble vorzukommen. Die Entan-
glement of Formation dieses Ensembles ist:

EF (ε) =
∑
i

piEF (ρirein) =
∑
i

piEvN (ρirein) (2.51)

3. Die Entanglement of Formation von einem gemischten Zustand ρ ist das Mi-
nimum der Entanglement of Formation von allen möglichen Ensembles ε bezüglich
ρ

EF (ρ) = min
ε
EF (ε) (2.52)

Die Entanglement of Formation erfüllt alle gewünschten Eigenschaften bis auf
die Additivität, die noch nicht gezeigt werden konnte.

Es ist schwierig Entanglement of Formation zu berechnen, weil es im Allgemei-
nen unmöglich ist, alle möglichen Ensembles von reinen Zuständen zu bestimmen,
die den gemischten Zustand realisieren. Das heißt es gibt unendlich viele Zerlegun-
gen von einem allgemein gemischten Zustand in ein Ensemble von reinen Zuständen.
Man muss das Infimum über alle möglichen Zerlegungen nehmen. Das ist schwierig,
gemessen an der Zahl.

Dazu machen wir ein Beispiel:

Wir betrachten einen gemischten Zustand ρ. Er sei ein maximal gemischter 2-
Qubit Zustand ρ = 1

21. Er kann auf die folgenden 2 Arten präpariert werden.

1. Durch eine gleiche Mischung von 4 orthogonalen Produktzuständen. Die Entan-
glement of Formation ist in diesem Fall EF = 0.
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2.6 Verschränkungsmaße

2. Durch eine gleichmäßigen Mischung der 4 Bellzustände. Alle Bellzustände ha-
ben das Entropiemaß 1 und treten mit der Wahrscheinlichkeit 1

4 auf, daraus folgt
EF = 1.

2.6.3 Concurrence

Für den Fall von 2 Qubits kann man explizit mit Hilfe der neu eingeführten Funktion
der Concurrence (siehe auch Ref. [39]) die Entanglement of Formation berechnen.

Für die 2-Qubit Zustände exisitiert somit eine operationale Methode um sie zu
berechnen. Die Concurrence kann man auch selber als Maß betrachten.

Zuerst wollen wir eine Definitionen machen:

Definition: Die Spinflip-Operation gehorcht folgender Relation:

|ψ〉 → |ψ̃〉 = σy|ψ〉∗ (2.53)

Die Definition heißt Spinflip, weil der Spin von |0〉 nach |1〉 flipt und vice versa:
σy|0〉 = i|1〉, σy|1〉 = −i|0〉.

Die Spinflipoperation einer 2-Qubit Dichtematrix ρ ist von der Form

ρ→ ρ̃ = (σy ⊗ σy)ρ∗(σy ⊗ σy) (2.54)

Satz:

Die Entanglement of Formation eines 2-Qubit Zustandes ρ ist eine Funktion der
Concurrence C,

EF (ρ) = EF (C(ρ)) = H
(1 +

√
1− C2)

2
(2.55)

H ist die Shannonentropie H(x) = −x log2 x− (1− x) log2(1− x)

Satz:

Die Concurrence C eines 2-Qubit Zustandes |ψ〉 ist

C(|ψ〉) = |〈ψ|ψ̃〉| (2.56)

Für einen allgemeinen 2-Qubit Zustand ρ ist

C(ρ) = max{0, µ1 − µ2 − µ3 − µ4}, (2.57)
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wo die µi die Wurzeln der Eigenwerte der Matrix ρ · ρ̃ in absteigender Reihenfolge
sind.

Die Concurrence kann zu höheren Dimensionen verallgemeinert werden.

C = min
{pi,|ψ〉}

∑
i

max
{ui,Vi}

|〈ψi|(Ui ⊗ Vi)TS(Ui ⊗ Vi)|ψi〉| (2.58)

Das Minimum wird über alle Ensembles {pi, |ψ〉} die ρ realisieren genommen, und
das Maximum wird über alle Ui ∈ SU(d1) und Vi ∈ SU(d2) genommen. Die zwei
Subsysteme haben die Dimensionen d1,2. Das S ist eine verallgemeinerte Form des
Spinflip-Operators (σy ⊗ σy) vom 2⊗ 2-dimensionalen Fall.

S = (σy ⊕ 0d1−2)⊗ (σy ⊕ 0d2−2) (2.59)

In den Referenzen [11], [12], [13] und [14] findet man gute Lower bounds.

2.6.4 Entanglement Cost und Entanglement of Distillation

Die Entanglement Cost EC(ρ) ist folgendermaßen definiert:

EC(ρ) = inf
{LOCC}

lim
nρ→∞

min

noutρ

(2.60)

Diese Formel beschreibt wie viele Kopien min von maximal verschränkten 2-
Qubit-Zuständen |φ+〉 gebraucht werden um den Zustand ρ nur durch Anwendung
von LOCC zu preparieren. Es kann gezeigt werden, dass die Entanglement Cost mit
der Entanglement of Formation folgernderweise zusammenhängt:

EC(ρ) = lim
n→∞

1

n
EF (ρ⊗n) (2.61)

(ρ⊗n) bedeutet das n-fache Tensorprodukt von ρ mit sich selbst.

Die Entanglement of Formation, die Concurrence und die Entanglement Cost
reduzieren sich auf die Entropie of Entanglement für reine Zustände.

Alternativ kann man Verschränkunsgmaße auch durch die Anzahl mout von ma-
ximal verschränkten Zuständen |φ+〉 definieren, die durch LOCC distilliert werden
können. Durch sogenannte Protokolle werden sie vom originalen Zustand ρ distilliert
und bilden so die Entanglement of Distillation ED(ρ)

ED(ρ) = sup
{LOCC}

lim
nρ→∞

mout

ninρ
(2.62)

Ein Zustand kann nicht mehr Verschränkung beinhalten als man braucht um ihn
herzustellen, noch kann er weniger Verschränkung beinhalten als man distillieren
kann.

ED ≤ E ≤ EF (2.63)
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2.6 Verschränkungsmaße

2.6.5 Beispiel

Wir wollen die Entanglement of Formation und die Concurrence für Werner Zustände
ρα von 2 Qubits berechnen. Um die Concurrence berechnen zu können, müssen
wir zuerst den spinflippet Werner-Zustand ρ̃α berechnen. Dazu brauchen wir die
Paulimatrizen (siehe (2.13))

Die Wernerzustände in Matrizenform sehen folgendermaßen aus:

ρα =


1−α
4 0 0 0
0 1+α

4
−α
2 0

0 −α
2

1+α
4 0

0 0 0 1−α
4


Wir berechnen zuerst (σy ⊗ σy). So bekommen wir:

(σy ⊗ σy) =


0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0


Mit der Gleichung für eine 2-Qubit Spinflipoperation (siehe (2.47) erhalten wir:

ρ̃α = ρα

Nun müssen wir die Wurzel aus den Eigenwerten von ρ · ρ̃ berechnen:

R =
√
ρ · ρ̃ = ρα

Die µi sind die Eigenwerte der Matrix R. Hier sind sie nichts anderes als die Eigen-
werte von den Wernerzuständen.

λ1 = λ2 = λ3 =
1− α

4
, λ4 =

1 + 3α

4

λ4 ≥ λ3 = λ2 = λ1

Dann ist

λ4 − λ3 − λ2 − λ1 =
3α− 1

2

So haben wir für die Concurrence:

C(ρα) = 0

mit
−1

3
≤ α ≤ 1

3
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Daraus folgt Separabilität. Für den restlichen Bereich von α ergibt die Concurrence:

C(ρα) =
3α− 1

2

mit
1

3
< α ≤ 1

Für die Entanglement of Formation erhalten wir:

EF (ρα) =
1

4
((
√

3 + 6p− 9p2 − 2) log2
1

4
(2−

√
3 + 6p− 9p2)−

(2−
√

3 + 6p− 9p2) log2
1

4
(2 +

√
3 + 6p− 9p2))

Wir sehen dass die Concurrence eine wesentlich einfachere Form hat als die
Entanglement of Formation. Die Resultate kann man auch mit den Separabilitäts-
kriterien überprüfen, wie zum Beispiel mit dem PPT-Kriterium.
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Kapitel 3

Geometrie von bipartiten Qudits

3.1 Geometrie von bipartiten Qubits

Im Fall von einem System von zwei Qubits ist das PPT Kriterium notwendig und
hinreichend um die Separabilität zu bestimmen. Deshalb ist es einfach herauszufin-
den, ob ein Zustand separabel ist (und somit undistillable), oder ob er verschränkt
ist (somit auch distillable, da es in diesem Fall kein Bound Entanglement gibt). Siehe
auch Ref. [1], [2], [5]. Wie in (2.14) können wir die Dichtematrix eines Zweiqubitsy-
stems schreiben als

ρ =
1

4
(I⊗ I + aiσ

i ⊗ I + biI⊗ σi + cijσ
i ⊗ σj) (3.1)

Ein einzelner Qubitzustand kann durch einen Blochvektor ausgedrückt werden, d.h.
der Zustand ist ein Punkt auf der dreidimensionalen Blochkugel. Jeder Produktzu-
stand von zwei Qubits kann durch zwei eindeutige Blochvektoren ausgedrückt wer-
den, z.B. cij = aibj , die einen sechsdimensionalen Unterraum des 15-dimensionalen
Zustandsraum aufspannen (Alle Produktzustände von zwei Qubits sind Punkte auf
einer sechsdimensionalen Kugel.). Da der ganze 15-dimensionale Zustandsraum schwer
vorstellbar ist, werden oft niedrigdimensionalere Schnitte betrachtet. Ein interessan-
ter Schnitt ist der magische Simplex. Er ist ein Unterraum, der von vier orthogonalen
maximal verschränkten Zuständen (z.B. die Bellzustände siehe (2.17)) aufgespannt
wird. All diese Zustände haben maximal gemischte Unterräume, da die lokalen Kom-
ponenten ~a und ~b in der Blochvektordarstellung (3.1) gleich Null sind. Da die Matrix
cij nicht diagonalisiert werden kann, haben die Zustände die Form

ρ =
1

4
(I⊗ I + ciσ

i ⊗ σi), (3.2)

wo ci die Elemente der Diagonalmatrix cij sind.

Die vier Bellzustände formen die Spitzen des magischen Simplex, welches die
Form eines Tetraeders hat. Die Menge aller Matrizen, die dem PPT-Kriterium genügen,
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Geometrie von bipartiten Qudits

formen einen anderen Tetraeder, welcher nicht komplett ausgefüllt ist mit Zuständen
(Da es Matrizen gibt, die nicht positiv semidefinit sind, aber nach der partieller
Transposition positiv semidefinit werden.). Die Überschneidung dieser zweier Tetra-
eder formt die Menge aller separablen Zustände, welches die Form eines Oktaeders
hat. Der magische Simplex ist also ein Tetraeder, der ein Oktaeder einschließt. Die
Spitzen des Tetraeders sind die maximal verschränkten Bellzustände (welche die ein-
zig reinen Zustände im Simplex sind), und das Oktaeder wird durch die separablen
Zustände gebildet. Der maximal gemischte Zustand liegt im Mittelpunkt des Okta-
eders (siehe auch (3.23)).

3.2 Geometrie von bipartiten Qutrits

Wir wollen nun den Simplex W für bipartite Qutrits konstruieren (siehe Referenz
[1], [2],[9],[13]). Dazu nehmen wir einen maximal verschränkten reinen Zustand Ω0,0,
einen sogenannten Bell-Zustand. Da wir Qutrits betrachten, wählen wir die Basis
{|0〉, |1〉, |2〉}

Ω0,0 =
1√
3

2∑
s=0

|s〉 ⊗ |s〉 (3.3)

Wir betrachten den ersten Unterraum als Alices Subsystem, wo auch unsere
Transformationen stattfinden. Darauf wenden wir die Weyloperatoren (wie in (2.23))
an, während der zweite Unterraum, Bobs Seite, unverändert bleibt. Um den komplet-
ten Simplex zu erzeugen, brauchen wir nun die Weyloperatoren (wie in (3.10)), die
wir auf den gewählten Bellzustand anwenden. Mit ihnen erzeugen wir die anderen 8
dazu orthogonalen Bellzustände

Ωk,l = Wk,l ⊗ I3Ω0,0 (3.4)

Die Indizess k und l laufen von 0 bis 2, wobei l die RaumKoordinate ist und
wir den Index k als ”quantisierten Impuls” ansehen können. So bekommen wir einen
diskreten klassischen Phasenraum, der uns bei Symmetrieüberlegungen gute Dienste
leistet. Jedem Punkt in diesem Phasenraum können wir einen Projektionsoperator
Pk,l = |Ωk,l〉〈Ωk,l| zuordnen. Wir bekommen damit die neun Bellprojektoren, die wir
benötigen um den Simplex zu erzeugen

W = {
∑
k,l

ck,lPk,l | ck,l ≥ 0,
∑

ck,l = 1}. (3.5)

Diese Pk,l sind reine Zustände, die sich in den Ecken des Simplex befinden. Sie
sind die Dichtematrizen für die Belltypischen Zustände. Nun da wir alle neun Ecken
unseres Simplex erzeugt haben, fehlt uns noch der innere Raum. Um nun den ganzen
Raum ausfüllen zu können, mischen wir die reinen Zustände und bekommen unser
komplettes magisches Simplex.
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3.2 Geometrie von bipartiten Qutrits

Das Simplex ist eine 8-dimensionale Hyperfläche, die in den 9-dimensionalen
Euklidischen Raum eingebettet ist,

{A =
∑
k,l

ak,lPk,l | ak,l ∈ R} (3.6)

auf welchem die Distanz zwischen A und B durch

d(A,B) =
√

Tr(A−B)2

definiert ist. Der Ursprung dieses Euklidischen Raums soll in A = 1
d2
Id liegen. Diese

Festlegung induziert eine Hilbert-Schmidt Norm

d(A, I) =
√
A2.

Das Innere Produkt ist wie folgt definiert

Tr(AB) =
∑

ak,lbk,l. (3.7)

Die geometrische Symmetrie des Simplex ist wesentlich höher als die zugrun-
deliegende Symmetrie des Euklidischen Raumes. Die Symmetrie des Euklidischen
Raumes findet sich auch im klassischen Phasenraum wieder.

Wir sehen uns nun an, wie die Menge der Zustände in W eingebettet sind. Es
gibt nur lokal maximal gemischte Zustände in W. Es gilt für Qutrits auch folgendes:

1. Es gibt lokal maximal gemischte Zustände, die nicht mit maximal verschränk-
ten reinen Zuständen, den Belltypischen Zuständen, definiert in (2.17), diago-
nalisiert werden können.

2. Sogar wenn solch ein maximal gemischter Zustand in die orthogonalen Bellty-
pischen Zustände (3.3) zerlegbar ist, muss er nicht äquivalent zu irgendeinem
von den Zuständen in W.

3. Es gibt maximal neun wechselseitig orthogonale Bellzustande, welche kein
Äquivalent zu W bilden.

Satz Jedes Paar von wechselseitig orthogonalen Bellzuständen kann in eine Ver-
sion von W eingebettet werden. So ein Paar fixiert einen bestimmten dritten Bell-
zustand und mit einem vierten Zustand, der orthogonal zu den ersten drei ist, sind
alle Elemente bekannt um W zu fixieren.

Den Beweis für diesen Satz findet man in Ref [1].
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3.3 Geometrie von bipartiten Qudits

Für bipartite Qudits (siehe auch Referenz[11]) wird der magische Simplex auf fol-
gende Weise konstruiert:

Die Projektionsoperatoren Pi,j des magischen Simplex sind maximal verschränkt
in d Dimensionen

| Φ+〉 :=
d−1∑
i=0

| ii〉, P0,0 :=| Φ+〉〈Φ+ | (3.8)

Pk,l = Id ⊗Wk,lP0,0Id ⊗W †k,l (3.9)

mit den Weyloperatoren definiert durch

Definition:

Wk,l|s〉 = ωk(s−l)|s− l〉 (3.10)

mit ω = e
2πi
d .

Der magische Simplex ist nun die konvexe Kombination aller Spitzen Pk,l (3.8):

W = {
d−1∑
k,l=o

ck,lPk,l | ck,l ≥ 0,

d−1∑
k,l=0

ck,l = 1} (3.11)

3.4 Symmetrien und Äquivalenzen innerhalb von W

Wir betrachten lineare Operationen, die W auf sich selbst abbilden, und die Se-
parabilität innerhalb von W nicht verändern. Solche Operationen werden von lo-
kalen (anti-)unitären Transformationen des Hilbertraums HA induziert. Eine solche
Transformation von W kann man als Transformation des diskreten klassischen Pha-
senraums auffassen. Die Symmetriegruppe ist endlich und sie besteht aus unitären
und/oder anti-unitären Operatoren.

Wie man sich aus Abbildung 3.1 leicht überlegen kann, gibt es genau zwölf ver-
schiedene Linien im Phasenraum. Man erhält sie in Form von vier Bündeln von je
drei parallelen Linien, indem man jede der Linien aus Abbildung 3.1 um einen und
um zwei Phasenraumpunkte parallel verschiebt.

Dazu geht man wie folgt vor: Für jeden linearen Operator A, der auf Alice Seite
wirkt, existiert ein Operator Ã, der auf Bobs Seite wirkt, sodass

A⊗ I|Ω0,0〉 = I⊗ Ã〈Ω0,0|. (3.12)
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-

6

l

k

u u u r r r
u u u r r r
u u u r r r
r r r r r r

	

Abbildung 3.1: Der diskrete klassische Phasenraum. Von einem belieben Punkt
(z.B. P0,0) aus gibt es vier mögliche Richtungen eine Linie zu zeichen und dazu
Parallel jeweils zwei Linien. Insgesamt also 12.

Wenn man die Weyloperatoren auf Alices Seite anwendet, bekommt man die
Phasenraumtranslation

Tm,n :

(
k
l

)
7→
(
k +m
l + n

)
. (3.13)

Es gibt noch mehr lokal unitäre Transformationen, dieW auf sich selbst abbilden,
wie zum Beispiel UR ⊗ U∗R mit

UR : |s〉 7→ 1√
3

∑
t

ω−st|t〉. (3.14)

Diese Transformation bewirkt eine Vierteldrehung des Phasenraums gegen den
Uhrzeigersinn

R :

(
k
l

)
7→
(

l
k

)
. (3.15)

Als nächstes betrachten wir UV ⊗ U∗V mit

UV : |s〉 7→
2∑
s=0

ω−s(s+2)/2|s〉. (3.16)

Dies führt zu einer vertikalen Scherung im Phasenraum

V :

(
k
l

)
7→
(
k + l
l

)
. (3.17)
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Geometrie von bipartiten Qudits

Wenn man die beiden vorhergehenden Transformationen kombiniert, erhält man
die horizontale Scherung

H = R−1V−1R :

(
k
l

)
7→
(

k
l + k

)
. (3.18)

Nun wollen wir eine anti-unitäre Transformation des Hilbertraumes betrachten,
die einen Austausch von Alice und Bob’s Seite bewirkt

S :

(
k
l

)
7→
(
−k
l

)
. (3.19)

Da sie auch symmetrisch sind in Kombination mit anderen Transformationen,
ergibt uns das eine neue Art von Reflexion, wie zum Beispiel die horizontale Reflexion

RSR−1 :

(
k
l

)
7→
(

k
−l

)
(3.20)

und die diagonale Reflexion

RS :

(
k
l

)
7→
(

l
k

)
. (3.21)

All diese Transformationen sind lineare oder affine Abbildungen im Phasenraum.
Die Phasenraumlinien werden wieder auf Linien abgebildet, wenn man die Indizess
modulo drei nimmt.

Satz Die Gruppe der symmetrischen Transformationen vonW ist gleich der Gruppe
der affinen Transformationen des quasi-klassischen Phasenraums, welches durch die
Indizess (

k
l

)
7→
(
m n
p q

)(
k
l

)
+

(
j
r

)
(3.22)

geformt wird, wo mq − pn 6= 0 ist und alle Kalkulationen mit Modulo drei ge-
nommen werden. Für mq − pn = 1 ist die Transformation des Hilbertraumes unitar
und für mq − pn = −1 ist sie antiunitär.

Den Beweis findet man in Ref. [1].

Die Gruppenstruktur der zusammengesetzten Transformationen kann in Ma-
trixnotation beschrieben werden als: k

l
1

 7→
 m n j

p q r
0 0 1

 k
l
1

 . (3.23)
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Jede Linie des diskreten Phasenraums kann in jede andere Linie transformiert
werden und in diesem Sinne sind sie äquivalent.

Satz Für die Menge der Teilmengen von Phasenraumpunkten gilt folgendes: Es
gibt genau eine Äquivalenzklasse von einzelnen Punkten, eine von Paaren, eine von
Triplen und zwei von Quadrupeln. Für die Komplementärmengen gilt die Umkeh-
rung: Es gibt genau zwei Äquivalenzklassen von fünfelementigen Teilmengen, eine
von sechs-, eine von sieben- und eine von achtelementigen Teilmengen.

Den Beweis hierzu kann man in Ref. [1] nachlesen.

3.5 Die Geometrie von verschränkten Zuständen

Um die Separabilität im Simplex genauer zu analysieren, betrachten wir eine innere
und eine äußere Begrenzung der Separabilität.

Weil Ωk,l eine Orthonormalbasis formt, liegt im Zentrum von W der maximal
gemischte separable Zustand mit der Dichtematrix

ω =
1

9

∑
k,l

Pk,l =
1

9
I. (3.24)

Wie in Abschnitt 3.4 gezeigt gibt es genau zwölf Linien im Phasenraum. Es gilt
nun der folgende

Satz. Die zwölf am äussersten gelegenen separablen Zustände in W haben die
Dichtematrizen

ρ =
1

3

∑
(k,l)∈Linie

Pk,l. (3.25)

Alle separablen Zustände von W werden von den folgenden neun Paaren von
Hyperflächen umschlossen:

Bp,q = {(ck,l) | cp,q =
1

3
} (3.26)

und
Ap,q = {(ck,l) | cp,q = 0}. (3.27)

Sie definieren das Umhüllende Polytop auf folgende Weise

EP = {
∑
k,l

ck,lPk,l |
1

3
≥ ck,l ≥ 0,

∑
ck,l = 1}. (3.28)

Es hat neun Ecken wie das Simplex W und auch sonst dieselbe geometrische
Struktur.
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Geometrie von bipartiten Qudits

Für spätere Anwendungen empfiehlt es sich die zwölf Linien von Gleichung 3.25
im Phasenraum durchzunummerieren. Die im folgenden festgelegte Nummerierung
behalten wir stets bei. Die Reihenfolge der Numerierung spielt für die davon abgelei-
teten Ergebnisse keine Rolle. Eine Dichtematrix von der Form ρ = 1

3

∑
(k,l)∈Linie Pk,l

zur Linie j wird mit ρj abgekürzt.

j Linie

1 {(0, 0), (0, 1), (0, 2)}
2 {(1, 0), (1, 1), (1, 2)}
3 {(2, 0), (2, 1), (2, 2)}
4 {(0, 0), (1, 0), (2, 0)}
5 {(0, 1), (1, 1), (2, 1)}
6 {(0, 2), (1, 2), (2, 2)}
7 {(0, 0), (1, 1), (2, 2)}
8 {(0, 2), (1, 1), (2, 0)}
9 {(0, 0), (1, 2), (2, 1)}
10 {(1, 0), (2, 2), (0, 1)}
11 {(0, 2), (1, 0), (2, 1)}
12 {(1, 2), (2, 0), (0, 1)}

Jede konvexe Kombination dieser am äussersten gelegenen separablen Zustände
ρj ist wieder separabel. All diese konvexen Kombinationen zusammen bilden das
Kern Polytop, welches definiert ist als

KP = {ρ =

12∑
j=1

γjρj |γj ≥ 0,
∑
j

γj = 1 }. (3.29)

Die Frage nach der Separabilität ist also innerhalb des Kern Polytops beantwortet.
Die Koeffizienten γj zu einem gegeben ρ =

∑12
j=1 γjρj sind nicht eindeutig bestimmt,

da {ρj , j = 1, . . . , 12} linear abhängig ist.

Möchte man ein ρ ∈ KP in die Darstellung ρ =
∑

k,l ck,lPk,l bringen so muß man
das inhomogene lineare Gleichungssytem

Dγ = c

lösen. Hierbei ist

D =
1

3



1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0


, c =



c0,0
c0,1
c0,2
c1,0
c1,1
c1,2
c2,0
c2,1
c2,2


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3.5 Die Geometrie von verschränkten Zuständen

und γ = t(γ1, γ2, . . . , γ12).

Die Lösung dieses Gleichungssystems ist bekanntlich γ = γ′ + v, v ∈ ker(D),
wobei γ′ eine beliebige spezielle Lösung Dγ′ = c ist. Es genügt also eine spezielle
Lösung γ′ und den Kern der linearen Abbildung D zu kennen. Eine kurze Rechnung
ergibt für γ′ = t(γ′1, γ

′
2, . . . , γ

′
12).

γ′ =



γ′1
γ′2
γ′3
γ′4
γ′5
γ′6
γ′7
γ′8
γ′9
γ′10
γ′11
γ′12



=



2c0,1 + c0,2 − c1,1 + c1,2 − c2,1 + c2,2
−c0,0 + c0,1 + c1,0 + 2c1,2 − c2,1 + c2,2
−c0,0 + c0,1 − c1,1 + c1,2 + c2,0 + 2c2,2
c0,0 − c0,2 + c1,0 − c1,2 + c2,0 − c2,2
c0,1 − c0,2 + c1,1 − c1,2 + c2,1 − c2,2

0
c0,0 − c0,1 + c1,1 − c1,2 − c2,0 + c2,2
−c0,1 + c0,2 − c1,0 + c1,1 + c2,0 − c2,2
c0,0 − c0,1 − c1,0 + c1,2 + c2,1 − c2,2

0
−c0,1 + c0,2 + c1,0 − c1,2 − c2,0 + c2,1

0



(3.30)

und

ker(D) =

{
a1



−1
−1
−1
0
0
0
1
0
0
0
1
1



+ a2



−1
−1
−1
0
0
0
0
1
1
1
0
0



+ a3



−1
−1
−1
1
1
1
0
0
0
0
0
0



∣∣∣∣∣ a1, a2, a3 ∈ R

}
.

Wir können nun das gesamte Kern Polytop KP mit Hilfe der ck,l beschreiben. Dazu
beachte man zunächst, das per Definition γj ≥ 0, für alle j = 1, . . . , 12. Aus der
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Darstellung γ = γ′ + v folgt dann nach obiger Rechung, das

γ′1 ≥ a1 + a2 + a3

γ′2 ≥ a1 + a2 + a3

γ′3 ≥ a1 + a2 + a3

a3 ≥ −γ′4
a3 ≥ −γ′5
a3 ≥ 0

a1 ≥ −γ′7
a2 ≥ −γ′8
a2 ≥ −γ′9
a2 ≥ 0

a1 ≥ −γ′11
a1 ≥ 0

wobei γ′i, i = 1, . . . , 12 die Koeffizienten von γ′, wie in 3.30 berechnet, bezeichnen.
Es ist aber ρ =

∑
k,l ck,lPk,l ∈ W genau dann in KP, wenn die ck,l all diese Unglei-

chungen erfüllen. Es folgt daher die für spätere Anwendungen sehr nützliche

Proposition Das Kern Polytop ist gegeben durch

KP =

{∑
k,l

ck,lPk,l

∣∣∣∣∣
min{γ′1, γ′2, γ′3} ≥ max{0,−γ′7,−γ′11}

+ max{0,−γ′8,−γ′9}
+ max{0,−γ′4,−γ′5}

}
. (3.31)

3.6 Partielle Transposition von bipartiten Qutrits

Wir schreiben die Dichtematrizen in der Produktvektorbasis

|s− l, s〉 = |s− l〉 ⊗ |s〉 (3.32)

und ordnen sie in Gruppen von drei an, abhängig von l. Danach ordnen wir innerhalb
der Gruppen abhängig von s die Elemente an. Demnach kann der Hilbertraum als
eine direkte Summe

C3
l=0 ⊕ C3

l=1 ⊕ C3
l=2 (3.33)

angeschrieben werden.

Die Projektoren

Pk,l =
1

3

∑
s,t

ωk(s−t)|s− l, s〉〈t− l, t| (3.34)
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mischen die Unterräume nicht. Eine allgemeine Matrix von W wird in die direkten
Summen

ρ =
∑
k,l

ck,lPk,l = (
∑
k

ck,0Pk)⊕ (
∑
k

ck,1Pk)⊕ (
∑
k

ck,2Pk) (3.35)

aufgespalten mit den 3× 3 Matrizen

P0 =
1

3

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 P1 =
1

3

 1 ω∗ ω
ω 1 ω∗

ω∗ ω 1

 P2 =
1

3

 1 ω ω∗

ω∗ 1 ω
ω ω∗ 1

 (3.36)

Partielle Transposition ist die lineare Abbildung von

|s− l, s〉〈t− l, t| 7→ |t− l, s〉〈s− l, t| = |m− s, s〉〈m− t, t| (3.37)

mit
m = s+ t− l.

Nun haben wir eine neue Anordnung der Basisvektoren |m− s, s〉, abhängig von m
und damit auch eine neue Aufteilung des Hilbertraumes in

C3
m=0 ⊕ C3

m=1 ⊕ C3
m=2 (3.38)

Das allgemeinste Element von W ist

ρ = Al=0 ⊕Al=1 ⊕Al=2 (3.39)

mit

A =
1

3

 d a∗ a
a d a∗
a∗ a d

 dl =
∑
k

ck,l, al =
∑
k

ωkck,l. (3.40)

Partielle Transposition bildet eine Matrix ρ ab nach

B ⊕B ⊕B, B =
1

3

 d0 a2 a∗1
a∗2 d1 a0
a1 a∗0 d2

 (3.41)

mit drei mal der gleichen Matrix B. Um die Positivität unter partieller Transposition
zu berechnen reicht es lediglich die Positivität der Matrix B in dieser Dimension
anzugeben.

Nun können wir mit Hilfe des Peres Kriteriums (siehe Ref. [17]) die Separabilität
betrachten: Das Kriterium sagt aus, dass für die Separabilität, die Positivität un-
ter partieller Transposition eine notwendige Bedingung ist. Hingegen impliziert die
Nicht-Positivität unter Partieller Transposition Verschränkung.

PPT ist für Qutrits nicht hinreichend um Separabilität zu garantieren, da ”bound
Entanglement” auftreten kann. Um dies zu detektieren brauchen wir neue Methoden
um die Separabilität zu untersuchen, wie zum Beispiel den ”witness”(siehe Ref. [35],
[36]).
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Geometrie von bipartiten Qudits

3.7 Entanglement Witness

Die Menge der Entanglement Witness EWρ ist wie folgt definiert:

{EWρ} = {K = K†|∀σ ∈ SEP : Tr(σK) ≥ 0, T r(ρK) < 0}. (3.42)

Die Menge der separablen Zustände SEP ist eine konvexe Menge und kann kom-
plett durch ihre tangentialen Hyperflächen charakterisiert werden. Die Tangenten
selbst sind an der Grenze zu einer größeren Menge von Hyperflächen, die SEP nicht
schneiden.

Definition: Ein struktureller Witness SW ist folgendermaßen definiert:

SW = {K = K† 6= 0|∀σ ∈ SEP : Tr(σK) ≥ 0}. (3.43)

Definition: Ein tangentieller Witness TWρ ist folgendermaßen definiert:

TWρ = {K = K† 6= 0|∀σ ∈ SEP : Tr(σK) = 0}. (3.44)

Satz: Sei G eine Untergruppe der Symmetriegruppe von W. Falls ρ ∈ W, G-
invariant und in dem Rand von SEP ist, dann existiert ein G-invarianter TWρ.

Beweis: Da ρ im Rand von SEP ist, existiert ein tangentieller Witness K zu ρ,
d.h. Tr(Kρ) = 0. Die Symmetriegruppe ist endlich und damit auch G. Wir können
also die endliche Summe über alle möglichen Bilder von K unter g ∈ G bilden, d.h.
K0 :=

∑
g∈G VgKV

−1
g . K0 ist per Definition G-invariant und man sieht sofort das

Tr(K0ρ) =
∑

g∈G Tr(VgKV
−1
g ρ) =

∑
g∈G Tr(K V −1g ρVg︸ ︷︷ ︸

=ρ

) = 0. �

Satz: Der Operator

K =
∑
k,l

κk,lPk,l

ist genau dann ein struktureller Witness, wenn für alle φ ∈ C3, der Operator

Mφ =
∑
k,l

κk,lWk,l|φ〉〈φ|W−1k,l

nicht negativ ist. Darüberhinaus ist K genau dann ein tangentieller Witness für ein
ρ ∈ W, wenn ein φ mit detMφ = 0 existiert.

Bemerkung: Man beachte das Mφ ein Operator auf HA ist, wohingegen K ein
Operator auf HAB ist!
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3.7 Entanglement Witness

Da die Wk,l hermitische Matrizen sind, folgt aus der Definition von Mφ, dass Mφ

auch hermitisch ist.

Zu einer beliebigen 3× 3-Matrix A = (aij)i,j=1,2,3 definieren wir

m(A) = det

(
a11 a12
a21 a22

)
+ det

(
a11 a13
a31 a33

)
+ det

(
a22 a23
a32 a33

)
.

Satz. Die Matrix Mφ hat genau dann einen verschwindenden Eigenwert und zwei
nicht-negative Eigenwerte, wenn folgendes gilt:

1. detMφ = 0

2. TrMφ ≥ 0

3. m(Mφ) ≥ 0.

Beweis: Da Mφ hermitisch ist, sind alle Koeffizienten α0, . . . , α3 des charakteristi-
schen Polynoms charMφ

(t) = α3t
3 +α2t

2 +α1t+α0 von Mφ reell und alle Eigenwerte
von Mφ ebenfalls. Die Koeffizienten αi sind gegeben durch

α3 = −1

α2 = TrMφ

α1 = −m(Mφ)

α0 = detMφ.

Die MatrixMφ hat also genau dann einen verschwindenden Eigenwert wenn detMφ =
0 ist. In diesem Fall sind die verbleibenden Eigenwert durch die Nullstellen des Po-
lynoms −t2 + TrMφt+m(Mφ) gegeben. Die Vorzeichenregel von Decartes für reelle
Polynome beweist den Rest. �

Setzt man lj = κ0,j + κ1,j + κ2,j , j = 0, 1, 2
mj = κ0,j +wκ1,j +w∗κ2,j , j = 0, 1, 2 so kann man Mφ allgemein explizit ausschrei-
ben als

Mφ = φ0φ
∗
0l0 + φ1φ

∗
1l1 + φ2φ

∗
2l2 φ0φ

∗
1m

∗
0 + φ∗

0φ2m
∗
2 + φ1φ

∗
2m

∗
1 φ∗

0φ1m1 + φ0φ
∗
2m0 + φ∗

1φ2m2

φ∗
0φ1m0 + φ0φ

∗
2m2 + φ∗

1φ2m1 φ0φ
∗
0l2 + φ1φ

∗
1l0 + φ2φ

∗
2l1 φ0φ

∗
1m

∗
2 + φ∗

0φ2m
∗
1 + φ1φ

∗
2m

∗
0

φ0φ
∗
1m

∗
1 + φ∗

0φ2m
∗
0 + φ1φ

∗
2m

∗
2 φ∗

0φ1m2 + φ0φ
∗
2m1 + φ∗

1φ2m0 φ0φ
∗
0l1 + φ1φ

∗
1l2 + φ2φ

∗
2l0

 .

Leider ist die Berechnung der Matrix Mφ in konkreten Fällen mit einigem Auf-
wand verbunden, weshalb wir darauf nicht näher eingehen werden. Der interessierte
Leser sei auf Referenz [1] verwiesen. Dort wird Mφ in speziellen Fällen berechnet.
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Kapitel 4

Schnitte durch den magischen Simplex mit

bipartiten Qubits

4.1 Schnitte durch den magischen Simplex von biparti-
ten Qubits mit vier orthogonalen Bellzuständen

Wir wollen nun den Simplex in konkreten Fällen untersuchen. Wir studieren die
Verschränktheit im Falle von zwei orthogonalen Bell Typ Zuständen vermischt mit
1
4I. Wir rechnen mit der Dichtematrix, die durch den total gemischten Zustand und
zwei gleichgewichtete orthogonale Bellzustände gegeben ist.

Unsere Phasenraumpunkte sind {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)}. Man hat genau sechs
Möglichkeiten sie in zweipunktige Teilmengen zu zerlegen. Diese sind

1.1. {{(0, 0)}, {(0, 1)}}

1.2. {{(0, 0)}, {(1, 0)}}

1.3. {{(0, 0)}, {(1, 1)}}

1.4. {{(0, 1)}, {(1, 0)}}

1.5. {{(0, 1)}, {(1, 1)}}

1.6. {{(1, 0)}, {(1, 1)}}

Unter der Aktion der Gruppe der Phasenraumtransformationen verbleibt eine
einpunktige Teilmenge.

Deswegen werden wir im folgenden lediglich den Fall

1. {{(0, 0), (0, 1)}}
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Schnitte durch den magischen Simplex von bipartiten Qubits

untersuchen.

Für den Fall {{(0, 0)}, {(0, 1)}} erhält man eine Familie von Dichtematrizen ρ
von der Form

ρ =
1− α− β

4
I + αP0,0 + βP0,1.

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,0 =
1

4
(1 + 3α− β),

c0,1 =
1

4
(1− α+ 3β),

ck,l =
1

4
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1) gegeben.

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

1 + 3α− β ≥ 0,

1− α+ 3β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0

und ist in Form des grünen Dreiecks in Abbildung 4.1 dargestellt. Das blaue Polygon
zeigt das umhüllende Polytop. Die Darstellung in Abbildung 4.1 erfolgt durch Um-
setzung von Proposition 3.31 mithilfe von Mathematica. Der blauflächige Bereich ist
die Region in der ρ PPT ist.
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4.2 Schnitte durch den magischen Simplex von bipartiten Qubits mit
drei orthogonalen Bellzuständen

Abbildung 4.1: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
4 I+ αP0,0 + βP0,1

dargestellt. Das grüne Dreieck stellt die Positivitätsbedingung dar. Das blaue Poly-
gon zeigt das umhüllende Polytop. Der blauflächige Bereich ist die Region in der ρ
PPT ist.

4.2 Schnitte durch den magischen Simplex von biparti-
ten Qubits mit drei orthogonalen Bellzuständen

Nun studieren wir die Verschränktheit im Falle von drei orthogonalen Bell Typ
Zuständen vermischt mit 1

4I. Wir rechnen mit der Dichtematrix, die durch den total
gemischten Zustand und drei orthogonalen Bellzuständen gegeben ist.

Unsere Phasenraumpunkte sind {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)}. Man hat genau zwölf
Möglichkeiten sie in eine zweipunktige und eine einpunktige Teilmenge zu zerlegen.
Diese sind

2.1. {{(0, 0), (0, 1)}, {(1, 0)}}

2.2. {{(0, 0), (0, 1)}, {(1, 1)}}

2.3. {{(0, 0), (1, 0)}, {(0, 1)}}

2.4. {{(0, 0), (1, 0)}, {(1, 1)}}

2.5. {{(0, 0), (1, 1)}, {(0, 1)}}

2.6. {{(0, 0), (1, 1)}, {(1, 0)}}
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2.7. {{(0, 1), (1, 0)}, {(0, 0)}}

2.8. {{(0, 1), (1, 0)}, {(1, 1)}}

2.9. {{(1, 0), (1, 1)}, {(0, 0)}}

2.10. {{(1, 0), (1, 1)}, {(0, 1)}}

2.11. {{(0, 1), (1, 1)}, {(1, 0)}}

2.12. {{(0, 1), (1, 1)}, {(0, 0)}}

Unter der Aktion der Gruppe der Phasenraumtransformationen verbleibt eine
einpunktige und zweipunktige Teilmenge.

Deswegen werden wir im folgenden lediglich den Fall

2.1. {{(0, 0), (0, 1)}, {(1, 0)}}

untersuchen.

Für den Fall {{(0, 0), (0, 1)}, {(1, 0)}} erhält man eine Familie von Dichtematrizen
ρ von der Form

ρ =
1− α− β

4
I +

α

2
(P0,0 + P0,1) + βP1,0.

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,0 = c0,1 =
1

4
(1 + α− β),

c1,0 =
1

4
(1− α+ 3β),

ck,l =
1

4
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1), (1, 0) gegeben.

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

1 + α− β ≥ 0,

1− α+ 3β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0

und ist in Form des grünen Dreiecks in Abbildung 4.2 dargestellt. Das blaue Polygon
zeigt das umhüllende Polytop und das Kern Polytop stimmt in dieser Dimension mit
dem umhüllenden Polytop überein. Die Darstellung in Abbildung 4.2 erfolgt durch
Umsetzung von Proposition 3.31 mithilfe von Mathematica. Der blauflächige Bereich
ist die Region in der ρ PPT ist.

Im System von zwei Qubits erhalten wir durch das hinreichende und genügende
Kriterium der Positivität unter partieller Transformation die ganze Information über
den Bereich der Separabilität, die, wie wir in den Graphiken erkennen können, mit
dem Bereich des Umhüllenden Polytops übereinstimmt.
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4.2 Schnitte durch den magischen Simplex von bipartiten Qubits mit
drei orthogonalen Bellzuständen

Abbildung 4.2: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
4 I+ α

2 (P0,0+P0,1)+
βP1,0 dargestellt. Das grüne Dreieck stellt die Positivitätsbedingung dar. Das blaue
Polygon zeigt das umhüllende Polytop. Der blauflächige Bereich ist die Region in
der ρ PPT ist.
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Kapitel 5

Schnitte durch den magischen Simplex von

bipartiten Qutrits mit vier orthogonalen

Bellzuständen

Wir wollen nun die vorangegangen Überlegungen dazu nutzen um das Innere vonW
in konkreten Fällen zu untersuchen. Genauer studieren wir die Verschränktheit im
Falle von vier orthogonalen Bell Typ Zuständen vermischt mit 1

9I. Wir rechnen mit
der Dichtematrix, die durch den total gemischten Zustand und vier orthogonalen
Bellzuständen gegeben ist, wo jeweils zwei Belltypische Zustände gleichgewichtet
sind.

Nach dem zweiten Satz von Kapitel 3.1. gibt es genau zwei Äquivalenzklassen
von vierpunktigen Teilmengen des Phasenraums.
Diese sind {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)} und {(0, 0), (1, 0), (2, 0), (0, 1)}. Jede dieser bei-
den Äquivalenzklassen kann man auf genau drei Möglichkeiten in zwei zweipunktige
Teilmengen zerlegen. Genauer sind dies 3 Möglichkeiten im ersten Fall

0.1. {{(0, 0), (0, 1)}, {(1, 0), (1, 1)}}

0.2. {{(0, 0), (1, 1)}, {(1, 0), (0, 1)}}

0.3. {{(0, 0), (1, 0)}, {(0, 1), (1, 1)}}

0.4. {{(0, 0), (0, 1)}, {(1, 0), (2, 0)}}

0.5. {{(0, 0), (1, 0)}, {(0, 1), (2, 0)}}

0.6. {{(0, 0), (2, 0)}, {(1, 0), (0, 1)}}

und die drei letzten im zweiten Fall. Unter der Aktion der Gruppe der Phasenraum-
transformationen verbleiben je zwei inäquivalente zweipunktige Teilmengen. Genauer
gesagt, die beiden Mengen
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Schnitte durch den magischen Simplex von bipartiten Qutrits mit vier
orthogonalen Bellzuständen

{{(0, 0), (0, 1)}, {(1, 0), (1, 1)}} und {{(0, 0), (1, 0)}, {(0, 1), (1, 1)}} sind äquivalent
via Spiegelung an der Diagonalen und die beiden Mengen
{{(0, 0), (1, 0)}, {(0, 1), (2, 0)}} und {{(0, 0), (2, 0)}, {(1, 0), (0, 1)}} sind äquivalent
via Spiegelung an der Horizontalen. Die beiden Mengen
{{(0, 0), (1, 0)}, {(0, 1), (2, 0)}} und {{(0, 0), (2, 0)}, {(1, 0), (0, 1)}} liefern den glei-
chen Schnitt, lediglich α und β sind vertauscht. Deswegen werden wir im folgenden
lediglich die Fälle

0.1.{{(0, 0), (0, 1)}, {(1, 0), (1, 1)}}

0.2.{{(0, 0), (1, 1)}, {(1, 0), (0, 1)}}

0.4.{{(0, 0), (0, 1)}, {(1, 0), (2, 0)}}

untersuchen.

5.1 Erster Schnitt

Für den ersten Fall der ersten Äquivalenzklasse {{(0, 0), (0, 1)}, {(1, 0), (1, 1)}} erhält
man eine Familie von Dichtematrizen ρ von der Form

ρ =
1− α− β

9
I +

α

2
(P0,0 + P0,1) +

β

2
(P1,0 + P1,1).

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,0 = c0,1 =
1

18
(2 + 7α− 2β),

c1,0 = c1,1 =
1

18
(2− 2α+ 7β),

ck,l =
1

9
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) gegeben.

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

2 + 7α− 2β ≥ 0,

2− 2α+ 7β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0

und ist in Form des grünen Dreiecks in Abbildung 5.1 dargestellt. Das blaue (bzw.
rote) Polygon zeigt das umhüllende Polytop (bzw. das Kern Polytop). Die Darstel-
lung in Abbildung 5.1 erfolgt durch Umsetzung von Proposition 3.31 mithilfe von
Mathematica. Der blauflächige Bereich ist die Region in der ρ PPT ist.
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5.2 Zweiter Schnitt

Abbildung 5.1: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
9 I + α

2 (P0,0 +

P0,1) + β
2 (P1,0 +P1,1) dargestellt. Das grüne Dreieck stellt die Positivitätsbedingung

dar. Das blaue (bzw. rote) Polygon zeigt das umhüllende Polytop (bzw. das Kern
Polytop). Der blauflächige Bereich ist die Region in der ρ PPT ist.

5.2 Zweiter Schnitt

Für den zweiten Fall der ersten Äquivalenzklasse {{(0, 0), (1, 1)}, {(1, 0), (0, 1)}} erhält
man eine Familie von Dichtematrizen ρ von der Form

ρ =
1− α− β

9
I +

α

2
(P0,0 + P1,1) +

β

2
(P1,0 + P0,1).

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,0 = c1,1 =
1

18
(2 + 7α− 2β),

c1,0 = c0,1 =
1

18
(2− 2α+ 7β),

ck,l =
1

9
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) gegeben.
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orthogonalen Bellzuständen

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

2 + 7α− 2β ≥ 0,

2− 2α+ 7β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0.

ρ ist invariant unter Spiegelung an der Diagonalen und unter der Spiegelung an
einer zur Diagonalen orthogonalen Linie.

Abbildung 5.2: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
9 I+ α

2 (P0,0+P1,1)+
β
2 (P1,0 + P0,1) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

5.3 Dritter Schnitt

Für den Fall der zweiten Äquivalenzklasse {{(0, 0), (0, 1)}, {(1, 0), (2, 0)}} erhält man
eine Familie von Dichtematrizen ρ von der Form

ρ =
1− α− β

9
I +

α

2
(P0,0 + P0,1) +

β

2
(P1,0 + P2,0).
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5.3 Dritter Schnitt

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,0 = c0,1 =
1

18
(2 + 7α− 2β),

c1,0 = c2,0 =
1

18
(2− 2α+ 7β),

ck,l =
1

9
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1), (1, 0), (2, 0) gegeben.

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

2 + 7α− 2β ≥ 0,

2− 2α+ 7β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0.

Abbildung 5.3: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
9 I+ α

2 (P0,0+P0,1)+
β
2 (P1,0 + P2,0) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

Um die Separabilität im System von zwei Qutrits genauer eingrenzen zu können,
braucht man das Kern Polytop. Das, wie man in den Graphiken in diesem Kapitel,
wie auch in den Folgenden erkennen kann, wesentlich komplizierter in ihrer Gestalt
ist und eine gebogene Struktur aufweist.
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Kapitel 6

Schnitte durch den magischen Simplex von

bipartiten Qutrits mit fünf orthogonalen

Bellzuständen

Wir betrachten neue Schnitte um mehr Erkenntnisse aus W zu ziehen. Genauer stu-
dieren wir die Verschränktheit im Falle von fünf orthogonalen Bell Typ Zuständen
vermischt mit 1

9I.Wir rechnen mit der Dichtematrix, die durch den total gemischten
Zustand und fünf orthogonalen Bellzuständen gegeben ist, wo zwei und drei Bellty-
pische Zustände gleichgewichtet sind.

Nach dem zweiten Satz von Kapitel 3.1. gibt es genau zwei Äquivalenzklassen
von fünfpunktigen Teilmengen des Phasenraums.
Diese sind {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1), (0, 2)} und {(0, 0), (1, 0), (2, 0), (0, 1), (0, 2)}. Je-
de dieser beiden Äquivalenzklassen kann man auf genau zehn Möglichkeiten in zwei
zwei- und dreipunktige Teilmengen zerlegen. Genauer sind die Möglichkeiten im er-
sten Fall die ersten zehn

0.1. {{(0, 0), (0, 1), (1, 0)}, {(1, 1), (0, 2)}}

0.2. {{(0, 0), (0, 1), (1, 1)}, {(1, 0), (0, 2)}}

0.3. {{(0, 0), (0, 2), (1, 0)}, {(0, 1), (1, 1)}}

0.4. {{(0, 0), (0, 2), (1, 1)}, {(0, 1), (1, 0)}}

0.5. {{(0, 1), (0, 2), (1, 0)}, {(0, 0), (1, 1)}}

0.6. {{(0, 1), (0, 2), (1, 1)}, {(0, 0), (1, 0)}}

0.7. {{(0, 0), (1, 0), (1, 1)}, {(0, 1), (0, 2)}}

0.8. {{(0, 1), (1, 0), (1, 1)}, {(0, 0), (0, 2)}}

0.9. {{(0, 2), (1, 0), (1, 1)}, {(0, 0), (0, 1)}}
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orthogonalen Bellzuständen

0.10. {{(0, 0), (0, 1), (0, 2)}, {(1, 0), (1, 1)}}

0.11. {{(0, 0), (0, 1), (0, 2)}, {(1, 0), (2, 0)}}

0.12. {{(0, 0), (1, 0), (2, 0)}, {(0, 1), (0, 2)}}

0.13. {{(0, 0), (0, 1), (1, 0)}, {(0, 2), (2, 0)}}

0.14. {{(0, 0), (0, 1), (2, 0)}, {(0, 2), (1, 0)}}

0.15. {{(0, 0), (1, 0), (0, 2)}, {(0, 1), (2, 0)}}

0.16. {{(0, 0), (0, 2), (2, 0)}, {(0, 1), (1, 0)}}

0.17. {{(0, 1), (1, 0), (2, 0)}, {(0, 0), (0, 2)}}

0.18. {{(0, 1), (0, 2), (1, 0)}, {(0, 0), (2, 0)}}

0.19. {{(0, 1), (0, 2), (2, 0)}, {(0, 0), (1, 0)}}

0.20. {{(1, 0), (2, 0), (0, 2)}, {(0, 0), (0, 1)}}

und die letzten zehn im zweiten Fall.

Die ersten Sechs (0.1 bis 0.6) liefern den gleichen Schnitt des magischen Sim-
plex aufgrund ihrer Symmetrie. Die nächsten drei (0.7 bis 0.9) ergeben wieder einen
Schnitt. In der zweiten Äquivalenzklasse bekommen wir bei den ersten Zwei (0.11
und 0.12) den gleichen Schnitt. Die darauffolgenden Vier (0.13 bis 0.16) führen zum
selben Ergebnis und die letzten Vier (0.17 bis 0.20) ebenso.

Unter der Aktion der Gruppe der Phasenraumtransformationen verbleiben je
drei inäquivalente zwei- und dreipunktige Teilmengen. Wir betrachten in der ersten
Äquivalenzklasse die folgenden drei

0.1{{(0, 0), (0, 1), (1, 0)}, {(1, 1), (0, 2)}}

0.7{{(0, 0), (1, 0), (1, 1)}, {(0, 1), (0, 2)}}

0.10{{(0, 0), (0, 1), (0, 2)}, {(1, 0), (1, 1)}}

0.11{{(0, 0), (0, 1), (0, 2)}, {(1, 0), (2, 0)}}

0.13{{(0, 0), (1, 0), (0, 1)}, {(0, 2), (2, 0)}}

0.17{{(0, 1), (1, 0), (2, 0)}, {(0, 0), (0, 2)}}

und die letzten drei in der zweiten Äquivalenzklasse.
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6.1 Erster Schnitt

6.1 Erster Schnitt

Für den ersten Fall der ersten Äquivalenzklasse {{(0, 0), (0, 1), (1, 0)}, {(1, 1), (0, 2)}},
erhält man eine Familie von Dichtematrizen ρ von der Form

ρ =
1− α− β

9
I +

α

3
(P0,0 + P0,1 + P1,0) +

β

2
(P1,1 + P0,2).

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,0 = c0,1 = c1,0 =
1

9
(1 + 2α− β),

c1,1 = c0,2 =
1

18
(2− 2α+ 7β),

ck,l =
1

9
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (0, 2) gegeben.

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

1 + 2α− β ≥ 0,

2− 2α+ 7β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0

und ist in Form des grünen Dreiecks in Abbildung 6.1 dargestellt. Das blaue Polygon
zeigt das umhüllende Polytop. Das Kern Polytop stimmt in dieser Dimension mit
dem umhüllenden Polytop überein. Die Darstellung in Abbildung 6.1 erfolgt durch
Umsetzung von Proposition 3.31 mithilfe von Mathematica. Der blauflächige Bereich
ist die Region in der ρ PPT ist.
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Schnitte durch den magischen Simplex von bipartiten Qutrits mit fünf
orthogonalen Bellzuständen

Abbildung 6.1: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
9 I+ α

3 (P0,0+P0,1+

P0,2) + β
2 (P1,0 + P1,1) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

6.2 Zweiter Schnitt

Für den zweiten Fall der ersten Äquivalenzklasse {{(0, 0), (1, 0), (1, 1)}, {(0, 1), (0, 2)}},
erhält man eine Familie von Dichtematrizen ρ von der Form

ρ =
1− α− β

9
I +

α

3
(P0,0 + P1,0 + P1,1) +

β

2
(P0,1 + P0,2).

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,0 = c1,0 = c1,1 =
1

9
(1 + 2α− β),

c0,1 = c0,2 =
1

18
(2− 2α+ 7β),

ck,l =
1

9
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1)) gegeben.

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

1 + 2α− β ≥ 0,

2− 2α+ 7β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0.
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6.3 Dritter Schnitt

Abbildung 6.2: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
9 I+ α

3 (P0,0+P0,1+

P1,0) + β
2 (P1,1 + P0,2) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

6.3 Dritter Schnitt

Für den dritten Fall der ersten Äquivalenzklasse {{(0, 0), (0, 1), (0, 2)}, {(1, 0), (1, 1)}},
erhält man eine Familie von Dichtematrizen ρ von der Form

ρ =
1− α− β

9
I +

α

3
(P0,0 + P0,1 + P0,2) +

β

2
(P1,0 + P1,1).

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,0 = c0,1 = c0,2 =
1

9
(1 + 2α− β),

c1,0 = c1,1 =
1

18
(2− 2α+ 7β),

ck,l =
1

9
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1)) gegeben.

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

1 + 2α− β ≥ 0,

2− 2α+ 7β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0.
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Schnitte durch den magischen Simplex von bipartiten Qutrits mit fünf
orthogonalen Bellzuständen

Abbildung 6.3: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
9 I+ α

3 (P0,0+P1,0+

P1,1) + β
2 (P0,1 + P0,2) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

6.4 Vierter Schnitt

Für den ersten Fall der zweiten Äquivalenzklasse {{(0, 0), (0, 1), (0, 2)}, {(1, 0), (2, 0)}},
erhält man eine Familie von Dichtematrizen ρ von der Form

ρ =
1− α− β

9
I +

α

3
(P0,0 + P0,1 + P0,2) +

β

2
(P1,0 + P2,0).

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,0 = c0,1 = c0,2 =
1

9
(1 + 2α− β),

c1,0 = c2,0 =
1

18
(2− 2α+ 7β),

ck,l =
1

9
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (2, 0) gegeben.

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

1 + 2α− β ≥ 0,

2− 2α+ 7β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0.
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6.5 Fünfter Schnitt

Abbildung 6.4: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
9 I+ α

3 (P0,0+P0,1+

P0,2) + β
2 (P1,0 + P2,0) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

6.5 Fünfter Schnitt

Für den zweiten Fall der zweiten Äquivalenzklasse {{(0, 0), (1, 0), (0, 1)}, {(0, 2), (2, 0)}}
erhält man eine Familie von Dichtematrizen ρ von der Form

ρ =
1− α− β

9
I +

α

3
(P0,0 + P1,0 + P0,1) +

β

2
(P0,2 + P2,0).

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,0 = c0,1 = c1,0 =
1

9
(1 + 2α− β),

c0,2 = c2,0 =
1

18
(2− 2α+ 7β),

ck,l =
1

9
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (2, 0) gegeben.

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

1 + 2α− β ≥ 0,

2− 2α+ 7β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0.
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Schnitte durch den magischen Simplex von bipartiten Qutrits mit fünf
orthogonalen Bellzuständen

Abbildung 6.5: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
9 I+ α

3 (P0,0+P0,1+

P1,0) + β
2 (P0,2 + P2,0) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

6.6 Sechster Schnitt

Für den dritten Fall der zweiten Äquivalenzklasse {{(0, 1), (1, 0), (2, 0)}, {(0, 0), (0, 2)}},
erhält man eine Familie von Dichtematrizen ρ von der Form

ρ =
1− α− β

9
I +

α

3
(P0,1 + P1,0 + P2,0) +

β

2
(P0,0 + P0,2).

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,1 = c1,0 = c2,0 =
1

9
(1 + 2α− β),

c0,0 = c0,2 =
1

18
(2− 2α+ 7β),

ck,l =
1

9
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1)) gegeben.

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

1 + 2α− β ≥ 0,

2− 2α+ 7β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0.
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6.6 Sechster Schnitt

Abbildung 6.6: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
9 I+ α

3 (P0,1+P1,0+

P2,0) + β
2 (P0,0 + P0,2) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.
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Schnitte durch den magischen Simplex von bipartiten Qutrits mit fünf
orthogonalen Bellzuständen
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Kapitel 7

Schnitte durch den magischen Simplex von

bipartiten Qutrits mit sechs orthogonalen

Bellzuständen

In diesem Kapitel betrachten wir nun wieder andere Schnitte um das Innere von W
weiter zu beleuchten. Wie sieht die Verschränktheit im Falle von sechs orthogonalen
Bell Typ Zuständen vermischt mit 1

9I aus? Wir rechnen mit der Dichtematrix, die
durch den total gemischten Zustand und 6 orthogonalen Bellzuständen gegeben ist,
wo je drei Belltypische Zustände gleichgewichtet sind.

Nach dem zweiten Satz in Kapitel 3.1 gibt es genau eine Äquivalenzklassen von
sechspunktigen Teilmengen des Phasenraums.
Diese ist {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1), (0, 2), (1, 2)}. Diese Äquivalenzklasse kann man
auf genau zehn Möglichkeiten in zwei dreipunktige Teilmengen zerlegen und zwar

0.1. {{(0, 0), (0, 1), (0, 2)}, {(1, 0), (1, 1), (1, 2)}}

0.2. {{(0, 0), (0, 1), (1, 0)}, {(1, 1), (1, 2), (0, 2)}}

0.3. {{(0, 0), (1, 0), (1, 1)}, {(0, 1), (0, 2), (1, 2)}}

0.4. {{(0, 0), (0, 2), (1, 0)}, {(0, 1), (1, 1), (1, 2)}}

0.5. {{(0, 0), (0, 2), (1, 2)}, {(0, 1), (1, 0), (1, 1)}}

0.6. {{(0, 0), (1, 0), (1, 2)}, {(0, 1), (0, 2), (1, 1)}}

0.7. {{(0, 0), (0, 1), (1, 1)}, {(1, 0), (0, 2), (1, 2)}}

0.8. {{(0, 0), (0, 1), (1, 2)}, {(0, 2), (1, 0), (1, 1)}}

0.9. {{(0, 0), (1, 1), (1, 2)}, {(0, 1), (0, 2), (1, 0)}}

0.10. {{(0, 0), (1, 1), (0, 2)}, {(0, 1), (1, 0), (1, 2)}}.

65



Schnitte durch den magischen Simplex von bipartiten Qutrits mit
sechs orthogonalen Bellzuständen

Die letzten Neun (0.2 bis 0.10) liefern den gleichen Schnitt des magischen Simplex
aufgrund ihrer Symmetrie.

Unter der Aktion der Gruppe der Phasenraumtransformationen verbleiben zwei
inäquivalente dreipunktige Teilmengen. Diese sind in der Äquivalenzklasse

0.1. {{(0, 0), (0, 1), (0, 2)}, {(1, 0), (1, 1), (1, 2)}}

0.2. {{(0, 0), (0, 1), (1, 0)}, {(1, 1), (1, 2), (0, 2)}}.

7.1 Erster Schnitt

Für den ersten Fall der ersten Äquivalenzklasse

{{(0, 0), (0, 1), (0, 2)}, {(1, 0), (1, 1), (1, 2)}}

erhält man eine Familie von Dichtematrizen ρ von der Form

ρ =
1− α− β

9
I +

α

3
(P0,0 + P0,1 + P0,2) +

β

3
(P1,0 + P1,1 + P1,2).

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,0 = c0,1 = c0,2 =
1

9
(1 + 2α− β),

c1,0 = c1,1 = c1,2 =
1

9
(1− α+ 2β),

ck,l =
1

9
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (0, 2), (1, 2) gegeben.

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

1 + 2α− β ≥ 0,

1− α+ 2β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0

und ist in Form des grünen Dreiecks in Abbildung 7.1 dargestellt. Das blaue (bzw.
rote) Polygon zeigt das umhüllende Polytop (bzw. das Kern Polytop). Die Darstel-
lung in Abbildung 7.1 erfolgt durch Umsetzung von Proposition 3.31 mithilfe von
Mathematica. Der blauflächige Bereich ist die Region in der ρ PPT ist.
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7.2 Zweiter Schnitt

Abbildung 7.1: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
9 I+ α

3 (P0,0+P0,1+

P0,2) + β
2 (P1,0 + P1,1) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

7.2 Zweiter Schnitt

Für den zweiten Fall der Äquivalenzklasse

{{(0, 0), (0, 1), (1, 0)}, {(1, 1), (1, 2), (0, 2)}}

erhält man eine Familie von Dichtematrizen ρ von der Form

ρ =
1− α− β

9
I +

α

3
(P0,0 + P0,1 + P1,0) +

β

3
(P1,1 + P1,2 + P0,2).

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,0 = c1,0 = c0,1 =
1

9
(1 + 2α− β),

c0,2 = c1,1 = c1,2 =
1

9
(1− α+ 2β),

ck,l =
1

9
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (0, 2), (1, 2) gegeben.

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

1 + 2α− β ≥ 0,

1− α+ 2β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0.
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Schnitte durch den magischen Simplex von bipartiten Qutrits mit
sechs orthogonalen Bellzuständen

Abbildung 7.2: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
9 I+ α

3 (P0,0+P0,1+

P1,0) + β
2 (P1,1 + P0,2) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.
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Kapitel 8

Schnitte durch den magischen Simplex von

bipartiten Qutrits mit acht orthogonalen

Bellzuständen

Im achten Kapitel widmen wir uns einer großen Anzahl von Bell Typ Zuständen
um W und die darin enthaltene Separabilität zu begutachten. Wie sieht die Sepa-
rabilität im Falle von acht orthogonalen Bell Typ Zuständen vermischt mit 1

9Iaus?
Wir rechnen mit der Dichtematrix, die durch den total gemischten Zustand und acht
orthogonalen Bellzuständen gegeben ist, wo je vier Belltypische Zustände gleichge-
wichtet sind.

Nach dem zweiten Satz in Kapitel 3.1. gibt es genau eine Äquivalenzklassen von
achtpunktigen Teilmengen des Phasenraums.
Diese sind {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1), (0, 2), (1, 2), (2, 0), (2, 1)}. Sei n eine gerade natürli-
che Zahl. Bekanntlich gibt es (

n
n
2

)
(8.1)

Möglichkeiten n
2 Teilmengen aus einer n-elementigen Menge auszuwählen. Spe-

ziell für n = 8 gibt es daher (
8
4

)
= 70 (8.2)

Möglichkeiten diese Äquivalenzklasse in Gruppen von vier plus vier anzuordnen.
Diese schränken wir jetzt durch Symmetrieüberlegungen weiter ein.

Wir wählen für unsere Bellprojektoren zur Vereinfachung Variablen aus:
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Schnitte durch den magischen Simplex von bipartiten Qutrits mit
acht orthogonalen Bellzuständen

i Bellprojektor

1 {(0, 0)}
2 {(0, 1)}
3 {(0, 2)}
4 {(1, 0)}
5 {(1, 1)}
6 {(1, 2)}
7 {(2, 0)}
8 {(2, 1)}

Da (0, 0) stets in der ersten Teilmenge oder in der Komplementärmenge enthalten
ist, legen wir es o.B.d.A. in die erste Teilmenge und bekommen so eine verminderte
Anzahl von Möglichkeiten. Aus den (

n
n/2

)
(8.3)

Möglichkeiten bleiben uns also nur noch

(
n− 1
n/2− 1

)
(8.4)

Möglichkeiten übrig. D. h. anstatt (
8
4

)
(8.5)

bleiben nur (
7
3

)
= 35 (8.6)

Diese Äquivalenzklasse kann man also auf genau 35 Möglichkeiten in zwei vier-
punktige Teilmengen zerlegen und zwar auf folgende Weise

1 = i1, 2 ≤ i2 < i3 < i4 ≤ 8 (8.7)

Unter der Aktion der Gruppe der Phasenraumtransformationen verbleiben genau
drei inäquivalente Partitionen in zwei vierpunktige Teilmengen. Diese sind gegeben
durch:

0.1. {{(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0)}, {((1, 1), (1, 2), (2, 0)(2, 1)}}

0.2. {{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}, {((0, 2), (1, 2), (2, 0)(2, 1)}}

0.3. {{(0, 0), (0, 2), (1, 0), (2, 0)}, {((0, 1), (1, 1), (1, 2)(2, 1)}}.
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8.1 Erster Schnitt

8.1 Erster Schnitt

Für den ersten Fall der Äquivalenzklasse

{{(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0)}, {((1, 1), (1, 2), (2, 0)(2, 1)}}

erhält man eine Familie von Dichtematrizen ρ von der Form

ρ =
1− α− β

9
I +

α

4
(P0,0 + P0,1 + P0,2 + P1,0) +

β

4
(P1,1 + P1,2 + P2,0 + P2,1).

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,0 = c0,1 = c0,2 = c1,0 =
1

36
(4 + 5α− 4β),

c1,1 = c1,2 = c2,0 = c2,1 =
1

36
(4− 4α+ 5β),

ck,l =
1

9
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 1) gegeben.

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

4 + 5α− 4β ≥ 0,

4− 4α+ 5β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0

und ist in Form des grünen Dreiecks in Abbildung 8.1 dargestellt. Das blaue (bzw.
rote) Polygon zeigt das umhüllende Polytop (bzw. das Kern Polytop). Die Darstel-
lung in Abbildung 8.1 erfolgt durch Umsetzung von Proposition 3.31 mithilfe von
Mathematica. Der blauflächige Bereich ist die Region in der ρ PPT ist.
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Schnitte durch den magischen Simplex von bipartiten Qutrits mit
acht orthogonalen Bellzuständen

Abbildung 8.1: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
9 I+ α

4 (P0,0+P0,1+

P0,2+P1,0)+ β
4 (P1,1+P1,2+P2,0+P2,1) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung

5.1.

8.2 Zweiter Schnitt

Für den zweiten Fall der Äquivalenzklasse

{{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}, {((0, 2), (1, 2), (2, 0)(2, 1)}}

erhält man eine Familie von Dichtematrizen ρ von der Form

ρ =
1− α− β

9
I +

α

4
(P0,0 + P0,1 + P1,0 + P1,1) +

β

4
(P0,2 + P1,2 + P2,0 + P2,1).

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,0 = c0,1 = c1,0 = c1,1 =
1

36
(4 + 5α− 4β),

c0,2 = c1,2 = c2,0 = c2,1 =
1

36
(4− 4α+ 5β),

ck,l =
1

9
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 1) gegeben.
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8.3 Dritter Schnitt

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

4 + 5α− 4β ≥ 0,

4− 4α+ 5β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0.

Abbildung 8.2: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
9 I+ α

4 (P0,0+P0,1+

P1,0+P1,1)+ β
4 (P0,2+P1,2+P2,0+P2,1) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung

5.1.

8.3 Dritter Schnitt

Für den dritten Fall der Äquivalenzklasse

{{(0, 0), (0, 2), (1, 0), (2, 0)}, {((0, 1), (1, 1), (1, 2)(2, 1)}}

erhält man eine Familie von Dichtematrizen ρ von der Form

ρ =
1− α− β

9
I +

α

4
(P0,0 + P0,2 + P1,0 + P2,0) +

β

4
(P0,1 + P1,1 + P1,2 + P2,1).
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Schnitte durch den magischen Simplex von bipartiten Qutrits mit
acht orthogonalen Bellzuständen

Die Koeffizienten ck,l sind daher durch

c0,0 = c0,2 = c1,0 = c2,0 =
1

36
(4 + 5α− 4β),

c0,1 = c1,1 = c1,2 = c2,1 =
1

36
(4− 4α+ 5β),

ck,l =
1

9
(1− α− β)

für (k, l) 6= (0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 1) gegeben.

Die Bedingung ck,l ≥ 0 ergibt nun

4 + 5α− 4β ≥ 0,

4− 4α+ 5β ≥ 0,

1− α− β ≥ 0.

Abbildung 8.3: Hier wird der Raum der Dichtematrizen ρ = 1−α−β
9 I+ α

4 (P0,0+P0,2+

P1,0+P2,0)+ β
4 (P0,1+P1,1+P1,2+P2,1) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung

5.1.

Weiters könnten uns die Schnitte in höheren Dimensionen, Aufschluß darüber
geben, wie wir i. A. für beliebige Dimensionen Vorhersagen über die separablen und
verschränkten Regionen innerhalb des Simplex machen könnten.
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Zusammenfassung

Das Hauptaugenmerk meiner Diplomarbeit liegt auf der geometrischen Untersu-
chung des sogenannten magischen SimplexW. Es werden Schnitte durch den Simplex
durchgeführt um Kenntnisse über seine Separabilität bzw. seine Verschränktheit zu
erhalten. Der magischen Simplex der bipartiten Qutrits ist ein 8-dimensionaler Eu-
klidischer Raum, in dem wir über den klassischen Phasenraum und dessen affinen
Transformationen Schnitte diskutieren. Zustände ausserhalb des Umhüllenden Po-
lytop sind stets verschränkt, die innerhalb des Kern Polytops stets separabel. Nach
der Beschreibung beider Polytope reparametrisiere ich das Kern Polytop um eine
Darstellung via Linearkombinationen von Projektionsoperatoren zu erhalten. Auf
dieser Darstellung beruht das Mathematica-Programm mit dessen Hilfe ich Graphi-
ken zu den betrachteten Schnitten erstelle. Das Peres Kriterium, ein notwendiges
Kriterium für die Separabilität eines Zustandes, wende ich ebenfalls an um den Be-
reich wo Verschränktheit gesichert ist, weiter auszudehnen. Im Anschluss an diese
Vorbereitungen widme ich mich der konkreten Berechnung der Schnitte durch den
Simplex für bipartite Qubits und biparte Qutrits mit einer unterschiedlichen Anzahl
von Belltypischen Zuständen (drei und vier für Qubits und vier, fünf, sechs und acht
für Qutrits), wobei sie durch die hohe Symmetrie dezimiert werden können.

Abstract

The main focus of my diploma thesis is to investigate the geometry of the so
called magic simplex W. By intersections through the simplex one gets informations
on separability and entanglement. The magic simplex of the bipartite qutrits is a
8-dimensional euclidian space. Via the classical phase space and its affine transfor-
mations one can discuss the intersections through W. States outside the enclosure
polytope are always entangled whereas states inside the kernel polytope are always
separable. After description of both polytopes I make a reparametrization of the ker-
nel polytop to get a representation via linear combinations of projection operations.
The mathematica program which I use to produce graphics for the intersections bases
on this representation. The Peres criterion is a necessary criterion for the separabi-
lity of a state. I use it enlarge the area where entanglement is secure. Following this
preparations I calculate the intersections through the simplex for bipartite qubits
and biparte qutrits with a different number of Bell typical states (three and four for
qubits and four, five, six and eight for qutrits). By the high symmetry we can reduce
the number of intersections.


