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Kapitel 1

Einleitung

In der Quanteninformation betrachten wir zusammengesetzte Systeme, die in der
Summe ihrer Teile mehr sind als in der Betrachtung der einzelnen Teile, die so-
genannte Verschrankung. In dieser Diplomarbeit untersuche ich auf geometrischem
Weg verschrénkte und separable Hyperflichen innerhalb des Simplex, mit Hilfe ver-
schiedener Schnitte mit unterschiedlicher Anzahl und Gewichtung von Belltypischen
Zusténden in drei und acht Dimensionen. Nun miissen wir herausfinden, wann ein
Zustand verschrénkt ist und wann er nicht verschrankt ist, d.h. wann er separabel
ist. Diese Charakterisierung ist nicht einfach und es gibt verschiedene Wege um die
Separabilitdt zu untersuchen.

Anfangs geben wir einen Uberblick iiber benétigte mathematische und quanten-
informatische Grundlagen. Wir beschéftigen uns mit der Frage, was Verschrinkung
ist, welche Kriterien existieren um sie zu detektieren, welche Verschrankungsmafle
uns zur Verfiigung stehen, wie zum Beispiel die Entanglement of Formation, die
Concurrence, die Entanglement Cost und die Entanglement of Distillation. Aufler-
dem betrachten wir den Entanglement witness. Wir beniitzen Tangentialfunktionale
auf der Menge der separablen Zustidnde als Entanglement Witness um eine allge-
meine Bellungleichung zu definieren. Die Operatoren sind Vektoren im Hilbertraum
Hg mit Hilbert-Schmidt Norm. Wir werden sehen, dass die Euklidische Distanz der
verschrinkten Zustéinde zu den separablen Zustdnden gleich ist, wie die maximale
Verletzung der allgemeinen Bellungleichung mit dem Tangentialfunktional als Entan-
glement Witness.

Geometrische Methoden zur Untersuchungen des sogenannten magischen Sim-
plex W sind méchtige Werkzeuge zum Studium der Separabilitidt. In Kapitel drei
werden die im weiteren benttigten geometrische Begriffe und Techniken eingefiihrt.
Beginnend mit dem magischen Simplex als 8-dimensionaler Euklidischer Raum, be-
trachten wir anschliefend dem klassischen Phasenraum und dessen affine Transfor-
mationen. Die fiir die Verschrianktheit bzw. Separabilitéit entscheidenen Teilmengen
von W sind das Umbhiillende Polytop bzw. das Kern Polytop. Zustdnde ausserhalb
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EINLEITUNG

des Umbhiillenden Polytop sind stets verschrinkt, die innerhalb des Kern Polytops
stets separabel. Nach der Beschreibung beider Polytope folgt eine Reparametrisie-
rung des Kern Polytops als Darstellung via Linearkombinationen von Projektions-
operatoren. Auf dieser Darstellung beruht das Mathematica-Programm mit dessen
Hilfe die Graphiken der folgenden Kapitel erstellt wurden. Das Peres Kriterium zur
Begrenzung der Separabilitdt benstigt den Begriff der partiellen Transposition. Dies
wird ebenfalls behandelt. Zuletzt gehen wir noch kurz auf die Menge der Entangle-
ment Witness ein. Die Teilmenge der tangentiellen Witness liefert die genaue Grenze
von SEP. Die Berechung aller tangentiellen Witness lisst sich auf (leider aufwendige)
Eigenwertberechungen einer 3 x 3 - Matrix My herunterbrechen.

Die nédchsten Kapitel widmen wir der Betrachtung und konkreten Berechnung
aller Schnitte durch den Simplex fiir bipartite Qubits und biparte Qutrits mit ei-
ner unterschiedlichen Anzahl von Belltypischen Zustidnden, die wir gleichgewichten
oder auch unterschiedlich gewichten, wobei wir durch die hohe Symmetrie Wege
finden sie zu dezimieren. Das Ergebnis aufgrund der Berechnung ist schlieflich fiir
bipatrite Qubits mit vier orthogonalen Bellzustédnden nach Betrachtung der Phasen-
raumtransformationen ein Schnitt, der alle moglichen Schnitte in dieser Dimension
und der Anzahl der Belltypischen Zustédnde reprasentiert. Fiir Bipartite Qubits mit
drei orthogonalen Bellzusténden findet man ebenso einen Schnitt. Bei Betrachtung
von bipartiten Qutrits mit vier orthogonalen Belltypischen Zustinden detektieren
wir drei unterschiedliche Schnitte.

In Kapitel sechs untersuchen wir bipartite Qutrits mit fiinf orthogonalen Bellty-
pischen Zusténden, wobei wir die Anzahl der mdglichen Schnitten auf zwei Aquiva-
lenzklassen zu je drei Schnitten reduzieren kénnen. Danach beleuchten wir bipartite
Qutrits mit sechs orthogonalen Bellzustinden, wobei wir lediglich zwei verschiedene
Schnitte finden. Im letzte Kapitel untersuchen wir bipartite Qutrits mit acht ortho-
gonalen Bellzustéinden, wobei wir die moglichen 70 Schnitte auf schlulendlich drei
reduzieren kénnen.
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Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel wiederholen wir die in der Diplomarbeit benttigten mathemati-
schen und quanteninformatischen Grundlagen (siehe auch Ref. [19],[20]).

2.1 Mathematische Grundlagen

Wir betrachten einen endlichdimensionalen Hilbertraum H = CV auf dem ein Ska-
larprodukt definiert ist.

(A|B) = Tr(A"- B) (2.1)

welches die Norm

| All=+/(AlA) (2.2)
induziert.

Wir beniitzen die Dirac-Schreibweise. Das bedeutet wir verwenden fiir den Zu-
standsvektor ¢ im Hilbertraum die ket-Schreibweise |1) und fiir die duale Abbildung
verwenden wir die Bra-Schreibweise (1.

Das Qubit ist das quantenmechanische Gegenstiick zum klassischen Bit, aber
es besteht ein grofler Unterschied zwischen den Beiden. Ein klassischer Bit kann die
Werte 0 und 1 annehmen, wihrend ein Qubit eine unendliche Menge von Information
in der Superposition von |0) und |1) speichern kann.

Der Zustand eines Qubits wird mit Hilfe eines Zustandvektors |i) € C? beschrie-
ben.

Sie werden aus einer komplexen Superposition der Werte 0 und 1 gebildet
1) = al0) + b[1) (2.3)
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GRUNDLAGEN

mit der Normierung | a? | 4 | b? |= 1 und der Orthonormalbasis {|0),|1)}.

Die Observablen A sind hermitische Matrizen und die Zustinde w sind Dichte-
matrizen. Hg = RY * mit Skalarprodukt

(w]A) = Tr wA (2.4)

und Norm || A ||o= (Tr A?)'/2.

Wir fithren nun einen isotropischen Zustand p&d) auf dem Hilbertraum H? @ H?¢

ein (siche Ref. [16], [20], [21])

11—«

A0 = o o)t |+,

IoLacR, —

1
g Sa<l (2.5)

Hier ist d die Dimension des Hilbertraumes H? ® H?, « ist durch die Positivitét des
Zustandes bestimmt.

Der Zustand | gb‘i) ist maximal verschrinkt und gegeben durch

d—

gy = ;az 1) | ), (2.6)

1=

—_

wo {| i)} eine Basis in H ist.

Der Zustand wird isotrop genannt, weil er unter jeder U ® U* Transformation
invariant ist( U ist der unitére Operator und U* ist sein komplex konjugiertes.)

(U@ U*)pe(U@U*)! = pa. (2.7)

Der isotropische Zustand (2.5) hat die folgenden Eigenschaften:

1 1
*ﬁ S o S ﬁ = p((ld)separabel, (28)
L <a<l=> p(d)verschrdnkt
d+1 - @ )

Jeder Qubitzustand w aus H? kann in die Paulimatrizen

1 ,
w= 5(]12 +n;o') (2.9)

mit den Blochvektorkomponenten 7i € R3 und ¥3_ n? = |fi|? zerlegt werden. Fiir
71| < 1 ist der Zustand gemischt, das ist gleichbedeutend mit Trw? < 1 und fiir

|7i|? = 1 ist der Zustand rein, was bedeutet, dass Trw? = 1 ist.
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2.2 BIPARTITE QUBITS

Zusténde die man im 3 x 3-dimensionalen findet, werden Qutrits genannt. Die
Beschreibung der Qutrits ist dhnlich dem der Qubits. Ein Qutritzustand w aus H>
kann in der Matrixbasis {I, A', A2, ..., A%} mit einer passenden Menge {n;}

1 )
w= (> + V3%, (2.10)

2

und mit den Blochvektorkomponenten 7 € R? und ¥3_;n? = |ii|*> ausgedriickt

werden. Der Faktor /3 ist fiir eine passende Normierung notwendig und die A’
sind die acht Gellmannmatrizen (siche unten). Dies kann man beliebig in htheren
Dimensionen verallgemeinern zu sogenannten Qudits (siehe auch [4], [8], [15],[16]).

2.2 Bipartite Qubits

Wir betrachten zwei Quantensysteme A und B mit den dazugehorigen Hilbertrdumen
H4 und Hp. Um ein zusammengesetztes Quantensystem zu erhalten, bildet man
einfach das Tensorprodukt ihrer Hilbertraume.

Hap=Ha®Hp (2.11)

Die Dimension des Produktraumes ist einfach das Produkt der einzelnen Riume

dim(Hap) = dim(H ) - dim(Hp) (2.12)
Im Allgemeinen werden die Operationen auf den Teilrdumen H4 und Hp den
fiktiven Personen Alice und Bob zugeordnet.

Der einfachste Fall von zusammengesetzten Systemen ist der 2 x 2-dimensionale
Fall, sogenannte bipartite Qubits. Diese Quantensysteme bestehen aus 2 linear un-
abhéngigen Zustdnden auf dem Hilbertraum.

Um ein 2-Qubit System zu beschreiben, benétigen wir einen 4-dimensionalen
Hilbertraum Hap = C? @ C2 mit der Orthonormalbasis

0% ®107), 104 @ [17), 114 @ 107), [14) @ [17).

Zur Vereinfachung lassen wir die Indizess A und B und auch das Tensorprodukt
100),]01),10), 1) wee.

Wie oben schon beschrieben benétigen wir die Paulimatrizen um einen Quanten-
zustand zu beschreiben (siehe auch Ref. [27]):

0 1 0 —12 1 0
O’m—(l 0>,Jy—<i 0 >undaz—<0 _1>. (2.13)
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GRUNDLAGEN

0z, 0y,0; bilden zusammen mit der Einheitsmatrix eine komplette Basis inner-
halb des Hilbertraumes (siche auch Ref. [22], [24]).

Mit (2.9) kénnen wir jede Dichtematrix eines Zweiqubitzustandes p auf H? @ H?
in einer Basis von 4 x 4 Matrizen schreiben. Man bildet das Tensorprodukt der
Einheitsmatrix I mit den Paulimatrizen o’

1 ) ) ) .
p=7001+a0' @I+ bl@0" +cijo' ® o) (2.14)
mit a;, b, c;j € R.

Ein Produktzustand w ® p hat die Form

1 A , A A
w®p:Z(H@H—I—nial@]l—l—mﬂl@a’+nimjcr’®JJ) (2.15)

mit ni,miER,]ﬁ|§ I,IT?L‘S 1.

Jeder separable Zustand kann als Konvexkombination von Gleichung (2.15) ge-
schrieben werden:

1 . . , ,
Psep = Zpkz(]l @I+nfol @I+ mll® ot + ni-“m?aZ ® o) (2.16)
k

mit nF,mF e R, | A% |<1,| mF |< 1.

Eine Basis in H? ® #H? ist die Bellbasis, welche aus vier orthonormalen maximal
verschrénkten reinen Zusténden (siehe (2.6)) besteht, die die Bellzustdnde genannt
werden

1
W) = = (01) £ [10)) (2.17)
B4) = (00} £ [11)).

S

2

2.3 Bipartite Qutrits

Wie vorher schon beschrieben brauchen wir Gellmanmatrizen, da sie eine mogliche
Basis fiir 3 x 3-dimensionale hermitische Matrizen bilden:

010 0 —i 0 1 0 0
M=(100 |, =i 0 0], X=l0-10],

000 0 0 0 0 0 0

00 1 00 —i 000
M=[o0oo0oo0 ], X=[00 0 |,X=[001], (2.18)

100 i 00 010

14



2.3 BIPARTITE QUTRITS

00 0 10 0
N=|00 —i |, =01 o0
0 i 0 00 —2

Sie haben die Eigenschaften TrA* = 0 und TrX\‘\ = 2§%. Mit (2.11) kann ein
Zweiqutritzustand auf dem Hilbertraum H? ® H3 in einer Basis von 9 x 9 Matrizen
beschrieben werden, welche aus der Einheitsmatrix I und den acht Gellmannmatrizen
A\ bestehen

1 . . ) ;
p= §(]I QT+ a; N QT+ b1 N + Cij)\l &® )\]),mitai, bl-,cz-j eR (2.19)

Aufgrund der selben Argumentation wie fiir Qubits kann jeder separable Zwei-
qutritzustand als konvexe Kombination von Produktzustidnden

1 . . . .
Psep = Zpkg(]l RT+V3nfN @ T+ V3mT@ N + 3nfmiA @ X) (2.20)
k

geschrieben werden.
Sie konnen fiir beliebig hohere Dimensionen verallgemeinert werden.

Eine weitere niitzliche Basis fiir 3 x 3-dimensionale Matrizen ist die Weylopera-
torbasis (siehe auch Ref. [22]).

Definition:
Wils) = wkCD]s — 1) (2.21)

27

mit w = e 3 . Die Indizess k und l laufen von 0 bis 2.

Sie gehorchen den Weylrelationen:

WiaWem = @ Witk iem
Wi, =W =MW (2.22)
W070 =1
Fiir 2 x 2-dimensionale Matrizen reduziert sich diese Basis auf die Paulimatrizen.

Die Weyloperatoren kann man auch fiir hchere Dimensionen verwenden. In unserem
Fall sehen sie explizit so aus:

)

010 00 1
Woi=|001],Wea=|10 01, (2.23)
100 010

15



GRUNDLAGEN

0 0 1 0 0

WLO = 0 6% 0 s Wl,l = 0 0 6% s WLQ = 6% 0
0 0 & e 0 0 0 e %5
1 0 0 0 1 0 0 0

Wao=1 0 e 0 , Wa1 = 0 0 e 5 , Wao = e F 0
0 0 5 e 00 0 %

2.4 Verschriankung

Albert Einstein, Boris Podolski und Nathan Rosen formulierten 1935 den EPR-
Effekt, nach dem Quantenverschrnkung zur Verletzung des klassischen Prinzips des
lokalen Realismus fthren wrde, was von Einstein in einem berhmten Zitat als spukhaf-
te Fernwirkung bezeichnet wurde. Angeregt durch die kurz zuvor erschienene Arbeit
von Albert Einstein, Boris Podolski und Nathan Rosen (EPR) zu den Grundlagen
der Quantenmechanik (Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon), prgte Schrdinger 1935
den Begriff der Verschrnkung. Das Beispiel der Katze sollte zeigen, wie eine mi-
kroskopische quantenmechanische Superposition prinzipiell auf ein makroskopisches
Objekt bertragen werden kann, indem die Zustnde der beiden Objekte miteinander
verschrnkt werden (siehe auch Ref. [26], [29], [30], [31]).

Betrachten wir einen beliebigen Zustand [¢p47) € HAP und withlen wir die Basis
) von HA und |kB) von HP, so kann jeder Zustand von HAP in der folgenden
Form geschrieben werden

i

W) = ell?) @ [KP) (2.24)
I,k

mit ¢, € C und der Normierung ), . ¢/ pcip = 1.

Ein bipartiter reiner Zustand |¢) wird separabel genannt, dann und nur dann
wenn es als ein einzelnes Tensorprodukt von Zustidnden in den Teilsystemen A und
B geschrieben werden kann:

WA8) = jphy @ [pP) (2.25)

Alle anderen Zusténde sind nicht separabel und werden verschrinkt genannt
(siche Ref. [32]).

Ein separabler Zustand kann nur klassische Korrelationen beinhalten, wohingegen
verschrankte Zustinde EPR-Korrelationen beinhalten kénnen. Ein Produktzustand

16



2.4 VERSCHRANKUNG

bleibt separabel unter lokalen Operationen und klassischer Kommunikation und ein
Zustand ist dann und nur dann separabel, wenn er in der Form

Pt = "pipf @ pf (2.26)
7

mit p; > 0 und > p; = 1 geschrieben werden kann.

Die lineare Abbildung
A: A — As

bildet Operatoren vom Raum A; in den Raum Ay ab. A wird positiv genannt, wenn
positive Operatoren in positive Operatoren abgebildet werden,

A(A) >0 (2.27)

VA > 0.

Eine positive Abbildung A wird komplett positiv genannt, wenn die Abbildung
ARy Ay @ My — Ay ® My (2.28)

immer noch eine positive Abbildung fiir alle d = 2, 3,4, .....; ist. [; ist die Einheits-
matrix vom Matrizenraum My® von allen d x d Matrizen (siehe auch Referenz [12],
[33], [34]).

2.4.1 Spinbeispiele

Die folgenden Beispiele konnen in Referenz [7] nachgelesen werden. Beispiel 1: Ge-

.. 1
geben sei ein Spin 5.

Allgemein kann man eine Observable als
A=dl+ad-d (2.29)

mit o € R, @ € R3 schreiben, weil jede komplexe 2 x 2 Matrix z.B. in Paulimatrizen
und der Einheit zerlegt werden kann. A ist eine Dichtematrix genau dann, wenn
a=1ud |d| < 3.

A ist ein reiner Zustand genau dann, wenn [|@]| = 1 oder A> = A. Wenn der
Zustand gleich
1
w = §(H + @ - &) (2.30)

ist, ist der Erwartungswert von A gleich
(WA) =a+ad-ud (2.31)

17



GRUNDLAGEN

Wir betrachten den Hilbertraum H = Hj ® Hp. Die Menge S der separablen
Zustinde p'y, pls ist definiert durch:

S={p=> cijpa®ppl0<ci <1, cij=1} (2.32)
i, 0,
Beispiel 2: Gegeben seien 2 Spins &4 und &' (Alice und Bob).

Die Observable A kann mit Hilfe der Paulimatrizen folgendermafien geschrieben
werden:

A=al+ a;0y @ Tp + bils ® 0l + cijo’y @ oy (2.33)
1
24 3= 0+ (a7 +b])+> ¢ (2.34)
i i

¢ij kann diagonalisiert werden mit 2 unabhéngigen orthogonalen Transformationen
auf oy und 0.

A‘ ist nach (2.27) Dichtematrix wenn o = § und die Operatornorm |||/« von

| A— % oo < %. Weil ||||2 >||||co geniigt das wenn

1
E 2 2 E 2

7 1,7

Fiir reine Zustédnde ||[|2 =||||cc und || p ||2= 1 ist es notwendig und hinreichend
fiir Reinheit. Ein reiner separabler Zustand hat die Form

1 , ‘ . .
p= Z(H + nioly @ Ip +milla ® o + nymjohy ® o)

mit 772 = m? = 1.
Erwartungswert von A:

(plA) =a+7i-a+m b+ M Cij- (2.36)

2.5 Geometrie von separablen Zustinden

Wie sieht die geometrische Struktur der Menge S von separablen Zusténden aus?
Eigenschaften von S nach Ref. [3]:

1) Die Dimensionen von S und S¢ sind N? — 1, d.h. sie liegen dicht im Raum.

2) Reine separable Zustinde liegen auf der Grenze 0S und eine Konvexkombina-
tion von 2 reinen separablen Zusténden liegen wieder auf 95 . Klarerweise liegt die

18



2.6 VERSCHRANKUNGSMASSE

Konvexkombination von 2 reinen Zustédnden (fir N > 2) auf der Grenze vom Zu-
standsraum, weil es in jeder Umgebung kein positives Funktional gibt. Hier haben
wir in jeder Umgebung verschriankte Zusténde.

3) Wenn eine Mischung p = >, ; , pip; auf 0S liegt, dann gibt es eine Fliche,
z.B. p= Zi:l,..n ;p; und € S fiir alle ji; > 0, Zi:l,..n i = 1.
Wenn 0S einen n—dimensionalen flachen Teil hat, so sind die Mischungen von n

reinen Zustinden € 0S5. Punkt drei sagt aus, dass die Umkehrung auch stimmt, d.h.
die Dekomposition der p;s spannen eine Fliche auf.

4) Wenn Hy = Hp(= CY¥) dann folgt daraus, dass die S mindestens eine n-
dimensionale Flidche hat.

5) S ist invariant unter T4 ® [p mit T4 ist die positive Abbildung B(Ha) — B(Ha4).

Das Tensorprodukt von 2 positiven Abbildungen ist nicht notwendigerweise po-
sitiv, aufler man verwendet separable Zustande.

2.6 Verschrinkungsmafle

Das Entropiemaf ist geeignet um reine Zustéinde auf dem endlichdimensionalen Hil-
bertraum zu berechnen. Genauer ist es die von Neumannentropie der reduzierten
Dichtematrizen (sieche auch Ref. [28]). Es gibt eine Vielzahl von unterschiedlichen
MafBen, um die Verschrankung von Zusténden zu detektieren. Sie unterscheiden sich
in der Annahme und der Anzahl der Eigenschaften. Wie wichtig sind die einzelnen
Eigenschaften?

e Die Menge der Verschriankung in einem Quantenzustand darf nicht unter LOCC
ansteigen, da auch verschrinkte Zusténde nicht von lokalen Operationen und klas-
sischer Kommunikation erzeugt werden koénnen.

Monotonie unter LOCC:

E(p) > E(Arocc(p))

e Ein Maf soll fiir separable Zustéinde keine Verschrankung ergeben.

p ist separabel< E(p) =0

Diese zwei Axiome sind essentiell und notwendig fiir ein Verschrankungsmaf, dariiber-
hinaus gibt es noch einige niitzliche Eigenschaften die zu verlangen Sinn macht.

e Eine niitzliche Eigenschaft ist die Normiertheit:

0 < E(p) <logd,
wobei d die Dimension des Hilbertraumes ist. In den meisten Féllen, in denen wir
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einen endlichen Hilbertraum betrachten, ist 0 < E(p) < 1.

e Jedes Verschriankunsmafl soll kontinuierlich auf dem Hilbertraum der Zusténde
sein, so dass fiir eine kleine Anderung der Zustéinde nur eine kleine Anderung des
Wertes der Verschriankung stattfindet.

Kontinuitét:

| p1 —p2 [|= 0= E(p1) — E(p2) — 0

e Die Verschrinkung von jeder Konvexkombination von 2 Zusténden soll nicht gréfer
werden als die konvexe Summe von den einzelnen Verschrankungen.
Konvexitét:

E()\pl + (1 — /\),02) < )\E(pl) + (1 — )\)E(pg) fir0< A< 1.

Das bedeutet, dass unter Mischung die Verschrinkung weniger wird und dass
maximal verschrankte Zustédnde rein sein miissen.

e Wenn man zwei Zustdnde getrennt betrachtet, sollen sie immer die gleiche Ver-
schrankung haben, wie wenn man sie zusammen betrachtet.
Additivitéat:

E(p1 @ p2) = E(p1) + E(p2)

e Unitdre Operationen kénnen als Basiswechsel angesehen werden, d.h. es ist eine
sinnvolle Forderung, dass die Verschrinkung nicht von der Wahl der Basis abhéngen
soll. Der Zustandsraum zerlegt sich in Aquivalenzklassen von Zustinden mit der
gleichen Verschrinkung. Alle reinen separablen Zustiinde sind in der gleichen Aqui-
valenzklasse.

Invarianz unter lokalen unitdren Operationen:

E(p) = E(Uy ® UzpU| @ UJ)

e Fin Mafl soll seinen maximalen Wert fiir maximal verschrankte Zusténde erge-
ben und nur fiir maximal verschrankte Zusténde.

p ist maximal verschrinkt< E(p) = max E(w), wenn das Maximum iiber alle
Zustdnde w genommen wird.

Nun gibt es Verschrinkungsmafle, die einige der Eigenschaften erfiillen, und andere

nicht. Deshalb haben wir eine Vielzahl von Verschrankungsmafien. Weiterfithrende
Betrachtungen findet man in Referenz [5] und [6].

2.6.1 Allgemeine Bellungleichungen

Verschrinkte Zustédnde koénnen zu einer Verletzung der Bellungleichungen fiithren
(siche Ref. [7], [37]). Bellungleichungen miissen fiir alle lokal realistischen Theorien
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erfiillt sein, daher kann eine Verletzung ein Hinweis darauf sein, dass die Quantenme-
chanik nicht lokal realistisch ist (siehe auch Ref. [25]). Wir haben schon die Entropie
als Verschrinkungsmafl kennengelernt und wollen nun als Ma#f fiir Separabilitdt die
Hilbert-Schmidt Distanz von Operatoren betrachten. Der interessierte Leser findet
auch Interessantes in Referenz [3], [4] und [10]. Wir besprechen die Bellungleichungen
in dem Sinn, in dem sie in der Ref. [7] benannt worden sind. Im Allgemeinen sind sie
anders definiert (siehe Ref. [5], [6], [10]). Wir betrachten die Hilbert-Schmidt Distanz
D eines Zustandes zu der Menge der separablen Zustinde. Wir wollen zeigen, dass
wenn w € B(H4 ® Hp) Entanglement Witness ist, die maximale Verletzung B der
zugehorigen allgemeinen Bellungleichung numerisch gleich der Distanz D ist.

Wir fithren ein neues Verschriankungsmafl D ein. Die Hilbert-Schmidt Distanz
D(w) ist die Distanz von einem Zustand w zu einem Zustand aus der Menge S der
separablen Zusténde

D(w)=min || p—w |2 . (2.37)
peS
Dann folgt
| p—w |3=Tr(p? +w? — 2,/pwy/p) (2.38)
< Tr(p® +w?) <2 (2.39)
oder
0 < D(w) < V2 (2.40)

Diese Bellungleichung ist gegeben von der Observablen A Z 0 fiir die gilt:

(pl4) = 0 (2.41)
VpeS.
Auflerdem Jw, so daf,
(w]A) <0 (2.42)

fiir einige w € S°.

Diese Elemente A € A, heiflen Entanglement Witness. Der Operator A € A;
wird ein Tangentialfunktional, wenn Jpg € S, so daf3

{polA) = 0. (2.43)

Weil S ein konvexer Unterraum vom Zustandsraum ist, existieren die Tangential-
funktionale immer. Auch die Menge S wird von den Tangentialfunktionalen cha-
rakterisiert. Die pp mit (pg | A) = 0 fiir einige A € A; sind die Grenzen 9S von
S.
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Die allgemeine Bellungleichung ist durch einen verschrinkten Zustand w verletzt
und wir bekommen die folgende Ungleichung fiir einige A € A,:

(pl4) > (w|A) (2.44)

fir alle p € S. Betrachten wir nun die maximale Verletzung der allgemeinen Bellun-
gleichung

Blw)= | max_ (min(p|4) - (u]4)). (2.45)

Resultat:
Satz:

1) Die mazimale Verletzung der allgemeinen Bellungleichung ist gleich der Di-
stanz von w zu der Menge S,

fiir alle w.

2) Das Minimum von D erhdlt man fir einige py und das Mazimum von B fir

4 Po—w—{po|po—w)l
max —
| po—w |l2

f’d’f’ Amax S At.
3)Fir B = D erhdlt man das folgende zweiseitige Variationsprinzip

. P —w
min(p —w |

L~ V< Bw)<||p—-w
peS Hp,_wH2>— ()—Hp H2

fiir alle p’ € S.

Bemerkung:
Wir beniitzen die geometrischen Eigenschaften der Euklidischen Distanz in Hg. Wir
betrachten einen Spin %, wo die Menge der separablen Zustidnde S durch Sy ersetzt
wird.

Sy ={p= %(]H—)\JZ),])\ <1} (2.46)

und )
w = §(H+ W 5), || wll2<1 (2.47)

wird als verschriankter Zustand betrachtet, wenn w, oder w, # 0.
Die Observable A mit || A ||a=1 ist von der Form

al+ad-a

A= ——— (2.48)
V2(a? +a?)2
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und a =|| @ ||, @ € R3.

Fiir die Hilbert-Schmidt Distanz D, unser Verschrankungsmaf}, berechnen wir

. 1 oo
min || p— w 3= min = | Ao — @5 |3
p A 4

1
= min (A~ w,)? + wl + wy)

1
= §(w§+w§)
fir A = w, .

= D(w) = —=(w? —i—wz) )

V2

Andererseits, finden wir fiir die maximale Verletzung der allgemeinen Bellunglei-

[N

chung
ol + do

V2(a? +a2)%
1 |a,|+wa
=max ———-—————

a,a \@(oﬂ —|—a2)%

)}

1
B(w) = max{min —(\,0, — W7 |
a,o A 2

1 1
= i(w;% +wj)2.

Hier ist die Observable
WrOgp + WyOy

V2(w? + w2)?

das Tangentialfunktional fiir alle p € Sz,05z = Sz. Die maximale Verletzung der
allgemeinen Bellungleichung erhalten wir fiir min,cg : %(1 —0,) wenn az > 0 und
nicht fiir 1(1 4+ w.0.) wie im Fall von D(w). Das bedeutet, dass man fiir D nicht
notwendigerweise das min, fiir einen reinen Zustand erhélt. Aber fiir B erhélt man
das Maximum. Folglich ist die Gleichung B = D nicht trivial, weil die Extrema
auf nichtzusammenhingenden Mengen betrachtet werden. Daraus folgt, dass das
minmax grofer sein kann als das mazxmin.

Amax = -

2.6.2 Entanglement of Formation

Historisch gesehen waren Entanglement of Formation und Entanglement of Distilla-
tion die ersten Verschrinkungsmafle.

Fiir allgemeine Zustéinde (rein und gemischt) kann man das Entropiemaf verall-
gemeinern zum Entanglement of Formation (siche auch Ref. [38]). Man beginnt mit
einem Maf fiir reine Zustdnde und dehnt sie mit Hilfe der Convex Roof auf gemischte
Zusténde aus:
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E(p) = inf ZPiE(¢i) (2.49)

wobei ), p; =1 und p; > 0. Das Infimum wird iiber alle Ensembles {p;,1;} ge-
nommen mit den Zerlegungen p = >, p;|1;)(1;]. Das Ma8l E ist gleich dem Durch-
schnitt vom optimalen Ensemble, falls es existiert. Das erste Maf}, dass auf diese
Art gebildet wurde, war die Entanglement of Formation. Ein anderes Beispiel ist die
Schmidtzahl.

1. Die Entanglement of Formation fiir einen reinen Zustand pye;, ist das Entro-
piemaf:
EF(pre'm) = EvN(prein) (250)

2. Wir haben ein Ensemble von reinen Zusténden € := {p;, p’,;,} . Die p; sind die
Wabhrscheinlichkeiten fiir die Zustéinde p,;, im Ensemble vorzukommen. Die Entan-
glement of Formation dieses Ensembles ist:

EF(G) = ZpiEF(pZ‘Tein) = ZpiEvN(piein) (251)

3. Die Entanglement of Formation von einem gemischten Zustand p ist das Mi-
nimum der Entanglement of Formation von allen méglichen Ensembles e beziiglich

p

Er(p) = meinEF(e) (2.52)

Die Entanglement of Formation erfiillt alle gewiinschten Eigenschaften bis auf
die Additivitét, die noch nicht gezeigt werden konnte.

Es ist schwierig Entanglement of Formation zu berechnen, weil es im Allgemei-
nen unmoglich ist, alle moglichen Ensembles von reinen Zusténden zu bestimmen,
die den gemischten Zustand realisieren. Das heifit es gibt unendlich viele Zerlegun-
gen von einem allgemein gemischten Zustand in ein Ensemble von reinen Zustédnden.
Man muss das Infimum tiber alle moglichen Zerlegungen nehmen. Das ist schwierig,
gemessen an der Zahl.

Dazu machen wir ein Beispiel:

Wir betrachten einen gemischten Zustand p. Er sei ein maximal gemischter 2-
Qubit Zustand p = %1. Er kann auf die folgenden 2 Arten pripariert werden.

1. Durch eine gleiche Mischung von 4 orthogonalen Produktzustéinden. Die Entan-
glement of Formation ist in diesem Fall Er = 0.
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2. Durch eine gleichméfligen Mischung der 4 Bellzustéinde. Alle Bellzustidnde ha-
ben das Entropiemafl 1 und treten mit der Wahrscheinlichkeit % auf, daraus folgt
Er=1.

2.6.3 Concurrence

Fiir den Fall von 2 Qubits kann man explizit mit Hilfe der neu eingefiihrten Funktion
der Concurrence (siehe auch Ref. [39]) die Entanglement of Formation berechnen.

Fiir die 2-Qubit Zusténde exisitiert somit eine operationale Methode um sie zu
berechnen. Die Concurrence kann man auch selber als Maf§ betrachten.

Zuerst wollen wir eine Definitionen machen:

Definition: Die Spinflip-Operation gehorcht folgender Relation:

) = i) = oy|v)* (2.53)

Die Definition heifit Spinflip, weil der Spin von |0) nach |1) flipt und vice versa:
ay|0) = i[1), oy [1) = —1/0).

Die Spinflipoperation einer 2-Qubit Dichtematrix p ist von der Form
p—p=(oy@0y)p (oy ®0y) (2.54)

Satz:

Die Entanglement of Formation eines 2-Qubit Zustandes p ist eine Funktion der

Concurrence C,
Er(p) = Er(C(p) = 1 LY (2.55)

H ist die Shannonentropie H(x) = —xlogy z — (1 — x) logy(1 — )

Satz:

Die Concurrence C' eines 2-Qubit Zustandes |1) ist

C(|¥)) = [(¥])] (2.56)

Fiir einen allgemeinen 2-Qubit Zustand p ist
C(p) = max{0, 1 — po — p3 — pa}, (2.57)
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wo die p; die Wurzeln der Eigenwerte der Matrix p - p in absteigender Reihenfolge
sind.

Die Concurrence kann zu héheren Dimensionen verallgemeinert werden.

= o Z{T o [l (U ® Vi) TS(U; @ Vi) i) (2.58)

Das Minimum wird iiber alle Ensembles {p;, |1))} die p realisieren genommen, und
das Maximum wird iiber alle U; € SU(d;) und V; € SU(d2) genommen. Die zwei
Subsysteme haben die Dimensionen dj . Das S ist eine verallgemeinerte Form des
Spinflip-Operators (o, ® o,) vom 2 ® 2-dimensionalen Fall.

S = (oy ® 04,-2) ® (0 ® 0y —2) (2.59)
In den Referenzen [11], [12], [13] und [14] findet man gute Lower bounds.

2.6.4 Entanglement Cost und Entanglement of Distillation

Die Entanglement Cost E¢(p) ist folgendermafien definiert:

in
Ec(p) = {ngc} nl1—>00 nzut

(2.60)

Diese Formel beschreibt wie viele Kopien m™ von maximal verschriankten 2-
Qubit-Zustinden |¢T) gebraucht werden um den Zustand p nur durch Anwendung
von LOCC zu preparieren. Es kann gezeigt werden, dass die Entanglement Cost mit
der Entanglement of Formation folgernderweise zusammenhéngt:

Eolp) = lim ~Ep(s°") (2.61)

n—oo n

(p®™) bedeutet das n-fache Tensorprodukt von p mit sich selbst.

Die Entanglement of Formation, die Concurrence und die Entanglement Cost
reduzieren sich auf die Entropie of Entanglement fiir reine Zusténde.
Alternativ kann man VerschrinkunsgmaBe auch durch die Anzahl m°“ von ma-
ximal verschrinkten Zusténden |¢T) definieren, die durch LOCC distilliert werden
konnen. Durch sogenannte Protokolle werden sie vom originalen Zustand p distilliert
und bilden so die Entanglement of Distillation Ep(p)

mout

Ep(p)= sup lim (2.62)

(LOCC} o0 N
Ein Zustand kann nicht mehr Verschrankung beinhalten als man braucht um ihn

herzustellen, noch kann er weniger Verschriankung beinhalten als man distillieren
kann.
Ep <E<LFEp (2.63)
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2.6.5 Beispiel

Wir wollen die Entanglement of Formation und die Concurrence fiir Werner Zustéinde
Po von 2 Qubits berechnen. Um die Concurrence berechnen zu kénnen, miissen
wir zuerst den spinflippet Werner-Zustand p, berechnen. Dazu brauchen wir die
Paulimatrizen (siehe (2.13))

Die Wernerzustédnde in Matrizenform sehen folgendermaflen aus:

Lo 0 0
1+ -
Po = 8 7: HTO; 8
2 4
o 0 o0 L=

Wir berechnen zuerst (o, ® 0y). So bekommen wir:

0 0 0 -1
Gom)=| o0 1o o
0 1 0 0
-1 0 0 O

Mit der Gleichung fiir eine 2-Qubit Spinflipoperation (siehe (2.47) erhalten wir:

Pa = Pa

Nun miissen wir die Wurzel aus den Eigenwerten von p - p berechnen:

R=+/p-p=pa
Die p; sind die Eigenwerte der Matrix R. Hier sind sie nichts anderes als die Eigen-
werte von den Wernerzusténden.
l—a 143«

AM=X=XA3= 1 JAg = 1

A>A3=X =X\

Dann ist 3 1
A== de =M = =
So haben wir fiir die Concurrence:
C(pa) =0
mit
-1 o< 1
3 =%=3
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Daraus folgt Separabilitdt. Fiir den restlichen Bereich von « ergibt die Concurrence:

Ja—1
2

C(pa) =

mit 1
- <a<l1
359>

Fir die Entanglement of Formation erhalten wir:

1 1
Ep(pa) = 1((\/ 3+ 6p — 9p? — 2)log, 1(2 —V/3+6p—9p?)—
1
(2 — /3 +6p—9p?)log, 1(2 + V3 +6p —9p?))

Wir sehen dass die Concurrence eine wesentlich einfachere Form hat als die
Entanglement of Formation. Die Resultate kann man auch mit den Separabilitéts-
kriterien iiberpriifen, wie zum Beispiel mit dem PPT-Kriterium.
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Kapitel 3

Geometrie von bipartiten Qudits

3.1 Geometrie von bipartiten Qubits

Im Fall von einem System von zwei Qubits ist das PPT Kriterium notwendig und
hinreichend um die Separabilitéit zu bestimmen. Deshalb ist es einfach herauszufin-
den, ob ein Zustand separabel ist (und somit undistillable), oder ob er verschrinkt
ist (somit auch distillable, da es in diesem Fall kein Bound Entanglement gibt). Siehe
auch Ref. [1], [2], [5]. Wie in (2.14) konnen wir die Dichtematrix eines Zweiqubitsy-
stems schreiben als

1 . ) ) .
p=gdel+tac’ @l+hl®s +c o’ @ol) (3.1)

Ein einzelner Qubitzustand kann durch einen Blochvektor ausgedriickt werden, d.h.
der Zustand ist ein Punkt auf der dreidimensionalen Blochkugel. Jeder Produktzu-
stand von zwei Qubits kann durch zwei eindeutige Blochvektoren ausgedriickt wer-
den, z.B. ¢;; = a;b;, die einen sechsdimensionalen Unterraum des 15-dimensionalen
Zustandsraum aufspannen (Alle Produktzustinde von zwei Qubits sind Punkte auf
einer sechsdimensionalen Kugel.). Da der ganze 15-dimensionale Zustandsraum schwer
vorstellbar ist, werden oft niedrigdimensionalere Schnitte betrachtet. Ein interessan-
ter Schnitt ist der magische Simplex. Er ist ein Unterraum, der von vier orthogonalen
maximal verschrinkten Zusténden (z.B. die Bellzustéinde siehe (2.17)) aufgespannt
wird. All diese Zustinde haben maximal gemischte Unterrdume, da die lokalen Kom-
ponenten @ und b in der Blochvektordarstellung (3.1) gleich Null sind. Da die Matrix
ci; nicht diagonalisiert werden kann, haben die Zusténde die Form

1 S
p= Z(]I@]I—i—cial ®a'), (3.2)

wo ¢; die Elemente der Diagonalmatrix ¢;; sind.

Die vier Bellzustéinde formen die Spitzen des magischen Simplex, welches die
Form eines Tetraeders hat. Die Menge aller Matrizen, die dem PPT-Kriterium geniigen,
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formen einen anderen Tetraeder, welcher nicht komplett ausgefiillt ist mit Zustédnden
(Da es Matrizen gibt, die nicht positiv semidefinit sind, aber nach der partieller
Transposition positiv semidefinit werden.). Die Uberschneidung dieser zweier Tetra-
eder formt die Menge aller separablen Zustédnde, welches die Form eines Oktaeders
hat. Der magische Simplex ist also ein Tetraeder, der ein Oktaeder einschliefit. Die
Spitzen des Tetraeders sind die maximal verschriankten Bellzustinde (welche die ein-
zig reinen Zusténde im Simplex sind), und das Oktaeder wird durch die separablen
Zustidnde gebildet. Der maximal gemischte Zustand liegt im Mittelpunkt des Okta-
eders (siehe auch (3.23)).

3.2 Geometrie von bipartiten Qutrits

Wir wollen nun den Simplex W fiir bipartite Qutrits konstruieren (sieche Referenz
(1], [2],[9],[13]). Dazu nehmen wir einen maximal verschrénkten reinen Zustand g,
einen sogenannten Bell-Zustand. Da wir Qutrits betrachten, wihlen wir die Basis

{10), 1), 12)} ,
1
Qo0 = 7 ; |s) ©1s) (3-3)

Wir betrachten den ersten Unterraum als Alices Subsystem, wo auch unsere
Transformationen stattfinden. Darauf wenden wir die Weyloperatoren (wie in (2.23))
an, wihrend der zweite Unterraum, Bobs Seite, unverdndert bleibt. Um den komplet-
ten Simplex zu erzeugen, brauchen wir nun die Weyloperatoren (wie in (3.10)), die
wir auf den gewéhlten Bellzustand anwenden. Mit ihnen erzeugen wir die anderen 8
dazu orthogonalen Bellzusténde

Qk,l = WkJ X ]139070 (3.4)

Die Indizess k£ und [ laufen von 0 bis 2, wobei [ die RaumKoordinate ist und
wir den Index k als ” quantisierten Impuls” ansehen kénnen. So bekommen wir einen
diskreten klassischen Phasenraum, der uns bei Symmetrieiiberlegungen gute Dienste
leistet. Jedem Punkt in diesem Phasenraum koénnen wir einen Projektionsoperator
Py = |Q%) (1| zuordnen. Wir bekommen damit die neun Bellprojektoren, die wir
benétigen um den Simplex zu erzeugen

W = {Z Ck,lPk,l ‘ Ck;J Z 0, Z Ck,l = 1}. (3.5)
k,l

Diese Pj; sind reine Zustdnde, die sich in den Ecken des Simplex befinden. Sie
sind die Dichtematrizen fiir die Belltypischen Zustinde. Nun da wir alle neun Ecken
unseres Simplex erzeugt haben, fehlt uns noch der innere Raum. Um nun den ganzen
Raum ausfiillen zu konnen, mischen wir die reinen Zustdnde und bekommen unser
komplettes magisches Simplex.
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Das Simplex ist eine 8-dimensionale Hyperfldche, die in den 9-dimensionalen
Euklidischen Raum eingebettet ist,

{A= Z ar,1 Py

kil

a1 € ]R} (36)

auf welchem die Distanz zwischen A und B durch
d(A, B) = +/Tr(A — B)?

definiert ist. Der Ursprung dieses Euklidischen Raums soll in A = d%]ld liegen. Diese
Festlegung induziert eine Hilbert-Schmidt Norm

d(A,T) = VA2,

Das Innere Produkt ist wie folgt definiert

Tr(AB) = agbiy. (3.7)

Die geometrische Symmetrie des Simplex ist wesentlich hoher als die zugrun-
deliegende Symmetrie des Euklidischen Raumes. Die Symmetrie des Euklidischen
Raumes findet sich auch im klassischen Phasenraum wieder.

Wir sehen uns nun an, wie die Menge der Zusténde in W eingebettet sind. Es
gibt nur lokal maximal gemischte Zusténde in W. Es gilt fiir Qutrits auch folgendes:

1. Es gibt lokal maximal gemischte Zusténde, die nicht mit maximal verschrink-
ten reinen Zusténden, den Belltypischen Zusténden, definiert in (2.17), diago-
nalisiert werden koénnen.

2. Sogar wenn solch ein maximal gemischter Zustand in die orthogonalen Bellty-
pischen Zustédnde (3.3) zerlegbar ist, muss er nicht dquivalent zu irgendeinem
von den Zusténden in W.

3. Es gibt maximal neun wechselseitig orthogonale Bellzustande, welche kein
Aquivalent zu W bilden.

Satz Jedes Paar von wechselseitig orthogonalen Bellzustinden kann in eine Ver-
ston von W eingebettet werden. So ein Paar fixiert einen bestimmten dritten Bell-
zustand und mit einem vierten Zustand, der orthogonal zu den ersten drei ist, sind
alle Elemente bekannt um W zu fixieren.

Den Beweis fiir diesen Satz findet man in Ref [1].
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3.3 Geometrie von bipartiten Qudits

Fiir bipartite Qudits (siehe auch Referenz[11]) wird der magische Simplex auf fol-
gende Weise konstruiert:

Die Projektionsoperatoren P; ; des magischen Simplex sind maximal verschrénkt
in d Dimensionen

d—1

| &) =Y | di), Pog :=| @F)(D7 | (3.8)
=0

Py =1 @ Wi Poolqg ® le,z (3.9)

mit den Weyloperatoren definiert durch

Definition:
Wils) = wFE=D]s — 1) (3.10)

27

mit w =e d .

Der magische Simplex ist nun die konvexe Kombination aller Spitzen Py, (3.8):

d-1 d—1
W={> cxiPrilcri >0, cpi=1} (3.11)
hi=o I d=0

3.4 Symmetrien und Aquivalenzen innerhalb von W

Wir betrachten lineare Operationen, die VW auf sich selbst abbilden, und die Se-
parabilitdt innerhalb von W nicht verdndern. Solche Operationen werden von lo-
kalen (anti-)unitiren Transformationen des Hilbertraums %4 induziert. Eine solche
Transformation von YV kann man als Transformation des diskreten klassischen Pha-
senraums auffassen. Die Symmetriegruppe ist endlich und sie besteht aus unitéren
und/oder anti-unitdren Operatoren.

Wie man sich aus Abbildung 3.1 leicht iiberlegen kann, gibt es genau zwolf ver-
schiedene Linien im Phasenraum. Man erhélt sie in Form von vier Biindeln von je
drei parallelen Linien, indem man jede der Linien aus Abbildung 3.1 um einen und
um zwei Phasenraumpunkte parallel verschiebt.

Dazu geht man wie folgt vor: Fiir jeden linearen Operator A, der auf Alice Seite
wirkt, existiert ein Operator A, der auf Bobs Seite wirkt, sodass

ART|Q0) =T® A(Qq ol (3.12)
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Abbildung 3.1: Der diskrete klassische Phasenraum. Von einem belieben Punkt
(z.B. Pyo) aus gibt es vier mogliche Richtungen eine Linie zu zeichen und dazu
Parallel jeweils zwei Linien. Insgesamt also 12.

Wenn man die Weyloperatoren auf Alices Seite anwendet, bekommt man die

Phasenraumtranslation
[k kE+m
Tm,n.<l>H<l+n>. (3.13)

Es gibt noch mehr lokal unitéire Transformationen, die W auf sich selbst abbilden,
wie zum Beispiel Ugr ® Up, mit

Ug : |s) \}g zt:w—sfm. (3.14)

Diese Transformation bewirkt eine Vierteldrehung des Phasenraums gegen den

Uhrzeigersinn
k l
e (F)e (1), 015

Als néchstes betrachten wir Uy ® Uy, mit

2
Uy :|s) > > w0F22)g), (3.16)
s=0

Dies fithrt zu einer vertikalen Scherung im Phasenraum

v:(ll“)%(kl”). (3.17)
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Wenn man die beiden vorhergehenden Transformationen kombiniert, erhélt man
die horizontale Scherung

H:Rlle:<I;>n—><lfk). (3.18)

Nun wollen wir eine anti-unitire Transformation des Hilbertraumes betrachten,
die einen Austausch von Alice und Bob’s Seite bewirkt

“(5)(F)

Da sie auch symmetrisch sind in Kombination mit anderen Transformationen,
ergibt uns das eine neue Art von Reflexion, wie zum Beispiel die horizontale Reflexion

RSR™: ( ];’ > — < fz > (3.20)

und die diagonale Reflexion

RS(?)H(?{) (3.21)

All diese Transformationen sind lineare oder affine Abbildungen im Phasenraum.
Die Phasenraumlinien werden wieder auf Linien abgebildet, wenn man die Indizess
modulo drei nimmt.

Satz Die Gruppe der symmetrischen Transformationen von WV ist gleich der Gruppe
der affinen Transformationen des quasi-klassischen Phasenraums, welches durch die

Indizess
()= (50 ()+() 52)

geformt wird, wo mq — pn # 0 ist und alle Kalkulationen mit Modulo drei ge-
nommen werden. Fir mq — pn = 1 ist die Transformation des Hilbertraumes unitar
und fiir mq — pn = —1 ist sie antiunitdr.

Den Beweis findet man in Ref. [1].

Die Gruppenstruktur der zusammengesetzten Transformationen kann in Ma-
trixnotation beschrieben werden als:

k m n j k
L' l—=|» ¢ r [ (3.23)
1 0 0 1 1
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3.5 DIE GEOMETRIE VON VERSCHRANKTEN ZUSTANDEN

Jede Linie des diskreten Phasenraums kann in jede andere Linie transformiert
werden und in diesem Sinne sind sie dquivalent.

Satz Fiir die Menge der Teilmengen von Phasenraumpunkten gilt folgendes: Es
gibt genau eine Aquivalenzklasse von einzelnen Punkten, eine von Paaren, eine von
Triplen und zwei von Quadrupeln. Fiir die Komplementdrmengen gilt die Umkeh-
rung: Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen von fiinfelementigen Teilmengen, eine
von sechs-, eine von sieben- und eine von achtelementigen Teilmengen.

Den Beweis hierzu kann man in Ref. [1] nachlesen.

3.5 Die Geometrie von verschrinkten Zustianden

Um die Separabilitéit im Simplex genauer zu analysieren, betrachten wir eine innere
und eine duflere Begrenzung der Separabilitét.

Weil €, eine Orthonormalbasis formt, liegt im Zentrum von W der maximal
gemischte separable Zustand mit der Dichtematrix

1 1
=-N"p,,=-L 3.24
w=g ; k=g (3.24)

Wie in Abschnitt 3.4 gezeigt gibt es genau zwolf Linien im Phasenraum. Es gilt
nun der folgende

Satz. Die zwdlf am dussersten gelegenen separablen Zustinde in W haben die

Dichtematrizen )
pP=3 Z P (3.25)
(k,l)e Linie

Alle separablen Zustdnde von W werden von den folgenden neun Paaren von
Hyperflichen umschlossen:

1
Bpg = {(Ck,l) | Cpg = g} (3.26)
und
Apq = {(Ck,l) ’ Cp,q = 0}. (3.27)

Sie definieren das Umbhiillende Polytop auf folgende Weise

1
EP = {Z Ck,lPk,l ‘ g 2 Ck,l Z 07ch7l = 1}. (328)
k,l

Es hat neun Ecken wie das Simplex W und auch sonst dieselbe geometrische
Struktur.
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Fiir spiatere Anwendungen empfiehlt es sich die zwdlf Linien von Gleichung 3.25
im Phasenraum durchzunummerieren. Die im folgenden festgelegte Nummerierung
behalten wir stets bei. Die Reihenfolge der Numerierung spielt fiir die davon abgelei-
teten Ergebnisse keine Rolle. Eine Dichtematrix von der Form p = % Z(k’l)
zur Linie j wird mit p; abgekiirzt.

€Linie Pk,l

Linie

—_

[ s R G

=N = = =N = O
NN - =N

S N e e e e e e e N N
SN NN N TN TN TN TN TN TN N

© 00 O Ui W N (S,

N ONMNNNDNDNDNDE O
— = = O NN~ O NN

—_ =
= O

e N N S N S N N N

P s N s N i N N e
AN AN AN AN AN N N N S N S

—
[\
~
—~
[a—
N—

2,0),(0,1)}

Jede konvexe Kombination dieser am #ussersten gelegenen separablen Zusténde
p; ist wieder separabel. All diese konvexen Kombinationen zusammen bilden das
Kern Polytop, welches definiert ist als

12
KP={p=> vpil; 20, > v=1} (3.29)
=1 J

Die Frage nach der Separabilitét ist also innerhalb des Kern Polytops beantwortet.
Die Koeffizienten 7; zu einem gegeben p = Zjlil ~v;jp; sind nicht eindeutig bestimmt,
da {p;, j =1,...,12} linear abhéngig ist.

Mochte man ein p € KP in die Darstellung p = ., ¢k Px,; bringen so mufl man
das inhomogene lineare Gleichungssytem

Dvy=c
losen. Hierbei ist

€0,0
€o,1
€0,2
C1,0
C1,1
€1,2
€2,0
2,1
2,2

-

Il

|
OO OO OO ===
O OO R M EFEFOOO
== =0 00000 OO
OO, OO RO O
O OO, OO O
_ o0 O = OO0 OO
_ O OO OO O
OO OO MF=OO
O R O, OO o
_ O OO o= O=O
O OO O~ FHOO
OO == OO O MFHO

o

Il

36



3.5 DIE GEOMETRIE VON VERSCHRANKTEN ZUSTANDEN

und v = *(v1,72, - - .y 12)-

Die Losung dieses Gleichungssystems ist bekanntlich v = v + v, v € ker(D),
wobei 4/ eine beliebige spezielle Losung Dy’ = c ist. Es geniigt also eine spezielle
Losung 4" und den Kern der linearen Abbildung D zu kennen. Eine kurze Rechnung

ergibt fiir v/ = (7,74, ...

/
Y12

und

ker(D) = {a1

= _0 OO~k OOoOOOo

7'712)'

2¢0,1 +Co2 —C11 +Cl2 —C21 + C22
—co,0 +co1+cro+2c12 —co1 + oo
—cp,0 +Co1 —cC11+ 12+ o0+ 2c20

€0,0 — €02 +C1,0 —C1,2 + C20 — C22

Cp,1 —Cp,2 +C11 —C12+C21 —C22

0

€0,0 —Co,1 +C1,1 —C12 —C20+C22
—Cp,1 +Co2 —C10+C11+C20—C22

€0,0 —C0,1 —C1,0 T C12+C21 —C22

(3.30)

0
—Cp,1 +Co2+Clpo—Cl2—C20+C21

0

-1 -1

-1 -1

-1 -1

0 1

0 1

0 1

+ as 0 +as 0 al,CLQ,CLgER}.

1 0

1 0

1 0

0 0

0 0

Wir kénnen nun das gesamte Kern Polytop KP mit Hilfe der ¢;; beschreiben. Dazu
beachte man zunichst, das per Definition v; > 0, fiir alle j = 1,...,12. Aus der
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GEOMETRIE VON BIPARTITEN QUDITS

Darstellung v = 4/ + v folgt dann nach obiger Rechung, das

Y > a1 +ax+as
Yy > a1+ az+as
Y3 > a1 +az+as
a3 > =

a3 > -7

ag > 0

ar > -

az > 7y

az > —7

ay > 0

a > =

ag > 0

wobel v/, = 1,...,12 die Koeffizienten von 4/, wie in 3.30 berechnet, bezeichnen.

Es ist aber p = Zk,l ¢k Pry € W genau dann in KP, wenn die ¢, all diese Unglei-
chungen erfiillen. Es folgt daher die fiir spdtere Anwendungen sehr niitzliche

Proposition Das Kern Polytop ist gegeben durch

min{y{, 75,73} = max{0, =, =1}
KP = epiPay +max{0, =74, =75} ¢ (3.31)
k.l +max{0, =74, =75}
3.6 Partielle Transposition von bipartiten Qutrits
Wir schreiben die Dichtematrizen in der Produktvektorbasis
ls—1,s) =|s=1)®]|s) (3.32)

und ordnen sie in Gruppen von drei an, abhingig von [. Danach ordnen wir innerhalb
der Gruppen abhéngig von s die Elemente an. Demnach kann der Hilbertraum als
eine direkte Summe

Cl,oCl,oCl, (3.33)
angeschrieben werden.

Die Projektoren
1 _
Piy =3 ;wk@ s —1,s)(t — 1t (3.34)
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3.6 PARTIELLE TRANSPOSITION VON BIPARTITEN QUTRITS

mischen die Unterrdume nicht. Eine allgemeine Matrix von W wird in die direkten
Summen

p= Z i1 Pry = (Z ck0Px) @ (Z cka1Pr) @ (Z ck2Pr) (3.35)
Kl % % %

aufgespalten mit den 3 x 3 Matrizen

1 1 1 1 1 1 w* w 1 1 w w*
P() = g 1 1 1 P1 = § w 1 w* P2 = g w* 1 w (336)
1 1 1 w* w1 w w* 1

Partielle Transposition ist die lineare Abbildung von
ls =1L s)(t =1, t] — |t —=1,s)(s—1,t] = |m —s,s){(m —t,t] (3.37)
mit
m=s+1t—1L

Nun haben wir eine neue Anordnung der Basisvektoren |m — s, s), abhéingig von m
und damit auch eine neue Aufteilung des Hilbertraumes in

C_eC_oC3_, (3.38)

Das allgemeinste Element von W ist

p=A—0 D A=1 © A= (3.39)
mit
1 d ax «a
A= g a d ax dl = Z Ckl,a] = Zwkckyl. (3.40)
ax a d k k

Partielle Transposition bildet eine Matrix p ab nach

1 do as CLT
BeB® B, B= 3 a3 di ap (3.41)
aq aa d2

mit drei mal der gleichen Matrix B. Um die Positivitit unter partieller Transposition
zu berechnen reicht es lediglich die Positivitdt der Matrix B in dieser Dimension
anzugeben.

Nun kénnen wir mit Hilfe des Peres Kriteriums (siehe Ref. [17]) die Separabilitit
betrachten: Das Kriterium sagt aus, dass fiir die Separabilitit, die Positivitdt un-
ter partieller Transposition eine notwendige Bedingung ist. Hingegen impliziert die
Nicht-Positivitdt unter Partieller Transposition Verschrinkung.

PPT ist fiir Qutrits nicht hinreichend um Separabilitit zu garantieren, da ”bound
Entanglement” auftreten kann. Um dies zu detektieren brauchen wir neue Methoden
um die Separabilitit zu untersuchen, wie zum Beispiel den ”witness” (sieche Ref. [35],
[36]).
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3.7 Entanglement Witness

Die Menge der Entanglement Witness E'W,, ist wie folgt definiert:

{EW,} = {K = K'\Vo € SEP : Tr(cK) > 0,Tr(pK) < 0}. (3.42)

Die Menge der separablen Zustdnde SEP ist eine konvexe Menge und kann kom-
plett durch ihre tangentialen Hyperflichen charakterisiert werden. Die Tangenten
selbst sind an der Grenze zu einer grofferen Menge von Hyperflichen, die SEP nicht
schneiden.

Definition: Fin struktureller Witness SW ist folgendermaflen definiert:

SW ={K = K" #0|Vo € SEP : Tr(¢K) > 0}. (3.43)

Definition: Ein tangentieller Witness TW, ist folgendermajfSen definiert:

TW,={K = K' #0Vo € SEP : Tr(cK) = 0}. (3.44)

Satz: Sei G eine Untergruppe der Symmetriegruppe von W. Falls p € W, G-
invariant und in dem Rand von SEP ist, dann existiert ein G-invarianter TW,.

Beweis: Da p im Rand von SEP ist, existiert ein tangentieller Witness K zu p,
d.h. Tr(Kp) = 0. Die Symmetriegruppe ist endlich und damit auch G. Wir kénnen
also die endliche Summe {iiber alle moglichen Bilder von K unter g € G bilden, d.h.
Ky =), geg VoK Vg_l. Ky ist per Definition G-invariant und man sieht sofort das

Tr(Kop) = 3 peq Tr(VeKV; p) = 3 g Te(K V' pVy) = 0. O
N——
=p
Satz: Der Operator
K = E K1 Pr
k,l

ist genau dann ein struktureller Witness, wenn fiir alle ¢ € C3, der Operator

My = Z ’ik,ka,l’¢><¢|Wl;,ll
k.l

nicht negativ ist. Dariberhinaus ist K genau dann ein tangentieller Witness fiir ein
p €W, wenn ein ¢ mit det My = 0 existiert.

Bemerkung: Man beachte das My ein Operator auf HA ist, wohingegen K ein
Operator auf HAE ist!
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3.7 ENTANGLEMENT WITNESS

Da die W} ; hermitische Matrizen sind, folgt aus der Definition von Mg, dass M,
auch hermitisch ist.

Zu einer beliebigen 3 x 3-Matrix A = (a;;)i j=1,2,3 definieren wir

m(A):det<a11 a12>+det(a11 a13>+det(a22 a23>'

az1 a2 asy ass asz2 as3

Satz. Die Matriz My hat genau dann einen verschwindenden Eigenwert und zwei
nicht-negative Figenwerte, wenn folgendes gilt:

1. det M¢ =0
2. TtMy >0
Beweis: Da M hermitisch ist, sind alle Koeffizienten ay, . .., a3 des charakteristi-

schen Polynoms charM¢ (t) = ast3 + agt? + aqt + ap von My reell und alle Eigenwerte
von My ebenfalls. Die Koeffizienten «; sind gegeben durch

ag = —1

ag = TrMy
ar = —m(My)
ag = det M.

Die Matrix My hat also genau dann einen verschwindenden Eigenwert wenn det My =
0 ist. In diesem Fall sind die verbleibenden Eigenwert durch die Nullstellen des Po-
lynoms —t? + TrMyt +m(My) gegeben. Die Vorzeichenregel von Decartes fiir reelle
Polynome beweist den Rest. g
Setzt man l; = ko ; + K1, + Ko, 7 =0,1,2
gzj zlmo,j +wk1j +w ke j, j = 0,1,2 so kann man My allgemein explizit ausschrei-
en als

My =

dop1mo + Podsma + ¢ pama bodol2 + P191lo + 20311 Popims + popami + d1d3mg

( dodolo + @191l + P2gp3l2 PodimG + Gopams + G1d3mi  PiP1ma + dodamo + ¢ Pama )
GopImI + dopams + Pr1d3ms  God1m2 4+ Podsmy + 1 Pamo God5l1 + @197z + P203l0

Leider ist die Berechnung der Matrix My in konkreten Féllen mit einigem Auf-
wand verbunden, weshalb wir darauf nicht ndher eingehen werden. Der interessierte
Leser sei auf Referenz [1] verwiesen. Dort wird My in speziellen Féllen berechnet.
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Kapitel 4

Schnitte durch den magischen Simplex mit
bipartiten Qubits

4.1 Schnitte durch den magischen Simplex von biparti-
ten Qubits mit vier orthogonalen Bellzustinden

Wir wollen nun den Simplex in konkreten Féllen untersuchen. Wir studieren die
Verschréanktheit im Falle von zwei orthogonalen Bell Typ Zustdnden vermischt mit
%]I. Wir rechnen mit der Dichtematrix, die durch den total gemischten Zustand und
zwei gleichgewichtete orthogonale Bellzustéinde gegeben ist.

Unsere Phasenraumpunkte sind {(0,0), (1,0),(0,1),(1,1)}. Man hat genau sechs
Moglichkeiten sie in zweipunktige Teilmengen zu zerlegen. Diese sind

L1 {{(0,0)},{(0,1)}}
L2, {{(0,0)}, {(1,0)}}
1.3 {{(0,0)}, {(1, 1)}}
L4 {{(0, 1)}, {(1,0)}}
L5 {{(0, D}, {(1, 1)}}
L6 {{(1,0)}, {(1,1)}}

Unter der Aktion der Gruppe der Phasenraumtransformationen verbleibt eine
einpunktige Teilmenge.

Deswegen werden wir im folgenden lediglich den Fall

1. {{(0,0),(0,1)}}
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SCHNITTE DURCH DEN MAGISCHEN SIMPLEX VON BIPARTITEN QUBITS

untersuchen.

Fiir den Fall {{(0,0)},{(0,1)}} erhélt man eine Familie von Dichtematrizen p

von der Form
l-a-p
P="y

Die Koeffizienten c;; sind daher durch

I+ OéPO70 + ﬁP(),l-

1

o0 = Z(l—i—Sa—B),
1

00,1 = 1(1—&4‘3,8),
1

Crl = 1(1—06—5)

fir (k,1) # (0,0),(0,1) gegeben.

Die Bedingung cj; > 0 ergibt nun

1+3a—-08 > 0,
1l—a+38 > 0,
l—a-p =

und ist in Form des griinen Dreiecks in Abbildung 4.1 dargestellt. Das blaue Polygon
zeigt das umhiillende Polytop. Die Darstellung in Abbildung 4.1 erfolgt durch Um-
setzung von Proposition 3.31 mithilfe von Mathematica. Der blauflichige Bereich ist
die Region in der p PPT ist.
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4.2 SCHNITTE DURCH DEN MAGISCHEN SIMPLEX VON BIPARTITEN QUBITS MIT
DREI ORTHOGONALEN BELLZUSTANDEN

Abbildung 4.1: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = 1727’8]1 +aPyo+ 8P

dargestellt. Das griine Dreieck stellt die Positivitidtsbedingung dar. Das blaue Poly-
gon zeigt das umbhiillende Polytop. Der blauflichige Bereich ist die Region in der p
PPT ist.

4.2 Schnitte durch den magischen Simplex von biparti-
ten Qubits mit drei orthogonalen Bellzustéinden

Nun studieren wir die Verschridnktheit im Falle von drei orthogonalen Bell Typ
Zusténden vermischt mit %H. Wir rechnen mit der Dichtematrix, die durch den total
gemischten Zustand und drei orthogonalen Bellzustdnden gegeben ist.

Unsere Phasenraumpunkte sind {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)}. Man hat genau zwolf
Moglichkeiten sie in eine zweipunktige und eine einpunktige Teilmenge zu zerlegen.
Diese sind

2.1 {{(0,0), (0, )}, {(1,0)}}
2.2 {{(0,0), (0, )}, {(1, 1) }}
2.3. {{(0,0), (1,0)}, {(0, 1)} }
2.4. {{(0,0), (1,0}, {(1, 1)} }
2.5. {{(0,0), (1, D}, {(0, 1)}
2.6. {{(0,0), (1, D}, {(1,0)}}
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2.7. {{(0,1),(1,0)},{(0,0)}}
2.8. {{(0,1), (1,00}, {(1, )}}
2.9. {{(1,0), (1, D}, {(0,0)}}
2.10. {{(1,0), (1, D}, {(0, 1) }}
211 {{(0,1), (1, D}, {(1,0)}}
2.12. {{(0,1), (1, 1)}, {(0,0)}}

Unter der Aktion der Gruppe der Phasenraumtransformationen verbleibt eine
einpunktige und zweipunktige Teilmenge.

Deswegen werden wir im folgenden lediglich den Fall

2.1. {{(0,0), (0, 1)}, {(1,0)}}

untersuchen.

Fiir den Fall {{(0,0), (0,1)},{(1,0)}} erhdlt man eine Familie von Dichtematrizen
p von der Form

l—a-— o
p= %H + §(P0,0 + Po1) + BPio.
Die Koeffizienten c;; sind daher durch
1
co0 = Co1= 1(1 +a—pf),
1
6170 = Z(l —a+ 3,6),
1
Ck,l = Z(l — 0 — B)
fiir (k,1) # (0,0),(0,1),(1,0) gegeben.
Die Bedingung cj; > 0 ergibt nun
l14a—p > 0,
l—a+358 > 0,
l—a—-8 >

und ist in Form des griinen Dreiecks in Abbildung 4.2 dargestellt. Das blaue Polygon
zeigt das umbhiillende Polytop und das Kern Polytop stimmt in dieser Dimension mit
dem umbhiillenden Polytop iiberein. Die Darstellung in Abbildung 4.2 erfolgt durch
Umsetzung von Proposition 3.31 mithilfe von Mathematica. Der blauflichige Bereich
ist die Region in der p PPT ist.

Im System von zwei Qubits erhalten wir durch das hinreichende und geniigende
Kriterium der Positivitéit unter partieller Transformation die ganze Information iiber
den Bereich der Separabilitit, die, wie wir in den Graphiken erkennen konnen, mit
dem Bereich des Umbhiillenden Polytops {ibereinstimmt.
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DREI ORTHOGONALEN BELLZUSTANDEN

10

Abbildung 4.2: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = l_i_ﬁ]l—i- S (Po,o+Fo1)+

BP o dargestellt. Das griine Dreieck stellt die Positivitdtsbedingung dar. Das blaue
Polygon zeigt das umbhiillende Polytop. Der blauflichige Bereich ist die Region in
der p PPT ist.
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Kapitel 5

Schnitte durch den magischen Simplex von
bipartiten Qutrits mit vier orthogonalen
Bellzustinden

Wir wollen nun die vorangegangen Uberlegungen dazu nutzen um das Innere von W
in konkreten Fillen zu untersuchen. Genauer studieren wir die Verschranktheit im
Falle von vier orthogonalen Bell Typ Zusténden vermischt mit %I[. Wir rechnen mit
der Dichtematrix, die durch den total gemischten Zustand und vier orthogonalen
Bellzustédnden gegeben ist, wo jeweils zwei Belltypische Zustdnde gleichgewichtet
sind.

Nach dem zweiten Satz von Kapitel 3.1. gibt es genau zwei Aquivalenzklassen
von vierpunktigen Teilmengen des Phasenraums.
Diese sind {(0,0), (1,0), (0,1),(1,1)} und {(0,0), (1,0),(2,0), (0,1)}. Jede dieser bei-
den Aquivalenzklassen kann man auf genau drei Maglichkeiten in zwei zweipunktige
Teilmengen zerlegen. Genauer sind dies 3 Moglichkeiten im ersten Fall

und die drei letzten im zweiten Fall. Unter der Aktion der Gruppe der Phasenraum-
transformationen verbleiben je zwei indquivalente zweipunktige Teilmengen. Genauer
gesagt, die beiden Mengen
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ORTHOGONALEN BELLZUSTANDEN

{{(0,0),(0,1)},{(1,0), (1, 1)}} und {{(0,0),(1,0)},{(0,1),(1,1)}} sind dquivalent
via Spiegelung an der Diagonalen und die beiden Mengen

{{(0,0),(1,0)},{(0,1),(2,0)}} und {{(0,0),(2,0)},{(1,0),(0,1)}} sind dquivalent
via Spiegelung an der Horizontalen. Die beiden Mengen

{{(0,0),(1,0)},{(0,1),(2,0)}} und {{(0,0),(2,0)},{(1,0),(0,1)}} liefern den glei-
chen Schnitt, lediglich o und g sind vertauscht. Deswegen werden wir im folgenden

lediglich die Fille

0.1.{{(0,0), (0, 1)}, {(1,0), (1, 1) }}
0.2.{{(0,0), (1, 1)},{(1,0), (0, 1)} }
0.4.{{(0,0), (0, 1)},{(1,0),(2,0)}}

untersuchen.

5.1 Erster Schnitt

Fiir den ersten Fall der ersten Aquivalenzklasse {{(0,0), (0,1)}, {(1,0), (1,1)}} erhlt

man eine Familie von Dichtematrizen p von der Form

:1—0z—5

a
9 ]1+E(Po,o+P0,1)+§(P1,0+P1,1)~

Die Koeffizienten c;; sind daher durch

1
Co,1 = 7(2 + Ta — Qﬁ),

@0 = 18
1
€0 = C,1= E(Q—Qoﬁ—?ﬁ),
1
kg = —(1—a—-p)

9
fir (k,1) # (0,0),(0,1),(1,0),(1,1) gegeben.

Die Bedingung c;; > 0 ergibt nun

24 7a—28 > 0,
2—-2a4+78 > 0,
l-a-p8 =

und ist in Form des griinen Dreiecks in Abbildung 5.1 dargestellt. Das blaue (bzw.
rote) Polygon zeigt das umbhiillende Polytop (bzw. das Kern Polytop). Die Darstel-
lung in Abbildung 5.1 erfolgt durch Umsetzung von Proposition 3.31 mithilfe von
Mathematica. Der blauflichige Bereich ist die Region in der p PPT ist.
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Abbildung 5.1: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = #H + 5 (Poo +
Poq1)+ g(PLg + Py 1) dargestellt. Das griine Dreieck stellt die Positivitétsbedingung
dar. Das blaue (bzw. rote) Polygon zeigt das umhiillende Polytop (bzw. das Kern
Polytop). Der blauflichige Bereich ist die Region in der p PPT ist.

5.2 Zweiter Schnitt

Fiir den zweiten Fall der ersten Aquivalenzklasse {{(0,0), (1,1)}, {(1,0), (0,1)}} erhlt

man eine Familie von Dichtematrizen p von der Form

l-a-p
F=""9

(6]
I+ §(P0,0 +Pi1)+ g(Pl,O + Py1).

Die Koeffizienten cj; sind daher durch

1
0070 = 0171:E(2+7a—25),
1

clp = €1 = 18(2 —2a+7p),
1
ckl = 5(1 —a—pf)

fir (k,1) # (0,0),(0,1),(1,0),(1,1) gegeben.
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Die Bedingung c;; > 0 ergibt nun

24+T7a—-26 > 0,
2-2a+78 > 0,
l—a—-p > 0.

p ist invariant unter Spiegelung an der Diagonalen und unter der Spiegelung an
einer zur Diagonalen orthogonalen Linie.

10k

Abbildung 5.2: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = 17375114- S(Poo+Pr1)+

§(P1,o + Pp,1) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

5.3 Dritter Schnitt

Fiir den Fall der zweiten Aquivalenzklasse {{(0,0), (0,1)},{(1,0),(2,0)}} erhilt man

eine Familie von Dichtematrizen p von der Form

l—a-p
pzi

(67
9 I+ §(P0,0 + Po1) + g(Pl,oJrPQ,o)-
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Die Koeffizienten cj; sind daher durch

1
co0 = co1=——<(2+7a—-2p3),

18
1
1,0 = CQ,OZE(2—2a+7ﬂ),
1
CkJ = §(1—Oz—ﬂ)

Die Bedingung cj; > 0 ergibt nun
24+ Ta—20

2204708
l—a—-p

AVARLVARIV]

-0i5

Abbildung 5.3: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = 17375114— S (Poo+Fo1)+

g(PLO + P ) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

Um die Separabilitdt im System von zwei Qutrits genauer eingrenzen zu koénnen,
braucht man das Kern Polytop. Das, wie man in den Graphiken in diesem Kapitel,
wie auch in den Folgenden erkennen kann, wesentlich komplizierter in ihrer Gestalt
ist und eine gebogene Struktur aufweist.

53



SCHNITTE DURCH DEN MAGISCHEN SIMPLEX VON BIPARTITEN QUTRITS MIT VIER
ORTHOGONALEN BELLZUSTANDEN

54



Kapitel 6

Schnitte durch den magischen Simplex von
bipartiten Qutrits mit fiinf orthogonalen
Bellzustinden

Wir betrachten neue Schnitte um mehr Erkenntnisse aus W zu ziehen. Genauer stu-
dieren wir die Verschrinktheit im Falle von fiinf orthogonalen Bell Typ Zustéinden
vermischt mit %H.Wir rechnen mit der Dichtematrix, die durch den total gemischten
Zustand und fiinf orthogonalen Bellzustéinden gegeben ist, wo zwei und drei Bellty-
pische Zusténde gleichgewichtet sind.

Nach dem zweiten Satz von Kapitel 3.1. gibt es genau zwei Aquivalenzklassen
von fiinfpunktigen Teilmengen des Phasenraums.
Diese sind {(0,0), (1,0), (0,1),(1,1),(0,2)} und {(0,0), (1,0),(2,0),(0,1),(0,2)}. Je-
de dieser beiden Aquivalenzklassen kann man auf genau zehn Moglichkeiten in zwei
zwei- und dreipunktige Teilmengen zerlegen. Genauer sind die Moglichkeiten im er-
sten Fall die ersten zehn

0.1. {{(0,0), (0, 1), (1,0)},{(1, 1), (0,2)}}
0.2. {{(0,0),(0,1), (1, 1)},{(1,0), (0,2)}}
0.3. {{(0,0),(0,2),(1,0)}, {(0,1), (1, 1)}}
0.4. {{(0,0),(0,2), (1, )},{(0, 1), (1,0)}}
0.5. {{(0,1),(0,2), (1,0)},{(0,0), (1, 1)} }
0.6. {{(0,1),(0,2), (1, 1)}, {(0,0), (1,0)}}
0.7. {{(0,0), (1,0), (1, 1)},{(0, 1), (0,2)}}
0.8. {{(0,1),(1,0), (1,1)},{(0,0), (0,2)} }
0.9. {{(0,2),(1,0), (1, 1)}, {(0,0), (0, 1)} }
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0.10. {{(0,0),(0,1),(0,2)},{(1,0), (1, 1)} }
0.11. {{(0,0),(0,1),(0,2)},{(1,0), (2,0)} }
0.12. {{(0,0), (1,0),(2,0)},{(0,1),(0,2)} }
0.13. {{(0,0),(0,1),(1,0)},{(0,2), (2,0)}}
0.14. {{(0,0),(0,1),(2,0)},{(0,2), (1,0)}}
0.15. {{(0,0), (1,0),(0,2)},{(0,1),(2,0)} }
0.16. {{(0,0),(0,2),(2,0)},{(0,1), (1,0)}}
0.17. {{(0,1),(1,0),(2,0)},{(0,0), (0,2)}}
0.18. {{(0,1),(0,2),(1,0)},{(0,0), (2,0)}}
0.19. {{(0,1),(0,2),(2,0)},{(0,0), (1,0)}}
0.20. {{(1,0),(2,0),(0,2)},{(0,0), (0, 1)}}

und die letzten zehn im zweiten Fall.

Die ersten Sechs (0.1 bis 0.6) liefern den gleichen Schnitt des magischen Sim-
plex aufgrund ihrer Symmetrie. Die néchsten drei (0.7 bis 0.9) ergeben wieder einen
Schnitt. In der zweiten Aquivalenzklasse bekommen wir bei den ersten Zwei (0.11
und 0.12) den gleichen Schnitt. Die darauffolgenden Vier (0.13 bis 0.16) fithren zum
selben Ergebnis und die letzten Vier (0.17 bis 0.20) ebenso.

Unter der Aktion der Gruppe der Phasenraumtransformationen verbleiben je
drei infiquivalente zwei- und dreipunktige Teilmengen. Wir betrachten in der ersten
Aquivalenzklasse die folgenden drei

0.1{{(0,0), (0, 1), (1,0)},{(1, 1), (0,2)}}
0.7{{(0,0), (1,0), (1, 1)}, {(0, 1), (0,2)}}
0.10{{(0,0),(0,1),(0,2)},{(1,0), (1, 1)} }
0.11{{(0,0), (0, 1), (0,2)}, {(1,0), (2,0)} }
0.13{{(0,0), (1,0), (0, )}, {(0,2), (2,0)}}
0.17{{(0,1), (1,0),(2,0)}, {(0,0), (0,2)}}

und die letzten drei in der zweiten Aquivalenzklasse.
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6.1 Erster Schnitt

Fiir den ersten Fall der ersten Aquivalenzklasse {{(0,0), (0, 1), (1,0)}, {(1,1),(0,2)}},
erhilt man eine Familie von Dichtematrizen p von der Form

l1—a-— «
= 95}1 + g(Po,o + Poq+ Pio) + g(Pm + Po2).

Die Koeffizienten c;; sind daher durch

1
C00 = €1 =Cl0= §(1 + 20 — f3),
1
11 = cO’Q:E(Q—Qa—l—?ﬁ),
1
CkJ = 5(1—04—6)

fiir (k1) # (0,0, (0,1), (1,0), (1,1), (0,2) gegeben.

Die Bedingung cj; > 0 ergibt nun

14+2a—B8 > 0,
2-2a+78 > 0,
l—-a—-p > 0

und ist in Form des griinen Dreiecks in Abbildung 6.1 dargestellt. Das blaue Polygon
zeigt das umbhiillende Polytop. Das Kern Polytop stimmt in dieser Dimension mit
dem umbhiillenden Polytop iiberein. Die Darstellung in Abbildung 6.1 erfolgt durch
Umsetzung von Proposition 3.31 mithilfe von Mathematica. Der blauflichige Bereich
ist die Region in der p PPT ist.
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Abbildung 6.1: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = #H—i— %(Po,o +Pyq1+
Poo) + g(PLO + Py 1) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

6.2 Zweiter Schnitt

Fiir den zweiten Fall der ersten Aquivalenzklasse {{(0,0), (1,0), (1,1)},{(0,1),(0,2)}},

erhélt man eine Familie von Dichtematrizen p von der Form

l—a-— «
p= Tﬁﬂ + g(PO,D + P170 + P171) + g(PO,l + Poyg).

Die Koeffizienten cj; sind daher durch

1
o0 = ClLo=cC11 = §(1 +2a — f3),

1
6071 = CO’QZE(Q—QOJ—F?ﬁ),
1
CkJ = 6(1—04—6)

fiir (k,1) # (0,0),(0,1),(0,2),(1,0), (1,1)) gegeben.
Die Bedingung cj; > 0 ergibt nun

1+2a0—8 > 0,
2-2a+78 > 0,
l—a—-p > 0.
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Abbildung 6.2: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = #H—i— %(Po,o +Pyq1+
Pio) + g(PLl + Py 2) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

6.3 Dritter Schnitt

Fiir den dritten Fall der ersten Aquivalenzklasse {{(0,0), (0, 1), (0,2)},{(1,0), (1,1)}},
erhélt man eine Familie von Dichtematrizen p von der Form

1—oa— o
= TBH + g(Po,o + Poq + Po2) + g(PLo + Pp1).

Die Koeffizienten cj; sind daher durch

1
0 = €01 =Co2= 5(1 + 20 — f3),
1
€10 = 0171:E(2—2a+7ﬁ),
1
Ck,l = §(1—Oz—ﬁ)

fiir (k,1) # (0,0),(0,1),(0,2),(1,0), (1,1)) gegeben.
Die Bedingung cj; > 0 ergibt nun

14+2a—-8 > 0,
2-20+78 > 0,
l—a—-p > 0.
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Abbildung 6.3: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = #H—i— %(PO,O +Pio+
Pi1)+ g(PoJ + Py 2) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

6.4 Vierter Schnitt

Fiir den ersten Fall der zweiten Aquivalenzklasse {{(0,0), (0,1), (0,2)},{(1,0),(2,0)}},
erhélt man eine Familie von Dichtematrizen p von der Form

1—o— 6
= TBH + g(Po,o + Py + Po2) + g(Pl,O + Pay).

Die Koeffizienten cj; sind daher durch

1
C0 = €01 =Co2= 5(1 + 20— f3),
1
cp = 0270:E(2—2a+7ﬁ)7
1
Ck,l = §(1—Oz—ﬁ)

fiir (k,1) # (0,0),(0,1),(0,2),(1,0), (2,0) gegeben.
Die Bedingung cj; > 0 ergibt nun

14+2a—-8 > 0,
2-20+78 > 0,
l—a—-p > 0.
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Abbildung 6.4: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = #H—i— %(Po,o +Pyq1+
Pyo) + g(PLO + P, ) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

6.5 Fiinfter Schnitt

Fiir den zweiten Fall der zweiten Aquivalenzklasse {{(0,0), (1,0), (0,1)},{(0,2),(2,0)}}
erhélt man eine Familie von Dichtematrizen p von der Form

1—o-— o
= TBH + g(Po,o + Pio+ FPoa) + g(Pog + Pay).

Die Koeffizienten cj; sind daher durch

1
0 = Coq1=Cro= 5(1 + 20 — f3),
1
Co2 = 0270:E(2—2a+7ﬁ),
1
Ck,l = §(1—Oz—ﬁ)

fiir (k,1) # (0,0),(0,1),(0,2),(1,0), (2,0) gegeben.
Die Bedingung cj; > 0 ergibt nun

14+2a—-8 > 0,
2-20+78 > 0,
l—a—-p > 0.
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Abbildung 6.5: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = #H—i— %(PO,O +Pyq1+
Pio)+ g(PQQ + P» ) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

6.6 Sechster Schnitt

Fiir den dritten Fall der zweiten Aquivalenzklasse {{(0,1), (1,0), (2,0)}, {(0,0),(0,2)}},
erhélt man eine Familie von Dichtematrizen p von der Form

1—o— 6
= TBH + g(Po,1 + Pio+ Pay) + g(Po,o + Py2).

Die Koeffizienten cj; sind daher durch

1
o1 = C10=C0= 5(1 + 20— f3),
1
o0 = 6072:E(2_2a+7l8)7
1
Ck,l = §(1—Oz—ﬁ)

fiir (k,1) # (0,0),(0,1),(0,2),(1,0), (1,1)) gegeben.
Die Bedingung cj; > 0 ergibt nun

14+2a—-8 > 0,
2-20+78 > 0,
l—a—-p > 0.
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Abbildung 6.6: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = 1737611—1— 5 (Po1+Pro+

Po) + g(Pop + Py 2) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.
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Kapitel 7

Schnitte durch den magischen Simplex von
bipartiten Qutrits mit sechs orthogonalen
Bellzustinden

In diesem Kapitel betrachten wir nun wieder andere Schnitte um das Innere von W
weiter zu beleuchten. Wie sieht die Verschrianktheit im Falle von sechs orthogonalen
Bell Typ Zustédnden vermischt mit %]I aus? Wir rechnen mit der Dichtematrix, die
durch den total gemischten Zustand und 6 orthogonalen Bellzustéinden gegeben ist,
wo je drei Belltypische Zustdnde gleichgewichtet sind.

Nach dem zweiten Satz in Kapitel 3.1 gibt es genau eine Aquivalenzklassen von
sechspunktigen Teilmengen des Phasenraums.
Diese ist {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(0,2),(1,2)}. Diese Aquivalenzklasse kann man

auf genau zehn Moglichkeiten in zwei dreipunktige Teilmengen zerlegen und zwar

0.1. {{(0,0),(0,1),(0,2)},{(1,0), (1, 1), (1,2)}}
0.2. {{(0,0),(0,1),(1,0)},{(1, 1), (1,2),(0,2)}}
0.3. {{(0,0),(1,0), (1, 1)},{(0,1),(0,2), (1,2)}}
0.4. {{(0,0),(0,2), (1,0)},{(0,1),(1,1), (1,2)}}
0.5. {{(0,0),(0,2),(1,2)},{(0,1), (1,0), (1, 1)} }
0.6. {{(0,0),(1,0),(1,2)},{(0,1),(0,2), (1, 1)}}
0.7. {{(0,0),(0,1), (1, )},{(1,0),(0,2), (1,2)}}
0.8. {{(0,0),(0,1),(1,2)},{(0,2), (1,0), (1, 1)} }
0.9. {{(0,0), (1,1), (1,2)},{(0,1),(0,2), (1,0)} }
0.10. {{(0,0),(1,1),(0,2)},{(0,1),(1,0),(1,2)}}.
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Die letzten Neun (0.2 bis 0.10) liefern den gleichen Schnitt des magischen Simplex
aufgrund ihrer Symmetrie.

Unter der Aktion der Gruppe der Phasenraumtransformationen verbleiben zwei
indquivalente dreipunktige Teilmengen. Diese sind in der Aquivalenzklasse

0.1. {{(0,0),(0,1),(0,2)},{(1,0), (1, 1), (1,2) }}
0.2. {{(0,0),(0,1), (1,0)},{(1, 1), (1,2), (0,2)}}.

7.1 Erster Schnitt

Fiir den ersten Fall der ersten Aquivalenzklasse

{{(0,0),(0,1),(0,2)}, {(1,0), (1,1), (1,2) }}

erhilt man eine Familie von Dichtematrizen p von der Form

l—a-— 6
= TBH + g(Po,o + Po1+ Po2) + g(Pl,O + P11+ Pio).
Die Koeffizienten c;; sind daher durch

1

o0 = Co1=Co2= 5(1 +2a — ),
1

co = ai=cp=g(l-a+2f),

Li—a-p)
cy = —(1—a-—
k,l 5

fir (k,1) # (0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(0,2),(1,2) gegeben.

Die Bedingung cj; > 0 ergibt nun

1+2a—-—08 > 0,
l—a+28 > 0,
l—a-p >

und ist in Form des griinen Dreiecks in Abbildung 7.1 dargestellt. Das blaue (bzw.
rote) Polygon zeigt das umbhiillende Polytop (bzw. das Kern Polytop). Die Darstel-
lung in Abbildung 7.1 erfolgt durch Umsetzung von Proposition 3.31 mithilfe von
Mathematica. Der blauflachige Bereich ist die Region in der p PPT ist.
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1.0,

Abbildung 7.1: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = 1_3_5114- %(Po,o +Pyq1+

Pyo) + g(PLO + P1 1) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.

7.2 Zweiter Schnitt

Fiir den zweiten Fall der Aquivalenzklasse

{{(0,0),(0,1), (1,0)},{(1,1),(1,2),(0,2) }}

erhalt man eine Familie von Dichtematrizen p von der Form

l—a-— 6
p= TBH + g(Po,o + Po1+ Pio) + g(Pl,l + Pio+ FPoo).
Die Koeffizienten ¢ ; sind daher durch
1
C00 = C1,0=Co1 = §(1 + 2a — f3),
1
Co2 = Cl1=Cl2= 5(1 —a+25),
Li—a-p)
) = —(1—a—
k,l 9

fir (k,1) # (0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(0,2),(1,2) gegeben.
Die Bedingung cj; > 0 ergibt nun

1+2a—-—08 > 0,
l—a+28 > 0,
l—a-p >
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Abbildung 7.2: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = #H—i— %(Po,o +Pyq1+
Pio) + g(PLl + Py 2) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung 5.1.
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Kapitel 8

Schnitte durch den magischen Simplex von
bipartiten Qutrits mit acht orthogonalen
Bellzustinden

Im achten Kapitel widmen wir uns einer groflen Anzahl von Bell Typ Zustéinden
um W und die darin enthaltene Separabilitit zu begutachten. Wie sieht die Sepa-
rabilitéit im Falle von acht orthogonalen Bell Typ Zustdnden vermischt mit %]Iaus?
Wir rechnen mit der Dichtematrix, die durch den total gemischten Zustand und acht
orthogonalen Bellzustdnden gegeben ist, wo je vier Belltypische Zustinde gleichge-
wichtet sind.

Nach dem zweiten Satz in Kapitel 3.1. gibt es genau eine Aquivalenzklassen von
achtpunktigen Teilmengen des Phasenraums.
Diese sind {(0,0), (1,0), (0,1),(1,1),(0,2),(1,2),(2,0),(2,1)}. Sei n eine gerade natiirli-
che Zahl. Bekanntlich gibt es
( " > (8.1)
2

Moglichkeiten 5 Teilmengen aus einer n-elementigen Menge auszuwéhlen. Spe-

ziell fiir n = 8 gibt es daher
8
OE "

Maglichkeiten diese Aquivalenzklasse in Gruppen von vier plus vier anzuordnen.
Diese schrinken wir jetzt durch Symmetrieiiberlegungen weiter ein.

Wir wéhlen fiir unsere Bellprojektoren zur Vereinfachung Variablen aus:
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i | Bellprojektor
1 {(0,0)}
21 {0, 1)}
31 {(0,2)}
41 {10}
51 {1}
6 {(1,2)}
71 {20}
8] {21}

Da (0,0) stets in der ersten Teilmenge oder in der Komplementérmenge enthalten
ist, legen wir es 0.B.d.A. in die erste Teilmenge und bekommen so eine verminderte

Anzahl von Moglichkeiten. Aus den
n
() &

Moglichkeiten bleiben uns also nur noch

( 732__1 , ) (8.4)

Moglichkeiten iibrig. D. h. anstatt
8
(%) -

( ; ) =35 (8.6)

Diese Aquivalenzklasse kann man also auf genau 35 Moglichkeiten in zwei vier-
punktige Teilmengen zerlegen und zwar auf folgende Weise

bleiben nur

1:i1,2§i2<i3<i4§8 (8.7)

Unter der Aktion der Gruppe der Phasenraumtransformationen verbleiben genau

drei indquivalente Partitionen in zwei vierpunktige Teilmengen. Diese sind gegeben
durch:

0.1. {{(0,0),(0,1),(0,2), (1,0)}, {((1, 1), (1,2), (2,0)(2, 1)} }
0.2. {{(0,0),(0,1),(1,0), (1,1)},{((0,2),(1,2), (2,0)(2, 1)} }
0.3. {{(0,0),(0,2),(1,0),(2,0)},{((0,1), (1,1), (1,2)(2, 1) } }.
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8.1 Erster Schnitt

Fiir den ersten Fall der Aquivalenzklasse

{£(0,0),(0,1),(0,2), (1,0)},{((1, 1), (1,2),(2,0)(2, 1) } }
erhilt man eine Familie von Dichtematrizen p von der Form

:1—04—5

a
5 I+ Z(Po,o + Py + Poa + Pio) + g(Pl,l +Pio+ Poo+ P).

Die Koeffizienten c;; sind daher durch

1
€00 = Cp1 =Cp2=Cl0= %(4 + 5o — 40),
1
Cl,l = 0172 = 6270 = 62’1 = %(4 — 4o + 56),
1
- (1—o—
Ch,l 9( a—B)

fiir (k,1) # (0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0), (2,1) gegeben.
Die Bedingung c;; > 0 ergibt nun
4+ ba—405

4—4a+50
l—a-p

AVARAVARIY

und ist in Form des griinen Dreiecks in Abbildung 8.1 dargestellt. Das blaue (bzw.
rote) Polygon zeigt das umbhiillende Polytop (bzw. das Kern Polytop). Die Darstel-
lung in Abbildung 8.1 erfolgt durch Umsetzung von Proposition 3.31 mithilfe von
Mathematica. Der blauflichige Bereich ist die Region in der p PPT ist.
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ke b
[

-3t

—ab

Abbildung 8.1: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = #H—i— TG (Poo+Po1+
Poo+Pio)+ g(PM + P12+ P o+ P» 1) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung
5.1.

8.2 Zweiter Schnitt

Fiir den zweiten Fall der Aquivalenzklasse

{£(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)},{((0,2), (1,2),(2,0)(2, 1) } }

erhélt man eine Familie von Dichtematrizen p von der Form

l—a-— a
= TBH + Z(Po,o +Poi+Pio+Pia)+ g(Pog +Pio+ Poo+ Pp).

Die Koeffizienten cj; sind daher durch

1

€00 = €01 =CL0=C11= 54 (4+ ba —4p5),
1
Co2 = Cl2=0C0=Cy1 = %(4 —4a+5p),
1
= (1l—a-—
Ck,1 g(l—a—5)

fiir (k,1) # (0,0),(0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2, 1) gegeben.
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8.3 DRITTER SCHNITT

Die Bedingung cj; > 0 ergibt nun

4+ 5a —4p
4—4a+ 50
l—a-p

AVARAVARIY

Abbildung 8.2: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = #H—F S(Poo+Pos1+
Po+Pia)+ g(Po,g + P12+ P9+ P51 ) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung
5.1.

8.3 Dritter Schnitt

Fiir den dritten Fall der Aquivalenzklasse

{{(0,0),(0,2),(1,0),(2,0)},{((0,1), (1,1), (1,2)(2, 1)} }
erhilt man eine Familie von Dichtematrizen p von der Form

l-a-p

(6%
p= 5 I+ Z(Po,o + Pyo+ Pro+ Pap) + g(PO,l + P14+ Pia+ Py).
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Die Koeffizienten c¢j; sind daher durch

1
€00 = Cp2=Cl0=C0= %(4 + 5a —4p),

1
ol = €11 =C2=C1= %(4 —4a+5p),
1
CkJ = §(1—O¢—5)

fir (k,1) # (0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1) gegeben.
Die Bedingung cj; > 0 ergibt nun
44 5a —4p

4 —4a+ 506
l—a—-p

vV v IV

_al
Abbildung 8.3: Hier wird der Raum der Dichtematrizen p = 17376 I+ 5 (Poo+Po2+
Pro+Psp)+ §(Po,1 + P11+ P12+ P51 ) dargestellt. Die Notation ist wie in Abbildung
5.1.

Weiters kénnten uns die Schnitte in hoheren Dimensionen, Aufschlufl dariiber
geben, wie wir i. A. fiir beliebige Dimensionen Vorhersagen iiber die separablen und
verschriankten Regionen innerhalb des Simplex machen kénnten.
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Zusammenfassung

Das Hauptaugenmerk meiner Diplomarbeit liegt auf der geometrischen Untersu-
chung des sogenannten magischen Simplex W. Es werden Schnitte durch den Simplex
durchgefiithrt um Kenntnisse iiber seine Separabilitit bzw. seine Verschranktheit zu
erhalten. Der magischen Simplex der bipartiten Qutrits ist ein 8-dimensionaler Eu-
klidischer Raum, in dem wir iiber den klassischen Phasenraum und dessen affinen
Transformationen Schnitte diskutieren. Zustéinde ausserhalb des Umbhiillenden Po-
lytop sind stets verschréankt, die innerhalb des Kern Polytops stets separabel. Nach
der Beschreibung beider Polytope reparametrisiere ich das Kern Polytop um eine
Darstellung via Linearkombinationen von Projektionsoperatoren zu erhalten. Auf
dieser Darstellung beruht das Mathematica-Programm mit dessen Hilfe ich Graphi-
ken zu den betrachteten Schnitten erstelle. Das Peres Kriterium, ein notwendiges
Kriterium fiir die Separabilitit eines Zustandes, wende ich ebenfalls an um den Be-
reich wo Verschranktheit gesichert ist, weiter auszudehnen. Im Anschluss an diese
Vorbereitungen widme ich mich der konkreten Berechnung der Schnitte durch den
Simplex fiir bipartite Qubits und biparte Qutrits mit einer unterschiedlichen Anzahl
von Belltypischen Zustanden (drei und vier fiir Qubits und vier, fiinf, sechs und acht
fiir Qutrits), wobei sie durch die hohe Symmetrie dezimiert werden konnen.

Abstract

The main focus of my diploma thesis is to investigate the geometry of the so
called magic simplex W. By intersections through the simplex one gets informations
on separability and entanglement. The magic simplex of the bipartite qutrits is a
8-dimensional euclidian space. Via the classical phase space and its affine transfor-
mations one can discuss the intersections through V. States outside the enclosure
polytope are always entangled whereas states inside the kernel polytope are always
separable. After description of both polytopes I make a reparametrization of the ker-
nel polytop to get a representation via linear combinations of projection operations.
The mathematica program which I use to produce graphics for the intersections bases
on this representation. The Peres criterion is a necessary criterion for the separabi-
lity of a state. I use it enlarge the area where entanglement is secure. Following this
preparations I calculate the intersections through the simplex for bipartite qubits
and biparte qutrits with a different number of Bell typical states (three and four for
qubits and four, five, six and eight for qutrits). By the high symmetry we can reduce
the number of intersections.



