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1 Grundlegendes

1.1 Lie Algebren und deren Darstellungen

Zuerst wollen wir uns einige grundlegende Begriffe in Erinnerung rufen (siehe [Bul|,
[J3], [H]): Eine Lie Algebra g tiber einem Korper K ist ein K—Vektorraum g zusammen
mit einer bilinearen Abbildung [.,.]: g x g— g, auch Lie-Klammer genannt, sodass

[z, 2] =0 (1.1)
[z, [y, 211 + [y, [z, 2] + [2, [, 4]] = 0

fiir alle z,y, z € g gilt. Die zweite Bedingung heifit Jacobi-Identitat. Ein Ideal a einer

Lie Algebra g ist ein Teilvektorraum von g fiir den gilt: [z, y] € a fiir alle z € a und

yeg.

BEISPIELE 1.1.1. (1) Jeder K—Vektorraum V wird durch [z, y]:= 0 fiir jedes x,y €
V' zu einer Lie Algebra iiber dem Korper K. Lie Algebren mit trivialer Lie—
Klammer heifsen auch abelsche Lie Algebren.

(2) Auf dem K—Vektorraum der 2x2-Matrizen Moo (K) erhalten wir durch [M, N ] :=
MN - NM fiir M, N € Ms.o(K) eine Lie Algebra—Struktur. Dies lasst sich ohne
weiteres auf beliebige quadratische Matrizen erweitern. Denn fiir jedes n > 1 bildet
M., eine assoziative K—Algebra die, wie das ndchste Beispiel zeigt, mittels dem
Kommutator zu einer Lie Algebra wird.

(3) Ist A eine assoziative K—Algebra, dann erhalten wir durch Bildung des Kom-
mutators [x,y] := xy — yx eine Lie Algebra. Die Einzelheiten seien dem Leser
iiberlassen.

(4) Die Menge der Endomorphismen Endg (V') eines K—Vektorraums V' bildet bzgl.
der Komposition von Endomorphismen eine assoziative K—Algebra. Nach (3)
erhalten wir damit auf kanonischer Weise eine Lie Algebra die wir mit gl(V")
bezeichnen.

Ist b eine weitere Lie Algebra und ¢ : g — b eine lineare Abbildung, so nennen wir
diese einen Lie Algebra—Homomorphismus, wenn sie die Lie-Klammern respektiert,

dh. wenn
o([z,y]) = [¢(x), 9(y)]

fir alle x,y € g erfillt ist. Gilt hingegen ¢([z,y]) = [¢(y), ®(x)], so nennen wir ¢
einen Lie Algebra—Antihomomorphismus.
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Sei g eine Lie Algebra iiber einem beliebigen Korper K und M ein K—Vektorraum.
Dann nennen wir M zusammen mit einem Lie Algebra—Homomorphismus

p:g—=gl(M)

einen g-Linksmodul (M, p), schreiben aber oft nur M. Fiir jedes x € g und m € M
legen wir z-m = p(z)(m) fest. Somit gilt fir z,y € g und m € M: [z,y]-m =
x-(y-m)—y-(x-m). Hingegen nennen wir M zusammen mit einem Lie Algebra—
Antihomomorphismus p: g — gl(M) einen g—Rechtsmodul (M, p), schreiben aber
auch hier oft nur M. Fiir x € g und m € M sei m-x := p(m). Es gilt dann: m-[x,y] =

(m-z)-y—(m-y)-.

BEMERKUNG 1.1.2. Offensichtlich ist p genau dann ein Lie Algebra—Antihomo-
morphismus, wenn p := —p ein Lie Algebra-Homomorphismus ist. Somit macht man
einen g—Rechtsmodul M durch m-x := —x-m zu einem g-Linksmodul und umge-
kehrt. Wir werden daher zwischen beiden oft nicht unterscheiden und den Begriff
g-Modul gleichermafen als ein Synonym fiir einen g-Links— wie auch g-Rechtsmodul
verwenden.

Einen Unterraum N eines g-Modul’s M (bzgl. der Vektorraumstruktur) nennen
wir einen Untermodul von M, falls z-n e N fiir alle x € g, n € N gilt. In diesem Fall
besitzt der Quotientenraum M /N eine kanonische g—Modul-Struktur. Der dadurch
erhaltene g—Modul nennen wir den Quotientenmodul von M durch N. Ist M ein
g—Modul, dann heifst

M®:={meMz-m=0Vzeg} resp. My:=M[g-M

der Invarianten— resp. Koinvarianten—Modul von M. Offensichtlich ist M9 ein Unter-
modul von M und M, der Quotientenmodul von M durch g- M.

BEISPIELE 1.1.3. Sei g eine Lie Algebra iiber einem Korper K.
(1) Der zu einem K—Vektorraum V triviale g-Modul ist definiert durch x-v =0 fiir
jedes xegund veV.

(2) K selbst tritt hdufig als trivialer g-Modul auf.

(3) Durch z-y:=[z,y] wird g selbst auf kanonische Weise zu einem g—Modul. Dies
folgt aus der Bilinearitit der Lie Klammer und der Jacobi-Identitét (1.2).

(4) Allgemeiner ist jedes Ideal a von g ein kanonischer g—-Modul.

(5) Sind M und N zwei g—Moduln und bezeichne M ®x N das Tensorprodukt der
beiden K—Vektorrdume M und N, so induziert

rz-(men):=(x-m)®@n+me (z-n) (1.3)

eine g—Modul-Struktur auf M @ N.
(6) Hingegen erhalten wir auf Homg (M, N'), den Raum der linearen Abbildungen
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von M nach N, eine g—Modul-Struktur indem wir fiir jedes x € g und f «
Homy (M, N)
(z-f)(m) =z f(m) - f(x-m) (1.4)

definieren.

Sind M und N zwei g-Moduln und f: M — N eine lineare Abbildung fiir die
f(z-m) =x- f(m) fir jedes z € g und m € M gilt, so bezeichnen wir f als einen
g-Modul-Homomorphismus von M nach N. Fiir den Raum aller g-Modul-Homo-
morphismen von M nach N schreiben wir Homy (M, N). Es gilt:

(Homg (M, N))® = Homy (M, N). (1.5)

1.2 Homologie und Kohomologie von Lie Algebren

Sei R ein Ring und I' eine Menge. Dann nennen wir einen R~Modul M I'-graduiert,
falls es eine Familie von Untermoduln (M., ), in M gibt, sodass man M als direkte
(innere) Summe dieser schreiben kann:

M= M,.
~el’
In weiterer Folge bezeichnen wir M entweder durch M, oder M* um die vorhandene
Graduierung zu unterstreichen.

Ein Element m € M, heift homogen vom Grad vy oder v~homogen, falls m € M,
gilt. Jedes Element m € M besitzt eine eindeutige Darstellung als Summe homogener
Elemente: m = 3. .p m,. Dabei bezeichnen wir m,, als den y—homogenen Anteil von
m. Bis auf endlich viele v € I' gilt: m, = 0. Ein R-Untermodul P von M, heift
homogen (bzgl. I'), falls mit m € P auch m., € P fiir jedes 7 € I folgt. Definieren wir
P,:= PnM,, dann gilt: P = @, P,, dh. jeder homogene Untermodul P ist gleichfalls
['-graduiert.

Ist N, ebenfalls I'-graduiert und zudem (I", +,0) ein Monoid, so ist ein R-Modul-
homomorphismus f : M, — N, homogen vom Grad ~' € T, falls

fo(M,) € N, fiir alle y eI’

gilt. In diesem Fall sei fiir jedes v € I' £, : M, — N, jener Modulhomomorphismus,
der iy, o fy = f oy, erfiillt. Die Untermoduln Ker(f,) und Im(f,) von M, bzw. N,
sind dann homogen. Ist f homogen vom Grad 0, so bezeichnen wir f als graderhaltend.

Ein Kettenkomplex (s. [W, Chap. 1]) (C,,d,) iiber einem Ring R ist ein Z-
graduierter R-Modul C, zusammen mit einem homogenen R-Endomorphismus
de : Co — C, vom Grad -1, welcher d, o d, = 0 erfiillt. Dh. im Wesentlichen besteht
ein derartiger Kettenkomplex aus einer Familie von R-Moduln (C,),ez sowie einer
Familie von R-Modulhomomorphismen (d,)pez mit d, : C,, — C,_q und d,_1 0 d,, =0
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fiir alle p € Z. Als Diagramm dargestellt erhalten wir:

dp+2 dp+1 dp dp—l dp—2

Cp+1 Cp Cp—l Cp—?

Aus d, od, =0 folgt Im(d,) < Ker(d,) sodass wir den Quotienten
H(C,,d,) := Ker(d,)/Im(d,)

bilden konnen, die sogenannte Homologie des Kettenkomplex (Cs, d, ). Da d, graduiert
ist, sind Ker(d,) und Im(d,) homogene Untermoduln und folglich H(C,,d,) Z-
graduiert: H(C,,ds) = @z, Hy(Co, do) mit Hy(C,, do) = Ker(d,)/Im(dp.1), der Raum
der p—ten Homologiegruppe von (C,,d,). Wir schreiben daher H,(C,,d,) anstelle
von H(C,,d,). Die Elemente in Ker(d,) werden als p-Zyklen — jene in Im(d,.;)
(c Ker(d,)) als p-Rénder bezeichnet.

Ist (C!,d.) ein weiterer Kettenkomplex iiber R, dann nennen wir einen graderhal-
tenden Homomorphismus f, : Cy —= C! eine Kettenkomplexabbildung, falls f, mit
den Randoperator vertauscht: d o f, = f, o d,. Eine Kettenkomplexabbildung stellt in
Form eines Diagramms also eine kommutative Leiter dar:

dp+1 d

Cpo 22— C,

fp+l fp fp—ll (16)
i1 dp

Con = —Cp

Dass jede Kettenkomplexabbildung einen graderhaltenden Homomorphismus
Ho(fo) : Ho(Coyda) — Ho(C1, dy)

in der Homologie induziert, zeigt folgende

BEMERKUNG 1.2.1. Homomorphismen, die zusammen ein kommutatives Recht-
eck bilden (solide Pfeile im folgenden Diagramm), induzieren Homomorphismen
f :Ker(7) — Ker(7’) und § : Koker(7) —= Koker(7’) die zusammen mit den kano-
nischen Homomorphismen (strichlierte Pfeile) das Rechteck links— und rechtsseitig
kommutativ erweitern:

Ker(r) - - = A—— B — — > Koker(7)

7 fj gl ¥
V , v

Ker(7') - - = A’ —/—= B’ - - = Koker(7")

Dies folgt aus elementaren Tatsachen der Algebra. Auf Grund von dy,; od, = 0
faktorisiert der Korandoperator dp.1 zu Cpiq —dpii> Ker(d,)—— C, und es gilt



1.2 Homologie und Kohomologie von Lie Algebren

Koker(d,,,) = H,(C.,d.). Aus (1.6) resultiert folglich das kommutative Diagramm

-

_H,(C.,d.)

s - dp
e Oy~ Ker(d) S D2 Oy O e :
fp+1L fp fpj fp—lt éHp(fO)
/ Y 7
> C}y —>Ker(d)) = == O} —>C) | — |

. v
Hy(C3,de).

Zur Definition der Homologie einer Lie Algebra g samt g—Modul M benétigen wir
einige Begriffe aus der multilinearen Algebra (|E, Appedix 2]): Sei V' ein Vektorraum
iiber einem Korper K. Dann konstruieren wir folgenden graduierten K—Vektorraum:

T*(V) = Q;TP(V) mit 7°(V) := K und T°(V) := V @ - ® V.
pe N —
p-mal

Auf ihn wird durch
(1@ ®Vp, Vps1 ® - ® VUpig) P> V1 @ -+ ® Upyg

ein Operator ® : T*(V) @ x T*(V) —=T*(V') induziert, der T*(V') zu einer assoziati-
ven, unitdren und graduierten Algebra werden lasst, die sogenannte Tensoralgebra
von V.

Das Ideal I in T*(V'), welches durch die Elemente der Form v ® v erzeugt wird, ist
ein echtes und homogenes Ideal der Algebra T*(V'). Demnach ist der Quotient

A*(V):=T*(V)/1
ebenfalls eine assoziative, unitdre und graduierte Algebra:

A(V)=DAr(V) =T (V)/(InTP(V)).

peN peN

Sie wird Aufere Algebra von V bezeichnet. Fiir ihre Elemente der Form v; ®-- ‘Qu,+1 €
A*(V') schreiben wir v A--- A v, und folglich A fiir den Multiplikationsoperator

(V1 A AU, Upp1 Avs AUpig) P U1 Ao A Upig.

Ist nun M ein g-Modul einer Lie Algebra g iiber dem Korper K, so lisst sich die
Tensoralgebra T*(M) gleichfalls als einen g—Modul verstehen: T°(M) = K sei der
triviale g—-Modul und fiir p > 1 sei T?(M) jener g-Modul, welcher induktiv aus (1.3)
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hervor geht:

p
z- (M1 ®---®@my) = Zml ®-- @M1 ® (T-Mm;) ® My @ -+ ® My
i=1
Wie man leicht sieht, ist I ein g—Untermodul in 7°*(M):
Fiir m ® m € I und einem beliebigen x € g gilt

z-(mem)=(zx-m+m)®(xr-m+m)-z-me@r-m-memel

und damit folgt fiir jedes Element m ® m ® a einer vektorraumerzeugenden Menge

von [:
z-(memea)=x-(m@m)a+memez-acl.

N ——
el

Also besitzt auch der Quotient T*(M)/I = A*(M) eine g-Modul-Struktur: Fiir
m; € M und einem x € g erhalten wir:

p
x-(ml/\~~/\mp) =Zml/\"'/\mi_l/\(x~mi)/\mi+1/\---/\mp. (17)
=1

Zur Vereinfachung verwenden wir folgende Notationen: Fiir p,q,r € N und m; e M
definieren wir mj € A9 P*1(M) und ,mj € AeP(M) durch:

mpyA---Amy  falls p<qg
mli={1g fallsp=q+1
0 sonst

q ._ r—1 q
Tmp T mp A mr+1

Sei g eine Lie Algebra iiber dem Kérper K und M ein g—Rechtsmodul. Dann definiert
C.(g, M) jenen Z-graduierten K—Vektorraum, fiir den

Ar(g) @ M falls p>0

Cp(g, M) =
»(a.M) {0 sonst
gilt. Da g nach Beispiel 1.1.3 (3) selbst ein g-Rechtsmodul ist (man beachte dazu
Bemerkung 1.1.2), besitzt Co(g, M) die Modulstruktur
p (L3)  p » (L7~ i1 »
(e @m)-z = (2l -z)em+zl@m-x = Y 7' Az, z] Al
-1

P
1 ®@m+r; ®m-T.

Andererseits ist A®(g) als K—Algebra insbesondere ein Ring sodass C,(g, M) zugleich
ein A*(g)-Linksmodul mit A als Moduloperator ist: y{ A (2] @ x m) = (yI A 2]) @ m.

Wir verwenden nun beide Modulstrukturen um induktiv eine lineare graduierte
Abbildung d.(g, M) : Ce(g, M) — Co(g, M) festzulegen: Fiir p <0 sei dp(g, M) =0
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und fiir p > 0 definieren wir
dy(g, M) (2} @m):= (ab®@m)-x1 -1 Adp1(g, M)(zh ®@m). (1.8)

Offensichtlich ist do(g, M) ein wohldefinierter, homogener K—Endomorphismus vom
Grad —1. Es gilt nun folgende

PROPOSITION 1.2.2. Sei g eine Lie Algebra tiber einem Kéorper K und M ein g—Re-
chtsmodul. Dann bildet (Co(g, M), ds(g, M)) einen Kettenkomplex tiber K. Zusdtzlich
gilt du(g, M) € Endy(C.(g, M)).

Beweis. Zuerst zeigen wir d, € Endy(Ce(g,M)) per Induktion: Fir p < 0 ist d,
trivialerweise ein g-Modulhomomorphismus. Sei also p > 0, 2§ ® m € C,(g, M) und
fiir < p gelte die Induktionsvoraussetzung. Dann erhalten wir aus

dp(zy®m) -y = ((z30m)-x1 -1 Adpr (23 @m)) -y
=((zy@m)-y) 21+ (z3@m)-[21,y] - [21,y] A dp1 (25 @ m)
~ a1 Ay (e ©m) )
= dp(z1 A (23 @m)-y) + dp([21,y] A (25, ©m))
= dp((z] ®m)-y)
den erforderlichen Induktionsschritt.

Es fehlt noch d, o d, = 0 induktiv zu zeigen: Auch hier ist nur der Induktionsschritt
nicht-trivial: Ist 2§ ® m € C,(g, M) und fiir ¢ < p gelte d,—1 o d, = 0, dann folgt aus

dp-1(dp (2] ®m) = dp1 (25 @ M) - 21 = 11 A dpr (35, © M))

= (dp-1(z3 @m)) 21 = (dp-1 (25 ® M) 21 + 1 Adyz(dp-1 (25, ® M)

=0. =0 nach I.V.

die Behauptung. O

DEFINITION 1.2.3. Sei g eine Lie Algebra iiber einem Korper K und M ein g-Re-
chtsmodul. Dann nennen wir den Z-graduierten K—Vektorraum

Ho.(g, M) := H,(C.(g,M),d,)

die Homologie von g mit Werten in M und H,(g, M) := H,(C.(g,M),d,) die p-te
Homologiegruppe von g mit Werten in M. Mit Z,(g, M) := Ker(d,) bezeichnen wir
die p-Zyklen und mit B, (g, M) := Im(d,.1) die p-Rénder von (C.(g, M), d.).

Ist f: M — N ein beliebiger g—Rechtsmodulhomomorphismus, dann induziert
dieser eine Kettenkomplexabbildung

fo:Cu(g,M)—=C.(g,N)

indem wir f,(2}®xm) := 27 @k f(m) definieren und Z-linear fortsetzen. Offensichtlich
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ist f, eine lineare Abbildung vom Grad 0. Um nachzupriifen, dass es sich dabei
tatsdchlich um eine Kettenkomplexabbildung handelt (dh. f, vertauscht mit den
Randoperatoren), zeigen wir zuvor die Vertrdglichkeit von f, mit den beiden auf
Co(g, M) und C.(g, N) herrschenden Modulstrukturen:

(i) f. ist ein g—Rechtsmodulhomomorphismus:

(fo(ay @k m) -2 = (2} @k f(m))-x = (21-x) 8 f(m) + 2] &k f(m)-x
= fo(ah-2) @ f(m) + 2] @K m-x) f(m-z)

= fo((a) @ m) - ).
(ii) f. ist ein A®*(g)-Linksmodulhomomorphismus:

z A fo(ah @k m) =z A (2] @k f(m)) = (z A 2h) @K f(m) = fo((z Ax)) @K M)
= fo(z A (2] @ m)).

Beachten wir nun (1.8) so folgt induktiv die Behauptung f, ist eine Kettenkomplexab-
bildung. Fiir die durch f, induzierte lineare Abbildung

H.(f.): Ho(g, M) — H.(g,N)

schreiben wir kurz H,(f). Nun kommen wir zu dem Begriff des Kokettenkomplexes
und der zugehorigen Kohomologie:

Ein Kokettenkomplex (C*,d*) tiber einem Ring R ist ein Z-graduierter R—Modul C*
zusammen mit einem R—Modulendomorphismus d® : C'* — C* vom Grad 1, welcher
d® o d* = 0 erfiillt. Man kann einen Kokettenkomplex als einen Tupel, bestehend aus
einer Familie von R-Moduln (C?),z und einer Familie von R-Modulhomomorphismen
(dP)pez fiir die dP : CP — CP*! und d,,_; od, = 0 fiir alle p € Z gilt, verstehen. In Form
eines Diagramms dargestellt erhalten wir:

dp—Q dp+1 dp+1 dp+2

Cp—l Op dP Cp+1 Cp+2

Auf Grund von d® o d® = 0 gilt Im(d®) ¢ Ker(d®*) und wir konnen analog zu den
Kettenkomplexen den Quotienten

H(C*,d*) = Ker(d*)/ Im(d*)

bilden und bezeichnen ihn als Kohomologie des Kokettenkomplexes (C*,d*). Wieder-
um handelt es sich bei Ker(d®*) und Im(d®) um homogene Untermoduln sodass wir
H*(C*,d*) = @,z HP(C*,d*) schreiben kénnen. Analog zu den Homologiegruppen
bezeichnet HP(C*,d*) = Ker(d?)/Im(dP~!) den Raum der p—ten Kohomologiegrup-
pe von (C*,d*). Die Elemente in Ker(d?P) werden p—Kozyklen — jene in Im(dr-1)
p—Korinder genannt.

Ist (C'*,d") ein weiterer Kokettenkomplex iiber R, dann nennen wir einen grader-
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haltenden Homomorphismus f*: C'* — C"* eine Kokettenkomplexabbildung, falls f*
mit den Korandoperator vertauscht: d’® o f* = f* od*. Wie schon in Bemerkung 1.2.1
ausgefiihrt, induziert auch jede Kokettenkomplexabbildung einen graderhaltenden
Homomorphismus in der Kohomologie: H*(f*): H*(C*,d*) — H*(C",d").

Ist nun g eine Lie Algebra iiber dem Korper K und M ein zugehoriger g—Linksmodul,
dann definieren wir durch

Homg (AP(g), M) falls p>0

0 sonst

CP(g, M) :={

einen Z—graduierten K—Vektorraum C*(g, M). Da sowohl A*(g) als auch M g-Li-
nksmoduln sind, existiert nach (1.4) auf C*(g, M) folgende g—Linksmodulstruktur:

(z-w)(a}) = z-w(z]) - w(z-27) (1.9)

fiir jedes w e C*(g, M) und z € g. Fiir p =0 folgt (z-w)(1x) = v-w(lk) sodass der
lineare Isomorphismus C%(g, M) — M, definiert durch w — w(1g), ein g-Modul-
Isomorphismus ist. Daher werden wir zukiinftig C°(g, M) mit M identifizieren.

Fiir jedes fix gewéhlte x € g definieren wir eine lineare Abbildung

—:C*(g, M) — C*(g, M) durch w,(z}) =w(z A al)

fiir jedes p > 0 und w € CP*!(g, M). Sie ist offensichtlich ein homogener K-Endo-
morphismus vom Grad —1, im Allgemeinen jedoch kein g—Modul-Homomorphismus.

Denn es gilt:
Ywy = (Y-w)y +wy.a (1.10)

Liegt hingegen x im Zentrum von g, so ist nach (1.10) —,: C*(g, M) —C*(g, M)
sehr wohl ein g—Modul-Homomorphismus.

Mit Hilfe des soeben definierten Endomorphismus erkldren wir auf C*(g, M) einen
weiteren K—Endomorphismus d® : C*(g, M) — C*(g, M) rekursiv durch dP = 0 falls
p <0 ist und sonst

(dPw), =2 w—dPH(w,) fiir jedes w e CP(g, M) und z € g. (1.11)

Hierbei handelt es sich um einen homogenen K—Endomorphismus vom Grad 1 der,
wie folgende Proposition zeigt, ein Modulhomomorphismus ist und mit C*(g, M)
zusammen einen Kokettenkomplex bildet:

PROPOSITION 1.2.4. Sei g eine Lie Algebra tiber einem Kérper K und M ein
g-Linksmodul. Dann bildet (C*(g, M), d*) einen Kokettenkomplex iber K. Zusdtzlich
gilt d e Endy(C*(g, M)).

Beweis. Induktiv zeigen wir zuerst x - (dw) = d(x-w): Der Induktionsanfang ist trivial,
denn fiir CP(g, M) mit p <0 ist d? = 0. Sei also p >0, w e CP(g, M) und fiir ¢ < p die



1 Grundlegendes

Bedingung x - (diw) = di(x-w) fiir jedes z € g erfiillt. Dann zeigt sich durch

(d(z-w))y =y (v-w)-d ((z-w)y) =y (z-w) - " (2 Wy — Way)) =

=q- (xw) -x- (dpil(wy)) + dpfl(w[mvy])
=y (z-w) -z - (y-w-(d'w)y) +d (W y))
= [z, y] - w+z- (dPw)y + & (W y))
=z (dPw)y + (dPW) [z
= (2~ (d"w))y

der gesuchte Induktionsschritt.

Fehlt noch d*® o d* = 0 induktiv nach zu weisen: Wie oben ist der Induktionsanfang

trivial. Sei also w € CP(g, M), y € g beliebig und fiir ¢ < p gelte die Induktionsvoraus-
setzung d?*! o d? = 0. Dann folgt:

(@ od'(w))y =y (d(w)) - d"((d"(w))y)
=y (d"(w)) - d(y-w - d" (wy))
=y (d"(w)) = d(y-w) +d"(d"" (wy))

=0 =0 nach L.V.

Und die Proposition ist bewiesen. O

DEFINITION 1.2.5. Sei g eine Lie Algebra iiber einem Koérper K und M ein g-Li-
nksmodul. Dann nennen wir den Z—graduierten K—Vektorraum

H* (g, M) = H*(C*(g, M), d")

die Kohomologie von g mit Werten in M und H?(g, M) := HP(C*(g, M), d*) die p—te
Kohomologiegruppe von g mit Werten in M. Mit Z?(g, M) := Ker(dP) bezeichnen wir
die p—Kozyklen und mit B?(g, M) := Im(dP~!) die p—Korénder von (C*(g, M),d*).

BEMERKUNG 1.2.6.
(1) Jeder g-Linksmodulhomomorphismus f: M — N fiihrt zu einer Kokettenkom-
plexabbildung:

J*: C*(g. M) — C*(g. N) mit [*(w) = [ ow.

Dies folgt induktiv aus (1.11) indem wir die folgenden beiden Tatsachen verwen-
den:

(i) f* ist ein g-Linksmodulhomomorphismus:

(- fr (W) ()) = (@ (fow))(#)) = - f(w(ah)) - f(w(z-27))
"2 f(wew(@h)) - fwla-al)) = fo-w(@) - wle-at))
= [ (z-w)(ah)

10



1.3 Die lange exakte Sequenz

(ii) f* kommutiert mit der linearen Abbildung —,: C*(g, M) — C*"'(g, M),
was offensichtlich der Fall ist.

Fiir die durch f* induzierte lineare Abbildung H*(f*): H*(g9,M)— H*(g,N)
vom Grad 0 schreiben wir kurz H*(f).

(2) Eine weitere Darstellung des Korand—Operators zeigt folgende Identitét:

p .
dPw(zg) = ) (~1) (ziw(iag) —wlag ™ Axy-af,,)). (1.12)
i=0
Sie lésst sich induktiv leicht nachpriifen:

deo () = - w) () = d(way ) ()

=g w(al) - wizo-af) Z( 1) (- w(iag) —w(ag ' A-at,y)

M*@

D) (i w(izg) —w(ag ' Axi-af,y)).
=0

(3) Sei M der triviale g-Modul K. Dann gilt (d’w)(z) = x-w = 0 fiir jedes w € K.
Insbesondere ist B(g, K) =0. Aus (1.12) folgt des Weiteren:

(d'w)(xg) = -w([@o,71])

(dPw)(23) = ~w([mo, 1] A 22) —w(xy A [20, 22]) + W(T0 A [21,72]) (1.13)
Einerseits gilt damit
(oK) = 20 K) - e @) [olaa) <00
2k Homk (g/[9, 0], K),
und andererseits
Z%(g,K) = {weC*g,K) |w(zoA[z1,22]) —w(zi A [70, 72])
- w([zo,x1] Ax2) =0} (1.15)

B*(g, K) = {w e C%(g, K) |w(zo A1) = f([21,22])
fiir ein f € Homg (g, K)}.

1.3 Die lange exakte Sequenz
Ist R ein Ring (resp. g eine Lie Algebra), dann verstehen wir unter einer Sequenz

von R— (resp. g—) Modulhomomorphismen ein Diagramm der Form

fo
Ap—l Ap Ap+1

11
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das auf seiner linken und rechten Seite endlich oder unendlich sein kann. Ist sie
beidseitig unendlich, so bezeichnen wir sie als lange Sequenz. Sie ist exakt bei A,,
falls Im( f,-1) = Ker(f,,) gilt und nennen sie exakt, wenn sie bei allen A,’s, die nicht
ein Ende der Sequenz bilden, exakt ist. Zum Beispiel ist die Sequenz

f

0 M’ M —2~ M7 0

exakt, wenn sowohl Im( f) = Ker(g) als auch f injektiv und g surjektiv ist. Derartige
exakte Sequenzen nennen wir kurze exakte Sequenz. In diesem Abschnitt zeigen wir
folgenden

SAaTz 1.3.1. Sei 0 ML 0 eine kurze exakte Sequenz von g—

Moduln tiber K. Dann existiert eine lange exakte Sequenz sowohl in der Homologie

Hpi1(9) p(f) p( ) Op
N2 Hyor (g, M) =2 Hy (g, M) 250 H, (g, M) =2 H, (g, M)~ -
als auch in der Kohomologie
o D e (g, 1) 2 (g, M%) S (g, M) S Hr(g, M)

Wir fiihren denn Beweis dieses Satzes in zwei Schritten durch: Zuerst zeigen wir,
dass jede kurze exakte Sequenz von g-Moduln eine exakte Sequenz der entsprechenden
Ketten— (resp. Koketten—) Komplexe hervorruft (Korollar 1.3.3). Im zweiten Schritt
bauen wir dann daraus die gesuchte lange exakte Sequenz der Homologie— (resp.
Kohomologie—) Gruppen.

ProposITION 1.3.2. Seien f: M — N und g: N — P Homomorphismen von
g—Moduln einer Lie Algebra g tiber dem Korper K. Gilt Im(f) = Ker(g), dann auch
fir die induzierte Ketten— und Kokettenkomplexabbildungen:

Im(/f.) = Ker(g.) Im(f*) = Ker(g*).

Beweis. Wir zeigen zuerst Im(f,) = Ker(g.): Ist (e;)ier eine K—Basis von A*(g)
dann bildet bekanntlich {e; ® x n | i € I, n € N} ein lineares Erzeugendensystem
von A*(g) ®x N. Wir kénnen daher jedes Element k € Ker(g.) als endliche Summe
schreiben: k = ¥ ,.; e; ® ¢ n;. Die n;’s sind dabei eindeutig bestimmt. Dies gilt auch fiir
0=gs(k) =X € ®x g(n;) sodass g(n;) = 0 fiir alle 7 € I sein muss und daher m;’s
mit f(m;) = n; existieren. Folglich gilt Im(f.) 3 fo(X;c; €i ®x m;) = k. Die Umkehrung
zeigt sich analog.

Kommen wir nun zu der Aussage Im(f*) = Ker(g*): Sei w € Ker(¢*) und 0.B.d.A.
w eine p—Kokette, dann gilt 0 = g*(w) = gow was Im(w) € Ker(g) = Im( f) zufolge hat.
Aus den Grundlagen der linearen Algebra folgt die Existenz einer linearen Abbildung
w':AP(g) — M mit fow’ =w und damit w € Im(f*). Die Umkehrung zeigt sich
noch einfacher. O

12



1.3 Die lange exakte Sequenz

Als direkte Folgerung dieser Proposition erhélt man

f

KOROLLAR 1.3.3. Jede kurze exakte Sequenz 0 M’ M—2= 0 von

g-Moduln tiber K induziert eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

0_>C(g7M,) C(Q,M) C(Q,M”)—>O

und Kokettenkomplezen

0— C*(g, M") —2~ (g, M) =<~ C*(g, M") —=0 .

Da jede Kettenkomplexabbildung graderhaltend ist, gilt Im( f,) = Ker(g,) genau
dann, wenn Im( f,) = Ker(g,) fiir alle p € Z gilt. Dh. jede kurze exakte Sequenz von
Kettenkomplexen wie im obigen Korollar ist genau dann exakt, wenn jede Zeile im
folgenden Diagramm exakt ist:

d;;+1 dp+1 d’p’+1
/ 9p "
0——=Cp(g, M") ——Cy(g, M) ——Cp(g, M") ——0
@, dp a (1.16)
f” gp "
0—=C,qi(g, M) =5 Cp i (g, M) == C,py (g, M) — 0.
d;;_1 dp-1 d;'_l

Fiir Kokettenkomplexe und deren Abbildungen gilt dies vollig analog. Generell unter-
scheidet sich im weiteren Verlauf des Beweises der homologische vom kohomologischen
Fall nicht wesentlich weshalb wir ab sofort nur noch ersteren weiter ausfiihren werden.

LEMMA 1.3.4. Sei (C.,d.) ein Kettenkomplex iiber R. Dann induziert fiir jedes p € Z
d,: C,—= Cy_y einen R-Modulhomomorphismus d, : Koker(d,.1) — Ker(d,-1) fir
den qilt:

Ker(d,) = H,(C,) Koker(d,) = Hy_1(C.).

Ist zudem fo: Cy —= C! eine Komplexabbildung, dann ist folgendes Diagramm kom-
mutativ:

(1.17)

Koker(dp.1) L> Koker(dy, ;)

Ldp ld;

Ker(d, 1) —2—~ Ker(d! ).

Beweis. Da d,,_1 o d, =0 gilt, kénnen wir d, : C,, — Ker(d,_1) € C)_; schreiben und

13
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wegen d, o d,,1 = 0 lésst sich Im(dp,1) herausfaktorisieren sodass wir einen Homo-
morphismus d,, : Koker(d,,;) —= Ker(d,_,) erhalten. Nun ist z + Im(d,.,) € Ker(d,)
genau dann, wenn z € Ker(d,) gilt. Folglich erhalten wir Ker(d,) = H,(C.). Die rechte
Identitét in (1.17) ist gleichfalls einfach zu erkléren. Die Verifikation der Natiirlichkeit
von d;, also der Kommutativitdat obigen Diagramms, sei dem Leser iiberlassen. [

Mit Hilfe dieses Lemmas erhalten wir, fiir jedes p € Z, aus (1.16) ein kommutatives
Diagramm der Form

Koker(d ) e, Koker(dp,1) R Koker(dy,;) —=0
i czpl % (1.18)

0 —— Ker(d!, )~ Ker(d, 1) —2~~Ker(d" ,).

Beide Zeilen in (1.18) sind dabei exakt wie folgende Bemerkung zeigt:

BEMERKUNG 1.3.5. Sei ein kommutatives Diagramm der Form

Oé‘Ker(Tl) ................. > Ker(T) ................. > Ker(T”)
| | I
| | |
v Lar Y T g Y
0 A A A 0
T’j I Tl/ II T,,l
0 B — B B .
| B’ | T |
| | |
Y Y v

KOkeI‘(T’) ----------- > Koker(T) ........... - KOkeI'(T") 0

gegeben, wobei es sich bei den strichliert eingezeichneten Homomorphismen um die
kanonischen handelt (siche Bemerkung 1.2.1). Sind die beiden mittleren Zeilen exakt,
so auch die dufleren: Zuerst verifizieren wir die Exaktheit der ersten Zeile bei Ker(7):
Sei a € Ker(7) n Ker(mar), dann existiert ein a’ € A’ fiir das ta/(a’) = a gilt. Nun
ist aber tp/(7'(a’')) = 7(ta(a’)) = 0 sodass mit tp injektiv a’ € Ker(7’) folgt. Die
Umkehrung ist trivial. Es sei hier angemerkt, dass fiir die Exaktheit der ersten Zeile
bei Ker(7) neben der Kommutativitdt des Rechtecks I nur die Exaktheit der zweiten
Zeile bei A und die der dritten Zeile bei B’ verwendet wurde. Ahnlich (nur dass man
diesmal mit Urbildern arbeitet) zeigt sich die Exaktheit der vierten Zeile bei Koker(7)
indem man die Kommutativitdt des Rechtecks 11, die Exaktheit der zweiten Zeile
bei A” sowie die der dritten Zeile bei B verwendet. Die Exaktheit der ersten Zeile bei
Ker(7') (resp. der vierten Zeile bei Kokern(7")) folgt aus der Exaktheit der zweiten
Zeile bei A’ (resp. der dritten Zeile bei B”).

Beriicksichtigen wir nun (1.17), so erhalten wir durch entsprechende Erweiterung
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1.3 Die lange exakte Sequenz

von (1.18) ein kommutatives Diagramm der Form

Hp(gvM,) Hp(g7M)éHp(g’M”)

~/

Koker(d ) e, Koker(d,1) s Koker(d}),;) —0

=11
d; dp 9p
fp*l

Ker(dp-1) g2 Ker(d) ;)

0 —— Ker(d,_;)

Hp—l(g’ M,) - Hp—l(ga M) - Hp—l(ga M”)'

Die beiden duferen Zeilen sind, wie aus Bemerkung 1.3.5 herauszulesen ist, exakt.
Nun gilt es, diese beiden Zeilen zu einer exakten Sequenz zu verbinden.

LEMMA 1.3.6 (Schlangen—Lemma). Sei folgendes kommutative Diagramm von R—
Moduln mit exakten Zeilen gegeben:

ﬂ'A//

A A A" 0

l L L (1.19)

O B/ LBI B 7TBII B//

Dann existiert ein R—Modulhomomorphismus 0, sodass folgende Sequenz exakt ist:

Ker(7") A, Ker(7) T Ker(7"") —2> Koker(7') =, Koker(7) T57 Koker(7"")

Ein Beweis dieses Lemmas findet sich in der Standardliteratur (z. B. [HiSt, Chap.
III, Lem. 5.1]) oder, in wesentlich abstrakterem Kontext, in Abschnitt 3.4. Hier
sei nur eine mogliche Definition des sogenannten Verbindungs— od. Einhédngungs—
Homomorphismus ¢ : Ker(7"") — Koker(7') angemerkt: Fiir ein a” € Ker(7") sei

6(a") =1 (T(man(a”)))] € Koker(7")
wobei 7% (a”) ein beliebig gewéhltes Urbild von a” unter m4» bezeichnet.

Das Schlangen—Lemma liefert also fiir jedes p € Z eine exakte Sequenz der Form
o= Hy(g, M') —= H,(g, M) —= H,(g, M"") — -
517
= Hp 1 (g, M') —= Hp 1 (9, M) — Hyp 1 (g, M) — -

Zusammengesetzt ergeben diese exakten Sequenzen die gesuchte lange exakte Sequenz.
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1.4 Erweiterungen

Sei g eine Lie Algebra iiber einem Korper K und M, N g-Moduln. Eine Erweiterung
& von M durch N ist eine exakte Sequenz von g-Moduln der Form

£:0 N—>M-—">M 0.

Ist &' eine weitere Erweiterung von M durch N, so nennen wir ¢ dquivalent zu &', kurz
¢ =¢' falls ein g-Modul-Homomorphismus ¢ : M — M’ existiert, sodass folgendes
Diagramm kommutiert:

M—">M 0
¢L idas (1.20)
¢:0—Y=N MM 0.

£:0 N

BEMERKUNG 1.4.1.

(1) Der g-Modul-Homomorphismus ¢ : M —= M in (1.20) ist (sofern existent) ein
Isomorphismus. Dies folgt aus dem Fiinfer-Lemma 3.4.10.

(2) Sind umgekehrt zwei Erweiterungen £ und & von M durch N gegeben sodass
M = M gilt, dann folgt daraus im Allgemeinen nicht & = £'.

(3) Nach (1) ist die Relation = zwischen Erweiterungen symmetrisch (der zu ¢ inverse
Homomorphismus fiithrt zu einem kommutativen Diagramm). Auch Reflexivitat
und Transitivitdt von = ist trivialerweise gegeben. Somit handelt es sich bei =
um eine Aquivalenzrelation.

(4) Die direkte Summe zweier g-Moduln M und N liefert eine splittende Erweiterung
& von M durch N:

£:0—=N—">MxN-">M-—0

Hierbei sind ¢.(n) = (0,n) und 7.(m,n) = m die kanonischen Homomorphismen.
Auch sieht man sofort, dass jede zu &, dquivalente Erweiterung splittend ist.

(5) Ist £:0 N—>M—">M 0 eine splittende Erweiterung, dann gilt € = &:
Denn ist ¢ ein Schnitt von 7, dh. m o o = id);, so definiert ¢ : M x N — M,
o(m,n) :=c(m) +t(n) eine lineare Abbildung sodass

£:0—=N—">MxN-—">M—0

d

£:0 N—‘t sM—" M 0.

idy idps

ein kommutatives Diagramm von g—Moduln ist. Da ¢ ein g—-Modul-Homomor-
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phismus ist, gilt ndmlich:
o(x-(m,n))=p(x-m,z-n)=u(z-n)+o(x-m)=z-(t(n)+o(m)) =x-p(m,n).
(6) Eine Erweiterung ¢ ist genau dann splittend, wenn & = £, gilt. Dies folgt unmit-

telbar aus (4) und (5).

DEFINITION 1.4.2. Seien M und N g-Moduln. Dann ist Exty(M,N) die Menge
der Aquivalenzklassen aller g-Modul-Erweiterungen von M durch N. [£] bezeichne
die Aquivalenzklasse von ¢ in Exty (M, N).

Auf Grund von Bemerkung 1.4.1 (6) bildet [&] € Exty(M, N) die Aquivalenzklasse
aller splittenden Erweiterungen. Insbesondere gilt stets Exty(M, N) # @.

Das folgende Lemma zeigt, wie man mit Hilfe von 1-Kozyklen der Form w ¢
Z1(g, Homg (M, N)) weitere g-Modul-Erweiterungen erhalten kann. Dass man damit
bereits alle moglichen Erweiterungen beschrieben kann, besagt der anschlieffende
Satz.

SATz 1.4.3. Seien M, N g-Moduln und w € C*(g, Homg (M, N)). Dann wird auf
dem K-Modul M x N durch

x-(m,n) = (x-m,z-n+w(x)(m)). (1.21)

genau dann eine g—Modul-Struktur beschrieben, wenn w € Z'(g, Homg (M, N)) gilt.
Fiir den damait erhaltenen g—Modul schreiben wir kurz M x, N. Zudem ist

foi: 0—= N> Mx, N-—">M—0 (1.22)

eine Erweiterung von M durch N die genau dann splittet, wenn w ein Korand ist:
we Bl(g,Homg (M, N)). Mehr noch: £, =, < [w]=[w].

Beweis. M x N bildet zusammen mit (1.21) genau dann einen g—Modul, wenn

[z, y]-(m,n) = 2-(y-(m,n)) —y-(z-(m,n)) (1.23)

gilt. Aus
I=z-(y-m,y-n+w(y)(m))=(x-(y-m),z-(y-m)+z-w(y)(m)+w(r)(y -m))
und der dazu analogen Rechnung fiir 17 ist (1.23) offensichtlich dquivalent zu
w(z,y])(m) = z-w(y)(m) +w(@)(y-m) - y-w(z)(m) - w(y)(z-m)
a-wly) - y-w(@)(m).

Nach (1.13) bedeutet das aber gerade w € Z'(g, Homg (M, N)). Klarerweise ist in
diesem Fall &, eine Erweiterung von M durch N.
Seien w,w’ € Z'(g, Homg (M, N)) zwei Kozykel. Um die Behauptung £, = ¢,/ <
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[w] = [w'] zu zeigen, wihlen wir eine lineare Abbildung ¢ : M x, N — M x, N
sodass das folgende Diagramm kommutiert:

£p:0——=N—">Mx,N—>M—0

|

£ 10— N —> M x,y N —> M —0.

iy idg

Aus der linearen Algebra folgt dann ¢(m,n) = (m,n+f(m)) fiir eine lineare Abbildung
f eHomg (M, N). Angenommen &, =, und ¢ ist ein g~-Modul-Homomorphismus.
Dann gilt:

~p(m,n)
(z-m,z-n+z-f(m)+w(x)(m))

)
)

(z-m,z- n+w(m)(m)+f(x m))
1.4)
)=x-f
)

3
!
|

w - w’—dofeB (g, Homg (M, N))

Die letzte Aussage bedeutet aber [w] = [w’] in H'(g, Homg (M, N). Die Umkehrung
zeigt sich durch Verwendung der Aquivalenzen in umgekehrter Reihenfolge.

Unter Hinzunahme von Bemerkung 1.4.1 (4) folgt daraus die letzte noch offene
Behauptung des Satzes:

&, splittet < &,=2& < [w]=[0] & weB'(g,Homg(M,N)). O
Satz 1.4.3 liefert uns also eine kanonische, injektive Abbildung
H'(g,Homg(M,N)) — Exty(M,N), (1.24)

die der Klasse der splittenden Erweiterungen [£,] die Kohomologieklasse der Korénder
[0] zuordnet. Im Folgenden zeigen wir ihre Surjektivitat (s. [N, Prop. V.2.9]):

SATZ 1.4.4. Seien M, N g-Moduln. Dann existiert eine kanonische Bijektion
Exty(M,N) = H'(g,Homg (M, N))

von Mengen, die der Klasse der splittenden Erweiterungen [&y] die Kohomologieklasse
der Kordnder [0] zuordnet.

Beweis. Es ist nur noch die Surjektivitat der Abbildung (1.24) zu zeigen. Sei dazu &
eine Erweiterung von M durch N, dh. eine exakte Sequenz von g-Moduln der Form

£: 0—=N—>M—">M—->0.
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Ist o : M —= M eine lineare Abbildung mit 7o ¢ = idy;, so folgt aus 7o (z-0) =
z-(moo) = x-idy = 0 sofort Im(z-0) ¢ Ker(m) = Im(¢). Daher ist die lineare
Abbildung

Wy : g — Homg (M, N) mit w,(2) =" o (2-0)

wohldefiniert. Legen wir damit dem K-Modul M x N die Struktur (1.21) auf, so gilt
fiir den linearen Isomorphismus ¢ : M x N — M, ¢(m,n) :=t(n) + o(m):

o(z-(m,n)) =p(x-m,z-n+w(x)(m))=(x-n)+ilw,(x)(m))+o(x-m)
=z-t(n)+(z-o)(m)+o(x-m)=x-1(n)+x-0(m)
=z gp(m, n)
Damit erklédrt (1.21) eine g-Modul-Struktur auf M x N (¢ ist isomorph) sodass nach
Satz 1.4.3 w, eine 1-Kozykel in Z!1(g, Homg (M, N)) ist. Aukerdem fiihrt ¢ zu der

Aquivalenz ¢ = €, (denn pot. = ¢ und 7o = 7.). Dh. aber (1.24) ist surjektiv:
[wo ] = [€u] = [€]- O

Seien g und a Lie Algebren iiber einem Korper K. Dann nennen wir eine exakte
Sequenz von Lie Algebra-Homomorphismen der Form

¢:0 a——=g—=g 0.

eine Frweiterung von g durch a. Ist a eine abelsche Lie Algebra, so nennen wir ( eine
abelsche Erweiterung von g durch a. Ist (" eine weitere Erweiterungen von g durch a, so
nennen wir ¢ dquivalent zu (', kurz ¢ =, (', falls ein Lie Algebra-Homomorphismus
¢ : g —=0 existiert, sodass folgendes Diagramm kommutiert:

¢:0 a——=F——g 0
ida wt idg (1.25)
¢':0 a—Y-§ —"=g 0.

L _ s

LEMMA 1.4.5. Jede abelsche Erweiterung ¢ : 0 a g g 0 wnduziert
auf a eine kanonische g—Modul-Struktur p; : g — gl(a).

Beweis. Als Ideal von § besitzt ¢(a) auf kanonischer Weise (siche Beispiel 1.1.3 (4))
eine g-Modul-Struktur p:g—gl(¢(a)). Da aber das Ideal ¢(a) abelsch ist, gilt
ker(p) 2 ¢(a) = ker(7) sodass p iiber 7 zu einer Darstellung von g in ¢(a) faktorisiert.
Mit Hilfe der Injektivitat von ¢ iibertragen wir diese Struktur eindeutig auf a. O]

BEMERKUNG 1.4.6.

(1) Natiirlich ist auch hier ¢ :g—79" in (1.25) ein Isomorphismus und =p,. eine
Aquivalenzrelation.
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1 Grundlegendes

(2)

(3)

20

Die in Lemma 1.4.5 beschriebene Darstellung p¢ lasst sich mit Hilfe eines Schnittes
o :g—>g von 7 wie folgt darstellen:

z-ca:=pe(x)(a) = ([o(x),(a)]) fir alle x e g, aca. (1.26)

Aquivalente Erweiterungen ¢ =,, ¢’ von g durch a induzieren idente g-Modul-
Strukturen auf a: p; = pr. Denn auf Grund des kommutativen Diagramms (1.25)
gilt (siche (1.26)):

z-ca=([o(2),u(a)]) = (o p)([0(2). (a)]) =7 ([0 (2). /' (a)]) = 2 ¢ra
Ist (N, p) ein g-Modul, dann definiert
[(z,n), (y,m)] = ([x,y],z-m -y-n)

eine Lie Klammer auf g x N. Die Einzelheiten sind leicht zu verifizieren und seien
dem Leser {iberlassen. Die so erhaltene Lie Algebra bezeichnen wir mit g x{ V.

Die kanonische Sequenz
¢f: 0—=N—">gxh N—">g——0,

bildet eine splittende abelsche Erweiterung von g durch N, denn o.(x) = (z,0)
ist ein Lie Algebra-Homomorphismus. Dariiber hinaus gilt pee = P

(1.26

ogn 2 [oe(@), 1e(m)]) = 121 ([(,0), (0,m)]) = 121((0,2-1)) = 2.

IstC:0 N—=g—">g 0 eine splittende abelsche Erweiterung, dann gilt
¢ =Lie Cg ¢. Um dies zu zeigen definieren wir zu einem Schnitt o von 7 die lineare
Abbildung ¢ : g xg¢ N —=g durch ¢(x,n) := o(x) + ¢(n). Man sieht sofort, dass

<5CO—>NL>9K8CNL>Q—>O

g

¢:0 N———F§—"—9g

idy idg

ein kommutatives Diagramm von Lie Algebra-Homomorphismen bildet. Denn es
gilt:

[e((2,n)), e((y,m))]

[o() +¢(n), 0 (y) +«(m)]
[o(),0(y)] + [0(x), (m)] - [0(y), (n)]

U2% ([2,y]) + e(z-m) - u(y-n)

o(([z,y],z-m-y-n))

p([(2,n), (y,m)]).



1.4 Erweiterungen

Damit ist die Behauptung bewiesen.

(7) Die abelsche Erweiterung ¢ : 0 N——=g—"+g 0 splittet genau dann,
wenn ¢ =, (¢ gilt (siehe (5) und (6)).

DEFINITION 1.4.7. Sei (N, p) ein g-Modul. Dann ist Ext,(g, V) die Menge der
Aquivalenzklassen aller abelschen Erweiterungen ¢ von g durch N, fiir die p¢ = p gilt.
[¢] bezeichne die Aquivalenzklasse von ¢ in Ext,(g, V).

Satz 1.4.3 beschreibt, wie man jedem Kozykel aus Z!'(g, Homg (M, N)) eine g—
Modul-Erweiterung von M durch N zuordnen kann. Der folgende Satz fiihrt eine
analoge Zuordnung zwischen Z2(g, M) und abelschen Erweiterungen von g durch M

vor (s. [N, Prop. V.2.4]):

SATZ 1.4.8. Sei (N, p) ein g-Modul und w € C?(g, N). Dann wird auf dem K-Modul
gx N durch
[(xvn)a (ya m)] = ([‘1'7 y]7$'m —y-n+ (,LJ(.I' A y)) (127)

genau dann eine Lie—Klammer definiert, wenn w € Z%(g,N) gilt. Die dadurch erhal-
tene Lie Algebra bezeichnen wir mit g xt, N. Zudem ist die kanonische Sequenz

Gt 0——>N—">g xf;, N—">g—0,

eine abelsche Erweiterung von g durch N die p¢, = p erfillt und genau dann splittet,
wenn w € B%(g, N) gilt. Mehr noch: (, =pic ¢ < [w]=[w'].

Beweis. Die Klammer in (1.27) definiert fiir jedes w € C?(g, N') offensichtlich eine
entsprechende bilineare Abbildung, die (1.1) erfiillt. Man rechne nun nach, dass sie die
Jacobi-Identitét (1.2) genau dann erfiillt (und damit genau dann eine Lie Klammer
ist), wenn w € Z2(g, V) gilt.

Offensichtlich handelt es sich bei (, um eine abelsche Erweiterung von g durch N.
Die Identitét p¢, = p ist wie in Bemerkung 1.4.6 (5) zu verifizieren.

Wir zeigen nun die Behauptung (, = (v < [w] = [w']. Dazu seien w,w’ €
Z?(g,N) und p:gx N —=gx N eine lineare Abbildung sodass das folgende Dia-
gramm kommutiert:

|

Cw,0—>NL>gb<Z,Ni>g—>O

idy idg

Aus der linearen Algebra folgt dann ¢(x,n) = (z,n + f(x)) fiir ein f € Homg (g, N).
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1 Grundlegendes

Angenommen (, =r;. (,» und ¢ ist ein Lie Algebra—Homomorphismus. Dann gilt:

o([(z,n), (y,m)]) = [(z,n), o(y,m)]
(1.27)11
([z,y),x-m-y-n+w@ay)+ f([z,9]) = ([z,y],z-m-y-n+z-f(y) -y f(2)
0 +w’(a:/\y))
(w-w)(xry)=z-f(y) -y f(x) - f([z,y])
(1.12)11
w-w' =d'feB*g,N)

Letzteres bedeutet aber [w] = [w'] in H*(g, V). Fiir die Umkehrung verwende man
obige Aquivalenzen in umgekehrter Reihenfolge.
Mit Blick auf Bemerkung 1.4.6 (7) gilt nun insbesondere:

Co splittet < (, =ric G = [w]=[0] & weB*(g,N). O

Der eben gezeigten Satz liefert also zu jedem g—Modul (N, p) eine kanonische

injektive Abbildung
H?(g,N) — Ext,(g,N) (1.28)

die der Aquivalenzklasse der splittenden Erweiterungen die Kohomologieklasse der
Korénder [0] zuordnet. Wiederum handelt es sich hierbei um eine Bijektion ([N, Prop.
V.2.4]):

SATZ 1.4.9. Sei (N, p) ein g—Modul. Dann existiert eine kanonische Bijektion
Ext, (g, N) = H*(g,N)

von Mengen, die der Aquivalenzklasse der splittenden abelschen Erweiterungen [o]
die Kohomologieklasse der Korander [0] zuordnet.

Beweis. Es ist noch die Surjektivitét von (1.28) zu zeigen. Dazu sei [(] € Ext,(g, V)
und ( ein Reprasentant dieser Aquivalenzklasse, dh. eine exakte Sequenz von Lie

Algebren der Form
(: 0—=N——g——>g—0

mit pe = p. Wahlen wir zu 7 einen linearen Schnitt o : g —T, dh. es gilt moo =idg, so
folgt aus ([0 (2),0(y)] - o([z,y])) = 0 die Tatsache [o(x),0(y)] - o([z,y]) € L(N)

fir alle 2,y € g. Zusammen mit (1.1) und der Bilinearitdt der Lie Klammer ist daher

wo(z ny) = ([o(x), o(y)] - o([z,y])) (1.29)

eine wohldefinierte lineare Abbildung w, : A?2(g) — N. Legen wir bzgl. dieser 2—-
Kokette dem K—Modul g x N die Struktur (1.27) auf, so zeigt sich fiir den linearen
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1.5 Euler—Poincaré Charakteristik

Isomorphismus ¢ : g x N —G, ¢((m,n)) = t(n) + o(m):

o([(z,n), (y,m)]) = w([z,yl,z-m-y-n+w,(xry))

U2 (em) =y -n) + [0(2), ()] - o([2,5]) + o ([, y])

U296 (2), u(m)] - [0(y), 1(n)] + [o(2), 0 (y)]
[1(n) + o (), 1(m) + o (y)]
= [90(337 n)> 90(3/7 m)]

Damit handelt es sich bei (1.27) um eine Lie Klammer (¢ isomorph) sodass nach Satz
1.4.8 w, eine 2-Kozykel in Z2(g, N) ist. Damit haben wir ¢, = ( gezeigt (denn por. = ¢
und 7o ¢ =7.) und folglich auch die Surjektivitidt von (1.28): [w,] ~ [(w, ] =[¢]. O

1.5 Euler-Poincaré Charakteristik

Sei g eine n—dimensionale Lie Algebra iiber einem Korper K und z4,...,z, eine
Basis von g. Dann bildet die Menge aller z;, A... Az, € AP(g) mit 1 <y <---<i,<n
cine Basis von AP(g) (siehe [J1]). Daher gilt dimg AP(g) = (Z) Weiters ist aus den
Grundlagen der linearen Algebra die Gleichung dimy Homg (V, W) = dimg V-dimg W
fiir endlichdimensionale Vektorrdume V' und W bekannt. Daraus ergibt sich fiir den
Raum der p—Koketten:

dimy CP(g, M) = dimg AP(g) - dimy M = (") - dimy M. (1.30)
p

LEMMA 1.5.1 ([Sa]). Sei g eine Lie Algebra iiber einem beliebigen Kiorper K der
Dimension n und M ein endl.—dim. g—Modul. Dann gilt:

(i) dimg H?(g, M) = dimg Z?(g, M) + dimg 2P~ (g, M) = (") - dimg M
(ii) dimg H?(g, M) = (1) - dimg M - dimg B?(g, M) - dimg B**1(g, M)

Beweis. Einerseits erhalten wir fiir jedes p € Z zu dP : CP(g, M) — CP*'(g, M) die

Dimensions-Gleichung Ker(dP) Tm(dP)
er

(”) -dimg M = dimg C?(g, M) = dimg Z?(g, M) + dimyx B**'(g, M).  (1.31)
p

Andererseits gilt auf Grund von H?(g, M) = Z?(g, M)/B?(g, M) die Gleichung
dimg H?(g, M) = dimg Z7(g, M) - dimy B?(g, M). (1.32)

Durch entsprechendes Einsetzen von (1.31) in (1.32) folgt sowohl (7) als auch (ii). [
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1 Grundlegendes

DEFINITION 1.5.2. Sei g eine endl.—dim. Lie Algebra {iber einem beliebigen Korper
K und M ein endl.—dim. g—Modul. Dann heifst

dimg g

1=0

die Euler-Poincaré Charakteristik von g mit Werten in M. Zu dem triviale g-Modul
K schreiben wir kurz x(g) := x(g, K).

Im folgenden Satz stellt sich nun heraus, dass die Euler—Poincaré Charakteristik
einer Lie Algebra stets trivial ist.

SaTrz 1.5.3 (|G]). Sei g eine endl.—dim. Lie Algebra tiber einem beliebigen Korper
K und M ein endl.—dim. g—Modul. Dann gilt:

x(g, M) =0

Beweis. Aus Lemma 1.5.1 (1), mit n = dimg g, folgt

(0. 0) = (1) (dim 2/(g. M) + dimye 27 (@.20) - ) -y 01
- ‘no(—1)i dimg Z'(g, M) - 2(—1)@‘ (dimK Zi(g, M) - (TZ) - dimy M)
_ (=1)" dimg Z"(g, M) + dimg M- 21(-1)1(7;)
= dimg M - 2(—1)%’(?) = dimg M - (1-1)" =0
was zu zeigen war. O

1.6 Poincaré-Dualitat

Sei g eine endl.—dim. Lie Algebra iiber einem Kérper K und (M, p) ein g—Modul.
Dann erhalten wir durch

prw(x)(m) = p(x)(m) - tr(ad, ) -m

eine neue g-Modulstruktur auf M. Denn einerseits kommutiert tr(ad,)-idy, mit
jedem Element in Endg (M) — woraus sofort [pu, (), pue(y)] = [pows prw] folgt —
und andererseits ist tr(adp, ) = tr([ad,, ad,]) = 0 weil allgemein tr(f o g) = tr(go f)
fir f,g € Endg(M) gilt. Beides zusammen fithrt zu der gewiinschten Gleichung
pro([2,y]) = [prw (@), pr(y) ]-

Sofern keine Missverstdndnisse drohen, werden wir fiir (M, py,) kurz M™ sowie
x - om anstelle von pg, () (m) schreiben. Ist g eine Lie Algebra, fiir die tr(ad,) =0
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1.6 Poincaré—Dualitat

fiir alle x € g gilt, so nennen wir g eine unimodulare Lie Algebra. In diesem Fall gilt
P = Ppw bzw. M = M.

LEMMA 1.6.1. Sei g eine endlich-dimensionale Lie Algebra tiber einem Kérper K
und M ein g—Modul. Dann existiert ein nicht-kanonischer g—Modul-Isomorphismus

M =, Homg (A"(g), M) = C"(g, M). (1.33)

Beweis. Sei x1,...,x, eine Basis von g, x € g fix gewahlt und ~,; € K so, dass
[z, 2] = ¥ vijr; gilt. Dann erhalten wir:

voxt =Y T Az a] Aaly =) vuat = tr(ad,) -2t (1.34)
' i=1

Weil A7(g) allein von z7 linear erzeugt wird, ist die Abbildung
wrw(x}), C(g,M)—M

ein linearer Isomorphismus. Dass er auch die g—-Modulstrukturen respektiert, zeigt
schlussendlich folgende Rechnung;:

(z-w)(@}) =z (w(h)) —w(z-at) "2V a (w(@)) - w(tr(ad,) -27)

=z -w(zl) —tr(ady) -wn(2]) = 2+ gew(z]). O

Diese Identifizierung von M*™ mit C"(g, M) wird sich im Beweis der Poincaré—
Dualitéat als sehr hilfreich erweisen. Dass sie nicht kanonisch ist, liegt an der Wahl
der Basis von g: Sie ist im Allgemeinen nicht kanonisch.

SATZ 1.6.2 (Poincaré-Dualitdt). Sei g eine n—dimensionale Lie Algebra diber einem
Kérper K der Charakteristik O und M ein endl.—dim. g—Modul. Dann gilt:

HP (g, (M™)*) 2 H" (g, M)*

Beweis. (s. [Kn, Chap. VI, Sec. 3| bzw. [Hz|): Wir werden die folgenden beiden
[somorphismen zeigen:

Hy(g. M™) = H" (g, M) (135a)  HP(g,M") = H,(g.M)"  (L35b)

Durch entsprechendes Einsetzen lasst sich daraus die gesuchte Dualitat ableiten. Um
(1.35a) zu zeigen, betrachten wir (unter Verwendung von (1.33)) die zugehorigen
Réaume der p—Ketten und (n - p)-Koketten:

Cp(g, M™) =i AP(g) ® C"(g, M) C"P(g, M) = Homg (A" (g), M).
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1 Grundlegendes

Die lineare Abbildung

¢p: Cp(g, M) —= C™P(g, M), mit ¢p(7] ®w) = wyr (1.36)
fir alle 27 € AP(g) und w € C™(g, M), ist offensichtlich ein linearer Isomorphismus.
Zeigen wir

bpor 0 dy = (~1)Pd"7 0 6, (1.37)

wobei d, = d,(g, M*™) und d"P := d"P(g, M) bezeichnet, so folgt daraus sofort
(1.35a): Wir berechnen die linke Seite und erhalten

Pp1(dp(zf ®w)) = i(—l)i%—l(l’i—l Aol y) @w+ 2l ® (z; -w))
=1

p
(1.10) ;
= LD (Captngeneaty) + 0 Wit~ Wt
1=

M-

[ )
(-1)"(i Wiat = Wi tyna, )

i=1
(1.38) & ; (1.10) i
= Z(_l) ("Ei'wimf _wm’i‘lA(xi-wa)) = Z(_l) (xi’wmi‘l )wfﬂ'
i=1 i=1
Dabei haben wir folgende Identitiat verwendet:
(1) att Amgealy = Y (1) P wg, ap] At = Y01 g, 2] A et
i=1 1§i;j$p 1<i<j<p (138)
Y CITIRERI
j=1

Damit sehen wir aber
(=1)Pd" P (dp(2] ®@w)) = Pp1(dp(2] @ w)) =
p .
= (-1)Pd" P (wyr) - Z;(—l)’(xz' Wit )pr = (A" (W) =0

womit (1.37) und folglich auch (1.35a) gezeigt ist.

Nun ist noch (1.35b) zu beweisen: Dazu betrachten wir folgenden linearen Isomor-
phismus

CP(g, M*) =Homg (AP(g), Homp (M, K)) 2x Homg (AP(g) @ M, K) = C,(g, M)*
der durch
b CP(g, M*) — Cyp(g, M)*, ¥ (w)(z) ®m) = w(x])(m) (1.39)
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1.6 Poincaré—Dualitat

fir 27 € AP(g) und m € M gegeben ist. (1.35b) folgt nun aus der Gleichung
V(d"(w)) =¥ (w) o dpu, (1.40)

die einfach zu verifizieren ist:

H) (a0 m) = 1)) 05 i (ot 0 )

1l
'M'@ .

i
<}

(-1 (9 ()Gah © 2i-m) + (@) (A2l o m))

Il
.M_B

i
=}

(~1) (=) (@iom) =y A-ad ) (m))

I
.M"@

i
o

(—1) (s w(ea) - (@i Aai-al ) (m)
(w)(@B) () = (P (w)) (zh @ m). 0

KOROLLAR 1.6.3. Sei g eine n—dim. Lie Algebra tiber einem Korper K. Dann gilt:

S

=d

H™(g, K™™) = K.

Beweis. Folgt sofort aus der Poincaré—Dualitdt 1.6.2 indem wir ((K-w)w)* =~ K* = K
beachten und fiir p = 0 nachrechnen:

H"(g, K™*) = H(g, (K)"™)") 2 H(g, K) = K. =

Seien M und N g-Moduln. Zu jedem w € C?(g, M) und w’ € C(g, N) wollen wir
eine (p + q)-Kokette w Aw’ € CP*(g, M ®x N) definieren. Dazu legen wir zuerst zu
jedem o € S, eine lineare Abbildung w x, w’: TP*(g) — M ®x N wie folgt fest!:

® - "
w o W (') = sgn(0) - w(zy) @ o' (701).

Fiir jedes 7 € Spjq := {0 € Spiq | {1,...,p} ist eine Invariante von o} (dh. 7 permutiert
die ersten p Elemente und die restlichen ¢ Elemente getrennt von einander) gilt dann

g (#1) =sgn(r)-wxo o (FEY) =woer (), (14D)

jedoch nicht im Allgemeinen fiir jedes 7 € S,.4. Bilden wir nun die Summe {iber alle
geSy,={0eS,,|o(l)<-<o(p)und o(p+1)<--<o(p+q)}

w x w’(%ﬁ”q) =Y WX, w’(glfq), (1.42)
0€Sp.q

so erhalten wir eine lineare Abbildung w x w’:TP*(g) — M ®x N die iiber die

1%711 =@ ® T, € T7(g).
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1 Grundlegendes

kanonische Quotlentenabbﬂdung i Trra(g) — AP+(g) faktorisiert. Denn im fol-
genden zelgen wir: w x w’(xp 1) = 0 fiir alle 21 € IP*9(g).

Dazu sei xﬁ”q e IPti(g) (dh. 31 <i<j<p+qmit z; =), 7= (i j) € Spiq die
Transposition von ¢ und j sowie {S., S, S.} die Partition von S, ,, welche wie folgt
definiert ist:

Soi={oeSpq| (07 (i) <paa () <p) v (o™ (i) >prot(j) > p)}
Sci={oeSy, o7t (@)<prot(j)>p} Ss={0eS,,|o7'(i)>pnrct(j)<p}

Dann existiert fiir jedes o € S. ein eindeutiges 7, € Sy, sodass 0/ :==To0 o7, €S, gilt
(ndmlich 7, = (671(4) - p)(p+1 - 07(j))~! in Zykelschreibweise). Dies definiert eine
1-1-Korrespondenz zwischen den Permutationen in S. und S.. Da Transpositionen
stets Signum -1 haben, gilt weiters:

(1.41)

W x w'(xmq) =58gn(7) W X700 w'(:cpw) —W X1 w’(%ﬁ”q). (1.43)

Damit heben sich die Teilsummen Y ,.q. und Y ,.q in (1.42) gegenseitig auf und weil
w x, W' (™) = 0 fiir alle o € S gilt, folgt insgesamt die Behauptung w x w’(2]*) = 0.
Es bezeichne

wAw APH(g) — M @ N

die eindeutige lineare Abbildung, fiir die w Aw’ o™ = w x w’ gilt. Handelt es sich bei
M und N jeweils um den trivialen g-Modul K, so ist w A w’ € CP*9(g). Damit macht
man C*(g) wie auch H*(g) zu einer K—-Algebra.

KOROLLAR 1.6.4. Sei g eine n—dimensionale, unimodulare Lie Algebra tiber einem
Korper K und xy,...,x, eine Basis von g. Dann ist

B HP(g) x H*P(g) — K, f([w], [w]) =wArw'(a])

eine nicht-ausgeartete Bilinearform.

Beweis. Fiir den zu (1.36) inversen Isomorphismus ¢! : C"?(g, K) — C,(g, K')
gilt ¢, (wn-p) = ¥ ® n mit 7y = wy_,. Verkniipfen wir den dazu dualen Homomor-
phismus ¢, : Cp(g, K')* — C"P(g, K)* mit ¢, aus (1.39), so erhalten wir den
Isomorphismus

Gt 0ty 1 OP(g, K") —= Cm (g, K)*.
Fiir diesen gilt:
Qb;l*(wp(wp))(wn—p) = 1/’p(wp)(¢;_>1(wn—p) = wp(7) (). (1.44)

Da g unimodular ist, handelt es sich bei K** um einen trivialen g-Moduln sodass
er mit K identifizierbar ist: K — K" 1k~ f mit f(n) =n(z}). Damit induziert
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1.6 Poincaré—Dualitat

(1.44) wegen (1.37) und (1.40) in der Kohomologie den linearen Isomorphismus

Op: HP(g) —= H"?(g)*, Op([wp])([wnp]) = wp()n(at).
Sei nun § = ¥ cq,  Ara7;. Dann gilt:

Wy A wnp(T7) = Z Sgn(a)wp(xng)wn—p(xgzﬂ) = Z sgn(o)wy (2o} )n(F A xgzﬂ)

0€Sp.q 0€Sn,p

= sgu(0) 3 Awp (@ )n(ad Aagr ) = ) sen(r) Ay (a7 )n(af;

0€Sn.p T€Sn,p ————— TEShp
+0=0o=T

= wp()n(27) = 0p(wp) (wWn-p)

Damit ist  eine wohldefinierte Bilinearform die nicht ausgeartet ist (weil 6, bijektiv
ist). O
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2 Hochschild—Serre-Spektralsequenz

Sei R ein Ring. Ein R-Modul E heilit bigraduiert, falls E I'-graduiert mit I' =
Z x Z ist. Dh. es existiert ein Familie von Untermoduln (EP4), oezxz, sodass £ =
D (p.q)ezxz L7 gilt (bei Indizierung mit (p, ¢) lassen wir die Klammern weg). In diesem
Fall schreiben wir E** anstelle von £/ um dessen Bigraduierung hervor zu heben. Ein
Homomorphismus f : E** — E'** ist folglich homogen vom Grad (r,s), wenn fiir
alle p,q € Z gilt: f(EP?) c EPtats. Wie in Abschnitt 1.2 definiert, bezeichnet

fpvq . fpa — s FIptTigts.

jenen Homomorphismus, welcher der Gleichung tgmw+rq+s o fP9 = f o 1gp.q geniigt.

Sei (E*, d*) ein Kokettenkomplex {iber R und fiir jedes n € Z sei E™ Z-graduiert, dh.
es existiert ein Familie von Untermoduln ((E™P),ez von E™ sodass E™ = @,z (E™P
gilt. Dann erhalten wir durch EP¢ := (EP+0P eine Bigraduierung auf F fiir die gilt:
E" = @, gon EP9. Ist zudem d": E" — E™*1 fiir jedes n € Z homogen vom Grad r
(dh. d*(CE™P) c (En+Dp+r) g0 ist d zugleich ein homogener Homomorphismus vom
Grad (r,1-r): d»?: EP9 — EP+ma+l=r Die Untermoduln Ker(d*) und Im(d®) von
E* sind dann homogen bzgl. der Bigraduierung sodass auch die Kohomologie von
(E*,d*) bigraduiert ist:

H™(E,d)= @ HP(E,d) mit H?(E,d) := Ker(d”?)/Im(dF"71*7).
p+g=n
In diesem Zusammenhang bezeichnen wir (E*,d*) als einen bigraduierten Koketten-
komplex vom Grad r.
Eine Kospektralsequenz (s. [W, Chap. 5|) iiber einem Ring R ist eine Folge
((Er,d;))rsr, von Kokettenkomplexen iiber R, die fiir jedes r > ry folgende Ei-
genschaften erfiillen:

(i) (E,,d,) ist ein bigraduierter Kokettenkomplex vom Grad r.
(ii) Es existiert ein graderhaltender Isomorphismus ®, : E75 — H**(E,,d,).

Dh. fiir jedes n € Z gilt E? = @,,,-, £¥'? und d, ist homogen vom Grad (r,1-r):
dP?: EPY —~ P Handelt es sich bei dem Ring R um einen Korper, so sprechen
wir auch von einer linearen Kospektralsequenz.

Eine Kospektralsequenz (E,,d,),s», bezeichnen wir als beschrinkt, falls fiir jedes
n € Z der Z-graduierte Modul E}! endlich ist, dh. fiir jedes n € Z sind, bis auf endlich
viele, alle ER? mit Totalgrad p + ¢ = n trivial. Man beachte, dass fiir jeden Tupel
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2 Hochschild-Serre-Spektralsequenz

(p,q) € Z x Z mit ER? =0 auch EP? =0 fur alle r > rq gilt.

Beschrankte Kospektralsequenzen haben ein “endliches Konvergenzverhalten Fiir
jedes (p, q) € Zx7Z existiert ein rp , € N, sodass EX? = ED? fiir jedes r > 1, 4 gilt. Denn
fiir ein hinreichend groRes r € N sind EP™"% 1" = P47 — o (EP*! und EPH*!
sind endlich) und daher die beiden Homomorphismen

q . R +7,q+1-r -r,q—1+r | -r,q—1+r ,
01 EP s EPT QT g ppa (2]

trivial, was
EP4 = ker(dP?)/im(dP971T) = P

r+l1 =

zufolge hat. Mit E&? := E7>? bezeichnen wir diesen “Grenzwert” von (EF?),sy,.

Eine absteigende (resp. aufsteigende) Filtrierung eines R-Moduls M ist eine Familie
(FPM)pez von Untermoduln von M, sodass FPM 2 FPiM (resp. FPM 2 FreiM)
fiir jedes p € Z gilt. Eine absteigende (resp. aufsteigende) Filtrierung von M heift
beschrinkt, falls es s <t (resp. s > t) in Z mit FsM = M und F'M = 0 gibt. Ist
zudem M = M* I'-graduiert, dann setzen wir FPM als homogen bzgl. I' voraus,
dh. FPM = @, FPM7. Dies ist gleichbedeutend damit, dass fiir jedes v € I' die
Modulfamilie (FPM7),ez eine Filtrierung von M7 bildet. (FPM?®),ez heit graduiert-
beschrinkt, wenn fiir jedes v € I' die Filtrierung (FPM?"),ez von M7 beschriankt
ist.

Sei H* ein Z-graduierter R—Modul und (E,,d,),sr, €ine beschrankte Kospektralse-
quenz iiber R. Dann sagen wir (E,,d,.),>», konvergiert gegen H*, falls eine absteigende
Filtrierung (FPH*),ez von H* existiert, sodass

E&q ~ FPHP+Q/FP+1HP+Q

fiir alle (p,q) € Z x Z gilt. Man schreibt dann auch EP L Hr+4, wobei iiber dem
Doppelpfeil der Filtrierungsindex angegeben wird.

Die auf H* gegebene Filtrierung ist dann graduiert—beschréinkt, dh. fiir jedes n € Z
ist (FPH™),ez beschrankt. Dies folgt aus der Tatsache, dass F%? # 0 nur fiir endlich
viele Terme mit Totalgrad p + ¢ = n gilt. Aber Vorsicht, die Filtrierung auf H* ist
nicht notwendigerweise beschrinkt.

2.1 Spektralsequenz eines filtrierten Kokettenkomplex

DEFINITION 2.1.1. Eine absteigende Filtrierung eines Kokettenkomplexes (C*, d*)
ist eine absteigende Filtrierung (FPC*®),ez des Z-graduierten Moduls C*, die mit dem
Korandoperator d* : C'* — C'* wie folgt vertraglich ist:

d"(FPC™) ¢ FPC™,

Sarz 2.1.2 (|W, Thm. 5.4.1]). Sei (C*,d*) ein Kokettenkomplez iber einem Ring R.
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2.1 Spektralsequenz eines filtrierten Kokettenkomplex

Dann induziert jede absteigende Filtrierung (FPC®)pen auf kanonischer Weise eine
Kospektralsequenz (E,,d,),so tber R fir die

EP? = prCpra | prelorea (2.2)

fir alle p,q € Z gilt.

Beweis. Fiir jedes p,q € Z und r > -1 definieren wir Untermoduln von FPC?*? von

der Gestalt ZP9 = {w € FPOP| dus € Fp+r0p+q+1}

(2.3)

BP9 = d(FPCPrl) n FPCPH,
Offensichtlich gilt B?? ¢ ZP9 und wegen d*(ZP* """ ¢ FrerCpratl auch 2P0 ¢ 7249,
Daher sind die Quotienten

Ep = Z09)(BR9 + 2010 (2.4)

wohldefiniert und E, := @, ,ez E7? fiir jedes r > 0 ein bigraduierter R-Modul. Dariiber
hinaus ist, was leicht nachzupriifen ist, (2.2) erfiillt.

Der Korandoperator d* : C* — C* induziert eine Abbildung 227 — ZP*0+"
die zusammengesetzt mit dem kanonischen Epimorphismus ZZ*"9""" — pprari-r
zu der Abbildung Ej’q L ZP9 s EPTTIT it Fiir jedes w € ZPY gilt nun einerseits
dw e BPHITIT o e foll’q_l und andererseits d*(w) € fo{”'l’q_r < we ZP% Daher

r+1°
erhalten wir o .
ker(d,”) = ZP% + ZP1 07, (2.5)

Offensichtlich ist B2+ Z* 147 c ker(d, ") sodass d, ' zu einer eindeutigen Abbildung
dP1: EPY s EPTIT faktorisiert. Diese Familie von Abbildungen bildet zu jedem
r > 0 einen Endomorphismus d, : E, — E,. der bigraduiert vom Grad (r,1 —r) ist
und d,. o d, = 0 erfiillt. Um zu zeigen, dass es sich bei (E,,d,),»o tatsichlich um eine
Kospektralsequenz handelt, ist noch HP(E,,d,) = E"%, nachzuweisen. Dazu halten
wir zuerst einmal fest:

P8 4 ZPt bt Brg + Zo !

ker(dp7q) ~ r+1 im(dp—r,q—1+r) ~ r+1
T /T ppg p+l,g-1 T T npg p+l,g-1"°
B+ 7.7 B+ 7.7

Unter Verwendung des 2. und anschliefsend des 1. Isomorphiesatzes sowie der Identitét

ZPrH A 7P = ZPha folet schlussendlich

12 D.q p+1l,q-1 D,q D,
ker(dT ) 2,: Zr+1 + Zr—l 12 Zr+1 ~ Zr+1

: p-1,9-1+7\ T npg p+l,g-1 — D, p+1l,q-1 D9 T P p+l,q-1°
im(d? ) B A+Z. (BT+1 + 7.7 )N Z.n B+ Zy

Eine absteigende Filtrierung auf (C*,d*) definiert auf kanonische Weise eine eben-
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2 Hochschild-Serre-Spektralsequenz

solche auf der zugehdrigen Kohomologie:

FPH*(C*,d*) = im(H*(FrC*,d* ) —= H*(C*,d")).
Handelt es sich bei der Filtrierung um eine graduiert—beschrinkte, dann existiert zu
jedem Tupel (p,q) € Z x Z eine natiirliche Zahl r, , € N, sodass fiir alle r > r,

P9 .— 7Pq9 — 77D,4 P9 .— P9 — P,q
7P = Zpa = 7P B := BP4 = BP.

Tp,q Tp,q

gilt (siehe (2.3)). Der Quotient Z%?/B&? entspricht dann FPHP*4(C*® d*) und die im
obigen Satz konstruierte kanonische Kospektralsequenz besitzt folgendes Konvergenz-
verhalten:

KOROLLAR 2.1.3. Ist (C*,d*) ein Kokettenkomplex mit graduiert-beschrinkter
Filtrierung, so ist (E,,d,);so aus Satz 2.1.2 eine beschrinkte Kospektralsequenz die
gegen die Kohomologie H*(C*,d*) konvergiert.

Beweis. Aus (2.2) sieht man sofort, dass eine graduiert—beschriankte Filtrierung
eine beschrinkte Kospektralsequenz hervor ruft. Betrachten wir den kanonischen
Epimorphismus

P4 Z00 B = FPHP+a(C*, d*) — E%T = Z57 (BT + Z5H71)
und berechnen dessen Kern
ker Pt = (Z597 + BRS) (BRI = 28747 [(BLg n 25007ty = Z2 ot | Brete,

so fithrt uns die Faktorisierung von ¢4 iiber dessen Kern zu dem gewiinschten
Isomorphismus

ZBIBYS  FeHPr(Ce d) .
Zg:l,q—l/Bg:l,q—l = FeralJrq(Co’ d')'

P,q
EY;

112

2.2 Die Hochschild-Serre-Spektralsequenz

Sei g eine Lie Algebra iiber einem Korper K und ¢ ein Ideal in g. Dann definiert fiir
jedes n € Z

0 p<0
FPA™(g) := 4 ({a7 | 3o € S,, sodass 1), - -, To(np) €€})xk 0<p<n
A™(g) p>n

eine aufsteigende und beschrinkte Filtrierung des g-Moduls A”"(g) (zum Nachweis
verwende man (1.7)). Damit wird auf dem Z-graduierten g-Modul A*(g) eine auf-
steigende, graduiert-beschriankte Filtrierung (FPA*(g)),» festgelegt.
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2.2 Die Hochschild—-Serre-Spektralsequenz

PROPOSITION 2.2.1. Sei g eine Lie Algebra tiber einem Korper K, € ein Ideal von
g und M ein g—Modul. Dann definiert

FPC™(g, M) :={weC™(g, M) |w(x) =0 fiir alle v € F""*A™(¢)}

eine fallende, graduiert—beschrinkte Filtrierung des linearen Kokettenkomplezes

(C*(g, M), d*).

Beweis. Offensichtlich bildet (FPC™(g, M) )pez fiir jedes n € Z eine fallende Filtrierung
des K—Vektorraumes C™(g, M) die dazu noch beschrankt ist:

FOCn(g, M) = C" (g, M) P10 (g, M) = 0 (2.6)

Sie ist auch vertréglich mit dem Korandoperator d*: Denn zu jedem xf € FP~1A"*1(g)
liegen die Monome ;23 und x} A x; -2, fur jedes 0 <i<n in FP-1A"(g) sodass fiir
jedes w e FPC™ (g, M)

d"(w)(wg) = Y (-1 (i wiag) ~wlag ! Azg-ay) =0
i=0
und folglich d"(w) € FPC™*(g, M) gilt. O

DEFINITION 2.2.2. Sei g eine Lie Algebra iiber dem Korper K, £ ein Ideal in g
und M ein g-Modul. Dann nennen wir die durch Proposition 2.2.1 und Satz 2.1.2
kanonisch gewonnene Kospektralsequenz die Hochschild-Serre—Spektralsequenz von g
beziiglich dem Ideal £ mit Werten in M (s. [HS]).

Da (C*(g,M),d*) ein linearer Kokettenkomplex ist, handelt es sich bei der Hoch-
schild—Serre—Spektralsequenz um eine lineare Kospektralsequenz. Dariiber hinaus
ist sie, Korollar 2.1.3 zufolge, beschrankt und konvergiert gegen die Kohomologie
H*(g, M). Dh. fiir jedes (p,q) € Z x Z und ein dazu hinreichend grofs gewéahltes r gilt

FrHPra(g, M)
FertHpa(g, M)

EPa

T

112

P,q
B

112

(2.7)

Aus (2.6) und (2.2) ist ersichtlich, dass EP*? = 0 gilt sobald p < 0 oder ¢ < 0 ist. —
Die Hochschild—Serre-Spektralsequenz konzentriert sich also im ersten Quadranten.
Daraus lésst sich eine hinreichende Bedingung fiir (2.7) ableiten: Mit r > p+ ¢ +2 sind
die Homomorphismen in (2.1) trivial und folglich (2.7) erfiillt. Ist die Lie Algebra
endl.—dim., dann gilt zusammenfassend:

SATZ 2.2.3. Sei g eine m—dimensionale Lie Algebra tber einem Kérper K, € ein
Ideal in g und M ein g—Modul. Dann gilt fir r > m+ 2 und fir jedes n € Z:

f{n(gaﬂ4) =K 6{9 l;fﬂ'

p+q=n
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2 Hochschild-Serre-Spektralsequenz

2.3 Der 1-te Term L7°

Sei g eine Lie Algebra iiber einem Korper K, £ eine Ideal in g und M ein g—Mo-
dul. Dann besitzt der Z-graduierte K—Vektorraum C*(g/¢, M) die kanonische ¢
Modulstruktur

(z-w)(@) =z-w(yy) fir jedes pe Z, x €€, weCP(g/t, M) und y; € g/t.  (2.8)

Dies folgt aus Beispiel 1.1.3 (6) indem man beachtet, dass g/¢ auf kanonischer Weise ein
trivialer &-Modul ist. Daher lésst sich zu dem bigraduierten K-Modul C*(¢,C*(g/t))
der kanonische Korandoperator d; := d*(¢,C*(g/t, M)) wohldefinieren. Er erfiillt fiir
jedes p,q € Z und w e CI(¢,CP(g/t, M)) nach (1.12) und (2.8) die Identitét

01(w) (a1 = i(—l)i(@ci w)(3). (2.9)

Insbesondere ist dj(w) € C9*1(¢,CP(g/t, M)) und daher
(C*(¢,C*(g/t, M)), dy) (2.10)

ein bigraduierter Kokettenkomplex vom Grad 0. Legen wir die Indizierung durch
(Ca(t,CP(g/, M)))(p.g)ez2 fest, so ist di homogen vom Grad (0, 1) und schreiben

d? = C9(E, CP(g/t, M) —= Cavi(E, CP(g/t, M)).

Der Grund fiir die “umgekehrt” gewéhlte Reihenfolge seiner Indizierung erschliefst
sich nun aus dem folgenden Satz (s. [HS, Thm. 1]):

SATZ 2.3.1. Sei g eine Lie Algebra tiber einem Koérper K, € ein Ideal von g und
M ein g—Modul. Dann existiert ein graderhaltender Isomorphismus bigraduierter
Kokettenkomplexen

Oy : (Eo(g, &, M), dy) —=C*(t,C*(g/t, M), dy). (2.11)

Beweis. Zunéchst sei (5 : g/t — g eine rechtsinverse lineare Abbildung zur kanoni-
schen Quotientenabbildung 7 : g —g/¢, dh. 7o 3 = idg. Sie ldsst sich kanonisch
zu einer linearen Abbildung 5 : A*(g/t) — A*(g) erweitern. Unter Verwendung der
Schreibweise Z := 7(z) definieren wir zu jedem Tupel (p,q) € Z x Z eine lineare
Abbildung

11 Ca(g, M) —= CO(E Cr(afe M), () () = wlaf A D).

q+1 q+1

Schranken wir diese auf FPCP*4(g, M) ein, so erhalten wir eine von 8 unabhingige
lineare Abbildung

s FrCra(g, M) —= Ca(t, CP(gft, M)) mit r79(w) (29)(02) = w(ad ™).

q+1

36



2.3 Der 1-te Term E}*

Fiir den Kern dieses Homomorphismus gilt
ker r?? = FPTICPH(g M),
Somit erhalten wir durch Herausfaktorisieren des Kerns einen Monomorphismus:
¢y Egt —=Ca(k, CP(g/t, M)).

Wie sich sogleich herausstellt, ist dieser auch surjelgciv: Dazu sei z — 2/, g — ¢ eine
lineare Fortsetzung der Identitét idg : € —€ und 2} := z; ® --- ® x,,. Dann erhalten
wir zu jedem @ € C(¢,CP(g/t, M)) und jeder p + g—stelligen Permutation o € Sy,
mittels

— ®py ~ , _ _
w(Z™ ) =) sgn (o)W (2] y A AT, ) (Zo(grn) A A To(gip))
o€Sq,p
eine lineare Abbildung w: T?7+1(g) — M. Sie faktorisiert iiber die kanonische Ab-
bildung 78 : TP*4(g) — AP*4(g), dh. es existiert ein w € CP*9(g, M) mit & = w o 7
(siche dazu (1.42)). w e FPCP+4(g, M) ist einfach zu verifizieren. Es gilt nun

_ —/® ~ _
() @) (@) = (@) = 3@ =B

denn @, (x{)(z}}1) = 0 fiir alle 0 € S, mit o # id. Folglich ist ¢f* auch surjektiv

und damit ¢q: Fo(g, & M) — C*(¢,C*(g/t, M)) ein graderhaltender Isomorphismus
bigraduierter K—Moduln.

Es gilt noch die Vertréglichkeit von ¢g mit den beiden Korandoperatoren, also die

Gleichung
G o dPT = P o ¢, (2.12)

fiir alle p, q € Z zu beweisen. Dazu fithren wir induktiv iiber ¢ den Beweis der Gleichung
rPat(diw) = di(rP9(w)), aus der dann sofort (2.12) folgt.

Der Induktionsanfang ist trivialerweise erfiillt denn eine einfache Rechnung zeigt
allgemeiner: x-rP4(w) = rP4(z-w). Fiir den Induktionsschritt sei w € FPCP*a(g, M).
Dann ist dw € FPCP+at1(g, M) und wir erhalten fiir jedes x € ¢

rP 1 (d1w), = rP1((dw),) = rPY(z-w - dH(w,))

=x-rP(w) - dg_l(’r’p’q(w)x)

= di(r"(w))q- o

Aus dem letzten Satz erhalten wir nun folgendes

KOROLLAR 2.3.2. Es emistiert ein graderhaltender Isomorphismus bigraduierter

K-Moduln: .
1+ Er(g. 8, M) —= (H(,C?(g/t, M)))

(p,Q)eZxZ’
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2 Hochschild-Serre-Spektralsequenz

2.4 Der 2—te Term L3°

Zuerst betrachten wir zu einer Lie Algebra g iiber einem Korper K, einem Ideal ¢
von g und einem g—Modul M die beiden bigraduierten K—Moduln

C*(e,C*(g/t, M)) C*(g/t.C*(¢, M)).
Sie sind graderhaltend isomorph denn die fiir jedes p, ¢ € Z gegebene lineare Abbildung

Yo" CUE, CP(gft, M) —= CP(g/t, C(E, M), 75 (w)(57) (1) = w(2]) (7))
ist offensichtlich ein linearer Isomorphismus. Dazu gilt nun folgendes

LEMMA 2.4.1. Fir jedes p,q € Z induziert vy einen linearen Isomorphismus der

Form S
Vs Hi(e,CP(gft, M) —> CP(g/t, Hi(E, M))

Beweis. Wir zeigen induktiv nach ¢ die Gleichung

7" (dfw) (1) = d(e, M) (3 (@) (7))

fiir alle w e C9(¢,CP(g/t, M)) und 77 € AP(g/¢). Unmittelbar daraus folgt dann die
Aussage des Lemmas.

Der Induktionsanfang erschliefst sich aus der Tatsache, dass £ trivial auf A*(g/¢)
operiert. Denn damit gilt fiir jedes = € € und w € C4(¢, CP(g/t, M)) allgemeiner (siehe

auch (2.8
(2.8)) YUz w) () =2 (Y5 U())-

Fir den Induktionsschritt rechnen wir nach:

1 W) () = 16 (diws) (7)) = 95" (- w = di 7 (wa)) (7))
=2 (W) (@) = d (& M) (75 (W) (7))
= d?(&, M) (7" (@) (F7))a- O

Nun besitzt aber H4(¢, M) eine kanonische g/t-Modul-Struktur: Das Ideal ¢ ist,
siehe Beispiel 1.1.3 (4), ein kanonischer g-Modul, in weiterer Folge daher auch A®(¥)
und C*(¢, M) (siehe (1.7) und Beispiel 1.1.3 (6)). Wie im Beweis von Proposition
1.2.4 zeigt sich d* € Endy(C* (¢, M)). Daher existiert auf H*(¢, M) eine kanonische
g-Modul-Struktur. Ist nun w e ZP(¢, M) ein p-Kozykel, so gilt nach der Definition
des Korandoperators (1.11)

r-w =d(w,) fiir jedes x € L. (2.13)

Damit operiert € trivial auf H*(€, M) sodass wir durch Herausfaktorisieren von ¢
eine kanonische Darstellung von g/¢ in H*(¢, M) erhalten. Wir konnen somit den
Korandoperator dg = d(g/¢, H*(¢,M)) zu C*(g/t, H*(¢, M)) wohldefinieren und
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2.4 Der 2-te Term E3*

folgenden Satz beweisen (s. [HS, Thm. 4]):

SATZ 2.4.2. Sei g eine Lie Algebra tiber einem Korper K, € ein Ideal von g und
M ein g—Modul. Dann existiert ein graderhaltender Isomorphismus bigraduierter
Kokettenkomplezen

1 (Ev(g, 6, M), di) —= (C*(g/€, H*(t, M))), d ;) (2.14)

Beweis. Fiir jedes p, q € Z erhalten wir nach Korollar 2.3.2 und Lemma 2.4.1 mittels
Y= (=1)Pay9 o Y einen linearen Isomorphismus der Form

Ut P (.8 M) — Cr(g /e, HO (e, M)).

Um die Vertréglichkeit von v; mit den beiden Korandoperatoren d;(g,€, M) und dg
zu zeigen, definieren wir zuerst zu jedem p, q € Z die lineare Abbildung
sh = (~1)Pygt o rg?

(sieche Beweis zu Satz 2.3.1). Weil rP4(w) € Z4(¢,CP(g/t, M)) fiir jedes w € ZV? gilt
(siehe (2.3)), fiihrt die Einschrinkung von sj® auf Z"* ¢ FPCP*i(g, M) zu einer, von
£ unabhéngigen, linearen Abbildung der Form

spa . 7V —= Cr(g/t, Z1(k, M)).
Bezeichnet w +~ [w] die kanonische Abbildung
209 — Z0Y(BY + 207 = By (g.b, M)
und 1 ~ [n] die kanonische Abbildung Z9(¢, M) — H4(€, M) fiir alle p,q € Z, dann
gilt fiir jedes w € Z7%:
[s"4()(@)] = 7 ([w) (7)) (2.15)

Daher berechnen wir fiir ein w € Z7"? zuerst den Ausdruck sP*1(dw) (der wohldefiniert
ist, weil dw € Z*"9) und gehen anschlieRend wie in (2.15) zur Kohomologie iiber:

p+q
s (dw) (2h) (1)) = (1) PV 9dw (2] A ag) = dw(ag™) = Z( 1)'@; wygr (27
p . ) . p+q .
= 2 ()P (@ wp ) (@) (1)) + (1) i wpin (2]
=0 i=p+1

M*@

> (—1) @i P (w) g (7)) (1)) = (=1)7d(e, M) (wgp ) (27

p+1 p+1

Iy
=

Beachtet man nun noch [[m-n}]@ig):i- [n] wie auch z-z) = 7.z} fiir alle x € ¢, 7 €
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2 Hochschild-Serre-Spektralsequenz

Cr(g/t, Za(t, M)) und % € A*(g/t), so erhilt man schlussendlich

WPy ([w])) (@) P27 [ (d(w) ) (@)

=[d(w)] - 120(_1)1'@ [sP9(w) 51 (7)) = 2(—1)iii-w§”q(w)x31(5'511)
g (V7" ([w])) (75)-

O

KOROLLAR 2.4.3. Es existiert ein graderhaltender Isomorphismus bigraduierter

K-Moduln: ..
¢2 : E27 (g7€7M) —>H.(Q/E,H'(87M))

DEFINITION 2.4.4. Sei g eine Lie Algebra iiber einem Korper K, € ein Ideal und b
eine Unteralgebra von g sodass g direkte Vektorraumsumme von b und ¢ ist. Dann
nennen wir g semidirekte Summe von b und € und schreiben kurz g =b x &.

SATZ 2.4.5. Sei g =bx € eine semi-direkte Summe eines Ideals € und einer Unteral-
gebra b von g. Dann ist Ey(g, €, M) = Eo(g,8, M) und fiir jedes n € Z gilt:

H"(g,M) =P H"(b, HI(t,M)). (2.16)

p+g=n

Beweis. (|Roz|): Als K—Vektorraum ist g ~x b@€ und daher A*(g) 2x A*(b) @k A*(E)
was leicht zu verifizieren ist. Damit ldsst sich nun zu jedem p, q € Z der Teilvektorraum
CP4 von CP+i(g, M) wie folgt definieren

P4 = {we CP*(g, M) |w(y? Az?) =0 fiir alle
y’fl A x‘{’ e AP (b) @ AY () mit p' +¢ =p+qund ¢ #q}
und FPCP*(g, M) als Vektorraumsumme anschreiben:
FPCP*(g, M) 2 CP9 @ FPICPH (g, M).

Wenden wir auf ein w € CP¢ den Korandoperator an, so gilt dw € CP%*1 @ CP*14, Denn
sind p’,¢' € Z§ mit p’ + ¢’ = p + ¢, dann folgt:

dw (x5 AYy)) =
=2 (D) (@i wlag Ayy) —wlag ' Ayl Ayl ) —wlag Axiyp))

_Q

Il
[en]

0 = q'=q #0 = ¢'=¢-1
p, . ! ’ ! . /
+ (DT YD) (i w(af Aih) —wlag Ayt Ayicyl,) )
=1
’ #0 = ¢'=q-1
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2.4 Der 2-te Term E3*

Dh. fiir ein w € CP? mit dw # 0 gilt dw ¢ FP2CP+atl(g, M) bzw. CP4n ZY? ¢ ZP? und
erhalten in weiterer Folge

(2.

| Lol (25) :
751 % (e FrOra(g, M) | dw € FP2CP e (g, M)} € 209 + 20707 7E ker(d5).

Also ist Eg’q fiir alle p,q € Z trivial und damit d ein trivialer Korandoperator
was FEy(g,8, M) = E.(g,¢, M) zufolge hat. (2.16) folgt aus Satz 2.2.3 und Korollar
2.4.3. O
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3 (Ko-) Homologische d—Funktoren

3.1 Kategorien und Funktoren

In der Kategorientheorie fasst man strukturgleiche Objekte, wie die der abelschen
Gruppen, der Vektorrdume oder der topologischen Rédume zu einzelnen Kategorien
zusammen. Dabei ldsst man die konkreten Strukturen der einzelnen Objekte weit-
gehendsten aufser acht und stellt vielmehr den Vergleich der Objekte untereinander
in den Vordergrund. Dies geschieht meist durch strukturvertriagliche Abbildungen
zwischen den Objekten, nunmehr Morphismen genannt. Anhand ihrer Kompositionen
und deren Figenschaften lassen sich Riickschliisse auf die Objekte und deren Eigen-
schaften ziehen. Daher werden Kategorien allein durch “die Menge”! ihrer Objekte
und Morphismen samt Kompositionsvorschrift festgelegt (s. [Ma], [Mi]):

DEeFINITION 3.1.1. Eine Kategorie C besteht aus folgenden Daten:

(I) Eine Klasse Ob(C), deren Elemente Objekte von C genannt werden (fir X e
Ob(C) schreiben wir kurz X €C).

(IT) Eine Klasse Mor(C), die Morphismen von C, und einer aus Mengen bestehenden,
C x C-indizierten Pra—Partition? (HomC(X’Y))(X,Y)erC von Mor(C). Ein f €
Home (X, Y') bezeichnen wir als einen Morphismus von X nach Y und schreiben
f: X—Y.

(ITI) Zu jedem geordneten Tripel von Objekten XY, Z € C gibt es eine Abbildung
o:Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z)
und g o f wird als die Komposition von f: X —Y mit g:Y — Z bezeichnet.

die die folgenden Bedingungen erfiillen:

(i) Die Komposition von Morphismen ist assoziativ:
(hog)of=ho(gof)
fir alle U, X,Y,Z €C, f e Hom¢(X,Y), g€ Home(Y, Z) und h € Home(Z,U).

! Anstelle des Mengenbegriffs setzen wir hier ab sofort den vorerst nicht weiter prizisierten Begriff
der Klasse ein.

2Eine Pri-Partition einer Klasse K ist eine Klasse M ¢ P(K) disjunkter Teilklassen von K, fiir
die K=UM = {x| Iy e M mit x €y} gilt.
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

(ii) Fiir jedes Objekt Y e C existiert ein Morphismus idy € Home(Y,Y'), Einheit
genannt, mit idy of = f und goidy =g fiir alle X, Z €C, f e Hom¢(X,Y) und
g € Home (Y, 2).

In der naiven Mengenlehre fiihren Konstrukte wie “die Menge aller Mengen” zu
bekannte Paradoxien. Daher sind derartige Gebilde in der axiomatischen Mengenlehre
(z.B. ZF oder ZFC) nicht existent. Um trotzdem Kategorien wie die der Mengen und
Mengenabbildungen als Ganzes betrachten zu kénnen (die Objekte dieser Kategorie
sind ja sédmtliche Mengen und damit in einer Menge nicht fassbar), verwenden wir
in obiger Definition den Begriff der Klasse. Man kann ihn als Grundbegriff einer
Mengenlehre wie die von NBG verstehen. Darin wird jede Klasse, die Element einer
Klasse ist, als Menge und alle anderen Klassen als echte Klassen bezeichnet. Aus
dem sogenannten Komprehensionsschema lasst sich unter anderem die Existenz der
Klasse aller Mengen ableiten. Sie wird universelle Klasse genannt und taucht z. B. in
der Kategorie der Mengen und Mengenabbildungen als Klasse der Objekte auf.

Wir erwdhnen hier noch einen weiteren Weg den Grothendieck einschlug: Dabei
gehen wir von ZFC aus, einer Mengenlehre in der die Mengen den Grundbegriff
bilden. Durch Hinzunahme eines weiteren Axioms, welches die Existenz von “sehr
grofsen” Mengen garantiert, erhalten wir ein ausreichend starkes Axiomensystem um
sinnvoll Kategorientheorie betreiben zu kénnen. Diese “sehr grofien” Mengen nennen
sich Universen und werden durch folgende Eigenschaften charakterisiert (s. [Borl|,
[BP]):

DEFINITION 3.1.2. Ein Universum U ist eine Menge, die folgende Bedingungen
erfiillt:

Univ (i) ae Aeld = ael (dh. U ist eine transitive Menge).
Univ (ii) AeUd und Beld = {A,B} €l.
Univ (iii) Aeld = P(A) eU.
Univ (iv) I €U und (A;)es eine Familie von Y~Mengen = U{A; |ie I} eU.
Elemente von U bezeichnen wir als «/—Mengen, Teilmengen von U als U/—Klassen.

Wir ergénzen nun die Mengenlehre von ZFC um folgendes Axiom:

(Univ): Zu jeder Menge A existiert ein Universum U welches A als Element enthélt:
Ael.

Dieses Axiom scheint plausibel zu sein, denn wie sich aus der folgenden Bemerkung
unter anderem herausstellt, “sammelt” U all jene Mengen, die sich aus, bereits in U
liegenden Mengen mit Hilfe der Axiome aus ZFC konstruieren lassen:

BEMERKUNG 3.1.3.
(1) Als ein triviales Beispiel eines Universums dient die leere Menge: U = @.
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3.1 Kategorien und Funktoren

(2) Ist hingegen U # @ so gilt N ¢ U: Ist A € U (und damit selbst eine Menge),

dann folgt aus @ € P(A) © U und (i) 0 = @ € U. Angenommen n liegt in U.
Dann ist wegen (i) auch {n} = {n,n} € Y und folglich n+1 = nu {n} € U.
Nach dem Induktionsprinzip liegt damit jede natiirliche Zahl in ¢ (aber nicht
notwendigerweise N € f). Dh. bei U # @ ist jede natiirliche Zahl eine /—Menge
und N eine ¢/—Klasse.

(3) Oft wird an ein Universum U zusétzlich die Forderung gestellt, dass N eine
U-Menge ist: N e Y. Unter dieser zusitzlichen Voraussetzung enthélt ¢/ all jene
Mengen, deren Existenzen aus den Axiomen in ZFC beweisbar sind. Dies wird
mit folgenden Punkt klar:

(4) U ist abgeschlossen beziiglich den mengenkonstruierenden Axiomen (Paar), (Pot),
(Verei), (Komp) und (Ers) in ZFC: Fiir die Axiome (Paar) und (Pot) ist dies
offensichtlich gegeben. Zu (Verei) sei A sei eine Menge in . Setzen wir I := A und
A, = aso folgt aus (iv) U A € U. Insbesondere enthilt wegen (ii) U die Vereinigung
Au B zweier Mengen A, B eU. In Axiom (Komp) wird eine Teilmenge B einer
Ausgangsmengen A gebildet. Gilt A € i dann auf Grund von (iii) auch B € Y.
Die Abgeschlossenheit von U bzgl. dem Axiom (Ers) zeigt sich in (7).

(5) Insbesondere sind A x B (€ P(AuB)) und [1,;; Ai (€SP xU{A;|i€el}))inlU
sofern A und B bzw. I und sdmtliche A;’s Elemente von U sind.

(6) Auch bei Anwendung des Axiom (Ext) “verldfit” man das Universum nicht. Denn
mit zwei zu vergleichende Mengen A und B in U liegen nach (7) auch deren
Elemente in U.

(7) Ist I ein Element von U und f : I — U eine beliebige Funktion (dh. f = (I,U,G)
mit Gf ¢ I xU), dann liegt auch das Bild f[I] in /. Denn definiert man A; :=
{f(@)}, so gilt nach (iv): f[I] = U{A; | i € I} € U. Insbesondere ist damit
"= (1, f[I],G7), welches mit f auf der Quellenmenge I iibereinstimmt, ein
Element von U (Gf c I x f[I]el).

(8) Jedes Universum U ist nach Definition eine Menge und nach (Univ) daher selbst
Element eines hoheren Universums U’. In diesem Fall ist jede U—Klasse zugleich
U'-Menge.

(9) Je endlich viele Universen liegen in einem gemeinsamen hoheren Universum: Fiir
zwei Universen Y und U’ existiert nach dem Axiom (Paar) die Menge {U, U’}
welche wiederum nach (Univ) in einem Universum U" liegt. Aus Definition 3.1.2
(i) folgt schlussendlich: & und U’ liegen in dem Universum U”. Iterativ erhélt
man den allgemeinen Fall.

Wir stellen also aus (8) in obiger Bemerkung fest, dass bei Verwendung der Begriffe
Menge und Klasse auf das zugrunde liegende Universum zu achten ist. Daher sind wir
dazu aufgefordert, die Definition von Kategorien diesem mengentheoretischen Rahmen
anzupassen: Anstelle von Kategorie, Menge und Klasse sind in der Definition 3.1.1
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

die Begriffe /—Kategorie, /~Menge und U—Klasse fiir ein fest gewéhltes Universum
U zu verwenden.

BEISPIEL 3.1.4. Sei U ein Universum. Dann bezeichnen wir mit Set;, die Kategorie
der Y~Mengen und deren Abbildungen. Genauer sei Ob(Sety) = und

Mor(Sety) ={f e |3IX,Y,Geld: [ =(X,Y,G)
ANGC X xYAVreX:3lyeY :(x,y)cG}.

Die Pra—Partition auf Mor(Sety,) sei durch
Homget, (X,Y) := {f e Mor(Sety) | IGeld: f=(X,Y,G)}

fir jedes X,Y € Ob(Set) definiert. Die Komposition sei in naheliegender Weise durch
die der Mengenabbildungen festgelegt. Trivialerweise ist die Komposition assoziativ
sowie die Existenz der Einheiten gesichert sodass es sich bei Sety, in der Tat um eine
Kategorie handelt.

In weiterer Folge sei U ein fest gewéhltes Universum welches N enthélt (dh. N e i/).
Daraus geht hervor, siche Bemerkung 3.1.3 (4), dass U all jene Mengen enthilt, deren
Existenzen rein aus den Axiomen in ZFC ableitbar sind. Diese Wahl geniigt vorerst
unserem Tatigkeitsfeld sodass wir in weiterer Folge Kategorien, Mengen und Klassen
sagen obwohl wir //—Kategorien, /~Mengen und U—Klassen meinen. Dies gibt uns
auch den Vorteil eine Sprache zu verwenden, die mit jener von NBG iibereinstimmt.

BEISPIELE 3.1.5.
(1) Gr, die Kategorie der Gruppen und Gruppenhomomorphismen.

2

(2) Ab, die Kategorie der abelschen Gruppen mit ihren Gruppenhomomorphismen.
(3) Ring, die Kategorie der unitdren Ringe und deren Ringhomomorphismen.
(4)
(5)

4

5) k Vek, die Kategorie der (Links—)Vektorrdume tiber einem Koérper K und deren
linearen Abbildungen.

Krp, die Kategorie der Korper und Kérperhomomorphismen.

(6) Allgemeiner gpMod, die Kategorie der Linksmoduln iiber einem Ring R und
den zugehorigen Modulhomomorphismen wie auch Modgr, die Kategorie der
Rechtsmoduln iiber einem Ring R und deren Modulhomomorphismen.

(7) kAlg, die Kategorie der Algebren iiber einem Korper K und den zugehorigen
Homomorphismen.

(8) kLie, die Kategorie der Lie Algebren iiber einem Koérper K und deren Lie
Algebren-Homomorphismen.

(9) ¢Mod, die Kategorie der g-Linksmoduln einer Lie Algebra g und deren Ho-
momorphismen sowie Mod, die Kategorie der g—Rechtsmoduln samt deren
Homomorphismen.
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3.1 Kategorien und Funktoren

(10) Top, die Kategorie der topologischen Rdumen mit ihren stetigen Abbildungen.

(11) Ch(rMod) oder kurz zCh, die Kategorie der Kettenkomplexe tiber R—Links-
moduln und den Kettenkomplexabbildungen.

Um mit kategorientheoretischen Aussagen und Definitionen leichter arbeiten zu
konnen, gibt man diese oft in Form von Diagrammen wieder. Zum Beispiel lasst sich
die Assoziativitat der Komposition folgendermafen darstellen:

Jedes Diagramm der Gestalt

kommutiert.

BEISPIEL 3.1.6. Die Kategorie der kurzen exakten Sequenzen {iber R—-Linksmoduln,
SeS(rMod), lisst sich mittels Diagrammen gut beschreiben: Die Objekte sind
kurze exakte Sequenzen von R-Linksmodulhomomorphismen und deren Morphismen
sind Tripel von R-Linksmodulhomomorphismen (f, g, h) sodass folgendes Diagramm
kommutiert:

0 A’ B C 0.

DEFINITION 3.1.7. Ein Morphismus f: X —Y einer Kategorie C heifst Isomor-
phismus, falls ein Morphismus g:Y — X in C existiert, sodass go f = idy und
fog=1idy gilt. Zwei Objekte X,Y einer Kategorie C nennen wir isomorph, falls
es einen Isomorphismus f: X —Y in C gibt. In diesen Fall schreiben wir auch

f:X—==Y oder nur X 2Y.

Um unterschiedliche Kategorien in Bezug zueinander zu bringen, fiihren wir den
Begriff des Funktors ein. Dieser transferiert Objekte und Morphismen von einer
Kategorie in eine andere:

DEFINITION 3.1.8. Ein (kovarianter) Funktor F': C — D von einer Kategorie C in
eine Kategorie D besteht aus einer Abbildung von Objekten C > X — F'(X) € D und
einer Abbildung von Morphismen Home(X,Y) s f — F(f) € Homp(F(X), F(Y)) so-
dass F'(go f) = F(g)oF(f) und F(idx) = idpx) fiir alle X, Y, Z € C, f € Hom¢(X,Y)
und g € Home (Y, Z) gilt.

BEMERKUNG 3.1.9.

(1) Allein eine Morphismen—Abbildung F': Mor(C) — Mor(D), die sdmtliche Iden-
titaten (fir jedes C' € C ist F(id¢) eine Identitdt in D) und Kompositionen
(F'(gof)=F(g)oF(f)sofern go f in C existiert) respektiert, bestimmt eindeutig
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

einen Funktor F': C —D: Ist C'e Ob(C), dann sei F(C') jenes Objekt in D, fiir
das idp(cy = F'(id¢) gilt. Fiir einen Morphismus f : A— B in Hom¢(A, B) folgt

dann aus
F(f) = F(idB Of o idA) = idF(B) oF(f) o idF(A)

dass F(f): F(A)— F(B) in Homp(F(A), F(B)) liegt. Damit ist F':C —D
ein wohldefinierter Funktor.

(2) Die Vertréglichkeit von Funktoren mit der Komposition von Morphismen fiihrt un-
ter anderem dazu, dass jeder Funktor F' kommutative Diagramme in kommutative

transferiert:
xL.y Fx) 2L p(y)
ES
x g m lF(g)
4 F(Z)

(3) Offensichtlich erhdlt man durch verketten zweier Funktoren F':B—C und
G :C — D wiederum einen Funktor G o F': B— D, die Komposition von F
und G. Sie ist assoziativ.

BEISPIELE 3.1.10.

(1) Betrachten wir die Kategorie Gr der Gruppen und bezeichnet [G,G] die zu
der Gruppe G € Gr gehoérenden Kommutatorgruppe, dann erhalten wir durch
Bildung des Quotienten Ab(G) := G/[G,G] einen Funktor Ab: Gr — Ab von
der Kategorie der Gruppen in die Kategorie der abelschen Gruppen. Denn ist
f:G—=G" ein Gruppenmorphismus und 7’ : G’ — G'/[G', G'] der kanonische,
dann gilt [G,G] ¢ Ker(n’ o f); nach dem ersten Homomorphiesatz existiert also
ein eindeutiger Homomorphismus Ab(f) : Ab(G) — Ab(G").

(2) Sei Z ein beliebiges Objekt einer Kategorie C, dann erhalten wir durch F/(X) :=
Home(Z, X), fiir jedes X € C und F(f) :Home(Z,X)3 g~ fogeHome(Z,Y),
fiir jeden C—Morphismus f : X — Y einen Funktor F': C — Set, den sogenann-
ten Homfunktor-Funktor und bezeichnen ihn durch Hom¢(Z, —).

(3) Ist R ein Ring und N € gMod ein fest gewahlter R-Linksmodul, dann fiihrt
M - M ®r N zu einen Funktor — @ gk N : Modr — Ab indem wir jedem R—
Morphismus f: M — M’ den Z-Morphismus f®zr N: M @zr N — M'®r N
mit f g N(m®n) = f(m) ® n zuordnen.

(4) Ist hingegen M € Modg ein fest gewéhlter R—Rechtsmodul, dann erhalten wir
dem Beispiel (3) entsprechend einen Funktor M®p — rMod — Ab.

(5) Ist R ein unitdrer Ring, dann definieren wir zu jeder Menge X € Set die Menge
Fr(X):=R%X = {f e Homget (X, R) | f(x) = 0 fiir fast alle x € X},

wobei wir, etwas schlampig, R € Set annehmen (wir “vergessen” die Ringstruktur).
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3.1 Kategorien und Funktoren

Mittels (f +g)(x) = f(x) + g(x) und (r- f)(z) = r- f(x), fir jedes x € X und
r € R, erhalten wir eine R-Modulstruktur auf Fr(X), die (0, )zex, definiert durch

g fallsy==x
0:(y) =
) {O sonst

als Basis besitzt. Damit kénnen wir jedes x € X mit J, € Fr(X) identifizie-
ren und jede Abbildung f: X —Y in Set eindeutig zu einen Morphismus
Fr(f): Fr(X)— Fr(Y) in kRMod “erweitern”. Damit erhalten wir einen Funk-
tor Fr:Set —grMod. Fr(X) heifst dabei der freie Modul iiber (der Basis)
X.

(6) Zu einer K-Lie Algebra g erhalten wir durch M - M9, M e ;Mod kano-
nisch einen Funktor (—)¢: ;Mod — k Vek: Fiir jeden Modulhomomorphismus
[+ M—= M sei fo: M9— M'® durch f9:= f . definiert (f(M?®)c M'®).

(7) Ebenso induziert jede K-Lie Algebra g einen Funktor (—),: ;Mod — kVek
der jedem g-Modul M den Koinvariantenmodul M, zuordnet: Zu jedem g—
Modulhomomorphismus f: M — M’ sei f, analog zu Ab(f) aus Beispiel (1)
definiert.

(8) Indem wir jedem topologischen Raum seine Tragermenge und jeder stetigen
Abbildung ihre zugrunde liegende Mengenabbildung zuordnen, erhalten wir den
sogenannten Vergiss-Funktor Urep : Top —= Set, der die topologische Struktur
quasi vergisst. Allgemein nennen wir eine Kategorie C konkret, wenn ein treuer
Funktor U :C — Set in die Kategorie Set existiert. Weitere Beispiele sind:
rMod, Gr, Rng.

(9) Andererseits existiert zu jeder Menge X € Set eine topologische Struktur, ndmlich
die der diskreten Topologie T'(X) = (X,P(X)). Damit konnen wir jede Men-
genabbildung f: X — Y als stetige Abbildung T'(f) : T(X) — T(Y") verstehen
und erhalten einen Funktor 7" : Set — Top.

BEMERKUNG 3.1.11. Die Komposition U oT" der Funktoren aus den obigen Beispie-
len fiihrt uns zu dem Identitatsfunktor idget : Set —= Set von Set. Generell besitzt
jede Kategorie C einen Identitédtsfunktor ide : C —C, der auf ObC und MorC jedes
Element auf sich selbst abbildet. Hingegen ist in unserem Beispiel, wie man sofort
sieht, T'o U # idrop-

DEFINITION 3.1.12. Seien C und D Kategorien und F':C — D, G : D —C Funk-
toren, fiir die Go F' =ide und F o G = idp gilt. Dann nennen wir C und D isomorphe
Kategorien.

BEISPIEL 3.1.13. Zu einer Lie Algebra g sind die Kategorien ;Mod und Mod,
isomorph: Man legen Funktoren fest, die geméf Bemerkung 1.1.2 die Objektabbildung
(M, p) — (M, —p) besitzen. Die Einzelheiten seien dem Leser iiberlassen.
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DEFINITION 3.1.14. Seien F, G : C — D zwei parallele Funktoren. Eine natiirliche
Transformation von F' nach G ist eine Klasse von Morphismen 7y : FI(X) — G(X),
X € C sodass fiir jeden Morphismus f: X —Y in C folgendes Diagramm

F(x) 2L p(y)

o2

in D kommutiert und schreiben 7: F— G. Ist 7x fiir jedes X € C ein Isomorphismus,
so nennen wir 7 : F —=> (G eine natiirliche Isomorphie zwischen F und G.
BEISPIELE 3.1.15.

(1) Ergénzend zu Bemerkung 3.1.11 findet sich eine natiirliche Transformation von
T o U nach idrep, sie ist aber keine natiirliche Isomorphie.

(2) Fiir jedes fix gewdhlte n > 0 definiert der Verbindungshomomorphismus 6" aus
Abschnitt 1.3 eine natiirliche Transformation von F nach G, wobei

F,G :SeS(Ch(gMod)) —= R-Mod

durch F(S) := H*(C*) und G(S) := H**!(A*) fiir jede exakte Sequenz

S:0 A* B ce 0

definiert ist.

(3) Zu jedem Funktor F': A— B erhélt man trivialerweise die natiirliche Transfor-
mation idp : F'— F indem man (idp)x :=idp(x) fiir jedes X € A definiert. Wir
bezeichnen sie als die Identitat des Funktors F.

(4) Seien F,G, H : A— B parallele Funktoren und 7 : F'— G eine natiirliche Trans-
formation zwischen F' und G sowie 7/ : G — H eine zwischen G und H. Dann
bildet 7/ o 7: F'— H, definiert durch (7’ o 7)y := 7 o Ty, wiederum eine natiir-
liche Transformation, die Komposition von 7 mit 7’.

Der Begriff der natiirlichen Transformation ermoglicht es uns, aus zwei Kategorien
C und J eine neue Kategorie zu konstruieren: Die Funktorkategorie C7, deren Ob-
jekte sdmtliche Funktoren von J nach C sind und deren Morphismenklasse aus den
natiirlichen Transformationen zwischen diesen Funktoren besteht. Die Komposition
zweier (verkniipfbarer) natiirlicher Transformationen ist wie in 3.1.15 (4) definiert.
Doch aus mengentheoretischer Sicht miissen wir bei der Definition von C7 etwas
préziser vorgehen. Wir benotigen zuvor folgende

DEFINITION 3.1.16. Ein kleine U-Kategorie J ist eine U-Kategorie fiir die Mor(J)
(oder gleichbedeutend Ob(J)) eine U—Menge ist.

LEMMA 3.1.17 ([Schl, 3.4.3|). Sei J eine kleine, C eine beliebige U—Kategorie.
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Dann ist die Funktorkategorie C7 eine U-Kategorie.

Beweis. Ein Funktor F': J —C ist nach Bemerkung 3.1.9 (1) durch seine Morphis-
men—Abbildung Fy,, : Mor(J) — Mor(C) eindeutig bestimmt. Weil nach Voraus-
setzung Mor(J) e U gilt, ist nach Bemerkung 3.1.3 (7) Fior ebenfalls eine «/~Menge.
Dabher gilt Ob(CY) cU.

Eine nattirliche Transformation 7 € Nat(F, G) zweier Funktoren F, G : J — C kann
als Element der Menge []x.s Home(F(X),G(X) verstanden werden. Sie ist eine
U-Menge (siche Bemerkung 3.1.3 (5)) und daher ist auch ihre Teilmenge Nat(F, G)
eine Y—Menge. Damit aber die Vereinigung der Morphismenmengen Homes (F, G)
disjunkt ist, setzen wir diese gleich Nat(F, G) x{ Fxror } X {Gnror ;- Sie ist eine U—Menge
(Bemerkung 3.1.3 (5)), nach Univ (iii) auch Teilmenge von U sodass die Vereinigung
all dieser Morphismenmengen ebenfalls Teilmenge von U ist: Mor(C7) cU.

Die Verifikationen der Kategorieneigenschaften sind trivial. m

BEMERKUNG 3.1.18. Ist 7: FF— G eine natiirliche Isomorphie zwischen F und
G, dann definiert 73! := (7x)7! eine natiirliche Transformation 771 : G — F: Aus
jedem kommutativen Diagramm unten links erhélt man auf Grund von

F(f)o(rx)™" = (rv) " ory o F(f)o(rx)™" = (1v) o G(f)orxo(mx)™ = (1v) T o G(f)

ein kommutatives Diagramm unten rechts.

Fx) 2L py) Fx) 2L Py
Txl Lw <TX)1T T(w)l
a(x) YL ¢(v) a(x) Y q(y).

In C7 gilt damit offensichtlich 70771 =idg und 771 o7 = idp (siehe Beispiel 3.1.15 (3)
und (4)). Dh. natiirliche Isomorphien zwischen Funktoren F, G : J — A entsprechen
genau den Isomorphismen 7 : F —> G in der Funktorkategorie A7.

DEFINITION 3.1.19. Ein Objekt X einer Kategorie C heifit initial (resp. terminal),

falls Home (X, Y') (resp. Home (Y, X)) fiir jedes Objekt Y in C einelementig ist. Falls
es sowohl initial als auch terminal ist, nennen wir es Null-Objekt.

BEMERKUNG 3.1.20.

(1) Je zwei initiale Objekte I und I’ einer Kategorie C sind isomorph. Denn es existie-
ren komponierbare Morphismen ¢ : [ — I’ und ¢’ : I’ — I deren Kompositionen
1" o7 und 7 o ¢’ nur die Identitdten sein konnen.

(2) Je zwei terminale Objekte 7" und 7" einer Kategorie C sind isomorph. Dies zeigt
sich analog zu (1).

BEISPIELE 3.1.21.
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

(1) In Set ist die leere Menge @ ein initiales und jede einelementige Menge S = {s} ein
terminales Objekt. Bemerkung 3.1.20 zufolge besitzt damit Set kein Null-Objekt.

(2) Einige algebraische Strukturen wie Gr, R—Mod oder Rng besitzen ein 0-Objekt,
Krp hingegen nicht denn Kérperhomomorphismen existieren nur zwischen Kor-
pern gleicher Charakteristik.

(3) Besitzt A ein Null-Objekt Z, so auch Kom(.A): Der Ketten—-Komplex (Z,,d,,)
mit 7, = Z ist, wie unschwer erkennbar, ein Null-Objekt in Kom(.A).

(4) Verallgemeinert man dieses Konstruktionsprinzip, so erhdlt man mit einem Null-
Objekt Z € A auch in der Funktorkategorie A7 ein Null-Objekt: Man definiere
F:J—Amit F(j)=Z fir jedes j € J.

DEFINITION 3.1.22. Ein Morphismus m : X — Y ist ein Monomorphismus, falls
fiir jedes Paar paralleler Morphismen f,g: Z — X gilt: Aus mo f =mog folgt f =g.
In diesem Fall sagen wir: m ist moni.

Ein Morphismus e : X — Y ist ein Epimorphismus, falls fiir jedes Paar paralleler
Morphismen f,g:Y — Z gilt: Aus foe=goe folgt f=g. In diesem Fall sagen wir:
e ist epi.

BEMERKUNG 3.1.23.
(1) In R-Mod ist ein Morphismus f ein Monomorphismus (resp. Epimorphismus)
genau dann wenn f injektiv (resp. surjektiv) ist.

(2) In Rng ist ¢ : Z— Q epi.
(3) Ist die Komposition go f epi, dann auch g: Ist hog = h'og, dann gilt ho(go f) =
h'o(go f) und auf Grund der Voraussetzung folgt h = h’. Dual folgt:

(4) Ist die Komposition g o f moni, dann auch f. Dies ist analog zu (3) zu beweisen,
siche dazu auch Bemerkung 3.1.27 (3).

(5) Ist AY die Funktorkategorie von J iiber A und 7 eine natiirliche Transformation
sodass fiir jedes j € J der Morphismus 7; moni (resp. epi) in A ist, dann ist 7
moni (resp. epi) in AJ.

(6) Sei Y ein Objekt einer Kategorie C, dann bezeichnen wir mit Moc(Y') die Klasse
aller Monomorphismen m : ¢ —= Y mit Ziel Y und definieren m’ < m in Mo¢(Y),
falls m’ durch m faktorisiert wird, dh. wenn es einen Morphismus n gibt, sodass
m’ =mon gilt. Nach (4) ist dann n ebenfalls moni. Da < offensichtlich reflexiv
und transitiv ist, erhalten wir durch

m=m'<m<m’  und m' <m

eine Aquivalenzrelation = auf Mo¢(Y') und bezeichnen die “Menge” der zuge-
hérigen Aquivalenzklassen Sube(Y) := Mo¢(Y)/ = und ihre Elemente als die
Unterobjekte von Y. Dabei induziert die Relation < eine partielle Ordnung auf
Sube(Y). In vielen konkreten Kategorien wie R—-Mod, Rng oder Grp, ist dieser
Begriff von Unterobjekten dquivalent zu dem herkémmlich mengentheoretisch
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definierten.

Sind m und m’ dquivalente Monomorphismen sodass m =m’on’ und m’ =mon
gilt, dann ist m = mo (non’) und weil m linkskiirzbar ist, folgt id = non’. Analog
erhalten wir id = n/ on sodass n und n’ zueinander inverse Morphismen sind.

(7) Dual lésst sich auch der Begriff der Quotienten—-Objekte entwickeln: Es bezeichne
Ep(X) die Klasse der Epimorphismen e : X — o in C mit Quelle X und sagen
e < e’ in Ep.(X), falls ein Morphismus f mit e = f oe’ existiert sowie e = ¢/ genau
dann, wenn e < e’ und ¢’ < e gilt. Die dadurch erhaltenen Aquivalenzklassen in
Epe(X) nennen wir Quotienten—Objekte und schreiben Quog(X) := Ep.(X)/ =.
Wiederum gilt: e = e/ genau dann, wenn e = f o e/, mit f invertierbar, gilt.

Ein fundamentales Konzept in der Kategorientheorie ist jenes der Dualitat. Es
ldasst sich anhand eines Meta—Operators in der Kategorientheorie verdeutlichen,
welcher den Begriffen wie Objekte, Morphismen, Diagramme oder Aussagen ihre
jeweiligen dualen Begriffe zuordnet. Charakterisierend fiir diesen Meta—Operator ist
dabei die Eigenschaft, den Pfeil eines jeden Morphismus, wie auch die Komposition
zweier Morphismen, umzukehren. Um dieses Konzept mengentheoretisch umzusetzen,
definieren wir zu einer Kategorie C ihre duale Kategorie:

DEFINITION 3.1.24. Sei C eine Kategorie. Dann ist C°? die Kategorie mit den selben
Objekten Ob(C) := Ob(C), Morphismen Mor(C) := Mor(C) und der selben Pri—
Partition {Hom¢(A, B) | (A, B) € C xC} wie in C, aber mit einer neuen Indizierung
Homgeor (A, B) := Home (B, A) der Pra—Partition und einer, durch f o g = go f neu
definierten Komposition.

BEMERKUNG 3.1.25.

(1) Man priift leicht nach, dass es sich bei Co tatséchlich um eine Kategorie handelt:
Die Identitéten in C°? stimmen mit jenen in C iiberein und die Assoziativitdt von
o iibertréigt sich auf o°p.

(2) Die Neuindizierung der Pré—Partition von Mor(C) verursacht bei jeden Mor-
phismus in C ein Vertauschen von Quelle und Ziel in C: Ist f: A— B ein
Morphismus in C, dann besitzt dieser in C° die Darstellung f: B — A.

(3) Generell ldsst sich jedes kommutative Diagramm in C durch vertauschen der
Pfeile in ein kommutatives Diagramm in C°? umwandeln.

(4) Offensichtlich gilt (COP)Op = C fiir jede Kategorie C.

(5) Ist f: A— A ein Endomorphismus in C, so besitzt dieser in C zwar die selbe
Pfeil-Darstellung, aber nicht notwendigerweise die selben Eigenschaften. Auch die
Objekt aus C konnen in C° andere Eigenschaften aufweisen. Folgendes Beispiel
soll dies verdeutlichen.

BEISPIEL 3.1.26. Sei C eine Kategorie mit einem initialen Objekt I, dh. zu jedem
Objekt Y € C ist die Menge Home(7,Y') einelementig. Dann besitzt I in Co die dazu
duale Eigenschaft: Zu jedem X € C ist Homeor (X, 1) = Home (7, X) einelementig, also
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

ist I terminal in C°. Ist hingegen T terminal in C, dann folgt auf analoger Art und
Weise, dass T initial in CP ist.

BEMERKUNG 3.1.27.

(1) Aus dem Beispiel 3.1.26 geht folgender Zusammenhang hervor: Ein Objekt X € C
ist in C initial genau dann, wenn es in C° terminal ist. Begriffe, die derartig in
Bezug zueinander stehen, bezeichnen wir als duale.

(2) Aus der Definition von Monomorphismus und Epimorphismus sieht man sofort,
dass diese Begriffe dual zueinander stehen, dh. ein Morphismus f ist genau dann
moni in C, wenn er epi in C ist.

(3) Aussagen und ihre Beweise lassen sich oft dualisieren. In diesen Féllen fiihren
wir steht’s nur einen Beweis. Zum Beispiel gewinnen wir die Aussage in Beispiel
3.1.23 (4) zusammen mit ihrem Beweis aus Beispiel 3.1.23 (3) durch Dualisierung
desselben.

Ist F': C? — D ein Funktor, so ist F', weil Mor(C) = Mor(C) gilt, insbesondere
eine Morphismen—Abbildung F': Mor(C) — Mor(D). Sie respektiert die Identitéten,
dreht aber Kompositionen wie fog e Mor(C) um: F'(fog) = F(go® f)=F(g)oF(f).
Daher ist F' im Allgemeinen kein Funktor von C nach D. Wir definieren daher:

DEFINITION 3.1.28. Sei F': Mor(C) — Mor(D) eine Abbildung mit

F(ide) €1d(D) F(go f)=F(f)°F(g)

fiir jedes Objekt C' € C und jede mogliche Komposition go f in C. Dann nennen wir
F einen kontravarianten Funktor von C nach D. Wir schreiben dafiir F': C —= D.

BEMERKUNG 3.1.29.

(1) Als kontravarianter Funktor F':C—=D ist F' zugleich ein Funktor von C
nach D. Denn fiir f 0% g € Mor(C) gilt F(f o g) = F(go f) = F(f) o F(g)
sodass nach Bemerkung 3.1.9 (1) die Behauptung folgt. Daher werden wir einen
kontravarianten Funktor F':C —=D in Zukunft als Funktor F :C — D von
C°P nach D bezeichnen.

(2) Jeder Funktor F': C — D von C nach D ist zugleich ein kontravarianter Funktor

F:Co® =D von C° nach D und ein kontravarianter Funktor F : C —= D% von
C nach Dep.

BEISPIEL 3.1.30. Zu jeder Kategorie C und einem fest gewéhlten Objekt Z € C
definiert die Zuordnung

ide = idpome(c,2) Home(C, D) > f = (Home(D, Z)3 g+ go f)

einen kontravarianten Funktor von C nach Set, den kontravarianten Homfunktor
Homgeor(—, Z) : C — Set. Er ordnet jedem Objekt C' € C die Morphismenmenge
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Home(C, Z), und jedem Morphismus f: C'— D die Mengenabbildung
HomC(f7 Z) : HOH’lc(D, Z) - HomC(C7 Z)7

die durch g — go f definiert ist, zu.
Hier sei noch eine weitere Konstruktion einer Kategorie angefiihrt:

DEFINITION 3.1.31. Es seien C und D Kategorien. Dann definieren wir deren
Produktkategorie C x D als jene Kategorie, deren Objekte Paare (X,Y") von Objekten
X eCund Y €D sind und zu jedem geordneten Paar von Objekten ((X,Y), (X', Y"))
die Menge Home,p ((X,Y), (X', Y")) := Home (X, X') xHomp(Y, V") als Morphismen
von (X,Y") nach (X', Y") besitzt und deren Komposition komponentenweise festgelegt
ist.

Man priift leicht nach, dass es sich bei C x D in der Tat um eine Kategorie handelt.
Die Identitét id(xyy) des Objektes (X,Y) € C x D ist durch (idx,idy) gegeben.

Einen Funktor B: A x B—C, dessen Quelle ein Produkt zweier Kategorien ist,
bezeichnen wir als einen Bifunktor. Man spricht in manchen Féllen auch von einem
Funktor in zwei Argumenten, das erste liegt in A und das zweite in B.

BEISPIELE 3.1.32.

(1) Sei R ein Ring. Dann bildet der Tensorfunktor, der jedem Paar von Objekten
(M, N) e Modgr x kRMod ihr Tensorprodukt M ® g N zuordnet und jedem Paar
von Morphismen (f,g) € Mor(Modgr) x Mor(gkMod) mit f: M — M’ und
g: N — N’ den Gruppenhomomorphismus f®zg: M @z N — M’ ®g N’ mit
ferg(men) = f(m)® g(n) zuordnet, einen Bifunktor

— ®r — Modgr x gkMod — Ab.

(2) Der Homfunktor Home(—, —) : C°? x C — Set gibt ein weiteres Standardbeispiel
fiir einen Bifunktor ab. Er ordnet jedem Paar von Objekten (C,D) € C? x C
die Morphismenmenge Hom¢(C, D), und jedem Paar von Morphismen (f,g) €
Mor(C) x Mor(C) mit f:C —=C" und g: D — D' in C die Mengenabbildung
Home(f, g) : Home(C', D) — Home(C, D'), die durch Home(f, g)(h) := goho f
definiert ist, zu. Es ist auch iiblich ihn als Bifunktor C x C — Set, der kontrava-
riant im ersten und kovariant im zweiten Argument ist, zu bezeichnen.

BEMERKUNG 3.1.33.

(1) Fixieren wir bei einem Bifunktor B: A x B—C ein Argument durch ein ge-
wihltes Objekt A in A, so erhalten wir einen Funktor B(A,—) : B—C indem
wir zusétzlich B(A, g) := B(idy, g) definieren und bezeichnen ihn als partiellen
Funktor von B. Die Funktoreigenschaften sind leicht zu verifizieren. Zum Bei-
spiel gehen auf diese Weise die Tensor—Funktoren in 3.1.10 (3) und (4) aus dem
Bifunktor in 3.1.32 (1) hervor sowie die Hom—Funktoren in 3.1.10 (2) und 3.1.30
aus dem Bifunktor in 3.1.32 (2).
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(2) Jeder Morphismus f: A— A’ in A induziert eine natiirliche Transformation
7:=B(f,—): B(A,—) — B(A’,—) indem wir analog zu (1) 75 := B(f,B) :=
B(f,idp) setzen. Denn zu jeden Morphismus g : B — B’ in B lésst sich folgende
Gleichung in A x B generieren:

(idas, g) o (f,idB) = (f,9) = (f,idp’) o (ida, 9)

Wendet man darauf den Bifunktor B an, erhélt man das kommutative Diagramm

B(A, B) 242 B4, Br)
TB=B(f,B)l jTBFB(fyB')
B(A',9)

B(A, B2 Pp 4, B

womit B(f,—) eine natiirliche Transformation ist. Analog erhalten wir zu einem
Morphismus g : B— B’ eine natiirliche Transformation

B(—,g9): B(—,B) — B(—,B’).
(3) Die Richtigkeit der beiden Gleichungen
B(id/h_):idB(A,—) B(f/Of’—)ZB(f,,—)OB(f’—)

ist ebenfalls leicht zu verifizieren.

3.2 Projektive und Injektive Objekte

DEFINITION 3.2.1. Wir nennen ein Objekt P einer Kategorie A projektiv in A,
falls zu jedem Epimorphismus g : B — C' und beliebigen Morphismus v: P — B
ein Morphismus 3 : P — B existiert, sodass v = g o 8 gilt.

B l l
Sy al -
£y P

B—C I

Dual nennen wir ein Objekt I in A injektiv in A, falls zu jedem Monomorphismus
f: A— B und Morphismus « : A— [ ein Morphismus [ : B — [ existiert, sodass

a=[fo f gilt.
BEISPIELE 3.2.2.

(1) Jedes terminale Objekt einer Kategorie ist projektiv und jedes initiales Objekt
einer Kategorie ist injektiv.

(2) In Set ist jede Menge projektiv: Ist P # @ so wiahlt man zu jedem z € P ein
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Element 3(z) aus der Urbildmenge g7'(v(z)) (Auswahlaxiom). Als terminales
Objekt ist auch die leere Menge @ projektiv.

(3) In Set sind genau die nicht-leeren Mengen injektiv: Die Injektivitét nicht—leerer
Mengen ist leicht nachzupriifen. Hingegen existiert zu idg und dem Morphismus
f @ — B # @ kein Morphismus von B nach @&, der das entsprechende Diagramm
kommutativ ergénzen konnte.

(4) Das Objekt Z in der Kategorie der abelschen Gruppen Ab ist projektiv.

(5) In der Kategorie der Vektorrdume iiber einem Korper K ist jedes Objekt projektiv
und injektiv.

(6) In rRMod, R unitér, ist jeder freie Modul projektiv. Dies folgt aus seiner univer-
sellen Eigenschaft. Insbesondere ist R in gplMod projektiv.

DEFINITION 3.2.3. Ein Produkt einer Familie von Objekten (X;);.; einer Kategorie
C ist ein Tupel (X, (7;)i;) bestehend aus einem Objekt X € C und einer Familie
von Morphismen (7; : X —= X;);c;, Projektionen genannt, sodass folgende universelle
Eigenschaft erfiillt ist: Zu jedem Objekt Y € C und jeder Familie von Morphismen
(fi 1Y — X});es existiert ein eindeutiger Morphismus f: Y — X sodass fiir jedes
1 € I das Diagramm unten links kommutiert. In diesem Fall bezeichnen wir X auch
durch [T;; X;.

X X
A - L
r \ / !
: Y
Y — X; X; 5 Y

Ein Koprodukt einer Familie von Objekten (X;);e; einer Kategorie C ist ein Tupel
(X, (¢i)ier) bestehend aus einem Objekt X € C und einer Familie von Morphismen
(t; : Xi — X)ier, Inklusion genannt, sodass folgende universelle Eigenschaft erfiillt
ist: Zu jedem Objekt Y € C und jeder Familie von Morphismen (f;: X; —=Y )y
existiert ein eindeutiger Morphismus f : X — Y sodass fiir jedes i € I das Diagramm
oben rechts kommutiert. In diesem Fall bezeichnen wir X auch durch [],.; X;.

Die Kategorie C besitzt (endliche) Produkte (resp. Koprodukte), falls zu jeder (end-
lichen) Objektfamilie (X;);er ein Produkt ([T;e; Xy, ;) (resp. Koprodukt ([1,c; Xi, )
in C existiert.

BEISPIELE 3.2.4.
(1) Ist (X;)ies eine Familie von Mengen, so ldsst sich dazu das sogenannte kartesische
Produkt bilden, die Menge von Abbildungen der Form

[[Xi={f:T—UX;| f(i)€X, fiir alle i € I'}.
iel

iel

Zusammen mit der Familie von Evaluations—Abbildungen (ev; : [T;c; X; —= X3 )ier
(ev;(f) = f(i)) erhalten wir ein Produkt ([T;c; X, (evi)ier) der Mengen (X;);es
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(5)

(6)

98

in Set. Denn ist ein Objekt Y in Set und eine Familie von Abbildungen
(fi:Y —= Xi)ier gegeben, so ist durch f(y) : I —= User Xi mit f(y) (i) := fi(y)
fiir alle y € Y und 7 € I eine wohldefinierte Abbildung f: Y — [],; X; gegeben,
die einzig ev; of = f; fiir jedes i € I erfiillt.

In vielen konkreten Kategorien wie x Vek, gkMod, Grp, Ab oder Top ldsst sich
ein Produkt einer Objekt—Familie (A;);e; mit Hilfe des kartesischen Produktes der
darunterliegenden Objekt—Familie in Set auffinden indem man dem kartesischen
Produkt die fehlende Struktur wieder “auferlegt”. Sie muss aber derart universell
sein, dass samtliche Projektionen 7; und Abbildungen f aus (1) sie respektieren. In
den algebraischen Fillen lasst sich die Struktur komponentenweise erklaren. Zum
Beispiel ist zu einer Familie von abelschen Gruppen ((A;,+;)):; das kartesische
Produkt (IT,e; Ai, (7;)ier) zusammen mit (f + f7)(2) := f(i) +; f' (i) fiir alle f, f' €
[1;c; A; das Produkt dieser Gruppenfamilie in Ab.

Das Koprodukt in Set kann durch die disjunkte Vereinigung realisiert werden:
Zu einer Familie von Mengen (X;);; in Set definieren wir zuerst die dazu
kanonisch isomorphe aber disjunkte Mengen—Familie (Y; := X; x {i});c;. Thre
disjunkte Vereinigung U,y Y; bildet zusammen mit den kanonischen Abbildungen
ti: X;i —=Y;, 1;(x) = (x,1) ein Koprodukt von (X;);c;, wie sich leicht verifizieren
lasst.

In den konkreten Kategorien x Vek, gkMod und Ab existieren ebenfalls Kopro-
dukte. Doch im Gegensatz zu dem Produkt sind sie nicht {iber das Koprodukt
in der darunterliegenden Kategorie Set zu verwirklichen. Vielmehr entsprechen
die direkten Summen von Vektorrdumen (resp. R-Moduln, abelschen Gruppen)
zusammen mit den kanonischen Inklusionen dem Begriff des Koproduktes in
k Vek (resp. rRMod, Ab). Daher ldsst sich in diesen Kategorien das Koprodukt
einer Familie von Objekten (M;);; durch folgendes Unterobjekt des Produktes
[Tic; M; realisieren:

[IM;:={ge]]M]g(i) =0 fiir fast alle i ¢ I}

iel iel

vy My —= 11 M; mit ev;or;:=

iel 0 sonst.

{mMj fiir i = j

Denn ist eine Familie von Morphismen der Form (f; : M; —= N);c; gegeben, so ist
durch f:= Y, fi o ev; eine wohldefinierte Abbildung f : [1,.; M; — N gegeben,
die fouj =Y 1 ficeviou; = f; erfiillt. Die Einzelheiten seien dem Leser iiberlassen.
Ist die Indexmenge I endlich, so gilt [T,.; M; = [1;e; M.

Hingegen entspricht der Begriff der direkten Summe von Gruppen nicht dem
des Koproduktes in Grp. Stattdessen ist das freie Produkt von Gruppen eine
Realisation des Koprodukts in Grp.

Auch in Rng unterscheidet sich das Koprodukt von der direkten Summe: Hier
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entspricht das Tensorprodukt von Ringen R ®7 S dem Koprodukt.

BEMERKUNG 3.2.5.

(1)

Existiert zu einer Familie von Objekten (X;);s in einer Kategorie C ein Produkt
(X, (7;)ier) (resp. Koprodukt (X, (¢;)ir)), so ist dieses bis auf kanonischer Iso-
morphie eindeutig bestimmt. Dies zeigt sich aus der universellen Eigenschaft von
Produkten (resp. Koprodukten). Daher ist es legitim, nur von dem einen Produkt
(ITier Xi, m;) (resp. Koprodukt (I1,; Xi,¢:)) von (X;)ier, sofern es existiert, zu
sprechen.

Ist ein Produkt ([T;e; X, (7;)ier) in C gegeben und setzen wir Home (X, X;) # @
fiir alle ¢, 5 € I voraus (dies ist z. B. dann erfiillt, wenn C ein Null-Objekt besitzt),
so ist jede Projektion m; ein Retrakt (insbesondere epi). Dies zeigt sich fiir ;,,
ip € I fix gewdhlt, in dem man f;, := idx, und f; € Home (X, X;) fiir @ # i
beliebig wihlt. Denn nach der universellen Eigenschaft des Produktes existiert ein
eindeutiger Morphismus f : X;, — [];c; X, sodass unter anderem 7;, o f =id Xi
gilt.

Ist (I1;e; Xi, i) ein Koprodukt, so zeigt sich unter den gleichen Voraussetzungen
wie in (2), dass jedes ¢; ein Schnitt (und insbesondere moni) ist.

In gMod gilt umgekehrt: Ist 7: M — M" ein Retrakt, dh. es existiert ein
Morphismus " : M"" — M mit 7" o (" =idy;», dann existiert ein 7’ : M — M’
sodass (M, (7', 7)) ein Produkt von (M’ M") bildet. Gleichzeitig existiert zu
dem Schnitt ¢ ein Morphismus ¢/ : M’ — M sodass (M, (¢',1")) ein Koprodukt
von (M', M') bildet. Dies zeigt sich, in dem man 7’ € coker(”") bzw. i/ € ker(n"")
wahlt. In allgemeinerem Zusammenhang wird dies in Proposition 3.3.17 behandelt.

Aus den letzten drei Bemerkungen und dem Beispiel 3.2.4 (4) geht hervor, dass zu

jeder endlichen Familie von R-Moduln (M, );e; es zwei Familien von Morphismen
(ti)ier und (7;);er gibt, sodass mit M = [1,.; M; = 11,e; M; gilt:

idy, fiiri=j ,
;0L = Zbioﬂ'izld]\/[.

0 sonst. el

Man bezeichnet dann (M, (¢;)ier, (7;)ier) mit diesen Eigenschaften als das Bi-
produkt von (M, ). (M, (7;)ser) bildet dann ein Produkt und (M, (¢;)r) ein
Koprodukt von (M;) ;.

Seien (X;);r und (X/);e; Familien von Objekten und (f;: X; — X/);er eine
Familie von Morphismen einer Kategorie C. Existiert zu beiden Objekt—Familien
jeweils das Produkt ([T;e; Xi, (m;)ier) und (ITie; X/, (7))ier), dann gibt es einen
eindeutigen Morphismus [] f; : [T;e; Xi — [1ie; X/, sodass fiir jedes i € I das
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(10)

Diagramm unten links kommutiert:

I1X; AL I1X! X, i X!
iell/ z’e[l ‘ ‘
; ! R - /
X; 7 X] EXZ i EXZ

Existieren hingegen die Koprodukte ([1;e; Xi, (¢:)ier) und (Ier X/, (¢))ier), dann
gibt es einen eindeutigen Morphismus [[ f; : [1;e; Xi — L;er X/, sodass fiir jedes
1 € [ das Diagramm oben rechts kommutiert.

Zu einer Familie von Monomorphismen (m; : X; — X/);es ist auch der Morphis-
mus [1m; : [Tie; Xi — [Tie; X/ (sofern die Produkte existieren) moni. Denn sind
g,9" Y —T1.; X; parallele Morphismen mit [Tm; o g = [[m; o ¢’, dann gilt fiir
jedes i € I: m;om; 0o g=m;om og' nach Voraussetzung also m; o g = m; 0 g’. Der
universellen Eigenschaft des Produktes zufolge gilt daher g = ¢’.

Unter denselben Voraussetzungen wie in (2) gilt auch die Umkehrung: Ist [Tm;
moni dann sind auch sémtliche m; moni. Dazu seien f;,, g;, : Y — X, parallele
Morphismen sodass m;, o fi, = m;, © g, gilt. Wahlen wir nun fiir jedes ¢ # 7
beliebige Morphismen f; = g; : Y — X (nach Voraussetzung existieren zumindest
die Morphismen 7; 07;, 0 f;, 1 Y —= X, siehe (2)), dann existieren eindeutige
Morphismen f,g:Y —[[,;; X; die m;o f = f; bzw. m; 0 g = g; fiir jedes i €
erfiillen. Thre Kompositionen mit []m; sind ident, denn fiir alle ¢ € I gilt

ﬂgonjof:miOWi0f=m¢°fi=mz’°9i:"':7ﬁ{°nmy‘°9
was der universellen Eigenschaft des Produktes zufolge [Tmj;o f = [ITmjog
impliziert. Weil aber [Tm; moni ist, erhalten wir f = g und damit f;, = g;,.
Dual ist zu jeder Familie von Epimorphismen (e; : X; — X/);e; auch der Mor-

phismus []e; : [I;c; Xi — [;c; X/ epi und die Umkehrung dessen ist unter den
gleichen Voraussetzungen wie in (2) gegeben.

Im Allgemeinen ist aber []e; zu einer Familie (e;);c; von Epimorphismen nicht
epi wie auch [ m; zu einer Familie von Monomorphismen (m;);c; nicht notwen-
digerweise moni ist.

In der Kategorie gMod gilt fiir Familien von Morphismen jedoch:

m,; ist moni fir alleiel < H m; ist moni < H m,; ist moni

e;istepifiralleiel <«  []e ist epi < J]e ist epi.

Dies folgere man sofort aus Bemerkung 3.1.23 (1) und den Beispielen 3.2.4 (2)
und (4).

PrROPOSITION 3.2.6 ([HiSt, Chap. II, Prop. 10.6 (ii)]). Zu jeder Familie (X;)es
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von injektiven Objekten einer Kategorie C ist auch [1;e; X; injektiv (sofern zu (X;)ier
ein Produkt existiert).

Dual ist zu jeder Familie (X;)i; von projektiven Objekten einer Kategorie C auch
[,e; Xi projektiv (sofern zu (X;)ier ein Koprodukt existiert).

Beweis. Wir zeigen nur den injektiven Fall, der projektive ist dual zu beweisen. Sei
fiir jedes i € I folgendes Diagramm mit soliden Pfeilen gegeben:

A~
« ﬁ Bi

£ v
[1X; ETae Xi

iel

Da jedes X; injektiv ist, existiert zu jedem ¢ € I ein Morphismus 5; : B — [1;c; Xi
sodass ein kommutatives Rechteck entsteht. Auf Grund der universellen Eigenschaft
des Produktes existiert wiederum ein Morphismus [ : B —[];.; X; fiir den gilt:
Bi =m;op fiiralleiel. Danun m;oa = ;0 f =mo0fo f fiir jedes i € I gilt, folgt
wiederum aus der universellen Eigenschaft des Produktes a= (o f. O

PROPOSITION 3.2.7. Seit R ein unitirer Ring. Dann gilt:

(i) P ist genau dann projektiv in gkMod, wenn P direkter Summand eines freien
Moduls ist ([J2, Prop. 3.10]).

(ii) I ist genau dann injektiv in gMod, wenn zu jedem Ideal J von R und jedem
Morphismus f: J —=1I eine Erweiterung f': R— I von f existiert ([J2, Prop.
3.15)).

Ist R ein Hauptidealbereich so gilt zusdtzlich:

(iii) I ist genau dann injektiv in gRMod, wenn I dividierbar ist, dh. wenn zu jedem
0#7eR und jedem mel es einm’ €l gibt, sodass r-m' =m gilt ([J2, Prop.
3.16]).

Beweis. (1) “=": Ist P projektiv und 7 : Pr, — P der kanonische Epimorphismus
aus Beispiel 3.2.9 (2), dann existiert zu der Identitét idp ein Morphismus ¢ : P — Pp,
mit mo¢ = idp. Wie in Beispiel 3.2.5 (4) ausgefiihrt, ist damit (P, ¢) direkter Summand
von Ppg,.

(i) “<=": Sei (P, ¢) direkter Summand eines freien Moduls F'. Dann existiert zu einem
Morphismus vp : P— N ein Morphismus v : FF— N mit v o = ~vp. Ist zusétzlich
€ : M — N ein Epimorphismus, so gibt es, weil F' projektiv ist, ein §: F — M mit
€off=~. Fir fp:=por gilt nun: eofp =€cofor =701 =ryp. Damit ist auch P
projektiv.

(ii) “=" Folgt direkt aus der Definition injektiver Objekte.
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(ii) “<=”: Zu einem Monomorphismus p: M —= N und einem beliebigen Mor-
phismus a : M — I definieren wir die Menge aller Erweiterungen von o der Form
E={(M",o/) |im(u) € M" € N, o' opu=a}. Da stets die triviale Erweiterung (dh.
M’ =im(p)) existiert, ist £ # @. Mit

(Aa") < (A" a") = A c A" und of = 0o

erhalten wir auf £ eine Teilordnung sodass zu jeder totalgeordneten Teilmenge in
& eine obere Schranke existiert. Nach dem Zorn’schen Lemma gibt es daher ein
maximales Element (M, @) € £. Wir zeigen nun M = N indirekt indem wir annehmen,
es gibt ein mg € N \ M. Dann bildet die Menge J = {r € R | r-mg € M} offensichtlich
ein Ideal in R. Der Morphismus f’:J—=1, f'(r) := a(r-mg) lasst sich daher zu
f+ R— I erweitern. Dieser wiederum ermdoglicht eine echte Erweiterung von a auf
M = M + R-mg € N indem wir

&: M —= N mit a(m+7r-mg) =a(m) + f(r)

definieren. Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir r-mq € M gilt f(r) = a(r-my).
Ein Widerspruch zur Maximalitit von (M, &) in €.

Ist R ein Hauptidealbereich, so ist jede Abbildung f: J — I eindeutig durch das
Bild rog = f(79) = m, mit (1) = J, bestimmt. Eine Erweiterung von f auf ganz R
existiert genau dann, wenn ein m’ € I mit ro-m’ = m existiert (f'(r) = f'(r-1g) =
r-f'(1g) = r-m/ fir alle r € R). Daher ist in diesem Fall (iii) dquivalent zu (ii). O

DEFINITION 3.2.8. Eine Kategorie A besitzt genug Projektive, falls zu jedem Objekt
A in A ein Epimorphismus 7 : P — A mit P projektiv existiert und nennen 7 eine
projektive Erweiterung von A.

A besitzt genug Injektive, falls es zu jedem Objekt A in A ein Monomorphismus
i A—1I mit I injektiv existiert und nennen p eine injektive Erweiterung von A.

BEISPIELE 3.2.9.

(1) Die Kategorie x Vek der Vektorrdume tiber einem Korper K besitzt auf Grund
von Beispiel 3.2.2 (5) trivialerweise genug Injektive und Projektive (zu jedem
Objekt V in x Vek wihle man die Identitét idy ).

(2) Auch die Kategorie kMod der R-Moduln iiber einem unitdren Ring R besitzt
genug Projektive: Zu jedem M in gMod sei Mg, der iiber der Menge M freie
Modul und 7 : Mg, — M der kanonische Epimorphismus. Als freier Modul ist
Mp, projektiv (siehe Beispiel 3.2.2 (6)) und damit 7 eine projektive Erweiterung
von M.

Insbesondere besitzt die Kategorie Ab der abelschen Gruppen genug Projektive.
Dass Ab auch genug Injektive besitzt, zeigt folgendes Lemma (|[W, Ex. 2.3.2|):

LEMMA 3.2.10. Die Kategorie der abelschen Gruppen Ab besitzt genug Injektive.
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Beweis. Sei A # 0 eine abelsche Gruppe. Dann induziert die Familie von Mor-
phismen (f: A—=Q/Z) fepr, M = Homan (A, Q/Z), einen eindeutigen Morphismus
0t A—=Tl;em Q/7Z sodass 7y on = f gilt (Definition eines Produktes). Nach Propo-
sition 3.2.6 ist das Ziel von 7 injektiv. Dass 1 ein Monomorphismus ist, zeigt sich
indem man zu jedem 0 # a € A die Existenz eines Morphismus 7, : A — Q/Z mit
na(a) # 0 nachweist:

Sei ¢, : Z—= A jener Morphismus, der durch an( 1) = a eindeutig bestimmt ist
und wihle &, : Z — Q/Z so, dass Ker(¢,) ¢ Ker(d,) gilt (im Falle Ker(¢,) = nZ
mit n > 2 wihle G,(1) = [+] und im Falle Ker(¢,) = 0 wihle d,(1) # 0 beliebig). Zu
den durch Herausfaktorisieren des Kerns Ker(gz;a) erhaltenen Morphismen ¢, und «,
existiert auf Grund der Injektivitdt von Q/Z (und weil ¢, moni ist) ein Morphismus
Na € Homap (A, Q/Z) sodass folgendes Diagramm kommutiert:

Z] ker(g) == A

Qg
L w7 Ma

Q/Z

Insbesondere ist 7,(a) = a,(1) # 0 fiir jedes a # 0 erfiillt. O

Nun drangt sich die Frage auf, ob auch gMod genug Injektive besitzt. Eine
Moglichkeit dies zu zeigen wére, analog wie im obigen Beweis vorzugehen. Anstelle
der abelschen Gruppe Z wihle man dann den Modul R und anstelle der injektiven
abelschen Gruppe Q/Z den R-Modul Homayp (R, Q/Z). Doch ist die Injektivitidt von
Homap (R, Q/Z) nicht mehr offensichtlich und auch der Nachweis, 7 ist moni, fallt in
diesem Fall mitunter schwieriger aus.

Daher werden wir einen anderen Weg einschlagen und zuerst den konkreten Vorgang
in Beispiel 3.2.9 (2) néher betrachten. Denn schaffen wir es dazu eine Verallgemeine-
rung im kategorie-theoretischen Sinne zu finden, so kénnen wir durch Dualisieren den
injektiven Fall 16sen. Konkret bedeutet dies erst einmal eine “basisfreie” Beschreibung
des freien Moduls Mg, zusammen mit dem kanonischen Epimorphismus € : Mg, — M
zu geben. Der Schliissel dazu ist die sogenannte Adjunktion von Funktoren:

DEFINITION 3.2.11. Seien L: A<— B und R: A— B ein Paar von Funktoren
sodass eine natiirliche Isomorphie

7:Homy(L(—),—) — Homp(—, R(—))

von Bi-Funktoren B x A — Set existiert. Dann nennen wir das Tripel (L, R, T)
eine Adjunktion von A nach B. Dazu sagen wir auch: L ist links—adjungiert zu R
und R ist rechts-adjungiert zu L und schreiben kurz L —+ R.
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Dh. fiir jedes Paar (B, A) € B’ x A ist
7p.4 : Homy(L(B), A) =— Homg(B, R(A))

eine Mengen—Bijektion, die sowohl in A als auch in B natiirlich ist: Zu jedem Mor-
phismus f: A— A’ in A und ¢g: B’ — B in B erhalten wir folgende kommutative
Rechtecke:

Hom 4 (L(B), A) —= Hom(L(B), A") 2% Hom(L(B"), A")

TB,A TB,A’l B!, Al

Homp(B, R(A)) 77 Homp(B, R(A')) —5= Homp(B', R(A')).

Dabei wurde Homy (L(B), f) durch f*, Hompg(L(g), A’) durch L(g). usw. abgekiirzt.

Die Natiirlichkeit von 7(_ _y lasst sich auch folgendermafen charakterisieren: Ist
«: L(B) — A ein Morphismus in Hom4(L(B), A), dann gilt fiir jeden Morphismus
fiA—A"in Aund g: B'— B in B:

T(ae L(g)) =7(a)eoyg 7(fea)=R(f)eor(a) (3.1)

Fiir jedes B € B definieren wir np : B— RL(B) durch np := 75 1(5y(idr(s)). Es
zeigt sich durch

. 3. . . 3. .
RL(g) o 7(idy 5 ) 2 r (L(g) o idppy) = 7(idpemy oL(g) 2 r(idemn) o g,

dass das folgende Diagramm fiir jeden Morphismus g : B— B’ in B kommutativ ist:

B R
ﬁBl jUB'
RL(B) Y RL(B).

Dh. n:idg — RL ist eine natiirliche Transformation und nennen diese die Finheit
der Adjunktion (L, R, 7). Dual erhalten wir durch e4 := 7-;{% ) 4 (idg(ay) eine natiirliche
Transformation € : LR —id 4, die sogenannte Koeinheit der Adjunktion (L, R, 7).

BEISPIELE 3.2.12.

(1) Der Funktor F'r: gMod <— Set aus Beispiel 3.1.10 (5) ist links—adjungiert zu
U :rMod — Set, dem Vergiss—Funktor aus Beispiel 3.1.10 (8): Auf Grund
der universellen Eigenschaft von Fr(X) existiert zu jeder Mengen—Abbildung
f: X —U(M) genau ein R—Modulhomomorphismus 7(f): Fr(X)— M. Of-
fensichtlich erhalten wir dadurch eine Bijektion

T;(}M : Homp pmod (F'r(X), M) —— Homget (X, U(M)).
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Die Natiirlichkeit von T)_(}M in X und M léasst sich ebenfalls einfach nachpriifen
sodass es sich um eine Adjunktion (Fr,U,77!) handelt.

Ist R ein Ring und N € gMod, dann ist der Tensor—Funktor
— Q®rN :Modgr — Ab, Modr>M - M ®r N € Ab

links—adjungierter zu Homap (N, —) : Ab— Modg (hierbei deuten wir N als
abelsche Gruppe indem wir die restliche Modulstruktur vergessen). Dh. zu jedem
A e Ab und M € Modg existiert eine Bijektion

Tar,a - Homap(M ®g N, A) — Hompeag (M, Homayn (N, A)),

welche in A und M natiirlich ist.

Dazu definieren wir 7(f)(m)(n) := f(m®n) fiir jedes f € Homap(M @5 N). Auf
Grund der Distributivitit des Tensor-Produkts und f € Mor(Ab) ist 7(f)(m) ein
Morphismus in Ab. Aus analogen Griinden respektiert 7(f) die Gruppenstruktur
auf M und ist wegen

T(f)(mr)(n) = f(mren) = f(mern) =7(f)(m)(rn) = (7(f)(m))r)(n)

ein Morphismus in Modg. Definieren wir nun o(g)(m ®n) := g(m)(n) fir jedes
g € Homppoags (M, Homap (N, A)) so erhalten wir, wie man leicht nachpriifen
kann, eine zu 7 inverse Abbildung womit 7 eine Bijektion ist. Die Natiirlichkeit
von 7 in A und M ist gleichsam einfach zu verifizieren.

Der zu einem fest gewéhlten R—Rechtsmodul M € Modg gehorende Tensorfunktor
Mepr —: RMOdéAb, rMod> N — M ®r N € Ab

ist links—adjungiert zu Homayp (M, —) : Ab — gMod (hier verstehen wir M als
abelsche Gruppe). Dh. zu jedem A € Ab und N € gkMod existiert eine Bijektion

Tn.4 : Homap(M ®g N, A) — Homp moa (IV, Homay (M, A)),

welche in A und N natiirlich ist. Die Einzelheiten sind wie in (2) auszufiihren.

Der Vergiss-Funktor U : Ab<—gMod ist links-adjungiert zu dem Funktor
Homap(R,—) : Ab—=gMod (R ein unitérer Ring):

Jedes M e gRMod und A € Ab induziert mittels 7(«)(m)(r) := a(U(r-m)) eine
Bijektion in Set:

Tam,a » Homap(U(M), A) — Hom mod (M, Homap (R, A))

Denn mit der Abbildung 7/(a)(U(m)) := o/(m)(1g) erhdlt man, wie man sofort
nachrechnen kann, eine zu 7 inversen Abbildung.
Leicht zu verifizieren ist auch die Natiirlichkeit von 7ps 4 in M als auch in A und

65



3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

sei deshalb dem Leser iiberlassen.

(5) Der Invariantenfunktor —¢: ;Mod — gkMod einer K-Lie Algebra g ist rechts—
adjungiert zu dem trivialen g-Modul-Funktor 7 : xMod — ;Mod, dh. zu
jedem K—Vektorraum M und g-Modul N existiert eine Bijektion

v,y i Homg (Tr(M), N) —= Homg (M, N9)

die in M und N natiirlich ist:

Jeder Morphismus f € Homg (M, N9) ldsst sich durch Komposition mit der
Inklusion N® = N als Morphismus in Homy(7r(M), N') verstehen. Umgekehrt
liegt das Bild eines jeden Homomorphismus g € Homy(7r(A), N) in N¢ und
konnen daher g als Morphismus in Homg (M, N9) betrachten. Damit ist die
gesuchte Bijektion beschrieben. Thre Natiirlichkeit in M und N zeigt sich in
wenigen einfachen Schritten.

(6) Der Koinvariantenfunktor —;: Mod — xkMod einer K-Lie Algebra g ist links—
adjungiert zu T : k Mod — ;Mod. Dies zeigt sich analog zum vorherigen Fall.

Nach dem Beispiel 3.2.12 (1) kénnen wir die in Beispiel 3.2.9 (2) angefiihrte
Konstruktion einer projektiven Erweiterung eines R—Moduls M durch die beiden
adjungierten Funktoren F'r:grMod<— Set und U : gMod — Set beschreiben:
Mg, = Fr(U(M)) und 7 =€y : Fr(U(M)) — M.

Nun suchen wir nach allgemeinen, dualisierbaren Bedingungen fiir den Funktor
U : RMod — Set, die einerseits “e); ist epi” und andererseits “Fr(U(M)) ist pro-
jektiv” implizieren. Eine dieser Bedingungen ist die Treue von U (s. [HiSt, Chap. II,
Prop. 10.4]):

PRoOPOSITION 3.2.13. Sei L : A<— B links—adjungiert zu R: A— B. Dann gilt:

(i) L ist treu = die Einheit n:idg —= RL ist moni.
(ii) R ist treu = die Koeinheit € : LR —1id 4 ist epi.

Beweis. Seien f, f': B— B’ parallele Morphismen in B sodass ng o f = ng o f’
gilt. Dann folgt durch Adjungieren (siehe (3.1)) L(f) = L(f’) und damit nach
Voraussetzung f = f’. Analog zeigt sich (ii). O

Bleibt noch zu klaren, welche allgemeine Figenschaft von U die Projektivitat
von Fr(U(M)) implizieren kénnte. Da ja jedes Objekt in Set, also insbesondere
auch U(M), projektiv ist (siehe Beispiel 3.2.2 (2)), fithrt F'r trivialerweise Projek-
tive in Projektive iiber. Diese Eigenschaft von Fr wird bereits dadurch, dass U
Epimorphismen erhélt (siehe Bemerkung 3.1.23), garantiert:

DEFINITION 3.2.14. Ein Funktor F': A— B erhélt Mono— (resp. Epimorphismen),
falls fiir jeden derartigen Morphismus f in A auch F'(f) moni (resp. epi) in B ist. F
erhéilt Injektive (resp. Projektive), falls mit A in A auch das Bildobjekt F'(A) in B
injektiv (resp. projektiv) ist.

66



3.2 Projektive und Injektive Objekte

PropoSITION 3.2.15. Sei L : A<— B links—adjungiert zu R: A— B. Dann gilt:

(i) L erhalt Monomorphismen = R erhdlt Injektive.
(ii) R erhdlt Epimorphismen = L erhalt Projektive.

Beweis. (|HiSt, Chap. II, Prop. 10.2]) Sei 7: L — R eine Adjunktion. Wir weisen
aus Dualitédtsgriinden nur (ii) nach: Sei P ein projektives Objekt in B, m: A — A’
ein Epimorphismus sowie 7 : L(P) — A’ ein beliebiger Morphismus in 4. Auf Grund
der Voraussetzung ist auch R(7): R(A) — R(A’) epi sodass zusammen mit dem
adjungierten Morphismus 7(v): P— R(A’) ein Morphismus : P — R(A) mit
R(m) o B =7(v) existiert (siche (3.1)). Durch “Zuriickadjungieren” erhalten wir damit
einen Morphismus 771(f3) : L(P) — A mit 7 o 771() = 7. Nach Definition ist also
L(P) projektiv. Die Beweisschritte lassen sich durch die beiden folgenden Diagramme
rekapitulieren:

L(P) P
o, 1, B lm) 0
1 £
A A R(A) o= R(A)

Fiir die Formulierung einer vollstéandig charakterisierenden Eigenschaft einer Ka-
tegorie, genug Projektive zu besitzen, benotigen wir noch einen Teil des folgenden

Resultates (s. [HiSt, Chap. II, Thm. 7.7]):
PropPoOSITION 3.2.16. Sei L : A<— B links—adjungiert zu R: A— B. Dann gilt:

(i) L erhalt Epimorphismen und Koprodukte.
(ii) R erhdlt Monomorphismen und Produkte.

Beweis. Sei 7: L — R eine Adjunktion. Wir weisen aus Dualitatsgriinden nur (i)
nach:

Sei g: B— B’ ein Epimorphismus in B und h,h’: L(B') — A parallele Mor-
phismen in A fir die ho L(g) = h' o L(g) gilt. Dann folgt durch Adjungieren
7(h)og=T1(h")og (siehe (3.1)). Nach Voraussetzung ist damit 7(h) = 7(h') und
folglich h = h' denn 7 ist injektiv.

Sei nun (I1,c; Bi, (4)ier) ein beliebiges Koprodukt in B. Um zu zeigen dass der Tupel
(L(Lier Bi), (L(t;))ier) ein Produkt in A bildet, nehmen wir ein Familie von Morphis-
men f;: L(B;) — A als gegeben an. Die dazu adjungierte Familie von Morphismen
7(f;) : B;— R(A) induziert einen eindeutigen Morphismus f : [[;.; B; — R(A) so-
dass fou; =7(f;) fiir alle ¢ € [ gilt. Durch “Zurtickadjungieren” erhalten wir einen ein-
deutigen (7 ist bijektiv) Morphismus 771( f) : L([1;e; Bi) —= A sodass 771(f)o L(1;) =
fi fur alle i € I gilt. Der Beweis léasst sich durch die beiden folgenden Diagramme
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verdeutlichen:
L) zeEI B _7_> 9 i€ g
e . . 0
v Tt v
L(B;) P A BimR(A)

BEMERKUNG 3.2.17. Auf analoger Art und Weise kann man fiir eine Adjunktion
L < R zwischen abelschen Kategorien zeigen, dass L rechts— und R links—exakt ist.

THEOREM 3.2.18. Eine Kategorie A besitzt genau dann genug Projektive, wenn ein
Funktor R: A— B in eine Kategorie B mit genug Projektiven existiert der treu ist,
Epimorphismen erhdlt und rechts—adjungiert zu einem Funktor L: A<—B ist.

Beweis. Sei A ein beliebiges Objekt in A. Nach Voraussetzung existiert eine projek-
tive Erweiterung von R(A) in B: w: P— R(A). Ist L 4 R, dann folgern wir aus
Proposition 3.2.16 und Satz 3.2.15, dass L(w) : L(P) — L(R(A)) eine projektive
Erweiterung von L(R(A)) ist. Nach Proposition 3.2.13 ist €4 : L(R(A)) — A epi
und folglich die Komposition €4 o L(7) : L(P) — A eine projektive Erweiterung von

A.
Die Umkehrung ist trivial, denn id 4 : A —= A ist zu sich selbst adjungiert. ]

Die Aussage obigen Theorems, sowie der zugehorige Beweis, lassen sich einfach
dualisieren und wir erhalten das injektive Pendant:

THEOREM 3.2.19. Fine Kategorie B besitzt genau dann genug Injektive, wenn ein
Funktor L : A<— B in eine Kategorie A mit genug Injektiven existiert der treu ist,
Monomorphismen erhdlt und links—adjungiert zu einem Funktor R: A— B ist.

Mit Hilfe diesem Theorems lasst sich nun darauf schlieffen, dass die Kategorie der R—
Moduln iiber einem unitiaren Ring genug Injektive besitzt. Denn der in Beispiel 3.2.12
(4) auftretende Vergiss—Funktor U : Ab<—grMod ist nicht nur links—adjungiert
zu einem Funktor von Ab nach gMod, sondern auch treu und erhaltend bzgl.
Monomorphismen. Damit gilt folgendes

KOROLLAR 3.2.20. Die Kategorien gMod und Modg, R ein unitirer Ring, besit-
zen genug Injektive.

BEMERKUNG 3.2.21. Wir wollen zu einem Modul M € gMod noch konkret eine
injektive Erweiterung konstruieren indem wir dual zu dem im Beweis von Theorem
3.2.18 angefiihrten Verfahren vorgehen:

U(M) besitzt in Ab nach dem Beweis von Lemma 3.2.10 eine injektive Erweiterung
der Form 7 : U(M) — [1eam Q/Z wobei M = Hom 4, (U (M), Q/Z) gilt.

Homap(R,n) : Homay (R, U(M)) — Hompap (R, fg/l Q/Z)
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ist dann ein Monomorphismus in g Mod mit injektivem Ziel (siehe Proposition 3.2.15
und 3.2.16). Die Komposition mit 7, : M — Homay (R, U(M)) ergibt wiederum
einen Monomorphismus 7 : M — Homay (R, [T1em Q/Z) (siche Proposition 3.2.13)
und damit eine injektive Erweiterung von M. Proposition 3.2.16 zufolge konnen wir
nun auch 7 : M — [ ep Homap (R, Q/Z) schreiben.

Spater von Nutzen wird folgendes Lemma sein:

LEMMA 3.2.22. Sei 7: F — G eine natirliche Transformation zwischen zwei
Funktoren F,G:C—=D welche Produkte erhalten. Dann gilt fir jedes Produkt

(TTier Xi, (Ti)ier) in C: 1, x; = [ier T, -
Zu Koprodukten gilt die analoge Aussage.

Beweis. Zu jedem j € I wird durch die Projektion m;:[];.; X; — X, folgendes
kommutatives Diagramm induziert:

F([ier X0) 2 G (s X:)
lF(ﬂj) lG(Wj)
F(X;) ———G(X;)

J

Da nach Voraussetzung (F([T;e; Xi), (F(7;))ier) und (G(ITie; Xi), (G(7:))ier) Pro-
dukte in D sind, folgt zusammen mit der Eindeutigkeit von [] 7y, (siche Bemerkung
3.2.5 (6)) die Behauptung. O

BEISPIEL 3.2.23. Zu dem Tensorfunktor — ® 3 — Modgr x gkMod — Ab, jeder
Familie (N;);e; von R—Linksmoduln und jedem Morphismus f: M — M’ in Modg
gilt:

f ®gr L,;e; NV; ist genau dann moni (resp. epi), wenn f ®g N; fiir alle i € I es
ist. Denn f induziert nach Bemerkung 3.1.33 (2) eine natiirliche Transformation
f®r — M®r —— M'®p — zwischen Funktoren, die Proposition 3.2.16 zufolge
Koprodukte erhalten. Nach obigen Lemma gilt daher f ®g [1;c; N; = LLie;(f ®r N;)
woraus zusammen mit Bemerkung 3.2.5 (10) die Behauptung folgt.

3.3 Abelsche Kategorien

In vielen konkreten Kategorien treten Null-Abbildungen auf: Jedes Element x € X
wird dem Null-Element 0 € Y zugeordnet. Doch wollen wir in der Kategorientheo-
rie Relationen zwischen Elementen von Objekten (oder innerhalb eines Objektes)
vermeiden und stattdessen eine strukturunabhéngige Definition fiir sogenannte Null-
Morphismen geben:

DEFINITION 3.3.1. Sei C eine Kategorie mit einem 0-Objekt und X, Y Objekte in C.
Dann existieren genau ein Morphismus x0 : X — 0 und ein Morphismus Oy : 0 — Y
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

und wir nennen die Komposition y0y := 0y o x0 den Null-Morphismus von X nach
Y und schreiben kurz 0: X —Y.

In vielen konkreten Kategorien wie Grp, R-Mod oder Set, stimmen die Null-
Morphismen offensichtlich mit den ansonsten iiblichen Null-Abbildungen iiberein.

Mit dem Begriff des Null-Morphismus lassen sich nun auch Kerne und Kokerne
eines Morphismus definieren:

DEFINITION 3.3.2. Sei C eine Kategorie mit einem 0-Objekt.

Ein Kern eines Morphismus f: X —Y ist ein Morphismus %k : K — X sodass
f ok =0 und folgende universelle Eigenschaft gilt: Ist k' : K’ — X ein Morphismus
mit f ok’ =0, dann existiert ein eindeutiger Morphismus v: K — K’ mit k' = ko g.

Kt . x_ 1. v x 1. yv_<<. ¢
A, ,
i / \ Y
K’ C

Ein Kokern eines Morphismus f: X — Y ist ein Morphismus c¢: Y — C sodass
co f =0 und folgende universelle Eigenschaft gilt: Ist ¢/ : Y — C" ein Morphismus
mit ¢’ o f =0, dann existiert ein eindeutiger Morphismus v : C'— C" mit ¢/ =~y oc.

C besitzt Kerne, falls jeder Morphismus f in C einen Kern in C besitzt. Dual besitzt
C Kokerne, falls jeder Morphismus f in C einen Kokern in C besitzt.

BEMERKUNG 3.3.3. Ist C eine Kategorie mit einem Null-Objekt 0, dann fiihrt die
Eindeutigkeit der Faktorisierungen durch Kerne und Kokerne in obiger Definition,
sofern sie existieren, zu folgenden Eigenschaften dieser:
(1) Jeder Kern k eines Morphismus f ist moni: Sind g, ¢’ parallele Morphismen
sodass ko g = ko g :=h gilt, dann wird h wegen f o h =0 eindeutig durch k
faktorisiert und folglich muss g = ¢’ erfiillt sein. Dual zeigt sich:

(2) Jeder Kokern ist epi.

(3) Jeder Monomorphismus m : A— B in C besitzt 0: 0 — A als einen Kern und
jeder Epimorphismus e : B — (' besitzt 0: C'— 0 als einen Kokern.

(4) Die Menge ker f aller Kerne eines Morphismus f : A — e bildet, sofern f einen
Kern besitzt, eine Aquivalenzklasse in Mog(A4) und ist damit ein Unterobjekt
von A: ker f € Subc(A). Siehe dazu Bemerkung 3.1.23 (6).

(5) Dual ist die Menge coker f aller Kokerne eines Morphismus f:e — A eine
Aquivalenzklasse in Ep.(A) und folglich coker f € Quo(A), vorausgesetzt f
besitzt einen Kokern.

Wie in Bemerkung 3.1.23 (6) lésst sich auch auf Home(C,Y'), der Klasse aller
Morphismen in C mit Ziel Y, eine Priordnung und folglich eine Aquivalenzrelation
definieren: Fiir f,g € Home(C,Y') ist f < g genau dann, wenn es einen Morphismus h
gibt, sodass f = goh gilt und f = g falls zusétzlich g < f erfiillt ist. Fiir die Menge
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der Aquivalenzklassen in Home(C,Y') schreiben wir Home[C, Y] und [f] bezeichne
jene Aquivalenzklasse, in der f liegt.

Dual findet sich auf Hom¢ (X, C), der Klasse aller Morphismen in C mit Quelle X,
eine derartige Priordnung und Aquivalenzrelation und Home[X,C] sei die zugehorige
Menge der Aquivalenzklassen. Ist also C ein Kategorie mit Null-Objekt, die zu jedem
Morphismus sowohl einen Kern als auch Kokern besitzt, erhalten wir nach Bemerkung
3.3.3 die Operatoren

ker : Home (X, C) — Sub¢(X )~ Hom¢[C, X |
coker : Home(C,Y) —— Quo,(Y)—— Hom¢[Y,C] .

Bevor wir nun zum néchsten Lemma iibergehen, machen wir uns klar, dass diese
Operatoren auf den Aquivalenzklassen konstant sind: Dazu sei f = f/ in Home(X,C),
k ein Kern von f, sowie k' einer von f’. Ist v jener Morphismus, der f =~ o f’ erfiillt,

dann folgt aus
fok'=(yof) ok =yo(f ok)=0

dass k' < k gilt. Auf analoger Weise erhalten wir k < k', also insgesamt k = £’. Dual
sind Kokerne ¢ und ¢’ dquivalenter Morphismen ¢ = ¢’ in Hom¢(C,Y") dquivalent in
Home(Y,C). Damit sind Ausdriicke wie ker(coker f) wohldefiniert und ermoglichen
uns, folgende Charakterisierung von Kern und Kokern zu geben:

LEMMA 3.3.4. Ein Morphismus k (resp. ¢) ist genau dann normal (resp. konormal),
wenn die linke (resp. rechte) Aussage in

k € ker(coker k) c € coker(ker c) (3.2)

erfillt ist.

Beweis. Angenommen k ist normal sodass ein Morphismus f mit k € ker f existiert.
Legen wir nun c € coker k als einen Kokern von k fest und beachten f ok =0, dann
existiert eine eindeutige Zerlegung f = d o c. Damit folgt fiir einen Morphismus &’ mit
cok’ =0 die Gleichung fok'=do(cok’)=0.

\k, 0
-

Andererseits folgt fiir ein k£” mit fok” =0 die Existenz eines eindeutigen Morphismus
h'" sodass k" = koh' gilt. Damit erhalten wir cok” = (cok)oh’ = 0. Also gilt cok’ =0
genau dann, wenn f ok’ =0 gilt. Mit anderen Worten gilt ker f = ker ¢, was zu zeigen
war. Die Umkehrung ist trivial.
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

Die Charakterisierung des Kokerns ist dual zu beweisen. O]

DEFINITION 3.3.5. Ein Morphismus f: A— B einer Kategorie A besitzt ein Bild
m: I — B in A, falls m ein Monomorphismus ist, der f faktorisiert und folgende
universelle Figenschaft besitzt: Zu jeder weiteren Faktorisierung von f =m/' o e’ mit
m’ moni existiert ein Morphismus 4/, der das Diagramm links unten kommutativ
macht:

f f
A= T=( A=
A
\ / e\‘\ é,yl/ o
I://

Dual nennen wir e: A — I" ein Kobild von f, falls e ein Epimorphismus ist, der f
faktorisiert und folgende universelle Eigenschaft besitzt: Zu jeder weiteren Faktorisie-
rung von f =m/ oe” mit e” epi existiert ein Morphismus ~, sodass das Diagramm
rechts oben kommutiert.

BEMERKUNG 3.3.6.

(1) Der in der obigen Definition eines Bildes (resp. Kobildes) auftretende Morphismus
~" (resp. ") ist, falls existent, eindeutig. Denn m/ ist moni (resp. €’ ist epi).

(2) Ist m: I — B ein Monomorphismus, so ist m ein Bild von m: Wir wéhlen e := id;
sodass fiir jede Faktorisierung von m = m’ o e’ mit m’ moni durch v := €’ das
entsprechende Diagramm kommutiert.

(3) Dual ist jeder Epimorphismus e : A— I Kobild seiner selbst.

(4) Jedoch besitzt im Allgemeinen nicht jeder Epimorphismus e : A — I einer Ka-
tegorie A auch ein Bild. Wohl aber wenn A ausgeglichen ist. In diesem Fall
ist ndmlich die Identitét id; ein Bild von e: Angenommen e = m/ o e’ sei eine
Faktorisierung von e mit m’ moni. Dann ist nach Bemerkung 3.1.23 (3) m’ auch
epi, also nach Voraussetzung ein Isomorphismus und daher ein «" mit m’o+’ =id;
existent.

(5) Dual besitzt jeder Monomorphismus m : [ — B einer ausgeglichenen Kategorie
die Identitédt id; als ein Kobild, im Allgemeinen jedoch nicht notwendigerweise.

(6) Besitzt f: A— B ein Bild in A, so bildet die Menge im(f) aller Bilder von
f eine Aquivalenzklasse in Mo4(B) und ist folglich ein Unterobjekt von B:
im(f) e Subs(B).

(7) Falls f: A— B ein Kobild besitzt, bildet die Menge coim( f) aller Kobilder von
f eine Aquivalenzklasse in Ep 4(A). Daher ist coim(f) € Quo ,(A) ein Quotiente-
nobjekt von A.

Nun sind wir in der Lage, exakte Sequenzen einer Kategorie zu definieren:

DEFINITION 3.3.7. Wir nennen die Komposition g o f zweier Morphismen f und g
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einer Kategorie A exakt, wenn f ein Bild und g einen Kern besitzt und im f = ker g
gilt. In diesem Fall nennen wir das Diagramm

° —f> B 9.
exakt bei B.
Allgemein nennen wir ein beliebiges Diagramm/Sequenz exakt, falls jede darin
auftretende Komposition exakt ist.
Ein Diagramm in 4 der Form

0 A B—21-C 0 (3.3)

nennen wir

e kurze exakte Sequenz, falls es bei A, B und C
e links—exakt, falls es bei A und B
e rechts—exakt, falls es bei B und C'

exakt ist.

Dual bezeichnen wir go f koexakt, wenn f einen Kokern und g ein Kobild besitzt und
die zugehorigen Quotientenobjekte ident sind: coker(f) = coim(g). Das entsprechende
Diagramm nennen wir koexakt bei B. Die Definitionen von koexakter Diagrammen,
sowie links— und rechts—koexakter Sequenzen sind analog.

BEMERKUNG 3.3.8.

(1) Ist f ein Mono— (resp. g ein Epimorphismus), dann ist die Sequenz (3.3) bei A
exakt (resp. C koexakt).

(2) Falls f eker(g) (resp. g € coker(f)) gilt, ist die Sequenz (3.3) links—exakt (resp.
rechts—koexakt).

Die Umkehrungen beider Aussagen gelten im Allgemeinen nicht; es lassen sich einfache,

minimale Gegenbeispiele konstruieren.

Im Allgemeinen ist fiir ein Morphismus f einer Kategorie A die Existenz einer
Faktorisierung f = mo e in ein Bild m € im(f) und Kobild e € coim(f), wie wir
spater anhand eines Beispieles sehen werden, nicht gesichert. Erst unter gewissen
Voraussetzungen, die wir an die Kategorie A stellen werden, ist dies stets moglich.
Eine wichtige Klasse von Kategorien, die diese Eigenschaft erfiillt, ist die der abelschen
Kategorien. Aber zuerst gehen wir auf eine umfassendere Klasse von Kategorien
néher ein:

DEFINITION 3.3.9. Eine Kategorie A heiftt Ab—Kategorie, wenn jede Morphismen-
menge Hom 4 (A, B) eine (additive) abelsche Gruppen—Struktur besitzt, sodass die
Komposition bi-additive ist:

(9+9)e(f+f)=gof+gof'+gof+gof
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

fiir jedes f, f':A— B und ¢,¢9': B—C.

BEMERKUNG 3.3.10.
(1) Ist A eine Ab-Kategorie, so besitzen die beiden Hom—Funktoren als Ziel die
Kategorie der abelschen Gruppen Ab und schreiben in diesem Fall daher:

Homyu(A,—): A— Ab Homy(—, B) : A — Ab

(2) Besitzt eine Ab-Kategorie A ein Null-Objekt Z, dann stimmt fiir jedes Objek-
tepaar A, B € A der in 3.3.1 definierte 0—Morphismus 40 und das 0—Element
0 € Hom4(A, B) iiberein: 405 = 0go 40 ist die Komposition zweier 0-Elemente (es
sind Hom4(Z, B) und Homy4 (A, Z) triviale abelsche Gruppen) und die Kompo-
sition 0 o f eines Morphismus f: C'— D mit einem 0-Element 0 € Hom4(D, E)
ist stets das 0-Element 0 € Hom4(C, E):

0=00f-00f=(0+0)of-00f=00f

(3) Umgekehrt kann aber nicht davon ausgegangen werden, dass eine Ab-Kategorie
ein 0-Objekt besitzt. Hierfiir lassen sich ebenfalls einfache Gegenbeispiele finden.

BEISPIELE 3.3.11.
(1) Die Kategorie Ab der abelschen Gruppen ist eine Ab—Kategorie.

(2) Zu jedem Ring R erhalten wir die Ab-Kategorien gMod und Modg.
(

3) Die Kategorie jAlg der K-Lie Algebren sowie die Kategorien der Links— und
Rechtsmoduln §Mod und Mod, sind Ab-Kategorien.

(4) Ist A eine Ab-Kategorie, dann ist auch Kom(.A) eine. Die abelsche Struktur auf
Homgom(a)((Ce,ds), (C1,d.,)) ist komponentenweise definiert.

(5) Allgemeiner erhalten wir zu einer Ab—Kategorie A und einer kleinen Kategorie 7,
durch Bildung der Funktor-Kategorie A7, eine neue Ab-Kategorie. Wiederum
erklart sich die abelsche Struktur auf Hom 47 (F,G) = Nat(F, G) komponenten-
weise.

BEMERKUNG 3.3.12. In einer Ab-Kategorie A gelten folgende Charakterisierungen
von Mono— und Epimorphismen:

(1) m ist moni genau dann, wenn gilt: Aus mo g =0 folgt g = 0.

(2) e genau dann epi, wenn gilt: Aus foe =0 folgt f =0.
Besitzt A zusétzlich ein Null-Objekt, dann kénnen wir formulieren:

(3) m ist moni genau dann, wenn 0 € ker m.

(4) e ist epi genau dann, wenn 0 € cokere.

Damit sind die Umkehrungen zu den Aussagen aus Bemerkung 3.3.8 in einer Ab—-
Kategorie stets giiltig.

Sind A und A’ Ab-Kategorien und 7": A — A’ ein Funktor von A nach A’, dann
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nennen wir 1" additiv, falls

T(f+9)=T(f)+T(9)
fiir jedes Paar paralleler Morphismen f, g in A gilt, dh. T respektiert die auf jeder
einzelnen Morphismenmenge bestehende Gruppenstruktur.
BEISPIELE 3.3.13.
(1) Die beiden Hom-Funktoren
Homy(A,—): A—= Ab Homy(—, B) : A? — Ab

einer Ab-Kategorie A sind additiv. Dies folgt nach Definition 3.3.9 aus der
Bi-Additivitat der Komposition von Morphismen.

(2) Der Tensorfunktor — ® gk N : Modr — Ab zu einem fest gewéhlten R-Linksmo-
dul N wie auch M®gr —: gMod — Ab zu einem fest gewdahlten R—Rechtsmodul
M sind offensichtlich additive Funktoren.

(3) Der Invarianten— sowie der Koinvarianten—Funktor
(—)?: jMod — k Vek (—)g: ¢Mod — g Vek

einer K—Lie Algebra g sind additiv.

Dass zueinander adjungierte Funktoren die Additivitat “libertragen” zeigt folgende
Proposition (s. [Ma, Chap. IV, Sec. 1, Thm. 3]

ProproOSITION 3.3.14. Ist L : A<— B ein zu R : A— B links—adjungierter Funktor
zwischen Ab—Kategorien, dann gilt: L ist additiv < R ist additiv. In diesem Fall

bildet =
T, - Hom4(L(B), A) —=~ Homp (B, R(A))

einen Gruppenisomorphismus.

Beweis. Ist € : LR —id 4 die Koeinheit der Adjunktion dann gilt fiir jeden Morphis-
mus [: B—= R(A)

oa(eac L(f)) = rpalen)o f = f

sodass wir 75',(f) = ea o L(f) schreiben kénnen. Fiir ein weiteres f': B — R(A)
erhalten wir damit:

Tpa(f +f) =eao L(f + f') = €ao (L(f) + L(f"))
=co L(f) +eo L(f") = m5a(f) + 5.4 (f).

Daher ist 75!, und auf Grund der Bijektivitdt auch 75 4, ein Gruppenhomomorphis-
mus.
Wir behaupten R sei additiv und rechnen fiir ein Paar paralleler Morphismen
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g,9' : A— A’ in A nach:

Traiaya(R(g+ ) =eao LR(g+g') = (g+g)oea=goea+t g oea
=eqoLR(g)+€eaoLR(g")=€eao(LR(g9)+LR(g"))
=eao (L(R(g9) + R(9'))) = Triay 4 (R(9) + R(g"))

wobei * auf die Natiirlichkeit der Koeinheit € zuriick zufiihren ist. Auf Grund der
Bijektivitat von Té% A)A7 folgt die Behauptung. O]
Zwei Objekte A, B einer Ab—Kategorie A besitzen ein Biprodukt in A, falls ein

Diagramm
2 P
A=—=C—8B

A iB
mit einem Objekt C' und Morphismen pa,pg,ia,ip in A existiert, sodass
paois=idy ppoip =idp iaopa+ipopp=ide (3.4)

gilt. Wir bezeichnen dann den Tupel (C,t4,tp,74,7p) als ein Biprodukt von A und
B.

BEMERKUNG 3.3.15. Sei (C,t4,tp,7a,75) ein Biprodukt von A und B in einer
Ab-Kategorie A.
(1) Auf Grund der beiden linken Gleichungen in (3.4) sind nach Bemerkung 3.1.23
(3) und (4) ta,tp moni und 74, 7p epi.
(2) Die beiden gegenléaufigen Zeilen
LA B

0 A C B 0

TA LB

bilden jeweils eine kurze exakte Sequenz:

Aus Griinden der Symmetrie zeigen wir nur die Exaktheit der oberen Zeile. Da
nach (1) diese bei B exakt ist, haben wir nur Links-Exaktheit dieser nachzuweisen.
Dazu sei k: D — C ein Morphismus mit 7z o kK = 0. Dann wird k& durch ¢4
faktorisiert:

LAO(WAOk)z(LAOWA)Ok(3£4) (idg—tpomp)ok=k-i1gpo(nmpok) =k

Und da nach (1) ¢4 moni ist, ist diese Faktorisierung eindeutig und folglich
La € ker(mp).

(3) Additive Funktoren fithren Biprodukte in Biprodukte iiber: Sie erhalten jede der
in (3.4) auftretende Gleichung die zusammen ein Biprodukt definieren.

DEFINITION 3.3.16. Wir nennen eine kurze exakte Sequenz

0 A A A A 0
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splittend, falls ein Morphismus v : A” — A mit v o v = id 4~ existiert.

PROPOSITION 3.3.17. Eine kurze evakte Sequenz A : 0 A2 AV AY 0
splittet genau dann, wenn es Morphismen A : A—= A" und v: A" —= A gibt, sodass
(A, \, 0, \,v) ein Biprodukt bildet.

Beweis. Sei A eine kurze exakte Sequenz und v: A” — A ein Morphismus, fiir
den v o =idyr gilt. Dann existiert ein Morphismus 7, der folgendes Diagramm
kommutativ macht:

T Al Ll

O—>A’<:>A’€BA”<A:>A”—>O
LA/ 7TA//
idA,l Tl LidAu (3.5)
0 ey {p—

v

Denn definieren wir 7 als jenen Morphismus, welcher eindeutig durch die Bedingungen
Toty = Aund Toryr = v bestimmt ist, dann kommutiert einerseits das linke Rechteck
und auf Grund von

voToty =voA=0=mynoiy

_ = VOT =Tyn
voTolar =vob=1idgn =Tm 0 Ln

auch das rechte Rechteck. Damit ist aber nach Bemerkung 3.4.2 (5) und (11) 7 sowohl
moni als auch epi, also ein Isomorphismus und folglich (A, \, 7, A, v), mit \ := g 0771,
ein Biprodukt.

Die Umkehrung folgt aus Bemerkung 3.3.15 (2). O

BEMERKUNG 3.3.18. Aus der eben gezeigten Proposition und der Bemerkung
3.3.15 (3) stellen wir also fest, dass additive Funktoren splittende, kurze exakte
Sequenzen respektieren. Jedoch gilt dies nicht fiir jede kurze exakte Sequenz.

Eine Besonderheit des Biprodukts ist seine “intrinsische” Definition, in der neben
den Objekten A, B und C' nur Morphismen zwischen diesen auftreten. Im Gegensatz
dazu stehen Produkt und Koprodukt, deren Definitionen auf samtliche Objekte der
Kategorie zuriickgreifen. Doch sind in einer Ab—Kategorie A die Begriffe Produkt,
Koprodukt und Biprodukt dquivalent, wie folgende Proposition zeigt (s. [Bor2, Prop.
1.2.4]:

PROPOSITION 3.3.19. Seien A; und Ay Objekte einer Ab—Kategorie A. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Ay und As besitzen ein Biprodukt.
(ii) Ay und As besitzen ein Produkt.
(1ii) Ay und Ag besitzen ein Koprodukt.

77



3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

Trifft eine der Aussagen zu, existieren ein Objekt C' und Morphismen py,ps,ii,io
in A, sodass sowohl (C,p1,ps,i1,i2) ein Biprodukt, (C,p1,p2) ein Produkt, als auch
(Ciy,12) ein Koprodukt von Ay und Ay bildet.

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz von (i) und (%), der Beweis zu (i)<> (iii) ist dual
zu fithren.
Angenommen, (C,py,p2,i1,is) ist ein Biprodukt von A; und Ay. Dann folgt aus

. . . . (34) . .
prodg=pro(ipopr+igopy)ody = pioiy+ppoiy
durch Subtraktion p; o i =0 und auf Grund der Symmetrie zugleich ps o4y = 0. Sind

nun Morphismen A1<fl—Di>A2 gegeben, dann erhalten wir durch h := iy 0 f;+i50 f5
im folgenden Diagramm zwei kommutative Dreiecke:

Denn es gilt:

pro(irofi+igofo)=(proir)ofi+(proizg)ofo=fi pro(irofi+izofo)=rfo
id 0
ida,

Ist h': D — C' ein weiterer Morphismus mit p; o A’ = f; und p; o b’ = f;, dann folgt

aus
h'=(iropr+izopy)oh’=ijo(proh’) +izo(pyoh’)=h

die Eindeutigkeit von h. Also ist (C, p1,p2) ein Produkt von A; und A,.

Sei nun umgekehrt (C,p1,p2) als ein Produkt von A; und A, gegeben. Dann
existiert ein Morphismus #; : A — C' mit p; o4 = id4, und py 043 = 0 sowie ein
Morphismus ig : A —= C' mit pg 0 ig =id 4, und p; ois = 0. Aus

pro(iyopr+igopy)=(proir)opr+(proiz)opa=p1 pao(i1opr+i20ps) =D
h:= ida,

und der damit verbundenen Eindeutigkeit von h folgt h = ide. Somit ist nach
Definition (C,py, pa,i1,i2) ein Biprodukt. ]
DEFINITION 3.3.20. Eine Ab—Kategorie A heifst additiv, falls die folgenden beiden
Bedingungen erfiillt sind:

(i) A besitzt ein Null-Objekt.
(ii) Fir jedes Paar von Objekten A, B in A existiert ein Biprodukt.
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A heifst abelsch, falls zusatzlich gilt:

(iii) A besitzt sowohl Kerne als auch Kokerne.

(iv) A ist eine normale und konormale Kategorie.

Sind nur die Axiome (i) bis (iii) erfiillt, so nennen wir A eine praabelsche Kategorie.

BEISPIELE 3.3.21.
(1) Die Kategorie Ab der abelschen Gruppen, wie auch die Kategorien gkMod und
Modg zu einem Ring R, sind abelsche Kategorien.

(2) Weiterfithrend zu Beispiel 3.3.11 (4) ist mit A auch Kom(A) eine additive
Kategorie: Nach Beispiel 3.1.21 (3) besitzt Kom(.A) ein Null-Objekt und das Bi-
produkt zweier Komplexe (C,, d,,) und (C!,d!) definieren wir komponentenweise:
(CeC"),=C,0C! sowie (dod'),=d, & d,.

(3) Die Konstruktionen des Biprodukts ldsst sich auf die Funktorkategorie A7 einer
additiven Kategorie A verallgemeinern, sodass wir zusammen mit Beispiel 3.1.21

(4) A7 als additive Kategorie erkennen.

(4) Zu einer abelschen Kategorie A existiert, wie in Beispiel 3.1.5 3.1.6 konkreter
angefiihrt, die Kategorie der in A exakten Sequenzen SeS(A). Objekte dieser
Kategorie sind exakte Sequenzen in A und Morphismen f, : A— B in SeS(A)
sind Tripeln (71,72, 73) von Morphismen in A, sodass das Diagramm

A:0 Al AZ AS 0

L l l (3.6)

B:0 Bl Bg Bg 0

kommutiert. Wie man sofort erkennt, ist SeS(A) eine volle Unterkategorie der
Funktorkategorie A%3, die ein Null-Objekt besitzt und abgeschlossen bzgl. Bildung
des Biprodukts ist. Damit ist SeS(.A) eine additive Kategorie.

Wir werden bald zeigen, dass sowohl Kom(A) als auch A7 abelsch und SeS(.A)
praabelsch ist. Doch zuvor erarbeiten wir eine bereits angekiindigte, zentrale Eigen-
schaft abelscher Kategorien: Jeder Morphismus f einer abelschen Kategorie besitzt
ein Bild und ein Kobild. Dafiir ist folgendes Lemma von grofsem Nutzen:

LEMMA 3.3.22. Seien m und e Morphismen einer Kategorie A mit Kernen und
Kokernen sodass m o e existiert. Dann gilt:

(i) Aus e epi folgt cokerm = cokermoe. Ist m moni und A abelsch, gilt auch die
Umkehrung.

(ii) Aus m moni folgt kere = kerm o e. Ist e epi und A abelsch, gilt auch die
Umkehrung.

Beweis. Wir zeigen (i), der Beweis zu (ii) ist dual zu fiihren.

79



3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

Ist e epi, also rechtskiirzbar, dann gilt:
gom =0 genau dann, wenn go (moe) =0

Nach Definition folgt daher cokerm = cokerm o e.

Sei nun A abelsch und m moni sowie r, s parallele Morphismen, fiir die roe=soe
gilt. Bezeichnen wir mit k = ker(r — s) den Differenzkern von r und s, dann existiert
ein eindeutiger Morphismus ¢e’, sodass wir e = k o ¢’ schreiben konnen. Definiert
c € coker m = coker m o e einen gemeinsamen Kokern und ¢’ € cokerm’ einen Kokern
von m' := mok, dann folgt ¢’o(moe) = (¢/om’)oe’ = 0. Daher existiert ein Morphismus
w mit ¢ =w o c. Nun ist m/, als Komposition zweier Monomorphismen, moni, in A
folglich ein Kern und damit gilt nach (3.2) m/ € ker ¢’. Daraus und auf Grund von
c’om =wo(com) =0 existiert ein eindeutiger Morphismus ¢ mit m = m’ot. Folgendes
Diagramm fasst die Beweisschritte zusammen:

Da m linkskiirzbar ist, erhalten wir id = k o ¢, nach Bemerkung 3.1.23 (3) ist also k
epi. Zusammen mit (r —s) o k =0 folgt schlieklich die gesuchte Aussage r — s =0 bzw.
r=s. [

PRroOPOSITION 3.3.23. Sei A eine priabelsche Kategorie und f =mo e ein faktori-
sierter Morphismus in A. Dann gilt:

(i) Falls m moni und e konormal ist, ist m ein Bild von f.

(i1) Falls e epi und m normal ist, ist e ein Kobild von f.
Umgekehrt gilt: 1st m ein Bild oder e ein Kobild von f, dann ist m moni und e epi

(s. [Mi, Chap. I, Prop. 10.1]).

Beweis. Wir zeigen (i), (i) ist dual zu beweisen.

Sei f =m/oe’ eine weitere Faktorisierung von f mit m’ moni. Ist k € ker(f) = ker(e)
ein Kern, dann gilt auf Grund von 0 = f ok =m/ o€’ o k und m’ moni die Gleichung
e’ ok = 0. Da aber nach Voraussetzung e € coker(ker(e)) ist, erhalten wir mittels eines
Morphismus v die Faktorisierung e’ = v o e. Damit ist aber

moe=f=m'ovyoe
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3.3 Abelsche Kategorien

und weil e epi ist, erhalten wir m =m/ o~.

Nun sei umgekehrt m ein Bild von f. Dann ist per Definition m moni. Nehmen wir
an, g sei ein Morphismus mit g o e = 0. Dann faktorisiert k, ein Kern von g, e =koe’
und erhalten damit die Faktorisierung f = (mo k) oe’. Weil £ moni und m ein Bild
von f ist, existiert ein Morphismus v mit (mo k) o~ = m. Folglich gilt ko~ = id, nach
Bemerkung 3.1.23 (3) also k epi. Damit ist g = 0 und nach Bemerkung 3.3.12 (1) e
epi. Dual folgt aus e Kobild von f, dass e epi und m moni ist. O

In abelschen Kategorien ist f =m oe mit m moni und e epi bereits eine Zerlegung
des Morphismus f in ein Bild und Kobild (s. [Ma, Chap. VIII, Sec. 3, Prop. 1]):

SATZ 3.3.24. Sei f : A— B ein Morphismus einer abelschen Kategorie A. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f=moe mit m moniund e epi.
(ii) m € ker(coker f).
(#i) m ist ein Bild von f.
(iv) e € coker(ker f).
(v) e ist ein Kobild von f.
Beweis. (1)=(ii): Da in A der Monomorphismus m normal ist, erhalten wir sofort:

3.2
m( € )ker(coker m) > £ ker(coker f)

(i)<=(ii): Auf Grund von coker f o f = 0 faktorisiert m, als Kern von coker(f), f:
f=moe. Nun gilt

coker m = coker (ker(coker( f )))(Sﬁz)coker f = coker(moe)

sodass nach Lemma 3.3.22 e epi ist.
Die Aquivalenz zwischen (i) und (iv) zeigt sich dual und jene zwischen (i) und (iii)
(resp. (i) und (v)) folgt aus Proposition 3.3.23. O

BEMERKUNG 3.3.25. Sind

f-1 fi f2

2 B, B, —~ B 0 0 B-"- B,

By

exakte Sequenzen einer praabelschen Kategorie und e konormal, dann erhalten wir
durch Komposition von e und m eine neue exakte Sequenz:

fa for=moe f1 f2

J-2 B,

Bo Bl B2

Denn aus Lemma 3.3.22 (ii) folgt im(f_1) = ker(e) = ker(m o e) = ker(fy) und auf
Grund von Lemma 3.3.23 (i) gilt im( fy) 3 m € ker(f;) und folglich Gleichheit.
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

Nun konzentrieren wir uns auf die Funktorkategorien A7 und ihrem Nachweis,
abelsch zu sein, sofern A es ist. Dazu betrachten wir erst einmal den speziellen Fall A”2.
Dabei ist Zy jene Kategorie, die genau zwei Objekte 1,2, und neben den Identitéiten
genau einen weiteren Morphismus w: 1 —=2 besitzt. Objekte in AZ2 sind damit
Morphismen f, g aus A und Morphismen in A%2 sind natiirliche Transformationen
7: F — G von Funktoren F,G : Ty — A, also Morphismen—Paare (71, 75) sodass
folgendes Diagramm kommutiert:

fl T l (3.7)

wobei F(w) = f und G(w) = g gilt. Wir erhalten erst einmal:

LEMMA 3.3.26. Ist A eine abelsche Kategorie, dann besitzt jeder Morphismus T in
A2 sowohl einen Kern k, , als auch einen Kokern €,:

K1 T1 T1 €1
O — 0 — 0 e —0 — 0

Y ke T T e Y
° °

o —>0 —> 0

Beweis. Wir zeigen nur die Existenz eines Kerns zu einem beliebigen Morphismus,
der Beweis fiir die Existenz eines Kokerns ist dual zu fiithren. Sei, wie in (3.7), 7 ein
Morphismus in AZ2. Dann existieren in A Kerne k; von 7;, ¢ = 1,2 und wir erhalten
aus

Ta0(fokri)=(g9om)oK =0

einen Morphismus k in A, sodass das linke Diagramm in (3.8) kommutiert. Es gilt
Tok =0.

Ist nun ' ein weiterer Morphismus in A%2 mit 7o &’ = 0, dann existieren eindeutige
Morphismen ~; in A, sodass die beiden Dreiecke im folgenden Diagramm kommutieren:

k' kl . fl i} lg (3.9)

Da ko moni ist, ist nach folgender Rechnung auch das innenliegende Trapez in (3.9)
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kommutativ:
Koo (yeok')=kyok' = for)=fo(kiom)=roo(kom)

Damit bilden 7; und 75 eindeutig einen Morphismus ~ in A%z, der der gesuchten
Faktorisierung s’ = k o 7y geniigt. [

BEMERKUNG 3.3.27. Sind f und g in (3.8) Isomorphismen, so auch k und c¢: Wie
in Bemerkung 3.1.18 kommutiert das rechte Rechteck im folgenden Diagramm

sodass wir es durch den Kern & von 7 erweitern konnen. Fiigen wir das linke Diagramm
in (3.8) mit obigen zusammen, lésst sich folgende Rechnung durchfiihren:

QQO%Ok:f’IORlok:f’lofo,@-l:/ﬁ

Weil &y = linkskiirzbar ist, folgt & o k = id. Analog zeigt sich k o k = id sodass k ein
Isomorphismus ist. Dual folgt: ¢ ist ein Isomorphismus.

Nun zeigen wir allgemein (|Rot, Prop. 5.93|):

SATzZ 3.3.28. Ist A eine abelsche Kategorie und J eine beliebige, kleine Kategorie,
dann ist auch die Funktorkategorie A7 abelsch.

Beweis. In Beispiel 3.3.21 haben wir A7 bereits als additive Kategorie erkannt sodass
noch die Axiome (iii) und (iv) in Definition 3.3.9 nachzuweisen sind.

Sei 7: F —= G ein Morphismus in AY. Waihlen wir fiir jedes X € J ein kx €
ker(7x), dann existiert nach Lemma 3.3.26 fiir jeden Morphismus f: X —Y in J
ein Morphismus K(f): K(X) — K(Y) in A mit kommutativem Diagramm

K(X) L F(X) - G(X)
K(f)é F(f)l jcm
K(Y)2>F(Y) -5 F(Y).

Falls f =idx gilt, folgt offensichtlich K (idx) = idx(x) und auf Grund der Eindeutigkeit
von K(go f) gilt K(go f)=K(g)o K(f). Also ist K : 7 — A ein Funktor und
zusammen mit obigen Diagramm k : K — F eine natiirliche Transformation fiir die
7ok = 0 gilt. Dass nun « ein Kern von 7 in AY ist, folgt unmittelbar aus der universellen
Faktorisierungs—Eigenschaft, die nach Lemma 3.3.26 jedes, als Morphismus in A%
betrachte Paar (kx, ky) besitzt. Dual zeigt sich zu jedem Morphismus in A7 auch
die Existenz eines Kokerns, also insgesamt Axiom 3.3.20 (iii).
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

Sei 7: F'— G ein Monomorphismus in A7. Dann ist laut Bemerkung 3.3.12 (3)
k = 0 fiir ein k € ker(7). Damit ist aber auch kxy = 0 fiir alle X € J und weil
kx € ker(7,) fiir jedes X € J gilt, folgt geméfs letztgenannter Bemerkung und der
Normalitdt von A: kx ist normal fiir alle X € J. Fiir ein v € coker(7) gilt daher
(siehe Lemma 3.3.4) 7x € ker(coker(7x)) was aber sofort 7 € ker(coker(7)) zufolge
hat. Nach letztgenanntem Lemma ist damit 7 normal.

Dual dazu zeigt man, dass jeder Epimorphismus in A7 konormal ist. O

KOROLLAR 3.3.29. Sei in einer abelschen Kategorie A ein kommutatives Rechteck
goT =190 [ gegeben.

71

A—=h—= B

€2 H2
A2 —_— _[2 I B2

T2

Faktorisieren wir 7y und 1 wie in Satz 3.3.24, dann existiert ein eindeutiger Mor-
phismus 7, sodass die beiden entstandenen Rechtecke kommutieren.

Beweis. Der Morphismus 7, : f — ¢ besitzt nach den Sétzen 3.3.28 und 3.3.24 in
A%z eine Faktorisierung f—ee>y—pe>qg. Ist 7' : [} —= I ein weiterer Morphismus,
welcher obiges Diagramm kommutativ macht, so folgt aus 7' o€; = €30 f =y o€, und
€1 epi die Gleichung +" = v und damit die Eindeutigkeit von ~. O]

Sind (C,,d,) und (C},d,) Objekte in Kom(.A), dann definieren wir durch F'(n) =
C,, und F'(n) = C!, sowie F(n—=n-1) =d, und F'(n—n-1) = d!, zwei Funkto-
ren F, F':7Z — A. Identifizieren wir (C,,d,) mit F, (C!,d,) mit F’ dann entspre-
chen die Morphismen Homgom(4)(C., C{) genau den natiirlichen Transformationen
Nat(F, F"). Dh. wir kénnen Kom(.A) als volle Unterkategorie von A% betrachten. Es
gilt:

KOROLLAR 3.3.30. Zu jeder abelschen Kategorie A ist auch die Kategorie der
A-Kettenkompleze Kom (A) abelsch.

Beweis. K:=Kom(A) ist als volle Unterkategorie von A% eine Ab-Kategorie, die
offensichtlich ein Null-Objekt enthédlt und abgeschlossen beziiglich Bildung des
Biprodukts zweier Objekte C, und C! ist. Des Weiteren ist K in A% abgeschlossen
bzgl. Bildung eines Kerns bzw. Kokerns eines Morphismus f, : Cy — C, was genauer
bedeutet:?

@ ¢ kery fo =ker gz fo nMor(K) @& ¢ cokerg fo = coker 4z fo n Mor(K)  (3.10)

3Die Indizierung der Operatoren ker und coker in (3.10) dient zur Unterscheidung dieser zwischen
Morphismen-Operatoren in Kom(A) und A%

84



3.3 Abelsche Kategorien

Also fehlt nur mehr der Beweis der Giiltigkeit des Axiom (iv) aus Definition 3.3.20:

Sei m, : Cy —= C'} ein Monomorphismus in K. Nach Bemerkung 3.3.12 gilt 0 €
keri(m.), wegen (3.10) auch 0 € ker 4z(m,) und damit, wiederum nach Bemerkung
3.3.12, m, moni in A%. Als Monomorphismus ist m, zugleich ein Kern in A%, also gilt
nach Lemma 3.3.4 m, € ker(cokerm,) in A% und auf Grund von (3.10) auch in K.

Dual ist ein Epimorphismus in K Kokern eines Morphismus in . O

Die Kategorie (""A) der kurzen exakten Sequenzen einer abelschen Kategorie A ist
hingegen nicht abelsch (s. Beispiel 3.4.3). Aber es gilt zumindest (s. [Mi, Chap. I, Ex.
18)):

PROPOSITION 3.3.31. Die Kategorie SeS(A) der exakten Sequenzen einer abelschen
Kategorie A ist priabelsch.

Beweis. Nach Beispiel 3.3.21 (4) ist SeS(.A) eine additive Kategorie, sodass nur noch
die Existenz eines Kerns und Kokerns zu einem beliebigen Morphismus 7, : £y — FE!
zu zeigen ist. Wir konstruieren zu 7, nur einen Kern, die Konstruktion eines Kokerns
ist dual zu fiihren.

Mit r; € ker(7;), ¢ = 1,2 erhalten wir im folgenden Diagramm nach Lemma 3.3.26
das kommutative Rechteck I:

k1

K:O E[{1 ........... > K2£R3%0

mj I mL I s
v
E:0 Al / AQ f2 A3 0 (311>

| oal o

E':0 B, -2~ B,—%- B, 0

Und indem wir ein ky € coker(k;) wéhlen, existiert wiederum nach Lemma 3.3.26 ein
Morphismus &3, sodass das Rechteck II kommutiert.

WEeil die rechte Seite von kg o ki = f1 o k1 eine Komposition von Monomorphismen
ist, folgt nach Bemerkung 3.1.23 (4), dass k; moni ist, also die Sequenz K exakt bei
K ist. Nach Konstruktion ist sie auch rechts—exakt und somit insgesamt eine kurze
exakte Sequenz. Offensichtlich gilt 7, o ko = 0.

Gilt nur noch fiir k, : K — FE die universelle Eigenschaft eines Kerns nachzuweisen.
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Dazu sei k. : K’ — E ein weiterer Morphismus mit 7, o k} = 0O:

k! /
/é\,

K, IR
/ *y \,{’ v VI/ /
2 K

DINR TR

/ﬂnlﬂ / ;
K/\/ S e,
— / \ /
/

Nach Konstruktion ist (ki1,k2): ki —= f1 ein Kern von (7,73): fi — ¢1 in A%z,
daher existiert ein eindeutiger Morphismus (71,72) : k — k; in A2 (und damit das
kommutative Rechteck III) mit (K1, k2) o (71,72) = (K], k%) (was bedeutet, dass die
Dreiecke V und VI kommutieren). Und da k), € coker(k]) und ks € coker(k;) gilt, folgt
wiederum nach Lemma 3.3.26 die Existenz eines eindeutigen Morphismus 3, sodass
das Rechteck IV kommutiert. Mittels der Rechnung

! 14 ! !
K3073°l€2=/‘€3°k‘2072:f2°/<32°72=f2°/€2:/‘€3°k‘2

und der Tatsache k) ist epi, kommutiert auch das Dreieck VII. Damit haben wir
auf eindeutiger Weise einen Morphismus v : K’ — K konstruiert, der die Gleichung
k' = Kk oy erfiillt. m

DEFINITION 3.3.32. Ein additiver Funktor F': A— B zwischen abelschen Kate-
gorien heifst links— (resp. rechts—) exakt, falls

F(ker g) = ker F'(g) (resp. F'(coker f) = coker F'(f))

gilt. F' heif’t exakt, falls er sowohl links— als auch rechts—exakt ist.

BEMERKUNG 3.3.33. Ein additiver Funktor F': 4 — B ist genau dann exakt (resp.
links—, rechts—exakt), wenn er jede exakte Sequenz in 4

0 Al ——= A—Ts A" 0

in eine exakte (resp. links—, rechts—exakt) Sequenz in B

0—— F(AY 2% pay 22 pamy ¢
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uberfiihrt.

BEISPIEL 3.3.34. Sei A eine abelsche Kategorie. Dann gilt:
(1) Die beiden Hom—Funktoren

Hom (A, —): A—= Ab Homyu(—, B) : A% — Ab

sind stets links—exakt.

Wir weisen dies zuerst fiir den kovarianten Hom—Funktor nach: Dazu sei ein
Kern k: K — B’ eines beliebigen Morphismus f : B — B’ gegeben. Dann gilt:
Hom (A, f) o Hom4(A, k) Yo, Nun sei 5: G — Hom 4(A, B) ein Morphismus
in Ab der ebenfalls Hom 4(A, f) ok = 0 erfiillt, dh. fiir jedes g € G gilt for(g) =0.
Dann existiert fiir jedes g € G eine Faktorisierung x(g) = ko+(g) in A und zeigen,
dass die damit konstruierte Abbildung v das Diagramm

Hom 4 (A,k) Hom 4 (4, f)
_ > - T s

Hom 4(A, K) Homy (A, B) Hom 4(A, B')
A

in Ab hervor ruft und folglich Hom 4 (A, k) ein Kern von Hom 4( A, f) ist:
Dazu bleibt nur die Frage offen, ob v : G — Hom (A, K) ein Morphismus in
Ab ist und rechnen zuerst in A nach:

kov(g+g')=r(g+9')=r(g)+r(g9)=kovy(g)+kov(g")
=ko(v(g) +7v(d"))

Weil aber k moni ist, folgt v(g +¢’) =v(g) +v(g").

Fiir den kontravarianten Hom—Funktor Homy,(—, B) : A — Ab folgern wir
aus Hom4(—, B) = Hom 4o» (B, —) seine Links—Exaktheit.

Der kovariante Hom—Funktor Hom4(P,—) : A— Ab ist genau dann exakt,
wenn P ein projektives Objekt in A ist:

Da jeder Epimorphismus 7 : B — B"' stets zu einer kurzen exakten Sequenz

0 B'——= B—"= B" 0

ergianzt werden kann, folgern wir zusammen mit (1): Homy4 (P, —) ist genau dann
exakt, wenn er Epimorphismen respektiert, dh. genau dann, wenn er jeden Epi-
morphismus 7 : B— B’ in A in eine Surjektion Hom 4(P, B) — Hom 4( P, B")
in Ab iiberfiihrt. Letzteres ist aber genau dann surjektiv, wenn zu jedem Mor-
phismus f” € Homy4(P, B"”) ein Morphismus f € Homy4(P, B) existiert, sodass
fr=mo f gilt.

Der kontravariante Hom—Funktor Hom 4(—, I') : A%’ — Ab ist genau dann exakt,
wenn [ ein injektives Objekt in A ist:
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Dies folgt aus dem Vorherigen (2) indem wir Hom 4(—, /) = Hom 4o (I, —) ver-
wenden (wie in (1)) und beachten, dass I genau dann injektiv in A ist, wenn [
projektiv in A% ist.

PRroposITION 3.3.35 ([HiSt, Chap. II, Thm. 7.7]). Seien L 4 R adjungierte additive
Funktoren zwischen abelschen Kategorien A und B. Dann ist L ein rechts— und R
ein links—exakter Funktor.

Beweis. Aus Griinden der Dualitét zeigen wir nur die Links—Exaktheit von R: Sei
f+A— A’ ein Morphismus in A und k: K — A ein Kern von f. Da R additiv ist,
gilt R(f)o R(k) = R(f ok)=0. Andererseits erhalten wir fiir ein h: B— R(A) in
B mit R(f)oh=0
forga(h) ) 7540 "0,

Als Kern von f faktorisiert & den Morphismus 73', (h) eindeutig, also gilt 75',(h) =
k o~ fiir einen eindeutigen Morphismus ~ : L(B’) —~ A in A. Durch nochmaliger
Anwendung von (3.1) erhalten wir die Faktorisierung h = R(k) o 75, (7). Sie ist in
B eindeutig, denn fiir jeden weiteren Morphismus 7' : B— R(A) mit h = R(k)o~'
gilt auf Grund der Eindeutigkeit von v: 7(7") = 7. Dies ist aber gleichbedeutend mit
v =71(7). O

BEISPIELE 3.3.36.
(1) Zu jedem Ring R und N € gkMod ist der Tensor—Funktor

— ®rN : Modgr — Ab, Modr > M - M ®r N € Ab

rechts—exakt. Dies folgt aus Beispiel 3.2.12 (2) und obiger Proposition. Ist zudem
N ein projektiver Modul, so ist — ® g N ein exakter Funktor (siehe folgendes
Lemma).

(2) Auch der zu dem R-Rechtsmodul M € Modg gehorende Tensor—Funktor
Megr —: RMOd—>Ab, rRMod> N M®rN € Ab

ist nach Beispiel 3.2.12 (3) und obiger Proposition rechts—exakt (siehe folgendes
Lemma).

(3) Der Invariantenfunktor (—)¢: ;Mod — g Vek einer K-Lie Algebra g ist links—
exakt (siehe Beispiel 3.2.12 (5)).

(4) Der Koinvariantenfunktor (—),:;Mod — kxVek einer K-Lie Algebra g ist
rechts—exakt (sieche Beispiel 3.2.12 (6)).

LEMMA 3.3.37 (|Rot, Prop. 3.46 (iii)]). Sei R ein unitirer Ring und P ein projek-
tiver R—Linksmodul. Dann ist der Tensorfunktor — ® g P : Mlodgr — Ab ezakt.

Hingegen ist Q®r — Modr —= Ab cin exakter Funktor wenn () ein projektiver
R—Rechtsmodul 1st.
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3.4 Diagramm-Lemmata

Beweis. Wir zeigen dies fiir den Funktor — @z P : Modr — Ab, wobei wegen des
Beispiels 3.3.36 (1) nur noch nachzuweisen ist, dass — ® g P Monomorphismen erhélt.

Auf Grund von Proposition 3.2.7 wissen wir, dass ein R—~Modul P genau dann
projektiv ist, wenn er direkter Summand eines freien Moduls F' ist, dh. wenn es
einen Modul Q mit PI]Q = F gibt. I selbst ist aber wiederum ein Koprodukt von
Kopien von R. Da — @z R offensichtlich Monomorphismen erhélt, folgt aus Beispiel
3.2.23, dass — @ g F' und wegen demselben Beispiel auch — ® g P Monomorphismen
erhélt. O

Die Umkehrung gilt aber nicht: Es gibt nicht—projektive Moduln N, fiir die der
Funktor — ® gk N : Modr — Ab trotzdem exakt ist.

3.4 Diagramm-Lemmata

Bevor wir einige Bemerkungen zu den eben konstruierten Kernen und Kokernen
in SeS(A) geben, betrachten wir ein dafiir hilfreiches, ansonsten eher technisches
Resultat (vgl. [Schl, Lem. 13.5.1]:

LEMMA 3.4.1. Sei in einer abelschen Kategorie A das kommutative Diagramm links
(resp. rechts) unten mit exakten Zeilen und Spalten gegeben. Dann gilt k € ker(f o k)

(resp. ¢ € coker(v; 0 f)).

0 0 o« e
.
0—>o—F oo ot d <. 3 0
- N (3.12)
0 LI S I S
nl om
0—>0o—">0 0 0

Beweis. Aus Dualitédtsgriinden zeigen wir nur die Aussage zu dem Diagramm links
oben: Sei o := foky und angenommen k' ist ein Morphismus mit 0 = a0k’ = fo(kgok’).
Dann existiert, weil k € ker(f) ist, ein Morphismus v mit kg 0o k' = ko ~y. Aus
moT oy ="Ty0Keok' =0 und m moni folgt 7 oy =0. Da aber k; Kern von 7 ist,
existiert ein Morphismus 7/, sodass v = k1 oy’ gilt. Aus

kookoy =kokioy =koy=ryok'

und kg links—kiirzbar folgt die Faktorisierung k' = k o v, welche, auf Grund von k
moni, eindeutig ist. Damit ist aber k € ker(«). O
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

BEMERKUNG 3.4.2. Im Beweis der vorhergehenden Proposition geht aus der Kon-
struktion des Kerns k, : A, — B, in (3.11) hervor:

(1) k; € ker(m;) fir 7 = 1,2 jedoch im Allgemeinen nicht k3 € ker(73); wir werden
spater kldren, unter welcher Bedingung dies doch der Fall ist.

(2) Da nach Lemma 3.4.1 ker(ks) = ker(rs o kg) gilt, erhalten wir zusammen mit
Lemma 3.3.22 (ii): k3 ist moni.

(3) Aus und f:= g o7 =10 f; und k; € ker(f) und aus Griinden der Symmetrie
der verwendeten Eigenschaften folgt x; € ker(f).

(4) k3 < ker(3): Dies folgt sofort aus (730k3)0ks = (k207)0ge = 0 und der Tatsache,
dass ko epi ist.

(5) Sind 7 und 73 moni, dann auch 75: Aus (1) und (4) folgt K; = 0= K3 und damit
auch K3 =0. Dann gilt aber 0 = xky € ker(7y).

(6) T, ist genau dann ein Monomorphismus, wenn 7, einer ist. Insbesondere folgt aus
T, moni, dass 73 und 7, moni in A sind.

Die Konstruktion eines Kokerns zu 7, : A, — B, erfolgt dual, sodass wir ein
Diagramm der Form

E:0 Al il AQ f2 A2 0

N

E 0 B, -2-B,-%.B, 0 (3.13)

|

C:0 C, —2~ 0, Cs 0

erhalten, zu dem wir auf Grund der Dualitéat sofort folgern:

(7) € € coker(r;) fiir i = 2,3; im Allgemeinen ist aber € ¢ coker(m).

(8) Fiir av:= ggoTy = 130 fo und 3 := €9091 = ¢y 06 gilt: €3 € coker(a) und ¢; € coker ().
(
1

9) € ist epi.
(
(11

(12

€1 < coker (7).

Sind 71 und 73 epi, dann auch 7.

)
)
)
)
)
) 7. ist genau dann ein Epimorphismus, wenn 75 einer ist. Insbesondere folgt aus
To €pi, dass 7 und 73 epi in A sind.

Ist also 7 ein Isomorphismus, so ist 7, sowohl moni als auch epi aber nicht notwendi-
gerweise ein Isomorphismus in SeS(A), wie folgendes Beispiel zeigt.

BEISPIEL 3.4.3. Sei A eine abelsche Kategorie und A € A ein Objekt, welches kein
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3.4 Diagramm-Lemmata

Null-Objekt ist. Dann definieren wir folgenden Morphismus 7, in SeS(A):

E:0 0—C0s 4194 4 0
l L L (3.14)
E0 A 40y 0

Ein Kern dieses Morphismus ist der Nullmorphismus 0:0— £ und ein Kokern
davon €, : E— E" definiert durch
E:0—=0—-A"% 40
ol idAj idAj (3.15)
ida ida
E":0 0 A A 0

Wie man sofort sieht?, ist €, # 7,, was nach Lemma 3.3.4 bedeutet, dass 7, nicht
normal ist. Dual zeigt sich: 7, ist nicht konormal. Anhand dieses Morphismus entpuppt
sich SeS(A) als eine Kategorie, die weder normal, noch konormal, noch ausgeglichen
ist.

Zwar besitzt nicht jeder Morphismus in SeS(.A) eine Faktorisierung in Bild und
Kobild, doch findet sich stets eine allgemeinere:

PROPOSITION 3.4.4. Ist A eine abelsche Kategorie, dann besitzt jeder Morphismus
Te : Ae —> B, in SeS(A) eine Faktorisierung Te = jie © 0, 0 €, fiir die gilt:

(i) pte: Do —= B, ist normal und fir i = 2,3 ist y; € im(7;).
(ii) €4 : Ay —= D, ist konormal und fiir i = 1,2 ist ¢; € coim(7;).
(iii) 04 : Dy —= D, ist sowohl moni als auch epi (85 ist isomorph,).

Durch geeignete Wahl von . (resp. €.) gilt zusdtzlich: Dy =Dy und 6, = idp, -

Beweis. Man wiébhle p, € ker(coker(7,)), dann existiert ein ¢, mit 7, = p, o 6,. Dual
existiert zu einem gewahlten ¢, € coker(ker(,)) ein 6, mit ¢, = 0, o ¢, und folglich
die Faktorisierung 7, = jis © 0, 0 €,. Auf Grund der Konstruktion von Kern und
Kokern in SeS(A) (sieche Bemerkung 3.4.2) gilt fiir die mittlere Komponente dieser
Faktorisierung: ps € ker(coker(7y)) und €, € coker(ker(7,)). Damit muss aber nach
Satz 3.3.24 05 isomorph und folglich 6, sowohl moni als epi sein. O

Mittels Proposition 3.3.23 folgern wir daraus:

4Zwei Morphismen 7,, 7. in SeS(.A) sind genau dann #quivalent in SeS(A), wenn fiir i = 1,2,3
7, = 7] in A gilt.
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

KOROLLAR 3.4.5. Ist A abelsch, dann besitzt jeder Morphismus T: Ay — B, in
SeS(A) sowohl ein Bild als auch ein Kobild:

fe © Oy € Im(T,) 0, 0 €, € coim(7,)

wobei Ty = Jie © 0 0 €, nach Proposition 3.4.4 faktorisiert wurde.

LEMMA 3.4.6 (Neuner-Lemma). Sei A eine abelsche Kategorie und po : Ae — B,
ein Morphismus in SeS(A) welcher komponentenweise moni ist. Dann existiert ein
weiterer Morphismus €, : By —> C sodass wir folgende kurze exakte Sequenz erhalten:

0 A, B, —2-C, 0

Dual existiert zu einem komponentenweise epimorphen Morphismus €, : By — C,
ein Morphismus (e : Ae —= B,, sodass obere Sequenz eine kurze exakte ist.
In beiden Fillen erhalten wir ein in A kommutatives Diagramm

0 0 0

0 A A, 4, 0
H1 H2 U3

0 B, B, . B, 0

0 C, 2= Cy, -2 Cy4 0

mit exakten Zeilen und Spalten.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage, zweitere folgt dual. Betrachten wir (g1, p12)
und (pg, p3) als Morphismen in A%2 und bilden zu diesen jeweils einen Kokern, so
erhalten wir ein wie oben abgebildetes kommutatives Diagramm, dessen Spalten und
oberen beiden Zeilen kurze exakte Sequenzen sind. Nun gilt es, die Exaktheit der
dritten Zeile nachzuweisen:

Aus Lemma 3.4.1 folgern wir, dass p; Kern von 3 := €50 fj = ey 0 €; ist. Daher gilt
coker(ker((3)) = coker(py) 3 ¢, und Satz 3.3.24 zufolge e; € ker(coker(3)). Weil nun
aber die linke Seite von €30 fy = e5 0 €5 eine Komposition von Epimorphismen und
damit e; epi ist, erhalten wir wiederum aus Lemma 3.4.1 e5 € coker(/3) und folglich
ey € ker(ey). Zusammen mit ey epi ist daher die dritte Zeile exakt und das Lemma
gezeigt. ]
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3.4 Diagramm-Lemmata

KOROLLAR 3.4.7. Sei A eine abelsche Kategorie. Dann gilt fiir jeden Morphismus
Te: Ae — B, in SeS(A):

(i) 7o ist normal < 7, ist komponentenweise moni® < 1 und T3 sind moni.

(i) T ist konormal <> 1, ist komponentenweise epi® <> 1 und T3 sind epi.

Beweis. Wir zeigen aus Dualitétsgriinden wiederum nur (i): Ist 7, normal, also Kern
eines Morphismus, dann ist 7, dquivalent zu einem in Bemerkung 3.4.2 konstruierten
Kern, welcher auf Grund von (1) und (2) komponentenweise moni ist. Auf Grund der
Aquivalenz? ist daher auch 7, komponentenweise moni.

Die Umkehrung, aus 7, komponentenweise moni folgt 7, normal, ergibt sich sofort
aus Lemma 3.4.6.

Die zweite Aquivalenz ist mittels Bemerkung 3.4.2 (5) sofort ersichtlich. O

Zum Beweis des Fiinfer-Lemma benotigen wir eine weitere Folgerung aus dem
Neuner-Lemma:

KOROLLAR 3.4.8. Ein Monomorphismus jie : Ae —= B, in SeS(A) mit jy epi ist
normal. Dual ist ein Epimorphismus €, : Aq —= B,., mit €3 moni, konormal.

Beweis. Nach Bemerkung 3.4.2 (6) ist ps moni in A und in weiterer Folge auch
141, zusammen mit der Voraussetzung ist also p; isomorph. Bilden wir zudem einen
Kokern von p,, erhalten wir das kommutative Diagramm

0 0 0
0 A D4, A, 0
M1 K2 M3
0 B, -2~ B, £~ B, 0
Y2 Y3
0 0 Cy —2+ (Y4 0
0 0 0

bei dem alle drei Zeilen und die ersten beiden Spalten kurze exakte Sequenzen sind.
Nach Lemma 3.4.6 ist damit auch die rechte Spalte exakt, also insbesondere i,
komponentenweise moni.

Durch Dualisierung folgt auch die zweite Aussage. O]

14 . . . . . . . .
°T, nennen wir komponentenweise moni (resp. epi) falls jedes 7; moni (resp. epi) ist.
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

KOROLLAR 3.4.9. Seien

f2

0 Ao 0 0 A, B2, 0

kurze exakte Sequenzen einer abelschen Kategorie A und o= gy o fs.
Ist v: A1 —= Ay ein Morphismus mit faor = f1, dann ezistiert eine exakte Sequenz

0 A ——= Ay —=C —= (Y 0

mit mo g1 = gs.
Dual erhalten wir aus der Ezistenz eines Morphismus w: Cy —= Cy mit mo g1 = ¢o
obige exakte Sequenz mit foor= fi.

Beweis. Wir zeigen wiederum nur die erste Aussage: Nach Bemerkung 3.1.23 (4) ist
¢ moni sodass wir mittels dem Neuner-Lemma 3.4.6 ein kommutatives Diagramm

T 0 0

0 Al - A2 o 0
H f2

0—A, B2 0 ——0
L g2 s

0—>T—>CQ Cy——=0
0 0 0

mit exakten Zeilen und Spalten erhalten. Komponieren wir wie in Bemerkung 3.3.25
die erste Zeile mit der letzten Spalte, so erhalten wir dadurch die gesuchte exakte
Sequenz. n

LEMMA 3.4.10 (Fiinfer-Lemma). Sei folgendes kommutative Diagramm mit exakten
Zeilen gegeben.

A, fi A, f2 A, f3 A, fa As

S I R

Bl g1 B2 g2 B3 g3 B4 94 B5

Dann gilt:
(i) Ist 7y epi und sind 7o und T4 moni, dann ist auch T3 moni.

(i1) Ist 15 moni und sind T und T4 epi, dann ist auch T3 epi.
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3.4 Diagramm-Lemmata

Beweis. (i) und (i) sind zueinander duale Aussagen, daher beweisen wir nur (3):
Zerlegen wir die f;’s und ¢;’s nach Satz 3.3.24, erhalten wir aus Korollar 3.3.29
folgendes kommutative Diagramm:

A -2 A B [ e Ay B 1 A 2 1 S A

TlL 'Yl TQL ’Yz Tst ’Y3 T4L ’745 T5j
’ V 6’ V ml e/ V m/ e/ V m/

B —-p-p, 2. g S Mg S Mg

!
my

Da nach Voraussetzung 7, epi ist, ist die Komposition €] o7 = v;0e; und damit auch
epi (sieche Bemerkung 3.1.23 (3)). Daher ist nach Korollar 3.4.8 der Monomorphismus
(71, 72,72) (denn 7, ist einer in A) normal in SeS(A), laut Korollar 3.4.7 also auch
72 moni. Andererseits ist auch y3 moni, denn die Komposition m} o y3 = 74 o mg ist
nach Voraussetzung ein Monomorphismus. Aus Korollar 3.4.7 folgt nun das gesuchte
Resultat: 75 ist moni. O

LEMMA 3.4.11 (Schlangen-Lemma). Sei in einer abelschen Kategorie A folgendes
kommutative Diagramm

Al fi A2 P A3 0

”j ﬁl ml (3.16)

0 Bl g1 32 g2 B3

mit exakten Zeilen gegeben. Sind nun k; : K; — A; Kerne und ~; : B; — C; Kokerne
von 7; : A; —= B; fiiri=1,2,3, dann ezistieren Morphismen k;, ¢; und ¢ in A, sodass
folgende Sequenz exakt ist:

k1 ko

K, K, Ky -2 0y -2y

Ist zudem f; moni (resp. go epi), dann ist auch ki moni (resp. co epi).

Beweis. (s. [Schl, Satz 13.5.9]): Wir setzen zuerst voraus, dass f; moni und g, epi
und folglich

Te = (T177—277-3) : Ao _>Bo

ein Morphismus in SeS(A) ist. Zerlegen wir diesen nach Proposition 3.4.4 in 7, =
fte © 0, 0 €,, dann gilt fiir jeden Kern %, (resp. Kokern 7,) von 7,

Re € ker(7,) = ker(e,) e € coker(7,) = coker( )

sodass nach Lemma 3.4.6

0— K, A, —+D,—>0 0—=D,~B,—2>C,—=0 (3.17)
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

zwel kurze exakte Sequenzen in SeS(A) sind. Die Zerlegung sei aukerdem so gewéhlt,
dass

Ei:lii furz=1,2 82:1(152 =ld5 ’%Z’yz fUI'Z:2,3 (318)

2

gilt, wobei wir nach Bemerkung 3.4.2 (4) und (10) die kommutativen Diagramme

E3>L—>K3 Bli)>51 (319)
K3 71
AS Cl

erhalten.

Nun ist nach Proposition 3.4.4 u3 € im(73) = ker(coker(73)), sodass wir 03 o €5 €
coim(73) = coker(ker(73)) erhalten und daraus k3 € ker(73) = ker(f; o €3) folgern.
Insbesondere ist

0—=FK; 2 A, 29 B0 (3.20)

eine kurze exakte Sequenz. Dual zeigt sich die Exaktheit der Sequenz

0—=D, 2% B 0y ——0. (3.21)

Mit (3.20) (resp. (3.21)) und jener kurzen exakten Sequenz, die der dritten Zeile
in (3.17) links (resp. der ersten Zeile in (3.17) rechts) entspricht, kénnen wir unter
Berticksichtigung von (3.19) Korollar 3.4.9 anwenden und erhalten die exakte Sequenz

resp. (3.22)

Betrachten wir nun auch den Morphismus 6, : D.—= D., dann ist auf Grund von
(3.18) einerseits Dy = D2 und andererseits d1 0f; = dl, womit wiederum die Voraus-
setzungen fiir Korollar 3.4.9 erfiillt sind und wir die exakte Sequenz

01

0 Dy D; 0.

erhalten. Zusammen mit (3.22) gilt daher ker(8’) = ker(4) und coker(8’) = coker(d).
Mit Hilfe von Satz 3.3.24 und einer, nach ihm fix gewéahlten Faktorisierung von
0" = m' o€, erhalten wir ebensolche fiir d=moe und 6 = m’oe. Nun ist es ein
Leichtes, die Sequenz

0 K3 L K3 d:=moe Cl ™ 51 0
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3.5 Homologie— und Kohomologieobjekte

als eine exakte zu erkennen und mittels Bemerkung 3.3.25 den Beweis fiir den
Spezialfall abzuschliefien.

Der allgemeine Fall ldsst sich, durch Faktorisierung der Morphismen (f1,¢g;) und
(f2, 92) nach Korollar 3.3.29, auf den eben gezeigten Spezialfall zuriickfiihren. O]

3.5 Homologie— und Kohomologieobjekte

Tst AL-ATo A7 cine in A exakte Sequenz, dann gilt insbesondere f’o f = 0. Setzen
wir umgekehrt anstelle der Exaktheit nur f’o f =0 voraus, konnen wir uns die Frage
stellen, in wie “weit” die Sequenz von der Exaktheit bei A’ abweicht. Wir formulieren:

PropPoOSITION 3.5.1. Seien f: A— A" und f': A’ — A" Morphismen einer abel-
schen Kategorie A sodass f'o f =0 gilt. Dann existiert zu einem Bild m: [ — A’
von f und einem Kern k: K — A" von f' genau ein Monomorphismus v: I — K,
sodass folgendes Diagramm kommutiert:

/
AT =L (3.23)
K

Ist h: K — H ein Kokern von i, so bezeichnen wir H als ein Homologieobjekt der
Null-Sequenz A —f= A" —f'= A" . Es ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmdt.

Beweis. Nach Proposition 3.3.24 existieren Morphismen A —= I —% A’ mit m moni
und e epi in A sodass moe = f gilt. Auberdem ist m ein Bild von f. Nun gilt
O0=gof=(fom)oe und da e rechtskiirzbar ist, erhalten wir f’ om = 0. Folglich
faktorisiert k : K — A’, ein Kern von f’, eindeutig m und wir erhalten den gesuchten
Morphismus ¢ : I — K mit m = k o ¢, welcher nach Bemerkung 3.1.23 (4) moni ist.
Mit h: K — H legen wir einen Kokern von ¢ fest. H ist nach Bemerkung 3.3.3 (7)
b.a.I.6 unabhéngig von der Wahl von .

Waihlen wir einen anderen Kern k: K — A’ zu f’, dann erhalten wir einen neu-
en Morphismus 7: I — K, der m = k o7 erfiillt und einen zugehérigen Kokern
h: K — H. Nach Bemerkung 3.3.3 (4) existiert ein Isomorphismus v mit ko~ =k
und auf Grund der Eindeutigkeit von ¢ gilt auch v o« = 7. Laut Bemerkung 3.3.27

6bis auf Isomorphie
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

erhalten wir folgendes Diagramm:

11

U~ &

U " <
id; jv

N<—M

Insbesondere sind H und H isomorphe Objekte sodass H b.a.l. unabhiingig von der
Wahl des Kerns £ ist.

Dass H auch b.a.l. unabhéngig von der Wahl des Bildes m ist, folgt aus Lemma
3.3.22 (i): coker(t) = coker(toe) und coe ist allein durch die eindeutige Faktorisierung
von f durch k£ bestimmt. n

BEMERKUNG 3.5.2. (1) Definitionsgeméfs ist die Sequenz A o4 A7 in obi-

(4)
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ger Proposition genau dann bei A’ exakt, wenn k = m ist, also genau dann, wenn
¢ ein Isomorphismus bzw. dessen Kokern A : K — H ein Null-Morphismus bzw.
das Ziel H ein Null-Objekt ist. Damit konnen beide, h und H, gleichermafen als
“Mak fiir die Abweichung der Sequenz von der Exaktheit” verstanden werden.

Besonders fiir die Null-Sequenz AL 420 erhalten wir ein zugehoriges
Homologieobjekt H durch Bildung eines Kokerns ¢ : A’ — H von f: Denn wéhlen
wir idys als Kern von ¢ = 0, dann ist ¢ = m und aus Lemma 3.3.22 (i) folgt
schlussendlich ¢ € coker(¢) = coker(c o e) = coker(f).

Zur Definition eines Homologieobjekts in Proposition 3.5.1 existiert eine dazu
duale Version: Sei wiederum A —f= A’ —f'>= A" eine Null-Sequenz. Dann lasst
sich zu einem gewéhlten Kobild e’: A’ — I’ von f’ und einem gewéahlten Ko-
kern ¢: A’ — C' von f eindeutig ein Epimorphismus 7 : C'— [’ finden, welcher
folgendes Diagramm

fl
At = p——=u
¢y om (3.24)
C

kommutativ erganzt. Die Quelle eines Kerns k' : H' — C' von 7 bezeichnen wir
als ein Kohomologieobjekt der Nullsequenz f’o f, es ist (b.a.I) eindeutig bestimmt.
Die Aussagen sind dual zu Proposition 3.5.1 zu beweisen. Doch haben wir mit
den Kohomologieobjekten im Grunde genommen nichts Neues gewonnen, wie
néchster Punkt zeigt:

Jedes Homologicobjekt einer Null-Sequenz f’o f ist zugleich ein Kohomologieob-



3.5 Homologie— und Kohomologieobjekte

jekt derselben, und umgekehrt. Dazu betrachten wir folgendes Diagramm

(j O (f
0 [—> K-l ——0
|
Y
00— " A s C—0
BN
0—>(j—>[,—l,—>0
0 0 0

dessen Morphismen aus den Diagrammen (3.23) und (3.24) stammen und dessen
ersten beiden Spalten und sémtlichen Zeilen exakt sind. Nach Lemma 3.4.6 lasst
sich letztere Spalte zu einer kurzen exakten Sequenz ergédnzen und da die Fakto-
risierung von e’ durch ¢ eindeutig ist, ist der darin auftretende Epimorphismus
C — I’ gleich 7. Somit ist H zugleich ein Kohomologieobjekt der Null-Sequenz

frof.
DEFINITION 3.5.3. Sei A eine abelsche Kategorie und (C,,d,) € Kom(A) ein A-
Kettenkomplex. Dann definieren wir das n—te Homologieobjekt H,,(C,) von (C.,,d,)
nach Proposition 3.5.1 durch ein Homologieobjekt der Null-Sequenz

dn+1 dn
Cn+1 - Cn e Cn—l .

In den Kategorien kMod, Modg und Ab ist H,(C,) = kerd,/imd,,_; sodass
der oben definierte Homologiebegriff mit dem in diesen Kategorien urspriinglich
definierten (b.a.l.) iibereinstimmt.

PROPOSITION 3.5.4 (|Rot, Prop. 6.8]). Jeder Morphismus f,: Co —= C. von Ket-
tenkomplexen induziert auf dem n—ten Homologieobjekt einen natirlichen A—Mor-

phismus
H,(fe): Hy(Co) —= H,(CY)

sodass wir fiir jedes n € Z einen additiven Funktor H, : Kom(A) — A erhalten, der
bis auf natirliche Isomorphie wohldefiniert ist.

Beweis. Wir betrachten f, : Cy — C" als einen Kettenkomplex iiber A%2: Die senk-
rechten Pfeile f,, : C,, — C! in (3.25) sind Objekte und die jeweils tibereinanderliegen-
den Pfeilpaare (d,,,d!,) Morphismen in A2 sodass die gesamte Sequenz ( f., (d,d").)
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

einen Kettenkomplex in Kom(AZ2) bildet.

dn+2 dn+1 d dnfl
Cn+1 Cn - CTL*1
fnﬂt fnl/ fn—ll (325)
doo ~y i d, s
7 n 4 n
C1n+1 Cn Cn—l

Die n—te Homologie H,(f,) € A%2 dieses Komplexes ist der gesuchte A-Morphismus.
Um sich mehr Einblick zu verschaffen, betrachten wir folgendes Diagramm:

dn+1
— 5 T n
Crt — ]n o N p— (3.26)
K cr] H(C)
fn+1 f;g ;fh }Jn(f ) fn fn—l
K’—>H(C’)
P, k!
el \{ ' m/,
C’r/z+1 \],_/7 CI d% C?Q—l - "
d’

n+1

Die punktierten Pfeile erhalten wir durch anwenden der Beweisschritte aus Proposition
3.5.1 auf die Null-Sequenz

(d.d )n+1 (d.d")n

fn+1 fn fn—l . (327)

Die Ausarbeitung der Einzelheiten, die aus H, : Kom(A) — A einen additiven
Funktor machen, der bis auf natiirliche Isomorphie eindeutig ist, sei dem Leser
iiberlassen. O]

BEMERKUNG 3.5.5. Anstelle eines Homologieobjekts der Nullsequenz (3.27) im
obigen Beweis lisst sich der Morphismus H,(f.) auch durch ein Kohomologieobjekt
von (3.27) finden.

Der wesentliche Beweisschritt des Satzes 1.3.1 bestand darin, aus der exakten Se-
quenz von linearen Kettenkomplexen (1.16) die lange exakte Sequenz der zugehorigen
Homologiegruppen zu konstruieren. Er ist generell fiir exakte Sequenz von Ketten-
komplexen {iber R—Moduln giiltig. Eine Verallgemeinerung dieses Beweisschritts auf
abelsche Kategorien A gibt folgender

SATz 3.5.6 (|Rot, Thm. 6.10]). Sei A eine abelsche Kategorie und

fo

0 c! c.—L-cr 0
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3.5 Homologie— und Kohomologieobjekte

eine exakte Sequenz von Kettenkomplexen in Kom(A). Dann existiert eine Familie
von Morphismen 0y, : H,(C!) — H,_1(C.) in A, sodass

“.Hn+1(g) Hn+1(0:,) On+1 Hn(Ci) Hn(f) Hn(C.) Hn(g) Hn(C:,) On .

eine lange exakte Sequenz bildet.

Beweis. Fiir ein n € Z zerlegen wir d/,, d,, und d]/ nach Satz 3.3.24 in ihr jeweiliges
Bild und Kobild sodass wir nach Korollar 3.3.29 die kommutative Diagramm—-Ebene
I'in (3.28) erhalten. Bezeichnet ¢, ,; einen Kokern von d, ,; so ldsst sich Lemma
3.3.26 zufolge die kommutative Diagramm-Ebene /] in (3.28) bilden. Auf Grund von
O=d,od, ,=m;,oe€,od, und m; moni folgt 0 =¢;, od ., und daher die Existenz

von Morphismen 7;, mit 7;, oc, ., = ¢,. Die Kommutativitét der beiden Rechtecke in
der Diagramm-FEbene [V ist wiederum durch Lemma 3.3.26 belegt. Beachten wir

noch das Schlangen-Lemma 3.4.11, so erkennen wir die Rechts-Exaktheit der Zeile

Q.

/B

n+1

Cn/B -
- n/ n+l o \@

’ Cn/ Zn— e tn
d"&c' /\/Z A 2 (3.28)
/ N A GN\ - nx . 0
0 @ 0 E;N\’ /L;L/ - n-1 - my, o /
BT%1 i mxé / Z—l
ml, n-1 1
AN

Dual erhalten wir die Diagramm-Ebenen [I] und V, die (3.28) kommutativ ergénzen
und gemeinsam die links—exakte Zeile Z enthalten.

Ziehen wir zu den Kompositionen ¢, o ;, jeweils einen Kern h;, und einen Kokern
h;, heran und beachten

h, eker(s, o) > £ ker(,) h, €coker(s, o) > £ coker(s),),

dann tauchen H,_1(C,) nach Proposition 3.5.1 als Ziel von h;, : Z. | — H,_1(C,)
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

und H,(C;) nach Bemerkung 3.5.2 als Quelle von h;, : H,(C,) — C,,/B,,,, wieder

auf. Somit erhalten wir mittels dem Schlangen-Lemma 3.4.11 die exakte Sequenz

Hn(fo Hn(go Hy - l(fo

— Ho(CY) —— H,a(C2) —

Hn 1(g.

H,(C) —= Hn(Co) — Hy 1 (Co) —=Hn 1 (CY).

Dass dabei die Morphismen H,,(f,), H,(g.), ... etc. auftreten, lasst sich anhand des
Beweises von Proposition 3.5.1 und der Bemerkung 3.5.5 leicht erklaren.

Also existiert zu jedem n € Z ein Morphismus ¢, : H,(CY) — H,,_1(C!), sodass
die soeben angefiihrte Sequenz exakt ist. In der Gesamtheit betrachtet, fithrt uns
dies zu der postulierten langen exakten Sequenz. O

Die Morphismen 6, : H,(C") — H,_1(C") aus obigen Satz werden Verbindungs-
oder auch Einhdngungshomomorphismen genannt. Sie héngen von der jeweils gegebe-
nen exakten Sequenz von Kettenkomplexen ab, besitzen aber eine Eigenschaft, die
sie zu einer natiirlichen Transformation machen:

SATZ 3.5.7 (Zusatz zu Satz 3.5.6). Jedes kommutative Diagramm von Kettenkom-
plexen mit exakten Zeilen

3 e

0 C. C. Y 0

Lf.’ Lf. L I (3.29)
LD 7TD
0—= D, oD, " Dy

fiihrt zu einer exakten kommutativen Leiter

p+ ( ) P+ p(f) Hp( ) 517
=2 Hy o (CF) = Hy(C) === Hy(Co) === H,(CY) —~
Hp+1(f’)l Hp(f’)l Hp(f)j Hp(f”)t

Hyi1(9) Op+ Hp(f) Hp( ) p
P, (DY) 2 Hy(DL) =% (D) =22 Hy (DY) —~

Beweis. Indem man (3.29) als eine kurze exakte Sequenz in Kom(.A%2) ansieht, folgt
die Existenz der exakten kommutativen Leiter aus dem vorherigen Satz 3.5.6. [

KOROLLAR 3.5.8. Sei g eine Lie Algebra tiber einem Korper K. Dann induziert
jedes kommutative Diagramm

M M

0 M’ ——= M —— M" 0

Lkl

0 N —= N -—"— N" 0
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3.6 Auflésungen

in Mody, dessen Zeilen exakt sind, eine exakte kommutative Leiter der Form

B Hpi1(g) p(f) p(g)

5
p+1( MH) H( M/) H( M) Hp(gaMﬂ)—>”'
Hyii (s, f”)l Hy(s, f’)l Hp(g,f>j Hy(s, f”)j
Hyi1(9) Hy(f)_ _Hy(g).
Siciil p+1(g,N”)—>H(g,N’) Hy(g,N) —="> H,(g N”)—>

3.6 Auflosungen

DEFINITION 3.6.1. Sei A eine (pri—)abelsche Kategorie und A ein Objekt in A.
Dann heift ein A-Komplex (P,,d,) mit P; = 0 fiir ¢ < 0 zusammen mit einem
(konormalen) A-Morphismus €: Py — A eine (konormale) Links-Auflosung von A,
falls die lange Sequenz

d3 do dy

Py Py Py——=A 0

exakt (und koexakt) ist. Sie heifst (konormale) projektive Auflésung, falls sémtliche
P; projektiv in A sind.
LEMMA 3.6.2. In einer priabelschen Kategorie A sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Jedes Objekt besitzt eine konormale projektive Auflosung.

(i1) Jedes Objekt besitzt eine konormale projektive Erweiterung. Dh. zu jedem Objekt
A in A existiert ein projektives Objekt P und ein konormaler Morphismus
e:P— A.

Beweis. Die Richtung (i) = (ii) ist trivial.
Sei also umgekehrt (77) erfiillt und A ein beliebiges Objekt in A. Angenommen, fiir
ein n > 0 ist folgende exakte Sequenz gegeben

E,:0 A, P, P A 0

wobei samtliche P;’s projektiv sind. Dann existiert nach Voraussetzung ein konormaler
Epimorphismus e, : P,;1 — A,, mit projektivem P,,;. Wir wéhlen einen Kern
kpi1: Apsr — Py von e,.1. Dann ist auf Grund von Proposition 3.3.23 die Sequenz

kn+1 €n+l
0 An+1 P, n+1 An 0

exakt und zusammen mit Bemerkung 3.3.25 auch deren Komposition mit E,,:

Ena:0 Apa Py Py A 0.
Induktiv lasst sich somit aus 0 Ag “a_ A 0 mit Ap := A eine konormale
projektive Auflésung von A konstruieren. m
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

KOROLLAR 3.6.3 (|W, Lem. 2.2.5]). In einer abelschen Kategorie A besitzt jedes
Objekt genau dann eine projektive Auflésung, wenn A genug Projektive besitzt.

DEFINITION 3.6.4. Sei Kom(A) die Kategorie der Kettenkomplexe iiber einer
abelschen Kategorie A. Zwei parallele Morphismen f,, g, : Co — C. in Kom/(.A)
heifen ketten-homotop, kurz f ~ g, falls Morphismen h; : C; — C/, | in A existieren,
sodass

fi=gi=hiiodi+diyoh;
gilt.
Zwei Ketten-Komplexe (C,,d,) und (C.,d,) in Kom(.A) heifsen homotopie-aqui-
valent, falls Morphismen f, : Cy — C! und f!: C — C, existieren, die f!o f, ~idc,
und f, o f] ~ide; erfiillen.

LEMMA 3.6.5. Seien f,,g.: Co —= C! kettenhomotop. Dann gilt fiir jedes p € Z:
Hy(f) = Hy(ge) : Hy(Co) — CL.

Beweis. Sei g, = 0 sodass f, = hy,1 0d, —d.,, oh, gilt. Aus dem kommutativen

p+1

Diagramm (3.26) lesen wir heraus (k, € ker(d,)):
ko fy=fyoky=—d,, ohyok,=-k o oel oh,ok,.

Weil £, linkskiirzbar ist, folgt fp = —1,0¢e) 0 hy ok, Auf Grund von ¢}, € coker(s;,) gilt
daher H,(f,)oc,=¢] 0 fp = 0. Aus der Rechtskiirzbarkeit von ¢, folgt schlussendlich

Hy(f.) =0.
Der allgemeine Fall folgt nun aus der Additivitat des Funktors H,,. O

Um spéter die universelle Eigenschaft projektiver (resp. injektiver) Objekte direkter
anwenden zu konnen, ziehen wir folgende Verallgemeinerung dieser heran:

PROPOSITION 3.6.6 ([V, Prop. 3.1.5]). Sei A eine abelsche Kategorie, P ein pro-
jektives Objekt in A und folgendes Diagramm

P
B
I
L
Al B ¢

in A gegeben, sodass die Zeile in B exakt ist und go~ =0 gilt. Dann existiert ein
A-Morphismus : P—= A mit fo[=r.

Beweis. Ist k: K — B ein Kern von ¢g: B— (', dann impliziert g oy = 0 die
Existenz eines Morphismus 3’ : P— K mit v =ko 5.
Da die Sequenz A——=B——=C' in B exakt ist, gilt im f = ker g und wir finden zu f

die Zerlegung A——~K —5.B.Dae epi und P projektiv ist, existiert ein Morphismus
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3.6 Auflésungen

B:P— A mit 5’ = eo (3. Insgesamt erhalten wir also das folgende kommutative
Diagramm

P
s_—/ l
/ ¥
ALtk Ep2.C
f
und die Proposition ist gezeigt. O]

BEMERKUNG 3.6.7. Proposition 3.6.6 gilt auch fiir préaabelsche Kategorien, wenn
man zusétzlich fordert: e ist Kobild von f (s. Proposition 3.3.23).

Eine wichtige FEigenschaft projektiver Auflésungen ist die der Liftbarkeit: Je-
des f: A—— B lasst sich bis auf Homotopie eindeutig zu einer Ketten—Komplex—
Abbildung von einer gewahlten projektiven Auflésung von A, zu einer von B liften.
Allgemeiner ist dies fiir jede beliebige (konormale) Links—Auflésung von B méglich:

THEOREM 3.6.8 (|[W, Thm. 2.2.6]). Sei €4: P,—= A eine projektive Auflésung
von A und f:A— B ein Morphismus in A. Dann existiert zu jeder konormalen
Auflosung eg : Qo —= B von B eine Kettenabbildung f, : Py —= Q. mit foes = ego fy,
dh. wir erhalten folgendes kommutative Diagramm.:

P2 Pl Po | 0
f2 f1 foé f'j

Y Y Y B

Q2 Q1 Qo B 0

Dabei ist f, bis auf Ketten—Homotopie eindeutig bestimmit.

Beweis. Wir werden zuerst mit Hilfe der universellen Eigenschaft der projektiven
P;’s induktiv die Existenz einer Kettenabbildung f,: P, — @, mit foey =€y o fy
nachweisen.

Da P, projektiv und ey epi ist, existiert ein fy: Py —= Qo mit foey = ex o fo.
Nehmen wir nun an, fiir ¢ < n existieren f; : P, — (); sodass das resultierende Leiter—
Diagramm kommutiert:

Pn+1 d Pn Pnfl

fn+1 fnl fn—ll

N
Qn+1 Qn Qn—l

Dann ist aber P, ; projektiv, die Sequenz Q,;1——=Q,—Q),,_1 exakt und fiir den
Morphismus f,od: P,,1 — Q,, gilt:

do fpod=f,.10dod=0
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

Damit existiert aber geméf Proposition 3.6.6 und Bemerkung 3.6.7 ein Morphismus
fn+1 : Pn+1 éQn#—l mit do fn+1 = fn od.

Nun ist noch zu zeigen, dass f, bis auf Ketten—-Homotopie eindeutig bestimmt
ist. Dazu nehmen wir an, g, : P, — (), sei eine weitere Kettenabbildung fiir die
en o go = foey gilt und setzen h, := f, — go. Dann lasst sich induktiv eine Ketten—
Kontraktion s, : P, — (0., konstruieren: Fiir n < 0 ist P, gleich dem Null-Objekt
und folglich s, = 0. Fiir n = 0 folgt aus Py projektiv, Q1 - Q9 — N exakt und
enoh=¢eno(fo—go) =0 sowie durch anwenden von Proposition 3.6.6 die Existenz
eines Morphismus sg: Py—= Q1 mit hg =dosg=do sy +s1od. Sei nun n >0 und
nehmen wir an, fiir 0 < <n sei bereits ein Morphismus s; : P, — ();,1 konstruiert,

sodass
hi=dos;+s;_1odfir0<i<n (3.30)

gilt. Betrachten wir nun folgendes Diagramm mit exakten Zeilen

Pn d Pnfl

s Sp—
” hnt " Lhnl
4

"'_>Qn+1 Qn Qn—l

und beachten, dass

do(hy,=58,.10d) = hpq10d-(dos,1)od

20, 1 od= Byt —sns0d)od

=0

gilt, so existiert wiederum nach Proposition 3.6.6 ein Morphismus s, : B, — Q11
mit do s,, = h,, — $,_1 © d. O

Ist insbesondere f =idys sowie €y : P —= M und €, : P — M zwei projektive
Auflésungen von M, dann erhalten wir nach obigen Theorem zwei Ketten—-Komplex—
Morphismen f: P, — P! und f’: P! — P, deren Kompositionen f’o f und fo f’
wiederum Lifte von idy, sind. Auf Grund der Eindeutigkeit (bis auf Homotopie) folgt:

KOROLLAR 3.6.9. Je zwei (konormale) projektive Auflésungen eines Objektes sind
homotopie—dquivalent.

PROPOSITION 3.6.10. Besitzt die abelsche Kategorie A genug Projektive, dann auch
die Funktorkategorie A*2 (vgl. dazu [W, Ex. 2.3.7 u. Ex. 2.5.8]).

Beweis. Zuerst zeigen wir: Sind P und @ projektive Objekte in A, dann sind die
Morphismen ip,ig, welche von einem Koprodukt (P ][ Q,ip,ig) von P und () stam-
men, projektive Objekte in AZ2. Aus Griinden der Symmetrie weisen wir dies nur
fiir ip nach: Angenommen (74,7g) :ip — f und (€4, €p) : ¢ — [ sind Morphismen
in A%z, zweitere epi. Dann sind €4 und e Epimorphismen in A (siehe dazu Beweis
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zu Satz 3.3.28), womit Morphismen 74 : P — C und 7} : Q — D existieren, welche
das folgende Diagramm kommutativ erweitern:

,P K
Sl T PHQ
SOAFQ /JB \TB
A N

Aus der universellen Eigenschaft des Koprodukts folgt die Existenz eines Morphismus
VB —= D, sodass sowohl goy4 = ypoip als auch ypoig = v} gilt. Erstere
Gleichung bedeutet, dass (v4,7p) ein Morphismus in A%z bildet. Fehlt noch e,07, = 7,
nachzuweisen und damit nur mehr die Kommutativitidt des Dreiecks II: Aus den
beiden folgenden Ableitungen

€EBOYBOig =€ 0y =TpOiQ €epoypoip=€gogoys=foTy=Tpoip

erhalten wir auf Grund der Eindeutigkeit von 75 die gesuchte Gleichung eg o vp = 75.

Ist nun f: A— B ein beliebiges Objekt in A?2, dann wihlen wir zu A und
B projektive Erweiterungen €4 : P— A und €5 : ) — B in A und erhalten auf
Grund der universellen Eigenschaft des Koprodukts (P[] Q,ip,ig) einen Morphismus
ep: PIIQ—= B mit egoip= foey und egoig = €. Damit haben wir nach erstere
Gleichung einen Morphismus €, :ip —= f in A?2 konstruiert, der nach zweiterer
Gleichung komponentenweise, und folglich in AZ2 selbst, epi ist. O

PROPOSITION 3.6.11. Ist A eine abelsche Kategorie mit genug Projektiven, dann
besitzt jedes Objekt in SeS(A) eine konormale projektive Erweiterung.

Beweis. Zuerst zeigen wir: Sind P und @ projektiv in A, dann ist die exakte Sequenz
P: 0— P P®Q—-Q—0

ein projektives Objekt in SeS(A).
Dazu miissen wir zu einem in SeS(A) gegebenem Diagramm der Form

P,

Yo l
T Te
b

B. . C.

die Existenz eines Morphismus ~, : P, — B, nachweisen, welcher dieses Diagramm
kommutativ komplettiert: Auf Grund der Voraussetzung (e, epi), ist nach Bemerkung
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3.4.2 (12) ey ein Epimorphismus in A. Daher existieren, wie im unteren Diagramm
eingezeichnet, Morphismen vp und 7g mit €20 vp = moip und €z 0 yg = T 0 ig.
Proposition 3.3.19 zufolge findet sich nun ein Morphismus s, der 7, oip = vp und
Y201 = g erfiillt. Aus den letzten vier Gleichungen erhalten wir €30y 0ip =Ty 01p
und €3 0y 04g = T 0i. Weil aber ein Morphismus, welcher als Quelle ein Koprodukt

besitzt, eindeutig durch die Kompositionen mit den zugehérigen Injektionen bestimmt
ist, folgt €5 075 = 75.

Definieren wir nun s := fy 0 75 04g, dann gilt offensichtlich v3 o mg = f2 0 72 sowie
630’}/307TQ:630f20’}/20iQ07TQ 2920620’)/207;6207(@ :gonQOiQo'/rQ:7‘307rQ

woraus, auf Grund der Rechtskiirzbarkeit von mg, die Gleichung €3 o v3 = 73 folgt.
Dh. mit 3 haben wir obiges Diagramm kommutativ erweitert. Nach Lemma 3.3.26
existiert ein 7;, sodass das damit erhaltene Rechteck im obigen Diagramm kommutiert.
Aus der Rechnung gy 0€;079; = €30 fioy; =T 0ip = gy o1y und der Links—Kiirzbarkeit
von g; folgt auch die Kommutativitit des linken dufieren Dreiecks.

Nun suchen wir zu einem Objekt A, : 0 AT A, g, 0 in SeS(A)
eine konormale projektive Erweiterung. Dazu wéahlen wir in A projektive Erweiterun-
gen €1 : PL—= A; und e€3: P;— A3 von A, bzw. As. Da P; projektiv und f5 epi ist,
existiert ein Morphismus 3 : P3— B mit f; o 3 = €3. Zusammen mit v, := fj o€
erhalten wir einen Morphismus €5, sodass folgendes Diagramm kommutiert:

P.:0 P P Py Py
Eli \Yl 62 ’YS/ iﬁs
fl\ v /2
A. :0 A1 A2 Ag 0

Damit haben wir einen Morphismus ¢, : P, — A, in SeS(.A) gefunden, welcher nach
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obigen ein projektives Objekt als Quelle besitzt und nach Korollar 3.4.7 ein konormaler
Epimorphismus ist. O

Dual zu den projektiven Auflosungen, existieren die sogenannten injektiven Auflo-
sungen:

DEFINITION 3.6.12. Sei A eine (prid—)abelsche Kategorie und A ein Objekt in
A. Dann heift ein A-Komplex (I*,d*) mit I? = 0 fiir ¢ < 0 zusammen mit einem
(normalen) A-Morphismus 7 : A— I° eine (normale) Rechts—Auflosung von A, falls
die lange Sequenz

0 Ao &

exakt (und koexakt) ist. Sie heifst injektive Auflosung, falls sdmtliche I? injektiv in A
sind.

Die erhaltenen Ergebnisse iiber projektive Auflosungen lassen sich dualisieren
(sowohl die Aussagen als auch ihre Beweise) sodass wir fiir die injektiven Auflésungen
nur noch zusammenfassend notieren:

LEMMA 3.6.13. In einer priabelschen Kategorie A sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) Jedes Objekt besitzt eine normale injektive Auflosung.

(ii) Jedes Objekt besitzt eine normale injektive Erweiterung.

KOROLLAR 3.6.14 (|W, Lem. 2.3.6]). In einer abelschen Kategorie A besitzt jedes
Objekt genau dann eine injektive Auflésung, wenn A genug Injektive besitzt.

THEOREM 3.6.15. Seing : B— J* eine injektive Auflosung von B und f : A— B
ein Morphismus in A. Dann existiert zu jeder (normalen) Auflésung na: A—1°
von A ein Koketten—Morphismus f*:1*— J* mit fOony =nyo f, dh. wir erhalten
folgendes kommutative Diagramm.:

0 A 0 It 12

0 B2, jo J1 J2

f* ist bis auf Koketten—Homotopie eindeutig bestimmt.

KOROLLAR 3.6.16. Je zwei (normale) injektive Aufiésungen eines Objektes sind
kohomotopie—dquivalent.

Nun sind wir ausreichend gewappnet, rechts— und links-derivierte Funktoren zu
definieren.
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3.7 /—Funktoren und derivierte Funktoren

Unter einem (kovarianten) homologischen (resp. kohomologischen) é—Funktor von
A nach B versteht man eine Familie von additiven Funktoren (7},),s0, 7, : A— B
(resp. (17)ps0, TP : A— B) zusammen mit einer, zu jeder exakten Sequenz

A" 0 A——=A—T5 A" 0

definierten Familie von B-Morphismen
5;)4/// . TP(A")_>Tp—1(A,) (resp. 5;)4/// : TP(A”) _>Tp+1(A,))

sodass gilt: Jede exakte Sequenz A" induziert, unter der Vereinbarung 7, = 0 (resp.
TP =0) fiir p <0, eine lange exakte Sequenz

A/N

e > p+1(A//) p+1 T(A')

AIII

DT (A7) e Ty (A1) —

Tp () Tp ()

— (A —

(resp.

A//I

e T (A) T T (A7) S To(A) 2

AH/

Tp(AII) Tp+1(A/) .. )

L (W)

und zu jedem Morphismus f"’: A" — B’ kurzer exakter Sequenzen und jedem
p >0 bildet

Al A
T, (A") =T, (A) Tr(A") ——= TP+ (A')
TP(f”)L lTpl(f/) resp. Tp(f//)l LTp+l(fl)
1,(B") — 1,1 (B) T7(B") —z T71(B)

ein kommutatives Diagramm.

Die Definition kontravarianter homologischer (resp. kohomologischer) j—Funktoren
erhédlt man aus obiger Beschreibung der kovarianten é—Funktoren, indem man die
auftretenden Funktoren durch kontravariante additive Funktoren ersetzt und die
Pfeilrichtungen der Morphismen aus A umkehrt.

0—Funktoren, sowohl homologische als auch kohomologische, haben wir bereits
kennengelernt: Die Familie der additiven Funktoren (H,),ez, H,: Kom(A) — A
bildet einen homologische 0—Funktor (siche Satz 3.5.7) wie auch die Funktorfamilie
(Hp(9,—))pez, Hp(g,—): Mody —k Vek (siche Korollar 3.5.8). Die kohomologi-
schen Pendant’s zu diesen beiden Funktorfamilien geben wiederum Beispiele zu
kohomologische d—Funktoren. Wir wollen nun einen Weg finden, homologische —
Funktoren auf natiirliche Weise zu konstruieren.

Sei F': A— B ein additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien sodass A
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genug Projektive besitzt. Nach Lemma 3.6.2 finden wir zu jedem Objekt A in A
eine projektive Auflosung e 4 : P4 — A und legen mit P~ : Ob(A) — Ob(Kom(A)),
A PA_ eine entsprechende Zuordnung fest (diese fiihrt im Allgemeinen aber zu
keinem Funktor). Dann definieren wir fiir jedes p > 0 folgende Objekte-Abbildung:

LTF : Ob(A) — Ob(B), LTF(A):= H,(F(P")).

Ist hingegen f: A— A’ ein Morphismus in A, dann induziert dieser nach Theorem
3.6.8 eine bis auf Homotopie eindeutige Kettenkomplexabbildung f, : P4 — P4’
in Kom(A). Wenden wir darauf F' als Funktor Kom(A) — Kom(B) an und
gehen zur Homologie iiber, so erhalten wir eine, nach Lemma 3.6.5 wohldefinierte
Morphismen—Abbildung

LPF : Mor(A) — Mor(B), LTF(f) = Hy(F(f.)).

In den folgenden beiden Propositionen zeigen wir, dass es sich bei L7F um einen
Funktor handelt, der, grob gesprochen, unabhéngig von der Wahl der Auflésungen
P ist.

PROPOSITION 3.7.1 ([Rot, Thm. 6.17]). Fiir jedes p > 0 ist LVF ein additiver
Funktor von A nach B.

Beweis. Sei p > 0 fix gewéhlt. Sind f: A— B und g : B— C Morphismen in .4 und
fo: PA—=PB g,: PBE—PC zugehorige projektive Lifte. Dann ist trivialerweise
ge © fo ein projektiver Lift der Komposition go f, also (go f)s ~ ge o fo und folglich
gilt:
LfF(g o f) = L;)F(g) o L;F(f)

Da idpa ein projektiver Lift der Identitét id, ist und die Identitét idy,r(p)) auf
der p-ten Kohomologie induziert, gilt auch L7 F(id4) = id LpF(4)- Damit ist LTF
ein Funktor. Dass sich die Additivitdt von F' auf L7 iibertrigt, zeigt sich vollig
analog. O

Wihlen wir nun eine andere Zuordnung Q— : Ob(A) — Ob(Kom(A)) projektiver
Auflésungen an die Objekte in A, so gilt:

PROPOSITION 3.7.2 ([Rot, Prop. 6.20]). Fiir jedes p > 0 sind LTF und LZF
natirlich isomorph. Dh. es existieren Morphismen 7,4 = 7-54’7) 1 LPF(A) — LEF(A),
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sodass fir jeden Morphismus f: A— B in A

LTF(f)

LPF(A) ——"~ L F(B)

%P = x| %P (3.31)

LOF(A) L9F(B)

LRF(f)
emn kommutatives Diagramm bildet.

Beweis. Seien t2:PA—= Q4 und sd: Q4 — P4 projektive Lifte von idy sowie
TPQAP = F(t')., und T;DAQ := F(s{).p. Auf Grund von Theorem 3.6.8 gilt sowohl

s otd ~idpa als auch ! o s ~idga. Daher ist fiir jedes p >0 TZZQ o TpQA’P =idrppa)

und TP%{P o T;Q = id 0 p(4)- Insbesondere sind TP%{P t LPF(A) — LEF(A), fiir alle
p>0und A e A, Isomorphismen. )

Es bezeichnen f, : PA—=P5 und f, : Q4 — QF projektive Lifte von f: A— B.
Dann bilden auch tZ o f,, f, o td : PA — QF projektive Lifte von f. Sie sind nach
Theorem 3.6.8 homotopiedquivalent, was TpQB’P o LVF(f) = LEF(f)o TpQA’P zufolge
hat. [

Zu drei gewédhlten Zuordnungen projektiver Auflosungen P—, Q— R~ zeigt sich
wie im obigen Beweis 7€ o 727 = 7%P Dh. die natiirlichen Isomorphien erfiillen
eine Vertraglichkeitsrelation die es erlaubt, die einzelnen Funktoren LVF, L2F, ...

etc. eindeutig, dh. kanonisch miteinander zu identifizieren. Wir definieren daher:

DEFINITION 3.7.3. Sei F': A— B ein additiver Funktor und P~ eine Zuordnung
projektiver Aufldsungen. Fiir jedes p > 0 bezeichne L, F := LT'F : A— B den p-ten
links—derivierten Funktor von F. Er ist bis auf kanonische natiirliche Isomorphie
unabhéngig von der Wahl der Zuordnung projektiver Auflosungen.

BEMERKUNG 3.7.4. (1) Fir jedes projektive Objekt P in A gilt: L,F'(P) =0 fur
alle p> 0.

(2) Fiir einen exakten, additiven Funktor U : B—C gilt: LoU 2 U und L,U =0 fiir
p> 0.

(3) Dariiber hinaus ist L,(U o F') natiirlich isomorph zu U o L,F weil U mit dem
Homologiefunktor H, vertauscht.

Die Links—Derivation eines rechts—exakten Funktors ist von besonderem Interesse.
Denn es gilt (s. [W, Ex. 2.4.1]):

LEMMA 3.7.5. Ist F': A— B ein additiver Funktor dessen Quelle genug Projektive
besitzt, dann existiert eine kanonische und natirliche Transformation T : LoF — F'.
Ist F' rechts—exakt, dann sind LoF und F' natiirlich isomorph.
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Beweis. Sei P~ eine gewahlte Zuordnung projektiver Auflésungen, A ein Objekt in A
und €4 : PA —= A die entsprechende projektive Auflosung von A. Bezeichnet ¢4 einen
Kokern von F'(P{) — F(P3'), so ist nach Bemerkung 3.5.2 (2) das Ziel von c4 gleich
LY F(A). Auberdem faktorisiert ¢4 den Morphismus F(e,4) eindeutig, dh. es existiert
ein eindeutiger (und damit kanonischer) Morphismus 7§ sodass F(e4) = 74 o ca
gilt. Ist zusétzlich F rechtsexakt, so ist F'(e4) selbst Kokern von F(P/) — F(P)
und folglich 77 isomorph. Fiihrt man zu einem weiteren Objekt A’ aus A die eben
beschriebenen Schritte aus und bezeichne f: A— A’ einen Morphismus in A, so
erhélt man mit Hilfe des Theorems 3.6.8 folgendes Diagramm:

Ly F(A)

N\
cA A
i
F(A)

N
F(fo) ar

F(f1) .
1 F(P
’ /
F(P{")

Die Kommutativitat des schriag liegenden Rechtecks folgt aus Definitionsgriinden
von LT F(f), die des senkrecht stehenden zeigt sich indem man 77, o LFF(f)oca =
F(f)or} ocs nachweist und die Rechtskiirzbarkeit von ¢4 verwendet. Damit haben wir
die Existenz einer kanonischen, natiirlichen Transformation 77 : LTF — F' gezeigt,
die isomorph ist sofern F' rechts—exakt ist. O

SATZ 3.7.6 (|W, Thm. 2.4.6]). Die Familie (L,F'),s der links—derivierten Funkto-
ren eines Funktors F': A— B abelscher Kategorien ldsst sich kanonisch zu einem
homologischen 6 —Funktor komplettieren.

Beweis. Sei A": 0 A= AT A" 0 eine kurze exakte Sequenz in A. Nach
Proposition 3.6.11 und Lemma 3.6.2 existiert in SeS(.A) eine projektive Auflosung
€ QY —= A" von A". Da Qy, fiir jedes p > 0 ein projektives Objekt ist, splittet
jede exakte Sequenz (). Nach Bemerkung 3.3.18 sind daher auch F((Q)}) fiir jedes
p >0 kurze exakte Sequenzen in B, zusammen bilden sie eine in Kom(B):

F(Q)): 0—=F(Q)—=F(Q.)—=F(Q{)—=0.

Satz 3.5.6 zufolge existieren Morphismen (8,),0, sodass die obere Zeile in (3.32) eine
lange exakte Sequenz bildet. Dabei sind @', Q~ und Q" zu € Al passend gewéhlte
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Zuordnungen projektiver Auflésungen. Die untere Zeile erhalt man durch Hinzufligen
der Isomorphismen aus Proposition 3.7.2 (vertikale Pfeile) und durch die eindeutige
Wahl der ¢,’s sodass die daraus entstehenden Rechtecke kommutativ sind.

1 HP(L Hp(ﬂ'

éL F(A/I) P+ LQ’F(A/) LQF(A) LQ//F(A”) i)
”%l sl j ;’AQL ;’A%’”l (3.32)

F(A//)_>L73F(A' P—(>)LPF(A)—> pF(AH)(;p—>'”

p+1

Zeigen wir nun auch die Kommutativitat der restlichen Rechtecke, so folgt daraus
bereits die Exaktheit der unteren Zeile: H,(t.) (resp. H,(m.)) gleicht der Diagonale
eines, dem Diagramm (3.31) entsprechenden Rechtecks, dh.

H,(i,) = TpA, "o LQ,F(L) (resp. H,(m,) = TPA %o L2F(T)).

Komposition beider Seiten der Identitéit mit 772 (resp. 77:2") unter anschliefender
Verwendung der Proposition 3.7.2 zeigt die Kommutativitat der restlichen Rechtecke
n (3.32). An dieser Stelle ist aber noch nicht klar, dass die d,’s kanonisch sind (dh.
unabhéngig von der anfangs gewihlten Auflosung Q).

Um zu zeigen, dass die d,’s natiirlich und kanonisch sind, sei " : A" — B" ein
Morphismus exakter Sequenzen. Zu zwei projektiven Auflésungen e  : P,' — A"
: Q' — B" existiert nach Satz 3.6.8 ein Morphismus f/”: P!' — Q!' mit
J"" o€ i = €guo fy. Insbesondere erhalten wir folgendes kommutative Diagramm von

Kettenkomplexen mit exakten Zeilen:

0 P P, P 0

o a ]

0 Q. Qe BY 0

Darauf Satz 3.5.7 angewendet erhalten wir eine lange exakte kommutative Leiter die,
unter Einsatz der natiirlichen Isomorphien aus Proposition 3.7.2, zu dem kommutati-
ven Diagramm
5
LY F(A") — L§_1F(A')
L;’F(f”)j ij_lF(f’) (3.33)
5
LY F(B") — LZ,’_IF(B’).
fithrt. Damit ist die Natiirlichkeit der d,’s gezeigt. Dass sie auch kanonisch sind, folgt

nun zugleich aus (3.33): Man setze id Al fiir f” ein und wéhle unterschiedliche Auflo-
sungen von A". Die daraus gewonnenen Familien von Verbindungshomomorphismen
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sind dann nach (3.33) ident. O

Angenommen A bezeichne eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven. Dann
existiert ein Abbildung Z— : Ob(A) — Ob(Kom(.A)), die jedem Objekt in A € A
eine injektive Auflésung desselben zuordnet und definieren zu jedem additiven Funktor
F: A— B und jedem p > 0:

RVF : Ob(A) —= Ob(B), REF(A):= HP(F(I?)).

Ein Morphismus f: A— A’ in A induziert nach Theorem 3.6.8 eine bis auf Homo-
topie eindeutige Kettenkomplexabbildung f, : Z4 — 74" in Kom®(A). Wenden wir
darauf F' als Funktor Kom(A) — Kom(5) an und gehen zur Homologie iiber, so
erhalten wir eine, nach Lemma 3.6.5 wohldefinierte Morphismen—Abbildung

RUF : Mor(A) — Mor(B), REF(f) = HP(F(f.)).

Dual zu den Propositionen 3.7.1 und 3.7.2 zeigt sich, dass R ein additiver Funktor
ist, der bis auf kanonischer natiirlicher Isomorphie unabhéngig von der Wahl der
gewahlten injektiven Auflosungen ist. Wir definieren daher:

DEFINITION 3.7.7. Sei F': A— B ein additiver Funktor und Z— eine Zuordnung
injektiver Aufldsungen. Fiir jedes p > 0 bezeichne RPF := ROF : A— B den p-ten
rechts—derivierten Funktor von F'. Er ist bis auf kanonische natiirliche Isomorphie
eindeutig definiert.

BEMERKUNG 3.7.8. Vergleiche mit 3.7.4:
(1) Fir jedes injektive Objekt I in A gilt: RPF'(1) =0 fiir alle p > 0.
(2) Fiir einen exakten, additiven Funktor U : B—C gilt: R°U 2 U und RPU = 0 fiir

p > 0. Dariiber hinaus ist RP(U o F") natiirlich isomorph zu U o RPF weil U mit
dem Kohomologiefunktor H? vertauscht.

Entsprechend dem Lemma 3.7.5 und dem Satz 3.7.6 gelten folgende Resultate:

LEMMA 3.7.9. Ist F: A— B ein additiver Funktor dessen Quelle genug Injektive
besitzt, dann existiert eine kanonische und natirliche Transformation 7: F — ROF.
Ist F' links—exakt, dann sind R°F und F natirlich isomorph.

SATZ 3.7.10. Die Familie (RPF),5o der rechts—derivierten Funktoren eines Funktors
F: A— B abelscher Kategorien lisst sich kanonisch zu einen kohomologischen
0—Funktor komplettieren.

Thre Beweise sind dual zu fiihren (s. [W, Sec. 2.5]).

Ergénzend zu den kovarianten Funktoren wollen wir noch den Fall der kontravari-
anten Funktoren besprechen: Sei F': A — B ein kontravarianter additiver Funktor,
dh. F ist zugleich ein kovarianter Funktor A% — B. Besitzt A genug Projektive und
ist P~ eine Zuordnung projektiver Auflésungen, so ist diese zugleich eine Zuordnung
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injektiver Auflésungen in A°. Es lésst sich daher R%F : A% — B fiir jedes p > 0 de-
finieren und in weiterer Folge den kontravarianten, additiven Funktor RPF : A — B
welcher bis auf kanonische Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Falls F' links—exakt
ist, so gilt wiederum RCF = F. Aufierdem lésst sich die Funktorfamilie (RPF),s0
kanonisch zu einen kontravarianten kohomologischen d—Funktor ergénzen.

Analog definiert sich die links-derivierte Funktorfamilie (L,F"),so eines kontravari-
anten additiven Funktors F': A— B dessen Quelle genug Injektive besitzt.

DEFINITION 3.7.11. Eine Familie von natiirlichen Transformationen 7, : S, — 1T,
(resp. TP : SP —=TP), p > 0, nennen wir einen Morphismus 7, : S¢ —= T, von homolo-
gischen (resp. einen Morphismus 7° : §®* —T"* von kohomologischen) §—Funktoren
zwischen A und B, falls sie mit den d,’s (resp. 67’s) im folgenden Sinne vertraglich
sind: Zu jeder kurzen exakten Sequenz A" : 0 A’ A A" 0 in A und
jedem p > 0, bildet

dp " r + /
Sp(A") —= Sp1(A) SP(AT) 2 SPHL(AY)
™ A"l l’f’p_l A7 resp. TpAHL ijlA’
Tp(A") g_ Tp—l(A,) TP(A”) LTPH(A’)

ein kommutatives Diagramm. Sind sdmtliche natiirliche Transformationen natiirliche
Isomorphismen, so sprechen wir von einem Isomorphismus von d—Funktoren.

Einen homologischen (resp. kohomologischer) d—Funktor 7, (resp. 7**) nennen
wir universell, falls zu jedem weiteren d—Funktor S, (resp. S*) und jeder natiirli-
chen Transformation 7y : Sg —= Tp (resp. 70 : T° — S°) ein eindeutiger Morphismus
Te : Se —= T, (resp. 7* : T* — S*) von 6—Funktoren existiert, der 7y (resp. 79) erwei-
tert.

Morphismen zwischen kontravarianten 6—Funktoren sowie universelle kontravariante
0—Funktoren sind entsprechend definiert.

BEMERKUNG 3.7.12. Ist 7:5y— 1, eine natiirliche Isomorphie zwischen den
Basisfunktoren zweier universeller homologischer 6—Funktoren S, und 7,, dann exis-
tiert zugleich eine Isomorphie von d—Funktoren 7, : S, —= T,: 7 und 77! induzieren
eindeutige Morphismen von d—Funktoren 7, und 7;'. IThre Kompositionen 7;*

und 7, o 7,1 sind Morphismen von d—Funktoren tiber idg, bzw. idg,. Auf Grund der
Eindeutigkeit folgt 7,7 o 7, = idg, und 7, o 7,1 = id7,.

Sarz 3.7.13 ([Rot, Thm.6.36]). Ein homologischer §—Funktor (T.,d.) ist genau
dann universell, wenn T,(P) =0 fiir jedes projektive Objekt P in A und p>1 gilt.

FEin kohomologischer §—Funktor (T*,d*) ist genau dann universell, wenn TP(I) =0
fiir jedes injektive Objekt I in A und p > 1 gilt.

O Te

Beweis. Wir zeigen nur Ersteres, der Beweis des kohomologischen Falles ist dual zu
fithren.
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Sei (S.,g.) ein weiterer homologischer )—Funktor und 7y : Sy — Tj eine natiirliche
Transformation. Wir zeigen induktiv die Existenz natiirlicher Transformationen
7, S, — T, die zusammen einen eindeutigen Morphismus 7, = (7;,) 20 : Se —> T
von 0—Funktoren bilden.

Dazu sei p > 0 und fiir sémtliche 0 < ¢ < p bereits b.a.l. eindeutige natiirliche
Transformationen 7, : S, — T bekannt, die mit den entsprechenden ¢,’s kommutieren.
Des Weiteren sei f: A— A’ ein Morphismus in A gegeben. Wéhlen wir zu A und A’
jeweils eine projektive Prisentation, dann existieren Morphismen in A4 (P projektiv),
sodass folgendes Diagramm kommutiert:

0 K P A 0

R

0 K’ P’ A’ 0.

Da S, und 7, homologische é—Funktoren sind, existieren dazu zwei kommutative
Leitern, die auf Grund der Induktionsvoraussetzung uns zu folgendem kommutativen
Diagramm mit soliden Pfeilen fiihren:

Spfl(P)
/Spfl(K)
S,(A) .
— N\ K| T, (P) <
a A SH(f) B S
v 7Tp_1(K) (& p
T,(A)7 N N \I
TP(P)/ ysp(A) Tp-1K'

Nun ist aber nach Voraussetzung 7,,(P) = 0 = T,(P’) und damit sind die Verbindungs-

homomorphismen 4,, 9, Kerne — sie garantieren die Existenz von Morphismen 7,4
und 7,4/, die die Riick- resp. Vorderseite kommutativ ergdnzen und zwar unabhéngig
von f. Dass die dabei entstandene linke Seitenfliche ebenfalls kommutativ ist, folgt
aus der, mittels Diagrammjagd erhaltenen Gleichung

5;,7 O TpAr© Sp(f) = 5;,7 ° Tp(f) ©TpA
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und der Tatsache, dass 9, als Kern linkskiirzbar ist. Dies bedeutet 7, ist eine natiirlich
Transformation.

Speziell fiir f =id4 zeigt sich auch, dass 7,4 unabhéngig von der Wahl der projek-
tiven Prasentation von A eindeutig definiert ist.

Ist nun A": 0 Al A A" 0 eine beliebige kurze exakte Sequenz in
A, dann ist noch zu zeigen, dass 7, mit den dazu entsprechend auftretenden 4,’s
kommutiert. Dazu wéahlen wir eine projektive Présentation von A” und ergénzen
diese, zusammen mit der kurzen exakten Sequenz A", zu einen Morphismus kurzer
exakter Sequenzen:

0 K P A" 0

|

0 A’ A A" 0.

id

Zeichnen wir dazu das folgende Diagramm

5 p I(K)

(A” Tp-1K Sp-1(k)

AII
" 1(K)
\ . s,,_l "
A//)
p(A”) Tp 1(/<;) Tp-147
e p I(A )

T (AH)

so besteht dieses aus einer kommutativen Boden- und Deckfliache (7, und S, sind
homologische d-Funktoren), einer kommutativen linken und rechten Seitenflache (7,
und 7, sind natiirliche Transformationen) und einer kommutativen Riickflache (nach
obiger Konstruktion der natiirlichen Transformation 7,). Mittels Diagrammjagd zeigt
sich schlussendlich auch die Kommutativitét der Vorderseite des Kubus. [l

KOROLLAR 3.7.14. Sei F': A— B ein kovarianter (resp. kontravarianter) additiver
Funktor zwischen abelschen Kategorien.

(i) Besitzt A genug Projektive (resp. Injektive), so bildet (Lo F,d.) aus Satz 3.7.6
einen kovarianten (resp. kontravarianten) universellen homologischen 6—Funk-
tor.

(i1) Besitzt A genug Injektive (resp. Projektive), so bildet (R*F,d*) aus Satz 3.7.10
einen kovarianten (resp. kontravarianten) universellen kohomologischen §—Funk-
tor.

118



3.7 d—Funktoren und derivierte Funktoren

BEMERKUNG 3.7.15. Sind S,, 7T, : A— B universelle homologische é—Funktoren
und 75 : Sg — T} eine natiirliche Transformation, dann lasst sich der )—Morphismus
Te : S¢ — T, folgendermafsen konstruieren: Man wéhle zu jedem Objekt A € A ei-
ne projektive Auflosung €4 : (P,,d,) — A und bilde dazu den Morphismus von
Kettenkomplexen So(P,) —= To(P,). Der in der p—ten Homologie induzierte Mor-
phismus H,(So(P.)) — H,(To(F.)) ist (bis auf kanonische Isomorphie) der gesuchte
Morphismus 7,4 : S,(A) — T, (A).

DEFINITION 3.7.16. Sei T': A— B ein additiver Funktor. Einen (universellen)
homologischen (resp. kohomologischen) d—Funktor (7, d.) (resp. (7*,*)) nennen wir
dann eine (universelle) homologische (resp. kohomologische) Erweiterung von T, falls
eine nattirliche Isomorphie 7: 7 —=Tj (resp. 7: T —T?) existiert.

Entsprechend sind (universelle) homologische und kohomologische Erweiterungen
eines kontravarianten Funktors definiert.

Auf Grund der universellen Eigenschaft universeller 6—Funktoren ist die universelle
homologische (resp. kohomologische) Erweiterung eines Funktors F', sofern sie existiert,
bis auf kanonischer Isomorphie eindeutig bestimmt. Daher sprechen wir kiinftig nur
noch von der einen universellen homologischen (resp. kohomologischen) Erweiterung
von F.

Aus Korollar 3.7.14 und den beiden Lemmata 3.7.5 und 3.7.9 erhalten wir nun

KOROLLAR 3.7.17. Sei F: A— B ein additiver Funktor dessen Quelle genug
Projektive (resp. Injektive) besitzt. Dann existiert genau dann eine universelle homo-
logische (resp. kohomologische) Erweiterung von F, wenn dieser rechts— (resp. links—)
exakt ist.

Fiir kontravariante Funktoren gilt die entsprechend modifizierte Aussage.

BEISPIELE 3.7.18.

(1) Zu einem fix gewéhlten R-Linksmodul NV ist nach Beispiel 3.3.13 (2) und 3.3.36 (1)
der Tensorfunktor — ® gV : Modgr — Ab ein rechts—exakter, additiver Funktor.
Daher besitzt dieser eine universelle homologische Erweiterung die wir durch

Torf(—, N) : Modg — Ab

bezeichnen. Es gilt ME(M,N) = L,(— ®rN)(M). Die Konstruktion von
m;j(]\/[ ,IN) geschieht wie folgt: Zu einer projektiven Auflosung €: P, — M
von M bildet man den Komplex P, ®z N. Dessen p-te Homologie ist dann
kanonisch isomorph zu Tor(M, N). Speziell gilt Tory (M, N) = M ®g N.

(2) Zu einem fix gewéhlten R-Rechtsmodul M ist nach Beispiel 3.3.13 (2) und
3.3.36 (2) der Tensorfunktor M ®r — gpMod — Ab ein rechts—exakter, additiver

Funktor. Daher besitzt dieser eine universelle homologische Erweiterung die wir

durch — R
Tor, (M,—) : rRMod — Ab
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3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

bezeichnen. Es gilt T_orf(M,N) ¥ L,(M®r —)(N). Die Konstruktion von

ﬁﬁ (M, N) geschieht wie folgt: Zu einer projektiven Auflosung €:Q, — N
von N bildet man den Komplex M ®r .. Dessen p-te Homologie ist dann
kanonisch isomorph zu T_orf(M, N). Speziell gilt ﬂOR(M, N)zMe®grN.

(3) Der Homfunktor Hom4 (A, —) : A— Ab zu jedem fix gewdhlten Objekt A einer
abelschen Kategorie A ist nach Beispiel 3.3.13 (1) und 3.3.34 ein links—exakter,
additiver Funktor. Besitzt A4 genug Injektive so existiert zu diesem Homfunktor
eine universelle kohomologische Erweiterung und bezeichnen sie durch

Ext4(A,—): A— Ab.

Es gilt Ext4(A, B) 2 RP(Homy(A,—))(B). Dies lasst sich folgenderweise kon-
struieren: Zu einer injektiven Auflosung 7 : A — I* von A bildet man den Koket-
tenkomplex Hom 4( A, I*). Dessen p—-te Kohomologie entspricht dann Exti(A, B).

Speziell gilt E_Xti(A, B) 2 Hom (A, B).
(4) Besitzt hingegen A geniigend Projektive, so existiert zu jedem fix gewéhlten

Objekt B in A eine kontravariante, universelle, kohomologische Erweiterung des
kontravarianten Homfunktors Hom4(—, B) : A— Ab. Wir bezeichnen sie durch

Ext’y(—, B) : A— Ab.

Konkret erhélt man Ext (4, B) indem man zu einem Objekt A eine projektive
Auflésung €: P, — A wihlt, den Kokettenkomplex Homy(FP,, B) bildet und
davon die p—te Kohomologie bestimmt.

3.8 Ausgeglichene Bifunktoren

Seien A, B und C abelsche Kategorien mit genug Projektiven und B : A x B—C ein
Bifunktor. Dann ist auch A x B eine abelsche Kategorie mit genug Projektiven. Ist
nun der Bifunktor auch additiv, so lasst sich die Familie der links—derivierten Funk-
toren von B bilden. Doch bei den fiir uns interessanten Beispielen an Bifunktoren ist
dies nicht der Fall: Im Allgemeinen sind weder Hom4(—, —) : A x A — Ab noch
— ®r —: Modgr x RMod — Ab additive Bifunktoren. Aber sie verfiigen iiber eine,
der Additivitdt verwandten Eigenschaft: Ein Bifunktor B : A x B— C bezeichnen
wir als biadditiv, falls zu jedem A € A und B € B die partiellen Funktoren (eine Be-
schreibung dieser folgt in der anschliefenden Bemerkung 3.1.33 (1)) B(A,—) : B—C
und B(—, B) : A—C additiv sind. In diesem Fall existiert zu B(A, —) wie auch zu
B(—, B) der p-te links-derivierte Funktor den wir mit L,B(A,—) bzw. L,B(—,B)
bezeichnen.

Analog definiert R°B(A,—) (resp. R?B(—, B)) den p-ten rechts-derivierten Funk-
tor von B(A,—):B—C) (resp. B(—,B) : A—C) sofern A und B jeweils genug
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Injektive besitzen. B
Um Vergleiche zwischen den beiden Derivationen L, B(A, —) und L, B(—, B) ziehen

zu konnen, zeigen wir zuerst, unter welchen Voraussetzungen es sich bei L, B und L, B

(resp. RPB und R’ B) um Bifunktoren handelt. Dazu benétigen wir eine allgemeine
Charakterisierung von Bifunktoren die allein durch die in Bemerkung 3.1.33 (1) und
(2) angefiihrten Zuordnungen und der darauf folgenden Identitdt (3) gegeben ist:

PROPOSITION 3.8.1 ([Schl, 2.6.20]). Seien A, B, C Kategorien. Ezistieren zu jedem
A in A ein Funktor FA: B—=C und zu jedem Morphismus f: A—= A’ in A eine
natiirliche Transformation F/: FA —= FA" sodass

Fida = idpa Flel = pl'o Ff (3.34)

fiir jedes Objekt A und jedes Paar komponierbarer Morphismen f, f' in A gilt, dann
1st durch

B(A,B) = FA(B) B(f,9) = Ff, o F(g)
fir f:A— A" in A und g: B— B’ in B ein Bifunktor definiert.

Beweis. Offensichtlich ordnet B(—, —) jedem Objekt (A, B) in A x B eines in C und
jedem Morphismus (f,g): (A, B) — (A’,B’) in A x B einen in C zu. Zu zweiteren
Zuordnung betrachten wir folgendes Diagramm in C, welches kommutiert weil Ff
eine natiirliche Transformation ist:
A
FA(B) F_(gl FA(B’)
| |4

FA'(g)

FA(B) 2 pa gy

In dem Quadrat tritt B(f,g) als eine Diagonale auf, woraus wir erkennen, dass einer-
seits B(f,q) : B(A, B) — B(A’, B") die erforderliche Quelle und das erforderliche

Ziel besitzt und andererseits die Gleichung
B(f,9) = Ff, o F*(g) = F¥(g) o F}
gilt. Aus dieser Kommutativitdtsbedingung erhalten wir
B(f'of.g 09) = Ffil o FA(g' 0 9) = Fly o Fl 0 FA(g) o F*(g)
= Fj o F¥(g) o Fj, 0 F4(g)
= B(f',9") o B(f,9)
und fiir jede Identitdt (id4,idg) folgt sofort

B(id(ap)) = B(ida,idp) = Fi* o FA(idp) = idpa p oidpa py = idpa(s) = idpean)
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womit B : A x B—C ein Bifunktor ist. O]

DEFINITION 3.8.2. Einen Bifunktor B : A x B— C nennen wir links— (resp. rechts—
) biexakt, falls zu jedem A € A und B € B die partiellen Funktoren B(A,—) und
B(—, B) links— (resp. rechts—) exakt sind. Ist B sowohl links— als auch rechts—biexakt,
so nennen wir B biexakt.

B bezeichnen wir als rechts—ausgeglichenen Bifunktor, falls zu allen projektiven
Objekten P € A und Q € B die partiellen Funktoren B(P,—) und B(—, Q) exakt
sind.

Hingegen nennen wir B links—ausgeglichen, falls zu allen injektiven Objekten I € A
und J € B die partiellen Funktoren B(I,—) und B(—,J) exakt sind.

BEISPIELE 3.8.3.

(1) Der Homfunktor Hom 4(—, —) : A% x A — Ab ist nach Beispiel 3.3.34 ein links—
biexakter, und den Beispielen 3.3.34 (2) und (1) zufolge ein links-ausgeglichener
Bifunktor. Dazu sei angemerkt, dass ein Objekt P in A genau dann projektiv
ist, wenn es injektiv in A ist.

(2) Der Tensorfunktor — ®z — Modgr x RMod —= Ab ist nach den Beispielen
3.3.36 (1) und (2) ein rechts-biexakter, und dem Lemma 3.3.37 zufolge ein
rechts—ausgeglichener Bifunktor.

PROPOSITION 3.8.4. Ist B: Ax B—=C ein rechts-biezakter Bifunktor, dann lassen
sich L,B und LB fiir jedes p > 0 kanonisch zu Bifunktoren von AxB nach C erweitern.

Beweis. Ist p >0 dann existiert zu jedem B in B ein Funktor L,B(—, B). Ordnen wir
nun jedem Morphismus g: B— B’ in B kanonisch eine natiirliche Transformation
L,B(—,B) — L,B(—, B’) zu sodass die Bedingungen in (3.34) erfiillt sind, dann
folgt aus Proposition 3.8.1 die Behauptung. Sie gilt dann aus Griinden der Symmetrie
auch fiir L,B(—,—).

Sei also g : B— B’ ein beliebiger Morphismus in B. Bemerkung 3.1.33 (2) zufol-
ge induziert dieser eine natiirliche Transformation B(—,¢) : B(—, B) — B(—, B’).
Weil aber nach Lemma 3.7.5 B(—, B) fiir jedes B € B nattirlich und kanonisch iso-
morph zu L,B(—, B) ist, lédsst sich eine natiirliche und kanonische Transformation
L,B(—.,9):LyB(—,B) — LyB(—, B’) definieren.

Nun bildet aber (L,B(—, B’))pz0 nach Korollar 3.7.14 einen universellen 6—Funktor
sodass L,B(—,¢) einen eindeutigen (und folglich kanonischen) Morphismus von
0—Funktoren induziert:

(LpB(_a g))pZO : (LPB(_> B))pZO - (LpB(_7 B/))pZO-
Aus dessen Eindeutigkeit folgt fiir jedes p > 0 sofort:
L,B(—,idp) =id(z, 5(-,B)) L,B(—,g'0g)=L,B(—,g')oL,B(—,g9). O

Dual beweist man die folgende
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PROPOSITION 3.8.5. Ist B: AxB—=C ein links-biezakter Bifunktor, dann lassen
sich B,B und R,B fiir jedes p > 0 kanonisch zu Bifunktoren von A x B nach C
erganzen.

Zu jedem B € B ist (L,B(—, B))p:0 ein universeller homologischer 6—Funktor und
jeder Morphismus g : B — B’ induziert einen 6—Morphismus (L,B(—, g))p:0 Wie aus
dem Beweis von Proposition 3.8.4 zu entnehmen ist. Entsprechend gelten fiir die
Bifunktorfamilie (ZpB)pzo jene Aussagen, die sich analog auf das erste Argument
beziehen. Wir zeigen nun unter welchen Voraussetzungen auch (L,B(f, —))ps0 und
(L,B(—,9))ps0 6-Morphismen zwischen universellen homologischen §~Funktoren
darstellen.

SATZ 3.8.6. Sei B: AxB—=C rechts—exakter und rechts—ausgeglichener Bifunktor.
Dann ist fir jedes A in A die Funktorfamilien (L,B(A,—))p0 ein universeller
homologischer 6—Funktor und fir jeden Morphismus f: A— A" bildet (LPB(f7 —
))pz0 einen 0—Morphismus.

Fiir die Bifunktorfamilie (ZpB)pZO gelten jene Aussagen, die sich entsprechend auf
das zweite Argument beziehen.

Beweis. Wir zeigen nur die zu der Bifunktorfamilie (LPB )p=0 gestellten Behauptun-
gen.

Sei A ein fix gewéhltes Objekt in A und €4 : (P,, d,) —= A eine projektive Auflésung
von A. Dann lésst sich daraus eine Familie von exakten Funktoren zusammen mit
einer Familie von natiirlichen Transformationen definieren:

(B(Pp,—))ps0 (B(dy,—) :B(Fp, =) —= B(Pp-1,—))p21 (3.35)

Damit fiihrt uns jede kurze exakte Sequenz B": 0 B’ B B" 0inB
zu einer kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen iiber C:

0— B(P.,B") — B(P.,B) — B(P., B") —=0.
Satz 3.5.6 und Bemerkung 3.7.15 zufolge bildet dann

5p+1

Sp ,
w—=L,(A,B)—L, (A B)—=L,(A,B")—L, (A, B) —--

eine lange exakte Sequenz in C. Liegt nun ein Morphismus exakter Sequenzen in B
vor, also ein kommutatives Diagramm der Form

0 B’ B B 0

Ik

0 B’ B B 0.

mit exakten Zeilen, dann erhalten wir wiederum unter Verwendung von (3.35) ein
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kommutatives Diagramm von Kettenkomplexabbildungen in Kom(C):

0——= B(P.,B')— B(P.,B) — B(P., B") —=0

J | |

0—— B(P., B") —— B(P., B) —— B(P., B") —0.

Mit Hilfe des Satzes 3.5.7 erhalten wir die gewiinschte kommutative Leiter sodass
die Funktorfamilie (L, (A, —))pz0 in der Tat ein homologischer é—Funktor ist. Weil
aber fiir jedes projektive P der Funktor B(—, P) exakt und folglich L, (A, P) =0 fiir
p > 1 gilt, ist nach Satz 3.7.13 diese Funktorfamilie ein universeller homologischer
d0—Funktor.

Es ist noch zu zeigen, dass L,B(f,—) fiir jeden Morphismus f: A— A’ ein §—
Morphismus ist. Dazu seien €4 : (P.,d,) — A und €4 : (P!, d,) — A’ projektive
Auflésungen und f, : P, — P! der aus Satz 3.6.8 hervorgehende Kettenkomplexmor-
phismus. Dieser induziert eine Familie von natiirlichen Transformationen exakter Funk-
toren sodass zu jeder kurzen exakten Sequenz B" : 0 B’ B B” 0
in B folgendes kommutative Diagramm von Kettenkomplexen mit exakten Zeilen
existiert:

0—— B(P.,B") —= B(P., B) —= B(P.,B") —=0

| | |

0—— B(P!,B") — B(P!,B) — B(P!,B") —=0.

Gehen wir mit Hilfe des Satzes 3.5.7 zur Homologie iiber, erhalten wir eine kommuta-
tive Leiter in der unter anderem die Rechtecke

5p ,
L,B(A,B")—"~L, B(A, B

LpB(f,B'@l leBu,B')

!

% ’ /
L,B(A",B")—"~L, B(A", B’

fiir jedes p > 0 auftreten. O]

BEMERKUNG 3.8.7.

(1) Ist 7: B(—,—) — B'(—,—) eine natiirliche Transformation von Bifunktoren

B,B": Ax B—C, so sind fiir jedes A€ Aund BeB
T(Av_)ZB(A,—)—>B’(A,—) T(_yB)ZB(—,B)—>B’(—,B) (336)

ebenfalls natiirliche Transformationen der partiellen Bifunktoren.
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(2) Ist umgekehrt eine Familie von Morphismen
(T(A,B) : B(A7 B) - B,(Aa B))(A,B)EAXB

gegeben, sodass fiir jedes A € 4 und B € B (3.36) zwei natiirliche Transformationen
bilden, dann definiert diese eine natiirliche Transformation von Bifunktoren:
Denn fiir jeden Morphismus (f,g): (A, B) — (A’, B’) in A x B erhalten wir
nach Voraussetzung die beiden kommutativen Diagramme

B(f,B) B(A",9)

B(A,B) =2 B(A', B) B(A', B) =2 B(A', B')
T(A’B)j l’T(AI,B) T(A,’B)j lT(AI,BI)
B'(A, B)B,(ﬂ)BI(AIJ B) B’(A’,B)w)B’(A’,B’)

in C. Fiigen wir diese zu einem Diagramm zusammen, zeigt sich dass 7 eine
natiirliche Transformation von B nach B’ ist.

BEISPIEL 3.8.8. Sei B : A x B—C ein Bifunktor abelscher Kategorien dessen erster
partieller Funktor B(—, B) : A —C fiir jedes B € B rechts—exakt ist. Besitzt dariiber
hinaus A genug Projektive, dann definiert die aus den natiirlichen Isomorphismen
L,B(—,B) 2 B(—, B) (siche Lemma 3.7.5) gewonnene Familie von Morphismen

(Z(A,B) : LyB(A, B) — B(A4, B))(A,B)eAxB

Bemerkung 3.8.7 zufolge eine natiirliche Transformation 7 : L,B — B, wenn fiir
jedes A € A auch 7,4 _:LyB(A,—)—= B(A,—) eine beschreibt. Doch dies ist
trivialerweise der Fall. Denn L,B(—,g) wurde gerade so definiert, dass fiir jedes
Ae A

L,B(A,B)—2Y9 [ (A, BY)
T<A¢B)j LUA,B')
B(A, B) — U9 pa, B,

ein kommutatives Diagramm formt.

Unter symmetrischer Voraussetzungen erhalten wir die natiirliche Isomorphie
T : LoB — B. Folglich existiert eine natiirliche Isomorphie von Bifunktoren

7:L,B—==LyB (3.37)

sofern B ein rechts—biexakter Bifunktor ist und sowohl A als auch B genug Projektive
besitzt.

KOROLLAR 3.8.9. Ist B: Ax B—=C ein links—exakter und links—ausgeglichener
Bifunktor, so sind die folgenden beiden partiell derivierten Bifunktoren natirlich
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1somorph:

LpB(_7 _) = ZpB(_a _)

Beweis. Auf Grund von (3.37) und Satz 3.8.6 existiert zu jedem A € A ein Iso-
morphismus von universellen -Funktoren 7, (4 _y: L,B(A,—) —= L B(A,—). Ist
nun f: A— A’ ein beliebiger Morphismus in A, so induziert dieser die beiden §—
Morphismen L,B(f,—) und L,B(f,—) die ihrerseits zu den beiden Kompositionen
von 0—Morphismen fiihren:

Z.B(f, _) © Te,(A—)) Te,(A7,—) © L,B(f, _) : L.B(A, _) é'EGB(AIa _)

Sie stimmen {iiberein, denn nach (3.37) haben sie die gemeinsame Basis 7,4, ©
LyB(f,—) = LoB(f,—)oTo,(ar,—). Damit ist aber 7, (_ g : L,B(—, B) — L,B(—, B)
fiir jedes p > 0 und B € B eine natiirliche Transformation, Bemerkung 3.8.7 (2)
zufolge also 7,: L,B —>pr fiir jedes p > 0 eine natiirliche Transformation von
Bifunktoren. O

Durch dualisieren des Satzes 3.8.6 und des Korollars 3.8.11 samt ihrer Beweise
erhalten wir die entsprechenden Aussagen zu den partiell rechts—derivierten Bifunk-
toren:

SATZ 3.8.10. Sei B : A x B—C links—exakter und links—ausgeglichener Bifunktor.
Dann ist fiir jedes Objekt A in A die Funktorfamilien (R,B(A,—))ps0 ein universeller
homologischer d—Funktor und fiir jeden Morphismus f: A— A’ bildet (EpB(f, —
))p=0 einen 0—Morphismus.

Fiir die Bifunktorfamilie (EpB )ps0 gelten jene Aussagen, die sich entsprechend auf
das zweite Argument beziehen.

KOROLLAR 3.8.11. Ist B: Ax B—=C ein links—exakter und links—ausgeglichener
Bifunktor, so sind die folgenden beiden partiell derivierten Bifunktoren natirlich

1somorph: _
R,B(—,—) = R,B(—,—).

BEISPIELE 3.8.12.
(1) Der Tensorfunktor — @z —: Modg x RkMod — Ab ist nach Beispiel 3.8.3 (2)

ein rechts—biexakter und rechts—ausgeglichener Bifunktor. Daher kann man fiir

jedes p >0 Eﬁ und T_orf aus den Beispielen 3.7.18 (1) und (2) kanonisch zu
Bifunktoren von Modgr x gkMod nach Ab ergénzen, die auf Grund von Korollar
3.8.11 kanonisch und natiirlich isomorph sind (s. [Rot, Thm. 7.1]):

R LR
m;g (_7 _) = Torp (_a _)

Folglich unterscheiden wir nicht mehr zwischen beiden und schreiben statt ihrer
Torﬁ(—, —): Modg x kMod — Ab.
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(2) Der Homfunktor Hom4(—,—) : A°? x A— B ist nach Beispiel (1) ein links-
biexakter und links—ausgeglichener Bifunktor. Besitzt nun A genug Projektive
und Injektive, so kann man fiir jedes p > 0 Ext’ und E_Xtil aus den Beispielen
3.7.18 (3) und (4) kanonisch zu Bifunktoren von A% x A nach B ergénzen, die
auf Grund von Korollar 3.8.9 kanonisch und natiirlich isomorph sind:

@i(_a _) = EXt.A(_7 _)

Daher unterscheiden wir nicht mehr zwischen beiden und schreiben statt ihrer

Exth(—,—): A? x A—B.

3.9 Der Chevalley-Eilenberg Komplex

Nun liegt es an der Zeit eine axiomatische Definition des Homologie— und Koho-
mologiebegriffs einer K—Lie Algebra g zu geben und zwar als homologische bzw.
kohomologische Erweiterung wie wir sie in Definition 3.7.16 erklért haben. Als Basis—
Funktoren sollen dazu der Invarianten- und der Koinvariantenfunktor von g dienen:

(—)g :(yMod — k Vek (—)? :Mod, —= k Vek. (3.38)

Denn sie sind zugleich Basisfunktoren der in 1.2 definierten é—Funktoren H,(g, —)
und H*(g,—). Um jedoch Korollar 3.7.17 anwenden zu koénnen, ist zuvor noch der
Beweis folgenden Satzes zu erbringen:

Sarz 3.9.1 (W, Cor. 7.34|). Die Kategorien ;Mod und Mody zu jeder K -Lie
Algebra g besitzen sowohl genug Projektive als auch genug Injektive.

Den Nachweis dieses Satzes erbringen wir durch Auffinden eines unitidren Ringes
R, sodass die Kategorie ;Mod, (und damit auch Mod,, wie aus Beispiel 3.1.13 zu
entnehmen ist) isomorph zur Kategorie der R-Linksmoduln ist; Letztere besitzt ja,
wie in Beispiel 3.2.9 (2) und Korollar 3.2.20 gezeigt, genug Projektive und Injektive.

Der gesuchte Ring ist in Wahrheit eine K—Algebra, die sogenannte universelle
Einhiillende einer Lie Algebra g. Wir geben erst einmal eine

DEFINITION 3.9.2. Sei g eine Lie Algebra iiber einem Korper K. Eine assoziative
K—Algebra U(g) mit Einselement zusammen mit einem Morphismus von Lie Algebren
V' : g—=U(g) Lie bezeichnen wir als eine universelle Einhiillende von g, falls folgende
universelle Eigenschaft erfiillt ist: Zu jeder Algebra A in gAlg und Morphismus
f:g— AL in gLie existiert ein eindeutiger Morphismus fV : U(g) — A sodass

127



3 (Ko-) Homologische 6—Funktoren

folgendes Diagramm kommutiert:

U(g)Lze

U

Y

g ALie

Insbesondere gilt fiir den gLie-Morphismus (Y : g — U(g) Lic:

([, y]) = (@) (y) = P () (). (3.39)

Wie aus der universellen Eigenschaft sofort abgeleitet werden kann, sind je zwei
universelle Einhiillenden einer Lie Algebra g isomorph. Daher sprechen wir in Zukunft
auch nur noch von “der einen” universellen Einhiillenden. Die Existenz der universel-
len Einhiillenden zu einer beliebigen K-Lie Algebra g zeigen wir in der folgenden
Proposition (s. [H, Sec. 17.1]):

PROPOSITION 3.9.3. Zu jeder Lie Algebra g tber einem Kérper K existiert eine
bis auf Isomorphie eindeutige universelle Einhillende (U(g),.Y ).

Bewers. Zur Konstruktion einer universell Einhiillenden ziehen wir die zu dem K-
Modul g gehérenden Tensor—Algebra (7(g),:”) heran. Sie enthilt das zwei—seitige
Ideal J, welches durch die Elemente der Form

() (y) - (y) @ (x) = ([w,y]), mit 2,y eg (3.40)

erzeugt wird. Offensichtlich gilt 1 ¢ J, daher ist der Quotient U(g) := T'(g)/J nicht
trivial und die Quotientenabbildung 7 : T'(g) — U(g) ein x Alg—Morphismus. Die
Komposition ¢V := w0 (T ist, wie leicht zu verifizieren ist, ein xLie-Morphismus
Vg —=U(g)Lie-

Nun zeigen wir die universelle Eigenschaft von (U(g),:Y): Zu jedem gLie-Mor-
phismus f:g— Ay, betrachtet als k Vek—Morphismus, existiert ein g Alg—Mor-
phismus f7:T(g) — A, sodass fTo.T = f in gk Vek gilt. Aus J ¢ ker f7, was einfach
zu verifizieren ist, folgt die Existenz eines g Alg—Morphismus fU : U(g) — A mit
fUorm = fT und damit fUo/V = fUo(moiT) = fToT = f in k Vek. Da fU zugleich ein
ik Lie-Morphismus ist, gilt die Gleichung fU oV = f auch in gLie. fY ist eindeutig
da die Menge (Y(g) in U(g) eine g Alg-Erzeugende ist: Die Tensoralgebra T'(g) wird
von 17(g) erzeugt und 7 ist als x Alg—Morphismus epi. O

Die Eindeutigkeit von U(g) bis auf Isomorphie und ihre universelle Eigenschaft
lasst U : kLie — g Alg zu einem Funktor werden: Zu dem gLie-Morphismus f :=
LbU o ¢ aus dem folgenden Diagramm existiert ein eindeutiger g Alg—Morphismus
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U(p):U(g) —=U(h) sodass dieses Diagramm in g Lie kommutiert:

U(9) Lie = =U(h) e

ngf Tﬁhf
o)

g by

Zusammen mit (—)z; : K Alg — kLie erhalten wir eine Adjunktion von Funktoren

(s. [W, Ex. 7.3.3]):

PROPOSITION 3.9.4. Der Funktor U : xk Alg <— g Lie st links—adjungiert zu dem
Funktor (—) i : kAlg — g Lie und die zu jeder Lie Algebra g gehorenden xLie—
Morphismen 1§ : g — U(@) i bilden die Einheit 1V :idy rie — U(—)Lic dieser Ad-
Junktion.

Beweis. Auf Grund der universellen Eigenschaft von (U(g),:V) erhalten wir zu jeder
Lie Algebra g und K—Algebra A die Mengen—Bijektion

Hom, 1i6(g, Azic) —= Hom, a1 (U(g), A).

Dass die Klasse von Morphismen o : g — U(g) Lic, 9 € kLie die Einheit der Adjunk-
tion bildet, ist aus obigen Diagramm sofort ersichtlich. O]

BEISPIEL 3.9.5. Der triviale g-Modul K besitzt als Darstellung die Nullabbildung
g — K. Der dazu unter obiger Adjunktion korrespondierende g Alg—Homomor-
phismus ¢ : U(g) — K nennen wir die Augmentierung von U(g). Offensichtlich ist e
surjektiv und der Kern J := Ker(e) gleich dem (2-seitigen) Ideal, welches von den
Elementen (Y(g) in U(g) erzeugt wird.

KOROLLAR 3.9.6 (W, Thm. 7.3.3|). Ist g eine Lie Algebra iber einem Kdrper
K, dann ist die Kategorie der linken g—Moduln isomorph zur Kategorie der linken

U(g)-Moduln.

Beweis. Ein g-Modul (resp. U(g)-Modul) ist ein K-Vektorraum M zusammen
mit einem Morphismus p:g— Endg(M)p; in gLie (resp. einem Morphismus
pv :U(g) — Endg (M )in xAlg). Nun bildet Endg (M) eine assoziative K—Algebra
mit Einselement id,; sodass wir mittels Proposition 3.9.4 folgende Bijektion erhalten:

Hom, pie(g, Endg (M) ;) —= Hom, a1 (U(g), Endg (M))

Diese induziert eine 1-1 Korrespondenz zwischen Ob(yMod) und Ob(y)Mod).
Auch die Morphismen kénnen miteinander identifiziert werden:
Ein a: (M, p) — (N, p') in yMod ist ein ¥ Vek-Morphismus « : M — N, welcher

aop(x)=p'(x)oafirjedes xeg
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erfiillt. Weil pu(U(g)) = {pu(:”(8)))xatg = ((8))arg gilt, folgt
aopy(z) = py(2) o fir jedes z € U(g).

Also ist a zugleich ein Morphismus in (g Mod. Die Umkehrung sowie die Uberein-
stimmung der Identitéaten ist trivial. O

Damit ist auch Satz 3.9.1 bewiesen. Zusammen mit den Beispielen 3.3.36 (3) und
(4) erfiillen also die beiden Funktoren in (3.38) die Voraussetzungen zu Korollar 3.7.17
sodass die beiden folgenden Begriffe wohldefiniert sind.

DEFINITION 3.9.7. Sei g eine Lie Algebra iiber einem Korper K. Dann bezeichnen
wir durch HF¢(g,—) : Mod; — k Vek die homologische Erweiterung von (—),. Ist
M € Modg und p > 0 so nennen wir H-(g, M) die p-te Homologiegruppe von g mit
Werten in M.

Andererseits bezeichnen wir durch H3, (g,—) : JMod — k Vek die kohomologi-
sche Erweiterung von (—)9. Ist M € ;Mod und p > 0 so nennen wir H}, (g, M) die
p—te Kohomologiegruppe von g mit Werten in M.

Die p-te Homologiegruppe von g mit Werten in M, HL%(g, M) ist folgenderweise zu
erhalten: Man wéhle eine projektive Auflésung €, : P, — M in Mod,, wende darauf
den Koinvariantenfunktor (—), an und berechne zu dem erhaltenen Kettenkomplex
(P.)4 die p-te Homologie.

Die p-te Kohomologiegruppe von g mit Werten in M, H?, (g, M), hingegen erhélt
man, indem man eine injektive Auflésung 7, : M — I* wihlt, den Invariantenfunktor
(—)¢ darauf anwendet und anschliefend die p—te Kohomologie des daraus erhaltenen
Kokettenkomplex (/*)® berechnet.

Natiirlich erhebt sich sofort die Frage, inwieweit diese Definitionen von Homologie-
und Kohomologiegruppen mit jenen aus Kapitel 1 {ibereinstimmen. Zwar sind H,(g, —
) und H*(g,—) nach Satz 1.3.1 und Korollar 3.5.8 6—Funktoren, doch wissen wir nicht
ob sie universell sind. Kénnten wir auch dies nachweisen, z. B. mit Hilfe von Satz 3.7.13,
dann waren nach Bemerkung 3.7.12 die beiden Definitionen iibereinstimmend. Leider
steht uns aber keine verniinftige charakterisierende Beschreibung projektiver und
injektiver g-Moduln (wie auch U(g)-Moduln) zur Verfiigung, um diesen Satz einsetzen
zu konnen. Aus dem selben Grund lassen sich auch keine konkreten projektiven bzw.
injektiven Auflésungen der g—Moduln bestimmen, um einen direkten Vergleich der
Definitionen zu bekommen. Einen Ausweg aus dieser Misere finden wir in der folgenden
Proposition. Sie beschrinkt die Suche nach projektiven und injektiven Auflésungen
von g—Moduln auf nunmehr einer einzigen projektiven Auflosung — Néamlich die des
trivialen g-Moduls K (dazu seien Beispiel 3.7.18 (1) und (4) sowie Beispiel 3.8.12
angemerkt).

PRropPoOSITION 3.9.8 (|W, Cor. 7.3.6]). Sei g eine K-Lie Algebra und M ein g—Mo-
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dul. Dann gilt:
HE<(g, M) = Tor? @ (K, M) Hiie(9, M) 2 Extyyq) (K, M)

Beweis. Die Basis—Funktoren der homologischen d—Funktoren sind natiirlich iso-

morph:
My = M/g-M=M[IM = (U(9)/7) ®u) M 2 K ®y(g) M

Dies trifft auch fiir jene der beiden kohomologischen d—Funktoren zu:

M® 2 (Homy (I, M))* 2 Homg(K, M) = Homy(g) (K, M)

Da es sich in beiden Féllen um universelle )—Funktoren handelt, folgt daraus bereits
die Proposition. O

Also machen wir uns auf, eine projektive Auflésung des trivialen g-Moduls K zu
finden: Ist (U(g),¢) die zu g gehorende universelle Einhiillende mit der g—Rechtsmo-
dulstruktur u -z = ut(x), dann bildet nach Proposition 1.2.2

(CYE(9),dC*) = (Cu(9,U(g)), do)

einen linearen Kettenkomplex, den sogenannten Chevalley—FEilenberg Komplex. Auf
CPE(g) = A*(g)®x U(g) herrscht mittels u- (e®u’) = e® (uu’) eine U(g)-Linksmodul-
struktur. Sie ist mit den beiden anderen, in Abschnitt 1.2 definierten Modulstrukturen
vertraglich:

u-(en(e'ou))=ene’@uu’ =en(u-(e'®u"))
u-((e®@u')-z)=e® (vu'-x) = (u-(e®u))- .

Daher ist zusammen mit (1.8) sofort erkennbar, dass dS'F ein U(g)-Modulhomomor-
phismus, also (CEF(g),dS{F) ein U(g)-Kettenkomplex ist. Aukerdem ist A*(g) ein
freier K—Modul sodass fiir jedes p > 0 das Tensorprodukt AP(g) ®x U(g) ein freier,
also insbesondere ein projektiver U(g)-Modul ist. Die Augmentierung von U(g)
aus Beispiel 3.9.5 ist offensichtlich auch ein U(g)-Linksmodulhomomorphismus und
damit on or

o —= P (g) == CFF(9) —= C§"(g) — K —=0 (3.41)

eine lange Sequenz in ygMod. Es gilt nun:

THEOREM 3.9.9 (|W, Thm. 7.7.2|). Die Sequenz (3.41) stellt ein projektive Auflo-
sung des trivialen g—Moduls K dar.

Um das Theorem zu beweisen ist nur noch die Exaktheit der Sequenz (3.41) zu
verifizieren. Doch miissen wir dazu erst noch mehr iiber die universelle Einhiillende
U(g) und ihren strukturellen Eigenschaften in Erfahrung bringen. Hierfiir betrachten
wir zuerst ein einfaches Beispiel:
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BEISPIEL 3.9.10. Ist a eine abelsche Lie Algebra, dann wird das Ideal J durch
alle Elemente der Form " (z) ® " (y) - ¥ (y) ® T (x) € T(g) erzeugt. Damit ist
die universelle Einhiillende U(a) eine kommutative K—Algebra. Sie stimmt mit der
symmetrischen Algebra S(a) iiber den Vektorraum a tiberein und werden sie daher
in der folgenden Bemerkung niher betrachten.

Wir gehen daher zuerst naher auf die strukturellen Eigenschaften der symmetrischen
Algebra ein:

BEMERKUNG 3.9.11. Sei V' ein K—Vektorraum, 7' (V') die Tensoralgebra iiber V'
und J jenes Ideal in T'(V'), welches von den homogenen Elementen (7' (v) ® t7'(w) —
(T'(w) ® T (v) erzeugt wird. Dann nennen wir S(V') := T(V')/J die symmetrische
Algebra tiber V und bezeichnen mit 7% : (V') — S(V') den kanonischen Morphismus.
Offensichtlich ist J n (T°(V) @ T'(V)) = 0 und weil J ein homogenes Ideal ist
(und daher J = (JnT?2(V)) @ (JnT3(V))®...), erbt S(V) eine Graduierung
SP(V)=Tr(V)[(JnTP(V)) mit SO(V)=T°%V) =K und SY (V) =T1(V) =V. Mit
9 := 15 0T bezeichnen wir den kanonischen Morphismus V — S(V') und fiir eine
Basis (z1,...,2,) von V legen wir s; := 19(z;) fest. Die folgenden Eigenschaften sind
nun leicht zu verifizieren:
(1) ¢5:V —= S(V) ist injektiv.
(2) Die Menge aller s;, ...s;, € S(V) mit 1 <4y <--- < i <n zusammen mit der 1
bilden eine Basis von S(V).

(3) S(V) ist nullteilerfrei.

Auch fiir die universelle Einhiillende U(g) wollen wir die hier genannten strukturel-
len Eigenschaften nachweisen. Doch gestaltet sich diese Aufgabe, die schlussendlich
im sogenannten Poincaré—Birkhoff-Witt Theorem gipfelt, weitaus schwieriger als fiir
S(V).

Zuerst halten wir fest, dass U(g) als homomorphes Bild von T'(g) zwar keine
Graduierung besitzt (J ist i. A. inhomogen) aber zumindest eine Filtrierung erbt:

Uy(a) = (Ty(g)) = 7@ Ti(g)) (3.42)

Sei YV : g—=U(g)Li der kanonische Morphismus und (z;);cy eine K—Basis von g
dann bezeichnen wir das Bild von x; unter (Y durch u;. Zu jeder endlichen Folge
I =(iy,...,i,) von Elementen in ¥ sei u; das Monom wu;,---u;, € in U(g). Die Lange
n der Folge I bezeichnen wir durch |[I|. Wir schreiben i < I fiir ¢ < iy,...,i < ip,.
Insbesondere gilt damit ¢ < & fiir jedes 7 € U. [ nennen wir eine nicht—fallende Folge,
falls 41 < ... <1, gilt. Die leere Folge I = & sehen wir ebenfalls als eine nicht-fallende
an. Ist o : I — ¥ eine Mengenabbildung dann sei o(I) = (0 (i1),...,0(in)).

Offensichtlich wird auf Grund von (3.42) der K—Vektorraum U,(g) von der Menge
aller Monomen wu; mit |I| < p erzeugt. Es gilt sogar folgende stérkere Aussage:
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LEMMA 3.9.12 (|D2, Lem. 2.1.6]). Der K -Vektorraum U,(g) wird von allen Mono-
men uy mit nichtfallender Folge I = (iq,...,11) (dh. iy <...<1iy) der Linge |I| =k <p
erzeugt.

Beweis. Indem wir fiir jede Permutation o € S; iiber der Folge I die Behauptung
Uy — Ug(ry € Up-1(g) fidr || =p (3.43)

zeigen, folgt daraus bereits das Lemma induktiv nach p.

Fiir Transpositionen, also Permutationen die genau zwei benachbarte Folgeele-
mente in [ vertauschen, zeigt sich (3.43) aus (3.39). Ist hingegen (3.43) fiir zwei
Permutationen oy, 09 € St erfiillt, dann auch fiir ihre Komposition o := g9 0 0y € S}:

Up = Ug(ry = (U1 = Ugy (1)) + (Uoy (1) = Uo(r)) € Up-1(9)

Da jede Permutation ¢ einer endlichen Komposition von Transpositionen gleicht,
erfiillt auch jedes o die Behauptung (3.43). O

Um die lineare Unabhéingigkeit der Monome aus Lemma 3.9.12 zu zeigen, bemiihen
wir uns einer treuen Darstellung von g in der symmetrischen Algebra S(g):

LEMMA 3.9.13 (|D2, Lem. 2.1.7]). Auf S(g) existiert genau eine g—Modulstruktur
sodass ;- sy = s;81 fiir jedes i € W und fiir jede nicht—fallende Folge I in VW mit i <[
qgilt.

Beweis. Um das Lemma zu zeigen, konstruieren wir induktiv nach || eine bilineare

Abbildung g x S(g) — S(g), (z,s) — x-s fiir die
x;-sp =851+t t €Sy (g) (3.44)

gilt und zeigen anschliefend, dass es sich dabei tatsidchlich um eine Darstellung von
g in S(g) handelt. Dabei sei bemerkt, dass s; = s,y in S(g) gilt, o eine Bijektion
iiber der Menge der Folgeelemente aus I.

Fiir den Fall I = & sei x;- sy :=s;. Da hierbei s; =1 und ¢ < I fiir jedes i € ¥ gilt, ist
(3.44) erfiillt. Sei nun I 2 @ und fiir alle |J| < |I| der Ausdruck z;-s; fiir jedes j e ¥
definiert und erfiille (3.44). Bilinear fortgesetzt erhalten wir eine bilineare Abbildung
g% Sy(g) — S1(9), (z,t) = -t und definieren

SiS1 falls i < I (3.45a)
TSy = . . . .
! zj-(x;-s5)+ @i,z sy fir I'=(j,J) und j <. (3.45b)

(3.45b) ist wohldefiniert und erfiillt (3.44): Nach I.V. und (3.44) ist x;-s; = s;s5+t =
S(;,7) +t fiir ein ¢ € S);(g) und weil j < (4, ), ist mittels (3.45a) und der LV.

ZL’j'S(i’J)+$j't+ [l’i,ZlTj]'SJ
(S — ~
85 S(4,J)=SiSI eSm(g)
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ebenfalls definiert und wie in (3.44) verlangt.
Aus (3.45b) geht jene Gleichung

[zi,2;]-55 = xi(z;87) —xj(wiSy) (3.46)

fiir ¢+ > j < J hervor, die wir noch allgemein zu zeigen haben: Da auf Grund der
Antisymmetrie beider Seiten in (3.46) der Fall i < j aus i > j folgt und fiir ¢ = j (3.46)
trivialerweise erfiillt ist, ist (3.46) nur noch fiir den Fall i > j £ J zu verifizieren:

Sei also @ # J = (k, L) mit ¢ > j > k. Auf Grund der Jacobi-Identitét (1.2) gilt

[k, (5, 2] s = [, 25, 2] s — [y, [0, 20]] - s

1 11 117

Setzen wir fiir die Indexmenge L induktiv (3.46) voraus, dann erhalten wir fiir die
linke Seite

I =x,([z),xi]s0) =[x, x:)(zpsy) = xe([x), x:]sL) + [@i, 25]s5.

Beachten wir, dass -5y, = 5(;, ) + ¢ mit ¢t € Sz (g) und j > k < (4, L) gilt, so lésst sich
auf Term I7 (3.46) hintereinander anwenden:

1T =x([%j, 7x]sL) = [z, 7] (wisL)

= zi(zj(wxse)) - wi(@n(wise)) — vj(n(wise)) + x(xj(zisL))

Analog erhalten wir fiir Term I11
I = zj(wi(wese)) - zj(@e(@ise)) - wi(@e(zjse)) + ze(@i(zsse))

Daraus folgt I1 - 111 =x;(x;s;) —xj(z;sy) + xx([xj, 2;]sy) und der Vergleich mit I
zeigt schlussendlich (3.46).

Da (3.45b) aus der, fiir eine g-Modulstruktur notwendigen Bedingung (3.46) hervor
geht, ist diese allein durch (3.45a) eindeutig festgelegt. O

THEOREM 3.9.14 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Ist g eine Lie Algebra tber einem
Kérper K und (x;)ep eine geordnete Basis von g. Dann bildet die Menge aller
Monome uy € U(g), I eine nichtfallende Folge in ¥, eine Basis von U(g).

Beweis. Wegen der universellen Eigenschaft erweitert sich die aus Lemma 3.9.13 ge-
wonnene Darstellung von g in S(g) zu einem Morphismus p¥ : U(g) — Endx(S(g))
in xAlg. Induktiv nach |I| erhalten wir fiir jede nichtfallende Folge I = (i,.J) in W:

pU(UI)(l) = PU(Ui) ° PU(UJ)(U =p(x;)(s5) =@5-5;5 = 557 = 51

und folglich eine lineare Abbildung U(g) — S(g) die die Monome u;, I nichtfallend,
bijektiv auf eine Basis von S(g) abbildet. Damit bilden sie eine linear unabhéngige
Teilmenge von U(g), zusammen mit Lemma 3.9.12 also eine Basis von U(g). O
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KOROLLAR 3.9.15. Fir die universelle Einhillende U(g) einer K—Lie Algebra g
qgilt:

(i) WV :g—=U(g) ist injektiv.

(i1) U(g) ist nullteilerfrei.

Sei (;);ey eine geordnete Basis von g und e; das kanonische Bild von x; in A®*g. Dann
bildet fiir jedes n > 0 die Menge aller Elemente der Form e; mit J = (ji,...,jn), ji €
W und j; < ... < j, eine K—Basis von APg. Bezeichnet hingegen u; das kanonische
Bild von z; in U(g), dann stellt nach dem PBW-Theorem 3.9.14 die Menge aller
Elemente der Form u; mit [ = (i1,...,%,), 4 € ¥ und 4; < ... <4, eine K—Basis von
Un(g), m >0, dar. Zusammen ergibt die Menge aller Elemente der Form

er®x s, J =1, sdn)y J1 <o <Jnsd = (i1, yim), 11 <. <, m>0 (3.47)

eine K—Basis von CS{F(g) = A"g®x U(g) fiir jedes n > 0.

Folglich erhélt der Randoperator d{'F : CEF(g) — C¢F(g) nach (1.8) die rekursive
Darstellung

dSE(eJ ®u) = (e ®U) T —€j A dg—bi(eJ\{ﬁ} ®u)
fir jedes Element der Form (3.47) mit n > 0 bzw. die explizite Darstellung

]

d.CE(GJ ®u) = Z(—l)l_lej\{jl} ® uu;, + Z(—l)HkLE([l’jl,l’jk]) A€ e} ®u. (3.48)
=1 1<l<k<|J|

Beweis des Theorems 3.9.9. Wir zeigen H,(C¢F(g)) =0 fiir n # 0. Dazu werden wir
eine Filtrierung auf C¢P(g) definieren und die davon abgeleitete Spektralsequenz
berechnen.

Fiir jedes p > 0 sei F,CE¥(g) jener lineare Kokettenkomplex, fiir den gilt:
(E,CEE(@)n=(es@ur | |J|=n, [I|+|J]| < p)x filr n >0, (3.49)

und = 0 fiir n < 0. Offensichtlich gilt 0 ¢ FyCEF(g) € F1CEF(g)--- ¢ CEE(g) =
U, F,CEE(g) sowie d(F,CEE(g)) ¢ F,CEF(g) sodass es sich um eine aufsteigende,
ausschopfende Filtrierung von CEF(g) handelt.

Die daraus gewonnene Spektralsequenz EY = [,CSE(g)/F,-.1CFE(g) (siche Satz
2.1.2) konzentriert sich im Abschnitt p >0, ¢ <0, p+¢ > 0, wie aus (3.49) sofort
hervorgeht. Daher gilt Ej, = E, = FoC§'#(g) = K und fiir p # 0 zeigen wir, dass die

Komplexe EJ, exakt sind woraus insgesamt F} , =0 fiir (p,q) # (0,0) folgt.

Dazu bezeichne [e ® u] jene Klasse in EJ , die von e ® u € F,CSE(g) reprisentiert
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wird. Fir den Termoperator dg - Eg ¢« Eg 1 erhalten wir dann

1]
dg7q([ej®u1]) [d(€J®UJ) Z (-1 [es gy ® uru, ], (3.50)

=1

denn die Doppelsumme in (3.48) liegt in F, ;CSE |, der Nullklasse von E) ;. Die

p+q-1>

linearen Abbildungen s, , Ep g ES 10 dle auf den Klassen # 0 definiert Slnd durch
Spqles ® up) = {[(—1)p+qu A€y ® UI\{im}] falls ¢ <0 und J < (3.51a)
sonst (3.51b)

bilden fiir jedes p # 0 eine Kokettenkontraktion: d° g1 © Spg + Spg-1° d), = idEg . Um
dies zu zeigen, setzen wir p >0, ¢ <0 und p + ¢ > 0 voraus und unterscheiden zwei
Félle:

(a): ¢ <0 und J < i: Nach (3.51a) und (3.50) gilt

ptgq

dpg+1 0 5pq(les ®ur]) = Z(_l)l_1+p+q[ef\{3'z} A iy ® uI\{illl}ujz] + (_1)2(p+q)[eJ ® ur]
=1

I =1

Wie aus (3.43) hervor geht, fithrt eine Umordnung von I zu keinem Wechsel der
Klasse: [e ® ur] = [e ® uq(yy]. Daher ldsst sich durch aufsteigendes Ordnen von (Z, j;)
aus (3.50) und der Voraussetzung J < iy folgern: s, 41 o d,4([e; ® ur]) = —1. Man
beachte, dass im Fall p + ¢ = 0 die Summe [ leer und folglich = 0 ist.

(b): ¢ =0 oder J ¢ 4: In diesem Fall ist nach (3.51b) dp g1 0 5p4([es®ur]) =0 und

(3.50)
Spg-1° dpg([eg ®ur]) "= spg-1([es g,y ® uru;,]) = [ur ®ey]. O

Zu jedem g-Rechtsmodul M lédsst sich nun mit Hilfe der projektiven Auflésung von
K in yzMod die in 3.9.7 definierte Homologie von g mit Werten in M bestimmen:
Dazu miissen wir den Funktor M®y ;) — auf den Chevalley-Eilenberg Komplex
(CE¢E(g),dSF) anwenden, die Homologie davon ist dann nach Proposition 3.9.8
HEie(g, M). Zuerst halten wir fiir M ®p ) CEF(g) folgende Isomorphie fest:

M @y () (A*(g) ®x U(g)) = A*(g) @k (M &y U(g)) = A*(g) ®Kx M
Dabei haben wir m ® (e ® u) mit e ® (m-u) identifiziert und bezeichnen mit
par: M @y (A(g) ®x U(g)) —A*(g) ©x M

diesen linearen Isomorphismus. Mit seiner Hilfe ldsst sich M ®pq) (dSF) als einen
Randoperator von A*(g) ® x M beschreiben:

de = a1 0 M ®u(g) (dSF) o @y A*(9) ©x M — A*(g) @ M

136



3.9 Der Chevalley—FEilenberg Komplex

Wir rechnen nun nach:

d.(GJ ® m) = QOM(ldM ®d?E(m ® (€J ® 1U(g)))) = QDM(TTL ® d,CE(eJ ® 1U(g)))

|J|

3.48 _

2 )Z(—l)l Yesuy @ meay + ) (1) ([, 25,]) Aesgigg ®m
=1 1<l<k<|J|

Dh. (A*(g) ®x M,d,) und der in Proposition 1.2.2 definierte Kettenkomplex stimmen
tiberein und damit auch die beiden unterschiedlich definierten Homologien von g mit
Werten in M.

Wir wollen nun analog dazu den kohomologischen Fall untersuchen. Dazu sei M
ein g-Linksmodul. Wenden wir den Homfunktor Homy(g)(—, M) auf den Chevalley—
Eilenberg Komplex (CS¢#(g),dS") an, so ist wiederum nach Proposition 3.9.8 die
Homologie davon Hj, (g, M). Fiir Homy ) (CEE(g), M) gilt folgende Isomorphie:

Homy () (A*(g) ®x U(g), M) = Homg (A*(g), Homy () (U(g), M))
= HOHIK(A.(Q>, M)
Dabei haben wir f € Homy ) (U(g), M) mit f(1y)) € M identifiziert. Bezeichnet
ar : Homy g) (A*(g) @k U(g), M) — Homg (A*(g), M)

diesen Isomorphismus, so gilt einerseits ¥,/ (W)(es) = W(es ® 1y(y)) und andererseits
v (Ww)(es®u) = u-w(es). Damit kénnen wir Homy g (dSF, M) als einen Korand-
operator auf Homg (A*(g), M) verstehen:

d* = s 0 Homyy(q) (dSF, M) o431 : Homp (A*(g), M) — Homg (A*(g), M).
Fiir diesen gilt:

d*(w)(es) = Homp (a7, M) (¢31 (w))(es ® Lug) = (Va1 (w) 0 d7F) (es @ Li(y))
17|

(3.48) _
= Z(_l)l lujl 'w(eJ\{jl}) + Z(_l)lJrkw(bE([xjnxjk]) A eJ\{ﬁJk})'
=1 1<i<k<|J|

Also stimmen (Homg (A®(g), M), d*) und der in Proposition 1.2.4 definierte Koket-
tenkomplex iiberein und in weiterer Folge auch die beiden unterschiedlich definierten
Kohomologien von g mit Werten in M.
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4 Die Whitehead—Resultate

Eine Lie Algebra g heilst einfach, wenn 0 und g die einzigen Ideale in g sind und
g':=[g,9] # 0 gilt. Wir bezeichnen Lie Algebren perfekt, wenn sie [g,g] = g erfiillen.
Einfache Lie Algebren sind perfekt, weil in diesem Fall 0 # g' < g ein Ideal in g ist. Be-
sitzt g keine auflosbaren! Ideale # 0, so nennen wir g halbeinfach. Zum Beispiel ist jede
einfache Lie Algebra auch halbeinfach. Wir werden einige Charakterisierungen halb-
einfacher Lie Algebren geben. Dabei spielt das sogenannte lineare Cartan—Kriterium,
das wir im Abschnitt 4.1 behandeln werden, eine wesentliche Rolle. Daher erst spéter
mehr. An dieser Stelle wollen wir noch einen dritten wichtigen Lie Algebren—Typ
definieren: Eine Lie Algebra g heifst reduktiv, wenn jedes auflésbare Ideal a 4 g zentral
in g liegt, dh. a c Z(g). Laut den Definitionen gilt:

g ist einfach = g ist halbeinfach = g ist reduktiv.

Ein g-Modul M heifst irreduzibel, wenn M keinen echten Untermodul # 0 besitzt. Ist
zudem M nicht—trivial, dann bezeichnen wir M als einfachen g-Modul. Ist z.B. g
eine Lie Algebra tiber einem Korper K, so ist der triviale g—Modul K irreduzibel
aber nicht einfach. Hingegen ist jede einfache Lie Algebra bzgl. der adjungierten
Darstellung zugleich ein einfacher g—Modul.

4.1 Bilinearformen und der Casimir—Operator
Zu einer Bilinearform (:gx g— K einer Lie Algebra g iiber einem Korper K ist

rad(B) == {x € glB(x,y) = 0 ¥y e g}

das Radikal von B in g. Ist § invariant, dh. 8([x,y],2) = B(=, [y, z]) fir z,y,z € g,
so ist rad(f) ein Ideal in g. Falls rad(3) = 0, so nennen wir 3 eine nicht-ausgeartete
Bilinearform. In diesem Fall findet man zu einer Basis (2;)1<i<, von g eine weitere,
eindeutig bestimmte Basis (2%)1<;<n, sodass 5(z;, 27) = d;; (Kroneckersymbol) gilt. Wir
nennen (2°)1<<, die bzgl. 5 duale Basis von (z;)1<i<n. Ist h ein Ideal in g, so heift

bt ={reg|B(x,y)=0Vyeh}

der Orthogonalraum von b in g bzgl. 8. Es gilt: rad(f) = g*. Ist 8 invariant, so ist
auch h* ein Ideal in g.

!Die Definition auflésbarer und nilpotenter Lie Algebren geben wir in Kapitel 5.
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4 Die Whitehead—Resultate

LEMMA 4.1.1. Sei g eine Lie Algebra iber einem Korper K und p:g—gl(M)
eine endlich—dim. Darstellung von g. Dann ist
i 9% g — K mit 5,(,y) = tr(p(x)p(y))

eine symmetrische, invariante Bilinearform von g.

Beweis. Offensichtlich ist s, eine Bilinearform. Identifizieren wir p(x) und p(y) durch
Matrizen X = (z;;) und Y = (Ymn) in M, (K), n = dimg M, dann folgt aus

tr(XY) = tr((@i) (Ymn)) = D0 i35 = tr((Ymn) (245)) = tr(Y X)
1<i j<n
die Symmetrieeigenschaft der Spurform. Diese wiederum impliziert die Invarianz:
tr([X,Y]Z2)=tr((XY -YX)Z) =tr(XYZ) -tr(YXZ)
=tr(XYZ)-tr(XZY) =tr(X(YZ-2ZY))
=tr(X[Y, Z]). O

DEFINITION 4.1.2. Sei g eine endlich—dim. Lie Algebra iiber einem Koérper K. Die
Bilinearform

kgt @ x g—= K mit kg = Kaa(z,y) = tr(ad(x) ad(y))

heifst Kullingform von g.

Fiir den weiteren Verlauf von grofer Bedeutung ist das sogenannte lineare Cartan—
Kriterium. An dieser Stelle sei es nur zitiert. Ein Beweis findet sich zum Beispiel in
[Bul, Satz 2.2.9].

SATZ 4.1.3 (lineares Cartan—Kriterium). Sei g € gl(V') eine lineare Lie Algebra tiber
einem Korper K der Charakteristik O und dimg V' < co. Dann gilt: g ist genau dann
auflosbar, wenn tr(XY) =0 fir jedes X e g und Y € [g,g] gilt.

KOROLLAR 4.1.4. Sei g eine Lie Algebra iiber einem Korper K der Charakteristik
0. Dann ist g genau dann auflosbar, wenn r4(g,[g,9]) =0 gilt.

Beweis. Indem man beachtet, dass g genau dann auflésbar ist, wenn ad(g) auflos-
bar ist, folgt der Beweis aus dem linearen Cartan—Kriterium 4.1.3. Fiir Details sei
wiederum auf das Skript [Bul, Kor. 2.2.10] verwiesen. m

Eine weitere Anwendung des linearen Cartan—Kriterium findet sich im folgenden

LEMMA 4.1.5. Flir jede endl.—dim. Darstellung p: g —= gl(V') einer halbeinfachen

Lie Algebra g gilt:
rad(k,) = ker(p).
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Insbesondere gilt fir jedes Komplement b von ker(p) in g (dh. g =ker(p) @ h):
Kpy * B x b —= K st nicht ausgeartet.

Beweis. Offensichtlich gilt ker(p) ¢ rad(k,).

Umgekehrt betrachten wir € := p(rad(x,)) < p(g) in gl(V): Nach Voraussetzung
gilt tr(XY) =0 fiir alle X € ¢ und Y € [¢,¢]. Damit ist aber £ nach dem Cartan
Kriterium 4.1.3 ein auflosbares Ideal in p(g) und daher € = 0. Denn p(g) ist als
homomorphes Bild ein halbeinfachen Lie Algebra selbst halbeinfach. Damit erhalten
wir rad(k,) < ker(p). O

BEMERKUNG 4.1.6. Sei g ein Lie Algebra iiber einem Korper K, a ein Ideal in g
und [ : g x g— K eine Bilinearform auf g.

(1) Ist § invariant, dann ist der Orthogonalraum a' von a bzgl. 5 ein Ideal in g.
Denn fiir jedes x € a* und y € g gilt:

B([z,y],2) = B(x,[y,z]) =0 fir alle zea

woraus [z,y] € at folgt.

(2) Es gilt folgende Dimensionsformel:
dimg g = dimg a + dimg a* — dimg a nrad(3). (4.1)

Denn fiir die lineare Abbildung ¢ : g — a* mit ¢(x) = f(—, x) gilt: Ker(¢) = a*
und Im(¢) = {A € a* | Mgaraap = 0}. Zusammen mit dimg g = dimg Ker(¢) +
dimg Im(¢) folgt die Behauptung,.
(3) Fiir die Killingform x, gilt:
Kgjaxa = Fa- (4.2)

Dh. die Einschrankung der Killingform x4 auf ein Ideal a von g stimmt mit
der Killingform , der Lie Algebra a {iberein. Dies folgt aus der Tatsache, dass
ady(z) fiir jedes x € a g nach a abbildet. Denn damit gilt: tr(ady(z) ady(y)) =

tr(ady () adg(y)i) = tr(ady(2) ada(y)).

Es gelten folgende Charakterisierungen halbeinfacher Lie Algebren (s. [H, Chap. II,
Subsec. 5.1 u. 5.2|):

PROPOSITION 4.1.7. Sei g eine endl.—dim. Lie Algebra tiber einem Koérper K. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) g ist halbeinfach (< rad(g)=0).
(i) g besitzt kein abelsches Ideal a + 0 (< nil(g) =0).

Besitzt K Charakteristik 0, so ist dazu dquivalent:

(i11) g ist direkte Summe ihrer einfachen Ideale.
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4 Die Whitehead—Resultate

(iv) Die Killingform ist nicht ausgeartet (dh. rad(x) =0).

Beweis. (i)=(ii): Jedes abelsche Ideal a in g ist auflésbar, also a c rad(g) = 0.
(i1)=(i): Ist rad(g) # 0, dann ist fiir ein n > 0 das Ideal a := rad(g)™ " # 0 und
rad(g)(™ = [a,a] = 0, also a ein abelsches Ideal # 0.
(i)=(iv): Aus dem Lemma 4.1.5 folgt sofort:

rad(kg) = ker(adgy) = Z(g) = 0.

(iv)=>(ii): Sei a ein abelsches Ideal in g und z € a fix gewdhlt. Dann gilt fiir jedes
yeg: ad(x)ad(y)(g) € a und daher (ad(x)ad(y))? =0 weil a abelsch ist. Nilpotenz
impliziert triviale Spur: k4(z,y) = tr(ad(z) ad(y)) = 0. Da dies fiir alle y € g gilt und
kg nicht ausgeartet ist, folgt = 0 und damit a = 0.

(iv)=-(iii): Ist g eine einfache Lie Algebra, so ist nichts zu zeigen. Besitzt hingegen
g ein echtes Ideal a # 0, so ist Bemerkung 4.1.6 (1) zufolge auch a' ein Ideal in g.
Fiir das Ideal b:=anat gilt dann: 0 = Kgjbxb 42 Ky wonach b auflosbar ist (Korollar
4.1.4) und daher b c rad(g) = 0. Aus Dimensionsgriinden (siehe (4.1)) folgt daher
insgesamt g = a® a*. Da a und a* direkte Summanden sind, sind ihre Ideale auch
Ideale in g. Sie haben daher keine abelschen Ideale # 0. Nach (ii) < (i) sind beide
also halbeinfach woraus wir induktiv folgern: g = @;., a; mit einfachen a;’s.

Fiir ein einfaches Ideal a in g ist [a,a;] ein Ideal in a; und daher 0 oder a;. Weil
a=[a,a]=[a,g]=[a,®da]==®[a,aq;] gilt, existiert genau ein i mit a = a;. O

KOROLLAR 4.1.8. Jede endl.dim. halbeinfache Lie Algebra g diber einem Kérper K
der Charakteristik O ist perfekt.

Beweis. Dies folgt aus (iii) obiger Proposition:
[979]:[@91'7@91']:@92791 @gz— . ]

Sei nun g eine endl.dim. halbeinfache Lie Algebra iiber einem Korper K der
Charakteristik 0 und (M, p) eine endl.—dim. Darstellung von g ungleich Null. Dann
existiert laut (iii) in Proposition 4.1.7 zu dem Ideal ker(p) < g ein Komplement b in
g, dh. g = ker(p) ® h. Nach Lemma 4.1.5 ist r,, eine nicht ausgeartete Bilinearform
auf h sodass zu jeder Basis (2;)1<i<n, von b eine bzgl. dieser Bilinearform duale Basis
(2%)1<i<n existiert. Wir definieren nun dazu ([H, Chap. II, Subsec. 6.2], [CE, S. 117]:

DEFINITION 4.1.9. Der lineare Endomorphismus €2, : M — M, definiert durch

imzz)p(z

heifst Casimir—Operator von g zur Darstellung p : g — gl(M).

142



4.2 Das Whitehead—Theorem

Wir zeigen nun, dass (2, ein nicht-trivialer g-Modul-Endomorphismus ist. Dazu
bendtigen wir unter anderem folgendes, eher technisches, Lemma:

LEMMA 4.1.10 (|CE, (24.1)]). Sei g eine Lie Algebra tiber einem Korper K mit
char(K) =0, b ein endl.—dim. Ideal in g sowie B :gx g—= K eine invariante Biline-
arform. Ist 5 auf b nicht-ausgeartet sodass zu jeder Basis (2;)1<i<n von b eine bzgl. 5
duale Basis (2)1<i<n existiert, dann gilt fir jedes f € Homg (g, M), M ein g—Modul:

:[zz-,x] S = izi-fqm,zf]). (4.3)

7

Beweis. Fiir ein x € g seinen a;j,a" € K so, dass [z, ] = X7 a;z; und [1,27] =
Y atizt gilt ([z,h] ch). Da B(z;,27) = d;; (Kroneckersymbol) und f invariant ist,

erhalten wir . . .
a;; = B[z, 2], 27) = B(z, [x,27]) = a”.

Daraus folgt:

7

:[zi,x]-fw) S (S ayy) () = Yayz - f()

i=1 j=1 1<i j<n

:izj'f(iaijzi):ézj'f([%zj])- -

=1

PROPOSITION 4.1.11. Der Casimir-Operator §2, einer halbeinfachen Lie Algebra
mit Darstellung p # 0 ist ein nicht—trivialer g—Modul-Endomorphismus.

Beweis. Fir jedes z € g gilt erst einmal:
Damit folgt aber fiir jedes m € M:

Q(x-m) -9,y (m) = i(%'([zi,x] m) + [z, 2] (2-m)) £ 0,

Dh. Q, ist ein g-Modul-Endomorphismus. Dass er # 0 ist, zeigen wir durch Berechnung
seiner Spur:

tr(€2,) = 2tr(p(zz)p(z’)) = gnp(zi,zi) = 21 =dimg b # 0. O

4.2 Das Whitehead—Theorem

Das klassische Whitehead—Theorem (s. [CE, Thm. 4.1]) besagt, dass fiir jede endl.—
dim. Lie Algebra g iiber einem Korper K der Charakteristik 0 und jeden endl.—dim.
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4 Die Whitehead—Resultate

einfachen g—Modul M gilt:
HP(g, M) =0 fiir alle p > 0.

In diesem Abschnitt werden wir nicht nur einen Beweis dafiir erbringen, sondern
auch einfache Verallgemeinerungen dieses Resultats aufzeigen. Einerseits kann man
die Bedingung “M ist einfach” durch M? = 0 ersetzen (siehe Proposition 4.2.3),
andererseits gilt die Behauptung auch fiir nilpotente Lie Algebren (Satz 4.2.5) sowie
fiir die direkte Summe einer halbeinfachen und einer nilpotenten Lie Algebra (Satz
4.2.7). Bevor wir das Whitehead—Theorem beweisen, benétigen wir noch folgendes

LEMMA 4.2.1 ([CE, (24.3)]). Sei g eine Lie Algebra tber einem Korper K und M
ein g—Modul. Dann gilt fir jedes w e CP(g, M) und f € Endg(M):

(= Fa)(ah) = Y1) (- F) o) (45)
Beweis. Dies ldsst sich einfach verifizieren:
(dfw = fdw)(a}) z< 1 (- (b)) = folalt nmi-al,y)
- Fr () ~w(ai nxp-at,))
D)1 (feolaab)) - (i w(a?)))

i
i=0
p
Z ( ) (w(izg)) O
i=0

THEOREM 4.2.2 (Whitehead). Sei g eine endl.—dim. halbeinfache Lie Algebra tiber
emnem Korper K der Charakteristik 0. Dann gilt fir jeden endlich—dim. einfachen

g-Modul M :
HP(g,M) =0 fir alle p > 0.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt H(g, M) = M9 = 0. Fiir p > 0 zeigen wir: Jeder
p—Kozykel ist ein Korand. Daraus folgt dann unmittelbar H?(g, M) = 0.

Als einfacher g—Modul ist (M, p) insbesondere nicht trivial sodass zu ker(p) ein
Komplement h # 0 in g existiert. Nach Lemma 4.1.5 ist die Bilinearform r,j, auf
b nicht ausgeartet. Also besteht zu einer gewdhlten Basis (2;)1<i<, von b eine bzgl.
Ky duale Basis (2°)1<j<n. Zu einem p-Kozykel w € Z7(g, M) definieren wir nun eine
p — 1-Kokette

o= ) p(z)w.i € CP7H(g, M),
i=1

und zeigen:
"o = Q.
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Fiir ein 2% € AP(g) gilt erst einmal:
n_p

(@ (e - p() o) () 3 1) (- pl20)) (w0 ()

=1 =1 j=1

( 1)] 1p($a -zi) (Wi (527))

M*@
M:

.
Il
—_
.
1l
—

(4.6)
(43)

> (=1 p(2i) (e wy (127))

M*@
M:

.
1l
—_
<.
Il
—_

(p(zz)w)(z 7y)

LM3

und folglich

n

(P @) (2h) = Z;dp Yp(2i)w.i) (xp) Z(,o(zi)(dp_lwzi)(le’) + p(zi)w(z' - 2h))

i=1

3

U2 () (2 w) (ah) +w (2 -ah))

i=1

(14) ) zi- (2 w(@h)) = Quu(a?).

3

Nun ist aber Im(€2,) als Bild eines nicht-trivialen g-Modul ein nicht-trivialer
Untermodul von M und daher gleich M, denn M ist einfach. Da M endl.—dim. ist,
ist also 2, ein Automorphismus womit sich zeigt dass der p-Kozykel w ein p-Korand
ist:

w=Q, L dp(Q w). O

Ein alternativer Beweis des Whitehead—Theorem, der auf der axiomatischen Defi-
nition der Kohomologie von Lie Algebren basiert, findet sich in [W, Thm. 7.8.9].

Die folgende Proposition erlaubt es uns, das Whitehead—Theorem etwas allgemeiner
zu formulieren.

PROPOSITION 4.2.3. Sei g eine Lie Algebra tber einem Kérper K. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) HP(g, M) =0 fiir alle p € Z und alle einfachen, endl.—dim. g—Moduln M.

(ii) HP(g, M) =0 fir alle p € Z und alle endl.—dim. g—Moduln M mit M9 = 0.
Beweis. (1)=(ii): Wir zeigen diese Richtung induktiv nach dimy M. Sei also M? = 0.
Fiir den Induktionsanfang dimg M = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also dimg M > 0. Ist

M irreduzibel, so ist wiederum nichts zu zeigen denn in diesem Fall ist auf Grund
von M® =0 M ein einfacher g—Modul. Wir setzen daher voraus, dass M einen echten
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Untermodul 0 ¢ N ¢ M von M besitzt. Die kurze exakte Sequenz

0 N M MJN —=0

induziert nach Satz 1.3.1 eine lange exakte Sequenz der Kohomologiegruppen:

0— N8 — M?— (M/N)$— H'(g,N) — -
- —= H?(g,N) — H?(g, M) — H?(g, M/N) — H?*!(g, N) —--. (4.7)
Mit M9 =0 geht aus ihr N¢ = 0 hervor sodass nach Induktionsvoraussetzung
HP(g,N) =0 fiir alle pe Z

gilt. Mit nochmaligen Blick auf die lange exakte Sequenz folgt daraus aber sofort
(M/N)? = 0. Damit ist wiederum nach Induktionsvoraussetzung auch

HP(g,M/N) =0 fiir alle p € Z.

Folglich ist die lange exakte Sequenz trivial, insbesondere HP(g, M) = 0 fiir alle p € Z.

(ii)=(i): Ist M ein einfacher g—-Modul, dann gilt insbesondere M9 = 0. Damit ist
aber nach Voraussetzung HP(g, M) =0 fiir alle p € Z. O

KOROLLAR 4.2.4. Sei g eine endl.—dim. halbeinfache Lie Algebra tiber einem Kdérper
K der Charakteristik 0. Dann gilt fir jeden endl.—-dim. g—Modul M mit M9 = 0:

HP(g, M) =0 fir alle p > 0.

Wir wollen nun das Whitehead—Theorem auf weitere Typen von Lie Algebren
ausweiten. Im Falle von endl.—dim. nilpotenten Lie Algebren ist dies auch moglich:

SATzZ 4.2.5 (|Bal, Lem. 3|). Sei g eine endl.—dim. nilpotente Lie Algebra tiber einem
Korper K. Dann gilt fir jeden endl.—dim. g—Modul M mit M9 =0:

H?(g, M) =0 fiir alle p € Z.

Beweis. Wir nehmen an M sei ein einfacher g-Modul und zeigen die Aussage in
diesem Fall induktiv nach dimg g. Der allgemeine Fall folgt dann aus Proposition
4.2.3. Ist dimg g =1 so gilt

HO(g, M) = M®= M/g-M = H'(g, M) (4.8)

woraus sofort der Induktionsanfang folgt.

Sei nun dimg g > 1 und die Induktionsvoraussetzung gelte fiir alle Lie Algebren
g’ mit dimg g’ < dimg g. Da g nilpotent ist, gilt Z(g) # 0 und damit existiert ein
eindimensionales Ideal a in g. Fiir die Hochschild—Serre-Spektralsequenz von g bzgl.
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diesem Ideal a weisen wir s = 0 nach indem wir, nach Korollar 2.4.3,
HP(g/a, Hi(a,M)) =0 fiir jedes p,q € Z (4.9)

zeigen. Dazu betrachten wir die beiden Félle M® =0 und M*® = M, die, weil M*® ein
g-Untermodul von M ist, die einzig moglichen sind:

(a): Falls M® =0 ist, folgt nach Induktionsvoraussetzung H%(a, M) = 0 fir alle
q € Z und somit (4.9).

(b): Ist hingegen M® = M, dann ist M ein g/a-Modul mit M9/ =0 und nach (4.8)
H%a,M)= M= H"'"(a,M).

Durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung fiir ¢ = 0,1 und auf Grund der
Tatsache, dass H(a, M) =0 fiir ¢ > 2 gilt, folgt (4.9). O

LEMMA 4.2.6 (|Z2]). Sei g = ¢, @ £, die direkte Summe zweier Lie Algebren tber
einem beliebigen Korper K und M ein einfacher g—Modul. Dann gibt es ein i € {1,2}
sodass MY =0 gilt.

Beweis. Angenommen M* # (0. Da [£1, €] = 0 ist, folgt
El'(EQ'Mh) = EQ'(El'Mel) = 0

und damit ist M*" ein nicht—trivialer g—Untermodul, also gleich M. Waren beide
Invariantenmoduln M*% # 0, so folgt der Widerspruch zu M ist einfacher g-Modul. [

SATZ 4.2.7 (|Z2]). Sei g eine endl.—dim. Lie Algebra tber einem Korper K der
Charakteristik 0 welche direkte Summe einer halbeinfachen und einer nilpotenten Lie
Algebra ist. Dann gilt fiir jeden endl.—dim. g—Modul M mit M® =0:

H?(g, M) =0 fiir jedes p € Z.

Beweis. Auf Grund von Proposition 4.2.3 reicht es, die Behauptung nur fiir einfache
g-Moduln nachzuweisen. Sei also M ein einfacher g-Modul. Nach Lemma 4.2.6 besitzt
dann einer der beiden direkten Summanden £; oder €, einen trivialen Invarianten—
Modul. Sei 0.B.d.A. M* =0. Bilden wir die Hochschild—Serre-Spektralsequenz von g
beziiglich dem Ideal €;, so erhalten wir nach Satz 2.4.5 fiir jedes p € Z

HP(QJM) =K @ Hz(EbHJ(EQvM))
i+j=p

Falls £, der halbeinfache Summand ist, so folgt aus dem Korollar 4.2.4 H7(£,(2y, M) =0,
im nilpotenten Fall folgt dasselbe aus Satz 4.2.5. In beiden Fillen ist fiir jedes p € Z
daher HP(g, M) =0. O
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Im folgenden Abschnitt werden wir zeigen, dass jede reduktive Lie Algebra g
direkte Summe ihrer Kommutatoralgebra [g,g] und ihrem Zentrum Z(g) ist und
[g, g] halbeinfach ist (Korollar 4.4.8). Daraus erschlieft sich aber sofort das folgende

KOROLLAR 4.2.8 (|HS, Thm. 10]). Sei g eine endl.—dim. reduktive Lie Algebra iiber
einem Korper K der Charakteristik 0. Dann gilt fir jeden endl.—dim. g—Modul M
mat M9 =0:

H?(g, M) =0 fiir alle p € Z.

4.3 Die Whitehead-Lemmata

SATZ 4.3.1 (1. Whitehead—Lemma). Sei g eine endl.—dim. halbeinfache Lie Algebra
tber einem Korper K der Charakteristik O und M ein endl.—dim. g—Modul. Dann gilt

H'(g, M) =0.

Beweis. Wir zeigen den Satz durch Induktion nach dimg M. Der Fall dimg M =0
ist trivial. Sei also dimg M > 0. Ist M ein irreduzibler g—Modul, so unterscheiden wir
dabei zwei Falle:

a) M ist einfach: Dann folgt die Behauptung aus dem Whitehead-Theorem 4.2.2.

b) M ist der triviale g-Modul K: Dann folgt die Behauptung aus (1.14) unter
Berticksichtigung von Korollar 4.1.8.

Ist hingegen M nicht irreduzibel, dann existiert ein echter Untermodul 0 ¢ N ¢ M. Die
daraus gebildete kanonische kurze exakte Sequenz 0 N M M|/N——=0
von g-Moduln induziert nach Satz 1.3.1 eine lange exakte Sequenz (4.7). Da nach
V. H'(g,N) = H'(g, M/N) = 0 folgt aus ihr sofort H'(g, M) =0. O

SATZ 4.3.2 (2. Whitehead—Lemma). Sei g eine endl.—dim. halbeinfache Lie Algebra
tber einem Korper K der Charakteristik O und M ein endl.—dim. g—Modul. Dann gilt

H*(g, M) =0.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zuerst fiir den Fall M = K, K der trivia-
le g-Modul: Sei w € C?(g,K) und @:g— Homg(g, K) jene Abbildung, welche
durch @(x) := w, definiert ist. Offensichtlich gilt & € C(g, Homg (g, K)). Sei dP :=
dr(g, Homg (g, K')) wobei Homg (g, K) die kanonische g—Modul-Struktur (1.4) be-
sitzt. Dann gilt:

~~ . 2 — — —
(@) (xh) "2 2@ (@y) - 21T (@0) - B([w0, 71]).
Fiir jedes x4 € g folgt daraus:

(@D) (w8) () = ~w(@1 A [0, 25]) +w (0 A [1, 22]) = ([0, 21] Awa) "2 (dPw) (a2).
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4.4 Anwendungen der Whitehead—Resultate

Damit ist fiir jedes w € Z2(g, K) auch @ € Z'(g, Homg(g, K)), nach dem 1. White-
head—Lemma also @ € B'(g, Homg (g, K)). Dh. es existiert ein f € Homg(g, K),
sodass @W(x) = x- f fir alle x € g gilt und folglich

w(z]) = B(21)(22) = (21 f)(22) = = f([21, 22]).

Geméfs (1.15)) gilt daher w € B?(g, K'). Damit haben wir Z2(g, K') = B?(g, K) gezeigt,
was H?(g, K) =0 zufolge hat.

Den allgemeinen Fall zeigt man wie im Beweis des 1. Whitehead-Lemma durch
Induktion nach dimg M. Eine Beweisalternative findet sich z. B. in [HiSt, Chap.
VIIJ. O

4.4 Anwendungen der Whitehead—Resultate

Ist M ein g-Modul und U ein Untermodul von M, dann nennen wir W ein Komple-
ment von U in M, wenn W ein Untermodul von M ist und M =U & W gilt. Besitzt
jeder Untermodul von M ein Komplement, so bezeichnen wir M komplementidr.
Offensichtlich ist jeder irreduzible und jeder einfache g-Modul komplementér. Triviale
g-Moduln (dh. z-m =0 fiir alle x € g,m € M) sind weitere Beispiele komplementérer
g-Moduln.

PROPOSITION 4.4.1 ([J2, Thm. 3.10]). Sei M ein endl.-dim. g-Modul. Dann gilt:
M st genau dann komplementdr, wenn M vollstandig reduzibel ist, dh.

M=M++M=Mé&- &M,

wobei die M;’s paarweise verschiedene, irreduzible Untermoduln von M sind.

Beweis. Ist M ein komplementérer g—Modul, dann auch jeder Untermodul N von
M: Zu jedem Untermodul P von N existiert ein Komplement P’ von P in M:
M = P& P'. Nach dem Modularitétsprinzip gilt N = M nN = P+ (P'nN) und
wegen Pn(P'nN)=(PnP)nN =0 ist diese Summe direkt. Damit ist auch N
komplementar.

Induktiv nach n = dimg M folgt nun die Richtung “=": Fiir den Fall dimx M =1
ist trivialerweise nichts zu zeigen, denn in diesem Fall ist M irreduzibel. Sei also M
ein komplementarer g-Modul mit dimyx M > 0 und die Induktionsvoraussetzung gelte
fiir alle g-Modul M mit dimg M < dimg M. Ist N ein echter Untermodul von M
(ansonsten ist M irreduzibel), so existiert nach Voraussetzung ein Komplement N’
von N in M: M =N & N’'. Auf N und N’ kénnen wir die Induktionsvoraussetzung
anwenden woraus sofort die Behauptung folgt.

Die Umkehrung “<”, dass namlich jeder Untermodul N # 0 eines vollstindig
reduziblen g—Modul’s M ein Komplement in M besitzt, zeigen wir induktiv nach
d = dimg M — dimg N. Fiir den Fall d = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also M = M; &
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4 Die Whitehead—Resultate

-« ® M, ein vollstandig reduzibler g-Modul, N # 0 ein echter Untermodul und
die Induktionsvoraussetzung gelte fiir alle N ¢ M mit dimg M - dimg N < d. Da
NnM = N ¢ M existiert ein 1 <i <r mit M;nN # M; und weil M; irreduzibel ist, folgt
M;n N =0. Sei 0.B.d.A. i =7, dann ist N ein Untermodul von M := M, & --- & M, _;.
Nach I.V. besitzt N ein Komplement N'in M: M = N@N'. Damit ist aber N @ M.
ein Komplement von N in M: M=Meo M, =(NoeN)eM,=Neo (N o M,). O

THEOREM 4.4.2 (Weyl). Jeder endl.—dim. g—Modul M einer endl.—dim. halbeinfa-
chen Lie Algebra g tiber einem Korper K der Charakteristik 0 ist vollstindig reduzibel.

Beweis. Zu jedem Untermodul N von M betrachten wir die kanonische Erweiterung
£:0 N M M|N——=0. Sie ist splittend, denn auf Grund des Satzes
1.4.4 und des 1. Whitehead Lemma’s 4.3.1 gilt:

[€] € Exty(M/N,N) = H' (g, Homg (M/N, N)) = 0.

Dh. M ist komplementéar, nach Proposition 4.4.1 also vollstéindig reduzibel. O

KOROLLAR 4.4.3 (|Bul, Kor. 1.3.15]). Sei g eine endl.—dim. halbeinfache Lie Alge-
bra tiber einem Korper K der Charakteristik 0 und M ein endl.—dim. g—Modul. Dann
151

H*(g, M) = H*(g, M?) = H*(g, K) ® M°.

Beweis. Nach dem Satz von Weyl 4.4.2 kénnen wir M als direkte Summe irreduzibler
Untermoduln M; schreiben:

M=@MZ

i=1
Damit erhalten wir fiir die p—te Kohomologiegruppe:
H?(g, M) =P H"(g, M,).
i=1
Ist nun M; ein einfacher g—Modul, so folgt nach Theorem 4.2.2 HP(g, M;) = 0.
Ist hingegen M, ein trivialer irreduzibler Untermodul, so ist M; ¥ K und da die

Summe all dieser Untermoduln gleich dem Invariantenmodul M?9 ist, folgt sofort die
Behauptung. O]

LEMMA 4.4.4 (|[CE, (19.2)]). Sei g eine endl.-dim. Lie Algebra tber einem Korper
K mit char K # 2 und M ein trivialer g—Modul. Dann st jede g—invariante Kokette
emn Kozykel.

Beweis. Da der Fall p = 0 trivial ist, nehmen wir p > 0 an. Ist nun w € C?(g, M )9,
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4.4 Anwendungen der Whitehead—Resultate

also mit z-w =0 fiir alle x € g, dann folgt
=0

e ) = 31 (e -t a)
- 2(—1)i(2xi cw(al) —w(z-ait Axl ) - w(zh ! A 'Ifﬂ))

0

o
Il ¢o
K
[\
=

Il
[en]

(=1)(i-wliag) ~w(ag ' Awi-af,,))
= 2dew(a:‘8).
Da nach Voraussetzung char K # 2 gilt, folgt daraus die Behauptung. O]
SATZ 4.4.5 (|CE, Thm. 19.1]). Sei g eine endl.—dim. halbeinfache Lie Algebra iber

einem Korper K der Charakteristik 0 und M ein endl.—dim. g—Modul. Dann gilt fiir
die Kohomologie von g mit Werten in M :

HP(g, M) = CP(g, M®)?

Beweis. Auf Grund von Korollar 4.4.3 kénnen wir M als trivialen g-Modul annehmen.
Anstelle von BP(g, M), Z?(g, M) und C?(g, M) schreiben wir kurz B?, Z? und C?.
Sei p > 0 fix gewahlt. Weil fiir alle x € g

o (111)

x-ZP ¢ BPcZP. (4.10)

gilt, ist BP ein Untermodul von ZP. Daher existiert nach dem Satz von Weyl 4.4.2
ein Komplement TP von BP in ZP:
ZP=BP TP,

4.10
Nun gilt sowohl z-T? c T? als auch z-T? ( c ) BP insgesamt also z-T? = 0, dh.

TP c (CP)8. Damit gilt aber nach Dedekind’s Modularitétsprinzip
(CPYe 2 2P A (CP)8 = (BP n (CP)%) + TP

Indem wir BP n (CP)? =0 zeigen, folgt dann die Behauptung (C?)% =T? = HP(g, M):
Dazu sei DP~! ein Komplement von ZP~! in CP-! (Satz von Weyl), dh. CP~! =
Zp~L @ DP-L. Fiir ein w € BP n (CP)? wihlen wir ein w € DP~! mit dP~1(w) = w. Weil
dr~1 ein g-Modul-Homomorphismus ist (siehe Proposition 1.2.4), gilt fiir jedes z € g:

d(z-w)=x-do=2-w=0.

Somit folgt x-w e ZP~1 n DP~! = 0 fiir alle x € g, dh. @ € (CP~1)? und Lemma 4.4.4
zufolge w € ZP~1. Damit ist aber w =0, also B n (C?)? = 0. O
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4 Die Whitehead—Resultate

LEMMA 4.4.6. Fir jede endl.—dim. Lie Algebra g ist die Quotientenalgebra g/ rad(g)
halbeinfach.

Beweis. Sei a/rad(g) ein auflosbares Ideal in g/rad(g). Auf Grund der Erweite-
rungseigenschaft von “auflésbar”, ist damit auch a ein auflosbares Ideal in g, daher
a c rad(g). Folglich ist a = rad(g), dh. a/rad(g) = 0 und g/rad(g) ist halbeinfach. O

THEOREM 4.4.7 (Levi). Sei g eine endl.—dim. Lie Algebra tiber einem Kéorper K
der Charakteristik 0. Dann ist

0——=rad(g)—=g——=g/rad(g)—=0

eine splittende exakte Sequenz von Lie Algebren und g/rad(g) halbeinfach. Dh. es
existiert eine halbeinfache Unteralgebra s in g (ein sogenanntes Levi—-Komplement),
sodass g isomorph zu dem folgenden semidirekten Produkt ist:

gz sxrad(g).

Beweis. Wir zeigen das Theorem induktiv nach der abgeleiteten Lange [ von rad(g).
Der Fall [ =1 (dh. rad(g) ist abelsch) folgt aus Satz 1.4.9, dem Lemma 4.4.6 und
dem 2. Whitehead-Lemma:

[¢] € Ext, (g/rad(g),rad(g)) = H*(g/rad(g),rad(g)) = 0.

Ist hingegen rad(g) nicht abelsch, also [ > 1, dann erhalten wir mit Hilfe des Ideals
tv:=[rad(g),rad(g)] in g eine abelsche Lie Algebra—Erweiterung der Form

0——>rad(g)/t——>g/t——=0/rad(g) —0.

Wie oben splittet sie tiber einen Homomorphismus o : g/rad(g) — g/t von Lie Alge-
bren. Fiir das Bild o(g/rad(g)) in g/t schreiben wir /v, h eine Unteralgebra von g
und betrachten dazu das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen der Form

!

¢:0 t h——=h/c 0

T

(: 0——=rad(g) — g —— g/rad(g) —=0.

Da bh/v = g/rad(g) halbeinfach ist und daher kein auflésbares Ideal enthélt, gilt
7'(rad(h)) = 0 und somit rad(h) < v. Weil aber v auflosbar ist, folgt rad(h) = v. Nach
Induktionsvoraussetzung splittet daher ¢’ iiber einen Lie Algebra—Homomorphismus
T : b/t — b womit auch ( splittet. Denn es gilt:

1

mo(toToo) =0 o' oT o0 =idyrad(g) - O
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4.5 Die Umkehrung beider Whitehead-Lemmata

KOROLLAR 4.4.8. Ist g eine endl.—dim. reduktive Lie Algebra tiber einem Korper
K der Charakteristik 0. Dann gilt:

g=[g,0]®%Z(g).

Beweis. Da g reduktiv ist, gilt rad(g) = Z(g). Dann ist aber das semidirekte Produkt
aus obigen Theorem mit s := g/Z(g) direkt: g = s x Z(g) = s @ Z(g). Da s halbeinfach
und folglich perfekt ist, gilt weiters [g,g] = [s,s] = s. Damit ist aber die Behauptung
gezeigt. ]

THEOREM 4.4.9. Sei g eine endl.—dim. Lie Algebra tiber einem Kérper K der
Charakteristik 0, M ein endl.—dim. g—Modul und s ein Levi—-Komplement von g.
Dann gilt fir die n—te Kohomologiegruppe:

H"(g, M) = @@ H"(s, K) ® Hi(rad(g), M.

p+g=n

Beweis. Nach dem Theorem von Levi 4.4.7 existiert eine halbeinfache Unteralgebra
s in g sodass g 2 s x rad(g) gilt. Satz 2.4.5 und Korollar 4.4.3 zufolge folgt dann:

H"(g,M) =@ H*(s, H(rad(g),M)) 2P H"(s, K) ® H(rad(g), M)". ]

p+g=n p+q=n

Das Theorem zeigt, dass man sich bei der Berechnung der Kohomologiegruppen
einer Lie Algebra im wesentlich auf die der halbeinfachen und auflésbaren Lie Alge-
bren beschrinken kann. Leider gibt es bzgl. der Kohomologiegruppen auflésbarer Lie
Algebren nur wenig Resultate.

4.5 Die Umkehrung beider Whitehead—-Lemmata

Zu diesem Abschnitt siehe [Z1].

DEFINITION 4.5.1. Eine Lie Algebra g nennen wir n—trivial, falls H*(g, M) = 0 fiir
alle endl.-dim. g-Modul M gilt.

Das Ideal b einer n—trivialen Lie Algebra g ist nicht notwendigerweise n—trivial.
Aber es gilt zumindest (s. [Z1, Lem. 2.1]):

LEMMA 4.5.2. Sei g eine n—triviale endl.—dim. Lie Algebra tiber einem beliebigen
Korper K. Ist g =sx b ein semidirektes Produkt der Unteralgebra s und dem Ideal b,
dann gilt:

(i) s ist n-trivial

(ii) H*(h, K) =0 falls s halbeinfach ist.
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4 Die Whitehead—Resultate

Beweis. Wir betrachten die Hochschild—Serre-Spektralsequenz von g bzgl. dem Ideal
h mit Werten in M. Da g n-trivial ist, folgt aus dem Satz 2.4.5 einerseits

0= E2° > H™(s, H(h, M)) = H"(s, MY) (4.11)

und andererseits
O:EO"QHO(E,H”(b,M));H"(f),M)S. (4.12)

Jeder s—Modul M wird durch h-M =0 zu einen g—Modul mit MY = M. Aus (4.11)
folgt dann sofort (7). Hingegen erhalten wir aus (4.12)

0=H"(h, M) = (H"(h, K) ®@x M)". (4.13)

Ist s halbeinfach und nehmen wir indirekt N := H"(h, K) # 0 an, dann betrachten
wir den kanonischen g—Modul-Homomorphismus

T:NeN*— K, 1(m® f) = f(m).

Er ist unter der Voraussetzung N # 0 surjektiv und daher zu einer kurzen exakten
Sequenz von s-Moduln ergéanzbar:

0——>ker(nr) —=N® N* —"= K —=0

Da nach dem Satz von Weyl die Sequenz splittet, liegt K als trivialer s—Modul in
N ® N* und folglich ist (N ® N*)* # 0, ein Widerspruch zu (4.13) wenn wir M = N*
wéahlen. Daher gilt H"(h, K) = 0. O

Aus dem soeben gezeigten Lemma und der Levi-Zerlegung g = s x rad(g) aus
Theorem 4.4.7 erhalten wir sofort folgendes

KOROLLAR 4.5.3. Sei g eine n—triviale, endl.—dim. Lie Algebra tiber einem Korper
K der Charakteristik 0. Dann gilt:

H"(rad(g), K) = 0

SATZ 4.5.4. Sei g eine endl.—dim. perfekte Lie Algebra tiber einem Kérper K der
Charakteristik 0. Dann gilt:

g ist halbeinfach sobald g 1- oder 2—trivial ist.

Beweis. Sei g eine perfekte Lie Algebra. Angenommen rad(g) # 0. Da rad(g) im
Gegensatz zu g nicht perfekt ist, handelt es sich dabei um ein echtes Ideal in g. Das
Levi-Komplement s in g ist daher nicht—trivial und die Levi-Zerlegung g = s x rad(g)
keine direkte Summe (ansonsten wére [g,g] = s ® [rad(g),rad(g)] # g). Letzteres
besagt aber, dass die Darstellung (siehe Beispiel 1.1.3 (4))

p:s—=gl(rad(g)) mit p(x)(y) = [z, y],
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nicht—trivial ist, was dimg rad(g) > 2 zufolge hat. Denn aus rad(g) = K erhalten wir
p(s) = p([s,s]) = [p(s),p(s)] € [gl(K),gl(K)] =0 und damit einen Widerspruch zu
p*0.

Wegen der Perfektheit von g, gilt rad(g) = rad([g,g]). Weil aber rad([g, g]) stets
nilpotent ist (siehe [J3, Chap. III, §9, Cor. 2|), ist rad(g) nilpotent.

Zusammenfassend ist also rad(g) eine nilpotentes Ideal mit dimy rad(g) > 2. Nach
Korollar 5.1.5 gilt daher H?(rad(g), K) # 0 fiir p = 1,2 und dem Korollar 4.5.3 zufolge
ist g weder 1- noch 2-trivial. ]

Aus dem soeben gezeigten Satz kénnen wir die erste Folgerung ziehen: Die Umkeh-
rung des 1. Whitehead-Lemmas.

KOROLLAR 4.5.5. Fine endl.—dim. Lie Algebra g tiber einem Korper K der Cha-
rakteristik O ist genau dann halbeinfach, wenn sie 1-trivial ist.

Beweis. Die Richtung “=" entspricht dem 1. Whitehead Lemma 4.3.1.
“<": Sei g 1-trivial. Dann gilt insbesondere fiir den trivialen g—Modul K:

0=H'(g,K) = (g/[g,9])"
Also ist g = [g,g] und nach Satz 4.5.4 halbeinfach. O

Fiir die Umkehrung des 2. Whitehead—Lemmas bendtigen wir noch das folgende

LEMMA 4.5.6 (|Z1, Lem. 2.2|). Sei g eine endl.—dim. Lie Algebra dber einem
beliebigen Korper K. Ist g 2—trivial, dann gibt es zu jedem Ideal by in g der Kodimension
lemxegnh, sodass g=he Kx gilt.

Beweis. Sei g eine 2—-triviale Lie Algebra und b ein Ideal von g der Kodimension 1.
Dann kénnen wir g = Kx x b fiir ein x € g \ h schreiben und Lemma 5.1.1 anwenden:

0=H?(g,h) = H*(h,h)" ® H'(h,h)*
wobei f als adjungierter g-Modul zu verstehen ist. Insbesondere erhalten wir daraus:
0=H'(h,h)" = (Der(h)/ad(h))". (4.14)
Nun ist aber ad(z) € Der(h) und durch
(z-ad(x))(y) = z- ad(z)(y) - ad(z)([z,y]) = [z, [2,y]] - [z, [=,y]] = O

eine z—Invariante, nach (4.14) gilt daher: ad(z) € ad(h). Dh. es gibt ein z € b, sodass
fiir jedes y e b

ad(z)(y) = ad(2)(y) bzw. 0 = ad(z")(y) = [+, y]

gilt, wobei 2’ := x — 2z € g \ h gewdhlt wurde. Also ist die Summe von Lie Algebren
he K2’ = g direkt. O]
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SATz 4.5.7 (|21, Thm. 0.2]). Sei g eine endl.—dim. Lie Algebra iber einem Kérper
K der Charakteristik 0. Ist g 2—trivial, dann trifft genau eine der folgenden Aussagen
2

(i) g ist ein—dimensional
(ii) g ist halbeinfach

(i7i) g =5& Kx wobei s halbeinfach ist

Beweis. Wir fiihren den Beweis induktiv durch. Der Fall dimg g = 1 ist trivial. Sei
also g eine 2-triviale Lie Algebra und die Induktionsvoraussetzung gelte fiir all jene
Lie Algebren, deren Dimension < dimg g ist.

1. Fall: g = [g,g]: Dann ist nach Satz 4.5.4 g bereits halbeinfach.

2. Fall: g # [g,g]: Dann gibt es ein Ideal s der Kodimension 1 in g welches nach
Lemma 4.5.6 ein direkter Summand von g ist:

g=5@& Ku fiir ein passendes z € g\ s.

Nach Lemma 4.5.2 (3) ldsst sich die Induktionsvoraussetzung auf § anwenden und wir
erhalten: entweder ist s = Ky ein—dimensional, halbeinfach oder direkte Summe einer
halbeinfachen und einer ein—-dimensionalen Lie Algebra: s = s’ @ Ky. Im ersten und
dritten Fall ist das auflésbare Radikal rad(g) = Kz @ Ky abelsch, was auf Grund von
Satz 5.1.4 zu H?(rad(g), K) # 0 fiihrt — ein Widerspruch zu Korollar 4.5.3 und der
Voraussetzung. Somit ist s halbeinfach. O]

4.6 Die Umkehrung des Whitehead Theorem

Zu diesem Abschnitt siehe [Z2].

LEMMA 4.6.1. Sei g eine Lie Algebra iiber einem Kéorper K und M ein endl.—dim.
g—Modul. Dann gilt:

(i) M ist irreduzibel < M* ist irreduzibel.

(i) M ist nicht trivial <> M* ist nicht trivial.

(i1i) M st halbeinfach (resp. einfach) < M* ist halbeinfach (resp. einfach).
Beweis. Wir zeigen zuerst jeweils die Richtung “="

(i): Sei M irreduzibel und dimg M > 1. Zu einem echten Unterraum N* # 0 des
Vektorraums M* definieren wir den Unterraum

Nt:= () ker f & M.
feN*
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Auf Grund von 0 ¢ N* ¢ M* gilt auch 0 ¢ N* ¢ M. Da M irreduzibel ist, existiert
daher ein z € g und n € Nt sodass x-n ¢ N* liegt. Dann gibt es dazu aber ein f e N*

mit
0#=f(z-n)=(z-f)(n).

Wegen n € N* folgt damit x- f ¢ N* sodass N* kein g—Untermodul ist. Also sind 0
und M* die einzigen Untermoduln von M*, dh. M* ist irreduzibel.

(7): Aus (1.4) folgt sofort die Trivialitdt von M*.
(iii): Ist M einfach, so ist nach (i) und (7i) auch M* einfach. Fiir den Fall M =
N1 ®¢4 Ny gehen wir induktiv nach dimg M vor. Legen wir fiir jedes o € Sy

]\_f;(l) ={feM"[ker f 2 N}y }

fest, so erhalten wir zwei g—Untermoduln von M*: Denn fiir jedes f € NU* und z € g

(1)
folgt aus @ - Ny () € Ny(ay sofort ker(x- f) 2 Ny (o). Aus der linearen Algebra schliefen

wir B B
M* = N; ® N}

wie folgt: Sei (x;)1<i<x eine Basis von Ny, (2;)gs1<icn €ine von Np. Definiert man

f1, fo € M* durch

fi(zi) =

1 fallsl1<i<k 0 fallsl<i<k
{ fz(l’i):{

0 sonst 1 sonst,

dann gilt fiir jedes f e M*: f-f; € Nj* und f = f- fi + [+ fo. Offensichtlich gilt nun

auch N* =, N sodass nach Induktionsvoraussetzung M* halbeinfach ist.

Um nun die Richtung “<” fiir (4), (i) und (iii) zu zeigen, betrachten wir zuerst
den kanonischen linearen Isomorphismus

p: M —=(M*)*, p(m)(f) = f(m) fiir jedes f e M
der ein g—Modul-Isomorphismus ist:
p(z-m)(f) = f(z-m)=-(z- f)(m) = (z-o(m))(f).

Mit Hilfe dessen konnen wir aus der jeweils gezeigten Richtung ihre Umkehrung
folgern. O

LEMMA 4.6.2. Sei g eine Lie Algebra tiber einem beliebigen Kéorper K und M ein
endl.—dim. g—Modul. Dann gilt:

(i) (M™)* ist irreduzibel <> M ist irreduzibel.

(1) (M) 2y K < Mz, K=" wobei K der triviale g—Modul ist.
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Beweis. (i): Es ist klar, dass jeder Untermodul von M sowohl Untermodul von M
als auch von M~ ist. Zusammen mit

(Mtw)tw = (4.15)

gilt auch die Umkehrung: Jeder Untermodul von M* ist Untermodul von M. Insbe-
sondere ist genau dann M irreduzibel, wenn M es ist. Zusammen mit Lemma 4.6.1
folgt die Behauptung.

(11): Nach Lemma 4.6.1 (i) konnen wir sagen: (M™)* z; K genau dann wenn
Mt =, K und mittels (4.15) erhalten wir die gesuchte Aussage. O

LEMMA 4.6.3. Sei g eine endl.—dim. Lie Algebra tiber einem Korper K sodass fir
jeden einfachen g—Modul M gilt: H'(g, M) = 0. Dann folgt fir jedes Ideal a in g:
H'(g/a,N) =0 fir jeden einfachen g/a—Modul N.

Beweis. Sei M ein einfacher g/a—Modul. Mittels a- M = 0 machen wir M zu einen
einfachen g—Modul. Da die Abbildungen d;u : E’Z_l’1 — E21’0 und d;’o : E;:’O — E;l’_2
der Hochschild—Serre-Spektralsequenz von g bzgl. a trivial sind, erhalten wir:

H'(g/a, M)z Ey° 2 ELc H' (g, M) =0. O

THEOREM 4.6.4 (|Z2]). Sei g eine n—dimensionale Lie Algebra tiber einem Korper
K der Charakteristik 0. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) g ist direkte Summe einer halbeinfachen und einer nilpotenten Lie Algebra.
(1) HP(g, M) =0 fiir jedes p € Z und jeden g—Modul M mit M? = 0.
(111) HP(g, M) =0 fiir jedes p € Z und jeden einfachen g—Modul M.

(iv) H" (g, M) =0 fiir jeden einfachen g—Modul M .

(v) HY(g,M) =0 fir jeden einfachen g—Modul M.

Beweis. (i) = (ii): Diese Richtung entspricht dem Satz 4.2.7.
(#) = (4i1): Folgt aus Proposition 4.2.3.
(117) = (iv): Ist trivial.
(iv) = (v): Sei M ein einfacher g-Modul. Aus der Poincaré-Dualitét 1.6.2 wissen

i HY(g, (M™)") =i H" (g, M) (4.16)

Zeigen wir, dass mit M auch (M*™)* ein einfacher g—-Modul ist, erhalten wir aus
(4.16), mit p = n -1, das gesuchte Resultat H'(g, M) = 0:

Nach Lemma 4.6.2 (1) ist (M®)* irreduzibel. Nehmen wir indirekt an, dieser g—Mo-
dul sei trivial, dh. (M*™)* ~ K. Dann folgt einerseits aus Lemma 4.6.2 (4i): M = K-tv.
Aber andererseits erhalten wir aus (4.16) mit p=1, H'(g, K) =~ H" (g, M) =0, was
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4.6 Die Umkehrung des Whitehead Theorem

g = [g, 9] bedeutet (siehe (1.14)). Also ist g unimodular und daher M = K- = K
trivial — ein Widerspruch zu M ist einfach.

(v) = (7): Wir setzen rad(g) # 0 voraus (ansonsten ist g halbeinfach) und zeigen
induktiv nach dimg g zuerst: Z(g) # 0. Fiir den Induktionsanfang dimy g = 1 ist nichts
zu zeigen. Sei also dimg g > 1. Weil g nicht-halbeinfach ist existiert ein abelsches
Ideal a # 0 in g. Es sei minimal gewahlt sodass es zugleich ein irreduzibler g—Modul
ist (siehe Beispiel 1.1.3 (4)). Falls a ein trivialer g-Modul ist, dann liegt a im Zentrum
von g und folglich Z(g) # 0. Ist hingegen a ein nicht—trivialer und damit einfacher
g—Modul, dann gilt H%(g,a) = a® = 0 und nach Voraussetzung H'(g,a) = 0. Wenden
wir dies auf die, aus der kurzen exakten Sequenz

0 a g g/a 0
von g-Moduln resultierenden langen exakten Sequenz
0—H%(g,a) —= H%(g,9) — H (g, 9/a) —= H'(g,0) — ...
an, folgt:

Z(g) = H(g,9) = H(g,9/a) = (g/a)® = (g/a)¥" = Z(g/a). (4.17)

Nach Lemma 4.6.3 erfiillt auch g/a die Eigenschaft: H'(g/a, N) = 0 fiir jeden einfachen
g/a—Modul N. Um jedoch induktiv auf Z(g/a) # 0 schliefen zu kénnen, ist noch
rad(g/a) # 0 zu zeigen. Wir nehmen indirekt an, g/a sei halbeinfach. Dann gilt
a =rad(g) und folglich g = g/a x a sodass wir mit Hilfe von Theorem 2.4.5 folgenden
Zusammenhang erhalten:

0=H'(g,a) 2 H(g/a, H'(a,a)) = Endg (a)¥" 5 id,

Dies hat aber a = 0 zufolge, ein Widerspruch zur Wahl von a. Daher ist g/a nicht—
halbeinfach, nach I.V. also Z(g/a) # 0 was auf Grund von (4.17) zu Z(g) # 0 fiihrt.
Kommen wir nun zur eigentlichen Behauptung die wir wiederum per Induktion
nach dimg g beweisen: Der Induktionsanfang dimg g =1 ist trivial. Sei also dimg g >
1, rad(g) # 0 und g 2 s x rad(g) die Levi-Zerlegung aus Theorem 4.4.7. Nach
Obigen ist Z(g) # 0 und liegt in rad(g). Daher folgt aus g/Z(g) % s x (rad(g)/Z(g))
induktiv: g/Z(g) 2 s @ (rad(g)/Z(g)) und rad(g)/Z(g) ist nilpotent. Weil zentrale
Erweiterungen nilpotenter Lie Algebren nilpotent sind, ist folglich rad(g) nilpotent.
Auferdem ist rad(g) direkte Summe der beiden trivialen s-Moduln rad(g)/Z(g) und
Z(g) und daher selbst ein trivialer s-Modul womit g ~ s @ rad(g) folgt. O

KOROLLAR 4.6.5 (|Z2]). Sei g eine endl.-dim. Lie Algebra tiber einem Korper K
der Charakteristik 0. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) HP(g, M) =0 fiir jedes p >3 und jeden einfachen g—Modul M.

(ii) Es trifft genau eine der folgenden Aussagen zu:
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4 Die Whitehead—Resultate

a) dimg(g) < 2.
b) dimg(g) =3 und g ist unimodular.

c) g=56@&n wobei s halbeinfach und n nilpotent ist.

Beweis. Wir betrachten folgende Fiélle:
dimg g < 2: trivial.

dimg g = 3: Angenommen es gilt (7). Aus Korollar 1.6.3 folgt H3(g, K~*) # 0. Dann
ist aber K~ nicht einfach was K% = K zufolge hat. Das bedeutet
aber, g ist unimodular.

Ist umgekehrt (77) erfiillt, dann gilt M* = M und nach Lemma 4.6.1: M
ist genau dann einfach, wenn M* = (M*)* einfach ist. Damit erhalten
wir fiir jeden einfachen g—Modul M aus (4.16):

H*(g, M) = H(g,(M"™)*)" = (M*)* = 0.

dimg g > 3: Dieser Fall folgt aus Theorem 4.6.4. O
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5 Bettizahlen

Sei g eine Lie Algebra iiber einem Korper K. Dann nennen wir
bp(g) = dimg H (g, K)

die p—te Bettizahl von g. Es gilt stets: by = 1. Ist g eine unimodulare Lie Algebra und
n = dimg g < oo, dann gilt gemaf Korollar 1.6.4:

bp(8) = bnyp(9)-

Die absteigende Zentralreihe einer Lie Algebra g ist induktiv definiert durch

g’ =g g =[g,0"].

Man sieht sofort, dass g' 2 gi*! gilt und daher die gi’s Ideale sind. Eine Lie Algebra
g heiflt nun nilpotent, wenn ein n > 0 existiert, sodass g = 0 gilt. Ein Ideal a von g
nennen wir nilpotent, wenn es als Lie Algebra nilpotent ist.

Die abgeleitete Reihe einer Lie Algebra g ist induktiv definiert durch

g(o) = g g(l) = [g(l—l)’g(l—l)]

Auch hierbei handelt es sich um eine Folge von Idealen die g(* 2 g(+D) erfiillen.
Eine Lie Algebra g heift auflosbar wenn ein n > 0 existiert, sodass g(™ = 0 gilt.
Offensichtlich gilt g(* c g¢ sodass jede nilpotente Lie Algebra insbesondere auflésbar
ist. Ein auflosbares Ideal a ist ein Ideal, welches als Lie Algebra auflosbar ist. Die
Summe a + b zweier auflosbarer Ideale in g ist, wie leicht zu verifizieren ist, wieder
ein auflosbares Ideal in g. Damit besitzt jede endl.—dim. Lie Algebra g ein bzgl. ¢
maximales auflosbares Ideal, das aufldsbare Radikal rad(g).

Da ad(z) fiir jedes Element x einer endl.—dim. nilpotente Lie Algebra g nilpotent
ist, folgt tr(ad(z)) = 0 fiir alle z € g. Daher ist jede endl.—dim. nilpotente Lie Algebra
unimodular.

5.1 Untere Schranken der Betti-Zahlen

In Satz 4.2.5 haben wir gesehen, dass die Kohomologie einer nilpotenten Lie Algebra
n mit Werten in einem n-Modul mit M" = 0 trivial ist. Ist hingegen M" # 0 und
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5 Bettizahlen

n = dimg n, so zeigen wir in diesem Abschnitt:

1 firp=0
dimg HP(n, M) > 1~ T P=O0
2 fir0<p<n.

LEMMA 5.1.1 (|D1]). Sei g eine endl.—dim. nilpotente Lie Algebra tber einem
beliebigen Kérper K und M ein endl.—dim. g-Modul. Ist b ein Ideal von g der
Kodimension 1, dann gilt fiir jedes p>0 und x e g\ b:

HP(g, M) = H?(h, M)* & H""' (b, M)*.

Beweis. Sei x € g mit x ¢ h. Dann kénnen wir g als semidirektes Produkt von h und
K x schreiben:

g2 Kexbh.

Betrachten wir nun die Spektralsequenz von g beziiglich dem Ideal b, so kollabiert
diese nach Satz 2.4.5 bei Fy und fiir jedes p € Z gilt:

H"(g, M) =P H'(g/b, H""'(h, M)).

i€l

Da g/h @ Kx eindimensional ist, sind simtliche Summanden mit Index i # 0, 1 trivial
und wir erhalten

H?(g,M) = H(Kz, H?(h, M)) ® H'(Kz, H”'(h, M)).
Beachtet man, dass einerseits
H°(Kw, H?(h,M)) = H?(h, M)*
und andererseits
HY(Kz, H"(h, M)) = HP7H(b, M) [z - HP™'(h, M) = H?™ (b, M)*
gilt, folgt sofort die gesuchte Aussage. m

LEMMA 5.1.2 (|D1, Lem. 1]). Sei g eine nilpotente Lie Algebra tiber einem Kirper
K, b ein Ideal in g und M ein g—Modul. Falls x€g nilpotent resp. bijektiv auf M
operiert, so auch auf H*(h, M).

Beweis. Da g eine nilpotente Lie Algebra ist, ist die Adjungierte Darstellung von g
eingeschriankt auf b nilpotent und in Folge auch die auf Ab induzierte Darstellung

ady : g — gl(AD),

lediglich die Stufe der Nilpotenz erhéht sich um den Faktor dimg g. Insbesondere ist
fiir jedes x € g der Endomorphismus ad{)\(x) nilpotent. Nun sei z € g und w € C?(h, M)
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5.1 Untere Schranken der Betti—Zahlen

fiir ein p > 0. Dann kénnen wir nach (1.4) und (1.3) die Operation von = auf C?(h, M)
als Differenz der beiden Endomorphismen 6, 7, € End g (C?(h, M)) mit 0, (w) = p(x)w

und 7, (w) = wadf]\p(a:) schreiben:

rw=(0,-n:)(w)=p(r)w-w adé\p(m).
Offensichtlich kommutieren beide miteinander und nach obigen ist 7, nilpotent.

(i): Operiert x nilpotent auf M, so auch auf C?(h, M) denn mit p(x) ist 6, und
folglich auch 6, —n, als Differenz zweier kommutierender nilpotenter Endomorphismen
nilpotent.

(#): Operiert x hingegen bijektiv auf M, dann ist p(z) und folglich 6, ein Au-
tomorphismus. Andererseits ist 6,'7, nilpotent und fiir hinreichend grofes m € N
gilt

Gd+0 ', + -+ + (05 'n,)™ ) (id -0, ) = id

woraus wir id —0;'n, und in weiterer Folge 0,(id —-0;'n,) = 0, —n, als Automorphismus
erkennen. O

PROPOSITION 5.1.3. Sei g eine endl.—dim. nilpotente Lie Algebra und (M, p) ein
endl.—dim. g—Modul. Dann definiert

My = (" Ho(p(z)) = ({m € M | 3k sodass p(x)*(m) =0}

reg TEg
einen g—Untermodul von M und es gilt:
Hp(ga M) =K Hp(g7 Mnil)‘

Beweis. Fiir ein x € g und m € My ist z-m € My zu zeigen. Dazu sei y € g,
y*-m = p(y)*(m) sowie z(¥) := ad(y)*(z) € g fiir jedes k > 0. Wie leicht zu sehen ist,

gilt dann k ! k+1 l k I+1
y.(x( ).(y .m)):x( + ).(y .m)+x( ).(y+ m).

Daraus schlieftt man induktiv

y - (zom) e 3o (Y (m)k). (5.1)

1=0

Einerseits existiert ein N >0 sodass (™) = 0 (denn g ist nilpotent) und andererseits
ein [ >0 mit y*-m =0 (denn m € Myy). Damit sind fiir &k = N + [ - 1 sdmtliche
Summanden in (5.1) trivial und daher y*- (z-m) = 0 was z-m € M,; bedeutet (s. [J3,
Chap. 11, §4, Lem. 1]).

Auf Grund der Definition von M, ist (M /M,;)® = 0. Daher gilt Satz 4.2.5 zufolge
HP(g, M /M) =0 fir alle p € Z. Damit liefert die durch

0 Mnﬂ M M/Mnil_>0
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5 Bettizahlen

induzierte lange exakte Sequenz das gesuchte Resultat. [

SATZ 5.1.4 (|D1]). Sei g0 eine n—dimensionale nilpotente Lie Algebra tiber einem
Korper K und M ein endl.—dim. g—Modul mit M9 +0. Dann gilt:

1 irp=0
dimy H?(g, M) > | Jirp=0mn
2 fir0<p<n

Beweis. Auf Grund von Proposition 5.1.3 gilt H(g, M) = H(g, Mya) = M2, 2 M9 +0
und nach der Poincaré-Dualitidt 1.6.2 damit auch H"(g, M) # 0 womit die Falle
p = 0,n bereits abgeschlossen sind.

Die Aussage fiir die iibrigen Félle 0 < p < n beweisen wir mittels Induktion nach
dimg g: Im eindimensionalen Fall g @ K ist klarerweise nichts mehr zu zeigen. Sei also
dimg g =n > 1. Dann besitzt g als nilpotente Lie Algebra ein Ideal h der Kodimension
1. Wéhlen wir dazu ein x € g \ b, so erhalten wir nach Lemma 5.1.1 fiir alle p > 0

Hp(g7 M) = Hp(ba Mnﬂ)x @ Hp_l(h7 Mnil)m-

Nun sind aber nach Induktionsvoraussetzung und Lemma 5.1.2 beide Summanden
nicht—trivial und folglich dimg H?(g, M) > 2. O

KOROLLAR 5.1.5. Sei g+#0 eine n—dimensionale nilpotente Lie Algebra tiber einem
Korper K. Dann qilt fiir die Betti—Zahlen von g:

1 firp=0,n

by(9) 2{

2 firO<p<n

5.2 Obere Schranken der Betti—Zahlen

BEMERKUNG 5.2.1. Der Binomialkoeffizient einer beliebigen Zahl n (¢ Z, R oder
C) und einer nicht-negativen ganzen Zahl k € Z; ist definiert durch:

(Z):n-(n—l).].{:.!(n—k+1).

Das leere Produkt ist definitionsgeméfs 1 sodass (g) = % =1 gilt. Fiir k € Z~ und

beliebigen n verallgemeinern wir: (Z) := 0. Dann gilt fiir jedes k € Z:
n n n+1
= : 5.2
(k)+(k—1) ( 3 ) (52)
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5.2 Obere Schranken der Betti—Zahlen

Fiir £ > 0 rechnet sich dies wie folgt nach:

(n)+( n ):n~(n—1)...(n—k5+1)+n-(n—1)...(n—k+2)

k) k-1 ! (h=1)!
:n'(n_l)'é‘!(n_k+2)'(n—k+1+/€)
~(n+1)n-(n-1)...(n-k+2) (n+1
B k! ‘( k )

Die Félle k =0 und k < 0 folgen unmittelbar aus der verallgemeinerten Definition.

LEMMA 5.2.2 (|CJ, Lem. 2]). Sei V' ein n—dimensionaler Vektorraums tber einem
beliebigen Korper K, n>2 und A*(V') die dufere Algebra von V. Dann gilt fir jede
nicht—triviale nilpotente Derivation n in A*(V') vom Grad 0

dimg ker(7,) < (Z: i) " (n; 2) _ (z) 3 (Z: f)’ (5.3)

wober p >0 und 1, = Nar(yy 18t

Beweis. Der Fall p = 0 ist klar sodass wir p > 0 voraussetzen und induktiv nach
n =dimg V vorgehen. Fiir n =2 ist 7 : V —V ein nicht-trivialer Endomorphismus
von V und daher dimg ker(7;) < 2 woraus der Induktionsanfang folgt.

Sei nun die Aussage fiir n — 1 erfiillt und dimg V' = n. Da n nilpotent ist, gibt es
ein vy € V, vy # 0 mit n1(vy) =0, (ve,...,v,) sei eine Erganzung von (v;) zu einer
Basis von V. Auferdem bezeichnen wir A®*((vy41, ..., 0n) k) kurz mit A2_, . Ist nun
a ey, so lasst sich 7 folgendermafen beschreiben:

n(a) =n(a) +6(a) Avy

wobei 7] und ¢ Derivationen von A?_;, vom Grad 0 resp. —1 sind.
Fiir ein a € A?(V) seien a € A?_) und b € A”_| sodass o = a A vy + b gilt. Dann

erhalten wir
n(a) =n(arvy+b) =7q(a) Avy +7(b) + 0(b) Avy.

Fiir den Kern von 7 gilt daher
ker(n,) ={anvi+be AP(V) |ac APL b e ker(7,) und 7,1 (a) + 0,(D) = 0}.

n—-17
Definieren wir nun eine lineare Abbildung
Uy : Aﬁ:ll @ ker(7,) — Af;ll mit ¢, (a,b) = ijp-1(a) + 0,(b),

dann gilt offensichtlich ker(,) = ker(n,) sowie rg(7,-1) < rg(t,). Nun unterscheiden
wir zwei Falle:

(i) 77 # 0: Hierbei ldsst sich die Induktionsvoraussetzung auf 77 anwenden und wir
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5 Bettizahlen

erhalten:
. . n-1 . _
dimg ker(n,) = dimg ker(e,) = (p ~ 1) +dimg ker(7,) —rg(1p)
n-1 . _ _
< (p 1) + dimy ker (7)) - rg(7p-1)

)G
(G2)-G ) ( )

p-1

B (n 2)

= {,-1

n-— 1)

-1

(i) 7=0: Dan#0 ist, muss 6 # 0 sein und es gibt ein v € AL | mit 6;(v) #0 € K.
Sei 0.B.d.A. v = vy, dann gilt 6(vy) A AP_} € im(6,) und wir erhalten

dimg ker(6,) = (n; 1) -1g(f,) < (n - 1) - (n - 2) 5:2) (n - 2).

P p-1 D

+
—
i

Da in diesem Fall ker(1,) = A?~} @ ker(6,) gilt, ist auch dieser Induktionsschritt
gezeigt.

Die in (5.3) angefiihrte Identitét erklirt sich aus dem folgenden Zusammenhang;:

(n - 1) N (n - 2) . (n - 2) (52) (n - 1) N (n - 1) (5.2) (n) 0

p-1 p p-1 p-1 p p

BEMERKUNG 5.2.3.

(1) Fiir jede nilpotente nicht—abelsche Lie Algebra g iiber einem Korper K gilt:
dimg g > 3: Da g nicht—abelsch ist, gilt dimg g > 2. Angenommen g ist nicht
abelsch und dimg g = 2. Dann existieren x,y € g mit [x,y] = Az + py mit A\, p e K
und (A, p) # (0,0). Daraus folgt aber iterativ ad(z)"(y) = A\p" 'z + g™y mit
(Apm=t um) # 0. Insbesondere ist g nicht nilpotent. Folglich gilt dimg g > 3.

(2) Ist g eine 3—dimensionale, nilpotente, nicht-abelsche Lie Algebra, dann gilt: g = b
— die 3-dimensionale Heisenberg—Lie Algebra welche eine Basis (z,v, z) besitzt,
sodass [z,y] = z die einzig nicht—triviale Lie Klammer ist (siche Abschnitt 5.3).
Dies zeigt sich wie folgt: Als nilpotente Lie Algebra besitzt g ein nicht—triviales
Zentrum Z(g) # 0. Es gilt dimg Z(g) = 1 denn aus dimg Z(g) > 1 folgt sofort: g
ist abelsch. Damit ist aber g/Z(g) eine 2-dimensionale nilpotente Lie Algebra
und nach (1) daher abelsch. Folglich existieren x,y € g fiir die [z,y] = z € Z(g)
und (x,y, z) i = g gilt.
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5.3 Heisenberg Lie Algebra in Charakteristik 0

SATZ 5.2.4 (|CJ, Thm. 1]). Sei g eine n—dim. nilpotente, nicht—abelsche Lie Algebra
tber einem Kdérper K der Charakteristik 0. Dann gilt fir alle p € Z:

dimyc H7(g) < (Z) - (Z: f)

Beweis. Auf Grund der Poincaré-Dualitét (siche Korollar 1.6.4) gilt K = H%(g) =

H"(g) woraus die Félle p = 0,n folgen. Fiir 0 < p < n zeigen wir den Satz induktiv

nach der Dimension n von g wobei Bemerkung 5.2.3 (1) zufolge n = dimg g > 3 gilt:
Im Induktionsanfang n = 3 gilt nach Bemerkung 5.2.3 g = bh; sodass

dimg H'(g) = dimg (g/[g,0])" =2 = (i’) - ((1))

Sei nun n > 3 und b ein Ideal von g der Kodimension 1. Dann gilt Lemma 5.1.1
zufolge fiir ein x € g \ b:

HP(g) = HP(h)" @ H"'(h)". (5-4)

Wir behaupten nun fiir jedes p > 0:
n-1 n-3
T e L) s
ey < ("N (07 (5.5

Fiir den Fall dass b nicht—abelsch ist, folgt (5.5) sofort aus der Induktionsvorausset-
zung. Ist hingegen b abelsch, so erhalten wir

H*(h) = C*(h, K) = A*(h").

Da aber g nicht—abelsch ist, gilt ad(z) # 0. Nach Lemma 5.1.2 ist daher n,, n,(w) =
z-w ein nicht—trivialer, nilpotenter Endomorphismus von H*(h) und (1.3) zufolge
eine Derivation vom Grad 0. Also kénnen wir Lemma 5.2.2 anwenden und erhalten
auch im abelschen Fall (5.5).

Den Beweis schlieffen wir nun mit folgender Rechnung ab:

dimge H?(g) %" dimy H?(5)® + dimge HP1 ()
(-
9
- (5)-(o0) -

5.3 Heisenberg Lie Algebra in Charakteristik 0

Fiir jedes m > 1 sei b, die m—te Heisenberg Lie Algebra. Das ist jene 2m + 1—

dimensionale Lie Algebra mit Basis {z1,...,Zm,Y1,---,Ym, 2}, deren nicht—trivialen
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5 Bettizahlen

Lie Klammern zwischen diesen Basiselementen durch [z;, ;] = z fiir jedes 1 <i<m
definiert sind.

LEMMA 5.3.1. Sei g eine endl.—dim. Lie Algebra tiber einem Kérper K. Dann gilt

fir alle p > 1:
ZP(g) 2 {w e CP(g) | wy =0 fiir alle x € [g,9]}.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus (1.12). O

SaTz 5.3.2 ([Sal). Sei b, die m—te Heisenberg Lie Algebra tiber einem Korper K
der Charakteristik 0. Dann gilt fiir 0 <p<m:

dimg H(h) = (2;1) - (pzﬁlz). (5.6)

Beweis. Auf Grund von [h,,,b,] = (2)x und dem Lemma 5.3.1 gilt fiir p > 1:

ZP(bm) 2 {w € CP(bm) [ w: = 0} 2 Homg (AP (hm/(2) ), K). (5.7)

Wegen (281) =1 gilt daher fiir jedes 0 < p <2m + 1:

dimy Z7(hyn) > dimg AP(g/(2) ) = (2;”).

Unter Zuhilfenahme von Lemma 1.5.1 erhalten wir daraus eine Abschatzung nach

unten:
e () () (1) 2 ()-() o

Um fiir 0 < p <m die Identitét (5.6) zu zeigen, ist daher nur noch ein Abschétzung
der Bettizahlen nach oben hin zu geben. Der Fall p = 0 ist trivial, fir 0 < p < m
hingegen gehen wir induktiv nach m vor. Fiir m =1 greifen wir dazu auf Bemerkung
1.2.6 zuriick:

(1.14

dimp Hl(fh) 2% dimg (h1/[h1,h1]) =2 = (Z;n) - (2_711)

Sei nun m > 1. Wir betrachten die Hochschild—Serre-Spektralsequenz von b,,, beziiglich
Bino1. Es ist by /b1 2 K2, ® Ky, abelsch und weil sowohl z,, als auch y,, trivial
auf b,,_1 operiert, folgt aus Korollar 2.4.3

EY = CH Ky ® Ky, H (hy-1)). (5.9)
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5.3 Heisenberg Lie Algebra in Charakteristik 0

Fiir j < m erhalten wir daher nach Induktionsvoraussetzung (I.V.):

dimg EY = (f) dimg H7 (hp_y)

Iy,(Z) ((Q(m - 1)) ~ (2(m — 1)))
-\ j j-2
Dies fiihrt fiir p < m bereits zu der gewiinschten Abschitzung (denn es gilt stets
dim g Ei;,j <dimpg E}»’J)Z
dim g Hp(f]m) =dimg E&p +dimg Eiép—l +dimg Ezc’,p_Q
<(2(m - 1)) ~ (2(m - 1)) +9 ((Z(m - 1)) ~ (Z(m - 1)))
L p p-2 p-1 p-3
. (2(m - 1)) ~ (2(m - 1))

p-2 p-4
_(2m - 1) (2m - 1) N (2m - 1) (Zm - 1)
p p-2 p-1 p-3
B (Zm) ( 2m )
p/ \p-2)
Dies zeigt unter anderem auch E;J = E% fiir i + j <m. Um die Abschitzung auch fiir

p = m durchfithren zu kénnen, ist noch EX™ zu bestimmen (Vorsicht: E%™ # Eg’m
wie sich bald herausstellt). Dazu betrachten wir den Term-Operator

(5.10)

0,m ., -0,m 2,m-1
o Y — B

der, wie wir wissen, durch den Differentialoperator d induziert wird. Eine einfache
Rechnung zeigt fir jedes w € C™(h,,,), u; € Honot:

dw (T Ay AU = —w(z AT + d(Weyng, ) (WTTF). (5.11)
Nach (5.9) erhalten wir daher ein kommutatives Diagramm

0,m

a2
0,m 2 2m-1
E R E
2 2

H™(By1) — 2 H™ (By1)

in welchem (5.11) zufolge
d([w]) = [w.], fiir jede [w] € H™(Bm1)

gilt. Wir zeigen nun, dass d (und somit d5™) injektiv ist. Durch Anwendung der
Induktionsvoraussetzung auf h,,_; folgt aus Lemma 1.5.1 (induktiv nach p) die
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5 Bettizahlen

Tatsache: dimg Z?P(h,,-1) = (2(";_1)) fiir 0 < p <m—1. Zusammen mit (5.7) gilt daher:

Zp(bm—l) = Am_l(xia <o ax:n—hyi: s y;m—l)K (512)
Wir greifen nun auf die Poincaré— Dualitét zuriick, nach der
H"  (bype1) x H™ (hno1) — K, ([w], [0']) »wAaw(zaa?™ Ay

eine nicht ausgeartete Bilinearform ist. Weil H™1(b,,-1) ein Quotient von (5.12)
ist, entspricht H™(bh,,-1) einem Quotienten von A™ 1 (z* z¥, ... 2% 1 yf, ...y 1) k-
Damit ist aber d surjektiv und folglich auch injektiv. Denn wegen der Poincaré-Dua-
litat gilt auch H™(b,,-1) 2 H™ 1(hp-1).

Daraus folgt nun FX™ = 0. Zusammen mit EX" " = ;™ und EZ™ % = By
und der Tatsache (2(%_1)) = (2(7;”__21)) erhilt man dimyg H™(h,,) < (27) = (2™,) sofort
aus Rechnung (5.10) mit p = m. O

5.4 Die dritte Kohomologiegruppe halbeinfacher Lie
Algebren

SATZ 5.4.1. Sei g eine endl.—dim. halbeinfache Lie Algebra iber einem Korper
K der Charakteristik 0 und M ein endl.—dim. g—Modul. Dann gilt fir die dritte

Kohomologiegruppe
H3(g, M) = B(g) @ M?

wobei B(g) den Raum der symmetrischen invarianten Bilinearformen auf g bezeichnet.
Auferdem gilt $B(g) 0.
Beweis. Nach Korollar 4.4.3 und Satz 4.4.5 reicht es C3(g, K)® = B(g) zu zeigen.
Sei 5 € B(g), dann definieren wir

w.:B(g) — C3(g, K)¢ durch ws(z}) := B([x1, 2], 23)

fiir jedes (5 € B(g) und beliebige x1,xs2, 23 € g und zeigen, dass diese offensichtlich
lineare Abbildung ein Isomorphismus ist.

Doch zuerst tiberpriifen wir wg € C3(g, K)®: Auf Grund der Bilinearitét von 5 und
der Lie-Klammer gilt

wa((z1 + Ay) A 23) = wp(ay) + Aws(y A x3)

und wegen der Invarianz und Symmetrie von § und der Antisymmetrie der Lie—
Klammer folgt zudem fiir jedes z,y € g:

wEazry)=wl@ryrz)=wlyrzrz)=0.
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5.4 Die dritte Kohomologiegruppe halbeinfacher Lie Algebren

Damit ist wg € C3(g, K).

Sind nun z, z; € g beliebig, dann folgt

(z-wp)(2?) = —ws([T,21] Ao Aw3) —wa(xy A [T, 22] A23) —ws(Ty Ao AT, 23])

= _B([[xvxl]’xQ]’x?)) - /B([xlv [JZ,ZL‘Q]],ZE;),) —6([%1,1‘2], [mvm?)])

(1.2

2 B([[w1, 22), 2], ) = B([21, 03], [, 75))
=0

Folglich ist wg € C3(g, K)® und damit w_wohldefiniert.

Die Injektivitdt von w. ist leicht zu verifizieren: Ist 5 € B(g) sodass wg(a?) = 0 fiir
alle z; € g gilt, dann folgt aus [g, g] = g sofort S(z,y) =0 fiir alle z,y € g und damit

S =0.
Fiir die Surjektivitat miissen wir etwas weiter ausholen (s. [CE, Thm. 21.1]): Fir
eine beliebige invariante Kokette w € C3(g, K)? = Z3(g, K) und einem x € g gilt

1.11)

d(wx)( =r-w-(dw), =0

und nach dem zweiten Whitehead-Lemma 4.3.2 gilt w, € B2(g, K), was die Existenz
einer 1-Kokette w, € C*(g, K') mit d(w,) = w, impliziert. Da K als g—-Modul trivial
ist, folgt B'(g, K') = 0 und nach dem 1. Whitehead-Lemma somit auch Z!(g, K) = 0.
Also ist d auf C'(g, K) injektiv und die Abbildung w, — @, eindeutig definiert.

Auferdem gilt
2 Wy = Wz 2]

was sich aus folgender Uberlegung erklirt:

(1.

d(z-@) = 2+ (dg) = 2wy 2 (2 W) + W) = Wiea] = A(@[z01).

Definieren wir nun

Bw(%y) = (Dy(fb),

dann ist offensichtlich S, eine Bilinearform, die invariant ist:

Pu(lz,y], 2) = 0:-([2,y]) = (y-©:)(2) = Opy,1(2) = Bu(, [y, 2]).
Aus der Invarianz folgt hingegen

6w([x7y]vz) :Bw(x7 [y,Z]) = _Bw(x7 [Zuy]) = _ﬁw([xvz]vy)
=Bu([2, 2], y) = Bu (2, [2,9])

und da [g, g] = g gilt, ist damit /3, symmetrisch — Insgesamt also /3, € B(g). Wenden
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5 Bettizahlen

wir nun darauf die anfangs definierte Abbildung w._an, erhalten wir

we,, (27) = Bu([w1,22], 73) = @py ([21, 22])
= —d(Wpy ) (11 A T2) = —wyy (1 A Tg)
= w(a?)

und die Surjektivitat von w. ist gezeigt.
B(g) + 0 folgt sofort aus Lemma 4.1.1. Dem zufolge ist namlich

p(x,y) = tr(ad(x) ad(y))

eine symmetrische invariante Bilinearform, die auf Grund der Treue von ad nicht—
ausgeartet und damit insbesondere nicht—trivial ist. O

KOROLLAR 5.4.2. Sei g eine endl.—dim. einfache Lie Algebra tiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K der Charakteristik 0. Dann gult:

bs(g) = dimg H°(g, K) = 1.

Beweis. Sei g eine einfache Lie Algebra. Da nach Satz 5.4.1 B(g) # 0 ist, gibt es eine
nicht—triviale Bilinearform S € B(g) und da rad(f) ein echtes Ideal in g ist, gilt

rad (/) = 0.

Also ist jede nicht—triviale Bilinearform von B(g) nicht—ausgeartet. Insbesondere
findet sich zu jeder weiteren Bilinearform 3’ € B(g) ein Endomorphismus f € Endg(g)

von g sodass
B'(z,y) = B(f(x),y) fir alle z,y € g

gilt.
Mit Hilfe der Invarianz von § und S’ erhalten wir

BU([2,y]),2) = B'([z,y] 2) = 6w, [y, 2]) = B(f (%), [y, 2]) = B([f (%), 9], 2)
fiir alle x,y, z € g und weil § nicht—ausgeartet ist, folgt

f([z,y]) = [f(2),y].

Dies fiihrt uns aber zu der Tatsache, dass jeder Eigenraum E\(f) zum Eigenwert
A ein Ideal in g und damit entweder trivial oder ganz g ist. Da nun K algebraisch
abgeschlossen ist, existiert ein A’ € K sodass Ex (f) # 0 und damit Ey (f) = g ist und

wir erhalten
B,(ZL’, y) = Xﬁ(a:,y)

Dh. dimg B(g) = 1 sodass Satz 5.4.1 zufolge dimy H3(g, K) = 1 gilt. O
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5.5 Kohomologische Dimension

5.5 Kohomologische Dimension
DEFINITION 5.5.1. Eine Erweiterung von b durch a

0 a—-—=>g——=b 0 (5.13)

heifst unimodular wenn ad(x)|, fir alle z € g triviale Spur besitzt.

LEMMA 5.5.2. Sei eine unimodulare Erweiterung von Lie Algebren wie in (5.13)
gegeben. Dann gilt:

(i) tr(ad(x)),) = tr(ad(w(x)),) fir alle x € g.

(ii) x-m=m(x)-m fir alle x € g und m e K.

Beweis. (i): Da wir g als direkte Vektorraumsumme a @ b schreiben kénnen und
ad(z),€ Endg(a) ist, gilt fiir die Spurform:
tr(ad(x)),) = tr(ad(z)|,) + tr(7 o ad(z)j, ).

Aus der Voraussetzung und der Tatsache, dass ad mit jedem g-Modul-Homomor-
phismus kommutiert, folgt die Behauptung.
(#) erhdlt man nun sofort aus (7). O

DEFINITION 5.5.3. Sei g eine endl.-dim. Lie Algebra iiber einem Kérper K. Dann
nennen wir

cd(g) = sup{p € Z| H*(g, K) # 0}

die kohomologische Dimension von g.

BEMERKUNG 5.5.4. In der Definition der Kohomologischen Dimension haben wir
g als endl.—dim. vorausgesetzt sodass stets cd(g) < dimy g gilt.

LEMMA 5.5.5 (|ACK, Lem. 3.1]). Sei g eine Lie Algebra tiber einem Kdrper K und
M ein g—Modul. Dann ist fir jeden Kozykel we Z'(g, M)

a:=kerwn Anng(M)

ein Ideal in g.

Beweis. Sei x € g und y € a beliebig gewahlt. Dann ist nach

([, y]) =w(z-y) "2V e w(y) 0

[2,y] € kerw und da Anng(M) ein Ideal in g ist, folgt die gesuchte Behauptung
[z,9] € a. O
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5 Bettizahlen

BEMERKUNG 5.5.6. Ist M ein g—Modul, so gilt fiir den Annihilator:

Anng (M) = kerw.

weBl(g,M)
Ist zudem M eindimensional, kénnen wir Anng(M) = kerd(m) fiir jedes 0 #m e M
schreiben.

BEMERKUNG 5.5.7. Ein Lie Algebra—Homomorphismus ¢ : g — g’ induziert die
lineare, Z—graduierte Abbildung ¢* : A*(g) — A*(g’), definiert durch

o (27) = (1) A A p(p)

fir alle p > 0 und 2} € AP(g) (damit ist ¢° =idg). Ist ¢ injektiv (resp. surjektiv), dann
ist fiir jedes p > 1 auch ¢? injektiv (resp. surjektiv) (fiir die Injektivitdt verwende
man die Tatsache: 2§ = 0 < {x1,...,2,} ist keine linear unabhéngige Menge von
Elementen aus g).

LEMMA 5.5.8 ([Sal). Sei p:g—g' ein Homomorphismus von Lie Algebren sowie
(M, p) resp. (M, p') ein g— resp. ¢'—Modul sodass p = p' o @ gilt. Dann induziert @
eine Kokettenkomplex—Abbildung:

B 5 Co(g', M) — (3, M) mit D()(2?) = o' (£7(2%)).
(damit ist @0 =idys ). Aus ¢ surjektiv folgt ®* injektiv.

Beweis. Zuerst zeigen wir die Vertraglichkeit von ®* mit den Modulstrukturen der
beiden Kokettenkomplexe im Sinne von

z- PP (w') = PP (p(x) - w').
Fiir p = 0 ist dies auf Grund der Voraussetzung erfiillt. Sei also p > 0. Wenden wir

nun auf p — 1 die Induktionsvoraussetzung an, so folgt diese erste Behauptung:

(1.10)

(2 CI>1"(W’))y 2 (BP(w')) = B (g = 2+ DV (w Wii)) = PP (W pa) o]

- (1.10)
200 () ) = Vo) = O ()0 o)
= P(p(x) W),y
Nun kénnen wir die kommutative Leiter dP(®P(w)) = ®P*1(dP(w)) wiederum induktiv

nach p zeigen wobei der Induktionsanfang p = 0 auf Grund der Voraussetzung gegeben
ist. Sei daher p > 0. Wenden wir auf p -1 die [.V. an, so folgt:

(d?(2"(w")))

U200 (')~ 7 (BP(),) = B (p() o) — AP (@7 (W)

() -w') - OP(AT N (wl,) 2R (A7) )
= (®P(d?W)),

111
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5.5 Kohomologische Dimension

Damit ist ®*: C*(g’, M) — C*(g, M) ein Kokettenkomplex.

Angenommen ¢ ist surjektiv. Dann ist nach Bemerkung 5.5.7 auch ¢? fiir jedes
p > 0 surjektiv. Fiir ein w’ € Ker(®?) gilt aber w’ o ¢? = 0. Aus der Rechtskiirzbarkeit
von P folgt daher w’ =0. Also ist ®? injektiv. O

SATz 5.5.9 (JACK, Thm. 1.1]). Sei g eine n—dimensionale Lie Algebra tiber einem
Kérper K der Charakteristik 0. Dann gilt:

(i) cd(g) =n genau dann wenn g unimodular ist.

(i1) cd(g) =n—1 genau dann wenn g eine unimodulare Erweiterung von aff ist.

Beweis. (i): Diese Aquivalenz folgt sofort aus der Poincaré-Dualitiit Satz 1.6.2:

H"(g,K)+0 & H%(g, K™) +0 < g- K" =0 < g ist unimodular.

(7): Sei zuerst cd(g) = n— 1. Wie man leicht sehen kann, ist ein eindimensionaler
g—Modul M stets isomorph zu seiner dualen Struktur M*. Auferdem gilt fiir den
trivialen Modul K: K" =, K~ Zusammen mit der Poincaré-Dualitdt erhalten wir
damit

H%g, K™)=0 und H'(g, K™™) #0. (5.14)

Aus ersterem folgt 0 # 7 :=d_4,(1x) € B (g, K~") und nach zweiterem existiert ein
we ZY (g, K-")\ Bl(g, K~™). Nun definieren wir

a := kerw n kern,

was nach Bemerkung 5.5.6 und Lemma 5.5.5 ein Ideal von g der Kodimension 2 ist,
und wahlen x,y € g sodass

a® Kz =kerw, a® Ky =kern und n(z) =w(y) = 1

gilt. Da y im Ideal Anng(K ") = kern liegt, gilt [z,y] € a ® Ky und indem man
beachtet, dass 1(z) = 2+ (1) fiir alle z € g gilt, folgt zudem

d,tww:
0w (y) — Y () = () = 1
| —
=0

w([z,y]) =w(z-y)

was [z,y] € y + a und folglich g/a = aff bedeutet. Dh. g ist eine Erweiterung von aff
iiber a und, wie wir gleich zeigen werden, ist sie unimodular:
Denn fiir jedes z € g gilt

tr(ad(z)),) = tr(ad(2);,) = n([z,z]) -w(lz,9]) = n(2) = n([z, 2] - w([z,y])-

Ist z € a, so folgt daraus sofort ad(z)|, = 0 da a ein Ideal ist und sowohl 7 als auch w
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5 Bettizahlen

darauf verschwinden. Fiir die restlichen Falle rechnen wir nach:

tr(ad(z),) =n(z) -w([z,y])=1-1=0
tr(ad(y)),) = n(y) - n([y,=]) =2n(y) =0

sodass wir diese Richtung gezeigt haben.

Sei umgekehrt g eine unimodulare Erweiterung a < g - aff = (z,y | [z,y] = v
Weil aff nicht perfekt ist, gilt H'(aff, K') # 0 und nach der Poincaré-Dualitéit daher
auch H'(aff, K"™) # 0. Auf Grund von Lemma 5.5.2 (%) und der Surjektivitdt von 7

erhalten wir aus Lemma 5.5.8
dim g Hl(g, Ktw) > dimg Hl(aff, Ktw) +0.

Damit ist aber wiederum nach der Poincaré-Dualitat auch H"~1(g, K) # 0 und folglich
cd(g) >n— 1. Weil aber aff nicht—unimodular ist und nach Lemma 5.5.2 (i) damit
auch g, folgt aus der vorhin gezeigten Aussage (i) sofort cd(g) =n - 1. O
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Zusammenfassung

Die vorliegende Diplomarbeit gewahrt einen Einblick in die Theorie der Kohomo-
logie von Lie Algebren und fiihrt einige Resultate, vorrangig zu halbeinfachen und
nilpotenten Lie Algebren und die dafiir notwendigen Grundlagen, an. Dazu geben
wir zu einer Lie Algebra g und einem g-Modul M zuerst eine explizite Definition des
Kokettenkomplexes und des zugehorigen Korandoperators (C*(g, M), d*).

Die lange exakte Sequenz der Kohomologiegruppe, die durch eine kurze exakte
Sequenz von g—Moduln induziert wird, ist neben der Euler—Poincaré Charakteristik
und der Poincaré Dualitét eines der ersten Resultate in Kapitel 1. Hierin beschéftigen
wir uns auch mit der ersten und zweiten Kohomologiegruppe zu einer Lie Algebra
g und deren Interpretation als Klasse von g—-Modulerweiterungen resp. abelschen
Lie Algebra—Erweiterungen von g. Sie dienen unter anderem dafiir, die klassischen
Theoreme von Weyl und Levi zu zeigen. Mafsgebend fiir deren Beweis sind aber
das erste und zweite Whitehead—Lemma und damit indirekt auch das Whitehead—
Theorem, welche wir ebenfalls, unter Einsatz des Casimir—Operators, beweisen werden.

Damit verbunden beantworten wir auch folgende Fragen: Fiir welche Lie Algebren
sind sdmtliche ersten resp. zweiten Kohomologiegruppen trivial und fiir welche Lie
Algebren gilt: HP(g, M) = 0 fiir jeden einfachen g—Modul? Hierbei findet die in
Kapitel 2 beschriebene Hochschild—Serre-Spektralsequenz ihre erste Anwendung. Sie
ist auch bei konkreten Fragestellungen zu den Bettizahlen in Kapitel 5 ein erfolgreiches
Werkzeug. Dabei geben wir obere und untere Schranken der Bettizahlen nilpotenter
Lie Algebren an, berechnen die Bettizahlen der Heisenberg Lie Algebren und zeigen:
b3(g) =1 fiir jede einfache Lie Algebra g.

Ein grofer Teil dieser Arbeit widmet sich auch der Homologischen Algebra. Es
werden alle kategorie-theoretischen Grundlagen angefiihrt, um die Kohomologie von
Lie Algebren axiomatisch in Form eines homologischen ¢—Funktors zu definieren.
Anschliefend begriinden wir anhand des Chevalley-Eilenberg Komplexes die Uber-
einstimmung der axiomatisch definierten Kohomologie von Lie Algebren mit der in
Kapitel 1 explizit definierten.
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Abstract

This thesis provides an insight into the theory of cohomology of Lie algebras and
some of the results, primarily for semisimple and nilpotent Lie algebras, with the
necessary foundations. For this we give a explicit definition of a cochain complex and
the associated differential (C*(g, M),d*) of a Lie algebra g and a g-module M.

The long exact sequence of cohomology, induced by a short exact sequence of
g-modules is, in addition to the Euler—Poincaré characteristic and the Poincaré
duality, one of the first results in Chapter 1. Herein, we also deal with the first
and second cohomology group of a Lie algebra g and its interpretation as a class of
g-module extensions and abelian Lie algebra extensions of g, respectively. They are
used, among other things, to show the classical theorems of Weyl and Levi. But the
decisive role in their proofs plays the first and second Whitehead lemma and thus,
indirectly, the Whitehead theorem, which we also prove using the Casimir—operator.

Linked to this we ask the following questions: For which Lie algebras all of the
first cohomology groups respectively second cohomology groups are trivial and for
which Lie algebras is HP(g, M) = 0 for every simple g—module? Here we use the
Hochschild—Serre spectral sequence described in Chapter 2 for the first time to give
answers of these questions. It is also a successful tool in concrete questions about
the Betti numbers in Chapter 5. There we give upper and lower bounds of the Betti
numbers of nilpotent Lie algebras, compute the Betti numbers of the Heisenberg Lie
algebras and show: b3(g) = 1 for any simple Lie algebra g.

Much of this work is also dedicated to homological algebra. All category theoretical
foundations are presented to define the cohomology of Lie algebras axiomatically in the
form of a homological ¢ functor. Subsequently we show on the basis of the Chevalley—
Eilenberg complex that the axiomatically defined cohomology of Lie algebras is in
accordance with the explicitly defined cohomology in Chapter 1.
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