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Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist eine Verallgemeinerung des Theorems von de Rham, welches besagt,
dass die de Rham Kohomologie einer glatten Mannigfaltigkeit mit der singulären Ko-
homologie derselben bis auf natürliche Isomorphie übereinstimmt. Letztere hängt dabei
nur vom zugrunde liegenden topologischen Raum ab, während für die de Rham Koho-
mologie eine glatte Mannigfaltigkeitsstruktur notwendig ist. Gemäß dem Theorem ist
die de Rham Kohomologie bereits eindeutig durch die der Mannigfaltigkeit zugrunde
liegende Topologie festgelegt.

Eine Verallgemeinerung des Theorems soll derart erfolgen, dass wir zwei Kohomologi-
en, die von Wirkungen der Kreisline S1 abhängen, eine für topologische Räume und eine
für glatte Mannigfaltigkeiten einführen werden, welche bis auf natürliche Isomorphie für
kompakte, glatte Mannigfaltigkeiten übereinstimmen. Die Wirkung der S1 bildet einen
wichtigen Spezialfall der in [GS99] behandelten Wirkungen allgemeiner kompakter Lie
Gruppen G. Um den allgemeinen Fall zu beweisen, wird dort die Theorie der Spektral-
sequenzen benötigt. Die Eindimensionalität der S1 ermöglicht es, in dieser Arbeit einen
Beweis zu führen, der ohne diese Theorie auskommt.

Im ersten Kapitel sollen Begriffe und Eigenschaften behandelt werden, die wir verallge-
meinern wollen und die notwendig sein werden, um die gewünschten Verallgemeinerungen
durchzuführen. Beginnen werden wir mit Letzterem, wobei wir zwischendurch auch im-
mer wieder Ergebnisse erwähnen werden, die zum besseren Verständnis der eingeführten
Begriffe dienen sollen. Im ersten Paragrafen betrachten wir topologische Räume resp.
glatte Mannigfaltigkeiten und allgemeine Lie Gruppen, die auf ihnen wirken. Die zen-
tralen Objekte sind Orbiträume und Hauptfaserbündel der Transformationsgruppen. Im
zweiten Paragrafen behandeln wir die wichtigsten Aspekte der singulären - resp. de
Rham Kohomologie, die für unsere Zwecke notwendig sein werden und das Theorem von
de Rham, das wir verallgemeinern wollen. Ganz essenziell ist die Homotopieinvarianz, die
besagt, dass Räume, die sich stetig ineinander transformieren lassen, bis auf Isomorphie
dieselbe Kohomologie besitzen.

Im zweiten Kapitel werden wir die im ersten Kapitel eingeführten Kohomologien auf
topologische Räume resp. glatte Mannigfaltigkeiten verallgemeinern, auf denen die kom-
pakte, zusammenhängende Lie Gruppe S1 wirkt. So wie stetige resp. glatte Abbildungen
zwischen topologischen Räumen resp. glatten Mannigfaltigkeiten Homomorphismen in
der jeweiligen Kohomologie induzieren, sollen entsprechende Abbildungen, welche die
S1-Wirkungen respektieren, Homomorphismen in den so genannten äquivarianten Ko-
homologien induzieren. Für freie Wirkungen liefert in beiden Fällen die Kohomologie
des Orbitraumes die gewünschten Objekte. Für nicht freie Wirkungen bedarf es einiger
Arbeit, wobei wir den topologischen und den glatten Fall separat behandeln werden.
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Im ersten Paragrafen des zweiten Kapitels führen wir das topologische Modell der
äquivarianten Kohomologie ein, das auf Armand Borel zurückgeht. Die Idee ist, die
S1-Wirkung auf einem topologischen Raum X auf ein Produkt X × F auszudehnen,
auf dem sie dann frei ist. Damit die Kohomologie des Orbitraumes so eines Produktes
bis auf einen natürlichen Isomorphismus eine Verallgemeinerung der Kohomologie des
Orbitraumes ist, wird es notwendig sein, zu fordern, dass F kontrahierbar ist, i.e. sich
stetig zu einem Punkt deformieren lässt. Damit diese Konstruktion unabhängig von den
gewählten Räumen ist, werden einige Resultate über Faserbündel benötigt, die weitere
Einschränkungen bezüglich der topologischen Räume zur Folge haben. Wie sich her-
ausstellen wird, genügt es, Parakompaktheit zu forden, um alle erforderlichen Resultate
anwenden zu können. Um die Existenz sicherzustellen, wird am Ende des Paragrafen ein
entsprechender topologischer Raum konstruiert.

Im zweiten Paragrafen des zweiten Kapitels wollen wir die de Rham Kohomologie
glatter Mannigfaltigkeiten M verallgemeinern. Im Prinzip werden wir die Vorgänge des
topologischen Falles imitieren, jedoch müssen dazu einige Schwierigkeiten überwunden
werden. Es wird sich nämlich keine endlichdimensionale Mannigfaltigkeit finden lassen,
welche die Rolle des oben erwähnten Raumes F erfüllen könnte. Da sich die reguläre
Kohomologie von M mithilfe des de Rham Komplexes Ω∗(M) und der äußeren Ableitung
d : Ωk(M) → Ωk+1(M) berechnen lässt, werden wir die notwendigen Eigenschaften der
de Rham Komplexe einer Mannigfaltigkeit Ω∗(M), auf der die S1 wirkt, und deren
Orbitraum Ω∗(M/S1) algebraisch charakterisieren. Das algebraische Pendant zu Ω∗(M)
bekommt den Namen S1-Stern Algebra und die Teilalgebra, die Ω∗(M/S1) entspricht,
wird der basische Teilkomplex genannt. Die Begriffe wurden von Victor Guillemin und
Shlomo Sternberg eingeführt, die Ideen die dahinterstecken gehen jedoch großteils auf
Henri Cartan zurück.

Als nächstes sollten die Eigenschaften des de Rham Komplexes des Orbitraumes von
M charakterisiert werden, falls die S1 frei wirkt. Leider lassen sich freie Wirkungen nicht
so einfach in die algebraische Sprache übersetzen. Wie sich jedoch herausstellen wird, ist
es hinreichend, lokal freie Wirkungen zu charakterisieren. Wir sagen, dass eine S1-Stern
Algebra Bedingung (Z) erfüllt, wenn sie die entsprechenden Eigenschaften besitzt, die
lokal freie Wirkungen verallgemeinern. Um im algebraischen Setting nun die topologi-
schen Konstruktionen nachzuahmen, werden wir den de Rham Komplex Ω∗(M) mit einer
S1-Stern Algebra Λ tensorieren, sodass das Tensorprodukt Bedingung (Z) erfüllt, und
über dessen basischen Teilkomplex die äquivariante de Rham Kohomologie definieren.
Die Kontrahierbarkeit von F übersetzt sich dabei in die Azyklizität von Λ, i.e. wir for-
dern, dass Λ dieselbe Kohomologie wie F resp. der einpunktige Raum besitzt. Es bedarf
einiger Arbeit, den algebraischen Zugang über die Geometrie herzuleiten und zu zeigen,
dass damit das Gewünschte erreicht wurde. Zweiteres wird im letzten Kapitel gesondert
behandelt.

Im dritten Kapitel wollen wir zeigen, dass es für kompakte, glatte Mannigfaltig-
keiten einen natürlichen Isomorphismus zwischen den zwei eingeführten Begriffen der
S1-äquivarianten Kohomologie gibt. Da wir mit einem Resultat, mit dem wir auch die-
se verallgemeinerte Version des Theorems von de Rham zeigen, beweisen werden, dass
der eben besprochene algebraische Zugang nicht von der Wahl der azyklischen Algebren
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abhängt, verschieben wir die Frage der Wohldefiniertheit bis dahin. Um die beiden Mo-
delle vergleichen zu können, müssen wir einen speziellen kontrahierbaren Raum F und
ein spezielles azyklisches algebraisches Objekt Λ konstruieren, die dies ermöglichen. Dies
funktioniert wie im Fall allgemeiner Lie Gruppen in [GS99], indem wir F als den direkten
Limes der Sphären S2m−1 ungerader Dimension und Λ als direkte Summe der inversen
Limiten der de Rham Komplexe Ωk(S2m−1) für k ∈ Z definieren. Deshalb beschäftigen
wir uns im ersten Paragrafen des dritten Kapitels mit Limiten.

Im letzten Paragrafen werden wir die äquivariante Version des de Rham Theorems für
beliebige Wirkungen der Kreislinie beweisen. Ein ganz zentrales Resultat, das wir zei-
gen werden, wird sein, dass eine Abbildung zwischen S1-Stern Algebren, die Bedingung
(Z) erfüllen, genau dann einen Isomorphismus in den Kohomologien induziert, wenn sie
einen Isomorphismus in den Kohomologien der basischen Teilkomplexe induziert. Mit
diesem Resultat werden wir dann schlussendlich ebenfalls zeigen, dass die äquivariante
de Rham Kohomologie unabhängig von der Wahl der Bedingung (Z) erfüllenden, azy-
klischen S1-Stern Algebren und eine Verallgemeinerung der gewöhnlichen de Rham
Kohomologie ist.

Während der gesamten Arbeit werden wir uns immer wieder der elementarsten kate-
gorientheoretischen Begriffe bedienen, wie es in der algebraischen Topologie gängig ist,
da sie eine geeignete Sprache bietet, um Gemeinsamkeiten verschiedener mathematischer
Disziplinen zu vereinheitlichen. Eine knappe Einführung in die Sprache der Kategorien-
theorie findet sich zum Beispiel in [Hat02, Paragraf 2.3].
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1 Grundlagen

Im ersten Paragrafen sollen notwendige Begriffe und Eigenschaften bereitgestellt werden,
die im Zusammenhang mit Wirkungen von Lie Gruppen auf topologischen Räumen resp.
glatten Mannigfaltigkeiten wichtig sein werden, um eine äquivariante Kohomologie zu
definieren. Bevor wir Letzteres in Angriff nehmen, fassen wir im zweiten Paragrafen die
wichtigsten Eigenschaften der Kohomologietheorie exemplarisch an den Beispielen der
de Rham - und der singulären Kohomologie zusammen.

1.1 Transformationsgruppen

Um grundlegende Definitionen und Eigenschaften topologischer Räume und glatter Man-
nigfaltigkeiten simultan zu behandeln, soll folgende Konvention eingeführt werden. Wir
werden ab nun, wenn im Zusammenhang alle Begriffe einen Sinn ergeben, das Wort
Raum als Synonym für topologische Räume und glatte Mannigfaltigkeiten verwenden.
Ein Morphismus soll eine stetige resp. glatte Abbildung sein und ein Isomorphismus
dementsprechend ein Homöomorphismus resp. Diffeomorphismus, je nachdem in welcher
Kategorie sich die Abbildungen befinden. Lie Gruppen G zusammen mit Räumen, auf
denen sie wirken, werden auch Transformationsgruppen genannt. Neben diesen behan-
deln wir in diesem Paragrafen noch G-Hauptfaserbündel. Für die topologischen Aspekte
dieses Paragrafen seien [St51], [Hu94] sowie [Kr99] und für glatte Mannigfaltigkeiten
betreffende Aspekte [Mi08], [Ba09], [GHV73] sowie [Kr10] erwähnt.

In der verwendeten Literatur werden glatte Mannigfaltigkeiten zum Teil nicht not-
wendigerweise als metrisierbar und separabel angenommen,1 was in dieser Arbeit jedoch
durchgehend der Fall sein wird, wie etwa in [BT82] oder [Mi08]. Oftmals werden glatte
Mannigfaltigkeiten als parakompakte Hausdorffräume2 vorausgesetzt, was für alle metri-
schen Räume immer erfüllt ist, siehe etwa [Kr99, Theorem 1.3.8]. Eine noch allgemeinere
Behandlung von glatten Mannigfaltigkeiten und Lie Gruppen kann in [Kr07] und [Kr10]
gefunden werden.

1Ein Raum X heißt metrisierbar, falls seine Topologie von einer Metrik erzeugt werden kann. Für so
einen Raum sind äquivalent: (i) X ist separabel, i.e. X ist (topologischer) Abschluss einer abzählbaren
Teilmenge, (ii) X erfüllt das zweite Abzählbarkeitsaxiom, i.e. es gibt eine abzählbare Basis für die
Topologie und (iii) X ist Lindelöf, i.e. für jede offene Überdeckung von X gibt es eine abzählbare
Teilüberdeckung. Bewiesen wird das in [Kr99, Proposition 3.3.1]. Außerdem erfüllen metrisierbare
Räume alle Trennungsaxiome, siehe [Kr99, Seite 26f.].

2Ein Raum heißt parakompakt, falls jede offene Überdeckung eine lokal endliche Verfeinerung hat und
hausdorffsch, falls es zu je zwei Punkten zwei disjunkte Umgebungen gibt. Für glatte Hausdorff Man-
nigfaltigkeiten M sind folgende Aussagen äquivalent: (i) M ist parakompakt, (ii) M ist metrisierbar
und (iii) Jede Zusammenhangskomponente von M ist Lindelöf, siehe etwa [Kr07, Satz 19.6].
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Definition 1.1.1 (Lie Gruppe). Eine Lie Gruppe ist eine Gruppe G mit glatter Mannig-
faltigkeitsstruktur, sodass die Multiplikation µ : G × G → G, µ(g, h) =: gh eine glatte
Abbildung ist. Aus deren Glattheit folgt jene der Inversion ν : G → G, ν(g) =: g−1

nach [Kr10, Bemerkung 2.2 (1)]. Eine Lie Untergruppe ist eine Untergruppe H ⊆ G, die
wieder eine Lie Gruppe ist, sodass die natürliche Inklusion ι : H ↪→ G glatt ist.

Bemerkung 1.1.2. Es sei G eine Lie Gruppe. Falls eine (algebraische) Untergruppe H
von G (topologisch) abgeschlossen ist, dann ist sie nach [Kr10, Satz 5.5] eine Lie Unter-
gruppe und nach [Kr10, Satz 5.4] eine Teilmannigfaltigkeit, i.e. trägt die Spurtopologie
von G. In diesem Fall gibt es nach [Kr10, Satz 6.9] auf dem Raum der (Links-) Neben-
klassen G/H = {gH : g ∈ G}3 eine eindeutige glatte Mannigfaltigkeitsstruktur, sodass
die natürliche Projektion π : G � G/H, g 7→ gH eine (finale) Submersion4 ist.

Definition 1.1.3 (G-Raum). Es seien G eine Lie Gruppe und M ein Raum. Eine Links-
wirkung von G auf M ist ein Morphismus λ := λM : G×M →M, λ(g, x) =: gx =: λg(x),
sodass λgh = λg◦λh für alle g, h ∈ G und λe = idM für das Einselement e ∈ G. Ein Raum,
auf dem G (von links) wirkt, heißt topologischer G-Raum oder glatte G-Mannigfaltigkeit,
je nachdem aus welcher Kategorie er ist. Wir fassen wieder beide Begriffe unter dem Wort
G-Raum zusammen. Das Paar (M,G) wird auch Transformationsgruppe genannt. Ein
Morphismus f : M → N von G-Räumen heißt G-äquivariant, falls f ◦ λM = λN ◦ f gilt,
i.e. f(gx) = gf(x) für alle g ∈ G und x ∈M .

Für x ∈ M heißt die Menge Gx := {gx : g ∈ G} ⊆ M Orbit von x und die Menge
Gx := {g ∈ G : gx = x} Stabilisator von x oder Fixpunktgruppe von x. Tatsächlich ist
diese eine Untergruppe von G, da für g, h ∈ Gx nach Definition der Wirkung (gh)x =
g(hx) = gx = x gilt und aus x = gx auch g−1x = g−1gx = ex = x folgt.

Eine Linkswirkung heißt frei, falls Gx = {e} für alle x ∈ M und sie wird transitiv
genannt, falls Gx = M für ein x ∈M gilt. Letzteres besagt, dass es für jedes y ∈M ein
h ∈ G mit hx = y gibt und somit auch Gy = Ghx = Gx = M gilt. Weiters nennen wir
eine Linkswirkung proper, falls die Abbildung (λ, pr2) : G×M →M×M , (g, x) 7→ (gx, x)
proper ist, also wenn Urbilder kompakter Mengen wieder kompakt sind.

Eine Rechtswirkung von G auf M ist ein Morphismus ρ : M × G → M, ρ(x, g) =:
xg =: ρg(x), sodass ρgh = ρh ◦ ρg für alle g, h ∈ G und ρe = idM . Jede Linkswirkung
λ definiert eine Rechtswirkung mittels ρλ(x, g) := λg−1(x), denn ρλe = λe = idM und
ρλgh = λ(gh)−1 = λh−1g−1 = λh−1 ◦ λg−1 = ρλh ◦ ρλg . Analog definiert jede Rechtswirkung
ρ eine Linkswirkung λρ : G ×M → M mittels λρ(g, x) := ρg−1(x). Ein Morphismus
f : M → N für den G auf M von links und auf N von rechts wirkt resp. umgekehrt
heißt G-äquivariant, falls f(gx) = f(x)g−1 resp. f(xg) = g−1x gilt.

3Die zugrunde liegende Topologie von G/H ist die Quotiententopologie. Für eine Menge von Äquivalenz-
klassen X/∼ einer Äquivalenzrelation ∼ auf einem Raum X ist diese definiert als die Finaltopologie
bezüglich der natürlichen Projektion π : X � X/∼, x 7→ [x], i.e. eine Menge U ⊆ X/∼ ist genau
dann offen, wenn π−1(U) ⊆ X offen ist. Damit sind Abbildungen f : X/∼ → Y genau dann stetig,
wenn es f ◦ π ist. Auf G ist die Äquivalenzrelation gegeben durch a ∼ g :⇔ g−1a ∈ H ⇔ a ∈ gH :=
{gh : h ∈ H} für a, g ∈ G und somit sind die Äquivalenzklassen [g] := {a ∈ G : a ∼ g} = gH.

4Eine glatte Abbildung g : M → N heißt Submersion, falls für jedes x ∈ M die Tangentialabbildung
Txg : TxM → Tg(x)N surjektiv ist. Ist g zusätzlich surjektiv, dann ist g auch final, i.e. Abbildungen
f : N → P , für die f ◦ g : M → P glatt ist, sind selbst schon glatt, siehe etwa [Kr07, Folgerung 22.2].
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Bemerkung 1.1.4. Es sei M ein G-Raum.
(i) Für jedes g ∈ G ist der Morphismus λg : M → M,λg(x) := λ(g, x) = gx sogar

ein Isomorphismus, denn für λg−1 gilt λg ◦ λg−1 = λgg−1 = λe = idM und ebenso folgt
λg−1◦λg = idM . Somit definiert jede Linkswirkung einen Gruppenhomomorphismus G→
Aut(M), g 7→ λg, wobei Aut(M) := Iso(M,M), denn gh 7→ λg ◦ λh. Es sei zu beachten,
dass Rechtswirkungen Gruppenantihomomorphismen definieren, i.e. gh 7→ ρh ◦ ρg.

(ii) Wir betrachten nun die Evaluationsabbildung evx : G → M, evx(g) := gx bei
x ∈ M . Diese ist als Einschränkung von λ wieder ein Morphismus und faktorisiert zu
einem bijektiven Morphismus ẽvx : G/Gx → img(evx) = Gx, gGx 7→ gx, denn:

G
#

evx // //

π

����

Gx ⊆ M

G/Gx
, � eevx

:: ::uuuuuuuuu

(1.1)

ẽvx ist wohldefiniert und injektiv, da gx = hx ⇔ h−1g ∈ Gx ⇔ gGx = hGx für
alle g, h ∈ G gilt. Im topologischen Fall folgt mit Fußnote 3 aus der Stetigkeit von
evx = ẽvx ◦ π, dass auch ẽvx stetig ist. Um dies im glatten Fall einsehen zu können,
beachten wir zuerst, dass der Stabilisator Gx als Urbild der abgeschlossenen Menge {x}
unter der stetigen Abbildung evx wieder abgeschlossen ist. Nach Bemerkung 1.1.2 kann
G/Gx also eindeutig mit einer glatten Struktur versehen werden, sodass die natürliche
Projektion π : G � G/Gx eine Submersion wird und da evx = ẽvx ◦ π glatt ist, gilt dies
mit Fußnote 4 auch für ẽvx.
Mit dem Diagramm (1.1) lässt sich nun gut erkennen, dass G genau dann frei wirkt,
wenn alle evx injektiv sind und genau dann transitiv wirkt, wenn ein (und somit al-
le) evx surjektiv ist. Für freie Wirkungen sind die Evaluationsabbildungen also stetige
Bijektionen auf das Bild, jedoch werden die Umkehrabbildungen im Allgemeinen nicht
stetig und somit keine Homöomorphismen sein.

(iii) Wir betrachten den Morphismus (λ,pr2) : G×M →M×M, (g, x) 7→ (evx(g), x)
und bezeichnen mit M∗ := {(gx, x) : g ∈ G, x ∈ M} ∈ M × M sein Bild. Falls
G frei wirkt, erhalten wir eine Abbildung τ : M∗ → G, (y, x) 7→ ev−1

x (y), die auch
Translationsfunktion von M genannt wird, sodass für jedes x ∈ M mit τx := τ |Gx×{x}
und ix : M →M × {x}, y 7→ (y, x) folgendes Diagramm kommutiert:

G×M

pr1

����

� � (λ,pr2) // // M∗ ⊆

τ

{{{{vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv
M ×M

Gx× {x}

⊆

hH

τx
uuuukkkkkkkkkkkkkkkkkk

⊆ M × {x}

G �� evx
// // Gx

?�
∼= ix

OOOO

⊆ M

(1.2)

Falls τ stetig ist, dann ist jeder Orbit Gx homöomorph zu G. Denn mit τ sind alle
Einschränkungen τx stetig, also auch alle ev−1

x = τx ◦ ix. Außerdem ist τ genau dann
stetig, wenn (λ,pr2) ein Homöomorphismus auf das Bild ist.
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Bemerkung 1.1.5. Es sei M eine glatte G-Mannigfaltigkeit.
(i) Für x ∈M ist nach [Mi08, Theorem 6.4] der Orbit Gx ⊆M eine initiale Teilman-

nigfaltigkeit und ẽvx : G/Gx → Gx eine initiale Immersion.5 Also ist ẽv−1
x glatt, weil

ẽvx ◦ ẽv−1
x = idGx glatt ist und damit ist ẽvx : G/Gx

∼=→ Gx ein Diffeomorphismus. Falls
G transitiv wirkt, gilt die Mengenidentität Gx = M und wir erhalten einen Diffeomor-
phismus ẽvx : G/Gx

∼=→M , weil die Umkehrabbildung i : M → Gx = M der natürlichen
Inklusion ι : Gx→M wegen ι ◦ i = idM mit Fußnote 5 glatt ist. Falls G frei wirkt, dann
stimmen nach (1.1) die Abbildungen ẽvx und evx überein. Wir fassen zusammen:

ẽvx : G/Gx
∼=→ Gx ⇒

{
ẽvx : G/Gx

∼=→M, falls G transitiv auf M

evx : G
∼=→M, falls G transitiv und frei auf M

(1.3)

(ii) Falls G kompakt ist, dann ist die Wirkung proper. Dazu betrachten wir das Urbild
einer kompakten Menge K×L unter der stetigen Abbildung (λ,pr2) : G×M →M×M ,
wobei K,L ⊆M zwei kompakte Mengen sind. Weil M ×M hausdorffsch ist, ist K × L
abgeschlossen, siehe [Kr99, Proposition 2.1.6], und somit auch (λ,pr2)−1(K×L). Weiters
ist dieses (abgeschlossene) Urbild enthalten in der kompakten Menge G× L, also selbst
wieder kompakt, siehe etwa [Kr99, Folgerung 2.1.4].

Definition 1.1.6 (Hauptfaserbündel). Es seien P , B und F Räume und p : P → B ein
Morphismus. Das Quadrupel (P, p,B, F ) =: P heißt (lokal triviales) Faserbündel mit
Fasertyp F , Totalraum P , Basisraum B und Projektion p, falls jeder Punkt b ∈ B eine
Umgebung U ⊆ B und einen Isomorphismus ϕU : p−1(U) =: P |U → U × F besitzt,
sodass folgendes Diagramm kommutiert:

P P |U⊇
p

��

#

ϕU

∼= // U × F

pr1
vvvvnnnnnnnnnnnnnn

B U⊇

Für jedes b ∈ B heißt Pb := p−1(b) die Faser über b und via der Einschränkungen
ϕb := ϕU |Pb : Pb → {b} × F erhalten wir Isomorphismen Pb ∼= F . Lokal sieht ein
Faserbündel wie ein Produkt pr1 : B×F → B, ein so genanntes triviales Bündel aus und
wir nennen die ϕU lokale Trivialisierungen. Insbesondere ist p surjektiv und im glatten
Fall submersiv. Ein lokaler Schnitt eines Faserbündels ist ein Morphismus s : U → P
mit p ◦ s = idU , i.e. s(b) ∈ Pb für alle b ∈ U . Er heißt (globaler) Schnitt, falls er auf dem
gesamten Basisraum definiert ist.

Es sei P zusätzlich ein G-Raum, dessen Fasern F = G erfüllen. Falls die lokalen
Trivialisierungen G-äquivariant bezüglich der Wirkung g(b, h) := (b, gh) für alle g, h ∈ G
und b ∈ B sind, so nennen wir P ein G-Hauptfaserbündel.

5Eine glatte Abbildung g : M → N heißt Immersion, falls für jedes x ∈M die Tangentialabbildung Txg :
TxM → Tg(x)N injektiv ist und heißt initial, falls Abbildungen f : P →M , für die g◦f : P → N glatt
ist, selbst schon glatt sind. Eine glatte Mannigfaltigkeit M ⊆ N heißt initiale Teilmannigfaltigkeit
der glatten Mannigfaltigkeit N , falls die natürliche Inklusion eine initiale Immersion ist.

14



Bemerkung 1.1.7. (i) Faserbündel (P, p,B, F ) besitzen immer lokale Schnitte. Dies
gilt, da triviale Bündel pr1 : B × F � B globale Schnitte t : B ↪→ B × F besitzen, die
mittels der lokalen Trivialisationen ϕU : P |U → U × F lokale Schnitte s : U ↪→ P |U via
s := ϕ−1

U ◦ t|U liefern.
Wir zeigen weiters, dass die lokalen Schnitte eines Faserbündels in bijektiver Korre-

spondenz mit Morphismen φ : U → F stehen. Wiederum genügt es, dies für Schnitte
t : U → U × F trivialer Bündel zu zeigen. Die Zuordnung Φ : t 7→ (φt := pr2 ◦t) liefert
die Bijektion, denn für Ψ : φ 7→ (tφ := (idU , φ)) gelten Φ(Ψ(φ)) = pr2 ◦(idU , φ) = φ und
weil pr1 ◦t = idU auch Ψ(Φ(t)) = (idU ,pr2 ◦t) = t. Jeder Morphismus φ : U → F liefert
also einen lokalen Schnitt mittels sφ := ϕ−1

U ◦ tφ und jeder Schnitt einen Morphismus
mittels φs := pr2 ◦ϕU ◦ s:

P

p
����

P |U⊇ ϕU

∼= // U × F ⊆ B × F
pr1

����
B U⊇ φs //_____

sφ

OO�
�
�

F U
φtoo_ _ _ _ _ _

tφ

OO�
�
�

⊆ B

��
rr

��
++

(ii) Für ein G-Hauptfaserbündel (P, p,B,G) ist die Wirkung von G auf P faserinva-
riant, i.e. sie schränkt sich für jedes b ∈ B zu einer Wirkung G×Pb → Pb ein. Dies folgt
aus der G-Äquivarianz der Trivialisationen ϕU : P |U → U×G, denn für x ∈ Pb mit b ∈ U
und g ∈ G gilt: p(gx) = pr1(ϕU (gx)) = pr1(gϕU (x)) = pr1(g(b, x)) = pr1(b, gx) = b.

Weiters ist diese Wirkung frei und transitiv auf den Fasern. Dies folgt aus der G-Äqui-
varianz der zweiten Komponente ϕ2 : P |U → G der Trivialisationen ϕU . Ersteres stimmt,
weil aus x = gx ∈ Pb folgt gϕ2(x) = ϕ2(gx) = ϕ2(x) ∈ G und damit g = e, also gilt
Gx = {e}. Für die Transitivität auf den Fasern sei x ∈ Pb fix für ein b ∈ B. Für jedes
y ∈ Pb sei gy := ϕ2(y)ϕ2(x)−1 ∈ G. Da gyx ∈ Pb liegt, folgt mit ϕ2(gyx) = gyϕ2(x) =
ϕ2(y), dass ϕU (gyx) = ϕU (y) und somit gyx = y gilt, also erhalten wir Gx = Pb.

(iii) Es sei nun umgekehrt ein Faserbündel (P, p,B,G) mit einer faserinvarianten
Wirkung einer Lie Gruppe G auf P , die frei und transitiv auf den Fasern ist, gegeben.
Nach (i) existieren lokale Schnitte s : U → P |U und wir werden zeigen, dass diese
bijektive G-äquivariante Morphismen ψU : U ×G→ P |U , (b, g) 7→ gs(b) liefern:

P G× PλPoo

P |U

⊆

p
����

U ×G

pr1wwwwnnnnnnnnnnnnn

ψUoo ∼= G× U
?�

idG×s
OO

U

(1.4)

Zuerst gilt aufgrund der Faserinvarianz p(ψU (b, g)) = p(gs(b)) = b = pr1(b, g) für jedes
b ∈ U und g ∈ G, also sind ψU wirklich Abbildungen, die das Diagramm (1.4) kommu-
tativ machen. Weil λP und s Morphismen sind, gilt dies auch für die ψU . Weiters gilt
ψU (g(b, h)) = ψU (b, gh) = ghs(b) = gψU (b, h) für alle g, h ∈ G und b ∈ B, also ist die
G-Äquivarianz erfüllt. Die Surjektivität folgt aus der Transitivität auf den Fasern, denn
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für y ∈ Pb und x = s(b) gibt es ein g ∈ G mit gx = y, also ψU (b, g) = gs(b) = gx = y.
Die Injektivität ist gegeben, weil G frei und faserinvariant wirkt, denn für x = s(b) ∈ Pb
und g, h ∈ G folgt aus gx = ψU (b, g) = ψU (b, h) = hx, dass h−1gx = x ist, also h−1g = e
und somit (b, g) = (b, h) gilt.

(iv) Die Voraussetzungen aus (iii) für ein Faserbündel sind in der Kategorie glat-
ter Mannigfaltigkeiten äquivalent zu den Bedingungen für ein G-Hauptfaserbündel. In
[Kr10, nach Definition 6.11] wird nämlich gezeigt, dass die glatten Abbildungen ψU in
(1.4) Diffeomorphismen sind, also sind deren Umkehrabbildungen G-äquivariante lokale
Trivialisierungen.6 Anstelle der Forderung, dass p : P → B ein lokal triviales Faserbündel
ist, genügt es zu fordern, dass p surjektiv und submersiv ist, denn laut [Kr07, Propositi-
on 22.1] existieren für Submersionen immer lokale Schnitte und wir erhalten analog mit
(iii) lokale Trivialisierungen.

(v) In der Kategorie topologischer Räume sind die stetigen Abbildungen ψU in (1.4)
im Allgemeinen keine Homöomorphismen, weil die Umkehrabbildungen nicht notwendi-
gerweise stetig sein müssen. Wir betrachten die stetige Bijektion λ× pr2 : G× P → P ∗

aus (1.2). In 1.1.4 (iii) haben wir für freie Wirkungen gezeigt, dass die Translationsfunk-
tion τ : P ∗ → G von P genau dann stetig ist, wenn λ × pr2 ein Homöomorphismus
ist und dies ist genau dann der Fall, wenn λ eine offene Abbildung ist.7 Mit dem Dia-
gramm (1.4) erkennen wir weiters, dass dies gleichbedeutend dazu ist, dass ψU offen
und somit ein Homöomorphismus ist. In [Hu94] wird diese äquivalente Beschreibung von
G-Hauptfaserbündeln als Definition herangezogen.

Definition 1.1.8 (Orbitraum). Es sei M ein G-Raum, dann bildet die Menge aller
Orbits eine Partition von M , denn aus ∅ 6= Gx ∩ Gy folgt gx = hy für gewisse g, h ∈
G, also gilt die Mengenidentität Gx = Ggx = Ghy = Gy. Somit erhalten wir eine
Äquivalenzrelation x ∼G y :⇔ y ∈ Gx auf M , dessen Äquivalenzklassen die Orbits
sind. Die Familie {Gx : x ∈ M} =: M/G versehen mit der Quotiententopologie heißt
Orbitraum. Um die Orbits Gx ⊆M für x ∈M besser von den Elementen im Orbitraum
zu unterscheiden, sollen diese fortan mit [x] := Gx ∈M/G bezeichnet werden.

Bemerkung 1.1.9. Die natürliche Projektion p : M � M/G, p(x) = [x] ist G-äquiva-
riant und offen. Ersteres gilt wegen der Identität p(gx) = [gx] = [x] = g[x] = gp(x). Für
die zweite Behauptung beachten wir zuerst, dass p−1(p(x)) = p−1([x]) = Gx gilt. Somit
folgt für offene Mengen U ⊆ M , dass p−1(p(U)) = GU =

⋃
g∈G λg(U) offen ist, weil die

λg nach Bemerkung 1.1.4 (i) Homöomorphismen sind.
Falls G kompakt ist, so ist p zusätzlich abgeschlossen. Wir zeigen, dass die Menge

p−1(p(A)) = GA = λ(G,A) abgeschlossen ist, falls es A ⊆M ist. Da G×M → G×M ,
(g, x) 7→ (g, gx) ein Homöomorphismus mit Inverser κ : (g, x) 7→ (g, g−1x) ist, folgt
(λ ◦ κ)(g, x) = x = pr2(g, x). Da G kompakt ist, ist die Projektion pr2 : G ×M → M
und damit λ abgeschlossen, siehe etwa [Di08, Proposition 1.5.1 und 1.8.5].

6Für G-äquivariante Isomorphismen ϕ : X → Y ist ϕ−1 =: ψ : Y → X wieder G-äquivariant, da mit
y = ϕ(x) ∈ Y und g ∈ G gilt, dass ψ(gy) = ψ(gϕ(x)) = ψ(ϕ(gx)) = gx = gψ(ϕ(x)) = gψ(y) ist.

7Eine Abbildung heißt offen, wenn Bilder offener Mengen offen sind. Sie heißt abgeschlossen, wenn die
analoge Bedingung für abgeschlossene Mengen gilt. Eine bijektive Abbildung ist also genau dann ein
Homöomorphismus, wenn sie stetig und offen oder stetig und abgeschlossen ist.
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Proposition 1.1.10. Es sei M eine glatte G-Mannigfaltigkeit mit freier Wirkung. Genau
dann, wenn die Translationsfunktion τ : M∗ → G aus (1.2) in Bemerkung 1.1.4 (iii)
stetig ist, kann der Orbitraum M/G mit einer eindeutigen Mannigfaltigkeitsstruktur aus-
gestattet werden, sodass die natürliche Projektion p : M � M/G, x 7→ [x] eine Sub-
mersion ist. Nach Bemerkung 1.1.7 (iv) ist (M,p,M/G,G) in diesem Fall ein G-Haupt-
faserbündel.

Beweis. Ein Beweis kann in [Kr10, Satz 6.14] gefunden werden.

Korollar 1.1.11. Es sei M eine glatte G-Mannigfaltigkeit mit freier G-Wirkung. Falls
G kompakt ist, dann istM := (M,p,M/G,G) ein G-Hauptfaserbündel. Im topologischen
Setting gilt dies ebenso, falls M ×M kompakt erzeugt8 und hausdorffsch ist.

Beweis. Gemäß Bemerkung 1.1.5 (ii) sind freie Wirkungen kompakter Lie Gruppen pro-
per, i.e. (λ,pr2) : G ×M → M ×M ist proper und somit auch abgeschlossen.9 Weil G
frei wirkt, ist die Abbildung (λ, pr2) außerdem injektiv, siehe Bemerkung 1.1.4 (ii). Als
abgeschlossene, stetige Bijektion auf das Bild M∗, ist sie also ein Homöomorphismus,
was äquivalent zur Stetigkeit der Translationsfunktion τ in (1.2) ist. Mit Proposition
1.1.10 folgt also der erste Teil der Behauptung.

Für topologische Räume beachten wir, dass wir in Bemerkung 1.1.5 (ii) nur die Haus-
dorffeigenschaft verwendet haben, um zu zeigen, dass freie Wirkungen kompakter Lie
Gruppen G proper sind. Wie im ersten Teil des Beweises folgt die Stetigkeit der Trans-
lationsfunktion von M , welche nach Bemerkung 1.1.7 (v) äquivalent zur G-Hauptfaser-
bündel Eigenschaft von M ist.

Bemerkung 1.1.12. Es wirke eine kompakte Lie Gruppe G frei auf den Räumen M
und N . Jeder G-äquivariante Morphismus f : M → N faktorisiert dann zu einem Mor-
phismus fG : M/G→ N/G, fG([x]) := [f(x)], denn:

M
f //

pM

����
#

N

pN

����
M/G

fG
//___ N/G

(1.5)

Für [y] = [x] ∈ M/G gilt wegen f(y) = f(gx) = gf(x) die Wohldefiniertheit [f(y)] =
[f(x)] ∈ N/G. Die Kommutativität des Diagramms fG ◦ pM = pN ◦ f gilt per definitio-
nem, also folgt die Stetigkeit von fG aus jener von pN ◦ f , weil die Orbiträume M/G
und N/G die Quotiententopologie tragen. Analog folgt die Glattheit von fG, da die
natürlichen Projektionen für kompakte und frei wirkende Lie Gruppen G nach Korollar
1.1.11 Submersionen sind.

8Ein Raum X heißt kompakt erzeugt oder k-Raum, wenn er die finale Topologie bezüglich der
natürlichen Inklusionen seiner kompakten Mengen trägt.

9In [Kr10, Lemma, S.78f.] wird gezeigt, dass stetige, propere Abbildungen von Hausdorff Räumen
f : X → Y für k-Räume Y auch abgeschlossen sind. Mannigfaltigkeiten sind lokal homöomorph zum
Rn, also lokal kompakt, i.e. jeder Punkt besitzt eine kompakte Umgebung. Nach [Kr99, Propositi-
on 2.3.2] sind sie damit auch kompakt erzeugt. Das Produkt zweier k-Räume ist kompakt erzeugt,
falls einer der Räume lokal kompakt ist, siehe etwa [Kr99, Folgerung 2.3.4].
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Definition 1.1.13 (Assoziiertes Faserbündel). Es seien G eine kompakte Lie Gruppe,
sowie M und F zwei G-Räume, sodass G frei auf M wirkt. Die natürliche Projektion
pr1 : M ×F � M ist G-äquivariant bezüglich der komponentenweisen (freien) Wirkung
g(x, y) := (gx, gy) am Produktraum M × F und liefert nach Bemerkung 1.1.12 ein
kommutatives Diagramm

M × F
pM×F // //

pr1

������

#

MF := M ×G F := (M × F ) /G

pF
�����
�
�

M p
// // M/G

(1.6)

für einen Morphismus pF : MF � M/G, [x, y] 7→ [x]. Nach Korollar 1.1.11 ist in der
Kategorie glatter Mannigfaltigkeiten M := (M,p,M/G,G) ein G-Hauptfaserbündel,
also gilt nach [GHV73, Paragraf V.2, Seite 198f.], dass auf MF eine eindeutige glatte
Struktur existiert, sodassMF := (MF , pF ,M/G,F ) ein Faserbündel mit Fasertyp F ist.
Im topologischen Setting ist MF laut [Hu94, Paragraf 4.5 bis 4.7] ein Faserbündel mit
Fasertyp F , falls M ein G-Hauptfaserbündel ist. In beiden Fällen wird MF das zu M
assoziierte Faserbündel mit Faser F genannt.

Definition 1.1.14 (Pullback Bündel). Es sei P = (P, p,B, F ) ein Faserbündel und
f : A → B ein Morphismus. Für f∗P := {(a, x) ∈ A × P : f(a) = p(x)} nennen wir
f∗(P) := (f∗P,pr1, A, F ) das Pullback Bündel oder auch das induzierte Bündel von P
unter f und f̃ : f∗P → P, (a, x) 7→ x die von f induzierte Projektion, die folgendes
Diagramm kommutativ macht:

A× P ⊇ f∗P f̃ //

pr1
����

P

p
����

A
f

// B

Bemerkung 1.1.15. Gemäß [Hu94, Korollar 2.6.7] ist f∗P ein (lokal triviales) Fa-
serbündel, falls P eines ist und laut [Hu94, Proposition 4.4.1] gibt es für ein G-Hauptfa-
serbündel P auf dem Pullbackbündel genau eine Möglichkeit eine G-Wirkung zu definie-
ren, sodass f∗P wieder ein G-Hauptfaserbündel und f̃ eine G-äquivariante Abbildung
wird, nämlich via g(a, x) := (a, gx). Weiters wird gezeigt, dass der Orbitraum des Pull-
back Bündels homöomorph zu A mittels der Abbildung [(a, x)] 7→ a ist.

f∗P

π
����

pr1

$$ $$IIIIIIIIII
f̃ // P

p

����
(f∗P )/G ∼=

// A
f

// B

Diese Tatsachen gelten ebenfalls in der Kategorie glatter Mannigfaltigkeiten, siehe etwa
[GHV73, Paragraf V.1, Seite 196]. Insbesondere ist die Basis jedes G-Hauptfaserbündels
isomorph zu ihrem Orbitraum, wenn wir f = id : B → B wählen.
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1.2 Kohomologie

Im zweiten Paragrafen soll ein Überblick über die elementarsten Fakten im Umgang
mit der de Rham - resp. der singulären Kohomologie gegeben werden. Zur intensiveren
Auseinandersetzung mit dem Thema seien [BT82], [GHV72, Kapitel 5] sowie [Mi08,
Kapitel III] für die de Rham Theorie und [Hat02] sowie [Di08, Kapitel 17] für die singuläre
Kohomologietheorie empfohlen.

Definition 1.2.1 (De Rham Differenzial). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und
Ωk(M) der Vektorraum der Differenzialformen vom Grad k, dann hat die äußere Ablei-
tung d := dk : Ωk(M)→ Ωk+1(M) nach [Ča11, Satz 4.4] folgende Eigenschaften:

(i) dk sind lineare Abbildungen von R-Vektorräumen für alle k ∈ Z.

(ii) ddα := dk(dk−1(α)) = 0 für alle α ∈ Ωk−1(M) und k ∈ Z.

(iii) d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)kα ∧ dβ für alle α ∈ Ωk(M) und β ∈ Ωl(M).

(iv) d(f∗α) = f∗(dα) für alle glatten Abbildungen f : M → N and α ∈ Ωk(N).

Die Abbildung d wird auch de Rham Differenzial und der Z-graduierte10 R-Vektorraum

Ω∗(M) :=
⊕
k∈Z

Ωk(M)

de Rham Komplex genannt, wobei die direkte Summe endlich ist, da Ωk(M) = {0} =: 0

für k < 0 und k > dim(M) trivial sind. Die Eigenschaft (iii) heißt Leibniz Regel und (iv)
ist die Natürlichkeit des de Rham Differenzials. Eine k-Form α ∈ Ωk(M) heißt exakt,
falls α ∈ img(dk−1), also falls eine (k − 1)-Form β ∈ Ωk−1(M) existiert, für die dβ = α
gilt und sie heißt geschlossen, falls α ∈ ker(dk), also dα = 0 gilt.

Bemerkung 1.2.2. Die Eigenschaft d ◦ d = 0 in 1.2.1 (ii) bedeutet gerade, dass je-
de exakte Differenzialform auch geschlossen ist, i.e. für jedes k ∈ Z gilt für die Teil-
vektorräume img(dk−1) ⊆ ker(dk) ⊆ Ωk(M). Die Umkehrung gilt somit genau dann,
wenn img(dk−1) = ker(dk) für alle k ∈ Z beziehungsweise wenn alle Faktorräume
ker(dk)/ img(dk−1) = 0 trivial sind.

Definition 1.2.3 (De Rham Kohomologie). Es seien M eine glatte Mannigfaltigkeit
und d : Ωk(M)→ Ωk+1(M) das de Rham Differenzial. Unter der k-ten de Rham Koho-
mologie von M verstehen wir den R-Vektorraum Hk

dR(M) := ker(dk)/ img(dk−1). Für
eine geschlossene k-Form α ∈ Ωk(M) sei [α] ∈ Hk(M) die von α repräsentierte Koho-
mologieklasse. Zwei geschlossene k-Formen α, β ∈ Ωk(M) repräsentieren also dieselbe
Kohomologieklasse, wenn α− β = dγ für ein γ ∈ Ωk−1(M) gilt, i.e. wenn sie sich durch
eine exakte k-Form unterscheiden. Weiters nennen wir den Z-graduierten R-Vektorraum

H∗dR(M) :=
⊕
k∈Z

Hk
dR(M)

10Es sei V ein Vektrorraum und I eine Menge. Eine I-Graduierung von V ist eine Zerlegung von V in
eine direkte Summe

L
i∈I Vi von Vektorräumen Vi. Wir nennen V in diesem Fall auch I-graduiert.
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die de Rham Kohomologie von M . Die direkte Summe ist endlich, da nur endlich viele
Ωk 6= 0 nicht trivial sind. Damit lässt sich jedes a ∈ H∗dR(M) eindeutig als endliche
Summe a =

∑
k∈Z ak für ak ∈ Hk

dR(M) schreiben. Die Elemente ak ∈ Hk
dR(M) hei-

ßen homogen vom Grad k. Für die folgenden Bemerkungen beachten wir, dass lineare
Abbildungen zwischen graduierten Vektorräumen eindeutig durch ihre Angabe auf ho-
mogenen Elementen festgelegt sind.

Beispiel 1.2.4. Die nullte Kohomologie einer Mannigfaltigkeit ist der Kern der Abbil-
dung d : Ω0(M)→ Ω1(M), weil d−1 = 0. Da Ω0(M) = C∞(M,R) ist H0

dR(M) die Menge
aller glatten Abbildungen von M nach R, für die df = 0 gilt, die also lokal konstant sind.
Für zusammenhängende Mannigfaltigkeiten M gilt also H0

dR(M) ∼= R.

Bemerkung 1.2.5. Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten.
(i) Die de Rham Kohomologie von M kann zu einer assoziativen, graduiert kommu-

tativen R-Algebra gemacht werden, i.e. ein graduierter R-Vektorraum zusammen mit
bilinearen Abbildungen

∧ := ∧k l : Hk
dR(M)×H l

dR(M)→ Hk+l
dR (M),

welche a∧ (b∧ c) = (a∧ b)∧ c und a∧ b = (−1)klb∧a für alle a ∈ Hk
dR(M), b ∈ H l

dR(M),
c ∈ Hm

dR(M) und k, l,m ∈ Z erfüllen. Das Wedge-Produkt von Differenzialformen liefert
die gewünschten Abbildungen mittels

([α], [β]) 7→ [α] ∧ [β] := [α ∧ β], (1.7)

für α ∈ Ωk(M) und β ∈ Ωl(M). Um dies einzusehen, beachten wir, dass aus der Leibniz
Regel d(α ∧ β) = 0 ∧ β + (−1)kα ∧ 0 = 0 folgt und deshalb [α ∧ β] wirklich eine
Kohomologieklasse in Hk+l

dR (M) repräsentiert. Ebenfalls mit der Leibniz Regel folgt die
Wohldefiniertheit der Abbildungen (1.7), i.e. [(α + dγ) ∧ β] = [α ∧ β] = [α ∧ (β + dγ̃)]
für beliebige γ ∈ Ωk−1(M), γ̃ ∈ Ωl−1(M). Aus der Bilinearität des Wedge-Produktes
und der Identität d(γ ∧ β) = dγ ∧ β + γ ∧ 0 = dγ ∧ β folgt nämlich (α + dγ) ∧ β =
α∧β+d(γ∧β) mit γ∧β ∈ Ωk+l−1. Analog kann α∧ (β+dγ̃)−α∧β = d

(
(−1)k(α ∧ γ̃)

)
mit (−1)k(α ∧ γ̃) ∈ Ωk+l−1 gezeigt werden.

Das Wedge-Produkt von Differenzialformen ist bilinear, assoziativ und graduiert kom-
mutativ, siehe etwa [Ča11, Paragraf 4.3], also auch die Abbildungen (1.7).

(ii) Falls M 6= ∅, dann liefert die von der konstanten Funktion 1 ∈ C∞(M,R) =
Ω0(M) repräsentierte Kohomologieklasse ein (eindeutiges) Einselement von H∗dR(M).

(iii) Zu jeder glatten Abbildung f : M → N erhalten wir einen Algebrahomomorphis-
mus f∗ : H∗dR(N) → H∗dR(M). Diesen liefert der Pullback von Differenzialformen, denn
wegen der Natürlichkeit d ◦ f∗ = f∗ ◦ d aus 1.2.1 (iv) sind für alle k ∈ Z

f∗ := fk : Hk
dR(N)→ Hk

dR(M), f∗ ([α]) := [f∗α], (1.8)

wohldefinierte, lineare Abbildungen. Für ein α ∈ Ωk(N) mit dα = 0 und γ ∈ Ωk−1(N)
gilt nämlich d(f∗α) = f∗(dα) = f∗(0) = 0 und f∗(α+dγ) = f∗α+f∗(dγ) = f∗α+d(f∗γ).
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Aus der Verträglichkeit des Pullbacks mit dem Wedge-Produkt, siehe etwa [Mi08, 9.5],
folgt die Algebrahomomorphismus-Eigenschaft f∗(a ∧ b) = f∗(a) ∧ f∗(b).

(iv) Die Zuordnung (f : M → N) 7→ (f∗ : H∗dR(N)→ H∗dR(M)) ist funktoriell, i.e.
erfüllt die beiden Identitäten (1) id∗M = idH∗(M) und (2) (g◦f)∗ = f∗ ◦g∗ für alle glatten
Abbildungen f : M → N und g : N → P . Eine Zuordnung, die (1) und (2) erfüllt, heißt
kontravarianter Funktor und würde sich ”die Reihenfolge“ der Zusammensetzung in (2)
nicht ändern, hieße sie kovarianter Funktor. Funktoren besitzen also die Eigenschaft,
dass sie Isomorphismen beim Wechsel der Kategorien bewahren.

Wir fassen die Bemerkungen 1.2.5 (i) bis (iv) in folgender Proposition zusammen:

Proposition 1.2.6. Die de Rham Kohomologie liefert einen kontravarianten Funktor
von der Kategorie glatter (nichtleerer) Mannigfaltigkeiten und glatter Abbildungen in die
Kategorie der assoziativen, graduiert kommutativen R-Algebren (mit Einselement) und
Algebrahomomorphismen.

Bemerkung 1.2.7. Ein topologisches Pendant zur de Rham Kohomologie bildet die
singuläre Kohomologie mit reellen Koeffizienten topologischer Räume X. Für k ∈ N
bezeichne ∆k ⊆ Rk+1 den k-dimensionalen Standardsimplex, i.e. die konvexe Hülle der
Standardbasiselemente e0, . . . , ek und Sk(X) die Menge aller singulären k-Simplizes, i.e.
stetige Abbildungen σ : ∆k → X. Weiters bezeichnen wir mit Ck(X) den R-Vektorraum,
der durch das Bilden aller endlichen Linearkombinationen singulärer k-Simplizes, die wir
als Basis von Ck(X) auffassen, entsteht. Für alle k < 0 sei Ck(X) = 0.

Auf den Vektorräumen Ck(X) := L(Ck(X),R) aller linearen Abbildungen von Ck(X)
nach R wollen wir nun lineare Abbildungen

d := dkX : Ck(X)→ Ck+1(X)

definieren, die wie das de Rham Differenzial d ◦ d = 0 erfüllen sollen, um analog Fak-
torräume ker(dk)/ img(dk−1) bilden zu können. Eine Abbildung mit dieser Eigenschaft
wird auch Korandoperator genannt und der zugrunde liegende graduierte Vektorraum
Kokettenkomplex. Jeder linearen Abbildung α ∈ Ck(X) soll also eine lineare Abbil-
dung dα ∈ Ck+1(X) zugeordnet werden. Dafür definieren wir zuerst stetige Abbildungen
δjk+1 : ∆k → ∆k+1 als Einschränkung der linearen Abbildungen

ϕj : Rk+1 → Rk+2, ϕj(ei) :=

{
ei, falls 0 ≤ i < j

ei+1, falls j ≤ i ≤ k + 1

für 0 ≤ j ≤ k + 1. Da lineare Abbildungen eindeutig durch ihre Werte auf einer Basis
festgelegt sind, liefert die Zuordnung

dα :=

σ 7→ k+1∑
j=0

(−1)j · α
(
σ ◦ δjk+1

)
für α ∈ Ck(X), σ ∈ Sk+1(X) eine lineare Abbildung dα ∈ Ck+1(X). Es lässt sich mit
[Di08, Paragraf 9.1,Seite 224] elementar nachrechnen, dass d ◦ d = 0 gilt.
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Wir bezeichnen mit Hk
sing(X) := ker(dk)/ img(dk−1) die k-te singuläre Kohomologie

von X und mit
H∗sing(X;R) := H∗sing(X) :=

⊕
k∈Z

Hk
sing(X)

die singuläre Kohomologie (mit reellen Koeffizienten) von X.
Für stetige Abbildungen f : X → Y und alle α ∈ Ck(Y ), sowie σ ∈ Sk(X) erhalten

wir mittels fkα := σ 7→ α(f ◦ σ) lineare Abbildungen fkα ∈ Ck(X) und damit lineare
Abbildungen f∗ := fk : Ck(Y )→ Ck(X) für alle k ∈ Z. Diese sind Kokettenabbildungen,
i.e. sie erfüllen die Natürlichkeitseigenschaft dX ◦ fk = fk+1 ◦ dY :

dX(fkα)(σ) =
k+1∑
j=0

(−1)jα(f ◦ σ ◦ δjk+1) = dY α(f ◦ σ) = fk+1(dY α)(σ)

Dadurch erhalten wir analog zu Bemerkung 1.2.5 (iii) wohldefinierte und lineare Abbil-
dungen f∗ : H∗sing(Y ) → H∗sing(X) in der singulären Kohomologie wie in (1.8) mittels
f∗ ([σ]) := [f∗σ].

In [Hat02, Paragraf 3.2] wird gezeigt, dass sich auch die singuläre Kohomologie ei-
nes nichtleeren Raumes X zu einer assoziativen, graduiert kommutativen Algebra mit
Einselement machen lässt, nämlich mittels des so genannten Cup-Produktes

∪ : H∗sing(X)×H∗sing(X)→ H∗sing(X), (a, b) 7→ a ∪ b (1.9)

welches durch folgende Abbildung für k, l ∈ Z definiert ist:

Ck(X)× C l(X)→ Ck+l(X),
(α, β) 7→ α ∪ β :=

(
σ 7→ α(σ|[e0,...,ek]) · β(σ|[ek,...,ek+l])

)
Für einen (k + l)-Simplex σ ∈ Sk+l(X) bezeichne dabei σ|[e0,...,ek] die Einschränkung
auf die konvexe Hülle der e0, . . . , ek. Das Einselement H∗sing(X) wird von der konstanten
Abbildung 1 : C0(X)→ R repräsentiert, denn für alle σ ∈ S1(X) ist d1(σ) = 1− 1 = 0.
Weiters ist für jede stetige Abbildung f : X → Y die induzierte lineare Abbildung
f∗ : H∗(Y )→ H∗(X) ein Algebrahomomorphismus, i.e. f∗(a∪b) = f∗(a)∪f∗(b), denn es
gilt für α ∈ Ck(Y ), β ∈ C l(Y ) sowie σ ∈ Sk+l(X) mit entsprechenden Einschränkungen
σk := σ|[e0,...,ek] und σl := σ|[ek,...,ek+l]:

fk+l(α ∪ β)(σ) = α(f ◦ σk) · β(f ◦ σl) = fk(α(σk)) · f l(β(σl)) = (fkα ∪ f lβ)(σ)

Mit [Hat02, Theorem 3.14] können wir die Beobachtungen wie folgt zusammenfassen:

Proposition 1.2.8. Die singuläre Kohomologie mit reellen Koeffizienten liefert einen
kontravarianten Funktor von der Kategorie (nichtleererer) topologischer Räume und ste-
tiger Abbildungen in die Kategorie der assoziativen, graduiert kommutativen R-Algebren
(mit Einselement) und Algebrahomomorphismen.
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Definition 1.2.9 (Homotopie). Es seien M,N Räume und I = [0, 1] das geschlossene
Einheitsintervall. Wir nennen zwei Morphismen f, g : M → N homotop, falls es eine
stetige Abbildung h : M × I → N, (x, t) 7→ ht(x) gibt, sodass h0 = f und h1 = g gelten
und schreiben dann f ' g := f 'h g. Die Abbildung h heißt Homotopie von f nach g.
Falls ein Morphismus homotop zu einer konstanten Funktion ist, nennen wir ihn auch
nullhomotop.

Ein Morphismus f : M → N heißt Homotopieäquivalenz, falls es einen Morphismus
g : N →M gibt, sodass idM ' g◦f und idN ' f◦g gelten. In diesem Fall heißenM undN
homotopieäquivalent und wir schreiben M ' N . Falls ein Raum M homotopieäquivalent
zum einpunktigen Raum R0 := {0} ist, nennen wir ihn kontrahierbar.

Eine Teilmenge D ⊆ M wird (schwacher) Deformationsretrakt genannt, falls es eine
Homotopie h : M × I → M gibt, für die h0 = idM , h1(M) ⊆ D und h1|D = idD gelten.
Die Homotopie heißt dann Deformationsretraktion.

Bemerkung 1.2.10. Es seien M und N Räume und I = [0, 1].
(i) Homotop zu sein ist laut [Di08, Seite 28] eine Äquivalenzrelation auf der Menge

aller Morphismen M → N . Gemäß [BJ73, Satz 14.8] gibt es im Setting glatter Mannigfal-
tigkeiten zu jeder Homotopie h : M × I → N auch eine glatte Abbildung h̃ : M × I → N
mit denselben Eigenschaften.

(ii) Falls eine Deformationsretraktion h : M × I → M auf D ⊆ M existiert, ist die
natürliche Inklusion ι : D ↪→ M eine Homotopieäquivalenz, denn für den Morphismus
g : M → D, x 7→ h1(x) gelten dann idD = h1|D = g ◦ ι und idM = h0 ' h1 = ι ◦ g.

(iii) Ein Raum M ist genau dann kontrahierbar, wenn idM nullhomotop ist. Dies ist
äquivalent dazu, dass einer (und dann jeder) der Punkte {x} von M ein Deformati-
onsretrakt ist. Außerdem ist M dann wegzusammenhängend, denn für je zwei Punkte
x, y ∈ M und die konstante Funktion cy : M → M, z 7→ y erhalten wir mittels der
Homotopie h : M × I →M , die idM ' cy erfüllt, einen Weg γ : t 7→ ht(x) von x nach y,
i.e. eine stetige Abbildung γ : I →M mit γ(0) = x und γ(1) = y.

Proposition 1.2.11 (Homotopieinvarianz). Homotope Morphismen f ' g : M → N
induzieren dieselben Homomorphismen f∗ = g∗ : H∗(N)→ H∗(M) in der Kohomologie.

Beweis. Für topologische Räume siehe [Hat02, Paragraf 3.1, Seite 201] und für glatte
Mannigfaltigkeiten [BT82, Korollar 4.1.2].

Korollar 1.2.12. Homotopieäquivalente Räume M ' N induzieren Isomorphismen
H∗(M) ∼= H∗(N) in der Kohomologie. Insbesondere liefert die Inklusion ι : D ↪→Meines
Deformationsretraktes einen Isomorphismus ι∗ : H∗(M)→ H∗(D) in der Kohomologie.

Beweis. Nach Voraussetzung existieren Morphismen f : M → N und g : N → M
mit g ◦ f ' idM und f ◦ g ' idN . Nach Proposition 1.2.11 induzieren diese dieselben
Homomorphismen in der Kohomologie. Nach den Propositionen 1.2.8 und 1.2.6 ist die
Kohomologie funktoriell und mit Bemerkung 1.2.5 (iv) folgt somit f∗ ◦ g∗ = (g ◦ f)∗ =
id∗M = idH∗(M) sowie g∗ ◦ f∗ = idH∗(N). Die letzte Aussage des Korollars folgt aus
Bemerkung 1.2.10 (ii).
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Beispiel 1.2.13 (Poincaré Lemma). Für die Kohomologie der n-dimensionalen Eukli-
dischen Räume Rn, sowie für alle kontrahierbaren Räume X gilt:

Hk(X) ∼=

{
R, falls k = 0
0, sonst

(1.10)

Beweis. Es ist h : Rn × I → Rn, (x, t) 7→ (1 − t)x eine Deformationsretraktion von
Rn auf R0, also ist Rn nach Bemerkung 1.2.10 (iii) kontrahierbar. Nach Korollar 1.2.12
genügt es für kontrahierbare Räume die Kohomologie von R0 anzugeben.

Für den einpunktigen Raum ist nur die nullte de Rham Kohomologie nicht trivi-
al und diese ist nach Beispiel 1.2.4 isomorph zu R. Für die singuläre Kohomologie
beachten wir, dass es am einpunktigen Raum für jedes k ∈ N nur einen singulären
k-Simplex, nämlich die konstante Abbildung ∆k → R0, x 7→ 0 gibt. Der Vektorraum
Ck(R0) ist also eindimensional und wir können Ck(R0) mit R identifizieren, womit wir
Ck(R0) = L(Ck(R0),R) ∼= (L(R,R)) =: R∗ erhalten. Mittels dieser Identifikation erhält
der Randoperator auf der Basis 1 ∈ R∗, r 7→ 1 die Form dk(1) =

∑k+1
j=0(−1)j1, also

d2k(1) = 0 und d2k+1(1) = 1 und somit

. . . c0 // 0
c0 // 0

c0 // R∗
c0 // R∗

idR∗ // R∗
c0 // R∗

idR∗ // R∗
c0 // R∗

idR∗ // . . .

wobei c0 : R∗ → R∗ die konstante Abbildung auf 0 ∈ R∗ bezeichne. Für k > 1 folgt also
H2k(R0) ∼= ker(c0)/ img(idR∗) = R∗/R∗ = 0 und H2k+1(R0) ∼= ker(idR∗)/ img(c0) = 0.
Es bleibt nur H0(R0) ∼= ker(c0)/ img(c0) = R∗/0 ∼= R.

Theorem 1.2.14 (Künneth). Es seien M und N Räume, von denen einer eine endlich
dimensionale Kohomologie besitze, dann ist

H∗(M ×N) ∼= H∗(M)⊗H∗(N) =
⊕

i+j=k∈Z
H i(M)⊗Hj(N)

ein natürlicher Isomorphismus. Für die natürlichen Projektionen pr1 : M×N →M und
pr2 : M ×N → N wird dieser im glatten Setting von den Abbildungen

Ωi(M)⊗ Ωj(N)→ Ωi+j(M ×N),
ω ⊗ ν 7→ p∗1(ω) ∧ p∗2(ν)

und in der Kategorie topologischer Räume von

Ci(M)⊗ Cj(N)→ Ci+j(M ×N),
α⊗ β 7→ p∗1(α) ∪ p∗2(β)

induziert.

Beweis. Für topologische Räume liefert [Hat02, Theorem 3.16]11 und für glatte Mannig-
faltigkeiten [GHV72, Paragraf V.6] einen Beweis. Details zum Tensorprodukt finden sich
in [JS06, Paragraf VII.10], die in Bemerkung 2.2.25 ausführlicher behandelt werden.
11In [Hat02, Theorem 3.16] wird dies für die singuläre Kohomologie mit Koeffizienten in Ringen R

gezeigt, falls eine der beiden R-Moduln H∗sing(M ;R) und H∗sing(N ;R) endlich erzeugt ist. Für R = R
spezialisiert sich das auf unseren Fall. R-Moduln verallgemeinern den Begriff des K-Vektorraumes,
wobei der Unterschied darin besteht, dass der Körper K durch einen Ring R ersetzt wird.
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Bemerkung 1.2.15. (i) Die Voraussetzung im Künneth Theorem, dass die Kohomolo-
gie endlich dimensional sein soll, ist zum Beispiel für kompakte, glatte Mannigfaltigkeiten
gegeben. Diese nicht triviale Aussage kann zum Beispiel wie in [Kr07, Folgerung 49.9]
mit Hodge Theorie oder wie in [Mi08, Theorem 13.2] mit der Poincaré Dualität resp. auch
wie in [BT82, Proposition 5.3.1.] mit der Tatsache, dass kompakte Mannigfaltigkeiten
eine endliche, gute Überdeckung besitzen, bewiesen werden.

(ii) Das Künneth Theorem wird mit der Mayer-Vietoris Sequenz bewiesen, welche in
dieser Arbeit außerhalb dieses Paragrafen nicht mehr direkt angewandt werden wird. Für
einen Raum M , der offene Vereinigung zweier Mengen U1 und U2 ist, stellt die (lange
exakte) Mayer-Vietoris Sequenz

. . . // Hk(M) α // Hk(U1)⊕Hk(U2)
β // Hk(U1 ∩ U2) δ // Hk+1(M) // . . .

einen Zusammenhang zwischen der Kohomologie von M und den Kohomologien der
Mengen U1, U2 und U1 ∩ U2 her. Für die natürlichen Inklusionen ιi : Ui ↪→ M und
ji : U1 ∩ U2 ↪→ Ui sind die natürlichen Homomorphismen für a ∈ Hk(M), bi ∈ Hk(Ui)
und c ∈ Hk(U1 ∩U2) gegeben durch α(a) = (ι∗1(a), ι∗2(a)) und β(b1, b2) = j∗1(b1)− j∗2(b2).
Die Abbildung δ ist gegeben durch δ(c) = [α−1(d(β−1(c)))] und wird Einhängungsho-
momorphismus genannt.

Damit kann die Kohomologie vieler Mannigfaltigkeiten u.a. jene der Sphären berech-
net werden. Für eine detailliertere Behandlung dieses Themas sei hier auf [Mi08, Theo-
rem 11.10] verwiesen.

Definition 1.2.16 (Exakte Sequenzen). Es seien ϕn : Gn → Gn+1 Gruppenhomomor-
phismen für n ∈ Z. Falls img(ϕn) = ker(ϕn+1) für alle n ∈ Z gilt, dann heißt

. . .
ϕk−2 // Gk−1

ϕk−1 // Gk
ϕk // Gk+1

ϕk+1 // . . . (1.11)

lange exakte Sequenz von Gruppen. Falls in (1.11) alle bis auf drei Gruppen Gn = 0

trivial sind, dann heißt

0
c0 // Gk−1

� � ϕk−1 // Gk
ϕk // // Gk+1

c0 // 0 (1.12)

kurze exakte Sequenz von Gruppen. Wir beachten, dass aufgrund von img(c0) = ker(ϕk−1)
und img(ϕk) = ker(c0) die entsprechende Abbildung injektiv resp. surjektiv ist.

Bemerkung 1.2.17. Für die Kohomologie eines Raumes M gibt es einen natürlichen
Isomorphismus in das Produkt der Kohomologien der Zusammenhangskomponenten Mi

von M , i.e. H∗ (
⊔
Mi) ∼=

∏
H∗(Mi). Laut [Wa83, Kapitel 5] ist eine Kohomologie glat-

ter Mannigfaltigkeiten eindeutig bestimmt durch diese Eigenschaft zusammen mit der
Funktorialität, der Homotopieinvarianz, der Kohomologie des einpunktigen Raumes und
der Mayer-Vietoris Sequenz. Kohomolgien allgemeiner topologischer Räume sind durch
die so genannten Eilenberg-Steenrod Axiome eindeutig bestimmt, siehe etwa [Di08, Pa-
ragraf 17.1] und [Di08, Paragraf 10.1].
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Beispiel 1.2.18. Für die Kohomologie der n-dimensionalen Sphären Sn mit n ≥ 1 gilt:

Hk(Sn) ∼=

{
R, falls k = 0, oder k = n

0, sonst
(1.13)

Dies wird in [Mi08, Beispiel 11.13] mithilfe der Mayer-Vietoris Sequenz gezeigt.

Beispiel 1.2.19. Es sei p : M → M/G ein triviales G-Hauptfaserbündel für eine kom-
pakte Lie Gruppe G, dann ist

H∗(M) ∼= H∗(M/G)⊗H∗(G) (1.14)

ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein Homöomorphismus M ∼= M/G×G, also wegen
der Funktorialität der Kohomologie auch ein Isomorphismus H∗(M) ∼= H∗(M/G ×G),
siehe Bemerkung 1.2.5 (iv). Da G eine kompakte Mannigfaltigkeit ist, besitzt sie laut
Bemerkung 1.2.15 (i) endlich dimensionale Kohomologie und wir können das Künneth
Theorem 1.2.14 anwenden, um die Behauptung zu erhalten.

Bemerkung 1.2.20. (i) Ein G-Hauptfaserbündel ist nach [Hu94, Korollar 4.8.3] genau
dann trivial, wenn es einen (globalen) Schnitt besitzt. Im Allgemeinen ist es schwieriger,
die Kohomologie eines G-Raumes M und die Kohomologie des Orbitraumes M/G mit
der Kohomologie der wirkenden Lie Gruppe G in Relation zu bringen. Dazu müssten
zumindest alle Orbits Gx = π([x])−1 isomorph zur Lie Gruppe sein. Für freie Wirkungen
einer kompakten Lie Gruppe G ist dies in der Kategorie glatter Mannigfaltigkeiten immer
der Fall, da laut Korollar 1.1.11 (M,π,M/G,G) dann ein G-Hauptfaserbündel ist, also
gemäß Bemerkung 1.1.7 (iv) die Lie Gruppe G frei und transitiv auf den Fasern wirkt.
Aus Bemerkung 1.1.5 (i) folgt dann, dass evx : G → Gx ein Diffeomorphismus ist. Im
topologischen Setting gilt dies für freie Wirkungen einer kompakten Lie Gruppe G, falls
die Translationsfunktion von M stetig ist, wie wir in Bemerkung 1.1.4 (iii) beobachtet
haben. Diese beiden Fälle liegen nach den Bemerkungen 1.1.7 (iv) und (v) zum Beispiel
für G-Hauptfaserbündel vor.

(ii) Für so genannte Sphärenbündel, i.e. orientierbare Faserbündel P := (P, π,B, F ),
deren Fasern F = Sm Sphären sind, existiert ein schöner Zusammenhang zwischen der
Kohomologie des Totalraumes P und jener des Basisraumes B, welchen wir für glatte
Mannigfaltigkeiten formulieren. Diesen liefert die (lange exakte) Gysin Sequenz:

. . . π∗ // Hk
dR(P )

π∗ // Hk−m
dR (B) ε // Hk+1

dR (B) π∗ // Hk+1
dR (P )

π∗ // . . .

Dabei bezeichnen π∗ den Pullback der natürlichen Projektion π : P � B, π∗ die so
genannte Faserintegration, siehe etwa [BT82, Kapitel I, Seite 61f.] und ε(ω) := ω ∧ e
das Wedge-Produkt mit der so genannten Eulerklasse e ∈ Hm+1(B), siehe etwa [BT82,
Kapitel II, Seite 116ff.]. Weitere Details dazu können in [BT82, Kapitel III, Seite 177ff.]
oder auch in [GHV72, Paragraf VIII.1] gefunden werden. Für eine topologische Verall-
gemeinerung sei hier auf [Br97, Paragraf IV.7] resp. [Hat02, Seite 436ff.] verwiesen.
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Theorem 1.2.21 (De Rham). Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann existiert ein
natürlicher Isomorphismus von der de Rham Kohomologie H∗dR(M) in die singuläre
Kohomologie H∗sing(M). Dieser wird von folgenden Abbildungen am Level der Ketten-
komplexe induziert:

j∗ : Ck(M)→ Ck∞(M)
α 7→ (σ 7→ α(σ))

k∗ : Ωk(M)→ Ck∞(M),

ω 7→
(
k∗(ω) := σ 7→

∫
∆k

σ∗ω

)
Dabei bezeichne σ ∈ S∞k (M), σ : ∆k → M eine glatte Abbildung, i.e. σ besitzt eine
glatte Ausdehnung von ∆k auf Rk+1.

Beweis. Ein Beweis kann in [Br97, Paragraf III.3] oder in [Wa83, Kapitel 5, Seite 205f.]
gefunden werden. Für den Beweis wird das Theorem von Stokes für berandete Mannig-
faltigkeiten mit Ecken benötigt.

Bemerkung 1.2.22. Wie wir in Bemerkung 1.1.12 gesehen haben, induzieren G-äqui-
variante Morphismen f : M → N freier Wirkungen kompakter Lie Gruppen Morphismen
in den Orbiträumen, also nach Proposition 1.2.6 und Proposition 1.2.8 ebenfalls Algebra-
homomorphismen in der Kohomologie der Orbiträume in der entsprechenden Kategorie.
Die Voraussetzung an die Wirkung ist dabei nur für glatte Mannigfaltigkeiten notwen-
dig, um einen Sinn zu ergeben, da Orbiträume nicht freier Wirkungen im Allgemeinen
keine glatten Mannigfaltigkeiten sind.

Wir werden im nächsten Kapitel die G-äquivariante Kohomologie von Räumen für
nicht notwendigerweise freie Wirkungen definieren, die eine Verallgemeinerung der Ko-
homologie des Orbitraumes für freie Wirkungen sein wird. Diesen Spezialfal halten wir
in folgender Definition fest.

Definition 1.2.23 (Äquivariante Kohomologie freier Wirkungen). Es seien G eine kom-
pakte Lie Gruppe und M ein G-Raum mit freier Wirkung. Die singuläre - resp. die de
Rham Kohomologie des Orbitraumes von M bezeichnen wir mit H∗G(M) := H∗(M/G)
und nennen sie G-äquivariante Kohomologie von M .

Bemerkung 1.2.24. Alle Ergebnisse dieses Paragrafen erhalten wir also auch für die
G-äquivariante Kohomologie, wenn wir G-Homotopien h : M × I → N verwenden, i.e.
h ist eine Homotopie, sodass ht für jedes t ∈ I eine G-äquivariante Abbildung ist. Diese
faktorisieren nach Bemerkung 1.1.12 zu einer Homotopie hG : M/G × I → N/G. Zum
Beispiel induzieren Morphismen, die homotop bezüglich einer G-äquivarianten Homoto-
pie sind, dieselben Homomorphismen in der G-äquivarianten Kohomologie.
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2 Äquivariante Kohomologie der Kreislinie

Ziel dieses Kapitels ist es, auf zwei verschiedene Arten die G-äquivariante Kohomologie
für den Spezialfall der Kreislinie G = S1 ⊆ C einzuführen. Im ersten Paragrafen befas-
sen wir uns mit dem topologischen Setting, in dem wir ein Modell verwenden werden,
das auf Armand Borel zurückgeht, siehe [Bo60]. Um die G-äquivariante Kohomologie
glatter Mannigfaltigkeiten zu definieren, werden wir im zweiten Paragrafen zuerst alle
notwendigen geometrischen Eigenschaften in die algebraische Sprache übersetzen, wobei
die Idee hierfür auf Henri Cartan zurückgeht. Der Aufbau der folgenden zwei Paragra-
fen folgt in groben Zügen der Darstellung von [GS99, Kapitel 1 und 2], wo allgemeine
Wirkungen beliebiger kompakter Lie Gruppen G auf topologischen Räumen und glatten
Mannigfaltigkeiten behandelt werden.

2.1 Topologischer Zugang

Wir wollen also für allgemeine Wirkungen der S1 auf topologischen Räumen X eine
Kohomologie definieren, welche die Kohomologie des Orbitraumes freier Wirkungen ver-
allgemeinert. Für nicht freie Wirkungen würde zu viel Information der Gruppenwir-
kung verloren gehen, wenn wir einfach wieder die Kohomologie des Orbitraumes wählen
würden. Die Idee ist, einen kontrahierbaren topologischen Raum F zu finden, auf dem
die S1 frei wirkt, welche eine freie Wirkung auf dem Produkt X × F induziert, indem
wir die S1 komponentenweise wirken lassen. Wir müssen uns davon überzeugen, dass
entsprechende Räume F existieren, sodass die S1-äquivariante Kohomologie so eines
Produktes wirklich eine Verallgemeinerung von Definition 1.2.23 darstellt und dass die
Kohomologie unabhängig von der Wahl von F ist.

Um dies bewerkstelligen zu können, müssen wir noch einige Resultate über Faserbündel
sammeln, die nicht für ganz beliebige topologische Räume gelten, aber zumindest für Fa-
serbündel mit parakompakten Basen, denn in der angegebenen Literatur werden sie für
Basen gezeigt, die eine lokal endliche Überdeckung besitzen, auf denen die Bündel trivia-
lisieren. Für unsere Zwecke würde es genügen, sich auf CW -Komplexe12 einzuschränken,
denn topologische Räume Y lassen sich gemäß [Hat02, Paragraf 4.1] CW -approximieren,
i.e. es gibt einen CW -Komplex Z und eine Abbildung f : Z → Y , die einen Isomor-
phismus πn(Z, z0)→ πn(Y, f(z0)) in allen höheren Homotopiegruppen und nach [Hat02,
Proposition 4.21] ebenfalls einen natürlichen Isomorphismus H∗sing(Y )→ H∗sing(Z) in der
Kohomologie induziert, an der wir ja interessiert sind. Auf jeden Fall setzen wir fortan
Parakompaktheit voraus.
12Für eine genaue Definition von CW -Komplexen sei hier auf [Hat02, Seite 5ff.] und für topologische

Eigenschaften dieser auf [Hat02, Appendix, Seite 520ff.] sowie [Hat, Seite 35ff.] verwiesen. In Letzteren
wird u.a. gezeigt, dass CW -Komplexe kompakt erzeugte, parakompakte Hausdorffräume sind.
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Definition 2.1.1 (Singuläre S1-äquivariante Kohomologie). Es seien X und F zwei
S1-Räume und F := (F, π, F/S1, S1) ein S1-Hauptfaserbündel mit kontrahierbarem
Totalraum F . Die singuläre Kohomologie mit reellen Koeffizienten

H∗S1(X) := H∗sing

(
(X × F )/S1

)
(2.1)

des Orbitraumes von X ×F bezüglich der komponentenweisen (freien) Wirkung nennen
wir singuläre S1-äquivariante Kohomologie von X und F universelles S1-Bündel.

Bemerkung 2.1.2. Wie bereits erwähnt, bedarf es noch einiger Arbeit, bevor wir in
den Propositionen 2.1.6 und 2.1.7 zeigen können, dass diese Definition unabhängig von
der Wahl von F und eine Verallgemeinerung von Definition 1.2.23 ist. Bevor wir schluss-
endlich in Proposition 2.1.10 die Existenz nachweisen, beschreiben wir in Bemerkung
2.1.8 noch Eigenschaften des S1-Hauptfaserbündels F aus Definition 2.1.1, welche in der
Literatur als Definition universeller S1-Bündel verwendet werden.

Satz 2.1.3. Es sei P := (P, p,B, F ) ein Faserbündel mit kontrahierbarem Fasertyp F .
Für jede Menge A ⊆ B, für die (B,A) ein relativer CW -Komplex13 ist, lässt sich jeder
Schnitt s̃ : A ↪→ P von P auf ganz B ausdehnen, i.e. es existiert ein globaler Schnitt
s : B ↪→ P mit s|A = s̃.

Für die Existenz eines globalen Schnittes genügt die Parakompaktheit der Basis B.

Beweis. Gemäß [Hu94, Theorem 2.7.1] gilt der erste Teil der Aussage für Fasertypen
F , die wegzusammenhängend sind, falls zusätzlich alle höheren Homotopiegruppen tri-
vial sind. Beide Bedingungen sind für kontrahierbare Räume erfüllt. Erstere haben wir
in Bemerkung 1.2.10 (iii) gezeigt und zweitere folgt aus der Homotopieinvarianz der
höheren Homotopiegruppen und der Tatsache, dass die höheren Homotopiegruppen des
einpunktigen Raumes trivial sind, siehe etwa [Hat02, Kapitel 4].

Für den zweiten Teil der Aussage zeigen wir, dass p : P → B für parakompakte Basen
eine Homotopieäquivalenz ist, was die Existenz eines Schnittes impliziert. Dazu verwen-
den wir [Di08, Theorem (13.3.3)]. Dort wird gezeigt, dass für ein weiteres S1-Hauptfaser-
bündel Q = (Q, q,B, S1) über derselben parakompakten Basis eine mit den Projektionen
kommutierende Abbildung f : P → Q eine Homotopieäquivalenz ist, falls sie lokal auf
U := {U ⊆ B : über U trivialisieren P und Q} faserweise eine Homotopieäquivalenz ist,
i.e. fb : Pb → Qb ist für jedes b ∈ U und jedes U ∈ U eine Homotopieäquivalenz. Für
unsere Zwecke setzen wir Q = (B, idB, B, S

1) und es verbleibt zu zeigen, dass zu jeder
trivialisierenden Menge U von P die Abbildung pb : Pb → {b} eine Homotopieäquivalenz
ist. Dies folgt aber sofort aus der Kontrahierbarkeit des Fasertyps F , der homöomorph zu
den Fasern ist, denn pb : Pb → {b} entspricht eindeutig einer Abbildung g : F → R0 via
den Homöomorphismen F ∼= Pb und R0 ∼= {b} und g ist eine Homotopieäquivalenz.

13Ein relativer CW -Komplex (B,A) besteht aus einem topologischen Raum B und einem abgeschlosse-
nen Teilraum A ⊆ B, aus dem B durch Ankleben von n-Zellen entsteht. Für A = ∅ bedeutet dies,
dass B selbst ein CW -Komplex ist. Falls in Satz 2.1.3 also B selbst ein CW Komplex ist, existieren
immer globale Schnitte, falls der Fasertyp F kontrahierbar ist.
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Satz 2.1.4. Es seien X = (X, p,X/S1, S1) ein S1-Hauptfaserbündel und F ein topolo-
gischer S1-Raum. Die Schnitte des assoziierten Faserbündels XF = (XF , pf , X/S

1, F )
stehen mittels der Identität sφ([x]) = [x, φs(x)] in bijektiver Korrespondenz mit S1-äqui-
varianten Abbildungen φs : X → F . Die Abbildungen sind also eindeutig dadurch be-
stimmt, dass sie folgendes Diagramm kommutativ machen:

X × F

pr1

�� ��

UU

(idX ,φs)

'
�

�

pX×F // // XF = X ×S1 F

pF






JJ

sφ

�
�

'

X p
// // X/S1

Außerdem sind zwei Schnitte genau dann homotop, wenn die zugehörigen S1-äquivarian-
ten Abbildungen S1-homotop sind.

Beweis. In [Hu94, Theorem 4.8.1] wird der erste Teil der Satzes bewiesen. Es verbleibt
zu zeigen, dass je zwei Schnitte s0, s1 : X/S1 ↪→ XF genau dann homotop sind, sofern
φs0 , φs1 : X → F homotop bezüglich einer S1-äquivarianten Homotopie sind.

Wir werden dies mit dem bereits gezeigten Teil des Satzes beweisen. Dazu beachten
wir, dass X I := (X × I, p × idI , X/S1 × I, S1) ein S1-Hauptfaserbündel ist, falls wir
die Wirkung der S1 trivial auf I ausdehnen, i.e. z(x, t) := (zx, t). Das dazu assozi-
ierte Faserbündel hat dann die Form X IF = (XF × I, pF × idI , X/S1 × I, F ), wenn wir
(X×I×F )/S1 mit (X×F )/S1×I identifizieren. Homotopien hs : X/S1 × I → XF stehen
in Bijektion mit stetigen Abbildungen h̃s : X/S1 × I → XF × I, ([x], t) 7→ (hst ([x]), t)
und diese stehen nach dem ersten Teil des Satzes in Bijektion mit S1-äquivarianten
Abbildungen hφ : X × I → F , wobei die Wirkung auf I wieder trivial zu verstehen ist.
Für jeden Raum Y und jedes t ∈ I sei inclYt : Y ↪→ Y × I, y 7→ (y, t), dann erhalten wir
mit den naheliegenden Identifikationen das folgende kommutative Diagramm:

X × F

GF EDpX×F

��
� � inclX×Ft //

TT

(idX ,h
φ
t )

'
�

�

pr1

�� ��

(X × I)× F

prX×I

�� ��

SS

(idX×I ,h
φ)

'
�

�

pX×F×idI // // XF × I

pF×idI
����

JJ

h̃s

�
�

'

XF
? _

incl
XF
too

pF
����

JJ

hst

�
�

'

X

@A BC
p

OO
� �

inclXt

// X × I
p×idI

// // X/S1 × I X/S1? _

incl
X/S1

t

oo

Mit diesem sehen wir, dass Homotopien hs : X/S1× I → XF von Schnitten in bijektiver
Korrespondenz mit S1-äquivarianten Homotopien hφ : X × I → F stehen und zwar
derart, dass sich die Zuordnung hs ↔ hφ für jedes fixe t ∈ I auf die Zuordnung im ersten
Teil des Satzes einschränkt, i.e. hst = st genau dann, wenn hφt = φst für t ∈ {0, 1}.
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Korollar 2.1.5. Mit den Voraussetzungen aus Satz 2.1.4 sei weiters F = (F, π, F/S1, S1)
ein S1-Hauptfaserbündel, dann erhalten wir das folgende kommutative Diagramm mit der
Identifikation XF = X ×S1 F ∼= F ×S1 X = FX :

X
φs

//______________

p
����

F

π
����

X/S1

sφ --f c _ \
XF
∼= FXpF

oooo
πX

// // F/S1

00
��

(2.2)

Falls zusätzlich F kontrahierbar ist, dann sind alle Schnitte des assoziierten Faser-
bündels XF = (XF , pF , X/S

1, F ) homotop und somit sind nach Satz 2.1.4 auch alle
S1-äquivarianten Abbildungen X → F homotop bezüglich S1-äquivarianter Homotopien.

Beweis. Der erste Teil des Korollars wird in [Hu94, Korollar 4.8.2] bewiesen. Es ver-
bleibt zu zeigen, dass alle Schnitte s : X/S1 ↪→ XF des assoziierten Faserbündels XF
homotop sind. Da X/S1 parakompakt ist und die Faser F des assoziierten Faserbündels
kontrahierbar ist, folgt wie im Beweis von Satz 2.1.3, dass pF : XF � X/S1 eine Homo-
topieäquivalenz ist. Es seien s0 : X/S1 ↪→ XF eine Homotopieinverse, i.e. s0 ◦pF ' idXF
und s : X/S1 ↪→ XF ein beliebiger Schnitt, i.e. pF ◦ s = idX/S1 , dann gilt:

s = idXF ◦s ' s0 ◦ pF ◦ s = s0 ◦ idX/S1 = s0

Also ist jeder Schnitt homotop zur Homotopieinversen, i.e. insbesondere sind je zwei
Schnitte homotop zueinander.

Proposition 2.1.6. Definition 2.1.1 ist wohldefiniert, i.e. es gibt einen Isomorphismus

H∗sing

(
(X × F1)/S1

) ∼= H∗sing

(
(X × F2)/S1

)
(2.3)

für je zwei S1-Hauptfaserbündel Fk = (Fk, πk, Fk/S1, S1) mit kontrahierbaren Total-
räumen Fk für k ∈ {1, 2}.

Beweis. Wir betrachten die assoziierten Faserbündel FkFl mit Faser Fl für k, l ∈ {1, 2},
k 6= l und identifizieren deren Totalräume Fk ×S1 Fl ∼= Fl ×S1 Fk =: P . Gemäß Satz
2.1.3 existieren globale Schnitte si : Fi/S1 ↪→ P dieser Faserbündel, da ihre Fasern
kontrahierbar und ihre Basen parakompakt sind, und mit Satz 2.1.4 auch zugehörige
S1-äquivariante Abbildungen φk : Fk → Fl, die laut Korollar 2.1.5 folgendes Diagramm
kommutativ machen:

F1

π1
����

φ1

,, F2

φ2

ll

π2
����

F1/S
1

s1 &&
P p2

// //
p1

oooo F2/S
1

s2xx

Wir erhalten somit S1-äquivariante Abbildungen φl ◦ φk : Fk → Fk und da Fk kontra-
hierbar sind, besagt Korollar 2.1.5, dass diese Abbildungen homotop zu den Identitäten
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idFk bezüglich S1-äquivarianter Homotopien h̃k : Fk× I → Fk sind. Wegen der S1-Äqui-
varianz faktorisieren gemäß Bemerkung 1.1.12 die Abbildungen idX ×φk und idX ×h̃k
zu Abbildungen ϕk : (X×Fk)/S1 → (X×Fl)/S1 und hk : (X × Fk)/S1 → (X × Fk)/S1

und es gilt hk0 = id(X×Fk)/S1 sowie hk1 = ϕl◦ϕk. Damit sind (X×F1)/S1 und (X×F2)/S1

homotopieäquivalent, also exisitiert gemäß Korollar 1.2.12 ein Isomorphismus in der Ko-
homologie.

Proposition 2.1.7. Definition 2.1.1 ist eine Verallgemeinerung von Definition 1.2.23,
i.e. falls X = (X, p,X/S1, S1) ein S1-Hauptfaserbündel ist, dann erhalten wir einen
natürlichen Isomorphismus

H∗sing(X/S1) ∼= H∗S1(X). (2.4)

Beweis. Es sei F = (F, π, F/S1, S1) ein S1-Hauptfaserbündel mit kontrahierbarem To-
talraum F . Da X ein S1-Hauptfaserbündel ist, stimmt die S1-äquivariante Kohomologie
H∗S1(X) = H∗sing

(
(X × F )/S1

)
von X mit jener des Totalraumes XF = X ×S1 F des

assoziierten Faserbündels XF = (XF , pF , X/S
1, F ) mit Fasertyp F überein, siehe Defi-

nition 1.1.13. Wir zeigen, dass pF : XF � X/S1 den gewünschten natürlichen Isomor-
phismus induziert.

Da F kontrahierbar ist und X/S1 parakompakt ist, existiert laut Satz 2.1.3 ein globaler
Schnitt s : X/S1 ↪→ XF von XF , i.e. es gilt pF ◦ s = idX/S1 . Wenn wir X/S1 mit
X/S1 × R0 = X ×S1 R0 = XR0 identifizieren, liefern pF ◦ s und die Identität idX/S1

Schnitte des zu R0 assoziierten Faserbündels XR0 und sind deshalb nach Korollar 2.1.5
homotop, i.e. pF ist eine Homotopieäquivalenz und gemäß Proposition 1.2.11 ist somit
p∗F : H∗sing(X/S1)→ H∗sing(XF ) = H∗S1(X) ein Isomorphismus.

Bemerkung 2.1.8. Es sei P := (P, p,B, S1) ein S1-Hauptfaserbündel.
(i) Für jeden parakompakten Raum A bezeichne BS1(A) Menge aller Isomorphieklas-

sen von S1-Hauptfaserbündeln über A, wobei ein Isomorphismus zweier S1-Hauptfaser-
bündel über A ein Isomorphismus der Totalräume ist, der mit den Projektionen kommu-
tiert. Gemäß [Hu94, Theorem 4.10.1] erhalten wir einen kontravarianten Funktor von der
Kategorie der parakompakten, topologischen Räume mit Homotopieklassen von Abbil-
dungen in die Kategorie der Mengen mit Abbildungen, wenn jedem Raum A die Menge
B1
S(A) und jeder stetigen Abbildung f : A → B die Abbildung f∗ : BS1(B)→ BS1(A),
P 7→ f∗P zugeordnet wird.

Insbesondere bedeutet dies, dass homotope Abbildungen f ' g : A → B isomorphe
Pullback Bündel f∗P ∼= g∗P besitzen.

(ii) In [Do63, Theorem 7.5.] wird gezeigt, dass ein S1-Hauptfaserbündel P mit para-
kompakter Basis genau dann einen kontrahierbaren Totalraum besitzt, wenn es folgende
Eigenschaft besitzt: Für jeden parakompakten, topologischen Raum A liefert der eben
erwähnte Funktor einen Isomorphismus. Das bedeutet, dass jeder Totalraum Q eines
S1-Hauptfaserbündels Q = (Q, q,A, S1) isomorph zu einem Pullbackbündel von P ist
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und für je zwei isomorphe Pullbackbündel f∗P ∼= g∗P über A gilt f ' g.

Q
∼= //

q

����

f∗P
f̃ //

pr1
}}}}{{{{{{{{

P

p

����
A

f
// B

(2.5)

Universelle S1-Hauptfaserbündel werden in der Literatur meist über diese Eigenschaft
definiert. Der Isomorphismus in (2.5) ist gemäß [Hu94, Proposition 2.5.5] eindeutig da-
durch bestimmt, dass er das Diagramm kommutativ macht.

Bemerkung 2.1.9. Wir betrachten für J := [0,∞) den Raum der quadratintegrierbaren
Funktionen

L2(J) :=
{
f : J → C :

∫ ∞
0
|f(x)|2dx <∞

}/
∼
,

wobei die Äquivalenzrelation gegeben ist durch f ∼ g, falls f 6= g höchstens auf einer
Menge vom Maß null ist. Dieser ist ein separabler Hilbertraum mit innerem Produkt
(f, g) :=

∫∞
0 f(x)g(x)dx. Dieses induziert eine Norm ‖f‖2 := (f, f) =

∫∞
0 |f(x)|2dx und

damit eine Metrik d(f, g) := ‖f − g‖.
Laut [Ru87, Satz 3.14] liegt der Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Träger

Cc(J ;C) =: Cc(J) dicht in L2(J). Weiters ist gemäß [Ru87, Satz 6.16] der Raum der qua-
dratintegrierbaren Funktionen L2(J) isometrisch isomorph zu seinem Dualraum L2(J)′,
i.e. der Raum der stetigen, linearen Abbildungen L2(J) → C. Der Isomorphismus ist
durch das innere Produkt gegeben

T : L2(J)→ L2(J)′, g 7→
(
Tg := f 7→

∫ ∞
0

f(x)g(x)dx
)

(2.6)

und die Isometrie ‖g‖ = ‖Tg‖ für alle g ∈ L2(J) gilt bezüglich der Operatornorm

‖Tg‖ := sup
‖f‖=1

{|Tg(f)|}.

Proposition 2.1.10. Der Teilraum F := {f ∈ L2(J) : ‖f‖ = 1} ⊆ L2(J) liefert ein
universelles S1-Bündel F = (F, π, F/S1, S1).

Beweis. Die S1 = {z ∈ C : zz̄ = |z|2 = 1} wirkt auf F mittels der Einschränkung der
Skalarmultiplikation von C auf L2(J), denn ‖z · f‖2 =

∫∞
0 |zf(x)|2dx = |z|2‖f‖2 = 1,

also z · f ∈ F für alle z ∈ S1 ⊆ C und f ∈ F . Sie wirkt frei, weil z · f = f klarerweise
z = 1 impliziert.

Es ist L2(J) als metrischer Raum parakompakt und ebenso F als abgeschlossener
Teilraum, siehe etwa [Kr99, Theorem 1.3.8 und 1.3.10]. Da die natürliche Projektion
π : F → F/S1 nach Bemerkung 1.1.9 abgeschlossen ist und laut [En89, Theorem 5.1.33]
solche Abbildungen die Parakompaktheit bewahren, ist F/S1 ebenfalls parakompakt.
Mit Bemerkung 2.1.8 (ii) folgt der Rest der Aussage aus den folgenden zwei Lemmata
2.1.11 und 2.1.12.
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Lemma 2.1.11. Der Teilraum F := {f ∈ L2(J) : ‖f‖ = 1} ⊆ L2(J) ist kontrahierbar.

Beweis. Wir zeigen in zwei Schritten, dass die Identität idF nullhomotop ist, genauer
gesagt, dass sie homotop zur konstanten Abbildung cg : F → F, f 7→ g ist, für ein g ∈ F
mit supp(g) ⊆ [0, 1] mittels der zwei Homotopien:

h1 : F × I → F, h1
t (f) := x 7→

{
0, falls 0 ≤ x < t

f(x− t), falls t ≤ x <∞
(2.7)

h2 : F × I → F, h2
t (f) := cos

(
π
2 t
)
h1

1(f) + sin
(
π
2 t
)
g (2.8)

Es gelten die Identitäten h1
0 = idF und h1

1 = h2
0 und h2

1 = cg. Es bleibt zu zeigen, dass h1

und h2 wirklich stetige Abbildungen in den entsprechenden Räumen sind. Dafür genügt
es zu zeigen, dass diese Abbildungen partiell stetig, i.e. stetig in den einzelnen Variablen
sind, da laut [Kr03, Proposition 3.2.8] partiell stetige Abbildungen zweier Variablen
stetig sind, falls sie gleichmäßig stetig bezüglich einer Variable sind. Letzteres folgt in
unserem Fall aus der Kompaktheit des Intervalles I ⊆ R.

Für h1 gilt ‖h1
t (f)‖2 =

∫∞
0 |h

1
t (f)(x)|2dx =

∫∞
t |f(x− t)|2dx =

∫∞
0 |f(x)|2dx = ‖f‖2 =

1, also h1
t (f) ∈ F für alle t ∈ I und f ∈ F . Mit der Identität ‖h1

t (f)‖ = ‖f‖ und aus
der Linearität der Abbildung h1

t in den f ∈ F folgt die Stetigkeit von h1 in den f ∈ F ,
denn für ein ε > 0 beliebig, gilt ‖h1

t (f1) − h1
t (f2)‖ = ‖h1

t (f1 − f2)‖ = ‖f1 − f2‖ < ε,
falls ‖f1 − f2‖ < δt := ε. Die Stetigkeit in den t ∈ I folgt aus der Tatsache, dass
Cc(J) dicht in L2(J) liegt, siehe Bemerkung 2.1.9. Für jedes f ∈ F gibt es also eine
Funktion fε ∈ Cc(J) ⊆ L2(J) mit ‖f − fε‖ < ε

6 . Mittels der Dreiecksungleichung folgt
dann ‖h1

t (f) − h1
s(f)‖ ≤ ‖h1

t (f) − h1
t (fε)‖ + ‖h1

t (fε) − h1
s(fε)‖ + ‖h1

s(fε) − h1
s(f)‖ =

‖h1
t (f−fε)‖+‖h1

t (fε)−h1
s(fε)‖+‖h1

s(fε−f)‖ < ε
6 +‖h1

t (fε)−h1
s(fε)‖+ ε

6 , wobei wir im
letzten Schritt wieder die Identität ‖h1

t (f)‖ = ‖f‖ verwendet haben. Ohne Beschränkung
der Allgemeinheit sei 0 ≤ t < s ≤ 1, dann gilt ‖h1

t (fε) − h1
s(fε)‖2 =

∫ s
t |fε(x − t)|

2dx +∫∞
s |fε(x − t) − fε(x − s)|

2dx ≤ M2(s − t) +
∫∞
s−t|fε(x) − fε(x − (s − t))|2dx für eine

Konstante M ∈ R. Da fε stetig ist, gibt es ein 0 < δf ≤ ( ε
3M )2, sodass für |s − t| < δf

der letzte Summand kleiner 3( ε3)2 ist und insgesamt

‖h1
t (f)− h1

s(f)‖ < ε

6
+

√
M2

ε2

9M2
+

3ε2

9
+
ε

6
= ε

folgt. Somit ist die Abbildung (2.7) stetig und damit wirklich eine Homotopie.
Für die zweite Abbildung beachten wir, dass h1

1(f)|[0,1) ≡ 0 und supp(g) ⊆ [0, 1] gelten,
und somit folgt

‖h2
t (f)‖ =

∫ ∞
0
|cos

(
π
2 t
)
h1

1(f)(x) + sin
(
π
2 t
)
g(x)|2dx

=
∫ 1

0
|sin

(
π
2 t
)
g(x)|2dx+

∫ ∞
1
|cos

(
π
2 t
)
h1

1(f)(x)|2dx

= sin2
(
π
2 t
) ∫ 1

0
|g(x)|2dx+ cos2

(
π
2 t
) ∫ ∞

1
|h1

1(f)(x)|2dx

= sin2
(
π
2 t
)
‖g‖+ cos2

(
π
2 t
)
‖h1

1(f)‖ = sin2
(
π
2 t
)

+ cos2
(
π
2 t
)

= 1

35



Also ist auch h2
t (f) ∈ F für alle t ∈ I und f ∈ F . Diese Abbildung ist zwar nicht linear in

den f ∈ F , es gilt aber die Identität h2
t (f1)−h2

t (f2) = cos
(
π
2 t
)
h1
t (f1−f2) und damit folgt

die Stetigkeit in den f ∈ F , denn für ein beliebiges ε < 0 ist dann ‖h2
t (f1) − h2

t (f2)‖ =
|cos

(
π
2 t
)
|2‖h1

t (f1 − f2)‖ ≤ ‖f1 − f2‖ < ε für ‖f1 − f2‖ < δt := ε. Die Stetigkeit in den
t ∈ I folgt hier aus der Stetigkeit der Sinus- und der Cosinusfunktion, denn für jedes
f ∈ F gibt es ein δf > 0, sodass |cos(π2 t)− cos(π2 s)| <

ε
2 und |sin(π2 t)− sin(π2 s)| <

ε
2 für

|t− s| < δf . Damit folgt wieder mittels Dreiecksungleichung:

‖h2
t (f)− h2

s(f)‖ = ‖cos
(
π
2 t
)
h1

1(f) + sin
(
π
2 t
)
g − cos

(
π
2 s
)
h1

1(f)− sin
(
π
2 s
)
g‖

= ‖h1
1(f)

(
cos
(
π
2 t
)
− cos

(
π
2 s
))

+ g
(
sin
(
π
2 t
)
− sin

(
π
2 s
))
‖

≤ |cos(π2 t)− cos(π2 s)| · ‖h
1
1(f)‖+ |sin(π2 t)− sin(π2 s)| · ‖g‖

<
ε

2
‖h1

1(f)‖+
ε

2
‖g‖ = ε

Womit nun gezeigt wäre, dass auch die zweite Abbildung (2.8) eine Homotopie ist.

Lemma 2.1.12. Das Quadrupel F = (F, π, F/S1, S1) ist ein S1-Hauptfaserbündel.

Beweis. Es sei g ∈ F beliebig fixiert, dann gilt für Tg ∈ L2(J)′ aus (2.6) Tg(g) = (g, g) =
‖g‖= 1 6= 0 und mit der Stetigkeit von Tg folgt, dass Vg := {f ∈ F : Tg(f) 6= 0}
eine offene Umgebung von g ist. Da die natürliche Projektion π : F � F/S1 nach
Bemerkung 1.1.9 offen ist, ist auch π(Vg) =: Ug eine offene Umgebung von [g] ∈ F/S1.
Es gilt Vg = π−1(π(Vg)) = F |Ug , denn offensichtlich gilt Vg ⊆ F |Ug und umgekehrt
exisiert für f̌ ∈ F |Ug ein f ∈ Vg mit π(f̌) = π(f) und somit ein z ∈ S1 mit f̌ = zf , was
Tg(f̌) = Tg(z ·f) = zTg(f) 6= 0 und damit f̌ ∈ Vg zur Folge hat. Wir werden zeigen, dass
A := T−1

g (1) = {h ∈ L2(J) : Tg(h) = 1} homöomorph zum Orbitraum F/S1 von F ist
und ein S1-äquivarianter Homöomorphismus von Vg nach A×S1 bezüglich der Wirkung
z̃(h, z) = (h, z̃z) für z, z̃ ∈ S1 und h ∈ A existiert, sodass

F F |Ug⊇
π

����

∼=
ϕUg

// A× S1 ∼= Ug × S1

pr1
uuuujjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

F/S1 Ug⊇

(2.9)

kommutiert. Wir betrachten die stetige Abbildung

ϕ : Vg → A× S1, f 7→
(

1
Tg(f) · f,

Tg(f)
|Tg(f)|

)
(2.10)

Es ist per definitionem h ∈ A genau dann, wenn Tg(h) = 1. Aus der C-Linearität von Tg
folgt also für die erste Komponente ϕ1 von ϕ, dass Tg(ϕ1(f)) = Tg(f)−1Tg(f) = 1 für
alle f ∈ Vg gilt, also hat ϕ wirklich Werte in A × S1. Um die Umkehrabbildung von ϕ
anzugeben, beachten wir zuerst, dass nach Bemerkung 2.1.9 ‖Tg‖ = ‖g‖ = 1 und somit
für alle h ∈ A folgt, dass 1 = |Tg(h)| ≤ ‖Tg‖‖h‖ = ‖h‖ gilt. Mit diesem Wissen können
wir die stetige Abbildung

ψ : A× S1 → Vg, (h, z) 7→ z
‖h‖ · h (2.11)
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bilden und aus der Linearität von Tg schließen, dass Tg(ψ(h, z)) = z‖h‖−1Tg(h) 6= 0 für
alle h ∈ A und z ∈ S1 gilt, womit ψ Werte in Vg besitzt. Die Abbildung (2.11) ist offen-
sichtlich S1-äquivariant, denn ψ(z̃(h, z)) = z̃z‖h‖−1 · h = z̃ψ(h, z). Die S1-Äquivarianz
der Abbildung (2.10) folgt wie in Fußnote 6 auf Seite 16, sobald wir gezeigt haben, dass
(2.10) und (2.11) zueinander invers sind, lässt sich aber auch ganz einfach direkt mit
der Linearität von Tg nachrechnen. Aus Letzterer folgt ebenfalls mit Tg(h) = 1 für alle
(h, z) ∈ A× S1

ϕ(ψ(h, z)) =

 1

Tg

(
�

�z‖h‖ · h
)
�

��
z

‖h‖
· h,

Tg

(
z

��‖h‖ · h
)

∣∣∣Tg ( z
��‖h‖ · h

)∣∣∣
 = (h, z 1

|z|) = (h, z)

für alle f ∈ Vg

ψ(ϕ(f)) =
Tg(f)

����|Tg(f)|
1∥∥∥

�
��1

Tg(f) · f
∥∥∥ · 1

Tg(f)
· f = f.

Wir müssen uns jetzt noch davon überzeugen, dass A homöomorph zu Ug ist. Für
die erste Komponente ϕ1 : Vg → A von ϕ gilt ϕ1(z · f) = ϕ1(f), denn wegen der
S1-Äquivarianz von ϕ gilt ϕ(z · f) = zϕ(f) = (ϕ1(f), zϕ2(f)). Damit faktorisiert ϕ1 zu
einer stetigen Abbildung

ϕ̃ : Ug → A, [f ] 7→ 1
Tg(f) · f

mit stetiger Umkehrabbildung

ψ̃ : A→ Ug, h 7→
[

1
‖h‖ · h

]
,

denn für alle h ∈ A gilt mit Tg(h) = 1

ϕ̃(ψ̃(h)) =
1

Tg

(
�

�1‖h‖ · h
)

�
�
�1

‖h‖
· h = h

und für alle [f ] ∈ Ug gilt mit ‖f‖ = 1

ψ̃(ϕ̃([f ])) =

[
1

‖ 1
Tg(f) · f‖

1
Tg(f)

· f

]
=
|Tg(f)|
Tg(f)︸ ︷︷ ︸
∈S1

·[f ] = [f ].

Schlussendlich erhalten wir dadurch auch die Kommutativität in (2.9), denn für alle
f ∈ Vg gilt pr1(ψ̃(ϕ1(f)), ϕ2(f)) = ψ̃(ϕ̃[f ]) = [f ] = π(f).
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2.2 Algebraischer Zugang über die Geometrie

Unser nächstes Ziel ist eine Verallgemeinerung der äquivarianten de Rham Kohomologie
für beliebige Wirkungen der S1 auf glatten Mannigfaltigkeiten M . Zusätzlich soll die-
se für kompakte M bis auf natürliche Isomorphie mit der singulären S1-äquivarianten
Kohomologie H∗S1(M) übereinstimmen. Da zur Bestimmung der de Rham Kohomologie
eine glatte Mannigfaltigkeitsstruktur notwendig ist, können wir nicht ohne weiteres wie
im topologischen Fall für universelle S1-Bündel F die de Rham Kohomologie vom Orbit-
raum (M×F )/S1 bestimmen. Die Idee ist, die notwendigen geometrischen Eigenschaften
mittels algebraischer Eigenschaften des de Rham Komplexes Ω∗(M) zu charakterisieren.

Definition 2.2.1 (Lie Algebra einer Lie Gruppe). Es sei G eine Lie Gruppe und
µg : G→ G, a 7→ ga die Linksmultiplikation mit einem Element aus g ∈ G. Nach Bemer-
kung 1.1.4 (i) sind dies Diffeomorphismen, also können wir den Pullback von Vektorfel-
dern µ∗g : X(G) → X(G) bilden. Wir nennen L(G) := {ξ ∈ X(G) : µ∗gξ = ξ ∀g ∈ G} den
Raum der linksinvarianten Vektorfelder und den Tangentialraum von G beim neutralen
Element e ∈ G bezeichnen wir mit g := Te(G).14

Nach [Ča10, Proposition 1.3] liefert die Zuordnung L(G) → g, ξ 7→ ξ(e) einen linea-
ren Isomorphismus mit inverser Abbildung v 7→ ζv := (g 7→ Teµg(v)) ∈ L(G) für alle
v ∈ g. Ein linksinvariantes Vektorfeld ist somit eindeutig durch die Vorgabe beim neu-
tralen Element bestimmt. Da nach [Ča10, Abschnitt 1.4] die Lie Klammer von linksin-
varianten Vektorfeldern wieder linksinvariant ist, induziert diese eine Lie Klammer auf
dem R-Vektorraum g mittels [u, v] := [ζu, ζv](e), welchen wir die Lie Algebra der Lie
Gruppe G nennen. Dabei ist eine Lie Klammer auf einem Vektorraum eine bilineare,
Abbildung, die antisymmetrisch ist, i.e. [u, v] = −[u, v] und welche die Jacobi Identität
[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0 erfüllt.

Proposition 2.2.2. Es sei G eine Lie Gruppe, dann gibt es für jedes linksinvariante
Vektorfeld ξ ∈ L(G) einen eindeutigen Lie Gruppenhomomorphismus cξ : R → G mit
c′ξ(t) = ξ(cξ(t)). Der Fluss von ξ ist dann durch Flξ : R × G → G, (t, g) 7→ µg(cξ(t))
gegeben, also sind alle linksinvarianten Vektorfelder vollständig.15

Damit lässt sich die so genannte Exponentialabbildung der Lie Gruppe G

expG : g→ G, v 7→ Flζv(1, e) = cζv(1), (2.12)

definieren und diese liefert einen lokalen Diffeomorphismus von einer Umgebung um
0 ∈ g auf eine Umgebung vom neutralen Element e ∈ G.
14Für einen lokalen Diffeomorphismus f : M → N ist die Tangentialabbildung Tf : TM → TM ein

Isomorphismus und wir können den Pullback f∗ξ ∈ X(M) von ξ ∈ X(N) unter f definieren als
f∗ξ := Tf−1 ◦ ξ ◦ f . Die Bedingung µ∗gξ = ξ ist also äquivalent zur Bedingung Tµg ◦ ξ = ξ ◦ µg.
Analog lässt sich für Diffeomorphismen der Pushforward f∗ζ ∈ X(N) von ζ ∈ X(M) unter f definieren
als f∗ζ := Tf ◦ ζ ◦ f−1. Es gilt f∗ ◦ f∗ = idX(N) und f∗ ◦ f∗ = idX(M).

15Der Fluss eines Vektorfeldes ξ ∈ X(M) auf einer glatten Mannigfaltigkeit M ordnet jedem Punkt
x ∈M seine eindeutige, maximale Integralkurve cx : (tx−, t

x
+) ⊆ R→M mit −∞ ≤ tx− < 0 < tx+ ≤ ∞

zu, i.e. cx ist die Lösung zur gewöhnlichen Differenzialgleichung c′x(t) = ξ(cx(t)), cx(0) = x. Es
gilt sogar, dass D(ξ) := {(t, x) : t ∈ (tx−, t

x
+)} ⊆ R × M eine offene Menge, die Flussabbildung

Flξ : D(ξ) → M eine glatte Abbildung und die Eigenschaft Flξ(t + s, x) = Flξ(s,Flξ(t)) erfüllt ist.
Ein Vektorfeld heißt vollständig, falls D(ξ) = R. Für einen Beweis siehe etwa [Mi08, Paragraf I.3.].
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Beweis. Die ersten Teile werden in [Kr10, Lemma 3.4] und [Kr10, Folgerung 3.5] bewie-
sen, dass (2.12) ein lokaler Diffeomorphismus ist, in [Ča10, Theorem 1.8.].

Korollar 2.2.3. Für expG : g→ G, v 7→ cζv(1) gelten für r, t ∈ R folgende Identitäten:

(i) expG(0) = e

(ii) expG(−v) = (expG(v))−1

(iii) expG((t+ r)v) = expG(tv) expG(rv)

Beweis. Die Identitäten (i) bis (iii) können mit [Ba09, Satz 1.2 (3)] nachgerechnet wer-
den. Dort wird für alle v ∈ g und r, t ∈ R bewiesen, dass c1(t) := cζrv(t) = cζv(rt) =:
c2(t) gilt, indem gezeigt wird, dass ci beides Lie Gruppenhomomorphismen sind, die
c′i(t) = ζrv(ci(t)) erfüllen.

Definition 2.2.4 (Graduierte Derivationen). Es sei Ω =
⊕

k∈ZΩk ein Z-graduierter
Vektorraum. Mit Endl(Ω) bezeichnen wir die Endomorphismen vom Grad l, das sind
lineare Abbildungen A : Ω → Ω, für die A(Ωk) ⊆ Ωk+l gilt. Wir nennen die bezüglich
der Verknüpfung von Abbildungen assoziative, Z-graduierte Algebra

End∗(Ω) :=
⊕
l∈Z

Endl(Ω) ⊆ End(Ω),

die graduierten Endomorphismen von Ω. Sofern höchstens endlich viele Ωk 6= 0 nicht
trivial sind, gilt End∗(Ω) = End(Ω). Ist Ω zusätzlich eine Z-graduierte R-Algebra mit
assoziativer Multiplikation ∧, dann erhalten wir eine assoziative Z-graduierte (Lie-) Teil-
algebra von End∗(Ω), genannt die graduierten Derivationen von Ω mittels

Der∗(Ω) :=
⊕
l∈Z

Derl(Ω),

wobei Derl(Ω) ⊆ Endl(Ω) die graduierten Derivationen vom Grad l bezeichnet und das
sind Endomorphismen D vom Grad l, für die folgende Produktregel gilt:

D(u ∧ v) = D(u) ∧ v + (−1)l·|u|u ∧D(v) (2.13)

für alle homogenen Elemente u, v ∈ Ω, wobei wir mit |.| den Grad eines homogenen
Elementes bezeichnen. Allgemein können wir auf einer assoziativen graduierten Algebra
Ω mit Multiplikation ∧ den graduierten Kommutator

[u, v]Ω := u ∧ v − (−1)|u|·|v|v ∧ u (2.14)

für alle homogenen Elemente u, v ∈ Ω definieren. Eine solche ist also genau dann gra-
duiert kommutativ bezüglich der Verknüpfung ∧, falls der graduierte Kommutator von
je zwei Elementen verschwindet. Es lässt sich rein unter der Verwendung von (2.14)
nachrechnen, dass der zugrunde liegende Z-graduierte Vektorraum zusammen mit dem
graduierten Kommutator dann eine graduierte Lie Algebra ist. Das bedeutet, dass eine
bilineare Abbildung [., .] : Ωi × Ωj → Ωi+j existiert, welche graduiert antisymmetrisch
ist, i.e. [u, v] = (−1)|u|·|v|[v, u] und welche die so genannte graduierte Jacobi Identität
(−1)|u|·|w|[u, [v, w]] + (−1)|v|·|u|[v, [w, u]] + (−1)|w|·|v|[w, [u, v]] = 0 erfüllt.
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Beispiel 2.2.5. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann ist der de Rham Komplex
Ω∗(M) mit dem Wedge-Produkt eine assoziative, graduiert kommutative R-Algebra und
das de Rham Differenzial d : Ωk(M)→ Ωk+1(M) eine graduierte Derivation vom Grad 1.
Für die folgenden Resultate in diesem Beispiel kann etwa [Mi08, Paragraf III.9] zum
genaueren Studium herangezogen werden. Für Vektorfelder ξ ∈ X(M) lassen sich noch
weitere Beispiele von Derivationen definieren. Der Insertionsoperator von ξ

ιξ : Ωk(M)→ Ωk−1(M), ιξω(ξ2, . . . , ξk) := ω(ξ, ξ2, . . . , ξk) (2.15)

ist eine Derivation vom Grad −1 und die Lie Ableitung nach ξ

Lξ : Ωk(M)→ Ωk(M), Lξω :=
d

dt

(
(Flξt )

∗ω
)∣∣∣
t=0

(2.16)

eine Derivation vom Grad 0. Wir bezeichnen den graduierten Kommutator bezüglich der
Verknüpfung ◦ von Abbildungen auf Der(Ω∗(M)) ⊆ End(Ω∗(M)) mit [., .], dann gelten
die folgenden fundamentalen, differenzialgeometrischen Identitäten für alle ξ, η ∈ X(M):

[d, d] = 2(d ◦ d) = 0 (D1)
[d, Lξ] = d ◦ Lξ − Lξ ◦ d = 0 (D2)
[d, ιξ] = d ◦ ιξ + ιξ ◦ d = Lξ (D3)

[Lξ, Lη] = Lξ ◦ Lη − Lη ◦ Lξ = L[ξ,η] (D4)

[Lξ, ιη] = Lξ ◦ ιη − ιη ◦ Lξ = ι[ξ,η] (D5)

[ιξ, ιη] = ιξ ◦ ιη + ιη ◦ ιξ = 0 (D6)

Definition 2.2.6 (Fundamentales Vektorfeld). Es sei M eine glatte G-Mannigfaltigkeit
und g die Lie Algebra von G. Für jedes v ∈ g definieren wir das zugehörige fundamentale
Vektorfeld ζ̃v ∈ X(M) auf M mittels

ζ̃v(x) := d
dt

(
λexpG(−tv)(x)

)∣∣
t=0

(2.17)

und bezeichnen die Menge aller dieser Vektorfelder mit F(M) ⊆ X(M). Weiters heißt
die Wirkung der S1 auf M lokal frei, falls alle fundamentalen Vektorfelder mit 0 6= v ∈ g

nirgends verschwinden.

Bemerkung 2.2.7. Es sei M eine G-Mannigfaltigkeit und g die Lie Algebra von G.
(i) Freie Wirkungen sind lokal frei. Wir nehmen indirekt an, dass G frei, aber nicht

lokal frei auf M wirkt. Dann ist für ein x ∈M und ein 0 6= v ∈ g die Abbildung

R→M, t 7→ λexpG(−tv)(x)

auf einer Umgebung I von 0 ∈ R konstant. Dies hat für alle r ∈ I und gr := expG(−rv)
laut Korollar 2.2.3 (i) zur Folge, dass grx = λgr(x) = λg0(x) = λe(x) = x und somit
gr ∈ Gx für alle r ∈ I gilt. Nach Proposition 2.2.2 ist expG ein lokaler Diffeomorphismus
um 0 ∈ R, also folgt Gx 6= {e}, was im Widerspruch dazu steht, dass G frei wirkt.

(ii) Die Zuordnung

g→ F(M), v 7→ ζ̃v (2.18)
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ist nach [Ba09, Satz 1.25] ein Lie Algebrahomomorphismus, i.e. eine lineare Abbildung,
die mit der Lie Klammer in dem Sinne verträglich ist, dass ζ̃[u,v] = [ζ̃u, ζ̃v] gilt. Falls
die Lie Gruppe G lokal frei wirkt, dann ist (2.18) sogar ein Isomorphismus16 und damit
auch L(G) ∼= g ∼= F(M).

(iii) Indem wir (2.18) mit (2.15) und (2.16) aus Beispiel 2.2.5 kombinieren, erhalten
wir lineare Abbildungen:

g→ Der−1(Ω∗(M)), v 7→ ιeζv =: ιv (2.19)

g→ Der0(Ω∗(M)), v 7→ Leζv =: Lv (2.20)

Diese sind für lokal freie Wirkungen nach (ii) injektiv. Für eine Basis v1, v2 . . . , vn von g

definieren wir Li und ιi als die entsprechenden Bilder von vi für alle i ∈ {1, 2, . . . , n}. Die
Li bilden also eine Basis eines Teilvektorraumes g0 ⊆ Der0(Ω∗(M)) und die ιi eine Basis
eines Teilvektorraumes g−1 ⊆ Der−1(Ω∗(M)). Bezeichnen wir mit g1 ⊆ Der1(Ω∗(M))
noch den R-Vektorraum, der vom de Rham Differenzial erzeugt wird, dann liefert die
Einschränkung des Kommutators auf

⊕
k∈Z gk ⊆ Der(Ω∗(M)) mit gk = 0 für alle

k /∈ {−1, 0, 1} eine graduierte Lie Algebra, für die insbesondere die Gleichungen (D1)
bis (D6) gelten. Als nächstes wollen wir diese Konstruktion unabhängig von glatten
Mannigfaltigkeiten M machen.

Definition 2.2.8 (Lie Superalgebra einer Lie Gruppe). Es seien G eine Lie Gruppe
und v1, v2, . . . , vn eine Basis ihrer Lie Algebra g. Mit cki,j bezeichnen wir die Koeffizi-
enten der eindeutigen Darstellung von [vi, vj ] =

∑
k c

k
i,jvk. Sei g̃ :=

⊕
k∈Z gk ein Z-

graduierter R-Vektorraum mit gk = 0 für alle k /∈ {−1, 0, 1} dessen Basiselemente wir
mit L̃1, L̃2, . . . , L̃n ∈ g0, ι̃1, ι̃2, . . . , ι̃n ∈ g−1 und d̃ ∈ g1 bezeichnen. Weiters definieren
wir auf g̃ eine graduierte Lie Klammer [., .]g, indem wir auf den Basiselementen für alle
i, j ∈ {1, 2, . . . , n}

[d̃, d̃]g = 0 (G1)

[d̃, L̃i]g = 0 (G2)

[d̃, ι̃i]g = L̃i (G3)

[L̃i, L̃j ]g =
n∑
k=1

cki,jL̃k (G4)

[L̃i, ι̃j ]g =
n∑
k=1

cki,j ι̃k (G5)

[ι̃i, ι̃j ]g = 0 (G6)

definieren und mit Antisymmetrie und Bilinearität fortsetzen. Die resultierende Algebra
g̃ heißt die Lie Superalgebra der Lie Gruppe G, vgl. [GS99, Seite 13f.].
16In [Ba09, Satz 1.25] wird dies gezeigt, sofern die Zusammenhangskomponente des Einselementes e ∈ G

effektiv wirkt. Dabei heißt eine Wirkung effektiv, wenn deren induzierter Gruppenhomomorphismus
G → Aut(M), g 7→ λg aus Bemerkung 1.1.4 injektiv ist. Falls G lokal frei wirkt, dann ist für jedes
x ∈M sogar evx : G→M, g 7→ gx = λg(x) injektiv auf der Zusammenhangskomponente von e ∈ G.
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Beispiel 2.2.9. Insbesondere interessiert uns der Fall G = S1. Die Lie Algebra s der
S1 ist der Tangentialraum an 1 ∈ S1 und dieser ist isomorph zum eindimensionalen
Vektorraum R. Wir bezeichnen mit ∂ die Basis von s, mit

s̃ :=
⊕
k∈Z

sk

die Lie Superalgebra der S1 und mit ι̃ ∈ s−1, L̃ ∈ s0 und d̃ ∈ s1 deren Basiselemente.
Außerdem schreiben wir L̃v := rL̃ und ι̃v := rι̃ für v = r∂ ∈ s mit r ∈ R. Aus der
Antisymmetrie der Lie Klammer auf s folgt 0 = [∂, ∂]s = c1

1,1∂ und damit vereinfachen
sich die Gleichungen (G1) bis (G6) zu

[d̃, d̃]s = 0 (S1)

[d̃, L̃]s = 0 (S2)

[d̃, ι̃]s = L̃ (S3)

[L̃, L̃]s = 0 (S4)

[L̃, ι̃]s = 0 (S5)
[ι̃, ι̃]s = 0 (S6)

Also [s−1, s1]s = s0 = [s1, s−1]s und [si, sj ]s = 0 sonst.

Definition 2.2.10 (S1-Stern Algebra). Es seien Ω eine assoziative, Z-graduiert kom-
mutative Algebra mit Einselement 1 ∈ Ω0, sodass Ωk = 0 trivial für alle k < 0 sind und
s die Lie Algebra sowie s̃ die Lie Superalgebra der S1. Weiters sei eine Darstellung

ρ : S1 → Aut∗(Ω)

der S1 auf Ω gegeben, i.e. ein Gruppenhomomorphismus, der jedem Element z ∈ S1

einen Algebraisomorphismus ρz : Ω → Ω vom Grad null zuordnet und eine Wirkung
s̃ × Ω → Ω, (D̃, ω) 7→ D̃ω der s̃ als Derivationen, i.e. wir können s̃ mit einem Teilraum
von Der(Ω) identifizieren, resp. die von der Wirkung induzierte Abbildung

s̃→ Der∗(Ω), D̃ 7→ (D := ω 7→ D̃ω)

ist eine lineare Abbildung vom Grad 0, die sich mit den graduierten Lie Klammern
verträgt und somit [D̃i, D̃j ]s 7→ [Di, Dj ]Der(Ω) für alle D̃k ∈ sk mit k ∈ Z erfüllt.

Wir nennen Ω eine S1-Stern Algebra, falls die Darstellung ρ und die Wirkung von s̃

in folgendem Sinn verträglich sind: Für alle v ∈ s, z ∈ S1 und D ∈ sk mit k ∈ Z soll

d

dt

(
ρexpS1 (tv)ω

)∣∣∣
t=0

= Lvω (V1)

[ρz, D]End∗(Ω) = ρz ◦D −D ◦ ρz = 0 (V2)

gelten, wobei wir für (V1) entweder eine passende Topologie auf Ω voraussetzen oder
verlangen, dass jedes Element ω ∈ Ω in einer endlich dimensionalen S1-invarianten
Teilalgebra A ⊆ Ω liegt, i.e. ρz(A) ⊆ A gilt für alle z ∈ S1.
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Eine stetige lineare Abbildung f : Ω→ Π zwischen S1-Stern Algebren heißt S1-Stern
Morphismus vom Grad l, falls sie ein Algebrahomomorphismus ist, sodass f(Ωk) ⊆ Πk+l

und

[ρz, f ]Mor(Ω,Π) := ρΠ
z ◦ f − f ◦ ρΩ

z = 0 (M1)

[D, f ]Mor(Ω,Π) := DΠ ◦ f − (−1)klf ◦DΩ = 0 (M2)

für alle z ∈ S1, D̃ ∈ sk und k ∈ Z gilt. Wir werden auch kurz [ρz, f ] = ρz ◦ f − f ◦ ρz
und [D, f ] = D ◦ f − (−1)klf ◦ D schreiben, sofern keine Verwechslung möglich ist.
Abbildungen die (M1) erfüllen, nennen wir auch S1-äquivariant.

Beispiel 2.2.11. Für jede nichtleere, glatte S1-Mannigfaltigkeit M ist der de Rham
Komplex Ω∗(M) eine S1-Stern Algebra.

Beweis. Nach Bemerkung 1.2.5 ist Ω∗(M) für nichtleere, glatte Mannigfaltigkeiten M
eine assoziative, graduiert kommutative Algebra mit Einselement. Es ist

ρ : S1 → Aut∗(Ω∗(M)), z 7→ (λ−1
z )∗ = λ∗z−1 (2.21)

eine Darstellung der S1, da nach Bemerkung 1.1.4 (i) λz : M → M, x 7→ zx für alle
z ∈ S1 ein Diffeomorphismus auf M ist und damit λ∗z−1 wegen der Funktorialität des
Pullbacks ein Isomorphismus auf Ω∗(M).

Wir ordnen d̃ ∈ s̃ dem de Rham Differenzial zu, welches aufgrund der Leibniz Regel
1.2.1 (iii) eine graduierte Derivation ist. Für die Basis ∂ ∈ s ordnen wir L̃ ∈ s̃ und ι̃ ∈ s̃

den graduierten Derivationen L∂ ∈ Der0(Ω∗(M)) aus (2.20) und ι∂ ∈ Der−1(Ω∗(M)) aus
(2.19) zu und setzen diese Zuordnungen linear auf ganz s̃ fort. Auf diese Weise erhalten
wir nach Bemerkung 2.2.7 (iii) einen Endomorphismus vom Grad 0

〈ι̃〉 ⊕ 〈L̃〉 ⊕ 〈d̃〉 = s̃ −→ 〈ιeζ∂ 〉 ⊕ 〈Leζ∂ 〉 ⊕ 〈d〉 ⊆ Der∗(Ω∗(M)), (2.22)

wobei die Verträglichkeit mit den graduierten Lie Klammern unter dieser Zuordnung ge-
geben ist, da die Lie Klammer auf s gerade so definiert wurde. Wir beachten, dass (2.22)
für lokal freie Wirkungen nach Bemerkung 2.2.7 (iii) injektiv und somit ein Isomorphis-
mus wäre, was im Allgemeinen nicht der Fall sein muss. Zum Beispiel verschwinden für
triviale Wirkungen alle fundamentalen Vektorfelder überall, und damit auch L∂ und ι∂ .

Nun müssen noch (V1) und (V2) gezeigt werden. Laut Korollar 2.2.3 (ii) gilt

d

dt

(
ρexpS1 (tv)ω

)∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
λ∗expS1 (−tv)ω

)∣∣∣
t=0

und mit (2.20) aus Bemerkung 2.2.7 (iii) sowie (2.16) aus Beispiel 2.2.5

Lvω = Leζvω =
d

dt

((
Fl

eζv
t

)∗
ω

)∣∣∣∣
t=0

.

Um (V1) nachzuweisen, genügt es also Fl
eζv
t = λexpS1 (−tv) zu zeigen. Dazu betrachten

wir für x ∈ M die Kurve cx : R → M , t 7→ λexpS1 (−tv)(x). Nach Korollar 2.2.3 (i) gilt
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cx(0) = λexpS1 (0)(x) = λe(x) = idM (x) = x und nach Korollar 2.2.3 (iii) und Bemerkung
1.1.4 (i) folgt

c′x(r) = d
dtcx(t+ r)|t=0 = d

dt(λexpS1 (−(t+r)v)(x))|t=0 =

= d
dt((λexpS1 (−tv) ◦ λexpS1 (−rv))(x))|t=0 = d

dt(λexpS1 (−tv)(cx(r)))|t=0 = ζ̃v(cx(r)),

wobei wir im letzten Schritt die Definition des fundamentalen Vektorfeldes (2.17) ver-
wendet haben. Gemäß Fußnote 15 auf Seite 38 ist cx die eindeutige Integralkurve von ζ̃v
durch x ∈M und somit ist der Fluss von ζ̃v für jedes x gleich cx(t) = λexpS1 (−tv).

Um die Verträglichkeit (V2) der Darstellung mit der Wirkung nachzuweisen, genügt
es, dies auf den Basiselementen nachzurechnen. Für das de Rham Differenzial ist dies
gerade die Natürlichkeit 1.2.1 (iii), denn ρz ◦ d = λ∗z−1 ◦ d = d ◦ λ∗z−1 = d ◦ ρz für alle
z ∈ S1. Weil die S1 abelsch ist, gilt für z1, z2 ∈ S1

ρz1 ◦ ρz2 = λ∗
z−1
1
◦ λ∗

z−1
2

= (λz−1
2
◦ λz−1

1
)∗ = λ∗(z1z2)−1 = ρz1z2 = ρz2z1 = ρz2 ◦ ρz1

und mit (V1), sowie der Linearität von ρz folgt dann für alle z ∈ S1:

(ρz ◦ L∂)(ω) = ρz( ddtρexpS1 (t∂)(ω))|t=0 = d
dt(ρz ◦ ρexpS1 (t∂)(ω))|t=0

= d
dt(ρexpS1 (t∂) ◦ ρz(ω))|t=0 = (L∂ ◦ ρz)(ω).

Als Letztes fehlt jetzt noch die Verträglichkeit von ι∂ mit ρ. Dafür zeigen wir zuerst,
dass für das fundamentale Vektorfeld ζ̃v mit v ∈ s für alle z ∈ S1

λ∗z ζ̃v
14= Tλ−1

z ◦ ζ̃v ◦ λz(x)
(2.17)

= Tλz−1( ddt(λexpS1 (−tv)(λz(x))))|t=0 (2.23)

= d
dt(λz−1 ◦ λexpS1 (−tv) ◦ λz(x))|t=0 = d

dt(λexpS1 (−tv)(x))|t=0 = ζ̃v

gilt, wobei wir im dritten Schritt die Kettenregel und im vierten die Kommutativität
der Multiplikation auf der S1 verwendet haben. Damit folgt nun schlussendlich für alle
ω ∈ Ωk(M), ξ2, ξ3, . . . , ξk ∈ X(M) und z ∈ S1:

(ρz ◦ ι∂)(ω)(ξ2, ξ3, . . . , ξk) = λ∗z−1(ι∂ω)(ξ2, ξ3, . . . , ξk) =
= (ι∂ω)(λ∗zξ2, λ

∗
zξ3, . . . , λ

∗
zξk) = ((2.15),(2.19))

= ω(ζ̃∂ , λ∗zξ2, λ
∗
zξ3, . . . , λ

∗
zξk) =

= ω(λ∗z ζ̃∂ , λ
∗
zξ2, λ

∗
zξ3, . . . , λ

∗
zξk) =

= (λ∗z−1ω)(ζ̃∂ , ξ2, ξ3, . . . , ξk) =
= ι∂(λ∗z−1ω)(ξ2, ξ3, . . . , ξk) = (ι∂ ◦ ρz)(ω)(ξ2, ξ3, . . . , ξk).

Dabei haben wir im zweiten und fünften Schritt verwendet, dass für den Pullback einer
Differenzialform ν ∈ Ωk(N) unter einem Diffeomorphismus f : M → N für Vektorfel-
der η1, η2, . . . , ηk ∈ X(M) gilt f∗ν(η1, η2, . . . , ηk) = ν(f∗η1, f∗η2, . . . , f∗ηk) und gemäß
Fußnote 14 auf Seite 38 λ∗zξ = (λ−1

z )∗ξ = (λz−1)∗ξ gilt.
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Beispiel 2.2.12. Für jede glatte S1-äquivariante Abbildung f : M → N zwischen
glatten Mannigfaltigkeiten ist der Algebrahomomorphismus f∗ : Ω∗(N) → Ω∗(M) ein
S1-Stern Morphismus vom Grad 0.

Beweis. Für äquivariante Abbildungen gilt λz ◦ f = f ◦ λz für alle z ∈ S1 und daraus
folgt (M1), denn für ρz aus (2.21) gilt dann

ρz ◦ f∗ = λ∗z−1 ◦ f∗ = (f ◦ λz−1)∗ = (λz−1 ◦ f)∗ = f∗ ◦ λ∗z−1 = f∗ ◦ ρz.

Für das de Rham Differenzial d ist (M2) gerade die Natürlichkeit 1.2.1 (iv) und für die
Lie Ableitung folgt (M2) aus (V1), (M1) und der Linearität von f∗:

Lv(f∗(ω)) = d
dt(ρexpS1 (tv)(f

∗(ω)))|t=0 = d
dt((f

∗(ρexpS1 (tv)))(ω))|t=0 = f∗(Lv(ω))

Um (M2) für den Insertionsoperator zu zeigen, beachten wir zuerst, dass für die funda-
mentalen Vektorfelder ζ̃Mv auf M und ζ̃Nv auf N zu v ∈ s für alle x ∈M gilt:

Txf(ζ̃Mv (x)) = Txf( ddt(λexpS1 (−tv)(x))|t=0) = d
dt(f ◦ λexpS1 (−tv)(x))|t=0 =

= d
dt(λexpS1 (−tv)(f(x)))|t=0 = ζ̃Nv (f(x))

Dabei haben wir die Kettenregel und die S1-Äquivarianz von f verwendet. Damit folgt
nun für alle ξ2, . . . , ξk ∈ X(M) und x ∈M :

(ιv(f∗ω)x(ξ2, . . . , ξk) = (f∗ω)x(ζ̃Mv , ξ2, . . . , ξk) =

= ωf(x)(Tf ◦ ζ̃Mv , T f ◦ ξ2, . . . , T f ◦ ξk) =

= ωf(x)(ζ̃
N
v ◦ f, Tf ◦ ξ2, . . . , T f ◦ ξk) =

= (ιvω)f(x)(Tf ◦ ξ2, . . . , T f ◦ ξk) = (f∗(ιvω))x(ξ2, . . . , ξk)

Definition 2.2.13. Es sei Ω eine S1-Stern Algebra. Weil 0 = [d̃, d̃] 7→ [d, d] = 2(d ◦ d)
und damit d ◦ d = 0 für d ∈ Der1(Ω) gilt, ist Ω ein Kokettenkomplex und wir können
analog zu Definition 1.2.3 und Bemerkung 1.2.7 für dk := d|Ωk die k-te Kohomologie von
Ω als Hk(Ω) := ker(dk)/ img(dk−1) und die Kohomologie von Ω als

H∗(Ω) :=
⊕
k∈Z

Hk(Ω)

definieren. Für glatte Mannigfaltigkeiten M gilt also H∗(Ω∗(M)) = H∗dR(M).
Einen Kokettenkomplex nennen wir azyklisch, wenn folgende Bedingung erfüllt ist:

Hk(Ω) :=

{
K, falls k = 0
0, sonst

Dabei istK der dem Vektorraum Ω zugrunde liegende Körper. Für kontrahierbare, glatte
Mannigfaltigkeiten M ist Ω∗(M) nach Beispiel 1.2.13 azyklisch.
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Zwei S1-Stern Morphismen f0, f1 : Ω→ Π heißen kettenhomotop, wenn es eine lineare
Abbildung q : Ω → Π vom Grad −1 gibt mit f1 − f0 = d ◦ q + q ◦ d = [d, q], welche
S1-äquivariant ist und [ι, q] = ι ◦ q+ q ◦ ι = 0 erfüllt. So eine Abbildung heißt Kettenho-
motopie und wir schreiben f0 'q f1 oder kurz f0 ' f1. Eine Abbildung f : Ω→ Π heißt
Kettenhomotopieäquivalenz, falls es einen S1-Stern Morphismus g : Π → Ω gibt, sodass
g◦f ' idΩ und f ◦g ' idΠ gilt. Die S1-Stern Algebren Ω und Π nennen wir dann ketten-
homotopieäquivalent und schreiben Ω ' Π. Insbesondere sind Isomorphismen f : Ω→ Π
Kettenhomotopieäquivalenzen, denn für die inverse Abbildung g : Π → Ω von f gilt
g ◦ f − idΩ = 0 = [d, q] und f ◦ g − idΠ = 0 = [d, q] für q = c0 := (ω 7→ 0).

Bemerkung 2.2.14. Es seien Ω und Π zwei S1-Stern Algebren.
(i) Analog zu Bemerkung 1.2.5 (i) induziert die Multiplikation in Ω eine wohldefinierte

Multiplikation in H∗(Ω), weil per definitionem d ∈ Der1(Ω) und d somit nach (2.13)
d(ω∧ ν) = dω∧ ν±ω∧ dν = 0 erfüllt, falls dω = 0 = dν. H∗(Ω) ist also eine assoziative,
graduiert kommutative Algebra mit Einselement.

(ii) Ebenso wie in 1.2.5 (iii) induziert jeder S1-Stern Morphismus f : Ω → Π einen
wohldefinierten Algebrahomomorphismus f∗ : H∗(Ω)→ H∗(Π), [ω] 7→ [f(ω)] nach (M2),
weil mit d ◦ f = f ◦ d auch d(f(ω)) = f(d(ω)) = 0 gilt, falls d(ω) = 0 für ω ∈ Ω.

(iii) Für jede Kettenhomotopie q : Ω→ Π gilt [L, q] = L ◦ q − q ◦ L = 0, denn wegen
(V1) und (M1) gilt: L ◦ q = d

dt(ρexpS1 (t∂)(q(x)))|t=0 = q( ddt(ρexpS1 (t∂)(x))|t=0) = q ◦ L.

Proposition 2.2.15. Die Kohomologie liefert einen kovarianten Funktor von der Kate-
gorie der S1-Stern Algebren und S1-Stern Morphismen in die Kategorie der assoziativen,
graduiert kommutativen R-Algebren mit Einselement und Algebrahomomorphismen.

Insbesondere besitzen isomorphe S1-Stern Algebren isomorphe Kohomologien.

Beweis. Wir beachten, dass die Zusammensetzung zweier S1-Stern Morphismen wieder
einen S1-Stern Morphismus ergibt und damit folgt die Behauptung aus Bemerkung 2.2.14
(i) und (ii), wobei noch die Existenz des Einselementes in der Kohomologie nachgewiesen
werden sollte. Für 1 ∈ Ω0 gilt: d1 = d(1 · 1) = d1 · 1 + 1 · d1 = 2d1, also d1 = 0, also
repräsentiert [1] ∈ H0(Ω) eine Kohomologieklasse.

Korollar 2.2.16 (Kettenhomotopieinvarianz). Zwei kettenhomotope S1-Stern Morphis-
men induzieren dieselbe Abbildung in der Kohomologie und kettenhomotopieäquivalente
Räume haben isomorphe Kohomologien.

Beweis. Es seien f0, f1 : Ω→ Π zwei S1-Stern Morphismen, die kettenhomotop bezüglich
der Kettenhomotopie q : Ω→ Π sind. Für alle k ∈ Z und alle ω ∈ Ωk mit dω = 0 gilt also
(f1− f0)(ω) = (d ◦ q+ q ◦ d)(ω) = d(q(ω)) + 0 für q(ω) ∈ Ωk−1, (f1− f0)(ω) ∈ img(dk−1)
und damit f∗1 ([ω])− f∗0 ([ω]) = [(f1)(ω)]− [f0(ω)] = [(f1 − f0)(ω)] = 0.

Der Rest der Aussage folgt wie in Korollar 1.2.12 mit dem einzigen Unterschied, dass
wir hier gemäß Proposition 2.2.15 einen kovarianten Funktor vorliegen haben. Es gilt hier
also g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f)∗ = id∗Π = idH∗(Π), sofern f und g Kettenhomotopieäquivalenzen
sind.
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Definition 2.2.17 (Basische Elemente). Es sei Ω eine S1-Stern Algebra. Ein β ∈ Ω
heißt basisches Element, falls es folgende Identitäten erfüllt:

L(β) = 0 (B1)
ι(β) = 0 (B2)

Wir nennen ein ω ∈ Ω ein S1-invariantes Element, falls es (B1) erfüllt und ein horizon-
tales Element, falls es (B2) erfüllt. Die Menge aller S1-invarianten Elemente bezeichnen
wir mit ΩS1 und die Menge aller basischen Elemente mit Ωbas.

Bemerkung 2.2.18. Sei Ω eine S1-Stern Algebra.
(i) Die Bedingung L(ω) = 0 ist äquivalent dazu, dass ρz(ω) = ω für alle z ∈ S1.

Für ω ∈ ΩS1 gilt laut (V1) nämlich d
dt(ρexpS1 (t∂)(ω))|t=0 = L(ω) = 0 und damit ist

ρexpS1 (t∂)(ω) konstant auf der S1, weil diese zusammenhängend ist. Da sich jedes Element
z ∈ S1 in der Form expS1(tz∂) für ein tz ∈ R schreiben lässt, gilt ρz(ω) = ρexpS1 (tz∂)(ω) =
ρexpS1 (0)(ω) = ρe(ω) = idΩ(ω) = ω. Umgekehrt folgt mit der letzten Identität, dass
ρexpS1 (t∂) konstant auf der S1 ist, falls ρz(ω) = ω für alle z ∈ S1 und damit folgt, dass
L(ω) = d

dt(ρexpS1 (t∂)(ω))|t=0 = 0 gilt.
(ii) Wir zeigen, dass die S1-invarianten Elemente ΩS1 wieder eine S1-Stern Algebra

bilden. Da L : Ω → Ω eingeschränkt auf ΩS1 per definitionem trivial wirkt, stimmt
nach (i) die Darstellung ρ der S1 eingeschränkt auf ΩS1 mit der identischen Abbildung
idΩS1 überein. Damit ist (V1) genauso wie die Verträglichkeit von ρ und L auf ΩS1

trivialerweise erfüllt. Weiters gilt d(ΩS1) ⊆ ΩS1 und ι(ΩS1) ⊆ ΩS1 , denn mit (S2) gilt
L(dω) = d(L(ω)) = d0 = 0 und mit (S5) gilt L(ι(ω) = ι(L(ω)) = ι(0) = 0. Damit folgt
ebenfalls die Verträglichkeit von d und ι mit ρ, also ist (V2) erfüllt.

(iii) Für eine S1-Stern Algebra Ω gilt d(Ωbas) ⊆ Ωbas, denn für ω ∈ Ωbas gilt nach (S2)
L(dω) = d(Lω) = d0 = 0 und damit laut (S4) auch ι(dω) = L(dω)− d(ιω) = 0− d0 = 0.
Da L und ι per definitionem trivial auf Ωbas wirken und ρz nach (i) als Identität, ist Ωbas

wieder eine S1-Stern Algebra. Damit können wir nun folgende Definition einführen:

Definition 2.2.19 (Basische Kohomologie). Es sei Ω eine S1-Stern Algebra und Ωbas die
Teilalgebra der basischen Elemente. Wir bezeichnen die Faktorräume ker(dkbas)/ img(dk−1

bas )
mit Hk

bas(Ω) := Hk(Ωbas) und nennen sie die k-te basische Kohomologie von Ω und deren
direkte Summe

H∗bas(Ω) :=
⊕
k∈Z

Hk
bas(Ω) = H∗(Ωbas)

die basische Kohomologie von Ω.

Lemma 2.2.20. Es sei M eine glatte S1-Mannigfaltigkeit mit freier Wirkung, dann
induziert die natürliche Projektion p : M � M/S1 einen natürlichen Isomorphismus in
der Kohomologie:

H∗dR(M/S1) ∼= H∗bas(Ω
∗(M)) (2.24)
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Beweis. Nach Korollar 1.1.11 ist p : M � M/S1 ein S1-Hauptfaserbündel, also ins-
besondere eine Submersion. Wir zeigen zuerst, dass p∗ : Ω∗(M/S1) → Ω∗(M) injek-
tiv ist und somit einen Isomorphismus Ω∗(M/S1) ∼= p∗(Ω∗(M/S1)) ⊆ Ω∗(M) liefert.
Da p∗ eine lineare Abbildung ist, genügt es zu zeigen, dass diese Abbildung einen tri-
vialen Kern besitzt. Für beliebige k ∈ Z sei 0 6= ω ∈ Ωk(M/S1), dann gibt es ein
[x] ∈ M/S1 und v1, v2, . . . , vk ∈ T[x](M/S1) mit vi 6= 0, sodass ω[x](v1, v2, . . . , vk) 6= 0.
Da p eine Submersion, also insbesondere Txp surjektiv ist, gibt es w1, w2, . . . , wk ∈ Tx(M)
mit Txp(wi) = vi für alle i ∈ {1, 2, . . . , k}. Wir erhalten (p∗ω)x(w1, w2, . . . , wk) =
ωp(x)(Txp(v1), Txp(v2), . . . , Txp(vk)) = ω[x](v1, v2, . . . , vk) 6= 0, also p∗(ω) 6= 0.

Als nächstes zeigen wir, dass jedes ω ∈ p∗(Ω∗(M/S1)) ein basisches Element in Ω∗(M)
ist, i.e. p∗(Ω∗(M/S1)) ⊆ Ω∗(M)bas. Aus Bemerkung 1.1.9 folgt p ◦λz = p für alle z ∈ S1

und damit gilt ρz(p∗(ω)) = λ∗z−1(p∗(ω)) = (p ◦ λz−1)∗(ω) = p∗(ω), was nach Bemerkung
2.2.18 (i) äquivalent zu (B1) ist. Aus der Identität

Tp ◦ ζ̃v(x) = Tp ◦ d
dt(λexpS1 (tv)(x))|t=0 = d

dt(p ◦ λexpS1 (tv)(x))|t=0 = d
dt(p(x))|t=0 = 0

folgt ι∂(p∗ω)x(ξ2, . . . , ξk) = (p∗ω)x(ζ̃∂ , ξ2, . . . , ξk) = ωp(x)(Tp ◦ ζ̃∂ , Tp ◦ ξ2, . . . , Tp ◦ ξk) =
ω[x](0, Tp ◦ ξ2, . . . , Tp ◦ ξk) = 0, also gilt auch (B2).

Umgekehrt müssen wir nun zeigen, dass jedes β ∈ Ωk(M)bas Bild einer Differenzialform
β̃ ∈ Ωk(M/S1) unter p∗ ist, i.e. für alle x ∈M und ξ1, ξ2, . . . , ξk ∈ X(M) soll gelten:

βx (ξ1(x), . . . , ξk(x)) = β̃[x] (Txp(ξ1(x)), . . . , Txp(ξk(x))) (2.25)

Da p : M � M/S1 eine Submersion ist, können wir (2.25) als Definition für β̃ verwenden,
sobald wir gezeigt haben, dass (2.25) nicht von den gewählten Urbildern abhängt. Seien
ξ1, . . . , ξk, η1, . . . , ηk,∈ X(M) mit Txp(ξi(x)) = Txp(ηi(x)). Aus der Linearität von Txp
folgt 0 = Txp((ξi − ηi)(x)). In [Ba09, Satz 3.1] wird gezeigt, dass es dann vi ∈ s in der
Lie Algebra der S1 gibt mit (ξi − ηi)(x) = ζ̃vi(x). Mit ιv1(β) = 0 folgt:

β(ξ1, . . . , ξk)− β(η1, . . . , ηk) = ιv1β(ζ̃v2(x), . . . , ζ̃vk(x)) = 0 (2.26)

Und weil β linear ist, hängt es somit nicht von den gewählten Vektorfeldern ab. Aus
L(β) = 0 folgt mit Bemerkung 2.2.18 (i) für alle z ∈ S1:

βx (ξ1(x), . . . , ξk(x)) = λ∗zβx (ξ1(x), . . . , ξk(x)) = βzx (Txλz(ξ1(x)), . . . , Txλz(ξkzx)))

Und da gemäß Bemerkung 1.1.9 Tzxp ◦ Txλz = Txp gilt, folgt mit (2.26), dass β̃ über
(2.25) wohldefiniert ist und p∗β̃ = β erfüllt.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass Ω∗(M)bas = p∗(Ω∗(M/S1)) ∼= Ω∗(M/S1) gilt.
Aus Proposition 2.2.15 folgt damit, dass

H∗bas(Ω
∗(M)) = H∗(Ω∗(M)bas) ∼= H∗(Ω∗(M/S1)) = H∗dR(M/S1)

ein Isomorphismus ist.
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Bemerkung 2.2.21. Die basische Kohomologie liefert also für freie Wirkungen der
S1 eine Verallgemeinerung der S1-äquivarianten Kohomologie H∗S1(M) = H∗dR(M/S1)
glatter Mannigfaltigkeiten M , siehe Definition 1.2.23. Wir wollen aber eine Kohomologie
für beliebige Wirkungen der S1 aufM definieren, die für kompakte Mannigfaltigkeiten bis
auf Isomorphie mit der singulären S1-äquivarianten Kohomologie von M übereinstimmt,
siehe Definition 2.1.1. Letztere ist für ein universelles S1-Bündel (F, π, F/S1, S1) definiert
als die S1-äquivariante Kohomologie des Produktes M × F , auf dem die S1 dann frei
wirkt.

Wir müssen versuchen, diese Konstruktion im algebraischen Setting zu imitieren. Das
Produkt der Räume übersetzt sich gemäß dem Künneth Theorem 1.2.14 in ein Tensorpro-
dukt von S1-Stern Algebren und die Kontrahierbarkeit von Räumen laut Beispiel 1.2.13
in die Azyklizität von S1-Stern Algebren. Freie Wirkungen lassen sich jedoch schwer mit-
tels Eigenschaften von S1-Stern Algebren charakterisieren. Wie sich herausstellen wird,
genügt es, sich auf lokal freie Wirkungen zu beschränken, um eine Verallgemeinerung zu
erhalten.

Definition 2.2.22 (Zusammenhangselement). Es sei Ω eine S1-Stern Algebra. Ein Ele-
ment θ ∈ Ω1 vom Grad 1 heißt Zusammenhangselement, falls es die Identitäten

ι(θ) = 1 (Z1)
L(θ) = 0 (Z2)

erfüllt. Nach Bemerkung 2.2.18 (i) bedeutet (Z2), dass θ invariant unter der Wirkung
der S1 ist. Falls Ω ein Zusammenhangselement besitzt, sagen wir, dass Ω Bedingung (Z)
erfüllt.

Bemerkung 2.2.23. Es sei M eine glatte S1-Mannigfaltigkeit.
(i) Für Ω∗(M) ist die Existenz eines Elementes θ ∈ Ω1(M), welches (Z1) erfüllt,

äquivalent dazu, dass die Wirkung der S1 lokal frei auf M ist. Um dies einzusehen,
verwenden wir die Tatsache, dass eine Riemann-Metrik17 g : X(M)×X(M)→ C∞(M,R)
einen linearen Isomorphismus zwischen den Vektorfeldern und den 1-Formen auf M
mittels der Zuordnung ] : X(M) → Ω1(M), ξ 7→ (ξ] := η 7→ g(ξ, η)) liefert und wir
bezeichnen die Inverse Zuordnung mit [ : Ω1(M) → X(M), ω 7→ ω[. Dabei ist ω[ das
eindeutige Vektorfeld, für welches g(ω[, η) = ω(η) gilt. Mit Beispiel 2.2.11 erhalten wir
somit die Identität

(ι∂θ)x = θx(ζ̃∂(x)) = gx(θ[(x), ζ̃∂(x)) ∈ R (2.27)

für alle x ∈M und θ ∈ Ω1(M). Mit (2.27) sehen wir, dass die Existenz einer Differenzial-
form θ ∈ Ω1(M), welche Bedingung (Z1) erfüllt, zur Folge hat, dass das fundamentale
Vektorfeld ζ̃∂ nirgends verschwindet. Falls umgekehrt die S1 lokal frei auf M wirkt, liefert
ζ̃[∂ =: θ ∈ Ω1(M) eine 1-Form, die Bedingung (Z1) erfüllt.

17Jede parakompakte Mannigfaltigkeit M besitzt eine Riemann-Metrik, i.e. ein glattes (0,2)-Tensorfeld
g, das jedem Punkt x ∈M ein Skalarprodukt TxM × TxM → R zuordnet. Details können in [Mi08,
Paragraf V.22] gefunden werden.
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(ii) Falls die S1 lokal frei auf M wirkt, dann erfüllt Ω∗(M) Bedingung (Z). Nach (i)
ist dies äquivalent zur Existenz eines Elementes θ̃ ∈ Ω1(M), welches (Z1) erfüllt. Im
Allgemeinen wird dieses nicht (Z2) erfüllen, dies kann jedoch immer erreicht werden,
wenn es über die S1 wie folgt gemittelt wird:

θ :=
∫
S1

ρz(θ̃)dz :=
∫ 1

0
ρe2πit(θ̃)dt

Mit dieser Definition gilt
∫
S1 dz = 1 und ρz(θ) = θ für alle z ∈ S1, denn für ein

zs = e2πis ∈ S1 gilt:

ρzs(θ) = ρe2πis ◦
∫ 1

0
ρe2πit(θ̃)dt =

∫ 1

0
ρe2πis ◦ ρe2πit(θ̃)dt =

=
∫ 1

0
ρe2πi(s+t)(θ̃)dt =

∫ s+1

s
ρe2πit(θ̃)dt

(?)
=
∫ 1

0
ρe2πit(θ̃)dt = θ

Dabei haben wir im zweiten Schritt die Linearität von ρzs verwendet und im fünften
Schritt haben wir substituiert. Im sechsten Schritt haben wir die Periode der Abbildung
t 7→ e2πit verwendet. Allgemein gilt für eine integrierbare Funktion f : R → B mit
Periode p ∈ R für alle r ∈ (0, p):∫ r+p

r
f(x)dx =

∫ p

r
f(x)dx+

∫ r+p

p
f(x)dx = (?)

=
∫ p

r
f(x) +

∫ r

0
f(x+ p)︸ ︷︷ ︸

=f(x)

dx =
∫ p

0
f(x)dx

(iii) Die Bedingung (Z) für eine S1-Stern Algebra ist also unser Pendant zu lokal freien
Wirkungen der S1 auf Mannigfaltigkeiten. Wie in Bemerkung 2.2.21 besprochen, müssen
wir noch Tensorprodukte von S1-Stern Algebren behandeln, um eine Verallgemeinerung
der S1-äquivarianten Kohomologie für beliebige S1 Wirkungen zu erhalten.

Definition 2.2.24 (Tensorprodukt). Es seien Ω und Π zwei K-Vektorräume. Das Ten-
sorprodukt von Ω und Π ist ein Vektorraum Ω ⊗ Π zusammen mit einer bilinearen
Abbildung ⊗ : Ω×Π→ Ω⊗Π, welcher die universelle Eigenschaft erfüllt, dass für jeden
K-Vektorraum A und jede bilineare Abbildung a : Ω × Π → A genau eine bilineare
Abbildung α : Ω×Π→ Ω⊗Π exisitert, welche folgendes Diagramm kommutativ macht:

Ω×Π
⊗ //

a
##FFFFFFFFF
#

Ω⊗Π

A
{{ ∃!α

x
x

x
x

x

(2.28)

Es gilt also a(ω, π) = α(ω ⊗ π) für alle ω ∈ Ω und π ∈ Π.
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Bemerkung 2.2.25. Es seien Ω und Π zwei Z-graduierte K-Vektorräume.
(i) In [JS06, Lemma VII.10.2.] wird gezeigt, dass das Tensorprodukt bis auf Isomorphie

durch die universelle Eigenschaft (2.28) eindeutig bestimmt ist und dessen Existenz wird
in [JS06, Satz VII.10.3.] nachgewiesen.

(ii) Laut [JS06, Satz VII.10.7.] erhalten wir für ω = (ωi)i∈Z ∈ Ω =
⊕

i∈ZΩi und
π = (πj)j∈Z ∈ Π =

⊕
j∈ZΠj einen Isomorphismus:

Ω⊗Π
∼=→
⊕
i+j=k

(Ωi ⊗Πj), (ω ⊗ π) 7→ (ωi ⊗ πj)i+j=k

(iii) Falls (Ω, ·) und (Π, ◦) graduierte Algebren sind, dann wird mit

(ω1 ⊗ π1) ∧ (ω2 ⊗ π2) := (−1)|ω2|·|π1|(ω1 · ω2)⊗ (π1 ◦ π2) (2.29)

(Ω ⊗ Π,∧) zu einer graduierten Algebra. Sie ist assoziativ resp. graduiert kommutativ,
falls es (Ω, ·) und (Π, ◦) sind. Im Falle der Existenz von Einselementen 1Ω ∈ Ω0 und
1Π ∈ Π0 liefert 1 := 1Ω ⊗ 1Π ∈ Ω0 ⊗Π0 ∼= (Ω⊗Π)0 ein Einselement von Ω⊗Π.

(iv) Für lineare Abbildungen Z-graduierter Algebren b : Ω1 → Ω2 vom Grad k und
c : Π1 → Π2 vom Grad l gibt es genau eine Abbildung b ⊗ c : Ω1 ⊗ Π1 → Ω2 ⊗ Π2

mit (b ⊗ c)(ω ⊗ π) = b(ω) ⊗ c(π) für alle ω ∈ Ω1 und π ∈ Π1, denn die Abbildung
Ω1 × Π1 → Ω2 ⊗ Π2, (ω, π) 7→ b(ω) ⊗ c(π) ist bilinear, also gilt die Behauptung nach
(2.28). Der Grad der Abbildung b⊗ c ist k + l, denn für ω ⊗ π ∈ Ωi

1 ⊗Πj
1 ⊆ (Ω⊗Π)i+j

ist b(ω)⊗ c(π) ∈ Ωi+k
2 ⊗Πj+l

2 ∈ (Ω⊗Π)(i+j)+(k+l).
(v) Wir betrachten die Endomorphismen auf Ω und Π aus Definition 2.2.4. Mit der

Multiplikation aus (iii) bezüglich der Verknüpfungen können wir End∗(Ω) ⊗ End∗(Π)
als assoziative, graduierte Teilalgebra von End∗(Ω ⊗ Π) auffassen. Dies wird in [GS99,
Paragraf 2.2, Seite 16] nachgerechnet.

Lemma 2.2.26. Das Tensorprodukt zweier S1-Stern Algebren ist wieder eine S1-Stern
Algebra. Falls eine Bedingung (Z) erfüllt, dann gilt dies auch für das Tensorprodukt.

Beweis. Es seien Ω und Π zwei S1-Stern Algebren. Nach Bemerkung 2.2.25 (iii) ist deren
Tensorprodukt Ω⊗Π eine assoziative, graduiert kommutative Algebra mit Einselement.

Für jedes z ∈ S1 sind ρΩ
z : Ω → Ω und ρΠ

z : Π → Π lineare Abbildungen vom Grad
0, also gibt es nach Bemerkung 2.2.25 (iv) für jedes z ∈ S1 eine eindeutige Abbildung
ρz : Ω ⊗ Π → Ω ⊗ Π, ω ⊗ π 7→ ρΩ

z (ω) ⊗ ρΠ
z (π) vom Grad 0. Diese Abbildungen liefern

einen Gruppenhomomorphismus ρ : S1 → Aut∗(Ω⊗Π), z 7→ ρz, denn es gilt:

ρz1z2(ω ⊗ π) = ρΩ
z1z2(ω)⊗ ρΠ

z1z2(π) =

= ρΩ
z1

(
ρΩ
z2(ω)

)
⊗ ρΠ

z1

(
ρΠ
z2(π)

)
=

= ρz1
(
ρΩ
z2(ω)⊗ ρΠ

z2(π)
)

= ρz1 (ρz2(ω ⊗ π))

Damit folgt ρz◦ρz−1 = ρe = ρz−1 ◦ρz und ρe(ω⊗π) = ρΩ
e (ω)⊗ρΠ

e (π) = idΩ(ω)⊗idΠ(π) =
idΩ⊗Π(ω ⊗ π), wobei die letzte Umformung nach Bemerkung 2.2.25 (iv) gilt.
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Für D̃ ∈ s̃k definieren wir auf den homogenen Elementen ωi⊗πj ∈ Ωi⊗Πj ⊆ (Ω⊗Π)i+j ,
siehe Bemerkung 2.2.25 (ii):

DΩ⊗Π(ωi ⊗ πj) := DΩ(ωi)⊗ πj + (−1)kiωi ⊗DΠ(πj) (2.30)

Damit wird D := DΩ⊗Π zu einer Derivation bezüglich der von Ω und Π am Tensorpro-
dukt induzierten Multiplikation, siehe Bemerkung 2.2.25 (iii), erfüllt also:

D ((ωi ⊗ πj) ∧ (ωm ⊗ πn)) =D(ωi ⊗ πj) ∧ (ωm ⊗ πn) + (−1)k(i+j)(ωi ⊗ πj) ∧D(ωm ⊗ πn)

Um dies zu zeigen werden lediglich die Definitionen (2.29) und (2.30) sowie die Deriva-
tionseigenschaft (2.13) von DΩ und DΠ benötigt. Dies liefert also eine Wirkung der Lie
Superalgebra s̃ der S1 auf dem Tensorprodukt.

Da das Tensorprodukt eine bilineare Abbildung ist und Ω sowie Π jeweils (V1) erfüllen,
folgt für alle v ∈ s und ωi ⊗ πj ∈ Ωi ⊗Πj

d

dt

(
ρexpS1 (tv)(ωi ⊗ πj)

)∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
ρΩ

expS1 (tv)ωi ⊗ ρ
Π
expS1 (tv)πj

)∣∣∣
t=0

=

=
d

dt

(
ρΩ

expS1 (tv)ωi

)∣∣∣
t=0
⊗ πj + ωi ⊗

d

dt

(
ρΠ

expS1 (tv)πj

)∣∣∣
t=0

= LΩ
v ωi ⊗ πj + ωi ⊗ LΠ

v πj

= LΩ
v ωi ⊗ πj + (−1)0·iωi ⊗ LΠ

v πj
(2.30)

= LΩ⊗Π
v (ωi ⊗ πj)

und somit gilt (V1) für Ω ⊗ Π. Aus der Linearität von ρz für alle z ∈ S1 und weil Ω
sowie Π jeweils (V2) erfüllen, folgt für alle z ∈ S1, D̃ ∈ s̃ sowie ωi ⊗ πj ∈ Ωi ⊗Πj

(D ◦ ρz)(ωi ⊗ πj) = D(ρΩ
z (ωi)⊗ ρΠ

z (πj))
(2.30)

=

= DΩ(ρΩ
z (ωi))⊗ ρΠ

z (πj) + (−1)kiρΩ
z (ωi)⊗DΠ(ρΠ

z (πj))
(V2)
=

= (ρΩ
z (DΩ(ωi)))⊗ ρΠ

z (πj) + (−1)kiρΩ
z (ωi)⊗ (ρΠ

z (DΠ(πj))) =

= ρz(DΩ(ωi)⊗ πj) + (−1)kiρz(ωi ⊗ (DΠ(πj))) =

= ρz

(
(DΩ(ωi)⊗ πj) + (−1)kiωi ⊗DΠ(πj)

)
= (ρz ◦D)(ωi ⊗ πj)

und damit gilt (V2) für Ω⊗Π. Insgesamt haben wir also gezeigt, dass das Tensorprodukt
zweier S1-Stern Algebren wieder eine ist und es bleibt zu zeigen, dass es Bedingung (Z)
erfüllt, sofern dies für Ω oder Π gilt.

Es erfülle Π Bedingung (Z), i.e. es existiert ein θ ∈ Π1 mit ιΠ(θ) = 1 und LΠ(θ) = 0.
Wir behaupten, dass 1⊗ θ ∈ Ω0⊗Π1 ⊆ (Ω⊗Π)1 ein Zusammenhangselement von Ω⊗Π
ist. Für alle ω gilt DΩ(ω) = DΩ(1 · ω) = DΩ(1) · ω + 1 · DΩ(ω) = DΩ(1) · ω + DΩ(ω),
also folgt D(1) = 0 für alle D̃ ∈ s̃. Damit folgen die beiden Identitäten:

ι(1⊗ θ) = ιΩ(1)⊗ θ + 1⊗ ιΠ(θ) = ιΠ(θ) = 1

L(1⊗ θ) = LΩ(1)⊗ θ + 1⊗ LΠ(θ) = LΠ(θ) = 0

Also ist dies ein Zusammenhangselement, i.e. Ω⊗Π erfüllt Bedingung (Z). Ähnlich lässt
sich dies zeigen, falls Ω Bedingung (Z) erfüllt.
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Definition 2.2.27 (S1-äquivariante de Rham Kohomologie). Es seien Λ eine azyklische
S1-Stern Algebra, die Bedingung (Z) erfülle und Ω eine beliebige S1-Stern Algebra. Mit
H∗S1(Ω) := H∗bas(Ω ⊗ Λ) bezeichnen wir die S1 äquivariante Kohomologie von Ω. Für
eine glatte S1-Mannigfaltigkeit M nennen wir

H∗S1(Ω∗(M)) = H∗bas(Ω
∗(M)⊗ Λ) = H∗((Ω∗(M)⊗ Λ)bas)

die S1-äquivariante de Rham Kohomologie von M .

Bemerkung 2.2.28. Wie in Paragraf 2.1 müssen wir noch zeigen, dass azyklische
S1-Stern Algebren existieren, die Bedingung (Z) erfüllen, dass Definition 2.2.27 un-
abhängig von der Wahl der azyklischen S1-Stern Algebren und eine Verallgemeinerung
der Definition 1.2.23 ist. Außerdem wollen wir zeigen, dass dieser hier eingeführte Begriff
für kompakte, glatte Mannigfaltigkeiten mit Definition 2.1.1 aus dem vorigen Paragrafen
bis auf natürliche Isomorphie übereinstimmt. Mit diesen Aufgaben werden wir uns im
nächsten Kapitel dieser Arbeit beschäftigen.
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3 Äquivariante Version des de Rham
Theorems

Im letzten Kapitel dieser Arbeit soll die folgende äquivariante Version des de Rham
Theorems bewiesen werden:

Theorem 3.0.1. Es sei M eine kompakte, glatte S1-Mannigfaltigkeit, dann stimmt die
S1-äquivarianten de Rham Kohomologie von M mit der singulären S1-äquivariante Ko-
homologie von M überein, i.e. es existiert ein natürlicher Isomorphismus:

H∗S1(Ω∗(M)) ∼= H∗S1(M) (3.1)

Für die singuläre S1-äquivariante Kohomologie von M benötigen wir einen kontrahier-
baren Raum F mit einer freien S1-Wirkung und parakompaktem Orbitraum F/S1 und
für die S1-äquivariante de Rham Kohomologie von M eine azyklische S1-Stern Algebra
Λ, welche Bedingung (Z) erfüllt. Wir werden im ersten Paragrafen F und Λ aus den
Sphären S2k+1 ⊆ Ck ungerader Dimension derart konstruieren, dass sie in einer Bezie-
hung zueinander stehen, die es uns erlauben wird, deren Kohomologien zu vergleichen
und zeigen damit insbesondere, dass azyklische S1-Stern Algebren mit Bedingung (Z)
existieren.

Im zweiten Paragrafen werden wir zeigen, dass es den oben erwähnten natürlichen
Isomorphismus zwischen den beiden Modellen der äquivarianten Kohomologie gibt. Ein
zentrales Resultat mit dem wir dessen Existenz in Bemerkung 3.2.5 verifizieren, beweisen
wir in Korollar 3.2.10 am Ende dieser Arbeit. Dieses liefert in Korollar 3.2.11 insbeson-
dere die Unabhängigkeit der Definition 2.2.27 von der gewählten azyklischen S1-Stern
Algebra und zeigt in Korollar 3.2.12, dass Definition 2.2.27 eine Verallgemeinerung von
Definition 2.1.1 ist.

3.1 Limiten

Mit K bezeichnen wir in diesem Paragrafen die Kategorie topologischer Räume mit
stetigen Abbildungen resp. die Kategorie von Vektorräumen mit linearen Abbildungen.

Definition 3.1.1 (Direkter Limes). Für eine gerichtete18 Menge I seien Ak mit k ∈ I
eine Familie von Objekten einer Kategorie K und αk,l : Ak → Al für k ≤ l Morphismen,
18Eine Menge I heißt gerichtete Menge, wenn es eine Relation ≤ gibt, die reflexiv, transitiv, antisymme-

trisch und nach oben filtrierend ist. Eine Relation ≤ auf einer Menge I heißt reflexiv, falls k ≤ k für
alle k ∈ I gilt, transitiv, falls aus k ≤ l und l ≤ m stets k ≤ m folgt, antisymmetrisch, falls aus k ≤ l
und l ≤ k stets k = l folgt, und (nach oben) filtrierend, falls für je zwei k, l ∈ I ein m ∈ I existiert,
für das k ≤ m und l ≤ m gilt.
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die αk,k = idAk und αl,m ◦αk,l = αk,m für alle k ≤ l ≤ m erfüllen. Die Familie {Ak, αk,l}
nennen wir auch direkt gerichtetes System. Der direkte Limes lim−→{Ak, αk,l}k,l∈I eines
direkt gerichteten Systems ist ein Objekt A ∈ K derselben Kategorie zusammen mit
Morphismen ak : Ak → A, die ak = al ◦ αk,l erfüllen, sodass folgende universelle Ei-
genschaft gilt: Für jedes Objekt C ∈ K zusammen mit Morphismen ck : Ak → C, die
ebenfalls ck = cl ◦ αk,l erfüllen, existiert ein eindeutiger Morphismus γ : A → C, für den
ck = γ ◦ ak gilt, also folgendes Diagramm für alle k ≤ l ≤ m kommutiert:

lim−→An

∃!γ

���
�
�
�

Ak

GF EDαk,m

��

GF ED
αk,l

��
ak

44iiiiiiiiiiii

ck ++VVVVVVVVVVVVVVV

@A BC
αk,l

OOAl

al
jjUUUUUUUUUUUU αl,m //

clsshhhhhhhhhhhhhhh Am

C

(3.2)

Im Existenzfall schreiben wir lim−→{Ak, αk,l} = {A, ak} oder kurz lim−→An = A. Der direkte
Limes wird auch als induktiver Limes oder Kolimes bezeichnet.

Für eine beliebige Menge I ist das Koprodukt der Ak ein Objekt
∐
n∈I An ∈ K zusam-

men mit Morphismen ιk : Ak →
∐
An, sodass folgende universelle Eigenschaft erfüllt

ist: Für jedes Objekt E ∈ K zusammen mit Morphismen ek : Ak → E gibt es einen
eindeutigen Morphismus e :

∐
An → E , sodass ek = e ◦ ιk für alle k ∈ I gilt und somit

für alle k, l ∈ I folgendes Diagramm kommutativ macht:∐
An

∃!e

���
�
�
�

Ak

ιk 88qqqqqq

ek ''NNNNNNNN Al

ιlffMMMMMM

elwwpppppppp

E

(3.3)

Die Ak können als Teilmengen des Koproduktes aufgefasst werden, denn für jedes feste
k ∈ I gibt es für E = Ak, ek = idAk und el beliebig für alle l ∈ I genau eine Abbildung
e :
∐
An → Ak mit idAk = e ◦ ιk, also ist ιk injektiv. Mengentheoretisch lässt sich das

Koprodukt somit als disjunkte Vereinigung aller Ak beschreiben.

Bemerkung 3.1.2. Wir können den direkten Limes eines direkt gerichteten Systems
{Ak, αk,l}k,l∈I mengentheoretisch als Quotient des Koproduktes der Ak realisieren. Mit-
tels der Morphismen αk,l führen wir auf

∐
An eine Äquivalenzrelation ∼ ein, indem wir

x ∈ Ak und y ∈ Al aufgefasst als Elemente in
∐
An äquivalent nennen, falls es ein m ∈ I

gibt, sodass αk,m(x) = αl,m(y) ∈ Am gilt. Als nächstes zeigen wir:

lim−→An =
(∐

An

)/
∼

(3.4)

Wir bezeichnen die natürliche Projektion auf den Quotientenraum mit p, den Quoti-
entenraum mit A := (

∐
An)/∼ und zeigen, dass A zusammen mir den Morphismen
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ak := p ◦ ιk = p|Ak : Ak → A die universelle Eigenschaft (3.2) erfüllt.

∐
An

p
����

c

��

(
∐
An)/∼

γ
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::
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Beweis. Nach der universellen Eigenschaft des Koproduktes (3.3) ist p der eindeutige
Morphismus, der ak = p ◦ ιk = p|Ak erfüllt. Es gilt dann ak(x) = al ◦ αk,l(x) für jedes
x ∈ Ak und alle l ∈ I mit k ≤ l, denn x ∼ αk,l(x) =: y ∈ Al mit m = l und damit
ak(x) = p(x) = p(y) = al(y) = al(αk,l(x)).

Für jedes Objekt C ∈ K und Morphismen ck : Ak → C mit ck = cl ◦ αk,l für alle k ≤ l
gibt es wieder nach (3.3) genau einen Morphismus c :

∐
An → C mit ck = c ◦ ιk = c|Ak .

Dieser faktorisiert zu einem Morphismus c̃ : A → C für den c = c̃ ◦ p gilt, denn für
alle x ∼ y gibt es ein m ∈ I mit k, l ≤ m, sodass c(x) = ck(x) = cm(αk,m(x)) =
cm(αl,m(y)) = cl(y) = c(y) ist. Außerdem erfüllt er ck = c ◦ ιk = c̃ ◦ p ◦ ιk = c̃ ◦ ak.
Sei nun γ : A → C ein weiterer Morphismus, der γ ◦ ak = ck erfüllt, dann folgt aus
ck = γ ◦ ak = γ ◦ p ◦ ιk wegen der Eindeutigkeit von c, dass γ ◦ p = c = c̃ ◦ p und damit,
weil p surjektiv ist, γ = c̃ gelten muss.

Beispiel 3.1.3. Es sei I eine beliebige Indexmenge.
(i) Das Koprodukt topologischer Räume Xk mit k ∈ I ist die disjunkte Vereinigung⊔
Xn :=

⋃
n∈I{n} × Xn zusammen mit den Inklusionen ιk : Xk ↪→

⊔
Xn, x 7→ (k, x)

und trägt die finale Topologie bezüglich der ιk, i.e. die feinste Topologie, sodass noch
alle ιk stetig sind. Eine Funktion f :

⊔
Xn → Y ist also genau dann stetig, wenn es alle

f ◦ ιk sind. Damit die wie in Bemerkung 3.1.2 konstruierte Menge X mit Abbildungen
fk : Ak → X eines direkt gerichteten Systems {Xk, fk,l} der Kategorie topologischer
Räume zu einem topologischen Raum mit stetigen Abbildungen wird, statten wir ihn
mit der finalen Topologie bezüglich der fk aus. Dies ist äquivalent zur Forderung, dass X
die Quotiententopologie, i.e die finale Topologie bezüglich p tragen soll, denn fk = p◦ ιk.
Eine Funktion γ : X → Y ist somit genau dann stetig, wenn es alle ”Einschränkun-
gen“ γ ◦ fk : Ak → Y sind. Der direkte Limes topologischer Räume existiert also immer.

(ii) Das Koprodukt von Vektorräumen Vk mit k ∈ I entspricht der direkten Summe⊕
Vn = {(xn)n∈I : xn ∈ Vn, fast alle xn = 0} zusammen mit den natürlichen Inklu-

sionen ιk : Vk ↪→
⊕
Vn. Die Vektorräume Ck zusammen mit den Inklusionen inklk,l :

Ck ↪→ Cl, (z1, z2, . . . , zk) 7→ (z1, z2, . . . , zk, 0, 0, . . . , 0) für k ≤ l ∈ N bilden ein direkt
gerichtetes System und wenn wir die Ck mit den Teilräumen Ck × 0 ⊆ Cl identifizieren,
erhalten wir mit (3.4) lim−→C

n =
⋃
Cn = {(z1, z2, . . .) : zn ∈ Cn fast alle zk = 0} =: C∞

mit natürlichen Inklusionen ik : Ck → C∞, (z1, z2, . . . , zk) 7→ (z1, z2, . . . , zk, 0, 0 . . .).
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Bemerkung 3.1.4. Es sei I eine gerichtete Indexmenge.
(i) Die Tatsache, dass der direkte Limes existiert und mit der Vereinigung über-

einstimmt, gilt in jenen speziellen Fällen direkt gerichteter Systeme {Am, αm,n}m,n∈I ,
in denen es eine I filtrierende19 Teilmenge I ′ ⊆ I gibt, sodass wir für alle k′ ≤ l′ ∈ I ′
mittels αk′,l′ : Ak′ → Al′ die Ak′ als Teilobjekte der Al′ derselben Kategorie auffassen
können. In [ES52, Korollar VIII.4.14.] wird nämlich gezeigt, dass die direkten Limites
aller Teilsysteme19 eines gerichteten Systems übereinstimmen.

(ii) Es sei {Vk, νk,l}k,l∈I ein direkt gerichtetes System von K-Vektorräumen mit K-
linearen Abbildungen. Mit [ES52, Paragraf VIII.4., Seite 221f.] folgt, dass V zusammen
mit vk : Vk → V, wie in Bemerkung 3.1.2 konstruiert, wieder ein K-Vektorraum ist und
somit der direkte Limes lim−→Vn = V direkt gerichteter Vektorräume immer existiert. Falls
für alle k, l ∈ I mit k ≤ l die νk,l : Vk → Vl injektiv, resp. surjektiv sind, dann sind auch
für alle m ∈ I die K-linearen Abbildungen vm : Vm → V injektiv, resp. surjektiv. Dies
folgt mit [ES52, Theorem VIII.4.7.].20

Definition 3.1.5 (Inverser Limes). Für eine gerichtete Menge I und eine Kategorie K

nennen wir eine Familie von Objekten Bm ∈ K mit m ∈ I zusammen mit Morphismen
βm,l : Bm → Bl, die βm,m = idBm und βl,k ◦ βm,l = βm,k für alle k ≤ l ≤ m ∈ I
erfüllen, ein invers gerichtetes System. Der inverse Limes lim←−{Bm, βm,l} eines invers
gerichteten Systems ist definiert als ein Objekt B ∈ K mit Morphismen bm : B → Bm,
die bl = βm,l ◦ bm erfüllen, sodass folgende universelle Eigenschaft gilt: Für jedes Objekt
D ∈ K zusammen mit Morphismen dm : D → Bm, die ebenfalls dl = βm,l ◦ dm erfüllen,
existiert ein eindeutiger Morphismus δ : D → B, der dm = bm ◦ δ erfüllt und somit
folgendes Diagramm für alle k ≤ l ≤ m kommutativ macht:

lim←−BnOO

∃!δ
�
�
�
�

Bk

GF

��

EDβm,k

Blβl,k
oo

GF
��

ED
βm,l

tt

bl iiiiiiiiiiiikk

dl VVVVVVVVVVVVVV

@A
OO

BC
βm,l

Bm
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33

dmhhhhhhhhhhhhhh

D

(3.5)

Im Existenzfall schreiben wir lim←−{Bm, βm,l} = {B, bm} oder kurz lim←−Bn = B. Der inverse
Limes wird auch Limes oder projektiver Limes genannt.

Für eine beliebige Menge I ist das Produkt der Bm ein Objekt
∏
n∈I Bn ∈ K zusammen

mit Morphismen πm :
∏
Bn → Bm, sodass folgende universelle Eigenschaft erfüllt ist:

Für jedes Objekt F ∈ K zusammen mit Morphismen fm : F → Bm gibt es einen

19Eine Teilmenge I ′ einer gerichteten Menge (I,≤) heißt I-filtrierend oder auch kofiltrierend, falls es zu
jedem k ∈ I ein k′ ∈ I ′ gibt mit k ≤ k′. Für ein direkt (resp. invers) gerichtetes System {Ak, αk,l}k,l∈I
heißt dann {Ak, αk,l}k,l∈I′ Teilsystem, falls I eine kofiltrierende Teilmenge I ′ ⊆ I ist.

20Diese Tatsachen werden in [ES52] für R-Moduln gezeigt, wobei nur die Gruppenstruktur der zugrunde
liegenden abelschen Gruppen verwendet wird.
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eindeutigen Morphismus f : F →
∏
Bn, sodass fm = πm ◦ f für alle m ∈ I gilt und

somit für alle l,m ∈ I folgendes Diagramm kommutativ macht:∏
BnOO

∃!f
�
�
�
�

Bl
xx
πl qqqqqq

gg

fl NNNNNNNN Bm
&&

πmNNNNNN

77

fmoooooooo

F

(3.6)

Für jedes feste k ∈ I gibt es für F = Bm, fm = idBm und fl beliebig für alle l ∈ I
genau eine Abbildung f : Bm →

∏
Bn mit idBm = πm ◦ f , also ist πm surjektiv.

Mengentheoretisch wird das Produkt beschrieben durch
∏
Bn := {(xn)n∈I : xn ∈ Bn}

zusammen mit Projektionen πm :
∏
Bn → Bm, (xn)n∈I 7→ xm.

Bemerkung 3.1.6. Wir können den inversen Limes eines invers gerichteten Systemes
{Bm, βm,l} als Teilmenge des Produktes beschreiben:

lim←−Bn =
{

(xn)n∈I ∈
∏

Bn : βm,l(xm) = xl ∀m ≥ l
}

=:
∏̃
Bn (3.7)

Wir bezeichnen mit B obige Teilmenge des Produktes
∏
Bn und mit i die natürliche

Inklusion. Es gilt nun zu zeigen, dass B zusammen mit den Morphismen bm := πm ◦ i =
πm|B : B → Bm die universelle Eigenschaft (3.5) erfüllt:
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Beweis. Nach der universellen Eigenschaft des Produktes (3.6) ist i der eindeutige Mor-
phismus, der bm = πm◦i = πm|B erfüllt. Es gilt dann bl = βm,l◦bm für alle l ≤ m, denn für
jedes x := (xn)n∈I ∈ B gilt bl(x) = πl(x) = xl = βm,l(xl) = πm(βm,l(xl)) = bm(βm,l(x)).

Für jedes Objekt D ∈ K und Morphismen dm : D → Bm mit dl = βm,l ◦ dm für alle
l ≤ m gibt es wieder nach (3.3) genau einen Morphismus d : D →

∏
Bn mit dm = πm◦d.

Dessen Bild liegt schon ganz in B, denn bezeichnen wir mit d(x) =: (yn)n∈I das Bild
eines x ∈ D, dann gilt βm,l(ym) = βm,l(πm(d(x))) = βm,l(dm(x)) = dl(x) = πl(d(x)) = yl
für alle l ≤ m. Daraus folgt auch die Identität dm = πm ◦ d = πm|B ◦ d = bm ◦ d. Sei nun
δ : D → B ein weiterer Morphismus, der dm = bm ◦ δ erfüllt, dann gilt dm = bm ◦ δ =
πm|B ◦ δ = πm ◦ i ◦ δ. Aus der Eindeutigkeit von d folgt also i ◦ δ = d und weil das Bild
von d schon in B liegt δ = d.
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Beispiel 3.1.7. (i) Das Produkt
∏
Yn topologischer Räume Ym mit m ∈ I für eine

beliebige Indexmenge I trägt die initiale Topologie bezüglich der natürlichen Projek-
tionen πm, i.e. die gröbste Topologie, sodass noch alle πm stetig sind. Damit für ein
invers gerichtetes Systems {Ym, gm,l} topologischer Räume die wie in Bemerkung 3.1.6
konstruierte Teilmenge Y des Produktes zusammen mit den natürlichen Projektionen
pm := πm|Y : Y → Ym zu einem topologischen Raum wird, statten wir sie mit der initia-
len Topologie der pm oder äquivalent mit der Spurtopologie des Produktes aus. In [Kr99,
Seite 17f.] wird gezeigt, dass für diese Topologie gilt, dass eine Funktion δ : X → Y genau
dann stetig ist, wenn es alle Komponentenfunktionen pm ◦ δ : X → Ym sind. Der inverse
Limes topologischer Räume existiert also immer.

(ii) Das Produkt
∏
Vn von K-Vektorräumen Vm mit m ∈ I für eine beliebige Index-

menge I ist auf natürliche Weise wieder ein K-Vektorraum, indem alle Operationen kom-
ponentenweise erfolgen, i.e. (vn)n∈I + (un)n∈I = (vn + un)n∈I und κ(vn)n∈I = (κvn)n∈I .
Für ein invers gerichtetes System {Vm, ϕm,l} ist die wie in Bemerkung 3.1.6 konstruierte
Teilmenge V des Produktes ein Teilvektorraum, da aus der Linearität der Abbildungen
ϕm,l die Teilraumeigenschaften v+w ∈ V und κv ∈ V für alle v, w ∈ V und κ ∈ K folgen.
Der inverse Limes von Vektorräumen existiert also immer.

(iii) Für zwei invers gerichtete Systeme von K-Vektorräumen {Vm, νm,l}m,l∈Z und
{Wm, ωm,l}m,l∈Z seien V = lim←−Vm und W = lim←−Wm zusammen mit den natürlichen
Projektionen vm : V → Vm und wm :W →Wm. Für ein κ ∈ Z und φ : Z→ Z, n 7→ n−κ
seien weiters K-lineare Abbildungen Φm : Vφ(m) → Wm vom Grad κ für alle m ∈ Z
gegeben. Falls die Φm mit den νm,l und den ωm,l für alle passenden l ≤ m kommutieren,
dann induzieren sie eine eindeutige K-lineare Abbildung Φ : V → W, sodass folgendes
Diagramm für alle k ≤ l ≤ m kommutiert:
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. . . Wk
oo Wlωl,k

oo Wmωm,l
oo W = lim←−Wnwm

oo

(3.8)

Beweis. Ein x := (xn)n∈Z ∈
∏
Vn ist nach (3.7) genau dann in V, wenn νm,l(xl) = xl

für alle l ≤ m gilt. Wir definieren

Φ(x) := (Φn(xφ(n)))n∈Z ∈
∏

Wn (3.9)

Es gilt Φ(x) ∈ W, da ωm,l(Φm(xφ(m))) = Φl(νφ(m),φ(l)(xφ(m))) = Φl(xφ(l)) für alle
l ≤ m ist. Außerdem macht Φ das Diagramm (3.8) kommutativ, denn Φm(vφ(m)(x)) =
Φm(xφ(m)) = wm(Φ(x)). Dies impliziert ωm,l ◦ (Φm ◦ vφ(m)) = Φl ◦ νφ(m),φ(l) ◦ vφ(m) =
Φl ◦ vφ(l) gilt und aus der universellen Eigenschaft (3.5) von W schließen wir nun die
Eindeutigkeit von Φ. Die K-Linearität von Φ folgt wegen (3.9) aus jener der Φm.

(iv) Zu (ii) ist noch zu beachten, dass K-lineare Abbildung V → W nicht a priori
stetig sind, da die direkten Limites V und W im Allgemeinen unendlichdimensional sein
können und lineare Abbildung auf unendlichdimensionalen Vektorräumen nicht notwen-
digerweise stetig sein müssen. Statten wir diese Vektorräume jedoch wie in (i) mit der
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Initialtopologie der Projektionen wm und vm aus, dann sind alle K-linearen Abbildungen
Φ, die wie in (3.9) konstruiert werden, genau dann stetig, wenn es alle Φm sind. Denn
nach (i) ist Φ genau dann stetig, wenn es alle wm ◦ Φ = Φm ◦ vφ(m) sind.

(v) Für ein invers gerichtetes System {Bm, βm,l}m,l∈I einer Kategorie K mit inver-
sem Limes B und natürlichen Projektionen bm folgt aus der Injektivität aller βm,l die
Injektivität aller bm und falls I abzählbar ist, folgt aus der Surjektivität aller βm,l die
Surjektivität aller bm. Dies wird in [ES52, Theorem VIII.3.4.] bewiesen.

In [ES52, Theorem VIII.3.6.] wird weiters gezeigt, dass der inverse Limes eines invers
gerichteten Systems nichtleerer resp. kompakter Räume selbst nichtleer resp. kompakt
ist und falls die Objekte hausdorffsch sind, ist der inverse Limes im Allgemeinen zwar
nicht wieder hausdorffsch, aber zumindest abgeschlossen im Produkt.

Bemerkung 3.1.8. (i) Die eingeführten Begriffe in den Definitionen 3.1.1 und 3.1.5
sind durch ihre universellen Eigenschaften eindeutig bestimmt. Dies lässt sich in allen
Fällen auf die gleiche Art und Weise beweisen. Hier soll nur kurz die Beweisidee angeführt
werden.

Angenommen zwei Objekte X1,X2 ∈ K einer Kategorie erfüllen beide dieselbe univer-
selle Eigenschaft, dann gibt es jeweils eine eindeutige Abbildung χi : Xi → Xj vom einen
Objekt in das andere. Die zwei Verknüpfungen dieser Abbildungen χi ◦χj : Xj → Xj für
i, j ∈ {1, 2} mit i 6= j sind Endomorphismen, welche dieselben Verträglichkeiten wie die
Identität auf dem jeweiligen Objekt besitzen. Wieder aus der universellen Eigenschaft
folgt, dass die Verknüpfungen schon mit den Identitäten auf den jeweiligen Objekten
übereinstimmen müssen, also ist die Abbildung χ1 : X1 → X2 ein Isomorphismus.

(ii) Was wir in Bemerkung 3.1.4 (i) für den direkten Limes eines direkt gerichteten Sys-
tems erwähnten, gilt auch für den inversen Limes eines invers gerichteten Systems, dass
er, sofern er existiert, mit dem inversen Limes eines jeden Teilsystems übereinstimmt,
siehe auch Fußnote 19 auf Seite 58. Dies wird in [ES52, Korollar 3.16.] gezeigt. Insbe-
sondere stimmen zwei Elemente (xn)n∈I und (yn)n∈I genau dann überein, wenn es eine
kofiltrierende Menge I ′ ⊆ I gibt, sodass (xk)k∈I′ = (yk)k∈I′ gilt.

(iii) In [Kr08, Bemerkung 3.40] wird gezeigt, dass direkte Limiten mit endlichen Pro-
dukten und inverse Limiten mit endlichen Koprodukten vertauschen. Wir werden später
in der Kategorie topologischer Räume lim−→(Xn×Yn) = lim−→Xk×lim−→Yl und in der Kategorie
von Vektorräumen lim←−(Vn ⊕Wn) = lim←−Vk ⊕ lim←−Wl verwenden.

Proposition 3.1.9. Der direkte Limes der Sphären ungerader Dimension S2k−1 ⊆ Ck
bezüglich der natürlichen Inklusionen ik,l : S2k−1 ↪→ S2l−1

lim−→S
2k−1 = {z ∈ C∞ : ‖z‖ = 1} =: S∞ (3.10)

zusammen mit der finalen Topologie der Inklusionen ik : S2k−1 ↪→ S∞ liefert ein uni-
verselles S1-Bündel (S∞, π, S∞/S1, S1) bezüglich der Wirkung der S1 ⊆ C, die von der
Skalarmultiplikation des C-Vektorraumes C∞ induziert wird.
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Beweis. S∞ ist ein freier S1-Raum: Nach Bemerkung 3.1.4 (i) können wir, wenn wir
jede Sphäre als Teilmenge aller höher dimensionalen Sphären auffassen, den direkten
Limes als Vereinigung

⋃
Sn aller Sphären annehmen. Jedes Element z ∈

⋃
Sn liegt also

in einer Sphäre S2k−1 ⊆ Ck für ein k ∈ Z. Mit Beispiel 3.1.3 (ii) erhalten wir also die
Identität (3.10). Durch das Einschränken der Skalarmultiplikation C×Ck → Ck erhalten
wir eine freie Wirkung der S1 ⊆ C auf S2k−1 ⊆ Ck für alle k ∈ N mit k ≤ ∞ und somit
ebenfalls auf S∞.

(S∞, π, S∞/S1, S1) ist ein universelles S1-Bündel : Um dies zu zeigen, geben wir zu-
erst eine alternative Beschreibung von (S∞, π, S∞/S1, S1) an. Für jedes k ∈ N liefert
die natürliche Inklusion S2k−1 ↪→ Ck\{0} einen Homöomorphismus zwischen dem Or-
bitraum S2k−1/S1 und dem komplex projektiven Raum CPk−1, wobei die inverse Ab-
bildung von νk : Ck\{0} � S2k−1, z 7→ |z|−1 · z induziert wird.21 Die Inklusionen
ik,l : S2k−1 ↪→ S2l−1 sind klarerweise S1-äquivariant, faktorisieren also nach Bemer-
kung 1.1.12 zu Inklusionen jk,l : CPk−1 ↪→ CPl−1 bezüglich derer wir den direkten
Limes der komplex projektiven Räume wieder als Vereinigung

⋃
CPn =: CP∞ mit zu-

gehörigen Inklusionen jk : CPk−1 ↪→ CP∞, bezüglich derer CP∞ die initiale Topologie
tragen soll, realisieren können. Da die Hopf Abbildungen ϕk : S2k−1 → CPk−1 mit den
jk,l kommutieren, gibt es zu den stetigen Abbildungen jk ◦ ϕk : S2k−1 → CP∞ gemäß
der universellen Eigenschaft (3.4) eine eindeutige stetige Abbildung ϕ : S∞ → CP∞ mit
jk ◦ ϕk = ϕ ◦ ik, die also folgendes Diagramm für alle k ∈ N kommutativ macht:

S2k−1 � � ik //

ϕk
����

#

S∞

ϕ
����

CPk−1 � �

jk
// CP∞

(3.11)

Wir können also CP∞ als den Orbitraum von S∞ auffassen, dessen Topologie mit der
Quotiententopologie von ϕ übereinstimmt. In [Hat02, Seite 6f.] wird gezeigt, dass S∞

und CP∞ CW -zerlegbar, also insbesondere parakompakt sind und da (S∞, ϕ,CP∞, S1)
laut [Hu94, Paragraf 4.11] und [Hu94, Theorem 4.12.5] ein universelles S1-Hauptfaser-
bündel ist, gilt gemäß Bemerkung 2.1.8 (ii), dass S∞ kontrahierbar ist.

Proposition 3.1.10. Für jedes k ∈ Z ist der inverse Limes der de Rham Komplexe
Ωk(S2m−1) mit den von den Inklusionen il,m : S2l−1 ↪→ S2m−1 induzierten Pullback
Abbildungen pkm,l := i∗,ml : Ωk(S2m−1) � Ωk(S2l−1) gegeben durch:

Λk(S∞) := {(ωm)m∈N : ωm ∈ Ωk(S2m−1), pm,l(ωm) = ωl} (3.12)

Der Vektorraum Λ∗(S∞) :=
⊕

k∈Z Λk(S∞) kann zu einer azyklischen S1-Stern Algebra
gemacht werden, die Bedingung (Z) erfüllt.
21Die komplex projektiven Räume CPk := Ck+1\{0}/∼ sind durch folgende Äquivalenzrelation definiert:

Zwei Elemente z1, z2 ∈ Ck+1\{0} sind äquivalent z1 ∼ z2, falls eine komplexe Zahl η ∈ C existiert, für
die ηz1 = z2 gilt. Die natürliche Projektion ϕk : S2k−1 � CPk−1 wird auch Hopf Abbildung genannt.
Für alle k ∈ N0 ist CPk als stetiges Bild der Sphäre S2k+1 kompakt und wegzusammenhängend.
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Beweis. Fassen wir die Sphären als glatte Mannigfaltigkeiten auf, dann induzieren die
natürlichen Inklusionen der Sphären für l ≤ m lineare Abbildungen

pkm,l := i∗l,m : Ωk(S2m−1) � Ωk(S2l−1), (3.13)

die für jedes k ∈ Z ein invers gerichtetes System {Ωk(S2m−1), pkm,l} von Vektorräumen
liefert, die mit einer Topologie ausgestattet sein sollen. Dazu kann eine beliebige Norm
gewählt werden, denn wegen der Kompaktheit der Sphären sind alle äquivalent. Gemäß
Beispiel 3.1.7 existiert der inverse Limes von Vektorräumen und laut (3.7) in Bemerkung
3.1.6 besitzt er die in (3.12) beschriebene Form. Seine Projektionen bezeichnen wir mit
pkm : Λk(S∞) � Ωk(S2m−1), ω 7→ ωm. Versehen wir Λk(S∞) mit der initialen Topologie
dieser Projektionen, dann folgt die Behauptung aus den Lemmata 3.1.11 bis 3.1.13.

Lemma 3.1.11. Λk(S∞) ist eine S1-Stern Algebra.

Beweis. Nach dem Beweis von Proposition 3.1.9 sind die Sphären ungerader Dimension
S1-Mannigfaltigkeiten mit freier Wirkung und nach Beispiel 2.2.11 sind ihre de Rham
Komplexe S1-Stern Algebren. Wir werden in diesem Beweis wiederholt Gebrauch von
Beispiel 3.1.7 (iii) und (iv) machen, indem wir Abbildungen auf Λ∗(S∞) komponenten-
weise auf allen de Rham Komplexen Ωk(S2m−1) definieren werden, die dann wieder stetig
und linear sind, sofern sie komponentenweise stetig, linear und für alle l,m ∈ N, l ≤ m
mit den natürlichen Projektionen pkm,l : Ωk(S2m−1) → Ωk(S2l−1) verträglich sind. Des
weiteren sind die so erhaltenen Abbildungen eindeutig durch die Bedingung, dass sie mit
den Projektionen pkm : Λk(S∞)→ Ωk(S2m−1) kommutieren sollen, bestimmt.

Zuerst definieren wir eine Multiplikation auf Λ∗(S∞)

Λk(S∞)× Λl(S∞)→ Λk+l(S∞), (ωn)n∈N ∧ (νn)n∈N 7→ (ωn ∧ νn)n∈N,

die assoziativ und graduiert kommutativ ist, da dies komponentenweise stimmt und sie
mit den Projektionen verträglich ist.

Für jedes k ∈ Z sowie alle m ∈ N und z ∈ S1 haben wir mit (2.21) aus Beispiel
2.2.11 lineare Isomorphismen ρk,mz : Ωk(S2m−1)→ Ωk(S2m−1) vom Grad 0, die mit den
Projektionen pkm,l verträglich sind und erhalten eindeutige lineare Abbildungen

ρkz : Λk(S∞)→ Λk(S∞), (ωn)n∈N 7→ (ρk,nz (ωn))n∈N,

wobei die Komponenten ρk,mz Algebraisomorphismen sind und damit auch die ρkz . Außer-
dem wird damit ρk : S1 → Aut∗(Λk(S∞)), z 7→ ρkz zu einem Gruppenhomomorphismus,
weil ρkz1z2 = (ρk,nz1z2)n∈N = (ρk,nz1 ◦ ρ

k,n
z2 )n∈N = ρkz1 ◦ ρ

k
z2 für alle z1, z2 ∈ S1 gilt.

Es seien s die Lie Algebra der S1 und ∂ ∈ s ihre Basis, dann erhalten wir wie in Be-
merkung 2.2.7 (iii) für jedes m ∈ N Derivationen ιm∂ , L

m
∂ , d

m : Ω∗(S2m−1)→ Ω∗(S2m−1)
vom Grad −1, 0 und 1, die mit den Projektionen verträglich sind. Die Basis ι̃, L̃, d̃ der
Lie Superalgebra s̃ der S1 ordnen wir folgenden Abbildungen zu:

ι : Λk(S∞)→ Λk−1(S∞), (ωkm)m∈N 7→ (ιm∂ (ωm))m∈N

L : Λk(S∞)→ Λk(S∞), (ωkm)m∈N 7→ (Lm∂ (ωm))m∈N

d : Λk(S∞)→ Λk+1(S∞), (ωkm)m∈N 7→ (d(ωm))m∈N
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Das ergibt eine Wirkung der s̃ auf Λk(S∞) als Derivationen, wieder weil die Abbildungen
komponentenweise Derivationen sind. Die Verträglichkeit (V2) folgt auch aufgrund der
komponentenweisen Verträglichkeit, die wir in Beispiel 2.2.11 nachgerechnet haben. Um
(V1) zu zeigen, müssen wir jedoch ein wenig anders argumentieren.

Es seien ω := (ωkm)m∈N ∈ Λk(S∞) und v ∈ s, dann haben wir für jedes m ∈ N eine
stetige, mit den Projektionen pkm,l kommutierende Abbildung:

gkm : R→ Ωk(S2m−1), t 7→

{
1
t · (ρ

k,m
expS1 (tv)(ωm)− ωm), falls t 6= 0

Lmv ωm, falls t = 0

Gemäß der universellen Eigenschaft (3.5) des inversen Limes existiert somit genau eine
stetige Abbildung gk : R→ Λk(S∞), für die pkm ◦ gk = gkm gilt, sie hat also die Form:

gk : R→ Λk(S∞), t 7→

{
1
t · (ρ

k
expS1 (tv)(ω)− ω), falls t 6= 0

Lvω, falls t = 0

Da die Abbildung stetig in 0 ∈ R ist folgt

Lvω = gk(0) = lim
t→0

gk(t) =
1
t
· (ρkexpS1 (tv)ω − ρ

k
expS1 (0v)ω) =

d

dt

(
ρkexpS1 (tv)ω

)∣∣∣
t=0

und damit gilt (V1).

Lemma 3.1.12. Λ∗(S∞) ist azyklisch.

Beweis. Wir zeigen, wie in [GS99, Proposition 2.5.3], dass für jedes k ∈ N jedes Element
ω := (ωn)n∈N ∈ Λk(S∞), welches dω = 0 erfüllt, schon das Bild eines ν ∈ Λk−1(S∞)
unter d ist. Damit sind dann alle k-ten Kohomologien, für 1 ≤ k trivial, und somit
Λ∗(S∞) azyklisch.

Es seien k ∈ N und ω := (ωn)n∈N ∈ Λk(S∞) mit dω = 0 beliebig fixiert. Nach Beispiel
1.2.18 gilt für alle l > k+1

2 :

0 = Hk
dR(S2l−1) = Hk(Ωk(S2l−1)) (3.14)

Das bedeutet, dass es für jedes l > k+1
2 ein ν̃l ∈ Ωk−1(S2l−1) gibt, das dν̃l = ωl erfüllt.

Wir fixieren ein l0 >
k+1

2 und definieren

ν̃ := (ν̃n)n≥l0 ∈
∏
n≥l0

Ωk−1(S2n−1) : dν̃n = ωn. (3.15)

Ausgehend von ν̃l0 werden wir induktiv ein ν := (νm)m≥l0 konstruieren, das dνm = ωm
und pn,mνn = νm für alle n ≥ m ≥ l0 erfüllt. Weil {m ∈ N : m ≥ l0} eine kofiltrierende
Menge von N ist, stimmt so ein Element laut Bemerkung 3.1.8 (ii) mit genau einem
Element in Λk(S∞) überein. Da d mit den Projektionen vertauscht, folgt dann auch für
alle m ∈ N mit n ≥ l0 ≥ m, dass dνm = d(pn,mνn) = pn,m(dνn) = pn,m(ωn) = ωm gilt
und somit folgt dν = ω.
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Es sei νl0 := ν̃l0 . Für ein bereits definiertes Element νm ∈ Ωk−1(S2m−1) mit m ≥ l0,
welches dνm = ωm und pm,lνm = νl für alle l ∈ N mit l0 ≤ l ≤ m erfüllt, setzen wir
a := m < m+ 1 =: b. Das folgende Diagramm liefert eine Übersicht zur Konstruktion
eines Elementes νm+1 ∈ Ωk−1(S2m+1), welches die geforderten Eigenschaften besitzt.

ωa ∈ Ωk(S2a−1)
#

Ωk(S2b−1) 3 ωb
pb,aoooo

νa ∈ Ωk−1(S2a−1)
#

d

OO

Ωk−1(S2b−1) 3 ν̃b

d

OO

oooo

α ∈ Ωk−2(S2a−1)

d

OO

Ωk−2(S2b−1) 3 β
d

OO

pb,a
oooo

Es gilt

d(pb,a(ν̃b)− νa) = pb,a(dν̃b − dνa)
(3.15)

= pb,a(ωb)− ωa = ωa − ωa = 0

Weil a = m ≥ l0 > k+1
2 gibt es nach (3.14) ein α ∈ Ωk−2(S2a−1) mit

dα = pb,a(ν̃b)− νa ∈ Ωk−1(S2a−1) (3.16)

und da die Projektionen surjektiv sind, existiert weiters ein β ∈ Ωk−2(S2b−1) mit
pb,a(β) = α. Damit erhalten wir schlussendlich ein Element

νb := ν̃b − dβ ∈ Ωk−1(S2b−1), (3.17)

welches dνb = d(ν̃b) + ddβ
(3.15)

= ωb und pb,a(νb)
(3.17)

= pb,a(ν̃b)− dα
(3.16)

= νa erfüllt.

Lemma 3.1.13. Λ∗(S∞) erfüllt Bedingung (Z).

Beweis. Wir zeigen diese Behauptung wie in [GS99, Proposition 2.5.4]. Für alle n, k ∈ N
mit k ≤ n seien πn,k : S2n−1 → C, (z1, z2, . . . , zn) 7→ zk die lineare Projektion auf die
k-te Komponente und πn,k die Projektion auf die komplex konjugierte Zahl der k-ten
Komponente. Wir fassen diese glatten Abbildungen für alle k ≤ n als Elemente von
Ω0(S2n−1) auf und bilden

θn :=
n∑
k=1

πn,k · dπn,k ∈ Ω1(S2n−1).

Diese 1-Form kommutiert offensichtlich mit den Projektionen pm,l aus (3.13), also erhal-
ten wir ein Element

θ := (θn)n∈N ∈ Λ1(S∞).

Dieses erfüllt die Bedingungen (Z1) und (Z2), ist also ein Zusammenhangselement.
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3.2 Der Beweis

Mit den Objekten S∞ und Λ∗(S∞) aus den Propositionen 3.1.9 und 3.1.10 können wir
die äquivarianten Kohomologien H∗S1(M) = H∗sing((M × S∞)/S1) sowie H∗S1(Ω∗(M)) =
H∗bas(Ω

∗(M)⊗Λ∗(S∞)) in den jeweiligen Kategorien bilden. Um die Kohomologien ver-
gleichen zu können, müssen wir uns zuerst überlegen, wie sich die Limiten mit der Koho-
mologie vertauschen lassen, bevor wir in Bemerkung 3.2.5 mit dem Beweis des Theorems
3.0.1 beginnen.

Lemma 3.2.1. Es sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit, dann existiert ein natürlicher
Isomorphismus

H∗sing((M × S∞)/S1) ∼= lim←−H
∗
sing((M × S2m−1)/S1).

Beweis. Mit der Identität S∞ =
⋃
S2m−1 und wenn wir mit M ×S2m−1 ↪→M ×S2m+1

auch (M × S2m−1)/S1 ↪→ (M × S2m+1)/S1 als Teilräume auffassen, können wir laut
Bemerkung 3.1.4 (i)

MS∞ := (M × S∞)/S1 = lim−→((M × S2m−1)/S1) =
⋃

(M × S2m−1)/S1 (3.18)

identifizieren. In [Hat02, Proposition 3F.5.] wird gezeigt, dass ein von der universellen
Eigenschaft der Limiten induzierter natürlicher Isomorphismus

H∗sing(lim−→Am) ∼= lim←−H
∗
sing(Am) (3.19)

für CW -Komplexe A = lim−→Am existiert.
Da die S1 frei auf den Sphären wirkt, induziert sie eine freie Wirkung auf den kompak-

ten Produkten M × S2m−1 und weil auf diesen Mannigfaltigkeitsstrukturen existieren,
besitzen dessen Orbiträume laut Korollar 1.1.11 ebenfalls glatte Strukturen. Als Bild
kompakter Mengen unter den natürlichen Projektionen sind diese wieder kompakt. Nach
[Hat02, Korollar A.9., Seite 527] sind kompakte Mannigfaltigkeiten homotopieäquivalent
zu CW -Komplexen, also folgt mit der Identität (3.18), dass MS∞ homotopieäquivalent
zu einem CW -Komplex der Form A = lim−→Am =

⋃
Am ist. Da die Kohomologie gemäß

Korollar 1.2.12 homotopieinvariant ist, folgt mit (3.19) die Behauptung.

Definition 3.2.2 (Mittag-Leffler Bedingung). Es sei {Vn, ϕn,m}m,n∈N0 ein invers gerich-
tetes System von Vektorräumen mit linearen Abbildungen ϕn,m : Vn → Vm. Wir sagen
{Vn, ϕn,m} erfüllt die Mittag-Leffler Bedingung, falls für jedes l ∈ N0 ein m ≥ l existiert,
sodass für alle m ≥ l die Identität img(ϕm,l) = img(ϕn,l) gilt.

. . . Ω∗loo Ω∗mϕm,l
oo Ω∗nϕn,m

oo

ϕn,l

tt . . .oo

Insbesondere ist diese Bedingung erfüllt, wenn alle Abbildungen ϕn,m : Vn � Vm surjek-
tiv sind.
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Proposition 3.2.3. Es sei {Ω∗n, fn,m}n,m∈N0 ein invers gerichtetes System von Koket-
tenkomplexen Ω∗n =

⊕
k∈ZΩk

n mit Kokettenabbildungen fn,m : Ωk
n → Ωk

m, welches die
Mittag Leffler Bedingung erfüllt. Es existieren natürliche Isomorphismen

Hk(lim←− Ωn) ∼= lim←−H
k(Ωn)

für alle k ∈ Z, für die {Hk(Ω∗n), f∗n,m}n,m∈N0 die Mittag Leffler Bedingung erfüllt.

Beweis. Dies wird in [We97, Proposition 3.5.7 und Theorem 3.5.8] bewiesen.

Korollar 3.2.4. Es sei {Mn}n∈N eine Folge von kompakten Teilmannigfaltigkeiten Mn

der Dimension n ∈ N, dann existieren für alle k ∈ Z natürliche Isomorphismen

Hk(lim←− Ω∗(Mn)) ∼= lim←−H
k(Ω∗(Mn)), (3.20)

Falls die S1 frei auf den Mn wirkt, dann gilt dies auch für die basische Kohomologie.

Beweis. Die natürlichen Inklusionen im,n : Mm ↪→ Mn induzieren surjektive Abbildun-
gen pn,m := i∗m,n : Ω∗(Mn) � Ω∗(Mm), also erfüllt {Ω∗(Mn), pn,m} die Mittag-Leffler Be-
dingung. Sei nun k ∈ Z beliebig fixiert. Da Ωk(Mn) = 0 für alle Mn mit dim(Mn) > k
und die Dimensionen der Mannigfaltigkeiten monoton wachsend sind, gibt es ein m ∈ N0

mit Hk(Ωk(Mn)) = 0 für alle n ≥ m. Insbesondere sind alle Abbildungen pn,l trivial,
falls n ≥ m und l ∈ N0 beliebig. Also erfüllt {Hk(Ωk(Mn)), pn,m} die Mittag-Leffler
Bedingung. Mit Proposition 3.2.3 folgt also die Behauptung.

Für den zweiten Teil der Aussage beachten wir, dass sich der Beweis von Lemma 3.1.11
eins zu eins auf Folgen von Teilmannigfaltigkeiten, auf denen die S1 frei wirkt, anwen-
den lässt, i.e. die direkte Summe der inversen Limites Λk(M∞) der S1-Stern Algebren
Ωk(Mn) ist wieder eine S1-Stern Algebra. Insbesondere ist also der inverse Limes der
basischen S1-Stern Algebren Ωk(Mn)bas wieder eine basische S1-Stern Algebra, da auf
ihnen die Differenzialoperatoren ιn und Ln per definitionem trivial wirken, also triviale
Differenzialoperatoren am inversen Limes induzieren. Wir erhalten(

lim←−Ωk(Mn)
)

bas
=: Λk(M∞)bas = lim←−

(
Ωk(Mn)bas

)
, (3.21)

weil jedes Element ω := (ωn)n∈N0 ∈ Λk(M∞) mit ι(ω) = 0 = L(ω) für alle n ∈ N0 auch
ιn(ωn) = 0 = Ln(ωn) erfüllt. Laut Lemma 2.2.20 gilt Ω∗(Mn)bas

∼= Ω∗(Mn/S
1) für alle

n ∈ N0, weil die S1 frei auf allen Mannigfaltigkeiten wirkt. Auf Ω∗(Mn/S
1) können wir

(3.20) anwenden und erhalten:

Hk
bas

(
lim←−Ω∗(Mn)

)
= Hk

((
lim←−Ωk(Mn)

)
bas

)
(3.21)

= Hk
(

lim←−
(

Ωk(Mn)bas

))
(Lemma 2.2.20)

∼= Hk
(

lim←−
(

Ωk(Mn/S
1)
))

(3.20)

∼= lim←−
(
Hk
(
Ω∗(Mn/S

1)
))

(Lemma 2.2.20)

∼= lim←−
(
Hk (Ω∗(Mn)bas)

)
= lim←−

(
Hk

bas(Ω
∗(Mn))

)
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Bemerkung 3.2.5 (Beweis von Theorem 3.0.1). Es sei M eine kompakte Mannigfal-
tigkeit. Mit S∞ und Λ∗(S∞) versuchen wir nun die zwei eingeführten S1-äquivarianten
Kohomologie Modelle zu vergleichen, um herauszufinden, was uns noch zum Vervollstän-
digen des Beweises der äquivarianten Version des de Rham Theorems fehlt:

Hk
S1(M) = Hk

sing((M × S∞)/S1) (Lemma 3.2.1)
∼= lim←−H

k
sing((M × S2n−1)/S1) (De Rham 1.2.21)

∼= lim←−H
k
dR((M × S2n−1)/S1) (Lemma 2.2.20)

∼= lim←−H
k
bas(Ω(M × S2n−1)) (Korollar 3.2.4)

∼= Hk
bas(lim←−(Ω∗(M × S2n−1))) (?)

Hk
S1(Ω∗(M)) = Hk

bas(Ω
∗(M)⊗ Λ∗(S∞))

(?): Für den Beweis der S1-äquivarianten Version des de Rham Theorems 3.0.1 müssen
wir also noch einen natürlichen Isomorphismus

H∗bas(Ω
∗(M)⊗ lim←−(Ω∗(S2n−1))) ∼= H∗bas(lim←−(Ω∗(M × S2n−1))) (3.22)

finden, wobei wir fortan die direkte Summe der inversen Limites von Ωk(M × S2n−1)
mit Λ∗(M × S∞) bezeichnen werden. Wir können Ω∗(M)⊗ Λ∗(S∞) als Teilalgebra von
Λ∗(M × S∞) auffassen, da Ω∗(M)⊗ Ω∗(S2n−1) ⊆ Ω∗(M × S2n−1) für jedes n ∈ N gilt.
Dadurch wird (3.22) zu

H∗bas(Ω
∗(M)⊗ Λ∗(S∞)) ∼= H∗bas(Λ

∗(M × S∞)), (3.23)

wobei wir zeigen werden, dass der Isomorphismus von den Inklusionen induziert wird.
Um dies zu bewerkstelligen, werden wir in Korollar 3.2.10 beweisen, dass ein S1-Stern
Morphismus zwischen zwei S1-Stern Algebren, welche Bedingung (Z) erfüllen, genau
dann einen Isomorphismus in deren Kohomologien induziert, wenn er einen Isomorphis-
mus in der basischen Kohomologie induziert. Unter dieser Annahme werden wir den
Beweis von Theorem 3.0.1 vollenden und anschließend im Rest dieses Paragrafen daran
arbeiten, obige Behauptung zu verifizieren.

Da Λ∗(S∞) laut Proposition 2.2.23 eine S1-Stern Algebra ist, die Bedingung (Z) er-
füllt, gilt dies mit Lemma 2.2.26 auch für Ω∗(M) ⊗ Λ∗(S∞). Wie im Beweis von 3.2.4
folgt, dass Λ∗(M × S∞) eine S1-Stern Algebra ist. Als Zusammenhangselement von
Λ∗(M ×S∞) ⊇ Ω∗(M)⊗Λ∗(S∞) können wir jenes von Ω∗(M)⊗Λ∗(S∞) wählen, womit
auch Λ∗(M × S∞) Bedingung (Z) erfüllt. Es lassen sich nun die Kohomologien dieser
beiden S1-Stern Algebren vergleichen:

H∗(Λ∗(M × S∞)) = H∗(lim←−Ω∗(M × S2n−1)) (Korollar 3.2.4)
∼= lim←−H

∗(Ω∗(M × S2n−1)) (Künneth 1.2.14)
∼= lim←−(H∗(Ω∗(M))⊗H∗(Ω(S2n−1))) (∆)
∼= H∗(Ω∗(M))⊗ lim←−(H∗(Ω(S2n−1))) (Korollar 3.2.4)
∼= H∗(Ω∗(M))⊗H∗(Λ∗(S∞)) ∼= H∗(Ω∗(M)⊗ Λ∗(S∞)) (∗)
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Wobei (∗) aus der algebraischen Version des Künneth Theorems folgt, siehe etwa [Di08,
Paragraf 11.10] und (∆) aus den universellen Eigenschaften des Tensorproduktes und
des inversen Limes. Mit Korollar 3.2.10 folgt (3.23) und damit H∗S1(M) ∼= H∗S1(Ω∗(M)).

Proposition 3.2.6. Jede S1-Stern Algebra Ω, die Bedingung (Z) erfüllt, induziert eine
natürliche lange exakte Sequenz von Kohomologien, i.e. für jede weitere S1-Stern Algebra
Λ, die Bedingung (Z) erfüllt und jeden S1-Stern Morphismus f : Ω→ Λ kommutiert das
folgende Diagramm der induzierten langen exakten Sequenzen:

. . . δ // Hk(Ωbas)
i∗ //

#f∗bas

��

Hk(ΩS1) ι∗ //

#f∗
S1

��

Hk−1(Ωbas)
δ //

#f∗bas

��

Hk+1(Ωbas)
i∗ //

f∗bas

��

. . .

. . .
δ

// Hk(Λbas) i∗
// Hk(ΛS1)

ι∗
// Hk−1(Λbas) δ

// Hk+1(Λbas) i∗
// . . .

(3.24)

Dabei bezeichne i : Ωbas ↪→ ΩS1 die natürliche Inklusion, fbas, fS1 die Einschränkungen
von f auf die Teilkomplexe Ωbas resp. ΩS1 und δ : H∗−1(Ωbas) → H∗+1(Ωbas) den so
genannten Einhängungshomomorphismus, der für β ∈ Ωbas mittels

δ([β]) = [i−1(d(ι−1(β)))] (3.25)

definiert und unabhängig von der Wahl der Urbilder ist.

Beweis. Wir zeigen, dass

0 0 // Ω∗bas
� � i //

fbas

��
#

Ω∗S1
ι // //

fS1

��
#

Ω∗−1
bas

0 //

fbas

��

0

0
0

// Λ∗bas
� �

i
// Λ∗S1 ι

// // Λ∗−1
bas 0

// 0

ein kommutatives Diagramm von kurzen exakten Sequenzen von Kokettenkomplexen
mit Kokettenabbildungen fbas und fS1 ist, denn mit [Mi08, Theorem III.11.8] folgt dann,
dass (3.24) ein kommutatives Diagramm langer exakter Sequenzen von Kohomologien
und dass δ mittels (3.25) ein wohldefinierter Homomorphismus sind.

Wir beachten zuerst, dass Ωbas ⊆ ΩS1 ⊆ Ω und Λbas ⊆ ΛS1 ⊆ Λ nach Bemerkung
2.2.18 S1-Stern Algebren, also insbesondere Kokettenkomplexe sind. Außerdem gilt für
die Einschränkungen von f : Ω → Λ, dass f(ΩS1) ⊆ ΛS1 und f(Ωbas) ⊆ Λbas, denn aus
(M2) folgt L(f(ω)) = f(L(ω)) = f(0) = 0 für ω ∈ ΩS1 und ι(f(β)) = f(ι(β)) = f(0) = 0
für β ∈ Ωbas. Somit schränkt sich f zu S1-Stern Morphismen ein, welche wieder mit (M2)
Kokettenabbildungen sind. Damit kommutiert fbas mit i und gemäß (M2) auch fS1 mit ι.
Jetzt müssen wir noch bei den einzelnen Kettenkomplexen die Exaktheit nachrechnen.

Exaktheit bei Ω∗bas: Die natürliche Inklusion ist klarerweise injektiv.
Exaktheit bei Ω∗S1 : Ein Element ω ∈ Ω∗S1 liegt per definitionem genau dann im Kern

von ι, wenn es ein basisches Element ist, also im Bild von i : Ω∗bas ↪→ Ω∗S1 liegt.
Exaktheit bei Ω∗−1

bas : Zuerst beachten wir, dass ι(Ω∗S1) ⊆ Ω∗−1
bas gilt, denn für ω ∈ Ωk

S1

folgt L(ι(ω)) = ι(L(ω)) = ι(0) = 0 aus (S5) und ι(ι(ω)) = 0 aus (S6). Damit erfüllt ι(ω)
die Bedingungen (Z1) und (Z2), liegt also in Ωk−1

bas .
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Um die Surjektivität von ι zu zeigen müssen wir die Bedingung (Z) von Ω verwenden.
Wir werden nämlich mit der Existenz eines Zusammenhangselementes θ ∈ Ω1 einen
Schnitt von ι konstruieren, der die Surjektivität von ι impliziert. Die Abbildung

c : Ωk−1
bas → Ωk

S1 , β 7→ (−1)k−1 · β ∧ θ

erfüllt c(Ω∗−1
bas ) ⊆ Ω∗S1 , denn:

L(c(β)) = L(±β ∧ θ) (2.13)
= ± L(β) ∧ θ︸ ︷︷ ︸

=0∧θ (B1)

± β ∧ L(θ)︸ ︷︷ ︸
=β∧0 (Z2)

= 0

Außerdem gilt ι ◦ c = idΩk−1
bas

, denn:

ι(c(β)) = (−1)k−1ι(β ∧ θ) (2.13)
= (−1)k−1 · ( ι(β) ∧ θ︸ ︷︷ ︸

=0∧θ (B2)

+(−1)1−k · β ∧ ι(θ)︸ ︷︷ ︸
=β∧1 (Z1)

) = β

Damit sind alle notwendigen Voraussetzungen erfüllt.

Proposition 3.2.7. Es sei Ω eine vollständige22 S1-Stern Algebra, dann induziert die
natürliche Inklusion i : ΩS1 ↪→ Ω einen natürlichen Isomorphismus in der Kohomologie.

Beweis. Wir werden zeigen, dass i eine Kettenhomotopieäquivalenz ist, genauer werden
wir nachrechnen, dass die Abbildung

g : Ω→ ΩS1 , ω 7→
∫
S1

ρz(ω)dz :=
∫ 1

0
ρe2πir(ω)dr (3.26)

ein S1-Stern Morphismus ist, für den g ◦ i = idΩS1 und i ◦ g ' idΩ für eine Kettenhomo-
topie q : Ω→ Ω gilt. Damit folgt nach Korollar 2.2.16 die Behauptung.

Wie in Bemerkung 2.2.23 (ii) gilt
∫
S1 dz = 1 und ρz(g(ω)) = g(ω), also liegt das Bild

von g in ΩS1 . Damit folgt für alle ν ∈ ΩS1 mit Bemerkung 2.2.18 (i):

(g ◦ i)(ν) = g(ν) =
∫
S1

ρz(ν)dz =
∫
S1

νdz = ν = idΩS1 (ν)

Mit dem Hauptsatz der Integral- und Differenzialrechnung folgt für alle ω ∈ Ω:

g(ω)− ω =
∫
S1

ρz(ω)dz −
∫
S1

ωdz =

=
∫ 1

0
ρe2πir(ω)− ρe0(ω)dr =

=
∫ 1

0

∫ r

0

d

dt
(ρe2πit(ω))|t=s dsdr =

22Ein normierter Vektorraum V heißt vollständig, falls jede Cauchy Folge in V konvergiert. Diese
benötigen wir in dieser Proposition für die Integrale.
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=
∫ 1

0

∫ r

0

d

dt
(ρe2πi(t+s)(ω))|t=0 dsdr =

=
∫ 1

0

∫ r

0

d

dt
(ρe2πit(ρe2πis(ω)))|t=0︸ ︷︷ ︸

(V1)
= Lv(ρe2πis (ω)) für ein v ∈ s

dsdr
(S3)
= (ρzs := ρe2πis)

=
∫ 1

0

∫ r

0
(d ◦ ιv + ιv ◦ d)(ρzs(ω))dsdr

(V2)
=

= d ◦
∫ 1

0

∫ r

0
(ιv ◦ ρzs)(ω))dsdr︸ ︷︷ ︸

=:q

+
∫ 1

0

∫ r

0
(ιv ◦ ρzs)(dω)dsdr = d(q(ω)) + q(dω)

Und da q eine lineare Abbildung Ω→ Ω vom Grad −1 ist, die ι◦ q = 0 = q ◦ ι und somit
[ι, q] = 0 erfüllt, ist dies die gesuchte Kettenhomotopie.

Korollar 3.2.8. Je zwei vollständige S1-Stern Algebren Ω und Λ, die Bedingung (Z)
erfüllen, induzieren für jeden S1-Stern Morphismus f : Ω → Λ ein kommutatives Dia-
gramm langer exakter Sequenzen:

. . . δ // Hk
bas(Ω) i∗ //

#f∗bas

��

Hk(Ω)
p∗ //

#f∗

��

Hk−1
bas (Ω) δ //

#f∗bas

��

Hk+1
bas (Ω) i∗ //

f∗bas

��

. . .

. . .
δ

// Hk
bas(Λ)

i∗
// Hk(Λ)

p∗
// Hk−1

bas (Λ)
δ

// Hk+1
bas (Λ)

i∗
// . . .

(3.27)

Dabei bezeichne i : Ωbas ↪→ Ω die natürliche Inklusion und p : Ω → Ωbas die Abbildung
p = ι ◦ g, wobei g die Abbildung (3.26) aus dem Beweis von Proposition 3.2.7 ist. Der
Einhängungshomomorphismus δ : H∗−1(Ωbas) → H∗+1(Ωbas) ist dann wieder von der
Form (3.25).

Beweis. Für den ersten Teil des Korollars betrachten wir folgendes kommutative Dia-
gramm:

Ω∗bas
� � i //
s�

i
%%LLLLLLLLLLL
Ω∗S1

ι // //
OO
g

Ω∗−1
bas

Ω∗
p

88 88rrrrrrrrrrr

Nach Proposition 3.2.7 induziert g einen Isomorphismus in der Kohomologie, der ein-
gesetzt in die lange exakte Sequenz (3.24) aus Proposition 3.2.6 die gewünschte lange
exakte Sequenz (3.27) liefert.

Der Einhängungshomomorphismus δ hat analog zum Beweis von 3.2.6 die Form δ([ω]) =
[i−1(d(p−1(ω)))] = [i−1(d(g−1(ι−1(ω))))]. Da dies unabhängig von der Wahl der Urbilder
ist, können wir darauf verzichten, ein Urbild von g zu wählen, weil g auf Ω∗S1 als Identität
wirkt.
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Bemerkung 3.2.9. Für kompakte S1-Mannigfaltigkeiten M mit freier Wirkung stimmt
die lange exakte Sequenz aus Korollar 3.2.8 gerade mit der Gysin Sequenz

. . . // Hk
dR(M/S1) π∗ // Hk

dR(M)
π∗ // Hk−1

dR (M/S1) δ // Hk+1
dR (M/S1) // . . .

des S1-Hauptfaserbündels π : M � M/S1 überein, siehe Bemerkung 1.2.20 (ii).

Korollar 3.2.10. Es seien Ω und Λ zwei vollständige23 S1-Stern Algebren, welche Be-
dingung (Z) erfüllen. Ein S1-Stern Morphismus f : Ω → Λ induziert genau dann einen
Isomorphismus H∗(Ω) ∼= H∗(Λ) in der Kohomologie, wenn er einen Isomorphismus
H∗bas(Ω) ∼= H∗bas(Λ) in der basischen Kohomologie induziert.

Beweis. Wir zeigen mittels vollständiger Induktion, dass eine Abbildung f : Ω→ Λ ge-
nau dann einen Isomorphismus induziert, wenn selbiges für fbas : Ωbas → Λbas gilt.

Induktionsanfang : Da für k ∈ Z mit k < 0 nach Vorraussetzung Ωk = 0 = Λk gilt,
sind sowohl alle k-ten Kohomologien, als auch die basischen Kohomologien trivial und
erfüllen somit die Behauptung. Der Fall n = 0 wäre für den Beweis nicht notwendig,
liefert aber ein nettes Nebenresultat. Nach Korollar 3.2.8 ist

0 = H−2
bas(Ω) 0 // H0

bas(Ω) i∗ //

f∗bas

��

H0(Ω) 0 //

f∗

��

H−1
bas(Ω) = 0

0 = H−2
bas(Λ) 0 // H0

bas(Λ) i∗ // H0(Λ) 0 // H−1
bas(Λ) = 0

eine exakte Sequenz und damit i∗ ein Isomorphimus in der nullten Kohomologie. Also
ist die nullte Kohomologie immer isomorph zur nullten basischen Kohomologie.

Induktionsschritt : Es sei die Behauptung für alle k-ten Kohomologien mit k < n
gezeigt. Für den Induktionsschritt werden wir das fünfer Lemma verwenden.24 Wir be-
trachten folgenden Teil des kommutativen Diagramms (3.27) langer exakter Sequenzen
aus Korollar 3.2.8:

Hn−1(Ω) //

∼=
��

Hn−2
bas (Ω) //

∼=∼=
��

Hn
bas(Ω) //

∼=
��

Hn(Ω) //

∼=
��

Hn−1
bas (Ω) //

∼=∼=
��

Hn+1
bas (Ω)

∼=
��

Hn−1(Λ) // Hn−2
bas (Λ) // Hn

bas(Λ) // Hn(Λ) // Hn−1(Λ) // Hn+1
bas (Λ)

(3.28)

Falls die Kohomologie von Ω und Λ übereinstimmt, dann gelten mit der Induktions-
annahme alle rechts von den senkrechten Pfeilen markierten Isomorphismen in (3.28)
und mit dem fünfer Lemma, folgt die Isomorphie Hn

bas(Ω) ∼= Hn
bas(Λ). Falls die basische

Kohomologie von Ω und Λ übereinstimmt, gelten alle links von den senkrechten Pfeilen
markierten Isomorphismen und es folgt die Isomorphie Hn(Ω) ∼= Hn(Λ). Damit wäre
die Behauptung auch für k = n gezeigt.
23Alle S1-Stern Algebren, die wir bisher als Limiten solcher konstruiert haben, sind vollständig.
24Das fünfer Lemma besagt, dass in einem kommutativen Diagramm zweier horizontaler exakter Sequen-

zen von jeweils fünf Gruppen die Isomorphie der mittleren senkrechten Abbildung aus der Isomorphie
der vier äußeren senkrechten Abbildungen folgt. Für einen Beweis siehe [Mi08, Lemma III.11.9].
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Korollar 3.2.11. Definition 2.2.27 ist wohldefiniert, i.e. für alle glatten Mannigfaltig-
keiten M existiert ein Isomorphismus

H∗bas (Ω∗(M)⊗ Λ1) ∼= H∗bas (Ω∗(M)⊗ Λ2)

für je zwei azyklische S1-Stern Algebren, welche Bedingung (Z) erfüllen.

Beweis. Gemäß Korollar 3.2.10 genügt es zu zeigen, dass es einen Isomorphismus

H∗ (Ω∗(M)⊗ Λ1) ∼= H∗ (Ω∗(M)⊗ Λ2)

gibt. Dessen Existenz folgt aus der algebraischen Version des Künneth Theorems und der
Azyklizität der beiden S1-Stern Algebren, denn diese liefern folgende Isomorphismen:

H∗ (Ω∗(M)⊗ Λ1) ∼= H∗ (Ω∗(M))⊗H∗ (Λ1)
∼= H∗ (Ω∗(M))⊗H∗ (Λ2) ∼= H∗ (Ω∗(M)⊗ Λ2)

Korollar 3.2.12. Definition 2.2.27 ist eine Verallgemeinerung von Definition 1.2.23,
i.e. falls M eine glatte Mannigfaligkeit mit freier S1-Wirkung ist, dann existiert ein
natürlicher Isomorphismus

H∗dR(M/S1) ∼= H∗S1(Ω∗(M)).

Beweis. Es sei Λ eine azyklische S1-Stern Algebra, welche Bedingung (Z) erfüllt. Mit
der algebraischen Version des Künneth Theorems erhalten wir einen natürlichen Isomor-
phismus:

H∗ (Ω∗(M)⊗ Λ) ∼= H∗ (Ω∗(M))⊗H∗ (Λ) ∼= H∗(Ω∗(M)) (3.29)

Da die Wirkung der S1 frei, also insbesondere lokal frei ist, folgt mit Bemerkung 2.2.23
(ii), dass Ω∗(M) Bedingung (Z) erfüllt. Somit faktorisiert (3.29) gemäß Korollar 3.2.10
zu einem natürlichen Isomorphismus

H∗bas (Ω∗(M)⊗ Λ) ∼= H∗bas(Ω
∗(M)), (3.30)

wobei die linke Seite von (3.30) gerade die Definition von H∗S1(Ω∗(M)) ist. Für die
rechte Seite von (3.30) gibt es laut Lemma 2.2.20 einen natürlichen Isomorphismus
H∗dR(M/S1) ∼= H∗bas(Ω

∗(M)), womit die Behauptung gezeigt wäre.
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird das Theorem von de Rham, welches besagt, dass es für glatte Man-
nigfaltigkeiten einen natürlichen Isomorphismus zwischen der de Rham Kohomologie und
der singulären Kohomologie gibt, auf S1-äquivariante Kohomologien verallgemeinert.
Dazu werden im ersten Kapitel die wichtigsten Eigenschaften von Hauptfaserbündeln
und der Kohomologietheorie behandelt. Für freie Wirkungen der S1 kann die Kohomo-
logie des Orbitraumes als äquivariantes Modell der Kohomologie herangezogen werden.
Für nicht freie Wirkungen werden im zweiten Kapitel ein topologisches Modell, das
auf Armand Borel und ein algebraisches Modell, das auf Henri Cartan zurückgeht, ein-
geführt. Für das Borel-Modell einer S1-äquivarianten Kohomologie eines topologischen
Raumes X dient die Kohomologie des Orbitraumes des Produktes von X mit dem To-
talraum eines universellen S1-Hauptfaserbündels. Für das algebraische Modell werden
zuerst die Eigenschaften der Differenzialformen von Mannigfaltigkeiten, auf denen die
S1 lokal frei wirkt, algebraisch charakterisiert, um danach die Konstruktion des topolo-
gischen Modells im algebraischen Setting zu imitieren. Im dritten Kapitel werden die für
die beiden Modelle benötigten Objekte mithilfe von Limiten aus den Sphären ungerader
Dimension konstruiert, mit denen sich dann die Kohomologien vergleichen lassen und
gezeigt werden kann, dass es für kompakte, glatte Mannigfaltigkeiten einen natürlichen
Isomorphismus zwischen diesen beiden Modellen gibt.

79



80



Lebenslauf

Persönliche Information

Name Jan Andreas Pretnar

Geburtsdatum 25. September 1984

Geburtsort Klagenfurt

Muttersprache Deutsch-Slowenisch

email janandreasp@yahoo.de

Ausbildung

Seit 10/2004 Diplomstudium Mathematik an der Universität Wien

06/2003 Matura mit ausgezeichnetem Erfolg

1995-2003 BRG Klagenfurt-Viktring mit besonderer Berücksichtigung der
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9/2011-03/2012 Österreichische Kinderfreunde, Landesorganisation Wien
Lernhilfe im Hort

1/2006-07/2010 Universität Wien, Fakultät für Mathematik
Tutor

03/2009 Ausstellung ”IMAGINARY - Mit den Augen der Mathematik“
Koordinator und Betreuer
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