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Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist eine Verallgemeinerung des Theorems von de Rham, welches besagt,
dass die de Rham Kohomologie einer glatten Mannigfaltigkeit mit der singuldren Ko-
homologie derselben bis auf natiirliche Isomorphie iibereinstimmt. Letztere hingt dabei
nur vom zugrunde liegenden topologischen Raum ab, wihrend fiir die de Rham Koho-
mologie eine glatte Mannigfaltigkeitsstruktur notwendig ist. Geméf3 dem Theorem ist
die de Rham Kohomologie bereits eindeutig durch die der Mannigfaltigkeit zugrunde
liegende Topologie festgelegt.

Eine Verallgemeinerung des Theorems soll derart erfolgen, dass wir zwei Kohomologi-
en, die von Wirkungen der Kreisline S! abhiingen, eine fiir topologische Riume und eine
fiir glatte Mannigfaltigkeiten einfiihren werden, welche bis auf natiirliche Isomorphie fiir
kompakte, glatte Mannigfaltigkeiten iibereinstimmen. Die Wirkung der S! bildet einen
wichtigen Spezialfall der in [GS99] behandelten Wirkungen allgemeiner kompakter Lie
Gruppen G. Um den allgemeinen Fall zu beweisen, wird dort die Theorie der Spektral-
sequenzen benétigt. Die Eindimensionalitiit der S! erméglicht es, in dieser Arbeit einen
Beweis zu fithren, der ohne diese Theorie auskommt.

Im ersten Kapitel sollen Begriffe und Eigenschaften behandelt werden, die wir verallge-
meinern wollen und die notwendig sein werden, um die gewiinschten Verallgemeinerungen
durchzufiihren. Beginnen werden wir mit Letzterem, wobei wir zwischendurch auch im-
mer wieder Ergebnisse erwiahnen werden, die zum besseren Verstdndnis der eingefiihrten
Begriffe dienen sollen. Im ersten Paragrafen betrachten wir topologische Ridume resp.
glatte Mannigfaltigkeiten und allgemeine Lie Gruppen, die auf ihnen wirken. Die zen-
tralen Objekte sind Orbitraume und Hauptfaserbiindel der Transformationsgruppen. Im
zweiten Paragrafen behandeln wir die wichtigsten Aspekte der singuldren - resp. de
Rham Kohomologie, die fiir unsere Zwecke notwendig sein werden und das Theorem von
de Rham, das wir verallgemeinern wollen. Ganz essenziell ist die Homotopieinvarianz, die
besagt, dass Rdume, die sich stetig ineinander transformieren lassen, bis auf Isomorphie
dieselbe Kohomologie besitzen.

Im zweiten Kapitel werden wir die im ersten Kapitel eingefithrten Kohomologien auf
topologische Rdume resp. glatte Mannigfaltigkeiten verallgemeinern, auf denen die kom-
pakte, zusammenhingende Lie Gruppe S' wirkt. So wie stetige resp. glatte Abbildungen
zwischen topologischen Rdumen resp. glatten Mannigfaltigkeiten Homomorphismen in
der jeweiligen Kohomologie induzieren, sollen entsprechende Abbildungen, welche die
S1-Wirkungen respektieren, Homomorphismen in den so genannten Aquivarianten Ko-
homologien induzieren. Fiir freie Wirkungen liefert in beiden Féllen die Kohomologie
des Orbitraumes die gewiinschten Objekte. Fiir nicht freie Wirkungen bedarf es einiger
Arbeit, wobei wir den topologischen und den glatten Fall separat behandeln werden.



Im ersten Paragrafen des zweiten Kapitels fiihren wir das topologische Modell der
dquivarianten Kohomologie ein, das auf Armand Borel zuriickgeht. Die Idee ist, die
S1-Wirkung auf einem topologischen Raum X auf ein Produkt X x F auszudehnen,
auf dem sie dann frei ist. Damit die Kohomologie des Orbitraumes so eines Produktes
bis auf einen natiirlichen Isomorphismus eine Verallgemeinerung der Kohomologie des
Orbitraumes ist, wird es notwendig sein, zu fordern, dass F' kontrahierbar ist, i.e. sich
stetig zu einem Punkt deformieren ldsst. Damit diese Konstruktion unabhéngig von den
gewdhlten Raumen ist, werden einige Resultate iiber Faserbiindel benétigt, die weitere
Einschrankungen beziiglich der topologischen Raume zur Folge haben. Wie sich her-
ausstellen wird, geniigt es, Parakompaktheit zu forden, um alle erforderlichen Resultate
anwenden zu kénnen. Um die Existenz sicherzustellen, wird am Ende des Paragrafen ein
entsprechender topologischer Raum konstruiert.

Im zweiten Paragrafen des zweiten Kapitels wollen wir die de Rham Kohomologie
glatter Mannigfaltigkeiten M verallgemeinern. Im Prinzip werden wir die Vorgéinge des
topologischen Falles imitieren, jedoch miissen dazu einige Schwierigkeiten tiberwunden
werden. Es wird sich ndmlich keine endlichdimensionale Mannigfaltigkeit finden lassen,
welche die Rolle des oben erwdhnten Raumes F' erfiillen konnte. Da sich die regulére
Kohomologie von M mithilfe des de Rham Komplexes Q*(M) und der dufleren Ableitung
d: QF(M) — Q¥ (M) berechnen lisst, werden wir die notwendigen Eigenschaften der
de Rham Komplexe einer Mannigfaltigkeit Q*(M), auf der die S' wirkt, und deren
Orbitraum Q*(M/S1) algebraisch charakterisieren. Das algebraische Pendant zu Q*(M)
bekommt den Namen S'-Stern Algebra und die Teilalgebra, die Q*(M/S") entspricht,
wird der basische Teilkomplex genannt. Die Begriffe wurden von Victor Guillemin und
Shlomo Sternberg eingefiihrt, die Ideen die dahinterstecken gehen jedoch grofteils auf
Henri Cartan zurtick.

Als néchstes sollten die Eigenschaften des de Rham Komplexes des Orbitraumes von
M charakterisiert werden, falls die S* frei wirkt. Leider lassen sich freie Wirkungen nicht
so einfach in die algebraische Sprache iibersetzen. Wie sich jedoch herausstellen wird, ist
es hinreichend, lokal freie Wirkungen zu charakterisieren. Wir sagen, dass eine S'-Stern
Algebra Bedingung (Z) erfiillt, wenn sie die entsprechenden Eigenschaften besitzt, die
lokal freie Wirkungen verallgemeinern. Um im algebraischen Setting nun die topologi-
schen Konstruktionen nachzuahmen, werden wir den de Rham Komplex Q*(M ) mit einer
S1-Stern Algebra A tensorieren, sodass das Tensorprodukt Bedingung (Z) erfiillt, und
tiber dessen basischen Teilkomplex die dquivariante de Rham Kohomologie definieren.
Die Kontrahierbarkeit von F' iibersetzt sich dabei in die Azyklizitdt von A, i.e. wir for-
dern, dass A dieselbe Kohomologie wie F' resp. der einpunktige Raum besitzt. Es bedarf
einiger Arbeit, den algebraischen Zugang iiber die Geometrie herzuleiten und zu zeigen,
dass damit das Gewiinschte erreicht wurde. Zweiteres wird im letzten Kapitel gesondert
behandelt.

Im dritten Kapitel wollen wir zeigen, dass es fiir kompakte, glatte Mannigfaltig-
keiten einen natiirlichen Isomorphismus zwischen den zwei eingefithrten Begriffen der
Sl-dquivarianten Kohomologie gibt. Da wir mit einem Resultat, mit dem wir auch die-
se verallgemeinerte Version des Theorems von de Rham zeigen, beweisen werden, dass
der eben besprochene algebraische Zugang nicht von der Wahl der azyklischen Algebren



abhéngt, verschieben wir die Frage der Wohldefiniertheit bis dahin. Um die beiden Mo-
delle vergleichen zu kénnen, miissen wir einen speziellen kontrahierbaren Raum F' und
ein spezielles azyklisches algebraisches Objekt A konstruieren, die dies ermdoglichen. Dies
funktioniert wie im Fall allgemeiner Lie Gruppen in [GS99], indem wir F als den direkten
Limes der Sphiren S$?™~! ungerader Dimension und A als direkte Summe der inversen
Limiten der de Rham Komplexe QF(S?™~!) fiir k € Z definieren. Deshalb beschiiftigen
wir uns im ersten Paragrafen des dritten Kapitels mit Limiten.

Im letzten Paragrafen werden wir die d4quivariante Version des de Rham Theorems fiir
beliebige Wirkungen der Kreislinie beweisen. Ein ganz zentrales Resultat, das wir zei-
gen werden, wird sein, dass eine Abbildung zwischen S!-Stern Algebren, die Bedingung
(Z) erfiillen, genau dann einen Isomorphismus in den Kohomologien induziert, wenn sie
einen Isomorphismus in den Kohomologien der basischen Teilkomplexe induziert. Mit
diesem Resultat werden wir dann schlussendlich ebenfalls zeigen, dass die dquivariante
de Rham Kohomologie unabhéingig von der Wahl der Bedingung (Z) erfiillenden, azy-
klischen S'-Stern Algebren und eine Verallgemeinerung der gewohnlichen de Rham
Kohomologie ist.

Wiéhrend der gesamten Arbeit werden wir uns immer wieder der elementarsten kate-
gorientheoretischen Begriffe bedienen, wie es in der algebraischen Topologie géingig ist,
da sie eine geeignete Sprache bietet, um Gemeinsamkeiten verschiedener mathematischer
Disziplinen zu vereinheitlichen. Eine knappe Einfithrung in die Sprache der Kategorien-
theorie findet sich zum Beispiel in [Hat02, Paragraf 2.3].






1 Grundlagen

Im ersten Paragrafen sollen notwendige Begriffe und Eigenschaften bereitgestellt werden,
die im Zusammenhang mit Wirkungen von Lie Gruppen auf topologischen Rdumen resp.
glatten Mannigfaltigkeiten wichtig sein werden, um eine dquivariante Kohomologie zu
definieren. Bevor wir Letzteres in Angriff nehmen, fassen wir im zweiten Paragrafen die
wichtigsten Eigenschaften der Kohomologietheorie exemplarisch an den Beispielen der
de Rham - und der singuldren Kohomologie zusammen.

1.1 Transformationsgruppen

Um grundlegende Definitionen und Eigenschaften topologischer Rdume und glatter Man-
nigfaltigkeiten simultan zu behandeln, soll folgende Konvention eingefiithrt werden. Wir
werden ab nun, wenn im Zusammenhang alle Begriffe einen Sinn ergeben, das Wort
Raum als Synonym fiir topologische Rdume und glatte Mannigfaltigkeiten verwenden.
Ein Morphismus soll eine stetige resp. glatte Abbildung sein und ein Isomorphismus
dementsprechend ein Homéomorphismus resp. Diffeomorphismus, je nachdem in welcher
Kategorie sich die Abbildungen befinden. Lie Gruppen G zusammen mit Rdumen, auf
denen sie wirken, werden auch Transformationsgruppen genannt. Neben diesen behan-
deln wir in diesem Paragrafen noch G-Hauptfaserbiindel. Fiir die topologischen Aspekte
dieses Paragrafen seien [St51], [Hu94] sowie [Kr99] und fiir glatte Mannigfaltigkeiten
betreffende Aspekte [Mi0§], [Ba09], [GHV73| sowie [Krl(] erwéhnt.

In der verwendeten Literatur werden glatte Mannigfaltigkeiten zum Teil nicht not-
wendigerweise als metrisierbar und separabel angenommen,ﬂ was in dieser Arbeit jedoch
durchgehend der Fall sein wird, wie etwa in [BT82] oder [Mi08]. Oftmals werden glatte
Mannigfaltigkeiten als parakompakte Hausdorffréiumd?] vorausgesetzt, was fiir alle metri-
schen Réume immer erfiillt ist, siehe etwa [Kr99, Theorem 1.3.8]. Eine noch allgemeinere
Behandlung von glatten Mannigfaltigkeiten und Lie Gruppen kann in [Kr07] und [Kr10]
gefunden werden.

'Ein Raum X heiit metrisierbar, falls seine Topologie von einer Metrik erzeugt werden kann. Fiir so
einen Raum sind dquivalent: (i) X ist separabel, i.e. X ist (topologischer) Abschluss einer abzihlbaren
Teilmenge, (ii) X erfillt das zweite Abzihlbarkeitsaziom, i.e. es gibt eine abzdhlbare Basis fiir die
Topologie und (iii) X ist Lindeldf, i.e. fiir jede offene Uberdeckung von X gibt es eine abzihlbare
Teiliiberdeckung. Bewiesen wird das in [Kr99, Proposition 3.3.1]. Auflerdem erfiillen metrisierbare
Réume alle Trennungsaxiome, siehe [Kr99, Seite 26f.].

2Ein Raum heiit parakompakt, falls jede offene Uberdeckung eine lokal endliche Verfeinerung hat und
hausdorffsch, falls es zu je zwei Punkten zwei disjunkte Umgebungen gibt. Fiir glatte Hausdorff Man-
nigfaltigkeiten M sind folgende Aussagen #quivalent: (i) M ist parakompakt, (ii) M ist metrisierbar
und (iii) Jede Zusammenhangskomponente von M ist Lindelsf, siehe etwa [Kr07, Satz 19.6].
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Definition 1.1.1 (Lie Gruppe). Eine Lie Gruppe ist eine Gruppe G mit glatter Mannig-
faltigkeitsstruktur, sodass die Multiplikation p : G x G — G, u(g,h) =: gh eine glatte
Abbildung ist. Aus deren Glattheit folgt jene der Inversion v : G — G, v(g) =: g~*
nach [Kr10, Bemerkung 2.2 (1)]. Eine Lie Untergruppe ist eine Untergruppe H C G, die
wieder eine Lie Gruppe ist, sodass die natiirliche Inklusion ¢ : H — G glatt ist.

Bemerkung 1.1.2. Es sei G eine Lie Gruppe. Falls eine (algebraische) Untergruppe H
von G (topologisch) abgeschlossen ist, dann ist sie nach [Kr10, Satz 5.5] eine Lie Unter-
gruppe und nach [Krl0, Satz 5.4] eine Teilmannigfaltigkeit, i.e. triagt die Spurtopologie
von G. In diesem Fall gibt es nach [Krl0, Satz 6.9] auf dem Raum der (Links-) Neben-
klassen G/H = {gH : g € G}E| eine eindeutige glatte Mannigfaltigkeitsstruktur, sodass
die natiirliche Projektion 77 : G — G/H, g — gH eine (finale) Submersionﬁ ist.

Definition 1.1.3 (G-Raum). Es seien G eine Lie Gruppe und M ein Raum. Eine Links-
wirkung von G auf M ist ein Morphismus A := AM : GXx M — M, \(g,z) =: gz =: A\g(z),
sodass Agp, = Agoy, fiir alle g, h € G und A, = idy fiir das Einselement e € G. Ein Raum,
auf dem G (von links) wirkt, heifit topologischer G-Raum oder glatte G-Mannigfaltigkeit,
je nachdem aus welcher Kategorie er ist. Wir fassen wieder beide Begriffe unter dem Wort
G-Raum zusammen. Das Paar (M, G) wird auch Transformationsgruppe genannt. Ein
Morphismus f : M — N von G-Réumen heifit G-dquivariant, falls f o AM = AV o f gilt,
ie. f(gx)=gf(x) fiir alle g € G und z € M.

Fiir x € M heifit die Menge Gz := {gx : g € G} C M Orbit von x und die Menge
G, :={g € G: gx =z} Stabilisator von x oder Fizpunktgruppe von z. Tatséichlich ist
diese eine Untergruppe von G, da fiir g,h € G, nach Definition der Wirkung (gh)z =
g(hz) = gz = x gilt und aus » = gz auch g~ 'z = g~ lga = ex = z folgt.

Eine Linkswirkung heifit frei, falls G, = {e} fiir alle x € M und sie wird transitiv
genannt, falls Gx = M fiir ein € M gilt. Letzteres besagt, dass es fiir jedes y € M ein
h € G mit hx = y gibt und somit auch Gy = Ghex = Gz = M gilt. Weiters nennen wir
eine Linkswirkung proper, falls die Abbildung (X, pry) : GXM — M xM, (g,z) — (gz,x)
proper ist, also wenn Urbilder kompakter Mengen wieder kompakt sind.

Eine Rechtswirkung von G auf M ist ein Morphismus p : M x G — M, p(z,g9) =:
xg =: pg(x), sodass pgn, = pp o pg fiir alle g,h € G und p, = idps. Jede Linkswirkung
A definiert eine Rechtswirkung mittels p*(z,g) := A,-1(z), denn p} = A = idy und
pg‘h = Agh)-1 = Ap-1g-1 = Ap-1 0 Ag—1 = p;\l o p;‘. Analog definiert jede Rechtswirkung
p eine Linkswirkung A : G x M — M mittels M\ (g,z) := py-1(x). Ein Morphismus
f: M — N fir den G auf M von links und auf N von rechts wirkt resp. umgekehrt
heift G-dquivariant, falls f(gz) = f(x)g~! resp. f(zg) = g ' gilt.

3Die zugrunde liegende Topologie von G /H ist die Quotiententopologie. Fiir eine Menge von Aquivalenz-
klassen X/~ einer Aquivalenzrelation ~ auf einem Raum X ist diese definiert als die Finaltopologie
beziiglich der natirlichen Projektion m : X — X/., x + [z], i.e. eine Menge U C X/. ist genau
dann offen, wenn 7= *(U) C X offen ist. Damit sind Abbildungen f : X/~ — Y genau dann stetig,
wenn es f o ist. Auf G ist die Aquivalenzrelation gegeben durch a ~ g :< g la € H & a € gH =
{gh: h € H} fiir a,g € G und somit sind die Aquivalenzklassen [g] := {a € G : a ~ g} = gH.

4Eine glatte Abbildung g : M — N heifit Submersion, falls fiir jedes © € M die Tangentialabbildung
Teg: ToM — Ty N surjektiv ist. Ist g zusétzlich surjektiv, dann ist g auch final, i.e. Abbildungen
f: N — P, fiir die fog: M — P glatt ist, sind selbst schon glatt, siehe etwa [Kr07, Folgerung 22.2].
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Bemerkung 1.1.4. Es sei M ein G-Raum.

(i) Fiir jedes g € G ist der Morphismus Ay : M — M, \y(x) := A(g,x) = gz sogar
ein Isomorphismus, denn fiir Aj—1 gilt A\j o Aj-1 = Ajp-1 = A, = idps und ebenso folgt
Ag-10Ag = idps. Somit definiert jede Linkswirkung einen Gruppenhomomorphismus G —
Aut(M), g — Ay, wobei Aut(M) :=Iso(M, M), denn gh — Ay 0 Ap,. Es sei zu beachten,
dass Rechtswirkungen Gruppenantihomomorphismen definieren, i.e. gh — pp, o py.

(i) Wir betrachten nun die Ewvaluationsabbildung ev, : G — M, ev,(g) := gz bei
x € M. Diese ist als Einschrankung von A wieder ein Morphismus und faktorisiert zu
einem bijektiven Morphismus ev, : G/G, — img(ev,) = Gz, gG, — gz, denn:

evy

ni #
G/G,

év, ist wohldefiniert und injektiv, da gr = hx < h7'g € G, < ¢G, = hG, fiir
alle g,h € G gilt. Im topologischen Fall folgt mit Fufinote [3| aus der Stetigkeit von
ev, = év, o, dass auch év, stetig ist. Um dies im glatten Fall einsehen zu konnen,
beachten wir zuerst, dass der Stabilisator G, als Urbild der abgeschlossenen Menge {x}
unter der stetigen Abbildung ev, wieder abgeschlossen ist. Nach Bemerkung kann
G /G, also eindeutig mit einer glatten Struktur versehen werden, sodass die natiirliche
Projektion 7 : G — G/G,, eine Submersion wird und da ev, = ev, o glatt ist, gilt dies
mit FuBnote 4] auch fiir ev,.

Mit dem Diagramm ldsst sich nun gut erkennen, dass G genau dann frei wirkt,
wenn alle ev, injektiv sind und genau dann transitiv wirkt, wenn ein (und somit al-
le) ev, surjektiv ist. Fiir freie Wirkungen sind die Evaluationsabbildungen also stetige
Bijektionen auf das Bild, jedoch werden die Umkehrabbildungen im Allgemeinen nicht
stetig und somit keine Hom&omorphismen sein.

(iii) Wir betrachten den Morphismus (A, pry) : GX M — M x M, (g,z) — (evz(g),x)
und bezeichnen mit M* = {(g9z,2) : g € G, v € M} € M x M sein Bild. Falls
G frei wirkt, erhalten wir eine Abbildung 7 : M* — G, (y,x) — ev;'(y), die auch
Translationsfunktion von M genannt wird, sodass fiir jedes x € M mit 72 1= 7T|gux{z}
und iy : M — M x {z}, y — (y,z) folgendes Diagramm kommutiert:

Gx C M (1.1)

G x M rre) M* C  MxM (1.2)
U
pr1 g Grx{z} C M x{z}
G (/ Gz - M

Falls 7 stetig ist, dann ist jeder Orbit Gx homdomorph zu G. Denn mit 7 sind alle
Einschriankungen 7, stetig, also auch alle ev,! = 7, 0 i,. AuBerdem ist 7 genau dann
stetig, wenn (A, pry) ein Homéomorphismus auf das Bild ist.
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Bemerkung 1.1.5. Es sei M eine glatte G-Mannigfaltigkeit.

(i) Fiir x € M ist nach [MiO8, Theorem 6.4] der Orbit Gz C M eine initiale Teilman-
nigfaltigkeit und ev, : G/G;y — Gz eine initiale Immersion Also ist ev, L glatt, weil
€Vy 0ev, U= ideg, glatt ist und damit ist év, : G/G, — Gz ein Diffeomorphismus. Falls
G transitiv wirkt, gilt die Mengenidentitdt Gz = M und wir erhalten einen Diffeomor-
phismus év, : G/G, = M, weil die Umkehrabbildung i : M — Gz = M der natiirlichen
Inklusion ¢ : Gx — M wegen ¢ o = idj; mit FuBinote [5] glatt ist. Falls G frei wirkt, dann
stimmen nach die Abbildungen €v, und ev, iiberein. Wir fassen zusammen:

evy : G/Gy z M, falls G transitiv auf M

~ 1.3
evy : G—> M, falls G transitiv und frei auf M (1:3)

&y : G/Gy = Gz = {

(ii) Falls G kompakt ist, dann ist die Wirkung proper. Dazu betrachten wir das Urbild
einer kompakten Menge K x L unter der stetigen Abbildung (A, pry) : GXM — M x M,
wobeil K, L C M zwei kompakte Mengen sind. Weil M x M hausdorffsch ist, ist K x L
abgeschlossen, siehe [Kr99, Proposition 2.1.6], und somit auch (A, pry) (K x L). Weiters
ist dieses (abgeschlossene) Urbild enthalten in der kompakten Menge G x L, also selbst
wieder kompakt, siehe etwa [Kr99, Folgerung 2.1.4].

Definition 1.1.6 (Hauptfaserbiindel). Es seien P, B und F’ Rdume und p : P — B ein
Morphismus. Das Quadrupel (P,p, B, F) =: P heifit (lokal triviales) Faserbindel mit
Fasertyp F, Totalraum P, Basisraum B und Projektion p, falls jeder Punkt b € B eine
Umgebung U C B und einen Isomorphismus ¢y : p~H(U) =: P|ly — U x F besitzt,
sodass folgendes Diagramm kommutiert:

P 2O Ply o0 UxF
p|l #
pry
B 2 U

Fiir jedes b € B heifit P, := p~'(b) die Faser iiber b und via der Einschrinkungen
vy = ulp, © P» — {b} x F erhalten wir Isomorphismen P, = F. Lokal sieht ein
Faserbiindel wie ein Produkt pr; : B x F' — B, ein so genanntes triviales Biindel aus und
wir nennen die @y lokale Trivialisierungen. Insbesondere ist p surjektiv und im glatten
Fall submersiv. Ein lokaler Schnitt eines Faserbiindels ist ein Morphismus s : U — P
mit po s =idy, i.e. s(b) € B, fiir alle b € U. Er heifit (globaler) Schnitt, falls er auf dem
gesamten Basisraum definiert ist.

Es sei P zusitzlich ein G-Raum, dessen Fasern F' = G erfiillen. Falls die lokalen
Trivialisierungen G-dquivariant beziiglich der Wirkung g(b, h) := (b, gh) fiir alle g,h € G
und b € B sind, so nennen wir P ein G-Hauptfaserbiindel.

SEine glatte Abbildung g : M — N heifit Immersion, falls fiir jedes x € M die Tangentialabbildung T, g :
TeM — Ty N injektiv ist und heifit initial, falls Abbildungen f : P — M, fiir die gof : P — N glatt
ist, selbst schon glatt sind. Eine glatte Mannigfaltigkeit M C N heif3t initiale Teilmannigfaltigkeit
der glatten Mannigfaltigkeit N, falls die natiirliche Inklusion eine initiale Immersion ist.
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Bemerkung 1.1.7. (i) Faserbiindel (P,p, B, F') besitzen immer lokale Schnitte. Dies
gilt, da triviale Biindel pr; : B x F' — B globale Schnitte ¢ : B <— B X F' besitzen, die
mittels der lokalen Trivialisationen ¢y : Ply — U x F lokale Schnitte s : U — P|y via
5= gp&l o t|y liefern.

Wir zeigen weiters, dass die lokalen Schnitte eines Faserbiindels in bijektiver Korre-
spondenz mit Morphismen ¢ : U — F' stehen. Wiederum geniigt es, dies fiir Schnitte
t: U — U x F trivialer Biindel zu zeigen. Die Zuordnung ® : ¢ +— (¢ := praot) liefert
die Bijektion, denn fiir ¥ : ¢ — (t4 := (idy, ¢)) gelten ®(¥(¢)) = prao(idy, ¢) = ¢ und
weil pry ot = idy auch ¥(®(t)) = (idy, pre ot) = t. Jeder Morphismus ¢ : U — F' liefert
also einen lokalen Schnitt mittels sy := @51 oty und jeder Schnitt einen Morphismus
mittels ¢4 := pro oy o s:

P 2 Ply o0 UxF C BxF
A A

pi ‘s¢4‘\ /—*tqﬂ iprl
[ [

B 2 U---%sr<%- -y ¢ B

(ii) Fiir ein G-Hauptfaserbiindel (P, p, B, G) ist die Wirkung von G auf P faserinva-
riant, i.e. sie schriankt sich fiir jedes b € B zu einer Wirkung G x P, — P, ein. Dies folgt
aus der G-Aquivarianz der Trivialisationen oy : Ply — U xG, denn fiir x € P, mit b € U
und g € G gilt: p(g2) = pri(pu(9z)) = pri(gpuv(z)) = pri(g(b, x)) = pr1(b, gz) = b.

Weiters ist diese Wirkung frei und transitiv auf den Fasern. Dies folgt aus der G-Aqui-
varianz der zweiten Komponente ¢y : Py — G der Trivialisationen ¢p. Ersteres stimmt,
weil aus © = gx € P, folgt gpa(x) = w2(g9z) = po(r) € G und damit g = e, also gilt
G, = {e}. Fiir die Transitivitit auf den Fasern sei x € P, fix fiir ein b € B. Fiir jedes
y € Py, sei gy = p2(y)p2(x) ! € G. Da gyx € P, liegt, folgt mit p2(gyx) = gypa2(x) =
v2(y), dass ¢y (gyxr) = pu(y) und somit g,x = y gilt, also erhalten wir Gz = P,

(iii) Es sei nun umgekehrt ein Faserbiindel (P,p, B,G) mit einer faserinvarianten
Wirkung einer Lie Gruppe G auf P, die frei und transitiv auf den Fasern ist, gegeben.
Nach existieren lokale Schnitte s : U — P|y und wir werden zeigen, dass diese
bijektive G-dquivariante Morphismen ¢y : U x G — Ply, (b,g) — g¢s(b) liefern:

)\P

P GxP (1.4)
U JAidG X8
Ply < UxG =~ GxU
p

¢ pry

U

Zuerst gilt aufgrund der Faserinvarianz p(¢y (b, g)) = p(gs(b)) = b = pri(b, g) fiir jedes
b€ U und g € G, also sind ¥y wirklich Abbildungen, die das Diagramm kommu-
tativ machen. Weil A’ und s Morphismen sind, gilt dies auch fiir die . Weiters gilt
Yu(g(b,h)) = Yy (b, gh) = ghs(b) = gyy(b, h) fiir alle g,h € G und b € B, also ist die

G-Aquivarianz erfiillt. Die Surjektivitdt folgt aus der Transitivitdt auf den Fasern, denn
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fir y € P, und = = s(b) gibt es ein g € G mit gz = y, also Yy (b,g) = gs(b) =gz =y
Die Injektivitét ist gegeben, weil G frei und faserinvariant erkt denn fiir x = s(b) € P,
und g, h € G folgt aus gx = ¢y (b, g) = 1y (b, h) = hx, dass h~lgx = x ist, also h™lg = ¢
und somit (b, g) = (b, h) gilt.

(iv) Die Voraussetzungen aus fiir ein Faserbiindel sind in der Kategorie glat-
ter Mannigfaltigkeiten &dquivalent zu den Bedingungen fiir ein G-Hauptfaserbiindel. In
[Kr10, nach Definition 6.11] wird némlich gezeigt, dass die glatten Abbildungen vy in
Diffeomorphismen sind, also sind deren Umkehrabbildungen G-dquivariante lokale
Trivialisierungenﬁ Anstelle der Forderung, dass p : P — B ein lokal triviales Faserbiindel
ist, geniigt es zu fordern, dass p surjektiv und submersiv ist, denn laut [Kr07, Propositi-
on 22.1] existieren fiir Submersionen immer lokale Schnitte und wir erhalten analog mit
lokale Trivialisierungen.

(v) In der Kategorie topologischer Rédume sind die stetigen Abbildungen vy in
im Allgemeinen keine Homéomorphismen, weil die Umkehrabbildungen nicht notwendi-
gerweise stetig sein miissen. Wir betrachten die stetige Bijektion A x pry : G x P — P*
aus . In|l.1.4] _ . ) haben wir fiir freie Wirkungen gezeigt, dass die Translationsfunk-
tion 7 : P* — G von P genau dann stetig ist, wenn A X pry ein Homéomorphismus
ist und dies ist genau dann der Fall, wenn X eine offene Abbildung istm Mit dem Dia-
gramm erkennen wir weiters, dass dies gleichbedeutend dazu ist, dass ¥y offen
und somit ein Homdomorphismus ist. In [Hu94] wird diese dquivalente Beschreibung von
G-Hauptfaserbiindeln als Definition herangezogen.

Definition 1.1.8 (Orbitraum). Es sei M ein G-Raum, dann bildet die Menge aller
Orbits eine Partition von M, denn aus @ # Gz N Gy folgt gr = hy fir gewisse g, h €
G, also gilt die Mengenidentitit Gx = Ggxr = Ghy = Gy. Somit erhalten wir eine
Aquivalenzrelation z ~g y < y € Ga auf M, dessen Aquivalenzklassen die Orbits
sind. Die Familie {Gx : « € M} =: M/G versehen mit der Quotiententopologie heifit
Orbitraum. Um die Orbits Gx C M fiir x € M besser von den Elementen im Orbitraum
zu unterscheiden, sollen diese fortan mit [z] :== Gz € M /G bezeichnet werden.

Bemerkung 1.1.9. Die natiirliche Projektion p : M — M /G, p(x) = [z] ist G-dquiva-
riant und offen. Ersteres gilt wegen der Identitét p(gz) = [g ] [ | = glz] = gp(z). Fiir
die zweite Behauptung beachten wir zuerst, dass p~!(p(z)) = p~!([z]) = Gz gilt. Somit
folgt fiir offene Mengen U C M, dass p~}(p(U)) = GU = |J,cc A\g(U) offen ist, weil die
Ag nach Bemerkung Homo6omorphismen sind.

Falls G kompakt ist, so ist p zusétzlich abgeschlossen. Wir zeigen, dass die Menge
p~1(p(A)) = GA = \(G, A) abgeschlossen ist, falls es A C M ist. Da G x M — G x M,
(g9,2) — (g,gx) ein Homdomorphismus mit Inverser x : (g,2) — (g,g9 ') ist, folgt
(Ao k)(g,z) = x = pry(g,z). Da G kompakt ist, ist die Projektion pry : G x M — M
und damit A\ abgeschlossen, siehe etwa [Di08] Proposition 1.5.1 und 1.8.5].

geG

SFiir G-#quivariante Isomorphismen ¢ : X — Y ist ¢ ! =: 9 : Y — X wieder G-iquivariant, da mit
y=¢(x) €Y und g € G gilt, dass P(gy) = Y(g9p(x)) = P(p(gz)) = gz = g(p(x)) = g (y) ist.

"Eine Abbildung heifit offen, wenn Bilder offener Mengen offen sind. Sie heifit abgeschlossen, wenn die
analoge Bedingung fiir abgeschlossene Mengen gilt. Eine bijektive Abbildung ist also genau dann ein
Homoomorphismus, wenn sie stetig und offen oder stetig und abgeschlossen ist.
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Proposition 1.1.10. Es sei M eine glatte G-Mannigfaltigkeit mit freier Wirkung. Genau
dann, wenn die Translationsfunktion T : M* — G aus in Bemerkung
stetig ist, kann der Orbitraum M /G mit einer eindeutigen Mannigfaltigkeitsstruktur aus-
gestattet werden, sodass die natirliche Projektion p : M — M/G, x +— [z] eine Sub-
mersion ist. Nach Bemerkung ist (M,p, M/G,Q) in diesem Fall ein G-Haupt-

faserbiindel.

Beweis. Ein Beweis kann in [Kr10, Satz 6.14] gefunden werden. O

Korollar 1.1.11. Es sei M eine glatte G-Mannigfaltigkeit mit freier G- Wirkung. Falls
G kompakt ist, dann ist M := (M,p, M/G, G) ein G-Hauptfaserbiindel. Im topologischen
Setting gilt dies ebenso, falls M x M kompakt erzeugﬂ und hausdorffsch ist.

Beweis. Gemifl Bemerkung sind freie Wirkungen kompakter Lie Gruppen pro-
per, i.e. (A, pry) : G x M — M x M ist proper und somit auch abgeschlossenﬂ Weil G
frei wirkt, ist die Abbildung (A, pry) auBerdem injektiv, siche Bemerkung . Als
abgeschlossene, stetige Bijektion auf das Bild M*, ist sie also ein Hom6omorphismus,
was dquivalent zur Stetigkeit der Translationsfunktion 7 in ist. Mit Proposition
folgt also der erste Teil der Behauptung.

Fiir topologische Raume beachten wir, dass wir in Bemerkung nur die Haus-
dorffeigenschaft verwendet haben, um zu zeigen, dass freie Wirkungen kompakter Lie
Gruppen G proper sind. Wie im ersten Teil des Beweises folgt die Stetigkeit der Trans-
lationsfunktion von M, welche nach Bemerkung dquivalent zur G-Hauptfaser-
biindel Eigenschaft von M ist. O

Bemerkung 1.1.12. Es wirke eine kompakte Lie Gruppe G frei auf den Rdumen M
und N. Jeder G-adquivariante Morphismus f : M — N faktorisiert dann zu einem Mor-
phismus fo: M/G — N/G, fa([z]) == [f(x)], denn:

M—I N (1.5)

p]bI i # ipN

M/G --> N/G
fa

Fir [y] = [x] € M/G gilt wegen f(y) = f(g9z) = gf(z) die Wohldefiniertheit [f(y)] =
[f(x)] € N/G. Die Kommutativitit des Diagramms fg o pM = p" o f gilt per definitio-
nem, also folgt die Stetigkeit von fg aus jener von p¥ o f, weil die Orbitraume M/G
und N/G die Quotiententopologie tragen. Analog folgt die Glattheit von fg, da die
natiirlichen Projektionen fiir kompakte und frei wirkende Lie Gruppen G nach Korollar
[L.1.11] Submersionen sind.

8Ein Raum X heiit kompakt erzeugt oder k-Raum, wenn er die finale Topologie beziiglich der
natiirlichen Inklusionen seiner kompakten Mengen trigt.

°In [Kr10, Lemma, S.78f.] wird gezeigt, dass stetige, propere Abbildungen von Hausdorff Ridumen
f: X — Y fir k-Rdume Y auch abgeschlossen sind. Mannigfaltigkeiten sind lokal homdomorph zum
R™, also lokal kompakt, i.e. jeder Punkt besitzt eine kompakte Umgebung. Nach [Kr99, Propositi-
on 2.3.2] sind sie damit auch kompakt erzeugt. Das Produkt zweier k-Rdume ist kompakt erzeugt,
falls einer der Rdume lokal kompakt ist, siche etwa [Kr99, Folgerung 2.3.4].
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Definition 1.1.13 (Assoziiertes Faserbiindel). Es seien G eine kompakte Lie Gruppe,
sowie M und F' zwei G-Réume, sodass G frei auf M wirkt. Die natiirliche Projektion
pr; : M x F — M ist G-dquivariant beziiglich der komponentenweisen (freien) Wirkung
g(z,y) = (g9z,gy) am Produktraum M x F' und liefert nach Bemerkung [1.1.12 ein
kommutatives Diagramm

M X F

M x F Mp:=M xgF:=(Mx F) /G (1.6)
|
pry # | PF
¥
M p M/G

fiir einen Morphismus pp : Mp — M/G, [z,y] — [z]. Nach Korollar ist in der
Kategorie glatter Mannigfaltigkeiten M := (M,p, M/G,G) ein G-Hauptfaserbiindel,
also gilt nach |[GHVT3l Paragraf V.2, Seite 198f.], dass auf My eine eindeutige glatte
Struktur existiert, sodass Mp := (Mg, pp, M/G, F) ein Faserbiindel mit Fasertyp F ist.
Im topologischen Setting ist Mp laut [Hu94, Paragraf 4.5 bis 4.7] ein Faserbiindel mit
Fasertyp F, falls M ein G-Hauptfaserbiindel ist. In beiden Féllen wird Mp das zu M
assoziierte Faserbiindel mit Faser F' genannt.

Definition 1.1.14 (Pullback Biindel). Es sei P = (P,p, B, F') ein Faserbiindel und
f A — B ein Morphismus. Fir f*P := {(a,z) € A x P : f(a) = p(x)} nennen wir
f*(P) := (f*P,pr;, A, F) das Pullback Biindel oder auch das induzierte Biindel von P
unter f und f : f*P — P, (a,x) — x die von f induzierte Projektion, die folgendes
Diagramm kommutativ macht:

AxPDfP P
Prli ip
A 7 B

Bemerkung 1.1.15. Gemé#f [Hu94, Korollar 2.6.7] ist f*P ein (lokal triviales) Fa-
serbiindel, falls P eines ist und laut [Hu94, Proposition 4.4.1] gibt es fiir ein G-Hauptfa-
serbiindel P auf dem Pullbackbiindel genau eine Moglichkeit eine G-Wirkung zu definie-
ren, sodass f*P wieder ein G-Hauptfaserbiindel und f eine G-iquivariante Abbildung
wird, ndmlich via g(a, z) := (a, gz). Weiters wird gezeigt, dass der Orbitraum des Pull-
back Biindels homdomorph zu A mittels der Abbildung [(a,x)] — a ist.

f P d P
WbL X ip
(f*P)/G?A?B

Diese Tatsachen gelten ebenfalls in der Kategorie glatter Mannigfaltigkeiten, siehe etwa
I[GHV73| Paragraf V.1, Seite 196]. Insbesondere ist die Basis jedes G-Hauptfaserbiindels
isomorph zu ihrem Orbitraum, wenn wir f =id : B — B wihlen.
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1.2 Kohomologie

Im zweiten Paragrafen soll ein Uberblick iiber die elementarsten Fakten im Umgang
mit der de Rham - resp. der singuldren Kohomologie gegeben werden. Zur intensiveren
Auseinandersetzung mit dem Thema seien [BT82|, [GHVT72, Kapitel 5] sowie [Mi08,
Kapitel I1I] fiir die de Rham Theorie und [Hat02] sowie [Di08| Kapitel 17] fiir die singulére
Kohomologietheorie empfohlen.

Definition 1.2.1 (De Rham Differenzial). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und
QF(M) der Vektorraum der Differenzialformen vom Grad k, dann hat die d#ufiere Ablei-
tung d := d* : QF(M) — QF1(M) nach [Calll, Satz 4.4] folgende Eigenschaften:

(i) d* sind lineare Abbildungen von R-Vektorrdumen fiir alle k € Z.
(ii) dda := d*(d*1(a)) = 0 fiir alle a € Q¥~1(M) und k € Z.
(iii) d(a A B) =da A B+ (—1)ka A dp fiir alle a € QF(M) und 3 € Q(M).
(iv) d(f*a) = f*(da) fiir alle glatten Abbildungen f : M — N and a € QF(N).
Die Abbildung d wird auch de Rham Differenzial und der Z—graduiertﬂ R-Vektorraum

(M) = P OF (M)

keZ

de Rham Komplex genannt, wobei die direkte Summe endlich ist, da Q¥(M) = {0} =: o
fiir £ < 0 und k£ > dim(M) trivial sind. Die Eigenschaft heifit Leibniz Regel und
ist die Natiirlichkeit des de Rham Differenzials. Eine k-Form a € QF(M) heiit exakt,
falls a € img(d*~1), also falls eine (k — 1)-Form 8 € Q¥ 1(M) existiert, fiir die df = «
gilt und sie heifit geschlossen, falls a € ker(d¥), also da = 0 gilt.

Bemerkung 1.2.2. Die Figenschaft d od = 0 in bedeutet gerade, dass je-
de exakte Differenzialform auch geschlossen ist, i.e. fiir jedes k € 7 gilt fiir die Teil-
vektorrdume img(d*~!) C ker(d*) C QF(M). Die Umkehrung gilt somit genau dann,
wenn img(d*~!) = ker(d*) fiir alle k € Z beziehungsweise wenn alle Faktorriume
ker(d®)/img(d*~') = o trivial sind.

Definition 1.2.3 (De Rham Kohomologie). Es seien M eine glatte Mannigfaltigkeit
und d : Q¥(M) — QFF1(M) das de Rham Differenzial. Unter der k-ten de Rham Koho-
mologie von M verstehen wir den R-Vektorraum HE, (M) = ker(d¥)/img(d*~1). Fiir
eine geschlossene k-Form a € QF(M) sei [a] € H¥(M) die von a repriisentierte Koho-
mologieklasse. Zwei geschlossene k-Formen «a, 3 € QF(M) reprisentieren also dieselbe
Kohomologieklasse, wenn o — 3 = d fiir ein v € Q¥~1(M) gilt, i.e. wenn sie sich durch
eine exakte k-Form unterscheiden. Weiters nennen wir den Z-graduierten R-Vektorraum

Hag (M) = @ Hc]fR(M)
keZ

10Fs sei V ein Vektrorraum und I eine Menge. Eine I-Graduierung von V ist eine Zerlegung von V in

eine direkte Summe P el Vi von Vektorrdumen V;. Wir nennen V in diesem Fall auch I-graduiert.
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die de Rham Kohomologie von M. Die direkte Summe ist endlich, da nur endlich viele
QF = o nicht trivial sind. Damit lisst sich jedes a € Hiz (M) eindeutig als endliche
Summe a = Y,y ax fir a € Hi, (M) schreiben. Die Elemente ar € HJp (M) hei-
Ben homogen vom Grad k. Fiir die folgenden Bemerkungen beachten wir, dass lineare
Abbildungen zwischen graduierten Vektorrdumen eindeutig durch ihre Angabe auf ho-
mogenen Elementen festgelegt sind.

Beispiel 1.2.4. Die nullte Kohomologie einer Mannigfaltigkeit ist der Kern der Abbil-
dung d : Q°(M) — QY(M), weil d~! = 0. Da Q°(M) = C*(M,R) ist HJz (M) die Menge
aller glatten Abbildungen von M nach R, fiir die df = 0 gilt, die also lokal konstant sind.
Fiir zusammenhingende Mannigfaltigkeiten M gilt also HgR(M ) = R.
Bemerkung 1.2.5. Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten.

(i) Die de Rham Kohomologie von M kann zu einer assoziativen, graduiert kommu-
tativen R-Algebra gemacht werden, i.e. ein graduierter R-Vektorraum zusammen mit
bilinearen Abbildungen

A= Fal: H!fR(M) X HéR(M) - Hc’flj{rl(M)’

welche a A (bAc) = (aAb)Acund aAb= (—1)*bAa fiir alle a € HE (M), b€ Hig(M),
c € HL (M) und k,l,m € Z erfiillen. Das Wedge-Produkt von Differenzialformen liefert
die gewiinschten Abbildungen mittels

(la], [B]) = [a] A[B] := [ A B, (1.7)

fiir a € QF(M) und B € QY(M). Um dies einzusehen, beachten wir, dass aus der Leibniz
Regel d(a A B) = 0A B+ (=1)*a A0 = 0 folgt und deshalb [a A 3] wirklich eine
Kohomologieklasse in H Cll"’;{l(M ) reprisentiert. Ebenfalls mit der Leibniz Regel folgt die
Wohldefiniertheit der Abbildungen ([1.7), i.e. [(a 4+ dy) A B] = [a A B] = [a A (B + d7)]
fiir beliebige v € QF1(M), ¥ € Q=1(M). Aus der Bilinearitiit des Wedge-Produktes
und der Identitét d(y A B) = dy A B+ v A0 = dy A ( folgt ndmlich (o + dy) A =
aAB4+d(yAB) mit yAB € Q¥ Analog kann a A (B4 dY) —anB =d ((—1)F(a A 7))
mit (—1)F(a A7) € Q=1 gezeigt werden.

Das Wedge-Produkt von Differenzialformen ist bilinear, assoziativ und graduiert kom-
mutativ, siche etwa [Calll, Paragraf 4.3], also auch die Abbildungen ((1.7).

(ii) Falls M # @, dann liefert die von der konstanten Funktion 1 € C*°(M,R) =
QY(M) reprisentierte Kohomologieklasse ein (eindeutiges) Einselement von Hjp (M).

(iii) Zu jeder glatten Abbildung f : M — N erhalten wir einen Algebrahomomorphis-
mus f* : Hig(N) — Hjp(M). Diesen liefert der Pullback von Differenzialformen, denn
wegen der Natiirlichkeit d o f* = f* o d aus sind fiir alle k € Z

[ o= 0 Hig(N) — Hip(M), f*([o]) = [f*al, (1.8)

wohldefinierte, lineare Abbildungen. Fiir ein a € QF(N) mit da = 0 und v € QF1(N)
gilt ndmlich d(f*a) = f*(da) = f*(0) = Ound f*(a+dy) = ffa+f*(dy) = frfa+d(f*y).
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Aus der Vertriglichkeit des Pullbacks mit dem Wedge-Produkt, siehe etwa [Mi08, 9.5],
folgt die Algebrahomomorphismus-Eigenschaft f*(a A b) = f*(a) A f*(b).

(iv) Die Zuordnung (f: M — N) — (f*: Hig(N) — Hjz(M)) ist funktoriell, i.e.
erfiillt die beiden Identitéten (1) id}, = idg«(ar) und (2) (go f)* = f*og™ fiir alle glatten
Abbildungen f: M — N und g : N — P. Eine Zuordnung, die (1) und (2) erfiillt, heifit
kontravarianter Funktor und wiirde sich ,,die Reihenfolge“ der Zusammensetzung in (2)
nicht &ndern, hiele sie kovarianter Funktor. Funktoren besitzen also die Figenschaft,
dass sie Isomorphismen beim Wechsel der Kategorien bewahren.

Wir fassen die Bemerkungen bis in folgender Proposition zusammen:

Proposition 1.2.6. Die de Rham Kohomologie liefert einen kontravarianten Funktor
von der Kategorie glatter (nichtleerer) Mannigfaltigkeiten und glatter Abbildungen in die
Kategorie der assoziativen, graduiert kommutativen R-Algebren (mit Finselement) und
Algebrahomomorphismen.

Bemerkung 1.2.7. Ein topologisches Pendant zur de Rham Kohomologie bildet die
singulére Kohomologie mit reellen Koeffizienten topologischer Rdume X. Fiir £ € IN
bezeichne AF C R¥! den k-dimensionalen Standardsimplez, i.e. die konvexe Hiille der
Standardbasiselemente e, . .., e und Si(X) die Menge aller singuldren k-Simplizes, i.e.
stetige Abbildungen o : A¥ — X. Weiters bezeichnen wir mit Cj(X) den R-Vektorraum,
der durch das Bilden aller endlichen Linearkombinationen singulérer k-Simplizes, die wir
als Basis von Cj(X) auffassen, entsteht. Fiir alle £ < 0 sei Ci(X) = o.

Auf den Vektorrdumen C*¥(X) := L(Cy(X),R) aller linearen Abbildungen von Cj,(X)
nach R wollen wir nun lineare Abbildungen

d:=df : C*(X) - C*I(X)

definieren, die wie das de Rham Differenzial d o d = 0 erfiillen sollen, um analog Fak-
torrdume ker(d*)/img(d*~1) bilden zu kénnen. Eine Abbildung mit dieser Eigenschaft
wird auch Korandoperator genannt und der zugrunde liegende graduierte Vektorraum
Kokettenkompler. Jeder linearen Abbildung o € C¥(X) soll also eine lineare Abbil-
dung da € C*+1(X) zugeordnet werden. Dafiir definieren wir zuerst stetige Abbildungen
(5% e AF — AF1 als Einschrinkung der linearen Abbildungen

€, falls 0 < i < j

RN S RMT2 04(e) =
¥ Pile) =N L s i<kl

fir 0 < 5 < k+ 1. Da lineare Abbildungen eindeutig durch ihre Werte auf einer Basis
festgelegt sind, liefert die Zuordnung

k+1

da:= |0+~ Z(—l)j o' (0’ o 5i+1)
=0

fir « € C¥(X), 0 € Sp41(X) eine lineare Abbildung da € C**1(X). Es lisst sich mit
[Di08, Paragraf 9.1,Seite 224] elementar nachrechnen, dass d o d = 0 gilt.
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. . . k
Wir bezeichnen mit HSing

(X) := ker(d¥)/img(d*~1) die k-te singulire Kohomologie
von X und mit
Hs*ing(X; R) = Hs*ing(X) = @ Hsking(X)
keZ

die singulire Kohomologie (mit reellen Koeffizienten) von X.

Fiir stetige Abbildungen f : X — Y und alle a € C*(Y), sowie 0 € Si(X) erhalten
wir mittels ffa := o — a(f o o) lineare Abbildungen f¥*a € C¥(X) und damit lineare
Abbildungen f* := f* : C¥(Y) — C*(X) fiir alle k € Z. Diese sind Kokettenabbildungen,
i.e. sie erfiillen die Natiirlichkeitseigenschaft dx o f¥ = fF+1 o dy:

k+1

dx(ffa)(o) =) (1Y a(foood] ) =dya(foo) = fF(dya)(o)

J=0

Dadurch erhalten wir analog zu Bemerkung wohldefinierte und lineare Abbil-

dungen f* : HZ (Y) — Hg,,(X) in der singuldren Kohomologie wie in (1.8) mittels

fr(lo]) == [f*o].

In [Hat02, Paragraf 3.2] wird gezeigt, dass sich auch die singuldre Kohomologie ei-
nes nichtleeren Raumes X zu einer assoziativen, graduiert kommutativen Algebra mit
Einselement machen lésst, ndmlich mittels des so genannten Cup-Produktes

U: Hio(X) X H o (X) — Hi o (X), (a,b) —aUb (1.9)

sing sing sing

welches durch folgende Abbildung fiir k,1 € Z definiert ist:

CF(X) x CYX) — CF(X),
(‘Lﬁ) = o U B = (U = O‘(U‘[eo,...,ek}) : ﬂ(a’[ek,...,€k+l]))

Fiir einen (k + [)-Simplex o € Sj1;(X) bezeichne dabei o, ., die Einschrinkung
auf die konvexe Hiille der e, ..., ex. Das Einselement H . (X) wird von der konstanten
Abbildung 1 : Cy(X) — R repriisentiert, denn fiir alle o € S1(X) ist di(c) =1—1=0.
Weiters ist fiir jede stetige Abbildung f : X — Y die induzierte lineare Abbildung
f*: H*(Y) — H*(X) ein Algebrahomomorphismus, i.e. f*(aUb) = f*(a)Uf*(b), denn es
gilt fiir o € CF(Y), B € CY(Y) sowie o € Sy, (X) mit entsprechenden Einschrinkungen
op = 0][607_”,%] und oj := a’[ek,-.-,ekﬂ]:
@ uB)(o) = a(f o o) - B(f o o) = fH(elow)) - f1(Blor)) = (ffaU £5)(0)

Mit [Hat02, Theorem 3.14] konnen wir die Beobachtungen wie folgt zusammenfassen:

Proposition 1.2.8. Die singuldre Kohomologie mit reellen Koeffizienten liefert einen
kontravarianten Funktor von der Kategorie (nichtleererer) topologischer Rdaume und ste-
tiger Abbildungen in die Kategorie der assoziativen, graduiert kommutativen R-Algebren
(mit Einselement) und Algebrahomomorphismen.
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Definition 1.2.9 (Homotopie). Es seien M, N Riaume und I = [0, 1] das geschlossene
Einheitsintervall. Wir nennen zwei Morphismen f,g : M — N homotop, falls es eine
stetige Abbildung h: M x I — N, (x,t) — hy(z) gibt, sodass hg = f und h; = g gelten
und schreiben dann f ~ g := f ~} g. Die Abbildung h heifit Homotopie von f nach g.
Falls ein Morphismus homotop zu einer konstanten Funktion ist, nennen wir ihn auch
nullhomotop.

Ein Morphismus f : M — N heifit Homotopieiquivalenz, falls es einen Morphismus
g: N — M gibt, sodassidy; ~ gof und idy =~ fog gelten. In diesem Fall heilen M und N
homotopiedquivalent und wir schreiben M ~ N. Falls ein Raum M homotopiedquivalent
zum einpunktigen Raum R := {0} ist, nennen wir ihn kontrahierbar.

Eine Teilmenge D C M wird (schwacher) Deformationsretrakt genannt, falls es eine
Homotopie h : M x I — M gibt, fir die hg = idps, h1(M) C D und hy|p = idp gelten.
Die Homotopie heifit dann Deformationsretraktion.

Bemerkung 1.2.10. Es seien M und N Réume und I = [0, 1].

(i) Homotop zu sein ist laut [Di08, Seite 28] eine Aquivalenzrelation auf der Menge
aller Morphismen M — N. Geméi8 [BJ73, Satz 14.8] gibt es im Setting glatter Mannigfal-
tigkeiten zu jeder Homotopie h : M x I — N auch eine glatte Abbildung h:MxI—N
mit denselben Eigenschaften.

(ii) Falls eine Deformationsretraktion h : M x I — M auf D C M existiert, ist die
natiirliche Inklusion ¢ : D — M eine Homotopieiquivalenz, denn fiir den Morphismus
g: M — D, x> hy(x) gelten dann idp = hy|p = gotund idy; = hg =~ hy =1o0g.

(iii) Ein Raum M ist genau dann kontrahierbar, wenn idy; nullhomotop ist. Dies ist
dquivalent dazu, dass einer (und dann jeder) der Punkte {x} von M ein Deformati-
onsretrakt ist. Auflerdem ist M dann wegzusammenhéingend, denn fiir je zwei Punkte
z,y € M und die konstante Funktion ¢, : M — M, z — y erhalten wir mittels der
Homotopie h : M x I — M, die idps ~ ¢, erfiillt, einen Weg v : t — hy(z) von = nach y,
i.e. eine stetige Abbildung v : I — M mit v(0) = z und (1) = y.

Proposition 1.2.11 (Homotopieinvarianz). Homotope Morphismen f ~ g : M — N
induzieren dieselben Homomorphismen f* = g* : H*(N) — H*(M) in der Kohomologie.

Beweis. Fiir topologische Rédume siehe [Hat02, Paragraf 3.1, Seite 201] und fiir glatte
Mannigfaltigkeiten [BT82, Korollar 4.1.2]. O

Korollar 1.2.12. Homotopiedquivalente Riume M ~ N induzieren Isomorphismen
H*(M) = H*(N) in der Kohomologie. Insbesondere liefert die Inklusion v : D — M eines
Deformationsretraktes einen Isomorphismus * : H*(M) — H*(D) in der Kohomologie.

Beweis. Nach Voraussetzung existieren Morphismen f : M — N und g : N — M
mit go f ~ idys und f o g ~ idy. Nach Proposition induzieren diese dieselben
Homomorphismen in der Kohomologie. Nach den Propositionen [1.2.8 und [1.2.6] ist die
Kohomologie funktoriell und mit Bemerkung folgt somit f*o g* = (go f)" =
idy, = idy sowie g* o f* = idy«(y). Die letzte Aussage des Korollars folgt aus

*(M
Bemerkung [1.2.10] (). O
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Beispiel 1.2.13 (Poincaré Lemma). Fiir die Kohomologie der n-dimensionalen Eukli-
dischen Rdume R"™, sowie fiir alle kontrahierbaren Rdume X gilt:

{IR, falls k = 0

H*(X) = (1.10)

0, sonst

Beweis. Es ist h : R" x I — R", (x,t) — (1 — t)x eine Deformationsretraktion von
R"™ auf RY, also ist R” nach Bemerkung kontrahierbar. Nach Korollar
geniigt es fiir kontrahierbare Riume die Kohomologie von R? anzugeben.

Fiir den einpunktigen Raum ist nur die nullte de Rham Kohomologie nicht trivi-
al und diese ist nach Beispiel isomorph zu R. Fiir die singulire Kohomologie
beachten wir, dass es am einpunktigen Raum fiir jedes & € IN nur einen singuléren
k-Simplex, nimlich die konstante Abbildung A, — R?, 2 + 0 gibt. Der Vektorraum
Cr(R?) ist also eindimensional und wir kénnen Cj(R?) mit R identifizieren, womit wir
CF(R?) = L(CR(R%),R) = (L(R,R)) =: R* erhalten. Mittels dieser Identifikation erhilt
der Randoperator auf der Basis 1 € R*, 7 — 1 die Form d*(1) = Zfi& (—1)71, also
d?(1) = o und d?**'(1) = 1 und somit

© 6O R R* idg=* R —%s R* idg=* R —%s R* idgx
wobei ¢, : R* — R* die konstante Abbildung auf o € R* bezeichne. Fiir £ > 1 folgt also
H?*(RY) = ker(c,)/ img(idr+) = R*/R* = 0 und H?**1(R") = ker(idg~)/img(c,) = o.
Es bleibt nur H°(R®) 2 ker(c,)/img(c,) = R*/o = R. O

Theorem 1.2.14 (Kiinneth). Es seien M und N Rdiume, von denen einer eine endlich
dimensionale Kohomologie besitze, dann ist
H* M x N)=H"M)® H'(N)= € H(M)® H/(N)
i+j=keZ
ewn natirlicher Isomorphismus. Fiir die natirlichen Projektionen pry : M x N — M und
pry: M x N — N wird dieser im glatten Setting von den Abbildungen

QY (M) @ Y (N) — QF (M x N),
w @ v pi(w) Apy(v)
und in der Kategorie topologischer Rdume von
CHM)® CI(N) — C™(M x N),
a® f— pi(a) Upy(B)
induziert.

Beweis. Fiir topologische Raume liefert [Hat02, Theorem 3.16}@ und fiir glatte Mannig-
faltigkeiten [GHV72, Paragraf V.6] einen Beweis. Details zum Tensorprodukt finden sich
in [JS06, Paragraf VII.10], die in Bemerkung 2.2.25| ausfiihrlicher behandelt werden. [

11n [Hat02, Theorem 3.16] wird dies fiir die singuldre Kohomologie mit Koeffizienten in Ringen R
gezeigt, falls eine der beiden R-Moduln H,,(M; R) und Hg,,(N; R) endlich erzeugt ist. Fiir R = R
spezialisiert sich das auf unseren Fall. R-Moduln verallgemeinern den Begriff des IK-Vektorraumes,
wobei der Unterschied darin besteht, dass der Korper IK durch einen Ring R ersetzt wird.
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Bemerkung 1.2.15. (i) Die Voraussetzung im Kiinneth Theorem, dass die Kohomolo-
gie endlich dimensional sein soll, ist zum Beispiel fiir kompakte, glatte Mannigfaltigkeiten
gegeben. Diese nicht triviale Aussage kann zum Beispiel wie in [Kr07, Folgerung 49.9]
mit Hodge Theorie oder wie in [Mi08 Theorem 13.2] mit der Poincaré Dualitét resp. auch
wie in [BT82l Proposition 5.3.1.] mit der Tatsache, dass kompakte Mannigfaltigkeiten
eine endliche, gute Uberdeckung besitzen, bewiesen werden.

(ii) Das Kiinneth Theorem wird mit der Mayer-Vietoris Sequenz bewiesen, welche in
dieser Arbeit auflerhalb dieses Paragrafen nicht mehr direkt angewandt werden wird. Fiir
einen Raum M, der offene Vereinigung zweier Mengen U; und U ist, stellt die (lange
exakte) Mayer-Vietoris Sequenz

e Hk’(M) LHk(Ul) ® Hk(UQ) L)Hk(Ul N Ug) 45>Hk+1(M) [

einen Zusammenhang zwischen der Kohomologie von M und den Kohomologien der
Mengen U, Uy und U; N Us her. Fiir die natiirlichen Inklusionen ¢; : U; — M und
ji : Uy N Uy — U; sind die natiirlichen Homomorphismen fiir a € H*(M), b; € H*(U;)
und ¢ € H*(U; NUs) gegeben durch a(a) = (1}(a),t5(a)) und B(b1, ba) = j(b1) — 75 (ba).
Die Abbildung & ist gegeben durch 6(c) = [a~1(d(371(c)))] und wird Einhdngungsho-
momorphismus genannt.

Damit kann die Kohomologie vieler Mannigfaltigkeiten u.a. jene der Sphéren berech-
net werden. Fiir eine detailliertere Behandlung dieses Themas sei hier auf [Mi08, Theo-
rem 11.10] verwiesen.

Definition 1.2.16 (Exakte Sequenzen). Es seien ¢, : G;, — Gp4+1 Gruppenhomomor-
phismen fiir n € Z. Falls img(p,,) = ker(pp+1) fiir alle n € Z gilt, dann heifit

Pk—2 Pr—1 Ph+1

Gr1 Gr — > G (1.11)

lange exakte Sequenz von Gruppen. Falls in (1.11]) alle bis auf drei Gruppen G, = o
trivial sind, dann heifit

Co

o— 2 LG LG — P s Gy N (1.12)

kurze exakte Sequenz von Gruppen. Wir beachten, dass aufgrund von img(c,) = ker(¢r—1)
und img(¢y) = ker(c,) die entsprechende Abbildung injektiv resp. surjektiv ist.

Bemerkung 1.2.17. Fiir die Kohomologie eines Raumes M gibt es einen natiirlichen
Isomorphismus in das Produkt der Kohomologien der Zusammenhangskomponenten M;
von M, ie. H* (|| M;) =[] H*(M;). Laut [Wa83| Kapitel 5] ist eine Kohomologie glat-
ter Mannigfaltigkeiten eindeutig bestimmt durch diese Eigenschaft zusammen mit der
Funktorialitat, der Homotopieinvarianz, der Kohomologie des einpunktigen Raumes und
der Mayer-Vietoris Sequenz. Kohomolgien allgemeiner topologischer Rdume sind durch
die so genannten Eilenberg-Steenrod Axiome eindeutig bestimmt, siehe etwa [Di08], Pa-
ragraf 17.1] und [Di08|, Paragraf 10.1].
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Beispiel 1.2.18. Fiir die Kohomologie der n-dimensionalen Sphéren S™ mit n > 1 gilt:

(1.13)

Hk(Sn) ~ R, falls k=0, oder k=n
0, sonst

Dies wird in [Mi08, Beispiel 11.13] mithilfe der Mayer-Vietoris Sequenz gezeigt.

Beispiel 1.2.19. Es sei p : M — M /G ein triviales G-Hauptfaserbiindel fiir eine kom-
pakte Lie Gruppe G, dann ist

H*(M)= H"(M/G)® H*(G) (1.14)
ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein Homéomorphismus M = M /G x G, also wegen
der Funktorialitéit der Kohomologie auch ein Isomorphismus H*(M) = H*(M/G x G),
sieche Bemerkung . Da G eine kompakte Mannigfaltigkeit ist, besitzt sie laut
Bemerkung endlich dimensionale Kohomologie und wir kénnen das Kiinneth
Theorem [I.2.14] anwenden, um die Behauptung zu erhalten. O

Bemerkung 1.2.20. (i) Ein G-Hauptfaserbiindel ist nach [Hu94, Korollar 4.8.3] genau
dann trivial, wenn es einen (globalen) Schnitt besitzt. Im Allgemeinen ist es schwieriger,
die Kohomologie eines G-Raumes M und die Kohomologie des Orbitraumes M /G mit
der Kohomologie der wirkenden Lie Gruppe G in Relation zu bringen. Dazu miissten
zumindest alle Orbits G = 7([z]) ™! isomorph zur Lie Gruppe sein. Fiir freie Wirkungen
einer kompakten Lie Gruppe G ist dies in der Kategorie glatter Mannigfaltigkeiten immer
der Fall, da laut Korollar (M, 7, M/G,G) dann ein G-Hauptfaserbiindel ist, also
gemifl Bemerkung m die Lie Gruppe G frei und transitiv auf den Fasern wirkt.
Aus Bemerkung (E folgt dann, dass evy : G — Gz ein Diffeomorphismus ist. Im
topologischen Setting gilt dies fiir freie Wirkungen einer kompakten Lie Gruppe G, falls
die Translationsfunktion von M stetig ist, wie wir in Bemerkung beobachtet
haben. Diese beiden Fille liegen nach den Bemerkungen und zum Beispiel
fiir G-Hauptfaserbiindel vor.

(ii) Fiir so genannte Sphérenbiindel, i.e. orientierbare Faserbiindel P := (P, 7w, B, F),
deren Fasern F' = S Sphéren sind, existiert ein schoner Zusammenhang zwischen der
Kohomologie des Totalraumes P und jener des Basisraumes B, welchen wir fiir glatte
Mannigfaltigkeiten formulieren. Diesen liefert die (lange exakte) Gysin Sequenz:

- Hig (P) > HEZ™(B) —— Hi (B) —— Hi (P) =+
Dabei bezeichnen 7* den Pullback der natiirlichen Projektion w : P — B, m, die so
genannte Faserintegration, siche etwa [BT82, Kapitel I, Seite 61f.] und e(w) := w A e
das Wedge-Produkt mit der so genannten Fulerklasse e € H™!(B), siche etwa [BT82,
Kapitel II, Seite 116ff.]. Weitere Details dazu konnen in [BT82l Kapitel III, Seite 1771f.]
oder auch in [GHVT72, Paragraf VIII.1] gefunden werden. Fiir eine topologische Verall-
gemeinerung sei hier auf [Br97, Paragraf IV.7] resp. [Hat02, Seite 436ff.] verwiesen.

26



Theorem 1.2.21 (De Rham). Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann existiert ein
natirlicher Isomorphismus von der de Rham Kohomologie Hiy (M) in die singuldre
Kohomologie H:ing(M). Dieser wird von folgenden Abbildungen am Level der Ketten-
kompleze induziert:

j*: CF(M) — C& (M)
a— (o — alo))

k2 QF (M) — Ok (M),
o (m@ —om [ m)

Dabei bezeichne o € S°(M), o : Ay — M eine glatte Abbildung, i.e. o besitzt eine
glatte Ausdehnung von Ay auf RFFL.

Beweis. Ein Beweis kann in [Br97, Paragraf I11.3] oder in [Wa83, Kapitel 5, Seite 205f.]
gefunden werden. Fiir den Beweis wird das Theorem von Stokes fiir berandete Mannig-
faltigkeiten mit Ecken benétigt. O

Bemerkung 1.2.22. Wie wir in Bemerkung [[.1.12] gesehen haben, induzieren G-iqui-
variante Morphismen f : M — N freier Wirkungen kompakter Lie Gruppen Morphismen
in den Orbitréumen, also nach Proposition[1.2.6/lund Proposition[1.2.8|ebenfalls Algebra-
homomorphismen in der Kohomologie der Orbitrdume in der entsprechenden Kategorie.
Die Voraussetzung an die Wirkung ist dabei nur fiir glatte Mannigfaltigkeiten notwen-
dig, um einen Sinn zu ergeben, da Orbitrdume nicht freier Wirkungen im Allgemeinen
keine glatten Mannigfaltigkeiten sind.

Wir werden im n#chsten Kapitel die G-dquivariante Kohomologie von R&umen fiir
nicht notwendigerweise freie Wirkungen definieren, die eine Verallgemeinerung der Ko-
homologie des Orbitraumes fiir freie Wirkungen sein wird. Diesen Spezialfal halten wir
in folgender Definition fest.

Definition 1.2.23 (Aquivariante Kohomologie freier Wirkungen). Es seien G eine kom-
pakte Lie Gruppe und M ein G-Raum mit freier Wirkung. Die singulére - resp. die de
Rham Kohomologie des Orbitraumes von M bezeichnen wir mit H: (M) := H*(M/G)
und nennen sie G-dquivariante Kohomologie von M.

Bemerkung 1.2.24. Alle Ergebnisse dieses Paragrafen erhalten wir also auch fiir die
G-dquivariante Kohomologie, wenn wir G-Homotopien h : M x I — N verwenden, i.e.
h ist eine Homotopie, sodass h; fiir jedes t € I eine G-dquivariante Abbildung ist. Diese
faktorisieren nach Bemerkung zu einer Homotopie h® : M/G x I — N/G. Zum
Beispiel induzieren Morphismen, die homotop beziiglich einer G-équivarianten Homoto-
pie sind, dieselben Homomorphismen in der G-dquivarianten Kohomologie.
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2 Aquivariante Kohomologie der Kreislinie

Ziel dieses Kapitels ist es, auf zwei verschiedene Arten die G-dquivariante Kohomologie
fiir den Spezialfall der Kreislinie G = S! C C einzufiihren. Im ersten Paragrafen befas-
sen wir uns mit dem topologischen Setting, in dem wir ein Modell verwenden werden,
das auf Armand Borel zuriickgeht, siehe [Bo60]. Um die G-dquivariante Kohomologie
glatter Mannigfaltigkeiten zu definieren, werden wir im zweiten Paragrafen zuerst alle
notwendigen geometrischen Eigenschaften in die algebraische Sprache iibersetzen, wobei
die Idee hierfiir auf Henri Cartan zuriickgeht. Der Aufbau der folgenden zwei Paragra-
fen folgt in groben Ziigen der Darstellung von [GS99, Kapitel 1 und 2|, wo allgemeine
Wirkungen beliebiger kompakter Lie Gruppen G auf topologischen Rdumen und glatten
Mannigfaltigkeiten behandelt werden.

2.1 Topologischer Zugang

Wir wollen also fiir allgemeine Wirkungen der S' auf topologischen Riumen X eine
Kohomologie definieren, welche die Kohomologie des Orbitraumes freier Wirkungen ver-
allgemeinert. Fiir nicht freie Wirkungen wiirde zu viel Information der Gruppenwir-
kung verloren gehen, wenn wir einfach wieder die Kohomologie des Orbitraumes wéhlen
wiirden. Die Idee ist, einen kontrahierbaren topologischen Raum F' zu finden, auf dem
die S frei wirkt, welche eine freie Wirkung auf dem Produkt X x F induziert, indem
wir die S' komponentenweise wirken lassen. Wir miissen uns davon iiberzeugen, dass
entsprechende Riaume F existieren, sodass die S'-iquivariante Kohomologie so eines
Produktes wirklich eine Verallgemeinerung von Definition darstellt und dass die
Kohomologie unabhéngig von der Wahl von F ist.

Um dies bewerkstelligen zu kénnen, miissen wir noch einige Resultate iiber Faserbiindel
sammeln, die nicht fiir ganz beliebige topologische Rdume gelten, aber zumindest fiir Fa-
serbiindel mit parakompakten Basen, denn in der angegebenen Literatur werden sie fiir
Basen gezeigt, die eine lokal endliche Uberdeckung besitzen, auf denen die Biindel trivia-
lisieren. Fiir unsere Zwecke wiirde es geniigen, sich auf C’W—Komplexe{lz] einzuschréinken,
denn topologische Raume Y lassen sich gemifl [Hat02), Paragraf 4.1] CTW-approximieren,
i.e. es gibt einen C'W-Komplex Z und eine Abbildung f : Z — Y, die einen Isomor-
phismus 7, (Z, z9) — 7 (Y, f(20)) in allen hsheren Homotopiegruppen und nach [Hat02,
Proposition 4.21] ebenfalls einen natiirlichen Isomorphismus Hg ,(Y) — Hg,,(Z) in der
Kohomologie induziert, an der wir ja interessiert sind. Auf jeden Fall setzen wir fortan
Parakompaktheit voraus.

2Fiir eine genaue Definition von CW-Komplexen sei hier auf [Hat02, Seite 5ff.] und fiir topologische
Eigenschaften dieser auf [Hat02l Appendix, Seite 520fF.] sowie [Hatl, Seite 35{f.] verwiesen. In Letzteren
wird u.a. gezeigt, dass CW-Komplexe kompakt erzeugte, parakompakte Hausdorffriume sind.
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Definition 2.1.1 (Singulire S!-iquivariante Kohomologie). Es seien X und F zwei
S-Riaume und F := (F, 7, F/S' S') ein S'-Hauptfaserbiindel mit kontrahierbarem
Totalraum F'. Die singulére Kohomologie mit reellen Koeffizienten

H% (X) == Hj,, (X x F)/S) (2.1)

des Orbitraumes von X x F' beziiglich der komponentenweisen (freien) Wirkung nennen
wir singulire S'-dquivariante Kohomologie von X und F universelles S'-Biindel.

Bemerkung 2.1.2. Wie bereits erwdhnt, bedarf es noch einiger Arbeit, bevor wir in
den Propositionen [2.1.6] und [2.1.7 zeigen kénnen, dass diese Definition unabhingig von
der Wahl von F und eine Verallgemeinerung von Definition [1.2.23]ist. Bevor wir schluss-
endlich in Proposition die Existenz nachweisen, beschreiben wir in Bemerkung
noch Eigenschaften des S!-Hauptfaserbiindels F aus Definition welche in der
Literatur als Definition universeller S'-Biindel verwendet werden.

Satz 2.1.3. Es sei P := (P,p, B, F) ein Faserbindel mit kontrahierbarem Fasertyp F.
Fir jede Menge A C B, fir die (B,A) ein relativer C’W—Kompleﬁ ist, ldsst sich jeder
Schnitt 5 : A — P von P auf ganz B ausdehnen, i.e. es existiert ein globaler Schnitt
s: B < P mit s|g = 3.

Fiir die Eristenz eines globalen Schnittes geniigt die Parakompaktheit der Basis B.

Beweis. Gemafl [Hu94, Theorem 2.7.1] gilt der erste Teil der Aussage fiir Fasertypen
F, die wegzusammenhéngend sind, falls zusétzlich alle hoheren Homotopiegruppen tri-
vial sind. Beide Bedingungen sind fiir kontrahierbare Raume erfiillt. Erstere haben wir
in Bemerkung gezeigt und zweitere folgt aus der Homotopieinvarianz der
hoheren Homotopiegruppen und der Tatsache, dass die hoheren Homotopiegruppen des
einpunktigen Raumes trivial sind, siehe etwa [Hat02, Kapitel 4].

Fiir den zweiten Teil der Aussage zeigen wir, dass p : P — B fiir parakompakte Basen
eine Homotopiedquivalenz ist, was die Existenz eines Schnittes impliziert. Dazu verwen-
den wir [Di08, Theorem (13.3.3)]. Dort wird gezeigt, dass fiir ein weiteres S'-Hauptfaser-
biindel Q@ = (Q, ¢, B, S') iiber derselben parakompakten Basis eine mit den Projektionen
kommutierende Abbildung f : P — ) eine Homotopiedquivalenz ist, falls sie lokal auf
U :={U C B :iiber U trivialisieren P und Q} faserweise eine Homotopiedquivalenz ist,
ie. fp 1 P, — Qp ist fiir jedes b € U und jedes U € U eine Homotopiedquivalenz. Fiir
unsere Zwecke setzen wir Q = (B, idg, B, S') und es verbleibt zu zeigen, dass zu jeder
trivialisierenden Menge U von P die Abbildung py : P, — {b} eine Homotopiedquivalenz
ist. Dies folgt aber sofort aus der Kontrahierbarkeit des Fasertyps F', der homéomorph zu
den Fasern ist, denn py, : P, — {b} entspricht eindeutig einer Abbildung g : F — RO via
den Homdomorphismen F = P, und RY 2 {b} und g ist eine Homotopiediquivalenz. [

3Ein relativer CW-Komplex (B, A) besteht aus einem topologischen Raum B und einem abgeschlosse-
nen Teilraum A C B, aus dem B durch Ankleben von n-Zellen entsteht. Fiir A = & bedeutet dies,
dass B selbst ein CW-Komplex ist. Falls in Satz [2.1.3] also B selbst ein CW Komplex ist, existieren
immer globale Schnitte, falls der Fasertyp F' kontrahierbar ist.
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Satz 2.1.4. Es seien X = (X,p, X/S', S') ein S*-Hauptfaserbiindel und F ein topolo-
gischer S'-Raum. Die Schnitte des assoziierten Faserbiindels Xp = (Xp,ps, X/S*, F)
stehen mittels der Identitit sg([x]) = [x, ¢ps(x)] in bijektiver Korrespondenz mit S*-dqui-
varianten Abbildungen ¢s : X — F. Die Abbildungen sind also eindeutig dadurch be-
stimmt, dass sie folgendes Diagramm kommutativ machen:

pX><F
X x F XF =X X g1 F
I n
pri | 1 (idx,es) S| |pF
W \
X . x/s!

Auferdem sind zwei Schnitte genau dann homotop, wenn die zugehdrigen S -dquivarian-
ten Abbildungen S'-homotop sind.

Beweis. In [Hu94, Theorem 4.8.1] wird der erste Teil der Satzes bewiesen. Es verbleibt
zu zeigen, dass je zwei Schnitte sg,s1 : X/S! < Xp genau dann homotop sind, sofern
bss s, : X — F homotop beziiglich einer S!-iquivarianten Homotopie sind.

Wir werden dies mit dem bereits gezeigten Teil des Satzes beweisen. Dazu beachten
wir, dass X1 := (X x I,p x id;, X/S' x I,S') ein S'-Hauptfaserbiindel ist, falls wir
die Wirkung der S! trivial auf I ausdehnen, i.e. z(x,t) := (zz,t). Das dazu assozi-
ierte Faserbiindel hat dann die Form X% = (X x I,pp x id;, X/S* x I, F), wenn wir
(X xIxF)/S' mit (X x F)/S'x I identifizieren. Homotopien h* : X/S! x I — X stehen
in Bijektion mit stetigen Abbildungen h®: X/S* x I — Xp x I, ([z],t) — (hi([z]),1)
und diese stehen nach dem ersten Teil des Satzes in Bijektion mit S'-#iquivarianten
Abbildungen h?® : X x I — F, wobei die Wirkung auf I wieder trivial zu verstehen ist.
Fiir jeden Raum Y und jedes t € I sei incl) : Y < Y x I, y + (y,t), dann erhalten wir
mit den naheliegenden Identifikationen das folgende kommutative Diagramm:

( pX*F W
. X
1ncltX xF

X : F
Xx PO (X k) x p P el
\ A 4\ 4
Pr1| I (idx,hY) Prxxr| | (idxx7,h®) he || prxidg hil |pF
W % / V¥ 4
X¢ X xI . X/Stx [ <—X/S1
pxidy 1

inclf( incltX/S

Mit diesem sehen wir, dass Homotopien h® : X/S! x I — X von Schnitten in bijektiver
Korrespondenz mit S'-#quivarianten Homotopien h® : X x I — F stehen und zwar
derart, dass sich die Zuordnung h® < h? fiir jedes fixe t € I auf die Zuordnung im ersten
Teil des Satzes einschrinkt, i.e. hf = s; genau dann, wenn hf = ¢, furt € {0,1}. O
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Korollar 2.1.5. Mit den Voraussetzungen aus Satz|2.1./) sei weiters F = (F, 7, F/St, S1)
ein S'-Hauptfaserbiindel, dann erhalten wir das folgende kommutative Diagramm mit der
Identifikation Xp = X X1 F 2 F xg1 X = Fx:

X-----=--—=—==--~- ~F (2.2)
pi / ®s iﬂ

F/S1

X/SI«TXFEFX prp

Falls zusdtzlich F kontrahierbar ist, dann sind alle Schnitte des assoziierten Faser-
biindels Xp = (Xp,pr, X/S*, F) homotop und somit sind nach Satz auch alle
Sl-dquivarianten Abbildungen X — F homotop beziiglich S'-dquivarianter Homotopien.

Beweis. Der erste Teil des Korollars wird in [Hu94, Korollar 4.8.2] bewiesen. Es ver-
bleibt zu zeigen, dass alle Schnitte s : X/S' < Xp des assoziierten Faserbiindels Xr
homotop sind. Da X/S! parakompakt ist und die Faser F' des assoziierten Faserbiindels
kontrahierbar ist, folgt wie im Beweis von Satz dass pp : Xp — X/S! eine Homo-
topiediquivalenz ist. Es seien sg : X/S < X eine Homotopieinverse, i.e. s9opp =~ id Xp
und s : X/S! < Xp ein beliebiger Schnitt, i.e. ppos = idx, g1, dann gilt:

S:idXFOSESOOpFOS:SQOidX/Sl = S0

Also ist jeder Schnitt homotop zur Homotopieinversen, i.e. insbesondere sind je zwei
Schnitte homotop zueinander. O

Proposition 2.1.6. Definition ist wohldefiniert, i.e. es gibt einen Isomorphismus
g (X x Fy)/SY) = HE L (X x Fy)/SY) (2.3)

fiir je zwei S'-Hauptfaserbiindel F* = (Fy,my, Fp/S', SY) mit kontrahierbaren Total-
raumen Fy, fir k € {1,2}.

Beweis. Wir betrachten die assoziierten Faserbiindel F 1’% mit Faser F; fir k,1 € {1,2},
k # [ und identifizieren deren Totalrdume Fj xg1 F] = F} xq1 Fy, =: P. Gemé&f Satz
existieren globale Schnitte s; : F;/S' < P dieser Faserbiindel, da ihre Fasern
kontrahierbar und ihre Basen parakompakt sind, und mit Satz auch zugehorige
Sl-dquivariante Abbildungen ¢y, : Fj, — Fj, die laut Korollar folgendes Diagramm
kommutativ machen:

F1< ,,::::::::?FQ
s e
Fi /St <— P o= Fy/S!

Wir erhalten somit S'-dquivariante Abbildungen ¢; o ¢, : Fj, — Fj, und da F}, kontra-
hierbar sind, besagt Korollar dass diese Abbildungen homotop zu den Identitéiten
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idf, beziiglich S L_gquivarianter Homotopien h* . Fp x I — F}, sind. Wegen der S'-Aqui-
varianz faktorisieren gemifl Bemerkung die Abbildungen idy x ¢y und idy xh*
zu Abbildungen ¢y, : (X x F},)/S* — (X x F})/S* und h* : (X x F},)/S? — (X x Fy)/S*
und es gilt hf = id(xx ) 51 sowie hY = g0, Damit sind (X x F})/S! und (X x Fy)/S?
homotopiedquivalent, also exisitiert gemifl Korollar ein Isomorphismus in der Ko-
homologie. O

Proposition 2.1.7. Definition[2.1.1] ist eine Verallgemeinerung von Definition
i.e. falls X = (X,p, X/S',SY) ein S'-Hauptfaserbiindel ist, dann erhalten wir einen
natiirlichen Isomorphismus

Hne(X/SY) = H (X). (2.4)

Beweis. Es sei F = (F,n,F/S',S') ein S'-Hauptfaserbiindel mit kontrahierbarem To-
talraum F. Da X ein S'-Hauptfaserbiindel ist, stimmt die S'-dquivariante Kohomologie
H(X) = HEp, (X x F)/S') von X mit jener des Totalraumes Xp = X xg1 F des
assoziierten Faserbiindels X = (Xp, pr, X/S!, F) mit Fasertyp F iiberein, siehe Defi-
nition Wir zeigen, dass pr : Xp — X/S' den gewiinschten natiirlichen Isomor-
phismus induziert.

Da F kontrahierbar ist und X/S! parakompakt ist, existiert laut Satzein globaler
Schnitt s : X/S! — Xp von Xp, ie. es gilt ppos = idx/g1. Wenn wir X /St mit
X/S' x RY = X xg1 R = Xpo identifizieren, liefern pr o s und die Identitéit idy g1
Schnitte des zu R? assoziierten Faserbiindels Ao und sind deshalb nach Korollar
homotop, i.e. pr ist eine Homotopiedquivalenz und geméafl Proposition [1.2.11] ist somit
P H:ing(X/Sl) — H3 (Xp) = Hg (X) ein Isomorphismus. O

Bemerkung 2.1.8. Es sei P := (P, p, B, S!) ein S'-Hauptfaserbiindel.

(i) Fiir jeden parakompakten Raum A bezeichne Bg1(A) Menge aller Isomorphieklas-
sen von S'-Hauptfaserbiindeln iiber A, wobei ein Isomorphismus zweier S'-Hauptfaser-
biindel iiber A ein Isomorphismus der Totalriume ist, der mit den Projektionen kommu-
tiert. Gemés [Hu94, Theorem 4.10.1] erhalten wir einen kontravarianten Funktor von der
Kategorie der parakompakten, topologischen Rdume mit Homotopieklassen von Abbil-
dungen in die Kategorie der Mengen mit Abbildungen, wenn jedem Raum A die Menge
BL(A) und jeder stetigen Abbildung f : A — B die Abbildung f* : Bgi(B) — Bgi(A),
P — f*P zugeordnet wird.

Insbesondere bedeutet dies, dass homotope Abbildungen f ~ g : A — B isomorphe
Pullback Biindel f*P = g*P besitzen.

(ii) In [Do63, Theorem 7.5.] wird gezeigt, dass ein S'-Hauptfaserbiindel P mit para-
kompakter Basis genau dann einen kontrahierbaren Totalraum besitzt, wenn es folgende
Figenschaft besitzt: Fiir jeden parakompakten, topologischen Raum A liefert der eben
erwihnte Funktor einen Isomorphismus. Das bedeutet, dass jeder Totalraum @ eines
S1-Hauptfaserbiindels Q = (Q, ¢, A, S') isomorph zu einem Pullbackbiindel von P ist
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und fiir je zwei isomorphe Pullbackbiindel f*P = ¢*P iiber A gilt f ~ g

Q== f*P I p (2.5)
q p
o

Universelle S'-Hauptfaserbiindel werden in der Literatur meist iiber diese Eigenschaft
definiert. Der Isomorphismus in (2.5)) ist gemaf [Hu94, Proposition 2.5.5] eindeutig da-
durch bestimmt, dass er das Diagramm kommutativ macht.

Bemerkung 2.1.9. Wir betrachten fiir J := [0, c0) den Raum der quadratintegrierbaren
Funktionen
L2(J) = {f J—>(D/ ]dz:<oo}/,

wobei die Aquivalenzrelation gegeben ist durch f ~ g, falls f # g hochstens auf einer
Menge vom Maﬁ null ist. Dieser ist ein separabler Hilbertraum mit innerem Produkt
= ;7 f(z)g(z)dz. Dieses induziert eine Norm || f||? := (f, f) = [y~ |f(z)|*dz und
damlt eine Metrlk d,(f, 9) = 1If—aqll
Laut [Ru87, Satz 3.14] liegt der Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger
C.(J;C) =: C(J) dicht in L?(J). Weiters ist gem#f [Ru87, Satz 6.16] der Raum der qua-
dratintegrierbaren Funktionen L?(J) isometrisch isomorph zu seinem Dualraum L?(.J)’,
i.e. der Raum der stetigen, linearen Abbildungen L?(.J) — C. Der Isomorphismus ist
durch das innere Produkt gegeben

T L) 2) g (1= e [ i) (26)

und die Isometrie ||g| = ||T,| fiir alle g € L?(.J) gilt beziiglich der Operatornorm

[Tyl == sup {[T4(F)]}-
I£l1=1
Proposition 2.1.10. Der Teilraum F := {f € L?(J) : ||f|| = 1} C L3(J) liefert ein
universelles S'-Biindel F = (F, 7, F/S!, S1).

Beweis. Die S = {z € C : 2z = |2|> = 1} wirkt auf F mittels der Einschriinkung der
Skalarmultiplikation von € auf L*(J), denn ||z - f||* = [;%|zf(z)|*dz = |2|?| f|* = 1,
also z- f € F fiir alle z € 81 C C und f € F. Sie wirkt frei, weil z- f = f klarerweme
z = 1 impliziert.

Es ist L?(J) als metrischer Raum parakompakt und ebenso F als abgeschlossener
Teilraum, siehe etwa [Kr99, Theorem 1.3.8 und 1.3.10]. Da die natiirliche Projektion
7 : F — F/S! nach Bemerkung [1.1.9] abgeschlossen ist und laut [En89, Theorem 5.1.33]
solche Abbildungen die Parakompakthelt bewahren, ist F//S' ebenfalls parakompakt.
Mit Bemerkung folgt der Rest der Aussage aus den folgenden zwei Lemmata
2111 und 2112 O
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Lemma 2.1.11. Der Teilraum F := {f € L?(J) : ||f|| = 1} C L?(J) ist kontrahierbar.

Beweis. Wir zeigen in zwei Schritten, dass die Identitéit idp nullhomotop ist, genauer
gesagt, dass sie homotop zur konstanten Abbildung ¢, : F' — F, f + g ist, fiir ein g € F'
mit supp(g) C [0, 1] mittels der zwei Homotopien:

falls 0 <
h':FxI—F, hi(f) =z 0 alls 0o <t (2.7)
flx—t), fallst <z < oo
h?:F x I — F, hi(f) :=cos (Zt) hi(f) +sin (Zt) g (2.8)

Es gelten die Identitéten hl = idr und h} = h3 und h} = ¢,. Es bleibt zu zeigen, dass h'
und h? wirklich stetige Abbildungen in den entsprechenden Riumen sind. Dafiir geniigt
es zu zeigen, dass diese Abbildungen partiell stetig, i.e. stetig in den einzelnen Variablen
sind, da laut [Kr03, Proposition 3.2.8] partiell stetige Abbildungen zweier Variablen
stetig sind, falls sie gleichméfig stetig beziiglich einer Variable sind. Letzteres folgt in
unserem Fall aus der Kompaktheit des Intervalles I C R.

Fiir h' gilt [|hi ()P = fg71hi (f)(@)Pde = [°1f(z = )Pde = [°|f(2)Pde = || f]?* =
1, also hi(f) € F fiir alle t € T und f € F. Mit der Identitit ||hy(f)|| = ||f]| und aus
der Linearitét der Abbildung h} in den f € F folgt die Stetigkeit von k' in den f € F,
denn fiir ein ¢ > 0 beliebig, gilt [|h;(f1) — hi(f2)ll = ki (i = )l = Ifr = foll <,
falls [|f1 — fal| < 0¢ := e. Die Stetigkeit in den t € I folgt aus der Tatsache, dass
C.(J) dicht in L?(J) liegt, siche Bemerkung [2 Fiir jedes f € F gibt es also eine
Funktion f. € Co(J) € L*(J) mit ||f — fof| < &. Mlttels der Dreiecksungleichung folgt
dann [|B(f) — BX(OI < [BECF) — BN + IREE) — ()| + IAL(E) — BEC) =
IRECE = NI+ IR () = BACfo) |+ B — F) < &+ IIAEC) = h(f)ll+ 5, wobei wir im
letzten Schritt wieder die Identitit ||h} (f)|| = || f|| verwendet haben. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit sei 0 < ¢ < s < 1, dann gilt [|h{(f2) — hi(fo)|I* = [71fe(z — t)|*dz +
[E1f(0 = 1) = flo — 9)Pda < M3(s — 1) + [Z)fola) = folx — (s — 1)Pda fir cine
Konstante M € R. Da f. stetig ist, gibt es ein 0 < 6y < (357)% sodass fiir |s —t| < oy
der letzte Summand kleiner 3(5)? ist und insgesamt

e 52
I — A < & a2 2 S

folgt. Somit ist die Abbildung (2.7) stetig und damit wirklich eine Homotopie.
Fiir die zweite Abbildung beachten wir, dass hi(f)jo,1) = 0 und supp(g) < [0, 1] gelten,
und somit folgt

IRZ ()] = /OOO|COS (5t) hi(f)(x) + sin (5t) g(z)[da
1 00
:/ |sin (5¢) g(z)| diL‘—l—/ |cos (5t) hi(f)(z)2dx
— sin? (%) / lg(2)Pdz + cos? (gt)/oom%(f)(x)ﬁdx

= sin? (5t) gl + cos? (% )||h1( )H-st( )+0082 (2t) =1

32 ¢
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Also ist auch hZ(f) € F fiir allet € I und f € F. Diese Abbildung ist zwar nicht linear in
den f € F, es gilt aber die Identitit h?(f1)—hZ(fa) = cos ( ) h}(f1— f2) und damit folgt
die Stetigkeit in den f € F, denn fiir ein beliebiges € < 0 ist dann ||hZ(f1) — hZ(f2)|| =
lcos (5t) IRt (fr = f2)|l < Ifi — foll < € fiir || f1 — fa|| < 8¢ := e. Die Stetigkeit in den
t € I folgt hier aus der Stetigkeit der Sinus- und der Cosinusfunktion, denn fiir jedes
f € F gibt es ein d; > 0, sodass |cos(5t) — cos(§s)| < § und [sin(5¢) —sin(Fs)| < § fiir
|t — s| < d¢. Damit folgt wieder mittels Dreiecksungleichung:

1BZ(f) = B2()]| = llcos (5t) hi(f) + sin (5t) g — cos (5s) hi(f) —sin (§s) gl
= ||Ri(f) (cos (ft) coS ( )) +g (sm (%t) sin ( ))
< [cos(5t) — cos(5s)| - [k (f)I| + [sin(5t) — sin(5s)] - [lg]]

SR Slall =
< SN+ Slgll = ¢
Womit nun gezeigt wire, dass auch die zweite Abbildung (2.8)) eine Homotopie ist. [

Lemma 2.1.12. Das Quadrupel F = (F, 7, F/S', S1) ist ein S'-Hauptfaserbiindel.

Beweis. Es sei g € F beliebig fixiert, dann gilt fiir 7, € L*(J)’ aus Ty(g) = (9,9) =
llgll= 1 # 0 und mit der Stetigkeit von Ty folgt, dass V, := {f € F : T,(f) # 0}
eine offene Umgebung von g ist. Da die natiirliche Projektion 7 : F — F/S! nach
Bemerkung offen ist, ist auch 7(V,) =: U, eine offene Umgebung von [g] € F/S1.
Es gilt V; = 7 '(n(V})) = F|y,, denn offensichtlich gilt V; C F|y, und umgekehrt
exisiert fiir f € Fly, ein f € V; mit 7(f) = n(f) und somit ein z € S* mit f = zf, was
Ty(f) = Ty(2- f) = 2Ty(f) # 0 und damit f € V, zur Folge hat. Wir werden zeigen, dass
A= Tg_l(l) = {h € L*(J) : T,(h) = 1} homdomorph zum Orbitraum F/S* von F ist
und ein S!-fquivarianter Homdomorphismus von V, nach A x S* beziiglich der Wirkung
Z(h,z) = (h, 22) fiir 2,7 € S* und h € A existiert, sodass

F 2 Fly,——>AxS§ =U,; xS (2.9)
i pri
F/St D U,

kommutiert. Wir betrachten die stetige Abbildung
T,
GV, — Ax S fe (Tl(f) -, 7‘ng§§|> (2.10)

Es ist per definitionem h € A genau dann, wenn 7, (h) = 1. Aus der C-Linearitét von T,
folgt also fiir die erste Komponente o1 von ¢, dass Ty(¢1(f)) = Ty(f) 1 T,(f) = 1 fiir
alle f € V, gilt, also hat ¢ wirklich Werte in A x S*. Um die Umkehrabbildung von ¢
anzugeben, beachten wir zuerst, dass nach Bemerkung T4l = llgll = 1 und somit
fir alle h € A folgt, dass 1 = |Tg(h)| < [|Ty||||h]| = ||h] gilt. Mit diesem Wissen konnen
wir die stetige Abbildung

P Ax St =V, (h,2) = g - b (2.11)
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bilden und aus der Linearitét von T, schlieflen, dass T, (¢(h,2)) = z||h|| 1T, (h) # 0 fiir
alle h € A und z € S gilt, womit ¢ Werte in V besitzt. Die Abbildung (2.11)) ist offen-
sichtlich S*'- dquivariant, denn ¢ (Z(h, 2)) = Zz||h|| 7t - h = Z4(h, 2). Die S'-Aquivarianz

der Abbildung

12.10)) folgt wie in FuBnote |§| auf Seite sobald wir gezeigt haben, dass

(2.10) und (2.1

1) zueinander invers sind, lisst sich aber auch ganz einfach direkt mit

der Linearitét von T, nachrechnen. Aus Letzterer folgt ebenfalls mit T;(h) = 1 fiir alle

(h,z) € Ax St

o((h,

fir alle f €V

(e Bl Y
z)) = (ngh> || - h, W) = (h,zﬁ) = (h,2)

Vo) = T = .
n !

Wir miissen uns jetzt noch davon iiberzeugen, dass A homoéomorph zu U, ist. Fiir
die erste Komponente ¢; : V; — A von ¢ gilt ¢i(z - f) = ¢1(f), denn wegen der

S1-Aquivarianz

von ¢ gilt p(z - f) = zp(f) = (e1(f), zp2(f)). Damit faktorisiert p; zu

einer stetigen Abbildung

¢:U9—>A7 [f]'_) ! f

mit stetiger Umkehrabbildung

1;:14—>Ug, hH[iJL},

denn fiir alle h € A gilt mit Ty(h) =1

und fiir alle [f]

- 1
—h
Aot T, e h))?ﬂZ
€ U, gilt mit [|f] =1
T _ 1 1 _ TNy
B = [HTq — 7| = B =1
est

Schlussendlich erhalten wir dadurch auch die Kommutativitit in (2.9), denn fiir alle
f € Vg gilt pri(v(e1(f)), 2(f)) = v(@lf]) = [f] = = (f). O
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2.2 Algebraischer Zugang iiber die Geometrie

Unser néchstes Ziel ist eine Verallgemeinerung der dquivarianten de Rham Kohomologie
fiir beliebige Wirkungen der S' auf glatten Mannigfaltigkeiten M. Zusitzlich soll die-
se fiir kompakte M bis auf natiirliche Isomorphie mit der singuliren S'-iquivarianten
Kohomologie H, (M) iibereinstimmen. Da zur Bestimmung der de Rham Kohomologie
eine glatte Mannigfaltigkeitsstruktur notwendig ist, kénnen wir nicht ohne weiteres wie
im topologischen Fall fiir universelle S'-Biindel F' die de Rham Kohomologie vom Orbit-
raum (M x F')/S* bestimmen. Die Idee ist, die notwendigen geometrischen Eigenschaften
mittels algebraischer Eigenschaften des de Rham Komplexes Q*(M) zu charakterisieren.

Definition 2.2.1 (Lie Algebra einer Lie Gruppe). Es sei G eine Lie Gruppe und
pg : G — G, a s gadie Linksmultiplikation mit einem Element aus g € G. Nach Bemer-
kung sind dies Diffeomorphismen, also kénnen wir den Pullback von Vektorfel-
dern py : X(G) — X(G) bilden. Wir nennen £(G) := {§ € X(G) : py§ = § Vg € G} den
Raum der linksinvarianten Vektorfelder und den Tangentialraum von G beim neutralen
Element e € G bezeichnen wir mit g := Te(G)E

Nach [Cal0, Proposition 1.3] liefert die Zuordnung £(G) — g, & — &(e) einen linea-
ren Isomorphismus mit inverser Abbildung v — ¢, := (g Tepy(v)) € L(G) fiir alle
v € g. Ein linksinvariantes Vektorfeld ist somit eindeutig durch die Vorgabe beim neu-
tralen Element bestimmt. Da nach [Cal(, Abschnitt 1.4] die Lie Klammer von linksin-
varianten Vektorfeldern wieder linksinvariant ist, induziert diese eine Lie Klammer auf

dem R-Vektorraum g mittels [u,v] := [Cy, (](€), welchen wir die Lie Algebra der Lie
Gruppe G nennen. Dabei ist eine Lie Klammer auf einem Vektorraum eine bilineare,
Abbildung, die antisymmetrisch ist, i.e. [u,v] = —[u,v] und welche die Jacobi Identitit
[u, [v,w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0 erfiillt.

Proposition 2.2.2. FEs sei G eine Lie Gruppe, dann gibt es fiir jedes linksinvariante
Vektorfeld § € L(G) einen eindeutigen Lie Gruppenhomomorphismus c¢ : R — G mit
ce(t) = &(ce(t)). Der Fluss von € ist dann durch FIE R x G — G, (t,9) — pg(ce(t))
gegeben, also sind alle linksinvarianten Vektorfelder vollstdndigm

Damit lisst sich die so genannte Exponentialabbildung der Lie Gruppe G

expg i g — G, v FI(1,e) = e, (1), (2.12)

definieren und diese liefert einen lokalen Diffeomorphismus von einer Umgebung um
0 € g auf eine Umgebung vom neutralen Element e € G.

MPiir einen lokalen Diffeomorphismus f : M — N ist die Tangentialabbildung T'f : TM — TM ein
Isomorphismus und wir kénnen den Pullback f*¢ € X(M) von £ € X(N) unter f definieren als
f*€ := Tf ' oo f. Die Bedingung te€ = € ist also dquivalent zur Bedingung T'ug 0 & = £ o pg.
Analog lisst sich fiir Diffeomorphismen der Pushforward f.¢ € X(N) von ¢ € X(M) unter f definieren
als fu:=TfoCo f™'. Esgilt ffof.= idy vy und fi o f* = idx ().

Der Fluss eines Vektorfeldes € € X(M) auf einer glatten Mannigfaltigkeit M ordnet jedem Punkt
x € M seine eindeutige, maximale Integralkurve c, : (t%,t7) CR — M mit —oo < t¥ <0< t] < o0
zu, i.e. ¢, ist die Losung zur gewdhnlichen Differenzialgleichung c,(t) = £(cu(t)), c2(0) = =z. Es
gilt sogar, dass D(§) := {(¢t,z) : t € (tZ,t7)} C R x M eine offene Menge, die Flussabbildung
FI¢ : D(¢) — M eine glatte Abbildung und die Eigenschaft F1¢(t + s,x) = F1¢(s, F15(t)) erfiillt ist.
Ein Vektorfeld heifit vollstindig, falls D(§) = R. Fiir einen Beweis siehe etwa [Mi08| Paragraf 1.3.].
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Beweis. Die ersten Teile werden in [Krl0, Lemma 3.4] und [Kr10, Folgerung 3.5] bewie-
sen, dass (2.12)) ein lokaler Diffeomorphismus ist, in [Cal(, Theorem 1.8.]. O

Korollar 2.2.3. Fiir expg: g — G, v — c¢, (1) gelten fir r,t € R folgende Identitdten:
(i) expg(0) =e
(ii) expg(—v) = (expg(v)) ™"

(iii) expg((t 4 r)v) = expg(tv) expa(rv)

Beweis. Die Identitéten (i) bis kénnen mit [Ba09, Satz 1.2 (3)] nachgerechnet wer-
den. Dort wird fiir alle v € g und r,t € R bewiesen, dass ¢ (t) := c¢,, (1) = c¢, (rt) =:
co(t) gilt, indem gezeigt wird, dass ¢; beides Lie Gruppenhomomorphismen sind, die
ch(t) = G(ci(t)) erfiillen. O

)

Definition 2.2.4 (Graduierte Derivationen). Es sei Q = @,z QF ein Z-graduierter
Vektorraum. Mit End;(Q2) bezeichnen wir die Endomorphismen vom Grad [, das sind
lineare Abbildungen A : Q — €, fiir die A(Q*) C QFF! gilt. Wir nennen die beziiglich
der Verkniipfung von Abbildungen assoziative, Z-graduierte Algebra

End*(Q) := P End,() € End(Q),
lEZ

die graduierten Endomorphismen von €. Sofern hochstens endlich viele QF # o nicht
trivial sind, gilt End*(Q2) = End(2). Ist Q zusétzlich eine Z-graduierte R-Algebra mit
assoziativer Multiplikation A, dann erhalten wir eine assoziative Z-graduierte (Lie-) Teil-
algebra von End*(Q?), genannt die graduierten Derivationen von ) mittels

Der*(Q) := @ Der;(2),

wobei Der;(£2) € End,(f2) die graduierten Derivationen vom Grad | bezeichnet und das
sind Endomorphismen D vom Grad [, fiir die folgende Produktregel gilt:

D(uAv) = D(u) Av+ (—1) 1y A D(v) (2.13)

fiir alle homogenen Elemente u,v € (2, wobei wir mit |.| den Grad eines homogenen
Elementes bezeichnen. Allgemein kénnen wir auf einer assoziativen graduierten Algebra
Q mit Multiplikation A den graduierten Kommutator

[u,v]q == uAv— (=) Ply Ay (2.14)

fiir alle homogenen Elemente u,v € ) definieren. Eine solche ist also genau dann gra-
duiert kommutativ beziiglich der Verkniipfung A, falls der graduierte Kommutator von
je zwei Elementen verschwindet. Es lédsst sich rein unter der Verwendung von ([2.14))
nachrechnen, dass der zugrunde liegende Z-graduierte Vektorraum zusammen mit dem
graduierten Kommutator dann eine graduierte Lie Algebra ist. Das bedeutet, dass eine
bilineare Abbildung [.,.] : Q¢ x QJ — Q¥ existiert, welche graduiert antisymmetrisch
ist, i.e. [u,v] = (=1)*"I[y, ] und welche die so genannte graduierte Jacobi Identitit
(=)l oy, [v, w]] + (=1)PH o, [w, w]] + (=1)1@H fw, [u, v]] = 0 erfiillt.
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Beispiel 2.2.5. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann ist der de Rham Komplex
Q* (M) mit dem Wedge-Produkt eine assoziative, graduiert kommutative R-Algebra und
das de Rham Differenzial d : Q¥ (M) — QF+1(M) eine graduierte Derivation vom Grad 1.
Fiir die folgenden Resultate in diesem Beispiel kann etwa [Mi08, Paragraf II1.9] zum
genaueren Studium herangezogen werden. Fiir Vektorfelder & € X(M) lassen sich noch
weitere Beispiele von Derivationen definieren. Der Insertionsoperator von &

7 Qk(M) - Qk_l(M)v wa(£2> cee 7616) = W(é, 52) cee 7‘5/43) (215)
ist eine Derivation vom Grad —1 und die Lie Ableitung nach &
d
Le: Q5(M) — QF(M), Lew:= = ((Flt) “’)‘t:o (2.16)

eine Derivation vom Grad 0. Wir bezeichnen den graduierten Kommutator beziiglich der
Verkniipfung o von Abbildungen auf Der(2*(M)) C End(Q*(M)) mit [.,.], dann gelten
die folgenden fundamentalen, differenzialgeometrischen Identitéten fiir alle £, n € X(M):

[d,d] = 2(dod) = 0 (D1)
[d,Le] = doL¢ — Leod =0 (D2)
[d,te] =dotg+1e0od= L (D3)
[L¢, Ly] = Lg o Ly — Ly o Le = Lig (D4)
[Leyin] = Le oty — tyo Leg = g (D5)
[te,tg]l =te oty +iyote =0 (D6)

Definition 2.2.6 (Fundamentales Vektorfeld). Es sei M eine glatte G-Mannigfaltigkeit
und g die Lie Algebra von G. Fiir jedes v € g definieren wir das zugehdrige fundamentale
Vektorfeld ¢, € X(M) auf M mittels

Zv(x) = % ()‘GXPG(*W) (.%')) |t:0 (2'17)

und bezeichnen die Menge aller dieser Vektorfelder mit F(M) C X(M). Weiters heifit
die Wirkung der S auf M lokal frei, falls alle fundamentalen Vektorfelder mit 0 # v € g
nirgends verschwinden.

Bemerkung 2.2.7. Es sei M eine G-Mannigfaltigkeit und g die Lie Algebra von G.
(i) Freie Wirkungen sind lokal frei. Wir nehmen indirekt an, dass G frei, aber nicht
lokal frei auf M wirkt. Dann ist fiir ein £ € M und ein 0 # v € g die Abbildung

R — M t— /\expg( )(QJ)

auf einer Umgebung I von 0 € R konstant. Dies hat fiir alle » € I und g, := expg(—1v)
laut Korollar zur Folge, dass g,z = Ag,.(z) = Agy(2) = Ae(z) = 2 und somit
gr € G, fiir alle r € I gilt. Nach Proposition [2.2.2]ist expg ein lokaler Diffeomorphismus
um 0 € R, also folgt G # {e}, was im Widerspruch dazu steht, dass G frei wirkt.

(ii) Die Zuordnung

g— F(M), v G, (2.18)
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ist nach [Ba09, Satz 1.25] ein Lie Algebrahomomorphismus, i.e. eine lineare Abbildung,
die mit der Lie Klammer in dem Sinne vertriiglich ist, dass (. = [Cu, ] gilt. Falls
die Lie Gruppe G lokal frei wirkt, dann ist sogar ein Isomorphismuﬂ und damit
auch L(G) =2 g=F(M).

(iii) Indem wir mit (2.15) und (2.16|) aus Beispiel kombinieren, erhalten
wir lineare Abbildungen:

g — Der_1(Q*(M)), v+ 0z, =t (2.19)

g — Der(Q*(M)), v+ Lz =: Ly (2.20)

Diese sind fiir lokal freie Wirkungen nach injektiv. Fiir eine Basis v1,vs...,v, von g
definieren wir L; und ¢; als die entsprechenden Bilder von v; fiir alle ¢ € {1,2,...,n}. Die

L; bilden also eine Basis eines Teilvektorraumes go C Der(2*(M)) und die ¢; eine Basis
eines Teilvektorraumes g_; C Der_;(Q*(M)). Bezeichnen wir mit g; C Der; (Q*(M))
noch den R-Vektorraum, der vom de Rham Differenzial erzeugt wird, dann liefert die
Einschriankung des Kommutators auf @, ., gr € Der(Q*(M)) mit gx = o fiir alle
k ¢ {—1,0,1} eine graduierte Lie Algebra, fiir die insbesondere die Gleichungen
bis gelten. Als néchstes wollen wir diese Konstruktion unabhingig von glatten
Mannigfaltigkeiten M machen.

Definition 2.2.8 (Lie Superalgebra einer Lie Gruppe). Es seien G eine Lie Gruppe
und vy, v, ...,v, eine Basis ihrer Lie Algebra g. Mit cﬁ j bezeichnen wir die Koeffizi-
enten der eindeutigen Darstellung von [v;,vj] = >, cf’jvk. Sei § := Pz gr ein Z-
graduierter R-Vektorraum mit g = o fiir alle £ ¢ {—1,0,1} dessen Basiselemente wir
mit L1, Lo, ...,Ln € go, i1,02,...,in € g—1 und d € g, bezeichnen. Weiters definieren
wir auf g eine graduierte Lie Klammer [., |4, indem wir auf den Basiselementen fiir alle
i,je{1,2,...,n}

[d,d]g =0 (G1)

[d, Lilg =0 (G2)

(d,ii]g = Li (G3)

[iufﬁ]g = Cﬁjik (G4)
k=1

(L, il = > ¢ i (G5)
k=1

(i, ]g =0 (G6)

definieren und mit Antisymmetrie und Bilinearitit fortsetzen. Die resultierende Algebra
g heiit die Lie Superalgebra der Lie Gruppe G, vgl. [GS99, Seite 13f.].

101 [Ba09, Satz 1.25] wird dies gezeigt, sofern die Zusammenhangskomponente des Einselementes e € G
effektiv wirkt. Dabei heifit eine Wirkung effektiv, wenn deren induzierter Gruppenhomomorphismus
G — Aut(M), g — Ay aus Bemerkung injektiv ist. Falls G lokal frei wirkt, dann ist fiir jedes
x € M sogar evy : G — M, g — gz = A\g(x) injektiv auf der Zusammenhangskomponente von e € G.
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Beispiel 2.2.9. Insbesondere interessiert uns der Fall G = S'. Die Lie Algebra s der
St ist der Tangentialraum an 1 € S' und dieser ist isomorph zum eindimensionalen
Vektorraum R. Wir bezeichnen mit 0 die Basis von s, mit

gZZ@Sk

keZ

die Lie Superalgebra der é’l und mit 7 € s_, L € sp und d € s; deren Basiselemente.
Auflerdem schreiben wir L, := rL und 7, := ri fiir v = 70 € s mit r € R. Aus der
Antisymmetrie der Lie Klammer auf s folgt 0 = [9,d]s = ¢1 ;0 und damit vereinfachen

sich die Gleichungen (G1]) bis (G6|) zu

§

[d,d)s =0 (S1)
[d,L]s =0 (S2)
[d,lls =L (S3)
[L,L]s=0 (S4)
[L,7]s =0 (S5)
[0,7]s=0 (S6)

Also [s_1, 51]s = 80 = [s1, 5—1]s und [s;, sj]s = 0 sonst.

Definition 2.2.10 (S!-Stern Algebra). Es seien  eine assoziative, Z-graduiert kom-
mutative Algebra mit Einselement 1 € Q°, sodass QF = o trivial fiir alle & < 0 sind und
s die Lie Algebra sowie § die Lie Superalgebra der S'. Weiters sei eine Darstellung

p: St — Aut*(Q)

der S' auf Q gegeben, i.e. ein Gruppenhomomorphismus, der jedem Element z € S?
einen Algebraisomorphismus p, : £ — € vom Grad null zuordnet und eine Wirkung
5 x Q — 0, (f), w) — Dw der § als Derivationen, i.e. wir kénnen § mit einem Teilraum
von Der((2) identifizieren, resp. die von der Wirkung induzierte Abbildung

5 — Der*(Q), D+ (D :=w — Dw)

ist eine lineare Abbildung vom Grad 0, die sich mit den graduierten Lie Klammern
vertragt und somit [[?i, ﬁj]s + [Di, Dj]per(q) fiir alle Dy, € s mit k € Z erfiillt.

Wir nennen Q eine S'-Stern Algebra, falls die Darstellung p und die Wirkung von s
in folgendem Sinn vertriglich sind: Fiir alle v € s, z € S und D € s;, mit k € Z soll

d
% (pexpsl (tv)w> =0
[p27D]End*(Q) =pzoD—Dop,=0 (V2)

= Lyw (V1)

gelten, wobei wir fiir (V1| entweder eine passende Topologie auf {2 voraussetzen oder
verlangen, dass jedes Element w € € in einer endlich dimensionalen S'-invarianten
Teilalgebra A C € liegt, i.e. p,(A) C A gilt fiir alle z € S*.
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Eine stetige lineare Abbildung f : Q — II zwischen S'-Stern Algebren heiit S*-Stern
Morphismus vom Grad [, falls sie ein Algebrahomomorphismus ist, sodass f(QF) C I+
und

[0z, FMor(uiny i=pE o f — fopl =0 (M1)
[Da f]Mor(Q,H) = D"o f - (_1)klf o DQ =0 (M2)

fiir alle z € S', D € s, und k € Z gilt. Wir werden auch kurz [p,, f] = p.o f — fop.
und [D, f] = Do f — (=1)*f o D schreiben, sofern keine Verwechslung méglich ist.
Abbildungen die (M1) erfiillen, nennen wir auch S'-idquivariant.

Beispiel 2.2.11. Fiir jede nichtleere, glatte S'-Mannigfaltigkeit M ist der de Rham
Komplex Q*(M) eine S!-Stern Algebra.

Beweis. Nach Bemerkung ist Q*(M) fiir nichtleere, glatte Mannigfaltigkeiten M
eine assoziative, graduiert kommutative Algebra mit Einselement. Es ist

pSY o Aut* (M), »— (ATL)F = A (2.21)

z z—1

eine Darstellung der S', da nach Bemerkung Ayt M — M, ©— zx fir alle
z € S' ein Diffeomorphismus auf M ist und damit Ar_1 wegen der Funktorialitdt des
Pullbacks ein Isomorphismus auf Q*(M).

Wir ordnen d € § dem de Rham Differenzial zu, welches aufgrund der Leibniz Regel
- . eine graduierte Derivation ist. Fiir die Basis (9 G sordnen wir L €§und i € §
den graduierten Derivationen Ly € Der(Q2*(M)) aus und ¢y € Der_1(Q*(M)) aus
(2.19) zu und setzen diese Zuordnungen linear auf ganz 5 fort. Auf diese Weise erhalten
wir nach Bemerkung einen Endomorphismus vom Grad 0

@@ ®d)=5— (z)®(L;

5 © (Lg,) ® (d) € Der™(Q"(M)), (2.22)

wobei die Vertréglichkeit mit den graduierten Lie Klammern unter dieser Zuordnung ge-

geben ist, da die Lie Klammer auf s gerade so definiert wurde. Wir beachten, dass

fiir lokal freie Wirkungen nach Bemerkung injektiv und somit ein Isomorphis-

mus wire, was im Allgemeinen nicht der Fall sein muss. Zum Beispiel verschwinden fiir

triviale Wirkungen alle fundamentalen Vektorfelder iiberall, und damit auch Lg und ¢g.
Nun miissen noch und gezeigt werden. Laut Korollar gilt

% (pexps1 (t”)w) ‘t:O - % (AZXPSI(_W)W> ‘t:O

und mit ( aus Bemerkung [2.2.7] - sowie aus Beispiel -
d =\ ¥
Lyw=Lzw= o <<Fl§”) w>

Um 1' nachzuweisen, geniigt es also Flg“ = )\exp L (—tv) zu zeigen. Dazu betrachten
wir fir 2 € M die Kurve ¢; : R — M, t — Aoy (1 tv)(x). Nach Korollar [2.2.3] (i) gilt

t=0
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2(0) = Aexpg (0) () = Ae(z) = idar(2) = 2 und nach Korollar und Bemerkung
folet

(r) = Fea(t +)i=0 = 8 Pexpgr (—(try0) (€))li=0 =

&
%((Aexpsl(—tv) © Aexpsl (—rv))(aj))‘tZO = %()‘expsl(—tv) (Cx(r))”t:o = CU(Cx(T))v

wobei wir im letzten Schritt die Definition des fundamentalen Vektorfeldes ver-
wendet haben. Geméfl Fufinote |15{auf Seite [38)ist ¢, die eindeutige Integralkurve von zv
durch € M und somit ist der Fluss von (, fiir jedes x gleich ¢, (t) = )\expsl(_w).

Um die Vertréglichkeit der Darstellung mit der Wirkung nachzuweisen, geniigt
es, dies auf den Basiselementen nachzurechnen. Fiir das de Rham Differenzial ist dies
gerade die Natiirlichkeit (i), denn p. od = X:_, od = do X:_, = dop, fiir alle
z € S'. Weil die S' abelsch ist, gilt fiir 21,29 € S*

Pz O Pzy = )‘Zl—l © >‘22—1 = ()‘22_1 ° )‘zl_l)* = )‘?zle)—l = Pz1za = Pzaz1 = Pz2 O Py
und mit (V1)), sowie der Linearitit von p, folgt dann fiir alle z € S*:

(P2 0 Lo) (@) = p2( G Pexpgn (t0) (@) 1=0 = & (P2 © Pexpyy (10) (@) li=0
4 (Pexp g (t9) © P=(@)) =0 = (Lo © p2)(w).

Als Letztes fehlt jetzt noch die Vertréglichkeit von 1ty mit p. Dafiir zeigen wir zuerst,
dass fiir das fundamentale Vektorfeld ¢, mit v € s fiir alle z € S*

Migw _ ~ (12.17)
XGBTA 08 0 h(@) B TA 1 (4 (s (i) e ()10 (2.23)

= %(Az*1 © Aexpsl (—tv) © AZ(IE»’t:O = %(Aexps1 (—tv) (1‘))’15:0 =G

gilt, wobei wir im dritten Schritt die Kettenregel und im vierten die Kommutativitat
der Multiplikation auf der S* verwendet haben. Damit folgt nun schlussendlich fiir alle
w e QF(M), &,83,...,6 € X(M) und z € S':

(pz0to)(W)(§2,835 - -+, &) = As-1(Low) (€2, &3, &k) =
= (tow) (A2, N3&3, ..., N5&k) = ((2.15),(2.19))
= w(Co, A2, A2, ALGr) =
= w(NiCo, Ao, Nibs, - ATE) =
= (N-w)(Co, 62,65, ., &) =
= to(AN-1w) (€2, 83, - -+, &) = (Lo 0 p2) (W) (€2, 83 - - -, &)

Dabei haben wir im zweiten und fiinften Schritt verwendet, dass fiir den Pullback einer
Differenzialform v € QF(N) unter einem Diffeomorphismus f: M — N fiir Vektorfel-

der m,n2,..-, Nk € x(M) gllt f*l/(nlan% s 777k‘) = V(f*nhf*n% ceey f*nk) und gemaﬁ
FuBnote [14] auf Seite [38] A\*¢ = (M1)€ = (A,-1).€ gilt. O
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Beispiel 2.2.12. Fiir jede glatte S'-dquivariante Abbildung f : M — N zwischen
glatten Mannigfaltigkeiten ist der Algebrahomomorphismus f* : Q*(N) — Q*(M) ein
S1-Stern Morphismus vom Grad 0.

Beweis. Fiir dquivariante Abbildungen gilt A\, o f = f o A, fiir alle z € S' und daraus
folgt (M1)), denn fiir p, aus (2.21)) gilt dann
pzoff =X 1o fT=(fod 1) =0 f) =fToA 1=[op..
Fiir das de Rham Differenzial d ist (M2)) gerade die Natiirlichkeit und fiir die
Lie Ableitung folgt (M2]) aus (V1)), (M1]) und der Linearitét von f*:
Lo(f*(@)) = & (Pexpr (o) ([ (@)))le=0 = g (F* (Pexpa (1)) (@) li=0 = F*(Lo(w))

Um (M2) fiir den Insertionsoperator zu zeigen, beachten wir zuerst, dass fiir die funda-
mentalen Vektorfelder (M auf M und ¢ auf N zu v € s fiir alle 2 € M gilt:
Tmf(cqi\/[(x)) = Tl‘f(%()‘expsl (—tv) ($))‘t:0) = %(f © )‘expsl(ftv) (x))|t:0 =
= & Qexpgr (-t0) (F(@))e=o = ¢ (f ()

Dabei haben wir die Kettenregel und die S'-Aquivarianz von f verwendet. Damit folgt
nun fiir alle &,...,& € X(M) und x € M:

(to(F W€ ) = (F0)a(Q) 2, 6) =
:wf(x)(TfOC'[])wanog%anofk) -
=wiw) (G o f, Tfo,....Tfo&) =
= (Lw)f@)(Tf o8, Tfo&) = (f"(tw))a(82:---, &)
O
Definition 2.2.13. Es sei Q eine S'-Stern Algebra. Weil 0 = [d,d] — [d,d] = 2(d o d)
und damit d od = 0 fiir d € Der;(Q2) gilt, ist  ein Kokettenkomplex und wir kénnen

analog zu Definition und Bemerkung fiir d* := d|qr die k-te Kohomologie von
Q als H*(Q) := ker(d*)/img(d*~') und die Kohomologie von § als

H*(Q) := @ H*(®)

keZ

definieren. Fiir glatte Mannigfaltigkeiten M gilt also H*(Q*(M)) = Hip (M).
Einen Kokettenkomplex nennen wir azyklisch, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

Hk(Q) JK, fallsk=0
o 0, sonst

Dabei ist KK der dem Vektorraum §2 zugrunde liegende Korper. Fiir kontrahierbare, glatte
Mannigfaltigkeiten M ist Q*(M ) nach Beispiel [1.2.13| azyklisch.
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Zwei S'-Stern Morphismen fo, f1 : © — II heien kettenhomotop, wenn es eine lineare
Abbildung ¢ : © — II vom Grad —1 gibt mit f; — fo = dogq+ qod = [d,q], welche
Sl-squivariant ist und [1,q] = to g+ qot = 0 erfiillt. So eine Abbildung heifit Kettenho-
motopie und wir schreiben fy ~, fi oder kurz fy ~ fi. Eine Abbildung f : 2 — II heifit
Kettenhomotopiediquivalenz, falls es einen S'-Stern Morphismus g : IT — € gibt, sodass
gof ~idg und fog ~ idy gilt. Die S'-Stern Algebren Q und II nennen wir dann ketten-
homotopiedquivalent und schreiben €2 ~ I1. Insbesondere sind Isomorphismen f :  — II
Kettenhomotopiedquivalenzen, denn fiir die inverse Abbildung ¢g : II — £ von f gilt
gof—idg=0=[d,ql und fog—idg =0=[d,q] fir ¢ =co:= (w+ 0).

Bemerkung 2.2.14. Es seien Q und IT zwei S'-Stern Algebren.

(i) Analog zu Bemerkung induziert die Multiplikation in £ eine wohldefinierte
Multiplikation in H*(2), weil per definitionem d € Der;(€2) und d somit nach
dwAv) =dwAvtwAdv =0 erfiillt, falls dw = 0 = dv. H*(2) ist also eine assoziative,
graduiert kommutative Algebra mit Einselement.

(ii) Ebenso wie in induziert jeder S'-Stern Morphismus f : Q — II einen
wohldefinierten Algebrahomomorphismus f* : H*(Q) — H*(II), [w] — [f(w)] nach (M2),
weil mit do f = f od auch d(f(w)) = f(d(w)) = 0 gilt, falls d(w) = 0 fir w € Q.

iii) Fiir jede Kettenhomotopie ¢ : Q — II gilt [L,q] = Lo g — go L = 0, denn wegen
und gilt: Log = %(pexpsl (t0) (q(x)))|t=0 = Q(%(pexpsl (t0) (ZL‘))|7§:0) =gqolL.

Proposition 2.2.15. Die Kohomologie liefert einen kovarianten Funktor von der Kate-

gorie der S'-Stern Algebren und S*-Stern Morphismen in die Kategorie der assoziativen,

graduiert kommutativen R-Algebren mit Finselement und Algebrahomomorphismen.
Insbesondere besitzen isomorphe S*-Stern Algebren isomorphe Kohomologien.

Beweis. Wir beachten, dass die Zusammensetzung zweier S'-Stern Morphismen wieder
einen S'-Stern Morphismus ergibt und damit folgt die Behauptung aus Bemerkungm
und , wobei noch die Existenz des Einselementes in der Kohomologie nachgewiesen
werden sollte. Fiir 1 € Q0 gilt: dl = d(1-1) =dl-1+1-dl = 2d1, also d1 = 0, also
reprisentiert [1] € H%(Q) eine Kohomologieklasse. O

Korollar 2.2.16 (Kettenhomotopieinvarianz). Zwei kettenhomotope S*-Stern Morphis-
men induzieren dieselbe Abbildung in der Kohomologie und kettenhomotopiedquivalente
Rdume haben isomorphe Kohomologien.

Beweis. Esseien fy, f1 :  — II zwei S'-Stern Morphismen, die kettenhomotop beziiglich
der Kettenhomotopie ¢ : Q — II sind. Fiir alle k € Z und alle w € QF mit dw = 0 gilt also
(fr = fo)(w) = (dog+god)(w) = d(q(w)) +0 fiir g(w) € &, (fi = fo)(w) € img(d* )
und damit f7([w]) — f5([w]) = [(f1)(w)] = [fo(w)] = [(f1 = fo)(w)] = 0.

Der Rest der Aussage folgt wie in Korollar [1.2.12] mit dem einzigen Unterschied, dass
wir hier gemif Proposition[2.2.15|einen kovarianten Funktor vorliegen haben. Es gilt hier
also g* o f* = (g o f)* = idj; = idy«(my), sofern f und g Kettenhomotopieéquivalenzen
sind. O
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Definition 2.2.17 (Basische Elemente). Es sei Q) eine S'-Stern Algebra. Ein 3 € Q
heiflt basisches Element, falls es folgende Identitdten erfiillt:

L(B) =0 (B1)
1(B) =0 (B2)
Wir nennen ein w € Q ein S'-invariantes Element, falls es (B1]) erfiillt und ein horizon-

tales Element, falls es (B2)) erfiillt. Die Menge aller S'-invarianten Elemente bezeichnen
wir mit g1 und die Menge aller basischen Elemente mit Q.

Bemerkung 2.2.18. Sei ) eine S'-Stern Algebra.

(i) Die Bedingung L(w) = 0 ist #iquivalent dazu, dass p,(w) = w fiir alle z € S'.
Fiir w € Qg gilt laut lb némlich %(pexpsl(ta)(w))h:o = L(w) = 0 und damit ist
Pexp g1 (0) (w) konstant auf der S!, weil diese zusammenhingend ist. Da sich jedes Element
z € S'in der Form expgi (t,0) fiir ein t, € R schreiben liisst, gilt p,(w) = Pexpg1 (t20) (w) =
Pexpg1 (0)(w) = pe(w) = ido(w) = w. Umgekehrt folgt mit der letzten Identitét, dass
Pexp (t9) Konstant auf der S List, falls p,(w) = w fiir alle z € S! und damit folgt, dass

L(w) = F(pesp (t9)(@)) =0 = 0 gilt.

(ii) Wir zeigen, dass die S'-invarianten Elemente g1 wieder eine S'-Stern Algebra
bilden. Da L : Q@ — € eingeschrankt auf 2¢1 per definitionem trivial wirkt, stimmt
nach (i) die Darstellung p der S! eingeschriinkt auf Qg1 mit der identischen Abbildung
idgg, tberein. Damit ist genauso wie die Vertréglichkeit von p und L auf Qg
trivialerweise erfiillt. Weiters gilt d(Qg1) C Qg1 und ¢(Qg1) C Qg1, denn mit gilt
L(dw) = d(L(w)) = d0 = 0 und mit gilt L(1(w) = ¢(L(w)) = ¢(0) = 0. Damit folgt
ebenfalls die Vertriglichkeit von d und ¢ mit p, also ist erfiillt.

(iii) Fiir eine S*-Stern Algebra Q gilt d(Qpas) € Qbas, denn fiir w € Oy, gilt nach
L(dw) = d(Lw) = d0 = 0 und damit laut auch ((dw) = L(dw) — d(w) = 0—d0 = 0.
Da L und ¢ per definitionem trivial auf €y,,5 wirken und p, nach (i) als Identitét, ist Qpas
wieder eine S'-Stern Algebra. Damit kénnen wir nun folgende Definition einfiihren:

Definition 2.2.19 (Basische Kohomologie). Es sei (2 eine S'-Stern Algebra und 2,5 die
Teilalgebra der basischen Elemente. Wir bezeichnen die Faktorriume ker(df, )/ img(d{z;sl)

mit HE, () := H*(Qpas) und nennen sie die k-te basische Kohomologie von {2 und deren

direkte Summe

Hgas(Q) = @Ht]fas(ﬂ) = H*(QbaS)
kez

die basische Kohomologie von ().

Lemma 2.2.20. Es sei M eine glatte S*-Mannigfaltigkeit mit freier Wirkung, dann
induziert die natiirliche Projektion p : M — M/S' einen natiirlichen Isomorphismus in
der Kohomologie:

Hip(M/S") 2 H\ (Q°(M) (2.24)
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Beweis. Nach Korollar ist p: M — M/S! ein S'-Hauptfaserbiindel, also ins-
besondere eine Submersion. Wir zeigen zuerst, dass p* : Q*(M/S') — Q*(M) injek-
tiv ist und somit einen Isomorphismus Q*(M/S!) = p*(Q*(M/S)) C Q*(M) liefert.
Da p* eine lineare Abbildung ist, geniigt es zu zeigen, dass diese Abbildung einen tri-
vialen Kern besitzt. Fiir beliebige k € Z sei 0 # w € QF(M/S'), dann gibt es ein
[2] € M/S und vy, v, ..., vp € T (M/SY) mit v; # 0, sodass w(v1,v2, ..., v;) # 0.
Da p eine Submersion, also insbesondere T).p surjektiv ist, gibt es w1, wa, ..., w; € T, (M)
mit Typ(w;) = v; fiir alle ¢ € {1,2,...,k}. Wir erhalten (p*w)z(w1,ws,...,wg) =
Wp(z) (Txp(vl)a Txp(v2)7 s Txp(vk)) = Wz] (Ula V2, .- ,’Uk) # 0, also p*(w) # 0.

Als niichstes zeigen wir, dass jedes w € p*(Q*(M/S!)) ein basisches Element in Q*(M)
ist, i.e. p*(Q*(M/S')) C Q*(M)pas. Aus Bemerkungfolgt po ), = p fiir alle z € S*
und damit gilt p.(p*(w)) = AI_i(p*(w)) = (po A,-1)"(w) = p*(w), was nach Bemerkung
dquivalent zu ist. Aus der Identitit

Tpo Ev(m) =Tpo %(Aexpfﬂ (tv)(x))|t:0 = E(p © Aexpsl (tv)(x))‘t:() = %(p(x))’t:[) =0

folgt o (p*w)a (€2, - &k) = (P"w)a(Co &as- 1 Ek) = Wi (T 0 G, TP oy TP o &) =
Wiz (0, Tpo &, ..., Tpok) =0, also gilt auch (B2).

_ Umgekehrt miissen wir nun zeigen, dass jedes 3 € QF (M )1,as Bild einer Differenzialform
B e QF(M/SY) unter p* ist, i.e. fiir alle z € M und &1, &, ..., & € X(M) soll gelten:

Be (1(2), - () = Bl (Tep(&1(2)), - ... Tep(€x(2))) (2.25)

Dap: M — M/S' eine Submersion ist, konnen wir als Definition fiir 3 verwenden,
sobald wir gezeigt haben, dass nicht von den gewéhlten Urbildern abhéingt. Seien
ooy &My oMy € X(M) mit Typp(&i(x)) = Tep(ni(x)). Aus der Linearitét von Tpp
folgt 0 = Top((& — mi)(x)). In [Ba09, Satz 3.1] wird gezeigt, dass es dann v; € s in der
Lie Algebra der S! gibt mit (§; — n;)(z) = y, (). Mit 1, (8) = 0 folgt:

ﬁ(flv <o )gk) - ﬁ(nla s ank) = Lvlﬂ(a&(l‘)v .- )ka(x)) =0 (226)

Und weil § linear ist, hingt es somit nicht von den gewéhlten Vektorfeldern ab. Aus

L(B) = 0 folgt mit Bemerkung fiir alle z € S
Bo (&1(x), -, & (@) = AZBe (&1(2), - &k (@) = Bea (TuA:(&1(2)), - .., TuAz(E22)))
Und da geméifl Bemerkung T.opo 1), = T,p gilt, folgt mit 1 , dass §3 iiber
1) wohldefiniert ist und p*(G = 3 erfiillt.
Insgesamt haben wir also gezeigt, dass Q*(M )pas = p*(Q*(M/S1)) =2 Q*(M/Sh) gilt.
Aus Proposition folgt damit, dass
Hyo (2 (M) = H* (" (M )vas) = H*("(M/S")) = Hip(M/S")

ein Isomorphismus ist. O
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Bemerkung 2.2.21. Die basische Kohomologie liefert also fiir freie Wirkungen der
51 eine Verallgemeinerung der S'-dquivarianten Kohomologie HZ, (M) = Hjp (M/S')
glatter Mannigfaltigkeiten M, siche Definition Wir wollen aber eine Kohomologie
fiir beliebige Wirkungen der S* auf M definieren, die fiir kompakte Mannigfaltigkeiten bis
auf Isomorphie mit der singuliren S'-iquivarianten Kohomologie von M iibereinstimmt,
siehe Deﬁnition Letztere ist fiir ein universelles S*-Biindel (F, 7, F//S', S1) definiert
als die S'-iquivariante Kohomologie des Produktes M x F, auf dem die S' dann frei
wirkt.

Wir miissen versuchen, diese Konstruktion im algebraischen Setting zu imitieren. Das
Produkt der Réume iibersetzt sich geméf dem Kiinneth Theorem [1.2.14]in ein Tensorpro-
dukt von S'-Stern Algebren und die Kontrahierbarkeit von Rédumen laut Beispiel
in die Azyklizitit von S'-Stern Algebren. Freie Wirkungen lassen sich jedoch schwer mit-
tels Eigenschaften von S'-Stern Algebren charakterisieren. Wie sich herausstellen wird,
geniigt es, sich auf lokal freie Wirkungen zu beschrinken, um eine Verallgemeinerung zu
erhalten.

Definition 2.2.22 (Zusammenhangselement). Es sei Q eine S'-Stern Algebra. Ein Ele-
ment § € Q! vom Grad 1 heiBt Zusammenhangselement, falls es die Identitéiten

1u0) =1
LB)=0 (Z2)

erfiillt. Nach Bemerkung [2.2.18 bedeutet , dass 6 invariant unter der Wirkung
der St ist. Falls 2 ein Zusammenhangselement besitzt, sagen wir, dass 2 Bedingung (%)
erfiillt.

Bemerkung 2.2.23. Es sei M eine glatte S'-Mannigfaltigkeit.

(i) Fiir Q*(M) ist die Existenz eines Elementes § € Q(M), welches erfiillt,
dquivalent dazu, dass die Wirkung der S' lokal frei auf M ist. Um dies einzusehen,
verwenden wir die Tatsache, dass eine Riemann—MetrikE g: X(M)xX(M)— C>®(M,R)
einen linearen Isomorphismus zwischen den Vektorfeldern und den 1-Formen auf M
mittels der Zuordnung f : X(M) — QYM), &€ — (& := n — g(&,n)) liefert und wir
bezeichnen die Inverse Zuordnung mit b : Q' (M) — X(M),w — . Dabei ist v’ das
eindeutige Vektorfeld, fiir welches g(w’,n) = w(n) gilt. Mit Beispiel erhalten wir
somit die Identitét

(t00)e = 02(Co(x)) = (6 (x), Co(w)) € R (2.27)

fiir alle x € M und § € QY(M). Mit (2.27) sehen wir, dass die Existenz einer Differenzial-
form 6 € QY(M), welche Bedingung (Z1) erfiillt, zur Folge hat, dass das fundamentale
Vektorfeld Za nirgends verschwindet. Falls umgekehrt die S! lokal frei auf M wirkt, liefert
E}g =: 0 € Q' (M) eine 1-Form, die Bedingung erfiillt.

17 Jede parakompakte Mannigfaltigkeit M besitzt eine Riemann-Metrik, i.e. ein glattes (0,2)-Tensorfeld
g, das jedem Punkt x € M ein Skalarprodukt T, M x T, M — R zuordnet. Details kénnen in [Mi08],
Paragraf V.22] gefunden werden.
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ist dies fquivalent zur Existenz eines Elementes § € Q'(M), welches erfiillt. Im
Allgemeinen wird dieses nicht (Z2) erfiillen, dies kann jedoch immer erreicht werden,
wenn es iiber die S wie folgt gemittelt wird:

(ii) Falls die S* lokal frei auf M wirkt, dann erfiillt Q*(M) BedinguZ). Nach
Z1)

~ 1 ~
9::/ p=(0)dz ::/ pe2rit (0)dt
St 0

Mit dieser Definition gilt [¢,dz = 1 und p.(f) = 6 fiir alle z € S*, denn fiir ein
zs = 25 ¢ S gilt:

1 B 1 5
Pz2.(0) = poznis © / Pezrit (0)dt = / Peznis O Poznit(0)dt =
0 0

1 ~ s+1 @ ! 3
= / Peari(stt) (0)dt = / Peznit (0)dt / Pezrit (0)dt = 6
0 s 0

Dabei haben wir im zweiten Schritt die Linearitdt von p,, verwendet und im fiinften
Schritt haben wir substituiert. Im sechsten Schritt haben wir die Periode der Abbildung
t — e>™ verwendet. Allgemein gilt fiir eine integrierbare Funktion f : R — B mit
Periode p € R fiir alle r € (0, p):

[ o= [ i@+ / ™ i = ()

[+ [ rf(x?r)p)dwz [ riayas
=

(iii) Die Bedingung (Z) fiir eine S'-Stern Algebra ist also unser Pendant zu lokal freien
Wirkungen der S auf Mannigfaltigkeiten. Wie in Bemerkung besprochen, miissen
wir noch Tensorprodukte von S!-Stern Algebren behandeln, um eine Verallgemeinerung
der S'-quivarianten Kohomologie fiir beliebige S Wirkungen zu erhalten.

Definition 2.2.24 (Tensorprodukt). Es seien 2 und II zwei IK-Vektorrdume. Das Ten-
sorprodukt von  und II ist ein Vektorraum 2 ® II zusammen mit einer bilinearen
Abbildung ® : Q x II — Q®II, welcher die universelle Eigenschaft erfiillt, dass fiir jeden
K-Vektorraum A und jede bilineare Abbildung a : € x II — A genau eine bilineare
Abbildung o : 2 x II — Q® I exisitert, welche folgendes Diagramm kommutativ macht:

QI (2.28)

Es gilt also a(w,7) = a(w ® ) fir alle w € Q und 7 € II.
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Bemerkung 2.2.25. Es seien 2 und II zwei Z-graduierte IK-Vektorraume.

(i) In [JSO6, Lemma VII.10.2.] wird gezeigt, dass das Tensorprodukt bis auf Isomorphie
durch die universelle Eigenschaft eindeutig bestimmt ist und dessen Existenz wird
in [JS06l Satz VII.10.3.] nachgewiesen.

(ii) Laut [JS06, Satz VII.10.7.] erhalten wir fir w = (w;)icz € @ = P,z Q' und
7= (m;)jez € Il = @,z I’ einen Isomorphismus:

QeI= P (@ IV), (Wen) - (Wi® )i
it+j=k

(iii) Falls (€2, -) und (II, o) graduierte Algebren sind, dann wird mit
(w1 ®@ 1) A (wp ® m) := (=12 Ml (W) - wy) @ () 0 ) (2.29)

(Q ®II, A) zu einer graduierten Algebra. Sie ist assoziativ resp. graduiert kommutativ,
falls es (€2,-) und (II,0) sind. Im Falle der Existenz von Einselementen 1% € Q° und
111 e 1O liefert 1:= 1% ® 1" € QP @ 11° = (Q ® 11)° ein Einselement von Q  II.

(iv) Fiir lineare Abbildungen Z-graduierter Algebren b : Q1 — Q9 vom Grad k und
¢ : II; — Il vom Grad [ gibt es genau eine Abbildung b ® ¢ : Q1 ® II1 — Qo ® 15
mit (b ® ¢)(w ® 7) = b(w) ® c(n) fir alle w € @ und 7 € II;, denn die Abbildung
O x I} — Qo ® 1y, (w,m) — b(w) ® c(n) ist bilinear, also gilt die Behauptung nach
. Der Grad der Abbildung b ® c ist k + 1, denn fiir w @ 7 € Qf ® I} C (Q ® 1)+
ist b(w) @ () € B @ T € (Q @ )+ +HE+),

(v) Wir betrachten die Endomorphismen auf € und II aus Definition Mit der
Multiplikation aus beziiglich der Verkniipfungen kénnen wir End*(2) ® End*(II)
als assoziative, graduierte Teilalgebra von End*(2 ® II) auffassen. Dies wird in [GS99,
Paragraf 2.2, Seite 16] nachgerechnet.

Lemma 2.2.26. Das Tensorprodukt zweier S'-Stern Algebren ist wieder eine S'-Stern
Algebra. Falls eine Bedingung (Z) erfillt, dann gilt dies auch fir das Tensorprodukt.

Beweis. Es seien Q und II zwei S'-Stern Algebren. Nach Bemerkung ist deren
Tensorprodukt 2 ® II eine assoziative, graduiert kommutative Algebra mit Einselement.

Fiir jedes z € S' sind p$ : @ — Q und p!f : II — II lineare Abbildungen vom Grad
0, also gibt es nach Bemerkung fiir jedes z € S! eine eindeutige Abbildung
P QR — Q1 w7 +— p(w) @ pf(r) vom Grad 0. Diese Abbildungen liefern
einen Gruppenhomomorphismus p : S' — Aut*(Q ® II), 2z + p., denn es gilt:

Pz (w @ T) = pl, (W) ® Pl (7) =
=p2 (P2 (W) @ plk (p5 (7)) =
= pz (02, (@) ® pL, (1)) = pay (po(w @ T))

Damit folgt p.0p,-1 = pe = po-10p; und pe(w®T) = p¢’ (W)@ pL (1) = ido(w) @idn(r) =
idogn(w ® ), wobei die letzte Umformung nach Bemerkung [2.2.25 gilt.
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Fiir D € §j, definieren wir auf den homogenen Elementen w;@7; € Q'@II C (Q®II)™,

sieche Bemerkung [2.2.25 :
DM (w; ® ;) == D%(w;) ® 7 + (= 1)*w; @ D (ny) (2.30)

Damit wird D := D®® zu einer Derivation beziiglich der von € und II am Tensorpro-
dukt induzierten Multiplikation, sieche Bemerkung [2.2.25 , erfiillt also:

D ((wi @ 1) A (Wi, @ 1)) =D (w; @ ) A (wm @ Tp) + (=DF) (w; @ ;) A D(wm, @ )

Um dies zu zeigen werden lediglich die Definitionen ([2.29)) und (2.30) sowie die Deriva-
tionseigenschaft @ von D und D' bendétigt. Dies liefert also eine Wirkung der Lie
Superalgebra s der S* auf dem Tensorprodukt.

Da das Tensorprodukt eine bilineare Abbildung ist und 2 sowie II jeweils erfiillen,
folgt fiir alle v € s und w; ® 7; € O @I

d d /g o
dt (pe"psl(t”) (wi @ ﬂj)) ‘t:o T dt (pe"psl(t”)wi ® peXPsl(t”)Wj> ’t:O B
d

- () o0 & )
dt exp g1 (tv) =0 J dt expg1 (tv) "J =0
:ngi®7rj+wi®L£I7rj
; 2.30,
= Lg}wi ®mj + (—1)0%&)@' ® LETFJ' L§}2®H(wi ® 7;5)

und somit gilt (V1) fiir Q @ IT. Aus der Linearitét von p, fir alle z € S L und weil Q
sowie II jeweils 1D erfiillen, folgt fiir alle z € S*, D € § sowie w; ® ;i € O @IV

(Do p:)(wi ® ;) = D(p:(wi) ® pE ()

= DY(p (i) ® pN(my) + (~ 1) pR(wr) @ D (ol (my)) |
2(Dwi)) @ pll () + (~1)Fp% (wi) @ (P (D (mj))) =
(D(wi) ® 1) + (~)¥ps(wi ® (D" () =

= p. ((D%(wi) @ ) + (~1)¥ew; © D(my) ) = (pz 0 D)(wi & ;)

[V2)

=(p
:pz

und damit gilt fiir Q®II. Insgesamt haben wir also gezeigt, dass das Tensorprodukt
zweier S'-Stern Algebren wieder eine ist und es bleibt zu zeigen, dass es Bedingung (Z)
erfiillt, sofern dies fiir 2 oder II gilt.

Es erfiille IT Bedingung (Z), i.e. es existiert ein § € II* mit (!1(§) = 1 und LY(9) = 0.
Wir behaupten, dass 1®6 € Q°®II! C (Q®II)! ein Zusammenhangselement von Q® I1
ist. Fiir alle w gilt D*(w) = D*(1-w) = D%(1)-w+1- D% (w) = D1) - w + DY (w),
also folgt D(1) = 0 fiir alle D € §. Damit folgen die beiden Identitten:

(1®0)=51) @0+ 10.0) =M6) =1
Lo1®0)=L%1)®0+1e L) =L"0) =0

Also ist dies ein Zusammenhangselement, i.e. Q ® IT erfiillt Bedingung (Z). Ahnlich lisst
sich dies zeigen, falls Q@ Bedingung (Z) erfiillt. O
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Definition 2.2.27 (S!-dquivariante de Rham Kohomologie). Es seien A eine azyklische
S1-Stern Algebra, die Bedingung (Z) erfiille und © eine beliebige S!'-Stern Algebra. Mit
Hz (Q) := Hf, (2 ® A) bezeichnen wir die S! dquivariante Kohomologie von Q. Fiir
eine glatte S'-Mannigfaltigkeit M nennen wir

51 (25 (M) = Hpo (7 (M) @ A) = H* (2" (M) ® A)pas)
die S'-dquivariante de Rham Kohomologie von M.

Bemerkung 2.2.28. Wie in Paragraf miissen wir noch zeigen, dass azyklische
S1-Stern Algebren existieren, die Bedingung (Z) erfiillen, dass Definition un-
abhiingig von der Wahl der azyklischen S'-Stern Algebren und eine Verallgemeinerung
der Definition ist. Aulerdem wollen wir zeigen, dass dieser hier eingefiihrte Begriff
fiir kompakte, glatte Mannigfaltigkeiten mit Definition [2.1.1] aus dem vorigen Paragrafen
bis auf natiirliche Isomorphie iibereinstimmt. Mit diesen Aufgaben werden wir uns im
néchsten Kapitel dieser Arbeit beschéftigen.
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3 Aquivariante Version des de Rham
Theorems

Im letzten Kapitel dieser Arbeit soll die folgende Aquivariante Version des de Rham
Theorems bewiesen werden:

Theorem 3.0.1. Es sei M eine kompakte, glatte S*-Mannigfaltigkeit, dann stimmt die
Sl-dquivarianten de Rham Kohomologie von M mit der singuliren S'-dquivariante Ko-
homologie von M fiiberein, i.e. es existiert ein natirlicher Isomorphismus:

H (0 (M) 2 H (M) (3.1)

Fiir die singuliire S'-dquivariante Kohomologie von M benétigen wir einen kontrahier-
baren Raum F mit einer freien S'-Wirkung und parakompaktem Orbitraum F/S! und
fiir die S'-squivariante de Rham Kohomologie von M eine azyklische S*-Stern Algebra
A, welche Bedingung (Z) erfiillt. Wir werden im ersten Paragrafen F' und A aus den
Sphiiren S+ C C* ungerader Dimension derart konstruieren, dass sie in einer Bezie-
hung zueinander stehen, die es uns erlauben wird, deren Kohomologien zu vergleichen
und zeigen damit insbesondere, dass azyklische S-Stern Algebren mit Bedingung (Z)
existieren.

Im zweiten Paragrafen werden wir zeigen, dass es den oben erwidhnten natiirlichen
Isomorphismus zwischen den beiden Modellen der dquivarianten Kohomologie gibt. Ein
zentrales Resultat mit dem wir dessen Existenz in Bemerkung[3.2.5] verifizieren, beweisen
wir in Korollar 3.2.10] am Ende dieser Arbeit. Dieses liefert in Korollar [3.2.11] insbeson-
dere die Unabhéngigkeit der Definition von der gewihlten azyklischen S'-Stern
Algebra und zeigt in Korollar dass Definition eine Verallgemeinerung von
Definition ist.

3.1 Limiten

Mit R bezeichnen wir in diesem Paragrafen die Kategorie topologischer Rdume mit
stetigen Abbildungen resp. die Kategorie von Vektorrdumen mit linearen Abbildungen.

Definition 3.1.1 (Direkter Limes). Fiir eine gerichteteEgI Menge I seien Ay mit k € [
eine Familie von Objekten einer Kategorie & und ay; : A, — A; fiir £ <1 Morphismen,

18Fine Menge I heiit gerichtete Menge, wenn es eine Relation < gibt, die reflexiv, transitiv, antisymme-
trisch und nach oben filtrierend ist. Eine Relation < auf einer Menge I heifit reflexiv, falls k < k fiir
alle k € I gilt, transitiv, falls aus k <[ und | < m stets k < m folgt, antisymmetrisch, falls aus k <1
und | < k stets k = [ folgt, und (nach oben) filtrierend, falls fiir je zwei k,l € I ein m € I existiert,
fir das k < m und I < m gilt.
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die oy ), = ida, und ay 0 agy = oy, fir alle k <1 < m erfiillen. Die Familie {Ay, a1}
nennen wir auch direkt gerichietes System. Der direkte Limes @{Amak,l}k,lel eines
direkt gerichteten Systems ist ein Objekt A € K derselben Kategorie zusammen mit
Morphismen ay : Ay — A, die a; = a; o oy erfiillen, sodass folgende universelle Ei-
genschaft gilt: Fiir jedes Objekt C € K zusammen mit Morphismen ¢ : Ay — C, die
ebenfalls ¢;, = ¢; o ay,; erfiillen, existiert ein eindeutiger Morphismus 7 : A — C, fiir den
cr =y o ay gilt, also folgendes Diagramm fiir alle £ <1 < m kommutiert:

p -~ T (3.2)
\
lim A,
ag | ap
Ak / : 3!7 \ Al apm Am
\ sl J

Im Existenzfall schreiben wir lim{Ag, ay,;} = {A, ax} oder kurz limA, = A. Der direkte
Limes wird auch als induktiver Limes oder Kolimes bezeichnet.

Fiir eine beliebige Menge I ist das Koprodukt der Ay ein Objekt [[,,.; An € & zusam-
men mit Morphismen ¢ : Ay — [] Ay, sodass folgende universelle Eigenschaft erfiillt
ist: Fiir jedes Objekt £ € K zusammen mit Morphismen e : Ay — &£ gibt es einen
eindeutigen Morphismus e : [[ 4,, — &, sodass e, = e oy, fiir alle k € I gilt und somit
fiir alle k,1 € I folgendes Diagramm kommutativ macht:

[TA, (3.3)

Die Ay konnen als Teilmengen des Koproduktes aufgefasst werden, denn fiir jedes feste
k € I gibt es fir £ = Ay, e, = id4, und e beliebig fiir alle [ € I genau eine Abbildung
e:[[An, — A mit ida, = e oy, also ist ¢y injektiv. Mengentheoretisch ldsst sich das
Koprodukt somit als disjunkte Vereinigung aller A beschreiben.

Bemerkung 3.1.2. Wir kénnen den direkten Limes eines direkt gerichteten Systems
{Ak, g1} 1e1 mengentheoretisch als Quotient des Koproduktes der Ay, realisieren. Mit-
tels der Morphismen oy, fithren wir auf [ A,, eine Aquivalenzrelation ~ ein, indem wir
x € A, und y € A; aufgefasst als Elemente in [] A,, dquivalent nennen, falls es ein m € I
gibt, sodass agm(z) = aym(y) € A gilt. Als néchstes zeigen wir:

limA, = (]_[ An> / (3.4)

~

Wir bezeichnen die natiirliche Projektion auf den Quotientenraum mit p, den Quoti-
entenraum mit A := (][] An)/~ und zeigen, dass A zusammen mir den Morphismen

56



ap :=poui, =pla, : A — A die universelle Eigenschaft (3.2) erfiillt.

Beweis. Nach der universellen Eigenschaft des Koproduktes ist p der eindeutige
Morphismus, der ax = p o ¢, = p|a, erfiillt. Es gilt dann ax(x) = a; o a () fiir jedes
z € Ay und alle [ € I mit k <[, denn = ~ ay(z) = y € A mit m = [ und damit
ap(z) = p(x) = p(y) = @(y) = a(ak(z)).

Fiir jedes Objekt C € & und Morphismen ¢, : Ay, — C mit ¢ = ¢; 0 oy fiir alle k£ <1
gibt es wieder nach genau einen Morphismus ¢ : [[ 4, — C mit ¢, = co; = ¢|a,.
Dieser faktorisiert zu einem Morphismus ¢ : A — C fiir den ¢ = ¢ o p gilt, denn fiir
alle x ~ y gibt es ein m € I mit k,l < m, sodass c(z) = cx(x) = cm(agm(z)) =
cm(arm(y)) = a(y) = c(y) ist. AuBerdem erfiillt er ¢, = cov, = Eopoy, = o ay.
Sei nun v : A — C ein weiterer Morphismus, der 7 o a; = ¢ erfiillt, dann folgt aus
¢ =voap=yopoi wegen der Eindeutigkeit von ¢, dass yop = ¢ = ¢ o p und damit,
weil p surjektiv ist, v = ¢ gelten muss. O

Beispiel 3.1.3. Es sei [ eine beliebige Indexmenge.

(i) Das Koprodukt topologischer Rdume X} mit k € I ist die disjunkte Vereinigung
L X5 = Uper{n} x Xy zusammen mit den Inklusionen vy : X3 — | | Xy, 2 — (k, )
und trégt die finale Topologie beziiglich der ¢y, i.e. die feinste Topologie, sodass noch
alle ¢y, stetig sind. Eine Funktion f : | | X,, — Y ist also genau dann stetig, wenn es alle
f ot sind. Damit die wie in Bemerkung konstruierte Menge X mit Abbildungen
fr + Ay — X eines direkt gerichteten Systems {Xp, fr;} der Kategorie topologischer
Réume zu einem topologischen Raum mit stetigen Abbildungen wird, statten wir ihn
mit der finalen Topologie beziiglich der fi aus. Dies ist dquivalent zur Forderung, dass X
die Quotiententopologie, i.e die finale Topologie beziiglich p tragen soll, denn f, = pog.
Eine Funktion v : X — Y ist somit genau dann stetig, wenn es alle ,, Einschriankun-
gen“ vy o fr : Ax — Y sind. Der direkte Limes topologischer Rdume existiert also immer.

(ii) Das Koprodukt von Vektorrdumen Vj mit k € I entspricht der direkten Summe
BV, = {(xn)ner : xn € Vy, fast alle z,, = 0} zusammen mit den natiirlichen Inklu-
sionen ¢y : Vi — @ V,. Die Vektorrdume C* zusammen mit den Inklusionen inklg; :
CF — C' (21, 29,...,21) — (21,22,...,2,,0,0,...,0) fiir £ <1 € IN bilden ein direkt
gerichtetes System und wenn wir die C* mit den Teilriumen C*¥ x o C C' identifizieren,
erhalten wir mit mC" = JC" = {(21,22,...) : zn, € C" fast alle z, = 0} =: C*=°

mit natiirlichen Inklusionen 4 : C¥ — C*, (z1,22,...,2k) — (21, 22,...,2,0,0...).
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Bemerkung 3.1.4. Es sei I eine gerichtete Indexmenge.

(i) Die Tatsache, dass der direkte Limes existiert und mit der Vereinigung iiber-
einstimmt, gilt in jenen speziellen Fillen direkt gerichteter Systeme {A.,, mn}tmner,
in denen es eine I filtrierendd"’| Teilmenge I’ C I gibt, sodass wir fiir alle ¥ < I’ € I’
mittels agy y : Ay — Ap die Ay als Teilobjekte der Ay derselben Kategorie auffassen
konnen. In [ES52, Korollar VIII.4.14.] wird ndmlich gezeigt, dass die direkten Limites
aller Teilsystemd™ eines gerichteten Systems iibereinstimmen.

(ii) Es sei {Vi, vk }k1er ein direkt gerichtetes System von K-Vektorrdumen mit K-
linearen Abbildungen. Mit [ES52], Paragraf VIIL.4., Seite 221f.] folgt, dass V zusammen
mit v, : Vi — V, wie in Bemerkung konstruiert, wieder ein IK-Vektorraum ist und
somit der direkte Limes limV,, =V direkt gerichteter Vektorrdume immer existiert. Falls
fir alle k,1 € I mit £ <[ die v : Vj; — V) injektiv, resp. surjektiv sind, dann sind auch
fiir alle m € I die K-linearen Abbildungen v,, : V;;, — V injektiv, resp. surjektiv. Dies
folgt mit [ES52, Theorem VIIL4.7.] ]

Definition 3.1.5 (Inverser Limes). Fiir eine gerichtete Menge I und eine Kategorie £
nennen wir eine Familie von Objekten B, € K mit m € I zusammen mit Morphismen
ﬁm,l : By, — By, die ﬁm,m = idp,, und ﬁl,k © ﬂm,l = ﬁm,k fir alle Kk <1 <m eI
erfiillen, ein invers gerichtetes System. Der inverse Limes liLn{Bm,BmJ} eines invers
gerichteten Systems ist definiert als ein Objekt B € & mit Morphismen b, : B — By,
die by = By, 0 by, erfiillen, sodass folgende universelle Eigenschaft gilt: Fiir jedes Objekt
D € & zusammen mit Morphismen d,,, : D — B,,, die ebenfalls d; = 3,,; o d,, erfiillen,
existiert ein eindeutiger Morphismus § : D — B, der d,, = b, o ¢ erfiillt und somit
folgendes Diagramm fiir alle k <[ < m kommutativ macht:

ﬁm,k 5m,l (35)

S

By,

Im Existenzfall schreiben wir im{ B, B} = {B, b} oder kurz limB,, = B. Der inverse
Limes wird auch Limes oder projektiver Limes genannt.

Fiir eine beliebige Menge I ist das Produkt der By, ein Objekt [[,,.; Bn € R zusammen
mit Morphismen m,, : [[ B, — B, sodass folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist:
Fiir jedes Objekt F € K zusammen mit Morphismen f,, : F — By, gibt es einen

19Fine Teilmenge I’ einer gerichteten Menge (I, <) heifit I-filtrierend oder auch kofiltrierend, falls es zu
jedem k € I ein k' € I' gibt mit k < k. Fiir ein direkt (resp. invers) gerichtetes System {Ax, ok, }r,icr
heiBt dann {Ax, ok, }ricrr Teilsystem, falls I eine kofiltrierende Teilmenge I’ C [ ist.

2Diese Tatsachen werden in [ES52] fiir R-Moduln gezeigt, wobei nur die Gruppenstruktur der zugrunde
liegenden abelschen Gruppen verwendet wird.
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eindeutigen Morphismus f : F — [] By, sodass f,, = m, o f fiir alle m € I gilt und
somit fiir alle I, m € I folgendes Diagramm kommutativ macht:

[1Bx (3.6)
A

™ TTm

B ~ : el By,
Vﬁ\ 4

|

f
Fiir jedes feste k € I gibt es fir F = B,,, fm, = idp,, und f; beliebig fiir alle | € I
genau eine Abbildung f : B, — [[B, mit idg,, = m, o f, also ist m, surjektiv.
Mengentheoretisch wird das Produkt beschrieben durch [[ By, := {(xn)ner : n € By}
zusammen mit Projektionen 7y, : [[ Br, — Bm, (Tn)ner — Tm.

Bemerkung 3.1.6. Wir kénnen den inversen Limes eines invers gerichteten Systemes
{Bm, Bm,} als Teilmenge des Produktes beschreiben:

limB, = {(fﬁn)nel S HB” ¢ Bmi(Tm) =z Ym > l} = ﬁBn (3.7)

Wir bezeichnen mit B obige Teilmenge des Produktes || B, und mit i die natiirliche
Inklusion. Es gilt nun zu zeigen, dass B zusammen mit den Morphismen b, := 7, 0i =

Tm|B : B — By, die universelle Eigenschaft (3.5]) erfiillt:

[1Bn

N
el Tm

18,

bl A bm
6: :,d

B D B,
\__/
ﬁm,l

Beweis. Nach der universellen Eigenschaft des Produktes ist i der eindeutige Mor-
phismus, der by, = my,0i = | erfiillt. Es gilt dann b; = 3,,, ;0by, fiir alle [ < m, denn fiir
jedes x 1= (zp)ner € B gilt by(x) = m(z) = 21 = Bmi(x1) = T (B i(21)) = b (B ().

Fiir jedes Objekt D € & und Morphismen d,, : D — By, mit d; = By, o dp, fiir alle
I < m gibt es wieder nach genau einen Morphismus d : D — [[ B, mit d,,, = mp, 0d.
Dessen Bild liegt schon ganz in B, denn bezeichnen wir mit d(z) =: (yn)ner das Bild
eines € D, dann gilt B, 1(Ym) = B (Tm(d(2))) = Bmi(dm(x)) = di(x) = m(d(z)) = yi
fiir alle [ < m. Daraus folgt auch die Identitit d,, = 7, od = mp,|g od = by, o d. Sei nun
0 : D — B ein weiterer Morphismus, der d,,, = b,, o § erfiillt, dann gilt d,,, = b, 0§ =
Tm|B 00 = Ty 0oiod. Aus der Eindeutigkeit von d folgt also i o § = d und weil das Bild
von d schon in B liegt § = d. O
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Beispiel 3.1.7. (i) Das Produkt []Y,, topologischer Riume Y, mit m € I fiir eine
beliebige Indexmenge I trigt die initiale Topologie beziiglich der natiirlichen Projek-
tionen 7,,, i.e. die grobste Topologie, sodass noch alle 7, stetig sind. Damit fiir ein
invers gerichtetes Systems {Y},, gm 1} topologischer Réume die wie in Bemerkung [3.1.6
konstruierte Teilmenge ) des Produktes zusammen mit den natiirlichen Projektionen
Pm = Tm|y : Y — Y, zu einem topologischen Raum wird, statten wir sie mit der initia-
len Topologie der p,, oder dquivalent mit der Spurtopologie des Produktes aus. In [Kr99,
Seite 17f.] wird gezeigt, dass fiir diese Topologie gilt, dass eine Funktion ¢ : X — ) genau
dann stetig ist, wenn es alle Komponentenfunktionen p,, 0§ : X — Y,,, sind. Der inverse
Limes topologischer Rdume existiert also immer.

(ii) Das Produkt [V, von K-Vektorrdumen V,, mit m € I fiir eine beliebige Index-
menge [ ist auf natiirliche Weise wieder ein KK-Vektorraum, indem alle Operationen kom-
ponentenweise erfolgen, i.e. (vp)ner + (Un)ner = (Vn + Un)ner und K(vp)ner = (Kvp)ner-
Fiir ein invers gerichtetes System {V,,,, ¢, 1} ist die wie in Bemerkung konstruierte
Teilmenge V des Produktes ein Teilvektorraum, da aus der Linearitéit der Abbildungen
Ym,1 die Teilraumeigenschaften v+w € V und kv € V fiir alle v,w € V und x € K folgen.
Der inverse Limes von Vektorrdumen existiert also immer.

(iii) Fiir zwei invers gerichtete Systeme von IK-Vektorrdumen {V,, vy, 1}m ez und
{Wins Wi i tmicz seien V = limVy, und W = limW,, zusammen mit den natiirlichen
Projektionen vy, : V — V,, und wy, : W — W,,,. Fiireink € Zund ¢ : Z — 7, n — n—k
seien weiters IK-lineare Abbildungen ®,, : Vj,) — Wi, vom Grad « fiir alle m € Z
gegeben. Falls die ®,, mit den v,,; und den w,,; fiir alle passenden [ < m kommutieren,
dann induzieren sie eine eindeutige IK-lineare Abbildung @ : V — W, sodass folgendes
Diagramm fiir alle k <[ < m kommutiert:

Vo (1),6(k) Vo (m), o) Vg (m) 1
Vis(r) 270 Vis(m) V=1mV, (38
I
i‘bk # lq)z # l‘ﬁm # | 3P
\
Wi Wi,k Wi Win,1 W, W W= lﬂan

Beweis. Ein © := (25 )nez € [[ Vi ist nach (3.7)) genau dann in V, wenn vy, () = 2
fiir alle I < m gilt. Wir definieren

O(z) = (q)n($¢(n)))n€Z € HWn (3.9)

Es gilt ®(x) € W, da wm,l(fbm(ﬂ?(ﬁ(m))) = (I)l(V¢(m),¢(l)($¢(m))) = <I>l(x¢(l)) fiir alle
[ < m ist. AuBlerdem macht ® das Diagramm kommutativ, denn @, (vy(m) (7)) =
P (24(m)) = wm(P(x)). Dies impliziert wy 0 (Pm © Vy(m)) = i © Vgm),6(1) © Vom) =
®; 0 vy gilt und aus der universellen Eigenschaft von W schliefen wir nun die
Eindeutigkeit von ®. Die K-Linearitdt von ® folgt wegen aus jener der ®,,. O

(iv) Zu ist noch zu beachten, dass K-lineare Abbildung V — W nicht a priori
stetig sind, da die direkten Limites ¥V und W im Allgemeinen unendlichdimensional sein
konnen und lineare Abbildung auf unendlichdimensionalen Vektorrdumen nicht notwen-
digerweise stetig sein miissen. Statten wir diese Vektorrdume jedoch wie in mit der
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Initialtopologie der Projektionen wy, und v,, aus, dann sind alle KK-linearen Abbildungen
®, die wie in konstruiert werden, genau dann stetig, wenn es alle ®,,, sind. Denn
nach (i) ist ® genau dann stetig, wenn es alle wy, 0 ® = Py, 0 Vy () sind.

(v) Fiir ein invers gerichtetes System {B,, Bm i }m.cr einer Kategorie & mit inver-
sem Limes B und natiirlichen Projektionen b, folgt aus der Injektivitét aller 3,,,; die
Injektivitdt aller b, und falls I abzéhlbar ist, folgt aus der Surjektivitit aller 3,,; die
Surjektivitat aller by,. Dies wird in [ES52, Theorem VIII.3.4.] bewiesen.

In [ES52] Theorem VIIL.3.6.] wird weiters gezeigt, dass der inverse Limes eines invers
gerichteten Systems nichtleerer resp. kompakter Riéume selbst nichtleer resp. kompakt
ist und falls die Objekte hausdorffsch sind, ist der inverse Limes im Allgemeinen zwar
nicht wieder hausdorffsch, aber zumindest abgeschlossen im Produkt.

Bemerkung 3.1.8. (i) Die eingefiihrten Begriffe in den Definitionen [3.1.1f und |3.1.5|
sind durch ihre universellen Eigenschaften eindeutig bestimmt. Dies ldsst sich in allen
Féllen auf die gleiche Art und Weise beweisen. Hier soll nur kurz die Beweisidee angefiihrt
werden.

Angenommen zwei Objekte X}, Xy € R einer Kategorie erfiillen beide dieselbe univer-
selle Eigenschaft, dann gibt es jeweils eine eindeutige Abbildung x; : &; — A); vom einen
Objekt in das andere. Die zwei Verkniipfungen dieser Abbildungen x; o x; : X; — Xj fiir
1,7 € {1,2} mit i # j sind Endomorphismen, welche dieselben Vertréiglichkeiten wie die
Identitat auf dem jeweiligen Objekt besitzen. Wieder aus der universellen Eigenschaft
folgt, dass die Verkniipfungen schon mit den Identitdten auf den jeweiligen Objekten
libereinstimmen miissen, also ist die Abbildung x1 : X1 — X» ein Isomorphismus.

(ii) Was wir in Bemerkung fiir den direkten Limes eines direkt gerichteten Sys-
tems erwihnten, gilt auch fiir den inversen Limes eines invers gerichteten Systems, dass
er, sofern er existiert, mit dem inversen Limes eines jeden Teilsystems iibereinstimmt,
siehe auch Fufinote [19| auf Seite Dies wird in [ES52) Korollar 3.16.] gezeigt. Insbe-
sondere stimmen zwei Elemente (zy,)ner und (yn)ner genau dann iiberein, wenn es eine
kofiltrierende Menge I’ C I gibt, sodass (zg)rer = (Y )rer gilt.

(iii) In [Kr08, Bemerkung 3.40] wird gezeigt, dass direkte Limiten mit endlichen Pro-
dukten und inverse Limiten mit endlichen Koprodukten vertauschen. Wir werden spéter
in der Kategorie topologischer Rdume h_H)l(Xn xYy,) = li_r)nX & X h_n)lYl und in der Kategorie

von Vektorrdumen lim(V,, & W;,) = limV} & limW, verwenden.

Proposition 3.1.9. Der direkte Limes der Sphéiren ungerader Dimension S**~1 C CF
beziiglich der natiirlichen Inklusionen iy : §2k—1 ., g2-1

HmS? ! = {z € C®: ||z]| = 1} =: 5% (3.10)

zusammen mit der finalen Topologie der Inklusionen iy : S?*=1 < S liefert ein uni-
verselles S'-Biindel (S°°,m, 5% /S, S1) beziiglich der Wirkung der S* C C, die von der

Skalarmultiplikation des C-Vektorraumes C induziert wird.
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Beweis. S ist ein freier S'-Raum: Nach Bemerkung konnen wir, wenn wir
jede Sphére als Teilmenge aller hoher dimensionalen Sphéren auffassen, den direkten
Limes als Vereinigung | J S™ aller Sphéren annehmen. Jedes Element z € | S™ liegt also
in einer Sphire S?#~1 C C* fiir ein k € Z. Mit Beispiel erhalten wir also die
Identitét @b Durch das Einschrinken der Skalarmultiplikation C x C*¥ — CF erhalten
wir eine freie Wirkung der S L C € auf S%-1 C C* fiir alle k € N mit k& < co und somit
ebenfalls auf S°°.

(8%, 7, 8% /81, SY) ist ein universelles S*-Biindel: Um dies zu zeigen, geben wir zu-
erst eine alternative Beschreibung von (S, m,$%°/81 ') an. Fiir jedes k € IN liefert
die natiirliche Inklusion S?*=1 < C¥\{0} einen Homdomorphismus zwischen dem Or-
bitraum $?71/81 und dem komplex projektiven Raum CP*~!, wobei die inverse Ab-
bildung von v : CF\{0} — S?*71 2 — |z|7! - 2 induziert wird Die Inklusionen
U - S2k=1 , §2=1 gind klarerweise S'-dquivariant, faktorisieren also nach Bemer-
kung zu Inklusionen ji; : CP*! — CP'"! beziiglich derer wir den direkten
Limes der komplex projektiven Rdume wieder als Vereinigung | J CP" =: CP*° mit zu-
gehorigen Inklusionen jj, : CP*~1 < CP, beziiglich derer CP* die initiale Topologie
tragen soll, realisieren kénnen. Da die Hopf Abbildungen ¢, : S?#~1 — CP*~! mit den
Jk, kommutieren, gibt es zu den stetigen Abbildungen j o ¢y, : S2k=1 _, CP*™ gemifl
der universellen Eigenschaft eine eindeutige stetige Abbildung ¢ : S — CP° mit
Jk © Y = @ o1, die also folgendes Diagramm fiir alle £k € IN kommutativ macht:

G2k—1 L geo (3.11)

Cpk-! & — CP>

Wir kénnen also CP° als den Orbitraum von S°° auffassen, dessen Topologie mit der
Quotiententopologie von ¢ iibereinstimmt. In [Hat02, Seite 6f.] wird gezeigt, dass S
und CP> C'W-zerlegbar, also insbesondere parakompakt sind und da (S, ¢, CP>, S1)
laut [Hu94, Paragraf 4.11] und [Hu94, Theorem 4.12.5] ein universelles S'-Hauptfaser-
biindel ist, gilt gemifl Bemerkung , dass S kontrahierbar ist. O

Proposition 3.1.10. Fir jedes k € Z ist der inverse Limes der de Rham Komplexe
QF(S2m=1Y mit den von den Inklusionen iy, : S*~1 «— S2"=1 induzierten Pullback
Abbildungen pfn,l =% QRSP - QF(S271) gegeben durch:

AF(S%) i= {(Wm)men : wm € QST pri(wim) = wi} (3.12)

Der Vektorraum A*(S*) := @y A¥(S™) kann zu einer azyklischen S'-Stern Algebra
gemacht werden, die Bedingung (Z) erfiillt.

Die komplex projektiven Riume CP* := C*1\{0}/~ sind durch folgende Aquivalenzrelation definiert:
Zwei Elemente 21, 2o € C*T1\{0} sind fiquivalent z; ~ z2, falls eine komplexe Zahl n € C existiert, fiir
die 9z = 2z gilt. Die natiirliche Projektion ¢y : 2~ — CP*~! wird auch Hopf Abbildung genannt.
Fiir alle k € N ist CP* als stetiges Bild der Sphére S?**! kompakt und wegzusammenhingend.
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Beweis. Fassen wir die Sphéren als glatte Mannigfaltigkeiten auf, dann induzieren die
natiirlichen Inklusionen der Sphéren fiir [ < m lineare Abbildungen

Py o= i AH(S7TY) — QF(ST), (3.13)

die fiir jedes k € Z ein invers gerichtetes System {QF(S?™~1) pk 1 von Vektorriumen
liefert, die mit einer Topologie ausgestattet sein sollen. Dazu kann eine beliebige Norm
gewahlt werden, denn wegen der Kompaktheit der Sphéren sind alle dquivalent. Geméfl
Beispiel existiert der inverse Limes von Vektorrdumen und laut in Bemerkung
besitzt er die in beschriebene Form. Seine Projektionen bezeichnen wir mit
proAR(S) = QF(S2m1) | w i w™. Versehen wir A¥(S>°) mit der initialen Topologie
dieser Projektionen, dann folgt die Behauptung aus den Lemmata [3.1.11] bis[3.1.13] I

Lemma 3.1.11. A¥(S%) ist eine S*-Stern Algebra.

Beweis. Nach dem Beweis von Proposition sind die Sphéren ungerader Dimension
S1-Mannigfaltigkeiten mit freier Wirkung und nach Beispiel sind ihre de Rham
Komplexe S'-Stern Algebren. Wir werden in diesem Beweis wiederholt Gebrauch von
Beispiel und machen, indem wir Abbildungen auf A*(S°°) komponenten-
weise auf allen de Rham Komplexen Q¥ (S?™~1) definieren werden, die dann wieder stetig
und linear sind, sofern sie komponentenweise stetig, linear und fiir alle [, m € IN, | < m
mit den natiirlichen Projektionen pF , : QF(S?m~1) — QF(S2-1) vertriglich sind. Des
weiteren sind die so erhaltenen Abbildungen eindeutig durch die Bedingung, dass sie mit
den Projektionen pf, : A¥(S%) — QF(S?™~1) kommutieren sollen, bestimmt.
Zuerst definieren wir eine Multiplikation auf A*(S5°°)

Ak(Soo) X AI(SOO) - Ak—H(SOO)v (wn)nG]N A (Vn)nG]N — (wn A Vn)nelNa

die assoziativ und graduiert kommutativ ist, da dies komponentenweise stimmt und sie
mit den Projektionen vertréglich ist.

Fiir jedes k € Z sowie alle m € IN und z € S' haben wir mit aus Beispiel
lineare Isomorphismen pi™ : QF(§2m=1) _, QF(§2m=1) yom Grad 0, die mit den
Projektionen p’;%l vertriglich sind und erhalten eindeutige lineare Abbildungen

pkt AF(S™) = AF(S%), (Wn)new — (P2 (wn))new.

wobei die Komponenten pf’m Algebraisomorphismen sind und damit auch die p¥. Aufler-
dem wird damit p* : ST — Aut*(A*(S>)), z + p* zu einem Gruppenhomomorphismus,

weil p ., = (05% )new = (05" 0 05" new = pF, o pk, fiir alle 21, 2 € S' gilt.

Es seien s die Lie Algebra der S' und 0 € s ihre Basis, dann erhalten wir wie in Be-
merkung fiir jedes m € IN Derivationen (', L', d™ : Q*(5*™~1) — Q*(S?"~1)
vom Grad —1, 0 und 1, die mit den Projektionen vertréglich sind. Die Basis ¢, L, d der
Lie Superalgebra § der S' ordnen wir folgenden Abbildungen zu:

L AF(8%®) = AFL(S®), (W) men — (15 (Wm))men
L : AF(S®) — AF(5§%), (W) men — (L5 (wm))meN
d: AF(S®) — AF(8%),  (wE)mew — (d(wm))men
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Das ergibt eine Wirkung der  auf A¥(S°°) als Derivationen, wieder weil die Abbildungen
komponentenweise Derivationen sind. Die Vertréglichkeit folgt auch aufgrund der
komponentenweisen Vertréglichkeit, die wir in Beispiel nachgerechnet haben. Um
(V1)) zu zeigen, miissen wir jedoch ein wenig anders argumentieren.

Es seien w = (wk)men € A¥(S*) und v € 5, dann haben wir fiir jedes m € IN eine
stetige, mit den Projektionen p’fml kommutierende Abbildung:

1 k,m
¢ R Qk(S2m—1) s d b (Pexpsl(w) (Wm) —wm), fallst 0
" 7 Lt wm, falls t =0

Geméif der universellen Eigenschaft (3.5)) des inversen Limes existiert somit genau eine
stetige Abbildung g* : R — A*(S*), fiir die p¥, o g* = g¥, gilt, sie hat also die Form:

L. (F —
FR o ANE), i E Pepq (@) — @), falls 120
Lyw, falls t =0

Da die Abbildung stetig in 0 € R ist folgt

d

Lyw = gk (0) = hmgk (t> =7 (plgxpsl (tv)w - plgxpsl (Ov)w) = % (plgxpsl (tv)w) ’t:(]

t—0

und damit gilt (V1J). O
Lemma 3.1.12. A*(S%°) ist azyklisch.

1
t

Beweis. Wir zeigen, wie in [GS99), Proposition 2.5.3], dass fiir jedes k € IN jedes Element
w = (Wn)new € AF(S>), welches dw = 0 erfiillt, schon das Bild eines v € AF¥~1(8%)
unter d ist. Damit sind dann alle k-ten Kohomologien, fiir 1 < k trivial, und somit
A*(S°) azyklisch.

Es seien k € N und w := (wy)nen € A¥(S*) mit dw = 0 beliebig fixiert. Nach Beispiel

1.2.18] gilt fiir alle { > &£1.
0 = Hip($*™") = HMQ"($* ™) (3.14)

Das bedeutet, dass es fiir jedes [ > % ein 7 € QF~1(S2=1) gibt, das diy = w; erfiillt.

Wir fixieren ein [y > % und definieren
7= (Un)nzty € [ QF1(S*) ¢ dit = wh. (3.15)
n>lg

Ausgehend von 7, werden wir induktiv ein v := (v, )m>i, konstruieren, das dv, = wp,
und pymVy = vy, fiir alle n > m > Iy erfiillt. Weil {m € IN : m > [y} eine kofiltrierende
Menge von IN ist, stimmt so ein Element laut Bemerkung mit genau einem
Element in A¥(S°°) iiberein. Da d mit den Projektionen vertauscht, folgt dann auch fiir
alle m € IN mit n > lp > m, dass dvy, = d(Pnmn) = Pnm(dVn) = Dnm(wn) = wp, gilt
und somit folgt dv = w.
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Es sei v, := 1,. Fiir ein bereits definiertes Element v, € Qk*1(52m*1) mit m >,
welches dv,, = wy, und pp, vy, = v fiir alle [ € IN mit Iy < 1 < m erfiillt, setzen wir
a:=m < m+1=:b. Das folgende Diagramm liefert eine Ubersicht zur Konstruktion
eines Elementes vy,11 € QF1(S?™+1) welches die geforderten Eigenschaften besitzt.

DPb,a

wq € QF(52071) QF(S271) 5 w,

dl # la

Vg € Qk71(52a71) Qkfl(s%fl) =) ﬁb

i ’ fa

a € Qk—Q(SQa—l) Qk—?(s%—l) 5 ﬁ

Pb,a
Es gilt

~ - (13.15)
d(Pb,a(Vb) - Va) = pb,a(dVb - dVa) pb,a(wb) —Wg = Wg — Wq = 0

Weil @ = m > Iy > L gibt es nach (3.14) ein a € QF2($2a~1) mit
do = pb,a(ﬁb) — Vg € Qk71(52a71) (316)

und da die Projektionen surjektiv sind, existiert weiters ein 8 € QF72($20=1) mit
Pb.a() = . Damit erhalten wir schlussendlich ein Element

vy =0y — df € QF (5%, (3.17)
welches dv, = d(7p) + dd wp und pp o (1) ELY Pb,a(Dp) — dov B9 v, erfiillt. O

Lemma 3.1.13. A*(S*°) erfillt Bedingung (Z).

Beweis. Wir zeigen diese Behauptung wie in [GS99, Proposition 2.5.4]. Fiir alle n, k € IN
mit k& < n seien m,  : S2n=1 €, (z1,22,...,2n) — 2 die lineare Projektion auf die
k-te Komponente und 7, 5 die Projektion auf die komplex konjugierte Zahl der k-ten

Komponente. Wir fassen diese glatten Abbildungen fiir alle & < n als Elemente von
00(S?7~1) auf und bilden

On = T ATy € Q1S
k=1

Diese 1-Form kommutiert offensichtlich mit den Projektionen p,,; aus (3.13)), also erhal-
ten wir ein Element

0 := (0n)new € AH(S™).

Dieses erfiillt die Bedingungen und , ist also ein Zusammenhangselement. [J
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3.2 Der Beweis

Mit den Objekten S und A*(S°°) aus den Propositionen [3.1.9| und [3.1.10| kénnen wir
die dquivarianten Kohomologien Hg, (M) = Hg,, ((M x 5°)/S) sowie H%, (Q*(M)) =
H ((M) ® A*(S%)) in den jeweiligen Kategorien bilden. Um die Kohomologien ver-
gleichen zu kénnen, miissen wir uns zuerst iiberlegen, wie sich die Limiten mit der Koho-

mologie vertauschen lassen, bevor wir in Bemerkung[3.2.5| mit dem Beweis des Theorems

[3.0.1] beginnen.

Lemma 3.2.1. Es sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit, dann existiert ein natirlicher
Isomorphismus

Gng(M > §%)/S) 2 limHg, (M x $*™71)/S%).
Beweis. Mit der Identitit S = |JS*™~! und wenn wir mit M x S?"~1 < M x §?m+!
auch (M x §?m=1)/St « (M x §?m+1)/S1 als Teilriume auffassen, kénnen wir laut

Bemerkung
Mge := (M x §%)/8" =lim((M x §*™~1) /") = | J(M x 2™~ 1) /s (3.18)

identifizieren. In [Hat02, Proposition 3F.5.] wird gezeigt, dass ein von der universellen
Eigenschaft der Limiten induzierter natiirlicher Isomorphismus
fir CW-Komplexe A = limA,, existiert.

Da die S! frei auf den Sphiren wirkt, induziert sie eine freie Wirkung auf den kompak-
ten Produkten M x S?™~1 und weil auf diesen Mannigfaltigkeitsstrukturen existieren,
besitzen dessen Orbitrdume laut Korollar ebenfalls glatte Strukturen. Als Bild
kompakter Mengen unter den natiirlichen Projektionen sind diese wieder kompakt. Nach
[Hat02, Korollar A.9., Seite 527] sind kompakte Mannigfaltigkeiten homotopiedquivalent
zu CW-Komplexen, also folgt mit der Identitét , dass Mg~ homotopiedquivalent
zu einem CW-Komplex der Form A = li_rr)lAm = |J A, ist. Da die Kohomologie gem#$
Korollar homotopieinvariant ist, folgt mit die Behauptung. ]

Definition 3.2.2 (Mittag-Leffler Bedingung). Es sei {V},, ¢ m }m.nen, ein invers gerich-
tetes System von Vektorrdumen mit linearen Abbildungen ¢y, ,, : V;, — Vi, Wir sagen
{Vi, on,m} erfiillt die Mittag-Leffler Bedingung, falls fiir jedes | € INg ein m > [ existiert,
sodass fiir alle m > [ die Identitat img(y.,;) = img(ey,) gilt.

Pn,l
O* /4*\ *
! Pm,l Qm “n,m Qn

Insbesondere ist diese Bedingung erfiillt, wenn alle Abbildungen ¢y, ,, : V;, = V;;, surjek-
tiv sind.
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Proposition 3.2.3. Es sei {2, fn.m}nmenN, €in invers gerichtetes System von Koket-
tenkomplezen Q, = ey QF mit Kokettenabbildungen fym @ QF — QF  welches die

m?
Mittag Leffler Bedingung erfillt. Es existieren natirliche Isomorphismen

H*(lim Q) = LimH*((2,)
fiir alle k € Z, fiir die {H*(Q), frmtnmen, die Mittag Leffler Bedingung erfiillt.
Beweis. Dies wird in [We97, Proposition 3.5.7 und Theorem 3.5.8] bewiesen. O

Korollar 3.2.4. Es sei {M,}nen eine Folge von kompakten Teilmannigfaltigkeiten M,
der Dimension n € IN, dann existieren fir alle k € Z natiirliche Isomorphismen

H (tim @ (M,)) = lim H* (@ (My), (3.20)
Falls die S* frei auf den M,, wirkt, dann gilt dies auch fir die basische Kohomologie.

Beweis. Die natiirlichen Inklusionen i,,, : M, — M, induzieren surjektive Abbildun-
8EN P 1=y, 2 V(M) — QF(M,y,), also erfiillt {Q*(M,,), pnm } die Mittag-Leffler Be-
dingung. Sei nun k € Z beliebig fixiert. Da QF(M,,) = o fiir alle M,, mit dim(M,,) > k
und die Dimensionen der Mannigfaltigkeiten monoton wachsend sind, gibt es ein m € Ny
mit H*(QF(M,,)) = o fiir alle n > m. Insbesondere sind alle Abbildungen Pn, trivial,
falls n» > m und [ € Ny beliebig. Also erfiillt {H*(Q¥(M,)),pnm} die Mittag-LefHer
Bedingung. Mit Proposition folgt also die Behauptung.

Fiir den zweiten Teil der Aussage beachten wir, dass sich der Beweis von Lemma [3.1.11]
eins zu eins auf Folgen von Teilmannigfaltigkeiten, auf denen die S! frei wirkt, anwen-
den lisst, i.e. die direkte Summe der inversen Limites A¥(My,) der S'-Stern Algebren
QF(M,,) ist wieder eine S'-Stern Algebra. Insbesondere ist also der inverse Limes der
basischen S'-Stern Algebren QF (M,,)pas wieder eine basische S!'-Stern Algebra, da auf
ihnen die Differenzialoperatoren (™ und L™ per definitionem trivial wirken, also triviale
Differenzialoperatoren am inversen Limes induzieren. Wir erhalten

(UmQ¥ (M) =5 AF(Mog)oas = lim (2 (Ma)bas) (3:21)

weil jedes Element w := (wp)nen, € A¥(My) mit ¢(w) = 0 = L(w) fiir alle n € Ny auch
t"(wp) = 0 = L™(wy,) erfiillt. Laut Lemma gilt Q*(M,,)pas = Q*(M,,/S?) fiir alle
n € Ny, weil die S* frei auf allen Mannigfaltigkeiten wirkt. Auf Q*(M,,/S') kénnen wir
anwenden und erhalten:

HE (@Q*(M,J) = H* ((@Qk(Mn))baJ B.21)
= B* (lim (5 (M)ues )) (Lemma 2-2.20)
~ HF (lin (Qk(Mn/Sl)» (3.20)
= Jim (H* (2 (M,/S")) ) (Lemma Z2.20)
= lim (H* (@ (My)ins) ) = lim (Hfyy(2°(M5)))
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Bemerkung 3.2.5 (Beweis von Theorem . Es sei M eine kompakte Mannigfal-
tigkeit. Mit S und A*(S°°) versuchen wir nun dle zwei eingefithrten S'-dAquivarianten
Kohomologie Modelle zu vergleichen, um herauszufinden, was uns noch zum Vervollstén-
digen des Beweises der dquivarianten Version des de Rham Theorems fehlt:

HE (M) = HE, (M x §%)/8") (Lemma [3:2.1))
= imHE, (M x 52"~ 1) /") (De Rham [1.2.21))
= deR((M x 521y /8t (Lemma [2.2.20)
= limHE, (M x $>*71)) (Korollar [3.2.4))
= H,o(m(Q°(M x §2"71))) (%)

Hg (O (M)) = Hb, (27 (M) @ A*(5%))

(%): Fiir den Beweis der S'-iquivarianten Version des de Rham Theorems miissen
wir also noch einen natiirlichen Isomorphismus

Hyoo (97 (M) @ im(Q*(S*" 7)) =2 H,o (lm(Q°(M x §2"71)) (3.22)

finden, wobei wir fortan die direkte Summe der inversen Limites von QF(M x $27~1)
mit A*(M x S*°) bezeichnen werden. Wir konnen Q*(M) @ A*(S°) als Teilalgebra von
A*(M x §°°) auffassen, da Q*(M) ® Q*(S*~1) C Q*(M x S?"71) fiir jedes n € IN gilt.
Dadurch wird zu

Hyos(Q0(M) © A™(5%)) = Hy, (AT (M % 5%)), (3.23)

wobei wir zeigen werden, dass der Isomorphismus von den Inklusionen induziert wird.
Um dies zu bewerkstelligen, werden wir in Korollar beweisen, dass ein S*-Stern
Morphismus zwischen zwei S!'-Stern Algebren, welche Bedingung (Z) erfiillen, genau
dann einen Isomorphismus in deren Kohomologien induziert, wenn er einen Isomorphis-
mus in der basischen Kohomologie induziert. Unter dieser Annahme werden wir den
Beweis von Theorem vollenden und anschlieflend im Rest dieses Paragrafen daran
arbeiten, obige Behauptung zu verifizieren.

Da A*(S°°) laut Proposition eine S'-Stern Algebra ist, die Bedingung (Z) er-
fiillt, gilt dies mit Lemma auch fiir Q*(M) ® A*(S°°). Wie im Beweis von
folgt, dass A*(M x S*°) eine S!'-Stern Algebra ist. Als Zusammenhangselement von
A (M x §%°) D (M) ® A*(5°°) kénnen wir jenes von Q*(M) ® A*(S*°) wihlen, womit
auch A*(M x S°°) Bedingung (Z) erfiillt. Es lassen sich nun die Kohomologien dieser
beiden S'-Stern Algebren vergleichen:

H*(A*(M x §)) = H*(limQ* (M x $**1)) (Korollar
= lim H™(Q" (M x §2n=ly) (Kiinneth
= Jin( (2" (M) & H(2(S1))) (a)
= H*((M)) @ lim(H*(Q (S2m=1y) (Korollar

= H(Q(M)) © HY(A™(5%)) = H*(Q@"(M) ® A*(S%)) (%)
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Wobei (%) aus der algebraischen Version des Kiinneth Theorems folgt, siehe etwa [Di08,
Paragraf 11.10] und (A) aus den universellen Eigenschaften des Tensorproduktes und
des inversen Limes. Mit Korollar [3.2.10|folgt (3.23) und damit HZ, (M) = Hg, (Q*(M)).

Proposition 3.2.6. Jede S'-Stern Algebra ), die Bedingung (Z) erfiillt, induziert eine
natiirliche lange exakte Sequenz von Kohomologien, i.e. fiir jede weitere S*-Stern Algebra
A, die Bedingung (Z) erfiillt und jeden S'-Stern Morphismus f : Q — A kommutiert das
folgende Diagramm der induzierten langen exakten Sequenzen:

) 7* v _ ) 7*
s B (Qpas) — H¥(Qg1) — H¥ Y (Qpas) —= HFF Y (Qpas) — -+ (3.24)

lf{;as # i ;‘1 # lf{:as # lff)(as
v HY(Apas) —= HY (A1) —= HY 1 (Apas) —5> H* ' (Abas) —=

Dabei bezeichne i : Qpas — Qg1 die natiirliche Inklusion, fras, fs1 die Finschrinkungen
von f auf die Teilkompleze Qpas resp. Qg1 und 6 : H* 1 (Qpas) — H* T (Qpas) den so
genannten Einhdngungshomomorphismus, der fiir 8 € Qy,s mittels

o([8]) = i (d(™H(B)))] (3.25)
definiert und unabhdingig von der Wahl der Urbilder ist.

Beweis. Wir zeigen, dass

0 0 OF « 1 le L Q*_l 0 0

bas bas
ifbas # ifsl # ifbas
0 0 Aizk)asC i A*Sl P Aik);sl 0 0

ein kommutatives Diagramm von kurzen exakten Sequenzen von Kokettenkomplexen
mit Kokettenabbildungen fi,,s und fq:1 ist, denn mit [Mi08 Theorem I11.11.8] folgt dann,
dass ein kommutatives Diagramm langer exakter Sequenzen von Kohomologien
und dass § mittels ein wohldefinierter Homomorphismus sind.

Wir beachten zuerst, dass Qpas € Qg1 € Q und Apas € Agt € A nach Bemerkung
S'-Stern Algebren, also insbesondere Kokettenkomplexe sind. AuBerdem gilt fiir
die Einschrénkungen von f: Q — A, dass f(Q2g1) C Ag1 und f(Qpas) € Apas, denn aus
folgt L(f(w)) = f(L{w)) = £(0) = 0 fiirw € Qg1 und o(f(8)) = F(:(8)) = J(0) =0
fiir 3 € Qpas. Somit schrénkt sich f zu S'-Stern Morphismen ein, welche wieder mit
Kokettenabbildungen sind. Damit kommutiert fi,,s mit ¢ und geméfl auch fg1 mit ¢.
Jetzt miissen wir noch bei den einzelnen Kettenkomplexen die Exaktheit nachrechnen.
Ezaktheit bei €, Die natiirliche Inklusion ist klarerweise injektiv.

Ezxaktheit bei Q2,: Ein Element w € Q¢, liegt per definitionem genau dann im Kern
von ¢, wenn es ein basisches Element ist, also im Bild von i : Qf & — QF, liegt.

Exaktheit bei Q! Zuerst beachten wir, dass L(Q26:) € Qf 1 gilt, denn fiir w € QF,

as

folgt L(v(w)) = ¢(L(w)) = ¢(0) = 0 aus und ¢(¢(w)) = 0 aus (S6). Damit erfiillt ¢(w)

die Bedingungen (Z1)) und (Z2)), liegt also in Qﬁ;sl.
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Um die Surjektivitidt von ¢ zu zeigen miissen wir die Bedingung (Z) von € verwenden.
Wir werden nimlich mit der Existenz eines Zusammenhangselementes € Q' einen
Schnitt von ¢ konstruieren, der die Surjektivitdt von ¢ impliziert. Die Abbildung

c: QL Lok B (1) g0

bas

erfiillt c(Q}) C %1, denn:

Le(B) = L8 A 0) B2 £ L(3) A0+ BALB) =0
—_——— ——
=0A0 (BI) =810 (Z2)

Auflerdem gilt ¢ o ¢ = ids-1, denn:
bas

(e(B) = (=1 u(BAG) (=DM (UB) A O +(=1)1TF BAuO)) =1

— —
=00 (B2) =pAL (ZD)
Damit sind alle notwendigen Voraussetzungen erfiillt. O

Proposition 3.2.7. Es sei Q eine vollstindigd®| S*-Stern Algebra, dann induziert die
natirliche Inklusion © : g1 — € einen natirlichen Isomorphismus in der Kohomologie.

Beweis. Wir werden zeigen, dass 7 eine Kettenhomotopiefiquivalenz ist, genauer werden
wir nachrechnen, dass die Abbildung

1
g:Q—Qg1, wr— / pz(w)dz = / Pezrir (w)dr (3.26)
St 0

ein S'-Stern Morphismus ist, fiir den goi = ido, und iog =~ idg fiir eine Kettenhomo-
topie ¢ : Q — Q gilt. Damit folgt nach Korollar [2.2.16| die Behauptung.

Wie in Bemerkung [2.2.23 gilt [ dz =1 und p.(g(w)) = g(w), also liegt das Bild
von g in Qg1. Damit folgt fiir alle v € g1 mit Bemerkung [2.2.18 :

o) =g0) = [ pyiz= [ viz=v=ide, )

Mit dem Hauptsatz der Integral- und Differenzialrechnung folgt fiir alle w € €:

o)== [ it [ s
-/ o () — pa()ir =

Loy
:/0 /0 E(pehit(w)”t:sd«f‘d?“:

22FEin normierter Vektorraum V heifit wvollstindig, falls jede Cauchy Folge in V konvergiert. Diese
bendttigen wir in dieser Proposition fiir die Integrale.
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1 T d
= [ [ G (e @) dsir =
(S3)
/ / dt pe27'r7,t p627r7,s( )))|t:0 deT’ ! (pzs = p827ri5)

-LU (Po2mis(w)) fireinv e s

= /1/ (doty+ tyod)(ps (w))dsdr

— do / / 1o p,)(w))dsdr + / / 1o p)(dw)dsdr = d{g(w)) + q(dw)

Und da ¢ eine lineare Abbildung 2 —  vom Grad —1 ist, die toqg = 0 = go¢ und somit
[t,q] = 0 erfiillt, ist dies die gesuchte Kettenhomotopie. O

Korollar 3.2.8. Je zwei vollstindige S*-Stern Algebren Q und A, die Bedingung (Z)
erfiillen, induzieren fiir jeden S*-Stern Morphismus f : Q — A ein kommutatives Dia-
gramm langer exakter Sequenzen:

6 ;%
L HE (Q) > HR(Q) > H,’;asl(Q) "o HE(Q) (3.27)
lfﬁas # J/f* # lfl:as # lfgas
w = HE (A) —— H"(A) — HE A —= HEHA) —=

Dabei bezeichne i : Qs — Q die natiirliche Inklusion und p : Q — Qpas die Abbildung
p =t0g, wobei g die Abbildung aus dem Beweis von Proposition ist. Der
Einhdngungshomomorphismus ¢ : H**l(QbaS) — H*H(Qbas) ist dann wieder von der

Form .

Beweis. Fiir den ersten Teil des Korollars betrachten wir folgendes kommutative Dia-
gramm:

Qik)asc : le - Qzasl
\ Tg /
7 p
Q*

Nach Proposition induziert g einen Isomorphismus in der Kohomologie, der ein-
gesetzt in die lange exakte Sequenz aus Proposition die gewiinschte lange
exakte Sequenz liefert.

Der Einhéngungshomomorphismus § hat analog zum Beweis von [3.2.6|die Form 6 ([w]) =
i~ (d(p~(w)))] = [i ' (d(97(:7*(w))))]. Da dies unabhiingig von der Wahl der Urbilder
ist, konnen wir darauf verzichten, ein Urbild von g zu wéhlen, weil g auf Q% als Identitét
wirkt. O
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Bemerkung 3.2.9. Fiir kompakte S'-Mannigfaltigkeiten M mit freier Wirkung stimmt
die lange exakte Sequenz aus Korollar gerade mit der Gysin Sequenz

* T _ 1)
s> HE (M) " HY (M) = H ' (M/SY) —— HE (M/SY) — -

des S'-Hauptfaserbiindels 7 : M —» M /S iiberein, siehe Bemerkung |1.2.20 .

Korollar 3.2.10. Es seien ) und A zwei vollstdndig@ S1-Stern Algebren, welche Be-
dingung (Z) erfillen. Ein S'-Stern Morphismus f : © — A induziert genau dann einen
Isomorphismus H*(Q) = H*(A) in der Kohomologie, wenn er einen Isomorphismus
Hy (Q) =2 Hy (A) in der basischen Kohomologie induziert.

Beweis. Wir zeigen mittels vollstdndiger Induktion, dass eine Abbildung f: ) — A ge-
nau dann einen Isomorphismus induziert, wenn selbiges fiir fpas : Qpas — Apas gilt.
Induktionsanfang: Da fiir k € Z mit k < 0 nach Vorraussetzung QF = o = A* gilt,
sind sowohl alle k-ten Kohomologien, als auch die basischen Kohomologien trivial und
erfiilllen somit die Behauptung. Der Fall n = 0 wére fiir den Beweis nicht notwendig,
liefert aber ein nettes Nebenresultat. Nach Korollar [3.2.8 ist
() = HO(Q) —> Hy,!

bas

0= H2(Q) 2> H°

bas bas

lfljas lf*

(A) == HO(A) 2= H L (A) =0

(Q)=o

0= Hy(A) == HY,
eine exakte Sequenz und damit ¢* ein Isomorphimus in der nullten Kohomologie. Also
ist die nullte Kohomologie immer isomorph zur nullten basischen Kohomologie.
Induktionsschritt: Es sei die Behauptung fiir alle k-ten Kohomologien mit & < n
gezeigt. Fiir den Induktionsschritt werden wir das fiinfer Lemma Verwenden@ Wir be-
trachten folgenden Teil des kommutativen Diagramms langer exakter Sequenzen
aus Korollar 3.2.8

H"N(Q) —= Hp 2(Q) — HE (@) — H™M(Q) — Hy H(Q) — Hp L Q) (3.28)

N

HP () = H 2 (8) — Hi(8) —= HY(8) —= () — HE ()

bas

1%

Falls die Kohomologie von €2 und A iibereinstimmt, dann gelten mit der Induktions-
annahme alle rechts von den senkrechten Pfeilen markierten Isomorphismen in
und mit dem fiinfer Lemma, folgt die Isomorphie H} (€2) = H, (A). Falls die basische
Kohomologie von 2 und A iibereinstimmt, gelten alle links von den senkrechten Pfeilen
markierten Isomorphismen und es folgt die Isomorphie H"(Q2) = H"(A). Damit wére
die Behauptung auch fiir &k = n gezeigt. O

2 Alle S*-Stern Algebren, die wir bisher als Limiten solcher konstruiert haben, sind vollstéandig.

24Das fiinfer Lemma, besagt, dass in einem kommutativen Diagramm zweier horizontaler exakter Sequen-
zen von jeweils fiinf Gruppen die Isomorphie der mittleren senkrechten Abbildung aus der Isomorphie
der vier dufleren senkrechten Abbildungen folgt. Fiir einen Beweis siehe [Mi08, Lemma I11.11.9].
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Korollar 3.2.11. Definition ist wohldefiniert, i.e. fiir alle glatten Mannigfaltig-
keiten M existiert ein Isomorphismus

Hias (0(M) @ Ay) = Hp, (Q°(M) ® Ag)
fiir je zwei azyklische S'-Stern Algebren, welche Bedingung (Z) erfiillen.

Beweis. Gemafl Korollar [3.2.10] geniigt es zu zeigen, dass es einen Isomorphismus
H* (@*(M) @ Ay) & H* (@ (M) @ Ay)

gibt. Dessen Existenz folgt aus der algebraischen Version des Kiinneth Theorems und der
Azyklizitit der beiden S'-Stern Algebren, denn diese liefern folgende Isomorphismen:

H* (0 (M) ® Ay) = H* (Q*(M)) ® H* (Ay)
=~ H* (Q(M)) ® H* (Ag) = H* (Q*(M) ® Ay)
O

Korollar 3.2.12. Definition ist eine Verallgemeinerung von Definition
i.e. falls M eine glatte Mannigfaligkeit mit freier S'-Wirkung ist, dann existiert ein
natiirlicher Isomorphismus

Hip(M/S") 2= Hg (Q(M)).

Beweis. Es sei A eine azyklische S'-Stern Algebra, welche Bedingung (Z) erfiillt. Mit
der algebraischen Version des Kiinneth Theorems erhalten wir einen natiirlichen Isomor-
phismus:

H* (QF(M) ® A) = H* (Q*(M)) ® H* (A) = H*(Q*(M)) (3.29)

Da die Wirkung der S! frei, also insbesondere lokal frei ist, folgt mit Bemerkung [2.2.23
(i), dass Q*(M) Bedingung (Z) erfiillt. Somit faktorisiert (3.29) gemiB Korollar [3.2.10

zu einem natiirlichen Isomorphismus
Hyos (0°(M) © A) = Hy, (°(M)), (3.30)

wobei die linke Seite von (3.30) gerade die Definition von HY, (2*(M)) ist. Fiir die
rechte Seite von (3.30) gibt es laut Lemma [2.2.20| einen natiirlichen Isomorphismus
Hip(M/S") = Hy, (Q*(M)), womit die Behauptung gezeigt wire. O
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird das Theorem von de Rham, welches besagt, dass es fiir glatte Man-
nigfaltigkeiten einen natiirlichen Isomorphismus zwischen der de Rham Kohomologie und
der singuliren Kohomologie gibt, auf S!'-idquivariante Kohomologien verallgemeinert.
Dazu werden im ersten Kapitel die wichtigsten Eigenschaften von Hauptfaserbiindeln
und der Kohomologietheorie behandelt. Fiir freie Wirkungen der S' kann die Kohomo-
logie des Orbitraumes als dquivariantes Modell der Kohomologie herangezogen werden.
Fiir nicht freie Wirkungen werden im zweiten Kapitel ein topologisches Modell, das
auf Armand Borel und ein algebraisches Modell, das auf Henri Cartan zuriickgeht, ein-
gefithrt. Fiir das Borel-Modell einer S'-iquivarianten Kohomologie eines topologischen
Raumes X dient die Kohomologie des Orbitraumes des Produktes von X mit dem To-
talraum eines universellen S'-Hauptfaserbiindels. Fiir das algebraische Modell werden
zuerst die Eigenschaften der Differenzialformen von Mannigfaltigkeiten, auf denen die
S1 lokal frei wirkt, algebraisch charakterisiert, um danach die Konstruktion des topolo-
gischen Modells im algebraischen Setting zu imitieren. Im dritten Kapitel werden die fiir
die beiden Modelle benttigten Objekte mithilfe von Limiten aus den Sphéren ungerader
Dimension konstruiert, mit denen sich dann die Kohomologien vergleichen lassen und
gezeigt werden kann, dass es fiir kompakte, glatte Mannigfaltigkeiten einen natiirlichen
Isomorphismus zwischen diesen beiden Modellen gibt.
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