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Einleitung

Die fraktale Geometrie wird ihre Sicht der Dinge grundlegend verandern. Es ist
gefahrlich weiterzulesen. Sie werden es riskieren, ihre kindlichen Vorstellungen von
Wolken, Waldern, Galaxien, Blattern, Federn, Blumen, Felsen, Bergen, Sturzbéchen,
Teppichen, Steinen und vielen anderen Dingen zu verlieren. Es wird kein Zurlck zu

ihrer alten Auffassung dieser Dinge mehr geben.

Michael F. Barnsley (Peitgen et at., S. 275)

Wolken sind keine Kugeln, Berge keine Kegel, Kistenlinien keine Kreise. Die Rinde

ist nicht glatt — und auch der Blitz bahnt sich seinen Weg nicht gerade.

Benoit Mandelbrot (Mandelbrot, S. 13)

Dadurch brauchen wir eine neue Geometrie, welche die Geometrie der Natur, der
unregelmafigen Formen, miteinschliel3t. (Vgl. Mandelbrot, S. 13) Denn aufgrund
ihrer Irregularitat konnten sie friher weder mit der euklidischen noch mit der
Differentialgeometrie beschrieben werden. Benoit Mandelbrot hat diese Formen
untersucht und benennt (Vgl. Warnecke, S. 136) diese neue Geometrie als fraktale
Geometrie (Vgl. Mandelbrot, S. 13), deren Objekte Fraktale genannt werden. (Vgl.
Warnecke, S. 136)

Ein Fraktal ist eine Abstraktion, genauso wie ein Punkt, eine Gerade oder eine
Ebene. Es gibt aber Strukturen in der Natur, welche einem Fraktal sehr ahnlich sind.
(Vgl. Halling et. al, S. 102)






1. Was ist ein Fraktal?

In der Literatur gibt es verschiedene Definitionen eines Fraktales (Vgl. Haftendorn, S.

93), welche nicht zueinander aquivalent sind. (Vgl. Raith, S. 15)

Zwei wichtige Charakteristika werden im Zusammenhang mit Fraktalen immer wieder
genannt: Selbstahnlichkeit und keine ganzzahlige Dimension. (Vgl. Haftendorn, S.
93) Die erste Definition nahm Benoit Mandelbrot im Jahr 1977 vor (Vgl. Mandelbrot,
S. 373), wonach ein Fraktal (Vgl. Mandelbrot, S. 27) eine Menge ist, deren
Hausdorff-Besicovitch-Dimension echt die topologische Dimension Ubersteigt. Jede

Menge mit einer nichtganzzahligen Dimension ist ein Fraktal. (Mandelbrot, S. 27)

Fraktale Muster erscheinen auf3erst komplex. Aufgrund der Skaleninvarianz kann
man jedoch die Einfachheit der Fraktale erkennen, welche sich hinter dieser
Komplexitat verbirgt. Skaleninvarianz bedeutet namlich, dass das Muster, egal ob es
vergrol3ert oder verkleinert wird, immer dasselbe bleibt. (Vgl. Hastings et al., S. 17)
Im Folgenden werden zuerst die Bezeichnungen Selbstahnlichkeit und Selbstaffinitat

definiert. AnschlieBend wird auf den Begriff der Dimension néher eingegangen.



1.1. Selbstahnlichkeit

Ein Objekt heil3t selbstahnlich, wenn ein Teil des Objektes vom ganzen nicht zu

unterscheiden ist. (Vgl. Komorek et al., S. 71)

Definition:

Eine nichtleere kompakte Teilmenge A des IR2 heil3t selbstahnlich, wenn sie invariant
ist beziglich eines Systems {Bi, B2, ... , PBm} Vvon Kkontrahierenden

Ahnlichkeitsabbildungen:
A =B1(A) U B2(A) U ... U Bm(A). (Dufner et al., S. 17)

Somit besteht die Menge A (Vgl. Dufner et al., S. 17) aus einer endlichen Anzahl
ahnlich verkleinerter Kopien (Dufner et al., S. 17) Bi(A), ... , Bm(A) ihrer selbst. Die

Kopien kénnen auch teilweise Ubereinander liegen. (Vgl. Dufner et al., S. 17)

Beispiele:
Sierpinski-Dreieck

Das Sierpinski-Dreieck, welches ein klassisches Fraktal ist (Vgl. Peitgen et al., S.
98), geht auf den berihmten polnischen Mathematiker Waclaw Sierpinski zurtck,
welcher zwischen 1882 und 1969 lebte. Sein Interesse lag in der Zahlentheorie und

der Topologie. (Vgl. Dufner et al., S. 19)



Abbildung 1: Waclaw Sierpinski, 1882 - 1969

Das Sierpinski-Dreieck erfullt durch die iterative Erzeugung die obige Definition der
Selbstahnlichkeit. Es wird mit einem gleichseitigen Dreieck gestartet, welches in vier
gleich groRRe gleichseitige Dreiecke aufgeteilt wird, von denen anschlielend das
mittlere entfernt wird. Dieser Prozess wird solange wiederholt, bis ein selbstahnliches
Objekt entsteht. (Vgl. Komorek, S. 73)




Koch-Kurve Abbildung 2: Konstruktion des Sierpinski-Dreieckes

Die Koch-Kurve geht auf den schwedischen Mathematiker Helge von Koch (Vgl.
Peitgen et al., S. 107) (1870 - 1924) (Vgl. URL: http://www-history.mcs.st-
and.ac.uk/Biographies/Koch.html Stand 01.11.2013) zuriick. Uber von Koch ist zwar
nur wenig bekannt, allerdings soll er Benoit Mandelbrot durch die interessanten

Eigenschaften der Koch-Kurve sehr inspiriert haben. (Vgl. Peitgen et al., S. 109f)

Abbildung 3: Helge von Koch, 1870-1924

Auch die Koch-Kurve erfillt die Definition der Selbstahnlichkeit, denn jeder (Vgl.
URL: http://ddi.cs.uni-potsdam.de/HyFISCH/InformatikMathematik/ExperimMathe.pdf
Stand 05.11.2013, S. 191) Teil der Kurve ist ahnlich zur Gesamtkurve. (URL:
http://ddi.cs.uni-potsdam.de/HyFISCH/InformatikMathematik/ExperimMathe.pdf

Stand 05.11.2013, S. 192) Um so eine Kurve zu erzeugen, muss ausgehend von
einem gleichseitigen Dreieck jede Seite gedrittelt werden. Uber dem mittleren Drittel
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entsteht ein neues gleichseitiges Dreieck, bei welchem alle Seiten gleich lang sind,
wie die anderen Teilstrecken. Dieser Vorgang wird solange wiederholt, bis eine
Schneeflockenkurve entsteht. (Val. URL: http://ddi.cs.uni-
potsdam.de/HyFISCH/InformatikMathematik/ExperimMathe.pdf Stand 05.11.2013
Mathematik, S. 192)

/N /N
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Abbildung 4: Konstruktion der Koch-Kurve

Die Koch-Kurve besitzt einige interessante Eigenschaften:

1. Ihr Umfang ist unendlich lang.

2. Der Inhalt hat einen endlichen Wert.

3. Sie ist selbstahnlich (skaleninvariant).
(Vgl. URL.: http://ddi.cs.uni-
potsdam.de/HyFISCH/InformatikMathematik/ExperimMathe.pdf Stand
05.11.2013, S. 192)



1.2. Selbstaffinitat

Da Selbstahnlichkeit bei realen Objekten oft nicht anzutreffen ist, hat man den Begriff
der ,Selbstaffinitat* eingefiihrt, um die Ahnlichkeiten der Fraktale zu beschreiben.
Dieser ist weiter gefasst und schlief3t die Selbstahnlichkeit ein. (Vgl.Komorek et al.,
S.73)

Definition:

Die Menge A wird selbstaffin genannt, wenn die Kontraktionen B, B2,..., Bm (Vgl.

Dufner et al., S. 17) in der Invarianzgleichung (Dufner et al., S. 17) A= Bi(A) (Val.
=1

Dufner, S. 17) affine Abbildungen sind. (Dufner et al., S. 17)

Beispiel:
Cantor-Flache

Die Cantor-Flache geht auf den deutschen Mathematiker Georg Cantor, welcher
zwischen 1845 und 1918 lebte, zurick. Das erste Mal wurde sie 1883 (Vgl. Peitgen
et al., S. 85) als Beispiel fir gewisse aulRergewodhnliche Mengen (Peitgen, S. 85)
vergffentlicht. (Vgl. Peitgen et al., S.85)

Abbildung 5: Georg Cantor, 1845-1918
10



Die Cantor-Flache entsteht ebenfalls wie das Sierpinski-Dreieck durch Iteration.
Zuerst wahlt man eine Flache mit der Lange lp und der Breite by mit dem
Flacheninhalt Ao. Danach wird die Flache gedrittelt und das mittlere Drittel wird
entfernt. Die Breite der auf3eren Teile wird vergréf3ert, damit der Flacheninhalt zur
urspringlichen Flache gleich bleibt, d.h. die Breite vergroRert sich um die Halfte der
ursprunglichen Breite. Dieser Vorgang wird immer wieder ausgefuhrt (Vgl. Komorek
et al., S. 74), wodurch die unten stehende Abbildung entsteht.

‘ ‘ n=0

‘ | ‘ ‘ "

i — m -
0 Od o go-

Abbildung 6: Konstruktion der Cantor-Flache
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1.3. Dimension

Der Mensch kann nur die erste, zweite, dritte und maoglicherweise auch die vierte

Dimension begreifen.

Den eindimensionalen Raum kann man sich als Strecke vorstellen,

den zweidimensionalen Raum als Flache,

den dreidimensionalen Raum als Wirfel,

12



den vierdimensionalen Raum als vierdimensionalen Wiirfel, welcher auch Tesserakt
genannt wird. (Vgl. Reiter, S. 47 f) Die Darstellung ist nur mithilfe einer Projektion in
den zwei- oder dreidimensionalen Raum mdglich (vergleichbar mit dem Schatten
eines dreidimensionalen Objektes auf eine zweidimensionale Wand [...]. (Reiter, S.
48)

Hier ist deutlich zu erkennen, dass die vierte und auch die weiteren Dimensionen

dem menschlichen Gehirn Probleme bereiten. (Vgl. Reiter, S. 48)

Die Cantor-Menge entsteht, indem ausgehend vom Intervall [0,1] Teilmengen
konstruiert werden, welche durch das Entfernen des mittleren Drittels entstehen.
(Vgl. Dufner et al., S. 2) Dadurch besitzt diese Menge die Lange 0. (Vgl. Dufner et al.,
S. 47) Sie ist nicht ,typisch eindimensional®, aber offenbar ,mehr als 0-dimensional®.
(Dufner et al, S. 47) Wir wirden sie daher zwischen diesen beiden Dimensionen
einordnen. Die Koch-Kurve hat hingegen eine unendliche Lange und einen
Flacheninhalt von 0. Somit kann auch sie keiner der oben beschriebenen
Dimensionen beigeordnet werden. Intuitiv wirde sie zwischen den Dimensionen eins
und zwei eingeordnet werden. (Vgl. Dufner et al., S. 47) Aus diesen Beispielen geht
hervor, dass die Dimension bei Fraktalen nicht ganzzahlig ist (Vgl. Stoyan et al., S.
27), was bereits aus dem lateinischen Wort ,fractum® (gebrochen) hervorgeht. (Vgl.
Haftendorn, S. 80) Somit wird die Dimension von den natirlichen Zahlen auf die

positiven reellen Zahlen erweitert. (Vgl. Reiter, S. 48)

1.3.1. Fraktale Dimension

Laut Mandelbrot ist ein Fraktal (Vgl. Mandelbrot, S. 27) eine Menge [...], deren
Hausdorff-Besicovitch-Dimension echt die topologische Dimension Ubersteigt.
(Mandelbrot, S. 27)

Die topologische Dimension ist eine Weiterentwicklung der Dimension des
Vektorraumes. Die Dimension des Vektorraumes ist definiert (Vgl. Reiter, S. 48)
durch die ,Anzahl der Ausdehnungen® — diese Anzahl gibt an, wie viel aufeinander

senkrecht stehende Strecken — maximal — in dem betreffenden Gebilde mdglich sind.

13



(Reiter, S. 48) Bei der topologischen Dimension geht man hingegen von der
Dimension 0 aus. (Vgl. Reiter, S. 48f) Eine Punktmenge E hat die topologische
Dimension 0, wenn jeder Punkt P € E in eine beliebige kleine Umgebung
eingeschlossen werden kann, deren Rand keinen Punkt von E enthalt. (Reiter, S. 49)
D ist groRer Null (Vgl. Reiter, S. 49), wenn sie von keiner kleineren Dimension ist
und wenn jeder Punkt P € E in eine beliebig kleine Umgebung eingeschlossen
werden kann, deren Rand die Menge E in einer Menge der Dimension D+-1
schneidet. (Reiter, S. 49)

Mandelbrots fraktale Dimension wurde stark von der Hausdorff-Dimension
beeinflusst. Diese wurde (Vgl. Reiter, S. 49) vom deutschen Mathematiker Felix
Hausdorff (1868 - 1942) (Vgl. URL: http://www-history.mcs.st-
andrews.ac.uk/Biographies/Hausdorff.html Stand 06.08.2013) im Jahr 1919 (Vqgl.
Scheid et al.,, S. 102) eingefihrt und bietet die Méglichkeit, beliebig komplizierten
Punktmengen, wie beispielsweise Fraktalen, eine Dimension zuzuordnen. (Reiter, S.
49)

‘::1 "
Abbildung 7: Felix Hausdorff, 1868-1942

Die Dimension hilft uns, die Gro3e beziehungsweise Dicke der Fraktale zu messen.
(Vgl. Raith, S. 12) Das bedeutet, wir bestimmen damit die Dichtheit in einem
metrischen Raum und kdnnen die Fraktale dadurch miteinander vergleichen. (Vgl.
Barnsley, S. 197)

14



Die fraktale Dimension kann durch die Selbstdhnlichkeits-Dimension sowie durch die

Box-Dimension berechnet werden. (Vgl. Peitgen et al., S. 246)

Selbstahnlichkeits-Dimension

Wir beschranken uns hier auf Punktmengen auf einer Geraden, in einer Ebene oder
im Raum (Scheid et al., S. 102), die sich in Teilmengen aufteilen lassen, die mit
einem bestimmten Faktor k kongruent zur urspriinglichen Punktmenge sind. Hat eine
Punktmenge dieses Charakteristikum, so wird sie als selbstahnlich bezeichnet und
die Zahl d, welche durch folgende Formeln berechnet werden kann (Vgl. Scheid et
al., S. 102),

k*=a  bzw. d= % (Scheid et al., S. 102),

wird Dimension beziehungswiese Selbstahnlichkeitsdimension der Punktmenge
genannt. (Vgl. Scheid et al., S. 102)

Beispiele:

Stellen wir uns eine Strecke vor, welche wir in funf gleichlange Teilstrecken teilen.
Anders ausgedrickt, jede Teilstrecke ist eine Verkleinerung der ursprunglichen
Strecke im Mal3stab 1:5.

Stellen wir uns nun als nachstes ein Quadrat vor, welches in 25 Teilquadrate zerlegt
wird. Die Seitenlange des Teilquadrates betragt ein Funftel der urspringlichen

Seitenlange.
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Zuletzt stellen wir uns einen Wiirfel vor, welcher in 125 Teilwirfel zerlegt wird. Somit

haben die Seitenléangen der Teilwirfel ein Funftel der urspriinglichen Seitenlangen.

ANANANANAN

[ /S

[/ ) )
[/ /) /)
[/

ANANANANAN

NN

NNANANANAN

ANANANANAN
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In einer Tabelle ausgedrickt:

Objekt Verkleinerungsmalstab | Original beinhaltet | Dimension
der Langen SO viele

Verkleinerungen

Strecke 1:5 5=5! ?
Quadrat 1:5 25 =57 ?
Wiirfel 1:5 125 =5° ?

Tabelle 1: Strecke, Quadrat, Wirfel

Aus der Tabelle kann man erkennen, dass die Anzahl der Verkleinerungen immer
eine Potenz des Verkleinerungsfaktors ist. In einer Gleichung ausgedrickt: (Vgl.
Reiter, S. 50)

Dimension

Anzahl der Verkleinerungen = Langenverkleinerungen

k = nY (Reiter, S. 50)

Um sich die Dimension zu berechnen, muss die Gleichung logarithmiert und durch

In(n) dividiert werden,

_ In(k)
~ In(n)

wobei k der Anzahl der Verkleinerungen entspricht und n dem Verkleinerungsfaktor.
Somit kann man erkennen, dass die Strecke die Dimension 1 hat, das Quadrat die

Dimension 2 und der Wiirfel die Dimension 3. (Vgl. Reiter, S. 50)

Beispiele:
Sierpinski-Dreieck

Man erkennt sofort, dass es drei Teildreiecke gibt und dass die Seiten nur halb so

lang wie jene des Originaldreieckes sind.

17
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Abbildung 8: Sierpinski-Dreieck

Objekt Verkleinerungsmal3sta | Original beinhaltet | Dimension
b der Langen o) viele

Verkleinerungen

Sierpinski-Dreieck | 1:2 3 ?

Tabelle 2: Sierpinski-Dreieck

Wir benutzen wieder die obige Gleichung, um die Dimension zu berechnen. Da es

drei Teildreiecke gibt, ist k = 3 und da die Seiten halb so lang sind, ist n = 2.

Um die Gleichung zu l6sen, muss der Logarithmus angewandt werden: (Vgl. Reiter,
S. 51)

In (3) =In (2%
In (3) = d*In (2)

@) _
In(2)

d~1,584962501 (Reiter, S. 51)

Die Dimension des Sierpinski-Dreieckes ist ca. 1,6. Sie liegt somit zwischen der

Dimension einer Strecke und einer Flache. (Vgl. Reiter, S. 51)

18




Koch-Kurve

Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass von der 0. Ordnung auf die 1. Ordnung 4

Teilstlicke entstehen, welche einen Verkleinerungsmal3stab von 1:3 haben.

/\ /\

DR o

Abbildung 9: Koch-Kurve

Objekt VerkleinerungsmalRstab | Original beinhaltet | Dimension
der Langen o) viele

Verkleinerungen

Koch-Kurve 1:3 4 ?

Tabelle 3: Koch-Kurve

Wir benutzen wieder die obige Gleichung. In diesem Beispiel istk =4 und n = 3.

Um die Gleichung zu I6ésen, muss der Logarithmus angewandt werden:
In (4) = In (3%
In (4) = d*In (3)

In4) _ g
In(3)

d~1,261859507

Die Dimension der Koch-Kurve betrégt ca. 1,3. Sie liegt somit ebenfalls zwischen der
Dimension einer Strecke und einer Flache, hat aber eine unendlich lange Lange.
(Vgl. Reiter, S. 49 f)
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Box-Dimension

Neben der Selbstahnlichkeitsdimension kann die fraktale Dimension auch mit Hilfe
der Box-Dimension bestimmt werden. Da nicht jedes Fraktal selbstéahnlich ist, kann
die im vorhergehenden Abschnitt beschriebene Dimension nicht immer angewandt
werden. Die Box-Dimension kann hingegen (Vgl. Peitgen et al., S. 256) auf jede
Struktur in der Ebene (Peitgen et al.,, S. 256) verwendet werden und lasst (Vgl.
Peitgen et al., S. 256) sich ohne weiteres auf Strukturen im Raum ausdehnen.
(Peitgen et al., S. 256)

Um die Dimension zu bestimmen, muss Uber die Struktur ein regelmalliges Gitter,
welches die Maschenweite s hat, gelegt werden. Die dabei entstehenden Boxen
werden gezahlt und mit N bezeichnet, wobei N von der Gro3e von s abhéangig ist,
weshalb man N(s) schreibt. Als néchstes werden Gitter mit immer kleineren
Maschenweiten s Uber die Struktur gelegt und N(s) wird berechnet. (Vgl. Peitgen et
al., S. 257) Der Zusammenhang zwischen Gittergrof3e und Anzahl der Boxen ist ein
Potenzgesetz, welches die fraktale Dimension der Struktur angibt. (Vgl. URL:
http://www.natur-struktur.ch/fraktale/boxdim.html Stand 02.11.2013)

N(As) = c(3)” (Hastings et al., S. 41)

Es genigt, dass
limps_,o N(As)As? = ¢ (Hastings et al., S. 41)

gilt. Umgeformt fir die Berechnung der Box-Dimension erhélt man folgende

Gleichung (Vgl. Hastings et al., S. 41)

D= limAHO[—%]. (Hastings et al., S. 41)

Beispiel:

Ist namlich der Reduktionsfaktor der Maschengroélie % so wird im nachsten Schritt

eine Box zu vier Boxen. Fur das Abzahlen der Maschen erhalten wir somit eine Folge

N(2%), wobei k = 0, 1, 2, ... . Daher steigt die Maschenzahl um den Faktor 2° an,
20



wenn dessen Grol3e immer wieder halbiert wird. D entspricht dabei der fraktalen

Dimension. (Vgl. Peitgen et al., S. 257f)

Bei der Box-Dimension ist jedoch zu beachten, dass in der Ebene die Dimension
niemals grol3er als 2 ist. Weiters stimmt sie nur mit der Selbstahnlichkeitsdimension

Uberein, wenn die Maschenweiten sehr gering sind. (Vgl. Peitgen et al., S. 258)

Doch es gibt auch Fraktale, welche weder selbstahnlich sind noch keine ganzzahlige
Dimension haben. Deshalb eignen sich diese Charakteristika nicht als Definition.
(Vgl. Haftendorn, S. 93)
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2. Erzeugung von Fraktalen

2.1. Cantor-Menge

Georg Cantor, welcher 1845 in St. Petersburg geboren und 1918 in Halle gestorben
ist (Vgl. Dufner et al., S. 2), stiel3 wahrend seiner Suche nach Monstermengen auf
eine Punktmenge, von der er behauptete: (Vgl. Zeitler et al., S. 4)

~Je le vois, mais je ne le crois pas!” (Zeitler et al., S. 4)
Ubersetzt bedeutet dies (Vgl. Zeitler, S. 4):

sIch sehe es, aber ich kann es nicht glauben!“ (Zeitler et al., S. 4)

Die bedeutende Cantor-Menge wird im nachfolgenden Abschnitt konstruiert. (Vgl.
Dufner et al., S. 2)

Konstruktion
Ausgehend von dem Intervall [0,1] werden immer wieder Teilmengen konstruiert,
welche durch das Entfernen des mittleren Drittels entstehen. Dadurch erhalten wir

ausgehend vom urspriinglichen Intervall Ap=[0,1] die neuen Intervalle
1 2
A=[0,=] U [=1]].
1= 3] [ 3 ]

Im nachsten Schritt werden aus den A;-Intervallen wiederum die mittlernen Drittel

entfernt und wir erhalten A,.

ool 3ot o8
A=0. 01 w551V IG5l v [l
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Abbildung 10: Konstruktion der Cantor-Menge

Wird wie oben beschrieben fortgefahren, so erhalt man eine Folge (Ax) mit

Ao=[0,1], Ax+1=Ax \ {mittlere Drittel}.
1
Aus A, entstehen 2 abgeschlossene Intervalle, welche jeweils die Lange (5)"

besitzen. Diese werden Ay-Intervalle genannt, wobei Ax+1 < Ax flr k e INo.

Alle Punkte, welche auf einer der Mengen liegen, werden zur Cantor-Menge A
zusammengefasst.

A= A

Da alle Mengen A aus 2% abgeschlossenen Intervallen bestehen, wobei jedes die
Lange (%)k hat, besitzt A, somit die Gesamtlange
1 2
L(A)=2*(Z ) = (2)~
(A) (3) (3)
Um die Lange von A zu bekommen, muss aufgrund A < A gelten:
L(A) < L(AY) = (%)k —>0 firk >

Somit betragt die Gesamtlange von A Null. (Vgl. Dufner et al., S. 2f)
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Im vorhergehenden Kapitel wurde die Cantor-Menge aus dem Intervall [0,1] durch
abermaliges Entfernen des beziehungsweise der mittleren Drittel konstruiert.
Im nachstehenden Kapitel werden iterierte Funktionensysteme vorgestellt, mit deren

Hilfe Fraktale erzeugt werden.

2.2. Die Barnsley-Maschine

Michael Barnsley hat eine Maschine erfunden, welche die Iteration veranschaulichen
soll. (Vgl. Zeitler et al., S. 93) Sie ist eine Metapher fir das iterierte
Funktionensystem der Mathematik. (Vgl. Peitgen et al., S. 277) Wir befinden uns im
IR2.

1. Arbeitsschritt: Verkleinern

Zuerst wird eine kompakte Punktmenge A mit Hilfe einer Ahnlichkeitsabbildung,
welche als B bezeichnet wird, verkleinert. Der Verkleinerungsfaktor g liegt zwischen
Ound 1. (Vgl. Zeitler et al., S. 93)

Definition:

Eine Abbildung B heildt distanzkontrahierend, wenn es q € IR, 0 < q < 1 so gibt,
daf [sic!] fur alle Punkte A, B € IR? gilt

d(B(A), B(B)) < qd(A, B). (Zeitler et al., S. 93)

In Worten ausgedrtickt bedeutet dies, dass der Abstand der Bildpunkte immer kleiner
ist als der Abstand der Originalpunkte. Q wird von nun an als Kontraktionsfaktor
bezeichnet. Somit ist die Ahnlichkeitsabbildung B distanzkontrahierend mit dem
Faktor g. (Vgl. Zeitler et al., S. 93)
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2. Arbeitsschritt: Kopieren und Anordnen

Die kontrahierte Punktemenge B(Ao) (Zeitler et al., S. 93) wird in diesem Arbeitsgang
n-mal kopiert. Diese werden nun so angeordnet, dass (Vgl. Zeitler et al., S. 93) sie —
bis auf Randpunkte — paarweise disjunkt sind. (Zeitler et al., S. 94). Wir erhalten eine

neue Punktmenge, welche als A; bezeichnet wird.
Al = U B(Ao). Eine andere Schreibweise ware A; = H(Ap). Jedem Punkt der Menge

Ao wird somit n>1 Punkte der neuen Menge zugeordnet. Deshalb sprechen wir nicht
von einer Abbildung, sondern von einem Operator, welcher Hutchinson-Operator
bezeichnet wird. (Vgl. Zeitler et al., S.94)

3. Arbeitsschritt: Iterieren

Nach den ersten zwei Arbeitsschritten folgt nun die Iteration. (Vgl. Zeitler et al., S. 94)
Unter Iteration versteht man einen immer wieder durchgefiihrten Rechenprozess, bei
welchem die Rechenschritte gleich sind. (Vgl. Redaktion Schule und Lernen, S. 205)
Das bedeutet, dass nun die Punktmenge A; auf die Maschine angewandt wird und

wir somit A, = H(A1) = b3(Ao) erhalten. Wird dies immer wiederholt, so erhalt man A,

= b"(Ag). (Vgl. Zeitler et al., S. 94)

Die Grenzmenge lim,_. £'(4,) = A. (Vgl. Zeitler, S. 94) wird als Attraktor
bezeichnet. (Vgl. Haftendorn, S. 97)

Da die Barnsley-Maschine immer wieder die gleichen Arbeitsgange verwendet, ist die

Limesmenge A.. selbstahnlich. (Vgl. Zeitler et al., S. 94)
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1. Arbeitsschritt 2. Arbeitsschritt
_— _

3. Arbeitsschritt

A

Abbildung 11: Die Barnsley-Maschine am Beispiel des Sierpinski-Dreieckes

Der entscheidende Gedanke dieser Maschine ist die Ruckkopplungsfunktion. Das
bedeutet, dass die Ausgabe immer zur neuen Eingabe wird. (Vgl. Peitgen et al., S.
277)

Um die Arbeitsschritte der Barnsley-Maschine durchzufihren, werden Abbildungen

bendtigt, welche im Folgenden naher beschrieben werden. (Vgl. Zeitler et al., S. 102)

2.3. Kongruenzabbildungen

Mathematisch gesehen handelt es sich bei den ersten zwei Arbeitsschritten der
Barnsley-Maschine um Abbildungen. (Vgl. Zeitler et al., S. 102)

Definition:

X1 = Aq1X1 + AqoX, + ,
! s etz (x1 ) _ (a11 a12) (xl) + (t1)
. ’ ] T \a a X t
xz == a21x1 + azzxz + tz xz 21 22 2 2

X = AX+1
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Eine durch diese Gleichung beschriebene Abbildung der euklidischen Ebene IR? auf

sich heil3t Kongruenzabbildung, wenn die Matrix orthogonal ist.

Die Matrix ist orthogonal, wenn gilt a’ +a’ =aZ, +aj, =1 und a,,a,, +a,,a,, =0. Dann

folgt det A = +1. Im Falle det A = +1laf3t [sic!] A stets in der Form

(cos o —sina

Sino.  Cosol ) (Drehmatrix),

fur det A = -1 in der Form

(cosoc sin o )
sinot —cosao

schreiben. (Zeitler et al., S. 102)

Eigenschaften:

Die Kongruenzabbildungen sind invariant und bestimmbar. Sie kbnnen nacheinander
ausgefihrt werden und bilden bei einer Verknipfung eine Gruppe. (Vgl. Zeitler et al.,
S. 103)

Beispiele:

Kongruenzabbildungen kdénnen als Spiegelungen, Verschiebungen, Drehungen oder

Schubspiegelungen auftreten. (Vgl. Scheid et. al, S. 113)
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/’I Spiegelung

Verschiebung

Drehung

Abbildung 12: Kongruenzabbildungen

2.4. Ahnlichkeitsabbildungen

Definition:
(2)=r(ar e+ ()
X = KAX +1

Eine durch diese Gleichung beschriebene Abbildung der euklidischen Ebene IR? aus
sich heiRt Ahnlichkeitsabbildung, wenn die Matrix A orthogonal ist und weiter gilt k
IR\{0}. (Zeitler et al., S. 104f)

Ist k = +1, so handelt es sich um Kongruenzabbildungen. Fur k2 # 1 werden die

Abbildungen Ahnlichkeitsabbildungen genannt. (Vgl. Zeitler et al., S. 105)
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Eigenschaften:

Wie auch die Kongruenzabbildungen, sind die Ahnlichkeitsabbildungen invariant und
bestimmbar. Sie kbnnen ebenfalls nacheinander ausgefuhrt werden und bilden eine
Gruppe. (Vgl. Zeitler et al., S. 105f)

Beispiele:

Ahnlichkeitsabbildungen kénnen (Vgl. Scheid et al., S. 127) als Verkettung einer
Kongruenzabbildung mit einer zentrischen Streckung (Scheid et al.,, S. 127)
aufgefasst werden. (Vgl. Scheid, S. 127) Somit sind Beispiele fir
Ahnlichkeitsabbildungen Drehstreckungen, Streckspiegelungen, zentrische

Streckungen etc. (Vgl. Zeitler et al., S. 107)

zentrische Streckung A

Streckspiegelung

Drehstreckung

Abbildung13: Ahnlichkeitsabbildungen
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2.5. Affine Abbildungen

Definition:
()= 26+ (@)
X = AX+t

Eine durch diese Gleichung beschriebene Abbildung der euklidischen Ebene IR? aus
sich heil3t affine Abbildung.

Die bijektiven affinen Abbildungen bezeichnet man als Affinitaten. Fir sie gilt det A =
0. (Zeitler et al., S. 108)

Eigenschaften:

Die affinen Abbildungen sind ebenfalls invariant. Weiters gilt F'=|det A|-F, wobei F
der Flacheninhalt der urspriinglichen Figur ist und F* der Inhalt der Bildfigur. (Vgl.
Zeitler et al., S. 108)

Definition:

Eine Abbildung B heil3t flachenkontrahierend, wenn es q € IR, 0<q<1 so gibt, dai3
[sic!] fur den Flacheninhalt F aller Figuren G gilt F(B(G))<q F(G). (Zeitler et al., S.
108)

Ist |det A|<1, so sind die affinen Abbildungen flachenkontrahierend. (Vgl. Zeitler et al.,
S. 108)

Weitere Eigenschaften der affinen Abbildungen sind die Bestimmbarkeit, die

Nacheinanderausfiihrbarkeit und die Bildung einer Gruppe. (Vgl. Zeitler et al., S. 109)
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Beispiele:

Beispiele fur Affine Abbildungen sind die Achsenaffinitat, die Scherung sowie die
Doppelstreckung. (Vgl. Zeitler et al., S. 110) Die Scherung kommt dabei besonders
oft vor. (Vgl. Scheid et al., S. 138)

Achsenaffinitat Scherung

—

Doppelstreckung

Abbildung 14: Ahnlichkeitsabbildungen
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2.6. Beispiele der Barnsley-Maschine

Sierpinski-Dreieck

Im folgenden Abschnitt wenden wir die oben beschriebene Barnsley-Maschine auf

das Sierpsinski-Dreieck an.

Gestartet wird mit einer kompakten Punktmenge, welche als Ay bezeichnet wird. In
unserem Beispiel ware dies ein gleichseitiges Dreieck, welches die Kantenlange 1
hat. (Vgl. Zeitler et al., S. 112)

y-Achse t

x-Achse

y-Achse

»
»

x-Achse

Abbildung 15: Konstruktion des Sierpinski-Dreieckes
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1. und 2. Arbeitsschritt

Um die oben angefihrte Abbildung zu erreichen, muss beim urspriinglichen Dreieck
eine zentrische Streckung, welche vom Zentrum 0 ausgeht, um den Faktor k = %

vorgenommen werden.
B1 : X1:§X17 Xzzzxz

Um die zweite Teilfigur zu bekommen, muss ebenfalls eine zentrische Streckung,

welche ihren Ursprung im Zentrum O hat, um den Faktor k = % vorgenommen

werden. Anschliel3end erfolgt eine Verschiebung um % parallel zur x-Achse.

B2 X ==X +=, X, ==X,

Um die dritte Teilfigur zu erhalten, muss abermals eine (Vgl. Zeitler et al., S. 112f)

zentrische Streckung mit Zentrum O und Faktor k = % (Zeitler et al.,, S. 113)

durchgefuhrt werden. Danach werden zwei Translationen getatigt. Die erste parallel

zur x-Achse um % und die zweite parallel zur y-Achse um %\/g (Vgl. Zeitler et al.,
S. 113)
3. Arbeitsschritt

Unter Verwendung des Hutchinson-Operators (...) kdnnen wir schreiben:

Ai=a (Ao) = Bl(AO) ) Bz(Ao) ) Bg(Ao) (Zeitler et aI., S. 113)

Definition:

Die drei distanzkontrahierenden Funktionen (Ahnlichkeitsabbildungen) Bi, P2, Ps
bilden ein sogenanntes ,iteriertes Funktionen System® — kurz ein IFS. (Zeitler et al.,
S. 113)
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Koch-Kurve

Im nachfolgenden Abschnitt wenden wir die Barnsley-Maschine auch auf die Koch-

Kurve an.

Gestartet wird mit einer Strecke, welche die Lange 1 hat. Um die Abbildung 16 zu
erreichen, mussen auf die urspriinglichen Strecken Abbildungen angewandt werden.
(Vgl. Zeitler et al., S. 114)

y-Achse y-Achse

x-Achse x-Achse

y-Achse

3 4 »
60 . — | o >
x-Achse x-Achse
—

Abbildung 16: Konstruktion der Koch-Kurve

y-Achse

Um die erste Teilstrecke zu erhalten, muss die urspringliche Strecke auf ein Drittel

ihrer Originallange gestreckt werden.
1 .1
Br Xy =7 X X2:§X2

3

Um die zweite Teilstrecke zu bekommen, muss abermals eine zentrische Streckung

vom Ursprung mit dem Faktor k = % durchgefiihrt werden. AnschlielRend muss diese

Strecke auf der x-Achse um % verschoben werden.
_ -1 2 1
B2 X1=§X1+§, Xzzéxz
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Fur die dritte Teilstrecke muss die Startstrecke ebenfalls auf é ihrer Originalstrecke

verkleinert und anschlieRend um o = +60° gedreht werden. Die Drehstreckung sieht

folgendermal3en aus (Vgl. Zeitler et al., S. 115):

1 fcos 60° sin 60° 1( % -3
X== N X == *? 2 X ' ., S.
3 (sin 60°  cos60° ) 3 <%\/§ 1 > (Zeitler et al., S. 115)

2

Anschlie3end muss diese Drehstreckung auf der x-Achse um % verschoben werden.

1
—X

5 l—%\/gxz, X, :%\/éx2+%x2

[33 : X, =

Um die vierte Teilstrecke zu erhalten, muss abermals eine Drehstreckung
durchgefiihrt werden. Die ursprungliche Strecke wird auf ein Drittel verkleinert und
anschlieBend um o = -60° gedreht. (Vgl. Zeitler et al., S. 115)

1 1

- _ 1 (cos(—=60°) —sin(—60°)> 1 3 EYEA
X= §(sin(—60°) cos(—60°) X = 3 W X (Zeitler et al., S. 115)

Danach wird eine Translation durchgefuihrt, auf der x-Achse um % und auf der y-
1
Achse um E\/g :

Ba xi=%x1+%\/§x2+%, X, :—%\/§x2+%x2+%\/§ (Vgl. Zeitler et al., S.

114f)

Wird beim dritten Arbeitsgang die Iteration 6fters durchgefuhrt, so (Vgl. Zeitler et al.,
S. 124) l1ait (sic!) die Existenz einer Limesmenge (Zeitler et al., S. 124), das heif3t
eines Attraktors (Vgl. Zeitler, S. 128), vermuten. (Zeitler et al., S. 124)

In den nachfolgenden Kapiteln wollen wir die Limesmenge exakt beweisen.
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2.7. Metrische Raume

Fraktale benottigen metrische Raume (Vgl. Halling et al., S. 13), deshalb wird im
folgenden Abschnitt eine Ubersicht Uber Begriffe aus der Topologie metrischer

Raume gegeben. (Vgl. Fernau, S. 59)

Definition:

Metrischer Raum (E, d)

Eine (nicht leere) Punktemenge E heil3t metrischer Raum [...], wenn es eine
Abbildung d : E x E = IR so gibt, dal’ [sic!] fur alle A, B, C €E gilt

i. d(A, B) 20 (positivdefinit)
i. d(A, B)=d(B,A) (symmetrisch)
i. d(A,B)=0< A=B (koinzident)
iv. d(A, B)+d(C,D) = d(A, C) (Dreiecksungleichung)

d(A, B) nennt man die Distanz der Punkte A und B. (Zeitler et al., S. 12)

Beispiel:
Wir gehen aus vom Raum IR" der n-Tupel reeller Zahlen A = (ay, ay, ... , an), B = (by,
by, ..., by). (Zeitler et al.,, S. 128) Um metrische Raume zu bekommen, wird die

Distanz d in Euklidischen Raumen wie folgt definiert:

d(A, B) = X7y (a: — b)*

(Vql. Zeitler et al., S. 128)
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Definition:

Vollstdndig metrischer Raum

Es sei (E, d) (Vgl. Zeitler et al., S. 131) ein metrischer Raum. Eine Folge (xn) heil3t
Cauchy-Folge, falls es zu jedem ¢ > 0 einen Index N e IN gibt, so dal [sic!] fur alle
groReren Indizes m, n > N die entsprechenden Folgenglieder einen Abstand kleiner
als ¢ voneinander haben. (Fernau, S. 71) (E, d) (Vgl. Zeitler et al., S. 131) heil3t
vollstandig, falls jede Cauchy-Folge in (Fernau, S. 71) E (Vgl. Zeitler et al., S. 131)
einen Grenzwert dortselbst besitzt. (Fernau, S. 71)

Satz

Der Fixpunktsatz von Banach

Jede distanzkontrahierende Abbildung a eines vollstandigen metrischen Raumes (E,
d) besitzt genau einen Fixpunkt A., d. h. gibt einen Punkt A, € E so, dal3 (sic!)
o(4s) = Aw.

Beweis
1. Schritt

Mit A, = a(An1) = a"(Ag) und der Tatsache, daR (sic!) eine distanzkontrahierende
Abbildung ist folgt fir k, p € IN

d(Ak+ps Aksp-1) < 0- d(Aksp-1, Aksp-2) <

< qz' d(Ak+p-2, Ak+p-3) <

< g™t d(Aks, A

und weiter
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d(Ax+1, Ax) < g-d(Ax, Aka) <

< 02 d(Ak-1, Ak2) <

< g d(Aq, Ao)

2. Schritt

Nun betrachten wir d(Ax+q, Ax). Um die Dreiecksgleichung anwenden zu konnen,

,Schieben® wir die Punkte Ayip-1, Aksp-1, .., A1 ZWIischen Ag.p und Ay.
d(Ak+p, Ak) < d(Ak+p; Ak+p-1) + d(Ak+p-1, Ak+p-2) + ...+ d(Ak+1, Ak)
Nun wenden wir die Ergebnisse des ersten Schrittes

d(Akep, Ak) < (P +gP% + L +1) (Akea, A).

—_qP
Mit der Summenformel fir geometrische Reihen weiter: 11 q d(A. A)
—-q

Wegen 0 < g < 1gilt1-g° < 1, also

d(Ak+p, Ak) < ]-];_qd(AkH’ Ak)

Jetzt wird nochmals ein Ergebnis des 1. Schrittes verwendet

AP A) < 710 (ALA)

3. Schritt

Wahlt man k gentigend grol3, so gilt also d(Aw+p, Ax) < &. Dabei ist ¢ eine beliebige
kleine positive reelle Zahl. Dies bedeutet, daf3 (sic!) Ao, A1, Az, ... eine Cauchy-Folge
ist. Sie muf3 (sic!) aber in unserem vollstandigen metrischen Raum (E, d) gegen eine

Element A., aus E konvergieren, also lim,,_,.. a™ (4;) = Aw.
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4. Schritt
Ao = limA,;; = lima(4,) = a(limA4,) = a(4.)
n—eo n—e n—e

Das heil3t, dal3 (sic!) A., Fixpunkt der Abbildung a ist. Dabei wurde die Stetigkeit von

a verwendet.

5. Schritt

Wir zeigen jetzt noch, dal3 (sic!) héchstens ein Fixpunkt, also mit dem

Vorhergehenden genau einer existiert.

Angenommen es gebe zwei verschiedene Fixpunkt S, T € E.

d(s, T) =d(a(S), o(T)) < weil Fixpunkte
<Qg-d(s, T)< weil distanzkontrahierend
<d(s,T) weilq<1

Also erhalten wir d(S, T) < d(S, T). Dies ist ein Widerspruch. (Zeitler, S. 131f)

Der Fixpunkt wird durch wiederholte Iteration erreicht, unabhangig von dessen
Startwert. (Vgl. Zeitler et al., S. 133)

2.8. Die Hausdorff-Distanz

Wir beginnen mit einem vollstandigen metrischen Raum (E, d), wo wir die Menge M

aller kompakten Punktmengen analysieren.

Wir interessieren uns fur den Abstand zweier kompakter Punktmengen in einem
vollstandigen metrischen Raum, das bedeutet fir den Abstand zweier Elemente der

Menge M.

40



Um dies herauszufinden, wird um alle Punkte eines Elementes A einer kompakten
Menge eine Kugel, welche den Radius a besitzt, konstruiert. Dabei sind alle Punkte
zu verstehen, welche vom Kugelmittelpunkt P einen kleineren Abstand als a haben.
Die Vereinigung dieser Kugeln wird Ky(A) genannt. Weiters ist A < Ky(A). (Vgl.
Zeitler et al., S. 133f)

Nun wahlen wir a minimal (Zeitler et al., S. 134), sodass das Element B aus M

gerade noch von der Vereinigung der Kugeln eingeschlossen wird.

Wie um die Punkte von A, zeichnen wir um alle Punkte aus B eine Kugel mit
minimalem Radius b, sodass das Element A aus M gerade noch von der Vereinigung
der Kugeln Ky(B) Uberdeckt wird. (Vgl. Zeitler et al., S. 134)

Definition:

Hausdorff-Distanz

Wir bezeichnen das Maximum von a und b als die Hausdorff-Distanz h(A, B) der
beiden kompakten Mengen A, B € M. (Zeitler et al., S. 134)

Beispiel:

Gegeben sind zwei Kreisscheiben A und B. Die Mittelpunkte werden mit N
beziehungsweise n bezeichnet, die Radien mit R beziehungsweise r, wobei gilt R > r.
Der Abstand zwischen den Mittelpunkten betragt e. Aus der Abbildung 16 kénnen wir
ablesen, dass die Kreisscheibe um S, welche den Radius a=e-R+r hat, noch B
Uberlappt und jene um T, welche den Radius b=e-r+R besitzt, noch A lberlappt. Aus
a < b folgt, dass h(A, B) = b. (Vgl. Zeitler et al., S. 134)
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Abbildung 17 : Hausdorff-Distanz

Satz:

Die Menge M aller kompakten Mengen in (E, d) versehen mit der Hausdorff-Distanz h

bildet einen vollstandigen metrischen Raum (M, h). (Zeitler et al., S. 135)

2.9. Der Ubergang von (E, d) zu (M, h)

Die kompakten Mengen in (E, d) kdénnen nun als Punkte des Raumes (M, h)
betrachtet werden. (Vgl. Zeitler et al., S. 135)

Satz

In (M, h) ist der Hutchinson-Operator o eine distanzkontrahierende Abbildung, wenn

die Abbildungen B; in (E, d) alle distanzkontrahierend sind.
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Beweis

Gegeben sind zwei Mengen A, B € M mit h(A, B) = s. Es ist zu beweisen, dal (sic!)
h(a(A), a(B)) < q-h(A,B) mit 0 < g < 1. Wir beschranken uns auf den Fall, daf3 (sic!)
nur zwei in (E, d) distanzkontrahierende Abbildungen 1, B2 mit den

Kontraktionsfaktoren qi, g2 verwendet werden. (Zeitler et al., S. 137)

B2 B

B2 (A) o(A) B (A)

2(B) o(B) B:(B)

Abbildung 18: Hutchinson Operator

Abbildung 17 zeigt uns auf anschauliche Weise die Ausgangssituation, das bedeutet
(Vgl. Zeitler et al., S. 137) die Mengen A und B mit dem zugehdrigen Kragen K.
(Zeitler et al., S. 137)

a) Zuerst wird die Abbildung B, auf die Mengen A und B und den Kragen K
angewandt. Dadurch hat die Punktmenge AuUB samt Kragen einen
Kugelradius s. Die Abbildung B; liefert der neuen Punktemenge B1(A) w B1(B)

einen Kugelradius von q-s.
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b) Durch die Abbildung B, bekommt die Punktmenge B2(A) U B2(B) samt Kragen
einen Radius von Q3-S.

c) Anschliel3end ziehen wir um a(A) = B1(A) UB2(A) einen Kragen, welcher einen
Radius q = max {gi, g2} besitzt. Durch die Punkte a) und b) muss diese
Punktmenge auch Bi1(B) und B»(B) einschlielen und der Kugelradius ist
minimal.

d) Somit gilt: h(a(A), a(B)) = g-s = g-h(A, B). Da q < 1 ist, ist das Obige

bewiesen.

Dadurch kann auch der Satz von Banach wieder angewandt werden. Man erhéalt
folgende Aussagen (Vgl. Zeitler et al., S. 137):

)] a(A.) = As

Es gibt in M genau einen Fixpunkt A..

ii) lim,_.a™(4,) = A«

Der Fixpunkt A. wird durch fortgesetzte Iteration erreicht.

iii) Es kann mit jedem Punkt A; € M gestartet werden. (Zeitler et al., S. 137)

Nun kehren wir wieder in den Raum (E, d) und Ubertragen das Obige auf diesen

Raum. So ergibt sich ein neuer Satz. (Vgl. Zeitler et al., S. 137)

Satz

Sind die Abbildungen B; eines IFS im vollstandigen metrischen Raum (E, d)
distanzkontrahierend, so liefert unsere Maschine genau eine kompakte Limesmenge
A.. Es kann bei der vorzunehmenden Iteration mit jeder beliebigen (in (E, d))

kompakten Punktmenge Ao gestartet werden. (Zeitler, S. 138)

Durch diesen Satz gibt es einen Beweis flr die Existenz von Limesmengen, wobei es

egal ist, wie die Ausgangsmenge Ao aussieht. (Vgl. Zeitler et al., S. 139)
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i

Abbildung 19: Konstruktion des Sierpinski-Dreieckes

d

Abbildung 20: Konstruktion des Sierpinski-Dreieckes

Summa Summarum kann festgestellt, dass die Konstruktion des Sierpinski-Dreicks
unabhéangig von der Ausgangsfigur durchgefuhrt werden kann. (Vgl. Barnsey, S.

100f)
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3. Didaktische Bemerkungen

3.1. Lehrplanbezug

Im Lehrplan ,Geometrisches Zeichnen (Unterstufe AHS / Hauptschule / NMS)“ wird
nicht explizit die fraktale Geometrie angesprochen, jedoch sind einige Punkte
vorzufinden, woran angeknupft werden kann. Zum Beispiel sollen in der dritten
Klasse geometrische Korper aus dem Alltag modelliert werden. (Vgl. URL:
http://www.bmukk.gv.at/medienpool/785/ahs10.pdf Stand 25.08.2013)

Auch im Lehrplan ,Darstellende Geometrie (AHS)“ wird nicht ausdricklich auf die
fraktale Geometrie hingewiesen, aber wiederum gibt es einige Anknipfungspunkte.
Zum Beispiel soll die Verbindung zur Mathematik geschaffen werden oder die
Schiler und Schilerinnen sollen Gesetzmalligkeiten analysieren. (Vgl. URL:
http://www.bmukk.gv.at/medienpool/11863/lp_neu_ahs_11.pdf Stand 25.08.2013)

Da Fraktale nicht nur ein Teil der modernen Mathematik sowie der modernen
Naturwissenschaften sind, sondern einen wichtigen Beitrag leisten die uns
umgebende Welt zu verstehen, sind sie in der allgemeinen mathematisch-
naturwissenschatftlichen Bildung unumgéanglich. Auch wird der Unterricht lebendiger
werden, da die Kreativitat der Schiler und Schilerinnen geférdert wird. (Vgl.
Komorek et al., S. 103)
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3.2. Sozialformen

Zu den vier Sozialformen zahlen der Frontalunterricht, die Gruppenarbeit, die

Partnerarbeit sowie die Einzelarbeit. (Vgl. Nuhn, S. 7)

Im alltaglichen Unterricht findet eine unausgewogene Bevorzugung von Sozialformen
und Handlungsmustern mit hoher Lehrerlenkung statt. Die verfolgten Ziele sind
eindeutig auf die Vermittlung von Wissen und die Forderung intellektueller

Fahigkeiten ausgelegt. (Nuhn, S. 7)

Da die vorliegenden Unterrichtskonzepte bei den Schilern und Schilerinnen jedoch
selbststandiges Denken und Handeln férdern sollen, habe ich mich flr Sozialformen
wie Gruppenarbeit oder Partnerarbeit entschieden, welche im nachfolgenden
Abschnitt vorgestellt werden.

3.2.1. Gruppenunterricht

Unter Gruppenunterricht versteht man, eine (Vgl. Meyer, S. 242) zeitlich begrenzte
Teilung des Klassenverbandes in mehrere Abteilungen arbeitsfahiger Kleingruppen
[...], die gemeinsam an der von der Lehrerin gestellten oder selbst erarbeiteten

Themenstellung arbeiten. (Meyer, S. 242)

Dadurch kénnen sich die Schiler und Schilerinnen aktiv am Unterrichtsgeschehen
beteiligen (Vgl. Meyer, S. 245), da die Steigerung der Selbststandigkeit sich positiv
auf diese auswirkt. Auch das solidarische Handeln wird durch das Arbeiten in
Gruppen gestarkt. Weiters wird deren Kreativitat gefordert. (Vgl. Meyer, S. 251)
Somit muss die Rolle des Lehrers beziehungsweise der Lehrerin verandert werden.
Er beziehungsweise sie nimmt im Gruppenunterricht eine beratende Funktion ein.
(Vgl. Gudjons, S. 35)

Im Unterrichtsgeschehen gibt es unterschiedliche Formen des Gruppenunterrichts:

1. Tagliche Kleingruppenarbeit: Hier werden Klassen aufgrund ihrer

Bedurfnislage das ganze Schuljahr differenziert.
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2. Kurzzeitige themengleiche Kleingruppenarbeit: Sie wird im
Unterrichtsgeschehen besonders oft angewandt. Sie dient der Vertiefung,
Bearbeitung oder Neugewinnung von Informationen.

3. Arbeitsteilige Kleingruppenarbeit: Die Kleingruppen bearbeiten Gber mehrere
Unterrichtsstunden unterschiedliche Themen.

4. Gruppenarbeit im Konzept eines Offenen Unterrichts: Gruppen
unterschiedlicher Zusammensetzung arbeiten an kleinen Projekten. (Vgl.
Gudjons, S. 14f)

3.2.2. Partnerarbeit

Bei der Partnerarbeit arbeiten zwei Schuler beziehungsweise Schilerinnen an einem
Arbeitsauftrag. (Vgl. URL: http://lexikon.stangl.eu/6420/partnerarbeit/  Stand
27.10.2013)

Bei dieser Unterrichtsform mussen die Schuler beziehungsweise die Schilerinnen
aktiv werden, denn die Sprechzeit wird um ein Vielfaches erhéht. Auch das
Arbeitstempo kann von ihnen selbst bestimmt werden, weshalb die Motivation
erheblich erhéht wird. Weiters bekommen ,die Schwécheren® Hilfe ,von den
Starkeren®, weshalb ein Lernzuwachs entsteht. Doch auch ,die Starkeren® gewinnen,

denn sie erhdhen ihre Fahigkeiten durch das Erlautern und Erklaren.

Die Partnerarbeit hat verschiedene Einsatzmoglichkeiten. Sie dient zur Erarbeitung,
Wiederholung etc. (Vgl. Nuhn, S. 13f)

Wie auch bei der Gruppenarbeit sind Vorteile der Partnerarbeit die erhdhte
Schulerlnnenaktivitat (Vgl. Nuhn, S. 8), die Erziehung zu partnerschaftlichen
Verhalten (Nuhn, S. 8) und die vermehrte Kreativitat. (Vgl. Nuhn, S. 8)
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3.2.3. Stationenlernen

Ein Hauptmerkmal des offenen Unterrichts ist das selbstbestimmte Lernen gemaf M.
Montessori’s Motto ,Hilf mir, es selbst zu tun!“. Bei dieser Unterrichtsform kénnen
die Schiler und Schilerinnen die Inhalte aus dem Lernangebot selbststandig
auswahlen, die sie anschlielRend bearbeiten. Das heil3t, dass sie den Arbeitsprozess
selbst organisieren konnen. Sie bestimmen die Zeit, das Arbeitstempo und die
Reihenfolge der Stationen. Die Arbeitsergebnisse werden auch selbststandig
kontrolliert. Der Lehrer oder die Lehrerin nimmt eine Beratungsfunktion ein, denn er

oder sie gibt nur Hilfestellung, wenn die Schuiler oder Schilerinnen darum bitten.

Im Stationenlernen sollen die Schiler und Schilerinnen einen Lerninhalt an
verschiedenen Stationen mdglichst vielfaltig, aspekt- und abwechslungsreich
erarbeiten. Die Aufgabe der Lehrperson ist es, den Inhalt in Lernabschnitte zu
gliedern und verschiedene Arbeitsmaterialien und Arbeitsauftrage zur Verfigung zu
stellen. Somit nimmt diese eine Berater- oder Betreuerfunktion ein und ist

gegebenenfalls als Organisator tatig.
Vorteile des Stationenlernens

e Der Lehrer oder die Lehrerin hat die Madoglichkeit, sich aus dem
Unterrichtsgeschehen herauszunehmen.

e Der Lehrer oder die Lehrerin hat die Mdglichkeit die Klasse zu beobachten.

e Unterschiedliches Arbeitstempo

¢ Individuelle Bearbeitung eines Themas

Ziele des Stationenlernens

Die unterschiedlichen Kompetenzen werden geférdert:

e Sachkompetenz: Die fachliche Kompetenz, welche vom Lehrplan gefordert
wird, kann mit Hilfe des Stationenlernens schuilerinnenorientiert erworben
werden.

e Methodenkompetenz: Die Schuiler und Schilerinnen arbeiten selbstgesteuert
und eigenstandig.

e Sozialkompetenz: Die Schiler und Schulerinnen arbeiten an den Stationen in

verschiedenen Sozialformen. (Vgl. Rinschede, S. 284f)
50



Durch den Stationenbetrieb sollen die Schiler und Schulerinnen verstehen, was sich
hinter dem Wort ,Fraktal“ beziehungsweise ,Fraktale Geometrie“ verbirgt. Dazu gibt
es sieben Pflichtstationen und zwei Wahlstationen, wobei letztere bezwecken, einen

L,Stau“ zu verhindern.
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3.3. Begrindung des Computereinsatzes

Die Entwicklung des Computerzeitalters hat die Sichtweise auf die Geometrie
revolutioniert. Das herkbmmliche Konstruieren mit Zirkel und Lineal wird weitgehend
durch das Konstruieren und Modellieren am Computer ersetzt. (Vgl. Pillwein et al.,
Raumgeometrie, S. 3) In den Lehrplanen ,Darstellende Geometrie® und
.,Geometrisches Zeichnen“ wird jedoch beides gefordert. Die Schiler
beziehungsweise die Schilerinnen sollen somit nicht nur zeitgemaf3e CAD-
Programme verwenden, sondern auch per Hand konstruieren. (Vgl. URL:
http://www.bmukk.gv.at/medienpool/785/ahs10.pdf Stand 25.10.2013 und URL:
http://www.bmukk.gv.at/medienpool/11863/lp_neu_ahs 11.pdf Stand 25.10.2013).
Daher gibt es auch im vorliegenden Unterrichtskonzept Sequenzen, wo die Schuler
beziehungsweise die Schulerinnen handisch etwas konstruieren und Sequenzen, wo

der Computer verwendet wird.

Die dynamischen Geometriesysteme sind als Unterstiitzung (Vgl. Weigand et al., S.
156) bei der Behandlung herkdbmmlicher Inhalte (Weigand et al., 156) anzusehen. Da
solche Systeme zum tieferen Verstandnis beitragen (Vgl. Weigand et al., S. 28),
sollen die Schuler und Schulerinnen ihr Wissen sowohl anwenden als auch
erweitern. Dies kann zum Beispiel geschehen, indem sie mit geometrischen Figuren

experimentieren. (Vgl. Weigand et al., S. 157)

Ein weiterer Vorteil des Computereinsatzes ist die erhéhte Selbsttatigkeit der Schiler
und Schilerinnen (Vgl. Weigand et al., S. 34), was auch im Lehrplan gefordert wird.
(Vgl. URL: http://www.bmukk.gv.at/medienpool/785/ahs10.pdf Stand 01.11.2013)
Dadurch ist der Unterricht auch individualisierter. (Vgl. Weigand et al., S. 34)
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3.4. Vorstellung der verwendeten Programme

3.4.1. Programm GAM

Die Abkirzung GAM steht fir Generieren, Abbilden, Modellieren. (Vgl. URL:
http://www.gam3d.at/seiten/info.html Stand 16.08.2013) Dieses Programm soll die
Schuler und Schulerinnen in den Unterrichtsfachern Geometrisches Zeichnen sowie
Darstellende Geometrie unterstitzen, ein raumliches Vorstellungsvermégen zu
bekommen. Aulerdem soll es ihnen ermdglichen, selbststandig (Vgl. URL:
http://lwww.gam3d.at/seiten/download.html Stand 16.08.2013) mit
Koordinatensystemen,  Koordinaten  und  Objekten im Raum  (URL:
http://www.gam3d.at/seiten/download.html Stand 16.08.2013) zu arbeiten. Des
Weiteren lernen die Schiler und Schulerinnen mithilfe des Programms die (Vgl. URL.:
http://www.gam3d.at/seiten/download.html  Stand  16.08.2013)  Arbeitsweisen
professioneller CAD-3D-Software (URL: http://www.gam3d.at/seiten/download.html
Stand 16.08.2013) kennen.

Das Programm kann einfach unter folgendem URL
-http://www.gam3d.at/seiten/download_gam.html (Stand 23.09.2013)

heruntergeladen werden.

3.4.2. GeoGebra

GeoGebra ist eine dynamische Mathematiksoftware, die man kostenlos im Internet
abrufen kann. Deshalb ist sie in Schulen auch sehr beliebt. Weiters ist sie leicht
verstandlich und einfach zu bedienen, wodurch sie von allen Schilern und
Schuilerinnen  jeglicher Altersklasse bendtzt werden kann. (Vgl. URL:
http://www.geogebra.org/cms/de/ Stand 16.08.2013) Der Name verbindet zwei
Teilgebiete der Mathematik, namlich die Geometrie und Algebra. Entwickelt wurde
das Programm im Jahr 2001 von Martin Hohenwarter im Rahmen seiner

Diplomarbeit an der Universitat Salzburg. Es ist immer wieder weiter entwickelt und
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in verschiedenste Sprachen Ubersetzt worden. (Vgl. URL:

http://www.geogebra.org/de/wiki/index.php/GeoGebra Stand 16.08.2013)

Inzwischen ist das Programm nicht nur in der 2D-Version erhéltlich, sondern auch in
der 3D-Version (Vgl. URL: http://www.geogebra.org/cms/de/ Stand 16.08.2013) und
hat zahlreiche Auszeichnungen gewonnen. (Vgl. URL:
http://lwww.geogebra.org/de/wiki/index.php/GeoGebra Stand 16.08.2013)

3.4.3. MicroStation

MicroStation ist ein CAD-System, welches weltweites Verbreitungsgebiet hat. (Vgl.
URL:
http://old.arch.ethz.ch/space/space.arch.ethz.ch/ws98/files/tutorials/MStl W S98.pdf
Stand 25.10.2013) Microstation wurde im Jahr 1995 von der Firma MK-CAD
geschaffen (Vgl. URL: http://lwww.high-tech-center.ch/de/htc-
geschichte/zeitungsartikel/HTC_0115.pdf Stand 25.10.2013) und ist mittlerweile (Vgl.
Pillwein, Raumgeometrie, S. 3) die im AHS-Bereich am weitesten verbreitete CAD-
Software. (Pillwein et al.,, S. 3) Im Programm gibt es bis zu acht verschiedene
Ansichten, wodurch der Benutzer oder die Benutzerin das Objekt auch in mehreren
Ansichten betrachten kann. (Vgl. URL: http://www.high-tech-center.ch/de/htc-
geschichte/zeitungsartikel/HTC_0115.pdf Stand 25.10.2013)
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4. Unterrichtskonzept

4.1. Unterstufe: 4. Klasse

Mit Hilfe des vorliegenden Unterrichtsmateriales sollen Begriffe wie ,Fraktale® und
~Selbstahnlichkeit” in Partner- sowie Gruppenarbeit erarbeitet werden. Im Anschluss

wird versucht, Naturobjekte durch die Programme GAM und GeoGebra zu erzeugen.

Stundentafel

1. Unterrichtsstunde

Zeitschiene | Inhalt Methoden/ | Sozialformen Ergebnis
Medien/
Materialien
1 min Austeilen der
Arbeitsblatter
10 min Schiilerinnen Einzelarbeit bzw. | Die Schilerlnnen
sollen sich die Partnerarbeit sollen Begriffe wie
Arbeitsblatter ,Fraktale®, ,Ahnliche
selbststandig Figuren® oder
durchlesen und ~Selbstahnlichkeit”
die Arbeitsauftrage kennen lernen.
mit ihrem Partner/
ihrer Partnerin
erledigen
8 min Besprechung der Plenum Die Schilerlnnen
Arbeitsblatter sollen die Begriffe
verstehen und auch
anwenden kénnen.
5 min Bildung von Gruppen zu 8
Gruppen zu 8 Personen
Personen durch
Ziehung von
unterschiedlichen
Kartchen
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1 min Austeilen der

Arbeitsblatter
25 min Bau des Gruppenarbeiten | Die Schilerlnnen
Tetraeders sollen den Tetraeder
mithilfe der
Bastelanleitung
bauen.

Zu Beginn der ersten Unterrichtsstunde werden Arbeitsblatter ausgeteilt, deren Inhalt
sich die Schulerlnnen selbst durchlesen sollen. AnschlieRend versucht die
Lehrperson die auf den Arbeitsblattern angefuhrten Begriffe zu erarbeiten, sodass
die Schulerlnnen diese verstehen und auch anwenden koénnen. Begriffe, wie
,Ahnliche Figuren® sollten ihnen bereits aus dem Mathematikunterricht bekannt sein
und somit nur wiederholt und gefestigt werden. Daher sollen sie auch die Frage
beantworten kdnnen, warum die zwei Schildkroten ahnlich zueinander sind. Weiters
wird bei dem Begriff ,Selbstahnlichkeit” die Konstruktion des Sierpinski-Dreieckes
erlautert. Die ersten zwei Konstruktionsschritte sind vorgegeben und den dritten
sollen die Schilerlnnen in das vorgegebene Dreieck zeichnen.

Der nachste Unterrichtspunkt ist der eigenstandige Bau eines Tetraeders, welcher
selbstahnlich ist. Zuerst werden Gruppen zu 8 Personen durch die Ziehung von
Kartchen gebildet. Anschlie3end sollen sie sich die Bastelanleitung durchlesen und
mit den zu Verfigung gestellten Materialien einen Tetraeder bauen. Bei der
nachstehenden Arbeitsaufgabe sollen die Schilerinnen feststellen, dass diese Figur

die Eigenschaft der Selbstahnlichkeit erfullt.
Lernziele der ersten Unterrichtsstunde:

e Ich verstehe, was sich hinter dem Begriff ,Fraktale“ verbirgt.
e Ich verstehe, was Begriffe wie ,Ahnliche Figuren und Selbstéhnlichkeit

bedeuten und kann diese auch anwenden.
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Name: Klasse:

Fraktale

Formen der Natur wie eine Wolke, ein Berg oder auch ein Baum lassen sich nicht
durch geometrische Formen, wie wir sie kennen, beschreiben. Deshalb brauchen wir
neue Figuren, mit denen es moglich ist. (Vgl. Mandelbrot, S. 13) Mit Fraktalen
kénnen sowohl Landschaften als auch Baume, Graser und Wolken tauschend echt

dargestellt werden. (Vgl. Becker et al., S. 223f)

Beispiele fur Fraktale in der Natur:

Barnsley-Farn Blumenkohl menschliche Lunge
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Ahnliche Figuren

Sind zwei Objekte zwar unterschiedlich gro3 (Vgl. Reichel et al., S. 191), haben aber
die gleiche Gestalt (Reichel et al., S. 191), so sind diese ahnlich. (Vgl. Reichel et al.,
S. 191)

Warum sind wir
zwei ahnliche
Schildkroten?

Beispiel: zwei dhnliche Schildkréten

Schildkroten
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Selbstahnliche Figuren

Selbstahnlichkeit bedeutet, dass ein Teilausschnitt der gesamten Figur gleicht.
(Komorek et al., S. 118) Das bedeutet, dass du innerhalb der Figur verkleinerte
Kopien ihrer selbst finden kannst. (Vgl. URL.:
http://www.docstoc.com/docs/18453002/Fraktale-im-COPYLAB Stand 22.09.2013)

N ~ Der Teilausschnitt gleicht
Ao 4~ der gesamten Figur

Beispiel einer selbstéhnlichen Figur:

Das Sierpinski-Dreieck ist eine selbstéahnliche Figur. Um es zu erzeugen, zeichnet
man zuerst ein gleichseitiges Dreieck, welches in vier gleich grofRe gleichseitige
Dreiecke aufgeteilt wird, von denen das mittlere entfernt wird. Dieser Prozess wird
solange wiederholt, bis ein selbstahnliches Objekt entsteht. (Vgl. Komorek et al., S.
73)
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Konstruktion des Sierpinski-Dreieckes:

- USW.

Das erste Dreieck wird Sierpinski-Dreieck 0. Ordnung genannt, das zweite Sierpinski-

Dreieck 1. Ordnung, das dritte Sierpinski-Dreieck 2. Ordnung, usw.

Wie schaut der nachste Schritt aus? Zeichne ihn in das unten abgebildete Dreieck!
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Bastelanleitung fir einen Sierpinski-Tetraeder

Nun wollen wir den grof3en Bruder des Sierpinski-Dreieckes, namlich den Sierpinski-

Tetraeder, selbst bauen. Dazu brauchst du Papier und Kleber.
Anleitung:

Um einen Tetraeder zu falten, musst du ein Din-A4 Papier der Lange nach in vier
gleich grof3e Stlcke teilen. Die aul3eren Viertel werden anschlieBend nach innen
geklappt. Jetzt nimmst du den Eckpunkt A und faltest diesen so, dass er auf
Mittellinie des Blattes seinen Platz findet. Anschliel3end wird der Punkt B auf die linke
Kante, das bedeutet, wo D liegt, gefaltet. Dies wird so lange wiederholt, bis man am
anderen Ende des Blattes angekommen ist. Dann wird es wieder auseinander
geklappt und man erkennt vier gleichseitige Dreiecke und zwei rechtwinklige. Falte
es nun zu einem gleichseitigen Tetraeder, wobei die zwei rechtwinkligen Dreiecke
ineinander gesteckt werden. (Val. URL: http://www.mathematik.hu-
berlin.de/~filler/did_geo/dateien/tetraeder-1.pdf Stand 23.09.2013)

_ E F
L A 8

Faltanleitung

Wiederholt diesen Vorgang so lange, bis ihr von jeder Farbe vier Tetraeder habt.
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Arbeitsaufgabe:

Wir starten mit einem kleinen Tetraeder. Dieser wird mit den drei Tetraedern, welche
die gleiche Farbe besitzen, zusammengeklebt. Dadurch entstehen vier grol3ere
Tetraeder, welche wieder zu einem grof3en zusammengeklebt werden. (Vgl. URL:
https://home.ph-freiburg.de/deisslerfr/science/pp_fraktale/sld017.htm Stand
22.09.2013)

Achtung: Ihr braucht fur diesen Bau alle Gruppenmitglieder!

Die Figur sollte wie folgt aussehen:

Was fallt euch an diesem Tetraeder auf?
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2. Unterrichtsstunde

Zeitschiene | Inhalt Methoden/ Sozialformen | Ergebnis
Medien/
Materialien
1 min Austeilen der
Arbeitsblatter
20 min Bearbeitung Partnerarbeit Die Schulerlnnen sollen
des verstehen, was eine
Arbeitsblattes Drachenkurve ist und wie
diese gebildet wird.
5 min Besprechung Plenum
der
Ordnungen
bei einer
Drachenkurve
4 min Bildung von Kleingruppen
4er Gruppen zu 4 Personen
15 min Bearbeitung Kleingruppen Die Schulerinnen sollen
der verstehen, wie die
Arbeitsblatter Drachenkurve gebildet
wird.
5 min Vergleich der Plenum
Ergebnisse

Zu Beginn der zweiten Unterrichtsstunde werden wieder Arbeitsblatter ausgeteilt,
welche die Schilerinnen in Partnerarbeit bearbeiten sollen. In dieser
Unterrichtstunde soll das Fraktal Drachenkurve sowohl mit der Hand als auch mit
dem Computer gebildet werden. Zuerst soll die Drachenkurve durch eine
Bastelanleitung gefaltet werden. Dabei sollen die unterschiedlichen Ordnungen der
Drachenkurve von den Schilerinnen selbst erkannt werden und im Plenum
besprochen werden.

Anschlie3end sollen die Schilerinnen durch gezielte Fragen am Arbeitsblatt
verstehen, wie die Drachenkurve gebildet wird und dies selbststandig
niederschreiben. Da dies jedoch sehr anspruchsvoll ist, werden aus den
Zweiergruppen Teams zu je 4 Personen gebildet. Dazu sollen sich zwel
Schiulerinnen jeweils zum hinteren oder vorderen Tisch umdrehen. Die Ergebnisse

sollen zum Schluss im Plenum verglichen werden.
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Lernziele:

e Ich kann eine Drachenkurve selbst erzeugen.
e Ich weil3, wie aus einer Drachenkurve 0. Ordnung eine Drachenkurve 1.
Ordnung entsteht, usw.

¢ Ich kenne das Bildungsgesetz der Drachenkurve.
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Name: Klasse:

Drachenkurve

Die Drachenkurve ist ein Fraktal, welches die Eigenschaft der Selbstéahnlichkeit

erfullt.

Bastelanleitung:
Zuerst wollen wir die Drachenkurve selbst falten. Dazu nimmst du dir einen

Papierstreifen, welchen du in zwei Halften teilst.

Klappe nun den Papierstreifen wieder auf, bis die beiden Halften einen 90°-Winkel
einschlie3en. Dies ist die erste Stufe beziehungsweise die erste Ordnung zur

Konstruktion der Drachenkurve.
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Um die nachfolgenden Ordnungen der Drachenkurve herzustellen, musst du die zwei
Halften wieder aufeinander legen und in der Mitte falten. Den neuen Streifen,
welchen du gerade erhalten hast, teilst du wieder in zwei Halften. Diesen Prozess
wiederholst du solange es moglich ist. Du solltest aber darauf achten, dass du immer
in die gleiche Richtung faltest. Dabei ist es von Vorteil, wenn du das Papier mit der

rechten Hand héltst und mit der linken Hand faltest.

N

Wenn du mit dem Falten fertig bist, kannst du beginnen, die Drachenkurve zu 6ffnen.
Zuerst falte die beiden Halften auseinander, bis sie einen 90°-Winkel einschliel3en.
Anschlielfend ziehe alle Halften nach unten auseinander, bis du die Drachenkurve

erkennen kannst! Jede Offnung einer Faltung entspricht einer neuen Ordnung.
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Versuche héhere Ordnungen, welche du aus deiner Faltung erkennen kannst, in die

nachfolgende Abbildung einzuzeichnen.

Drachenkurve 0. Ordnung Drachenkurve 1. Ordnung Drachenkurve 2. Ordnung

Drachenkurve 3. Ordnung Drachenkurve 4. Ordnung Drachenkurve 5. Ordnung

Drachenkurve 7. Ordnung
Drachenkurve 6. Ordnung
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Wie viele Stufen hast du geschafft? Vergleiche das Ergebnis mit anderen.

Uberlege nun, wie man es schaffen kénnte, mehr Ordnungen zu erzeugen!

Vergleicht nun in der Klasse, wie viele Ordnungen jeder beziehungsweise jede
geschafft hat.

Mit einem Papierstreifen, welcher das Format DIN A4 hat, wird man hdchstens die 7.
Ordnung einer Drachenkurve herstellen kdénnen. Zwar kénnte man mit einem
langeren Streifen noch ein paar Ordnungen erzeugen, doch schon bald geht es nicht
mehr weiter. Darum werden wir nun versuchen, die Drachenkurve héherer Ordnung
mit Hilfe des Computers zu schaffen.

Doch vorher muissen wir uns Uberlegen, welche GesetzmaRigkeiten bei der

Drachenkurve vorzufinden sind.

Versucht in Gruppen folgende Fragen zu beantworten!

Was muss passieren, um aus der Drachenkurve 1. Ordnung die Drachenkurve 2.

Ordnung entstehen zu lassen?
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0.

Was muss passieren, um aus der Drachenkurve 2. Ordnung die Drachenkurve 3.

Ordnung entstehen zu lassen?

Stell dir vor, du bist eine Schildkrote, welche am Startpunkt der Drachenkurve sitzt
und die Drachenkurve abgeht. Dabei musst du manchmal nach links und auch
manchmal nach rechts abbiegen. Ermittle deinen Weg und dokumentiere ihn
schriftlich. Als Grundlage benutzte die folgende Abbildung der unterschiedlichen

Ordnungsstufen.

Ordnung 1. Ordnung 2. Ordnung

f |

3. Ordnung 4. Ordnung
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Ermittelter Weg:

Ordnung

Ordnung

Ordnung

w0 NP

Ordnung

Fallt euch etwas auf?

Bildungsgesetz:

(Vgl. URL: http://wiki.zum.de/images/9/95/Drachenfalten_Mathetag.pdf, Stand 22.09.2013)
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3. Unterrichtsstunde

Zeitschiene | Inhalt Methoden/ | Sozialformen | Ergebnis
Medien/
Materialien
5 min Wiederholung
der letzten
Stunde
15 min Konstruktion der Plenum Die Schulerlnnen sollen
Drachenkurve die Konstruktion der
bis zur dritten Drachenkurve am
Ordnung Computer verstehen.
5 min Erklarung der
Aufgabenstellung
25 min Konstruktion bis Einzelarbeit Die Schiulerlnnen sollen

zur 7. Ordnung

die weiteren Ordnungen
der Drachenkurve
selbststandig
konstruieren.

Zu Beginn der dritten Unterrichtsstunde werden die Ergebnisse der vorigen Stunde

noch einmal gemeinsam wiederholt. Anschlieend wird versucht, die Drachenkurve

mithilfe des Progamms GAM am Computer zu konstruieren. Die ersten drei

Ordnungen sollen dabei gemeinsam konstruiert werden. Danach erhalten die Schuler

und Schulerinnen die Aufgabe, die nachsten vier Ordnungen selbststandig zu

schaffen. Dies sollte fur den optimalen Lernzweck in Einzelarbeit passieren. Hat ein

Schiler beziehungsweise eine Schilerin Fragen, soll er oder sie versuchen, diese

innerhalb der Klasse zu klaren, wenn dies nicht mdglich ist, soll die Lehrperson

einschreiten. Als Hilfestellung bekommen sie ein Arbeitsblatt, welches méglichst viele

Fragen abdecken soll. Als Hausibung sollen sie die Drachenkurve bis zur 10.

Ordnung konstruieren.

Lernziele:

e Ich kann die Drachenkurve sowohl per Hand als auch am Computer

herstellen.

e Ich kenne den Aufbau der Drachenkurve.

e Ich kann mit dem Programm GAM umgehen.
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Name: Klasse:

Anleitung, um die Drachenkurve mit dem Computerprogramm GAM
zu konstruieren

Wir versuchen nun, die Drachenkurve mit Hilfe des Programms GAM, welches unter
folgendem Link http://www.gam3d.at/seiten/download_gam.html (Stand 05.10.2013)

heruntergeladen werden kann, zu erzeugen.

Da die Drachenkurve ein zweidimensionales Gebilde ist, werden wir im 2D Bereich

des Programmes bleiben und die Drachenkurve im Grundriss erzeugen.

A neves Projekt -‘— —— P -]
Datei Bearbeiten 2D-Objekte 3D-Objekte Transformieren Modelleren Ansicht Optionen VRMLsDias Hilfe
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Offne ein Projekt oder erzeuge ein Objekt mit 2(3)D-Objekte, aktive Gruppe: Projekt

Um die Drachenkurve zu erzeugen, benétigen wir zunachst eine Ausgangsstrecke,
welche wir durch den Befehl 2D Strecke zeichnen wollen. Da die Strecke in der xy-
Ebene liegen soll, wahlen wir als Koordinate fur x1=0 und fur y1=0, x2=1 und y2=0.

Wir erhalten nun folgendes Bild:
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1 Otyekt, aktve Gruppe Projekt

Dies ist die 0. Ordnung der Drachenkurve. Um die 1. Ordnung zu erstellen, muss

eine zweite Strecke mit den Koordinaten x1=0 und y1=0 , x2=0 und y2=1 gezeichnet

4% neves Projekt o [
Datei Bearbeiten 20-Objekte 3D-Objekte Transformieren Modellieren Ansicht Optionen VRMLs,Dias Hilfe
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Blls En
30w GA
transf -
madel GAK
nfo Ax0
Objekt -
o [ 1
Gruppen -
anm s
(o
=) A
focs
=

0

Ja

2 Objekte, _aklive Gruppe: Projekt

Um weitere Ordnungen zu erhalten, missen diese Strecken verschoben werden.
Dies geschieht mit dem Befehl ,Schieben®. Diesen findet man auf der linken Seite
des Programms unter dem pinken Button ,Transformieren® vor. Klickt man diesen
Befehl an, so erhalt man ein Ké&stchen, wo auszuwahlen ist, welche Gerade um
welche Koordinaten verschoben werden soll. Damit die urspringliche Gerade nicht
verloren geht, muss der Befehl ,kopieren® ausgewahlt werden. Da die waagrechte
Strecke die y-Achse darstellt und die senkrechte die x-Achse, muss die ausgewahlte
Strecke um y = 1 verschoben werden. Werden Strecken nach unten verschoben, so
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muss x = 1 eingesetzt werden. Werden diese jedoch nach oben verschoben, so

muss fur x = -1 eingesetzt werden.

'

2 neves Projens
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 kopieren “ Eatbe beibehatten
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oK abbrechen Info

2 Objekte, . aktive Gruppe: Projekt

Wird auch die zweite Strecke transformiert, so erhalt man die zweite Ordnung.

4R neues Projekt v TR - AAlL - — | [
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4 Objekte, _aklive Gruppe: Projekt

Fuhrt man die Transformationen wie oben beschrieben mehrmals aus, so erhalt man
die verschiedenen Ordnungsstufen der Drachenkurve. Mit diesem Programm ist es
sehr leicht, hthere Ordnungsstufen zu konstruieren, was jedoch sehr zeitaufwandig
sein kann. Deshalb sollte in der Unterrichtstunde die Drachenkurve bis zur 7.
Ordnung konstruiert werden. Die restlichen Stufen sollten als Hauslbung erledigt
werden. Damit es nicht zu untbersichtlich wird, sollte das Fraktal hdchstens bis zur

10. Ordnung gezeichnet werden.
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Drachenkurve 10. Ordnung
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4.,5. und 6. Unterrichtsstunde (vorzugsweise drei Stunden hintereinander)

Zeitschiene | Inhalt Methoden/ | Sozialformen | Ergebnis
Medien/
Materialien

10 min Konstruktion einer Plenum Die Schulerlnnen
grasahnlichen Figur sollen die
bis zur zweiten Konstruktion einer
Ordnung grasahnlichen Figur

am Computer
verstehen.

20 min Konstruktion einer Einzelarbeit Die Schulerinnen
grasahnlichen Figur sollen die weiteren
bis zur fiinften Ordnungen
Ordnung selbststandig

konstruieren.

5 min Vergleich der Plenum
Figuren

15 min EinfUhrung zur Plenum Die Schulerlnnen
Konstruktion des sollen mithilfe der
Pythagorasbaumes Lehrperson den Satz

des Pythagoras,
dessen geometrische
Deutung und die
Proportionen kurz
wiederholen.

Pause Pause Pause Pause Pause

15 min Konstruktion des Plenum Die Schilerlnnen
Pythagorasbaumes sollen die
bis zur dritten Konstruktion eines
Ordnung Pythagorasbaumes

am Computer
verstehen.

35 min Konstruktion des Einzelarbeit Die Schiulerlnnen
Baumes his zur sollen die weiteren
finften Ordnung Ordnungen

selbststandig
konstruieren.

Pause Pause Pause Pause Pause

20 min Konstruktion des Einzelarbeit Die Schilerlnnen

Baumes bis zur
sechsten Ordnung

sollen die weiteren
Ordnungen
selbststandig
konstruieren.
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5 min Vergleich des Plenum Die Schulerlnnen

Pythagorsbaumes sollen verstehen,
mit einem echten dass Gegenstande
Baum der Natur sehr gut

durch Fraktale
dargestellt werden

kénnen.
15 min Zusammenflgen Partnerarbeit
der erstellen
Figuren
10 min Vorstellen der Plenum
Ergebnisse

In der vierten Stunde wird versucht, eine graséhnliche Figur mit dem
Computerprogramm GeoGebra zu konstruieren. Die ersten zwei Ordnungen werden
in den ersten zehn Minuten im Plenum hergestellt, die restlichen drei in Einzelarbeit.
Als Hilfestellung soll den Schilern und Schilerinnen dabei eine schriftlich
ausgearbeitete Anleitung dienen. Die selbststandig erstellten Figuren werden
anschlieBend von einigen Schilerinnen, welche von der Lehrperson ausgewahlt
werden, prasentiert. Die restliche Unterrichtsstunde wird dazu verwendet, die
Grundlagen des Pythagorasbaumes zu wiederholen. Einerseits soll den
Schilerinnen die geometrische Deutung des Satzes von Pythagoras sowie die

Proportionen in Erinnerung gerufen werden.

In der nachsten Stunde wird versucht, einen Pythagorasbaum zu konstruieren. Dabei
werden wieder die ersten drei Ordnungen im Plenum hergestellt und die restlichen in
Einzelarbeit. Da die Herstellung eines Pythagorasbaumes sehr zeitintensiv ist, haben

die Schilerinnen dafur eineinhalb Unterrichtsstunden zur Verfligung.

Die Ergebnisse der Einzelarbeit werden in der vierten Stunde verglichen. Der
Pythagorsbaum soll auch mit einem echten Baum verglichen werden, damit die
Schilerinnen sehen, dass sich Formen der Natur sehr gut durch Fraktale darstellen

lassen.
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Lernziele:

¢ Ich kann den Pythagorasbaum am Computer herstellen.
e Ich kann eine grasahnliche Figur am Computer konstruieren.
e Ich kenne den Aufbau des Pythagorasbaumes und einer grasahnlichen Figur.

e Ich kann mit dem Programm GeoGebra umgehen.
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Name: Klasse:

Anleitung, um eine grasahnliche Figur mit dem Computerprogramm
GeoGebra zu konstruieren

Wir versuchen nun, eine grasahnliche Figur mit Hilfe des Programmes GeoGebra,
welches unter folgendem Link http://www.geogebra.org/cms/de/download/

(Stand 05.10.2013) heruntergeladen werden kann, zu erzeugen.

Da diese Figur ein zweidimensionales Gebilde ist, wird sie im 2D Bereich des

Programmes erzeugt.

Da wir das Koordinatensystem hier nicht benétigen, kann dieses leicht durch Klick

auf die rechte Maustaste ,Achsen® ausgeblendet werden.

Um die Figur zu konstruieren, muss eine Strecke gezeichnet werden, welche die
Lange 16 hat. Dazu werden zwei Punkte festgelegt A:=(0,0), B:=(0,16), die
miteinander verbunden werden. Durch den Button ,Eigenschaften®, welcher mithilfe

der rechten Maustaste aufrufen werden kann, kann die Farbe geandert werden.
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Datel Beasbsiten Ansichi Einsisbungen Werkzeuge Fenster Hille

» Algebra
Punst

Die entstandene Strecke wird 30° im und gegen den Uhrzeigersinn gedreht. Dazu wir
der Befehl ,Winkel mit fester GroRe“, welcher am flnften Button von rechts

vorzufinden ist, gewabhilt.

Zuerst wird der obere Punkt angeklickt und anschlielend der untere. Beim
erscheinenden Kastchen wird dieser sowohl 30° im und gegen den Uhrzeigersinn

gedreht. Die entstandenen Punkte werden mit dem unteren verbunden.
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agdan

Anschlielend wird jeder der drei Striche geviertelt, was mit Hilfe des Befehls
.Mittelpunkt®, welcher am zweiten Button von links vorzufinden ist, geschieht. Zuerst
konstruiert man den Mittelpunkt zwischen Anfangs- und Endpunkt und anschlie3end

die Mittelpunkte der neu gewonnenen Halften.

;;;;;;

aadon

Man wéhlt anfangs den Befehl ,Winkel mit fester GroRe” aus und klickt anschlieRend
den dritten und dann den zweiten Punkt an. Beim erscheinenden K&stchen gibt man
30° im Uhrzeigersinn an. Man bekommt einen Punkt, welcher mit dem zweiten Punkt
auf der Strecke verbunden wird. Um den nachsten Ast zu konstruieren, wird wieder

der Befehl ,Winkel mit fester GroRe“ ausgewahlt. Zuerst wird der vierte Punkt
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angeklickt, anschlieRend der dritte. Beim erscheinenden Kastchen wird dieser nun
um 30° gegen den Uhrzeigersinn gedreht. Der neue Punkt wird mit dem dritten auf
der Strecke verbunden. Um das ,V* zu konstruieren, wird ebenfalls der Befehl
~Winkel mit fester Grolle“ gewahlt. Zuerst wird der flnfte Punkt angeklickt,
anschlielend der vierte. Einmal wird dieser 30° im Uhrzeigersinn gedreht und einmal
30° gegen den Uhrzeigersinn. Die neuen Punkte werden mit dem vierten verbunden.
Diese Schritte werden wiederholt, bis eine graséhnliche Figur entsteht. Damit die
Figur besser erkennbar ist, werden alle Punkte ausgeblendet. Die Beschriftung der
Strecken sollte im Vorhinein ausgeschalten werden, da das spatere Ausblenden
sonst sehr zeitintensiv ist. Drei Iterationsschritte sind dazu schon ausreichend. Man
erhalt folgendes Bild:
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Name: Klasse:

Anleitung, um eine grasahnliche Figur mit dem Computerprogramm
GeoGebra zu konstruieren

Wir versuchen nun, einen Pythagorasbaum mit Hilfe des Programms GeoGebra,
welches unter folgendem Link http://www.geogebra.org/cms/de/download/

(Stand 05.10.2013) heruntergeladen werden kann, zu erzeugen.

Da diese Figur ein zweidimensionales Gebilde ist, wird sie im 2D Bereich des

Programmes erzeugt.

[ eprey s———

DS EENEED

Da wir das Koordinatensystem hier nicht benétigen, kann dieses leicht durch Klick

auf die rechte Maustaste ,Achsen® ausgeblendet werden.

Um einen Pythagorasbaum zu konstruieren, muss ein Quadrat erstellt werden, tber
welches ein rechtwinkliges Dreieck errichtet wird. Die Seiten des Dreiecks haben ein
Verhaltnis von 3:4:5 zueinander. Die Hypotenuse des Dreiecks entspricht einer Seite
des Ausgangsquadrates. Die beiden Katheten bilden die Basis zweier neuer
Quadrate. (Vgl. URL: http://www.schulmodell.eu/unterricht/84-mathematik-
ergaenzend/mathelexikon?start=140 Stand 03.2013)

Um das rechtwinklige Dreieck schneller zu erhalten, wird das Ausgangsdreieck
zuerst um den Faktor 4:5 verkleinert und anschlie3end um 36,87° gedreht. Um einer
Verschiebung zu entgehen, wird das Basisquadrat beim Eckpunkt D mit Hilfe des

Befehls ,Strecke Objekt zentrisch vom Punkt aus®, welches unter dem vierten Button

von rechts vorzufinden ist, um den Faktor % gestreckt.
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Man erhalt nun folgendes Bild:

AnschlieBend wird das neu entstandene Quadrat um den Winkel 126,87° beim
Eckpunkt D gedreht. Der entsprechende Befehl dazu lautet ,Drehe Objekt um Punkt

mit Drehwinkel“, welcher wiederum unter dem vierten Button von rechts zu finden ist.
Das neue Bild sieht wie folgt aus:

[Drel Objek! um Punkt it Deehwinkel
Wahle zu rofierendes Objekt, dann einen Punktund gib den Drehwinke! ein

Da jenes Quadrat, welches zwar verkleinert worden, aber nicht gedreht ist, nicht
mehr gebraucht wird, kann dieses ausgeblendet werden.
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Das zweite Quadrat kann einfach mit den Befehl ,Regelmalliges Vieleck®, welcher
unter dem fiinften Button von links vorzufinden ist, erzeugt werden. Man klickt dazu
beide Eckpunkte, auf welchen das neue Quadrat liegen soll, an und bestétigt, dass
zwei weitere Eckpunkte erzeugt werden sollen. Wichtig ist jedoch, dass anfangs der
obere und anschlieBend der untere Eckpunkt angeklickt wird. In unserem Fall wird
zuerst der Eckpunkt E und danach der Eckpunkt C angeklickt. Wird dies vertauscht,

liegt das Quadrat verkehrt.

Dafel Bearbeilen Ansicht Einstellungen Werizeuge Fenster Hille

Diese Schritte werden so lange wiederholt bis ein Baum entsteht, welcher die

Eigenschaft der Selbstahnlichkeit besitzt.
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Datel Bearvaiten Ansicht Einstellungen Werkzsuge Fenstsr Hite

O A=00,0)

Vergleicht man den konstruierten Baum mit dem Foto eines echten Baumes, so

erkennt man, dass sich diese stark ahneln.
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4.2. Oberstufe: 7. Klasse

Mit Hilfe des vorliegenden Unterrichtsmateriales soll zuerst der Fraktalbegriff unter

Anwendung eines Stationenbetriebes erarbeitet werden. Dieser Stationenbetrieb

umfasst drei Unterrichtsstunden. Im Anschluss wird versucht, ein fraktales Gebirge

mittels des Programmes Microstation zu erzeugen.

Stundentafel

1. Unterrichtsstunde

Zeitschiene | Inhalt Methoden/ Sozialformen | Ergebnis
Medien/
Materialien
5 min Einteilung der | Verschieden Kleingruppen (2 bis 3
Teams mittels | farbige Schilerlnnen) entstehen
Ziehung von Zuckerl
Zuckerl
3 min Gruppen Kleingruppen (2 bis 3
finden sich Schilerlnnen) entstehen
zusammen
5 min Erklarung der
Aufgaben-
stellung
2 min Austeilen der
der Bilder
15 min Arbeitsphase Kleingruppen Die Bilder sollen zu
(2 bis 3 Gruppen
Schilerlnnen) | zusammengefasst
werden.
10 min Jede Gruppe Plenum
stellt ihre
Ergebnisse
vor
10 min Diskussion Plenum Die Schulerinnen sollen

die Ahnlichkeiten
zwischen den Bildern
erkennen.
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In der ersten Unterrichtsstunde zum Thema ,Fraktale® werden die Schulerlnnen in
Gruppen eingeteilt. Dies geschieht mittels verschieden farbiger Zuckerl. Dadurch
entstehen Kleingruppen, wobei jede zwei bis drei Schilerinnen umfasst. Dann wird
die Aufgabenstellung erklart, welche sie im Anschluss bearbeiten sollen. Den
Schilern und Schilerinnen werden acht Bilder vorgelegt, welche sie in Gruppen
zusammenfassen sollen. Die Begriindung soll von den Schulerlnnen schriftlich
festgehalten werden. Nach der Arbeitsphase haben die Schilerinnen zehn Minuten
Zeit, um ihre Ergebnisse vorzustellen. Dies soll in einer Diskussion miinden, warum
jene Bilder gerade zu dieser Gruppe zugeteilt worden sind. Passiert dies nicht, soll

die Lehrperson durch gezielte Fragen eine Diskussion eroffnen.
Lernziele:

e Ich kenne den Unterschied zwischen Objekten, welche die Eigenschaften
eines Fraktals besitzen, und jenen, die keine derartigen Eigenschaften haben.

e Ich kann Fraktale in Gruppen zusammenfassen.
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Name:

Fraktale

Arbeitsaufgabe:

Versucht die vorliegenden Bilder in Gruppen zusammenzufassen! Haltet eure

Ergebnisse schriftlich fest!

Ergebnisse:
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2. Unterrichtsstunde

Zeitschiene | Inhalt Methoden/ Sozialformen | Ergebnis
Medien/
Materialien
5 min Aufbau des
Stationenbe-
triebes
10 min Erklarung des Frontal
Stationenbe-
triebes
1 min Austeilen der
Kontrollblatter
34 min Durchfuhrung Einzel- oder Die Schulerinnen sollen
des Partnerarbeit erkennen, was sich hinter
Stationenbe- dem Wort ,Fraktal® und
triebes .Fraktale Geometrie®
verbirgt

In der zweiten Unterrichtsstunde wird mit dem Stationenbetrieb begonnen. Die
Reihenfolge der Stationen ist fur die Schuler und Schilerinnen frei wahlbar, jedoch
sollten sie nach drei Unterrichtsstunden alle Pflichtstationen absolviert haben. Die
Pflichtstationen sind in Einzel- oder Partnerarbeit durchzufiihren. Am Kontrollblatt

sollen jene Stationen eingetragen werden, welchen schon bearbeitet wurden.

Station Bedeutunqg von Fraktalen

Mit dieser Station sollen die Schiler und Schilerinnen die Bedeutung der Fraktale
kennen lernen. Weiters soll ihnen bewusst werden, dass der Begriff ,Fraktal” nicht so
abstrakt ist, wie er klingt.

Station Definition ,Fraktal®

Durch diese Station sollen die Schiler und Schilerinnen verstehen, dass es keine

einheitliche Definition gibt, jedoch die Selbstdhnlichkeit ein essentielles

Charakteristikum ist. Die Schuler und Schilerinnen sollen wissen, was man unter

L,Selbstahnlichkeit” versteht und diese Definition auch anwenden kdnnen.
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Station Blumenkohl — Form und Aufbau

Diese Station soll in Partnerarbeit durchgefuhrt werden. Dazu erhélt jede Gruppe die
zur Verfugung stehenden Materialien wie Blumenkohl und Lupe. Jede Gruppe erhalt
ihre eigenen Materialien, damit es zu einem reibungslosen Arbeiten kommen kann.
Der Blumenkohl kann nach Bedarf in kleinere Stlicke zerlegt werden. Mit Hilfe dieses
Arbeitsauftrages sollen die Schiler und Schilerinnen die Selbstahnlichkeit an einem

realen Beispiel, dem Blumenkohl, kennen lernen.

Welche Bilder sind selbstahnlich?

In dieser Station sollen die Schiler und Schilerinnen abermals die Definition der
,Selbstahnlichkeit anwenden und entscheiden, ob Figuren selbstéhnlich sind oder
nicht.

Entstehung eines Fraktals

In dieser Station wird die Entstehung eines Fraktals behandelt. Dazu wird der
Prozess der Iteration anhand der Koch-Kurve vorgestellt. Diesen
Konstruktionsprozess sollen die Schiler und Schilerinnen nachvollziehen und

anschlieRend die Konstruktion der Cantor-Flache weiterfuhren.

Lindenmayer-Systeme

Bei dieser Station sollen die Schiler und Schilerinnen verstehen, dass Fraktale sehr
gut geeignet sind, natirliche Figuren zu beschreiben. Der Biologe Lindenmayer hat
dazu ein System entwickelt, welches die Schuler und Schuilerinnen anhand dieser

Station kennen lernen werden.

Fraktale Geometrie

Hier wird die Weiterentwicklung der euklidischen Geometrie behandelt. Die Schiiler
beziehungsweise Schulerinnen sollen verstehen, dass natlrliche Ph&dnomene nicht

durch euklidische Formen beschrieben werden kénnen.
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Wie lang ist die Kiiste Englands?

Bei dieser Wabhlstation sollen die Schiler sowie Schilerinnen feststellen, dass die
Kiste, je kleiner der Mal3stab wird, langer wird und somit eigentlich unendlich lang

ist.

Drachenkurve

Bei der zweiten Wabhlstation haben die Schiler und Schulerinnen die Mdglichkeit, ein
Fraktal selber herzustellen. Durch Falten eines Papieres konnen sie die

Drachenkurve herstellen.

Lernziele:

¢ Ich kenne die Konstruktion der Koch-Kurve.

e Ich kenne das Bildungsgesetz der Koch-Kurve und kann dieses auch
anwenden.

e Ich weil3, dass die Koch-Kurve selbstahnlich ist.

e Ich weil3, dass der Blumenkohl selbstéhnlich ist.

e Ich weil3, was hinter dem Begriff Selbstahnlichkeit steckt.

e Ich kann Figuren auf Selbstéhnlichkeit Gberprifen.

e Ich weil3, was ein Fraktal ist.

e Ich kenne die Konstruktionsschritte eines Fraktals.
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3. Unterrichtsstunde

Zeitschiene | Inhalt Methoden/ Sozialformen | Ergebnis
Medien/
Materialien
5 min Aufbau des
Stationenbe-
triebes
45 min Durchfuhrung Einzel- oder Die Schulerinnen sollen
des Partnerarbeit erkennen, was sich hinter
Stationenbe- dem Wort ,Fraktal“ und
triebes .Fraktale Geometrie®

verbirgt

In der dritten Unterrichtsstunde wird der Stationenbetrieb weiter bearbeitet. Die

Reihenfolge der Stationen ist wieder fur die Schiler und Schulerinnen frei wahlbar.

4. Unterrichtsstunde

Zeitschiene | Inhalt Methoden/ Sozialformen | Ergebnis
Medien/
Materialien
5 min Aufbau des
Stationenbe-
triebes
45 min Durchfuhrung Einzel- oder Die Schulerinnen sollen
des Partnerarbeit erkennen, was sich hinter
Stationenbe- dem Wort ,Fraktal® und
triebes .Fraktale Geometrie®

verbirgt

In der vierten Unterrichtsstunde wird der Stationenbetrieb weiter bearbeitet. Die

Reihenfolge der Stationen ist wieder fir die Schiler und Schulerinnen frei wahlbar.
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Stationenbetrieb: Fraktale Geometrie

Name:

e Du kannst dir die Reihenfolge der Stationen selber aussuchen!

e Alle Pflichtstationen miussen bearbeitet werden!

Station Sozialform | Kontrolle | erledigt am:

Pflicht Warum sind Fraktale SO

bedeutend?

Definition ,Fraktal”

Blumenkohl — Form und Aufbau

Welche Bilder sind selbstahnlich?

0 wm | -

Entstehung eines Fraktals

Lindenmayer-Systeme

Fraktale Geometrie

Wabhl Wie lang ist die Kiiste Englands?

Erstellung einer Drachenkurve

—

Einzelarbeit
Partnerarbeit

S Selbstkontrolle

L Kontrolle der Lehrperson
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Warum sind Fraktale so bedeutend?

wariuw wird die Geometrie oft als < <wilchtern>>
und < <trpcken>> bezelchnet? Nun, elner der Griunde

besteht in  threr Lnfithigkelt, solche Formen zu

beschretben, wie etwa eine Wolke, einen ®Berg, elne

Kistenlinie oder einen Baum. Wolken sind keine
Kugeln, Berge keine Kegel, Kitstenlinien keine Kreise.
Dile Rinde ist nicht glatt — wnd auch der Blitz bahnt
sieh selnen Weg nicht gerade. (Mandelbrot, S. 13)

Benoit Mandelbrot

Fractals ave tmportant because they reveal a
wew avea of mathematics directly relevant to
the stuw(g of nature (Lesmolr-Gordon et al, S.

)

lan Stewart

No one will be considered scientifically
Literate tomorrow who Ls not familiar with

fractals (Lesmolr-Gordown et al., S. 3)

John Archibald Wheeler
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Arbeitsaufgabe:

Such zwei weitere Aussagen im Internet, warum Fraktale in der heutigen Zeit so

bedeutend sind! Vergleiche deine Ergebnisse mit einer zweiten Person.
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Definition ,,Fraktal“

Definition Selbstahnlichkeit:

Selbstahnlichkeit bedeutet, dal [sic!] ein
echter Teil der Gesamtfigur, vergrof3ert mit

einer passend gewahlten  zentrischen

Streckung, der Gesamtfigur ahnlich sieht oder

ihr sogar exakt gleicht. (Komorek et al., S. 118)

Benoit Mandelbrot
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Beispiel:

Die Koch-Kurve, welche in der unten stehenden Abbildung zu sehen ist, ist
selbstahnlich, da der umkreiste Teilbereich der Koch-Kurve nach entsprechender

Reskalierung nicht mehr von der ursprunglichen Kurve zu unterscheiden ist.

Koch-Kurve
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Arbeitsaufgabe:

Ist die nachstehende Figur, das Sierpinski-Dreieck, selbstahnlich?

Begriindung:

Sierpinski-Dreieck
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Blumenkohl = Aufbau und Form

Arbeitsaufgabe:

Versucht in 2er Teams die Form beziehungsweise den Aufbau des Blumenkohls zu

analysieren und haltet eure Ergebnisse schriftlich fest!

Ergebnisse:
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Welche Bilder sind selbstahnlich?

SELBSTAHNLICH

NICHT SELBSTAHNLICH

Menger-Schwamm Barnsley-Farn

Pythagorasbaum

Buchenblatt
al., S. 179)

menschliche Lunge (Vgl. Komorek et
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Entstehung eines Fraktals

- USW.

Konstruktion des Sierpinski-Dreieckes
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Arbeitsaufgabe:

Versuche, mdglichst viele Iterationsschritte bei der Cantorflache durchzufihren!

Die Cantor-Flache wird ebenfalls durch Iteration hergestellt. Als Ausgangselement
dient eine Flache, welche die Lange ao, die Breite by sowie einen Inhalt Ay besitzt.
Um die Cantor-Flache 1. Ordnung herzustellen, muss das mittlere Drittel der
urspringlichen Flache entfernt werden. Damit sich der Flacheninhalt jedoch nicht
verandert, muss sich die Breite gegenuber der urspriinglichen Breite um die Halfte

erhohen. Dieser Schritt wird immer wieder wiederholt. (Vgl. Komorek et al., S. 74)
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Lindenmayer-Systeme

Mit Hilfe von Lindenmayer-Systemen kann das Pflanzenwachstum modelliert werden.
(Vgl. URL: https://home.ph-freiburg.de/deisslerfr/programme/lindenmayer.pdf Stand
23.10.2013) Diese Idee wurde vom niederléandischen Biologen Astrid Lindenmayer
entwickelt. (Vgl. Haftendorn, S. 89)

Grundprinzip der Lindenmayer-Systeme

Stufe 1 Stufe 2 Stufe 3

Stufe 1. Um ein fraktales Kraut entstehen zu lassen, muss zuerst ein gerader Strich
gezeichnet werden, welcher (Vgl. Haftendorn, S. 89) in der Mitte einen Keim fir
einen Ast nach links tragt und oben einen Keim fiir einen geradeaus gehenden und
einen rechten Ast. (Haftendorn, S. 89) Dieser Strich wird Initiator genannt. (Vgl.
Haftendorn, S. 89)

Stufe 2: Diese Stufe zeigt die entwickelten Keime der vorherigen Stufe. Jeder dieser
Keime tragt jedoch wieder (Vgl. Haftendorn, S. 89) in der Mitte einen Keim.
(Haftendorn, S. 89). Stufe 2 heil3t Generator. (Vgl. Haftendorn, S. 89)

Stufe 3: In dieser Stufe sind die entwickelten Keime der Stufe 2 zu sehen. Doch die

Aste haben wieder Keime, welche erst in der Stufe 4 reifen.

Dieser Prozess wird immer wieder fortgefuhrt. (Vgl. Haftendorn, S. 89)
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Ab einer gewissen GroRRe stoRt auch der Computer an seine Grenzen. Diese
Grenzfigur des iterierten Bildungsprozesses wird als Fraktal bezeichnet. (Vgl.
Haftendorn, S. 89f)

Arbeitsaufgabe:

Rufe das Programm LSy4-0.exe auf. Wenn du auf den Button ,Regelsystem laden®
driickst, erscheinen unterschiedliche Fraktale, welche du mit Hilfe des Programms

zeichnen kannst.

Das Axiom ist mit dem Initiator gleichzusetzen. (Vgl. Haftendorn, S. 90) Die
verschiedenen Stufen einer Pflanze erhalt man, indem die Regeln immer wieder auf

den Startterm angewandt werden.

e F ... eine Linie mit einer festgelegten Lange wird gezeichnet

o f ... die Linie mit einer festgelegten Lange wird zwar gezeichnet, ist aber nicht
sichtbar

e + ... Drehung um einen festen Winkel (positiver Umlauf)

e - ... Drehung um einen festen Winkel (negativer Umlauf)

[ ... die momentane Position und Richtung wird gespeichert

e ] ... Ruckzug zur letzten gemerkten Position und Richtung

(Vgl. URL: https://lhome.ph-freiburg.de/deisslerfr/programme/lindenmayer.pdf
Stand 23.10.2013)

Wenn du auf den Button ,Zeichnen® drickst, erscheint das Zeichenfenster, bei
welchem du die Tiefe (Stufe) einstellen kannst.

Wenn du dies alles eingestellt hast, kannst du die Figur zeichnen. Unter dem Button
.In  Zwischenablage speichern kannst du diese Figur anschlieend mit der
Tastenkombination ,StrgV* in das Programm Paint einfiugen, wo du zum Beispiel

einen Wald erstellen sollst!
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Fraktale Geometrie

warum wird die Geometrie oft als <<wnichtern>>
ung < <trpcken>> bezelchnet? Nun, elner der Grivnde
besteht in  threr Lnfithigkelt, solche Formen zu
beschretben, wie etwa elne Wolke, elnen  Berg, elne
Kistenlinie oder einen Bawm. Wolken sind keine
Kugeln, Berge kReine Kegel, Kiustenlinlen kelne Krelse.
ol Dile Rinde ist nicht glatt - wnd auch der Blitz bahnt
Ao A —

—F S 4% sieh sebnen Weg nicht gerade. (Mandelbrot, S. 13)
\s /e

o

g
%
¥

Benoit Mandelbrot

Mit diesem Aphorismus hat Mandelbrot die Komplexitéat natirlicher Objekte
aufgezeigt, welche sich von den Formen der euklidischen Geometrie wesentlich
unterscheiden. Dadurch kdnnen Naturerscheinungen auch nicht mit euklidischen
Formen konstruiert werden, da hier die Komplexitat nicht berticksichtigt werden kann.
Euklidische Formen haben eine glatte Oberflache, was jedoch bei keiner
Naturerscheinung vorzufinden ist. Daher hat Mandelbrot die fraktale Geometrie
eingefihrt, welche die natirlichen Phdnomene am besten beschreiben kann. (Vgl.
Sakas, S. 37f)

Arbeitsaufgabe:

Was versteht man unter euklidischer Geometrie? Auf wen geht sie zurick? Was
versteht man unter euklidischen Formen? Versucht diese Fragen in Partnerarbeit

mithilfe des Internets zu beantworten!
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Wie lange ist die Kiste Englands?

Auch mithilfe des Computers kdnnen keine Fraktale hergestellt werden, da auch er
die Iteration nicht unendlich oft ausfiihren kann. Es werden nur ,angefangene®
Fraktale konstruiert. Doch in der Natur finden wir fraktaldhnliche Gebilde vor, wie

zum Beispiel ein vulkanisches Gestein, da es dem Menger-Schwamm &ahnlich sieht.

s

28
Tuffstein Menger-Schwamm

Auch die Kiste Englands ist wegen der Fjorde, Buchten, Unterbuchten etc. ein
Fraktal. (Vgl. Zeitler et al., S. 145f)

Arbeitsaufgabe:

Versuche die Kiste Englands zwischen Plymoth und St. Austell auf den beiliegenden

Landkarten mithilfe eines Zirkels beziehungsweise eines Fadens zu vermessen.

Zu welchem Ergebnis bist du gekommen?

Schlag im Internet, in Lexika etc. nach, wie lange die Kiste Englands ist.
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Drachenkurve

Die Drachenkurve ist ein Fraktal, welches die Eigenschaft der Selbstahnlichkeit

erfullt.

Bastelanleitung:
Zuerst wollen wir die Drachenkurve selbst falten. Dazu nimmst du dir einen

Papierstreifen, welchen du in zwei Halften teilst.

Klappe nun den Papierstreifen wieder auf, bis die beiden Halften einen 90°-Winkel
einschlie3en. Dies ist die erste Stufe beziehungsweise die erste Ordnung zur

Konstruktion der Drachenkurve.
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Um die nachfolgenden Ordnungen der Drachenkurve herzustellen, musst du die zwei
Halften wieder aufeinander legen und in der Mitte falten. Den neuen Streifen,
welchen du gerade erhalten hast, teilst du wieder in zwei Halften. Diesen Prozess
wiederholst du solange es moglich ist. Du solltest aber darauf achten, dass du immer
in die gleiche Richtung faltest. Dabei ist es von Vorteil, wenn du das Papier mit der

rechten Hand héltst und mit der linken Hand faltest.

N

Wenn du mit dem Falten fertig bist, kannst du beginnen, die Drachenkurve zu 6ffnen.
Zuerst falte die beiden Halften auseinander, bis sie einen 90°-Winkel einschliel3en.
Anschlielfend ziehe alle Halften nach unten auseinander, bis du die Drachenkurve

erkennen kannst! Jede Offnung einer Faltung entspricht einer neuen Ordnung.

(Vgl.  URL: http://wiki.zum.de/images/9/95/Drachenfalten_Mathetag.pdf  Stand
05.11.2013)
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5. und 6. Unterrichtsstunde (vorzugsweise zwei Stunden hintereinander)

Zeitschiene | Inhalt Methoden/ | Sozialforme | Ergebnis
Medien/ n
Materialien
10 min Erklarung der Plenum Die Schiulerlnnen sollen
Konstruktion durch die Konstruktion eines
die Lehrperson fraktalen Gebirges am
Computer verstehen.
10 min Konstruktion der Plenum
ersten Schritte
30 min Konstruktion des Einzel- oder Die Schiulerlnnen sollen
fraktalen Gebirges Partnerarbeit | ein fraktales Gebirge am
Computer selbst
erstellen.
Pause Pause Pause Pause Pause
20 min Konstruktion des Einzel- oder Die Schulerlnnen sollen
fraktalen Gebirges Partnerarbeit | ein fraktales Gebirge am
Computer selbst
erstellen.
15 min Visualisierung des Plenum Die Schiulerlnnen sollen
fraktalen Gebirges gemeinsam mit der
Lehrkraft versuchen, das
fraktale Gebirge
moglichst lebensnah zu
visualisieren.
15 min Vorstellen der Plenum Die Schiulerlnnen sollen

Ergebnisse

verstehen, dass
Phanome der Natur gut
durch Fraktale
dargestellt werden
kénnen.

In der funften und sechsten Unterrichtsstunde wird versucht, ein fraktales Gebirge
mithilfe des Programmes Microstation zu erstellen. Die Grundlagen sollen im Plenum
besprochen werden. Anschliel3end sollen die Schiler beziehungsweise Schilerinnen
die weiteren Konstruktionsschritte selber durchfihren. Die Visualisierung sollte
wieder im Plenum geschehen. Danach werden die Ergebnisse der Einzel- oder

Partnerarbeit im Plenum verglichen. Es soll auch besprochen werden, ob ein Gebirge

der Natur durch ein fraktales Gebirge geschaffen werden kann.
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Lernziele:

e Ich kann ein fraktales Gebirge am Computer herstellen.
e Ich kenne den Aufbau eines fraktalen Gebirges.

¢ Ich kann mit dem Programm Microstation umgehen.
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Name:

Anleitung, um ein fraktales Gebirge mit dem Computerprogramm
Microstation zu konstruieren

Um einen Berg herzustellen, wird ein Dreieck in der Ebene gezeichnet. Die
Mittelpunkte jener drei Seiten werden je nach Lust und Laune auf den
Seitensymmetralen entweder nach oben oder nach unten verschoben. Diese neu
entstandenen Punkte werden zu einem Dreieck erganzt und man verbindet sie auch
mit den dbrigen Eckpunkten, sodass insgesamt vier Dreiecke entstehen, welche
gleiche Seiten und Eckpunkte besitzen. AnschlielRend werden die kleineren Dreiecke
nach dem gleichen Schema wie oben unterteilt. Um einen mdoglichst realistischen
Effekt zu bekommen, sollten die Verschiebungen der Mittelpunkte immer kleiner

werden.

Summa Summarum entstehen aus einem Dreieck mit drei Eckpunkten, zuerst vier
Dreiecke mit 6 Eckpunkten, anschlielRend 16 Dreiecke mit 15 Eckpunkten, danach 64
Dreiecke mit 45 Eckpunkten. Nach sechs Iterationsschritten sind aus einem grof3en
Dreieck 4096 kleine geworden und aus 3 Eckpunkten 2145. Wird die Figur naher

betrachtet, so fallt auf, dass sie einem Berg stark &hnelt. (Vgl. Becker et al., S. 226)
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Um ein fraktales Gebirge zu erschaffen, musst du ein Ausgangsdreieck in der Ebene

zeichnen.
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Anschliel3end konstruierst du mit dem Befehl ,Point(s) Between® die Mittelpunkte der

drei Seiten. Dazu werden einfach die Eckpunkte angeklickt.

Diese werden danach mithilfe von Hilfslinien in die H6he verschoben. Damit diese
wirklich in die z-Richtung schauen, musst du eventuell den Accu-Draw entweder mit
der Taste t oder der Taste s drehen.
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Die nach oben verschobenen Mittelpunkte werden zu einem Dreieck verbunden.
Weiters werden jeweils zwei Mittelpunkte mit einem Eckpunkt des urspringlichen
Dreiecks zu einem neuen Dreieck zusammengefasst. Somit entstehen aus einem
Dreieck vier Dreiecke. Von diesen neu entstandenen Dreiecken werden wieder die
Mittelpunkte konstruiert, erneut in die z-Richtung verschoben und zu neuen
Dreiecken verbunden. Die Verschiebung ist bei diesem Schritt jedoch geringer als bei
dem vorherigen. Dies wird mehrmals wiederholt, bis ein fraktales Gebirge entsteht

oder die Unterteilung fein genug ist.
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Achtung: Die Dreiecke sollten der Objektebene zugeordnet

~ Drawing
werden und die Hilfskonstruktionen der Hilfskonstruktionsebene. ;ZI:E‘;TZt
Benutz dazu immer die gleichen Farben! ;wa:fg'g
A Terrain Model
Um dieses fraktale Gebirge zu visualisieren, offnet man den Punkt \2ithtd‘9
,Visualization“, welcher am linken Rand von Microstation vorzufinden @@EE@ RS
ist. Ejrw‘ig )

Anschlieend wird der Befehl ,Define Materials“ angeklickt. Es offnet
sich der Material Editor, wo eine neue Palette unter dem Befehl

,Palette -> New" erstellt werden muss.

H  Animation
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Unter dem Befehl ,Material -> Import® kann das
gewilnschte Material der Palette zugeordnet werden.
Um ein realistisches Gebirge zu erstellen, erweist

sich das Material ,Stone&Gravel“ als passend.

Unter dem Befehl ,Pattern“ kann das Material wie

gewinscht bearbeitet werden.

] ~ Solid ¢ L] » | Pattern
Dark | * [tn " | Bright
Dull |« [l * | Shiny
D Reflective D Metallic
Blur Reflections Glow: |0 E
Opaque < [ Il | * | Clear
Refract: | 1.00 - Blur Refractions
Shaded ¢ [0 [Bumpy & = Fl
Displacement (mm): | 0.0 g~
4 Preview
[ Size: |4.0000cm
Mode:
Qualiy:
Display:

D Constrain efficiency to 54%

[Pattern map uses STONEOLJPG

Refresh:
* [

[ k"

A Material Editor (Basic Mode)

Tol

A

ble Polotie Material Edit _Settings

b a ks~

2

Unter dem Befehl kann das

Material einer Ebene zugewiesen werden.

»LAssign Material*

neu
@ Berg ] v Solid | ¢
» New Material [1]

Blstone 1

Dark | ¢

Dun [« LI

Constrain efficiency to 54%

* | Pattem 33 v

» | Brght

v D ov[d v

> w{a v (]) Allca i e D75

TR A AR,

A Material Editor (Basic Mode)

Es offnet sich ein neues Fenster, wo unter

DNEE rhe

| Tsble Poletie Moteriel Edit Settings

yeEe[n-

die

ausgewahlt werden kann. Es muss sowohl

~Material Assignments* Ebene

# Berg
> New Matenal [1]
Blsione 1

die Ebene als auch die verwendete Farbe

angegeben und auf ,Apply* gedrickt

werden.

Anschlielend kann das fraktale Gebirge durch dem

Befehl ,Render” konstruiert

werden. Dieser ist abermals unter dem Punkt ,Visualization Q“ vorzufinden.
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Werden noch Gras und Licht eingefligt, so erhélt man folgendes Bild:
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Zusammenfassung

Das Thema meiner Diplomarbeit ist die fraktale Geometrie im Unterricht. Im ersten
Teil der Arbeit befasse ich mich mit der Theorie von Fraktalen und fraktaler
Geometrie. Zuerst wird vorgestellt, was unter einem Fraktal zu verstehen ist. Dazu
werden die Begriffe ,Selbstahnlichkeit®, ,Selbstaffinitat® und ,Dimension® diskutiert.
Im Anschluss wird versucht, auf die Entstehung von Fraktalen einzugehen. Dabei
wird zuerst ein Beispiel vorgestellt und danach die Theorie erlautert.

Der Hauptteil meiner Diplomarbeit beschaftigt sich jedoch mit der fraktalen
Geometrie im GZ- sowie DG-Unterricht. Dazu wurde zuerst der Lehrplan analysiert.
Leider ist die fraktale Geometrie weder im GZ- noch im DG-Lehrplan vorzufinden,
jedoch sind einige Anknipfungspunkte vorhanden, die uns erlauben, dies im
Unterricht behandeln. Im Anschluss an die didaktischen Bemerkungen befindet sich
ein Unterrichtsvorschlag sowohl fir die Unter- als auch fur die Oberstufe. Dieser
umfasst jeweils sechs Unterrichtsstunden und fordert die Schiler und Schilerinnen
zur Selbststandigkeit auf.

In der Unterstufe wird aufbauend auf den Begriff ,Ahnlichkeit*, welcher in der dritten
Klasse im Mathematikunterricht behandelt wird, der Begriff ,Selbstahnlichkeit"
eingefiihrt. Verschiedene Figuren, welche die Schiler und Schilerinnen selbst
herstellen missen, werden auf diese Eigenschaft untersucht. Im Zuge dessen wird
mithilfe der Konstruktion von Fraktalen deren Regelmé&Rigkeit erarbeitet. Da die
Erstellung von Fraktalen handisch sehr zeitintensiv ist, wird mit zunehmender
Komplexitat auf den Computer umgestiegen, mit dessen Hilfe naturdhnliche Fraktale
hergestellt werden kénnen. Diese werden mit realen Objekten verglichen, wobei die
Schiler sowie Schilerinnen feststellen sollen, dass Phanomene der Natur gut durch
Fraktale dargestellt werden kdnnen.

In der Oberstufe wird ebenso in den ersten Unterrichtsstunden viel Wert auf
Begrifflichkeiten im Zusammenhang mit Fraktalen gelegt. Wichtige Eigenschaften der
Fraktale wie ,Selbstahnlichkeit® und ,Dimension werden durch einen
Stationenbetrieb néaher gebracht. Zudem wird auf die Erzeugung von Fraktalen
eingegangen und der Unterschied zwischen fraktaler und euklidischer Geometrie
aufgezeigt. Nach dem Stationenbetrieb wird schliel3lich versucht, ein fraktales
Gebirge mithilfe des Computerprogramms Microstation zu konstruieren.
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Da der Geometrie immer wieder vorgeworfen wird, trocken und niichtern zu sein,
eignet sich die fraktale Geometrie als Werkzeug, einen lebensnahen und auch
lebendigen GZ- sowie DG-Unterricht zu gestalten. Die vorliegenden
Unterrichtsmaterialien richten somit sich an GZ- und DG-Lehrerinnen, welche

versuchen, einen lebensnahen Geometrieunterricht zu betreiben.
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Tabellenverzeichnis

e Tabelle 1: eigene Darstellung (Vgl. Reiter, S. 50)
o Tabelle 2: eigene Darstellung (Vgl. Reiter, S. 51)
e Tabelle 3: eigene Darstellung (Vgl. Reiter, S. 51)

Anhang

Bilder flr Gruppenarbeit 1. Stunde 7. Klasse
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Losung Selbstahnlichkeit

SELBSTAHNLICH

NICHT SELBSTAHNLICH

Menger-Teppich

Stickmuster

Barnsley-Farn

Zeichnung von M. C. Escher

Pythagorasbaum

Buchenblatt

Lungenabbildung

Losungsblatt Cantor-Flache
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