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Vorwort

Der Zufall ist in unserem Leben allgegenwértig. Er fithrt Regie bei den wochentli-
chen Ziehungen der Lottozahlen und entscheidet bei zahlreichen Gesellschafts- und
Gliicksspielen iiber Gewinnen und Verlieren. Obwohl wir den Zufall nicht beeinflus-
sen konnen und ihn mit Gliick und Pech assoziieren, stellen wir trotzdem gewisse
Forderungen an ihn. So erwarten wir intuitiv, dass beim Roulette die Farben Rot
und Schwarz etwa gleich héufig erscheinen oder ein fairer Miinzwurf in der Hélfte
der Fille Kopf zum Ergebnis hat. Auch wenn wir kurzfristige Schwankungen oder
Pechstréahnen akzeptieren, erwarten wir, dass der Zufall auf lange Zeit gesehen , fair
handelt. Und tatséchlich: Wie wir sehen werden, gehorcht selbst der , unberechen-

bare® Zufall gewissen mathematischen Gesetzen.

Das theoretische Fundament dieser langfristigen GesetzmafBigkeiten bilden die Grenz-
wertsétze. Sie zidhlen zu den wichtigsten Resultaten der Wahrscheinlichkeitstheorie.
Bekannte Beispiele dafiir sind die Gesetze der Groflen Zahlen oder der Zentrale
Grenzwertsatz, die mittlerweile sogar in vereinfachten Versionen in jedem Schul-
buch zu finden sind. Diese Grenzwertsédtze haben nicht nur innerhalb der Stochastik
eine fundamentale Bedeutung, sondern auch in zahlreichen Anwendungsbereichen
wie in der Medizin, Biologie, Genetik oder Wirtschaft. Diese Tatsache unterstreicht
die wachsende Bedeutung der Stochastik und zeugt von der fruchtbaren Wechsel-

wirkung zwischen Theorie und Anwendung.

In der vorliegenden Diplomarbeit mochte ich mich allerdings weniger mit den An-
wendungen beschéftigen, sondern die mathematischen Hintergriinde dieser Grenz-
wertsétze ausarbeiten. Dazu mochte ich im ersten Kapitel zunéchst wichtige Grund-
lagen und Hilfsmittel der Wahrscheinlichkeitstheorie erldutern. Neben den klassi-
schen Begriffen wie Wahrscheinlichkeitsraumen, Zufallsvariablen oder Verteilungen
werden auch die charakteristischen Funktionen eingefiihrt, die eines der wichtigsten
Hilfsmittel darstellen. Im zweiten Kapitel werden die verschiedenen Konvergenzbe-
griffe der Stochastik vorgestellt, die wir spéter benttigen werden. Dabei gehen wir

auch auf die Zusammenhénge dieser Konvergenzarten ein.

Mit diesem Wissen ausgestattet konnen wir uns anschliefend im dritten und vierten
Abschnitt mit den Gesetzen der Groflen Zahlen bzw. den Zentralen Grenzwertsatzen
beschéftigen. Dabei werden zahlreiche verschiedene Versionen mit unterschiedlich
starken Voraussetzungen behandelt. Angefangen mit einfachen Spezialfillen werden
die Annahmen immer mehr abgeschwécht, um schliellich zu sehr allgemeinen Re-

sultaten zu gelangen.



Das fiinfte Kapitel beschéftigt sich mit weniger bekannten Resultaten. In den bis
dahin angefiihrten Theoremen setzen wir immer voraus, dass die zufélligen Ereignis-
se unabhédngig voneinander erfolgen. Gerade fiir viele Anwendungsbereiche ist dies
keine realistische Annahme. Deshalb fithren wir eine spezielle Klasse von Stochas-
tischen Prozessen ein, die Markov-Ketten genannt werden. Sie weisen ein einfaches
Kurzzeitgedichtnis auf und erméglichen damit weiterhin explizite Berechnungen.
Wir interessieren uns dabei wieder fiir das Grenzverhalten. Davor werden jedoch

grundlegende FEigenschaften eingefiihrt.

Im letzten Abschnitt werden Irrfahrten auf Z? behandelt, die eine spezielle Klasse
von Markov-Ketten darstellen. Augenmerk wird dabei wieder auf das Langzeitver-
halten gelegt. Nach einer kurzen Einfiihrung studieren wir vor allem die Riickkehr-
zeiten derartiger Prozesse in den verschiedenen Dimensionen. AnschlieBend untersu-
chen wir noch weitere Grenzwertaussagen der eindimensionalen Irrfahrt und geben

einen Ausblick auf zeitstetige Prozesse.

Bedanken mochte ich mich bei meiner Familie, insbesondere meinen Eltern, die
es mir ermoglicht haben, dieses Studium zu absolvieren und mich bei diversen Pro-
blemen immer voll unterstiitzt haben. Dank gebiihrt auch meinen Freunden und
Studienkollegen, die mir immer mit Rat und Tat zu Seite standen.

Ein grofler Dank gilt auch meinem Betreuer der Diplomarbeit, Peter Raith, der mir
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1 Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Begriffe eingefiihrt, die fiir die Be-
handlung der weiteren Themen Voraussetzung sind. Hauptquellen fiir dieses Kapitel

waren [1], [3], [5] und [7].

1.1 Wahrscheinlichkeitsraume

Zunéchst miissen wir ein System A von Ereignissen festlegen, sodass man jedem Er-
eignis A € A eine Wahrscheinlichkeit P[A] zuordnen kann. Solange der Ereignisraum
Q2 endlich oder abzahlbar ist, kommt es zu keinen Schwierigkeiten, da wir dann fiir A
die Potenzmenge P(2) wéhlen kénnen. Ist 2 jedoch iiberabzéhlbar, so kommt es zu
Problemen. Der Ausweg aus dem Dilemma besteht darin, dass wir darauf verzich-
ten, fiir alle A eine Wahrscheinlichkeit P[A] zu definieren. Stattdessen ordnen wir nur

jenen Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zu, die bestimmte Eigenschaften erfiillen.

Definition 1.1. Sei Q # ). Ein Mengensystem A C P(Q) mit den Eigenschaften
i) Qe A
(i) Ac A=A =Q\Aec A

(iii) Ay, Ag, A3,... € A= Ai€A

heift eine o-Algebra in €. Das Paar (€2, A) nennt man Ereignisraum oder messbarer

Raum.

Bemerkung: Aus dieser Definition folgen sofort weitere Eigenschaften fiir die Er-

eignisse Ay, Ay, ... € A:
e e A dalh=Qc".
i ﬂi>1 A € A da ﬂz’>1 A= (Ui>1 Af)e.

[ ] A1UA2€A, daA1UA2:A1UA2UQ)U®U

Satz 1.1. Sei Q # 0 und U C P(Q) beliebig. Dann gibt es genau eine kleinste o-
Algebra A = o(U) in ), dieU enthilt. Dieses A heifit die von U erzeugte o-Algebra.

Beweis. Sei ¥ das System aller o-Algebren F in 2 mit F D U. ¥ ist nichtleer, da
P(Q) € . Daher kénnen wir A := () -y F setzen. Man kann nun leicht iiberpriifen,
dass A die drei Eigenschaften einer U-_Algebra erfiillt. Nach Konstruktion ist diese
auch die kleinste. O]



Dieser Satz ist ein reiner Existenzsatz. Nur in sehr speziellen Féllen, zum Beispiel
fiir endliches U, kann man o(U) explizit angeben. Fiir uns ist vor allem der Fall
2 = R von Bedeutung. Da wir nicht allen Teilmengen von R eine Wahrscheinlichkeit
zuordnen koénnen, muss eine geeignete o-Algebra gefunden werden. Eine explizite
Angabe dieser gewiinschten o-Algebra ist jedoch nicht moglich. Auf jeden Fall sollte
sie jedoch die Gesamtheit aller Intervalle beinhalten. Mithilfe von Satz 1.1 kénnen
wir die kleinste o-Algebra finden, die das System der Intervalle umfasst. Dies fiihrt

zur folgenden Definition:

Definition 1.2. Sei 2 = Rund U = {(a,b) : a,b € R,a < b}. Dann heifit B := o(U)
die Borel’sche-o-Algebra auf R und jedes A € B eine Borel-Menge.

Bemerkung: 1. Um die Borel-Mengen von R zu erhalten, beginnen wir sozu-
sagen mit den offenen Intervallen (a,b) C R und fiigen alle anderen Mengen

hinzu, die notig sind, um eine o-Algebra zu erhalten.

2. Hier wurden die offenen Intervalle als Erzeugendensystem fiir die Borel’sche
o-Algebra gew#hlt. Wir konnten dafiir genauso halboffene oder abgeschlossene
Intervalle heranziehen, da zum Beispiel jedes offene Intervall als Vereinigung

von abzihlbar vielen abgeschlossenen Intervallen dargestellt werden kann.

3. Liegt der Ergebnisraum R vor, so betrachten wir als o-Algebra stets die

Borel’sche-o-Algebra. Diese beinhaltet alle fiir uns relevanten Mengen von R.
Damit konnen wir die Wahrscheinlichkeit nun wie folgt definieren:

Definition 1.3. Sei (€2,.A) ein Ereignisraum. Eine Abbildung P : A — [0, 1] heift

Wahrscheinlichkeit, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(i) P[Q] = 1.
(ii) Fiir paarweise disjunkte Ay, Ao, ... € Aist P[22, Al = > =, P[A;].

Das Tripel (€2, A, P) heiBt dann Wahrscheinlichkeitsraum.

Satz 1.2. Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B, Ay,..., A, € A.
Dann gilt:

(i) P[0] = 0.
(ii) P[A9] = 1 — P[A].
(iii) P[A\ B] = P[A] — P[AN B].

(iv) AC B = P|A] < P[B].



(v) PIAU B] = P[A] + P[B] — P[AN BJ.
(vi) Wenn Ay C Ay C ..., dann ist lim,,_,o P[4;] = P2, Ayl

(vii) Wenn Ay D Ay D ..., dann ist lim, o P[A;] = P[22, A,

Beweis. Die Beweise folgen aus einfachen mengentheoretischen Eigenschaften.
(i) 0=U2,0.=P0] =)<, P0] = P[0] = 0.
(i) ANA°=0und AUA°=Q. = 1=P[Q] =P[AU A°] = P[A] + P[A°].
(iii) A= (A\B)U(ANB) und (A\B)N(ANB) = (. = P[4] = P[A\ B]+P[ANB].

(iv) ACB=B=AU(B\A) und AU(B\ A) = 0. = P[B] = P[AU B\ A] =
P[A] + P[B\ A] > P[A].

(ii)

(v) AUB=AU(B\A)und AN(B\ A)=0.=P[AUB] =P[A] +P[B\ 4] =
P[A] + P[B] — P[AN BJ.

(vi) Sei Ag =0 und C,, := A, \ A, fiir n € N. Dann ist J;=, A; = U;2, Ci. Die
Mengen ), sind paarweise disjunkt und es gilt A, = C; U ... U C,. Daraus
folgt:

P =P

U
i=1

| = S2ric = 1im Pl
=1 =1 =1

= lim P[C1 U...UC,] = lim P[A,].

n—oo n—oo

(vii) Da A; D Ay D ... folgt A C A5 C .... Somit gilt nach (vi):

P4 =1-P|]A =1~ lim P[4]]
i=1 =1
=1— lim (1 —P[4,]) = lim P[A,]. 0

1.2 Zufallsvariablen

Bei einem Zufallsexperiment interessiert man sich hdufig nicht fiir alle Details, son-
dern nur fiir bestimmte Grofien des Geschehens. Anstatt den direkten vom Zufall

gesteuerten Ausgang w € {2 zu betrachten, interessiert man sich fiir eine andere
Grofe X (w).

Beispiel 1.1: Zweimaliges Wiirfeln
Registriert man die Augenzahl jedes einzelnen Wiirfels, so ist Q = {1,2,3,4,5,6}2.

Interessiert man sich hingegen nur fiir die Augensumme, so ist der Ereignisraum



= {2,3,...,12}. Dieser Vorgang kann durch eine Abbildung X : Q — €,
welche jedem w = (w1, ws) € Q die Summe X (w) = w; + we zuordnet, beschrieben
werden. Betrachtet man nun ein Ereignis A = {w : X(w) = k} mit k£ =2,3,...,12

und will diesem eine Wahrscheinlichkeit P[A] zuordnen, so ist es erforderlich, dass
A e Aist.

Die Uberlegungen dieses Beispiels sollen nun verallgemeinert werden. Wir betrachten
dazu einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4,P) und eine Abbildung X : Q@ — V'
Im Bildraum €2’ liegen Ereignisse C' vor, deren Gesamtheit eine o-Algebra C bilden
soll. Wir interessieren uns nun fiir Wahrscheinlichkeiten P{w : X (w) € C}] mit
C € C. Da die Wahrscheinlichkeit nur fiir Ereignisse A € A definiert ist, muss
XHC)={w: X(w) € C} € A gelten. Dies fiihrt zur folgenden Definition:

Definition 1.4. Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (2, C) ein messbarer
Raum. Eine Abbildung X : @ — Q' mit der Eigenschaft

CeC=X1C)ec A
heifit Zufallsvariable.

Bemerkung: 1. Die Definition einer Zufallsvariable ist vollig unabhéngig vom
Wahrscheinlichkeitsmaf.

2. Eine Abbildung, die die Eigenschaft der Definition erfiillt, bezeichnet man als

messbar.

3. Hat man einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum und somit A = P(2), so
ist jede Abbildung X : Q — Q' eine Zufallsvariable.

4. Statt X 1(C) = {w : X(w) € C} schreibt man oft kurz {X € C}. Bei Aus-
driicken der Gestalt P[{ X € C'}] werden zusatzlich die geschweiften Klammern
weggelassen und nur P[X € (] geschrieben.

Lemma 1.3. Sei C aus der Definition erzeugt durch ein Mengensystem U', d.h. es
sei C = o(U"). Dann ist X : Q — ' bereits dann eine Zufallsvariable, wenn die
Bedingung X ~1(C) € A nur fir alle C € U’ gilt.

Beweis. Das System F' = {C' C ' : X"}(C) € A} ist eine o-Algebra. Sie umfasst
U', da wir vorausgesetzt haben, dass fiir alle C' € Y’ das Urbild X *(C) in A liegt.
Da nach Voraussetzung C die kleinste o-Algebra ist, die I” umfasst, gilt auch C C F'.
Somit gilt fiir alle C' € C, dass X }(C) € A. O

Da die Familie &’ der Intervalle (—oo, z] im Fall (€,C) = (R, B) ein Erzeugenden-
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system der Borel’schen o-Algebra ist, kann eine reelle Zufallsvariable auch wie folgt

definiert werden:

Definition 1.5. Sei (£,C) = (R, B). Eine Abbildung X : @ — R ist eine re-
elle Zufallsvariable, wenn alle Mengen der Form {w : X(w) < z} = {X < z} =
X7Y(—o00,x]) zu A gehoren.

Nun ist man oft nicht an den Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse im Raum (€2, A4, P)
interessiert, sondern an den Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse in (§¥,C). Dafiir
miissen wir das Wahrscheinlichkeitsmafl sozusagen in den Bildraum ”transportie-
ren”. Ist C ein Ereignis des Bildraumes, so geht es darum mithilfe des Wahrschein-
lichkeitsmafles P des Urbildraums €2 und der Zufallsvariable X dem Ereignis C' eine
Wahrscheinlichkeit zuzuordnen. Dazu definiert man die Urbildabbildung X~ fiir
alle C' € C. Durch Komposition von X ~! und P bekommen wir dann das sogenannte
induzierte Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf (€', C).

Satz 1.4. Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (€,C) ein Messraum.
Weiters sei X : Q@ — Q' eine Zufallsvariable. Durch die Abbildung

px(C) == (Po X 1 (C)=PX HCO)] mit C €C
wird ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (€Y', C) festgelegt.
Beweis. Die Abbildung erfiillt die beiden Eigenschaften:
() () = PLX ()] = PO = 1.

(ii) Seien C4,Cy,... € € paarweise disjunkt. Dann sind auch deren Urbilder
X)), X7HCy),. .. paarweise disjunkt und es gilt

[ix (U Ck) =P [X—l (U ck) =P [U XYy
k>1 k>1 k>1
=Y PXHC) =D px(Ch).

E>1 k>1

Damit ist gezeigt, dass px ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. [

Ist also X eine Zufallsvariable mit Werten in €', so konnen wir fiir alle C € C
die Wahrscheinlichkeit P[X € C] = P[X'(C)] bilden. Wir erhalten somit eine
Abbildung von C nach [0,1].

Definition 1.6. Sei X eine Zufallsvariable von (€2, .4,P) nach (©',C). Dann heif}t
die Abbildung



x € — (0,1, px(C) = PIX € C) = FX7(C)] = (Po X~1)(C)

mit C' € C Wahrscheinlichkeitsverteilung von X.

Hat man es mit einer reellen Zufallsvariable zu tun, so kann man die Wahrschein-
lichkeitsverteilung auch mithilfe der Verteilungsfunktion beschreiben, die wie folgt

definiert ist:

Definition 1.7. Ist X eine reelle Zufallsvariable, so heifit die Funktion
Fx :R—[0,1], Fx(z) = px((—o0,z]) = P[X < 2]

mit z € R die Verteilungsfunktion von X.

Ist X eine reellwertige Zufallsvariable, so besagt ein Satz aus der Mafltheorie, dass die
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X durch die Verteilungsfunktion bereits eindeu-
tig festgelegt ist. Wahrend die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir allgemeine Wahr-
scheinlichkeitsraume definiert ist, bezieht sich der Begriff der Verteilungsfunktion
nur auf den Fall (€',C) = (R, B). Ist klar beziiglich welcher Zufallsvariable die Ver-

teilungsfunktion definiert ist, so schreiben wir Fx(z) = F(x).

Satz 1.5. Sei F(z) die Verteilungsfunktion von X. Dann gelten folgende Figen-
schaften:

(i) Fira <beR folgt Pla < X <b] = F(b) — F(a) und F(a) < F(b).
(d.h. F ist monoton steigend)

(ii) Fiir jede Folge (x,)nen mit x1 > x9 > ... und lim, o x,, = = folgt

lim,, oo F(x,) = F(x). (d.h. F ist rechtsseitig stetig)

(771) lim, o F(x) =1 und lim,_,_, F(x) = 0.
Beweis. (i) Das Ereignis {X < b} ldsst sich in die disjunkten Ereignisse {X < a}
und {a < X < b} zerlegen. Daraus folgt:
PX <b =P[X <a]+Pla <X <}
& F(b)— F(a) =Pla < X <.
Da Wabhrscheinlichkeiten immer > 0 sind, folgt F'(a) < F(b).

(ii) Die Ereignisse {X < x,} bilden eine monoton fallende Folge und es gilt
Npen{X < 2} = {X <o} Mit Satz 1.2(vii) folgt

F(z) =PX <z| = lim PX <z,] = lim F(z,).

n—oo n—oo
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(iii) Sei (xn)nen > 1 eine monoton steigende Folge mit lim, o, z, = oco. Dann
bilden die Ereignisse {X < z,} eine monoton steigende Folge und es gilt

UnentX < 2} = {X < oo}, Mit Satz 1.2(vi) folgt
1 =PX <o0] = lim P[X <z, = lim F(x,).

n—oo n—o0

Damit ist auch lim, ., F'(z) = 1.

Fiir den Beweis von lim, , ., F(z) = 0 wihlt man eine monoton fallende

Folge, die gegen —oo geht und verwendet Satz 1.2 sowie P[X < —oo] =0. O

Auflerdem ist jede Funktion F' : R — [0, 1], die die drei Eigenschaften des Satzes
erfiillt, eine Verteilungsfunktion. Es gilt also auch die Umkehrung des Satzes. Fiir

uns sind vor allem zwei Fille von Bedeutung:

Definition 1.8. Sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X :  — €' eine
Zufallsvariable mit B C V.

1. X heifit diskret, wenn die Wertemenge X () = {X(w) : w € Q} endlich oder
abzéhlbar ist. Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt dann

px(B) =Y P[X =u].

zeB

2. X heift stetig (bzw. kontinuierlich), wenn es eine integrierbare Funktion
f:R —[0,00) mit der Eigenschaft ffooo f(z)dx = 1 gibt, sodass fiir die
Wahrscheinlichkeitsverteilung

px(B) = [ fa)da
B
gilt. Eine solche Funktion nennt man Wahrscheinlichkeitsdichte.

Bemerkung: Ist X eine reelle Zufallsvariable mit Dichte f(z), so gilt fiir die Ver-
teilungsfunktion F(z) = [*_ f(x)dz. Wenn die Verteilungsfunktion differenzierbar
ist, so ist ihre Ableitung also die Dichtefunktion.

Oft werden wir Folgen von Zufallsvariablen betrachten, die unabhéngig und identisch

verteilt sind. Deswegen definieren im Folgenden auch noch diese beiden Begriffe:

Definition 1.9. Zwei Zufallsvariablen heiflen identisch verteilt, wenn sie dieselbe

Wahrscheinlichkeitsverteilung haben.

Definition 1.10. Sei (€, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I # () eine beliebige
Indexmenge. Eine Familie (A;);c; von Ereignissen heifit unabhdngig, wenn fir alle

endlichen nichtleeren Teilmengen J C I gilt, dass P [, ; 4;] = [1,c, P(4)).

ieJ
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Definition 1.11. Seien X; : (2, 4,P) — (4, A;) mit ¢ € I Zufallsvariablen. Sie
heiflen unabhdngig, wenn fiir alle A; € A; die Ereignisse {X; € A;} unabhéngig sind.

1.3 Erwartungswert und Varianz

Definition 1.12. Ist X eine diskrete Zufallsvariable und ) _, [ X (w)[P[w] < oo, so
definiert man den Erwartungswert von X durch

=Y X (w)Plw]

weN
Ist X eine stetige Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) und

[ |z|f(z) dz < oo, so definiert man den Erwartungswert von X durch

o0

E[X] = /:L'f(:c) dx

—00

Bemerkung: Der Erwartungswert hingt ausschlieflich von der Wahrscheinlich-
keitsverteilung ab und kann als Schwerpunkt von dieser interpretiert werden. Im

diskreten Fall kénnen wir den Erwartungswert auch folgendermafien schreiben:

=Y XwPw = > = Y P Z 2P[X

weN z€X(Q) we{X=z} zeX(Q

Satz 1.6. Seien X und Y Zufallsvariablen, deren Erwartungswert existiere und
a € R. Dann gilt E[X + aY] = E[X]| + aE[Y]. Das heifit der Erwartungswert ist ein

linearer Operator.

Beweis. Wir zeigen den Satz fiir diskrete Zufallsvariablen, fiir stetige funktioniert

er analog.

E[X +aY] =) (X + aY)(w)Plw]

=) (X (W) + aY (w))Plw]
= X(W)Plw] +a) Y (w)Pw]
= E[X] + aE[Y]. O

Definition 1.13. Seien X und Y Zufallsvariablen mit Erwartungswert. Sie heiflen
unkorreliert, wenn auch XY einen Erwartungswert besitzt und E[XY| = E[X]E[Y]
gilt.

12



Bemerkung: Aus unabhéngig folgt unkorreliert, die Umkehrung gilt jedoch nicht!
Existiert E[X*¥], so nennt man ihn das k-te Moment und schreibt X € £*. Wichtig

ist vor allem der Fall k = 2:

Definition 1.14. Fiir X € £2 heifit Var[X] := E[(X — E[X])?] die Varianz von X
und /Var[X| die Standardabweichung von X.

Wiéhrend der Erwartungswert eine Maflzahl fiir den ,,mittleren“ Wert einer Zufalls-

variable ist, dient die Varianz als Maf fiir die Streuung um den Erwartungswert.

Satz 1.7. Sei X € £L? und a € R. Dann gilt:
(i) Var[X] = E[X?] — E[X]?.

(ii) Var[aX] = a* Var[X].

Beweis. Mit den Rechenregeln vom Erwartungswert erhalten wir

Var[aX] = E[a*X?] — E[aX]?
= a’E[X?] — ®E[X]?
= a® Var[X] O

Satz 1.8. Gleichung von Bienayme

Seien X1, ..., X, Zufallsvariablen, die paarweise unkorreliert sind. Dann gilt:
> Xi] = Var[X]].

i=1 i=1
Beweis. Durch Verwendung der Unkorreliertheit erhalten wir:

n [ n 2 n
Y Xi| =E (Z Xi> - (Z ]E[XA)
i=1 | \i=1 i=1
=E|> X7+ ZXZX,-] - ) E[Xi]’ - ) E[X]E[X}]

Li=1 i=1

i#j i#£]

Var

2

Var
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n

S EX+ ) EXX] - Y EX,]P - ) E[X]E[X,].
i=1 i#j i=1 i#j

> E[X(JE[X;]
i#£]

Nach dem vorigen Satz folgt die Behauptung. O]

1.4 Wichtige Verteilungen

Hypergeometrische Verteilung

Eine Grundgesamtheit bestehe aus N Objekten, davon seien M vom Typ 1 und
N — M vom Typ 2. Es wird nun eine Stichprobe vom Umfang n ohne Zuriicklegen
gezogen, wovon k < n Elemente vom Typ 1 sein sollen. Die gezogene Stichprobe
ist eine Teilmenge vom Umfang n aus einer Menge von N Objekten, davon gibt es
(]X) Um genau k& Elemente vom Typ 1 zu ziehen, gibt es (A:) (1\7[1:]11:4) Moglichkeiten.
Diese Uberlegung fiihrt zur folgenden Definition:

Definition 1.15. Sei N € N und n,M < N. Eine diskrete Zufallsvariable mit
Wertebereich ' = {0,1,...,n} und Einzelwahrscheinlichkeiten
MY (N—-M
() Gacr)
()

mit k € Q' heiBBt hypergeometrisch-verteilt oder kurz H(N, M, n)-verteilt.

P[X = k] =

Die hypergeometrische Verteilung beschreibt also die Wahrscheinlichkeit, dass beim
Ziehen ohne Zuriicklegen von n aus N Objekten, wovon M eine bestimmte Eigen-

schaft besitzen, genau k£ mit dieser Eigenschaft gezogen werden.

Bernoulli-Verteilung

Oft hat man es mit Situationen zu tun, in denen ein zufélliger Vorgang durchgefiihrt
wird, bei dem nur zwei Ausginge moglich sind (zum Beispiel ein Miinzwurf), die
durch 0 und 1 représentiert werden. Dabei wird der Ausgang 1 mit Wahrschein-
lichkeit p meistens als Erfolg, der Ausgang 0 mit Wahrscheinlichkeit ¢ := 1 — p als
Misserfolg gedeutet.

Definition 1.16. Sei n € N und p € [0, 1]. Eine diskrete Zufallsvariable mit Wer-
tebereich {0,1} und Einzelwahrscheinlichkeiten P[X = 1] = p und P[X = 0] = ¢ =
1 — p heifit Bernoulli-verteilt oder kurz Ber(p)-verteilt.

14



Binomialverteilung

Fiihren wir einen Bernoulli-Versuch mehrmals hintereinander durch (zum Beispiel
n-maliger Miinzwurf) und wollen die Wahrscheinlichkeit dafiir bestimmen, dass wir
dabei genau k Erfolge erzielen, so gelangen wir direkt zur Binomialverteilung, die
unter den diskreten Verteilungen eine besondere Stellung hat, da sie sehr haufig
auftritt.

Definition 1.17. Sei n € N und p € [0, 1]. Eine diskrete Zufallsvariable mit Werte-
bereich ' = {0, 1,...,n} und Einzelwahrscheinlichkeiten

PlX = k] = (Z)pk(l —p)" "

mit k& € ' heiit binomialverteilt oder kurz B(n, p)-verteilt.

Betrachtet man das Modell am Anfang des Kapitels mit dem Unterschied, dass die
gezogenen Objekte wieder in die Grundgesamtheit zuriickgelegt werden, so erhlt
M

man die Binomialverteilung mit dem Parameter p = %.

Poisson-Verteilung

Modelliert man Bernoulli-Experimente mit geringer Erfolgswahrscheinlichkeit, so
eignet sich eine andere Verteilung zur Berechnung. Spéater werden wir sehen, dass
diese aus der Approximation der Binomialverteilung mit groem n und kleinem p
entsteht.

Definition 1.18. Sei A > 0. Eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich ' =
{0,1,2,...} und Einzelwahrscheinlichkeiten

DU
PX =k] = e
mit k € Q' heiBt Poisson-verteilt oder kurz P(\)-verteilt.

Die Poisson-Verteilung kommt haufig zum Einsatz, wenn man Wahrscheinlichkeiten

fiir ,,seltene” Ereignisse innerhalb einer bestimmten Zeitspanne berechnen mochte.

Normalverteilung

Bisher haben wir nur Wahrscheinlichkeitsverteilungen von diskreten Zufallsvaria-
blen betrachtet. Der wichtigste Fall ist jedoch, wenn X die Dichtefunktion einer

Normalverteilung besitzt.

Definition 1.19. Sei 1 € R und o2 > 0. Eine stetige Zufallsvariable mit Wertebe-
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reich R und Wahrscheinlichkeitsdichte

fiir x € R heilit normalverteilt oder kurz N (u, o?)-verteilt.

Bemerkung: Ist u = 0 und o2 = 1, so spricht man von der Standardnormalvertei-
lung. Ist eine Zufallsvariable X N(u, 0?)-verteilt, so gelangt man durch die Trans-
formation =% zu einer N(0, 1)-verteilten Zufallsvariable. Aufgrund der besonderen

Bedeutung der Standardnormalverteilung setzt man
1 22

und
¢

B(t) = j ¢12_7Te—“f iz = /gp(x)d:z:.

—00

1.5 Charakteristische Funktionen

Charakteristische Funktionen sind ein wichtiges analytisches Hilfsmittel der Wahr-
scheinlichkeitstheorie. Sie sind neben den Verteilungsfunktionen eine weitere Be-
schreibungsmoglichkeit von Zufallsvariablen und sind bei vielen Beweisen von Grenz-

wertsitzen sehr hilfreich. Als Hauptquellen fiir diesen Abschnitt dienten [2] und [15].

1.5.1 Definition und Beispiele

Um charakteristische Funktionen betrachten zu kénnen, benotigen wir komplexwer-
tige Zufallsvariablen und deren Erwartungswert. Dabei ist Z = X +iY eine kom-
plexwertige Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), wenn X
und Y reellwertige Zufallsvariablen auf (€2, A, P) sind. Beim Erwartungswert zerlegt
man Z einfach in Real- und Imaginérteil, also E[Z] = E[X] +iE[Y].

Definition 1.20. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable und ¢ € R. Dann ist die
charakteristische Funktion px : R — C von X definiert durch

px(t) = E[e""].

Bemerkung: 1. Oft wird die bekannte FEuler-Relation verwendet:

X = cos(tX) +isin(tX)
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2. Ist X eine diskrete Zufallsvariable, so ist

px(t)= > €“PX =a].

z€X(Q)

3. Ist X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte f(z), so ist

o0

px(t) = [ ¢ fa)dn

—00

Im Folgenden werden die Beweise immer fiir stetige Zufallsvariablen mit Dichte f(x)

gefiihrt, fiir diskrete funktionieren sie analog. Wegen |e'| = 1 ist
[ 1ei@yde = [ ria)de =1

und daher existiert zu jeder Zufallsvariable eine charakteristische Funktion. Aufler-
dem sind charakteristische Funktionen gleichméfig stetig. Einen Beweis dazu findet

man in [2].
Beispiel 1.2: Charakteristische Funktionen von wichtigen Verteilungen
Sei X' Ber(p)-verteilt. Dann ist
px(t) = e"P[X = 0] + "P[X = 1]
=(1-p)+e'p.
Sei X B(n,p)-verteilt. Dann ist

Sei X P(\)-verteilt. Dann ist

— A X itk
ox(t) = HB_ e
k=0
RS - ()\eit)k
N k!
k=0
— e
A(eit—1)

17



Sei X N(0,1)-verteilt. Dann ist

L[ 2
WX(t):\/—Q—W/elt%? dx

oo

1 1
= —— [ cos(tx . daj—i—— sin(tx)e -5 dx .
\/27‘(/ (tz)e 27r
—0o0
= go'X(t):/—:JcSin(tx) ! e 7 da
V2T
| et o [ oot
= —cos(tx)e 2 cos(txr)e 2 ax
V2m )
;?) — 0o
Lt [ cos(ta)e s d
— cos(tx x
V2T
:tQO)((t).

Durch Losen der Differentialgleichung ¢’y (t) = tex(t) mit ¢x(0) = 1 erhédlt man
px(t)=e 7.

1.5.2 Wichtige Eigenschaften

Satz 1.9. Fliir eine charakteristische Funktion ox(t) gilt:
(1) ¢x(0) = 1.

(ir) lex ()] < 1.

(iii) x(~t) = px(b).

(i) Ya,beR: @axi(t) = e px(at).

Beweis. (i) px(0) = [, f(z)de = 1.

itx

(i) ex ()] = |J°2, e f(@) da| < [, [et] f(@) do = 1.

(iii) @x(— t) 2 e f(x)de = [ (cos(—tx) + isin(—tx)) f(z) do =
= [ (cos(tz) — isin(tz)) f(z) dz = px(t).

(iv) SDaX+b(t) — E[eit(ax+b)] — E[eitbeitaX} — eith[ei(at)X] — eltbgp (at). 0
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Beispiel 1.3: Sei X N(0, 1)-verteilt. Dann ist yu+0X N (p, 0?)-verteilt. Mithilfe des
vorigen Satzes erhalten wir die charakteristische Funktion einer N(u, o?)-verteilten

Zufallsvariable durch:

—J2t2

s . . 02
Cutox(t) = GWSDX(Ut) = ¢lte =7 = (tin="3")

Satz 1.10. Seien Xy,..., X, unabhingige Zufallsvariablen mit charakteristischen
Funktionen px,(t),...,¢x,(t). Dann gilt fir S, = X1 + ...+ X,

©s.(t) = px, () px, (1) - - px, (1)

Beweis. Durch Einsetzen in die Definition und Verwendung der Unabhéngigkeit

erhalten wir:

©s., (t) _ E[eit(Xl—i-...—l-Xn)]
_ E[eitXleith o eitXn]
= E[e" M E[e"*?] .. E[e!**"]
= ¥x; (t)SOXz (t) - PX, (t) L

Dieser Satz ist ein sehr niitzliches Resultat, da die Addition unabhédngiger Zufallsva-
riablen gewohnlich zu komplizierten Operationen fiihrt. Bei den charakteristischen
Funktionen kann dies einfach durch die Multiplikation der einzelnen charakteristi-
schen Funktionen ersetzt werden.

Im Weiteren beleuchten wir noch den Zusammenhang von charakteristischen Funk-

tionen und den Momenten einer Zufallsvariable:

Satz 1.11. Sei X eine Zufallsvariable und n € N. Existiert E[X"], so ist ¢x(t) eine

n-mal differentierbare Funktion und es gilt fir k < n:

Beweis. Sei f(z) die Dichtefunktion von X. Differentieren wir ¢x(t) n-mal, so er-

halten wir
SD(t) = 1" / "6 f(z) du

Diese Differentiation ist gerechtfertigt, da nach Voraussetzung ffooo |z™| f(x) dx < oo
gilt und daher

/x"eitxf(x)d:v < / |z"| f(x) dx < 0o
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ist. Somit ist gog?) (t) beschrénkt und existiert daher. Fiir £ < n gilt daher:

gog’;)(())—lk/:l: e f(2) dov = i*E[X*]. O

g2
Beispiel 1.4: Sei X N(u,0?)-verteilt. Dann ist @y (t) = (in— o2t)e'#~*2"). Daraus
folgt:

E[X] = < (0) =  (in) = .

Satz 1.12. Fliir eine Zufallsvariable X € L™ gilt:

ox) = 3 P R

mit R,.1(t) = o(t™), das heifit hr% R*ml(t) =0.

Beweis. Entwicklung von e**

in eine Taylorreihe um ¢ = 0 ergibt
itX itX
(X7 (itX)?

21 3!
1tX
- Z + SnJrl(t)

X =1 4+1tX +

mit S,+1(t) = o(t").

Somit erhalten wir fiir die charakteristische Funktion

ox(t) = E[e"¥] = E[1] + E[itX] + E [Ot‘;)g} +E {(itX)g} + ...

=1+ itE[X] + %E[XZ] + %—!)3E[X3] +...

= Z %P(] + Rypa(t)

mit R,1(t) = o(t"). O

1.5.3 Eindeutigkeits- und Stetigkeitssatz

In diesem Abschnitt soll zundchst die zentrale Aussage, dass eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung eindeutig durch ihre charakteristische Funktion festgelegt ist, behan-
delt werden. Anschlielend soll der fiir uns zentrale Stetigkeitssatz angefiihrt werden.
Dieser ist das entscheidende Hilfsmittel bei den zentralen Grenzwertsétzen. Die Satze
werden in diesem Abschnitt nicht bewiesen, sondern nur auf die Literatur verwie-
sen, da sie sehr aufwendig und rein technisch sind. Bisher haben wir immer durch
die Vorgabe einer Verteilung eine charakteristische Funktion gefunden. Der folgende

Satz zeigt, dass auch die Umkehrung méglich ist:
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Satz 1.13. Umkehrformeln

Sei X eine stetige Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion px(t) und es gelte

[ lex(t)|dt < oo. Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) von X gilt dann:

fla) = % / e (1) dt.

An Stetigkeitsstellen a und b mit a < b gilt fir die Verteilungsfunktion F auferdem.:

1 efita _ efitb
F(b) ~ Fla) = - / C oyt

—00

Beweis. Einen Beweis findet man in [2]. O

Beispiel 1.5: Sei X eine stetige Zufallsvariable mit px () = ¢~ . Mithilfe der

Umkehrformel konnen wir die Dichte von X bestimmen:

f(a) 1/00“ “
T) = — e e
27
1 T (t+ie)? ()2
= — e = ez dt
21
I =2 1 /_<t+>2
= [ 2 e 2
\ 2T V2T
e
1 22
= e 2.

V2r

Wir haben also eine eindeutige Zuordnung von Wahrscheinlichkeitsverteilung und
charakteristischen Funktionen und erhalten somit folgenden bedeutenden Satz, der

es rechtfertigt, von der charakteristischen Funktion einer Zufallsvariable zu sprechen.

Satz 1.14. Findeutigkeitssatz
Sind X und Y Zufallsvariablen mit px(t) = ¢y (t) YVt € R, so haben X und Y
dieselbe Wahrscheinlichkeitsverteilung. Das heif§t, die Wahrscheinlichkeitsverteilung

einer Zufallsvariable ist durch ihre charakteristische Funktion eindeutig bestimmt.
Beweis. Einen Beweis dazu findet man in [2]. O

Beispiel 1.6: Seien X; und X, unabhiingig und N (uy,0}) bzw. N(pg, 03)-verteilt.
Wir suchen die Verteilung von X; + X,. Mit Satz 1.10 erhalten wir

24
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PX14+X (t) =¥Xx; (t)SDXQ (t) = et(i’“_%)et(lm—%)
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(07 + 03)t”
2

Dies ist die charakteristische Funktion einer N (p; + 2, 0% +03)-verteilten Zufallsva-

riable und aufgrund des Eindeutigkeitssatzes ist X + X, daher N (ju; + po, 0% + 03)-

= it(p1 + po) —

verteilt.

Nun kénnen wir den fiir uns entscheidenden Satz formulieren, der einen Bezug zwi-
schen der Konvergenz nach Verteilung (siehe 2. Kapitel) und der zugehorigen cha-

rakteristischen Funktion herstellt.

Satz 1.15. Stetigkeitssatz von Lévy und Cramer
Sei (X,)nen eine Folge von Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen Fx, (z) und

charakteristischen Funktionen px, (t). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) X, - X.
(ii) ¢x, (t) — @x(t) Vt € R.

Beweis. Der Beweis ist in [2] oder [15] zu finden. O
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2 Konvergenzbegriffe

Bevor wir Grenzwertséitze und andere Approximationen studieren koénnen, miissen
wir zunéchst definieren, wie die Konvergenz von Zufallsvariablen zu verstehen ist. In
der Wahrscheinlichkeitstheorie sind dabei mehrere Konvergenzbegriffe gebréuchlich.
Im Folgenden sollen diese behandelt und verglichen werden. Dazu betrachten wir ei-
ne Folge (X, )nen von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).
Wir interessieren uns nun fiir das asymptotische Verhalten dieser Folge. Anders als
bei den klassischen Folgen in der Analysis kann es in der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie keine ,absolute” Konvergenz geben. Der Grund dafiir ist, dass wir bestimmte
Realisationen nicht ausschlieBen kénnen, auch wenn sie eine infinitesimale Wahr-
scheinlichkeit haben. Wenn wir beispielsweise eine Miinze 100000 Mal werfen, so
liegt auch das Ereignis, dass 100000 Mal Kopf erscheint im Ereignisraum, obwohl
es ,,fast sicher nicht eintreten wird. Die Darstellung der Inhalte orientiert sich vor

allem an den Werken [4] und [17].

2.1 Konvergenz nach Verteilung

Wie der Name schon besagt, betrachtet man hier Folgen von Verteilungsfunktionen.
Der Konvergenzbegriff wird dabei iiber die punktweise Konvergenz dieser Funktio-
nen eingefiihrt. Anwendung findet diese Konvergenzart vor allem in den Zentralen

Grenzwertsatzen.

Definition 2.1. Sei (F,,(x)),en die Folge der zugehorigen Verteilungsfunktionen von
(Xpn)nen. Dann konvergiert (X, )n,en nach Verteilung gegen eine Zufallsvariable X

wenn fiir jedes € R, in dem F'(z) stetig ist, gilt dass

lim F,(z) = F(z).

n—oo

Bemerkung: 1. Konvergiert X,, in Verteilung gegen X, so schreiben wir auch
kurz X, -2 X.

2. Nur wenn F'(z) auch tatsdchlich eine Verteilungsfunktion ist, sagt man, dass
die Folge der Verteilungsfunktionen konvergiert. Es kann auch vorkommen,
dass die Verteilungsfunktionen gegen eine Funktion konvergieren, die keine

Verteilungsfunktion ist.

3. Streng genommen bendtigt man keine Zufallsvariablen, sondern lediglich ihre
Verteilungsfunktionen. Die Zufallsvariablen miissen demnach nicht einmal auf

dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sein.
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2.2 Stochastische Konvergenz

Dieser Konvergenzbegriff wird spéater beim Schwachen Gesetz der Grofien Zahl ver-

wendet werden.

Definition 2.2. Eine Folge (X,,)n,en von Zufallsvariablen konvergiert stochastisch

gegen eine Zufallsvariable X, wenn Ve > 0 gilt:

JLIEOPHX” —X|>¢]=0.
Bemerkung: Konvergiert X, stochastisch gegen X, so schreiben wir auch kurz
X -5 X. Diese Definition besagt nicht, dass die Zufallsvariablen X, im Sinne des
Grenzwertbegriffs der Analysis gegen X konvergiert. Es folgt daraus nicht, dass man
zu jedem ¢ > 0 ein N € N angeben kann, sodass Vn > N die Beziehung | X, — X| < ¢
gilt. Die Definition besagt nur, dass die Wahrscheinlichkeit, dass | X, — X| > ¢ ist,
fiir n — oo gegen 0 geht.

2.3 Fast sichere Konvergenz

Dieser Konvergenzbegriff macht Riickgriff auf die punktweise Konvergenz von Funk-
tionenfolgen, ist jedoch etwas schwicher, da hier die Konvergenz nur fiir fast alle
Elemente von 2 verlangt wird. Es handelt sich dabei um die stérkste Konvergenz-
art der Stochastik. Deshalb spricht man bei den Anwendungen auch vom Starken
Gesetz der Groflen Zahlen.

Definition 2.3. Eine Folge (X,,)neny von Zufallsvariablen konvergiert fast sicher

gegen eine Zufallsvariable X, wenn

P{we Q: lim X, (w) = X(w)}] =P[lim X, = X] = 1.

n—00 n—00
Bemerkung: Konvergiert X, fast sicher gegen X, so schreiben wir auch kurz

X, % x.

Wir wollen nun noch einerseits ein Kriterium fiir die fast sichere Konvergenz geben
und andererseits einen wichtigen Konvergenzsatz anfiihren, der eine Aussage iiber

die Konvergenz der Erwartungswerte macht.

Satz 2.1. Xn&)X < sup | Xy — X| 0.
k>n
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Beweis. (=) Fiir jedes ¢ sei

A. =limsup{| X, — X| > e} = | [ J{| X — X| > ¢}.

n—00 n k>n

Da X, 1% X folgt P[A.] = 0. AuBlerdem gilt:

0=PA]=limP [U{|X’f - X|> 5}] = lim P {supﬂXk — X|>¢}
n—oo k>n

n—00
k>n

und somit sup | X — X| 0.
k>n

(«=) Falls supys,, | X —X| £, 0 gilt, folgt aus der obigen Gleichungskette P[A.] = 0.

n—o0

stwe{we: X,(w) - X(w)}, so gilt:
VmeNIe>L:VneNIk>n:|[Xp(w) — X(w)|>e> <

und somit erhalten wir

P{weQ: X,(w) "5 X(w)}} =P|JA| <Y PlAs] =0
m=1 m=1
Daher gilt X,, 2% X. 0

Analog kann man zeigen, dass (X,)neny genau dann fast sicher konvergiert, wenn
P
SUPgsy | Xp — Xn| — 0.

Satz 2.2. Majorisierte Konvergenz
Sei (X )nen eine Folge von Zufallsvariablen. Gilt X, f—5> X und existiert eine Zu-
fallsvariable Y mit E]Y] < oo und | X,| <Y fast sicher, dann ist

lim E[X,] = E[X].
n—o0
Beweis. Einen Beweis findet man in [4], wo der Satz gleich in allgemeinen Mafréum-

en bewiesen wird. O

2.4 Vergleich der Konvergenzbegriffe

Zunéchst muss festgehalten werden, dass sich die Konvergenz in Verteilung inso-
fern von den beiden anderen Konvergenzarten unterscheidet, als dass die Folge
(X )nen von Zufallsvariablen nicht auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert
sein muss. Aulerdem ist die Verteilungskonvergenz der schwéchste dieser drei Kon-

vergenzbegriffe.
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Satz 2.3. Fust sichere Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz. Die Um-

kehrung gilt nicht.

Beweis. Aus X, I x folgt nach dem vorigen Satz supy,, | X — X| 5 0 und
somit auch | X, — X| L5 0, also X, > X,

Folgendes Gegenbeispiel zeigt, dass die Umkehrung nicht gilt:
Sei 2 = [0, 1) gleichverteilt beziiglich P, das heifit P[X € [a,b)] = b — a.
Setze A; = [07 %)7"42 = [%7 1>7A3 = [07 %L]aAél = [1 l)7145 = [%7%)7146 = [zép 1)7 usw.

402
Sei X,, := 14,. Dann konvergiert X,, stochastisch gegen 0, denn fiir 0 < ¢ < 1 gilt:

P[| X, — 0] > ¢] = P[A4,] — 0.

Andererseits findet man fiir jedes w € ) und jedes N Zahlen n,m > N, sodass
we A, und w € AS. Somit gilt fiir jedes w:

liminf X, (w) =0 und limsup X, (w) = 1.

n—oo n—00

Daher konvergiert X,, nicht fast sicher. ]

Satz 2.4. Die stochastische Konvergenz impliziert die Konvergenz in Verteilung.

Die Umkehrung gilt nicht.

Beweis. Sei F,(z) die Verteilungsfunktion von X,,. Wahle zunéchst drei reelle Zahlen

r <y < z. Dann gilt:
(X <ap={X<znX,<y}Uu{X <znX, >y}
C{X, <ytu{X <znX, >y}
Daraus folgt F(x) < F,(y) + P[|X, — X| > y — z] und wegen X, Ly X folgt
F(z) <liminf, , F,(y). Ebenso ist
{Xo, <y} ={X,, <ynX <z} U{X, <ynX >z}
C{X <zZJuU{X,<ynX >z}
Daraus folgt F,,(y) < F(2)+P[|X,,—X| > z—y] und somit lim sup,,_, . Fi.(y) < F(z).
Insgesamt erhalten wir also

F(z) < liminf F,,(y) < limsup F,(y) < F(2).

n—aoo n—00
Ist y eine Stetigkeitsstelle, so folgt fiir z Ty und z | x zundchst F(x) — F(y) und
F(z) — F(y). Somit gilt

lim F,(y) = F(y).

Folgendes Gegenbeispiel zeigt, dass die Umkehrung nicht gilt:
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Sei X N(0,1)-verteilt und X, := —X. Da die Verteilung von X symmetrisch ist,
gilt X,, = —X = X und damit X, 4 X. FBs gilt jedoch
P[IX, — X| > ] =P[2X|>¢] =P[|X| > %] =¢ mitceR.

Somit konvergiert X,, nicht stochastisch. O]

Satz 2.5. Die Umkehrung des vorigen Satzes gilt, wenn X konstant ist, das heifSt:
Falls X, A x = c fiir ein c € R, so gilt X, X,

Beweis. Sei X, 4y X =¢. Dann gilt:

n—00 17 r2c

Fx, (x) — F.(x) =
0, rz<c
Daraus folgt Ve > 0 und Vn € N:
P|X,—c|>e]=P[X, <c—¢]+P[X,>c+¢]
=Fx,(c—e)+(1—Fx,(c+¢e)—PX,=c+¢])

n—oo

—0+1-1+40.

Somit gilt X, — X. O

Insgesamt gilt demnach folgende Beziehung der Konvergenzbegriffe:

X, x o x, Bx o x, 4 x

27



3 Gesetze der Grofien Zahlen

Wir betrachten eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen X1, X5, ... X,, und fra-
gen uns nach dem Konvergenzverhalten der arithmetischen Mittelwerte %Z?Zl X;.
Man betrachtet dabei also eine oftmalige Versuchsserie eines Zufallsexperimentes,
deren Ergebnisse addiert und anschliefend durch n normiert werden. Wird beispiels-
weise eine faire Miinze geworfen, so rechnen wir intuitiv damit, dass etwa die Hélfte
der Ergebnisse Kopf sein wird. Genauso erwarten wir, dass wir mit einem Wiirfel auf
lange Zeit in etwa einem Sechstel der Versuche die Zahl 6 werfen werden. In diesem
Kapitel sollen diese intuitiven Aussagen prézise formuliert werden. Die Gesetze der
Groflen Zahlen besagen in etwa, dass sich dieser Mittelwert unter bestimmten Vor-
aussetzungen asymptotisch einer konstanten Zahl, in den angefiihrten Beispielen der
Erfolgswahrscheinlichkeit % bzw. %, anndhern wird. Die Aussagen haben eine funda-
mentale Bedeutung und bilden die Grundlage dafiir, dass bei nicht-axiomatischen
Zugangen zur Wahrscheinlichkeitstheorie die Wahrscheinlichkeit als relative Haufig-
keit definiert wird. Je nach Konvergenzart unterscheidet man zwischen den Schwa-
chen und den Starken Gesetzen der Groflen Zahlen. Zuvor benotigen wir jedoch zwei
wichtige Ungleichungen, die bei den Beweisen immer wieder verwendet werden. Die
Sétze, Definitionen etc. wurden grofiteils in [4], [5], [7], [9] und [17] gefunden.

3.1 Ungleichungen

3.1.1 Tschebyscheff-Ungleichung

Lemma 3.1. Markov-Ungleichung
Sei X € L eine nichtnegative Zufallsvariable. Dann gilt fiir jedes a € R*:
EX]

a

P[X > a] <

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir stetige Zufallsvariablen, fiir diskrete funktioniert

er analog. Sei f(z) die Dichte von X. Dann gilt:

[e.e] a o

mxp:/xﬂ@dx:/@ﬂ@dm+/xﬂmdx

0 0 a
o9

> /xf(x)d:r:

Zaj}@Mx

= aP[X > a). O
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Satz 3.2. Tschebyscheff-Ungleichung
Sei X € L? und € > 0. Dann gilt:

Var[X]

PIIX — E[X]| > <] < =

Beweis. Wir betrachten oBdA die Zufallsvariable Y = (X —E[X])?. Diese ist nicht-

negativ und somit kann die Markov-Ungleichung angewendet werden:

PlIX — E[X]| > ] = P[(X — E[X])* > ¢’]

Bl — ELX)?
_ Var[X]' -

Die Abschéitzung der Tschebyscheff-Ungleichung ist sehr grob und liefert oft keine
brauchbare Information. Der Wert liegt vor allem in der universellen Handhabbar-
keit und im hohen theoretischen Nutzen. Sie kann auch angewendet werden, wenn
man von einer Verteilung nur den Erwartungwert und die Varianz kennt. Aus der
Tschebyscheff-Ungleichung geht auch die Bedeutung der Varianz als Maf fiir die
Streuung hervor. Je kleiner die Varianz, desto grofler die Wahrscheinlichkeit, dass

X Werte innerhalb eines kleinen Intervalls um E[X] annimmt.

Beispiel 3.1: Aus langjdhriger Erfahrung ist einem Schraubenhersteller bekannt,
dass die Schraubenléinge einen Erwartungwert von 20mm und eine Varianz von
0.0225mm? hat. Eine Schraube, die mehr als 0.3mm vom Erwartungswert abweicht,

gilt als Ausschuss. Wie grof§ ist der Ausschussanteil héchstens?

Sei X die Schraubenldnge. Nach der Tschebyscheff-Ungleichung gilt:
0.0225

P[|X — 20| > 0.3] < =025

Obwohl man die Verteilung von X nicht kennt, ist der Ausschuss im ungiinstigs-
ten Fall hochstens 25 Prozent. Wiirde man die Verteilung kennen, wéren natiirlich

genauere Abschiatzungen moglich.

3.1.2 Kolmogorov-Ungleichung

Fiir die Starken Gesetze der Groflen Zahlen benétigen wir manchmal noch eine
stiarkere Aussage als die Tschebyscheff-Ungleichung. Man spricht dabei von einer
Maximalungleichung, weil eine Aussage iiber das Maximum von » ", X; gemacht

wird.

29



Satz 3.3. Kolmogorov-Ungleichung
Seien X1, Xo, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen in L£* und E[X;] = 0 fir i =
1,...,n. Sei S = Ele X;. Dann gilt Ve > 0:

1<k<n

1 n
P [max |Sk| > &?} < ?ZVar[Xk].
k=1

Beweis. Wir setzen Ay = {|S1| > ¢} und A, = {|S1]| < e,...,|S%-1] < &,|Sk| > ¢}

fiir £k =2,...,n. Diese Ereignisse sind paarweise disjunkt und es gilt:
n
UAk: {max | Sk| 25}.
P 1<k<n

Weiters gilt, dass fiir jedes k die Zufallsvariablen 1,4,.S; und S,, — S} unabhéngig
sind, da 14,5 nur von Xj,..., X} und S,, — S, nur von Xjyiq,...,X, abhéngt.
Auflerdem ist nach Voraussetzung E[S,, — Sk] = 0. Daraus folgt:

E[14,Sk(Sn — Si)] = E[L4, SiE[(S, — Sp)] = 0.

Insgesamt erhalten wir somit

n

> Var[Xe = > (EIXF] - (B[X,])?)

k=1
= E[S,]

k=1

= 3 E[La,(Sk + (S — 51))]
k=1

Z ZE []lAkS]ﬂ + 2K []lAkSk(Sn - Slc)]

k=1

= E[14,57]
k=1

> ’PlAy]
k=1

=P {max |Sk| > 5] . O

1<k<n

3.2 Das Schwache Gesetz der Groflen Zahlen

Beim Schwachen Gesetz der Grolen Zahlen untersucht man die stochastische Kon-
vergenz von einer Folge von Zufallsvariablen. Es gibt dabei verschiedene Voraus-
setzungen unter denen das Gesetz formuliert werden kann. Einen ersten Spezialfall
dieses Satzes kannte bereits Jakob Bernoulli (1654-1705).
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3.2.1 Schwaches Gesetz der Grofien Zahlen von Bernoulli

Wird eine faire Miinze n Mal geworfen, so betriagt die Erfolgswahrscheinlichkeit
p = % Seien X, X,,... Zufallsvariablen, die wie iiblich den Wert 1 bei einem
Erfolg und den Wert 0 bei einem Misserfolg annehmen. Wir haben es somit mit
einem Bernoulli-Versuchsschema zu tun. Durch %Z?:l X; wird dann die relative
Héaufigkeit der Erfolge angegeben. Wie in der Einleitung angefiihrt erwarten wir
intuitiv, dass diese relative Haufigkeit in der Ndhe der Erfolgswahrscheinlichkeit von
% liegen sollte. Der folgende Satz bestétigt diese Intuition und formalisiert diese

Beobachtung, die auch oft Empirisches Gesetz der Groflen Zahlen genannt wird.

Satz 3.4. Schwaches Gesetz der Grofsen Zahlen von Bernoulli
Seien X1, ..., X, unabhingige Ber(p)-verteilte Zufallsvariablen. Dann gilt Ve > 0:

%;Xi—p zg] =0.

Beweis. Sei S, := X7+ ...+ X,,. Dann ist:

lim P

n—o0

1 1 1 1
E |:_Sn:| =-np=0p und Var _Sn‘| = —npq = IE
n n K n n
Anwendung der Tschebyscheff-Ungleichung liefert:
1N P4 noo
Pll=) Xi—p|lze|=——0. O

Fiir grofles n ist also die Wahrscheinlichkeit, dass sich die relative Haufigkeit der
Erfolge um mehr als € von p unterscheidet, sehr klein. Somit haben wir ausgehend
von einem axiomatischem Wahrscheinlichkeitsbegriff einen Zusammenhang zwischen
Wahrscheinlichkeit und relativer Haufigkeit bewiesen ohne die Wahrscheinlichkeit als

Grenzwert der relativen Haufigkeit definiert zu haben.

Bemerkung: Bei vielen Gliicksspielen tritt eine Situation ein, die dem Satz ent-
spricht. Ein Spieler spielt das gleiche Spiel immer wieder und es gibt nur die zwei
Optionen des Erfolgs oder Misserfolgs. Auf lange Zeit gesehen wird er im Durch-

schnitt so oft gewinnen wie die Erfolgswahrscheinlichkeit einer einzelnen Runde ist.

3.2.2 Schwaches Gesetz der Grofien Zahlen von Tschebyscheff

Die Voraussetzungen werden nun etwas abgeschwécht. Wir betrachten Zufallsvaria-
blen, die nicht bernoulliverteilt, aber identisch verteilt sein miissen. Weiters ersetzen
wir die Forderung der Unabhéngigkeit durch die schwichere Annahme der Unkor-

reliertheit.
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Satz 3.5. Schwaches Gesetz der Grofien Zahlen von Tschebyscheff
Seien X1, ..., X, paarweise unkorrelierte und identisch verteilte Zufallsvariablen in

£? mit E[X;] = pu und Var[X;] = 0. Dann gilt Ve > 0:

1 n

= X —p 25] = 0.
[

Beweis. Der Beweis verldauft analog wie vorher. Sei S, := X; 4+ ...+ X,,. Dann ist:

limP[

n—oo

1 1 1 1 1
E {—Sn] = —nu und Var [—Sn] == —2n02 S—
n n n n n
Anwendung der Tschebyscheff-Ungleichung liefert wieder:
Pl ZH:X E o o 0
— i—pl el =— .
' g ne’

3.2.3 Schwaches Gesetz der Groflen Zahlen ohne identische Verteilung

Bisher waren die Zufallsvariablen immer identisch verteilt. Nun wollen wir noch eine
Version betrachten, in der wir diese Bedingung nicht fordern. Stattdessen miissen
wir eine andere Forderung an die Zufallsvariablen stellen mit Hilfe derer der Beweis

wieder sehr leicht ist.

Satz 3.6. Schwaches Gesetz der Grofien Zahlen ohne identische Verteilung
Seien X1, ..., X, paarweise unkorrelierte Zufallsvariablen in L£?. Erfiillt die Folge

die Bedingung

1 n
lim — ZVar[Xi] =0,
=1

n—oo N2 -
> 5] = 0.

Beweis. Der Erwartungswert und die Varianz von % > i, X; konnen nun nicht mehr

so qult:

n

% > (X —E[X)))

=1

lim P [
n—oo

explizit angegeben werden. Trotzdem folgt mit der Tschebyscheff-Ungleichung und

den Rechenregeln der Varianz sofort:

1< 1 =
R n—00

Bemerkung: Der Satz stellt eine Verallgemeinerung des Schwachen Gesetzes der

Groflen Zahlen von Tschebyscheff dar. Sind die Zufallsvariablen zusétzlich identisch
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verteilt mit Var[X;] = 02, so gilt:

1 <« 0% oo
1=1

Alle bisherigen Versionen werden auch oft als £2-Versionen des Schwachen Gesetzes

der Groflen Zahlen genannt, weil wir immer eine endliche Varianz gefordert haben.

3.2.4 Schwaches Gesetz der Groflen Zahlen von Chintschin

Bisher war eine endliche Varianz Voraussetzung. Im folgenden Satz wird diese Vor-
aussetzung fallen gelassen, jedoch fordern wir wieder die Unabhéngigkeit der iden-

tisch verteilten Zufallsvariablen.

Satz 3.7. Schwaches Gesetz der Grofien Zahlen von Chintchin

Seien Xi,...,X, unabhdingige und identisch verteilte Zufallsvariablen in L' mit
E[X;] = p. Dann gilt Ve > 0:

1 n

[

Beweis. Unter diesen Voraussetzungen kann der Beweis nicht durch Anwendung der

n—oo

limP[

Tschebyscheff-Ungleichung gefiihrt werden. Wir arbeiten stattdessen mit charakte-
ristischen Funktionen. Sei dazu ¢y, (t) die charakteristische Funktion der Zufallsva-
riable X; und S,, = X; + ... 4+ X,,. Mithilfe von Satz 1.10 folgt:

s, (t) = ps, (%)

(T

Nach Satz 1.12 kénnen wir ¢x, (%) in eine Taylorreihe um ¢ = 0 entwickeln und

o )] =[G

n—o0

I Mt — ©u(t).

erhalten:

Also haben wir g, (t) — ¢,(t). Aus dem Stetigkeitssatz folgt daher £ 3" | X; 4 ]
und folglich nach Satz 2.5 L 3" X, LN L. O

Dieser Satz wird auch als £!-Version des Schwachen Gesetzes der Grofien Zahlen ge-

nannt, da wir lediglich einen endlichen Erwartungswert gefordert haben. Man kann
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jedoch nicht behaupten, dass diese Version stérker ist, da wir hier andererseits wie-

der die Unabhéngigkeit vorausgesetzt haben.

Zusammengefasst besagt das Schwache Gesetz der Grofien Zahlen also intuitiv fol-
gendes: Betrachten wir die unabhéngige Wiederholung von n Versuchen Xy, ..., X,
als ein gesamtes Zufallsexperiment und wiederholen dieses immer wieder, so wird
X1-4X fiir einen nahe bei 1 liegenden Anteil in der Ndhe von E[X] fiir 1 <i < n

liegen.

3.3 Das Starke Gesetz der Grofien Zahlen

Eigentlich erwarten wir intuitiv noch mehr. Die normierte Zufallsvariable 21t=42Xn

soll nicht nur ,meistens“ in der Ndhe von E[X;] liegen, sondern bei zunehmenden n

Xt dXn 1+‘7'Z'+X” von einem

gegen diesen konvergieren. Wir erwarten also fiir € > 0, dass
bestimmten ny € N an im Intervall [E[X;]—¢, E[X;]+¢] liegt und dort auch verbleibt.
Aussagen dieser Art liefern die Starken Gesetze der Groflen Zahlen. Wir haben es
also mit der fast sicheren Konvergenz zu tun. Auch das Starke Gesetz der Grofien
Zahlen kann wieder unter verschiedenen Voraussetzungen formuliert werden. Bevor

wir diese jedoch beweisen kénnen, benotigen wir ein wichtiges Lemma.

3.3.1 Das Lemma von Borel-Cantelli

Obwohl es sich dabei um einen wichtigen Satz handelt, ist es iiblich vom Lemma

von Borel-Cantelli zu sprechen.

Lemma 3.8. Borel-Cantell:
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, As, ... eine Folge von Ereignis-
sen aus A. Sei A* = {w € Q:w € Ay fir unendlich viele k}. Dann gilt:

(i) Gilt "7~ P[A] < oo, dann ist P[A*] = 0.
(ii) Sind Ay, As, ... unabhingig und gilt > ;- P[Ag] = oo, dann ist P[A*] =1

Beweis. (i) Ein w € Q gehort zu A*, wenn es fiir jedes n ein k(w) > n gibt, sodass
w € Ag. Also gilt:

m:ﬂUm

n=1k=n

Weiters gilt fiir jedes n:

P[A*] < P

U A
k=n
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Die Summe Y ;- P[A;] ist wegen der Konvergenz fiir hinreichend grofies n
kleiner als eine beliebige vorgegebene Zahl £ > 0 und konvergiert somit gegen

0. Daraus folgt P[A*] = 0.

(i) Sei B; := Q\ A; fir i € N. Da die Ereignisse A; unabhéngig sind, sind somit
auch die Ereignisse B; unabhéingig. Nach der Regel von de Morgan gilt dann
Q\A* =", Nie,, Br und somit erhalten wir:

P | () Be| = [[PIB:] = [J(1 - PlA)
k=n k=n k=n
< 6_ kgnP[Ak] m—oo O
= PQ\A]=P [U (] Bx| =0.
n=1k=n
Daher ist P[A*] = 1. O

Beispiel 3.2: Wir betrachten eine Folge (U,)nen von Urnen, wobei die i-te Urne
eine weifle und ¢ — 1 schwarze Kugeln enthélt. Aus jeder Urne wird zufillig eine
Kugel gezogen. Sei A; das Ereignis, dass die aus der i-ten Urne gezogene Kugel weif3
ist. Dann ist P[A;] = 1. Da die Ziehungen unabhéngig sind und Y% P[A;] = oo,
werden mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich viele weifle Kugeln gezogen.

Beinhaltet die i-te Urne hingegen i*—1 schwarze Kugeln, so erhalten wir >_:° | P[A;] =
pyal %2 < oo und somit werden nach dem Lemma von Borel-Cantelli mit Wahr-

scheinlichkeit 1 nur endlich viele weifle Kugeln gezogen.

3.3.2 Starkes Gesetz der Gro3len Zahlen von Borel

Das erste Starke Gesetz der Grofien Zahlen wurde 1909 von Emile Borel (1871-
1956) formuliert und ist eine direkte Ubertragung von Bernoulli’s schwachem Gesetz.

Aufgrund des stéirkeren Konvergenzbegriffs ist der Beweis jedoch etwas schwieriger.

Satz 3.9. Starkes Gesetz der Groffen Zahlen von Borel
Seien X1, ..., X, unabhingige Ber(p)-verteilte Zufallsvariablen. Dann gilt:

1 n
Pl — X; —
LE& nZ p

Beweis. Sei S, = X; + ...+ X,. Dann ist S, B(n,p)-verteilt und wir erhalten
E [S— — p] = 0 und Var [5;1—” — p} = P4 Nach der Tschebyscheff-Ungleichung gilt

n

=0 =1
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dann:

Sei A; 1= {

% —p‘ > 5}. Dann gilt:

o0

D PA] <Y 5 <o
=1

i=1

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli folgt P[A; unendlich oft] = 0. Also gilt:
S s,

n? f_>

n? b
Die Aussage ist somit fiir die Teilfolge mit Quadratzahlenindizes bewiesen. Fiir die
gesamte Folge war diese Argumentation nicht moglich, da sonst die Reihe Y2, P[A;]
nicht konvergieren wiirde. Wir miissen also noch iiberpriifen wie sich % — p zwischen
aufeinander folgenden Indizes der Teilfolge verhélt:

Fir i« € N sei n € N so gewihlt, dass n? < i < (n + 1)% Dann gilt folgende

Abschétzung:
Si || Se2 —n2p+ Si— Sz (i —n?)p
i n i i i
|8 =) |Sasn =Sz | ‘<<n+ b2 —n%p\
n n n
Snz 2n + 1
< nQ—pw+ S (1+p).

Fiir ¢ — oo ist auch n — oo. Da die rechte Seite fast sicher gegen 0 konvergiert

folgt die Behauptung. m

3.3.3 Starkes Gesetz der Groflen Zahlen von Rajchman

Wie schon beim Schwachen Gesetz der Grofien Zahlen miissen die Zufallsvariablen

nicht bernoulliverteilt sein. Auch die Unkorreliertheit reicht wieder aus.

Satz 3.10. Starkes Gesetz der Grofien Zahlen von Rajchman

Seien Xy, ..., X, paarweise unkorrelierte Zufallsvariablen in £L* mit E[X;] = u und

Var|X;| = 0. Dann gilt:
1 n
13w =] -
i

Beweis. Der Beweis erfolgt analog wie beim Starken Gesetz der Groflien Zahlen von

n—o0

P [lim

Borel, in dem man p durch g und pg durch o? ersetzt. O]

Dieser Satz stellt das Analogon zum Satz von Tschebyscheff dar und wird auch oft
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als £2-Version bezeichnet.

3.3.4 Starkes Gesetz der Groflen Zahlen ohne identische Verteilung

Wir wollen nun wieder die Bedingung der identischen Verteilung fallen lassen. Um
den Satz mit diesen Bedingungen beweisen zu kénnen benotigen wir zwei Hilfssdtze.
Zunachst geben wir ein Kriterium fiir das Vorliegen fast sicherer Konvergenz. An-

schliefend formulieren wir ein Resultat aus der Analysis.
Lemma 3.11. Seien X1, X, ... Zufallsvariablen in £* mit E[X;] = 0 fir i € N.
Sei S, =Y i X; und es gelte
ZVar[Xi] < 00.
i=1
Dann konvergiert S,, fast sicher.

Beweis. Sei € > 0 und m € N. Dann gilt mit Hilfe der Kolmogorov-Ungleichung;:

>4
:

P sup|Sn—Sm|>5]:IP’[sup X;

n>m n>m—+1

i=m-+1

> x

i=m-+1

= lim P [ sup

k—o0 E>n>m+1

Nach Satz 2.1 folgt die Behauptung. m

Lemma 3.12. Kronecker-Lemma

Es sei (ap)nen eine Folge reeller Zahlen und (by,)nen eine monoton steigende Folge

n a;

positiver Zahlen mit lim,, o b, = 00. Sei s, = Y .| 7. Falls (sp)nen konvergiert,

so folgt:

RN
fim g 2 =0

n .

Beweis. Nach Voraussetzung 3s € R mit s = lim,, o 5,,. Aus s, — 8,1 = 3= folgt:

Zai = Z bz‘(Sz‘ - Si—l)
i=1 i=1
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n

= bpsp, — Z(bz - bi—l)si—l-

i=1
Multiplizieren wir nun beide Seiten mit bi, so erhalten wir

n

1 1
b Zai = Sn — b (bi = bi—1)si-1.
=1

Aus s = lim,,_, s, folgt mithilfe des Cesaro-Limes s = lim,, i(bZ —b;_1)s;_1 und

damit die Behauptung. O

Bemerkung: Setzen wir im Kronecker-Lemma b, = %, so sehen wir, dass es zum

Nachweis von P[lim, o 2 3" | X; = 0] = 1 reicht, P[>}, % konvergiert] = 1 zu

zeigen.

Nun koénnen wir das Starke Gesetz der Groflen Zahlen beweisen, ohne eine identische
Verteilung der Zufallsvariablen zu fordern. Stattdessen miissen wir wieder eine an-
dere Bedingung an die Zufallsvariablen stellen, die auch als Kolmogorov-Kriterium

bekannt ist.

Satz 3.13. Starkes Gesetz der Grofien Zahlen ohne identische Verteilung

Seien X1, Xs, ... unabhingige Zufallsvariablen in £*, die das Kolmogorov-Kriterium

o0

Var[X,,]
< 00
D

n=1

erfillen. Dann gilt:

n

> (- EIX)

P | lim
n—oo

:0]:1,

Beweis. Wir kénnen 0BdA annehmen, dass E[X;] = 0 fiir alle ¢ € N. Sei ¥; = ¢,
Dann gilt:

= = Var[X,)]
Z:l\/ar[Yn] = Z; 5y <

Weiters sei S, = Y., Yi. Aus dem Lemma 3.11 folgt dann, dass S, fast sicher

konvergiert. Wendet man nun noch das Kronecker-Lemma fiir b, = % an, so erhalt

man
1 s
S x50
n-
i=1
und damit die Behauptung. O

In den vorigen Sédtzen war nur die Unkorreliertheit gefordert. Liegt jedoch Un-

abhéngigkeit vor, so ist dieser Satz eine Verallgemeinerung der bisherigen Sétze.
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Sind die Zufallsvariablen ndmlich zusétzlich identisch verteilt mit Var[X,| = 0%, so

ist die Kolmogorov-Bedingung immer erfiillt, denn:

oo o0

Var| X, 1
y Yl ey e

n=1 n=1
Bei den bisherigen Sétzen spricht man wieder von £2-Versionen des Starken Gesetzes
der Groflen Zahlen.

3.3.5 Starkes Gesetz der Grofien Zahlen von Kolmogorov

Analog wie bei den Schwachen Gesetzen wollen wir nun noch eine £-Version herlei-
ten. Dies bendtigt einiges an Vorbereitung. Dabei betrachten wir wieder unabhéngig

und identisch verteilte Zufallsvariablen.

Wir benétigen dazu sogenannte gestutzte Zufallsvariablen: Ist (X,,).en eine Folge

von Zufallsvariablen, so betrachtet man
Yn = Xnﬂ{|Xn|§n}-

Y,, wird also gleich 0 gesetzt, wenn X, auflerhalb des Intervalls [—n, n| liegt. Dadurch
folgt automatisch, dass |Y,,| < n und Y,, somit beschrénkt ist. Weiters werden andere

wichtige Ergebnisse von X, auf Y,, iibertragen, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 3.14. Seien X1, Xo, ... unabhdngig und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit E[X;] = p und Y, := X, 1qx,|<ny mit n € N. Dann gilt:

(i) E[Y;] — .
(i) P|X, =Y, fir fast alle n] = 1.

(111) (Yp)nen erfillt die Kolmogorov-Bedingung, also > - V%[QY"] < 0.

n=1

Beweis. (i) Sei Z, = Xi1{x,)<n}- Da X; und X, identisch verteilt sind, sind auch
Z, und Y, identisch verteilt und somit gilt E[Z,] = E[Y,]. Andererseits gilt
|Z,| < X; fiir allen € Nund Z, ﬁ) X;. Nach dem Satz von der majorisierten

Konvergenz folgt somit:

E[Y,] =E[Z,] — E[Xi] = p.
(i) Es gilt:

ZP[Xn 7é Yn] = ZP[|XN| > n]
=> P Xi| > n]
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:iZP[kS X1 < k4 1]

n=1 k>n

= kPlk <|Xi| < k+1]

k=1

=Y Elklecixy|<ks1]

k=0

< ZEHXﬂ]lnglkkH] = E[|X3]] < oc.
k=0

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli folgt P[X,, =Y, fiir fast alle n] = 1.

(iii) Fir alle n € N ist

und daher
1 2
~ < Z
n? — k
n>k
Wir erhalten somit:
— X PLgx <) | X |? 2| X, |2
Z n? Z n? ~ max{l,|X;|} ~ Xl
n=1 n>max{1,| X1}

Mit Hilfe dieser Abschétzung folgt nun die Kolmogorov-Bedingung;:

o o0 2
Z Var[QYn] < Z E[i;n]
n=1 n n=1 n

n2

IA
N3
=

Xl] < 0. ]

Mit Hilfe dieses Lemmas konnen wir nun das Starke Gesetz der Grofien Zahlen in

der £!-Version relativ einfach beweisen, das von Kolmogorov stammt.

Satz 3.15. Starkes Gesetz der Grofien Zahlen von Kolmogorov
Seien X1, X, ... unabhingige und identisch wverteilte Zufallsvariablen in L' mit
E[X;] = p. Dann gilt:

=0 =1

R
i [J:faz PRt
Beweis. Sei Y, = X,1jx,<ny und S, = X; + ... + X, fiir n € N. Wegen Lem-

ma 3.14(ii) geniigt es zu zeigen, dass £ 3" | 'Y; fast sicher gegen p konvergiert. Dazu
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schreiben wir Y; = E[Y;] + (Y; — E[Y;]) und erhalten:

n

%ZY - %ZE[Y,} +%Z(Yi — E[Y]).

i=1

Nach dem Lemma 3.14(i) gilt E[Y,] — p. Nach dem Cauchy’schen Grenzwertsatz
konvergiert also auch die erste Reihe auf der rechten Seite - das Cesaro-Mittel - gegen
p. Da (Y,)nen die Kolmogorov-Bedingung erfiillt, konnen wir auf die zweite Reihe
das Starke Gesetz der Groflen Zahlen vom vorigen Kapitel anwenden und erhalten,

dass die Reihe fast sicher gegen 0 konvergiert. Insgesamt erhalten wir somit

%;yf—w u
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4 Der Zentrale Grenzwertsatz

In diesem Kapitel betrachten wir wieder eine Folge von Zufallsvariablen. Auch
der Zentrale Grenzwertsatz macht eine Aussage iiber die Verteilung der Summe
S, = X1+ ...+ X,. Bei den Gesetzen der Groflen Zahlen wurde dafiir die Nor-
mierung % gewahlt, um die Konvergenz gegen den Erwartungswert E[X;] zu bewei-
sen. Wahlt man stattdessen die Normierung \/Lﬁ, so sind andere Grenzwertaussagen
moglich. Im Wesentlichen besagt der Zentrale Grenzwertsatz dann, dass diese nor-
mierte Summe fiir n — oo unter bestimmten Voraussetzungen normalverteilt ist.
Um diese Konvergenz beweisen zu konnen, muss davor eine Standardisierung dieser
Summe vorgenommen werden, da sonst bei E[X;] # 0 die Dichte immer mehr ver-
schoben und wegen Var[X;] > 0 immer flacher werden wiirde. Dies ist ein duBlerst
bemerkenswertes Resultat, da es im Allgemeinen sehr schwierig wére, eine exakte
Wahrscheinlichkeitsverteilung von einer Summe von Zufallsvariablen zu finden. Der
Zentrale Grenzwertsatz zeigt somit die Universalitit der Normalverteilung. Streng
genommen handelt es sich dabei nicht um einen einzigen Satz, sondern um eine
Gruppe von Sitzen mit verschiedenen Voraussetzungen, die alle die Konvergenz von
Summenverteilungsfunktionen gegen die Verteilungsfunktion einer normalverteilten
Zufallsvariable zum Gegenstand haben. Man unterscheidet dabei zwischen lokalen
und globalen Grenzwertsétzen, je nachdem ob man die Wahrscheinlichkeitsdichte
oder die Verteilungsfunktion betrachtet. Der Konvergenzbegriff ist dabei immer die
Konvergenz nach Verteilung. Es werden dabei also nur Aussagen iiber die Form der
Verteilungen gemacht. Da es auch im diskreten Fall Grenzwertaussagen dieser Art
gibt, sollen diese zunéchst in einem kurzen Abschnitt betrachtet werden, ehe wir
zu den Zentralen Grenzwertséitzen kommen. Als Quellen fiir dieses Kapitel wurden
hauptséchlich die Werke [5], [7], [14] und [15] herangezogen. Einzelne Anregungen

wurden auch in [3] und [9] gefunden.

4.1 Konvergenz von diskreten Verteilungen

4.1.1 Binomialapproximation der hypergeometrischen Verteilung

Fiir hinreichend grofle Grundgesamtheiten N spielt es fast keine Rolle, ob man ei-
ne kleine Stichprobe vom Umfang n mit oder ohne Zuriicklegen zieht. Sind darin
M Objekte mit einer bestimmten Eigenschaft enthalten und werden diese immer
wieder zuriickgelegt, so wird ein solches bei jedem der n Versuche mit konstanter
Wahrscheinlichkeit p = % gezogen. Zieht man ohne Zuriicklegen, so erhalten wir fiir

den 1. Zug dieselbe Wahrscheinlichkeit p = %, fiir den 2. Zug hingegen die Wahr-

t M—-1 M
N-1" N-1°

wir eines der N — M Objekte gezogen haben etc. Fiir grofle N weichen diese Werte

scheinlichkei wenn wir eines der M Objekte gezogen haben oder wenn
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nur minimal voneinander ab. Wir kénnen daher die hypergeometrische Verteilung

bei bestimmten Voraussetzungen gut durch die Binomialverteilung approximieren.

Satz 4.1. Sei (Xy)nen eine Folge von H(N, My, n)-verteilten Zufallsvariablen und

n fest. Wenn N, My — 00, sodass A}lgloo % =p, dann gilt fir alle k =0,1,...,n:
. R T B U R
i PR = = () -

Beweis. Sei M = My. Es gilt:

B0 _ mitm i
n— KN (M—EK)! (n—k){(N—M—n+k)!
P[Xy =k =~ Nk - N
(n) nl(N—n)!
M(M~—1)..(M—k+1) (N—M)(N—M—1)... (N—M—n+k+1)
k! (n—k)!

N(N-1)...(N—n+1)
n!

nl M. (M-k+1)(N-M)...(N-M-n+k+1)5=
Nn

" kl(n—k)! NN-1)...(N=n+1) e
M M—k+1 (N—M) (N—M—n+k+1)
o n N N N Ce N
o <k) N (N-1) (N—n+1)
N N °°° N

O ..(p—%)(l—p)...@—p—(’*—]@“))
_<"5) (1—%)...<1—<”—;1>)

o, (Z)pk (1—p)* O

Faustregel: Ist & < 0.05, so ist die Binomialverteilung eine gute Approximation fiir

die hypergeometrische Verteilung.

Bemerkung: Der Beweis hétte genauso mithilfe von charakteristischen Funktionen
gefithrt werden koénnen. Aufgrund der komplizierten Charakteristischen Funktion
der Hypergeometrischen Verteilung wire dies jedoch viel mehr Aufwand als der

,rechnerische® Beweis.

Beispiel 4.1: Einer Lieferung von N TV-Geréten, die unabhéngig voneinander mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0.04 defekt sind, wird eine Stichprobe von 15 Stiicken
entnommen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich darunter nur einwand-

freie Gerate befinden?

In der folgenden Tabelle werden die Wahrscheinlichkeiten fiir die hypergeometrisch-
verteilten Zufallsvariablen Xy, die die Anzahl der einwandfreien Stiick angeben, und

verschieden grofien N berechnet:

43



N | P[Xy = 15]
50 | 0.4857
100 | 0.5164
500 | 0.5337
1000 | 0.5397
5000 | 0.5416

Berechnet man die Wahrscheinlichkeit mit der Binomialverteilung, die von N un-
abhiingig ist, ergibt sich 0.96' = 0.5421.

4.1.2 Poisson-Approximation der Binomialverteilung

Die Binomialverteilung hat unter den diskreten Verteilungen eine besondere Bedeu-
tung, da sie sehr hdufig auftritt. Fiir groles n und £ ist jedoch die Berechnung vom
Binomialkoeffizienten (Z) sehr mithsam. Man versucht daher, Approximationen fiir
die Binomialverteilung zu finden. Ist die Erfolgswahrscheinlichkeit p klein, so eignet

sich die Poisson-Verteilung dafiir.

Satz 4.2. Sei (X, )nen eine Folge von B(n,p,)-verteilten Zufallsvariablen. Wenn
n — 00, sodass A = np,, konstant bleibt (= p, — 0), gilt fir alle k € N:

k
lim P[X, = k] = AR

= —e

Beweis. Wir wollen dafiir zweil Beweise anfiihren.

Rechnerisch:

O
:z_lzn(n—l)..&lgn—k—i—l) (1_%>"(1_%)—

k n —k
IS I D CPA Y PR B G
k! n n n n

v~ v~ v~
n—r00 1 n—r00 5_)‘ n—>00 1

Mit Charakteristischen Funktionen:

In Beispiel 1.2 wurden die Charakteristischen Funktionen der beiden Verteilungen

berechnet.
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ox,(t) = (p(e* = 1)+ 1)"

it_l n
()
n

n—o00 it _
_ 6/\e 1

Aus dem Stetigkeitssatz folgt die Behauptung. m

Beispiel 4.2: Ein Unternehmen stellt pro Tag 1000 elektrische Bauteile her, von
denen jedes unabhéngig von den anderen mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.0025
defekt ist. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass an einem bestimmten Tag
k€ {0,1,2,3,4} defekt sind?

Sei X die Anzahl der defekten Bauteile. Dann ergeben sich fiir n = 1000, p = 0.0025
und A\ = np = 2.5 folgende Werte:

P(\) | B(np)
P[X = k] | P[X = k]
0.0821 | 0.0818
0.2052 | 0.2051
0.2565 | 0.2567
02138 | 0.2141
0.1336 | 0.1337

_ W NN = O

Da in diesem Beispiel die Werte von n und p den Voraussetzungen einer Poissonap-

proximation sehr gut entsprechen, kommt es nur zu sehr minimalen Abweichungen.

Die Poissonapproximation ist jedoch nur fiir kleine Werte von p sinnvoll, wie folgen-

des Beispiel zeigt:

Beispiel 4.3: Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim 10-maligem Miinzwurf
genau 5 Mal Zahl erscheint?

Die Wahrscheinlichkeit dafiir betragt (150)2*10 = (0.2461. Wiirde man hier Poissonap-
proximation mit Parameter A = 5 verwenden, so wiirde sich eine Wahrscheinlichkeit
von g—fe_f) = 0.1755 ergeben und somit deutlich von der tatsdchlichen Wahrschein-
lichkeit abweichen.
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4.2 Der Zentrale Grenzwertsatz von de Moivre und Laplace

Zunachst betrachten wir den wichtigen Spezialfall von bernoulliverteilten Zufallsva-
riablen, der als Satz von de Moive und Laplace bekannt ist und der mit elementaren
Hilfsmitteln bewiesen werden kann. Fiir den Beweis des Satzes bendtigen wir die

Stirling’sche Formel.

4.2.1 Stirling’sche Formel

Fiir groles n und k ist die Berechnung des Binomialkoeffizienten (Z) = o ; sehr

kl(n—k)
mithsam. Wir benotigen eine gute Approximation fiir die auftretenden Fakultéten.
In diesem Abschnitt zeigen wir vorerst nur, dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodass
n! ~ ce "n"/n gilt, wobei a ~ b bedeutet, dass lim, . 7> = 1 ist. Spéter werden

wir im Zuge des Beweises des Satzes von de Moivre und Laplace ¢ = v/27 herleiten.

Satz 4.3. Stirling’sche Formel, 1. Teil

Es existiert ein ¢ > 0 mit n! ~ ce”"n"/n.

Beweis. Sei d,, :=logn!— (n + %) log n+n. Da log x konkav und monoton wachsend

ist, gilt fir k=1,...,n:

ol
F
(SIS

k41
logxdr <logx < / log x dx.

k— k

[NIE

Durch Summieren iiber kK = 1, ..., n erhalten wir:

"+% n+1

/10gmdx§logn!§ /logxdx.
1

N

Da zlogx — x eine Stammfunktion von log x ist, folgt:
(n+3)log (n+3)—(n+3i)—3logi—1 < logn! < (n+1)log(n+1)—(n+1)—log1—1
& (n+i)log(n+3)—n—1logl <logn! < (n+1)log(n+1)—n.

= d,>(n+3)log(n+1)—n—1logi—(n+1)log(n+1)+n
= (n+3)log ("+1/2) —3logi > —1logs > 0.

(.

-~

>0
Also ist d, durch die positive Konstante —% log% nach unten beschréankt. Weiters
gilt:
dy, — dpi1 =logn! —log(n+1)! = (n+ ) logn+ (n+ 2)log(n + 1) +n— (n+1)
= (n+ %) [log(n+1) —logn] — 1
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n+1
= / log z dz — 3[log(n + 1) —logn] > 0.

Also ist d,, auch monoton fallend. Daraus folgt, dass lim d,, =: d existiert und es
n—o0
gilt:
c = ed — enlimoodn — lim elogn!—(n-{—l/Q) logn+n
n—oo
! n!
N nl—)I20 n(n+1/2)e_n '
= n! ~ ce "n"\/n. O

4.2.2 Elementarer Beweis

Wir werden in diesem Abschnitt den Beweis mit elementaren Hilfsmitteln durchfiihren,
bei dem die Stirling’sche Formel eine zentrale Rolle spielt. Obwohl der Satz sofort aus
den spéteren Versionen folgen wiirde und der Beweis schneller gefiihrt werden kénn-
te, soll hier der elementare Beweis angefiihrt werden. Dieser ist zwar etwas ldnger,
kommt jedoch ohne charakteristische Funktionen oder anderen technischen Hilfe-
stellungen der Wahrscheinlichkeitstheorie aus. Deshalb ist dieser oft in einfiihrenden

Biichern zu finden, wie zum Beispiel in [3] oder [7].

Satz 4.4. Zentraler Grenzwertsatz von de Moivre und Laplace
Seien X1, ..., X, unabhingige Ber(p)-verteilte Zufallsvariablen und S, = Y " | X;.

L. . . .. . . % .__ Sp—np
Somit ist S,, B(n,p)-verteilt. Dann gilt fir die Zufallsvariable S} = Nol und alle
a <b:

Beweis. Die Zufallsvariable S nimmt die Werte z,,(k) % fir k=0,1,...,n

mit den Einzelwahrscheinlichkeiten P[S} = z,(k)] = (})p"¢"* an. Die Werte liegen

k
im Intervall [z,(0),z,(n)] = [—, [0 /%] und die z,(k) liegen in einem Abstand
von A, := ——. Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten:
VPq

1. Schritt: Anwendung der Stirling’schen Formel

Es ist P[S! =z, (k)] = k!(:ik)!pkq"_’“. Nach der Formel von Stirling gilt dann:

n! ~ cy/nne” "
Kl (n—k)! " cvVkkke—Fey/n—k(n—k)(n—k)e=(n—k)
v/nn"
eVkkFy/n—k(n—k)n—=F)

n n\k n \n—k
= v (7)) G)"
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o Bl =]~ L T () ()

2. Schritt: Grenzverhalten der auftretenden Faktoren

o« . o o k-_np .
Sei im Folgenden x = x, (k). Aus z = T olgt:
k=np+xy/npqg und n —k =nqg— x/npq.
s —142,/L und TE=1—-g,/2.
np np ngq ngq

Betrachte nun —-—2 VER—R) g gilt:

(e B B
BRI,

N \/ n \/ n 1
k(n — k) npng  /npq
Fiir das Grenzverhalten von (%)k (—)n * betrachten wir die Reihenentwicklung

1 CC2 x x
vom Logarithmus: log(1 +z) =2 — 5 + % — 5+ —. ..
np\k k
= log (%2)" = —klog (n—p>
_ [ a
(np + x/npq) log <1 +z np)

3 2
—(np + y/npq) <x,/nip—g—2nip+g—3(ﬂ/%) —%ng—pz+—...)

3 3
= z(—y/npq) + 2*(—q + 1) + 2° <—§\/g—p+§ g—p) + -

[

k
= log <%) ~ —\/npqr — gx2.

n—k
log ( nqk> ~ \/npqr — §x2.

Insgesamt gilt somit log (?p)k (%)n_k ~ —/npqr — L2 + /npqr — Ba? = %
Daraus folgt Vz,, (k) € [a, b]:

Analog erhélt man

. 11 eao?
]P’[Snzl'n(k:)]wz npqe 2.

Dies ist die lokale Version des zentralen Grenzwertsatzes. Es handelt sich dabei um

eine stochastische Konvergenz.
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3. Schritt: Approximation durch Riemann-Summen

Um Pla < S} < b] zu erhalten, miissen wir aufsummieren:

Pla<s;<t|= 3 BS;= (k)

zn(k)€Ela,b]
1 a1
~ — E (& 2 .
C n
en(b)ela] NG

=A,
Diese Summe ist eine approximierende Riemann-Summe mit Zerlegung z,(k) fur

22
das Integral %fab e~z dx, also

1 2
Pla < S; < b N-/@‘?dx.
c
4. Schritt: ¢ = /21 (2. Teil der Stirling’schen Formel)
Da Wahrscheinlichkeiten nicht gréfer als 1 sind, gilt Va, b: % fab e~ T dr < 1. Aus der
Ungleichung von Tschebyscheff folgt Ve > 0:
Var|S? 1
Plls;) > o] < LBl _ L

g2 g2’

Daraus folgt P[—e < 5! <¢] > 1— 6% Also gilt fiir n — 00, a = —c und b = ¢:

Fiir ¢ = oo erhalten wir also:

1 22
—/e_dezl
c
22 22
:>02:/e_2dx/ y7 // o dx dy
oo 2w

//e 2Td<,0dr—27r/e srdr = 2m.

Dabei wurde die Substitution # = 7 cos ¢ und y = rsin ¢ mit der Funktionaldeter-

minante r durchgefiihrt. Es ergibt sich also ¢ = +/27 und somit insgesamt:

n—>oo

Pla < Sf <b — = ®(b) — P(a). O

L

Der Satz von de Moivre und Laplace besagt also, dass die standardisierten Zufallsva-
riablen S} = \’;;ip in Verteilung gegen eine standardnormalverteilte Zufallsvariable
konvergieren.
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Faustregel: Ist npqg > 9, so ist die Normalverteilung eine gute Approximation fiir
die Binomialverteilung. Umso néher p bei %, desto kleiner braucht n fiir gute Ap-

proximationen sein. Ist p hingegen sehr nahe bei 0 oder 1, so benotigt man grofie n.

4.2.3 Korrekturterme

Die Binomialverteilung ist eine diskrete Verteilung. Stellt man sie graphisch dar, so
zeichnet man iiber jedem Intervall [k — %, k 4+ %] auf der z-Achse ein Rechteck mit
der Hohe bzw. dem Flacheninhalt P[X = k]. Da diese Histogramme mit steigen-
dem n immer flacher werden und immer mehr nach rechts abwandern, geht man
zur Standardisierung tiber und betrachtet z,(k) statt k. Da diese nun durch die
stetige Standardnormalverteilung approximiert wird, kann die Ndherung durch die
sogenannte Stetigkeitskorrektur verbessert werden. Dabei wird bei der Normalver-
teilung die untere Grenze um 0.5 verkleinert und die obere Grenze um 0.5 vergréfert.

Fiir grofle n spielen die Korrekturterme hingegen so gut wie keine Rolle.

Beispiel 4.4: Bedeutung der Stetigkeitskorrektur
Die Wahrscheinlichkeit bei 600-maligem Wiirfeln eines fairen Wiirfels zwischen 90

und 100 Mal eine Sechs zu werfen, betragt:

100 k 600—k
600\ /1\" /5
P[90 < S, < 100] = ) ( . ) (6) (6) ~ 0,4025.

k=90
Eine solche Berechnung wire ohne Computer kaum moglich. Deswegen verwendet

man die Normalapproximation. Sei dazu o = 1/600%%.

Ohne Korrekturterme:

90 — 100 100 — 100
o o

P[90§Sn§100]:IP’{—§S;§

~®(0) — @ (—1)

g

~ 0.5 —0.136758 ~ 0.3632.

Mit Korrekturterme:

90 — 0.5 — 100 <5 < 100 +0.5 — 100}

o - - o

P[90 < S, < 100] =P {
~ @ (22) — @ (—128) ~ 0.3968.

Mit den Korrekturtermen ergeben sich also bessere Approximationen.
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4.2.4 Beispiele

Aufgrund der zentralen Bedeutung des Satzes mochte ich noch zwei weitere Anwen-

dungsbeispiele anfiihren.

Beispiel 4.5: Macht entschlossener Minderheiten

An einer Wahl zwischen zwei Parteien A und B nehmen 1000000 Wihler teil. Davon
stimmen 2000 Wahler geschlossen fiir A, die restlichen 998000 Personen sind unent-
schlossen und treffen ihre Wahl durch Werfen einer fairen Miinze. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, dass Partei A gewinnt?

Sy, ist B(998000, %)—Verteﬂt. Fiir einen Sieg beno6tigt A mindestens 498001 der rest-
lichen Stimmen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir betrégt: (Korrekturterme spielen hier
keine Rolle)

P[S, > 498001] = 1 — P[S,, < 498000]

=1 * < 498000499000
=1 P[Sng V249500 }

~ 1000 ~
~1—d (_—m) ~ 0.9774.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sieg der Partei A ist also erstaunlich grofl. Intuitiv
glauben viele, dass diese 2000 Wahler der Partei A nicht wirklich einen Vorteil
bringen, da sie ja lediglich 0.2 Prozent der gesamten Wahlerschaft darstellen.

Beispiel 4.6: Uberbuchen

Eine Fluggesellschaft nimmt - in der Praxis iibliche - Uberbuchungen vor, da sie
aus Erfahrung weif}; dass 4 Prozent der Inhaber von Flugtickets nicht zum Abflug
erscheinen. Pro Flug sind 400 Plédtze vorhanden. Wie viele Buchungen kénnen an-
genommen werden, damit die Wahrscheinlichkeit einer tatsichlichen Uberbuchung

hochstens 5 Prozent betragt?

Es muss also P[S,, > 400] < 0.05 gelten. Durch Normalapproximation erhalten

wir:
— + ~ 400+0,5—0.96n
P[S, < 400] = P [Sn < W}
~ & ( 400.5-0.96n
~ @ (1052080 ) > .95,
Es ist ®(1.645) ~ 0.95. Durch Losen der Gleichung
400.5 — 0.96n

= 1.645
v0.0384n

erhélt man fiir n ~ 410.39. Es konnen also 410 Buchungen angenommen werden.
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4.3 Verallgemeinerungen

Es ist eines bemerkenswertesten Resultate der Wahrscheinlichkeitstheorie, dass der
Zentrale Grenzwertsatz nicht auf bernoulliverteilte Zufallsvariablen beschréankt bleibt,

sondern unter sehr allgemeinen Bedingungen gilt.

4.3.1 Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg und Lévy

Zunachst betrachten wir eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zu-
fallsvariablen. Man beachte, dass dabei nichts iiber die spezielle Gestalt der Vertei-
lung der Zufallsvariablen ausgesagt wird und das Grenzverhalten nur vom Erwar-
tungswert und der Varianz abhéngt. Insbesondere brauchen wir nicht wissen, ob es

sich um diskrete oder stetige Zufallsvariablen handelt.

Satz 4.5. Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg und Lévy
Seien X1, ..., X, unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[X;] = u
und Var[X;] = 0%. Sei S,, = X1+ ...+ X,, und S* := Se=tit - Dann gilt Vt € R:

oy/n

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei ;1 = 0, ansonsten betrachte die
Zufallsvariablen Y; = X; — p. Wir arbeiten mit charakteristischen Funktionen. Sei
@s:(t) die charakteristische Funktion von der standardisierten Zufallsvariable S.
Dann gilt mit Hilfe von Satz 1.9 und Satz 1.10:

t
Ps5(t) =0 _1_ (x4 4x0 (1) = @x14.4X, (m)

-on ) ()

)

Nach Satz 1.12 konnen wir ¢y, (ﬁ) in eine Taylorreihe um ¢ = 0 entwickeln. Wir

erhalten daher:

o ()] -

Somit ist

il () o) |




Also strebt die charakteristische Funktion von S gegen die charakteristische Funk-
tion der N (0, 1)-Verteilung. Nach dem Stetigkeitssatz folgt die Behauptung. O]

In Beispiel 1.6 haben wir gesehen, dass Linearkombinationen normalverteilter Zu-
fallsvariablen wieder normalverteilt sind. Wir kénnen somit die Standardisierung,

die vorerst fiir einen Beweis nétig war, riickgédngig machen und erhalten:

Z X; ~ N(np,no?).

i=1
Daraus kann man folgendes erkennen:
1. Man sieht, dass die Normierung \/Lﬁ sozusagen die Richtige war, da wegen

. 1
ZXZ'] = —no’ =0
i=1 "

Var

I 1
— Xi| = -V
7 21 ] ~ Var
die Varianz unabhingig von n wird.

2. Es ldsst sich daraus das Schwache Gesetz der Groflen Zahlen folgern: Wéhle

die Normierung % Dann gilt:

1 < 2
n -
=1
Wegen %2 272 0 konzentriert sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung von
%Z?:l X, fir zunehmendes n immer stédrker bei ihrem Erwartungswert pu.
Mit Hilfe von Satz 2.5 erhalten wir dann:

I I

4.3.2 Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg und Feller

Bis jetzt haben wir immer gefordert, dass die Zufallsvariablen unabhéngig und iden-
tisch verteilt sind. Diese Annahme kann noch weiter abgeschwécht werden. Im fol-
genden Grenzwertsatz wird die Bedingung, dass die Zufallsvariablen identisch ver-
teilt sein miissen, fallen gelassen. Lediglich die Unabhéngigkeit wird noch gefordert.
Jedoch miissen dann andere Bedingungen an die Folge der Zufallsvariablen gestellt
werden, die im Wesentlichen sicherstellen, dass nicht ein Teil der Summanden alle

anderen dominiert. Fine bekannte Bedingung dafiir stammt von Lindeberg.

Definition 4.1. Sei (X,,),en eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen in £2
mit E[X;] = p; und Var[X;] = ¢7. Sei s2 := Y, 7. Die Folge erfiillt die Lindeberg-
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Bedingung, wenn Ve > 0 gilt:

.1
lim — ZE [(Xi = 1) L X esy] = 0.

Die Bedingung besagt intuitiv, dass auflerhalb jeder e-Kugel keine der Zufallsvaria-
blen einen wesentlichen Beitrag zur Summe leisten darf. Der Beitrag jeder einzelnen

Zufallsvariable muss mit grofler Wahrscheinlichkeit klein sein.

Satz 4.6. Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg und Feller

Seien X1, Xo, ..., X, unabhdngige Zufallsvariablen, die die Lindeberg-Bedingung erfiillen

und sei SF := %ﬁf’_“‘) Dann gilt:
t
P(§t < gy moy L / -5 g
— [ e .
" V2T
Beweis. Einen Beweis dazu findet man in [15]. O

Bemerkung: Die Umkehrung des Satzes gilt im Allgemeinen nicht, das heifit aus
der Konvergenz von S} gegen eine standardnormalverteilte Zufallsvariable folgt nicht
unbedingt, dass die Lindeberg-Bedingung erfiillt ist. Stellt man an die Folge der
Zufallsvariablen jedoch zusétzlich die Forderung der sogenannten Feller’schen Be-

dingung

. 0
lim [ max - | =0,
n—oo \ 1<j<n S,

so erhiilt man die Aquivalenz der beiden Aussagen.

4.3.3 Zentraler Grenzwertsatz von Ljapunov

Neben der Lindeberg-Bedingung gibt es noch eine andere hinreichende Bedingung
fiir eine Folge von unabhéngigen, aber nicht notwendigerweise identisch verteilten
Zufallsvariablen, um den Zentralen Grenzwertsatz zu beweisen. Diese setzt voraus,

dass die Zufallsvariablen Momente der Ordnung (2 + §) fiir ein § > 0 besitzen.

Definition 4.2. Sei (X, ),en eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit
E[X;] = p; und Var[X;] = o2 Sei s2 := > o2 Die Folge erfiillt die Ljapunov-

i=1"1%"

Bedingung, wenn fiir ein ¢ > 0 gilt:

RN
Jm 55 D E[1X —EXJP] =0
n i=1
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Satz 4.7. Zentraler Grenzwertsatz von Ljapunov

Seien X1, Xo, ..., X, unabhdngige Zufallsvariablen, die die Ljapunov-Bedingung erfiillen
2oy (Xi—pi)

Sn

und sei S} = . Dann gilt:

Beweis. Fiir jedes € > 0 und n € N gilt die Abschétzung

| Xi — i
[(Xz _MZ’)2]1{|X,-—M|>557L}] S [T]lﬂ)(i—mbssn} .

Daraus folgt:

Lo [ =l
_ZE = 1) (Xl >esny] < 2 E {Tﬂ{&—mb%n}
=1
2+6
< 56 32+6 ZE [ Xi = wil }
n—oo O‘

Aus der Ljapunov-Bedingung folgt also die Lindeberg-Bedingung und aus dem Zen-

tralen Grenzwertsatz von Lindeberg und Feller somit die Behauptung. O

Bemerkung: Die Umkehrung, dass aus der Lindeberg-Bedingung die Ljapunov-
Bedingung folgt, gilt nicht. Die Ljapunov-Bedingung ist also die stérkere der beiden
Bedingungen. Diese wurden iibrigens von den beiden Mathematikern unabhéngig

voneinander entdeckt.

Alle diese Séatze liefern das theoretische Fundament fiir die haufige Modellierung von
unbekannten Groflen durch normalverteilte Zufallsvariablen. Setzt sich eine Grofie
aus einer groffen Anzahl von unabhéngigen, unterschiedlich verteilten und nichtdo-
minierenden Einzeleinfliissen zusammen, so ist diese nach dem Zentralen Grenzwert-
satz anndhernd normalverteilt. Eine solche Situation liegt in den Naturwissenschaf-

ten haufig vor.
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5 Markov-Ketten

Bisher wurden alle wichtigen Aussagen iiber Folgen von Zufallsvariablen unter der
Annahme der Unabhéngigkeit getroffen. Sowohl bei den Gesetzen der Grofien Zah-
len, als auch bei den Zentralen Grenzwertsétzen wurden die Voraussetzungen immer
weiter abgeschwicht - die Unabhéngigkeit wurde jedoch stets gefordert. Fiir viele
zufillige Geschehen ist diese Annahme nicht realistisch. Gerade reale Situationen
sind voller Abhéngigkeiten. Diese zusétzliche Voraussetzung fithrt jedoch dazu, dass
die Berechnungen schwieriger werden. Es ist daher wichtig, ein Modell zu finden,
dass die Abhéngigkeit zwar beriicksichtigt, jedoch weiterhin explizite Berechnungen
moglich macht. Dafiir eignet sich eine spezielle Klasse von stochastischen Prozessen,
die Markov-Ketten genannt werden. Diese sind durch eine iibersichtliche Form der
Abhéngigkeit charakterisiert und ermdoglichen eine Interpretation der zeitlichen Ent-
wicklung eines zufélligen Geschehens. Hauptquellen fiir dieses Kapitel waren [4], [9],

[13] und [16]. Die Quellen [7] und [10] wurden zum Abgleich der Inhalte verwendet.

5.1 Grundlagen

Im ersten Abschnitt werden wichtige Grundlagen behandelt, die benttigt werden,

um das Langzeitverhalten von Markov-Prozessen studieren zu kénnen.

5.1.1 Definition und Eigenschaften

Definition 5.1. Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I # () eine beliebige
Indexmenge und (A,C) ein messbarer Raum. Eine Familie {X;,¢ € I} von Zufalls-
variablen mit Werten in A heif$t stochastischer Prozess mit Parameterbereich I und

Zustandsraum A.

Bei den Markov-Ketten ist A endlich bzw. abzdhlbar und I = Ny = {0,1,2,...}.

Wir haben es also mit einer Folge von diskreten Zufallsvariablen zu tun.

Definition 5.2. Eine Markov-Kette ist ein stochastischer Prozess (X, )nen, mit
abzahlbarem Zustandsraum A, der die folgende Markov-Eigenschaft erfiillt: Vn € Ny
und Vi, j, g, ..., 1,1 € A\ ist:

P[Xn+1 = j‘Xn = Z] = P[XnJrl = ]‘Xn = Zlaanl =ln1y--- 7X0 = i0]7

sofern P[X,, =i, X,, = ip_1,..., X0 = ig] > 0.

Wir interpretieren X,, = i als Zustand des stochastischen Prozesses zur Zeit n. Die

Markov-Eigenschaft besagt dann, dass die Wahrscheinlichkeit zur Zeit n+ 1 in einen
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beliebigen Zustand zu gelangen nur vom Zustand zur Zeit n abhéngt, nicht jedoch
von den Zustdnden davor. Kurz gesagt hdngt die Zukunft von der Vergangenheit
nur iiber die Gegenwart ab. Zur einfacheren Behandlung nehmen wir weiters an,
dass die Wahrscheinlichkeit eines Uberganges von einem Zustand zu einem anderen

nicht von der Zeit n abhéngt.

Definition 5.3. Eine Markov-Kette (X,,)nen, heiit homogen oder Kette mit stati-
ondren Ubergangswahrscheinlichkeiten, wenn Vi, j € A gilt, dass P[X,, 1 = j| X, = 1]
unabhingig von n ist. Wir definieren dann die (1-Schritt-)Ubergangswahrscheinlich-
keit durch

pzj = P[Xn+1 = ]‘Xn = Z]

Fassen wir diese p;; zu einer |A| x |A|-Matrix zusammen, so erhalten wir eine sto-

chastische Matrix P = (p;;)i jea, das heifit es gilt:

jEA
Beispiel 5.1: Sei A = {1,2,3}, wobei die Zusténde 1,2,3 fiir regnerisch, bewolkt
und sonnig stehen. In der Matrix P kann man die Wahrscheinlichkeit ablesen, dass

auf einen Tag mit Zustand ¢ € A ein Tag mit Zustand j € A folgt:

03 0.7 0
P=103 05 0.2
0.1 0.6 0.3

Nun kénnte man sich fragen, wie das Wetter iibermorgen oder in 5 Tagen aussehen

wird.

Analog zu den 1-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten kann man n-Schritt-Uber-

gangswahrscheinlichkeiten definieren:

Definition 5.4. p\™ := P[X,sn = j| X = i] Vn,m € Ny, Vi, j € A.

)

Satz 5.1. Chapman-Kolmogorov-Gleichung
Ist (X,)nen, €ine Markov-Kette mit Zustandsraum A, so gilt fir alle i,j € A und
m,n € Ny:

(m+n
pw : szk pk]
keA
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Beweis. Um von i nach j in (m+n) Schritten zu kommen, miissen wir in m Schritten

zu einem Zustand k und von dort in n Schritten weiter bis zu j gelangen:

Py = P[Xpnn = | Xo = i

v

- ZP min = J, X, k|X0 = l]
keA
keA
= P[Xunin = X = KP[X, = K| Xo = i
keA
= szk ij n
keA

Bezeichnet P = (10,])Z ea die Matrix der n-Schritt- Ubergangswahrscheinlichkei-

ten, so besagt die Chapman-Kolmogorov-Gleichung;:
Durch wiederholtes Anwenden erhalten wir:
pm = pnti=l) = p-lip = p=2)p2 — = pm,

Also erhalten wir die n-Schritt-Ubergangsmatrix als n-te Potenz der 1-Schritt-Uber-

gangsmatrix.

Beispiel 5.2: Das Wetter fiir Ubermorgen erhalten wir somit einfach durch

0.3 0.56 0.14
P® =pP2=1026 0.58 0.16
0.24 0.55 0.21

Kennt man neben der Ubergangsmatrix noch die sogenannte Startverteilung, so ist

die Entwicklung der Markov-Kette vollstindig spezifiziert.

Definition 5.5. Sei (X,,)nen, eine Markov-Kette mit Zustandsraum A = {iy, ..., i, }.

Der Zeilenvektor v(© mit
v = O VO = (P[Xy =i1],...,P[Xo = in])
heifit Startverteilung der Markov-Kette.

Die unbedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung von Xj, Xs,... fasst man entspre-
chend der Definition mit den Zeilenvektoren v, v?) ... zusammen. Die Verteilung
von X, erhélt man dann durch Multiplikation vom Vektor der Startverteilung mit

der n-Schritt-Ubergangsmatrix, wie der folgende Satz zeigt:
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Satz 5.2. Sei (X, )nen, €ine Markov-Kette mit Zustandsraum A, Startverteilung

v und Ubergangsmatriz P. Dann gilt:

v =0 pr

Beweis. Induktion nach n: Fiir n = 1 und Vj € A gilt:
Vi) = P[X; = j]
= PIXy = iJP[X; = j|Xo = i]
1€EA
ieA
= (wP),,
wobei im ersten Schritt der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit angewendet
wurde und (v P); das j-te Element des Zeilenvektors (v(%) P) bezeichnet. Daraus
folgt () = O P

Nach Induktionsvoraussetzung gelte nun v("~1) = () Pr=1 Dann gilt:

y](n) = P[X, = j]
= > P[Xo1 = iP[X, = j| X1 = i
€A
- Z Vi(nil)pij
€A
= (I/(n_l)P)j.
Also ist ™ = p(r=1) p — 1,(0) pn=1p _ 1,(0) pn 0O

Da die Startverteilung im Weiteren oft eine Rolle spielen wird, fithren wir noch eine
praktische Schreibweise ein. Betrachten wir Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen
unter der Bedingung, dass die Kette in einem Zustand i € A gestartet wurde, so

schreiben wir

Analog bezeichnen wir mit P,[A] die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von einem

Ereignis A unter der Startverteilung v.

5.1.2 Klassifikation von Zustianden

In diesem Abschnitt werden Eigenschaften von einzelnen Zustédnden einer Markov-
Kette behandelt. Sei dazu (X, )nen, eine Markov-Kette mit Zustandsraum A.

Definition 5.6. Ein Zustand ¢ € A heilt absorbierend, wenn p;; = 0 Vj # i. Das

heifit, falls die Markov-Kette den Zustand ¢ eingenommen hat, kann sie ihn nicht
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mehr verlassen.

Definition 5.7. Ein Zustand j € A heift von ¢ € A aus erreichbar (i — j), wenn

dn € N mit pgl)

kommunizieren und schreiben i < j.

> 0. Ist ¢ = 7 und 57 — 4, so sagen wir, dass ¢« und j miteinander

Definition 5.8. C' C A heif3t abgeschlossen, wenn C' nicht verlassen werden kann,
das heift p;; =0, wenn i € C und j ¢ C. (& > o pir = 1)

Satz 5.3. Die Relation des Kommunizierens ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Die Reflexivitit gilt wegen p@ = 1 und die Symmetrie folgt aus der Defi-

[
nition. Es muss nur noch die Transitivitéit gezeigt werden:

Sei dazu ¢ — j und j — k, das heifit In,m € N mit pg-b)

> 0 und pj; > 0. Mit der
Chapman—Kolmogorov—Gleichung folgt

pie ™ =Nl =+ > il = i > 0.
seA s#J,s€EA
Analog erhélt man aus £ — 7 und j — 4, dass k£ — ¢ und somit i < k. O]

Der Zustandsraum kann also in Aquivalenzklassen von miteinander kommunizieren-
den Zustédnden zerlegt werden. Es kann dabei auch der Spezialfall eintreten, dass
der gesamte Zustandsraum durch eine einzige Aquivalenzklasse ausgefiillt wird. In

diesem Fall nennt man die Markov-Kette irreduzibel. Allgemein definiert man:
Definition 5.9. C' C A heifit irreduzibel, wenn ¢ <> j Vi,j € C.

Beispiel 5.3: Sei P = (8? 05 8).
Der Zustand 3 ist absorbierend. A = {1,2,3} ist reduzibel, da nicht alle Zusténde

miteinander kommunizieren. C' = {1,2} C A ist abgeschlossen und irreduzibel.

Definition 5.10. Fiir einen Zustand i € A heifit der grofite gemeinsame Teiler
d(i) :=ggT{n € N: pg’) > 0} die Periode von i. Gilt nicht i — ¢, so sei d(i) = 0.

Definition 5.11. Gilt d(i) = 1, so heiBt der Zustand ¢ € A aperiodisch. Eine
Markov-Kette heifit aperiodisch, wenn alle Zusténde aperiodisch sind und periodisch
mit Periode d, wenn alle d(:7) = d > 2 sind.

Beispiel 5.4: Sei P, = (@ég) und Py = (%5 o'5)-

Die Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P; besitzt Periode 3, da jeder Zustand

Periode 3 hat. Startet man bei der Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P, in einem
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Zustand A = {1,2}, so gibt es mehrere Moglichkeiten wieder zu diesem Zustand

zu kommen. Betrachtet man zum Beispiel den Zustand 1, so ist pﬁ) = % > 0 und
pﬁ) = %% = i > 0 und somit d = 1. Der Zustand 1 ist also aperiodisch. Gleiches gilt

fiir Zustand 2.

Satz 5.4. Gilt i <> j, so ist d(i) = d(j).

Beweis. Nach Voraussetzung In, m € N mit pgl) > 0 und p%n) > 0. Fiir k¥ € N sei
py;) > (. Dann gilt:
pl(? m o> pgl)p%n) >0 und
i = pi > 0.
Also gilt d(7) | n+k-+m und d(7) | n+m und daher d(i) | (n+k+m)—(n+m) = k.

Damit teilt d(7) alle £ € N mit py?) > 0 und d(i) < d(j). Durch Vertauschen von i

und j erhélt man analog d(j) < d(7). O

5.1.3 Rekurrenz und Transienz

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage, ob man zu einem ausge-
henden Zustand mit Wahrscheinlichkeit 1 wieder zuriickkehrt oder nicht. Dazu de-
finieren wir zunéichst die Ersteintrittszeit und die erstmalige Ubergangswahrschein-
lichkeit.
Definition 5.12. Sei i € A. Die Ersteintrittszeit von 1 ist definiert durch

T; :=inf{n e N: X,, = i}.

Definition 5.13. Seien ¢, 57 € A. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine 7 gestartete Kette

zum Zeitpunkt n den Zustand j zum ersten Mal erreicht, ist definiert durch
15 = BilXy £ 5, Xa # oo Xnoa # 5, X = J] = BT} = ],

Weiters sei
fi*' = Zfz(]n)
n=1

Bemerkung: Es gilt dann:

AT = n}] =N P =n =) 1 =1

Das heifit f;; entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass eine in i gestartete Kette jemals

den Zustand j erreicht.
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Definition 5.14. Ein Zustand ¢ € A heifit rekurrent, wenn f;; = 1 und transient,

wenn f;; < 1.

Jeder Zustand ist also rekurrent oder transient. Ist der Zustand i rekurrent, so
bedeutet das, dass man bei Start in ¢ mit Sicherheit wieder zu ¢ zuriickkehrt. Ist i

transient, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Riickkehr kleiner 1.

Satz 5.5.
(i) Ist i € A rekurrent, so gilt P;[X,, = i unendlich oft] = 1 und Y - 1pZZ = 0.
(i1) Ist i € A transient, so gilt P;[X,, =i unendlich oft] =0 und anlpii < 0.

Beweis. Sei F,, := {X,, =i, X,11 # 1, Xn12 # 1,...} das Ereignis, dass zur Zeit n
der Zustand i zum letzten Mal besucht wird und Fy := {X}, # ¢ Yk € N}. Dann sind
die Mengen F), disjunkt und es gilt {X,, = ¢ unendlich oft}* = (J,_, F},. Also gilt:

1 — P;[X,, =i unendlich oft] = i]}”i [Fy). (5.1)
AuBlerdem gilt:
Pi[Fy] = Pi[ Xy = )P [ Xpsr # 6, Xoga # 0, | X = 4] = p{V P Fy)] (5.2)
und
Pi[Fo] =1 — [

(i) fi=1= P;j[Fy] =0 und somit folgt aus (5.2), dass P;[F,,] = 0 fiir alle n € N.
Aus (5.1) folgt dann P;[X,, = i unendlich oft] = 1 und es ist

SR =)= S
n=1 n=1

denn sonst wiirde P;[X,, = ¢ unendlich oft] = 0 nach dem Lemma von Borel-

Cantelli gelten.

(i) fi<1= P[] > 0. Mit (5.1) und (5.2) folgt
1 —P[X, =iuol] ZIP’ Fo <1+pr>

Daher ist Y~ " < 0o. Nach dem Lemma von Borel-Cantelli ist daher auch

(2

P;[X,, = ¢ unendlich oft] = 0. O

Korollar 5.6. Ist i € A ein transienter Zustand, so gilt:

[e.e]

my 1

n=0 w
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Beweis. Da ¢ transient ist, gilt P;[X,, = i unendlich oft] = 0. Nach dem 2. Teil des
Beweises des vorigen Satzes und P;[Fo] =1 — f7 gilt:

T

Die erwartete Anzahl von Besuchen in i ab dem Startzeitpunkt ist daher:

[e.e]

my _ 1

n=0 w

Man kénnte die Aussage des Satzes auch anschaulich begriinden: Wenn f; = 1, so
kehrt man sicher zu ¢ zuriick. Ist man zuriickgekehrt, hat man wieder dieselbe Si-
tuation und wird wieder mit Wahrscheinlichkeit 1 zuriickkehren etc. Also wird man
unendlich oft zuriickkehren. Ist fj; < 1, so gibt es bei jeder Riickkehr eine posi-
tive Wahrscheinlichkeit, nie mehr zuriickzukehren. Da man beliebig viele Versuche
hat, wird dies sicher passieren und damit ist die Wahrscheinlichkeit fiir unendlich
viele Riickkehren 0. Obwohl diese Argumentation nicht ganz korrekt ist, da man
annimmt, dass nach einer Riickkehr der Prozess neu gestartet wird, kann man sich

den Satz damit gut veranschaulichen.

Da das Nachpriifen von Kriterien fiir Rekurrenz und Transienz sehr miihsam ist,
stellt sich die Frage, ob man wirklich fiir jeden Zustand einzeln die Kriterien priifen
muss. Wie wir sehen werden, ist dies nicht der Fall - man kann die Zustande in
Klassen einteilen, sodass alle Zusténde innerhalb einer Klasse dieselbe Rekurrenzei-

genschaft haben.

Satz 5.7. Seien i,57 € A und ¢ <> j. Dann sind © und j entweder beide rekurrent
oder beide transient.

(r)

Beweis. Sei j rekurrent. Da i <> j = 3Jr,s € N mit p;;

pit > I plp s o,

> 0 und pg-f) > 0. Es gilt:

Da j rekurrent ist, gilt:

>y o0 > Sl oo
n=0 n=0

und daher ist auch ¢ rekurrent. Der Beweis funktioniert analog, wenn ¢ rekurrent ist

und ebenso fiir die Transienz. m
Das heifit Rekurrenz und Transienz sind Klasseneigenschaften, sie hdngen nur von

den Kommunikationsklassen ab. Daher sind alle Zusténde einer irreduziblen Menge

C C A entweder rekurrent oder transient. Dies kann man mit dem Konvergenzver-
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halten von >~ pfzn ) fiir ein beliebiges i € C' feststellen. Wir wollen nun noch zeigen,

wie wir A in rekurrente und transiente Zustédnde zerlegen konnen.

Lemma 5.8. Seien i,j € A. Ist i rekurrent und i — j, dann folgt j — i.

(s)
]
lichkeit, dass die Markov-Kette nicht mehr in ¢ zuriickkehrt, gréfier 0, also f < 1.

Beweis. Da i — j = ds € N mit p;.;” > 0. Ware j - 1, so wire die Wahrschein-

Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass ¢ rekurrent ist. O

Satz 5.9. Zerlegungssatz

Der Zustandsraum A einer Markov-Kette kann folgendermajfen zerlegt werden:
A:TUR1UR2U,

wober T die Menge der transienten Zustinde und R, mit n € N eine irreduzible,

abgeschlossene Rekurrenzklasse ist.

Beweis. Zunichst hat A eine disjunkte Zerlegung in abzahlbar viele Kommunikati-

onsklassen:

k=1

wobei jedes dieser C}, ausschliellich transiente oder rekurrente Zusténde enthélt. Sei
T = Uoktmmie]rlt Cy und R, mit n € N die nicht enthaltenen Klassen in T'. Es folgt
die Zerlegung A = TUR; URsU. ... Nach Konstruktion ist jedes R, eine rekurrente
Kommunikationsklasse und irreduzibel. Die Abgeschlossenheit von R,, folgt durch
das vorige Lemma:

Wenni € R,und i — j = j — i, da i rekurrent. Daher gilt ¢+ <> 7 und somit auch
Jj € R,. O

Ist i € A ein rekurrenter Zustand, so gilt nach Definition f}; = IP;[T; < oco] = 1. Wenn
wir nun eine andere Startverteilung v haben, gilt dann immer noch P,[T; < oo] = 17
Bei einer irreduziblen und rekurrenten Markov-Kette ist dies fiir alle Zustédnde der
Fall:

Satz 5.10. Sei (X, )nen, €ine irreduzible, rekurrente Markov-Kette mit Zustands-

raum N und Startverteilung v. Dann gilt Vi € A:

P,[T; < oo] = 1.
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Beweis. Es gilt:
P,[T; < oo] = Y P,[Xo = j]P[T; < o).
jEA
Somit reicht es, P;[T; < oo] =1 fiir alle j € A zu zeigen: Zu festem ¢ und j wéhlen
wir ein m € N, so dass pgn) > 0. Mit Satz 5.5 und der Markov-Eigenschaft erhalten
wir:
1 = P;[X,, =i unendlich oft] = P;[X,, = i fiir ein n > m]
= ZPi[Xm = k]P;[X,, =i fiir ein n > m|X,, = k]
keA

= Zpng)Pk[Ti < o0l.
keA

Aus ZkeApE,T) =1 folgt P;[T; < oo] = 1. O

5.1.4 Stationaritit

Die Verteilung einer Markov-Kette hingt im Allgemeinen auf komplizierte Weise von
der Startverteilung und natiirlich vom Zeitpunkt n ab. Oft gibt es jedoch fiir eine
Ubergangsmatrix spezielle Verteilungen, sodass die mit dieser Verteilung gestartete

Kette zu jedem Zeitpunkt dieselbe Verteilung besitzt.

Definition 5.15. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung @ = (7, ..., m,) heiit stati-
ondre Verteilung, falls Vj € A gilt:
Ty = Z TiDij-
ieA

Oder in Matrixnotation:

T =mP.

Das heifit, wenn die Markov-Kette die Verteilung 7 zu einem bestimmten Zeitpunkt
n besitzt, dann auch in allen nachfolgenden Zeitpunkten. Die Verteilung 7 ist ein
linker Eigenvektor zum Eigenwert 1. Also kann man mithilfe der Linearen Algebra
eine stationédre Verteilung bestimmen. Man bestimmt dazu den Eigenvektor zum Ei-

genwert 1 und normiert diesen, um eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zu erhalten.
Wir beschéftigen uns nun mit der Frage, ob und unter welchen Bedingungen ei-

ne stationdre Verteilung existiert. Diese Frage ist eng verkniipft mit der erwarteten
Riickkehrzeit.
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Definition 5.16. Sei i € A. Die erwartete Riickkehrzeit ist definiert durch

i = Eg[Ti] = inﬂl’i[Ti =n| = i” pe
n=1 n=1

Ist P;[T; = oo] > 0, so sei p;; = 00.

*
2

Falls p; < oo, so ist natiirlich P;[T; < oo] = = 1. Mithilfe von pu;; konnen wir

also rekurrente Zustidnde weiter unterteilen:

Definition 5.17. Sei i € A ein rekurrenter Zustand. Dann heifit ¢ positiv rekurrent,

falls p; < oo und nullrekurrent, falls p; = oo.

Zunichst zeigen wir, dass eine stationdre Verteilung zu einer irreduziblen Matrix

strikt positiv ist, falls sie existiert.

Lemma 5.11. Fliir eine irreduzible Markov-Kette mit Zustandsraum A wund stati-

ondrer Verteillung 7 qilt:

m >0 VieA

Beweis. Wir teilen A in zwei disjunkte Mengen A = A, UAy, sodass m; > 0 Vi€ A,.
AL # (0, da 7 eine Verteilung ist. Wir miissen nun zeigen, dass Ag = (:
Sei Ay # (). Dann folgt aus der Stationaritit Vj € Ag:

Z?Tipij =Ty = 0.

ieA

Da alle Summanden > 0 sind, folgt V2 € A, und j € Ag:

pij = O

Da diese Markov-Kette irreduzibel ist, existiert zu jedem ¢ € A, und j € Ay ein

n mit pl(-?)

i € Ay und j € Ay, muss wegen p;; = 0 mindestens ein Faktor gleich 0 sein -
Widerspruch. |

> 0, also existieren iy,...,1,—1 € A, sodass pji,piiy - --Di,_; > 0. Da

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun zeigen, dass positive Rekurrenz fiir die
Existenz einer stationdren Verteilung ein notwendiges Kriterium ist und die stati-

ondre Verteilung dann durch m; = ;% eindeutig gegeben ist.

Satz 5.12. Sei (X,)nen, €ine irreduzible Markov-Kette mit Zustandsraum A und 7
eine stationdre Verteilung. Dann sind alle i € A positiv rekurrent und die eindeutige

stationdre Verteilung gegeben durch:

1
m=—>0 VieA.
i
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass mu; = P [T; < oo]. Es gilt:

n

(T <n} = | {Xk =i, Xpps #1,..., Xy # 1}

k=1
n—1
= U{Xn—k =0, Xnpky1 4o, Xn # 1}
k=0
Betrachten wir nun die Wahrscheinlichkeit, so konnen wir wegen der Stationaritéit

um n — k Zeitpunkte verschieben. Wir erhalten daher:

P, [T; < o] = lim P,[T; < n]

n—oo

n—1
= lim Y PX, =i, Xppp1 #4,..., X, # ]
n—o0
k=0

n—1

k=0
= P[T; > k|P.[Xo = i]
k=0
=K, [Ti]m
= T
Nach dem vorigen Lemma ist m; > 0 Vi € A und daher pu;; < Tri < 0. Insbesondere

gilt also P;[T; < oo] = 1, das heift 7 ist rekurrent. Da die Markov-Kette irreduzibel
ist, folgt nach Satz 5.10 P.[T; < oo] = 1 Vi € A, also um; = 1. O

Umgekehrt kann man zeigen, dass bereits die positive Rekurrenz eines Zustandes
die Existenz einer stationdren Verteilung zur Folge hat. Einen Beweis dazu findet

man in [9]. Wir erhalten also insgesamt folgende Aquivalenz:

Satz 5.13. Sei (X,,)nen, €ine irreduzible Markov-Kette. Dann sind dquivalent:
(i) Es existiert eine stationdre Verteilung.

(i1) Es gibt einen positiv rekurrenten Zustand.

(i1i) Alle Zustinde sind positiv rekurrent.

Im Falle der Existenz der stationdren Verteilung ist sie durch m; = ;% eindeutig

gegeben.
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5.2 Grenzverhalten von Markov-Ketten

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit dem Konvergenzverhalten der Uber-
(n)
(]
der Schliissel zu vielen Resultaten ist.

gangswahrscheinlichkeiten p,.”. Zunéchst formulieren wir einen wichtigen Satz, der

Satz 5.14. Sei (X,)nen, €ine Markov-Kette mit Zustandsraum A. Dann gilt fir
alle 1,5 € A:

(n) _ (k) (n—k)
il =D LR
k=1

Beweis. Wir spalten das Ereignis {X,, = j} nach dem ersten Zeitpunkt, an dem die

Kette j erreicht hat, auf. Somit erhalten wir:

Py =3 BT =, X, = ]
k=1
= ZPi[Tk = jIP[X,, = j| Xk = J]
k=1

k —k
Wl .
k=1

Diese Formel ist plausibel: Wenn man in ¢ startet, muss man, um j in n Schritten zu
erreichen, j ein erstes Mal in £ < m Schritten erreichen und dann in den restlichen

n — k Schritten von j wieder nach j zuriickkehren.

5.2.1 Transiente Zustinde

In diesem Abschnitt betrachten wir das Konvergenzverhalten von pg-l) fiir transiente

Zustande 7. Dieser Fall lédsst sich sehr schnell erledigen.

Satz 5.15. Sei 1,5 € A, wobei j ein transienter und v ein beliebiger Zustand ist.

Dann gilt:

lim p{}) = 0.

n— oo
Beweis. Wenn j transient ist, erhalten wir mit Satz 5.5 > 7, pg?) < oo und somit
lim,, pg-?) = (0. Nach dem vorigen Satz folgt dann:

PO AED DD
n=1 n=1 k=1

n oo
WD W
k=1 n=~k
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Y <
n=0

) _ (. O

Somit gilt lim, 0 p;;

5.2.2 Rekurrente Zustinde mit endlichem Zustandsraum

In den néchsten beiden Abschnitten erhalten wir eines der wichtigsten Resultate
iiber Markov-Ketten: Jede irreduzible, aperiodische und rekurrente Markov-Kette
strebt gegen ihre stationdre Verteilung. Wir betrachten dieses Ergebnis zunéchst
fiir endliche Markov-Ketten und brauchen somit vorerst nicht zwischen positiver

Rekurrenz und Nullrekurrenz unterscheiden. Dazu benotigen wir folgendes Lemma:

Lemma 5.16. Eine endliche Markov-Kette (X,,)nen, st genau dann irreduzibel und
aperiodisch, wenn die L-Schritt-Ubergangsmatriz (pl(jL))i,je A fir etn L > 1 nur strikt

positive Elemente enthdlt.

Beweis. Der Beweis beruht auf zahlentheoretischen Argumenten und ist zum Bei-
spiel in [12] zu finden. O

Satz 5.17. Sei (X,,)nen, €ine endliche, irreduzible und aperiodische Markov-Kette
mit Zustandsraum A und stationdrer Verteilung 7. Dann gilt:

n 1
z('j) =T =

lim p = —.
iz

n—oo

Beweis. Sei j € A beliebig, aber fest. Wir setzen
(n) (n)

m; = minp,
J ien P
M(n) ‘= max (T»l).
J ich L

Diese entsprechen den minimalen bzw. maximalen Werten der j-ten Spalte von P".
Es gilt:

Analog erhilt man M ;nH) <M j(n). Daher ist die Folge (mgn))neN monoton wachsend

und (M ;n))neN monoton fallend. Wir wollen nun zeigen, dass M ](n) — mgn) 7%0:
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Da P irreduzibel und aperiodisch ist, folgt nach dem vorigen Lemma, dass es ein
L > 1 und ¢ > 0 gibt, sodass

pz] >0 Vi,j €A
Fiir festes n € N wéhlen wir ein ip € A mit pfgfL) m§”+L) und ein i3 € A mit
g@;L) = M (D) G
I, =keA pl(fk) > pEOLk), und
I :=A\1,.

Damit erhalten wir:
) )
Z (pglk p§0k> + Z (pzlk ngk) szlk szok =1-1=0.
kel kel keA keA

Damit gilt dann:

(n+L) (n+L) (n+L) (n+L)
jV1; —m, iij Figj
(n), (L)
= ankpky mekpkj
keA keA
_ (n)
Z pzlk pzok‘ pk]
keA
M (n)
< Z <p21k ngk) + Z (pz1k ngk)
kel kel
< Y (W - i) (M = m")
kel
(n) (n)
< (Mj —my ) Z (pnk 5)

kel

< (1—o) (M = m{”).

J

Induktiv folgt nun fiir jedes m € N:
(Alwﬂd__némL» < (Aﬂ“-—né”) mooo,

J

(n)

Wir setzen nun 7; = lim, 0o m;” = lim, o M;n). Da die Folgen (mg-n))neN und

(M;"))neN monoton und beschrénkt sind, existieren diese Grenzwerte und wegen

m&n) < M folgt sofort lim,, o, = m; Vj € A.

Nun miissen wir noch zeigen, dass 7 eine stationére Verteilung und ein Wahrschein-

lichkeitsvektor ist, der eindeutig bestimmt ist.

Da (pg’;))je,\ ein Wahrscheinlichkeitsvektor ist und dieser fir n — oo gegen 7

konvergiert, ist auch 7 ein Wahrscheinlichkeitsvektor. Weiters gilt:

n—00 (n) __(n+1) n—oo
Zﬂ-kpkj S szk Prj = ng — Ty
keA keA
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Also ist ), .\ Txpr; = 7; und 7 somit eine stationére Verteilung.

Sei nun 7t/ eine weitere Wahrscheinlichkeitsverteilung mit «#” = #’P. Dann ist auch
7w/ = ' P™ VYn € N. Also folgt Vj € A:

/_2:/(n)n—>00§:/§:/_

keA keA keA
=1

und daher w’ = . O

Der Satz besagt insbesondere auch, dass eine Markov-Kette mit den Bedingungen
des Satzes ihre Anfangsverteilung vergisst, denn:
Jim By (X =)= T B v = w3 v =
i€A €A

——
=1

5.2.3 Rekurrente Zustinde mit abzihlbarem Zustandsraum

In endlichen Zustandsrdumen konnte der Satz also mit elementaren Hilfsmitteln
bewiesen werden. Des Weiteren mussten wir nicht zwischen positiv-rekurrent und
nullrekurrent unterscheiden, da die Rekurrenz im endlichen Fall dquivalent mit po-
sitiver Rekurrenz ist. Wir wollen den Satz nun auch auf abzédhlbar unendliche Zu-
standsrdume erweitern. Dabei arbeiten wir mit dem sogenannten Erneuerungssatz.
Obwohl dieser durch die Markov-Ketten motiviert ist, macht er zunéchst eine rein
analytische Aussage. Wir werden dann seine Interpretation fiir Markov-Ketten be-

trachten. Dazu formulieren wir zunéchst ein Lemma aus der Analysis.

Lemma 5.18. (i) Seien (ag)ken, und (bp)ren, reelle Folgen mit > |agx| < oo,
k=0

a:= > ap undb:= lim b,. Dann gilt:
=0 n—00

n
lim E apb,_p. = ab.
n—oo

k=0

(11) Seien (ay)ren, und (bg)ren, reelle Folgen mit a > 0 Vk € Ny, > ap = oo und
k=0
0+# b= lim b,. Dann gilt:
n—oo

n
lim E apb,_ = 00.
n—oo

k=0

Beweis. Der Beweis verwendet ausschliefilich analytische Hilfsmittel und ist in di-

versen Analysis-Biichern zu finden. m
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Setzen wir in Satz 5.14 i = j, u, = pgz) und f, = f(m)

i SO erhalten wir die

sogenannte Erneuerungsgleichung;:

n
Up = E fmunfm
m=1

mit ug = 1. Da j rekurrent ist, ist (f,,)men ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf N. Wir

formulieren nun den Erneuerungssatz ganz allgemein.

Satz 5.19. Erneuerungssatz
Seien (Un)nen, und (fn)nen zwei Folgen nichtnegativer Zahlen fiir die die Erneue-
rungsgleichung gelte. Sei 0 < w, <1,% > f,=1,d:=9g9T{n e N:u, >0} =1
und m =% nf,. Dann gilt:

1

lim u, = —.
n—oo m

Beweis. Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten:

1. Schritt: Fir n € Ny sei

Ty 1= Z fr.

k=n+1

Dann ist ro = > oo fe =1lund Y oo rn = > oo kfy = m. Aus ry, — 1y = —fi,
folgt mit der Erneuerungsgleichung

n

U = = Y (k= The1 )t

k=1

Bringt man die negativen Terme alle auf die linke Seite, so erhélt man

n n—1
E TUn—k = E TrUn—1—k-
k=0 k=0

Wenden wir diese Identitédt sukzessive auf kleiner werdendes n an, so ergibt sich
Vn € Nol

n

Zrkun_k =1. (53)

k=0

2. Schritt: Sei A\ := limsup,,_, . u,. Dann existiert eine Teilfolge (ny)gen, fir die

A = im0 Uy, gilt. Mit der Erneuerungsgleichung gilt dann Vs € N:
ng
A= klgrolo Uny, = klgrolo <fsunk—s + 1Z¢ fmunk—m>

ng
< h,ﬁigif fstn, —s + limsup Z SmUn,—m

ko0 m=1,m#s
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ng
< fsliminf u,, _, + Z S lim sup tp,
k—o00

m=1,m##s k=00

< fsliminf u,, s + (1 — f5)A
k—o0
und daher folgt
liminf u,, s < A < limsup u,, —s.
k—o0 k—oo
Somit gilt A = limy 0 U, —s. Wendet man dies fiir s; mit f,, 6fter an, so folgt

l

lim wy, —p = A flir m = E ¢js; mit ¢y, ...,cs € N.
k—o0 —
‘7:

Weiters gilt folgendes Resultat aus der Zahlentheorie:
Ist ggT{s1,...,s} = 1,80 AN € N, sodass ¥n > N ¢1,...,¢ € Ny existieren mit

Also gilt Vn > N:

lim w,, —n = A (5.4)

k—o0

3. Schritt: Mit der Gleichung (5.3) erhalten wir

ng—N

E TjUp,—N—j = L.
=0

Nun lassen wir k gegen unendlich gehen und benutzen Gleichung (5.4) und das vor-
herige Lemma:

L Fall: 3777 r; = oo. Wire A # 0, so wiirde man mit Gleichung (5.4) und dem 2.
Teil des Lemmas ”1 = 00” erhalten. Also ist A = 0.

2. Fall: 377%r; < 0o. Dann gilt 1 = A} >7 r;.

Insgesamt gilt also
1

A= —=—.
ijo T

Mit der Definition von r; folgt nun

2 =2 2 o= ifi=m
j=0 j=0

§=0 k=j+1

Somit ist \ = %

4. Schritt: Fiihrt man den vorangegangenen Beweis fiir lim sup,,_, . u, nun analog

fiir liminf,,_, u, durch, so erhélt man insgesamt

1
liminf u, = A\ = — lim sup u,,. O
n—00 m noco
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Diese allgemeine Aussage des Satzes, wenden wir nun fiir den Konvergenzsatz der
Markov-Ketten an.

Satz 5.20. Sei (X,)nen, eine irreduzible und aperiodische Markov-Kette mit Zu-

standsraum A. Dann gilt:

lim ™ — /% =7, falls (Xp)nen, positiv rekurrent
n—oo™ ¥ 0, falls (X,,)nen, nullrekurrent.

Beweis. Wir setzen im Erneuerungssatz u, = p\»’ und f, = f". Da die Markov-
Kette rekurrent ist, gilt 0 < u, < 1 und fozl fn = 1. Offensichtlich ist m = py;.
Aus der Aperiodizitit folgt d = 1. AuBlerdem gilt mit Satz 5.14:

n k) (n—k
pz('i) = Zfz(z )pz(i :
k=0

und somit ist die Erneuerungsgleichung erfiillt. Es gelten somit alle Voraussetzungen
des Erneuerungssatzes. Daher gilt:

n 1
lim p(») = —.

i B
i

Auflerdem gilt nach Satz 5.14 auch
5 = 30
k=0

Da Y}, fi(f) =1 folgt mit Lemma 5.18:

o L
lim g’ =
L= 7; folgt aus Satz 5.12 und im nullrekurrenten Fall aus p;; = oo. O

11

Bisher behandelten wir im rekurrenten Fall nur aperiodische Markov-Ketten. Wir
wollen nun auch noch kurz den periodischen Fall charakterisieren. Um dariiber Aus-

sagen machen zu kéonnen bendétigen wir folgendes technisches Lemma.

Lemma 5.21. Sei (X, )nen, eine irreduzible Markov-Kette mit Zustandsraum A.
Wenn alle Zustinde die Periode d besitzen, dann existiert eine Zerlegung von A in
Mengen Cy,Cy,...,Cy_1, die periodisch durchlaufen werden, das heifit ist i € C,
und p;; > 0, so folgt j € Cyri1, wobei Cq = Cy gilt.

Beweis. Einen Beweis dazu findet man in [10]. O

Satz 5.22. Sei (X,)nen, €ine irreduzible und rekurrente Markov-Kette mit Zustands-
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raum A und Periode d > 2. Dann gilt Vi € A, j € Cp.(i) und 0 <r < d:

lim pr+) — % =7, falls (Xy)nen, positiv rekurrent
n—oo” ¥ 0, falls (X)) nen, nullrekurrent.

r drickt somit den Periodenabstand von i nach j aus. Ist m ¢ {nd +r : n € Ny},
(m)
= 0.

50 18t p;;

Beweis. Aus der Definition der C, (i) folgt sofort pgn) =0fiir m ¢ {nd+r:n € Ny}
Anstelle von (X,)nen, betrachten wir nun (Xg,)nen, mit Ubergangsmatrix P = pi.

Wir setzen im Erneuerungssatz u,, = pgl Y und fn=1 ) Dann gilt nach Satz 5.14

18

wieder
(nd) _ (nd) ((n—k)d)
Dii © = Zf i) Pis :
k=1
Sei m die mittlere Riickkehrzeit von (Xg,)nen,. Dann gilt:
D Y S SR CURE S (L

Nach dem Erneuerungssatz gilt dann

n d
lim pgi) = —.
n—oo i
Analog wie im vorigen Satz folgt dann lim,, pgl) = ui O
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6 FEinfache Irrfahrten auf Z¢

6.1 Grundlagen

In diesem Kapitel betrachten wir ein grundlegendes stochastisches Modell, das ei-
ne Anwendung der Markov-Ketten ist. Man kann sich dabei die Bewegung eines
Objekts vorstellen, bei dem jeder Schritt zuféllig erfolgt. Wir werden uns hier auf
sogenannte einfache Irrfahrten auf Z¢ beschrianken, die nur die Moglichkeit eines
Schrittes der Lange 1 in eine bestimmte Richtung haben. Man spricht dabei auch
von Zufallsbewegungen oder Random Walks. Als Quellen dienten vor allem [7], [9],
[11] und [12].

Definition 6.1. Sei Y1, Y5, ... eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten

Zufallsvariablen mit Werten in e € Z¢, wobei |le]| = 1. Dann heifit der durch

Xn—XoJriYk
k=1

definierte stochastische Prozess (X, )nen, €ine einfache d-dimensionale Irrfahrt.

Bemerkung: 1. Hiufig wihlt man X, = 0 € Z%.

2. In der Definition sind die Y; und X; d-komponentige Zufallsvektoren. Bei den
Zufallsvariablen Y; sind alle Koordinaten bis auf eine zufillig gewéhlte null, da
wir pro Zeitschritt nur in eine Richtung gehen. Aufgrund der Annahme von

einfachen Irrfahrten steht in dieser einen Koordinate ein Wert aus {—1,1}.

3. Wegen X, ;1 = X, + Y,:1 und wegen der Unabhéngigkeit von Y,,; von
Y1, ..., Y, und somit auch von Xj,..., X, ist es klar, dass X, .1 nur von
X,, abhéngt, nicht jedoch von den Zustédnden davor. Damit ist (X,),en, eine
Markov-Kette.

4. Jeder Zustand in Z? hat genau 2d “Nachbarn®.

Definition 6.2. Eine Irrfahrt auf Z¢ heifit symmetrisch, wenn Vi, j € Z¢ gilt:

L falls |li — j| =1

0, sonst.

Man unterscheidet dabei noch zwischen beschrankten und unbeschrankten Irrfahr-
ten. Bei der unbeschrinkten Irrfahrt kann sich das Objekt im Gegensatz zur be-
schriankten Irrfahrt unendlich lange in alle Richtungen bewegen ohne an eine be-
stimmte Grenze zu stoflen. Festzulegen bleibt im beschrdnkten Fall noch das Ver-

halten an den Réndern. Dabei gibt es zwei wichtige Félle:
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(i) Absorbierende Rénder
(ii) Reflektierende Rénder

Wiéhrend die beschriankte Irrfahrt mit absorbierenden Rédndern gestoppt wird, so-
bald sie eine der Grenzen erreicht hat, lauft die Irrfahrt mit reflektierenden Réndern

immer weiter, da sie die Grenze mit Wahrscheinlichkeit 1 wieder verlésst.

Wir interessieren uns vor allem wieder fiir das Langzeitverhalten von Random Walks
und stellen uns die Frage, ob die Irrfahrt zu ihrem Ausgangspunkt mit Sicherheit
zuriickkehrt oder nicht, das heifit wir untersuchen die Rekurrenz bzw. Transienz von
Irrfahrten. Die Frage nach der Riickkehr ist fiir beschrankte Irrfahrten schnell zu be-
antworten: Im Fall von absorbierenden Réndern kehren wir mit Wahrscheinlichkeit
1 nicht unendlich oft zum Ausgangspunkt zuriick. Also ist bis auf die Grenzen je-
der Zustand der beschrinkten Irrfahrt mit absorbierenden Réndern transient. Hat
die Irrfahrt jedoch reflektierende Rénder, so kehren wir sicher unendlich oft zu X
zuriick, da die Irrfahrt ewig weiter lauft. Die beschrankte Irrfahrt mit reflektierenden
Réndern ist also rekurrent (bzw. positiv rekurrent, da wir einen endlichen Zustands-
raum vorliegen haben). Interessanter ist der Fall der unbeschrinkten Irrfahrt, den

wir jetzt in den verschiedenen Dimensionen untersuchen werden.

6.2 Rekurrenz und Transienz

Bei den einfachen unbeschriankten Irrfahrten auf Z? ist es offensichtlich klar, dass
alle Zustdnde miteinander kommunizieren. Wir haben es also mit irreduziblen Pro-
zessen zu tun. Es reicht daher immer aus, einen speziellen Zustand der Irrfahrt auf

Rekurrenz bzw. Transienz zu priifen, um eine Aussage fiir alle Zusténde zu erhalten.

6.2.1 Die 1-dimensionale Irrfahrt

In diesem Abschnitt kann man sich eine Gerade mit Werten aus Z vorstellen, auf der
sich ein Objekt mit Schrittlinge 1 bewegt. Damit macht das Objekt in jedem Zeit-
schritt mit Wahrscheinlichkeit p einen Schritt vorwarts und mit Wahrscheinlichkeit
g = 1 —p einen Schritt riickwirts. Wir erhalten also folgende Ubergangswahrschein-
lichkeiten:

Dii+1 =P
Dii-1 =4
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Wir widmen uns nun der Frage, ob die eindimensionale Irrfahrt zu ihrem Ausgangs-

punkt mit Sicherheit zuriickkehrt oder nicht.

Satz 6.1. Die eindimensionale Irrfahrt auf 7Z ist firp = q = % rekurrent und fir

p # q transient.

Beweis. Wir wahlen oBdA X, = 0. Zunéchst ist klar, dass die Kette nicht in einer
ungeraden Anzahl von Zeitschritten zu 0 zuriickkehren kann, das heifit Vn € Ny gilt:

iy =0.

Fiir eine gerade Anzahl an Schritten erhalten wir die Wahrscheinlichkeit
(2n) _ 2n n.n __ (2_72’>‘ n_n
Doo (n )P q nin] q.

Nach Satz 5.5 reicht es zu itberpriifen, ob )~ p(()%") konvergiert oder divergiert. Da
das Ersetzen von asymptotisch gleichen Ausdriicken nichts am Konvergenzverhalten

der Reihe dndert, verwenden wird die Stirling’sche Formel und erhalten:

o oo '
St =Y %p"q"

n=1 n=1

f: V2m2n(2n)2 e 2 prg”

~ . Orn2ntle—2n
~
_ i (4p(1 —p))"
— NZZD
Nun gilt
1 fiir p = %
4p(1—p) =

<1, sonst.

Fiir p = ¢ = § erhalten wir daher

oo N~ g Lo~ 1
nzlpoo nz:l VT 71-nzzl n -

Fiir p # ¢ erhalten wir hingegen

00 - 0 (4]76])n 1 0 .
E ~ g < — E 4p(1 — < 00. O
pa Poo = e ﬁ n:1( p( p))

Die eindimensionale Irrfahrt ist also nur im symmetrischen Fall rekurrent. Man kann
sich nun noch die Frage stellen, ob die symmetrische Irrfahrt positiv rekurrent oder

nullrekurrent ist. Diese Frage lasst sich schnell beantworten:



Satz 6.2. Die unbeschrdnkte, symmetrische Irrfahrt auf Z ist nullrekurrent.

(2n—1) 2n) N )

Beweis. Aus py, = (0 und p(()O \/Lﬁ folgt lim,, o p(()g = (. Daraus folgt, dass

oo = OO. O

6.2.2 Die 2-dimensionale Irrfahrt

Im 2-dimensionalen Fall kann man sich einen Zufallswanderer in einem Gitter vor-
stellen, der bei jedem Gitterpunkt zuféllig nach oben, unten, rechts oder links geht.
Wie im vorigen Abschnitt fragen wir uns, ob dieser zu seinem Ausgangspunkt zuriick-
kehrt. Ab dieser Dimension reicht es, fiir diese Fragestellung lediglich symmetrische
Irrfahrten zu betrachten, denn aufgrund von Satz 6.1 ist es ohnehin klar, dass in
hoheren Dimensionen bei nicht vorhandener Symmetrie erst Recht Transienz vorlie-

gen wird.

Satz 6.3. Die symmetrische Irrfahrt in Z2 ist rekurrent.

Beweis. Wieder wihlen wir oBdA als Anfangspunkt 0 = (0,0). Aufgrund der Sym-
metrie gilt

L falls i — 4] =1

Pij =

0, sonst.

Zunéchst ist klar, dass die Schrittanzahl wieder gerade sein muss. Um zu (0,0)

zuriickzukehren, miissen jeweils die gleiche Anzahl ¢ von Links- und Rechtsschritten

sowie j Bewegungen nach oben und unten stattfinden. Man erhélt somit 2n = 2i+25

Schritte. Somit kann man sich ¢ Schritte in die eine Dimensionsrichtung und (n — 7)

in die zweite bewegen. Dafiir gibt es > " % Moéglichkeiten. Wir erhalten
somit:
2n n
(2n) . 1 (2%)'
Poo = Z i12(n — )12
0

)
) 3. it
)
)
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Somit erhalten wir mit der Stirling’schen Formel:

=2 6) ()

n=1

é}()(

1

Nach Satz 5.5 folgt die Rekurrenz. O

Analog wie im 1-dimensionalen Fall erhélt man die Nullrekurrenz.

6.2.3 Die 3-dimensionale Irrfahrt

Hier hat jeder Kreuzungspunkt 6 Nachbarpunkte (Nord, Siid, Ost, West, Oben, Un-
ten). Wir betrachten wieder das Rekurrenzverhalten von der symmetrischen Irrfahrt
auf Z3.

Satz 6.4. Die symmetrische und unbeschrinkte Irrfahrt auf Z3 ist transient.

Beweis. Sei oBdA 0 = (0,0,0). Wieder kénnen wir nur in einer geraden Anzahl von

Schritten zuriickkehren und es gilt mit analogen Uberlegungen wie im 2-dimensionalen:

2n 2

(2n) (2n)! 1 n!

= Y (3) =
%,J

ililjljlin —i— j)l(n —i —j)!
0<ifj<n

:(%)2(2:) 2 (z‘!ﬂ(nﬁ!i—ﬁ!f(é)Zn'

1’7]
0<i+j<n

Wir wollen nun eine Abschétzung vornehmen. Es gilt:

S et (1)

2,J
0<i+j<n

oo (1Y (20 (1" n!
- — max .
Poo= =1 3 n)\3) i \iljln—i—j)

0<i+j5<n

und daher

Nun betrachten wir das Maximum fiir grole n. Dazu seien iy und j, Werte von i

und j, die den Term 5 maximieren, wobei 0 < 7+ 7 < n gelten muss. Wir

n!
il (n—i—j)!
erhalten somit folgende vier Ungleichungen:
n! n!

(1o — D)ljol(n —ig + 1 — jo)! ~ ioljo!(n — jo — jo)!
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n! < n!

(io + Dljol(n —ig — 1 — jo)! — dgljo!(n — jo — Jo)!
n! n!

—— , , < — ; —,

io!(jo — D (n —io — Jo + 1)! = doljol(n — jo — Jo)!
n! n!

io!(Jo + D (n — 1o — jo + 1) ~ dolj0!(n — jo — Jo)!

Diese vier Ungleichungen kénnen wir auf zwei reduzieren:

n—zo—1§220§n—20+1,
n—Jjo—1<2j5<n—-j+1L

Betrachtet man diese Ungleichungen fiir groie n, so ergibt sich ig &~ £ und jo ~ 3.

Damit gilt fiir alle n, die durch 3 teilbar sind:

( n! ) n!
max | = — ) oy ey
n!

' n—1)/3)!((n—1)/3)!((n+2)/3
=) /3)!((71_"2') G 3) Angenommen. Wenden wir nun die Stirling’sche Formel oB-

Ist n nicht durch 3 teilbar, so wird das Maximum bei (( I oder

dA fiir durch 3 teilbare n an, so erhalten wir:

> (2n) 1 n 2n 1 " n!
Poo” < |5 3] N
1 n (IE)NE)!
R
~ Z 9713/21,3/2 < 00.
n=1

Nach Satz 5.5 folgt die Transienz. m

Da die 3-dimensionale Irrfahrt nicht mehr rekurrent ist, gilt das natiirlich auch fiir al-
le hoheren Dimensionen. Im antisymmetrischen Fall haben wir ohnehin immer Tran-
sienz vorliegen. Die Resultate stammen {ibrigens von George Pdlya (1887-1985). Der
Legende nach soll dieser beim Spazieren auf dem Ziirichberg an gleichen Nachmit-
tagen mehrmals auf dieselben Personen getroffen sein, was ihm sehr verwunderlich
vorkam. Darauthin untersuchte er dieses Phidnomen mit Hilfe von 2-dimensionalen
Irrfahrten und entdeckte die Rekurrenz dieser. Dieses Resultat untersuchte er dann

in den verschiedenen Dimensionen.

6.3 Das Arkus-Sinus Gesetz

Ein sehr interessantes und der Intuition widersprechendes Resultat ist das sogenann-
te Arkus-Sinus Gesetz. Die Idee dazu stammt von [6], die genaueren Ausfithrungen
wurden zu einem grofien Teil in [12] gefunden. Wir betrachten dabei die eindimen-
sionale symmetrische Irrfahrt, die wir bei Xy = 0 starten. Wir fragen uns nun nach

dem Verhéltnis der Zeit, die eine solche Irrfahrt im positiven bzw. negativen Bereich
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verbringt. Zunéchst illustrieren wir die Idee an einem Beispiel, das in [6] zu finden

1st:

Beispiel 6.1: Angenommen, Spieler A wettet einen Euro, dass bei einem fairen
Miinzwurf Zahl erscheint. Spieler B wettet dagegen. Dieses Spiel wird nun 100 Mal
wiederholt. Die Frage ist nun, wie lange Spieler A bei diesem Spiel im Gesamtgewinn
gefiihrt hat.

Die héufigste Antwort auf diese Frage ist, dass beide Spieler {iber die Hilfte aller
Runden in Fiihrung liegen. Das ist aber falsch. Dass bei diesem Gliicksspiel einer
der Spieler genau 50 Runden fiihrt ist nicht der wahrscheinlichste, sondern sogar der
unwahrscheinlichste Fall. Am Wahrscheinlichsten ist es ndmlich, dass der letztendli-
che Sieger immer in Fithrung liegt und der Verlierer immer zuriick liegt. Betrachten
wir das Spiel fiir 4 Runden. Dann gibt es folgende 16 gleichwahrscheinliche Méglich-
keiten. Bei Gleichstand geht die Runde an den, der vorher vorne lag. In der rechten

Spalte steht immer die Zahl, die Spieler A in Fiihrung lag:

KKKK
KKKZ
KKZK
KKZZ
KZKK
KZKZ
KZZK
KZZZ
9. ZKKK
10. ZKKZ
11. ZKZK
12. ZKZZ
13. ZZKK
14. ZZKZ
15. ZZZK
16. ZZZZ

I o e

R R R R R NN NN OO OO OO

Wie man sieht, liegt Spieler A bei 12 der moglichen Spielverldufe immer vorne oder

hinten und nur bei 4 fiihrt er genau die Hélfte der Runden. Man kénnte also sagen:

»,oowohl Pech- als auch Gliicksstrahnen sind beharrliche Zeitgenossen.*

Wir wollen dieses Phénomen nun allgemein betrachten, wenn die Zahl der Runden
immer groffer wird: Seien dazu Yi,Ys, ... wieder unabhéingige Zufallsvariablen mit
PlY; = —1] = P[Y; = 1] = 1 und X,, := > ! | V;. Fiir die symmetrische Irrfahrt
(Xn)nen, fithren wir zunéchst noch eine weitere Variable ein:

1, falls X; >0 oder X; =0und X;_1 >0

Y

Z; =

0, sonst.
Z; ist dann ein Indikator dafiir, im ¢-ten Spiel in der Gewinnzone zu liegen. Ist
X; = 0, so befindet man sich laut Definition von Z; genau dann in der Gewinnzone,
wenn man in der vorigen Runde in der Gewinnzone war. Z?Zl Z; gibt dann die Zeit
an, die bis zur Zeit 2n in der Gewinnzone verbracht wurde. Sei weiters poy o, die

Wahrscheinlichkeit bis zur Zeit 2n genau 2k-mal in der Gewinnzone zu sein, das
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heif3t:

DP2kon = P

2n
Z 7= 2k;] .
=1

Des Weiteren definieren wir die Wahrscheinlichkeit nach 2n Schritten zu 0 zuriick-

uzn = P[Xzq = 0] = (2: ) @2

und die Wahrscheinlichkeit nach 2n Schritten das erste Mal zu 0 zuriickgekehrt zu

gekehrt zu sein durch

sein durch
an = P[Xl % O,XQ % 0, e ,Xgn_l % O,Xgn = O]

Mit diesen Definitionen kénnen wir nun ein wichtiges Lemma formulieren:

Lemma 6.5. Sei (X,,)nen, €ine symmetrische Irrfahrt auf 7. Dann gilt:

f2n = Ugp—2 — U2p

Beweis. Wir betrachten zunachst die Wahrscheinlichkeit
9on ‘= P[Xl > O7X2 > 07' - 7X2n71 > O7X2n = O]

Das heifit go,, ist die Wahrscheinlichkeit, dass man sich immer im positiven Bereich

aufhélt und zum Zeitpunkt 2n zu 0 zuriickkehrt. Daher gilt:

1
Jon = §f 2n-
Auflerdem gilt:

1
Gon = §]P>[X1 > O,XQ > 0, e ,Xgn_g > O,Xgn_l = 1]

1
= §(P[X1 = 17X2n71 = 1] — ]P)[Xl = 17X2n71 = 17Xk § 0 fiir ein k € {2, .. ,271, - 2}])

Nun gilt fiir den ersten Term

o — 2\ [1\*?
-1 -1 (27 (3

Fiir den zweiten Term benutzen wir das sogenannte Reflexionsprinzip:
PX;=1,X0,-1=1,X, <O0fiirein k €{2,...,2n — 2}|
(X1 =1,X9,1=—-1, X, <0 furein k € {2,...,2n — 2}]
(X7 =1, X971 = —1]
("6
n 2

Hier ist es wichtig, dass der erste Schritt nach oben festgelegt ist, da dann alle
Pfade, die zu der Wahrscheinlichkeit P[X; = 1, X3, 1 = —1] beitragen, durch 0

=P
=P
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gehen miissen. Wir erhalten somit:
OG-0
n—1 2 n 2
T on — 2 2 — 2
) G-
21 (2 =2
) =0

1
= —Ugp_o.
oy, Uan—2

f2n = 29271 =

I
AN TN T

1
2
1
2

Aus
20\ (1 2n(2n—1) (20— 2\ [1)® [1\*"?
Han = n 2 N nn n—1 2 2
1 1
=(1—— ) ug_
oy, ) Yan—2
= Ugn—2 — fon
folgt schliellich die Behauptung. m

Damit konnen wir nun folgenden wesentlichen Satz formulieren:

Satz 6.6. Sei (X,)nen, €ine symmetrische Irrfahrt auf Z. Dann gilt:

DP2k,2n = U2kU2n—2k-

Beweis. Sei 0 < k < n. Da die eindimensionale Irrfahrt im symmetrischen Fall
rekurrent ist, muss die Irrfahrt irgendwann die Nulllinie kreuzen, insbesondere ein
erstes Mal. Die Wahrscheinlichkeit dafiir sei f,,, das heifit die erste Riickkehr findet
zur Zeit 2r statt. Bis dahin muss die Irrfahrt stets positiv oder negativ sein. Beides
tritt mit Wahrscheinlichkeit % ein. Im Fall, dass sie bis zur Zeit 2r positiv ist, kann r
nicht grofer sein als k, denn sonst wire man schon 6fter als 2k-mal in der Gewinnzone
gewesen. Im negativen Fall kann r nicht gréfer sein als n — &, da man sonst schon zu
viel Zeit in der negativen Zone verbracht hétte, um genau 2k-mal in der Gewinnzone
zu sein. Nach der ersten Riickkehr hat man dann noch 2n — 2r Schritte zu tun. Im
positiven Fall muss man dann noch 2k — 2r Schritte in der Gewinnzone sein, im
negativen Fall 2k Schritte. Es gilt daher:

k n—k
1 1
Pokon = 5 ; forPok—2r2n—2r + B ; forDak,2n—2r- (6.5)
AuBlerdem gilt:
Uon = IP>[‘Xv2n = 0] = Z fQT]P)[X2n—2r - 0] = Z f2ru2n—2r‘ (66)
r=1 r=1

Nun kénnen wir den Satz mit Induktion beweisen. Zunéchst miissen wir zeigen, dass

84



Po2n = Pan2n = Uz, gilt. Dabei folgt pg 2, = pan2n sofort aus der symmetrischen
Definition der Variablen Z;. Da die Irrfahrt in einem ungeraden Zeitpunkt nicht in

0 sein kann, gilt
PX; >0,X0>0,...,Xs, >0 =P[X; >0,..., X5, >0, X5,,1 >0].
Andererseits gilt natiirlich
PIX) > 0, .. Xon > 0, Xonsy > 0] = %p[xl >0, Xon > 0, Xonss > 0].
Daher gilt also:
Panon = P[X1>0,..., X5, >0,X,, > 0]

ZQ]P)[Xl >0,...,X2n >0,X2n >O]
= Plinf{r e N: X, =0} > 2n]

n
=1- § f2r
r=1
n
=1- E Ugr_2 — Usy,
r=1

wobei in der letzten Gleichung das vorige Lemma verwendet wurde. Da es sich bei

dieser Summe um eine Teleskopsumme handelt und ug = 1 ist, erhélt man

Danan = 1 — (ug — Uzp) = Uy

Nun kommen wir zum Induktionsschritt. Dazu nehmen wir an, dass pay 2m = UokU2m—2k
fir m <n—1und 0 < k < m gelte. Dann folgt mit den Gleichungen (6.5) und (6.6)

fiir m < n:

k n—k
1 1
Pok,2n = §u2n—2k g fortog—or + §U2k E fortian—ok—or
r=1 r=1
1 1
= ZUop_2kU2k + ZUkU2n_2k
2 2
= UgkU2n—2k- [

Nun kénnen wir das Arkus-Sinus-Gesetz formulieren, in dem wir das asymptotische
Verhalten betrachten.

Satz 6.7. Arkus-Sinus-Gesetz
Sei (Xy)nen, €ine symmetrische Irrfahrt auf 7 und Ry, = 212:1 Z; die bis zur Zeit
2n 1m positiven Bereich verbrachte Zeit. Dann gilt fir alle 0 < a < b < 1:

lim P [a < Iz—jl” <b] = %/\/ﬁd:ﬁ == [arcsin (\/5> — arcsin (\/E)} .
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Beweis. Nach dem vorigen Satz gilt Vk € Nj:

1\ [2k\ (2n — 2k
PRy, = 2k] = pok an = UapUon 2k = (§> (k) < —_— )

Daher gilt
1\*" /2k\ [2n — 2k
< B < Z
rhstr<n=3(3) ()00

keJn
mit J, := {k € N: Z£ € [a,b]}. Wir untersuchen das Verhalten dieser Wahrschein-

lichkeit nun fiir grofle n und wenden zunéchst die Stirling’sche Formel an. Wir wissen

<2k;> 4k
k vk
Also erhalten wir insgesamt

B (0~ v
B 1

my/k(n — k)

bereits aus Satz 6.1, dass

und somit gilt

Dieser Ausdruck ist offensichtlich eine Riemannsumme fiir das Integral % | R

a \J/z(l-x)
fiir Unterteilung in Intervalle der Lange % Also konvergiert dieser Ausdruck gegen

das Integral und die Behauptung ist gezeigt. O]

Definition 6.3. Eine kontinuierliche Zufallsvariable X mit Wahrscheinlichkeitsdich-
te

1

)= ———

f@) =

heifit Arkussinusverteilt.

Der Name stammt dabei von der zugehérigen Verteilungsfunktion. Das Arkus-Sinus-
Gesetz besagt also, dass %Rgn in Verteilung gegen die Arkussinusverteilung kon-
vergiert. Anhand der Wahrscheinlichkeitsdichte kann man schon erkennen, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir & = 0 bzw. £ = n maximiert und fiir £ = - minimiert wird,
wie wir auch im einleitenden Beispiel beobachten konnten.

86



6.4 Ausblick: Die Brownsche Bewegung

Im letzten Abschnitt dieser Arbeit soll noch ein kurzer Ausblick gegeben werden.
Bisher wurden nur diskrete stochastische Prozesse behandelt. Natiirlich gibt es zahl-
reiche zeitstetige Prozesse. Einer der bedeutendsten davon ist die Brownsche Bewe-
gung. Um diesen Prozess zu konstruieren, beginnen wir mit einer eindimensionalen
symmetrischen Irrfahrt. Der Grofiteil dieses Abschnitts findet sich in dhnlicher Form
in [11].

Definition 6.4. Ein Prozess (X;);>¢ hat unabhdingige Inkremente, wenn die Zufalls-
variablen (X, —Xp, )y (Xgy =Xk, ), - oy (Xi,, =Xk, ) firalle 0 < kg < by < ... <k,
unabhéngig sind.

= Y Fitl Y ein In-

Wenn (X, )nen, eine symmetrische Irrfahrt ist, so ist Xj,,, — X, ka1 Y

krement und beschreibt die Verdnderung der Irrfahrt in der Zeit zwischen k; und k; .
Da E[Y;] = 0 hat jedes Inkrement Erwartungswert 0 und wegen Var[Y;] = E[Y?] = 1
erhalten wir k;,; — k; fiir die Varianz eines Inkrements. Um eine Brownsche Bewe-
gung zu approximieren, beschleunigen wir die Zeit und reduzieren die Schrittweite

der Irrfahrt.

Definition 6.5. Fiir eine fixe Zahl n € N definieren wir die skalierte Irrfahrt
Ww(t) = \/LﬁXnt, sofern nt € N. Ist nt ¢ N, so definieren wir W (¢) durch die
lineare Interpolation zwischen den nahesten Werten s und u links und rechts von ¢,

fiir die ns € N und nu € N gilt.

Die skalierte Irrfahrt W% (¢) macht zum Beispiel zwischen den Zeitpunkten k und
k+1 genau 100 Spriinge, jeweils mit einer Hohe von % auf oder ab. Auch die skalierte
Irrfahrt hat unabhiingige Inkremente. Da W™ () — W™ (s) die Summe von n(t — s)
unabhéngigen Zufallsvariablen ist, jede davon mit Erwartungwert 0 und Varianz %,
gilt E[W ™ (t) — W™ (s)] = 0 und Var[W™(t) — W (s)] =t — s. Wir fixieren nun

eine bestimmte Zeit ¢t und fragen uns nach der Verteilung zu diesem Zeitpunkt.

Beispiel 6.2: Betrachten wir die skalierte Irrfahrt 1W1%0(0.25) = £ X5, Wir kénnen
nun nach der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A = {w : 0 < W109(0.25) < 0.2}
fragen. Xo5 kann jede ungerade Zahl zwischen —25 und 25 annehmen. Daraus folgt,
dass %X% einen der Werte —2.5, —-2.3,-2.1,...,—0.1,0.1,...,2.3,2.5 annehmen
muss. A tritt also nur dann ein, wenn W199(0.25) den Wert 0.1 annimmt. Dafiir

muss die Irrfahrt 13 Mal nach oben und 12 Mal nach unten gehen. Wir erhalten
P[A] = P[W(99)(0.25) = 0.1] = (%) (1)% = 0.1555.

Diese Berechnungen konnen fiir grofie n und kompliziertere Ereignisse schnell sehr
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mithsam werden. Mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes lasst sich dieses Problem

jedoch leicht 16sen.

Satz 6.8. Sei W™(t) fiir ein fives t > 0 eine skalierte Irrfahrt. Dann gilt:

b
1 22
Pla < W™ (¢) < p] 22 /e?tda:.
0 WO <8 2

Beweis. Die Zufallsvariable X,,; = Z?; Y; ist die Summe von unabhéngigen und

identisch verteilten Zufallsvariablen mit E[X,;] = 0 und Var[X,,| = nt. Daher gilt

E[W ™ (#)] = 0 und Var[W ™ (t)] = t. Nach dem Zentralen Grenzwertsatz konvergiert
22

W™(t) in Verteilung gegen eine N (0, ¢)-Verteilung, deren Dichte \/%me’ﬁ ist. O

Wir erhalten die Brownsche Bewegung durch diesen Grenziibergang. Die Eigenschaf-

ten der behandelten Irrfahrten werden fiir die Brownsche Bewegung zur Definition

gemacht.

Definition 6.6. Ein stochastischer Prozess (W});>¢ heifit Brownsche Bewegunyg, falls
folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Wy = 0 fast sicher.
(ii) (W;)e>o hat unabhéngige Inkremente.
(iii) Die Inkremente W, — W, 0 < s < t sind N(0,t — s)-verteilt.

(iv) (Wi)iso ist ein stetiger Prozess, d.h. fast alle Pfade von (W});>0 sind stetig.

Eine Brownsche Bewegung wird oftmals einfach durch diese vier Punkte definiert.
Man muss sich dann jedoch die Frage stellen, ob es iiberhaupt einen stochastischen
Prozess gibt, der diese Bedingungen erfiillt. Ein Ansatz fiir diese Existenzaussage
ist der oben behandelte Grenziibergang einer skalierten Irrfahrt. Ein Unterschied
zwischen skalierter Irrfahrt und der Brownschen Bewegung ist, dass die skalierte
[rrfahrt eine natiirliche Schrittzeit von % hat und dazwischen linear verlauft, wahrend
es bei der Brownschen Bewegung keine linearen Teile gibt. Weiters ist die skalierte
Irrfahrt fiir grofe n nur annéhernd normalverteilt, wihrend die Brownsche Bewegung

per Definition exakt normalverteilt ist.

Beispiel 6.3: Sei (W;):> eine Brownsche Bewegung. Wir berechnen wieder die
Wabhrscheinlichkeit des Ereignisses A = {w : 0 < W(19)(0.25) < 0.2}. Da W(0.25)
exakt N(0,0.25)-verteilt ist, erhalten wir P[A] = 2% f00'2 e~2" dx = 0.155422. Die
Werte der skalierten Irrfahrt W(199(0.25) weichen also kaum vom exakten Ergebnis
ab.
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Die Brownsche Bewegung zéhlt zu den wichtigsten zeitstetigen stochastischen Pro-
zessen und findet in zahlreichen Gebieten von Natur- und Wirtschaftswissenschaften
bedeutende Anwendung. Daher gibt es auch eine sehr umfassende und interessan-
te Theorie zur Brownschen Bewegung, die in vielen fortgeschrittenen wahrschein-
lichkeitstheoretischen Biichern und allen Werken zur sogenannten Stochastischen

Analysis zu finden ist.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Diplomarbeit setzt sich mit Grenzwertsétzen der Wahrscheinlich-
keitstheorie auseinander. Es wird gezeigt, dass selbst der sprichwortlich unberechen-
bare Zufall gewissen Gesetzen der Mathematik gehorcht. Die Resultate haben nicht
nur fiir die theoretische Mathematik fundamentale Bedeutung, sondern spielen auch
in zahlreichen Anwendungsgebieten eine grofie Rolle. Um den logischen Aufbau der
spateren Inhalte nicht zu unterbrechen, werden in den ersten beiden Kapiteln grund-
legende Begriffe der Stochastik behandelt, die fiir die Auseinandersetzung mit einem
wahrscheinlichkeitstheoretischen Thema Voraussetzung sind. Neben dem iiblichen
Basiswissen werden auch charakteristische Funktionen eingefiihrt, die ein méchti-
ges Hilfsmittel der Wahrscheinlichkeitstheorie sind. Das dritte und vierte Kapitel
beschéftigen sich mit Folgen von unabhéngig und meist identisch verteilten Zufalls-
variablen. Dabei werden die Schwachen und Starken Gesetze der Groflien Zahlen
sowie Zentrale Grenzwertsitze behandelt, die unter verschieden starken Vorausset-
zungen formuliert und bewiesen werden. Wahrend die Gesetze der Groflen Zah-
len einen Zusammenhang zwischen arithmetischen Mitteln und Erwartungswerten
(im Spezialfall zwischen relativen Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten) herstel-
len, wird bei den Zentralen Grenzwertsétzen die Universalitdt der Normalverteilung
gezeigt. Der fiinfte Abschnitt befasst sich mit Markov-Ketten. Die Folge der Zufalls-
variablen ist dabei nicht mehr unabhéngig, sondern durch eine iiberschaubare Form
der Abhéngigkeit gegeben. Man kénnte Markov-Ketten als stochastische Prozesse
mit einem extremen Kurzzeitgedédchtnis beschreiben, bei denen der néchste Schritt
immer nur vom vorherigen, nicht jedoch von der restlichen Vergangenheit, abhéingt.
Das Hauptaugenmerk wird nach der Einfithrung der grundlegenden Begriffe wie-
der auf das Langzeitverhalten gelegt. Der letzte Abschnitt stellt eine interessante
Anwendung der Markov-Ketten dar. Einfache Irrfahrten auf Z¢ sind sehr spezielle
stochastische Prozesse, die zu jedem Zeitpunkt genau einen Schritt mit konstanter
Lénge in eine bestimmte Richtung machen konnen. Das Langzeitverhalten solcher
Irrfahrten wird in den verschiedenen Dimensionen studiert. Man interessiert sich
dafiir, ob die Irrfahrt zu ihrem Ausgangspunkt mit Sicherheit wieder zuriickkehrt
oder nicht. AbschlieBend wird der eindimensionalen Irrfahrt genauere Beachtung
geschenkt. Das Arkus-Sinus-Gesetz und der Ubergang zur Brownschen Bewegung
werden dabei behandelt.
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Abstract

This thesis deals with limit theorems of the probability theory. It is shown that even
the “unpredictable randomness® follows certain laws of mathematics. These results
have fundamental importance, not only in theoretical mathematics, but also in a
large variety of applications. In order to not interrupt the following sections, the
first two chapters contains basic knowledge about probability theory. Additionally
to the usual basics also characteristic functions are introduced, which are a powerful
appliance of probability theory. The third and fourth chapter deal with sequences
of independent and mostly identically distributed random variables. The weak and
strong laws of the large numbers are discussed and will be stated and proved under
different conditions. While the laws of large numbers make a connection between
arithmetic means and expected values (in special cases between relative frequencies
and probabilities) the central limit theorems show the universality of the normal
distribution. The fifth section deals with markov chains. Therefore the sequences of
random variables are not independent anymore but given by a clear form of depen-
dence. One could describe Markov chains as stochastic processes with an extremely
short time memory. Every step depends only on the former one but not on the rest of
the past. After an introduction of the basic concepts the main attention is placed on
the long term behaviour of such processes. The last section provides an interesting
application of markov chains. Simple random walks on Z? are very special stochastic
processes. At each time they make exactly one step with a constant length in a cer-
tain direction. The long term behaviour of such random walks is studied in different
dimensions. We are interested in whether the random walk returns to his starting
point with certainty or not. Finally, the one-dimensional random walk is given a
more detailed analysis. The Arcus-Sinus-Law and the transition to the Brownian

Motion are examined there as well.
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