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Abstract

Diese Diplomarbeit befasst sich mit Problemléseaufgaben und ihrem Einsatz im Mathematikun-

terricht.

Dazu wird zunéchst erarbeitet, wann eine Aufgabe als Problemldseaufgabe angesehen werden kann

und was diese Aufgaben ausmacht.

AnschlieBend wird begriindet, warum der Einsatz von Problemldseaufgaben im Mathematikunter-
richt sinnvoll ist. Auch eine Verbindung zu den Lehrpldnen und Bildungsstandards wird in diesem
Teil der Arbeit hergestellt.

Dann werden einige Aspekte, die beim Lernen von Problemldsen wichtig sind, genannt. Unter

anderem wird dabei auf einige im Unterricht sinnvoll einsetzbare Heurismen eingegangen.

In der folgenden Aufgabensammlung sind Probleme zusammengetragen, mit denen ebendiese
Heurismen im Unterricht vorgestellt und trainiert werden konnen. Die einzelnen Aufgaben wer-

den dabei nédher analysiert und sowohl Losungswege als auch Einsatzbereiche angegeben.

Die Arbeit schlieBt mit einer empirischen Untersuchung. Mit ihr soll einerseits festgestellt wer-
den, welche verschiedenen Losungswege die Schiilerinnen und Schiiler bei bestimmten Aufgaben
wihlen, andererseits wird auch ein Zusammenhang zwischen der Anzahl richtig geloster Aufga-
ben und verschiedenen personenbezogenen Daten, wie Mathematiknote im Semesterzeugnis oder

Motivation fiir Problemldseaufgaben, iiberpriift.
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Kapitel 1

Was ist unter Problemloseaufgaben zu
verstehen?

Der Begriff Problemlosen wird von verschiedenen Autoren und in verschiedenen Kontexten un-
terschiedlich verwendet. In diesem Kapitel sollen einige dieser Verwendungen und Definitionen
angefiihrt werden. Auflerdem wird angegeben, was im Zuge dieser Arbeit als Problemldseaufgabe
verstanden wird und was nicht, und wie Problemldseaufgaben nach ihrer Schwierigkeit klassifiziert

werden konnen.

1.1 George Polya

George Polya, der mit seinem Buch Die Schule des Denkens (Polya, 1995) sicherlich ein grund-
legendes Werk zum Thema Problemldsen verfasst hat, definiert darin nicht explizit, von welchen
Problemen er spricht. Der Untertitel Vom Ldsen mathematischer Probleme 1dsst jedenfalls erken-
nen, dass es um mathematische Aufgabenstellungen geht. Im Verlauf des Buches werden mathema-
tisches Problem und mathematische Aufgabe weitgehend synonym verwendet, Polya spricht also
prinzipiell von jeglicher Art mathematischer Aufgaben. Dennoch kann hier eine Einschrinkung
gemacht werden, wenn man bedenkt, dass sein Buch insbesondere auf das Losen dieser Aufgaben
eingeht. Dies impliziert die Tatsache, dass Polya eigentlich nur dann von einem Problem spricht,
wenn diese subjektiv als schwierig empfunden werden beziehungsweise wenn der oder die Losen-
de iiberhaupt auf die Idee kommt, beim Losen Hilfestellungen wie die Tabelle Wie sucht man die
Losung (Polya, 1995, S. 270f) zu Rate zu ziehen.

1.2 Denkpsychologischer Ansatz

In denkpsychologischer Literatur findet man zum Beispiel eine Erklidrung fiir Problemlésen wie
diese (Hussy, 1984, S. 114):

., Unter Problemlosen versteht man das Bestreben, einen gegebenen Zustand (Ausgangs-
oder Ist-Zustand) in einen anderen, gewiinschten Zustand (Ziel- oder Soll-Zustand) zu

iiberfiihren, wobei es gilt, eine Barriere zu iiberwinden, die sich zwischen Ausgangs-
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und Zielzustand befindet.

Diese Erklidrung von Problemlésen, die an sich noch nicht auf mathematische Probleme einge-
schrénkt ist, ist sonst recht allgemein gehalten. Abgesehen davon ist sie der Art, in der Polya den
Begriff Problemlosen verwendet, sehr dhnlich. Es wird nicht nur eine gewisse Barriere vorausge-
setzt, die es zu iiberwinden gilt, um ein Problem zu I6sen, sondern es werden auch sonst keinerlei
Einschriankungen gemacht. Alle Aufgaben, die fiir die Person, die sie l6sen mochte, subjektiv mit
gewisser Schwierigkeit verbunden sind, werden im Sinne dieser Definition als Problemloseaufga-
ben bezeichnet. Damit erhilt man jedoch eine Verwendung von Problemlosen, die in dieser Arbeit
nicht zweckmaBig ist, weil sie zu viele Arten von Aufgaben enthilt. Beispielsweise sollte das Lo-
sen einer linearen Gleichung in einer Variablen fiir Schiilerinnen und Schiiler der achten Schulstufe
nicht mehr als Problemloseaufgabe im Sinne dieser Arbeit definiert sein. Es ist zwar eine gewisse
Barriere zu iiberwinden, diese beschrinkt sich jedoch im Normalfall auf das Anwenden bestimmter
Schemata und Methoden, die bei Schiilerinnen und Schiilern diesen Alters bereits so gut eingeiibt
sein sollten, dass keine zusitzliche Denkleistung mehr notwendig ist. Das Losen der genannten
Aufgabe kann also nach der Definition von Hussy durchaus als Problemlosen angesehen werden,

soll es aber in dieser Arbeit nicht sein.

1.3 Fachdidaktischer Ansatz

In der fachdidaktischen Literatur findet man Definitionen von Problemlosen folgender Art (Reiss
und Hammer, 2012, S. 56):

,, Unter einem Problem versteht man in der Mathematik eine Aufgabe, die es zu losen
gilt, bei der eine Losung allerdings nicht offensichtlich ist. Problemlosen bedeutet also
insbesondere die intensive Beschdftigung mit einer Aufgabe, ohne dass von Anfang an

klar ist, welche Mechanismen, Algorithmen, Inhalte oder Sditze zum Erfolg fiihren.

Diese Definition ist schon weitaus passender fiir diese Arbeit, da sie kategorisch jene Arten von
Aufgaben ausschlief3t, bei denen fiir die betroffene Person von vornherein der Losungsweg klar

ersichtlich ist.

Insbesondere fillt auf, dass es nicht hauptsichlich an der Aufgabe selbst liegt, ob sie ein Problem
ist, sondern dass dies maB3geblich von der losenden Person abhingt. Was fiir die eine so wenig
neu ist, dass sie es sofort mit einem ihr wohl bekannten Mechanismus 16sen kann, kann fiir die
andere vollig unbekannt sein, sodass sie verschiedenste Techniken und Methoden ausprobieren
und anwenden muss, ehe sie Erfolg hat. Ein und dieselbe Aufgabe kann also fiir manche Menschen

Problemloseaufgabe sein und fiir andere nicht. (Vgl. Reiss und Hammer, 2012, S. 57)

Bruder und Collet gehen sogar so weit, dass sie ein Problem im Mathematikunterricht ausschlief3-

lich durch die personlich empfundene Schwierigkeit definieren (Bruder und Collet, 2011, S. 11):

, Ein Problem im Mathematikunterricht soll eine Anforderungssituation bezeichnen,
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die subjektiv als (kognitiv) schwierig erlebt wird. Diese Anforderungssituation er-
scheint den Lernenden nicht spontan bewdltigbar, sie kann auch einfach nur unge-
wohnt sein und verlangt eine fiir das Individuum ’neue’ Losung. Das gilt auch dann,

wenn das Problem als solches schon von vielen anderen Personen gelost wurde.

Damit wird noch einmal die Grundidee formuliert, dass die Person, die eine Problemloseaufgabe
16st, den Losungsweg erst finden muss. Dieses Finden des Losungsweges ist also ein wesentlicher

Bestandteil des ProblemlGsens.

1.4 Unterscheidung Routineaufgabe — Problemaufgabe

Die Tatsache, dass eine Aufgabe Problemldseaufgabe sein kann oder auch nicht, macht es schwie-
rig, in dieser Arbeit selbige Aufgaben zu sammeln und anzugeben, da man so die Entscheidung
vorwegnehmen muss, ob Problemldsecharakter fiir bestimmte Zielgruppen vorliegt oder nicht.
Deshalb wird bei den in dieser Arbeit zu findenden Beispielen von Problemldseaufgaben immer
vermerkt, in welcher Schulstufe diese eingesetzt werden konnen. Es muss allerdings bewusst sein,
dass die angegebenen Schulstufen nur Richtwerte sind, und dass es immer Schiilerinnen und Schii-
ler geben wird, die sich vielleicht schon ndher mit dhnlichen Aufgaben beschiftigt haben, und
fiir die der Losungsweg von vornherein klar ist, fiir die also eigentlich keine Problemldseaufgabe

vorliegt.

Ein wenig Hilfe kann eine Unterscheidung in Routineaufgabe und Problemaufgabe bieten:

Routineaufgabe Problemaufgabe
o entschliisselbar als Aufgabe eines be- e Eine ’Barriere’ verhindert das Entschliis-
stimmten Typs seln, die Aufgabe ist offen, mehrdeutig
e Abruf einer verfiigbaren Lernprozedur e Suche nach einem Losungsweg notwen-
moglich dig; man bendtigt Einfille, andere Sicht-
weisen, neuartige Verbindungen der Wis-
sensbestinde
e formales bis rituales Aufarbeiten der ge- e Inhaltliches Denken ist unverzichtbar zur
speicherten Prozedur moglich Konstruktion eines Losungsweges
o Erfolg auch ohne Verstidndnis moglich e ohne Verstindnis kein Erfolg moglich
e provoziert i. A. nicht zum Weiterdenken, e provoziert zum Weiterdenken, Variieren,
Fortspinnen; wirkt abgeschlossen Ausbauen; wirkt offen

Tabelle 1.1: Routineaufgabe VS Problemaufgabe, aus: Haas, 2000, S. 7

In diesem Vergleich sind einige weitere Aspekte ersichtlich, die charakteristisch fiir Problemlose-
aufgaben sein konnen. Dabei wird davon ausgegangen, dass eine mathematische Aufgabe fiir eine

bestimmte Person entweder Routineaufgabe oder Problemaufgabe ist.
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Die Annahme, dass eine Routineaufgabe als Aufgabe eines bestimmten Typs entschliisselbar sein
muss, passt gut zu den bisherigen Definitionen, die dann nicht mehr von einer Problemaufgabe
sprechen, wenn der Losungsweg klar ersichtlich ist. Die gegeniibergestellte Erklidrung, die von ei-

ner Barriere spricht, welche das Entschliisseln von Problemaufgaben verhindert, bekréftigt dies.

Dass eine Problemldseaufgabe offen oder mehrdeutig sein muss, entspricht nicht den bisherigen
Definitionen von Problemaufgaben. Die Aufgabe ,, Welche Zahlen ergeben ihr Fiinffaches, wenn
man ihr Quadrat um 6 vergrofiert?“ (Haas, 2000, S. 7) kann zum Beispiel sicherlich fiir manche
Schiilerinnen und Schiiler, fiir die diese Art von Aufgaben neu sind, als Problemaufgabe nach den
bisherigen Definitionen angesehen werden. Dennoch ist hier keine Mehrdeutigkeit zu finden, der
Losungsweg ist ganz im Gegenteil eher eindeutig, allerdings fiir manche Schiilerinnen und Schii-
ler eben nicht sofort ersichtlich. Da der neue Aspekt, der sich ergibt, wenn von Problemaufgaben
gefordert wird, dass sie mehrdeutig oder offen sind, besser zu den in dieser Arbeit behandelten
Aufgaben passt, soll er in etwas abgednderter Form aufgenommen werden. Problemaufgaben sol-
len zumindest insoweit mehrdeutig sein, dass entweder mehrere Losungswege moglich sind oder
zumindest moglich erscheinen. Die oben genannte Aufgabe ist aber dennoch Problemaufgabe, da

auch der Losungsweg des (systematischen) Probierens moglich ist.

Dass die Suche nach einem Losungsweg bei einer Problemaufgabe notig ist, deckt sich mit den
bisherigen Definitionen.

Ein relativ neuer Aspekt ist die Notwendigkeit von inhaltlichem Denken zur Konstruktion eines
Losungsweges. Zumindest bei einem Teil einer Problemldseaufgabe muss sich die 16sende Person
inhaltlich mit dem Thema der Aufgabe auseinandersetzen, denn wenn die ganze Aufgabe mit be-
kannten Prozeduren geldst werden konnte, so wire diese nach den bisherigen Definitionen eine

Routine- und keine Problemloseaufgabe.

Ebenfalls bisher noch nicht angesprochen wurde die Anforderung von Haas an eine Problemauf-
gabe, dass fiir den Erfolg Verstindnis nétig ist. Ahnlich wie schon beim inhaltlichen Denken kann
man auch hier davon ausgehen, dass durch das nihere Beschiftigen mit der Aufgabe dieses Ver-
standnis entweder benutzt oder aber neu erworben wird, da die Aufgabe sonst nicht gelost werden

kann.

Zudem sollen Problemaufgaben laut Haas zum Weiterdenken anregen und im Gegensatz zu Rou-
tineaufgaben nicht abgeschlossen sondern offen wirken. Dies geht wieder, wie schon die in einem
der vorigen Punkte angesprochene Mehrdeutigkeit, in eine Richtung, die nicht ganz den bisheri-
gen Definitionen entspricht. Das oben genannte Beispiel etwa regt kaum bis gar nicht zum Wei-
terdenken an. Im Sinne dieser Arbeit soll aber auch dieses Kriterium in die Charakterisierung
von Problemaufgaben mit einbezogen werden, und zwar in der Form, dass Problemaufgaben im
Allgemeinen neben ihrer Losung noch einen oder mehrere andere Aspekte beinhalten, sei es die
Moglichkeit einer Verallgemeinerung, einer Variation, oder einer ndheren Beschiftigung mit dem

thematischen Umfeld der Fragestellung.
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1.5 Eigene Charakterisierung von Problemloseaufgaben

Zusammenfassend kann nun eine eigene, fiir diese Arbeit geeignete Charakterisierung von Pro-

blemldseaufgaben beziehungsweise Problemaufgaben vorgenommen werden.

Unter eine Problemaufgabe soll in dieser Arbeit eine ,, Aufforderung zum Lernhandeln* (Bruder
und Collet, 2011, S. 12) aus dem Bereich der Mathematik verstanden werden, bei der ein gege-
bener Zustand in einen gewiinschten Zustand iibergefiihrt werden soll (Vgl. Hussy, 1984, S. 114),
wobei fiir die die Aufgabe bearbeitende Person nicht von Anfang an klar ist, auf welchem von meh-
reren moglich scheinenden Wegen sie zum Ziel gelangen kann (Vgl. Reiss und Hammer, 2012, S.
56). Die Aufgabe soll zudem die Mdoglichkeit einer Verallgemeinerung, Variation oder niheren
Beschiftigung mit dem thematischen Umfeld der Fragestellung zulassen oder anregen. (Vgl. auch
Haas, 2000, S. 7)

Diese Charakterisierung beinhaltet, dass mit der Behauptung, eine Aufgabe sei eine Problemlo-
seaufgabe, immer auch angegeben werden muss, fiir welche Zielgruppe diese Aufgabe gedacht

ist.

Um nun den Anforderungsgrad von Aufgaben niher zu beschreiben, konnen die vier von Bru-
der und Collet vorgestellten Parameter verwendet werden (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 13f):
Formalisierungsgrad F Komplexitditsgrad K, Bekanntheitsgrad B und Ausfiihrungsgrad A.

Der Formalisierungsgrad F beschreibt, ob die Aufgabe in eine mathematisch bearbeitbare Form
umgewandelt werden muss und wie schwierig dies gegebenenfalls ist. Hier geht auch ein, ob

Kenntnisse aus anderen Unterrichtsfachern oder Themengebieten benotigt werden.

Mit dem Komplexitdtsgrad K wird beschrieben, wie kompliziert das Losen der Aufgabe ist. Je nach
gewdhltem Losungsweg kann dieser Parameter variieren. Welche Strategien konnen eingesetzt und

auf welche bekannten Grundaufgaben kann die vorliegende Aufgabe zuriickgefiihrt werden?

Der Bekanntheitsgrad B gibt an, ob die bearbeitende Person schon Aufgaben dhnlicher Art bear-
beitet hat und inwieweit sie sich an die dabei angewandten Losungswege und Strategien erinnern

kann.

Mit dem Ausfiihrungsgrad A schlieBlich wird angegeben, wie hoch der Aufwand bei der Ausfiih-
rung des Losungsweges ist. Damit werden auch die Fehleranfilligkeit beim Losen und die eventuell

vorhandenen Schwierigkeiten bei der Interpretation der mathematischen Ergebnisse klassifiziert.

An einem Beispiel sollen nun die eigene Charakterisierung von Problemldseaufgaben und die vier

Parameter von Bruder und Collet demonstriert werden.

Aufgabe 1 (SchluBverkauf) (aus Loyd, 2003, S. 28)

Smith berichtet von einem Geschdift, bei dem er in genau 30 Minuten die Hdlfte seines Geldes
ausgegeben hat, so dafs er danach die gleiche Anzahl Cents besafs wie vorher Dollar und halb so
viele Dollars wie vorher Cents. Wieviel Geld hatte er also ausgegeben?
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Die Aufgabe ist fiir Schiilerinnen und Schiiler der 7. bis 8. Schulstufe gedacht. Zunichst einmal
ist zu untersuchen, ob die Aufgabe eine Problemloseaufgabe ist. Dies ist zweifelsfrei der Fall,
mehrere Losungswege (Probieren, Aufstellen einer Gleichung) sind méglich, fiir Schiilerinnen und
Schiiler der Sekundarstufe I ist der Losungsweg im Allgemeinen nicht von Anfang an klar. Auch
eine Verallgemeinerung (Gibt es dhnliche Phénomene, bei denen der Betrag an Dollars vorher
und Cents nachher beziehungsweise der von Cents vorher und von Dollars nachher in besonderem

Zusammenhang steht?) ist moglich.

Der Formalisierungsgrad der Aufgabe beim Losungsweg Aufstellen einer Gleichung ist mittelma-
Big hoch, da doch mehrere Aspekte beim Aufstellen der Gleichung beachtet werden miissen. Der
Komplexititsgrad ist relativ gering, da nach dem Umwandeln in eine mathematisch bearbeitbare
Form das Problem auf eine bekannte Grundaufgabe, ndmlich das Losen linearer Gleichungen, zu-
riickgefiihrt werden kann. Der Bekanntheitsgrad ist je nach Klasse und Schiilerin beziechungsweise
Schiiler sicherlich stark verschieden, es ist aber anzunehmen, dass Aufgaben von dieser Art doch
recht unbekannt sind. Und der Ausfiihrungsgrad schlieBlich ist recht gering, das Ausfiihren der ein-
geiibten Methoden zum Losen einer Gleichung sollte in besagten Schulstufen kaum fehleranfillig

sein.



Kapitel 2

Griunde fur den Einsatz von
Problemloseaufgaben im Unterricht

In diesem Kapitel werden die Griinde dafiir erarbeitet, dass Problemldseaufgaben im Mathema-
tikunterricht behandelt werden sollen. Welche Vorteile bringt der Erwerb von Problemlosefihig-
keiten mit sich? Was ist dadurch fiir den Mathematikunterricht, was fiir den Unterricht in anderen
Unterrichtsfichern zu erhoffen? Wie kénnen Problemlosekompetenzen im Alltag von Vorteil sein?
Zudem wird auf die Verankerung von Problemlésen im Lehrplan und in den Bildungsstandards

eingegangen.

2.1 Motivation und Erfolgserlebnisse

., Problemlosen macht Spaf; und ist kreativ* (Grieser, 2013, S. 2)

Ein wichtiges Ziel von Problemldseaufgaben innerhalb des Mathematikunterrichts ist sicherlich
das gute Gefiihl, das sich einstellt, wenn man ein Problem, sei es eines aus dem auBlermathema-
tischen Alltag oder ein mathematisches Ritsel, gelost hat. Dieses positive Erlebnis motiviert und
ermutigt, sich weiteren Problemen dhnlicher Art zu stellen. Dadurch kann Problemldsen Freude
bereiten, die Lernmotivation und das Selbstwertgefiihl werden positiv beeinflusst. (Vgl. Bruder,
2003, S. 34f)

Positive Lernmotivation ist, so auch Gerhard Roth im Buch ,,Was ist ’guter’ Unterricht?*, einer
von fiinf wesentlichen Faktoren, die beim Lehren und Lernen eine tragende Rolle spielen (Roth,
2010, S. 237f):

,,Lehren und Lernen werden von einer ganzen Reihe sehr unterschiedlicher Faktoren
bestimmt. Hierzu gehoren vor allem:
1. die Motiviertheit und Glaubhaftigkeit des Lehrenden;
2. die individuellen kognitiven und emotionalen Lernvoraussetzungen der Schiiler;
3. die allgemeine Motiviertheit und Lernbereitschaft der Schiiler;

4. die spezielle Motiviertheit der Schiiler fiir einen bestimmten Stoff, Vorwissen und
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der aktuelle emotionale Zustand sowie

5. der spezifische Lehr- und Lernkontext*

Durch den Einsatz von Problemloseaufgaben konnen unter Umstidnden gleich mehrere dieser Fak-

toren in positivem Sinne beeinflusst werden.

Wenn man davon ausgeht, dass die Lehrkraft sich selbst gerne mit Problemldseaufgaben beschif-
tigt, ist sie sicherlich motiviert und glaubhaft. Und auch wenn die personliche Freude der Lehrkraft
sich in Grenzen hilt, so reicht meiner Meinung nach doch die Uberzeugung aus, dass Problemls-
sen eine wichtige Fahigkeit ist, die die Schiilerinnen und Schiiler lernen sollten, um motiviert und

glaubhaft zu unterrichten.

In Bezug auf die ,, individuellen kognitiven und emotionalen Lernvoraussetzungen‘ der Schiilerin-
nen und Schiiler ist es sehr schwierig, wenn nicht unméglich, auf den Lernstil und die personlichen
Vorlieben aller Lernenden einzugehen. Aber gerade deshalb ist es sinnvoll, durch das gelegentliche
Beschiftigen mit Problemloseaufgaben eine Abwechslung zum sonst ,,iiblichen* Mathematikun-
terricht zu bieten. (Vgl. auch Roth, 2010, S. 239)

Die ,,allgemeine Motiviertheit und Lernbereitschaft* der Schiilerinnen und Schiiler kann durch die
im Idealfall hiufigen Erfolgserlebnisse durch das Losen von Problemaufgaben sicherlich eben-
falls gesteigert werden. Im Gehirn werden lernfordernde Stoffe wie Acetylcholin, Noradrenalin
und Dopamin ausgeschiittet, wenn das bevorstehende Verhalten Belohnung verspricht. Dadurch
erscheint die Lernsituation attraktiv und die Aufmerksamkeit wird erhoht. Besonders wichtig ist
es in Zusammenhang mit diesem Aspekt, eine bestimmte Herausforderung durch die Aufgaben zu
schaffen, ohne dabei starken Stress oder gar Versagensangst herbeizufiihren. Oder, wie Roth es for-
muliert, ,, leichter, anregender Stress‘ ist ,, generell lernfordernd“ (Roth, 2010, S. 240). Die Stra-
tegie, durch sehr einfache Aufgaben viele lernforderliche Erfolgserlebnisse herbeizufithren geht
dabei im Allgemeinen nicht auf, denn das Gehirn stellt auch iiber ein spezielles System fest, ob ei-
ne Belohnung verdient oder unverdient ist. Bei zu kleiner Herausforderung kommt es also nicht zu
einem gleichwertigen Erfolgserlebnis wie bei subjektiv als anspruchsvoll empfundenen Aufgaben.
(Vgl. Roth, 2010, S. 240f)

2.2 Problemlosen als Grunderfahrung im Mathematikunterricht

Schon in dem im Jahr 1980 erschienenen Buch ,, Problem Solving in School Mathematics “ bezeich-
net Nicolas A. Branca Problemldsen als Ziel, Prozess und Grundfertigkeit. (Branca, 1980, S. 3-5)
Besonders weist er darauf hin, dass Problemldsen, wenn es als Ziel angesehen wird, unabhingig
von bestimmten Problemstellungen und auch unabhéngig vom mathematischen Zusammenhang ist
(Branca, 1980, S. 3):

,» When problem solving is considered a goal, it is independent of specific problems,

of procedures or methods, and of mathematical content. The important considerati-
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on here ist that learning how to solve problems is the primary reason for studying

mathematics.

Er bezeichnet Problemldsen also nicht nur als ein Ziel des Mathematikunterrichts, sondern als
den eigentlichen Grund fiir die Beschéftigung mit Mathematik schlechthin. Wenngleich diese For-
mulierung vielleicht etwas iibertrieben ist, so wird doch deutlich, dass Problemlosenlernen ein

wichtiger Aspekt des Mathematikunterrichts sein sollte.

Heinrich Winter spricht in seinem vielzitierten Artikel ,, Mathematikunterricht und Allgemeinbil-
dung “ von drei Grunderfahrungen, die miteinander vielfiltig verkniipft sind und die der Mathema-

tikunterricht zu erméglichen anstreben sollte (Winter, 2003, S. 6f):

,»Der Mathematikunterricht sollte anstreben, die folgenden drei Grunderfahrungen,

die vielfiiltig miteinander verkniipft sind, zu ermoglichen:

(1) Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen oder angehen sollten, aus
Natur, Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art wahrzunehmen und zu
verstehen,

(2) mathematische Gegenstinde und Sachverhalte, reprdsentiert in Sprache, Symbo-
len, Bildern und Formeln, als geistige Schopfungen, als eine deduktiv geordnete
Welt eigener Art kennen zu lernen und zu begreifen,

(3) in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemlosefihigkeiten (heuristische

Fdhigkeiten), die iiber die Mathematik hinaus gehen, zu erwerben. *

Mit diesen drei Grunderfahrungen driickt Winter aus, inwieweit die Mathematik allgemeinbilden-
den Charakter hat. Er nennt drei wesentliche Bereiche. Einerseits konnen mit der Mathematik
Erscheinungen aus dem Alltag in einer bestimmten Art wahrgenommen und verstanden werden,
die Mathematik ist also in dieser Hinsicht alltagstauglich und deshalb ein Beitrag zur Allgemein-
bildung. AuBlerdem sind die Struktur und der Aufbau der Mathematik, die eine in sich geordnete

Welt darstellen und beschreiben, an sich schon Allgemeinbildung im Sinne von Winter.

Die dritte Grunderfahrung ist die wichtigste fiir diese Arbeit, da sie direkt anspricht, dass Ma-
thematik deshalb zur Allgemeinbildung gehort, weil sie es ermdglicht, Problemldsefdhigkeiten zu
erwerben. Daraus wird schon die zentrale Bedeutung, die Winter Problemlosen und Problemaut-
gaben einrdumt, ersichtlich. In spiterer Folge weist Winter ausdriicklich darauf hin, dass die durch
mathematische Aufgaben erworbenen Problemldsefihigkeiten nur auf die auBermathematischen
Bereiche des Alltags angewandt werden konnen, ,,falls dabei die Reflexion auf die eigenen Tditig-

keiten wesentlich und bestdndig mit einbezogen wird (Winter, 2003, S. 10).

Laut Winter sind es vor allem die vertiefenden Uberlegungen wihrend des Losens und nach der
Auflosung oder auch nach einem Misserfolg, mit denen der Gebrauch des Verstandes trainiert wer-
den kann. Es kann iiberlegt werden, warum die Aufgabe schwierig ist, was die wesentliche Hiirde
beim Losen der Aufgabe ist, welche Hilfsmittel (Probieren, Zeichnung, andere Bezeichnungswei-

se, ...) zielfilhrend eingesetzt werden konnen, ob und wenn ja auf welche Weise die Losung kon-
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trolliert werden kann, ob die Losung iiberraschend ist, welche dhnlichen Aufgaben nun iiberlegt
beziehungsweise gelost werden konnen oder was nun besser gekonnt wird als zuvor. (Vgl. Win-
ter, 2003, S. 10f) All diese Uberlegungen sind besonders bei Problemldseaufgaben wichtig und

sinnvoll.

Ein weiterer Aspekt, warum Winter die Mathematik und insbesondere das Problemlosen zur All-
gemeinbildung z&hlt, ist die Tatsache, dass mathematische Aussagen eindeutig beweis- oder wi-
derlegbar sind. Im Mathematikunterricht kann also gelernt werden, was ein stichhaltiger Schluss
ist und was nicht, ohne dass Logik als eigenes Fach unterrichtet werden miisste. Dies geschieht, so
Winter, vor allem bei der Reflexion und Hinterfragung von Problemaufgaben. (Vgl. Winter, 2003,
S. 11) Ein weiterer Grund also, dass Problemldseaufgaben im Mathematikunterricht eingesetzt

werden.

Zudem macht mathematisches Problemldsen in bestimmten Situationen auf mathematische Theo-
rien neugierig. Denn bei bestimmten Aufgaben liegt es geradezu auf der Hand, danach zu fragen,
ob es fiir bestimmte Phinomene allgemeine GesetzmifBigkeiten oder Theorien gibt, und was der
Grund fiir bestimmte aufSergewohnlich wirkende Resultate ist. Denn Theorien geben auf viele Fra-
gen Antworten. Wenn man eine Theorie aber nicht lernt, um Antworten zu geben, sondern um eine
ganz konkrete Frage zu beantworten, mit der man sich auseinandergesetzt hat, so wird es sicherlich
leichter fallen, mit dieser Theorie auch andere interessante Fragen zu beantworten. (Vgl. Grieser,
2013, S. 2)

Ein Beispiel soll zeigen, wie eine Aufgabe neugierig auf zugrundeliegende Theorien machen

kann:

Aufgabe 2 (Ein Problem mit Nullen) (aus Grieser, 2013, S. 12)
Mit wie vielen Nullen endet 1-2-3----- 99-100?

Um diese Aufgabe zu l6sen, ist es wesentlich, festzustellen, dass die Anzahl der Nullen am Ende
eines Produkts aus natiirlichen Zahlen ausschlieBlich von der Anzahl der Faktoren 2 und 5 abhéngt.
Dies kann zum Beispiel am einfacheren Fall 1-2-3-4-5 herausgefunden werden. Denn miteinander
bilden je ein Faktor 2 und 5 einen Faktor 10, der wiederum dafiir sorgt, dass im Produkt eine Null
am Ende zu finden ist. Die gefragte Zahl beinhaltet 24 mal den Faktor 5, ndmlich in den 20 Zahlen
5,10,15,...100, und davon in den 4 Zahlen 25,50,75 und 100 doppelt. Der Faktor 2 ist deutlich
ofter enthalten, allein schon jeweils mindestens einmal in den 50 geraden Faktoren des Produkts.
Die Anzahl der Nullen am Ende des Produkts 1-2-3----- 99-100 ist also 24. (Vgl. Grieser, 2013,
S. 15)

Die Losung beinhaltet aber weit mehr, als nur die Anzahl der Nullen am Ende des gefragten Pro-
dukts. Anhand der Aufgabe wurde hier eine Theorie entdeckt, die nicht nur die in der Aufgabe
gestellte Frage beantworten kann, sondern ganz allgemein eine Aussage iiber die Anzahl der Nul-
len am Ende eines Produkts natiirlicher Zahlen tétigt. Wenn man nun diese Theorie selbst anhand
einer Aufgabe wie dieser erarbeitet, so wird man dhnliche Probleme in Zukunft sicher wieder mit

dieser Theorie 16sen.
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2.3 Problemlosen als Hilfsmittel in anderen Bereichen

,Alles Leben ist Problemlosen

ist der Titel eines Buches von Karl R. Popper (Popper, 2002). Er beschreibt darin unter anderem,
dass eigentlich sowohl die Natur- als auch die Sozialwissenschaften immer von einem Problem
ausgehen, das sie 16sen wollen. Und er sieht zum Losen dieser Probleme eigentlich nur eine grund-

legende Methode, ndmlich die von Versuch und Irrtum (Popper, 2002, S. 15):

,,Die Naturwissenschaften sowie die Sozialwissenschaften gehen immer von Proble-
men aus; davon, daf} etwas unsere Verwunderung erregt, wie die griechischen Philo-
sophen sagten. Zur Losung der Probleme verwenden die Wissenschaften grundsdtzlich
dieselbe Methode, die der gesunde Menschenverstand verwendet: die Methode von

Versuch und Irrtum.

Und eigentlich ist ja auch mathematisches Probleml&sen nichts anderes als eine Folge von versuch-
ten Losungswegen, sei es jetzt im Geiste oder auf dem Papier, die ausprobiert und, sofern sie nicht
zum Ziel fithren, wieder verworfen werden. Nicht nur im Mathematikunterricht ist also die Fihig-
keit, Probleme zu 16sen, von Bedeutung. Auch in den Wissenschaften werden stindig Probleme
gelost und so Fortschritt erreicht. Und dabei konnen Problemlosefihigkeiten, die im Mathematik-

unterricht erlernt werden, wichtige Hilfestellungen bieten.

Einerseits lernt man durch Problemlosen im Mathematikunterricht, dass es sich lohnen kann, sich
auch mit einem zu Beginn uniiberwindbar scheinendem Problem zu befassen. Denn oft sind die
Dinge gar nicht so kompliziert, wie sie scheinen, und auch das eigene Kénnen wird meist unter-
schitzt. Wenn man aber erst einige Probleme, beispielsweise im Mathematikunterricht, bewaltigt
hat, so geht man vielleicht schon mit mehr Selbstvertrauen an das nichste Problem, auch wenn

dieses nicht notwendigerweise ein mathematisches ist. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 35)

Einige Problemstellungen aus anderen Themengebieten, besonders aus den Naturwissenschaften,
haben einen starken mathematischen Anteil. Mit mathematischen Heurismen und Strategien, die
man sich beim Problemldsenlernen aneignen kann, sind auch diese Aufgaben einfacher zu 16sen.
Oft ist auch der Charakter der Probleme dhnlich dem mathematischer Probleme, auch wenn nur
wenig mathematischer Inhalt enthalten ist. Auch hier lassen sich Erfahrungen vom mathematischen

Probleml6sen gewinnbringend anwenden.

Die Wissenschaft ldsst sich zudem in das von Popper vorgestellte Schema einordnen, in dem er
Problemldsen in drei Stufen einteilt, nimlich in das Problem, die Losungsversuche und die Elimi-
nation (Popper, 2002, S. 21):

,»Mein dreistufiges Schema ist also in folgender Weise auf die Wissenschaftslogik oder
Methodologie anwendbar:

1. Die Ausgangssituation ist immer ein Problem oder eine Problemsituation.

11
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2. Dann folgen Losungsversuche. Diese bestehen immer aus Theorien, und diese
Theorien sind, da sie Versuche sind, sehr héiufig irrig: Sie sind und bleiben immer
Hypothesen oder Vermutungen.

3. Auch in der Wissenschaft lernen wir durch die Elimination unserer Irrtiimer,
durch die Elimination unserer falschen Theorien.

Auch in der Wissenschaft wird also eigentlich nichts anderes gemacht als beim mathematischen

Problemldsen, daher ist es jedenfalls niitzlich, Fahigkeiten dafiir zu entwickeln.

Einige grundlegende Arbeitshaltungen konnen ebenfalls beim Problemldsenlernen vermittelt wer-
den. So ist es zum Beispiel wesentlich, sich Notizen wihrend des Bearbeitens einer mathemati-
schen Aufgabe zu machen oder Skizzen anzufertigen. Diese Haltungen sind auch beim Bearbeiten
anderer Problemstellungen eine wichtige Hilfe. Auch die in spiterer Folge nédher erlauterte Vorge-
hensweise von Polya beim Lésen von Problemen kann in vielen Problemsituationen hilfreich sein.
Polya nennt vier Phasen: das ,, Verstehen der Aufgabe “, das ,,Ausdenken eines Plans*“, das ,,Aus-
fiihren des Plans* und den ,, Riickblick* (Polya, 1995, Klappentext). Egal welches Problem man
gerade zu l6sen versucht, es kann in jedem Fall hilfreich sein, strukturiert vorzugehen und diese

vier Phasen einzuhalten.

2.4 Problemlosen in Lehrplinen und Bildungsstandards

Schon im Lehrplan der AHS-Unterstufe wird Problemlosen an mehreren Stellen erwéhnt. So wird
etwa schon zu Beginn im Abschnitt ,, Beitrag zu den Aufgabenbereichen der Schule dhnlich den
Winter’schen Grunderfahrungen klargestellt, dass der Mathematikunterricht den Erwerb von iiber
die Mathematik hinausgehenden Problemlosefihigkeiten ermdglichen soll (BMBF, 2000, S. 1f):

,»Der Mathematikunterricht soll folgende miteinander vielfiltig verkniipfte Grunder-
fahrungen ermoglichen:

o Erscheinungen der Welt um uns in fachbezogener Art wahrzunehmen und zu ver-
stehen;

o Problemliosefihigkeiten zu erwerben, die iiber die Mathematik hinausgehen.

Die erste und dritte Winter’sche Grunderfahrung sind also sinngemé@f auch im Lehrplan zu finden,
und damit auch das Problemldsen. Es ist also nicht nur aus den oben genannten Griinden wichtig
und vorteilhaft, sich im Mathematikunterricht mit Problemldsen und damit mit Problemldseaufga-

ben zu beschiftigen, es ist auch vom Gesetzgeber so vorgesehen und vorgeschrieben.

Der Unterstufenlehrplan liefert auch noch einen weiteren Vorteil des Problemldsens. Im Abschnitt
,, Beitrdge zu den Bildungsbereichen “ wird ausgedriickt, dass die Mathematik zum Bildungsbereich
,»Mensch und Gesellschaft* unter anderem dadurch beitrégt, dass sie den Schiilerinnen und Schii-
lern beibringt, Probleme und Situationen durch rationales Denken zu untersuchen. Auch im Bil-

dungsbereich ,, Kreativitdt und Gestaltung “ wird erwihnt, dass verschiedene Losungswege zu ma-

12
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thematischen Fragestellungen entwickelt und heuristische Strategien genutzt werden sollen (BMBF,
2000, S. 2):

,Mensch und Gesellschaft:

Untersuchen von Situationen und Problemen mit Hilfe rationalen Denkens; [...]
Kreativitdt und Gestaltung:

Entwickeln verschiedener Losungswege zu mathematischen Fragestellungen;

Nutzen heuristischer Strategien. “

Auch im Lehrplan der AHS-Oberstufe ist schon in der ,, Bildungs- und Lehraufgabe “ Problemlosen
zu finden (BMBF, 2004, S. 1):

»[...] und das Losen von Problemen durch mathematische Verfahren und Techniken

sind zentrale Anliegen des Mathematikunterrichts.

Hier muss allerdings angemerkt werden, dass nicht klar definiert ist, ob mit dem ,, Losen von Pro-
blemen * tatsichlich Problemldsen im Sinne der oben genannten Definitionen gemeint ist. Spiter,
im Abschnitt ,, Beitrdge zu den Bildungsbereichen“, ist jedoch unmissverstandlich zu finden, dass

auch an neuen Aufgaben experimentiert werden soll (BMBF, 2004, S. 2):

., Kreativitit und Gestaltung:
Mathematik besitzt neben der deduktiven auch eine induktive Seite; vor allem das Ex-
perimentieren an neuen Aufgabenstellungen und Problemen macht diese Seite sicht-

bar, bei der Kreativitdt und Einfallsreichtum gefordert werden

In den Kompetenzbereichen der dsterreichischen Bildungsstandards, die wiedergeben, welche Kom-
petenzen die Schiilerinnen und Schiiler nach Abschluss der 4. beziehungsweise 8. Schulstufe er-
worben haben sollen, herrscht eine gewisse Uneindeutigkeit. In den Kompetenzbereichen fiir die
4. Schulstufe gibt es im Bereich ,,Allgemeine mathematische Kompetenzen (AK)“ einen eigenen
Kompetenzbereich ,, Problemldsen (AK 4)“ mit folgenden Teilbereichen (BIFIE, 2011, S. 1):

4.1 Mathematisch relevante Fragen stellen
Kompetenz:
Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

e cin innermathematisches Problem erkennen und dazu relevante Fragen stellen.

4.2 Losungsstrategien (er)finden und nutzen
Kompetenzen:
Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

o gecignete Losungsaktivititen wie Vermuten, Probieren, Anlegen von Tabellen
oder Erstellen von Skizzen anwenden,

o zielfiihrende Denkstrategien wie systematisches Probieren oder Nutzen von Ana-
logien einsetzen. “

13



KAPITEL 2 GRUNDE FUR DEN EINSATZ VON PROBLEMLOSEAUFGABEN IM UNTERRICHT

Hier wird separat sowohl auf das Stellen mathematisch relevanter Fragen als auch auf das Finden
und Erfinden von Denkstrategien und Losungsaktivititen eingegangen. In jedem Fall ist damit
Problemldsen ein wesentlicher Bestandteil in den Bildungsstandards und damit auch im Unterricht

in den ersten vier Schulstufen.

Im Gegensatz dazu findet man in den Bildungsstandards fiir die 8. Schulstufe keine explizite Er-
wihnung von Problemldsen mehr. Die vier Handlungsbereiche, die mit den allgemeinen mathe-
matischen Kompetenzen der Bildungsstandards fiir die 4. Schulstufe vergleichbar sind, sind hier
,» Darstellen, Modellbilden (H1)“, ,, Rechnen, Operieren (H2)", , Interpretieren (H3)* und , Argu-
mentieren, Begriinden (H4)*. Eine Problemldseaufgabe wire zur Uberpriifung der Bildungsstan-
dards fiir die 8. Schulstufe nicht geeignet, weil das Modell vorsieht, dass jede Kompetenz nur aus
einem Handlungsbereich, einem Inhaltsbereich und einem Komplexititsbereich besteht. Problem-
l6sen beinhaltet aber meist alle vier Handlungsbereiche, wenn auch in unterschiedlicher Intensitét.
Um die Losung zu finden muss dargestellt und ein Modell gebildet werden (H1), zum Ausfiihren
des Losungsweges ist Rechnen beziehungsweise Operieren notig (H2), und ohne Interpretation
(H3) macht das Losen einer Problemaufgabe keinen Sinn. Argumentieren und Begriinden (H4)
kann ebenfalls erforderlich oder hilfreich sein, um den Losungsweg zu reflektieren und das an-
gewandte Losungsverfahren zu festigen. Jedenfalls ist Problemldsen nicht mit nur einem dieser
Handlungsbereiche moglich. (Vgl. BIFIE, 2013, S. 1-4)

Ich finde es schade, dass so ein wesentlicher Bestandteil der Mathematik nicht auch als Bildungs-
standard fiir die 8. Schulstufe festgelegt ist. Denn meiner Meinung nach kann und muss in den
ersten vier Schulstufen natiirlich der Grundstein fiir Problemlésekompetenzen gelegt werden, aber
ohne eine Fortfithrung kénnen diese nicht ausreichend weiterentwickelt werden. Vielleicht liegt
das aber auch einfach daran, dass Problemlosekompetenzen ab einem bestimmten Niveau nicht
mehr gut abgefragt werden konnen. Umso besser ist es, dass ohnehin im Lehrplan festgelegt ist,

dass Problemldsen ein fester Bestandteil des Mathematikunterrichts sein soll.
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Kapitel 3

Problemlosen Lernen

Wie aber kann nun Problemlosen im Mathematikunterricht gelehrt werden? Was sind die wich-
tigsten Aspekte, die vermittelt werden sollten? Welche Heurismen konnen im Unterricht erlernt
werden? Mit diesen Fragen befasst sich das vorliegende Kapitel und gibt dabei auch Beispiele fiir

Aufgaben, mit denen die entsprechenden Grundlagen und Strategien geiibt werden konnen.

3.1 Wichtige Punkte beim Losen eines Problems

Wenn man eine Problemaufgabe 16sen mochte, steht man oft vor der Schwierigkeit, dass man nicht
weil}, wie man anfangen soll. Gerade fiir Schiilerinnen und Schiiler, die sich noch wenig mit sol-
chen Aufgaben auseinandergesetzt haben, stellt dies oft ein scheinbar uniiberwindbares Hindernis

dar. Dabei gibt es einige ganz allgemeine Strategien, wie Problemldsen strukturiert werden kann.

Kein anderer hat mathematisches Problemlosen so gepriagt wie George Polya. Sein Buch ,,Schule
des Denkens*“ ist sicherlich ein Meilenstein in dieser Thematik. Darin gibt er vier Phasen an, in
denen das Losen eines Problems erfolgt (Vgl. Polya, 1995, Klappentext und S. 18-29):

Erste Phase: Verstehen der Aufgabe

Der Lernende soll die Aufgabe von verschiedenen Standpunkten aus betrachten, bis er
sie wirklich versteht. Eine Figur oder das Einfithren passender Bezeichnungen konnen
ebenfalls helfen.

Zweite Phase: Ausdenken eines Plans

Ziel dieser Phase ist es, zumindest in Umrissen zu wissen, welche Schritte nétig sind,
um die Aufgabe zu 16sen. Das Erinnern an dhnliche, schon geldste Aufgaben kann
hier ebenso hilfreich sein wie das Umformulieren der Aufgabe oder das Betrachten
von Teilaufgaben.

Dritte Phase: Ausfiihren des Plans

Nach dem in der zweiten Phase entworfenen Plan muss der Lernende nun die einzel-
nen Schritte durchfiihren, die schlieflich zum gewiinschten Ergebnis fithren. Hier gibt
es noch einmal die Gelegenheit, wihrend der Ausfithrung des Planes zu iiberpriifen,
ob dieser keine moglichen Fille auler Acht ldsst. Jeder einzelne Schritt muss auf seine

Richtigkeit iiberpriift werden.
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Vierte Phase: Riickschau

Mit dem Losen einer Aufgabe allein ist es noch nicht getan. Durch nochmaliges Uber-
priifen von Losungsweg und Resultat konnen Wissen gefestigt und die Féhigkeit, dhn-
liche Aufgaben zu 16sen, weiterentwickelt werden. Zudem kann man in dieser Phase

versuchen, einen einfacheren, kiirzeren Losungsweg zu finden.

In dieser Zusammenfassung finden sich viele wichtige Anregungen, die dabei helfen kdnnen, Pro-
blemaufgaben zu 16sen. Zunéchst ist es ein wichtiger Schritt, die Aufgabe voll und ganz zu verste-
hen. In seinem Buch ,, Mathematics as Problem Solving “ nennt Alexander Soifer gleich zu Beginn
eine wichtige Lektion fiir die Leserinnen und Leser: Bevor man ein Problem nicht gelesen hat,

sollte man nicht beginnen, es zu 16sen. (Vgl. Soifer, 2009, S. 1) Er bringt dazu auch ein Beispiel:

Aufgabe 3 (Streetcar Story I) (aus Soifer, 2009, S. 1)

You enter a streetcar with six other passengers on the first stop of its route. On the second stop,
four people come in and two get off. On the third stop, seven people come in and five get off. On
the fourth stop, eight people come in and three get off. On the fifth stop, thirteen people come in
and eight get off.

How old is the driver?

Anschliefend merkt er an (Soifer, 2009, S. 1):

,,Did you start counting passengers in the streetcar? If you did, here is your first

lesson: Do not start solving a problem before you read it! “

Auch das Sammeln aller Informationen kann schon viel zur Losung des Problems beitragen. Dabei
sind die Informationen nicht immer in der verstindlichsten und einfachsten Form gegeben, sondern
miissen manchmal erst aus dem Text herausgelesen oder aus dem Zusammenhang geschlossen

werden. Auch dieser Sachverhalt soll an einem Beispiel erortert werden:

Aufgabe 4 (Das Tochterproblem) (aus Bruder und Collet, 2011, S. 74)

Ein Student sucht dringend eine neue Wohnung. Dafiir geht er die Wohnungsanzeigen in der Zei-
tung durch, bis er auf ein giinstiges Angebot stofit. Nachdem alle Formalitiiten bei der Besichtigung
der Wohnung gekldrt sind, fragt er die Vermieterin: ,, Eines wiirde mich aber noch interessieren:
Wer wohnt denn noch alles in diesem Haus?“ Sie antwortet: ,,Mein Mann und meine drei Toch-
ter. “ Er freut sich: ,,Oh, drei Tochter? Schon! Wie alt sind die denn? “ Sie:,, Das Produkt ihrer Alter
ist 36. lhre Alterssumme ergibt die Hausnummer. “ Der Student denkt eine Weile nach. Dann aber
bohrt er weiter: ,,Sie miissen mir schon noch eine Information geben!* Sie: ,,Na gut, die dlteste
spielt Klavier. “ Student: ,,Ah, jetzt weif ich’s!“ Wie alt sind die Tochter?

Im ersten Moment hat mich diese Aufgabe sehr iiberrascht. Wie kann die Information iiber das
Hobby der iltesten Tochter dazu fithren, dass die Aufgabe 16sbar wird? Doch bei genauerem Be-
trachten stellt sich heraus, dass diese Information nur durch den Zusammenhang sinnvoll wird.
Uberlegt man nimlich, welche Moglichkeiten es gibt, drei Zahlen so zu wihlen, dass ihr Produkt

36 ist, so kommt man auf acht mogliche Tripel. Betrachtet man nun auch die Summen der drei
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Zahlen, so stellt sich heraus, dass nur bei zwei der Tripel die Summe gleich ist, alle anderen Tripel

haben verschiedene Summen:

Drei Zahlen mit Produkt 36 | Summe der drei Zahlen

1,1,36 38
1,2,18 21
1,3,12 16
1,4,9 14
1,6,6 13
2,2,9 13
2,3,6 11
3,3,4 10

Tabelle 3.1: Tabelle zur Losung der Aufgabe ,,Das Tochterproblem

Die Tatsache, dass der Student, obwohl er die Summe der Zahlen kannte, nicht wusste, wie alt
die einzelnen Tochter waren, ldsst darauf schlieen, dass diese entweder 1,6 und 6 oder 2,2 und
9 Jahre alt waren. Und nun ergibt die Information iiber das Hobby der éltesten Tochter plotzlich
Sinn. Denn der wesentliche Teil dieser Information ist, dass es iiberhaupt eine dlteste Tochter gibt
und nicht zwei. Damit bleibt nur die Losung, dass die Tochter 2,2 und 9 Jahre alt sind und die
Hausnummer 13 sein muss (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 74f)

Nicht immer sind die Informationen, die zum L&sen einer Aufgabe gebraucht werden, so unge-
wohnlich formuliert wie hier, aber es kommt doch sehr oft vor, dass bestimmte Formulierungen
oder Hinweise im Text zu finden sind, die zum Losen der Aufgabe benotigt werden. Es ist also

wesentlich, die Aufgabe einmal zu verstehen.

Die nichste Phase in Polyas Buch ist diejenige, die am schwierigsten zu erlernen ist. Denn einen
fiir das Problem passenden Plan zu finden ist oft alles andere als einfach. Man kann allerdings sehr
wohl einige Strategien und Techniken lernen und einiiben, die bei vielen Problemen Anwendung

finden. Auf diesen Aspekt mochte ich in einem eigenen Abschnitt weiter unten eingehen.

Auferdem ist es besonders bei der zweiten und der dritten, aber auch bei den anderen beiden Pha-
sen wichtig, sich Notizen zu machen. In ihrem Buch ,, Mathematisch Denken“ (Mason u. a., 2008)
nennen die Autoren John Mason, Leone Burton und Kaye Stacey drei Dinge, die aufgezeichnet
werden sollten (Mason u. a., 2008, S. 12):

., In erster Linie sollten Sie sich vornehmen, folgende drei Dinge aufzuzeichnen:

1. Alle wesentlichen Gedanken, die Ihnen bei einem Losungsversuch eingefallen
sind.

2. Alle Losungsversuche, die Sie unternommen haben.

3. Wie Sie eine bestimmte Losungsstrategie gefiihlsmdfig einschdtzen. “

Durch das Niederschreiben 16st man eine Aufgabe deutlich bewusster, und wenn man an einer

Stelle nicht mehr weiter weif3, hilft oft schon das Aufschreiben dabei, wieder weiterzukommen.
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Wenn man exakt wei3, welcher Schritt der ist, den man nicht schafft, kann dies schon der erste
Schritt in die richtige Richtung sein. Auch wenn man gut beim Losen einer Aufgabe vorankommt,
kann es sehr hilfreich sein, Notizen anzufertigen, um nicht den Faden zu verlieren. Besonders am
Beginn von langeren Rechnungen sollte man auBerdem niederschreiben, warum man diese macht.
Denn es kann sehr drgerlich sein, zu einem Zwischenergebnis zu gelangen, aber den Grund der

Rechnung oder den bisherigen Weg vergessen zu haben. (Vgl. Mason u. a., 2008, S. 11f)

Auflerdem geben Mason, Burton und Stacey einige Hinweise, wie man Schwierigkeiten iiberwin-
den kann, die sich beim Erarbeiten des Losungsweges ergeben. Man sollte sich erneut die Fragen
stellen, was bekannt ist, was das aktuelle Ziel ist und welche Hilfsmittel eingesetzt werden kénnen.
(Vgl. Mason u. a., 2008, S. 53) Konkret kann das bedeuten (Mason u. a., 2008, S. 53):

,»Mogliche Reaktionen hierauf sind:
o Fassen Sie sorgfaltig zusammen, was bekannt ist und was gesucht wird.
o Versuchen Sie, die Frage auf eine Ihnen vertraute Situation umzumiinzen.
e Nutzen Sie die Erkenntnisse aus Ihren bisherigen Untersuchungen aus.

o Lesen Sie die Fragestellung noch einmal sorgfiiltig durch, um so moglicherweise
andere Gesichtspunkte aufzudecken. “

Es kann also hilfreich sein, noch einmal zusammenzufassen wo man eigentlich steht, und was man
schon erreicht hat. Oft dndert sich durch Zwischenergebnisse die Situation, und wenn man diese
gut kennt, ist ein weiteres Vorgehen einfacher. Auch ein Nachfragen, ob das erzielte Zwischener-
gebnis iiberhaupt zum Losen des Problems beitrdgt, kann helfen. Und beim erneuten Durchlesen
werden oft Dinge klar, die vor den ersten Losungsversuchen oder vor dem Betrachten der ersten
Spezialfille nicht ersichtlich waren. (Vgl. Mason u. a., 2008, S. 53f)

Die dritte Phase, die Polya nennt, in der der entwickelte Plan ausgefiihrt wird, sollte eigentlich
kaum Schwierigkeiten beinhalten. Auch hier ist ein passendes Dokumentieren wichtig, zudem soll-

te man darauf achten, wirklich alle Aspekte oder Fille eines Problems zu beriicksichtigen.

Die vierte Phase wiederum ist eine sehr wertvolle, weil durch die Riickschau besonders viel von
einer Aufgabe profitiert werden kann. Mason, Burton und Stacey teilen die Riickblickphase in drei
Teile (Vgl. Mason u. a., 2008, S. 42f):

1. Test der Losung
2. Nachdenken iiber die zentralen Ideen

3. Verallgemeinern der Losung

Im ersten Teil der Riickblickphase sollen die rein rechnerischen Schritte kontrolliert und die lo-
gische Vorgehensweise tiberpriift werden. Auch Plausibilitiitsiiberlegungen sind hier angebracht.
Wenngleich man all dies schon im Zuge der Losungsfindung gemacht hat, so ist es doch einfacher,

mit ein wenig Distanz und in Ruhe noch einmal alle Schritte zu iiberpriifen. Was Plausibilitéts-
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iiberlegungen angeht, so hingen diese natiirlich von der Aufgabe ab. Beispielsweise kann man oft
Grenzfille betrachten und iiberlegen, ob die gefundene Losung auch im Grenzfall sinnvoll ist. Im
zweiten Teil der Riickblickphase kann man besonders viel lernen. Wenn man tiberlegt, was nun ei-
gentlich die wichtigsten Ideen sind, und an welchen moglicherweise schwierigen Punkten welche
Strategie zum Erfolg gefiihrt hat, so kann man aus all diesen Informationen bei spéteren Aufga-
ben profitieren. Wenn diese Punkte sorgfiltig dokumentiert werden, dann kann noch dazu darauf
zuriickgegriffen werden, wenn die Erinnerung nicht mehr vollstindig vorhanden ist. In der drit-
ten Phase kann versucht werden, eine Aufgabe zu erweitern, indem Verallgemeinerungen gesucht
werden. Diese konnen dann spater dabei helfen, andere Aufgaben mit dhnlichem Prinzip zu 16sen.
Oft ergibt sich die Verallgemeinerung auch aus dem Losungsweg und ist ohnehin Teil der Losung,

muss also nur mehr ausformuliert werden. (Vgl. Mason u. a., 2008, S. 42-44)

Auch Polya nennt noch einige Fragen zu seiner vierten Phase, die Lehrkréfte den Schiilerinnen und
Schiilern stellen kdnnten beziehungsweise die sich diejenigen, die Problemaufgaben 16sen, selbst
stellen konnten (Polya, 1995, S. 28f):

,, Kannst Du das Resultat kontrollieren?

Kannst Du den Beweis kontrollieren?

Kannst Du das Resultat auf verschiedene Weise ableiten?

Kannst Du es auf den ersten Blick sehen?

Kannst Du das Resultat oder die Methode der Losung fiir irgendeine andere Aufgabe

gebrauchen?“

Die meisten dieser Fragen betreffen Aspekte, die schon genannt wurden. Das Finden alternativer
Beweise, die wenn moglich auch noch kurz und intuitiv sind, ist hier neu. Ein weiterer, vielleicht
einfacherer Beweis kann einerseits vollends vom Resultat iiberzeugen, andererseits lernt man da-
durch, verschiedene Methoden zu finden, um eine einzelne Aufgabe zu 16sen. Wenn man nun eine
dhnliche Aufgabe bearbeitet und die erste Methode funktioniert nicht, so kann man auf eine Alter-
native zuriickgreifen. Zudem betont Polya noch einmal, dass man sich bewusst machen sollte, bei
der Losung welcher anderer Aufgaben die gerade verwendete Methode oder das Resultat hilfreich
sein konnten. (Vgl. Polya, 1995, S. 28f)

3.2 Heurismen — Methoden zum Problemlosen

Es gibt Schiilerinnen und Schiiler, die beim Problemldsen oft innerhalb kurzer Zeit gute Einfille
haben und auch meist nicht genau erkliaren konnen, wie sie auf diese Einfille gekommen sind. Bru-
der und Collet bezeichnen diese Menschen als intuitive Problemloser und gehen davon aus, dass
ein grofBer Anteil dieser Fihigkeiten von genetischer Veranlagung abhingt. Diese Schiilerinnen
und Schiiler haben eine besonders hohe geistige Beweglichkeit, besonders im mathematischen Be-
reich. Sie haben von sich aus und ohne viel Ubung die richtigen Ideen fiir Losungsstrategien. Nun

ist es aber auch moglich weniger geistig beweglichen Problemldsenden solche Strategien nahezu-
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bringen. Die zugehdrige Wissenschaft, die sich allgemein mit Methoden schopferischen Denkens,
spezifisch mit Problemlosemethoden, befasst, heilit Heuristik. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S.
30-35)

Bruder und Collet vertreten in diesem Zusammenhang die folgende, mittlerweile empirisch belegte
These (Bruder und Collet, 2011, S. 36):

, Wenn es den in Mathematik geistig weniger beweglichen Lernenden gelingt, geeig-
nete Problemlosestrategien (Heurismen) zu erlernen und flexibel anzuwenden, kon-
nen von ihnen in begrenzten Themenbereichen dhnliche Problemldseergebnisse erzielt

werden, wie von den intuitiven Problemlosern.

Eine Ubersicht iiber Heurismen findet sich ebenfalls bei Bruder und Collet, die diese in heuristische

Strategien, Hilfsmittel, Prinzipien und Regeln unterteilen:

Heurismen

Heuristische Strategien

e Systematisches Probieren

e Vorwirtsarbeiten

o Riickwirtsarbeiten

e Analogieschluss

e Riickfithrung von Unbekanntem auf Bekanntes

Heuristische Hilfsmittel

e Veranschaulichungen durch informative Figuren

e Tabellen

e Wissensspeicher und umstrukturierte Wissensspeicher
e L.osungsgraphen

Heuristische Prinzipien

e Symmetrieprinzip

e Extremalprinzip

e Invarianzprinzip

e Zerlegen und Erginzen

o Prinzip der Fallunterscheidung

e Arbeiten mit Einzel- und Spezialfillen
e Schubfachprinzip

e Rekursionsprinzip

e Transformationsprinzip

Heuristische Regeln

e Allgemeine Regeln (Vorrangregeln u.a.)

e Spezielle Regeln und Regelsysteme fiir bestimmte Aufgabenklassen
(heuristische Programme)

Tabelle 3.2: Ubersicht iiber relevante heuristische Verfahren und Hilfs-
mittel in mathematischen Kontexten und Anwendungen,
aus: Bruder und Collet, 2011, S. 27

20



KAPITEL 3 PROBLEMLOSEN LERNEN

Einige dieser Heurismen, wie zum Beispiel das Rekursionsprinzip, eignen sich weniger gut fiir
den Einsatz im Regelunterricht. Auch heuristische Regeln brauchen im allgemeinen nicht geson-
dert im Unterricht behandelt zu werden, denn die allgemeinen Regeln werden ohnehin thematisiert,
und spezielle Regeln fiir bestimmte Aufgabenklassen wiirden den Rahmen des Mathematikunter-
richts sprengen. Viele der anderen Heurismen jedoch sind sehr gut fiir den Unterricht geeignet und
konnen unter anderem mithilfe der passenden Aufgaben unterrichtet werden. In Abb. 3.1 ist eine

Ubersicht der Heurismen zu finden, die im Unterricht besprochen werden konnten.

Kombiniertes
VA und RA
Vorwarts- Ruckwiirts-
arbeiten arbeiten
Analogie- L . .
b Heuristische Systematisches
Strategien Probieren
Informative i
Figuren
Gleichungen Rickfihrung von
Unbekanntem auf
Losungs- Bekanntes
graphen Heuristische
Hilfsmittel
Transformations-
Wissens- ] prinzip
speicher Tabellen
Extremal- ~
prmzp Heuristische Symmetrie-
L L Prinzipien FRER
prinzip \
Fallunter-
Zerlegungs- scheidung

prinzip/Ergin-
ZUngsprinzip

Abbildung 3.1: Uberblick iiber Heurismen fiir den Mathematikunterricht,
aus: Bruder und Collet, 2011, S. 45

Bruder und Collet begriinden ihre Wahl damit, dass ohnehin nicht sehr viel Zeit im Mathematik-
unterricht zur Verfiigung steht, und daher bei der Wahl auf einige Dinge wie etwa das Rekursions-
und das Schubfachprinzip verzichtet werden muss. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 44)

Eines der heuristischen Prinzipien aus der Tabelle 3.2 ist allerdings nicht in Abb. 3.1 zu finden,
obwohl es in meinen Augen sehr wichtig ist: das Arbeiten mit Einzel- und Spezialfillen. Des-
halb wird es zusitzlich zu den in der Abbildung zu findenden heuristischen Prinzipien ebenfalls
behandelt.
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3.3 Heuristische Hilfsmittel

Im Vergleich zu den anderen Heurismen sind heuristische Hilfsmittel keine unmittelbaren Losungs-
strategien, sondern eher eine Hilfe dabei, ein Problem zu verstehen, zu visualisieren, zu strukturie-
ren und Informationen zu reduzieren. Zudem kann man mit diesen Hilfsmitteln einen moglichen
Losungsverlauf fiir moglichst viele Schiilerinnen und Schiiler verstdndlich erkldren. Die hier be-
trachteten heuristischen Hilfsmittel sind informative Figuren, Tabellen, Wissensspeicher, Losungs-
graphen und Gleichungen. Oft ist es fiir Schiilerinnen und Schiiler hilfreich, Heurismen mit einer
geeigneten Fragestellung zu formulieren. Idealerweise sollten die Lernenden die fiir sie passende
Formulierung dieser Fragestellung selbst finden. Fiir alle heuristischen Hilfsmittel ist Wie kann
ich die Problemstellung veranschaulichen oder anders darstellen? eine mogliche Schliisselfrage.
(Vgl. Bruder und Collet, 2011, S.45f)

3.3.1 Informative Figuren

Informative Figuren, oft auch Skizzen genannt, konnen eine grofe Hilfe beim Losen eines Pro-
blems sein. Und zwar nicht nur, wenn es sich um ein in irgendeiner Weise geometrisches Problem
handelt. Oft wird durch die Veranschaulichung erst klar, dass man durch reines Rechnen mogli-

cherweise einen Aspekt des Problems iibersieht. Als Beispiel soll die folgende Aufgabe dienen:

Aufgabe 5 (Die Schnecke im Brunnen)

Eine Schnecke ist in der Friih in einen Brunnen gefallen, der 10 Meter tief ist. Jeden Tag klettert
die Schnecke 4 Meter nach oben, rutscht aber in der Nacht wieder 2 Meter hinunter. Wie lange
braucht die Schnecke, bis sie aus dem Brunnen geklettert ist?

Wenn man nun iiberlegt, dass die Schnecke damit
nach einem Tag und einer Nacht 2 Meter weit kommt,
so konnte man dem Irrtum unterliegen, die Schnecke
brauchte 5 Tage, um den Brunnenrand zu erreichen.
Eine Skizze wie zum Beispiel Abb. 3.2 macht aber \l'
klar, dass die Schnecke schon am Ende des vierten

Tages am Brunnenrand angekommen ist und dadurch

in der vierten Nacht natiirlich nicht mehr abrutschen

10m
<

kann. £
N
Doch nicht alle Schiilerinnen und Schiiler kénnen e
<

ohne Ubung passende Skizzen zu Aufgaben anferti-

gen. Eine sinnvolle Skizze, die wirklich weiterhelfen
kann, ist nicht immer leicht zu finden, aber durch eini-
ge Grundgedanken kann hier im Unterricht geholfen Abbildung 3.2: Skizze zur Aufgabe , Die

werden. Ein Beispiel dafiir ist, dass alle Objekte, die Schnecke im Brunnen
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in einer Aufgabe aufgeteilt werden sollen, als Lénge einer Strecke, Rechtecksfliche oder Kreisfla-
che (Torte beziehungsweise Pizza) dargestellt werden konnen. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S.
48) In der folgenden Aufgabe etwa kann diese Art der Skizze helfen:

Aufgabe 6 (Murmelaufgabe) (aus Bruder und Collet, 2011, S. 50)

Claudia nimmt die Hdilfte der Murmeln aus ihrem Sack und behdilt sie fiir sich. Dann gibt sie zwei
Drittel der Murmeln, die noch im Sack sind, Peter. Sie hat jetzt sechs Murmeln iibrig. Wie viele
Murmeln waren am Anfang im Sack?

1. Schritt:

Claudias Murmeln (Hilfte)

2. Schritt:

Claudias Murmeln (Halfte) Peters Murmeln 6 iibrig
| | | l

Abbildung 3.3: Visualisierung der ,,Murmelaufgabe“,
aus: Bruder und Collet, 2011, S. 50

Indem die Gesamtzahl der Murmeln als Strecke oder Flache dargestellt wird, ist es einfacher, zu
einer Losung dieser Aufgabe zu gelangen. In Abb. 3.3 ist zu sehen, wie diese Skizze aussehen
konnte. Dabei wird im ersten Schritt die noch unbekannte Anzahl der Murmeln, dargestellt als
Strecke, in zwei Hilften geteilt. AnschlieBend wird die verbleibende Hilfte in drei gleich grof3e
Abschnitte aufgeteilt. Mit der Information, dass einer dieser Teile sechs Murmeln entspricht kann
nun zunichst die Zahl der Murmeln in einer Hilfte, ndmlich 18, berechnet werden. Daraus ldsst

sich die Gesamtzahl der Murmeln, die am Anfang im Sack waren, ermitteln — es sind 36 Stiick.

Wenn die Aufgabe geometrischen Ursprungs ist, wie beispielsweise eine Vermessungsaufgabe
oder eine Aufgabe mit Dreiecken, so ist meist eine Skizze der geometrischen Zusammenhénge
angebracht. Hier ist es wichtig, eine moglichst allgemeine Figur anzufertigen, und nicht etwa ein
allgemeines Dreieck rechtwinkelig zu zeichnen. Oft hilft auch das Zeichnen mehrerer, moglichst
unterschiedlicher Skizzen, wie etwa ein spitzwinkeliges Dreieck und ein stumpfwinkeliges Drei-
eck mit sehr groBem Winkel. Keinesfalls darf man sich dazu verleiten lassen, aufgrund einer Skizze
eine GesetzmiBigkeit anzunehmen, nur weil es in dieser Situation so wirkt, als wire diese giiltig.
Dennoch konnen informative Figuren eine grof3e Hilfe beim Finden von Ldsungen sein, solange

sie eben nicht als Begriindung fiir diese herangezogen werden.

Eine dhnlich gute Hilfe bieten in manchen Féllen Modelle oder Gegenstinde, mit denen manche
Aufgaben ausprobiert werden konnen. Die Verwendung von beispielsweise einem Wiirfelmodell
oder verschiedenfarbigen Wiirfeln bei folgender Aufgabe ist keineswegs kindisch oder zeigt von

zu wenig Fahigkeit, abstrakt zu denken, sondern kann im Gegenteil eine wichtige Hilfe beim Losen
sein (Vgl. Mason u. a., 2008, S. 38).
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Aufgabe 7 (Wiirfelbau) (aus Mason u. a., 2008, S. 37)

Ich besitze acht Wiirfel. Zwei davon sind rot, zwei sind weifs, zwei sind gelb und zwei sind blau.
Abgesehen davon sind sie vollig identisch. Mein Ziel ist es, aus diesen Wiirfeln einen grof3en Wiirfel
so zusammenzubauen, dass jede Farbe auf jeder seiner Seitenfliichen zu sehen ist. Auf wie viele
Arten kann dies geschehen?

Je nach Auffassung von ,,verschieden* gibt es dafiir unterschiedlich viele Moglichkeiten. Wenn
Drehungen und Spiegelungen auler Acht gelassen werden, gibt es zwei Arten, die Wiirfel anzu-
ordnen. Wesentlich ist es hier allerdings, dass das Verwenden von Wiirfeln oder einem Modell
wesentlich dabei helfen kann, auf die grundlegende Idee zu kommen, ndmlich dass zwei gleichfar-

bige Wiirfel immer in zwei diagonal gegeniiberliegenden Ecken platziert werden miissen.

Auch Figuren in einem Koordinatensystem konnen helfen, sich eine Problemsituation besser vor-

zustellen und eventuelle Irrtiimer zu vermeiden, wie das folgende Beispiel zeigt.

Aufgabe 8 (Kerzenaufgabe) (aus Bruder und Collet, 2011, S. 53)

Zwei Kerzen brennen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten ab: Kerze A ist 36 cm lang und
brennt mit 3 cm pro Stunde ab, Kerze B ist 10 cm lang und brennt mit 1 cm pro Stunde ab. Wann
sind beide Kerzen gleich lang?

Durch reines Aufstellen von Gleichungen fiir die momentane Hohe y der Kerzen in Abhéngigkeit

von der Zeit x in Stunden und Gleichsetzen dieser erhilt man folgende Losung:

Kerze A:y=36—-3-x KerzeB:y=10—x =36—-3-x=10—x =26=2-x =x=13

Man konnte also annehmen, dass die

Kerzen nach 13 Stunden die gleiche YA

Hohe erreicht haben, sofern man die- 407

ses Ergebnis nicht noch auf Plausi- iz\

bilitét priift. Betrachtet man némlich ol ;

eine passende Figur im Koordinaten- 20+ (e

system wie zum Beispiel Abb. 3.4, 15+

so stellt sich heraus, dass die Ker- 10-\ Kerze B N

zen nach 13 Stunden beide schon lan- 51 \\\ ‘

ge vollig abgebrannt sind. Kerze A blittdladlgieleinin g 15}\@\@ 15 x

ist nach 12 Stunden komplett abge-
brannt, und damit sind 12 Stunden Abbildung 3.4: Figur zur , Kerzenaufgabe“, aus:
auch die Zeit, nach der beide Kerzen Bruder und Collet, 2011, S. 53

die gleiche Hohe erreicht haben. Eine

informative Figur kann also auch vor Irrtiimern schiitzen und helfen, eine Plausibilitétsiiberpriifung

des Ergebnisses durchzufiihren.
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3.3.2 Tabellen

Tabellen sind besonders dann eine Hilfe beim Losen von Problemaufgaben, wenn sie bewusst zum
Strukturieren von Informationen verwendet werden. Beispielsweise konnen bei systematischem
Probieren alle moglichen Fille iibersichtlich dargestellt oder bei der Losungsfindung verschiedene
Ansitze und Moglichkeiten strukturiert notiert werden. Die im vorigen Abschnitt vorgestellte Ker-
zenaufgabe (Aufgabe 8, S. 24) kann ebenfalls mit einer Tabelle gelost werden, in der die vergange-
ne Zeit und die Linge der jeweiligen Kerzen zu dieser Zeit eingetragen wird. Auch dadurch kann
der Irrtum, der beim reinen Gleichsetzen von zwei Funktionen moglicherweise auftritt, vermieden
werden. Zudem sind Tabellen eine gute Hilfe, um beispielsweise systematisch alle Moglichkeiten
fiir die Anordnung von Gegenstinden oder das Bilden von Ziffern- oder Buchstabenfolgen aus
vorgegebenen Zeichen zu finden. Auch bei einigen heuristischen Prinzipien wie dem Extremal-
prinzip oder dem Invarianzprinzip sind Tabellen hilfreich. In den entsprechenden Kapiteln wird
noch einmal auf diese eingegangen. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 56-61)

Bei sogenannten Mischungsaufgaben kénnen Tabellen ebenfalls zum Losen eingesetzt werden, wie

das folgende Beispiel zeigt:

Aufgabe 9 (Wassermelonenaufgabe) (aus Bruder und Collet, 2011, S. 60)

Eine grofie Wassermelone wiegt 10 kg. Die Melone hat einen Wasseranteil von 99%. (1% sind feste
Bestandteile). In einer Woche sinkt der Wasseranteil durch Verdunsten auf 98%. Wie viel kg wiegt
die Melone jetzt?

Mit einer Tabelle kann hier die Losungsfindung erleichtert werden, wobei zum Beispiel in den
Spalten die Masse der Melone, der Wasseranteil und der feste Anteil sowie in den Spalten die
Zeitpunkte zu Beginn und nach dem Verdunsten eingetragen werden konnen (Vgl. Bruder und
Collet, 2011, S. 60):

Masse der Melone | Wasseranteil fester Anteil
Beginn 10 kg 9,9 kg = 99% 100g=1%
nach dem Verdunsten | 5kg 5kg =98% 100 g = 2%

Tabelle 3.3: Tabelle zum Losen der ,,Wassermelonenaufgabe “,
aus: Bruder und Collet, 2011, S. 60

3.3.3 Wissensspeicher

Wissensspeicher sind alle Formen von Informationsquellen, die man fiir das Losen einer Aufga-
be heranziehen kann. Dies konnen Mathematikbuch, Formelsammlung, Internetquelle oder auch
Mitschrift sein. Jedenfalls ist es wichtig, herauszufinden, welche Informationen fiir die aktuel-
le Aufgabe bendtigt werden und wo diese zu finden sind. Im Zusammenhang mit Problemlosen
erfahren besonders die im Mathematikunterricht von den Schiilerinnen und Schiilern angelegten
Wissensspeicher eine wichtige Erweiterung, denn nun konnen auch die Heurismen in den Mathe-
matikheften notiert werden. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 61)
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Ein Beispiel, wie so ein Wissensspeicher zum Thema Problemldsen aussehen konnte, geben Bruder

und Collet in Form einer Tabelle:

kommt eine Spalte, je-
der neue Schritt eine
neue Zeile

aufschreiben bei Zah-
len oder Buchstaben
Mischungsaufgaben

Name der Problemlo- | So kann man fragen: | Beispielaufgaben Wo man die Strate-
sestrategie und Hilfs- gie noch gebrauchen
mittel kann ...
Informative Figur (die | Wie kann ich das, was | Murmelaufgabe Wenn man etwas bes-
,bessere* Skizze) in der Aufgabe wichtig | Kerzenaufgabe ser verstehen will

ist, veranschaulichen?

(Strecke, Streifen, Tor-

te ...)
Tabelle Jede FEigenschaft be- | Alle  Mboglichkeiten | Wenn man viel beden-

ken muss und nichts
vergessen will; wenn
man seine Arbeit pla-

nen will

Tabelle 3.4: Heurismen-Wissensspeicher einer Schiilerin (Kl. 7),
aus: Bruder und Collet, 2011, S. 61

In so einem Wissensspeicher kann je nach vorliegender Aufgabe nachgeschlagen werden, welche
Strategie oder welches Hilfsmittel bei dieser Art von Aufgabe passend ist. Wenn eine solche Ta-
belle im Mathematikunterricht von den Schiilerinnen und Schiilern selbst angelegt und in eigenen
Worten verfasst wird, ergibt sich daraus der Vorteil, dass durch die eigene Formulierung ein gewis-
ser Bezug zu der Tabelle hergestellt wird und die Lernenden sich wahrscheinlich gut merken, wo

sie das entsprechende Wissen nachschlagen kénnen.

3.3.4 Losungsgraphen

Bei Aufgaben mit mehrschrittigen Losungen kénnen Lésungsgraphen dabei helfen, den Losungs-
weg zu planen und den Uberblick zu behalten. Dabei kann er auch bei der Planung der Schritte
helfen. Besonders bei den Strategien des Vorwirts- und Riickwirtsarbeitens ist ein Losungsgraph
hilfreich. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 64)

An einem Beispiel wird die Verwendung dieses Hilfsmittels klar:

Aufgabe 10 (Metallwiirfelaufgabe) (aus Bruder und Collet, 2011, S. 64)
Zwei Metallwiirfel mit gegebenen Kantenlingen von 2 und 4 cm werden zu einem neuen Wiirfel
zusammengeschmolzen. Welche Oberfliche wird dieser neue Wiirfel haben?

Ein Losungsgraph wie in Abb. 3.5 erleichtert die Losungsfindung bei dieser Aufgabe. Aus den
gegebenen Seitenlidngen der beiden Wiirfel konnen deren Oberflachen und Volumina berechnet
werden. Auf dhnliche Art kann man bei vielen Aufgaben zunichst iiberpriifen, was man aus den

gegebenen Daten ermitteln kann. Nun kann als nédchster Schritt entweder schon vermutet werden,
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a=2cm :
( kbyiner (dm/c@\ \/4/%@{“
BV L 5 (Oberfachs do
ARot e
b=lcm Ao %&oc&mmm

Abbildung 3.5: Beispiel fiir einen Losungsgraphen,
aus: Bruder und Collet, 2011, S. 64

dass aus den Volumina der alten Wiirfel das Volumen des neuen Wiirfels ermittelt werden kann. Al-
ternativ dazu kann man ermitteln, was zum Erreichen des gewiinschten Zieles notig ist. In diesem
Fall ist das die Seitenldnge des neuen Wiirfels. Diese wiederum kann man nur aus dem Volumen
des neuen Wiirfels ermitteln, denn die Oberflache ist ja gesucht. So kann man nun den Schritt des
Addierens der beiden Volumina der Ausgangswiirfel erkennen. Die hier angewandte Vorgehens-
weise ist eine Kombination aus Vorwiérts- und Riickwirtsarbeiten. Auch um Losungswege fiir die
Schiilerinnen und Schiiler iibersichtlich darzustellen, denen sie nicht auf Anhieb klar sind, eignen
sich Losungsgraphen sehr gut. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 64-66)

3.3.5 Gleichungen

Gleichungen als heuristisches Hilfsmittel zu sehen mag etwas ungewdhnlich erscheinen, doch sie
sind ein gutes Hilfsmittel, um Informationen auf das Wesentliche zu reduzieren. Bei der Kerzen-
aufgabe war zwar zu sehen, dass Gleichungen auch zu Irrtiimern fithren konnen, doch waren dort
weniger die Gleichungen selbst das Problem, sondern vielmehr der zu schematische Umgang mit
ihnen. Es ist aber wahr, dass Gleichungen hohe Abstraktionsleistungen erfordern und damit das
anspruchsvollste heuristische Hilfsmittel sind. Schon der recht einfache Gleichungstyp a-b = c
beschreibt zahlreiche Zusammenhinge, von der Fliche eines Rechtecks iiber den allgemeinen pro-
portionalen Zusammenhang zweiter Groflen bis hin zur Beschreibung des zuriickgelegten Weges
bei einer gleichformigen Bewegung in Abhingigkeit von Geschwindigkeit und Zeit. Die Schwie-
rigkeit beim Aufstellen einer Gleichung im Vergleich zur Verwendung einer informativen Figur
oder eines Losungsgraphen besteht darin, dass deutlich mehr Fachwissen und teilweise auch Stra-
tegiewissen verwendet werden muss. Andererseits haben Gleichungen den Vorteil, dass damit gan-
ze Aufgabenklassen auf einer sehr allgemeinen Basis gelost werden konnen. Auflerdem ist eine
Losung mit Gleichungen oft sehr elegant und kurz. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 67f)
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3.4 Heuristische Strategien

In diesem Abschnitt geht es um Vorgehensweisen, die unabhingig vom fachlichen Kontext eines
Problems bei dessen Losung helfen konnen. Dazu muss das Problem natiirlich einmal verstanden
worden sein. Diese Strategien erwecken moglicherweise den Eindruck, als miisste man sie gar nicht
erwihnen, weil mindestens eine davon in der Losung von praktisch jedem Problem zu finden ist.
Aber gerade durch ein bewusstes Anwenden kann den Schiilerinnen und Schiilern geholfen wer-
den, die weniger leicht einen intuitiven Losungsansatz fiir ein Problem finden. Die heuristischen
Strategien sind systematisches Probieren, Vorwdrts- und Riickwdirtsarbeiten und eine Kombination
der beiden, die Riickfiihrung von Unbekanntem auf Bekanntes sowie das Suchen nach Analogien
(Analogieschluss). Diese Strategien garantieren kein Ergebnis, sondern konnen nur Orientierung
auf dem Weg zur Losung bieten. Doch das ist meist schon genug, um dabei zu helfen, ein Problem
zu 16sen. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 68-70)

Auch Grieser nennt vier von ihm als ,,Allgemeine Problemlisestrategien‘ bezeichnete Strategien
(Vgl. Grieser, 2013, S. 118):

e Habe ich ein dhnliches Problem schon gesehen?
e Vorwirtsarbeiten: Was kann ich mit den Daten anstellen?
e Riickwairtsarbeiten: Wie kann ich das Ziel erreichen?

e Kann ich sinnvolle Zwischenziele formulieren?

Drei dieser Strategien wurden bereits erwdhnt und werden im Folgenden behandelt. Dies sind die
von Grieser mit der ersten Frage gemeinte Suche nach Analogien, das Vorwirts- und das Riick-
wirtsarbeiten. Einzig der Aspekt der Zwischenziele ist neu, auf diese wird allerdings sowohl beim

Vorwirts- als auch beim Riickwirtsarbeiten eingegangen.

3.4.1 Systematisches Probieren

Probieren im Sinne von Versuch und Irrtum ist die grundlegende Problemlosestrategie schlechthin.
In allen Bereichen werden durch diese Methode Probleme verschiedenster Art geldst, sei es in
der Wissenschaft, der Technik oder gar der Natur. Auch wenn man versucht, einen passenden
Losungsweg fiir ein Problem zu finden, ist Probieren eine gute Methode. In diesem Abschnitt soll

es jedoch nicht darum, sondern um Probieren als Losungsweg gehen.

Um den Losungsvorgang zu verkiirzen und nicht iiberfliissig viele Versuche anstellen zu miissen,
ist es sinnvoll, systematisch zu probieren. Das dabei sinnvollste System héngt stark von der zu

bearbeitenden Aufgabe ab. Ein Beispiel gibt die folgende Aufgabe:

Aufgabe 11 (5-stellige Zahl) (aus Roth-Sonnen u. a., 2005, S. 42)
Fiir welche Ziffer a ist die 5-stellige Zahl Saaaa durch 6 teilbar?
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Der vielleicht nichstliegende Weg, diese Aufgabe mit systematischem Probieren zu Losen, ist fiir
die Ziffer a der Reihe nach alle moglichen Ziffern von 0 bis 9 durchzuprobieren. Ein effektiveres
System kann man durch eine Voriiberlegung ausarbeiten: Wenn die fiinfstellige Zahl durch 6 teilbar
sein soll, so muss sie durch 2 teilbar, also gerade, sein. Daher muss die letzte Ziffer, und damit auch

a, gerade sein. Es geniigt also, die geraden Ziffern auszuprobieren.

Was aber ist der Unterschied zwischen systematischem Probieren und Probieren ohne System?
Bruder und Collet beschreiben ihn wie folgt (Bruder und Collet, 2011, S. 71):

,Der Unterschied zwischen unstrukturiertem Herumprobieren und systematischem
Probieren besteht darin, dass man sich iiber gewisse Kriterien bewusst wird, nach

denen man weitere Berechnungen oder Darstellungen durchfiihrt.

Das Probieren aller Ziffern der oben genannte Aufgabe 11 ist also nur im weitesten Sinne systema-
tisches Probieren, weil die Aussage ,,a muss eine Ziffer sein“ mehr eine grundlegende Vorausset-
zung als ein Kriterium ist. Bei der Methode des Probierens aller geraden Ziffern hingegen wendet
man sehr wohl systematisches Probieren an, denn ,, die Ziffer a muss gerade sein “ ist ein Kriterium,

das zum Losen der Aufgabe hilfreich ist.

Systematisches Probieren kommt aber nicht nur beim Losen von Aufgaben vor, bei denen gewisse
GroBen variiert werden. Auch wenn GroBlen abgeschitzt werden, wird diese Strategie eingesetzt.
(Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 75) Bei der folgenden Aufgabe beispielsweise wiirde ein bloBes
Probieren aller Zahlen, die infrage kommen (alle natiirlichen Zahlen) sehr viel Zeit in Anspruch
nehmen, wihrend man durch systematisches Probieren und eine verniinftige Abschitzung den Lo-

sungsprozess abkiirzen kann:

Aufgabe 12 (Kinoritsel) (aus Bruder und Collet, 2011, S. 49)

Im Kino sind nur ein Fiinftel der Plitze von Erwachsenen belegt. 10 Pliitze mehr werden von
Jungen eingenommen. Auflerdem sind 30 Mddchen hier. 20 Pldtze sind frei. Wie viele Sitze hat das
Kino?

Durch eine passende Abschitzung fiir die Plitze im Kino, etwa 50 oder 100, kann der Prozess des
Probierens erheblich abgekiirzt werden. Wenn man auflerdem bedenkt, dass die Anzahl der Plitze
durch 5 teilbar sein muss, kommt man recht bald auf die korrekte Lésung von 100 Plidtzen. Denn

selbst wenn man bei 50 Plidtzen begonnen hat, miissen nur zehn weitere Fille probiert werden.

Auch um Beispiele zu finden, mit denen man sich ein Problem verstindlich machen kann, ist sy-
stematisches Probieren eine gute Methode. Ebenso ist es bei Problemen hilfreich, bei denen in
verschiedene Fille unterschieden wird. Ein Beispiel dafiir ist die Aufgabe ,, Das Tochterproblem
(Aufgabe 4, S. 16). Bei deren Losung wurden systematisch alle moglichen Fille fiir das Alter der
Tochter, deren Produkt 36 ist, ausgearbeitet. Dabei kann man beispielsweise systematisch zunichst
die ersten beiden Faktoren moglichst klein wihlen, um dann immer gréere Zahlen auszuprobie-
ren. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 74f)

SchlieBlich gibt es noch eine weitere Anwendungsmoglichkeit fiir systematisches Problemldsen,
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nidmlich dann, wenn zeitabhiingige Prozesse schrittweise nachvollzogen werden konnen. Ein Bei-
spiel hierfiir ist die ,, Kerzenaufgabe “ (Aufgabe 8, S. 24). Diese kann beispielsweise mit einer Ta-
belle, in der der zeitliche Ablauf dargestellt wird, durch systematisches Probieren gelost werden.
(Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 75)

Zusammenfassend konnen also folgende Einsatzmoglichkeiten fiir systematisches Probieren ge-
nannt werden (Vgl. auch Bruder und Collet, 2011, S. 75):

e Aufgaben, bei denen bestimmte Grofen unter gewissen Voraussetzungen variiert

werden. Die Anzahl der Moglichkeiten muss endlich sein.

e Aufgaben, bei denen bestimmte Groflen abgeschitzt werden miissen. Meist ist

ein schrittweises ,,Herantasten* an die Losung moglich.

e Aufgaben, die man sich anhand selbst gewihlter Beispiele verstandlicher macht.
Die zugehérigen Zahlenwerte, Situationen, etc. werden mit systematischem Pro-

bieren gewdhlt.
o Aufgaben, bei denen in verschiedene Fille unterschieden wird.

e Aufgaben, bei denen zeitabhédngige Prozesse schrittweise nachvollzogen werden.

Im Unterricht sollte man den Schiilerinnen und Schiilern aulerdem klarmachen, dass die falschen
Versuche, besonders wenn man verschiedene Losungsansitze probiert, keineswegs negativ sind.
Gerade durch diese kann man gute Ideen fiir das Losen des Problems gewinnen. (Vgl. Paul, 1996,
S. 141)

Fred Paul schlédgt daher vor, das Probieren nicht als ,, Versuch und Irrtum* sondern als ,, Versuch

und Erfolg“ zu bezeichnen:

1t is essential that the so-called wrong paths in problem solving are treated not as
errors but as often necessary steps towward a solution. They can give important clues
and even provide insight, sometimes in totally unexpected directions that lead to an
answer to a different queston which can be useful at another time. Why not, then,

consider the process as one of ’trial and success’?

3.4.2 Vorwirtsarbeiten

Was folgt
aus den
Daten?

Abbildung 3.6: Vorwdrtsarbeiten, nach: Grieser, 2013, S. 119

Vorwirtsarbeiten ist eine Strategie, bei der von den bekannten Ausgangsdaten Schritt fiir Schritt
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in Richtung des Zieles gearbeitet wird. Ein Beispiel aus dem Alltag ist das Packen eines Koffers:
Aus den gegebenen Ausgangsdaten — dem Inhalt des Kleiderkastens, einem leeren Koffer und
Vorstellungen dessen, was eingepackt werden soll — wird schrittweise auf ein gewiinschtes Ziel
— einen gepackten Koffer — hingearbeitet. Zwischendurch werden beim Vorwirtsarbeiten meist
Teil- oder Zwischenziele — wie etwa ein Koffer, in den bereits die Unterwische gepackt wurde —
erreicht (Vgl. Abb. 3.7). Wird diese Strategie bei mathematischen Problemen angewandt, so ist
es meist nicht so offensichtlich, was mit den gegebenen Daten angefangen werden kann. Deshalb
ist es sinnvoll, sich die Frage zu stellen, was man aus dem bereits Bekannten folgern kann. (Vgl.
Bruder und Collet, 2011, S. 76)

Zwischenziel } Ziel

Abbildung 3.7: Losungsschema mit einem Zwischenziel, nach: Grieser, 2013, S. 119

Ein Beispiel dafiir, wo die Strategie des Vorwirtsarbeitens in mathematischem Zusammenhang
angewandt werden kann, ist die ,, Metallwiirfelaufgabe“ (Aufgabe 10, S. 26). Aus den gegebenen
Kantenldngen von zwei Wiirfeln konnen die Volumina sowohl der beiden gegebenen als auch des
neuen Metallwiirfels berechnet werden. Mit dem Volumen des neuen Wiirfels kann nun die Sei-
tenldnge ermittelt werden, aus der wiederum die Oberfliche bestimmt werden kann. Ausgehend
von den Anfangsdaten wurden also Schritt fiir Schritt Teilziele erreicht, die der gesuchten Losung

immer niher kommen.

Bruder und Collet schlagen vor, in der fiinften Schulstufe einmal Ideen dafiir zu sammeln, welche
Verwendungen fiir Zahlen (z. B. rechnen, Gréen beschreiben, Ritsel raten, Zahlbereiche erwei-
tern, etwas darstellen, etc.) schon bekannt sind, und wo noch Liicken geschlossen werden kénnen.
Auch dabei kann die Strategie des Vorwértsarbeitens angewandt werden, weil ja iiberlegt wird, was
aus den gegebenen Daten — in diesem Fall ,, Zahlen “ ganz allgemein — alles gemacht werden kann.
Beim Vorwirtsarbeiten besonders in dieser Art wird zudem die Kreativitit gefordert, weil viele
verschiedene Sichtweisen zu einem Sachverhalt eingenommen werden. (Vgl. Bruder und Collet,
2011, S.77)

3.4.3 Riickwiirtsarbeiten

Womit kann
ich zum Ziel
gelangen?

Abbildung 3.8: Riickwdirtsarbeiten, nach: Grieser, 2013, S. 119
Beim Riickwirtsarbeiten geht man genau umgekehrt vor wie beim Vorwirtsarbeiten. Von der Be-

hauptung oder dem Gesuchten ausgehend versucht man, meist wieder iiber Teilziele, zur Voraus-

setzung oder zum Gegebenen zu gelangen. Bei Beweisaufgaben ist die Losung dann oft bereits
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gefunden. Denn meist sind die Schritte, mit denen die Behauptung auf etwas Bekanntes oder be-
reits Bewiesenes zuriickgefiihrt wird, Aquivalenzumformungen. Wenn dies fiir mindestens einen
der Schritte nicht zutrifft, muss ein anderer Weg gefunden werden. Denn der eigentliche Beweis
kann nur von den Voraussetzungen zur Behauptung hin gefiihrt werden, und nicht umgekehrt. Bei
anderen Aufgaben kann iiber die durch Riickwirtsarbeiten gefundene Verbindung zwischen Aus-
gangsdaten und gesuchtem Ergebnis nun dieses berechnet werden. Im Alltag verwendet man die
Strategie des Riickwirtsarbeitens beispielsweise, wenn man etwas verlegt hat. Durch Uberlegen,
wann und wo man den gesuchten Gegenstand zuletzt gesehen hat, kann man seinen momentanen
Aufenthaltsort moglicherweise nachvollziehen. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 79)

Um diese Strategie nun zu trainieren, kann man Aufgaben heranziehen, bei denen eigentlich der
Anfangszustand gesucht wird. Genau genommen wird hier also gar nicht riickwirts gearbeitet,
sondern wieder von den gegebenen Daten zum Ergebnis. Doch da die gegebenen Daten hier den
Endzustand wiedergeben und das gesuchte Ergebnis der Ausgangszustand ist, trainiert man den-
noch das Riickwirtsarbeiten. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 79f) Ein Beispiel dafiir ist die
folgende Aufgabe:

Aufgabe 13 (Die sieben Tore) (aus Bruder und Collet, 2011, S. 80)

Ein Mann geht Apfel pfliicken. Um in die Stadt zu kommen, muss er 7 Tore passieren.

An jedem Tor steht ein Wiichter und verlangt von ihm die Hiilfte seiner Apfel und einen Apfel mehr.
Am Schluss bleibt dem Mann nur ein Apfel iibrig. Wie viele hatte er am Anfang?

Die Losung kann viel schneller gefunden werden, wenn von dem Zustand am Ende ausgegangen
wird. Man kann also zunchst iiberlegen, wie viele Apfel der Mann vor dem letzten Tor noch hatte,
und sich dann Tor fiir Tor zum ersten hinarbeiten. SchlieBlich findet man heraus, dass der Mann
zu Beginn 382 Apfel hatte. Durch Verinderung der Anzahl der Tore kann bei dieser Aufgabe
der Rechenaufwand verringert werden, wodurch sie sich fiir verschiedene Altersklassen eignet.
Ganz allgemein kann man sich bei solchen Aufgaben und auch bei denen, die tatsdchlich mit
Riickwirtsarbeiten gelost werden konnen, die Frage stellen, woraus sich das gesuchte Ergebnis
folgern lieBe. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 80f)

Ein Beispiel fiir eine Aufgabe, bei der tatsichlich Riickwirtsarbeiten — in Kombination mit Vorwérts-

arbeiten — eingesetzt wird, ist im folgenden Abschnitt zu finden.

3.4.4 Kombination aus Vorwiirts- und Riickwartsarbeiten

In der Praxis kommt es oft vor, dass Vorwirts- und Riickwirtsarbeiten in Kombination verwendet
werden, um eine Aufgabe zu losen. Ein gutes Beispiel dafiir ist die ,, Metallwiirfelaufgabe “ (Auf-
gabe 10, S. 26), bei der aus den gegebenen Seitenldngen von zwei Metallwiirfeln die Oberflache
eines Wiirfels ermittelt werden soll, der aus dem geschmolzenen Material dieser beiden hergestellt
wurde. Einige Schiilerinnen und Schiiler werden diese Aufgabe vermutlich zunéchst so angehen,

dass sie iiberlegen, was zum Feststellen der Oberfliche des neuen Wiirfels nétig ist. Dies ist die
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Seitenkante dieses Wiirfels. Dann kann man iiberlegen, wie diese ermittelt werden kann, wofiir
nur mehr das Volumen des Wiirfels iibrig bleibt. Von den Seitenlidngen der beiden gegebenen Wiir-
fel ausgehend konnen nur die Volumina ebendieser Wiirfel bestimmt werden, und damit auch das
gesuchte Volumen des neuen Wiirfels. An diesem Punkt treffen sich die Uberlegungen des Riick-

wirtsarbeitens mit denen des Vorwirtsarbeitens, und ein Arbeitsplan ist erstellt.

3.4.5 Riickfiihrung von Unbekanntem auf Bekanntes

Indem man eine unbekannte Aufgabe auf Bekanntes zuriickfiihrt, wird sie 16sbar. Hiufig geschieht
dies zum Beispiel durch eine Fallunterscheidung oder durch Zerlegung in Teilaspekte. Die einzel-
nen Fille oder Teilaspekte sind weniger komplex als das Ausgangsproblem und unter Umstéinden
schon bekannt. Mithilfe von Analogieschliissen, die im nédchsten Abschnitt noch néher besprochen
werden, konnen Fille oder Teilaspekte auch dann gelost werden, wenn sie nur in dhnlicher Form
schon einmal bearbeitet wurden und nicht in exakt derselben. Eine weitere Anwendung fiir die
Riickfithrung von Unbekanntem auf Bekanntes ist das Verlagern raumlicher Berechnungsproble-
me in die Ebene. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 84) Ein Beispiel gibt folgende Aufgabe:

Aufgabe 14 (Das Drahtproblem) (aus Bruder und Collet, 2011, S. §4)

»Aufgewickelter Draht“

Der Durchmesser der abgebildeten Rolle betrdigt
45 mm und die Ldnge 125 mm. Wie lang ist der
aufgewickelte Draht?

Diese Aufgabe ist in vereinfachter Form mit vier Wicklungen auch bei TIMSS 1995 (,, Third Inter-
national Mathematics and Science Study “, mittlerweile ,, Trends in International Mathematics and
Science Study*) als Item ,, K14 “ zu finden. (Vgl. IEA, 1995, S. 93)

Wird diese Aufgabe auf die Ebene zuriickgefiihrt
(Abb. 3.9), so ist es recht einfach, die beiden Ka-
theten eines rechtwinkeligen Dreiecks zu bestim-
men. Eine der Katheten ist ein Achtel der Rollen-
lange, die andere der Kreisumfang, der wiederum
aus dem Durchmesser ermittelt werden kann. Mit
diesen MaBlen kann nun die Lidnge einer Draht-

wicklung berechnet werden, weil das unbekannte

Problem der Drahtrolle auf ein bekanntes Problem,
namlich das Ermitteln der Hypotenuse eines recht-
winkeligen Dreiecks mit bekannten Katheten, zu-  Abbildung 3.9: Abgewickelte Drahtrolle,
riickgefiihrt wurde. Mit dieser Léange einer Draht- aus: Bruder und Collet,

wicklung kann die gesamte Drahtldnge ermittelt 2011, S. 85
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werden. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 85)

Eine Einsatzmoglichkeit fiir diese Strategie im Unterricht ist das Erarbeiten neuer mathematischer
Inhalte. Wenn neue Gleichungstypen erarbeitet werden, sollen sie auf bekannte zuriickgefiihrt und
gelost werden. Bei der Erweiterung der Zahlenbereiche sollen bekannte Rechengesetze weiterhin
Giiltigkeit haben. Bei der Berechnung von Fliachen kénnen neue Formeln auf bereits bekannte
Flachenformeln wie etwa die von Dreieck oder Rechteck zuriickgefiihrt werden. Auch um die
Rechenregel fiir das Multiplizieren von Briichen einzufiihren, kann von dem bereits bekannten

Multiplizieren von ganzen Zahlen, die als Briiche angeschrieben werden, auf die unbekannte neue

Rechenregel geschlossen werden. Denn 2 - % muss jedenfalls 1—12 ergeben. Und wenn man nun noch
die naheliegende Behauptung, dass 2 - % = % . % = g gilt, hinzunimmt, kann eine Gesetzmafig-

keit vermutet werden. Dies kann natiirlich weder als Begriindung noch zum Bilden einer konkrete
Vorstellung herangezogen werden, es gibt aber immerhin Anlass, zu iiberpriifen, ob diese Regel
richtig ist und wenn ja welche Vorstellung damit verbunden werden kann. Beim Erarbeiten neuer
Lerninhalte ist also das SchlieBen von Bekanntem auf Unbekanntes eine wichtige Strategie. (Vgl.
Bruder und Collet, 2011, S. 87)

3.4.6 Suchen nach Analogien

Bei der Suche nach Analogien, oft auch als Finden von Analogieschliissen bezeichnet, werden
dhnliche Aufgaben wie die vorliegende gesucht, die schon einmal gelost wurden. Mit dhnlichen
Aufgaben sind hier solche gemeint, die einen vergleichbaren Losungsweg, eine vergleichbare Dar-
stellungsform oder analoge Fragestellungen aufweisen. Dabei kommt es stark auf die personlichen
Erfahrungen an, wie viele Losungswege jemand schon beschritten hat und wie viel davon noch in
Erinnerung geblieben ist. Besonders im Mathematikunterricht ist es schwierig, Analogieschliisse
gezielt einzusetzen. Denn die Aufgaben, die spiter bei Schularbeiten und Priifungen gestellt wer-
den, werden oft mehrmals mit verschiedenen Zahlen geiibt, was den Schiilerinnen und Schiilern
ein analoges Losen geradezu aufdringt. Manchmal wird sogar explizit gefordert, dass mit einer
bestimmten Methode gerechnet wird. Dennoch ist es in diesen Situationen schwierig, Analogie-
schliisse als eine Strategie zum Problemldsen zu reflektieren. Der einzige Punkt, an dem das im
Mathematikunterricht sinnvoll méglich ist, ist das Erarbeiten neuer Lerninhalte. Dort kann nach
Parallelen zu bereits Bekanntem gesucht und so die passende Frage — ndmlich welche dhnlichen
Probleme man schon gelost hat und wenn ja wie — gestellt werden. Der wesentliche Nutzen, der
aus dem Bewusstmachen von Analogieschliissen im Hinblick auf das Problemldsen gezogen wer-
den kann, ist, dass die Schiilerinnen und Schiiler lernen, Heurismen auf andere Themengebiete zu
transferieren. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 83)

Bruder und Collet empfehlen folgende Lernimpulse, mit denen man insgesamt die Heurismennut-

zung stirker bewusst machen kann (Bruder und Collet, 2011, S. 83):

o  Wie sind wir in dhnlichen Situationen vorgegangen?
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o Was kommt euch an dieser Aufgabe bekannt vor?

o Vergleicht die letzten Aufgaben(losungen) miteinander — welche Gemeinsamkei-

ten gibt es?

Mit diesen Fragen konnen die Schiilerinnen und Schiiler darauf sensibilisiert werden, dass eine
Losungsmethode nicht nur fiir eine Aufgabe oder Aufgabenart hilfreich sein kann, sondern oft dar-
iiber hinaus weitgehende Anwendungen findet. Dies kann besonders beim Problemlésen hilfreich
sein, wenn andere im Unterricht besprochene Heurismen bei verschiedenen Aufgaben angewendet

werden sollen.

3.5 Heuristische Prinzipien

Heuristische Prinzipien sind das, was von vielen Autorinnen und Autoren als ,, Heurismen “ schlecht-
hin bezeichnet wird. Es handelt sich dabei um konkrete Methoden, die jeweils bei einer Vielzahl
von Problemen einer bestimmten Art angewandt werden konnen. Sobald man also festgestellt hat,
dass ein bestimmtes heuristisches Prinzip fiir das Losen einer Aufgabe herangezogen werden kann,
fiihrt dies oft auch zum Erfolg. Garantie fiir eine Losung bieten natiirlich auch diese Heurismen

nicht, dennoch sind sie deutlich konkreter als etwa heuristische Strategien.

Die hier getitigte Auswahl der heuristischen Prinzipien richtet sich nach Bruder und Collet, de-
nen zufolge die in Abb. 3.1 zu findenden Prinzipien sich fiir den Einsatz im Mathematikunterricht
eignen. Zusitzlich mochte ich noch das Arbeiten mit Einzel- und Spezialfillen betrachten. Dieses
kann laut Bruder und Collet zwar schon mit Bearbeitung der heuristischen Strategie des syste-
matischen Probierens abgedeckt werden, doch meiner Meinung nach besteht hier ein grundlegen-
der Unterschied. Natiirlich kénnen diese beiden Heurismen im Unterricht auf einmal behandelt
werden, doch das Arbeiten mit Einzel- und Spezialfillen ist eben kein Probieren verschiedener
Moglichkeiten, von denen eine voraussichtlich zum Erfolg fiihrt, sondern ein Mittel, um Aufga-
ben ndher zu analysieren und neue Aspekte zu gewinnen. Demnach wire es meiner Meinung nach
sogar passend, diese Methode als ein eigenes heuristisches Hilfsmittel zu bezeichnen. (Vgl. auch
Bruder und Collet, 2011, S. 87f)

Neben dem Arbeiten mit Einzel- und Spezialfiillen werden die in Abb. 3.1 erwihnten Prinzipien,
nidmlich das Zerlegungs- und Ergdnzungsprinzip, das Prinzip der Fallunterscheidung, das Extre-
malprinzip, das Invarianzprinzip, das Transformationsprinzip und das Symmetrieprinzip in diesem
Abschnitt kurz erldutert.

3.5.1 Arbeiten mit Einzel- und Spezialfillen
Wie bereits erwihnt, halte ich das Arbeiten mit Einzel- und Spezialfillen weniger fiir ein heuri-

stisches Prinzip, als fiir ein Hilfsmittel, um Probleme besser zu erfassen, anders darzustellen und

niher zu studieren. Auch Mason, Burton und Stacey nennen in ihrem ersten Kapitel, Das Anpacken
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von Problemen, das Betrachten von Spezialfillen als allerersten Punkt. Von diesen ausgehend kann
allein durch eine Abstraktion auf den allgemeinen Fall schon so manches Problem gelost werden.
(Vgl. Mason u. a., 2008, S. 2-4)

Beim Arbeiten mit Einzel- und Spezialfillen versucht man also, durch das Betrachten ganz be-
stimmter Teilaspekte eines Problems, tiefere Einsicht in dasselbe zu gewinnen. Dazu wird meist
ein beispielhafter Wert fiir eine Unbekannte eingesetzt, oder aber es werden die moglichen Gren-
zen einer Unbekannten betrachtet. Bei sehr vielen geometrischen Aufgaben kann man praktisch
nur mit Einzelfillen arbeiten — ndmlich immer dann, wenn ein allgemeiner geometrischer Sach-
verhalt gezeigt werden soll. Denn sobald man eine Skizze von einer konkreten Situation macht
und diese betrachtet, handelt es sich dabei schon um einen Einzelfall. Ein Beispiel dafiir, wo das

Arbeiten mit Spezialfillen das Finden der Losung noch erleichtert, gibt die folgende Aufgabe:

Aufgabe 15 (Kaufhaus) (aus Mason u. a., 2008, S. 2)

In einem Kaufhaus bekommen Sie 20% Rabatt, miissen aber 15% Umsatzsteuer zahlen. Was wdre
fiir Sie giinstiger: sollte man zuerst den Rabatt abziehen oder sollte man zuerst den Steueraufschlag
vornehmen?

Die wohl schnellste Variante, um bei dieser Aufgabe festzustellen, dass die Reihenfolge von Rabatt
und Steuer keinen Einfluss auf den endgiiltigen Preis haben, ist es, Spezialfille zu betrachten. Wenn
die Ware beispielsweise 100 Euro kostet, so erhilt man in beiden Fillen einen zu zahlenden Preis
von 92 Euro. Davon ausgehend kann nun der Preis der Ware mit x Euro angenommen und eine

allgemeine Begriindung angegeben werden.

3.5.2 Zerlegungs- und Erginzungsprinzip

Diese beiden zueinander komplementidren Vorgehensweisen haben sehr vielfiltige Anwendungs-
moglichkeiten. In verschiedener Form werden Aufgaben in Teile zerlegt, um besser bearbeitet
werden zu konnen, wie etwa bei Teilbarkeitsiiberlegungen, dem Aufteilen von Termen oder bei der
Integralrechnung mit dem Riemann’schen Integralbegriff. Auch das Ergénzen findet vielféltige An-
wendung im Unterricht, sei es bei der so genannten ,, quadratischen Ergdnzung “, beim Entwickeln
einer Losungsformel fiir quadratische Gleichungen oder bei Flichen- oder Volumenberechnungen
von Vielecken oder Korpern. Letztere sind auch das am besten geeignete Themengebiet, um so-
wohl das Zerlegungs- als auch das Erginzungsprinzip im Unterricht bewusst zu machen. (Vgl.
Bruder und Collet, 2011, S. 88-90)

Mit einem Beispiel wird klar, dass besonders bei diesen geometrischen Aufgaben sowohl das
Zerlegungs- als auch das Ergdnzungsprinzip bei ein und derselben Aufgabe angewandt werden

konnen:
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Aufgabe 16 (Zusammengesetzte Flichen) (aus Bruder und Collet, 2011, S. 92)
5cm

Tam

Berechne den Flicheninhalt der abgebildeten Figur.

2cm

2cm

7cm

6cm

Wie in Abb. 3.10 zu erkennen ist, kann die Aufgabe sowohl durch Zerlegen der Figur in zwei

Rechtecke und ein Dreieck, als auch durch Ergénzen der Figur durch ein Dreieck und ein Quadrat

auf zwei groere Rechtecke gelost werden. In beiden Fillen miissen die Fldcheninhalte von drei

Figuren berechnet werden. Bei der Zerlegungs-Variante werden diese anschlieend addiert, bei der

Erginzung wird der Flicheninhalt des Quadrates von dem des groBeren Rechtecks subtrahiert und

zum Ergebnis die Hilfte des Flacheninhalts des kleineren Rechtecks addiert.

5cm 5cm

1cm T1cm

6cm
6cm

2cm / 2cm

i 2cm / 2cm!

7cm 7¢cm

Abbildung 3.10: Losungsmoglichkeiten fiir die Aufgabe ,, Zusammengesetzte Fldchen*,
aus: Bruder und Collet, 2011, S. 92

Bruder und Collet geben einen Vorschlag dafiir, was Lernende in einem Wissensspeicher iiber

Zerlegen und Ergédnzen notieren konnten (Bruder und Collet, 2011, S. 94):

1. Sachtexte in Sinneinheiten zerlegen (Vorwértsarbeiten!)
e cinzelne Teile in die Sprache der Mathematik iibersetzen
e Fragen stellen zu den einzelnen Sinneinheiten
e Sachverhalt reduzieren — zunéchst bestimmte Bedingungen auswihlen

2. Fragen zu geometrischen Figuren auf Bekanntes zuriickfiihren:
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Hilfslinien einzeichnen:
e Hohen (Lote fillen)
e Diagonalen
e Teilfiguren abtrennen (z. B. rechtwinkelige Dreiecke)

e zu bekannten Figuren erginzen

Gleichzeitig konnen diese Aspekte als Lernziele fiir den Unterricht von Zerlegungs- und Ergin-

zungsprinzip gesehen werden.

3.5.3 Prinzip der Fallunterscheidung

Eigentlich handelt es sich bei Fallunterscheidungen um einen Spezialfall des Zerlegungsprinzips.
Denn wenn eine Fallunterscheidung getroffen wird, so wird das Problem eigentlich in mehrere
Einzelfille zerlegt. Beispiele fiir Anwendungsgebiete sind die geometrische Interpretation der Lo-
sungen von linearen Gleichungssystemen, das Feststellen der Lage einer Geraden zu einem Kreis,
aber auch viele kombinatorische Probleme. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 95)

Wichtig bei der Anwendung dieses Prinzips ist es, keinen Fall auszulassen. Man muss sich also
Gedanken dariiber machen, welche Fille es alle gibt, bevor man diese — meist einen nach dem

anderen — abarbeitet.

3.5.4 Extremalprinzip

Eine allgemeine Formulierung des Extremalprinzips ist etwa folgende (Grieser, 2013, S. 196):

» Wo etwas extremal (grofstmaoglich, kleinstmoglich usw.) wird, entstehen besondere

Strukturen. “

Diese Tatsache kann nun dazu verwendet werden, um bei Problemléseaufgaben, bei denen nach
Objekten mit besonderen Eigenschaften gesucht wird, diese durch Extrema zu beschreiben. Dies
kommt vor allem bei Aufgaben vor, bei denen eine Menge an Elementen gegeben ist, die eine
gewisse Eigenschaft haben konnen. Gezeigt werden soll nun, dass es mindestens ein Objekt gibt,
dass diese Eigenschaft aufweist. (Vgl. Grieser, 2013, S. 202-204)

Ein Beispiel dazu ist folgende Aufgabe:

Aufgabe 17 (Ein Problem iiber Turniere) (aus Grieser, 2013, S. 202)

In einem Turnier spielt jeder gegen jeden ein Mal. Dabei gibt es kein Unentschieden. Am Schluss
des Turniers fertigt jeder Spieler eine Liste an, auf der sowohl diejenigen Spieler stehen, gegen die
er gewonnen hat, als auch die, gegen die diese gewonnen haben.

Zeigen Sie, dass es einen Spieler gibt, auf dessen Liste alle anderen Spieler stehen.
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Zum Losen dieser Aufgabe kann nun ein Extremfall betrachtet werden, nimlich ein Spieler, der
die meisten Spiele gewonnen hat. Dieser Spieler sei mit A bezeichnet. Er hat schon sehr viele
andere Spieler auf seiner Liste, da er ja die meisten Spiele gewonnen hat. Nun wird behauptet,
dass es einen Spieler B gibt, der nicht auf der Liste von Spieler A steht. Dieser Spieler B muss
dann gegen A siegreich gewesen sein. Auflerdem hat B auch gegen alle Spieler gewonnen, gegen
die A gewonnen hat. Hitte namlich B gegen einen Spieler C, gegen den A gewonnen hat, nicht
gewonnen, so wiirde B als Spieler, gegen den C gewonnen hat, auf der Liste von A stehen. Damit
hat aber B mehr Spiele gewonnen als A (er hat ja sowohl alle Spieler, die A besiegt hat, als auch A
selbst besiegt) — ein Widerspruch zu der Annahme, dass A ein Spieler ist, der die meisten Spiele
gewonnen hat. Damit muss die Annahme, dass es einen Spieler B gibt, der nicht auf der Liste von
A steht, verworfen werden, und die Aufgabe ist gelost. (Vgl. Grieser, 2013, S. 203f)

Aber das Extremalprinzip kommt nicht nur bei dieser bestimmten Art von Aufgaben zum Einsatz,

sondern kann auch bei vielen anderen Problemen herangezogen werden (Grieser, 2013, S. 211):

»In einer uniibersichtlichen Situation betrachte Objekte mit einer extremen Eigen-
schaft.

An einem Beispiel kann auch bei diesem Einsatzgebiet fiir das Extremalprinzip sein Nutzen einge-

sehen werden:

Aufgabe 18 (Ein Problem iiber Mittelwerte) (aus Grieser, 2013, S. 212)
Entlang eines Kreises seien 1000 Zahlen angeordnet. Jede ist der Mittelwert ihrer beiden Nach-
barn. Zeige, dass alle Zahlen gleich sind.

Um diese Aufgabe mit dem Extremalprinzip zu l6sen, kann man davon ausgehen, dass eine der
Zahlen, bezeichnet als x, eine kleinste ist. Die Nachbarn dieser Zahl miissen nun beide wieder x
sein, denn da x der Mittelwert ihrer Nachbarn ist, konnen diese nur beide gleich x sein oder eine ist
groBler und eine ist kleiner als x. Die zweite Moglichkeit ist aber wegen der Annahme, dass x eine
kleinste Zahl ist, nicht méglich. Die Nachbarn dieser Zahlen sind nun wieder gleich x, ebenso wie
deren Nachbarn und damit auch alle anderen Zahlen in dem Kreis. (Vgl. Grieser, 2013, S. 212f)

AuBlerdem wird das Extremalprinzip bei Aufgaben eingesetzt, bei denen etwas optimiert werden
soll, beispielsweise wenn mit einem Stiick Zaun bekannter Lénge ein moglichst groles Blumenbeet
an einer Hauswand entlang abgesteckt werden soll. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 99)

3.5.5 Invarianzprinzip

Arthur Engel nennt in seinem Buch Problem-Solving Strategies das Invarianzprinzip gleich an er-
ster Stelle. Dieses Prinzip kann immer dann angewandt werden, wenn eine bestimmte Verdnderung
wiederholt durchgefiihrt wird. Dabei wird nach den Elementen gesucht, die sich nicht veréndern,
die also invariant sind. (Vgl. Engel, 1998, S. 1)

In Kurzform kann dieses Prinzip mit folgendem Satz ausgedriickt werden (Engel, 1998, S. 1):
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,If there is repetition, look for what does not change! *

Mogliche Aufgaben, die mit dem Invarianzprinzip geldst werden konnen, sind demnach diejenigen,
bei denen sich etwas dndert. Ein Beispiel dafiir sind so genannte Unmoglichkeitsbeweise, bei denen
gezeigt werden soll, dass eine bestimmte Situation nie eintreten kann. Die folgende Aufgabe zeigt,

was gemeint ist:

Aufgabe 19 (Eine Miinze zieht diagonal) (aus Grieser, 2013, S. 230)

Auf einem Feld aus 6 x 6 Quadraten liegt eine Miinze in der linken unteren Ecke. Ein Zug besteht
darin, sie von einem Feld in eines der schrdg angrenzenden Felder zu verschieben. Zeigen Sie, dass
man die Miinze niemals in die rechte untere Ecke bringen kann, egal wie oft man zieht.

Zum Losen dieser Aufgabe kann das Feld wie ein Schachbrett eingefarbt werden. Angenommen
die linke untere Ecke sei schwarz. Dann ist die rechte untere Ecke weil3. Bei einem Zug mit der
Miinze ist nun eine Eigenschaft invariant, namlich die Farbe des Feldes, auf dem die Miinze liegt.
Denn durch einen diagonalen Zug dndert sich diese nicht. Deshalb kann die Miinze nie die rechte
untere Ecke erreichen, die ja weil ist. (Vgl. Grieser, 2013, S. 230)

Nicht immer miissen sich Bedingungen mehrmals dndern, um das Invarianzprinzip anzuwenden.
Wenn beispielsweise das Alter eines Vaters, der 31 Jahre alt war als sein Sohn 8 Jahre alt war
und der jetzt doppelt so alt ist wie sein Sohn, ermittelt werden soll, so @ndert sich nur einmal
der Betrachtungszeitpunkt. Dennoch ist die Altersdifferenz von Vater und Sohn immer gleich und
damit invariant. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 97f)

3.5.6 Transformationsprinzip

Bei diesem Prinzip soll die Betrachtungs-
weise eines Problems veridndert werden, in-
dem andere mathematische Arbeitsweisen

herangezogen werden. Ein Beispiel dafiir

ist das Auffassen des Losens einer Glei-
chung als Nullstellenfinden einer Funktion. Vva- b

Aspektwechsel dieser Art erfordern zwar

ein breiteres Fachwissen, doch sie fiihren
auch oft zu neuen Erkenntnissen. Ein weite- b a

res Beispiel fiir eine Transformation ist das

Abbildung 3.11: Vergleich von arithmetischem

und geometrischem Mittel, aus:
Bruder und Collet, 2011, S. 104

grafische Losen von Gleichungen und Un-
gleichungen. Will man etwa beweisen, dass
das arithmetische Mittel von zwei nichtne-
gativen Zahlen, %h, immer groRer oder gleich dem geometrischen Mittel v/a - b dieser Zahlen ist,
so kann dies geometrisch geschehen, wie in Abb. 3.11 zu sehen ist. Uber einer Strecke bestehend

aus zwei Teilstrecken mit den Langen a und b wird dabei ein Halbkreis errichtet, dessen Radius
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# — also das arithmetische Mittel der beiden Zahlen — ist. Die Linge der Senkrechten von dem

Punkt, an dem die beiden Teilstrecken einander beriihren, zum Kreisbogen hin, ist laut Hohensatz
das geometrische Mittel v/a - b der beiden Zahlen. (Vgl. Bruder und Collet, 2011, S. 103f)

Folgende Impulse konnen beim Einsatz des Transformationsprinzips helfen (Bruder und Collet,
2011, S. 103):

e Suche nach anderen mathematischen Beschreibungsmoglichkeiten fiir das Gegebene und
Gesuchte!

e Variiere die Bedingungen! Betrachte Gegebenes und Gesuchtes in verschiedenen Zusam-

menhéngen!

e Zerlege, erginze oder verkniipfe mit Neuem!

3.5.7 Symmetrieprinzip

Bruder und Collet beschreiben das Symmetrieprinzip wie folgt (Bruder und Collet, 2011, S. 100):

»Das Symmetrieprinzip als heuristisches Prinzip meint das Suchen nach Symmetrien
(Identitditen, Musteranalogien) zwischen den Elementen der durch die Problemstel-

lung gegebenen Informationsmenge.

Einerseits konnen solche Symmetrien natiirlich in geometrischen Aufgaben gesucht werden. Bei-
spielsweise kann das Finden von dhnlichen Dreiecken helfen, einige geometrische Probleme zu
16sen. Auch das Spiegeln von Figuren kann helfen, neue Sichtweisen zu gewinnen. Andererseits
ist auch bei anderen Aufgaben das Symmetrieprinzip oft hilfreich. (Vgl. Bruder und Collet, 2011,
S.101-103)

An der folgenden Aufgabe ist zu sehen, wie mit dem Symmetrieprinzip eine vergleichsweise

schnelle und einfache Losung gefunden werden kann:

Aufgabe 20 (Bruchgleichung) (aus Bruder und Collet, 2011, S. 101)
Es ist zu zeigen, dass fiir positive reelle a, b, c gilt:

1 i 1 o 1 - 3
a+b a+c b+c a+b+c

Um nun eine Symmetrie zu erstellen, kann die rechte Seite der Gleichung auf drei Briiche mit

jeweils 1 im Zihler aufgeteilt werden. Es ist einfach zu zeigen, dass unter den gegebenen Voraus-

1
a+b+c

Hitte man die Aufgabe iiber das Bilden eines gemeinsamen Nenners gelost, wire dies deutlich

setzungen jeder der drei Briiche auf der linken Seite der Ungleichung immer grofer als ist.

aufwindiger und weniger einsichtig.

41



Kapitel 4

Aufgabensammlung

Dieses Kapitel ist eine Sammlung von Aufgaben, die im Unterricht besonders zum Erlernen und
Einiiben bestimmter Heurismen eingesetzt werden konnen. Deshalb sind die Aufgaben auch nach
diesen geordnet, wobei es natiirlich auch Aufgaben gibt, die zum Erlernen mehrerer Heurismen

eingesetzt werden konnen.

Fiir die verschiedenen heuristischen Hilfsmittel werden keine eigene Abschnitte erstellt, da es mei-
ner Meinung nach nicht unbedingt erforderlich ist, diese als separates Thema im Unterricht zu
behandeln. Vielmehr sollte man zu dem Zeitpunkt, an dem eine Aufgabe geldst wird, bei der sich
ein bestimmtes Hilfsmittel gut eignet, ndher auf dieses eingehen. Deshalb wird auch bei Aufgaben,
die sich besonders fiir die Bearbeitung mit bestimmten Hilfsmitteln eignen, ein Hinweis darauf

gegeben.

Die heuristischen Strategien und Prinzipien hingegen konnen meiner Meinung nach sehr wohl
sinnvoll als eigenes Thema im Unterricht bearbeitet werden, und genau zu diesem Zweck sind zu

ihnen auch Aufgaben angegeben, mit denen dies gemacht werden kann.

AuBer den Einsatzbereichen werden das ndtige Vorwissen, die Klassen, in denen die Aufgabe ein-
gesetzt werden kann, mogliche Losungswege und die vier Parameter Formalisierungsgrad, Kom-
plexitditsgrad, Bekanntheitsgrad und Ausfiihrungsgrad von Bruder und Collet (Vgl. Bruder und
Collet, 2011, S. 13f) zu jeder Aufgabe angegeben. Im Allgemeinen wird der Bekanntheitsgrad
jedoch weggelassen, da er praktisch ausschlieflich von der Vorgeschichte der 16senden Person

abhingt.

Wo dies moglich ist, werden nicht nur einzelne Aufgaben angegeben und analysiert, sondern Auf-

gabengruppen. Dies bietet meist die Moglichkeit, selbst dhnliche weitere Aufgaben zu erstellen.
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4.1 Aufgaben zu den heuristischen Strategien
4.1.1 Systematisches Probieren
Platzbelegungs-Aufgaben

Eine Aufgabe dieser Art, das ,, Kinordtsel“ (Aufg. 12, S. 29), wurde bereits als Beispiel fiir die
Verwendung von systematischem Probieren gegeben. Es gibt eine ganze Reihe von dhnlichen Auf-

gaben, von denen hier noch eine weitere angegeben werden soll:

Aufgabe 21 (Busplitzeaufgabe) (aus Bruder und Collet, 2011, S. 49)
In einem Bus ist ein Drittel der Pliitze mit Kindern besetzt. 6 Plitze mehr werden durch Erwachsene
belegt. 9 Pliitze bleiben frei. Wie viele Plditze hat der Bus?

Mit relativ wenig Aufwand ist es zudem moglich, eigene Aufgaben dieser Art durch Abandern der

Zahlenwerte und eventuell des Sachkontextes zu erstellen.

Einerseits konnen diese Aufgaben eingesetzt werden, um systematisches Probieren vor allem in
den ersten Jahren der Sekundarstufe I zu trainieren. Andererseits bieten sie eine gute Gelegen-
heit, um informative Figuren einzusetzen, da diese besonders bei der Visualisierung sehr hilfreich
sein konnen. Doch auch mit einer Gleichung lassen sich diese Aufgaben, besonders gegen Ende
der Sekundarstufe I, gut 16sen. Somit kann auch der Einsatz dieses Hilfsmittels trainiert werden.
Und schlieBlich konnen im Zuge des Probierens Tabellen zum {iibersichtlichen Notieren der Fille

verwendet werden.

Diese Aufgaben sind ab der fiinften Schulstufe geeignet, da die Schiilerinnen und Schiiler mit An-
gaben wie ,,ein Drittel der Pliitze “ etwas anfangen konnen sollten. Nach oben ist theoretisch keine
Grenze gesetzt, doch sind diese Aufgaben meiner Meinung nach am besten bis in die sechste oder
maximal siebente Schulstufe einsetzbar. Besonders wenn man damit das systematische Probieren
trainieren mochte, werden die Aufgaben in hoheren Klassen zu einfach und zudem ist dann eine

Losung mittels Gleichung schon deutlich niher liegend.

Gesamtplitze | Kinder | Erwachsene frei
30 10 16 4 — zu wenig
33 11 17 5 — zu wenig
42 14 20 8 — zu wenig
45 15 21 9 — passt

Tabelle 4.1: Tabelle zum Losen der ,, Busplitzeaufgabe
mit systematischem Probieren

Ein moglicher Losungsweg fiir diese Art von Aufgaben ist das systematische Probieren. Durch
Analyse der Angabe kann fast immer herausgefunden werden, dass nur bestimmte Fille probiert

werden miissen, in diesem Fall durch drei teilbare Zahlen. Zudem sollte bei einer geeigneten Zahl
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begonnen werden, die als Losung infrage kommt, damit nicht zu viele Fille betrachtet werden
miissen. Hier kdnnte man etwa die Anzahl der Plitze im Bus zunéchst mit etwa 30 abschitzen und

dann eine Tabelle wie Tab. 4.1 anfertigen.

Ein weiterer Losungsweg ist das Aufstellen einer Gleichung, in der die Gesamtanzahl der Plitze

als Variable gewihlt wird:

X x X
==-+-+6+9 =-=15 =>x=45
X 3 + 3 +6+ 3 X
Der Formalisierungsgrad dieser Aufgabe ist beim ersten Losungsweg sehr gering, beim zweiten
schon etwas hoher, da die Gleichung aufgestellt werden muss. Der Komplexitdtsgrad ist hingegen
fiir den ersten Losungsweg, insbesondere wegen der notigen Teiblarkeitsiiberlegung, hoher. Der
Ausfiihrungsgrad ist beim ersten Losungsweg nicht sehr hoch, beim zweiten etwas hoher, weil das

Losen der Gleichung doch eine gewisse Fehleranfélligkeit beinhaltet.

Aufteilungs-Aufgaben

In dieser Kategorie sind diejenigen Aufgaben zusammengefasst, bei denen eine vorgegebene Zahl
nach bestimmten Kriterien aufgeteilt werden soll. Meist geschieht dies mit einem bestimmten
Geldbetrag, wie zum Beispiel bei der Briefmarken-Aufgabe der empirischen Untersuchung (siehe
Abschnitt 5.1.1, S. 67), bei der mit genau einem Dollar Briefmarken bestimmter Werte gekauft
werden sollen. Aber es gibt auch vielel Aufgaben, bei denen ein Gesamtalter auf verschiedene
Personen ,, aufgeteilt“ werden muss. Niher betrachtet wird hier die folgende Aufgabe, bei der ein

Geldbetrag gewechselt werden soll:

Aufgabe 22 (Geldwechselaufgabe) (aus Bruder und Collet, 2011, S. 59)
Wie kannst du einen Geldbetrag von genau 31 Cent hinlegen, wenn du nur 10-Cent-, 5-Cent- und
2-Cent-Miinzen zur Verfiigung hast? Gib alle Moglichkeiten an!

Die Einsatzbereiche dieser Aufgaben neben dem Trainieren von systematischem Probieren sind das
Uben des Arbeitens mit Tabellen, aber auch ein Kennenlernen des Extremalprinzips. Wenn niimlich
wie bei Aufgabe 22 nach allen Moglichkeiten gefragt ist, wie dieser Betrag gezahlt werden kann,
so hilft es beim Ldsen, beispielsweise zunichst so viele 10-Cent-Miinzen wie moglich zu wihlen,
und den noch fehlenden Geldbetrag mit den anderen beiden Miinzarten aufzufiillen. (Vgl. Bruder
und Collet, 2011, S. 59)

Aufgaben dieser Art kdnnen sicherlich ab der fiinften Schulstufe, eventuell auch schon friiher,
eingesetzt werden. Der Vorteil zu den Platzbelegungs- Aufgaben besteht hier darin, dass kaum ma-
thematisches Vorwissen erforderlich ist. Ich wiirde die Aufgaben jedoch nicht viel spiter als in der

sechsten Schulstufe einsetzen, um die Schiilerinnen und Schiiler nicht zu unterfordern.

Wie schon bei den Platzbelegungs-Aufgaben konnen auch diese Aufgaben sehr gut mit systema-

tischem Probieren gelost werden, eine Tabelle ist ebenfalls hilfreich, um alle Fille zu betrachten.
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Dabei kann, wie bereits erwédhnt, mit dem Extremalprinzip zunichst eine moglichst grole An-
zahl an 10-Cent-Miinzen gewihlt werden, die dann schrittweise verkleinert wird. Auch bei den
5-Cent-Miinzen wihlt man zunichst so viele wie moglich, um einen guten Uberblick iiber die

schon bearbeiteten Fille zu behalten.

Ein zweiter moglicher Losungsweg wire beispielsweise, mit moglichst wenigen 10-Cent- und 5-
Cent-Miinzen zu beginnen und deren Anzahl dann schrittweise zu steigern. Ein Probieren ohne
System ist zwar denkbar, aber wenig sinnvoll. Bei der Aufgabe geht es ndmlich im Wesentlichen

darum, ein System zu finden, um keinen Fall zu vergessen.

Der Formalisierungsgrad beim Losen der Aufgabe ist sehr gering. Der Komplexitditsgrad ist etwas
hoher, denn die Uberlegung, die Fille nach Anzahl der 10-Cent-Miinzen zu probieren, erfordert

doch eine gewisse geistige Beweglichkeit. Der Ausfiihrungsgrad wiederum ist gering.

Aufgaben mit schrittweisem zeitlichem Ablauf

Bei einigen Aufgaben, wie zum Beispiel der ,, Kerzenaufgabe “ (Aufg. 8, S. 24), schreitet ein Pro-
zess zeitlich voran, der in einzelne Schritte aufgeteilt werden kann. Bei der ,, Kerzenaufgabe “ sind
dies die Minuten, in denen die Kerze abbrennt. Ein weiteres Beispiel ist die Aufgabe ,, Fuchs und
Hund*“, die fiir die empirische Untersuchung in die ndhere Auswahl genommen wurde (siche Ab-

schnitt 5.1.1, S. 67). In ihrer originalen Fassung lautet diese Aufgabe:

Aufgabe 23 (Fuchs und Hund) (aus Hemme, 2007, S. 11)

Ein Hund jagt einen Fuchs. Jeweils in der Zeit, in der der Fuchs neun Spriinge macht, macht der
Hund sechs Spriinge, aber mit drei Spriingen legt der Hund einen ebenso langen Weg zuriick wie
der Fuchs mit sieben Spriingen.

Mit wie vielen seiner Spriinge holt der Hund den Fuchs ein, wenn der Fuchs zu Beginn der Jagd
sechzig Fuchsspriinge Vorsprung hat? Beide Tiere beginnen ihren ersten Sprung gleichzeitig.

Neben ihrem Einsatz als Beispiel fiir das systematische Probieren konnen Aufgaben dieser Art
verwendet werden, um die Verwendung von Tabellen als Hilfsmittel zu trainieren. Auch das An-
fertigen von informativen Figuren ist bei einigen dieser Aufgaben, wie etwa der ,, Kerzenaufgabe “,

sinnvoll und kann thematisiert werden.

Diese Aufgaben konnen etwa ab der vierten bis fiinften Schulstufe eingesetzt werden und eignen
sich besonders fiir die sechste Schulstufe, da hier ein Zusammenhang mit Teilbarkeit hergestellt
werden kann. Doch auch in hoheren Schulstufen kdnnen sie noch verwendet werden, die Aufgabe
,» Fuchs und Hund * ist zum Beispiel wegen der nétigen Voriiberlegungen deutlich zu schwierig fiir

Schiilerinnen und Schiiler der sechsten Schulstufe.

Der Losungsweg des systematischen Probierens bei der Aufgabe ,, Fuchs und Hund* kann sehr
gut mit einer Tabelle unterstiitzt werden. Dazu muss zunéchst iiberlegt werden, dass sieben Fuchs-
spriinge in der Entfernung drei Hundespriingen entsprechen. Da der Hund aber in der Zeit, in der

der Fuchs neun Spriinge macht, nur sechs Spriinge zuriicklegt, ist es sinnvoll, die Aufgabe zunéchst
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in Fuchsspriingen zu rechnen. Der Hund legt also in einer gewissen Zeit sechs Hundespriinge, das
sind vierzehn Fuchsspriinge, zuriick, wihrend der Fuchs in dieser Zeit neun seiner Spriinge macht.
In Tab. 4.2 sind die Positionen von Hund und Fuchs in Fuchsspriingen angegeben. Zu Beginn hat

der Fuchs 60 Spriinge Vorsprung. Der Hund holt den Fuchs also mit 168 Fuchsspriingen, das sind

72 Hundespriinge, ein.

Position Hund | Position Fuchs
0 60
14 69
140 150
154 159
168 168

Tabelle 4.2: Tabelle zur Aufgabe ,, Fuchs und Hund

Mit den oben genannten Voriiberlegungen kann auch festgestellt werden, dass der Hund in jedem
der oben beschriebenen Zeitintervalle den Fuchs um fiinf Fuchsspriinge autholt. Folglich hat er
die 60 Spriinge Vorsprung in 60 : 5 = 12 solchen Intervallen iiberwunden. Diese zwolf Intervalle

entsprechen 168 Fuchsspriingen, also 72 Hundespriingen.

Alternativ dazu konnten in hoheren Schulstufen auch die Bewegungen von Hund und Fuchs als

lineare Funktionen dargestellt werden:

h(x)=14-x  f(x)=60+9-x
Die Variable x représentiert dabei die seit Beginn der Jagd verstrichene Zeit. Als Einheit dient das
oben erwihnte Intervall, in dem der Hund vierzehn und der Fuchs neun Spriinge zuriicklegt. Durch

ein Gleichsetzen der beiden Funktionen kann nun der Treffpunkt ebenfalls ermittelt werden:

14-x=60+9-x =5-x=60 =x=12 h(12) = f(12) = 168

Der Formalisierungsgrad bei dieser konkreten Aufgabe ist beim Losungsweg des Probierens nicht
sehr hoch, beim Losungsweg mit Funktionen etwas hoher. Der Komplexitditsgrad dieser Aufgabe
ist, besonders wegen der notigen Voriiberlegungen, in beiden Féllen recht hoch. Der Ausfiihrungs-
grad ist beim Losungsweg des Probierens etwas geringer als beim Losen mithilfe der Funktio-

nen.

Aufgaben, bei denen alle Moglichkeiten gesucht sind
Nicht nur bei Platzbelegungs-Aufgaben kommt es vor, dass nach allen méglichen Belegungen ge-

sucht wird. Eine ganze Reihe von Aufgaben verlangt, alle moglichen Anordnungen, Reihenfolgen,

Kombinationen oder Ahnliches anzugeben. Ein Beispiel dafiir ist die folgende Aufgabe:
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Aufgabe 24 (Er lebe hoch!) (aus Schmitt, 2004, S. 30)

Zehn Freunde feiern Geburtstag. Florian macht den Vorschlag: ,, Wir wollen mit unseren Cola-
Gldsern auf unsere Freundschaft anstofien!

Wie oft klingen die Gliser, wenn jedes Kind mit jedem anderen anstof3t?

Auch die folgende Aufgabe fillt in diese Kategorie:

Aufgabe 25 (Von Tina und Nati) (aus Schmitt, 2004, S. 28)
Wie viele Moglichkeiten hat TINA, die Buchstaben ihres Namens in verschiedener, beliebiger Rei-
henfolge zu schreiben?

Einsatzgebiet dieser Art von Aufgaben ist einerseits das Uben von systematischem Probieren, an-
dererseits die Stochastik in der Sekundarstufe II. Zudem kann das Extremalprinzip trainiert wer-

den.

Diese Aufgaben konnen demnach sowohl in der fiinften bis achten Schulstufe zum Uben des sy-
stematischen Probierens und des Extremalprinzips, als auch in der zehnten Schulstufe im Zusam-

menhang mit Permutationen eingesetzt werden.

Die Aufgabe ,,Von Tina und Nati* kann mit systematischem Probieren gelost werden, indem der
Reihe nach zunichst der erste Buchstabe nicht verdndert wird. Hier gibt es die Moglichkeiten
TINA, TIAN, TNIA, TNAI, TAIN und TANI. Auch innerhalb dieser ersten Kategorie wurde syste-
matisch vorgegangen, indem fiir den zweiten Buchstaben in der Reihenfolge ihres Vorkommens
in TINA die Buchstaben eingesetzt wurden. Da es also sechs Moglichkeiten gibt, die Buchstaben
bei festgehaltenem T anzuordnen, gibt es auch fiir die anderen drei moglichen Anfangsbuchstaben
je sechs Moglichkeiten. Insgesamt konnen diese vier Buchstaben also auf 24 verschiedene Arten

angeordnet werden.

Will man diese Aufgabe mit dem Extremalprinzip l6sen, so konnen die Buchstaben alphabetisch
geordnet und zunéchst der ,, kleinste “ Buchstabe, also der erste im Alphabet, an der ersten Stelle
festgehalten werden. Analog zum oben genannten Losungsweg werden nun die anderen Buchsta-

ben nach dem Extremalprinzip angeordnet.

Aus Sicht der Kombinatorik kann die Aufgabe mit etwas Vorwissen sehr rasch gelost werden. Es
geht ndmlich um die Anzahl moglicher Anordnungen von vier Elementen. Die Anzahl moglicher
Anordnungen von n Elementen ist n!, also konnen die vier Buchstaben auf 4! = 24 verschiedene

Arten angeordnet werden.

Der Formalisierungsgrad beim Losungsweg des Probierens ist sehr gering, wihrend bei der kom-
binatorischen Losung schon einiges an Vorwissen erforderlich und daher der Formalisierungsgrad
deutlich hoher ist. Der Komplexitdtsgrad ist in beiden Fillen nicht sehr hoch. Der Ausfiihrungs-
grad hingegen ist beim Losungsweg des Probierens deutlich hoher als bei den kombinatorischen

Uberlegungen.
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4.1.2 Vorwirtsarbeiten

Es ist schwierig, konkrete Aufgaben fiir das Vorwirtsarbeiten zu nenen, da es sehr oft verwendet
wird. Zum Erarbeiten und Trainieren dieser Strategie empfehlen Bruder und Collet das Finden
von mathematischen Fragestellungen zu vorgegebenen Situationen (Bruder und Collet, 2011, S.
78%):

,, Formuliere mathematische Fragestellungen, die fiir eine der folgenden Situationen
von lteresse sein konnten. Versuche dabei die Strategie des Vorwdrtsarbeitens anzu-
wenden.

a) Du bist bei einer Firma angestellt, die Schokowaffeln herstellt, und du sollst das
Produkt verbessern.

b) Du bist bei einer Firma tdtig, die Orangensaft in Tetra-Packs herstellt und das
Produkt soll sich besser verkaufen.

c) Du hilfst zu Hause, das Badezimmer zu renovieren.
d) Du willst eine Kerze giefSen.

e) Du entwirfst einen Swimmingpool fiir einen Garten.

Diese Aufgabe ist keine Problemloseaufgabe im Sinne dieser Arbeit, weil kein gewiinschter Zu-
stand vorgegeben ist. Dennoch kann anhand von ihr sehr gut trainiert werden, moglichst viele
Einsatzgebiete fiir gegebene Daten zu finden. Diese Fihigkeit ist von grolem Nutzen beim Vor-

wirtsarbeiten, das ja genau darauf abzielt, aus den gegebenen Daten etwas zu folgern.

Ansonsten konnen sehr viele der erwdhnten Aufgaben mit einer gewissen Form von Vorwiértsar-
beiten gelost werden. Beim ,, Tochterproblem (Aufg. 4, S. 16) wird beispielsweise iiberlegt, was
mit den Ausgangsdaten angefangen werden kann. Im Verlauf der Losung werden dann immer mehr
Aspekte der Angabe eingebaut. Auch bei ,, Die Schnecke im Brunnen“ (Aufg. 5, S. 22) kann Schritt
fiir Schritt iiberlegt werden, was aus den Ausgangsdaten folgt. Die ,, Metallwiirfelaufgabe “ (Aufg.
10, S. 26) kann durch reines Vorwirtsarbeiten, aber auch durch eine Kombination aus Vorwarts-

und Riickwirtsarbeiten gelost werden.

Meiner Meinung nach ist es beim Vorwirtsarbeiten weniger wichtig, die Strategie mit speziel-
len Aufgaben zu iiben, sondern es sollte nach erstmaliger Einfiihrung dieser gelegentlich darauf
hingewiesen werden, dass sie verwendet wird. Sie findet nimlich im Unterricht ohnehin viel Ver-

wendung.

4.1.3 Riickwirtsarbeiten

Aufgaben mit gesuchtem Anfangszustand

Eine Art von Aufgaben zum Trainieren des Riickwirtsarbeitens sind diejenigen, bei denen der

Endzustand gegeben ist und der Ausgangszustand gesucht wird. Ein Beispiel dafiir ist die Aufgabe
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,, Die sieben Tore* (Aufg. 13, S. 32). Auch die folgende Aufgabe ist dhnlich gestaltet:

Aufgabe 26 (Hundekekse) (aus Bruder und Collet, 2011, S. 181)

Gestern war ich mit unserem Hund Knecht Haberecht einkaufen. Auf dem Weg nach Hause war
er so hungrig, dass er an jeder der 6 Strafienecken die Hdlfte seiner Hundekekse und einen mehr
aufgegessen hat. Am Ende war nur noch ein Keks iibrig. Wie viele hatte ich denn jetzt gekauft?

Der hauptsichliche Einsatzbereich fiir diese Art von Aufgaben ist das Trainieren und Bewusstma-
chen des Riickwirtsarbeitens. Aber auch der Einsatz von Tabellen kann mit ihnen geiibt werden.
Und wie schon in Abschnitt 3.4.3 (S. 31) erwihnt, wird in einer gewissen Weise vorwirts gearbei-

tet, da von den gegebenen Daten aus Schritt fiir Schritt das gesuchte Ziel ermittelt wird.

Diese Art von Aufgaben kann ab der dritten bis vierten Schulstufe verwendet werden. Es ist ndm-
lich relativ einfach, den Ausfiihrungsgrad dieser Aufgaben anzupassen, indem etwa bei der Aufga-
be ,, Hundekekse“ die Anzahl der Hausecken variiert wird. Spiter als in der siebenten oder achten
Schulstufe wiirde ich diese Aufgaben nicht einsetzen, da sie den Schiilerinnen und Schiilern sonst
zu einfach und damit unterfordernd vorkommen konnten. Andererseits kann in der zehnten Schul-
stufe noch einmal im Zusammenhang mit Folgen auf diese Art von Aufgaben eingegangen werden,

um einen neuen Aspekt und Losungsweg zu betrachten.

Der wohl nichstliegende Losungsweg bei dieser Art von Aufgaben ist derjenige, der stark an das
Riickwirtsarbeiten erinnert. Gestiitzt mit einer Tabelle wird von der Situation am Ende ausgegan-
gen und schrittweise zuriickgerechnet. In Tab. 4.3 ist dargestellt, wie viele Kekse jeweils vor einer

bestimmten Hausecke vorhanden waren.

StraBenecke | Hundekekse nachher

6 1

5 4

4 10

3 22

2 46

1 94

0 190

Tabelle 4.3: Tabelle zur Aufgabe ,, Hundekekse

Besonders wichtig ist hier, darauf zu achten, dass es gewissermalen auch eine ,, nullte“ Straflen-
ecke geben muss, ndmlich das Geschift. Denn wenn der Hund nach der sechsten Stralenecke nur
noch einen Keks hatte, muss er vor dieser Ecke noch vier gehabt haben. In gleicher Weise muss er
wenn er nach der ersten StraBenecke noch 94 Kekse hatte, vor der ersten Ecke 190 Kekse gehabt
haben.

Ein alternativer Losungsweg bei dieser Aufgabe ist das Aufstellen einer Folge fiir die Anzahl der
Hundekekse, wobei es hier Sinn macht, die StraBenecken in der anderen Reihenfolge zu benennen.

Die Anzahl der Kekse nach der letzten Ecke wird also mit K(0) bezeichnet, wihrend etwa die
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Anzahl der Kekse nach der vierten Ecke K(2) ist. So kann zuniéchst eine rekursive Darstellung
angegeben werden:
K(n+1)=(K(n)+1)-2 K(0)=1

Am besten ermittelt man nun die ersten sieben Folgenglieder und kommt so auf das Ergebnis. Das
Finden einer expliziten Darstellung dieser Folge ist ndmlich nicht gerade einfach und sprengt daher

vielleicht den Rahmen des Unterrichts.

Beim Losungsweg mit der Tabelle ist der Formalisierungsgrad der Aufgabe sehr gering, da di-
rekt mit den gegebenen Zahlen gearbeitet wird. Der Komplexitdtsgrad ist nicht sehr hoch. Der
Ausfiihrungsgrad dieser Aufgabe hiangt von der Anzahl der Hausecken ab, ist im Fall von sechs

Hausecken aber ebenfalls nicht sehr hoch.

Umfiillungsaufgaben

Bei dieser Art von Aufgaben ist ein Anfangs- und ein gewiinschter Endzustand von Behiltern
mit Fliissigkeiten gegeben. Durch Umtfiillen soll erreicht werden, dass der Zielzustand aus dem

gegebenen Ausgangszustand hergestellt wird. Ein Beispiel dafiir ist die folgende Aufgabe:

Aufgabe 27 (Ritsel fiir einen Milchmann) (aus Loyd, 2003, S. 234)

Der ehrliche John sagt: ,,Wenn es um Milch geht, kann mir keiner was vormachen*, aber als ihn
die beiden Damen eines Tages um 2 Quart (1 Gallone = 4 Quart) Milch anhielten, war er doch
ziemlich verunsichert. Die eine Dame hatte einen 5-Quart-Kiibel und die andere einen 4-Quart-
Kiibel. John hatte nur zwei 10-Gallonen-Kannen, die beide mit Milch gefiillt waren. Wie fiillte er
fiir jede Dame genau 2 Quart Milch ab?

Auch diese Art von Aufgaben gibt es mit verschiedener Schwierigkeit, es soll hier eine etwas

einfachere Version ndher betrachtet werden:

Aufgabe 28 (Eine Umfiillungsaufgabe) (aus Bruder und Collet, 2011, S. 80)

Seitdem Nico und sein Freund Tim im Knobelklub ihrer Schule sind, stellen sie sich stindig gegen-
seitig Aufgaben. Nach der Schule treffen sie sich bei Tim. Er driickt Nico zwei Eimer in die Hand
und sagt: ,,Hier hast du einen 3-Liter- und einen 5-Liter-Eimer, aber beide ohne Mafieinteilungen.
Du kannst so viel Wasser, wie du willst, so oft wie notig hin- und herschiitten. Ich wette mit dir um
ein Eis, dass du es nicht schaffst, dass zum Schluss 4 Liter Wasser im 5-Liter-Eimer sind! “ Welcher
der beiden Jungen muss nachher das Eis bezahlen?

Diese Aufgaben eignen sich sowohl zum Uben des Riickwiirtsarbeitens als auch dazu, den Einsatz
von Hilfsmitteln wie Tabellen oder informativen Figuren zu trainieren. Ebenso konnen sie mit einer

Kombination aus Vorwirts- und Riickwiértsarbeiten geldst werden.

Der Einsatzbereich dieser Aufgaben hiingt stark von ihrer Schwierigkeit ab, die Aufgabe ,, Rditsel
fiir einen Milchmann“ wiirde ich nicht vor der siebenten oder achten Schulstufe einsetzen, wahrend

., Eine Umfiillungsaufgabe “ sich durchaus auch fiir die vierte oder fiinfte Schulstufe eignet.
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Beim Losen der ,, Umfiillungsaufgabe “ ist es am besten, wenn vom Zielzustand ausgegangen wird.
Mit der Uberlegung, wie man vier Liter in den groBeren Behiilter fiillen kann, ist es moglich den
Zustand vor dem Zielzustand zu ermitteln. Dazu miissen ndmlich der groBere Behilter voll und
der kleinere Behilter mit zwei Liter Wasser gefiillt sein. Davor wiederum muss der grof3e Behilter
leer und der kleine mit zwei Liter Wasser gefiillt sein. Um diesen Zustand zu erreichen, miissen im
grofen Behilter zwei Liter Wasser sein, wihrend der kleine voll ist. Und dieser Zustand wiederum
entsteht aus einem vollen groen und einem leeren kleinen Behilter. In Abb. 4.1 ist dargestellt, in

welcher Reihenfolge die Behilter dann tatséchlich umgefiillt werden.

Uo-es-lla-Us-c

Abbildung 4.1: Figur zur Losung von , Eine Umfiillungsaufgabe*,
nach: Bruder und Collet, 2011, S. 81

Wenn nun beispielsweise der vorletzte Zustand in Abb. 4.1 in den letzten iibergefiihrt werden
soll, so wird aus den groBen Behilter ein Liter in den kleinen geleert und dieser damit gefiillt.

AnschlieBend wird der kleine Behilter entleert.

Alternativ konnte auch mit einer Tabelle gearbeitet werden, in der die einzelnen Zustinde, ausge-

hend vom Zielzustand, in Zahlen dargestellt werden.

Der Formalisierungsgrad dieser Aufgabe ist sehr gering. Der Komplexitditsgrad ist bei dieser Art
von Aufgaben nicht sehr hoch. Der Ausfiithrungsgrad ist bei ,, Eine Umfiillungsaufgabe “ ebenfalls
nicht sehr hoch, da der jeweilige nidchste Zustand immer nur durch einen vorigen Zustand erreicht
werden kann. Bei der Aufgabe ,, Rdtsel fiir einen Milchmann‘ hingegen ist dies nicht so, weshalb

der Ausfiihrungsgrad deutlich hoher ist.

4.1.4 Kombination aus Vorwiirts- und Riickwartsarbeiten

Aufgaben mit mehreren Schritten zur Losung

Eine Kombination von Vorwirts- und Riickwirtsarbeiten kann nur dann angewandt werden, wenn
mehrere Arbeitsschritte zum Ermitteln der Losung einer Aufgabe nétig sind. Denn dann kénnen
einige davon durch Uberlegungen, wie man das gewiinschte Ziel erreichen kann (Riickwirtsarbei-
ten), und einige durch Uberlegungen, was man aus den gegebenen Daten ermitteln kann (Vorwiirts-
arbeiten), gelost werden. Ein Beispiel dafiir ist die ,, Metallwiirfelaufgabe “ (Aufg. 10, S. 26). Auch

die folgende weit verbreitete Aufgabe ldsst sich auf diese Art l6sen:
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Aufgabe 29 (Ziege, Wolf und Kohlkopf) (aus Hemme, 2003, S. 39)

Ein Mann mochte mit einem Wolf, einer Ziege und einem Kohlkopf einen Fluss iiberqueren. Am
Ufer liegt ein kleines Boot, das aber hochstens ihn und eines der Tiere oder den Kohlkopf triigt.
Liisst der Mann den Wolf und die Ziege alleine, frisst der Wolf die Ziege. Ldiisst er hingegen die
Ziege und den Kohlkopf alleine, frisst die Ziege den Kohlkopf.

Wie kann der Mann den Wolf, die Ziege und den Kohlkopf mit moglichst wenigen Bootsfahrten
unbeschadet tiber den Fluss bekommen?

Mehrschrittige Aufgaben finden ein weites Anwendungsgebiet. [hnen allen gemeinsam ist, dass sie
sowohl zum Erlernen einer Kombination aus Vorwirts- und Riickwértsarbeiten, als auch um jede
der beiden Strategien einzeln zu erlernen eingesetzt werden konnen. Zudem ist bei den meisten

dieser Aufgaben der Einsatz von Hilfsmitteln sinnvoll.

Was das Alter angeht so kann die Aufgabe ,,Ziege, Wolf und Kohlkopf* schon recht friih, etwa ab
der dritten Schulstufe, eingesetzt werden. Wenn mit ihr die Kombination von Vorwarts- und Riick-
wirtsarbeiten bewusst gemacht werden soll, halte ich einen Einsatz in der fiinften oder sechsten
Schulstufe fiir am besten. Bei der ,, Metallwiirfelaufgabe “ hingegen miissen die Schiilerinnen und
Schiiler sowohl Oberflichen als auch Volumina von Wiirfeln bestimmen konnen, sie ist also ab der

fiinften Schulstufe passend.

Ein moglicher Losungsweg mit einer Kombi-

nation aus Vorwirts- und Riickwirtsarbeiten
konnte beginnen, indem {iiberlegt wird, wie die
erste Fahrt des Mannes aussehen kann. Nur
Wolf und Kohlkopf kénnen miteinander allein
gelassen werden, also muss der Mann zunéchst
die Ziege ans andere Ufer bringen. Dann féahrt
er leer wieder zuriick, denn nihme er die Ziege
wieder mit, wiirde er nur wieder den Ausgangs-
zustand herstellen. Dann kann iiberlegt werden,
wie die letzte Fahrt des Mannes gestaltet sein
muss. Auch hier konnen auf dem neuen Ufer
nur Wolf und Kohlkopf stehen, also ist die letz-
te Fahrt des Mannes die mit der Ziege vom al-

ten zum neuen Ufer. Die vorletzte Fahrt ist ei-

ne leere Fahrt vom neuen zum alten Ufer. Aus
der Situation, dass Wolf und Kohlkopf am alten

und die Ziege am neuen Ufer steht, soll nun der

entgegengesetzte Zustand mit Wolf und Kohl-
kopf am neuen und Ziege am alten Ufer erreicht

werden. Dies ist zum Beispiel dadurch még-  Abbildung 4.2: Losung von ,,Ziege, Wolf und
lich, dass der Mann zuniichst den Kohlkopf hin- Kohlkopf*, aus: !

! http://www.hirnwindungen.de/raetsell/hirn_ziegeloes.html (letzter Aufruf 08.05.2014)
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iiber fiihrt, gleich wieder mit der Ziege zuriickkommt und dann sofort auch den Wolf zum Kohlkopf
auf die andere Seite bringt. Die nun folgenden Schritte zur Losung sind wegen der Uberlegungen

mit Riickwértsarbeiten bereits festgelegt.

In Abb. 4.2 ist die Losung der Aufgabe veranschaulicht. Auf dem eben genannten Losungsweg
wurden zunichst die ersten beiden Fahrten (Vorwirtsarbeiten) und die letzten beiden Fahrten
(Riickwirtsarbeiten) erarbeitet. Dann wurde die noch bestehende Liicke durch Vorwirtsarbeiten
geschlossen. Alternativ kann die Aufgabe auch durch reines Vorwirts- oder Riickwirtsarbeiten

gelost werden.

Der Formalisierungsgrad der Aufgabe ist sehr gering. Der Komplexitdiitsgrad ist etwas hoher, weil
zuniéchst erfasst werden muss, dass nur Wolf und Krautkopf gemeinsam oder die Ziege allein auf

einer Seite zuriickgelassen werden konnen. Der Ausfiihrungsgrad ist nicht sehr hoch.

4.1.5 Riickfiihrung von Unbekanntem auf Bekanntes

Berechnung von Fliicheninhalten

Bei verschiedenen Aufgaben, bei denen Flidcheninhalte berechnet werden, wird hiufig die Riick-
fiilhrung von Unbekanntem auf Bekanntes verwendet. Ein Beispiel dafiir ist die Aufgabe ,, Zusam-
mengesetzte Fldchen“ (Aufg. 16, S. 37), bei der die gegebene Figur entweder durch Zerlegen oder
durch Ergédnzen so geteilt wird, dass die Berechnung ihres Flidcheninhalts auf die Berechnung von
Flacheninhalten bereits bekannter Figuren zuriickgefiihrt werden kann. Auch die folgende Aufgabe

aus einem Mathematik-Lehrbuch fiir die achte Schulstufe, passt in diese Kategorie:

Aufgabe 30 (Feuermauer) (aus Litschauer u. a., 2010, S. 169)
1. Berechne die Linge s der schrdgen Dachkante der gegebenen Feuermauer (Maf3e in Meter)!
2. Ermittle den Fldcheninhalt der Feuermauer!

b) <) N o
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Flichenberechnungen dieser Art kénnen sowohl fiir das Uben der Riickfiihrung von Unbekann-
tem auf Bekanntes, als auch um das Zerlegungs- oder Ergidnzungsprinzip anzuwenden, eingesetzt

werden.

Die Schulstufe, in der die Aufgaben eingesetzt werden konnen, héangt stark von der Fragestellung

ab. Ist die Fliche lediglich aus Rechtecken zusammengesetzt, so konnen diese Aufgaben ab der
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fiinften Schulstufe eingesetzt werden. In der sechsten Schulstufe werden Aufgaben dieser Art sogar

explizit im Lehrplan unter ,, Arbeiten mit Figuren und Korpern* erwahnt (BMBF, 2000, S. 6):

.- Fldcheninhalte von Figuren berechnen konnen, die sich durch Zerlegen oder Er-

ganzen auf Rechtecke zuriickfiihren lassen, [...]“

In der siebenten und achten Schulstufe kann dann auch mit Figuren gearbeitet werden, die sich in

Dreiecke zerlegen lassen.

Wenn man vom ersten Teil der Aufgabe ,, Feuermauer“ einmal absieht und davon ausgeht, dass s
schon ermittelt wurde, kann sie sehr gut durch Riickfithrung auf Bekanntes gelost werden. Im Teil
a) beispielsweise kann die Feuermauer in ein Rechteck und ein rechtwinkeliges Dreieck zerlegt
werden. Die Formeln zur Berechnung der Flicheninhalte dieser beiden sind bereits bekannt, und
so ldsst sich der gesamte Flidcheninhalt bestimmen:
4,6
§=—=m Ages = ARechteck T ADreieck = 4,6-5,5 + (

V2

4,6\ 1

> .= =125,3+5,29 = 30,59m>
V2 2

Alternativ konnte die Flidche auf ein groBes Rechteck mit den Seitenldngen 4,6 m und 5,5 + % =
7,8 m erginzt und von dessen Flidcheninhalt der Flicheninhalt der beiden kongruenten rechtwin-

keligen gleichschenkeligen Dreiecke mit Kathetenldngen von je 2,3 m abgezogen werden:

1
Ages = ARechteck2 — 2 * Apreieck2 = 4,6-7,8 —2 '2732 : 5 =35,88—5,29 = 30759m2

Der Formalisierungsgrad bei dieser Art von Aufgaben ist nicht sehr hoch. Der Komplexitditsgrad
hingt davon ab, in wie viele Teile die Figur zerlegt werden muss und wie schwierig diese Zerlegung
gegebenenfalls ist. Bei der Aufgabe ,, Feuermauer“ ist er relativ gering, bei der Aufgabe ,, Zusam-
mengesetzte Fldchen* hingegen etwas hoher. Der Ausfiihrungsgrad ist bei diesen Aufgaben nicht
sehr hoch, meist sind nur wenige Multiplikationen und Additionen beziehungsweise Subtraktionen

erforderlich.

Teilbarkeitsaufgaben

Auch bei vielen Aufgaben zur Teilbarkeit wird von Unbekanntem auf Bekanntes zuriickgefiihrt.
Ist nimlich einmal bekannt, dass eine Zahl genau dann durch das Produkt von zwei teilerfremden
Zahlen teilbar ist, wenn sie durch jede der beiden Zahlen teilbar ist, so konnen viele Fragen nach
Teilbarkeit auf einige wenige Teilbarkeitsregeln zuriickgefiihrt werden. Bei der Aufgabe "5-stellige
Zahl“ (Aufg. 11, S. 28) geht es zum Beispiel um die Teilbarkeit durch sechs, die mit Hilfe der
Teilbarkeitsregeln von zwei und drei iiberpriift werden kann. Auch die folgende Aufgabe kann auf

dhnliche Weise gelost werden:
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Aufgabe 31 (Ziffern anhangen) (nach Roth-Sonnen u. a., 2005, S. 41)
Der Zahl 43 soll links und rechts je eine Ziffer so angehdngt werden, dass die so erhaltene Zahl
durch 45 teilbar ist.

Mit diesen Aufgaben kann das Riickfithren von Unbekanntem auf Bekanntes trainiert werden. Oft
kommt auch systematisches Probieren im Losungsprozess vor, wie etwa bei der hier vorgestellten
Losung der Aufgabe ,, Ziffern anhdngen . Dabei werden manchmal auch Tabellen als Hilfsmittel

eingesetzt.

Aufgaben dieser Art konnen ab der sechsten Schulstufe eingesetzt werden, sobald die Teilbarkeits-
regeln erlernt wurden. Auch in der siebenten und achten Schulstufe ist der Einsatz sicherlich noch

sinnvoll.

Eine Losung fiir die Aufgabe ,, Ziffern anhdngen®, bei der auf Bekanntes zuriickgefiihrt wird, ist
die Uberlegung, dass die entstehende Zahl, um durch 45 teilbar zu sein, sowohl durch 5 als auch
durch 9 teilbar sein muss. Die rechts angehingte Ziffer kann also nur entweder 0 oder 5 sein. Fiir
die Teilbarkeit durch 9 muss die Ziffernsumme der Zahl durch 9 teilbar sein. Durch systematisches
Probieren kann herausgefunden werden, welche Ziffern infrage kommen. Bei 0 als rechts ange-
hiingte Ziffer stellt sich heraus, dass nur, wenn links 2 angehéingt wird, die Ziffernsumme durch 9
teilbar ist. Wird hingegen rechts die Ziffer 5 angehéngt, so muss an der linken Seite 6 angehéngt

werden. Die beiden Zahlen, die der Bedingung entsprechen, sind also 2430 und 6435.

Der Formalisierungsgrad dieser Aufgaben ist relativ gering. Der Komplexitdtsgrad kann, abhingig
von der Schwierigkeit der Zerlegung des verlangten Teilers in Faktoren, gering oder etwas hoher

sein. Der Ausfiihrungsgrad hingegen ist gering.

4.1.6 Suchen nach Analogien

Ahnlich wie beim Vorwirtsarbeiten ist es auch beim Suchen nach Analogien schwierig, Aufgaben
anzugeben. Denn zu jeder Aufgabe, die mit Hilfe von Analogieschliissen geldst werden soll, miis-
sen vorher von den konkreten Schiilerinnen und Schiilern schon einmal analoge Aufgaben gelost
oder zumindest bearbeitet worden sein. Auch das Lernen von Heurismen ermdoglicht die Suche
nach Analogien bei neuen Aufgaben. Wenn ein Losungsweg ndmlich bei einer neuen Aufgabe

angewandt wird, ist das eigentlich auch schon ein Arbeiten mit Analogieschluss.

Um Analogieschliisse zu iiben, ist es meiner Meinung nach sinnvoll, Schiilerinnen und Schiilern
ofters Aufgaben zu geben, denen sie selbst einen bestimmten Losungsweg zuordnen kdnnen. Diese
konnen nicht immer im Mathematiklehrbuch gefunden werden. Bei vielen Aufgaben in Mathema-
tiklehrbiichern ist es ndmlich so, dass diese im zugehdorigen Kapitel zu finden sind (Vgl. z. B. Malle
u. a., 2010, Miiller und Hanisch, 2010). Beim Losen einer Aufgabe, bei der dann beispielsweise ei-
ne quadratische Gleichung mit vorgegebenen Losungen angegeben werden soll, braucht nur noch
nachgeschlagen zu werden, welchem Thema die Aufgabe zugeordnet ist. In diesem Fall finden
sich Aufgaben dieser Art im Kapitel zum Satz von Vieta (Vgl. Malle u. a., 2010, S. 75, Miiller und
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Hanisch, 2010, S. 86). Den Schiilerinnen und Schiilern wird dadurch die Moglichkeit genommen,
selbst die Analogie zu schon mit diesem Satz geldsten Aufgaben zu finden. Andererseits ist es
natiirlich gerade beim Erarbeiten eines neuen Themas hilfreich, wenn die Aufgaben auf diese Art
angeordnet sind. Und schlielich findet sich bei vielen Mathematikbiichern am Ende ein Kapitel, in
dem verschiedene Aufgaben zu finden sind, bei denen der Losungsweg wirklich nur durch Uberle-
gungen zum Inhalt der Aufgabe selbst gefunden werden kann. Diese Kapitel konnen beispielsweise
., Kompetenzcheck“ (Vgl. Miiller und Hanisch, 2010, S. 104f) oder ,, Kontrolle: Grundwissen und
Grundkompetenzen* (Vgl. Malle u. a., 2010, S. 80f), in einem Unterstufenbuch auch zum Beispiel
,, Vermischte Aufgaben* (Vgl. Litschauer u. a., 2010, S. 69f), heilen. Mit Aufgaben aus solchen
Kapiteln oder von anderen Quellen konnen die Schiilerinnen und Schiiler trainieren, Analogien zu

suchen und den von ihnen verwendeten Losungsweg selbst zu finden.

Auch Aufgaben verschiedener Art, bei denen konkret verlangt wird, dass sie auf mehrere ver-
schiedene Arten geldst werden, konnen die Suche nach Analogien trainieren. Bei diesen Aufgaben
muss mehrmals iiberlegt werden, mit welcher Strategie sie gelost werden konnen. Dadurch iiben
die Schiilerinnen und Schiiler entweder das Suchen eines fiir sie neuen Losungsweges oder aber

das Finden von Analogieschliissen, wenn dhnliche Aufgaben schon bearbeitet worden sind.

4.2 Aufgaben zu den heuristischen Prinzipien

4.2.1 Arbeiten mit Einzel- und Spezialfillen

Geometrische Beweise

Das Arbeiten mit Einzel- und Spezialfillen ist in meinen Augen weniger ein heuristisches Prin-
zip als ein Hilfsmittel zum besseren Erfassen und anderen Darstellen von Aufgaben. Es ist daher
schwierig, Aufgabengruppen zu finden, bei denen dieser Heurismus angewandt werden kann. Ein
Beispiel sind jedoch geometrische Beweise, bei denen ein allgemeiner Sachverhalt gefragt ist. Bei
manchen dieser Aufgaben kann das Arbeiten mit einem Spezialfall zumindest helfen, der allgemei-
nen Losung naher zu kommen. Manchmal kann diese sogar aus dem Spezialfall abgeleitet werden,

wie bei der folgenden Aufgabe:

Aufgabe 32 (Peripheriewinkelsatz)

Ein Kreis werde von einer Geraden in den Punkten A und B geschnitten, die keinen Durchmesser
des Kreises bilden. P sei ein Punkt auf dem Teil des Kreisbogens, der auf derselben Seite der
Gerade liegt, wie der Mittelpunkt M des Kreises.

Zeige: Fiir jeden so gegebenen Punkt P ist der Winkel £APB halb so grof3 wie {AMB.

(Aus dieser Tatsache folgt unmittelbar, dass fiir jeden so gegebenen Punkt P der Winkel £{APB
gleich grof3 ist.)
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Um diese Aufgabe zu 16sen, kann ein Spe-

zialfall betrachtet werden. Wahlt man ndm-

lich den Punkt P so, dass der Mittelpunkt M P
beispielsweise auf der Strecke AP liegt (sie-
he Abb. 4.3), so kann der gefragte Sachver-
halt leicht nachgewiesen werden. Betrach-
tet man den Winkel £LAMB, so stellt sich
heraus, dass dieser ein Auflenwinkel des
Dreiecks BMP ist. Folglich gilt {AMB =
AMPB + AMBP. Da das Dreieck PMB
gleichschenkelig ist, folgt daraus unmittel-
bar LAMB =2 LAPB. A B

Dieser Beweis des Spezialfalles ldsst sich

sowohl fiir den Fall, dass M innerhalb, als

auch fiir den Fall, dass M auBerhalb des Abbildung 4.3: Spezialfall der Aufgabe ,, Peri-

Dreiecks ABP liegt, verallgemeinern. pheriewinkelsatz

Auch bei der nichsten Aufgabe hilft ein Spezialfall dabei, das Problem zu 16sen:

Aufgabe 33 (Sternfiinfeck) (aus Roth-Sonnen u. a., 2005, S. 24)

Berechne die Winkelsumme im Sternfiinfeck.

Die beschriebene Art von Aufgaben kann einerseits zum Uben des Einsatzes informativer Figu-
ren verwendet werden. Auch das Arbeiten mit Einzel- und Spezialféllen kann trainiert werden.
Ein Riickfithren von Unbekanntem auf Bekanntes wird ebenfalls oft eingesetzt. Gelegentlich, wie
beispielsweise bei der Aufgabe ,, Peripheriewinkelsatz“, wird auch mit Fallunterscheidung gear-
beitet.

Der Einsatz der Aufgabe ,,Sternfiinfeck* ist theoretisch ab der siebenten bis achten Schulstufe
sinnvoll, wenn gewisse Grundkenntnisse tiber Dreiecke vorhanden sind. AuBBerdem sollte fiir die-
se Aufgabe der Umfangwinkelsatz (Peripheriewinkelsatz) behandelt werden, zum Beispiel wie in
der Aufgabe ,, Peripheriewinkelsatz“. Dies wird meist nicht im Regelunterricht, sondern in Wahl-

pflichtfichern oder unverbindlichen Ubungen moglich sein.
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Betrachtet man zum Losen der Aufgabe
»Sternfiinfeck” einen Spezialfall, namlich
einen Stern, bei dem alle Spitzen auf ei-
nem Kreis liegen, so kann fiir diesen die
Losung relativ einfach gefunden werden.
Als Hilfslinien kénnen noch die Radien zu
den einzelnen Spitzen und die Kreisseh-
nen, die jeweils zwei benachbarte Eckpunk-
te des Sternes verbinden, eingezeichnet wer-
den (siehe Abb. 4.4). Mit dem Umfangwin-
kelsatz (Peripheriewinkelsatz) kann nun ar-
gumentiert werden, dass zum Beispiel der
Winkel £LADB genau halb so grof} ist wie
der Winkel LAMB. Die Summe der Winkel
mit Scheitel im Mittelpunkt des Kreises ist
360°, folglich betrigt die Winkelsumme in
solchen Sternfiinfecken 180°.

B

Abbildung 4.5: Verallgemeinerung der Aufgabe

., Sternfiinfeck

B

Abbildung 4.4: Spezialfall der Aufgabe ,,Stern-

fiinfeck*

Eine Losung fiir alle Sternfiinfecke kann aus
der Losung dieses Spezialfalles abgeleitet
werden. Dazu betrachtet man einen Stern,
bei dem einer der Punkte nicht mehr auf
dem Kreisbogen liegt (siehe Abb. 4.5). Es
ist fir die weitere Argumentation unerheb-
lich, ob dieser Punkt innerhalb oder, wie
in Abb. 4.5, auBlerhalb des Kreises liegt.
Im Vergleich zum vorigen Spezialfall sind
die Winkel bei C und E gleich geblieben,
die Winkel bei A, B und D haben sich je-
doch verdndert. Auch die Winkel {ABE
und £CAB sind unverindert geblieben sind.
Betrachtet man nun das Dreieck ABD, so
stellt sich heraus, dass dessen Winkelsum-
me aus der Summe dieser beiden Winkel
und der Winkel des Sternes bei A, B und D
besteht. Somit hat sich die Summe der Win-
kel bei A, B und D nicht verdndert, also ist

auch die Winkelsumme im Sternfiinfeck gleich geblieben.

Schritt fiir Schritt konnen nun noch zwei weitere Punkte des Sternfiinfecks verschoben werden,

sodass im Endeffekt ein allgemeiner Stern entsteht. Die Winkelsumme dndert sich dabei, wie eben

gezeigt wurde, nicht.
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Der Formalisierungsgrad dieser Aufgaben ist nicht sehr hoch, der Komplexitditsgrad hingegen
schon. Das Finden eines Losungsweges erfordert einiges an Aufwand. Der Ausfiihrungsgrad ist

gering.

4.2.2 Zerlegungs- und Erginzungsprinzip

Fldacheninhaltsberechnungen von zusammengesetzten Figuren

Bei dieser Art von Aufgaben, die meist sowohl mit dem Zerlegungs- als auch mit dem Ergén-
zungsprinzip geldst werden konnen, sollen Flicheninhalte von Figuren ermittelt werden, die bei-
spielsweise aus Recht- und Dreiecken zusammengesetzt sind. Ein Beispiel dafiir ist die Aufgabe
., Zusammengesetzte Fldichen* (Aufg. 16, S. 37). Auch die folgende Aufgabe fillt in diese Katego-

rie:

Aufgabe 34 (Wandspiegel) (aus Litschauer u. a., 2009, S. 199)

50, 60.0 150,

Berechne den Flicheninhalt der rechts abgebildeten
Spiegelfiiiche des sechseckigen Wandspiegels (Mafie
in Zentimeter)!

Aufgaben dieser Art konnen dem Erlernen des Zerlegungs- sowie des Ergdnzungsprinzips dienen.
Auch das Anfertigen von informativen Figuren kann bei einigen der Aufgaben, besonders bei de-

nen, die noch keine Figur in der Angabe enthalten, geiibt werden.

Eingesetzt werden konnen diese Aufgaben etwa ab der siebenten Schulstufe, sobald die Schiilerin-
nen und Schiiler den Flacheninhalt von Dreiecken und Rechtecken ermitteln konnen. Bei schwie-
rigeren Figuren, beispielsweise mit Begrenzungslinien, die Teile von Kreislinien sind, muss der

Einsatzbereich entsprechend angepasst werden.

Eine mogliche Losung der Aufgabe ,, Wandspiegel “ mit dem Zerlegungsprinzip ist das Zerlegen der
Figur in zwei gleichschenkelige Dreiecke und ein Rechteck in der Mitte. Dazu werden zwei senk-
rechte Strecken ergiinzt, die sowohl die kiirzeren Seiten des Rechtecks als auch die ldngeren Seiten
der beiden gleichschenkeligen Dreiecke sind. Aus der Abbildung kénnen alle fiir die Berechnung
notigen MaBe abgelesen werden. In der folgenden Berechnung bezeichnet Ages den gesamten Fli-
cheninhalt des Spiegels, Ag steht fiir den Fldcheninhalt des Rechtecks und Ap fiir den jedes der

beiden Dreiecke. Diese sind ja kongruent und haben damit auch den gleichen Flicheninhalt.

48-15
Ages =Ap+2-Ap = 604842 ——= = 2880+48 15 = 3600 cm?® = 36 dm?
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Alternativ kann die Aufgabe auch mit dem Erginzungsprinzip gelost werden, wobei die Fldache
des Wandspiegels durch Hinzufiigen von vier kleinen rechtwinkeligen Dreiecken an den schrigen
Kanten auf ein Rechteck erginzt wird. Diese vier rechtwinkeligen Dreiecke sind kongruent, ihr
Fldcheninhalt wird in der folgenden Berechnung mit Ap, bezeichnet, wihrend Ag, fiir den Fli-

cheninhalt des groen Rechtecks und Ages wiederum fiir den gesamten Fldcheninhalt steht:

2415
Ages =Apy—4-Apy = 9048 —4- == =4320+2-24-15 = 3600 cm’ = 36 dm?

Der Formalisierungsgrad dieser Aufgaben ist mittelm#Big hoch, immerhin werden Kentnisse iiber
die Flacheninhaltsformeln von Dreieck und Rechteck benotigt. Der Komplexitditsgrad ist nicht sehr
hoch, obwohl die Uberlegung des Zerlegens oder Ergiinzens auch nicht selbstverstindlich ist. Der

Ausfiihrungsgrad ist relativ gering, das Berechnen der Flidcheninhalte ist nicht sehr fehleranfil-

lig.
Volumenberechnung von zusammengesetzten Korpern

Auch bei Korpern, die aus Teilen zusammengesetzt sind, deren Volumina einfach berechnet wer-
den konnen, ist ein Bestimmen des Volumens moglich. Hier kommt eher das Zerlegungs- als das
Ergénzungsprinzip zum Einsatz, besonders, wenn spitz zulaufende Korper involviert sind. Bei Auf-
gaben mit Quadern, die quaderformige Locher haben, konnen hingegen sowohl das Zerlegungs- als

auch das Ergénzungsprinzip eingesetzt werden.

Wegen der starken Ahnlichkeit zu den Flicheninhaltsberechnungen werden diese Aufgaben hier

nicht ndher erldutert.

4.2.3 Prinzip der Fallunterscheidung

Viele Problemldseaufgaben beinhalten Fallunterscheidungen in ihrem Losungsweg, sind jedoch
schwierig zu kategorisieren. Bei einigen geometrischen Aufgaben im Zusammenhang mit Drei-
ecken etwa ist es sinnvoll, die Fille des spitz- und stumpfwinkeligen Dreiecks zu unterscheiden.
Bei vielen anderen Aufgaben kann ein bestimmter Parameter, der nur eine kleine Anzahl an Werten
annehmen kann, jeweils bei einem dieser Werte festgehalten und so eine Fallunterscheidung geti-
tigt werden. Zum expliziten Trainieren dieses Prinzips eignen sich auerdem noch die folgenden

Aufgaben.

Kombinatorische Probleme

Eine Vielzahl kombinatorischer Probleme erfordert es, eine Fallunterscheidung vorzunehmen. Ein
Beispiel dafiir sind verschiedene Aufgaben, bei denen Kugeln unterschiedlicher Farbe, mit oder
ohne Zuriicklegen, aus einer Urne genommen werden. Diese finden im Unterricht oft Verwendung.

Aber auch ein Brettspiel kann Thema solch einer Aufgabe sein:
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Aufgabe 35 (Ein Brettspiel)

Bei einem beliebten Brettspiel ist jedes Spielfeld mit einem Zahlenkdrtchen von 2 bis 12 belegt.
Die Spieler konnen bei den Feldern Siedlungen bauen, um Rohstoffe zu erwirtschaften. Jede Runde
wird dann mit zwei Wiirfeln gewiirfelt, und alle Spieler erhalten Rohstoffe von den gewiirfelten
Feldern, neben denen sie gebaut haben.

Die Zahlenkdrtchen von 2 bis 12 sind unterschiedlich gestaltet. Die Zahl 7 zum Beispiel ist rot
gedruckt und relativ grofs, wihrend die Zahlen 2 und 12 ziemlich klein und schwarz gedruckt sind.
Welche Bedeutung kann diese unterschiedliche Darstellung der Zahlen haben? Neben welchen
Feldern sollte man eine Siedlung bauen, um moglichst viele Rohstoffe zu erwirtschaften? Welche
Felder sollte man meiden?

Mit diesen Aufgaben kann einerseits das Prinzip der Fallunterscheidung trainiert werden, sie eig-
nen sich andererseits auch gut zum Anfertigen von informativen Figuren, besonders in Form von
Baumdiagrammen. Alternativ zu diesen konnen auch Tabellen hilfreich sein. Um alle Fille zu

finden ist meist systematisches Probieren erforderlich.

Einsetzen kann man diese Aufgaben am besten ab der sechsten Schulstufe, in der die Schiilerinnen
und Schiiler im Unterricht zum ersten Mal mit relativen Héaufigkeiten konfrontiert werden. Doch
auch schon vorher kénnen beispielsweise mit der Aufgabe ,, Ein Brettspiel erste Uberlegungen

angestellt werden.

Um die Aufgabe ,, Ein Brettspiel“ zu 16sen, ist eine Fallunterscheidung notwendig. Die moglichen
Ereignisse beim Werfen von zwei Wiirfeln miissen in irgendeiner Form dargestellt werden. Dies
kann beispielsweise in Form eines Baumdiagramms erfolgen. Dort wird dann festgestellt, dass die
Augensumme 7 in sechs der 36 Fille gewiirfelt wird, die Augensummen 2 und 12 jedoch beide
nur in einem der 36 Fille. Es ist daher auch ohne Wahrscheinlichkeitsbegriff klar, dass 7 ofter

gewiirfelt wird als beispielsweise 2.

Eine alternative Losung kann mit einer Tabelle gefunden werden, bei der der erste Wiirfel zunichst
immer 1 zeigen soll (Extremalprinzip), und der Reihe nach die Augensumme fiir die Moglichkeiten
des anderen Wiirfels ermittelt wird. Dann wird auch die Augenzahl des ersten Wiirfels verindert.
AnschlieBBend wird abgezihlt, welche Augensumme wie oft vorgekommen ist. Es ergibt sich fol-

gende Reihung der Augensummen nach ihren Hiufigkeiten, die in Klammern angegeben sind:

7(6), 6und8(5), S5und9(4), 4und10(3), 3und11(2), 2und12(1)

Der Formalisierungsgrad dieser Aufgaben ist niedrig, besonders dann, wenn nicht nach Wahr-
scheinlichkeiten oder relativen Hiufigkeiten gefragt wird, wie bei der Aufgabe ,, Ein Brettspiel .
Der Komplexitdtsgrad ist etwas hoher, denn es muss ein System zum Betrachten aller Fille an-
gewandt werden, zudem gilt es, die gedankliche Hiirde zu iiberwinden, dass beispielsweise die
Augensumme 2 weniger hdufig kommt als die Augensumme 3. Die Schiilerinnen und Schiiler
konnten ndmlich glauben, dass diese beiden Summen gleich hiufig auftreten, weil sie ja beide aus
genau einer Kombination von Wiirfeln gebildet werden. Dass jedoch die Kombinationen ,,2 und

1 sowie ,, I und 2* verschiedene Félle sind, kann fiir Probleme sorgen. Der Ausfiihrungsgrad der
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Aufgabe wiederum ist gering, das Abzihlen der Fille ist nicht sehr fehleranfillig.

4.2.4 Extremalprinzip

Das Extremalprinzip kommt an vielen Stellen vor. Bei Aufgaben, deren Ziel es ist, Maxima und
Minima zu finden, wird zum Beispiel das Extremalprinzip angewandt. (Vgl. Grieser, 2013, S. 216)
Diese Anwendung hat allerdings wenig mit dem Extremalprinzip als heuristischem Prinzip fiir
Problemloseaufgaben zu tun. Auch beim Losen von Aufgaben, bei denen alle Moglichkeiten ge-
funden werden miissen, wird dieser Heurismus oft gemeinsam mit dem systematischen Probieren

angewandt, was sich deutlich besser zum Trainieren dieses Prinzips eignet.

Aufgaben, bei denen bestimmte Eigenschaften von Objekten gezeigt werden

In diese Kategorie fallen alle Aufgaben, bei denen eine Menge an Objekten gegeben ist. Es soll
dann zum Beispiel gezeigt werden, dass es mindestens ein Objekt mit einer ganz bestimmten Ei-
genschaft innerhalb dieser Menge gibt, wie etwa in der Aufgabe ,,Ein Problem iiber Turniere
(Aufg. 17, S. 38). Oder aber es soll gezeigt werden, dass alle Objekte eine bestimmte Eigenschaft
aufweisen, wie es bei der Aufgabe ,, Ein Problem iiber Mittelwerte (Aufg. 18, S. 39) der Fall ist.
Bei der folgenden Aufgabe soll gezeigt werden, dass alle n Punkte eine bestimmte Eigenschaft

erfiillen:

Aufgabe 36 (Dreiecke in der Ebene) (aus Grinberg, 2004, S. 2)

Es seien n Punkte in der Ebene gegeben. Je drei von ihnen bilden ein Dreieck, dessen Fliche
kleiner oder gleich 1 ist. Beweisen Sie, dass es ein Dreieck gibt mit der Fliche 4, das alle n Punkte
enthiilt.

Solche Aufgaben eignen sich in erster Linie dazu, das Extremalprinzip zu trainieren. Auch das

Beweisen kann damit gelibt werden.

Der Altersbereich, in dem sich diese Aufgaben einsetzen lassen, ist verschieden. Aufgrund der
hoheren Anforderungen sind die Aufgaben ,,Ein Problem iiber Turniere* und ,,Dreiecke in der
Ebene“ sicherlich eher fiir den Einsatz in einem Wahlpflichtfach oder einer Mathematikolympia-
de ab der zehnten oder elften Schulstufe geeignet. Die Aufgabe ,, Ein Problem iiber Mittelwerte *
kann entweder auch in diesem Bereich als einfachere Einstiegsaufgabe oder aber ab der sieben-
ten bis achten Schulstufe separat zum Demonstrieren oder Uben des Extremalprinzips eingesetzt

werden.

Um die Aufgabe ,,Dreiecke in der Ebene“ zu losen, kann von allen Dreiecken, die aus drei der
n Punkte gebildet werden, eines mit dem groften Flicheninhalt gewihlt werden. Dieses Dreieck
sei ABC und sein Flicheninhalt ist laut Angabe < 1. Nun wird ein weiteres Dreieck A’B'C’ so
konstruiert, dass seine Seiten parallel zu den Seiten von ABC und gleichzeitig durch die Punkte
A, B und C verlaufen (sieche Abb. 4.6). Das Dreieck A’B'C’ besteht aus vier zu ABC kongruenten
Dreiecken und hat daher einen Fldcheninhalt < 4.
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Um nun zu zeigen, dass alle n Punkte in-
nerhalb des Dreiecks A’B'C’ oder auf des-

A
sen Rand liegen, wird zunéchst angenom- 5 c
men, dass ein Punkt X auBerhalb von A’B'C’
liege. Angenommen X wiirde wie in Abb.
4.6 so liegen, dass die Gerade durch B’ und
c H

<

C’ zwischen X und A’ liegt. Dann ist der

Fliacheninhalt des Dreiecks BCX jedenfalls
groBer als der des Dreiecks ABC, da die-
se beiden Dreiecke ja eine Seite gemeinsam
haben, die dieser Seite zugehorigen Hohen
jedoch verschieden sind. Dies ist ein Wider-
spruch zu der Annahme, dass ABC ein Drei- A

eck mit groftem Fldcheninhalt unter den
Abbildung 4.6: Figur zur Aufgabe ,, Dreiecke in der

Dreiecken ist, die aus drei der n Punkte ge- .
Ebene“, aus: Grinberg, 2004, S. 2

bildet werden. Folglich muss die Annahme,
dass X auBerhalb von A’B'C’ liegt, verworfen werden. Alle n Punkte liegen also innerhalb des
Dreiecks A’B'C’, dessen Flidcheninhalt < 4 ist. (Vgl. Grinberg, 2004, S. 2f)

Der Formalisierungsgrad dieser Aufgaben ist nicht sehr hoch. Der Komplexitditsgrad hingegen ist
besonders bei den Aufgaben ,, Ein Problem iiber Turniere “ und ,, Dreiecke in der Ebene “ sehr hoch,
und auch die Aufgabe ,, Ein Problem iiber Mittelwerte “ ist nicht gerade einfach. Der Ausfiihrungs-
grad hingegen ist wieder miBig hoch, da bei gefundenem Losungsweg das Anwenden desselben

nicht sehr schwierig und fehleranfillig ist.

4.2.5 Invarianzprinzip

Altersbestimmungsaufgaben

Bei Altersbestimmungsaufgaben kann das Invarianzprinzip dadurch verwendet werden, dass der
Altersunterschied zwischen zwei lebenden Personen immer gleich bleibt. Dafiir werden Altersbe-
stimmungsaufgaben vorausgesetzt, bei denen Informationen tiber mindestens zwei verschiedene
Zeitpunkte angegeben sind, wie etwa bei den folgenden beiden Aufgaben. Mit wenig Aufwand

konnen zudem dhnliche Aufgaben selbst erstellt werden.

Aufgabe 37 (Vater und Sohn) (aus Schmitt, 2004, S. 41)
Vater und Sohn sind zusammen 88 Jahre alt.
Wie alt ist jeder von ihnen, wenn der Vater bei der Geburt seines Sohnes 38 Jahre alt war?

Aufgabe 38 (Vater und ich) (aus Bruder und Collet, 2011, S. 98)
Als mein Vater 31 Jahre alt war, war ich 8 Jahre. Jetzt ist mein Vater doppelt so alt wie ich. Wie alt
bin ich jetzt?
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Aufgaben dieser Art konnen einerseits zum Uben des Invarianzprinzips eingesetzt werden, ande-
rerseits kann mit ihnen auch der Einsatz von Hilfsmitteln wie Figuren oder Gleichungen geiibt

werden.

Die Aufgaben konnen etwa ab der vierten oder fiinften Schulstufe verwendet werden, was sich be-
sonders deshalb anbietet, weil in diesen Klassen Gleichungen noch wenig oder gar nicht bekannt
sind. Die Schiilerinnen und Schiiler kommen also im Allgemeinen gar nicht auf die Idee, hier
Gleichungen aufzustellen, sondern miissen einen anderen Losungsweg suchen. Damit kann das In-
varianzprinzip trainiert werden. Will man hingegen den Einsatz von Gleichungen als heuristisches
Hilfsmittel tiben, so sollten diese Aufgaben in der sechsten oder siebenten Schulstufe verwendet

werden.

Soll die Aufgabe ,, Vater und ich* mit dem Invarianzprinzip gelost werden, so kann man von der
Idee ausgehen, dass der Altersunterschied zwischen Vater und Sohn sich nicht dndert. Aus der
ersten Angabe kann dieser leicht berechnet werden, er betrdgt 23 Jahre. Zum zweiten Zeitpunkt ist
der Vater doppelt so alt wie sein Kind, ihre Altersdifferenz ist aber immer noch 23 Jahre. Daher
muss diese genau dem Alter des Kindes entsprechen, um die Bedingung zu erfiillen. Das Kind ist
also 23 Jahre alt.

Die Losung kann auch mithilfe einer Gleichung gefunden werden, in der das Alter des Kindes
jetzt als x bezeichnet wird. Die Uberlegung, dass der Altersunterschied zwischen Vater und Kind
23 Jahre betrigt, muss dennoch angestellt werden, allerdings kann der Rest der Aufgabe dann mit

folgender Gleichung gelost werden:

x+23=2-x =x=23

Der Formalisierungsgrad dieser Aufgaben ist bei beiden Losungswegen nicht sehr hoch, wobei er
beim Losungsweg ohne Gleichung noch niedriger ist, als wenn diese verwendet wird. Auch der

Komplexitdts- und der Ausfiihrungsgrad dieser Aufgaben sind gering.

Anteile zu verschiedenen Zeitpunkten

Bei diesen Aufgaben sind beispielsweise Massenanteile zu verschiedenen Zeitpunkten gegeben,
wie bei der ,, Wassermelonenaufgabe “ (Aufg. 9, S. 25). Beim Losen dieser Aufgabe kann die Tat-
sache ausgenutzt werden, dass die Masse der festen Anteile der Melone invariant ist. Auch die

folgende Aufgabe passt in diese Kategorie:

Aufgabe 39 (Salat) (aus Bruder und Collet, 2011, S. 134)

Eine Kochin macht einen Salat mit Putenbruststreifen. Sie hat bereits 400 Gramm — davon 100
Gramm Fleisch und 300 Gramm Salatblditter. Wie viel Gramm Fleisch muss sie hinzugeben, damit
das Fleisch 50 % des Ganzen wird?
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Diese Aufgaben konnen eingesetzt werden, um das Invarianzprinzip bewusst zu machen. Oft sind

auch Tabellen oder informative Figuren eine gute Hilfe beim Losen dieser Aufgaben.

Ein Einsatz dieser Aufgaben ist ab der sechsten Schulstufe sinnvoll, sodass die Schiilerinnen und
Schiiler mit Prozenten bereits etwas anfangen konnen. Besonders bei der ,, Wassermelonenauf-
gabe“ ist dies notig, die Aufgabe ,,Salat“ konnte leicht umformuliert auch schon in der fiinften
Schulstufe behandelt werden.

Um einen Losungsweg fiir die Aufgabe ,,Salat“ zu finden, ist das Invarianzprinzip von grofer
Bedeutung. Die Grofle, die sich bei dieser Aufgabe nicht dndert, ist nimlich die Menge der Salat-
blatter. Da diese, genau wie die Menge des Fleisches, am Ende die Hilfte des Salates ausmachen
soll, miissen zu den 300 Gramm Salatblitter insgesamt 300 Gramm Putenfleisch gegeben werden.

Die Kochin muss also noch 200 Gramm Putenfleisch kaufen.

Eine alternative Losung kann mit einer Gleichung gefunden werden. Wird die Gesamtmenge des

Putenfleisches als x angenommen, so gilt:

1
x==-(300+x) :>§‘x:150 = x =300

| —

Daraus kann die noch zu kaufende Menge Fleisch leicht ermittelt werden.

Der Formalisierungsgrad dieser Aufgabe ist beim Losungsweg mit dem Invarianzprinzip sehr ge-
ring. Wird hingegen die Gleichung verwendet, ist er médBig hoch. Der Komplexitdiitsgrad ist bei
beiden Losungswegen mittelmiBig hoch. Der Ausfiihrungsgrad hingegen ist wiederum bei der Lo-

sung mittels Gleichung etwas hoher als bei dem erstgenannten Losungsweg.

4.2.6 Transformationsprinzip und Symmetrieprinzip

Beim Transformationsprinzip ist es schwierig, Aufgaben zum direkten Uben desselben anzugeben.
Es hingt ndmlich sehr vom personlichen Standpunkt ab, ob es iiberhaupt notig ist, die Aufgabe un-
ter anderen Gesichtspunkten zu betrachten. Manche Schiilerinnen und Schiiler werden ein Problem
moglicherweise gleich in den fiir die Losung passenden Kontext stellen, wahrend bei anderen die
Transformation in eine andere Beschreibungs- oder Betrachtungsweise notig ist. Daher kann das
Transformationsprinzip als Grundlage fiir Hinweise an Schiilerinnen und Schiiler gesehen werden,

muss meiner Meinung nach jedoch nicht eigens im Unterricht trainiert werden.

Auch Aufgaben zum Trainieren des Symmetrieprinzips sind schwer zu finden, weil dieser Heu-
rismus nur selten bei in der Schule einsetzbaren Aufgaben vorkommt. Bei einzelnen Problem-
stellungen, sei es im Regelunterricht oder in einem Wahlpflichtfach, gibt es moglicherweise die
Gelegenheit, durch Spiegelung das Finden einer Losung zu erleichtern. In diesen Situationen kann

dann auf das Symmetrieprinzip hingewiesen werden.
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Kapitel 5

Empirische Untersuchung

5.1 Vorbereitungen, Voriiberlegungen
5.1.1 Wahl der Aufgaben

Bei der Wahl der Aufgaben wurde besonders darauf Wert gelegt, dass diese auf mehrere Arten zu
losen sind. Zudem sollte die Bearbeitung aller Aufgaben innerhalb einer Unterrichtsstunde mog-
lich sein. In die nidhere Auswahl wurden, nachdem einige andere wegen zu hoher Anforderungen
weggelassen wurden, vier Aufgaben genommen, namlich die ,, 5-stellige Zahl“, die Aufgaben mit
den ,, Briefmarken“ und der ,, Badewanne “ sowie die Aufgabe ,, Hund und Fuchs . Diese vier Auf-
gaben sollen hier nun kurz besprochen werden. Die erstgenannten drei wurden schlie3lich in der

Befragung verwendet.

S-stellige Zahl (Vgl. Aufgabe 11, S. 28)

Die erste niher betrachtete Aufgabe stammt aus einem Buch mit Knobel-Aufgaben fiir die 7. und
8. Schulstufe (Roth-Sonnen u. a., 2005). Es handelt sich um ein zahlentheoretisches Problem im
weitesten Sinne, namlich eine Frage nach der Teilbarkeit. Im Original lautet die Aufgabe wie folgt
(Roth-Sonnen u. a., 2005, S. 42):

., Fiir welche Ziffer a ist die 5-stellige Zahl Saaaa durch 6 teilbar?

Um eventuelle sprachliche Probleme auszuschlieen wurde eine verdnderte Formulierung gewihlt,
denn die Untersuchung soll nicht durch eventuelle mangelnde Lesekompetenz beeintrichtigt wer-
den. AuBlerdem wurde durch die Verwendung von ,, Ziffern“ anstatt ,, Ziffer “ die Moglichkeit offen

gelassen, dass es mehrere Losungen gibt. Die verdanderte Formulierung lautet wie folgt:

Bei einer 5-stelligen Zahl ist nur die erste Stelle, namlich 5, bekannt. Alle anderen vier
Stellen sind gleich. Die Zahl hat also folgende Gestalt: Saaaa. Wiihlt man zum Beispiel
a=0, dann ist die Zahl 50000.

Fiir welche Ziffern a ist diese 5-stellige Zahl 5aaaa durch 6 teilbar?
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Briefmarken

Diese Aufgabe stammt aus dem Buch Mathematische Riitsel und Spiele (Loyd, 2003). Es geht
dabei darum, einen vorgegebenen Geldbetrag ohne Rest nach bestimmten Bedingungen auf drei
Briefmarkenarten aufzuteilen. Im Original ist die Aufgabe wie folgt formuliert (Loyd, 2003, S.
85):

., Eine Dame gab dem Postbeamten am Schalter eine Dollarnote fiir Briefmarken und
sagte: *Geben Sie mir ein paar Marken zu 2 Cents, zehnmal so viel zu 1 Cent und fiir
den Rest 5-Cent-Briefmarken.” Was tut der Beamte, um ihr diesen etwas verwirrenden

Wunsch zu erfiillen?

Um Probleme durch fehlendes Vorwissen zu vermeiden, wurde noch angemerkt, dass ein Dollar
100 Cent entspricht.

Badewanne

Die dritte und letzte Aufgabe der Befragung wurde bei einem Beitrag von Johann Sjuts bei der
Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik gefunden (Sjuts, 2005). Hier geht es darum festzustellen,
wie lange eine Wanne bei gedffnetem Stopsel zum Fiillen benétigt, wobei Zeiten fiir das Fiillen bei
geschlossenem Stopsel und fiir das Leeren bei abgedrehtem Hahn angegeben sind. Im Originaltext
lautet die Aufgabe wie folgt (Sjuts, 2005, S. 2):

»Man braucht zwei Minuten, um eine Wanne zu fiillen, und drei Minuten, um sie zu
leeren.

Wie lange dauert es, die Wanne zu fiillen, wenn der Stopsel herausgezogen ist?

Um sprachliche Probleme zu vermeiden, wurde auch diese Aufgabe leicht umformuliert. Zudem
wurde ein etwas stirkerer Alltagsbezug durch die Verwendung von ,, Badewanne" statt ,, Wanne

hergestellt:

Man braucht zwei Minuten, um eine Badewanne zu fiillen. Wenn die Wanne voll ist,
dauert es bei gedffnetem Stopsel drei Minuten, um sie zu leeren. Wie lange dauert es,

bis die Wanne voll ist, wenn der Stopsel herausgezogen ist?

Fuchs und Hund (Vgl. Aufgabe 23, S. 45)

Die vierte zur Wahl stehende Aufgabe, die dann zugunsten der anderen drei nicht in die Befra-
gung aufgenommen, sondern nur als Zusatzaufgabe ausgeteilt wurde, stammt aus einem Buch von
Heinrich Hemme, in dem mathematische Rétsel mit Losungen zu finden sind (Hemme, 2007). Die

originale Formulierung lautet wie folgt (Hemme, 2007, S. 11):

67



KAPITEL 5 EMPIRISCHE UNTERSUCHUNG

,» Ein Hund jagt einen Fuchs. Jeweils in der Zeit, in der der Fuchs neun Spriinge macht,
macht der Hund sechs Spriinge, aber mit drei Spriingen legt der Hund einen ebenso
langen Weg zuriick wie der Fuchs mit sieben Spriingen.

Mit wie vielen seiner Spriinge holt der Hund den Fuchs ein, wenn der Fuchs zu Be-
ginn der Jagd sechzig Fuchsspriinge Vorsprung hat? Beide Tiere beginnen ihren ersten

Sprung gleichzeitig. “

Bei nédherer Betrachtung wurde diese Aufgabe als zu schwierig fiir Schiilerinnen und Schiiler der
siebenten Schulstufe empfunden und daher abgeédndert. Die Strecken, die Fuchs und Hund mit
einem ihrer Spriinge zuriicklegen, wurden statt in Fuchs- und Hundespriingen in Meter formuliert,
ebenso wie der Vorsprung des Fuchses. Dadurch fillt ein schwieriger Aspekt der Aufgabe weg,
bei dem man besonders darauf achten muss, mit Hunde- und Fuchsspriingen, die die Tiere in der
gleichen Zeit zuriicklegen, und mit den Spriingen, die einander von der Distanz her entsprechen,

nicht durcheinander zu kommen. Die neu formulierte Aufgabe lautet wie folgt:

Ein Hund jagt einen Fuchs. Jeweils in der Zeit, in der der Fuchs 9 Spriinge macht,
macht der Hund 6 Spriinge. Der Hund legt aber mit einem Sprung 2 Meter;, der Fuchs
jedoch nur 1 Meter zuriick. Zu Beginn ist der Fuchs 60 Meter vor dem Hund. Mit wie

vielen seiner Spriinge holt der Hund den Fuchs ein?

5.1.2 Erwartete Losungswege, mogliche Schwierigkeiten

Schon vor der Befragung wurde bei den drei den Schiilerinnen und Schiilern gestellten Aufgaben
iiberlegt, welche Losungswege die Lernenden moglicherweise wihlen werden und welche Schwie-

rigkeiten auftreten konnten.

S-stellige Zahl

Folgende Losungswege konnten Schiilerinnen und Schiiler bei dieser Aufgabe wihlen:

e Probieren: Alle Ziffern von 0 bis 9 werden fiir a eingesetzt und dann jeweils eine Division

durch 6 durchgefiihrt. Bei einer der Ziffern hat diese Division keinen Rest.

e Probiern mit Voriiberlegung: Nur die geraden Ziffern werden fiir a eingesetzt, da die Zahl,

wenn sie durch 6 teilbar sein soll, durch 2 teilbar, also gerade, sein muss.

o Teilbarkeitsiiberlegungen: Die letzte Ziffer muss gerade sein, also muss a gerade sein. Au-
Berdem muss die Ziffernsumme durch 3 teilbar sein, um fiir die ganze Zahl die Teilbarkeit
durch 3 zu ermoglichen. Folglich muss 544 -a durch 3 teilbar sein, dies stimmt mit geradem

a nur fiir a = 4.

Schwierigkeiten werden bei dieser Aufgabe wahrscheinlich eher nicht auftreten. Moglicherweise

kommen einzelne Schiilerinnen und Schiiler nicht auf die Idee, alle Moglichkeiten fiir a auszu-
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probieren, weil sie eine kompliziertere Losung vermuten. Oder sie scheuen die Arbeit von zehn

Divisionen.

Briefmarken

Bei der Briefmarken-Aufgabe konnten folgende Losungswege auftreten:

e Systematisches Probieren: Mithilfe einer Tabelle, in der die Anzahl der 2 Cent- und 1 Cent-
Marken sowie entweder die daraus errechnete Summe an Cent oder der auf 100 Cent noch
fehlende Betrag oder die Anzahl der 5 Cent-Marken eingetragen ist, kann auch systematisch
probiert werden. Trigt man beispielsweise in die dritte Spalte die Summe der Cent aus den

bisherigen Marken ein, konnte so eine Tabelle folgendermafien aussehen:

2 Cent-Marken | 1 Cent-Marken | Summe Cent | Fehlende Cent | 5 Cent-Marken
1 10 12 88 e
2 20 24 76 e
3 30 36 64 /
4 40 48 52 /
5 50 60 40 8

Tabelle 5.1: Tabelle zum Losen der Briefmarken-Aufgabe
mit systematischem Probieren

e Gleichung mit Probieren: Fiir die Gesamtsumme der Cent kann eine Gleichung in folgender
Art aufgestellt werden: 2-x+4+10-x+5-y =100 = 12-x45-y = 100. Dabei steht x fiir
die Anzahl der 2-Cent-Marken und y fiir die Anzahl der 5-Cent-Marken. Egal in welcher
Form diese Gleichung vorliegt, kann eine ganzzahlige Losung nun durch Probieren ermit-
telt werden, wobei entweder fiir x oder fiir y der Reihe nach Zahlen eingesetzt werden und
dann versucht wird, fiir die andere Variable ebenfalls eine ganze Zahl zu finden, sodass die
Gleichung erfiillt ist. Moglicherweise wird auch die Gleichung nach der anderen Variable
explizit gemacht und diese berechnet. Das Probieren konnte noch von einer Tabelle gestiitzt

sein.

o Gleichung mit Teilbarkeitsiiberlegungen: Aus der oben genannten Gleichung konnte auch
ersichtlich werden, dass beispielsweise sowohl die rechte Seite der Gleichung als auch 5 -y
durch 5 teilbar sind. Da 12 nicht durch 5 teilbar ist, muss also x durch 5 teilbar sein, was nur
mehr die Losung x = 5, y = 8 zulisst. Auch moglich ist die Uberlegung, dass sowohl die
rechte Seite als auch 12 - x durch 4 teilbar sind, und folglich y durch 4 teilbar sein muss. Nun

bleiben nur mehr die Fille y =4 und y = 8 zum Probieren {ibrig.

e Gleichung und intuitive Losung: Wenn man die Gleichung betrachtet und ein gutes Gefiihl
fiir Zahlen hat, konnte man auch sofort auf eine mogliche Losung (x = 5, y = 8) sto3en.

Dass diese die einzige Losung ist, muss hier nicht weiter iiberpriift werden, da nur nach
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einer Moglichkeit, den Wunsch der Dame zu erfiillen, gefragt ist.

Mogliche Schwierigkeiten beim Losen dieser Aufgabe konnten sein, dass die Gleichung nicht auf-
gestellt werden kann und ein Probieren ohne System nicht zum Erfolg fiihrt. AuBBerdem konnte es
sein, dass die Schiilerinnen und Schiiler die Werte von y in der Gleichung durchprobieren, was erst

spiter zu einer Losung fiihrt und daher fehleranfélliger ist.

Badewanne

Mogliche Losungswege fiir die dritte Aufgabe sind (Vgl. auch Sjuts, 2005, S. 2f):

e Losung in zwei-Minuten-Schritten: In den ersten zwei Minuten fiillt sich die Wanne und

1

gleichzeitig flieen % des Wassers wieder ab. Daher ist die Wanne nach zwei Minuten zu 3

voll, nach vier Minuten zu % voll und nach sechs Minuten komplett gefiillt.

e Losung in drei-Minuten-Schritten: In den ersten drei Minuten fiillt sich die Wanne 1% mal
und leert sich gleichzeitig ein mal vollig. Sie ist also nach drei Minuten zur Hilfte und nach

sechs Minuten vollig gefiillt.

o [.osung mithilfe der Zu- und Abflussgeschwindigkeit: Die Wanne fiillt sich in zwei Minuten,
also flie3t durch den Hahn % Wanne pro Minute. Durch den Abfluss hingegen flief3t % Wanne
pro Minute. Nun kann entweder mit einer Gleichung oder mit einer Tabelle herausgefunden
werden, nach wie vielen Minuten insgesamt eine Wanne vorhanden ist. Die Gleichung sieht
folgendermalBien aus: % "X — % x=1= % -x=1 = x =06. In einer Tabelle kénnten etwa
die Minuten und die Anzahl der Wannen nach diesen Minuten vermerkt werden, sodass
nach einer Minute % — % = % Wanne, nach zwei Minuten % Wanne, ... eingetragen wird.
Obwohl die Angabe nicht vorgibt, dass die Losung eine ganzzahlige Minutenanzahl ist, kann
dennoch davon ausgegangen werden, dass die meisten Schiilerinnen und Schiiler einmal mit
ganzen Minuten beginnen werden. Einige davon haben vielleicht auch die Absicht, einmal

die beiden ganzen Zahlen zu finden, zwischen denen die Losung liegt.

e Intuitiver Ansatz mit Erkldrung: Auch hier kann die Losung von ,,intuitiven Problemlosen-
den* moglicherweise direkt gefunden werden. Oder aber Schiilerinnen und Schiiler probie-
ren einfach aus, nach wie vielen Minuten fiir Zu- und Abfluss eine ganzzahlige Anzahl an
Wannen herauskommt und stoen so auf die Losung. Eine Begriindung dafiir konnte dann
beispielsweise sein, dass in sechs Minuten drei Wannen zu- und zwei Wannen abflieBen, also

eine Wanne {ibrig bleibt.

Mogliche Schwierigkeiten beim Losen dieser Aufgabe sind, dass ohne Voriiberlegungen ein reines
Probieren keinen Erfolg mehr hat. Das hebt diese Aufgabe von der Schwierigkeit zumindest in
diesem Punkt von den anderen ab. AuBerdem fehlt bei vielen Schiilerinnen und Schiilern laut Sjuts
die Vorstellung, dass sich die Wanne tatséchlich fiillt, auch wenn der Stopsel herausgezogen wurde.

Anscheinend verhindert ein statisches Denken, dass der dynamische Vorgang von zwei Prozessen
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passend erfasst werden kann. (Vgl. Sjuts, 2005, S. 3)

Zudem ist noch anzumerken, dass Sjuts in einer Untersuchung diese und zwei anscheinend dhn-
liche — jedoch von der kognitiven Komplexitit vollig unterschiedliche — Aufgaben Schiilerinnen
und Schiilern der fiinften bis siebenten Schulstufe vorgelegt hat. Die Losungsquote war kaum da-
von abhéngig, in welcher der drei Schulstufen befragt wurde, und betrug bei dieser Aufgabe auf
alle Jahrginge verteilt 15,7%. (Vgl. Sjuts, 2005, S. 3)

5.1.3 Wichtige Hinweise fiir die Befragung

Bei der Befragung sollten noch einige Dinge beachtet werden, die den Schiilerinnen und Schiilern
zu Beginn mitgeteilt werden. Diese sind teils organisatorischer Natur, teils wichtig fiir eine sinn-
volle Auswertung der Ergebnisse. Um sicherzustellen, dass diese Informationen allen Klassen in

gleichwertiger Weise mitgeteilt werden, wurden sie als Checkliste formuliert:

e Zu Beginn sollen alle Teilnehmenden den Code aus drei Buchstaben auf ihrem Blatt aus-
fiillen. Dieser soll auch auf alle anderen Zettel geschrieben werden, um eine Zuteilung zu

ermdglichen, falls etwas durcheinander geriit.

e Auch die restlichen Angaben zur Person sollen ausgefiillt werden, und zwar zu Beginn der
Befragung. Nach dem Bearbeiten der Aufgaben sollen diese Angaben nicht mehr verdndert

werden.

e Die Schiilerinnen und Schiiler sollen alle Ideen, die sie zu einer Aufgabe haben, notieren.
Wenn ein Losungsweg nicht zum Erfolg fiihrt, soll er in Klammern gesetzt und nicht durch-

gestrichen werden.

e Mit jeder Aufgabe sollen sich die Teilnehmenden mindestens zehn Minuten lang beschif-
tigen. Wenn sie dann keinen Losungsansatz gefunden haben, sollen sie das auf den Zettel

schreiben.

e Die Schiilerinnen und Schiiler, die fertig sind haben die Gelegenheit, weitere dafiir vorbe-
reitete Aufgaben, die nicht untersucht werden, zu 16sen, oder sich in anderer Form still zu
beschiftigen ohne mit den Nachbarn zu kommunizieren. Ihre fertigen Aufgaben werden je-

denfalls eingesammelt.
e Die Verwendung des Taschenrechners ist erlaubt.

e Es wird noch einmal besonders darauf hingewiesen, dass die Befragung keinen Einfluss auf
die Mathematiknote hat, und dass es daher insbesondere nicht sinnvoll ist vom Nachbarn
abzuschreiben. Dadurch werden nur die Ergebnisse beeinflusst und der Untersuchung ge-
schadet.

e Die Schiilerinnen und Schiiler sollen sich also eigenstindig mit den Aufgaben beschiftigen

und sich bemiihen, diese zu 16sen.
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5.2 Durchfiihrung
5.2.1 Zeitlicher Ablauf

Der zeitliche Ablauf war in allen fiinf befragten Klassen ein dhnlicher und soll hier kurz geschildert

werden.

Nach einer kurzen Einleitung der Klassenlehrkraft habe ich die Schiilerinnen und Schiiler begriif3t.
Es folgte eine kurze Erlauterung der Aufgabenstellung, bei der besonders auf die Punkte in der
oben genannten Checkliste eingegangen wurde. Dann wurde der Befragungsbogen (siche Anhang
A, S. 102) ausgeteilt und die Schiilerinnen und Schiiler begannen, zu arbeiten. Die reine Arbeitszeit
betrug in jeder Klasse 35 bis 40 Minuten. Die Gelegenheit fiir 40 Minuten Arbeitszeit wére in jeder
Klasse gegeben gewesen, doch hatten manchmal alle Teilnehmenden schon friiher ihre Fragebdgen

abgegeben.

All jene Schiilerinnen und Schiiler, die mit den Aufgaben fertig waren, konnten diese gleich abge-
ben und hatten die Mdoglichkeit, noch weitere, nicht bewertete Aufgaben (siehe Anhang B, S. 103)
zu bearbeiten, was auch viele Kinder gemacht haben.

Die letzten 5 bis 10 Minuten der Unterrichtsstunde wurden in zwei Klassen dazu genutzt, die
Losungen der Aufgaben kurz zu besprechen. In einer Klasse wurde bis kurz vor Ende der Unter-
richtsstunde gearbeitet, und in den verbleibenden beiden Klassen hatten die Klassenlehrer noch ein

Anliegen, mit dem diese Zeit verbracht wurde.

5.2.2 Wichtige Erkenntnisse aus der ersten Befragung

Bei der ersten Klasse, die befragt wurde, sind mir einige Dinge klar geworden, die nicht ideal
gelaufen sind. Um diese Fehler bei den folgenden Klassen zu vermeiden, wurden verschiedene

MafBnahmen getroften.

Zunéachst ist mir aufgefallen, dass die Schiilerinnen und Schiiler nur selten einen Losungsweg oder
eine Begriindung fiir ihre Losung angegeben haben. Dies ist natiirlich besonders im Hinblick dar-
auf, dass die Losungswege untersucht werden sollen, wenig erfreulich. Deshalb wurde bei allen
anderen Klassen besonders betont, dass der Losungsweg von grofler Bedeutung fiir mich ist, und
die Schiilerinnen und Schiiler wurden explizit gebeten, diesen anzugeben. Aullerdem habe ich ver-
langt, dass die Aufgaben auf der Riickseite des Befragungsbogens oder auf einem separaten Blatt
Papier gelost werden sollten, und keinesfalls direkt zwischen oder neben den Angaben auf dem
Zettel.

Eine weitere wichtige Erkenntnis fiir mich war, dass viele Schiilerinnen und Schiiler Fragen hatten,
die das Erfassen und Verstehen der Angabe betrafen. Besonders bei der dritten Aufgabe (,, Bade-
wanne ‘) wurde oft die Frage gestellt, ob nun bei der dritten Situation der Wasserhahn aufgedreht

sei. Deshalb wurde in weiterer Folge immer eine Skizze dhnlich Abb. 5.1 zur dritten Aufgabe an
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die Tafel gezeichnet, um hier Klarheit zu verschaffen.

2 S\ 2

AN\

I~
?

2 min 3 min HHH

Abbildung 5.1: Skizze zur Aufgabe ,, Badewanne “

Abgesehen von diesen beiden Punkten ist die Befragung in besagter Klasse sehr gut gelaufen.
Wesentlich zu erwihnen ist vor allem, dass mit einer Ausnahme alle Schiilerinnen und Schiiler
in den etwa 40 Minuten, die nach der Erkldrung noch von der Unterrichtsstunde iibrig waren,
die Aufgaben abgegeben haben. Wihrend der Stunde habe ich den Eindruck gewonnen, dass alle
Aufgaben bearbeitet werden und mir sind keine Lernenden aufgefallen, die nicht auch fiir die dritte

von ihnen bearbeitete Aufgabe geniigend Zeit gehabt hitten.

5.3 Auswertung
5.3.1 Stichprobe

Die Befragung wurde in fiinf dritten Klassen (achte Schulstufe) an zwei verschiedenen Schulen
durchgefiihrt, wobei an einer Schule zwei und an der anderen Schule drei Klassen befragt wurden.
Da eine Untersuchung der Unterschiede zwischen den Klassen wegen fehlender Hintergrunddaten
nicht sinnvoll und zudem ohnehin nicht Sinn und Zweck der Befragung ist, werden alle Bearbei-

tungen der Schiilerinnen und Schiiler gemeinsam, und nicht klassenweise, analysiert.

Insgesamt wurden 117 Schiilerinnen und Schiiler befragt, nimlich 58 Miadchen und 59 Burschen.
Auch mogliche geschlechtsspezifische Unterschiede sind nicht Thema dieser Arbeit, deshalb wer-

den diese in weiterer Folge auBer Acht gelassen.

5.3.2 Selbsteinschiitzung von Motivation und Losungsfertigkeiten

Zu Beginn des Fragebogens wurden die Schiilerinnen und Schiiler aufgefordert, abgesehen von
ihrer Mathematiknote im Semesterzeugnis anzugeben, wie gerne sie sich mit Problemldseaufgaben
(Formulierung am Fragebogen: ,, Knobel- und Rditselaufgaben ) beschiftigen und wie gut sie diese
16sen konnen. In Abb. 5.2 und 5.3 sind die relativen Hiufigkeiten der angekreuzten Antworten zu
finden.

Besonders die Zahlen bei der Motivation sind fiir mich etwas erstaunlich, denn wenngleich fast
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Abbildung 5.2: Motivation fiir Problemlise-
aufgaben

Abbildung 5.3: Selbsteinschiitzung der Pro-
blemlosefertigkeiten

40% der Schiilerinnen und Schiiler sich sehr gern oder gern mit Problemldseaufgaben beschiftigen,
so hiitte ich doch erwartet, dass es zumindest mehr als die Hilfte sind. Die Selbsteinschitzung der

Kinder beziiglich ihres Kdnnens entspricht in etwa meinen Vermutungen.

5.3.3 Auswertungsschema

Die Aufgaben wurden auf den gewihlten Losungsweg hin untersucht. Dabei wurden bei jeder Auf-
gabe Kategorien fiir die verschiedenen moglichen Losungswege eingefiihrt, die bei Bedarf auch
wihrend der Auswertung erweitert wurden. Von diesen Kategorien sind hier nur diejenigen ange-

fiihrt, die tatsédchlich bei den Arbeiten gefunden wurden.

Einige der Kategorien wurden bei allen drei Aufgaben verwendet, dies sind:

e Begriindung fehlt: Die Aufgabe wurde richtig gelost. Entweder ist der Losungsweg nicht
angefiihrt oder die Begriindung dafiir, warum das genannte Ergebnis richtig ist, fehlt.
Diese Kategorie wird zum Beispiel dann verwendet, wenn bei der zweiten Aufgabe als Lo-

sung von einer Schiilerin lediglich

3 Marken um 2 Cent
50 Marken um 1 Cent
8 Marken um 5 Cent“

angegeben ist. Bei Beispielen aus den Arbeiten der Schiilerinnen und Schiiler werden die-
se jetzt und in weiterer Folge wortlich angegeben, also auch mit eventuell vorhandenen

Rechtschreib- und Grammatikfehlern.

¢ unvollendete Bearbeitung: Die Aufgabe wurde nicht richtig gelost. Es wurde nur ein von

den Teilnehmenden wieder verworfener, unvollendeter Ansatz verwendet. Auch gar nicht
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bearbeitete Aufgaben fallen in diese Kategorie.

o falsch gelost: Die Aufgabe wurde nicht richtig gelost. Die Teilnehmenden haben eine Lo-
sung angegeben, diese ist aber falsch. AuBlerdem entspricht diese Losung keiner anderen
der bei den einzelnen Aufgaben angegebenen Kategorien, die bei falsch gelosten Aufgaben

angewandt werden.

Aufgabe 1 — 5-stellige Zahl

Bei dieser Aufgabe wurden folgende zusétzlichen Kategorien verwendet:

e Probieren: Die Aufgabe wurde richtig gelost. Alle Ziffern wurden fiir a probiert und das
korrekte Ergebnis ermittelt. Dabei kann das Probieren sowohl hidndisch als auch mit Ta-
schenrechner erfolgt sein.

Ein Beispiel fiir diese Kategorie von einem der Fragebogen ist:

,Losung: 54444 ist teilbar durch 6. Denkweise: Ich habe alle Zahlen von 1 bis 9
eingesetzt und bei der Zahl (54444) ist kein Rest geblieben.

Dazu ist noch anzumerken, dass der Fall a = O bereits in der Angabe erwihnt und vermutlich

deshalb von dieser Schiilerin nicht mehr betrachtet wurde.

o Teilbarkeit: Die Aufgabe wurde richtig gelost. Mithilfe von Teilbarkeitsiiberlegungen ver-
schiedener Art konnte die korrekte Losung ermittelt werden.

Ein Beispiel fiir diesen Losungsweg wire etwa:

Ich habe nachgedacht welche Ziffernsumme durch 3 teilbar ist und dann ge-
schaut ob sie durch 6 Teilbar ist
544444444:3=17 5444 :6=9074“

Wenngleich dieser Schiiler grammatikalisch unklar formuliert hat, dass er mit ,, sie “ die Zahl
und nicht die Ziffernsumme meint, und obwohl er vergessen hat, eine Klammer bei seiner
ersten Rechnung zu setzen, hat er die Aufgabe doch mithilfe von Teilbarkeitsiiberlegungen
richtig gelost. Aufgrund der Formulierung wurde auflerdem angenommen, dass der Schii-
ler alle Fille mit durch drei teilbarer Ziffernsumme iiberpriift hat, was nicht mit Sicherheit

bestitigt werden kann.

o Fille fehlen: Die Aufgabe wurde richtig gelost. Auf irgendeine Weise, die nicht unbedingt
mathematisch richtig sein muss, wurde die Losung a = 4 ermittelt. Diese wurde auch iiber-
priift. Es ist aber nicht ersichtlich, dass auch andere Fille tiberpriift wurden.

Ein Beispiel dafiir, das zweimal in dhnlicher Art bei Schiilerinnen und Schiilern gefunden

wurde, ist:

., In der Angabe findet man die Zahl 4. Durch die muss man dann durch 6 dividie-
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ren. Also 5444 : 6 = 9074 “

Der Schiiler hat also die Tatsache, dass in der Angabe der Text ,,Alle anderen vier Stellen
sind gleich.* zu finden ist zum Anlass genommen, die Ziffer vier fiir a auszuprobieren. Die
dadurch entstandene Zahl hat er dann auf Teilbarkeit durch sechs iiberpriift, andere Fille hat

er jedoch nicht bearbeitet.

Probieren falsch: Die Aufgabe wurde nicht richtig gelost. Es wurden alle Ziffern durch-
probiert, aber entweder wurde durch einen Rechenfehler angegeben, dass keine Ziffer die

Bedingung erfiillt, oder es wurde ein falsches Ergebnis erreicht.

Besonders zu ,, Fiille fehlen* ist anzumerken, dass ja in der Angabe extra noch die Formulierung

auf ,,fiir welche Ziffern* gedndert wurde, sodass eben nicht nach dem Finden einer Losung aufge-

hort werden kann, sondern eine Begriindung fiir die Vollstiandigkeit der Losung erforderlich wire.

Die Aufgabe wurde in diesem Fall dennoch als richtig bewertet, jedoch wird bei der Auswertung

noch ndher auf diese Kategorie eingegangen.

Aufgabe 2 — Briefmarken

Bei der zweiten Aufgabe wurden folgende Kategorien zusitzlich zu den allgemeinen verwendet:
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e Probieren: Die Aufgabe wurde richtig gelost. Es ist eindeutig erkennbar, dass mindestens

ein anderer Fall probiert wurde, oder das Probieren wurde von den Teilnehmenden explizit

erwihnt. Dabei wurden keine Uberlegungen zur Teilbarkeit angestellt.

Teilbarkeit: Die Aufgabe wurde richtig gelost. Durch Uberlegungen zur Teilbarkeit wurde
entweder das Probieren eingeschrinkt oder direkt die richtige Losung gefunden.

Ein Beispiel fiir diese Kategorie ist:

,» Um auszurechnen wieviele 5 cent Briefmarken man braucht muss die zahl mit
0o.5 enden. Ich hab so lange ausprobiert bis dass stimmt / passt.
5-2¢+5-10-1c+y-5¢

10c 4+ 50c+y-5c¢

60c

100—60=40:5=8

A: Der Beamte gibt 5 x 2 cent 50 x 1 cent 8 X 5 cent*

Der Schiiler hat also iiberlegt, dass die Summe der Werte von 2- und 1-Cent-Marken eine
durch fiinf teilbare Zahl ergeben muss. Dann hat er durch Probieren die richtige Losung

gefunden.

Voraussetzung: Die Aufgabe wurde nicht richtig geldst. Es wurde zwar eine Losung an-
gegeben, aber diese beachtet die Voraussetzung, dass zehn mal so viele 1-Cent-Marken wie

2-Cent-Marken gekauft werden, nicht.
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Eine typische Losung hier ist:

55-2cent = 10 cent
14-5cent = 70 cent
20-1cent = 20 cent

= 100 cent =1 Dollar*

Aufgabe 3 — Badewanne

Die dritte und letzte Aufgabe wurde nach folgenden Kategorien bewertet, die die allgemeinen

erginzen:

e 2 Minuten: Die Aufgabe wurde richtig gelost. Dazu wurde in 2-Minuten-Schritten iiberlegt,
wann wie viel Wasser in der Wanne ist.

Ein Beispiel fiir diesen Losungsweg ist:

2 min voll 3 min leer

= % des Wassers bleibt drinnen = 2 min - 3 = 6 min*“

Der Schiiler hat also iiberlegt, wie viel Wasser nach zwei Minuten noch in der Wanne ist,

namlich % der Wanne.

e 3 Minuten: Die Aufgabe wurde richtig gelost. Dazu wurde in 3-Minuten-Schritten iiberlegt,

wann wie viel Wasser in der Wanne ist.

Auch hier soll ein Beispiel zur Verdeutlichung dienen:

»Ich glaube man braucht 6 min, weil es ja 3 min braucht bis die Wanne leer ist
und wenn man das Wasser einfiillt, dann braucht es doppelt so lange! (Es kommt

ja dazu, dass die Wanne keinen Stopsel hat!)“

DieSchiilerin hat also iiberlegt, dass nach drei Minuten die Wanne erst zur Hélfte gefiillt ist

und daher doppelt so viel Zeit, also sechs Minuten, zum Fiillen der Wanne nétig sind.

e Durchfluss: Die Aufgabe wurde richtig gelost. Bei der Losung wurden Uberlegungen zur
Durchflussrate oder -geschwindigkeit in irgendeiner Form angestellt. Es wurde also iiberlegt,
wie viel Wasser pro Minute zu- und abflief3t.

Ein Beispiel fiir diese Kategorie ist:

,100:2 =50 1 min = 50%
100:3 =33,3 1 min =33,3%
50—33,3=16,6 1 min = 16,6%
100:16,6 =6
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A: Man braucht 6 min um die Badewanne zu fiillen.

Dieser Schiiler hat iiberlegt, wie viel % des Wassers in einer Minute zu- und abflieBen und

damit die Aufgabe geldst.

e Begriindung: Die Aufgabe wurde richtig geldst. Es ist zwar nicht ersichtlich, wie die Lo-
sung gefunden wurde, aber diese ist ausreichend begriindet. Das Finden der Losung erfolgte

zum Beispiel intuitiv. Ein Beispiel dafiir ist:

,In 6 minuten sind 3 Badewannen voll und in 6 minuten 2 davon leer also bleibt

eine volle iibrig“

e Falsche Begriindung: Es ist nicht klar, ob die Aufgabe richtig gelost wurde. Die richti-
ge Losung wurde zwar angegeben, allerdings ist sie mit einer falschen oder uneindeutigen

Begriindung wie ,,3-2 = 6“ versehen.

e Nicht moglich: Die Aufgabe wurde nicht richtig gelost. Der oder die Teilnehmenden be-

haupten, dass die Wanne nie gefiillt werden konne, weil das Wasser immer wieder abflief3t.

e Widerspruch: Die Aufgabe wurde nicht richtig gelost. Der oder die Teilnehmende behaup-
tet einerseits, dass die Wanne nie gefiillt werden konne, gibt aber andererseits eine Dauer als
mogliche Losung an.

Ein Beispiel dafiir ist die Losung einer Schiilerin:

,»Macht keinen Sinn die Wanne kann nicht voll werden wenn der Stopsel heraus-
gezogen ist. Es kommt glaub ich darauf an wie stark der Wasserhahn aufgedreht
ist.

6 Minuten — Schdtzung *

Diese Aufgabe ist, was die Auswertung angeht, aulergewohnlich. Eine nicht zu vernachlédssigen-
de Zahl der Bearbeitungen ist in die Kategorie ,, Falsche Begriindung “ einzuordnen. Ob diese als
richtig gezdhlt werden konnen oder nicht, ist nur schwierig zu sagen, denn beispielsweise die Be-
hauptung ,,2 -3 = 6“ kann in vielerlei Hinsicht gedeutet werden. Mdoglicherweise ist damit ge-
meint, dass zwei Schritte zu je drei Minuten notig sind, um die Wanne zu fiillen, weil in einem
dieser Schritte die Wanne halb gefiillt wird. Dann wiirde die Kategorie ,,2 Minuten“ zutreffen, und
die Aufgabe sollte als richtig gezdhlt werden. Genauso kann fiir die Kategorie ,,3 Minuten* argu-
mentiert werden. Oder aber die Schiilerinnen und Schiiler haben einfach die beiden zur Verfiigung
stehenden Zahlen multipliziert und sind ohne tiefere Einsicht in das Problem dadurch auf die rich-
tige Losung gestoBen. Aus diesem Grund wird bei der Auswertung dieser Aufgabe besonders auf

diese Kategorie Riicksicht genommen.
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5.3.4 Losungsquoten und gewihlte Losungswege

Aufgabe 1 — S-stellige Zahl

Die erste Aufgabe wurde von 90 der 117 Schiilerinnen und Schiiler richtig geldst, das sind 76,9%.
Die gewihlten Losungswege sind in Abb. 5.4 zu finden. Wird der Losungsweg ,, Fiille fehlen* als
falsch gewertet, so haben 83 Teilnehmende die Aufgabe richtig geldst, also 70,9%. Jedoch lasst
sich aufgrund der Tatsache, dass so gut wie alle Schiilerinnen und Schiiler ihren Taschenrechner
zu Beginn der Stunde vorbereitet haben, vermuten, dass die anderen Félle mit diesem tiberpriift

wurden.

falsch geldst Probieren
13% falsch Probieren
2% 29%

unvollendete
Begriindung

0,
9% Teilbarkeit
3%
Begriindung Falle fehlen
fehlt 6%

38%

Abbildung 5.4: Gewdihlte Losungswege Aufgabe 1

Die auffillig hohe Zahl der Arbeiten mit fehlender Begriindung — es handelt sich um 45 der 117
Schiilerinnen und Schiiler — ist einerseits durch den Fehler bei der ersten befragten Klasse entstan-
den (16 Arbeiten mit fehlender Begriindung). Andererseits haben aber auch in anderen Klassen, bei
denen wirklich stark betont wurde, wie wichtig der Losungsweg ist, viele Teilnehmende lediglich
die Losung ohne ersichtlichen Losungsweg angegeben. Auch hier kann man aber davon ausgehen,
dass, abgesehen von den 16 Kindern aus besagter Klasse, fast alle Arbeiten mit fehlender Begriin-
dung mit Probieren gelost wurden, weil sehr viele Schiilerinnen und Schiiler mit Taschenrechner

gearbeitet haben.

In jedem Fall ist das Probieren der klar favorisierte Losungsweg bei dieser Aufgabe, was ich auch
vermutet hatte. Nur sehr wenige Kinder haben Teilbarkeitsiiberlegungen angestellt. Ein wenig ver-
wunderlich finde ich, dass keine Arbeit die Idee enthilt, nur die geraden Ziffern durchzuprobieren.
Vielmehr wurde gelegentlich die Teilbarkeit durch 3 ins Spiel gebracht, nie aber die durch 2.

Einen besonders interessanten Losungsweg einer Schiilerin mochte ich noch erwéhnen, die mithilfe

von Teilbarkeitsiiberlegungen zum richtigen Ergebnis gelangt ist:
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LHAufgabe 1:a =4
Begriindung: Weil 54 :6 =9, 444 :6 =74, 54444:6=9074“

Hier ist die Schiilerin vermutlich davon ausgegangen, dass sie wusste, dass 54 durch sechs teilbar
ist. Ihr ndchster Schritt war aber nicht, die ganze Zahl 54444 mit dem Taschenrechner auf Teilbar-
keit durch sechs zu iiberpriifen, sondern sie wusste, dass wenn 54 durch sechs teilbar ist, dies auch
fiir 54000 gilt, und hat nur mehr 444 tiberpriift.

Unter den falschen Losungen, die in der Kategorie ,,falsch geldst* eingeordnet sind, finden sich
zum Beispiel Losungsansitze mit Rechenfehlern, nicht beachteten Angaben (,, 54000 als Losung)
und Problemen beim Begriff der Teilbarkeit. Mit den Worten ,, Fiir alle mit Kommastellen “ gab ein
Schiiler ndmlich zu verstehen, dass alle Ziffern fiir a eingesetzt werden konnten, wenngleich bei
manchen die Division einen Rest ergébe. Dies zeigt ein Fehlverstindnis des Begriffs der Teilbar-
keit. Auch ein gescheiterter Versuch, die Teilbarkeitsregel durch 3 auf 6 auszuweiten, ist in dieser
Kategorie auffindbar. Ein Schiiler hat ndmlich von allen moglichen Fillen die Ziffernsumme gebil-
det und anschlieend iiberpriift, ob diese durch sechs teilbar ist, was bei 57777 der Fall ist.

Auch vorgekommen ist, wenn auch nicht so hiufig wie bei der zweiten Aufgabe, dass Teilnehmen-
de die Voraussetzungen nicht beachtet haben. Diese Arbeiten wurden ebenfalls in der Kategorie

wfalsch gelost* eingeordnet. Ein Beispiel hierfiir ist die folgende Lésung einer Schiilerin:

, 57894 : 6 = 9649

Ich bin auf dieses Ergebnis gekommen indem ich fast alles probiert habe.

Hier wurde also nicht beachtet, dass die vier Ziffern nach der vorgegebenen Zehntausender-Ziffer
alle gleich sein miissen, und die Schiilerin hat so lange verschiedene mit 5 beginnende fiinfstellige

Zahlen probiert, bis sie eine durch 6 Teilbare gefunden hat.

Insgesamt kamen bei dieser Aufgabe alle vermuteten Losungswege vor, bis auf ein Probieren mit
Voriiberlegung, dass die Ziffer gerade sein muss. Es gab auch kaum unerwartete Schwierigkeiten

und die meisten Schiilerinnen und Schiiler konnten die Aufgabe 16sen, wie erwartet.

Aufgabe 2 — Briefmarken

Die zweite Aufgabe wurde von 37 der 117 Schiilerinnen und Schiiler richtig gelost, das sind 31,6%.
In Abb. 5.5 sind die gewihlten Losungswege dargestellt.

Auch hier haben wieder viele der Lernenden keine Begriindung angegeben. Bei dieser Aufgabe ver-
mute ich allerdings, dass dies bedeutet, dass sie im Kopf probiert haben, mit welchen Zahlen diese
Aufgabe 16sbar ist. Es konnte auch sein, dass sie intuitiv als erstes den richtigen Fall ausprobiert
haben. Moglicherweise haben manche der Schiilerinnen und Schiiler, die keine Begriindung notiert
haben, auch Teilbarkeitsiiberlegungen angestellt. Die Aufgabe erfordert ndmlich, dass die Summe
der Werte von 1- und 2-Cent-Marken durch fiinf teilbar ist. Daher konnten einige der Lernenden

bewusst oder intuitiv damit begonnen haben, fiinf als Anzahl der 2-Cent-Marken zu probieren.
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Probieren Teilbarkeit
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Abbildung 5.5: Gewdhlte Losungswege Aufgabe 2

Dies fithrt dann auch zum richtigen Ergebnis. Die Aufgaben der Kategorie ,, Begriindung fehlt*

sind also je nachdem vermutlich in die Kategorien ,, Probieren“ und ,, Teilbarkeit“ einzuordnen.

Nur sehr selten war bei einer Aufgabe wirklich eindeutig zu erkennen, dass probiert wurde. Ein

Beispiel dafiir gibt die folgende Bearbeitung, bei der der erste Losungsansatz eingeklammert war:

»Ein paar ist mehr als 1 muss also mind. 2 sein. Ich habe also 2 Briefmarken fiir
insgesamt 4c 10 mal 2 ist 20, also 20 Briefmarken fiir insgesamt 20c.
Sie hat bis jz 24c ausgegeben.

An dieser Stelle vermute ich, dass die Schiilerin gemerkt hat, dass eine durch fiinf teilbare Zahl an
Cent iibrig bleiben muss, und daher auch der Wert der 1- und 2-Cent-Marken miteinander durch

funf teilbar sein muss, denn sie schreibt weiter:

2 Cent 5 Briefinarken kosten zusammen 10c.
1 Cent 5-10 = 50 Briefmarke kosten zusammen 50c.
5 Cent 100 — (504 10) = 40c 40:5=38

Sie kauft 5 2Cent, 50 10Cent und 8 5Cent Briefimarken.

Bis auf den vermutlichen Schreibfehler am Ende hat die Schiilerin also zunichst probiert, und ist
schon bei ihrem zweiten Versuch auf die richtige Losung gestoen. Dabei hat sie moglicherweise

Teilbarkeitsiiberlegungen verwendet.

Auftillig ist auerdem die doch recht hohe Zahl der Arbeiten in der Kategorie ,, Voraussetzung “.
22 der 117 Schiilerinnen und Schiiler haben also nicht beachtet, dass es zehn mal so viele 1-Cent-

Marken sein miissen wie 2-Cent-Marken.

Auch die Aufgaben der Kategorie ,,falsch gelost* sind wieder recht viele, dabei gibt es verschie-
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dene Fehler, die zu falschen Ergebnissen gefiihrt haben. Darunter sind etwa einige Aufgaben, die
eine korrekte Losung fiir den Fall gefunden haben, dass die Dame Restgeld bekommen kann. Ein
mehrfach gefundenes Problem war aulerdem, dass Anzahl und Wert der Marken miteinander ver-

wechselt wurden. Die folgende Bearbeitung zeigt dies:

. 2 cent
50 1 cent
45 5 cent

100

Uberlegung: welche kleine Zahl geht in 100, diese mal zehn und dann den Rest 5 cent

Die Schiilerin hat richtig begonnen, doch beim Ergédnzen auf 100 hat sie statt des Geldwertes die
Anzahl der Marken auf 100 ergénzt.

Bei dieser Aufgabe waren die von den Schiilerinnen und Schiilern gew#hlten Losungswege deut-
lich anders als erwartet. Keine Teilnehmenden haben eine Tabelle zur Hilfe genommen, mit der
sie verschiedene Moglichkeiten durchprobiert hitten. Relativ oft war auf den Bearbeitungen der
Schiilerinnen und Schiiler der Ansatz fiir eine Gleichung zu finden, die manchmal auch richtig
war. Dieser Ansatz wurde jedoch immer wieder verworfen. Die vermuteten Losungswege wurden
also allesamt nicht gewihlt, stattdessen haben sehr viele Lernende, wie bereits erwihnt, keine Be-
grilndung angegeben, was bei vielen davon vermutlich darauf hindeutet, dass sie intuitiv zuerst den

richtigen Losungsfall ausprobiert oder aber im Kopf einige Fille iiberlegt haben.

Aufgabe 3 — Badewanne

Die dritte Aufgabe wurde von 16 der 117 Schiilerinnen und Schiiler richtig gelost, das sind 13,7%.
Die gewdhlten Losungswege sind in Abb. 5.6 zu finden. Bei dieser Aufgabe gibt es, wie bereits
erwihnt, eine grofle Zahl an Schiilerinnen und Schiilern, die zwar die richtige Losung, aber eine
falsche Begriindung angegeben haben. In den meisten Fillen war dies die Begriindung ,,3-2 =6
Zi#hlt man diese Arbeiten als richtig, so haben 31 der 117 Schiilerinnen und Schiiler die Aufgabe
richtig gelost, also 26,5%. Die tatsdchliche Losungsquote liegt also vermutlich zwischen diesen

beiden Werten.

Vergleicht man diese Ergebnisse mit der Untersuchung von Sjuts (Sjuts, 2005), so findet man dort
eine Losungsquote von 15,7% fiir diese Aufgabe. Dazu ist anzumerken, dass Sjuts Schiilerinnen
und Schiiler der ersten, zweiten und dritten Klasse in gleichméBiger Verteilung befragt hat, wih-
rend in meinem Fall nur dritte Klassen befragt wurden. Dies gibt einen weiteren Hinweis darauf,
dass zumindest ein Teil der Losungen in der Kategorie ,, Falsche Begriindung “ richtig gemeint sein
konnten. (Vgl. auch Sjuts, 2005, S. 3)

Auch Sjuts schreibt in seinem Artikel, dass ,,die Vorstellung, dass sich die Wanne, auch wenn
der Stopsel herausgezogen ist, tatsdchlich fiillt* (Sjuts, 2005, S. 3) haufig fehlt. Dies ist an den

immerhin 26 Arbeiten aus der Kategorie ,, Nicht moglich* zu erkennen. Sjuts fiihrt dies wie be-
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Abbildung 5.6: Gewdhlte Losungswege Aufgabe 3

reits erwidhnt auf ein statisches Denken zuriick, welches das adidquate Erfassen des dynamischen

Vorgangs von zwei Prozessen verhindert. (Vgl. Sjuts, 2005, S. 3)

Ansitze davon sind auch bei folgender Antwort zu finden:
»ewig, weil man es rein und wieder raus flief3en ldsst.

Hier wurde vermutlich entweder der gleichzeitige Vorgang nicht erfasst, oder die betroffene Schii-

lerin hat nicht erkannt, dass das ZuflieBen schneller vonstatten geht als das AbflieBen.

Unter den eindeutig zuordenbaren Losungswegen gab es bei dieser Aufgabe keinen klaren Favo-
riten, sowohl das Denken in 2- als auch in 3-Minuten-Schritten war bei gleich vielen Arbeiten zu

finden, und eine kaum geringere Zahl an Teilnehmenden arbeitete mit der Durchflussrate.

Unter den Losungen in der Kategorie ,,falsch geldst* fanden sich einige mit der Antwort ,,5 Minu-
ten“, die manchmal noch mit ,,2 43 =5 “ begriindet war. Aber auch diese Antwort, die noch einmal
die Schwierigkeit des Erfassens dynamischer Prozesse deutlich macht, ist in dieser Kategorie zu
finden:

. Eigentlich fliefft das Wasser ja dauerhaft ab, aber 1 Minute (Wasser) bleibt in der

Wanne.
2 min 1 2 min 1
— I min + — I min
3 min | 3 min |
24+34243=x

“«

x =10 min A: Man braucht 10 Minuten, um die Wanne ohne Stopsel zu fiillen.

Die Schiilerin, die diese Antwort gegeben hat, scheint zwar richtig verstanden zu haben, dass im-
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mer ein Teil des Wassers in der Wanne bleibt, doch im Endeffekt addiert sie die Dauer von zwei
Zu- und zwei Abflussdauern so, als wiirden diese hintereinander und nicht gleichzeitig stattfin-
den. Bei einem Erfassen der gleichzeitigen Prozesse hitte sie ndmlich innerhalb der Zeit der zwei

Abflussvorginge drei Zuflussvorgiinge beriicksichtigen miissen.

Auch einige Uberlegungen, die von der Idee her sehr gut waren, aber dennoch an Rechenfehlern
gescheitert sind, wurden ebenfalls in die Kategorie ,,falsch geldst* eingeordnet, darunter auch die

folgende Bearbeitung:

2 Min bis voll
3 Min bis leer
100:  + 501 prom.
- 33,33 prom.
+ 17,33 [ pro m.
100: 17,33 =5,77 “

Eigentlich hat dieser Schiiler sich in gewisser Weise die Durchflussrate {iberlegt. Er hat angenom-
men, die Badewanne beinhalte 100 Liter, und hat dann ausgerechnet, wie viel pro Minute zu- und
abflieB3t. Leider ist ihm bei der Subtraktion ein Rechenfehler unterlaufen, wodurch das Ergebnis

nicht stimmt.

Bei dieser Aufgabe wurden alle im Vorhinein vermuteten Losungswege auch tatsédchlich von Schii-
lerinnen und Schiilern gewihlt, wenn auch in recht geringer Zahl. Auch die vorausgesagte Schwie-
rigkeit damit, sich vorzustellen, dass die Wanne tatsichlich voll wird, war oft zu finden. Die Auf-
gabe hat den Teilnehmenden jedoch deutlich groere Schwierigkeiten bereitet, als ich vermutet
hitte.

5.3.5 Statistischer Test

Bei der Analyse der erhobenen Daten wird immer wieder ein Chi-Quadrat-Unabhéngigkeitstest
zum Untersuchen der Unabhingigkeit zweier Merkmale in der Grundgesamtheit verwendet. An

einem Beispiel soll dieser niher erldutert werden.

Dazu wird exemplarisch die Unabhiéngigkeit von der Anzahl richtig geldster Aufgaben X und der
Mathematiknote im Semesterzeugnis Y iiberpriift. Dabei wird die Nullhypothese

Hy: PX=iY=j)=P(X=i)-PY=j) Vi=l,...n j=1,..m
gegen
H: PX=iY=j)#PX=i)-PY=)) fiir mindestens ein Paar(i, j)
getestet. (Vgl. Galata und Scheid, 2012, S. 366)

Dabei sagt die Nullhypothese aus, dass X und Y voneinander unabhiingig sind, sich gegenseitig
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also nicht beeinflussen. Um nun den Test durchzufiihren miissen zunichst die Haufigkeiten b;;, i =
1,...,n j=1,...m fiir die kombinierten Realisierungen der Merkmalsauspridgung i von X mit der
Ausprigung j von Y angegeben werden. Mit anderen Worten: Wie viele Schiilerinnen und Schiiler,
die zwei Aufgaben richtig geldst hatten, wurden im Semesterzeugnis mit ,, befriedigend “ beurteilt?
Diese Daten sind in Tab. 5.2 zu finden, wobei auch die Zeilensummen b; und die Spaltensummen b,
angegeben sind. (Vgl. Tiede und Vo8, 2000, S. 173f) Die drei Arbeiten, bei denen die Schiilerinnen
und Schiiler keine Angabe zur Note gemacht haben, wurden dabei weggelassen. Die Kategorie

wfalsche Begriindung “ bei der dritten Aufgabe wurde dabei als richtig gezéhlt.

Anzahl| | Note —» | 1 2 3 4 5|bi=Y"7" b
0 Aufg. richtig 1 4 3 1 3 12
1 Aufg. richtig 4 11 26 16 2 59
2 Aufg. richtig 4 12 8 11 1 36
3 Aufg. richtig 1 2 2 2 0 7
b; =Y bjj 10 29 39 30 6 114

Tabelle 5.2: absolute Hdiufigkeiten: Anzahl richtig geloster Aufgaben — Mathematiknote

Aus den Summen der einzelnen Kategorien kann man nun die Hiufigkeiten e¢;; ermitteln, die er-
bi bj
n n

. (Vgl. Tiede und VoB, 2000, S. 174f) Diese erwarteten Haufigkeiten sind in

Tab. 5.3 auf eine Nachkommastelle gerundet eingetragen.

wartet werden, wenn X und Y unabhingig sind. Es gilt fiir die relativen Haufigkeiten % =
bi-b;

n

und damit e;; =

Anzahl | | Note — | 1 2 3 4 5
0 Aufg. richtig | 1,1 3,1 41 32 06
1 Aufg. richtig 52 150 202 155 3,1
2 Aufe. richtig |32 92 123 95 19
3 Aufg. richtig 06 18 24 18 04

Tabelle 5.3: erwartete Hdufigkeiten: Anzahl richtig geloster Aufgaben — Mathematiknote

Um relevante Daten zu erhalten, sollten diese erwarteten Haufigkeiten nicht kleiner sein als 5. (Vgl.
Tiede und VoB, 2000, S. 175) Um dies zu erreichen, kénnen die Merkmalsausprigungen zu neuen
Gruppen zusammengefasst werden. Dazu werden die Noten ,,Sehr gut“ und ,,gut“, die Noten
., Geniigend“ und ,, Nicht geniigend“, keine und eine geldste Aufgabe sowie zwei und drei geloste
Aufgaben zusammengefasst. Die neuen absoluten Haufigkeiten nach dieser Zusammenfassung sind

in Tab. 5.4, die neuen erwarteten Haufigkeiten in Tab. 5.5 eingetragen.

Anzahl | | Note — | loder2 3 4oder5S | b=} b
0 oder 1 Aufg. richtig 20 29 22 71
2 oder 3 Aufg. richtig 19 10 14 43

b; =Y b 39 39 36 114

Tabelle 5.4: absolute Héufigkeiten bei zusammengefassten Kategorien: An-
zahl richtig geloster Aufgaben — Mathematiknote

Aus diesen Daten kann nun die Priifvariable U ermittelt werden, die unter der Nullhypothese einer
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Anzahl | | Note — | loder2 3  4oder5
0 oder 1 Aufg. richtig 243 243 22,4
2 oder 3 Aufg. richtig 14,7 14,7 13,6

Tabelle 5.5: erwartete Hdufigkeiten bei zusammengefassten Kategorien:
Anzahl richtig geloster Aufgaben — Mathematiknote

Chi-Quadrat-Verteilung folgt. Die Anzahl der Freiheitsgrade dieser Verteilung ist (n—1)-(m—1),
bei zwei Zeilen und drei Spalten also 2. Die Priifvariable kann mit der folgenden Formel berechnet
werden: (Vgl. Tiede und Vo8, 2000, S. 175)

- f e’

j=li=1 €ij

Es wird nun iiberpriift, ob U einen kritischen Wert K, zu einem festgelegten Signifikanzniveau o
iberschreitet. Dieser kritische Wert kann in einer Tabelle nachgeschlagen werden (z. B. Kraft u. a.,
2000, S. 48). Uberschreitet U den kritischen Wert Ky, so ist die Nullhypothese abzulehnen und die
Merkmale X und Y sind nicht voneinander unabhéngig. Ist U hingegen kleiner als Ky, so sind X

und Y voneinander unabhéngig.

In diesem Fall wird als Signifikanzniveau o = 0,05 gewihlt. Der Kritische Wert K, betrigt dem-
nach Ko o5 = 5,99 (Vgl. Kraft u. a., 2000, S. 48). Die Priifvariable U hat den Wert U = 4,45. Die

Anzahl richtig geloster Aufgaben und die Mathematiknote sind also nicht voneinander abhiingig.

In weiterer Folge werden nur noch die Ergebnisse der Chi-Quadrat-Tests angegeben. Die dabei
erfolgten Zusammenfassungen und die sich damit ergebenden Tabellen sind im Anhang C zu finden
(S. 104).

5.3.6 Zusammenhang zwischen Anzahl der richtig gelosten Aufgaben und
Mathematiknote, Motivation beziehungsweise selbst eingeschiitzten
Losungsfertigkeiten

Die Anzahl der Aufgaben, die die Schiilerinnen und Schiiler richtig gel6st haben, ist in Abb. 5.7
dargestellt. Dabei werden bei den linken Sdulen Bearbeitungen der dritten Aufgabe in der Katego-

rie ,, Falsche Begriindung “ als falsch und bei den rechten Siulen als richtig gewertet.

In beiden Fillen haben die meisten Schiilerinnen und Schiiler eine Aufgabe richtig gelost. Vielen
ist es aber gelungen, zwei Aufgaben richtig zu 16sen. Nur sehr wenige Teilnehmende haben alle

drei Aufgaben oder keine Aufgabe richtig gelost.

Diese Verteilung deckt sich auch mit der recht hohen Losungsquote der ersten und den deutlich

niedrigeren Losungsquoten der beiden anderen Aufgaben.
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Abbildung 5.7: Anzahl der richtig gelosten Aufgaben

Zusammenhang mit der Mathematiknote

Nun soll tiberpriift werden, ob die Leistungen im Mathematikunterricht, niherungsweise repra-
sentiert durch die Mathematiknote im Semsterzeugnis, einen Einfluss auf die Anzahl der richtig
gelosten Aufgaben haben. Dazu sind in Abb. 5.8 sowohl die Verteilung der Mathematiknoten in
der Stichprobe, als auch die Verteilungen der Noten unter den einzelnen Anzahlen geldster Aufga-
ben dargestellt. Die Reihenfolge letzterer wurde der besseren Lesbarkeit halber angepasst. Einige
wenige Teilnehmende haben keine Mathematiknote angegeben, deshalb gibt es unter den Noten
eine Kategorie ,, keine Angabe “. Bei den Aufgaben werden jene der Kategorie ,, Falsche Begriin-

dung “ hier und in weiterer Folge als richtig gewertet.

Die Verteilung der Bearbeitungen, bei denen eine Aufgabe richtig gelost wurde, ist der allgemei-
nen Verteilung der Mathematiknoten in der Stichprobe sehr dhnlich. Lediglich die Schiilerinnen
und Schiiler mit ,,gur“ haben seltener genau eine Aufgabe richtig gelost, als es der Verteilung

entspriche.

Bei den Bearbeitungen mit zwei richtigen Aufgaben ist praktisch nur bei den mit ,, befriedigend
beurteilten Schiilerinnen und Schiilern ein wesentlicher Unterschied zu bemerken, da diese weniger

Arbeiten zu dieser Gruppe beisteuern.

Auch bei den Arbeiten ohne richtig geloste Aufgaben sind alle Mathematiknoten vertreten. Nur die
Schiilerinnen und Schiiler, die im Semesterzeugnis mit ,, nicht geniigend* beurteilt wurden, haben

deutlich ofter keine Aufgabe 16sen konnen, als es der allgemeinen Notenverteilung entspricht.

Die Anzahl der Schiilerinnen und Schiiler, die alle drei Aufgaben richtig gelost haben, ist sehr

klein, entspricht jedoch ungefihr der allgemeinen Verteilung der Noten.

Ein Zusammenhang zwischen Problemlosefdhigkeiten und Leistungen im Mathematikunterricht
kann also eigentlich nicht bestétigt werden. Sieht man sich ndmlich beispielsweise die Verteilung

der Arbeiten mit zwei richtigen Aufgaben an, so ist nicht etwa eine Verschiebung der Verteilung in
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Abbildung 5.8: Vergleich Anzahl geldste Aufgaben — Mathematiknote

Richtung der besseren Noten zu erkennen, sondern es haben auch viele Schiilerinnen und Schiiler
mit der Note ,, geniigend zwei Aufgaben gel0st. Ahnliche Effekte sind bei den Arbeiten mit drei
richtigen Aufgaben zu finden. Ein Chi-Quadrat-Unabhingigkeitstest bestétigt, dass die Anzahl der

richtig gelosten Aufgaben und die Mathematiknote nicht voneinander abhingig sind (siehe 5.3.5,
S. 84). Folgende Kennzahlen wurden ermittelt:

K0705 = 5,99 U= 4,45 U< K0105

Zusammenhang mit der Motivation

Auch der Zusammenhang von der Anzahl der richtig gelosten Aufgaben und der selbst angegebe-
nen Motivation der Schiilerinnen und Schiiler soll untersucht werden. In Abb. 5.9 sind dazu analog

zu Abb. 5.8 sowohl die allgemeine Verteilung der Motivation als auch die Verteilungen dieser fiir
die entsprechenden Anzahlen der gelosten Aufgaben dargestellt.

Bei diesem Vergleich sind sowohl bei den Arbeiten mit einer als auch bei denen mit zwei richtig
gelosten Aufgaben kaum nennenswerte Unterschiede zur allgemeinen Verteilung der Motivation
zu erkennen. Lediglich bei den Arbeiten ohne richtig geloste Aufgaben ist ein Trend in Richtung

,weniger gern* und bei den Arbeiten mit drei richtig gelosten Aufgaben einer in Richtung ,, gern
zu erkennen.
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Verteilung der Motivation
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" 2 Aufgaben richtig
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weniger o
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Abbildung 5.9: Vergleich Anzahl geloste Aufgaben — Motivation

Auch zwischen der Motivation und den Leistungen im Matematikunterricht kann ein direkter Zu-
sammenhang nicht bestitigt werden. Jedoch ldsst sich erkennen, dass die Schiilerinnen und Schiiler,
die entweder alle oder keine Aufgabe gelost haben, sehr wohl interessierter oder weniger interes-
siert an Problemloseaufgaben sind. Auch der Chi-Quadrat-Unabhingigkeitstest bestitigt, dass die

Anzahl der richtig gelosten Aufgaben nicht von der Motivation abhingig ist (siehe Anhang C, S.
104). Folgende Kennzahlen wurden ermittelt:

K0705 =3,84 U=0,19 U< K()705

Zusammenhang mit den selbst eingeschétzten Losungsfertigkeiten

In diesem Abschnitt soll der Zusammenhang mit den von den Schiilerinnen und Schiilern selbst

angegebenen Losungsfertigkeiten untersucht werden. Abb. 5.10 zeigt dazu analog zu Abb. 5.9 die
entsprechenden Verteilungen.

Auch hier zeigt sich, dass die Verteilungen bei den einzelnen Anzahlen geloster Aufgaben kaum
von der Gesamtverteilung der Fertigkeiten abweicht. Lediglich bei den Schiilerinnen und Schiilern,
die zwei Aufgaben richtig gelost haben, ist ein Trend in Richtung ,, gut“ zu erkennen. Der Chi-

Quadrat-Abhiingigkeitstest bestitigt ebenfalls, dass keine Abhingigkeit besteht (sieche Anhang C,
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Abbildung 5.10: Vergleich Anzahl geloste Aufgaben — selbst eingeschditzte Losungsfertigkeiten

S. 105). Folgende Kennzahlen wurden ermittelt:

Ko,0s = 3,84

Ein Zusammenhang zwischen Selbst-
einschitzung der Problemlosefdhigkei-
ten und den tatsichlichen Fahigkeiten,
die getesteten Aufgaben zu 16sen, kann
dennoch in gewisser Weise hergestellt
werden. Die Schiilerinnen und Schiiler
schitzen sich namlich nicht unbedingt
schlecht ein, was auch in Abb. 5.11 deut-
lich wird. In ihr ist dargestellt, um wie
viel die Schiilerinnen und Schiiler mit
der Einschitzung ihrer Fertigkeiten da-
neben liegen, wenn davon ausgegangen

wird, dass fir ,sehr gut“ drei geloste

U=1,89

60
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40
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Abbildung 5.11: Abweichung der Anzahl geloster Auf-

gaben von der Selbsteinschditzung

Aufgaben, fiir , gut“ zwei, fiir ,,weniger gut“ eine und fiir ,,nicht gut* keine geloste Aufgabe
eine Abweichung von ,,0“ ergibt. Eine Abweichung von ,,—2“ wiirde also bedeuten, dass entwe-

der zwei Aufgaben richtig gelost wurden und sich die Person als ,, nicht gut“ eingeschitzt hat, oder
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dass alle drei Aufgaben richtig gelost wurden und die Einschitzung ,, weniger gut“ war. Diese Per-

son hat sich also als schwicher eingeschitzt, als die Anzahl richtig geloster Aufgaben ihrer Arbeit
vermuten lésst.

Es ist erkennbar, dass die meisten Schiilerinnen und Schiiler sich gut eingeschitzt haben, denn eine
Abweichung von ,,-1“ oder ,, +1 “ ist bei weitem noch keine Fehleinschétzung. Keine Teilnehmen-
den haben sich vollig falsch eingeschitzt, sodass die Abweichungen ,,-3“ und ,, +3 “ gar nicht erst

vorgekommen sind. Nur insgesamt 10 der 117 Lernenden, also 8,5%, haben um zwei Aufgaben
mehr oder weniger gelost, als ihrer Einschitzung entsprechen wiirde.

5.3.7 Zusammenhang zwischen Mathematiknote, Motivation und selbst
eingeschitzten Losungsfertigkeiten

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, ob die Mathematiknote im Semesterzeugnis etwas mit

der Motivation fiir und den selbst eingeschitzten Losungsfertigkeiten von Problemldseaufgaben zu
tun hat.

Zusammenhang zwischen Mathematiknote und Motivation

In Abb. 5.12 sind zunéchst die Verteilung der Noten und die Verteilungen dieser auf die verschie-
denen Motivations-Kategorien dargestellt.

25 -

10 +

. g Verteilung der Noten
= " weniger gern

g gern

" nicht gern

4 — - senrgern

Abbildung 5.12: Vergleich Mathematiknote im Semesterzeugnis — Motivation
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Die eventuelle These, dass Schiilerinnen und Schiiler mit besseren Noten auch eine groflere Begei-
sterung fiir Problemldseaufgaben zeigen, kann keinesfalls bestétigt werden. Denn es gibt sowohl
eine Vielzahl an Lernenden, die sich ,,sehr gern* mit Problemloseaufgaben beschiftigen und im
Semesterzeugnis mit ,, geniigend “ beurteilt wurden, als auch vergleichsweise wenige Kinder mit
der Mathematiknote ,, gut“, die ,,weniger gern‘ Problemloseaufgaben 16sen. Einzig bei den Schii-
lerinnen und Schiilern mit ,,sehr gut“ im Halbjahreszeugnis ist erkennbar, dass die meisten von
ihnen sich ,, gern“ mit Knobel- und Rétselaufgaben auseinandersetzen.

Auch der Chi-Quadrat-Unabhiéngigkeitstest bestitigt keinen Zusammenhang zwischen Mathema-

tiknote im Semesterzeugnis und der Motivation (sieche Anhang C, S. 106). Folgende Kennzahlen
wurden ermittelt:

K0,0S =5,99 U =0,80 U< K0705

Zusammenhang zwischen Mathematiknote und selbst eingeschiitzten Losungsfertigkeiten

In Abb. 5.13 schlieBlich sind die Verteilung der Noten und die Verteilung dieser innerhalb der
einzelnen Gruppen der selbst eingeschétzten Losungsfertigkeiten abgebildet.

. fVeneHungderNoten
7 weniger gut

¥V gut

/' nicht gut

; /sehrgut

keine
Angabe

Abbildung 5.13: Vergleich Mathematiknote — selbst eingeschditzte Losungsfertigkeiten

Auch hier kann nicht unbedingt ausgesagt werden, dass besser benotete Schiilerinnen und Schiiler
sich besser einschitzen, aber ein gewisser Trend in die Richtung ist zu beobachten. Die Lernenden,
die sich als ,,nicht gut“ eingestuft haben wurden im allgemeinen im Semesterzeugnis eher mit No-

ten wie ,, geniigend* oder ,,nicht geniigend beurteilt, wihrend diejenigen, die sich fiir ,, sehr gut*
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im Problemldsen halten, durchgehend die Noten ,, gut “ oder ,, sehr gut“ in ihrem Semesterzeugnis
hatten. Bei den anderen beiden Fertigkeits-Kategorien finden sich vor allem bei den ,,sehr gut“-
Schiilerinnen und Schiilern Abweichungen. Diese haben ndmlich iiberdurchschnittlich oft ,, gur“

und unterdurchschnittlich oft ,, weniger gut“ bei der Problemlosefertigkeit angegeben.

Der Chi-Quadrat-Unabhiéngigkeitstest ergibt auch hier, dass zwischen Mathematiknote im Seme-
sterzeugnis und den selbst eingeschitzten Losungsfertigkeiten kein Zusammenhang besteht (sieche

Anhang C, S. 107). Folgende Kennzahlen wurden ermittelt:

K0705 =5,99 U =0,95 U< KO,OS

5.4 Resiimee

Zusammenfassend wurden bei der empirischen Studie folgende Erkenntnisse gewonnen:

e Die erste Aufgabe wurde von etwa drei Viertel der Schiilerinnen und Schiilern richtig gelost,

die meisten davon haben durch Probieren die richtige Losung ermittelt.

e Bei der zweiten Aufgabe konnte nur noch etwa ein Drittel der Teilnehmenden eine richti-
ge Losung finden, hier wurden sowohl Probieren als auch Teilbarkeitsiiberlegungen hiufig

angewandt.

e Die dritte Aufgabe schlieBlich wurde von etwa einem Viertel der Schiilerinnen und Schiiler
richtig geldst, wenn man annimmt, dass zumindest einem Teil der Arbeiten mit falscher
Begriindung der richtige Losungsgedanke zugrunde liegt. Hier wurde die Losung sowohl in

1- als auch in 2- oder 3-Minuten-Schritten gefunden.

e Die Mathematiknote im Semesterzeugnis kann nicht in direkten Zusammenhang mit der

Anzahl der richtig gelosten Aufgaben gebracht werden.

e Das Interesse an Problemldseaufgaben ist vor allem in den Extremfillen von Bedeutung
fiir die Anzahl richtig geloster Aufgaben. Denn die Teilnehmenden mit drei richtig gels-
sten Aufgaben zeigen erhohtes Interesse, wihrend die Schiilerinnen und Schiiler, die keine
Aufgabe richtig gelost haben, im Allgemeinen weniger Interesse zeigen. Ein allgemeiner

Zusammenhang kann jedoch nicht hergestellt werden.

e Die Selbsteinschitzung der Lernenden ist relativ gut, nur sehr wenige Schiilerinnen und
Schiiler haben sich beispielsweise als ,, gut“ im Problemldsen eingeschitzt und dann keine

der Aufgaben richtig gelost.

e Weder zwischen Mathematiknote und Motivation noch zwischen Mathematiknote und Selbst-

einschitzung der Losungsfihigkeiten kann ein direkter Zusammenhang festgestellt werden.

Aufgefallen ist auBlerdem, dass kein einziges mal eine Tabelle eingesetzt wurde. Gerade bei der

zweiten Aufgabe hitte sich dies meiner Meinung nach angeboten, doch anscheinend sind die Schii-
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lerinnen und Schiiler mit diesem Hilfsmittel einfach nicht oder nur wenig vertraut. Denn im Un-
terricht kommen Tabellen erst ab der neunten Schulstufe im Zusammenhang mit Funktionen mit

Sicherheit vor.

Ein Unterricht, in dem besonders auf Techniken und Methoden des Problemlosens eingegangen
wird, konnte unter Umstidnden die Schiilerinnen und Schiiler dabei unterstiitzen, das Anwenden

von Hilfsmitteln wie Tabellen zu erlernen und zu tiben.
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Anhang A

Befragungsbogen

Befragung zu Problemléseaufgaben

Bitte trage als erstes diesen Code auf der Linie unten ein:
1) Erster Buchstabe des Vornamens deines Vaters (z. B. 'K’ fiir Karl)
2) Letzter Buchstabe von deinem Geburtsmonat (z. B. 'R’ fiir Jinner)
3) Letzter Buchstabe des Vornamens deiner Mutter (z. B. ’A’ fiir Petra)

Bitte schreibe diese drei Buchstaben auch auf alle anderen Zettel, die du verwendest.
Geschlecht: [0 ménnlich [0 weiblich Mathematiknote im Semesterzeugnis: __
Ich beschiftige mich mit Knobel- und Rétselaufgaben:

[0 sehr gern [1 gern [J weniger gern [ nicht gern
Ich kann Knobel- und Rétselaufgaben l6sen:

O sehr gut O gut O weniger gut [ nicht gut

Aufgabe 1:

Bei einer 5-stelligen Zahl ist nur die erste Stelle, nédmlich 5, bekannt. Alle anderen vier
Stellen sind gleich. Die Zahl hat also folgende Gestalt: 5aaaa. Wahlt man zum Beispiel
a =10, dann ist die Zahl 50000.

Fiir welche Ziffern a ist diese 5-stellige Zahl 5aaaa durch 6 teilbar?

Aufgabe 2: Briefmarken

Eine Dame gab dem Postbeamten am Schalter eine Dollarnote fiir Briefmarken und
sagte: 'Geben Sie mir ein paar Marken zu 2 Cent, zehnmal so viel zu 1 Cent und fiir
den Rest 5-Cent-Briefmarken.” Was tut der Beamte, um ihr diesen etwas verwirrenden
Wunsch zu erfiillen?

(Hinweis: 1 Dollar = 100 Cent)

Aufgabe 3: Badewanne

Man braucht zwei Minuten, um eine Badewanne zu fiillen. Wenn die Wanne voll ist,
dauert es bei getffnetem Stopsel drei Minuten, um sie zu leeren. Wie lange dauert es,

bis die Wanne voll ist, wenn der Stopsel herausgezogen ist?
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Anhang B

Zusatzaufgaben

Zusatzaufgaben

Diese Aufgaben werden nicht untersucht, sondern sind fiir alle, die frither fertig werden

gedacht. Natiirlich darf auch zu Hause weitergeritselt werden. Viel Spali :-)

Aufgabe 1: Geteilte Brote

Zwei Araber in der Wiiste lassen sich zum Abendmahl nieder. Der eine hat drei, der
andere zwei Brote. Bevor sie noch beginnen, taucht — vollig erschépft — ein Fremder auf.
,Ich habe zwar noch etwas Geld, aber nichts mehr zu essen®, berichtet er.

Die beiden Araber beschlieBen, den Essensvorrat gerecht zu teilen; jeder isst gleich viel
und alle drei werden satt. Der Fremde gibt den beiden Arabern fiinf Miinzen und zieht
weiter. Sie drehen die Miinzen unschliissig hin und her. Der mit den zwei Broten meint,
man sollte das Geld entsprechend der beigesteuerten Brote aufteilen. Er behilt daher
zwei Miinzen. Der andere protestiert. Der herbeigerufene Kadi gibt dem einen vier, dem
anderen eine Miinze.

Hat der Kadi Recht?

Aufgabe 2: Fuchsjagd

Ein Hund jagt einen Fuchs. Jeweils in der Zeit, in der der Fuchs 9 Spriinge macht,
macht der Hund 6 Spriinge. Der Hund legt aber mit einem Sprung 2 Meter, der Fuchs
jedoch nur 1 Meter zuriick. Zu Beginn ist der Fuchs 60 Meter vor dem Hund. Mit wie
vielen seiner Spriinge holt der Hund den Fuchs ein?

Aufgabe 3: Die Schnecke im Brunnen

Eine Schnecke ist in der Friih in einen Brunnen gefallen, der 10 Meter tief ist. Jeden
Tag klettert die Schnecke 4 Meter nach oben, rutscht aber in der Nacht wieder 2 Meter
hinunter. Wie lange braucht die Schnecke, bis sie aus dem Brunnen geklettert ist?
Vorsicht: Falle!
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Anhang C

Statistische Daten

Anzahl der richtig gelosten Aufgaben — Motivation

Die urspriinglichen Daten lauten wie folgt:

Anzahl | | Motivation — | sehr g. gern weniger g. nichtg. | b; = 1 bij
0 Aufg. richtig 0 2 9 1 12
1 Aufg. richtig 2 24 28 5 59
2 Aufg. richtig 1 15 20 3 39
3 Aufg. richtig 0 4 3 0 7
bj =Y b 3 45 60 9 117

Tabelle C.1: absolute Hdiufigkeiten: Anzahl richtig geloster Aufgaben — Motivation

Anzahl | | Motivation — | sehrg. gern weniger g. nichtg.
0 Aufg. richtig 0,3 4,6 6,2 0,9
1 Aufg. richtig 1,5 22,7 30,3 4,5
2 Aufg. richtig 1,0 15,0 20,0 3,0
3 Aufg. richtig 0,2 2,7 3,6 0,5

Tabelle C.2: erwartete Haufigkeiten: Anzahl richtig geloster Aufgaben — Motivation

Nach Zusammenfassen der Kategorien ergeben sich folgende Werte:

Anzahl || | Motivation — | sehr g. oder gern  weniger oder nicht g. | b; = "1 bij
0 oder 1 Aufg. richtig 28 43 71
2 oder 3 Aufg. richtig 20 26 46
by =Y b 48 69 117

Tabelle C.3: absolute Hdiufigkeiten bei zusammengefassten Kategorien:
Anzahl richtig geloster Aufgaben — Motivation
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ANHANG C STATISTISCHE DATEN

Anzahl | | Motivation —

sehr g. oder gern

weniger oder nicht g.

0 oder 1 Aufg. richtig
2 oder 3 Aufg. richtig

29,1
18,9

41,9
27,1

Tabelle C.4: erwartete Hdufigkeiten bei zusammengefassten Kategorien:
Anzahl richtig geloster Aufgaben — Motivation
Damit ergeben sich folgende Kennzahlen:

K0705 =3,84 U=0,19 U < Kyps

Anzahl der richtig gelosten Aufgaben — selbst eingeschiitzte
Losungsfertigkeiten

Die urspriinglichen Daten lauten wie folgt:

Anzahl | | Fertigkeiten — | sehr g. gut wenigerg. nichtg. b;= ZT: 1bij
0 Aufg. richtig 0 3 9 0 12
1 Aufg. richtig 0 19 37 3 59
2 Aufg. richtig 1 16 19 3 39
3 Aufg. richtig 1 2 4 0 7
by =Y/ bij 2 40 69 6 117

Tabelle C.5: absolute Hdufigkeiten: Anzahl richtig geloster Aufgaben — Fertigkeiten

Anzahl || | Fertigkeiten — | sehrg. gut weniger g. nichtg.
0 Aufg. richtig 0,2 4,1 7.1 0,6
1 Aufg. richtig 1,0 20,2 34,8 3,0
2 Aufg. richtig 0,7 13,3 23,0 2,0
3 Aufg. richtig 0,1 2,4 4,1 04

Tabelle C.6: erwartete Hdufigkeiten: Anzahl richtig geloster Aufgaben — Fertigkeiten

Nach Zusammenfassen der Kategorien ergeben sich folgende Werte:

Anzahl | | Fertigkeiten — | sehr g. oder gut weniger oder nicht g. | b; = 1 bij
0 oder 1 Aufg. richtig 22 49 71
2 oder 3 Aufg. richtig 20 26 46
by =Y b 42 75 117

Tabelle C.7: absolute Hdufigkeiten bei zusammengefassten Kategorien:
Anzahl richtig geloster Aufgaben — Fertigkeiten
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ANHANG C STATISTISCHE DATEN

Anzahl | | Fertigkeiten — | sehr g. oder gut weniger oder nicht g.
0 oder 1 Aufg. richtig 25,5 45,5
2 oder 3 Aufg. richtig 16,5 29,5

Tabelle C.8: erwartete Hdufigkeiten bei zusammengefassten Kategorien:
Anzahl richtig geloster Aufgaben — Fertigkeiten

Damit ergeben sich folgende Kennzahlen:

K()705 =3,84 U=1,89 U< K0705

Motivation — Mathematiknote im Semesterzeugnis

Die urspriinglichen Daten lauten wie folgt:

Motivation | | Note —» | 1 2 3 4 5| b=Y" by
sehr gern O o 1 2 0 3
gern 7 9 17 8 2 43
weniger gern 3 19 19 16 4 61
nicht gern 0O 0 4 3 0 7
b =Y b 10 28 41 29 6 114

Tabelle C.9: absolute Hdufigkeiten: Motivation — Mathematiknote

Motivation | | Note — | 1 2 3 4 5
sehr gern 0,3 0,7 1,1 0,8 0,2
gern 38 10,6 155 109 273
weniger gern 54 150 21,9 155 3.2
nicht gern 0,6 1,7 2,5 1,8 04

Tabelle C.10: erwartete Hdaufigkeiten: Motivation — Mathematiknote

Nach Zusammenfassen der Kategorien ergeben sich folgende Werte:

Motivation | | Note — | 1oder2 3 4oder5 | b;= "1 bij
sehr g. oder gern 16 18 12 46
weniger oder nicht g. 22 23 23 68
by =Y. bjj 38 41 35 114

Tabelle C.11: absolute Hdiufigkeiten bei zusammengefassten Kategorien:
Motivation — Mathematiknote
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ANHANG C STATISTISCHE DATEN

Motivation | | Note — | loder2 3  4oder5
sehr g. oder gern 15,3 16,5 14,1
weniger oder nicht g. 22,7 24.5 20,9

Tabelle C.12: erwartete Hdufigkeiten bei zusammengefassten Kategorien:
Motivation — Mathematiknote

Damit ergeben sich folgende Kennzahlen:

K0705 =5,99 U =0,80 U < Kyps

selbst eingeschiitzte Losungsfertigkeiten — Mathematiknote im
Semesterzeugnis

Die urspriinglichen Daten lauten wie folgt:

Fertigkeiten | | Note — | 1 2 3 4 5| b= ’}’: 1 bij
sehr gut 1 1 0 0 0 2
gut 7 6 15 8 2 38
weniger gut 2 21 25 18 2 68
nicht gut o 1 0 3 2 6
by =Y/ bjj 10 29 40 29 6 114

Tabelle C.13: absolute Hdaufigkeiten: Fertigkeiten — Mathematiknote

Fertigkeiten | | Note — | 1 2 3 4 5
sehr gut 02 0,5 0,7 05 0,1
gut 33 97 133 97 20
weniger gut 6,0 17,3 239 173 3,6
nicht gut 0,5 1,5 2,1 1,5 0,3

Tabelle C.14: erwartete Hdaufigkeiten: Fertigkeiten — Mathematiknote

Nach Zusammenfassen der Kategorien ergeben sich folgende Werte:

Fertigkeiten | | Note — | loder2 3 4oder5 | b; = 1 bij
sehr g. oder gut 15 15 10 40
weniger oder nicht g. 24 25 25 74
by =Y b 39 40 35 114

Tabelle C.15: absolute Hdufigkeiten bei zusammengefassten Kategorien:
Fertigkeiten — Mathematiknote
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ANHANG C STATISTISCHE DATEN

Fertigkeiten | | Note — | 1oder2 3  4oder5
sehr g. oder gut 13,7 14,0 12,3
weniger oder nicht g. 253 26,0 22,7

Tabelle C.16: erwartete Hdufigkeiten bei zusammengefassten Kategorien:
Motivation — Mathematiknote

Damit ergeben sich folgende Kennzahlen:

Koo5 = 5,99 U=0,95 U < Ko 05
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