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1. Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir Nullstellen von Lésungen von SCHRODIN-
GERgleichungen.
Sei
(—A +h(z))¥ =0, Vz € M, ¢ € L*(M) reellwertig (1.1)

Dabei ist M eine C'*°-RIEMANNsche Mannigfaltigkeit ohne Rand und A der entspre-
chende LAPLACE-(BETRAMI)-Operator. h € C° setzen wir immer als reellwertig
voraus,

Auf Grund der elliptischen Regularitat gilt [11]

Y € C°(M).

Alle Funktionen, die (1.1) erfiillen, bilden einen Vektorraum, den wir mit E{(h, M)
bezeichnen.

Ziur Beschreibung der hier behandelten Probleme brauchen wir folgende

Definstion 1.1:

(1) N(¥) := ¢~1(0) heifit Nullstellenmenge von .

(2) Eine Zusammenhangskomponente D von M\N(3) heilt Knotengebiet von .
(3) Q(+) sei die Menge aller Knotengebiete von .

(4) u(y) == |Q¢)| sei die Anzahl der Knotengebiete von .

Bemerkung: Da jedes Knotengebiet ein Gebiet im topologischen Sinn ist, ist
es auch wegzusammenhingend, d.h. die Begriffe Zusammenhangskomponente und
Wegzusammenhangskomponente sind in diesem Fall gleichbedeutend (z.B. [2]).

Die Eigenschaften solcher Nullstellenmengen sind Gegenstand vieler Untersu-
chungen, und gerade in den letzten Jahren sind einige tiefliegende Resultate erzielt
worden (z.B. [9]). Eine Zusammenfassung (bis zum Jahre 1984) diesbeziiglicher
Ergebnisse findet man etwa in [6].

Wir wollen uns hier einigen ganz speziellen Problemen widmen, die (abgesehen
von denen in §5.) auch von der Fragestellung her neu zu sein scheinen. Dabeij wollen
wir ausschlielich den Fall betrachten, dal M 2-dimensional ist.

Um die hier interessanten Fragestellungen besser zu erlautern, betrachten wir
zuerst einige Bilder. Die Abbildungen! 1.1 und 1.2 zeigen Nullstellen verschiedener
Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators zum gleichen Eigenwert, d.h. die

! Diese Bilder wurden mit dem Graphikpacket ERLGRAPH 2.0M erstellt. Naheres siehe Anhang,
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Abbildung 1.1: Nullstellenmengen von Eigenfunktionen des harmonischen Oszlla-
tors zum 9-fach eniartieten Eigenwert (siche §2.2)
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Abbildung 1.2: Nullstellenmengen von Eigenfunkiionen des harmonischen Oszilla-
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tors zum 9-fach entarteten Eigenwert (siehe §2.2)




stammen alle aus demselben Eigenraum E(h, M). (Der harmonische Oszillator wird
in §2.2 behandelt und erklart.) Trotzdem unterscheiden sich die Nullstellenmengen
sehr stark. Manche weisen Symmetrien auf, wie z.B. die Bilder 1,2 und 12. Bei
diesen handelt sich um Beispiele der in §2.2 besprochenen Basisfunktionen in karte-
sichen (Bild 2) und in Polarkoordinaten (Bilder 1 und 12). Das HERMITEpolynom
in Bild 5 wurde erzeugt, indem man kritische Punkte erzwungen hat. Wir werden
solche Funktionen fiir den Beweis von Satz 5.5 in §9. bendtigen. Andere Funktionen
besitzen sehr wenige (Bilder 3 und 9) oder sehr viele (Bilder 1 und 2) Knotengebiete.
Wir werden uns in §5. iiberlegen, ob es fiir alle Eigenwerte immer eine Eigenfunk-
tion mit so vielen bzw. so wenigen Knotengebieten gibt, und wie viele oder wenige
es werden konnen. Wir werden spater an Hand des Beispiels des harmonischen Os-
zillators Eigenschaften von Eigenfunktionen im Allgemeinen kennenzulernen, und

diese Bilder zur Nlustration der erhaltenen Resultate verwenden.

Ein Ziel unserer Arbeit wird also sein, etwas Ordnung in diese grofie Vielfalt
zu bekommen. Wir werden daher untersuchen, was diesen Bildern gemeinsam ist,
worin sie sich unterscheiden, oder wie man sie ineinander uberfithren kann. Zu-
letzt werden wir auch noch eine Einteilung der Nullstellenmengen in verschieden
“Typen” versuchen. Dabei werden geometrische und topologische ljberlegungen im
Vordergrund stehen. Wir werden uns nicht mit generischem Verhalten wie z.B. in
[16] oder mit dem Verhalten von Nullstellen von Eigenfunktionen zu sehr grofien
Eigenwerten, d.h. wenn die Energie sehr grof wird (Abbildung 1.3 zeigt ein Beispiel
fiir eine Figenfunktion mit groBer Energie) befassen.

Nach dieser Motivation wollen wir zuerst einige bereits bekannte Eigenschaften
von Nullstellen, die fir unser Vorhaben sehr wichtig sein werden, erlautern und
noch den wichtigen Begriff der “kritischen Nullstelle” einfiihren.

Auf Grund der HARNACKschen Ungleichung ([11]) gilt, daB jede lokale Losung
i von (1.1), die nicht identisch 0 ist, in jeder offenen Umgebung einer Nullstelle g
das Vorzeichen wechseln mufl. Die geometrischen Konsequenzen fir die Knotenge-
biete sind dann folgende:

Seien Dy und Dy Knotengebiete einer solchen Ldsung ¢ mit (z) > 0 fiir alle
x € D4, Dq, dann kann 8D, N 8D, nicht groB sein. Fiir unseren zweidimensionalen
Fall 148t sich zeigen ([7]), da dieser Durchschnitt aus isolierten Punkten besteht.

Diese Eigenschaft fiir die Knotengebiete erhélt man aber auch aus dem Resultat
von BERS, das wir hier fiir den zweidimensionalen Fall und angewendet auf unser
Problem angeben wollen.



Abbildung 1.5: Nullstellenmenge einer Eigenfunktion des harmonischen Oszillators
zum 46-fach entarteten Eigenwert (siche §2.2)



Doch zuvor wollen wir noch einen Begriff einfiihren:

Definstion 1.2:

Sei i eine Losung von (1.1) mit einer Nullstelle zq. Dann 188t sich ¢ nach
homogenen Polynomen um zq (asymptotisch) entwickeln. Wir sagen:
¥ wverschwindet bei xo € N() mit Ordnung py(zo)=m, wenn das erste nichtver-
schwindende homogene Polynom dieser Entwicklung vom Grad m ist. Falls m > 2,
dann heiflt o kritische Nullstelle von Ordnung m von 3. Die Menge aller kritischen

Nullstellen bezeichnen wir mit X(1).

Aquivalent zu dieser Definition ist, da8 alle partiellen Ableitungen von ¥ in zo
bis zur Ordnung m — 1 verschwinden.

Satz 1.1: (Bers) [4]

Sei 1 eine Lésung von (1.1), o € N(%) und pn(z) das erste nichtverschwin-
dende homogene Polynom der Reihenentwicklung. Wegen der eindeutigen Fortsetz-
barkeit von Eigenfunktionen (“unique continuation”) ist m € IN.

Dann ist p,, harmonisch und es gilt

P(z — 20) = pm(z — 2o} + O(|z — zo|™ "),
wobel ¢ € (0,1). D.h. aber, es gibt a,b € R, sodaf
pm(z) = |z|™(a cos(m - argz) + b sin(m - arg z))

Aus diesem Satz folgt, daB die kritischen Nullstellen isoliert sind und die Null-
stellenmengen aufler bei kritischen Nullstellen lokal parametrisierbar sind. D.h.
N(z) 148t sich als Vereinigung von Bégen (=Bilder von stetigen Kurven) darstel-
len. Wir bezeichnen diese als Knotenlinien.

Man kann auch zeigen ([7]), daB es fiir jeden Punkt z¢ € N(¢) mit pyp(zo) =m
einen lokalen C!'-Diffeomorphismus &: M — M gibt, sodal

$(20) = pm(®(0)).

Korollar 1.2: [7]
Wenn sich Knotenlinien schneiden, dann bilden sie lokal ein dquiangulares Sy-
stem.

Bemerkung: Satz 1.1 gilt auch entsprechend im hoheren Dimensionen, nur geht
naturgemaf die Einfachheit verloren, und es gibt kein Analogon zum Korollar 1.2
(vgl. dazu [13]).



Abbildung 1.4: IHlustration von Korollar 1.2 am Bewspiel einer Eigenfunktion des

harmonischen Qszillators.

Wir werden im folgenden nun den harmonischen Oszillator mit seinen Eigen-
funktionen sowie die Kugelflichenfunktionen, die uns als Beispiele dienen, beschrei-
ben (§2.).

In §3. zeigen wir einen benerkenswerten Zusammenhang zwischen der Anzahl
der Knotenlinien, der Ordnungen aller kritischen Nullstellen einer Eigenfunktion
und die der Anzah! der Wegzusammenhangskomponeten ihrer Nullstellenmenge.
Da sich dieser Satz (zur Zeit) nicht sinnvoll auf héhere Dimensionen verallgemeinern
1a8t, er aber fur die folgenden Satze von zentraler Bedeutung ist, erklart sich die
Einschrankung auf den zweidimensionalen Fall von selbst.

In §4. befassen wir uns mit stetigen Wegen im Eigenraum und wie sehr sich
dabei die Knotenlinien &ndern kénnen. In §5. behandeln wir Schranken fiir die
Anzahl der Knotengebiete. In §6. definieren Graphen von Nullstellenmengen und

benlitzen diese um die verschiedenen “Nodal Pattern” zu charakterisieren.



2. Kugelflachenfunktionen und Eigenfunktionen des harmonischen
Oszillators

Wir wollen nun die Eigenschaften der Knotengebiete und kritische Nullstellen
von Eigenfunktionen am Beispiel zweier konkreter Probleme untersuchen.

2.1. Kugelflachenfunktionen:

Wir betrachten das Eigenwertproblem (L? — A\)¢ = 0 auf M=52, wobei
L? = ?nl,—e-% + ﬁ%(sin 95@5) der winkelabhingige Anteil des 3-dimensionalen
LAPLACE-Operators mal r? ist (¢ und 8 sind die Winkelkoordinaten.). Es seien die

e —m)2e+1)

th(a'p ¢) — (E + m)| 4 Pim(cos 9) €oS m¢
Wem(0, ¢) = G Eeﬁ):?gf;; 1! P;*(cos 8) sinmé
Wgo =0

die normierten Kugelflichenfunktionen, wobei £ € Ng, m € {0,...,£} und P*(2)
die assozierten LEGENDREpolynome sind. Dann sei

£
L(E: b)(e: ‘fb) = Z (amyfm(ga 96) + ﬁmwtm(ey 45))

m=0
wobei b = (ao,0; a1, 1;- .. ;ar, Be) € R x {0}. Da L(£,b) linear in b ist, kann
man 0.B.d.A. b € $2¢ x {0}, d.h. |b|=1, wahlen.

Abbildung 2.1

1 1 i b 1 Il




Lemma 2.1: ([5])
(L? — A)¢ = 0 hat die Losungen (8, ¢) = L(£,b)(8, ¢) fiir A=£(£+ 1), £ € N,.
A ist dabei (2¢ + 1)-fach entartet.

Abbildung 2.1 zeigt die Nullstellen einer Kugelflaichenfunktion.

Diese Losungen sind die 3-dimensionalen harmonischen homogenenen Poly-

nome, restringiert auf 2.

2.2. Der harmonische Oszillator: (—A + |z|? — X% = 0 auf M=R2.

Es seien die

Hn(e) = e kZ ——-w—k,( 7y

2
die (beziiglich der Gewichtsfunktion w(z) = e~ normierten) HERMITEpolynorme,

n € INg. Dann bezeichnen wir
n
H(n,a)(z) =Y  ax He(z")Hok(z?)
k=0

wobei £ = (z!,22) € R?, n € Ny und a = (ag,a1,...,a,) € R**! ist, als 2-dimen-
stonalen HERMITEpolynome, oder einfach als HERMITEpolynome, wenn dies ein-
deutig ist. Da H(n, a) linear in @ ist, kann man 0.B.d.A. a € 5™ wihlen.

Lemma 2.2: \
Der harmonische Oszillator hat die Losungen ¢(z) = e~ “H(n,a}(z), a €S,
fir A=2n 4 2, n€ Ny. A ist dabei (n + 1)-fach entartet.

Beweis:
Da (—A + [2]* = A) = (=(z&)? + (") = M) + (—(G&)? + (=7)? — X)),

erhdlt man zwei unabhéngige gewohnhche Differentialgleichungen, die von HER-

MITEpolynomen, multipliziert mit ™ = , gelost werden ([1]). O

Da e‘Lz‘zE > 0Vz € R?, ist N(y) = N(‘H(n,a)). Daher verschwindet i bei
zg € N(¥) mit Ordnung m genau dann, wenn H(n,a) bei zo € N(H(n,a)) mit
Ordnung m verschwindet. Wir betrachten daher die Knotengebiete und kritischen
Nullstellen der HERMITEpolynome H(n, a).



Abbildung 2.82: Beispiel fir die Nullstellen einer Eigenfunktion des harmonischen
Oszillators. Der strichlierte Kreis hat Radius VA = 2n + 2. Seine Bedeutung ist

aus Lemma 2.4 ersichilich.

In manchen Fillen ist es niitzlich, die HERMITEpolynome in Polarkoordinaten

darzustellen. Dazu benotigen wir

Lemma 2.5:

Es seien die Lg-a)(m) = ;T;:O L:Fl!)i(ﬁ.tz)mk, J,a € Ny, die verallgemeinerten

LAGUERREpolynome. Dann sind die
2 . . . .
1,[)(7‘,19) == F . pn—27, L.(i""z.‘l)(r2) . gLi(n—25)9
fiir n € N, 3 €{0,...,[%]} die einzigen beim Ursprung unbeschrinkten Losungen

von

(=A 472 = (r,9) =0, =2n+ 2.

Nach diesern Lemma 1t sich jede Losung des harmonischen Oszillators zum
Eigenwert A = 2n + 2 darstellen als
(%] .

H(n,c)(r,9) = Z(—l)j Ynj Lg""zj)(fﬂ) 2 (aj cos(n —25)9 + B; sin(n — 2_1')19) ,

=0
wobei yn; = ﬁ (—n-_'%). ein Normierungsfaktor beziiglich der Gewichtsfunktion
2

w(r) =% und ¢ = (g, Bos - --50q2), fz)) aus S™ (bzw. aus S” x {0} falls n
gerade) ist.
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Beweis von Lemma 2.9:
Sei ¥(r,d) = f(r) - g(9). Dann ist
A(r,9) = (=D +r2)(r9) = (~ 53 = 1 — 54 () - 9(9)) =
= —g(9) - f'(r) — g(9) - 1f'(r) = Ff(r) - g"(9) + rf(r) - 9(P)
Daraus erhalt man die beiden gewdhnlichen Differtialgleichungen
g"(9) = —£2 - g(9) , die gelost wird durch g(d9) = e**¢?
und
—f" = 1f(r) + (= A+ E)f(r) =0,
wobeil £ beliebig ist.
Setzt man f(r) = I -u(r) und A =45 + 2 + 2 ( €Ny}, so erhélt man
—u(r) + (r?* + 14;‘.f —45 —2¢—2)u(r) =0.
Diese Gleichnung wird geldst durch
u(r) = e=F - rt+3 . I0(2) (1)),
Alsoist f(r) = e_% .pt -Lg—e)(rz). Da nach Lemma 2.1 A = 2n + 2 fiir ein n € Ny, ist
2n+2=4j5+2(+2,also £ =n —2j. Auflerdem ist £¢ 27, d.h. j€{0,...,[3]}. O
Da der R? nicht kompakt ist, benStigen wir noch eine wichtige Eigenschaft der
HERMITEpolynome:

Lemma 2.4:

Sei i(z) = e—l%ﬁ +H(n,a)(z) eine Losung des harmonischen Oszillators. Dann
gilt fiir alle D e Q(y)
DN B(0,v2n +2) # 0,
wobei B(0,v2n+2) = {z € R? : |z| < v2n +2}.

Bemerkung: B(0,+/2n + 2) ist der Bereich, wo die Energie X kleiner als das Potential
r? ist. In diesem Gebiet ist o Ay > 0.

Beweis von Lemma 2.4:

Angenommen 3 D € Q(«), mit DN B(0, v/2n + 2) = §. Dann wire fir A=2n+2
0= [¢P(—A+r? - Apdz = [ |grady|®*dz + [ (r* — X)|[>dz > 0

>0 >0
ein Widerspruch. O

11



3. Eine Identitit

Knotengebiete sind etwas sehr Instabiles. Durch geringfiigiges Andern einer
Eigenfunktion ¢ € E(h,M) kann sich die Anzahl der Knotengebiete stark andern.
Abbildung 3.1 veranschaulicht das am Beispiel des harmonischen Oszillators. Wird
a etwas verindert, so sicht zwar N (H(n,a+¢)) “fast genauso” aus wie N (H(n,a)),
aber H(n,a + ¢) hat 13 Knotengebiete, wahrend p(H(n,a)) = 21.

Abbildung 8.1

Wir wollen deshalb eine Funktion E(h, M) — Z finden, die uns eine Aussage
Gber p(1) liefert, die aber nicht so stark variieren soll wie g. So ist etwa im obigen
Beispiel die Funktion

Y u(y) HIEW) = Y ey(z)
zEX(Y)

konstant (g ist die Ordnung der kritischen Nullstelle z). In Abbildung 3.2 leistet sie
jedoch nicht das Gewunschte. Durch Hinzufligen eines weiteren Terms -— namlich in
dem man auch noch die Wegzusammenhangskomponenten von N{1) beriicksichtigt
— erhilt man aber eine Funktion, die auf ganz E(h, M) konstant ist.

Wir erhalten dabei ein Resultat, das EULERs Satz iiber Polyeder (z.B. in [2])
sehr ahnlich ist. Wir werden in §7.1 sogar sehen, dafl man dieses auf eine moderne,
allgemeinere Version dieses Theorems (z.B. in [17]) zuriickfithren kann. (Der in §7.
gemachte Beweis ist aber bewufit elementar gehalten.)

12



H(n,a +¢€)

Abbildung 8.2

Zur genauen Formulierung dieser Identitat bendtigen wir zuerst die

Definition 8.1:

(1)

(2)

Sei M =5% und ¢ € E(h, $?). Dann sei
vy(z) 1= py(z) — 1 fir z€ N(¢)
v():= 3 wle)= 2 eulz)— L)

zeX (1) z€X(y)
((¢):= |[{A C N(¢) : A ist Wegzusammenhangskomponente von N(1)}|.

Sei M =1R? und ¢ € E(h, R?). Dann sei
vyp(z) = py(z) — 1 fir z € N(3))

eu(00) = Himinf [{4 € NW\BO, B)
A ist Wegzusammenhangskomponente von N(3)\B(0, R)}|

TEN(Y)
0 sonst

op(z) —1 falls sup Jz|= o0
vy(o0) 1=

V()= 3 wvy(e) +vy(o0)

z€X(Y)
C(y) := |[{A C N(¢) : A ist Wegzusammenhangskomponente von N(¢),
0 falls sup [z] < oo

A beschrankt}| + { zEN(¥)
1 sonst

13



Die Definition im Fall M=IR? klingt etwas kompliziert. Es gehen hier die
Schwierigkeiten, die sich aus der fehlenden Kompaktheit des R? ergeben ein. Mit
Hilfe dieser Beziehungen 128t sich eine Identitat formulieren. Man erhalt

Satz 8.1:
Sei M=5? oder M=R?, ¢ E(h, M) und es gelte p(1)) < co. Dann gilt:

M) — () —{($) =1

Wir werden spater (§5.) sehen, dafl die Bedingung p(9) < oo bei Eigenwert-
problemen mit diskretem Spektrum immer erfiillt ist. Insbesondere gilt das far

unsere Beispiele.

Beispiel zur Veranschaulichung;:

Abbildung 8.3

Abbildung 3.3 zeigt N(3) fiir v = H(n,a) fir ein a€ S™.
Es gibt hier 6 kritische Nullstellen z1,...,z¢ und es ist
eu(z1) = ou(za) = 4
oy(z3) = oy(za) = oy(zs5) = oy(ze) =2
vy(o0) =1,
wie man leicht (iberpriifen kann. Also ist
vi)=2-(4-1)+4-2-1)+1=1L
Da () =4+1=5mu

14



() = 14+ u(®) +C($) = 1+ 11+5=17
sein. Daf} das richtig ist, kann man durch Abzihlen der Knotengebiete - falls man
sich dabei nicht verziahlt — leicht nachprifen.

15



4. Wege in E(h, M)

Wir wollen nun untersuchen, wie stark sich die Knotenlinien verdndern kénnen,
falls die Eigenfunktion ¢ etwas gestort wird, oder mit anderen Worten: Wie variiert
N(%¢), wenn g, t € [0,1] ein stetiger Weg in E(h, M) ist?

So ist etwa t — N(%) in einem gewissen Sinn stetig, da die kritischen Null-
stellen isoliert sind. Aus energetischen Grunden muB auch die Fliche eines jeden
Knotengebietes gleichmaBig nach unten beschréankt sein (D.h. sie mufl gréfer als
eine Konstante sein, die in ganz E(h, M) gilt.). Es kann also nicht sein, daf§ ein
Knotengebiet immer kleiner wird, bis es veschwunden ist.

Zuerst miissen wir noch kliren, was wir unter “stetig” verstehen, d.h. beziiglich
welcher Topologie die Stetigkeit gelten soll.

Es ist klar, dal man stets eine ON-Basis {t1,...,%n} von E(h, M) finden kann,
wenn dimE(h, M) = n endlich ist. Wir konnen die Eigenfunktionen darstellen als

P = Z%%-
k=1

Wir kénnen damit jedem ¢ € E(h, M) einen Vektor a = (ay,...,a,) € R™ zuord-
nen, und jedem normierten 4 ein a € S*~!. Es ist daher E(h, M) = R" (vgl. auch
§2.).

Sei nun ¢ — v, ein Weg in E(h,M). Dann ist ¢ ~ a; = (ai,...,al) ein
Weg in IR”. Wir wollen natirlich, da8l es gentigt diesen Weg zu betrachten anstatt
jenen im FEigenraum. Deshalb soll der Weg ¢ — a; stetig beziiglich der {iblichen
(EUKLIDischen) Norm-Topologie sein, d.h.

Vi €10,1], Ve >0, 36 >0, soda |as, — as| < ¢ falls |ty — t| < 6.

Da " .
lltbe — 1o [|3 = (1 — e, % — 1) = (kzl(ﬂi ~ a* Yx, ) (af — @) W) =

=1
n
=X

n
Py l(ai — ap°)(a} — ap® )bk, i) = kZ (ab —ap®)? = |a; — ay, |2
— = =1

ist der Weg ¢ +— 9 unter diesen Voraussetzungen stetig beziiglich der L?*-Norm. Es
gilt daher:

Vio €[0,1], Ve >0, 36 >0, sodaB |4, — 1|2 < € falls [to — ¢| < 6.

WE

Lemma 4.1:

Sei M = 5? oder M = R? und E(h, M) endlichdimensional. ¢ — v, [0,1] —
E(h, M) sei ein stetiger Weg (beztiglich der L?-Norm) mit |[tp;]]z = 1.
Dann gilt:

16



(1) t — N(;) ist lokal stetig, d.h.
Fiir alle kompakten Teilmengen K C M gilt: Vi, € [0,1], Ve >0, 36 > 0,
sodaB N(¢;) N K in einer e-Umgebung von N(,) N K enthalten ist, d.h.
N@)NK c{z € K :d(z,N(3ps,)) < €}, falls |t — to| < &.

(2) Vto €[0,1], Vz € N(¥,), fiir jede offene Umgebung U(z) gibt es ein § > 0,
soda U(z) N N(yp:) # 0, Vi € [0,1] mit |t — o] < 6.

Bemerkung: Behauptung (2) sagt aus, dafl Knotenlinien nicht plétzlich “entstehen”
oder “verschwinden” konnen. Sie kdnnen nur in M “herumwandern” und sich dabei
Schleifen von anderen Knotenlinien “ablosen” oder mit ihnen “verschmelzen”.
Bemerkung: Im Fall M = §2 kann auch K = 52 sein, d.h. hier gilt diese Stetigkeit
global.

Bemerkung: Wie wir oben gesehen haben, konnen wir den Weg ¢ — 1, auffassen
als Weg in ™71,

Zum Beweis dieses Lemmas brauchen wir eine andere Bedingung, namlich
punktweise Stetigkeit. Es stellt sich aber heraus, da8 diese unter den Voraussetzun-

gen von Lemma 4.1 immer gegeben ist:

Lemma 4.2:
Sei E(h,M) endlichdimensional und t — 1, ein stetiger Weg beziiglich der
L?-Norm mit |[4]|z = 1. Dann ist dieser Weg auch punktweise stetig, d.h.

Vze M, Vi, €[0,1], Ve >0, 36> 0, sodaB |9, () — ()| <€
falls |t —fgl < 6.

Beweis:

Wir haben gesehen, da88 ¢ = Y aliyx, wobei a; = (af,...,al) € S*71, und

k=1
es ist ”"»bt - d"to ”% = |at - aiol2
Selz € M.
n n
(@) = beo(e)] = | 3 (et —a W@ < 30 laf —af|  [u(z)]
k=1 N, — —~ » \_V-/
=|lai—esq s Smf'x [k (@)}

Da |lat —ag, |1 < vrlai—ai,| = /7|t — 21, ||2 und  Tax [¥r(z)| < oo gilt weiters
=1,..,n
|9be(z) — heo(2)] < const - |[the, — efl2 < const-e =&,
falls |t — #o| < 6. Also ist ¢t — 1); punktweise stetig. O

Beweis von Lemma 4.1:

Wir beniitzen nun, da unter den Voraussetzungen des Lemmas punktweise
Stetigkeit gilt.
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(2) Indirekt: Angenommen 3 ¢¢ € [0, 1] mit z € N(3)¢,) und eine offene Umgebung
U(z), woes V& > 0ein t € [0,1] mit |t —to]| < § gibt, sodal U(z) N N(¢p;) = 0 ist.
Aus §1. wissen wir, daBl ¥4, in z das Vorzeichen wechselt. Also ist

{z' € U(z) : ¢4, (') > 0} # B und

{z' € U(z) : hso(2") < 0} # 0.
Andererseits, falls U(z) N N(t;) = @ fiir ein ¢ € [0, 1], dann ist (0.B.d.A.) ¢, (2') >
0, Va' e U(x).
Also gibt es ein y € U(z) mit ¢, (y) < 0 und nach Annahme fiir alle § > 0 ein ¢
mit [t — to| < 8, wo ¥:(y) > 0 ist. Daher gilt fiir so ein :

[%e(y) — Pro(W)] = ()l + 2o ()] > [P0 (y)] > €0 > 0 Fiix ein €0 > 0.

Daher gibtesVe < egkein§ > 0, woVt € [0,1], mit [t—tg| < 8, |¥u(y)—te, (¥)| <€
gilt. Ein Widerspruch zur punktweisen Stetigkeit von ¢ — ;.

(1) Sei K € M kompakt, 1o € [0,1] und ¢ > 0. Sei weiters U, := {z € K :
d(z, N(¥,)) < e}.

Nach (2) gibt es ein §; > 0, sodaB fiir alle t € [0, 1], [t—1o] < & gilt: U NN () # 0.
Sei daher O; die grofite offene Teilmenge von K fiir die gilt: N(¥,)N Oy C Ue N
O, Yt €[0,1], |t —te| < 61. Wegen (2) ist Oy # §. Sei jetzt Ay C O eine
abgeschlossene nichtleere Teilmenge.

Dann gibt es ein 62 > 0, sodaB fiir alle ¢ € [0,1], |t —to] < &2 gilt: U \NA1 NN(,:) #
@. Genauso wie oben sei O; die grofite offene Teilmenge von K\ A, fiir die gilt:
N(‘l,bt) NO2 CUNQOq, YVt 0,1}, [t —to] < . Og # # und A; C O, sei wieder
eine abgeschlossene nichtleere Teilemenge von 0.

(Genauso erhalten wir ein 83 und eine offene Teilmenge O3 von K\(A; U Ay), usw.

Man erhilt also eine offene Uberdeckung Oy, O, . .. von K. Fiir jede dieser offenen
Teilmengen gilt:

N#)NO; CcU.NO;, VEE0,1], |t —to] < & fir ein §; > 0.
Da K kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung O;,...,0,. Dann sei
6 = min{éi,...,6,}. Es gilt daher auf ganz K:

N )NK =Np:)N(01U...UO0) = (N3 )NO1) U...U(N(%:)NOy) C
(UenO)U...uUcNOp)=UNK =T,
falls |t - tol < min{&;,. .. :511} =é.0

Lemma 4.3:
Fiir alle E(h, M), wo h nach unten beschrankt ist, gibt es eine Konstante Vg,
sodaB fir alle ¢ € E(h, M) und alle D € () gilt:

vol(D) 2 Vg,
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wobei vol(D) das LEBESGUEmaR von D ist.

Beweis:
Da h nach unten beschrinkt ist, folgt dies aus dem Satz von FABER-KRAHN
([6], S. 86). O

Das folgende Lemma, das wir in §8. beweisen werden, gibt uns an, wie die
Ausdriicke p(v), v(3) und ((3p) miteinander zusammenhéangen, und wie stark sich
ein Ausdruck andern kann, wenn die Anderung der anderen bekannt ist.

Lemma 4.4:

Sei M = 5% oder M = R?, E(h, M) endlichdimensional und A nach unten
beschrinkt. ¢ - ¢, [0,1] — E(h, M) sei ein stetiger Weg beziiglich der L2-Norm
mit |[4¢||a = 1. Sei weiters

v(1¢) konstant auf [0,1) und

v(1) = v(tho) + « fiir ein k € Wy
Dann gilt
(1) u(es) und ¢(v¢) sind konstant auf [0,1) und es ist

k20, d.h. v(1h1) 2 v(ehy).

(2) (1) = ulho) + #

C(2h1) = ((sho) — "
fiir Kl’ ' € {03 ver ?K'}: wobei " < C(d)O) —lund '+ £" = &.

Lemma 4.4 sagt aus, daf sich die Anzahl der Knotengebiete (und die Anzahl
der Wegzusammenhangskomponenten von N(y)) nur dann &ndern kann, wenn ir-
gendwo eine kritische Nullstelle entsteht oder verschwindet. AufBerdem erfahren
wir, daf} diese kritischen Nullstellen nicht “plétzlich verschwinden” und zugleich an

einer anderen Stelle wieder “erscheinen” konnen.

Wir wenden nun dieses Lemma auf einen beliebigen stetigen Weg im Eigenraum
E(h,M) an. Dann erhalten wir

Satz 4.5:

Sei M = S? oder M = R?, E(h, M) endlichdimensional und A nach unten
beschrankt. ¢ — ¢, [0,1] — E(h, M) sei ¢in stetiger Weg beziiglich der L?-Norm
mit ”’lf)tllz =1.

Wir definieren

Et:={te(0,1]: 11/1% v(s) # v(the)}
= ={tel0,1): 11{‘2 v(1hs) # v(¢e)}
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k¥ = 3 (V(",bt) - ilﬁlt y(z,[;,))

test
K™= Y (U(’l,bt) — lim 1/(1/)3))
te=- N\t
Dann gilt:

(1) s7,k~ € Ny
(2) p(¥1) = p(tho) + &’
((1) = ((3ho) — £"
fir k', &" € {—k7,...,67}, wobei &' + &" = &7 — k7, &' > —p(the) + 1 und

" < (o) — 1.

Beweis:
Wir wollen diesen Satz nur fiir den Fall beweisen, da$# |[E* U E~| < oco. An-
dernfalls, ware namlich

wt = tEEE+ Ey(l,bt) - il/‘n't v(3hs)) > |EF]| = oo,

s

>1 (wegen 4.4 (1))
dann ist die Aussage des Satzes nicht sehr sinnvoll.

Sei Z = {0 =t <t <ty <...<typ =1} =ETUE" U{0,1} und
th=g(t; —tj1) fir j=1,...,m.
Wir bezeichnen mit o:[0,1] — E(h,M) den stetigen Weg o(f) := 1. Seien
o;,75:[0,1] = E(h, M) stetige Kurven gegeben durch

oi(s) == ((1—s) -t +s-1;)

7;(8) :=0'((1—-s)-t;-+s-tj_.1) i=1...,m.
Dann ist

ci(1)=0(t;) =7m421(1) firj=1,...,m-1

oi(0) = o‘(t;-) = 7;(0) fir;j=1,...,m

n1(1) = o(0)

om(l) = o(1)
und daher ist

o=11 0115 o2 ..ot O,
Nun erfiillt aber jedes ¢; und jedes 7; die Voraussetzungen von Lemma 4.4, da
diese offensichtlich L?-stetig sind und v (o;(s)) baw. v(7;(s)) konstant auf [0, 1) ist.
Daher gilt:

v{o;(1)) > v(c;(0)) = il/‘rri v(oj(s))
Genauso

v(7i(1)) 2 lim v (ri(s))

und somit
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”(Tj_l(o)) 2 }I\I.I(l) V(TJ'—I(S))

Also ist
&} = (v(0j(1) —0j(0)) 20, firj=1,...,m
und
kt = > (v(a(t) - li/mtu(o(s)) =2 (v(o;(1) — li}l}l v(oj(s)) = > k20
teE+ & i=1 9 j=1

Genauso ist £~ 2> 0 (Behauptung (1)).
Sei nun

w5t = u{o;(1)) — u(0;(0))

K5 = u(r7H(0)) = p(r7H (D) = p(ri(1))—p(r;(0)).
Dann ist nach Lemma 4.4 r.:}"‘ < "5}" und & < x; . Daher ist

m m m m
K = Ers;'*'—zfs;_g Eh:}"'s >, &f =&t
j=1 j=1 j=1 =1

Und genauso ist
&' > —k".
Die Bedingung, da§ ' > —u(vo) + 1 sein muf, ist trivial.
Analog erhélt man die Behauptung fiir .
&'+ &" = gt — g~ folgt aus Satz 3.1. O

Abbildung 4.1 dient zur Illustration dieses Satzes.
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5. Schranken an die Anzahl der Knotengebiete

Wir wollen nun untersuchen, in wieviele Knotengebiete von ¢ die Mannigfal-

tigkeit M zerfallen kann.

5.1 Obere Schranke

Aufbauend auf eine Schranke von COURANT (in [8]) hat CHENG folgende Un-
gleichung gezeigt (Schranken dieses Typs werden daher als COURANTsche Schranken
bezeichnet):

Satz 5.1:

(—A+ h(z) — M) =0, h(z) € C°°(M) auf einer RIEMANNschen Mannigfaltig-
keit M (beliebiger Dimension) habe diskrete Eigenwerte 0 < A; < Az < A3 £ ..,
die nach ihrer Grofle (mit Entartung) geordnet sind.

Sei % eine Eigenfunktion zum Eigenwert A;. Dann zerfallt M\ N () in hochstens
k Zusammenhangskomponenten, d.h.

p(r) < k

Beweis: ([T])

(Den Beweis dieses Satzes werden wir spater brauchen, da wir im Satz 5.3 dieses
Resultat durch Ausniitzen der Symmetrieeigenschaften von HERMITEpolynomen
bzw. Kugelflachenfunktionen verbessern wollen und dazu die gleiche Beweisidee

benétigen.)

Angenommen p(1x) > k, fiir ein i, d.h. i hitte die Knotengebiete Dy, ...,
Dy,Dgyy,.... Dann sei ®; = ¢ auf D; und = 0 auf M\D,; fir 1 < i < k und

k
® = 5 «;®; fur a; € R, nicht alle gleich Null, so gewahlt, dafl

i=1
/ |®[%dz =1
M

und & auf alle Eigenfunktionen ¢;, 1 <1 < k£ — 1 orthogonal steht. Dies ist stets
moglich, da der Raum aller dieser Funktionen Dimension & — 1 hat. Also ist

f @ (~A+ h(z))2dz > M.
M

Andererseits ist ®; auf D; Eigenfunktion zum Eigenwert Ar. Also ist

fu®- (A4 h(@)0ds = [ (3 ai8) - (-5 +h(=)) 3 as8;)ds =
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k k
= fM(Eka;@,') (2 aiXe®;)dz = Ak [y |22 de = A
i= j=1

Daher ist ® nach dem Mini-Max-Prinzip eine Eigenfunktion von (—A + h(z)), die
aber auf Dgyq U Dgya U ... verschwindet. Wegen der eindeutigen Fortsetzbarkeit
von Eigenfunktionen miiBite daher & = 0 sein. Widerspruch, da nicht alle a; = 0

waren. 0

Wenn wir diesen Satz auf unsere Beispiele anwenden, so erhalten wir

Korollar 5.2:

Es gilt:
(1) p(H(n,@)) < 5+ 3 +1
(2) u(L(,b) < +1

Bewezs:

(1) Sei Ay = 2n+ 2. Da A > 27 4+ 2 genau dann, wenn ¢ < n, und da jeder
Eigenwert A = 2¢4+2 (i + 1)-fach entartet ist und A als erster der Eigenwerte
2n + 2 angeordnet werden kann, ist

n—1
k=14 Y (GE+1)+1=2 4241

=0

(2) Analog zu (1) ist
£—-1
E=1+ E(2i+1)=32+1, wenn Ay = £(£+1). D

=0
Diese Abschitzung ist jedoch nicht scharf. Fir die Kugelflichenfunktionen
folgt das aus einem Satz von PLEIJEL oder aus einem allgemeineren Resultat von
BERARD und MEYER. Und zwar ist ([3])

lim sup M <1
k—oo k

d.h. die COURANTsche Schranke wird héchstens bei endlich vielen Eigenwerten er-
reicht.

Wir kénnen aber diese Schranke durch Ausniitzen von Symmetrieeigenschaften et-
was verbessern.

Satz 5.8:
Es gilt:

(1) p(H(n,0)) < % +2
(2) w(L(Eb) & -2+2
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Beweis:
(1) Da H(n,a)(—z) = (—1)*H(n, a)(x), ist

/;[Rﬁ H(nlaal) ' H(n2;a’2) ' 6—|$]2d$ = 07

falls n; + no=ungerade, d.h. gerade HERMITEpolynome stehen orthogonal auf un-
geraden und umgekehrt. Man kann daher diese Polynome in gerade und ungerade
trennen.

Wegen der Inversions(anti)symmetrie betrachten wir fiir ein Polynom H(n, a)
die offenen Mengen D' der Form {z : z € D} U {z : —z € D} fiir die Knotengebiete
D € Q(H(n,a)). Sei m die Anzahl dieser Mengen. Dann ist u(H(n,a)) < 2m.

Sei nun Ag der k-te Eigenwert mit inversions(anti)symmetrischer Eigenfunk-
tion. Dann gilt ganz analog zum Beweis von Satz 5.1, da m < k ist, also
p(H(n,a)) < 2k, wenn H(n,a)(z) - e Eigenfunktion zu Ay ist.

Falls A = 2n + 2 n—gera.de, so muB wie in Korollar 5.2

E=1+4 2(22—1-1) +lse1n

Fir Ay = 2n + 2 n—ungerade erhilt man
ﬂ_

F=1+ 2 (@i-D+1) =5 +3<2 41
=1

Also p(H(n,a)) < "72 + 2.
(2) So wie in (1) ist x(L(£,b)) < 2k, wenn L(£,b) Eigenfunktion zu A ist, wobei Ax
der k-te jener Eigenwerte mit inversions(anti)symmetrischen Eigenfunktionen, ist.

Fir Ay = £(€ + 1), £=gerade, ist
£-1

k=14 E (2(20) +1) = L(£2 - £+ 2),
i=0
fir =ungerade ist
-1

k=1+ 2(2(22'—1)4»1): L2 —¢+2). o

5.2 Untere Schranke

Fir eine Abschitzung nach unten erhélt man sofort, dafi

p(¥) 22
ist, falls N(3) # 0, da eine negative Funktion nicht orthogonal auf positive oder
negative Funktion stehen kann.
Diese Schranke wird jedoch nicht immer erreicht. So folgt bei Kugelfiachen-
funktionen aus der Inversionssymmtrie, daff fiir gerades £ > 0 die Eigenfunktion

mindestens drei Knotengebiete hat ([14]). LEWY hat gezeigt, dafl diese Schranke
scharf ist.
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Satz 5.4: ([14])
Es gilt fir alle Kugelsflichenfunktionen £(£, b):

1 firfd=0
min __p(L(4,5)) = { 2 fir £ > 0 gerade
3 fur £ ungerade

beS2x {0}

Abbildung 5.1: Die beiden Bilder zeigen fir je ein £ gerade und ein £ ungerade die
Kugelflichenfunktionen, die LEWY in seinem Beweis konstruiert hat.

Wir zeigen in §9. fiir die HERMITEpolynome ein ganz dhnliches Resultat.

Satz 5.5:
Es gilt fiir alle HERMITEpolynome H(n,a):
1 firn=0
mip u(H(n,a)) = 3 fiir n= 4k fir ein k € N
2 sonst

Abbildung 5.2 zeigt Beispiele von HERMITEpolynomen, deren Anzahl an Kno-
tengebieten minimal ist. Die ersten drei Abbildungen sind jene Funktionen, die
spater in §9. fir beliebiges n konstriuert werden.
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Abbildung 5.2: Beispiele von HERMITEpolynomen, die das Minimum an Knotenge-

bieten tatsachlich annehmen.
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6. Graphen von Nullstellenmengen

Wir wollen nun versuchen, die grofie Vielfalt von méglichen Nullstellenmengen
zu charakterisieren. Insbesondere wollen wir verschiedene Nullstellenmengen oder
Q(¢), die in einem gewissen Sinn gleich sind, als gleich erkennen. So etwa wollen
wir N(41) und N(32) von zwei Funktionen 3,92 € E(h, M), die durch Drehen
des Koordinatensystems ineinander ibergefiihrt werden kénnen, d.h. 35 € [0,27),
sodafB 11(r,¥) = 2(r,¥ + n), miteinander identifizieren.

Wir wollen deshalb jeder Nullstellenmenge einen Grpahen zuordnen, und unter-
suchen, ob mit diesem Begriff eine Charakterisierung von Nullstellenmengen méglich
ist. Ein Graph besteht aus einer Menge von Knoten (die aber im allgemeinenen
natiirlich nichts mit unseren Knotengebieten und Knotenlinien zu tun haben) und
einer Menge von Kanten, wobei uns diese eine Relation zwischen den Knoten an-
gibt. Wir schreiben deshalb die Kanten als (ungeordentes) Paar (v, v') von Knoten.
Der Graph ist dann die Vereinigung dieser beiden Mengen (vgl. [15]). Wir sagen
nun, daf ein Graph einer Nullstellenmenge N (%) zugeordnet werden kann, wenn der
Graph genau so viele Knoten enthélt, wie ¢ Knotengebiete besitzt, und auBerdem
die Kante (v, v') genau dann existiert, falls die entsprechenden Knotengebiete von 3
“benachbart” sind. Unter “benachbart” verstehen wir, dafl der Schnitt der Rander
der beiden Knotengebiete eine Knotenlinie von 3 ist. Wir setzen ferner voraus,
daB in diesem Graphen zwei Knoten immer nur durch eine Kante verbunden sind
und da8 es keine Kante gibt, die einen Knoten mit sich selbst verbindet. Der Graph
soll dann “Graph der Nullstellenmenge N(¢)” heiflen.

Das fassen wir zusammen zur

Definition 6.1;

Seien w und £ C w X w Mengen. Dann ist G = w U € ein Graph, und es heiflen
w die Menge der Knoten und £ die Menge der Kenten ([15]).
Sei ¢ € E(h,M). G heiflt Graph von N(3), falls es keine Kanten der Form (v,v)
gibt, je zwei Knoten mit hochstens einer Kante verbunden sind, und es eine einein-
deutige Zuordnung

zyiw — Q)
gibt, sodaB fiir D = zy(v) und D' = zy(v') gilt:

(v,v") €€ & (BDNODN\K(¢) # 8
Wir schreiben dann G(¢), w(v) und E(3).

Im Fall von M = IR* unterscheiden wir auch noch zwischen beschrankten und
unbeschriankten Knotengebieten. Deshalb erweitern wir diese Definition, um diese
Information in den Graphen einflieflen zu lassen.
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Definition 6.2:
Sei M =R?, o € E(h, M) und G(3) der Graph von N(z). Weiters seien
wo(¥) = {v € w(¥) : D\B(0,R) # 0, VR > 0, wobei D = z4(v) € Q()}
wi(¥) == {v € w(P)\we-1(¥) : Fv' € wp—1(¥), mit (v,v") € E(¥)}

die Mengen der Knoten von Hierarchie k.

G(y) = ijwk(zl;) U E(p) heiBt dann hierarchischer Graph von N(3).

Diese Graphen werden in der iiblichen Weise (vgl. z.B. [15]) durch Punkte (=
Knoten) und Kurven (= Kanten) dargestellt. Bei hierarchischen Graphen werden
dabei die Knoten einer Hierarchie in je eine “Zeile” geschrieben, “oben” beginnenden

mit jenen der O-ten Hierarchie.

Bespiel:
Abildung 6.1 zeigt Graphen der Nullstellen der Bilder 1 bis 12 aus dem Abbildungen
1.1 und 1.2.

Als néchstes wollen wir kldren, wann zwei Graphen gleich sind. Wir wollen,
dafl “dhnliche” Nullstellenmengen den gleichen Graphen haben, z.B. dann, wenn
gich die beiden Mengen durch Drehung oder Spiegelung ineinander iiberfithren las-
sen. Zwei (hierarchische) Graphen sollen daher genau dann gleich sein, wenn jeder
als (hierarchischer) Graph derselben Nullstellenmenge zugeordnet werden kann und
es somit eine Bijektion zwischen ihnen gibt. Also

Definition 6.5:
Zwei Graphen G(1;) und G(+2) heifien gleich, falls es eine Bijektion 8: w(i;) —
w(vz) gibt, sodaB gilt:
(i) (v,v') € E(1) & (B(v), B(v')) € E(2)
(ii) Falls G(¢1) und G(%2) hierarchische Graphen sind, dann ist
B(vi) € wi(the) falls vy € wir(eh).
Wir schreiben G(11) = G(¥2).

Wir wissen aus §5., dafl die Anzahl der Knotengebiete, die eine Funktion ¢
aus E(h, M) haben kann, fiir unsere Beispiele beschriankt ist. Also kdonnen mit
obiger Definition von gleich héchstens endlich viele verschiedene Graphen fiir Null-
stellenmengen von Funktionen aus E(h, M) existieren. Wir haben somit aus der
grofen Vielfalt an moglichen Nullstellenmengen eine endliche Menge von Graphen
gemacht.
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Abbildung 6.1: Graphen der Nullstellenmengen der Bilder 1 bis 12 aus den Abbil-
dungen 1.1 und 1.2



Bevor wir nun weitergehen kénnen, brauchen wir noch einige Begriffe.

Definition 6.4: ([15])

(1) Ein Graph G(¢) heiit zusammenhingend, falls Vv, v’ € Q(v),
vV = vg,U1,...,0m = v € () existieren, sodaB (vj_1,v;) € E(¥), Vj =
,...,m.

(2) Ein Graph G(v) heifit zyklisch, falls G(¢) zusammenhéngend ist und Vv € Q(%)
genau v',v" € Q(¢), v' # v", existieren, mit (v,v') € £(3) und (v,v") € E(3).

(3) G' C G(v) heifit Teilgraph von G(3), falls w’ C w(vp) und &' C E(yY) N (w' x w').
Die Begriffe zusammenhangend und zyklisch werden genauso definiert wie in
(1) und (2).

(4) Ein Graph G(v) heifit Baum, falls G() zusammenhingend ist und keine zykli-
schen Teilgraphen enthalt. Aquivalent dazu ist, daB G(¢), |w(¥)| — 1 Kanten
enthalt, d.h. |E(¥)| = lw(¢)] ~ 1.

Die Graphen G(v) haben folgende Eigenschaften (Beweis in §10.):

Lemma 6.1:
Sei ¢ € E(h, M)). Dann gilt:
(1) G(#) ist zusammenhéngend, falls M zusammenhangend ist.

(2) Falls G(¢) zyklische Teilgraphen enthalt, dann ist KX() # 8, d.h. ¢ hat kriti-
sche Nullstellen.

(3) Falls K(¢) = 0, dann ist G(¢)) ein Baum.
(4) Jeder zyklische Teilgraph von G(¢) enthilt geradzahlig viele Knoten.

Abbildung 6.2: Die Umkehrung von (3) ist falsch
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Bemerkung: Die Umkehrung von Behauptung (3) aus obigen Lemma ist falsch.
Abbildung 6.2 zeigt eine Eigenfunktion ¢ € E(h, M), die eine kritische Nullstelle
enthalt, deren Graph aber trotzdem ein Baum ist.

Jetzt wollen wir definieren, was ein “Nodal Pattern” ist. Wir haben gesehen,
dafl die Graphen wichtige Information iiber die Knotengebiete enthalten. Nur iiber
die kritischen Nullstellen und iiber »(1)} enthalten sie nicht viel Information. Wir

wollen daher diese beiden Begriffe zu dieser Definition verwenden.

Definition 6.5:
Sei 1 € E(h,M). Dann heiit das Tupel (G(¢), v(¢)) Nodal Pattern von 3.

Bemerkung: Diese Defintion ist sicher nicht die einzig mégliche. Sie stellt sich aber

fiir die Formulierung von Satz 6.2 als brauchbar heraus (siehe spiter).

Wir haben nun die grofle Anzahl an verschiedenen Nullstellenmengen auf eine
endliche Menge reduziert. Es gilt aber i.A. nicht, dal die Menge aller ¢ € E(h, M)
mit gleichem Nodal Pattern wegzusammenhangend ist.

Beispiel: HERMITEpolynome

-

Abbildung 6.8

Falls n gerade ist, dann sind die Nodal Pattern von H(n,a) und H(n,—a)
gleich. Die Funktionen lassen sich aber 1.A. nicht durch stetige Veranderung inein-
ander iiberfithren, ohne dafl sich dabei das Nodal Pattern a&ndern wiirde.

Auch die zwei HERMITEpolynome in Abbildung 6.3 lassen sich nicht so ineinander
iberfihren. Es miiBte namlich ein HERMITEpolynom von Ordnung n = 3 vorkom-

32



men, dessen einzige Knotenlinie eine Gerade ware. Das ist aber im Fall n > 1 nicht

moglich (vgl. die Darstellung in Polarkoordinaten aus §2.2).

Eine andere Méglichkeit Nodal Pattern zu definieren ware folgende:
Wir unterteilen den Raum der normierten Eigenfunktionen (&2 5™, vgl. §4) in
Mengen mit gleichem »(t). Nodal Pattern seien dann Wegzusammenhangskompo-
nenten (modulo Symmetrie) solcher Mengen.
Ob diese Definition mit der von uns gew#hlten fibereinstimmt, bzw. welche Unter-

schiede sich zwischen ihnen ergeben, ist zur Zeit noch ungeklart.

Wir wollen jetzt noch untersuchen, wie sich ein Nodal Pattern &ndert, wenn
man einen stetigen Weg in F(h, M) entlangfahrt (vgl. auch §4., Beweis in §10.).

______________
---------

- ——
-~
-

- -
- L e e

Abbildung 6.4
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Satz 6.2:

Sei M = S? oder M = R?, E(h, M) endlichdimensional und h nach unten
beschrinkt. ¢ — 1y, [0,1] — E(h, M) sei ein stetiger Weg beziiglich der L?-Norm
mit [[1f¢|l2 = 1. Sei weiters

(Gb0), () = (G0b1), () fir alle t € (0,11
Dann gilt
(1) (o) > () und ()] < (o)l < ()| + (o) — ¥(1))

(2) G(¢1) geht aus G(vpg) durch “Verschmelzen” von Knoten hervor, d.h. es gibt
eine surjektive Abbildung s:w(e) — w(¢1), mit der Eigenschaft

(v,v') € E(ho) = (s(v),s(v")) € E(%1), d.h. wenn zwei Knoten v,v' in G(t0)

durch eine Kante verbunden sind, dann sind auch deren Bilder s(v),s(v') in

G(1) durch eine Kante verbunden.

Die Abbildungen 6.4 und 6.5 veranschaulichen diesen Satz.

————— ———
- - - -
- -~ -
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s ~.
- -
- ~
» ~
-’ N
-
~ ,
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- -
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b -
—————

Pris e
P ~
- ~
- ~
’ ~

”
~ ”
- -
~ -
“-_ -
-"-----'

- ~ -
- -
___________________

Abbildung 6.5

Bemerkung: Es ist nach diesem Satz auch moglich, daB man G(%;) aus G(3)
erhalt, wenn die Zahl der Knoten gleich bleibt, aber die Zahl der Kanten grofer
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wird. Der Satz verbietet ja nur,dafl dann die Kanten weniger werden. (Abbildung

6.6 veranschaulicht das an einem Beispiel.)

________
-
.~

- -——
il S S S

-~
~ -
---------

Abbildung 6.6

Wir wollen uns noch damit beschéftigen, wie die Teilmenge aller ¢ € E(h, M),
die kritische Nullstellen besitzen, aussieht. Wir erhalten dabei sehr leicht folgendes

schone Resultat:

Satz 6.8:
Falls dimE(h, M) > 7, dann ist die Teilmenge aller normierten Eigenfunktionen

mit kritischen Nullstellen wegzusammenhangend.

Bemerkung: In unseren beiden Beispielen ist die Voraussetzung dieses Satzes fiir

hinreichend grofies n bzw. ¢ immer erfiillt.

Beweis von Satz 6.3:
In §4. haben wir gesehen, dafl E(h, M) = R". Sei A(z) die Teilmenge des
n

R", wo fiir alle a € A(z), z eine kritische Nullstelle von ¥ = 3 art)r ist, und
k=1

A= |J A(z) ist dann jene Teilmenge, wo es irgendeine kritische Nullstelle z € M

EM
gibt.JE In §1. haben wir gesehen, daB 3 genau dann bei x € M eine kritische
Nullstelle (mindestens von Ordnung 2) besitzt, wenn die drei Bedingungen % (z) = 0,
ar(z) = 0 und ;2;9(z) = 0 erfiillt sind. Also ist A(z) fir alle z € M ein

Unterraum des R"™ mit codim.A(z) < 3.
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Seien a,b € A, mit Betrag 1, deren entsprechende Funktionen die kritischen Null-
stellen z, bzw. 23 haben. Dann gilt nach dem Dimensionssatz der linearen Algebra

(z.B. in [10]):

dim(A(zq) N A(zp)) =
= dim(A(za)) + dim(A(@) - dim(A(za) + Alz)) 2
>n—3 >n—3 <n

2 (n—3)+(n—3)—n=n—6>1 nach Voraussetzung,.
D.h. der Durchschnitt von A(z.) und A(zs) ist ein Unterraum von Dimension
grofier gleich 1. Daher enthélt der Schnitt dieser beiden Teilraume auch Elemente
aus S™”1. Daher mufl es auf der S"~! einen stetigen Weg geben, der die beiden
Punkte a und b miteinander verbindet. Also ist A geschnitten mit der $"~! weg-

zusammenhangend. O

Bemerkung: Die Bedingung dimE(h, M) > 7 ist sicherlich nicht notwendig. Man
miifite dann allerdings in den Beweis dieses Satzes viel mehr investieren.

Interessant ist natiirlich auch, wie das Kompliment dieser Menge aussieht, also
die Menge aller ¢ € E(h, M) die keine kritischen Nullstellen besitzen.

Betrachten wir zuerst Eigenfunktionen auf der §2. Diese ist kompakt und es ist

fiir derartige ¥, K(v) =@ und v(9p) = 5. wy(z) =0. In §5. haben wir gesehen,
zEX(Y)
daf} es fiir alle £ eine Kugelflichenfunktion ¢y = L{¢,b) ohne kritische Nullstellen

gibt, wo die Anzahl der Knotengebiete minimal, d.h. 2 oder 3, wird. Andererseits
gibt es eine Funktion ; = Yy ohne kritische Nullstellen, die ¢ + 1 Knotengebiete
besitzt (vgl. §2.1).

Sei nun t + 3, ein beliebiger stetiger Weg von tg nach ;. Aus Satz 4.5 folgt,
daf} es eine Funktion ¢, to € (0,1) geben mufl, wo v(i,,) > 0 ist, falls u(1h) #
p(tp1) = £+ 1 ist, d.h. oy, besitzt kritische Nullstellen. Das ist aber fiir alle £ > 3

immer erfiillt.

Wir konnen also zusammenfassen:

In der Menge aller normierten Kugelflachenfunktionen zum Eigenwert £(£ + 1)
ist die Teilmenge der Funktionen ohne kritische Nullstellen fiir £ > 3 nicht wegzu-
sammenhangend.

Bei den HERMITEpolynomen ist die Situation nicht so einfach. Zwar ist wie-
der K(H(n,a)) = B, aber v(H(n,a)) = vy(co) kann > 0 sein. Abbildung 6.7
verdeutlicht die Schwierigkeit: Eine mogliche kritische Nullstelle tritt “im Unend-
lichen” auf. Wir wollen aber auch nicht, da wir nur die Menge untersuchen, wo
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V(H(n,a)) = ( ist. Alle Funktionen, deren Nullstellenmenge nicht beschrankt ist,
werden dann nicht bertiicksichtigt. Die Einpunktkompaktifizierung wie im Satz 3.1
scheint hier nicht auszureichen.

......

Abbildung 6.7

Wir betrachten daher die projektive Ebene P als Kompaktifierung des R*. Zur
Definition von kritischen Nullstellen auf der Ferngerade verwenden wir, daf sich
alle HERMITEpolynome durch homogene Polynome darstellen lassen. Genauer: Es
gibt fiir alle H(n, a) ein homogenes Polynom p, vom Grad n, sodafl gilt ([12]):

(-1
H(n,c)(r,9) =) TAkpn(Zr,ﬁ).
k=0

Wir sagen daher:

H(n,c) hat eine ferne Nullstelle in Richtung ¥ von Ordnung m, falls das korre-
spondierende homogene Polynom p, im Punkt (1,9) mit Ordnung m verschwindet.
Wenn m > 2, dann sprechen wir von einer fernen kritischen Nullstelle in Richtung 9.

Aus geometrischen Uberlegungen folgt, daf dann die Knotenlinien von H(n, c)
asymptotisch zu m parallelen Geraden in Richtung 9 nach oo laufen. Es ist dann
natiirlich die Summe der Ordnungen tber alle fernen kritischen Nullstellen gleich
01(c0) (vgl. Definition 3.1 (2)).

Wenn man nun wie in §4. eine stetigen Weg im Eigenraum betrachtet, dann
miissen auch die Nullstellen der korrespondierenden homogenen Polynome p, auf
der S? stetig “herumwandern”. Wie man sich leicht iiberlegen kann, kann sich die
Summe der Ordnungen dieser Nullstellen nur dann &ndern, wenn irgendwo ein kri-
tischer Punkt von gerader Ordnung (> 2) verschwindet.

Wir konnen nun genauso vorgehen wie bei den Kugelflachenfunktionen. Es gibt
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nach Satz 5.5 ein HERMITEpolynom mit minimaler Anzahl an Knotengebieten, so-
wie ein HERMITEpolynom ohne (ferne) kritische Nullstellen mit wesentlich mehr
Knotengebieten, falls n hinreichend grof§ ist. Dann gibt es fiir jeden beliebigen
stetigen Weg wegen Satz 4.5 eine Funktion, wo kritische Nullstellen auftreten oder
sich vy andert. Wenn keine kritischen Nullstellen im Endlichen entstehen, dann
muf sich aber g#(c0), somit die Sumime iiber die Ordnungen der fernen Nullstellen
und deshalb die Summe iiber die Ordnungen der Nullstellen von p, éndern. Dies
geht aber nur, wenn eine ferne kritische Nulistelle auftritt.

Durch diese Erweiterung der Definition von “kritischer Nullstelle” auf die Fern-
gerade der projektiven Ebene, erhalten wir ein dhnliches Resultat fiir die HER-
MITEpolynome wie oben fir die Kugelflichenfunktionen.
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7. Beweis von Satz 3.1

Wie man aus den Schwierigkeiten bei der Formulierung des Satzes fiir den
IR? bereits ahnen kann, macht sich die fehlende Kompaktheit hier sehr stérend
bemerkbar. Wir behandeln daher zuerst den Fall M=52. Diesen fassen wir dann
als die 1-Punktkompaktifizierung des R? auf, um den zweiten Fall behandeln zu

konnen.

71 M=5%

Wir beweisen diesen Satz durch Induktion nach der Anzahl der Knotenlinien,
wobel wir nur den JORDANschen Kurvensatz (z.B. in [17]) beniitzen wollen. Wir
wollen aber den Satz viel allgemeiner fir eine Klasse von Mengen beweisen, fur
die wir nur die wesentlichsten Eigenschaften — namlich, daB N(y) aus einer Ver-
einigung von Bogen besteht — voraussetzen. Die Eigenschaft, dafl diese Mengen
Nullstellen von Eigenfunktionen sind, geht in diesen Satz gar nicht direkt ein und
wiirde den Beweis nicht vereinfachen.

Definition 7.1:
Sei C' C 52 eine Menge, fiir die gilt:
(i) C 148t sich darstellen als endliche Vereinigung von Bildern stetiger Kurven

:[0,1] = 8%, i€, |J|<oo C=an"}’i
ieJg
wobei Jny = v([0,1]) das Bild der Kurve v ist, fiir die gilt:
(i) 7; ist injektiv auf [0,1) und
vi(1) #~i(t) Vte(0,1)firalleie J,
d.h. der einzige mdgliche Doppelpunkt einer Kurve ; ist der Endpunkt +;(0) =
~7i(1).
(ii) Jnyi N Fnys = {7(0), %(1)} N {7;(0),7;(1)} fir alle d, j € T, # 5,
d.h. zwei beliebige Kurven kénnen sich nur in den Endpunkten schneiden.
Dann heifit C, N'-Menge (in S?).
Die Menge aller stetigen Kurven ~;, ¢ € J, heiflt eine Darstellung von C. Wir
bezeichnen diese mit Dy. So eine Darstellung einer A-Menge ist natiirlich nicht

eindeutig. Man kann z.B. eine Kurve stets “in zwei Teile” zerlegen.
(Bemerkung: Auch @ ist eine A'-Menge.)

Es ist nun nach §1 klar, daB8 fiir jedes % mit nur endlich vielen kritischen
Nullstellen und ({(¢) < oo, N(¢) so eine N-Menge ist. Es gibt aber noch ganz
andere A-Mengen (siehe Abbildung 7.1).
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1

Abbildung 7.1: Beispiel einer N'-Menge.

Wir wollen nun Satz 3.1 fiir beliebige M-Mengen formulieren und beweisen.
Dazu brauchen wir

Definition 7.2:
Sei C eine A'-Menge. Dann sei

(1) Q(C) die Menge aller Wegzusammenhangskomponenten von S2\C. Wir wollen
diese einfach als “Komponenten” der Menge S*\C bezeichnen.

i(C) = |(C)|
(2) Ks(C) = iyj{’Ti(O):’}’i(l)}

5) dole) = { L. (|{i €T w0 =z} +Hied m(1)= ;r:}l) fir z € K7(C)
1 fir z € C\K 7(C)
vo(z) = go(e) — 1 fiir z € K7(C)
(49) ()= T dole)

zek7(C)
(5) {(C) :=|{A C C: A ist Wegzusammenhangskomponente von C}|

Bemerkung: In der Definition von go(z) geht die Darstellung Dy nur scheinbar ein.
Die Zahl gc(z) gibt némlich im Prinzip nur an, in wieviele Wegzusammenhangs-
komponenten C\{z} in einer kleinen Umgebung von z zerfallt.

Bemerkung: gc(z) kann bei bestimmten A-Mengen — im Gegensatz zu Nullstel-
lenmengen von Eigenfunktionen — auch halbzahlige Werte annehmen (vgl. Abb.
7.1: o(zr) = § und ge(z2) = 2).
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Fiir spater brauchen wir auch noch

Definition 7.8:

(1) Eine Darstellung D einer M-Menge C heifit minimal, falls fiir alle z € K #(C)
mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

G) vc(z) # 0
(ii) z ist der einzige Punkt aus K 7(C) auf einer Wegzusammenhangskompo-
nente von C.

(2) Eine Darstellung Dz von C heifit Verfesnerung von der Darstellung Dy von C,

falls Kz(C) € K7(C).

Satz T.1;
Sei C eine A'-Menge. Dann ist

AC)~#(C) - {(C) =1.

Zum Beweis benétigen wir das folgende

Lemma 7.2:
Sei C' eine N'-Menge mit Darstellung D 7. Dann gilt:
1) X éclz)=|T|

:!:Efé_',r(o)
@) X dele)=|J-I|Ks(C)|
reKX7(C)
(3) #(C) ist unabhéngig von der gewahlten Darstellung von C.

Bewesis:
(1 X doz)=
zeK7(C)
= S (ke m@ =2} +I6eT w0 =2)) =
€K7 (C)
=1l U Ged:u@=al+] U f{ie uD=a})
€K 7(C) z€KX7(C)

It

(i€ 7 :%(0) e RO +1li € T 5(1) € KA(OM) = |71
dafieJ:vi(0)=z}n{ieJ:v0)=a'}=0firz#=2
@ ¥ dole)= ¥ (ec(@)-1)=171-IKs(C)

€K7 (C) €K7 (C)

(3) Sei Dz eine Verfeinerung von Dg. Dann ist aber |I|—|Kz(C)| = |7|-1K7(C)|,
da fir alle z € Kz(C)\K7(C), dc(z) = 1 ist, ansonst waren (i) und (iit) aus
Definition 7.1 verletzt, und daher #¢(z) = 0. Seien nun Dy, , D4, zwei beliebige

41



Darstellungen von C. Dann gibt es eine Verfeinerung Dz von Dy, und Dy,
mit K7(C) = K 7,(C)UK 7,(C). Daher gilt
WC)= ¥ vole)=1Rl-IKn(O)=
xe’c.’fi(o)
= |Z] - [K(C)| = 72| = [K£(C)|. ©

Bemerkung: Wenn « ein stetiger Weg in M ist, dann bezeichnen wir mit y~!(¢) :=
¥(1 — t) den inversen Weg zu 7.
Wenn 7; und v, zwei stetige Wege in M mit 44 (1) = ¥2(0) sind, dann sei

1
(- m)(t) = { 118?_ 1) iﬁi (3 <<IE:<< 1’
zuerst 73 und dann -2 mit doppelter Geschwindigkeit durchlauft, das Produkt dieser
beiden Wege.

d.h. der Weg, den man erhalt, wenn

Beweis von Satz 7.1:

Induktion nach |F|.
Sei 7(C) =1+ C(C) - 1T - II&J(CN =14 E(C) + #(C) wegen Lemma 7.2. Zu
zeigen ist ji(C) = 7j(C).

Induktionsanfang: |J| =0, dh. C =0.
Dann ist [K7(C)| =0, {(C) = 0 und somit #(C) = 1. Andererseits ist $2\C = §?

wegzusammenhingend, also i(C) = 1.

Induktionsschritt: Sei C eine N-Menge und v := 75, fir ein 70 € J und
J' = J\{io}. Dann ist |J'| = |J| -1 und C' := U Jm~y; automatisch eine

N-Menge. Es gibt eine Komponente G von $%\(", sodaﬁ Jn\{¥(0),7(1)} C G,
ansonst gibe es in Jm-y einen stetigen Weg, der zwei Punkte aus verschiedenen Weg-
zusammenhangskomponenten von S2\C' verbinden und Jmy daher C' schneiden
wiirde.

Behauptung 1: Wenn v eine JORDANkurve (= einfach geschlossene stetige
Kurve) ist, oder wenn v ein Teil einer JORDANkurve I’ ist, d.h. es gibt einen
stetigen injektiven Weg 4’ in €' mit +4'(0} = (1), ¥'(1) = 4(0) und ' = v - 4,
dann besteht G\Jmn~y aus genau 2 Wegzusammenhangskomponenten, und es ist
H(C) = (C" U Fny) = (CY) +1.

Beweis: Falls v bereits eine JORDANkurve ist, dann sei I' = 4. Nach dem
JORDANschen Kurvensatz teilt I' die S? in genau 2 Gebiete und daher in genau 2
Wegzusammenhangskomponenten K; und K3, und es ist dK; = 0K; = Jnl'. Sei
nun G’ eine beliebige Komponente von $2\C', G' # G. Dann ist G' N K entweder
= G’ oder = §, da JnI’N G' C 8G". Hingegen ist G N K, # §, da eine geniigend

42



kleine Umgebung von y(t) € 8K, fir ¢ € (0,1) nur mehr die Komponente G schnei-
det. Da die obigen Uberlegungen fiir alle JORDANkurven T’ gelten, kénnen wir ein
4" so wihlen, daB IV := 4" - v den Rand von K; N G bildet. Also ist K3 N G
wegzusammenhéngend. Dasselbe gilt analog auch fir K. G zerfallt also in 2 Weg-
zusammenhangskomponenten, und alle anderen Komponenten bleiben unverandert,
somit G(C) = p(C") + 1.

Behauptung 2: Wenn +(0) oder v(1) € C' und +(0) # (1), dann ist G\Jny
wegzusammenhangend, und es ist i(C) = g(C’').

Beweis: O.B.d.A. sei v(1) & C'. Sei 4 ein stetiger injektiver Weg in G\Jm~y U
{7(0),4(1)} von 4(1) nach 4(0). Dann ist I := 4’ - v eine JORDANkurve. ¢ =
C'U JnT ist wieder eine A-Menge. Also ist ji(C) = i{C') + 1. Andererseits erfiillt
auch CU Jny' = C'U JnyU Jny = C'UJnT = € und v diese Bedingung, daher
ist i(C) = (C)+1. Da der Durchschnitt von Jny mit allen anderen Komponenten
stets leer ist, gilt 4(C) = #(C) - 1 = a(C").

Nun zum eigentlichen Induktionsschritt:
Sei die Behauptung fiir |J| = m (m € INp) bereits gezeigt. Sei |J| =m + 1. Dann
ist |J'| = m und es gilt nach Induktionsvoraussetzung i#(C’) = 7(C'). Wir miissen
nun 5 Fille unterscheiden:

Fall 1: {%(0),¥(1)} nC' =8, d.h. Fnvy und C' lassen sich nicht durch einen
stetigen Weg in C verbinden, somit ¢ (C)= ¢ (CY+1.

Fall 1.1: ~(0) = ~(1).
Dann ist [K7(C)| = |[K7(C")| + 1 und daher §(C) = 1+ {(C) + |J| - [K5(C)] =
L+CY+1+ T +1— s (CH] =1 = 7(C") + 1. Andererseits ist v eine
JorpANkurve und daher ist nach Behauptung 1, 2(C) = A(C’) + 1 und somit
MC) = pa(C') +1=14(C") +1=7(C).

Fall 1.2: 4(0) s ~(1).
Dann ist |[C7(C)| = |K7(C")| + 2 und #(C) = #(C'). Andererseits ist wegen
Behauptung 2, i(C) = g(C").

Fall 2: {v(0),y(1)} NC"# 0, 0.B.d.A. ¥(0) € C".

Fall 2.1: v(1) g C".

Dann ist 7(0) # (1), daker &(C) = {(C"), [E7(C)| = [E2:(C)] +1 und 7(C) =
71(C"). Anderseits ist nach Behauptung 2, #(C) = i(C").

Fall 2.2: {+(0),4(1)} C C}, wobei C| eine Wegzusammenhangskomponente
von C' ist. Entweder ist v bereits eine JORDANkurve (y(0) = (1)), oder aber
es gibt in C] einen injektiven stetigen Weg +' von (1) nach 4(0) und T' = ' - 4
ist eine JORDANkurve (' 1&8t sich aus verschiedenen v; oder 47!, die C] bilden,
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konstruieren). Daher ist wegen Behauptung 1, #(C) = j#(C’) + 1. Andererseits ist
K7(C) = K 7:(C")| und daher 7(C) = #(C") +1.

Fall 2.8: ~v(0) € Cy, v(1) € C}, wobei die C; zwei verschiedene Wegzusam-

menhangskomponenten von €' sind. Dann ist |£7(C)| = |K7(C")| und {(C) =
¢(C) — 1, da vy zwei Wegzusammenhangskomponenten miteinander verbindet. Also
7(C) = 7(C").
Sei nun genauso wie i Beweis von Behauptung 2, 7' ein stetiger injektiver Weg in
G\ Jm~ von ¥(1) nach 4(0). Dann ist I := 4’ -y wieder eine JORDANkurve und man
erhalt fir € ;= C'U Jny', C) = #(C') + 1. Genauso fiir C, 3(C) = a(C) + 1.
Also ist auch #(C) = a(C"). o

Es ist klar, da fiir alle ¥ € E(h,M), die den Bedingungen von Satz 3.1
geniigen, gilt

Q(N($)) = (), somit auch E(N($)) = () und E(N($)) = ((#)
und wegen Satz 1.1

(@) = oy(a) fir alle = € N(y).
Auflerdem ist K(y) € K7 (N(¢)). Da dn(y)(z) = vy(z) = 0 fiir alle z ¢ K(¢), ist
auch

(VW) = v().
Wir miissen jetzt noch zeigen, dafl N(¢) eine N-Menge ist.

Lemma 7.3:

Sei C eine Menge, fur die die Voraussetzungen wie in Definition 7.1 gelten,
wobei aber die Voraussetzung |7| < oo entféllt. AuBerdem erweitern wir die Defi-
nitionen 7.2 und 7.3 auf solche Mengen.

Falls nun (C) < oo und #c(z) > 0 fir alle & € K 7(C), dann ist C eine A'-Menge.

Bewezs:

Wir wahlen eine minimale Darstellung fiir C. Es ist zu zeigen, dafl unter den
gegebenen Voraussetzungen | 7| < oo ist.

Seien J1,J2, Js, ... € J Teilmengen von J mit |Ji| < cofiiralle k, |J, Jr = J
und J; € J2 € ... C J. Dann sind die Cy := L% Jnvy;, N-Mengen, fir die

tETy

Satz 7.1 gilt. Wir konnen die Ji so wahlen, daB {(Cy) < ((Ck41) ist. Dann ist
auf jeden Fall ((Ck) + #(Cr) < {(Cra1) + #(Ci41), da im schlechtesten Fall, wo
doppelt so viele Punkte wie Kurven zu K 7.(Ck) hinzukommen, sehr viele neue
Wegzusammenhangskomponenten entstehen miissen. Da aber nach Voraussetzung
die Darstellung von C' minimal, #¢(z) > 0, und daher #c(z) > 0ist, falls z nicht der
einzige Punkt aus £ 7(C) auf dieser Wegzusammenhangskomponentevon C ist, kann
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man die J; so wihlen, dafl Ci;1 mehr Wegzusammenhangskomponenten enthélt
als Cy oder #{Cg41) > #(Cp) ist. Dann ist
P{(Cht1) + ((Crt1) = 1+ 7(C) + ¢(Ch)
und damit
5(Ci1) + {(Chr1) > k + H{C1) + {(Ch).
Also ist nach Satz 7.1
(Cht1) = 1+ #(Crt1) + {(Crp1) 2 k+ 1+ HCy) + {(C1) = k + (CL).
Nun wird aber durch Hinzufiigen von neuen Kurven ji(Cy) nicht kleiner, also
Ch) < 5(Cs) < ... < f(Cra) < E(O).
Daher ist
k+ #(C1) < i(Cr41) < A(C) < co.
k ist also kleiner oo, dh. es gibt nur endlich viele endliche Teilmengen von J, d.h.
J selbst muB endlich sein. O

Da die von uns untersuchten Nullstellenmengen die Voraussetzungen des obigen

Lemmas erfiillen, erhalten wir

Lemma 7.4:
Sei ¢ € E(h,M) fir M = 5? und u(y) < oo. Dann ist N(¥) eine N-Menge,
und es gilt:

#($) = BN (), v(¥) = #(N(¥)), (%) = {(N(¥)).

Damit erhalten wir zusammen mit Satz 7.1 die Aussage von Satz 3.1 fiir den
Fall M = §%. O

Bemerkung: Wir beniitzen diese Vorgangsweise, da die Begriffe, die wir hier defi-
niert haben, auch in anderen Beweisen (§§ 8.,9. und 10.) sehr niitzlich sind, und
~weil diese Vorgangsweise eher elementar ist. Man setzt nur den JORDANschen Kur-
vensatz voraus.

Eine andere Beweisidee erhalt man auch folgendermaflen:

Wenn die N'-Menge C aus Definition 7.1 wegzusammenhingend ist, dann bilden die
Punkte aus K 7(C) zusammen mit den Kurven ; (ohne die Randpunkte) und den
Komponenten von $?\C eine endliche CW-Zerlegung der S? (Definition in [17]).
Aus einem Satz der algebraischen Topolgie ([17]) folgt dann, daf§

x(S?) := # der Komponenten — # der Kurven + # der Punkte

invariant beziiglich der gewéhlten CW-Zerlegung ist. Die Zahl x(S?) wird als Evu-
LER-Charakteristik bezeichnet und betragt in unserem Fall 2. Verwendet man diese
Methode zum Beweis von Satz 7.1, so miifite man viel mehr verwenden als bei
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unserer Vorgangsweise (EULER-Charakteristik von CW-Komplexen), hatte aber
den Vorteil, dafl man damit ahnliche Resultate fiir Nullstellenmengen auf kompak-
ten RIEMANNschen Mannigfaltigkeiten mit Geschlecht grofler als 0 zeigen konnte,
wahrend der JORDANsche Kurvensatz bereits am Torus falsch ist.

7.2 M = R?

Wir halten auch hier an der im ersten Fall gewahlten Vorgangsweise fest und
definieren zuerst “A-Mengen im R?”, fiir die wir die Behauptung zeigen. Dies
machen wir indem, wir solche Mengen mittels stereographischer Projektion in die
5?2 einbetten, dort den Abschlul der Bilder bilden (d.h. wir geben den Nordpol zu
den Bildern dazu, falls die urspriinglichen Mengen im R? unbeschrinkt waren) und
zeigen, daBl diese dann A-Mengen in 52 sind.

Bemerkung: Wir kdnnten natiirlich sofort die Nullstellenmengen mittels stereo-
graphischer Projektion in die §% einbetten und dort genauso weitergehen. Es ist
aber fir spater niitzlich, die Knotenlinien von der Eigenschaft, Nullstellen zu sein,

loslosen zu kénnen.

Definition 7.4:
Sei C C R? eine Menge fiir die gilt:
(i) C laBt sich darstellen als endliche Vereinigung von Bildern stetiger Kurven

7;:[0,1] — R?, t€Jyr, |Tfl< o

7:[0,1) 2 R?, §€ Ju, |Jool <00
c=] I T=I4UTw
ied
wobei 1%m} l7i| = 00, V't € Joo, fiir die gilt:
(ii) 7: ist injektiv auf [0,1) fir alle ¢ € J5 und
1i(1) # 7i(t), vt € (0,1) fur alle: € J

{700}, %)} N {y;(0),7;(1)} Vi, je€Tri#7
(i) Fny N Jmyy = ¢ {7:(0),%(1)} N {7;(0)} Vi€ Jr,1 € Joo
{7:(0)} n {;(0)} Vi,7 € Jooyi # 5

Dann heifit C, A'-Menge (im R?).
Die Menge aller stetigen Kurven «;, 1 € J, heit eine Darstellung von C. Wir
bezeichnen diese Darstellungen mit Dy.
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Definttion 7.5:
Sei C eine /-Menge. Dann sei

(1) (C) die Menge aller Wegzusammenhangskomponente von IRZ2\C. Wir wollen
diese einfach als “Komponente” der Menge R*\C bezeichnen.
MC) =0

(2) K7(C):= U {7:(0),7(1)} U ieg {:(0)}

tET;
(3) Gole) i— { L. (|{i €m0 =a}l +1{i € Jp: %) = :r:}|) firr = € K7(C)
1 fiir z € C\K #(C)
dc(oo) 1= %'Joo|
vo(z) == gelz) — 1 fir z € £2(C)

vc(oo) = {0 sonst

(4) #(C):= ) vo(z)+Po(oo0)
zEK7(C)

(5) {(C):=|{A C C: A ist Wegzusammenhangskomponente von C,

oc(z) -~ 1 falls sup |z| = o0
zeC

0 fal
A beschrinkt}| + { s sup fz] < 0o

sonst
Damit konnen wir analog zum ersten Fall folgende Behauptungen formulieren:

Satz 7.5:
Sei C eine N-Menge. Dann ist

H(C) - #(C) ~ &) =1.

Lemma 7.6:
Sei C eine M-Menge mit Darstellung Dy. Dann gilt:

(1) > dc(z) + éc(o0) = |T|

zek7(C)
~ . -~ 0 falls sup|z| < >
@ T dole)+io(e) = 17|- Ko - {0 P Bl
2L 7 (C) 1 sonst

(3) #(C) ist unabhangig von der gewahlten Darstellung von C.
Lemma 71.7:

Sei C eine Menge, fiir die die Voraussetzungen wie in Definition 7.4 gelten,
wobei aber |J| auch oo sein kann. AuBerdem erweitern wir die Definitionen 7.3 und
7.5 auf solche Mengen.

Falls nun ji(C) < o0, #c(z) > 0 fiir alle z € K7(C) und fic(c0) # —1, dann ist C
eine /-Menge.
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Beweis von Satz 7.5 und der Lemmata 7.6 und 7.7:
Sei :IR? — $2\{Nordpol} die stereographische Projektion und

o =1 06:R? — 52, wobei 1: S?\{Nordpol} — 5? die kanonische Einbettung ist.
Dann sind die 5; := o o+; stetige Kurven in S?. Falls eine derartige Kurve nur
auf dem halboffenen Intervall [0,1) definiert ist, dann sei 4;(1) := th_:ﬂ %i(t), und
das ist nach Konstruktion der Nordpol. Diese Kurven erfiillen alle die Bedingungen
(ii) und (iii) von Definition 7.1. € := o(C) ist somit eine A-Menge in $2, bzw.
erfilllt die Voraussetzungen von Lemma 7.3. Da & ein Diffeomorphismus ist, und
als solcher genau die wegzusamnmenhéngenden Mengen in solche {iberfiihrt, ist

fi{e(C)) = B(C) und es gilt:
{(a(C)) = {AC C : A ist Wegzusammenhangskomponente von C,

4 % Nordpol}| + {o falls ¢ ¥ Nordpol _

1 sonst
= |[{A C C': A ist Wegzusammenhangskomponente von C,

0 fall .
A beschrinkt}| + { alls sup o <00 _ (o).
1 sonst

Ebenso ist fiir alle z € R2
o) (o) =3+ (i € T : 54(0) = o(@)} + l{i € T (1) = o(&)}]) =
- (i€ 7 (@ =2} + i € 7 : (1) = 2}]) = (=)

und
Bo¢c)(Nordpol) = 2 - |{i € J : %(1) = Nordpol}| =
|{i € 7 + lim %(t) = Nordpol}| =
i€ T+ lim7i(t) = oo} = 31Tl = bc(o0).
Somit ist #(c(C)) = #(C) und Lemma 7.5 bewiesen, da Lemma 7.1 fiir die /-Menge
o(C) gilt.
Lemma 7.6 folgt genauso, da

2 bo(z) + do(oo) = > +&4(c)(Nordpol) =
T€K7(C) z€K 7 (a(c)) \{Nordpol}
— wobei F,(c)y(Nordpol) = 0 sei, falls Nordpol ¢ K 7(o(C)) —
= > = |J|, wegen Lemma 7.2.
zeks{a(C))
Die zweite Aussage erhdlt man analog, indem man wieder unterscheidet, ob C
unbeschrankt — und daher ¢(C') # Nordpol — ist, oder nicht.

Lemma 7.7 laBt sich genauso beweisen wie Lemma 7.3, wenn man (7.5) statt
(7.1) verwendet. O

K= R
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Da nun gy(oo) im Grunde definiert war durch gn(y)(co) (man vergleiche die
Definitionen 3.1 und 7.5), erhédlt man genauso wie im ersten Fall mittels dieser
Lemmata

Lemma 7.8:

Sei 1 € E(h, M) fir M = R? und u(3) < oo. Dann ist N() eine A'-Menge,
und es gilt:

1($) = B(N()), v(¥) = 5(N (%)), (%) = (N ().

Damit erhalten wir zusammen mit Satz 7.5 die Aussage von Satz 3.1 fiir den

Fall M = R

Somit ist Satz 3.1 vollstindig bewiesen. O
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8. Beweis von Lemma 4.4
8.1 Fall M = §?

Wir beniitzen wieder die gleiche Idee, wie in §7., und fassen N(i¢) als N-
Menge auf, die sich stetig verandert, d.h. wir haben dann stetige Abbildungen des
Einheitsquadrats auf M, die eingeschrankt auf [0, 1] x {#} die Kurven der Darstellung
von N (i) sind.

Genauso wie im Beweis von Satz 3.1 miissen wir wieder zwischen der kompakten
5? und dem nichtkompakten IR? unterscheiden.

Definition 8.1:
Sei C = {C: C S%,t € [0,1]} eine l-parametrige Familie von (nichtleeren)
N-Mengen. Es sei
J¢ die (nicht eindeutig bestimmte) Indexmenge fiir C'
vE, i € Jt, die Kurven der Darstellung Dy, ,
K7.(Cy) = I\% {750),4:(1)} die Menge der Endpunkte der Kurven, die wir
&7

einfach mit K; bezeichnen wollen.

Falls sich J; so finden lassen, soda8 gilt:
i) Ji=J,Vte[0,1), farein J
(i1) |Ki| =ko, Vt € [0,1), fiir ein kg € N
(iii) Die Abbildungen definiert durch
HE fir: € .
yi(t, 8) := Z:'(G)K:t fir i € ‘g} AW/ fir t € {0,1]
sind stetig fiir alle ¢ € (J U J1) (beziiglich der iiblichen EUKLIDischen Topolo-
gie).
(iv) 3 Vo > 0, sodaB V Zusammenhangskomponenten K von S?\C,, V ¢ € [0, 1]
gilt: vol(K) > V.
dann heiBt C, N -Schar.
So wie fiir A'-Mengen heiflt die Menge aller Abbildungen v;, i € J U J; eine
Darstellung von C. Wir bezeichnen diese wieder mit Dy, .

Wir werden spater sehen, daf§ fiir die stetigen Wege ¢t — 3; von Lemma 4.4
N(¢) solche AM-Scharen sind. So ist die Voraussetzung (iv) unmittelbar durch
Lemma 4.3 gegeben. (iii) folgt aus der Stetigkeit, die wir in Lemma 4.1 gezeigt
haben. Die Bedingungen (i),(ii) entsprechen den Voraussetzungen des Lemmas.
Wir werden daher zuerst die Aussage von Lemma 4.4 fir solche A/-Scharen beweisen
(vgl. die Vorgangsweise von §7.).
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Lemma 8.1:
Sei C eine A-Schar und es gelte:
7(Ch) = #(Cy) + & fiir ein £ € IN.
Dann gilt:
(1) #(C%) ist konstant auf [0,1), und
k2 0, d.h. #C1) = #{Co)
(2) j(C:) und {(C;) sind konstant auf [0,1)
(3) a(C1) = fi(Co) + «'
$(C1) = {{(Co) — & )
fir ', " € {0,...,&}, wobei " < ((Cy) — 1 und &' + £" = &.

Zum Beweis dieses Lemmas benotigen wir zuerst einige Behauptungen.

Lemma 8.2:
Fir eine M-Schar C mit Darstellung Dyuyg, gilt:
%i(0,6:) = 73(0,85) = 7i(t, ;) = 3(¢,6;) Vie[0,1]
7i(0,8:) # 7;(0,85) = %ilt, 8:) # v;(t,65) Vie€[0,1)
far alle 4,5 € J U J1, wobei 6 € {0,1}.

Bewezs:

Da alle v;(+, 8;) und d(-, -) (= EUKLIDische Metrik) stetig sind, sind die Meilgen
T(i,6:,5,6;) 1= {t € [0,1] : 7i(t, &) = 7;(£,6;)} = (t — d(yg(t,&),'yj(t,ﬁj))) (0)
abgeschlossen in [0, 1].

Sei nun U der Durchschnitt aller 7(7, §;; 7, 6;), die ¢ = 0 enthalten, d.h. fiir diese
$,6i,7,6; gilt vi(0,8;) = v;(0,6;), und V die Vereinigung aller T(3, 6;;7,9;), die
t = 0 nicht enthalten, d.h. fir diese 7,6;,7,6; gilt vi(0,6;) # v;(0,6;). Da nach
Voraussetzung |J;| < oo, V ¢t € [0,1], ist |J U J1| < oo und daher sind U und
V abgeschlossenen in [0,1]. Dann sind aber auch U’ = U\{1} und V' = V\{1}
abgeschlossen in [0, 1) mit der Spurtopologie. Es gilt:

U'UV'=[0,1), ansonst wire bei to € [0,1)\(TU' U V"), |K¢| > ko, und

U'nV' =0, dabei tyg € U' NV, [Ks| < ko wire. (Widerspruch zu Definition
8.1(ii))

Also ist U' = [0,1]\V' und daher offen in [0,1). Da [0,1) zusammenhangend und
0V, ist U' =[0,1) und V' = @ (2. Behauptung).

Da U’ offen in [0,1], ist U = U’ = [0,1) = [0,1] (1. Behauptung). o

Lemma 8.9:
Sei C eine M -Schar.Dann gilt:
() LH€Tundsomit JUS =T
(2) Die Definition der -y; aus Voraussetzung (iii) 1a8it sich einfach schreiben als
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z; €K, fallst=1undie J\N

Yilt, ) = {7f(s) sonst
Bewess:

Es geniigt zu zeigen, daBl J; C J.
Angenommen es gibt ein i € J;\J. Dann ware v;(%,s) = z;(t) € K, firalle ¢ € [0,1)
und 7;(1,8) = v}(s). D.h. Vs € (0,1) ist 4;(t,s) = z;(¢) = 7(¢,0), V¢ € [0,1)
und 7i(1, 3) # 7i(1,0) (Def. 7.1 (ii)). Seien nun «; und 4} zwei Abbildungen mit
(1) = %ty 5) = 7(5,0) fir ein s € (0, 1), sodaB 7i(t, ) = 2(t-) -7 (t, ), VE €
[0,1]. Ersetzt man «y; durch diese beiden Abbildungen, so erhdlt man wieder eine
N-Schar, und es gilt 4}(0,1) = 44(0,0) aber v{(1,1) = v(1, s} # 7i(1,0) = 4{(1,0).
Widerspruch zu Lemma 8.2. O

Im folgenden Lemma wird die Eigenschaft (iv) verwendet. Diese sagt namlich
aus, dafl ein Knotengebiet nicht beliebig klein werden kann. Daher mufl auch gelten,
daB eine Knotenlinie, die ein Knotengebiet umrandet, nicht beliebig kurz werden
kann.

Lemma 8.4:

Sei C ein M-Schar und J' := J\J;. Dann gibt esin |J Jmn+y? keine geschlos-
senen Kurven, €
Bemerkung: Die +f fiir : € J' sind genau jene Kurven, die sich auf einen Punkt

zusammenzichen.

Beweis von Lemma 68.4:

Sei vY°(-) = %i,(0,°) - %i,(0,+) - ... - %,(0,-), eine geschlossene Kurve, wobei
¥ix(0,8) = 7, (0,s) oder = %;,(0,1 — s). Dann ist aber wegen Lemma 8.2 auch
v* eine geschlossene Kurve. Da +!(s):]0,1] x [0,1] — S? stetig ist, ist auch die
Bogenlange der Kurve len(v'):[0,1] — R U {oo} stetig. Angenommen ~v!(s) =
zi, dann wirde len(v*) und damit auch das LEBESQUEmaf von zumindest einer
Zusammenhangskomponente von $%\Jm~* beliebig klein werden. Widerspruch zu
(iv). o

Nachdem wir nun einige Eigenschaften dieser A/-Scharen kennengelernt haben,

kommen wir nun zum

Beweis von Lemma 8.1;

(1) #(C}) = const. auf [0,1) folgt direkt aus (i)+(it).

Zeigen: v(C1) = #(Ch)

Nach Lemma 7.2(2) ist #(Cy) = |Jo| — |Ko|- Wegen Lemma 8.4 gibt es in
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U Fny? keine geschlossene Kurven. Also mu8 mit jeder Kurve ¢, die zu einer
iET\N
konstanten Kurve z; wird, ein Punkt ans Ky verschwinden. Daher ist

|To| — |T1| = |T\A] £ [Ko| = |K4]
und sormit

#(Co) = |Jo| — |Ko| £ |J1| = IK1] = #(Ch).
(3) Zeigen: ((Cy) < {(Cy), d.h. " > 0.
Angenommen es ware ((Cy) > {(Cy). Dann gibe es i,j € J, ¢ # 7, sodaB 7:(0,0)
und v;(0, 0) in derselben Wegzusammenhangskomponente von Cy, aber v;(1, 0) und
vi(1,0) in verschiedenen Wegzusammenhangskomponenten von C; liegen. Wegen
Lemma 8.2 ist ;(0,0) # +;(0,0). Es gibt aber einen stetigen Weg v° = %;,(0,-) -
-« %, (0,-) von ;(0,0) nach v;(0,0), wobei ¥, (t,3) = ¥, (¢, 8) oder = v, (¢,1—3s).
Dabher ist v;(0,0) = :,(0,0), #4:,(0,1) = 4:,(0,0), ..., %4:,(0,1) = v;(0,0) und wegen
Lemma 8.2 7;(1,0) = 4, (1,0), 4:;,(1,1) = %:,(1,0), ..., %i.(1,1) = 7;(1,0). Also ist
4! ein stetiger Weg in C; von +;(1,0) nach +;(1,0), Widerspruch zur Annahme.

Zeigen: &' < k

Angenommen ((C1) = {(Co) — " < {(Cy) — &, also & > &. Da nach Definition
von C eine Wegzusammenhangskomponente von Cp nicht “verschwinden” kann —
es mufl zumindest noch ein Punkt in C) erhalten bleiben (vgl. (iii)) — muB es
ik, Jr € J, ke {1,...,&"}, geben, fiir die gilt:

Die %;,(0,0), v;,(0,1) liegen auf x” verschiedenen Wegzusammenhangskomponen-
ten von Cj 4, (1,0) und v;,(1,0) jedoch auf der gleichen Wegzusammenhangskom-
ponente von C. Wir konnen sogar annehmen, da8 ;,(1,0) = «;,(1,0) (Andernfalls
geht man genauso vor wie oben und erhélt solche iy, ji.).

K enthdlt nun sicherlich um diese " weniger Punkte als KXy. Genauso reduziert
jede Kurve +?, die sich auf einen Punkt z; zusammenzieht (d.h. i € J\J1), |Ko|

um 1, da es nach Lemma 8.4 in . U JFny? keine geschlossenen Kurven gibt. Also
o VAW
1K1| = |Ko| = |[T\P| — £" = &,
wobel nach Lemma 8.2 § € Ny ist.
Da |T\J| = |T| - 7] gilt
H(C1) = [|-IKil = | D |=1Ko|+|T |- |Ta|+4" +6 = #(Co)+~"+6 > #(Co )+,

ein Widerspruch zur Annahme.

Also ist «" € {0, ..., &} und trivialerweise " < {(Cp) — 1.
Aus Satz 7.1 folgt,

J(C1) = #(C1) = ((C1) = B(Co) + &' = B(Co) — & — {(Co) + £ = 1.
Also ist k' + k" = k und &' € {0,..., x}.
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(2) Zeigen: {(C:) ={(Co) Vte(0,1)

Sei tg € [0,1) beliebig. Dann ist ' = {C] = Cﬁ’ t € [0,1]} eine N-Schar mit
7(C}) = #(Cy). Also ist {(Cy,) = {(C}) = {(C3) = {{(Cn).

Analog fiir i(Cy). O

Beweis von Lemma 4.4:

Nach Lemma 7.4 wissen wir, daf8 alle N(3;) eine N-Menge in S? sind. Sei
a:[0,1] — P(M), o(t) = N(y.), wobei P(M) die Potenzmenge von M ist. {o(t):
t € [0,1]} ist dann eine 1-Parameter-Familie von nichtleeren A/-Mengen.

Wir zeigen, dafl man o in Teilkurven o; zerlegen kann, d.h. es gibt Kurven ¢; mit

o0 =01-07-03 ..., wobel jedes o; eine A-Schar ist.

Bedingung (iv) von Definition 8.1 ist wegen Lemma 4.3 immer erfiillt. Aufer-
dem gilt wegen Lemma 7.2:
7(o(t)) = const. A |K4| = const. auf Teilintervall V C [0,1]
& (o(t)) = const. A |Ji| = const. auf Teilintervall V C [0, 1]
& i'f(a(t)) = const. A man kann J; so wahlen, dafl J; = J fiir ein J, auf
Teilintervall V C [0, 1]

Wir wahlen fiir alle ¢ € [0, 1} eine minimale Darstellung Dy, fir o,.

Sei nun 7 € [0,1] beliebig. o(7) habe Darstellung Dy,. Dann gibt es Vi €
TIr, ¥V € Fny], und fiir jede Umgebung U(z) ein Teilintervall V C [0,1], T € V,
wo U(z)No(t) # B, Vi € V (Lemma 4.1(2)).
Andererseits gibt es fiir alle € > 0 ein Teilintervall V; C [0,1], sodaB V¢t € V,, o(¢)
in der e-Umgebung von o(7), d.i. die Vereinigung der ¢-Umgebungen der Fny, i €
Jr, liegt (Lemma 4.1(1)).

Wir wahlen nun J; so, daf folgendes maglichst Ve > 0 gelten soll:

Jm~t ist in der e-Umgebung von Jmy! enthalten, ¥V ¢t € V., wobei 4}, i € Ji,
die Kurven der Darstellung fiir o(¢) sind.

Sei nun v 3 (;,%2) = V(7) C [0,1] ein offenes Teilintervall, wo J; = J, gewahlt

werden kann (Wir nehmen vorerst an, daf dieses offene Intervall existiert.). Dann
ist obige Zuordnung eindeutig.
Falls fiir ein ¢ € Jr, v4(6:) (&; € {0,1}) auf einem Intervall eine kritische Nullstelle
von . ist, dann ist ¢t — 4f(8;) stetig (Lemma 4.1). Falls v}(§;) keine kritische
Nullstelle von 1, ist, dann kann man die Endpunkte der Kurven wegen der Stetigkeit
von t — o(t) und da T, (v}(6:)) = 0 so wihlen, daBl auch dann ¢ — v(§;) fiir alle
t € Jr und alle §; stetig ist. Aulerdem kann man aus demselben Grund die Kurven
v} immer so parametrisieren, da8
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(t,3) — 7i(s) auf V(7) x [0, 1] stetig ist.

Also erfiillt o(t) auf V(r) die Bedingungen (i)-(iii) von Lemma 8.1.

Sei nun V; = [t1,] und V; = [t,1;], wobei £ = 2(22 —£1). Dannist V; UV, =
V(7) und es sind

(0',1.)_1(1}) =o(t-t; +(1—1t)-1) auf V3 und

ol(t) :=o(t-ta + (1 —t) - ) auf V2 N-Scharen.

o =0k o2

Da #(o(t)) = v(y:) auf ganz V(7)\{1} konstant ist, ist wegen Lemma 8.1 u(¢);) =
i{e(t)) und ¢(sp:) = {(o(t}) konstant auf V{(r)\{1}.

Falls to = 1, dann gilt fiir o(¢) die Aussage von Lemma 8.1 genauso. Somit ist
Lemma 4.4 auf T}—(T_) gezeigt.

Aus Griinden der Stetigkeit mtssen jene Punkte 7, wo man kein derartiges
offenes Teilintervall V(7) finden kann, isoliert sein. Es gibt daher ein 7' € [0,1],
sodaB r € V(7'). Also miissen die V(7) ganz [0, 1] iiberdecken, und es gibt hchstens
abzahlbar viele verschiedene Intervalle. Wir wollen die o, so nummerieren, dafl

o1(1) = N(31), o1(0) = o2(1), 02(0) = 03(1), ...

Es sei

GG =05 05—1"..."01.

Dann gilt die Aussage von Lemma 4.4 fiir alle ¢; und somit fiir o(2).

Damit ist Lemma 4.4 fiir den Fall M = 52 bewiesen. O
8.2 Fall M = R?

Wir bilden die C; mittels der stereographischen Projektion auf die $% ab und
schlieBen die Bilder so wie in §7.2 durch Hinzugabe des Nordpols ab. Durch die
gleiche Vorgangsweise wie im Beweis der Lemmata 7.5-7.7 erhélt man einen stetigen
Weg ¢ — C; in 52 und somit iiber Fall 8.1 die Aussage des Satzes fiir den Fall
M =R%

Damit ist Lemma 4.4 vollstandig bewiesen. O
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9. Beweis von Satz 5.5

Der Fall n = 0 ist trivial, da dann H(n, a) = const # 0 ist. Daher ist N(¢) =@
und es gibt nur das Knotengebiet D = R?.

Fur die anderen Fille zeigen wir zuerst, da im Fall n = 4k fiir ein k € NN,
H(n, a) mindestens drei Knotengebiete haben mufl. Danach konstruieren wir HER-
MITEpolynome, die zeigen, dafl die untere Schranke von §5. auch tatsachlich an-
genommen wird. Dabei werden wir immer zwischen n ungerade und n gerade un-
terscheiden, die beiden Fille, wo n durch 4 teilbar und wo n gerade aber nicht
durch 4 teilbar ist, gemeinsam behandeln. Dies machen wir, indem wir zuerst HER-
MITEpolynome mit kritischen Nullstellen hoher Ordnung konstruieren und diese

geringfiigig mit geeigneten Funktionen stéren.

Lemma 9.1:
Falls n = 4k fir ein £ € IN, dann besitzt H(n, a) mindestens 3 Knotengebiete,
d.h.
p(H(4k,a)) >3  VkeN.

Bewezs:
Nach §2.2 188t sich H(n, a) darstellen in der Form

2_1

1 : n—21 — . . .
&uﬁL{}(Tz)‘F > (1Y o LT (r2)pm 23'(ajCOS(n—2J)t9+ﬁjSm(n~23)t9)-

§=0

Angenommen H(4k, a) hitte fiir ein k € IN und ein a € R***! nur 2 Knotengebiete.
Da N (H(4k,a)) # 0 und die Funktion an diesen Knotenlinien das Vorzeichen wech-
selt, gibt es ein positives und ein negatives Knotengebiet.

Dann ist ap # 0, d.h. H{4k,a)(0) # 0. Ansonst hatte H(4k,a) beim Ursprung eine
kritische Nullstelle und somit nach Satz 3.1 mindestens 3 Knotengebiete.

Daher gibt es ein Knotengebiet D, das den Ursprung enthalt. Dieses darf nicht un-
beschrankt sein, sonst gibe es einen injektiven stetigen Weg o in R? mit o(0) = 0
und %gr% lo(t)] = oo, der ganz in D liegt. Wegen der Inversionssymmetrie liegt aber

auch ¢’ = —¢ in D. Daher teilt nach Satz 7.5 Jmo U Jneo' den R? in 2 Wegzu-
sammenhangskomponenten. Also gibe es wegen der Inversionssymmetrie in jedem
dieser beiden Komponenten mindestens ein Knotengebiet mit entgegengesetztem
Vorzeichen, also insgesamt mindestens 3.

Aus diesem Grund kann es auch nicht zwel unbeschrinkte Knotengebiete geben, da
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ja eines davon den Ursprung enthalten miufte.
Also gibt es ein R > 0, sodafl H(4k,a)(r,9) # 0 fiir alle 9 € [0,27) und alle r > R.

5y

Da es aber fur 22 (—=1) Ynj Lg-n_zj)(rz) T2 (aj cos(n — 25 )9 + B sin(n — 2j)19)
j=0
stets ein ¥ gibt, wo dieser Ausdruck =0 wird und bei ¥ das Vorzeichen wechselt,

mufl @y hinreichend gro8 sein, d.h. fiir grofe r dominiert der radialsymmetrische
Anteil des Polynoms.
o

Nun ist Lz (r?) = i L_T,Il(ﬂ%_l)rﬂ, also ist L2 (0) > 0 und lim La(r?) > 0, da
1=0 " 2 r—oo
2 = 2k gerade ist.

Da es ein negatives und ein positives Knotengebiet gibt, ist das positive unbe-
schriankt und enthélt den Ursprung, ein Widerspruch zu oben. O

Jetzt wollen wir HERMITEpolynome erzeugen, die nur mehr 2 bzw. 3 Knoten-
gebiete besitzen. Dazu konstruieren wir zuerst HERMITEpolynome mit kritischen
Nullstellen hoher Ordnung.

Lemma 9.2:

(1) Sei n ungerade, n > 3.
Dann gibt es ein a € S™, sodaB sich N (H(n, a)) darstellen 188t durch 2 Punkte
z; und —z1, 21 # 0, und n + 2 Kurven, wobei n Kurven die Punkte z; und
—z, verbinden und je eine Kurve von beiden Punkten nach co laufen. z; (und
somit ~z ) ist eine kritische Nullstelle von Ordnung %"—1 z; und —z; sind die
einzigen kritischen Nullstellen. (vgl. Abbildung 9.1)

Abbildung 9.1: Nllustration von Lemma 9.1 (1) firn = 5.
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(2) Sein=4k+2firein k € N, n > 6.
Dann gibt es ¢in a € S™, soda$ sich N (H(n,a)) darstellen 148t durch 4 Punkte
zy, —z1, ¥z und —z3, alle verschieden, und n + 2 Kurven, wobei je § Kurven
die Punkte z; und —z2 bzw. —z; und 22 und je eine Kurve, die bei geeigneter
Wahl dieser Punkte auflerhalb von B(0, m) liegen, z1, 22 bzw. —z1, —Z9
verbinden. z; und z3 (und somit —z; und —z2) sind kritische Nullstellen von

Ordnung k + 1. 1, —2;, 22 und —z2 sind die einzigen kritischen Nullstellen.

(vgl. Abbildung 9.2)

Abbildung 9.2: Illustration von Lemma 9.1 (2) fir n = 6.

(3) Sein=4k firein k€ N, n > 8.

Dann gibt es ein a € S™, sodaf sich N (H(n,a)) darstellen 1a8t durch 4 Punkte
T1, —Z1, T2 und —z3, alle verschieden, und n+2 Kurven, wobei je 3 —1 Kurven
die Punkte z; und —z2 bzw. —z; und 23, je eine Kurve, die bei geeignter Wahl
dieser Punkte aufierhalb von B(0, v/2n + 2) liegen, z1, 22 bzw. —z;, —22 und
2 Kurven die Punkte z; und —z; verbinden. z; und z; (und somit —z; und
—z9) sind kritische Nullstellen von Ordnung & + 1 bzw. k. z;, —z1, =2 und
—az3 sind die einzigen kritischen Nullstellen. (vgl. Abbildung 9.3)

Beweis:

Um diesen Beweis lesbar zu halten, wird er in viele kleine Schritte zerlegt, die
wir mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnen wollen. Auf diese Weise kénnen
wir wichtige Resultate, die wir 6fters bendtigen (auch wenn einige davon eher trivial
sind), sammeln, um spater bequem darauf verweisen zu konnen, was den Nachteil
einer nicht ganz kontinuierlichen Beweisfiihrung wieder wettmacht.
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Abbildung 9.5: Ilustretion von Lemma 9.1 (8) fir n = 8.

Zuvor definieren wir noch B := B(0,+/2n + 2) und B¢ := R*\ B, um die Les-

barkeit etwas zu erhohen.

(a) Wir wahlen eine Darstellung von N (H(n,a)) (als V-Menge), die je einen
Punkt aus jeder Wegzusammenhangskomponente von N ('H(n,a)) N OB sowie die
geforderten Punkte enthilt, sonst aber minimal sein soll. Jede Kurve dieser Dar-
stellung ist somit entweder ganz in B oder ganz in B¢ (oder ganz in beiden).
Achtung: Im folgenden seien die Knotenlinien die Kurven dieser Darstellung.

Die folgenden Schritte geben uns Auskunft dariiber, wie man HERMITEpolyno-
me mit kritischen Nullstellen erzeugen kann.

() Um an einem beliebigem Punkt z eine kritische Nullstelle von Ordnung m
zu erzwingen, muf der Koeffizientenvektor a, 2m — 1 Bedingungen erfiillen (Lemma
9.3).

(¢) Der Koeflizientenvektor a eines normierten (d.h. ||a|| = 1) HERMITEpoly-
noms H(n,a) kann (héchstens) n lu. Bedingungen gentigen, da der Eigenwert
A =2n+2, (n + 1)-fach entartet ist, und daher a € 5.

(d) Falls z eine kritische Nullstelle von Ordnung m ist, dann wegen der Inver-
sions(anti)symmetrie auch —z.

Nun einige geometrische Aspekte von Knotenlinien:

(€) Sei g eine Gerade in R?*. Dann ist H(n,a) eingeschrinkt auf diese Gerade
ein Polynom in einer Variablen vom Grad < n. Daher besteht N ('H(n,a)) Ng
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entweder aus hochstens n Punkten oder aus ganz g.
Mit g,:z(? = z bezeichnen wir Geraden parallel zur z(1)-Achse.

(f) Set K = 8B(0,r) ein Kreis um den Ursprung. Dann ist H(n,a) einge-
schrankt auf K ein trigonometrisches Polynom von Ordnung nx < n, wobei ng
gerade (ungerade) ist, falls n gerade (ungerade) ist. Das folgt unmittelbar aus
der Darstellung von H(n,a) in Polarkoordinaten (siehe §2.2). Es gilt aulerdem,
daB entweder alle Wegzusammenhangskomponenten von N (H(n,a)) N K — und
damit insbesondere wenn K = 8B — Punkte sind, oder K C N(H(n,a)).

Die nachsten Punkte sagen etwas iiber die Lage von Knotenlinien aus.

(g) Von einer kritischen Nullstelle in B¢ darf hichstens eine Knotenlinie nach

oo laufen, da es ansonst ein Knotengebiet ganz in B¢ gibe (Widerspruch zu Lemma

2.4).
Genauso: Wenn die kritischen Nullstellen «;,...,z; in B¢ mit Knotenlinien in B¢
verbunden sind, dann darf es hochstens eine Knotenlinie geben, die bei {zy,..., i}

beginnt und bis co lauft.

(k) Genauso darf es keine zwei Kurven in B¢ (auch nicht solche, die aus meh-
reren Knotenlinien zusammengesetzt sind) geben, die zwei kritische Nullstellen in
B¢ verbinden. Ansonst erhielte man eine geschlossene Kurve ganz in B¢,

Genauso gibt es in B® keine Schleifen, d.h. geschlossen Kurven, an eine kritische
Nullstelle.

(1) Es gibt keine stetige Kurve in N ('H(n, a)) NBe, die die kritischen Nullstellen
z und —z verbindet. Ansonst gébe es wegen der Inversions(anti)symmetrie eine
zweite. Widerspruch zu (k).

(7) Seien z, ~z1, T2, —22,..., 21, —2; kritische Nullstellen von H(n,a) in B¢

von Ordnung mj,ms,...,my. Seim = mi+mao+---+my. Dannist 2m < n+20-1.

Beweis: Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dafl kein z; in B liegt. Ansonst
betrachten wir B' = (0,+/2n + 2—¢) anstatt B, wobei ¢ zumindest so klein gewahlt
werden soll, daB8 in B\ B’ keine kritischen Nullstellen liegen, und es keinen Punkt
in N ('H(n,a)) N 8B gibt, der Endpunkt von Kurven nur aus B¢ oder B ist, d.h.
Kurven an diesen Punkten von B¢ nach B gehen. Ist ¢ hinreichend klein, so bleiben
die Punkte (@) bis (¢) richtig, wie man sich leicht iiberzeugen kann.

Es sel nun

g die Anzahl der Knotenlinien, die ganz in B liegen,

goo die Anzahl derjenigen davon, die auch bis co laufen,

df = 494 — 4o,
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p die Anzahl der Knotenlinien in B¢, die B schneiden und

r = p + ¢ die Anzahl aller Knotenlinien in B¢.
Dann ist wegen (f) p < 2n. Da jeder kritische Punkt z; nicht mit einer Kurve ganz
in B® mit —z; verbunden sein darf (i) und wegen der Aussagen von (g, k) ist ¢ < 21.
Auflerdem gilt genauso, daBl g5 < 2/—2. Sei nun N' die N-Menge N (H(n,a)) N Be.
Deren Darstellung besteht aus den r Knotenlinien und aus den Punkten z;, —=;
und N (H(n,a)) N 8B. Dann ist nach Lemma 7.6

r= 3 n(z)+n(0) =

zEK7(N')
= X éwn(z)+ > on(z) + 8n+(o0).
reu{ri,~z;} g€ (NO\(U{z¢,—2i})

Es ist nach §7.2, 9n/(2) = ON(H(n,0))(T) = 0H(n,e)(Z), V& € U{zi, —2;}. AuBerdem
ist K7 (N )\(U{zi, —=:}) = N(H(n,a)) NDB, und fiir alle Punkte aus dieser Menge
ist gn+(z) = 3, da diese ja keine kritischen Nullstellen von H(n,a) sind und eine

Knotenlinie dort von B¢ nach B gehen muB, laut Voraussetzung,
Da |N(H(n,a)) N 8B| = p, ist r weiter gleich

= > enma(@+ > on+(z) +0n1(co).
e€U{z¢,—z;} zEN(H(n,a))nNdB

z
2m 2

#

Also ist
2m+ 8+ n(o0)=r=p+g=p+¢r+ 4w
=E+3(g+4gr), dageo=q—gs

=3P + 39 + i
S SN S e ) . .
<n <t <l-1 wie oben bereits gezeigt wurde.

<n+l+l-1=n+2l-1.0

Jetzt zeigen wir Behauptung (1) von Lemma 9.2:

Sein=2k—1fireink e N, k> 2.

Nach (b,¢,d) kann man bei den Punkten z; = (0,¢) und —z; fiir beliebiges ¢ >
v/2n + 2 kritische Nullstellen von Ordnung k erzwingen. Da 2k = n+2—1 ist, gibt
es nach (7) keine weiteren kritischen Nullstellen in Be.

Von z; bzw. —x; missen genau je 2k — 1 = n Knotenlinien beginnen, die B
schneiden, und je eine muB bis co laufen. Denn: Wegen (f) diirfen das hochstens
2k — 1 viele sein, wegen (g) darf aber hochstens eine der 2k Kurven bis co laufen.
AuBerdem darf ; und —; nicht mit einer Kurve in B¢ verbunden sein (3).

Also besteht fiir alle v2n+2<z2<¢, g, NN (’H(n,a)) aus genau n Punkten und
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der Koeffizient von Hy(z(1)) - Ho(z(®) ist ungleich 0. Fir grofie z(?) iiberwiegen
aber die anderen Terme. Daher mussen diese Koeflizienten um so kleiner sein, je
grofler ¢ gewahlt ist.

Also besteht fiir hinreichend grofies ¢, N(H(n,a)) N{z € R* : —c < z(? < ¢}
aus mindestens n Kurven, die (auflerhalb dieses Streifens fortgesetszt) z; und —a,
verbinden. Es sind sogar genau n viele, da es wegen (f) nicht mehr geben kann.
Wegen (k) kann es in B¢ auch keine weiteren Schleifen geben.

Somit ist (1) gezeigt.

Jetzt zeigen wir die Behauptungen (2) und (3). Sei daher von nun an n gerade.

(k) Wenn es in Be die vier kritischen Nullstellen z;, —z1, 23, —z3 von Ordnung
my bzw. mgz mit my +mg = § 4 1 gibt, dann sind das die einzigen kritischen
Nullstellen in B° und bei ; beginnen genau 2m; — 1 Knotenlinien, die B schneiden.

Beweis: Da 2m = 2(mj +mg) = n+2 < n+4-1, wiirde bei weiteren kritischen
Nullstellen in B¢ die Summe iiber alle Ordnungen nicht mehr (j) erfilllen. Daher
kann es nur diese kritischen Nullstellen in B¢ geben.

Nun gilt: Wegen (f) diirfen héchstens 2n = 2((2m, — 1)+ (2m3 — 1)) Knotenli-

nien B schneiden. Wegen (k) gibt es von jedem dieser Punkte nur hdchstens je eine
Knotenlinie zu den anderen drei Punkten. Wegen (%) kann aber keine Knotenlinie
zy mit —z, bzw. z3 mit —z, verbinden. Es geniigt daher zu zeigen, dafl von z;
entweder eine Knotenlinie bis co oder zu einem anderen Punkt z; geht. Dann folgt
aus obigem sofort die Behauptung.
Angenommen es gibe zwei Kurven die von z; nach co bzw. nach z2 (oder —z3)
gehen. Dann miissen wegen (g) bei z3, 2m3 —1 und bei z;, 2m; — 2, also insgesamt
2my + 2mg — 3 = n — 1, Knotenlinien beginnen, die B schneiden, und die nur in
B fortgesetzt sind, da sie ansonst z; und 2 in B¢ verbinden oder eine Schleife an
einen der beiden Punkte bilden wiirden (Widerspruch zu (A)). D.h. aber, H(n,a)
eingeschrinkt auf OB ist ein trigonometrische Polynom vom Grad n — 1 und dndert
bei allen Nullstellen das Vorzeichen. Widerspruch zu (f), da n — 1 im Gegesatz zu
n ungerade ist. O

Nach (b, ¢, d) kénnen wir HERMITEpolynome H(n, a. ) mit den kritischen Null-
stellen z; = (—¢,¢), 2 = (¢, ¢), —21, —22 von Ordnung my, my mit my+my = 241
fiir beliebiges 0 < € < &9, ¢ > V/2n + 2, g¢ fest, erzeugen.

Wegen (k) wissen wir, daB das die einzigen kritischen Nullstellen in B¢ sind, und

dafl von z; genau 2m; — 1 und von z; genau 2m; — 1 Knotenlinien ausgehen, die

B schneiden. Also besteht fiir alle v2n+2< z<¢, g, N N(H(n,a.)) aus genau
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n Punkten und der Koeffizient von H,(z()) . Ho(z(?) ist ungleich 0. Fiir grofie
z{2) {iberwiegen aber die anderen Terme. Daher miissen diese Koeffizienten um so
kleiner sein, je grofer ¢ gewahlt ist.

Fiir hinreichend groBes ¢ besteht N(H(n,a.)) daher im Bereich {z € R?: —¢<
z® < ¢} aus genau n Kurven, die {z;, 2} mit {—x;, —z2} verbinden. Wegen (e, f)

kann es in diesem Bereich keine weiteren Knotenlinien mehr geben.
(1) Wegen der Inversionssymmetrie ist fiir hinreichend grofles ¢, H(n, a. )(0) # 0.

(m) Es gibt je eine Knotenlinie, die 1 und z2 bzw —z; und —z, verbindet,
wenn € hinreichend klein ist.

Beweis: Die Knotenlinien, die von z; (bzw. z2) ausgehen, aber nicht B schnei-
den, kdnnen nicht zu —z, (bzw. —z1) gehen, da ansonst go NN (H(n, a.)) aus n+2
Punkten bestiinde, ein Widerspruch zu (e). Es geniigt also zu zeigen, dafi diese
nicht bis co gehen konnen und daher z; mit 22 bzw. —z; mit —z; verbinden.

Um bei 213 = (—¢,¢) und z2 = (g,¢) diese kritischen Punkte zu erzwingen,

miissen nach (5) (2my — 1)+ (2m2 — 1) = n Bedingungen erfiillt sein. Man muf also
ein Gleichungssystem von n Gleichungen in n Unbekannten (da a. € S™) 16sen. Die
korrespondierende (n x n)-Matrix A, hat fir alle ¢ den Rang n. Ansonst konnte
man eine Gleichung durch eine neue ersetzen, und man kénnte so an einer beliebi-
gen Stelle eine Nullstelle des Polynoms erzwingen, z.B. im Ursprung. Aus (I) folgt
aber, dafl H(n,a:)(0) # 0 ist, ein Widerspruch. Da auBerdem alle Koeffizienten
von A, stetig von £ abhangen, 148t sich A, stets invertieren und die Koeffizienten
von A;! andern sich stetig. Es gibt also einen stetigen Weg o:(0,1] — E(h, M),
sodaB H(n,o(€)) in z1 = (—¢,¢) und z2 = (¢, ¢) kritische Nullstellen von Ordnung
my und m9 besitzen.
Sei o(0) := }1_1.% o(€). H(n,o(0)) hat dann wegen Lemma 4.1 bei Z = (0,c) eine
kritische Nullstelle, von der wie von {1, z2} n Knotenlinien ausgehen, die B schnei-
den. Die Ordnung dieser kritischen Nullstellen ist daher mindestens 3. Wegen (j)
diirfen keine Knotenlinien bis co gehen, die Ordnung muf daher gleich 7 sein. We-
gen Lemma 4.1 gibt es daher ein &;, sodall V ¢ < &; keine Knotenlinien bis oo
laufen. o

Sel n = 4k 4 2 fiir ein k € IN. Wir zeigen (2):
Wir wahlen my =mo =k+1. Dami+ms =2k +2 = % + 1 gehen n Kurven von
{z1,22} durch B nach {—z;,~z3}, und zwar § Kurven von z; nach —z, und 7
Kurven von z; nach —z;, da sich sonst Kurven in B schneiden miifiten, was nach
Konstruktion nicht méglich ist.
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Sei n = 4k fir ein k € N, k > 2. Wir zeigen (3):
Wir wihlen my = k+1 und my = k. Genauso wie in oben folgt, dafl je 2k—1 = 2 —1
Kurven von z3 nach —z2 bzw. von z3 nach —z; und zwei Kurven von z3 nach —x»

gehen.

Somit ist Lemma 9.2 gezeigt. O

Es bleibt jetzt noch das in Punkt (b) des obigen Beweises verwendete Lemma

Zu zeigen.

Lemma 9.8:
Sei n € N, a € R™! beliebig, m > 1, m € N und 2o € R? eine kritische

Nullstelle mindestens von Ordnung m von H(n,a). Wenn

((%)i (%)M ’H(n,a)) (2)=0 0<j<m

fiir ein j=gerade und ein j=ungerade, dann gilt dies fiir alle j, d.h. alle partiellen
Ableitungen von Ordnung m verschwinden beim Punkt zo. Dann ist aber zg eine

kritische Nullstelle von Ordoung m + 1.

Aus diesem Lemma folgt sofort, dal immer nur zwei Bedingungen erfiillt sein
miissen, wenn wir erzwingen wollen, daf alle partiellen Ableitungen von Ordnung
m an emer Stelle zy verschwinden sollen, falls bereits alle partiellen Ableitungen
kleinerer Ordnung an dieser Stelle 0 sind. Da wir fiir eine einfache Nullstelle der
Funktion nur eine Bedingung fordern miissen, folgt daraus die Behauptung (b) des

Beweises.

Beweis von Lemma 9.5:

Der einfacherheitshalber setzen wir H(z) := H(n,a)(z). Aus §2.2 wissen wir,
da8 z, eine kritische Nullstelle von Ordnung m von H genau dann ist, wenn z¢ eine
kritische Nullstelle von Ordnung m von H(n,a)(z) e~ = ist. AuBerdem haben wir
in §1. bereits bemerkt, daB dann alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung m —1
an dieser Stelle verschwinden.

Fall m = 1: Dieser Fall ist trivial, da j nur die Werte 0 und 1 annehmen kann.
Fall m > 2: Zeigen zuerst: Unter den Voraussetzungen des Satzes ist

(2(:25) (3%) 7 M) (z0) =0, YO<j <k, VO<E<m 1.
Beweis: Es ist

L H,(2) = 2nHa(2),
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wobel H,(z) das (eindimensionale) HERMITEpolynom von Ordnung » ist ([1}). Da-

her ist

(580) ()™ 1te) = (o) (i)™ 2 0 Hla®) et (o) =

= 3> @2 (1); Hi—i(2®) 25 (n — D Humtopai (a®)
::c(:bei (Dj=1-(1=1)-...-(I—j+1) und H; =0 fir < 0.
= Zn) (25 (D); (n = Dx—j @) Hi—j(# W) Hnoi—p5(2P).
Also istI::Ontweder
(525) (522)" "= 0 und demit auch A ((527)" (59) ' #)

oder

0.

(32’ (5hm) "™ Hle) = H(n — b, a)a) = H
a' € R™* entsprechend gewshlt, da (I —j)+ (n -1 —k+3j) =n—k,
ist wieder ein (zweidimensionales) HERMITEpolynom ist.
Als solches muB #} ;(z) - e‘lizIi wieder Losung des harmonischen Oszillators sein.
Nach Voraussetzung gilt auflerdem

;C,J'(EO):O: Y0 SJ Ska Vi<k<m-—1
Es gilt daher

_l=ol® ~lzol® _l=ol?
—A( 'k,j(:rg)-e 2 )+!$0|2- f,c,j(a:g)-e 2 J:A-H'}c,j(xo)-e 2 )
=0 =0

Also ist —AH} (zo) = 0 wie behauptet, da e > 0.

Sei nun (a—:’ﬁ—)-)J (aﬁg))m_j H(zo)=0fiireinjeN,0<j <m.
Falls 3 — 2 > 0, dann gilt nach obiger Behauptung
o o
0=A (836(1) )J (aza(z)) ’ H(I’Q) =
2 i—2 m—j 2 2 mj
= (aﬁl)) (aﬁl)) (ajz)) ! H(zo) + (aza(z)) (ajl) )J (aﬁz)) ’ H(zo)
: m—3 f—2 m—j+2
= (3231) )] (ajﬂ) ! H(l‘{)) + (axa(l) )J (8,’32) ) ! H(mo)
Also ist
-2 m—(j-2)
(a_jl)) (axa(ﬂ)) ! H(zo) =0
Analog erhilt man falls j <m — 2:
+2 ~(i+2)
(aﬁi))J (3:22) )m ’ H(zo) = 0.
Wir erhalten also: Wenn (fm)'? (ﬁ)m_J H(zo) = 0 fir ein j gerade, so gilt
dies auch fiir alle geraden j € IN, und genauso, falls dies fiir ein ungerades j gilt, so

auch fur alle anderen. O
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Jetzt wollen wir Satz 5.5 beweisen, indem wir fir alle n, Funktionen konstru-
ieren, die die untere Schranke annehmen.
Die vielen Bilder in den folgenden Beweisen, sollen dazu dienen, die Vorgangsweise
zu illustrieren und das wiederzugeben, was im Text mit groflem Aufwand an Sym-
bolen und Fallunterscheidungen nur mithsam beschrieben werden kann.

Beweis fir den Fall n ungerade:
Fir n = 1 ist N(H(1,a)) eine Gerade durch den Ursprung und damit die
Behauptung trivial.

Sei also n > 3. Sei 11(z) ein HERMITEpolynom, wie in Lemma 9.2 konstruiert, und
Pa(z) = Po(zV), 2@ = Ho(2W)) - H,(2D).

——————
- -~
-~
-

*******

Abbildung 9.4: ¥y und o fir den Falln =5

Wir zeigen: %, := 1) +€; besitzt fiir hinreichend kleines ¢ > 0 nur 2 Knotengebiete.

1; hat als kritische Nullstellen nur z; = (0,3:52)) und z; = —z; mit Ordnung
m = 2,

Es sei U; 5 eine 6-Umgebung von z;. Dort sieht 1; so aus:
¥1(oi + h) = pm(h) + O({|™")

wobei pn ein harmonisches homogenes Polynom vom Grad m ist (vgl. §1.). Da
z; & N(2pz), wechselt 3 in U; s nicht das Vorzeichen, wenn § > 0 geniigend klein
gewahlt ist. Daher verschwinden bei v, fiir alle ¢ > 0 die kritischen Nullstellen in
Uis. Aus den Behauptungen von §8. (vgl. Lemma 8.2 und Beweis von Lemma
4.4) folgt, daf fiir hinreichend kleines € > 0 keine kritischen Nullstellen auBerhalb
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dieser §-Umgebung auftreten kénnen. 1. hat also keine derartigen Punkte mehr.
AuBlerdem diirfen keine weiteren Knotenlinien entstehen. Es geniigt daher wegen
Satz 3.1 zu zeigen, dafl die Knotenlinien von 1. wegzusammenhéngend sind.

Es sei z die grofte Nullstelle von Hy, (z(®). Dann sind g, und ¢, Knotenlinien
von %, (wobei g, : () = 7 eine Gerade parallel zur z(M_Achse ist) und z <
Von + 2.

Es sei {vy,...,vn} = N(31)Ng., wobei vgl) < vﬁ_)l. Dann ist {—vy,...,~v,} =
N(p1)Ng—z {v1,... 00, —v1,..., =0y} ist in N(¢1) N N(3p2) und somit in N(¢.)

enthalten.
Ulﬁ Val vy

\
|
|

—UOQW

Abbildung 9.5: Lage der v;

Also gibt es wegen Lemma 4.1 in N(¢.) genau n Kurven, die vy mit —vy,, va
mit —vp—-1, ..., ¥p mit —v; verbinden.
Wegen Satz 3.1 hat ¢1, n+1 Knotengebiete, die wir mit Dy, ..., D, bezeichnen,
wobei
v € 3D0;...;vi,v,'+1 € oD;;...;v, € 0D,

gelten soll. Bildet man den Durchschnitt mit den beiden in z{¥-Richtung unbe-
schrankten Knotengebieten von w2, so erhilt man 2n + 2 Gebiete G, ..., G}, Gy,
..., G, , wobel Gf CDiund Gf C {z € R? : 2(® > 0} ist. Der Rand jedes dieser
Knotengebiete enthalt einen im Abschlufl dieses Gebietes wegzusammenhangenden
Teil der Knotenlinien von ..
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Abbildung 9.6: Bezeichnung der G}

Durch geeignete Wahl des Vorzeichens ist wegen der Inversionsantisymmetrie
1 > 0 auf

GY,GT,... :Gi-—l; Gy, Gy, Gry
und #; < 0 auf

GY,Gf,...,GlGT,Gy,...,Gy,
Genauso ist (durch geeignete Wahl des Vorzeichens) 1 > 0 auf allen G und ¢; < 0
auf allen G; .

i

Abbildung 9.7: Gebiete wo 1y > 0 (linkes Bild) bzw. 13 > 0 (rechtes Bild)
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Also besitzen ; und v, das gleiche Vorzeichen auf
GE)F'AGT:"'1Gi—1;G1_:GaT:---aG;
und entgegengesetztes Vorzeichen auf

Gt,Gt,...,GH;,Gy,Gy, ... ,G_,.

9

Abbildung 9.8: Gebiete wo ¥y und i, entgegengesetzies Vorzeichen haben

Da die v; in U_G} die einzigen gemeinsamen Nullstellen von #; und %, sind,
liegt nach dem Zwischenwertsatz in jedem Gebiet, wo 1 « 2 < 0 ist, emn Teil der
Knotenlinien von ., der dort auch wegzusammenhangend ist, falls & hinreichend
klein ist (folgt aus Lemma 4.1). Die Gebiete mit 3, - ¢ > 0 und die Rander aller
dieser Gebiete hingegen enthalten bis auf die Punkte vy,...,vn,—v1,..., —v, keine
Knotenlinien von ..

Nach dem bisher gesagtem gibt es in G eine Knotenlinie von v, die von v,
nach oo geht. Dieser Punkt v, ist durch eine Knotenlinie mit —v; verbunden, die
fortgesetzt ist in G_; und somit —wv; mit —wvy verbindet. —v; ist aber genauso mit
Up—1 und weiter mit v,_» verbunden, usw. So gelangt man zu —v,, und von dort
wieder nach co.

Auf diese Weise haben wir ganz N(v.) mit einen stetigen Weg durchlaufen. (vgl.
dazu Abbildung 9.9)

Beweis fur den Fall n = 4k, fir ein k € IN:

Fiir n = 4 gibt es ein a € R®, sodaB N (H(4,a)) aus zwei Kreisen um den Ur-
sprung besteht (vgl. die Darstellung der HERMITEpolynome in Polarkoordinaten),
sodaB damit die Behauptung trivial ist.
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Abbildung 9.9: Das konsiruierte ¢, firn=2>5

Sei n > 8. Sei ¥1(z) ein HERMITEpolynom, wie in Lemma 9.2 konstruiert, und
Pa(z) = tha(z, 2®) = Hy(zM) . Hypy(a@).

- P -‘\
-~ “'\
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\‘ ]
X 7
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Abbildung 9.10: 1y und 1, fir den Folln = 8

Wir zeigen: v, 1= th1+erp2 besitzt fiir hinreichend kleines £ > 0 nur 3 Knotengebiete

11 hat als kritische Nullstellen nur z; = (:c(ll),:cgz)), Ty = (wmgl),mgz)), T3 = —I1
und z4 = —z3 mit Ordnungen gy, (¢1) = py, (23)=k+1 und gy, (z2) = oy, (z4) = k.
Genauso wie im Fall n ungerade zeigt man, daf ¢, fiir hinreichend kleines £ > 0
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keine kritischen Nullstellen mehr besitzt, und keine Knotenlinien neu entstanden
sind. Es geniigt daher wegen Satz 3.1 zu zeigen, dafl die Knotenlinien von %, in 2

Wegzusammenhangskomponenten zerfallen.

Es sei z die grofte Nullstelle von H __1(.1:(2)). Dann sind ¢, und ¢—, Knotenh-
nien von 2 und z < v/2n + 2.

Es sei {w1,...,ws} = N(¥1) N g., wobei wgl) < w‘(-j_)l. {va,v1,...,vn} seien
diejenigen Punkte aus N (41 )N N{(4z), die sich durch je eine Knotenlinie von N{(1; ),
die ganz in einem Knotengebiet von N(w3) liegt, mit z; oder zo verbinden lassen.
Das sind genau n + 1 viele, da gy, (%1) + oy, (z2) = § + 1, aber eine Knotenlinie z;
mit zz verbindet, daher die z(*)-Achse C N(t2) schneidet und somit dieser Punkt
sowohl mit z; und als auch mit z; verbunden ist. Dieser Punkt sei vq. Die v; werden
80 bezeichnet, daB entweder v; = w;, falls v; € g, oder v; sich durch eine Knotenlinie
von 1, die durch keine kritische Nullstelle geht, mit w; verbinden la8t. Dann ist
{v1,.. 00, ~V1,...,—vp} in N(%1) N N(tp2) und somit in N(3.) enthalten.

Wi fwalws w it 7y wWg \

I \ \ \ ull U3 va,uq \us\u-; \Ua

A\ / AR L

1

Abbildung 9.11: Lage der w; und v;

Also gibt es wegen Lemma 4.1 in N(¢.) genau n Kurven, die v; mit —vy,, vz mit
—Up_1, ..., Uy mit —v; verbinden.

Bildet man den Durchschnitt der Knotengebiet von %; mit jenen von s, so
erhalt man Gebiete, wobei jedes z; im Rand von 2m Gebieten enthalten ist. Wir
bezeichnen diese mit

1 1 .2 2 2. 3 3 . 4
GO:"'aG§L+1!G%+2:"'aGnaGO:GOa“'7G121+1:G-’21+2)"'1Gn:G05
wobei
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z; € 0G} und
vp,v1 € 0GG; v1,v2 € 0GY;...; V241,V € GG%H
Vayo,v0 € OGA Ly Va3, Va4 € 0G% L4;. ..} Un,Un—1 € OGE; vy, v, € OGS
2 2+ 2 2 5+
sein soll. Die anderen werden so bezeichnet, dafl
G ={zeR®: -z €G})
Gt ={z e R?: —z € G}}

Abbildung 9.12: Bezeichnung der G}

Der Rand jedes dieser Knotengebiete enthalt einen im AbschluB dieses Gebietes

wegzusammenhangenden Teil der Knotenlinien von 1.

7 U

Abbildung 9.18: Gebiete wo 1 > 0 (linkes Bild) bzw. 12 > 0 (rechies Bild)
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Durch geeignete Wahl des Vorzeichens ist wegen der Inversionssymmetrie
¥ > 0 auf

Gy, G, GhiGh 5, G- -+ o, G

G3, G} Gl Chyas Ghyso -, Gl G
und ¥y < 0 auf

GL,GY, ... G415 G2 Gl b - G2

3 (3 3 4 4

Genauso ist (durch geeignete Wahl des Vorzeichens) ¢ > 0 auf allen G} und G}
und 1; < 0 auf allen G? und G?.

Also besitzen 1y und 1, das gleiche Vorzeichen auf
G},,G%,...,G};;G%H,...,Gﬁ;
63, G3..., G Gy Gl

und entgegengesetztes Vorzeichen auf
Gi,Gi,... =G112t+1§ G’"’%_l_:,,, s GE L g3s
G3,G3,... ,G"’%H;G%_'_s,...,G‘fl_l,Gﬁ

0

Abbildung 9.14: Gebiete wo ¥, und 12 entgegengesetzies Vorzeichen haben

Da die v; in wp‘,— die einzigen gemeinsamen Nullstellen von ; und ¥, sind, liegt
nach dem Zwischenwertsatz in jedem Gebiet, wo 31 - ¢ < 0 ist, ein Teil der Kno-
tenlinien von ., der dort auch wegzusammenhéngend ist, falls £ hinreichend klein
ist (folgt aus Lemma 4.1). Die Gebiete mit ¢ - ¥3 > 0 und die Rander aller dieser
Gebiete hingegen enthalten bis auf die Punkte vy, ..., v,, —vp, —v1,..., —vy keine
Knotenlinien von ..
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Nach dem obem gesagtem gibt es in G eine Knotenlinie von 3, die von v
nach v, geht. Dieser Punkt v, ist durch eine Knotenlinie mit —v; verbunden, die
fortgesetzt ist in G und somit —v; mit —v, verbindet. —w; ist aber genauso mit
vUp—1 und weiter mit v,_s verbunden, usw.,‘ bis man zum Punkt —v_» gelangt.
Von dort kommt man zu vz 41, wo die Knotenlinie in Gl% +1 Tortgesetzt ist. Wegen
der Inversionssymmetrie erhilt man genauso einen geschlossenen Weg durch —vy.
Auf diese Weise haben wir ganz N(i.) mit zwei verschiedenen stetigen Wegen

durchlaufen.

Abbildung 9.15: Das konstruierte e firn = 8

Beweis fur den Felln = 4k + 2, fiir ein k € INp:

Fiir n = 2 gibt es ein a € R?, soda N(H(2,2)) ein Kreis um den Ursprung
(vgl. die Darstellung der HERMITEpolynome in Polarkoordinaten) und damit die
Behauptung trivial ist.

Sei n > 6. Wir gehen genauso vor wie im Fall n = 4k + 2. Sei wieder t;(z) ein
HERMITEpolynom, wie in Lemma 9.2 konstruiert, und t(z) = (21, 2(®) =
Hy(z2MW)  Hooy (z2).

Wir zeigen jetzt: . := iy + €32 besitzt fiir hinreichend kleines ¢ > 0 nur 2
Knotengebiete.

11 hat als kritische Nullstellen nur z; = (wgl),mgz)), Ig = (—:cgl),m(lz)), z3 = —2
und z4 = —x3 mit Ordnung m = k + 1.

Man kann nun die Schritte des obigen Beweises genauso nachvollziehen. Die etwas
gednderten Bezeichnungen sowie die erhaltenen Resultate sind aus Abbildung 9.17
ersichtlich.
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Abbildung 9.16: 1 und 1, fir dem Falln =6
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Abbildung 9.17: Lage der z;, v; und G} fir n = 6, sowie Gebiete wo 11 und 1,
entgegengesetzies Vorzeichen annehmen

Jetzt gibt es daher so wie oben in G2 eine Knotenlinie von ¢, die von v
nach v, geht. Dieser Punkt v, ist durch eine Knotenlinie mit —v; verbunden, die
fortgesetzt ist in G3 und somit —v; mit —wv, verbindet. —v, ist aber genauso mit

vp—1 und weiter mit v,_o verbunden, usw., bis man zum Punkt —vp gelangt. Von
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dort gelangt man wegen der Inversionssymmetrie zuriick zu vy. Auf diese Weise

haben wir ganz N(1.) mit einen stetigen Weg durchlaufen.

Abbildung 9.18: Das konstruierte ¥, furn =6

Somit ist Satz 5.5 gezeigt. O
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10. Beweis von Lemma 6.1 und Satz 6.2

Wir kénnen nun die in den §§7. und 8. geleistete Arbeit ausniitzen und diese

beiden Satze sehr leicht beweisen.

Beweis von Lemma 6.1:

(1) ist trivial

(2) Wir wahlen eine minimale Darstellung von N(v). Sei G’ ein zyklischer Teilgraph
von G(v) mit ¥ Knoten. Dann seien die Dy, D, ..., D; die Knotengebiete von ¥,
die den Knoten des Teilgraphen G' entsprechen. Dann gibt es einen stetigen Weg
7 in M, der durch alle diese Knotengebiete lauft und N (%) in genau ¥ Punkten
schneidet.

Wenn keiner dieser Punkte eine kritische Nullstelle von % ist, dann sei v eine Kurve
der Darstellung von N(%), die von 7 geschnitten wird. + kann keine geschlossene
Kurve sein. Andernfalls miifite der Weg 7 von einem Knotengebiet D; iiber Jnvy
in ein Knotengebiet D; fithren, und von dort wieder itber Jm+y zurlick nach D;, da
nach obiger Annahme Jnt N4(0) = 0, falls 4(0) = (1) eine kritische Nullstelle ist.
Dann miifite aber 7, N(4) mindestens &k + 1 mal schneiden.

Jmey darf daher nicht eine Wegzusammenhangskomponente von N(%) sein. Da die
Darstellung minimal war, mu8 daher gy (7(0)) = 8n(g)(7(0)) > 2, also ¥(0) eine
kritische Nullstelle sein (vgl. Definition 7.3(1)).

(3) & (2
(4) gilt, da die Eigenfunktionen 3 bei den Knotenlinien lokal aussehen wie harmo-

nische homogene Polynome (§1.). 0

Beweis von Satz 6.2:
(1) folgt unmittelbar aus Lemma 4.4

(2) Wir kénnen wieder wie im Beweis von Lemma 4.4 den Weg o(t) := N(¢;) in
Teilwege o; zerlegen, wo jedes o; eine N-Schar bildet. Sei oy der Teilweg, der auf
[0,:] definiert ist.

Nach Lemma 8.2 kénnen nur bei ¢ = 0 zwei Punkte ¥{(8;) und v}(§;), die
auf (0,%,] verschieden sind, gleich werden, d-h. {(6;) # 7}(6;) fir t > 0 und
71 (8:) = 7} (8;). v} und +} sind Kurven der Darstellung von N(3;). Wir wissen aus
Lemma 4.4, da dabei keine Knotengebiete verschwinden konnen, es konnen aber
neue entstehen. Diese sind mit solchen Knotengebieten verbunden, die genauso
aus den Knotengebieten entstanden sind, die mit dem urspriinglichen Knotenge-
biet verbunden waren. Daraus folgt, dafl sich die im Lemma geforderte surjektive
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Abbildung stets finden laBt, da die Knoten der Graphen iiber die eineindeutige

Zuordnung 2y, mit den Knotengebieten von s identifiziert sind. O
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Anhang

Die Abbildungen dieser Diplomarbeit wurden mit Hilfe der Programmbiblio-
thek “Erlanger Graphik-System (ERLGRAPH 2.0M)” (1984) unter Beniitzung der
Universitatsrechenanlage und einem Laserdrucker am Institut fiir theoretische Che-
mie der Universitat Wien hergestellt.

Aus dem Programmpacket wurde die Routine CTRF, die zu einer gegeben
REAL-Funktion beliebige Héhenschichtlimen zeichnet, verwendet, um die Knoten-
linien darzustellen. Die verwendeten Funktionen sind jene aus §2. Um die Uber-
sichtlichkeit und Richtigkeit der Programme zu gewahrleisten, besonders in Hin-
blick auf Anpassung an die gerade aktuellen Probleme, wurden die Polynome nicht
in eine andere — fiir den Computer einfachere ~— Form gebracht. Die dadurch be-
dingte geringere Genauigkeit und der etwas grofilere Rechenaufwand wurde in Kauf
genommen. Die Bilder fir grofes n sind sicherlich nicht mehr sehr genau (hohe
Potenzen von z!), diese Bilder dienen aber weniger zum Aufstellen irgendwelcher
Vermutungen, sondern dazu, um etwas Finblick in die Komplexitat des Problems
zu gewinnen.

Um Beispiele fiir HERMITEpolynome mit kritischen Nullstellen zu erhalten,
wurden derartige Punkte “erzwungen”, d.h. es wurden Punkte des R? und Ord-
nungen des Verschwindens bei diesen Punkten festgelegt und die Koeffizienten der
Funktion dementsprechend bestimmt. Dabei wurde der letzte Koeffizient a, gleich 1
gesetzt und unter Ausniitzung von Lemma 9.3 ein (unterbestimmtes) Gleichungssy-
stem erstellt. Alle Lésungen davon ergeben HERMITEpolynome mit den geforderten
kritischen Nullstellen. Um eine Lésung zur erhalten, wurde die Routine F§4JDF
aus der Programmbibliothek NAGLIB verwendet. Diese errechnet die beztiglich der
2-Norm kleinste Losung.
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