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Kapitel 1
Einleitung

Im Buch IX der “Elemente” beweist Euklid den folgenden Satz ([Thaer]):

IX,1/: Die kleinste Zahl, die von gewissen Primzahlen gemessen wird, lafit sich durch

keine andere Primzahl messen aufler den urspringlich messenden.

In moderner Form besagt das, dass quadratfreie natiirliche Zahlen eine eindeutige
Primfaktorzerlegung besitzen. Dabei beweist Euklid bereits in Buch VII, Satze 29 und
32, dass so eine Zerlegung iiberhaupt existiert. Auch wenn dies in den “Elementen” nicht
ausdriicklich hervorgehoben wird, so war Euklid sicher auch der allgemeine Fall bekannt,
wonach jede natiirliche Zahl eine (bis auf die Reihenfolge) eindeutige Primfaktorzerlegung
besitzt.

Diese Aussage ldsst sich unmittelbar auf Z tibertragen:

Jede ganze Zahl n # 0,+1 ldsst sich eindeutig bis auf die Reihenfolge als Produkt

n = iplfl...pffr schreiben, wobet die p;, 1 = 1,...,r, Primzahlen in N sind.

Bei gewissen zahlentheoretischen Untersuchungen wurde C. F. Gaufl um 1820 auf
die Frage gefiihrt, ob auch in anderen Zahlbereichen eine solche Zerlegung moglich sei. Er
konnte zeigen, dass in Z[i] = {a+0bi| a,b € Z} und in Z[(] = {a+b(| a,b € Z}, ( = _1%‘/?3
eine dritte Einheitswurzel, sich jede Zahl, die verschieden von 0 und keine Einheit ist,
eindeutig bis auf die Reihenfolge als Produkt von Primfaktoren darstellen lasst (JKMS82], S.
31). Dabei wird der Begriff der Primzahl etwas erweitert. Ich werde die genaue Definition,
ebenso wie die der Einheit im néchsten Kapitel “Grundlagen” bringen. Wendet man diesen
erweiterten Primzahlbegriff auf Z an, so gilt dasselbe Resultat auch fir Z wie fir die

genannten beiden Bereiche.

Bald danach wurden beim Versuch der Losung des sogenannten grofien Fermatschen
Problems (auch als Fermatsche Vermutung bezeichnet) weitere Zahlbereiche dieser Art

wichtig. Dieses Problem besagt, dass es fiir n > 3 keine nicht verschwindenden, zueinan-

5



der relativ primen ganzen Zahlen x,y, z gibt mit ™ +y™ = 2. E. Lamé présentierte 1847
einen Beweis des groflen Fermatschen Problems, doch machte ihn J. Liouville darauf auf-
merksam, dass er dabei die eindeutige Faktorzerlegung in den auftretenden Zahlbereichen
voraussetzte, was nicht bewiesen sei. Auch E. E. Kummer ist bei seinem 1844 eingereich-
ten Beweis des groflen Fermatschen Problems demselben Irrtum unterlegen. Hier war es L.
Dirichlet, der auf dieselbe Problematik hinwies. (Miindliche Mitteilung von Prof. Kowol.)

Schon bald zeigte sich, dass in allgemeineren Zahlbereichen die eindeutige Faktorzer-

legung wirklich nicht gegeben ist. Beispielsweise gibt es in
Z[\/=5] = {a + bv/=5| a,b € 7}

die beiden wesentlich verschiedenen Zerlegungen
6=2-3=(1++v-5)(1—+-5)

in nicht mehr weiter zerlegbare Elemente. Durch Einfiihrung sogenannter idealer Prim-
zahlen konnte Kummer den Sachverhalt klaren und zumindest einen Teil seines Beweises

retten. Wir werden darauf im letzten Kapitel “Spezialfalle” eingehen.

Wahrend eine ideale Primzahl dem betrachteten Zahlbereich nicht angehort, ersetzte
Dedekind sie durch die Menge aller derjenigen Elemente des Zahlbereiches, die durch jene
Zahl teilbar sind. Damit war der Begriff des Primideals und allgemein des Ideals geboren.
Die Idealtheorie erwies sich als wesentliches Mittel bei der Untersuchung der Struktur
von kommutativen Ringen. Speziell fiir die Zahlbereiche R gilt in Abschwachung der ein-
deutigen Faktorzerlegung, dass jedes Ideal # (0), R sich eindeutig bis auf die Reihenfolge
als Produkt von Primidealen schreiben lésst. Im obigen Fall lautet die entsprechende

Zerlegung fiir das Hauptideal (6):
(6) = (2,1 +vV=5)(2,1 —vV/=5)(3,1 +vV=5)(3,1 — v/=5).

Dies wird in Kapitel 5 “Zahlbereiche” gezeigt.

Zwar wurden die weiteren Losungsversuche des groflen Fermatschen Problems mit
neuen Hilfsmitteln in Angriff genommen, doch entwickelte sich die Idealtheorie in Hin-
blick auf die Produktdarstellung weiter. Was das Fermatsche Problem betrifft, so wurde
die Losung, also die Richtigkeit der Aussage, erst 1996 durch A. Wiles gefunden, wobei

tiefliegende Theorien aus der algebraischen Geometrie zur Anwendung kamen.

Schon beim Polynombereich Z[z] zeigt sich, dass das eben fiir Zahlbereiche genannte

Resultat nicht allgemein gilt. So lasst sich etwa das Ideal (4,x) nicht als Produkt von
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Primidealen darstellen. A. Walfisz hat fiir diesen Bereich gezeigt, dass sich jedes Ideal

# (0),Z[x] als Durchschnitt von endlich vielen sogenannten Priméridealen darstellen
lédsst und zwar im wesentlichen eindeutig (nach [VAWG67], S. 132). Die allgemeine Theo-
rie schliellich geht auf die Mathematikerin Emmy Noether zuriick. Sie bewies, dass in
kommutativen Ringen mit Einselement, die die aufsteigende Kettenbedingung fiir Ideale
erfiillen, stets ein derartiges Theorem giiltig ist. Solche Ringe werden heute Noethersche

Ringe genannt.

In meiner Arbeit bringe ich zunéchst ein Kapitel 2 ,,Grundlagen®, in welchem die not-
wendigen Begriffe und vorausgesetzten Satze zusammengestellt sind. Ein Grofiteil davon
wird beweislos referiert, soweit er in der Lehrveranstaltung “Algebra” (Bachelor) durchge-
nommen wurde. Dann folgt das Kapitel 3 iiber Noethersche Ringe, wobei der grundlegende
Hilbertsche Basissatz auf zwei Arten bewiesen wird. Sodann werden zwei Darstellungs-

sitze fir Ideale mittels Priméridealen hergeleitet und danach die Frage der Eindeutigkeit
behandelt.

Im néchsten Kapitel 4 behandle ich die allgemeine Theorie der Dedekindschen Ringe.
Definitionsgeméifl sind das Noethersche Integritédtsringe R, in denen jedes Ideal # (0), R
Produkt einer endlichen Anzahl von Primidealen ist. Hierfur gibt es sehr viele 4quivalente
Charakterisierungen, von denen ich fiinf bringe und die Aquivalenz beweise. Diese Ringe
sind insofern bedeutsam als wichtige Zahlbereiche darunter fallen. Die genaue Definition
fir sie und die allgemeine Beschreibung von ihren Elementen bringe ich in Kapitel 5.
Ausfiihrlicher gehe ich dann auf die speziellen Bereiche Z[v/d] mit d € Z, d quadratfrei,

ein.



Kapitel 2
Grundlagen

In diesem Kapitel stelle ich die fiir die weitere Arbeit wichtigen Grundbegriffe und Séatze
zusammen, die mir zum Grofteil aus der Vorlesung “Algebra” (Bachelorstudium) bekannt
sind. Ergebnisse, die mir daraus nicht bekannt sind, beweise ich oder gebe eine Stelle an,

wo ein Beweis zu finden ist.

Nachdem ich in meiner Arbeit mehrmals auf das Zornsche Lemma verweisen werde,

sei dieses vorab hier ohne Beweis angefiihrt:

Lemma 2.0.1 (Zornsches Lemma). Sei .# eine partiell geordnete Menge, in der jede
Kette eine obere Schranke in M besitzt. Die Menge M enthdlt dann ein maximales Ele-

ment.

Grundsitzliches. Die im Folgenden betrachteten Ringe sind stets als kommutativ
vorausgesetzt. Des Weiteren bezeichen die Symbole C bzw. D stets die echte Inklusion.
Schlielich werden Polynome mit p(z) statt nur mit p bezeichnet werden, um die Variable

genau zu kennzeichnen.

Definition 2.0.2. Sei R ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge I C R, I # 0, heifit
Ideal, falls (i) mit a,b € I stets auch a —b € I und (i) mita € I, x € R stets ax € 1.
Die Ideale 0 := {0} und R heifSen triviale Ideale, alle anderen echte Ideale.

Fiir zwei Ideale I, J von R mit I C J nennen wir J einen Teiler von I.
Da der Durchschnitt von Idealen wieder ein Ideal ist, ist folgende Definition sinnvoll:

Definition 2.0.3. Sei R ein kommutativer Ring und M C R. Dann heifit
(M) = ({I|I Ideal von R, M C I}

das von M erzeugte Ideal. Wie tiblich schreiben wir bei endlichen Mengen M = {ay, ..., an}
statt ({aq, ..., an}) kurz (ay, ...,a,). Ein Ideal der Gestalt I = (a) heifft Hauptideal.
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Lemma 2.0.4. Sei R ein kommutativer Ring und M C R. Dann gilt
(M) = {Z (ZL’iCLi + szbl)‘(l,, b; € M,x; € R,n; € Z}
endl.
Besitzt R ein Finselement e, so gilt speziell

(M) ={>_ (za;)|a; € M,z; € R}.

endl.

Der Beweis findet sich in [KM82], Korollar (S.87).

Fiir Ideale I, J C R lassen sich zwei Operationen definieren

I+J:={i+jliel,jeJ}=(1UJ),

LT =) ijrlir€ ljw € Jy = ({iglic I,j € J}).
endl.

I+ J und IJ sind wieder Ideale. Fur I = (aq,...,ay), J = (b1, ..., by,) folgt insbesondere
IJ=({abjli=1,..,n;j=1,...,m}).
Speziell ist das Produkt zweier Hauptideale stets wieder ein Hauptideal. Allgemein gilt

I1JCINdJ.

Satz 2.0.5. Ist I ein Ideal eines kommutativen Ringes R, dann ist die Menge R/I =
{a+1|a € R}, a+1={a+i|i€ I}, und der Aquivalenzrelation a+1 ~b+1 < a—be I

mit den wohldefinierten Operationen
(a+1)+b+1)=(a+b)+1 und (a+1)(b+1)=ab+1

wieder ein kommutativer Ring, der Faktorring (Quotientenring) von R nach I.

Fir x € a+ I schreiben wir auch oft v = a(I).

Definition 2.0.6. Seien R, S kommutative Ringe. Eine Abbildung ¢ : R — S, die

(i) pla+0b) = p(a) +¢(b); (ii) p(ab) = p(a)p(b)

erfullt, heifit (Ring-)Homomorphismus. Ist ¢ bijektiv, so heifft ¢ Isomorphismus (=).
Diesbeziiglich gelten die folgenden Satze:
Satz 2.0.7 (Homomorphiesatz). Seien R, S kommutative Ringe.
(i) Ist ¢ : R — S ein Homomorphismus, so gilt ¢(R) ist Unterring von S, keryp =
{r € R|o(r) = 0g} ist ein Ideal in R und R/kery = p(R).
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(i) Ist I ein Ideal von R, so ist R/I surjektives homomorphes Bild von R unter dem
natirlichen Homomorphismus v : R — R/I gegeben durch v(a) =a+ I,a € R.

Satz 2.0.8 (2. Homomorphiesatz). Es sei I ein Ideal eines (kommutativen) Ringes R
und & = {J 2 I|J Ideal von R}. Dann ist die Abbildung ¢ : & — R/I gegeben durch
o(J) = J/I bijektiv. Daher hat jedes Ideal von R/I die Gestalt J/I mit J € & und es
gilt (R/1)/(J/I)=R/J.

Einen Beweis findet man in [Hun74], Theorem II1.2.12 (S. 126).
Definition 2.0.9. Sei I Ideal eines kommutativen Ringes R.
(i) I heifst Primideal, wenn aus ab € I folgt a € I oder b € 1.
(ii) I heifst maximales Ideal, wenn aus I C J, J Ideal von R, folgt J = R.

(iii) I heif$t irreduzibel, falls I keine Darstellung der Gestalt I = Jy N Jy mit Idealen
Ji, Jo D I erlaubt.

Es gilt
Lemma 2.0.10. Es sei R ein kommutativer Ring.
(i) I ist Primideal von R genau dann, wenn R/I ein Integritdtsring ist.

(ii) Besitzt R ein Einselement, so ist I mazimales Ideal von R genau dann, wenn R/I

ein Korper ist.
(iii) Jedes Primideal ist irreduzibel.

Beweis. (iii) Indirekt angenommen, das Primideal I gestatte die Darstellung I = J; N Jo
mit Idealen Jy,Jo D I. Seien a; € J;\I, i = 1,2. Dann folgt ajas € J; N Jy = I, ein

Widerspruch zur Primidealeigenschaft von I. O]

Bemerkung. Es gelten somit fiir Ideale die Implikationen

maximal = prim = irreduzibel

Satz 2.0.11. Seien R ein kommutativer Ring und A, B, C' Ideale von R. Ist C" Primideal
und gilt C' 2 AB, so ist C O A oder C' 2 B.

Beweis siehe [Spi94], (6.3.) Proposition (S.94)
Ist R ein Integritatsring, so wird die Teilbarkeit wie iiblich definiert.

Definition 2.0.12. Es sei R ein Integritdtsring mit Einselement e.

10



(i) Die Teiler von e heiffen Einheiten.

(ii) p € R, p# 0 und keine Einheit, heifst prim, wenn aus plab (a,b € R) stets folgt a|p
oder b|p.

(1i) ¢ € R, q # 0 und keine Einheit, heifst unzerlegbar oder irreduzibel, wenn aus q =
ab (a,b € R) stets folgt a oder b ist Einheit.

(iv) Ist R kommutativer Ring, so heifit a € R nilpotent, falls es ein n € N gibt mit

a” = 0.

Es gilt, dass jedes prime Element auch irreduzibel ist. In Hauptidealringen gilt auch
die Umkehrung, daher sind dort genau die irreduziblen Element auch die primen.

Schlieflich bendtigen wir noch folgenden

Satz 2.0.13 (Lemma von Gau$}). Ein Polynom p € Z|x] dessen Koeffizienten relativ prim

sind, ist genau dann tiber Q reduzibel, wenn es tiber Z. reduzibel ist.

Einen Beweis findet man in [KM82], Satz 7.5 (S. 127).
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Kapitel 3
Noethersche Ringe

Emmy Noether studierte die Teilbarkeitseigenschaften von Idealen in kommutativen Rin-
gen. Diese stellen eine Verallgemeinerung der entsprechenden Eigenschaften des Ringes
der ganzen Zahlen Z dar. Ausgehend von der faktoriellen Eigenschaft in Z lasst sie sich
folgendermaflen motivieren:

Da sich in Z jedes Element z, x # 0, x # +1, eindeutig als Produkt von irreduziblen
Elementen darstellen lédsst, gibt es zwei Moglichkeiten: x ist irreduzibel oder z besitzt
einen echten Teiler x;. Wir verfahren so weiter, bis wir schliellich zu einem irreduziblen
Element xz,, gelangen, da stets 1 < |x;41| < |2i], ¢ = 1,...,n — 1 gilt. Diese Kette von
Teilern

]}1|./L', $2|x1, s 7xn—2|xn—17 xn—l’xn

bricht nach endlich vielen Schritten ab. Driickt man diese Teilerkette mittels der zugeho-

rigen Hauptideale aus, so ergibt sich
() C(x1) C(x2) C... C(xp_2) C(Tp_1) C (zn).

Insbesondere bricht jede solche Kette nach endlich vielen Schritten ab.

3.1 Kettenbedingung

In diesem Abschnitt untersuchen wir kommutative Ringe, die eben diese spezielle Ketten-
bedingung erfiillen. Wir iiberlegen uns welche Eigenschaften aus dieser Bedingung folgen
und bringen typische Beispiele. Sofern es nicht anders erwahnt wird, sind die betrachteten

Ringe stets kommutativ und haben ein Einselement, das wir mit e bezeichnen.

Definition 3.1.1. Sei R ein kommutativer Ring. Man sagt R geniigt der aufsteigenden
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Kettenbedingung fir Ideale, wenn jede aufsteigende Kette von Idealen
Lclhc...I,C..., I #1; firi # j, I; Ideal von R, 1,5 € N

nach endlich vielen Schritten abbricht.

FEin kommutativer Ring, der die aufsteigende Kettenbedingung erfillt, heifst Noethersch.

Bemerkungen.

1. Oft wird die Definition auch so formuliert, dass jede aufsteigende Kette von Idealen in

der Form
]1§IQQIn§, II%IJfUI'Z#], ]j IdealvonR, i,jEN

ab einem gewissen Index stationir wird, das heifit alle Glieder der Idealkette ab diesem
Index gleich sein miissen. Offenbar sind die beiden Fassungen équivalent. Wir verwenden

je nach Bedarf die passende davon.

2. Ein kommutativer Ring, in dem jede absteigende Kette von Idealen abbricht, heifit
Artinsch (nach Emil Artin, einem Schiiler von Emmy Noether). Dass diese Bedingung im
Allgemeinen starker ist als die aufsteigende Kettenbedingung zeigen die folgenden beiden
Resultate.

Satz 3.1.2. FEin Artinscher Integrititsring R mit Einselement ist ein Korper.

Beweis. Seia € R, a # 0. Aufgrund der absteigenden Kettenbedingung gibt es ein n € N
mit (a") = (a"). Somit ldsst sich a" darstellen als ™ = a""'c mit einem geeigneten
¢ € R. Es folgt a™(ac — e) = 0. Da der erste Faktor nicht verschwindet, muss ac — e = 0,

also ac = e gelten. a besitzt somit ein Inverses, d.h. R ist Korper. O]

Satz 3.1.3. (Satz von Hopkins—Levitzky) Jeder Artinsche Ring mit Einselement ist noe-
thersch.

Beweis. Zitiert nach [KM84], S. 91. Ein Beweis findet sich zum Beispiel in [Spi94], (11.28)
Theorem (S. 214). O

Ein einfaches Beispiel einer aufsteigenden Idealkette, die notwendigerweise abbricht,
ist
2yc@hHc...c@)c@)c(2)c@)
im Ring Z der ganzen Zahlen. Diese Kette ist nicht mehr verfeinerbar und enthélt samt-
liche Ideale, die (2") umfassen.
Z erfiillt sogar die aufsteigende Kettenbedingung fiir Ideale: Da Z Hauptidealring ist,

kénnen wir von einem Ideal (m), m € Ny, ausgehen. Nun ist (m) C (n) echt enthalten,
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genau dann, wenn n ein echter Teiler von m ist. Da aber jedes Element aus Z nur endlich

viele Teiler besitzt, folgt das Abbrechen jeder aufsteigenden Kette.

Bemerkung.

1. Dieses Beispiel zeigt auch, dass es Noethersche Integritdatsringe mit Einselement gibt,

die nicht Artinsch sind. Z ist ja kein Korper.

2. Jeder endliche kommutative Ring ist klarerweise Noethersch (und Artinsch) und damit
sind es insbesondere die Restklassenringe Z/nZ fiir beliebiges n € N. Ebenso ist jeder
Korper Noethersch, da er nur die trivialen Ideale (0) und (e) = K besitzt.

Um mit Noetherschen Ringen zu arbeiten, erweist sich folgende Charakterisierung als

sehr ntitzlich:

Satz 3.1.4. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement e. Dann sind dquivalent:
1) R erfillt die aufsteigende Kettenbedingung

2) Jede nichtleere Menge . von Idealen # R besitzt ein maximales Element bzgl. C
(Mazimalititsbedingung).

3) Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.

Bewess.

1) = 2) Sei . # () eine nichtleere Menge von Idealen und sei I; € .. Wenn I; maximal ist
in ., dann ist 2) bewiesen. Wenn nicht, dann gibt es ein echt groeres Ideal I, € .7, I} C
I;. Wenn [, maximal ist, dann sind wir ebenfalls fertig. Andernfalls setzen wir dieses
Verfahren fort und erhalten eine aufsteigende Kette von Idealen Iy C I, C ... C I, C ...,
die nach Voraussetzung nach endlich vielen Schritten, etwa bei I,, abbricht. Dann ist

nach Konstruktion I,,, maximal in .7.

2) = 3) Fiir I = R ist die Aussage wegen R = (e) klar. Sei also I # R ein beliebiges Ideal
und . die Menge von Idealen, die in I enthalten und endlich erzeugt sind. Wir zeigen,
dass aus der Maximalitdtsbedingung in .% folgt, dass I auch endlich erzeugt sein muss.
& ist sicher nicht leer, da (0) € .. Nach Voraussetzung besitzt . ein maximales
Element J. J sei endlich erzeugt von {ay,...a,}. Nach Konstruktion gilt J C I. Wir
zeigen J = I. Wére nédmlich J # I, also J echt enthalten in I, dann gibe es ein b € [
mit b ¢ J und es wiirde gelten J C J + (b) C I. Dann wére aber J + (b) = {a4, ..., an, b}
in ., was im Widerspruch zur Maximalitdt von J in . steht. Somit muss also I = J

gelten.
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3) = 1)Sei ; C I, C...C I, C...eine aufsteigende Kette von Idealen von R. Wir
zeigen, dass diese nach endlich vielen Schritten abbricht, wenn jedes Ideal endlich erzeugt
ist. Dazu betrachten wir ;> [; := I.

I ist ein Ideal in R, das nach Voraussetzung endlich erzeugt ist. Sei {ay,...,a,} ein
Erzeugendensystem. Wegen ay € U;>; I; existieren Indizes jp mit a € [, fir 1 <k < n.
Sei jo ein solcher Index, sodass alle I; im Ideal I;, enthalten sind: I;, C I; fir k =

1,...n. Es folgt I = (ay,...,a,) C L;

jo; andererseits gilt I;; € U;»q [;. Zusammen also

Uj>1 I; = Ij,. Die Kette von Idealen muss daher spétestens bei [, stationdr werden. [

Da in einem Hauptidealring per definitionem jedes Ideal sogar von nur einem Element

erzeugt wird, folgt aus dem obigen Satz unmittelbar:
Korollar 3.1.5. Jeder Hauptidealring ist Noethersch.

Mit dieser Folgerung haben wir also nochmals bestétigt, dass Z als klassisches Beispiel

eines Hauptidealringes Noethersch ist.

Bemerkung. Die Umkehrung von Korollar m gilt nicht! Denn Z[z] ist Noethersch
(siehe Hilbertscher Basissatz aber kein Hauptidealring, da (2, z) kein Hauptideal
ist:

Angenommen (2, x) lieSe sich von nur einem Element, etwa p(z) € Z[x], erzeugen,
dann teilt p(x) sowohl 2 als auch x. Wenn p(x) Teiler von 2 ist, dann muss p(x) ein
konstantes Polynom sein, und zwar p(x) = +1 oder p(x) = £2. Da aber das von (£1)
erzeugte Ideal bereits Z[z| und 42 kein Teiler von z ist, kann es ein solches Polynom nicht

geben.

Die Bedingung, dass jedes Ideal endlich erzeugt ist als notwendiges und hinreichendes

Kriterium fiir Noethersche Ringe kann noch verscharft werden:

Satz 3.1.6. Ein kommutativer Ring R mit Finselement e ist Noethersch genau dann,

wenn jedes Primideal endlich erzeugt ist.

Beweis.

(<) Angenommen R ist nicht Noethersch, dann gibt es nach Satz Ideale, die nicht
endlich erzeugt sind. Sei .¥ die Menge der Ideale, die nicht endlich erzeugt sind. Nach
Voraussetzung gilt . # () und nach dem Zornschen Lemma besitzt jede nichtleere Menge

ein maximales Element, in unserem Fall ein maximales Ideal P.

Wir zeigen, dass P ein Primideal ist. Dazu nehmen wir indirekt an es gilt ab € P und
a ¢ Pund b ¢ P. Dann enthalten P+ (a) und P+ () sicher P echt. Da P maximal ist in
der Menge . der nicht endlich erzeugten Ideale, miissen P+(a) und P+(b) endlich erzeugt
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sein. Seien (p; + 1a,...,pp + rpa) und (p) + rib,...p., +r.b) die Erzeugendensysteme
von P+ (a) und P+ (b) mit p;,p; € P, ri,ry € Ryi=1,..,n, j=1,...,m.

Wir betrachten die Menge J = {r € R|ra € P}. Sie ist ein Ideal von R, denn fiir
r1,1m9 € J gilt (11 — re)a = ria — raa € P, weil P ein Ideal ist und demnach r; —ry € J;
und fir x € R, r € J gilt (zr)a = z(ra) € P und folglich auch zr € J.

Wegen ba = ab € P nach Annahme ist sicher b € J. Andererseits ist auch P C J, da
za = az € P Vz € P. Zusammen folgt (P,b) = P + (b) C J. Wegen der Maximalitét von
P muss auch J endlich erzeugt sein. Sei J = (j1, ..., jk)-

Fiir jedes x € P folgt x € P+ (@) und somit lasst sich z darstellen als

n

xr = Zsi(pi +ria) = Z sipi + (Z SiT5) 0
i=1 i=1

=1

fir geeignete s; € R. Mithin gilt >0 | (s;r)a =« — Y1, s;p; € P, also liegt >0 (s;13) €
J. Daher gibt es ¢t; € R mit >}, s, = le tij; mit j; € J, i = 1,.. k. x lasst
sich somit darstellen als @ = Y s;p; + (X0, tiji)a, also als Linearkombination von
DPis- Dy J16, - - -, Jra. Wir haben fiir beliebiges x € P eine Darstellung mit endlich vie-
len festen Erzeugenden gefunden, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht, dass P
nicht endlich erzeugt ist. Somit muss aus ab € P folgen, dass a € P oder b € P, d.h. P
ist Primideal.

Wir halten fest, dass unter der Annahme . # () das maximale Ideal P € . ein nicht
endlich erzeugtes Primideal ist. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Somit muss
% = () und damit jedes Ideal in R endlich erzeugt sein. R ist also Noethersch.

(=) Die Umkehrung ist klar. 0

Bevor wir uns mit Primidealen in Noetherschen Ringen befassen (Abschnitt 3.2), wer-
den wir noch zeigen, dass Ringhomomorphismen die Kettenbedingung mitiibertragen und

daran anschlieSend den Hilbertschen Basissatz formulieren und beweisen.
Satz 3.1.7. Jedes homomorphe Bild S eines Noetherschen Ringes R ist wieder Noethersch.

Beweis. Sei @ : R — S der surjektive Homomorphismus. Nach dem Homomorphiesatz
fir Ringe gibt es ein Ideal I von R mit R/I = &(R) = S. Es gentigt somit zu seigen, dass
R/I Noethersch ist. Sei dazu

JChC...CJiCJip1 C...

eine aufsteigende Kette von Idealen in R/I. Sei ¢ der natiirliche Homomorphismus von

R auf R/I. Dann finden wir zu jedem Ideal J; ein Ideal K; mit ®(K;) = J;. Dabei gilt
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I C K;und K; C K, fir alle : = 1,2, .... Insgesamt erhalten wir
ICK CK,C...CK;CK;iyy C©...,

also eine aufsteigende Kette von Idealen in R. Da R nach Voraussetzung Noethersch ist,
muss diese abbrechen, was gleichbedeutend damit ist, dass ein Index N existiert, sodass
K; = Ky Vi > N gilt. Also muss auch J; = &(K;) = ¢(Ky) = Jy fur i > N gelten.
Damit ist gezeigt, dass jede beliebige aufsteigende Idealkette in R/ stationédr wird. Damit
ist R/I und also auch S Noethersch. O

3.1.1 Hilbertscher Basissatz

Sei R ein Noetherscher Ring mit Einselement. Im Folgenden werden wir zeigen, dass

der Polynomring R[z]| im allgemeinen ebenfalls Noethersch ist. Dafiir benétigen wir ein

Konzept, mit dem wir Elemente von R[z]| mit Elementen von R assoziieren kénnen:
Dazu sei I ein Ideal aus R[z]. Wir bezeichnen mit K, (I) die Menge aller fithrenden

Koeffizienten von Polynomen n-ten Grades in I;
K,(I) = {ap|anz™ + ap 12" '+ ...+ a1z +ag € I}

Die Menge K, (I) erfiillt folgende Eigenschaften:
Lemma 3.1.8. Sei R ein kommutativer Ring mit Finselement und seien I, J Ideale von
R|x]. Dann gilt:
1) K,(I) ist ein Ideal in R.
2) K,(I) C K,+1(I) fir allen > 0.
3) Wenn I C J, dann gilt K,(I) C K,(J) fir allen > 0.

4) Wenn I C J und K,,(I) = K,(J) fir alle n >0 gilt, dann folgt I = J.

Beweis.

1) Seien ay,, b, € K,(I), dann gibt es Polynome a,z" +...a1x + ag und b,z"™ +. .. byx + by
in 1. Weil [ ein Ideal in R[] ist, gilt (a, — by)2™ + ... 4+ (a1 — b))z + (ap — by) € I und
daher auch a,, — b, € K, (I). Sei weiters r € R, dann liegt 7(a,z" + ... a1z + ap) ebenfalls
in I, woraus ra, € K,(I) folgt.

2) Sei a,, € K,,(I) und a,xz™+...a;x+ag ein Polynom in /. Da R ein Ring mit Finselement
ist, liegt = € R[z] und damit ist ebenfalls a,z"*' + ...a;2? + apx € I. Also gilt a, €
K1 (I).
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3) Falls I C J, so gilt fiir jedes Polynom in I, dass es auch in J liegt. Selbiges gilt fur die

fithrenden Koeffizienten dieser Polynome.

4) Angenommen es gilt J O I. Dann sei f(z) = b2 + ...bix + by ein Polynom mit
kleinstem Grad in J\I. Wegen b,, € K,,(J) und K,,(J) = K,,(I) nach Voraussetzung gibt
es ein Polynom g(x) = b,2" + ¢,_12" ' + ...+ cix +¢o in I. Da J D I und J Ideal
ist, muss f(z) — g(z) in J liegen. Wenn f(z) — g(x) = 0 ist, dann war f(z) € I, ein
Widerspruch. Wire f(z) — g(x) € I, dann wére auch f(x) = (f(z) — g(z)) + g(z) € I,
ein Widerspruch. Also liegt f(x) — g(x) € J\I, es hat aber einen echt kleineren Grad als

f(z); dies ist ebenfalls ein Widerspruch, und zwar zur Konstruktion von f(x). ]

Mit dem vorigen Lemma konnen wir nun beweisen, dass jeder Polynomring in endlich
vielen Unbekannten iiber einen Noetherschen Ring mit Einselement ebenfalls Noethersch
ist. Man beachte, dass die Eigenschaft 2) aus Lemma nur unter der Voraussetzung

bewiesen wurde, dass R ein Ring mit Einselement ist.

Satz 3.1.9. (Hilbertscher Basissatz) Sei R ein kommutativer Ring mit Finselement. Wenn
R Noethersch ist, dann ist auch R[z] Noethersch.

1. Beweis. Sei Iy C I, C ... eine aufsteigende Kette von Idealen in R[z]. Wir setzen
S ={K,(In)|n>0, m>1}.

Die Menge . ist eine nichtleere Menge von Idealen in R nach Lemma [3.1.8 1). Da R
nach Voraussetzung Noethersch ist, besitzt . ein maximales Element K,(1;).
Weiters gilt nach Lemma 2) einerseits

und nach Teil 3) jenes Lemmas andererseits

Somit muss fiir n > p und m > ¢ wegen der Maximalitatsbedingung aus
Ky(1y) € Ka(Iy) € Kn(lm)

die Gleichheit K,,(1,,) = K,(I,) folgen.

Fiir jedes n > 0 existiert nach Voraussetzung (R ist Noethersch) ein Index M,, sodass
die aufsteigende Kette K, (I;) C K,(I) C ... ab K, (Iy;,) stationdr wird. Wir setzen
N = maX{Mo, Ml, ceey Mpfl, q}
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Sei nun m > N beliebig, aber fest. Wir unterscheiden zwei Falle: Ist n > p, so folgt
wegen N > qgund m > q K,(I,) = K,({,) = K,(In).

Wenn n < p ist, dann ist wegen m > M, und N > M,, somit K, (I,,) = K,(Iy,) =
Kn(In).

Damit erhalten wir fir alle n: K,(I,) = K,(Iy) und nach Lemma [3.1.8] 4) folgt
I, = Iy fir alle m > N. Die aufsteigende Kette I; C I, C ... wird also jedenfalls ab Iy

stationar und damit ist R[z]| ebenfalls Noethersch. O
Ideale in R[x]
I C I ¢ I3 C...C Iy c...c Iq c...C I, C...C Iy c..
Ko(I1) C Ko(l2) € Ko(I3) C...C Ko(In,) C...C Ko(lg) €...C Ko(Imp) =...= Ko(IN) =..
N N N N N N N
Ki(li) C Ki(l2) € Ki(I3) €...C Ki(Im,) =...= Ki(Iq) =...= Ki(Im,) =...= Ki(In) =...
K,(L) C Kp(l2) € Kp(I3) C...C Kp(Ipy) =...= Kp(Ig) =...= Kp(Ipm,) =...= Kp(In) =...
N N N N Il Il Il
Kpir(I) CKpi1(I2)CKpir(Is)C .. CKpir(Ing) = .. = Kpi1(Ig) = .. =Kpi1(Ing) =- - - =Kpp1(IN) = - -
N N N N I I Il
Ideale in R

Fir alle n > 0 wird jede aufsteigende Kette {Kp (I )}m stationir (zeilenweise); fiir { Ky, (Im)}n, m beliebig aber fix gilt
Kn(Im) C Kp(Iq) (spaltenweise).

Abbildung zum Beweis des Hilbertschen Basissatzes

Wir werden jetzt noch einen weiteren Beweis zum Hilbertschen Basissatz geben, der
diesmal von der Eigenschaft, dass jedes Ideal eines Noetherschen Ringes endlich erzeugt
ist, Gebrauch macht. Mit diesem Beweis wird nun klar, weshalb dieses Resultat als Ba-

sissatz bezeichnet wird.

2. Beweis von Satz[3.1.9 Sei K, (I) wie oben die Menge der fithrenden Koeffizienten aller
Polynome n-ten Grades in einem Ideal I von R[z]. Wir wissen bereits aus dem Lemma,
3.1.8/1) dass die Menge K,,(I) ein Ideal in R ist und fiir jedes Ideal I die Inklusion

Ko(I) C Ki(I) C Ky(I) C ...

gilt. Dariiber hinaus muss diese aufsteigende Idealkette in R ab einem gewissen Index
abbrechen, da R nach Voraussetzung Noethersch ist. Sei ¢ der Index, ab dem K, (I) =
Ky (I) fir alle n > t gilt.

Nach Voraussetzung ist jedes K, (1) endlich erzeugt: K, (1) = (an,, ... an, ). Fir jedes
an; mit 0 <n <tund 1 <5 <4, sei py, (z) € I ein Polynom vom Grad n mit fithrendem

Koeffizienten a,,;. Fir po,(z) gilt po,(x) = ap, € R C R[x]. Wir zeigen, dass das Ideal I
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von einer endlichen Menge X von Polynomen erzeugt wird:
X ={py,@)|0<n<t; 1<5<14,}.

Klarerweise gilt (X) C I. Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, gehen wir induktiv vor.
Zunéchst sind die konstanten Polynome in [ genau die Elemente von Ky(/) und somit
gilt Ko(I) C (X). Nehmen wir an, dass (X) alle Polynome von I mit Grad < m enthélt
und sei ¢(x) € I ein Polynom vom Grad m mit fithrendem Koeffizienten a (a # 0), das
heiBt a € K,,({).

Wenn m < t, dann lasst sich a schreiben als
a4 = T10m, + T20my + ... + 75, A, fir 75 € R;

dabei waren die a,,, die Erzeugenden von K,,(I). Das Polynom Y77 ripy,,(z) € (X)
hat somit den fithrenden Koeffizienten a und Grad m. Weiters gilt, dass ¢(z) — 2?21 TiDm,
héchstens Grad m — 1 besitzen kann. Es gilt daher g(z) — >i™ 7jpp,(z) € (X) nach
Induktionsvoraussetzung und damit folglich auch ¢ € (X).

Wenn m > t, dann ist a € K,,(I) = K;(I) und a = ¥ rja4;, r; € R. Weiters hat
> iz tp,, (x) fihrenden Koeffizienten a und Grad m. q(z) — Yt rj2™ 'p,, () hat
hochstens Grad m — 1 und liegt damit in (X). Auch in diesem Fall folgt ¢(z) € (X) und
daher gilt wirklich I = (X). O

Bemerkungen. Als allgemeine unmittelbare Folgerung ergibt sich, dass zu einem ge-
gebenen Noetherschen Ring R mit Einselement auch der Polynomring in endlich vielen
Variablen iiber R ebenfalls Noethersch ist. Um das zu zeigen, braucht man nur einen
Induktionsbeweis nach der Anzahl der Verdnderlichen anzuwenden.

Dagegen ist der Polynomring iiber Z in unendlich vielen Variablen z;, ¢ € N nicht
Noethersch, da die Kette von Idealen

(1) C (21,22) C ... C (21,%2,...,2,) C ...

nicht abbricht.

Fiir kommutative Ring ohne Einselement stimmt der Hilbertsche Basissatz nicht.

Beispiel. Fir R = 2Z ist der Polynomring 27Z[z] nicht Noethersch.

Zuerst verifizieren wir, dass der Ring 2Z Noethersch ist. Wenn wir zeigen kénnen,
dass jedes Ideal in 27Z auch ein Ideal in Z ist, sind wir fertig, da wir bereits wissen, dass
Z die aufsteigende Kettenbedingung erfiillt. Sei dazu [ ein Ideal in 2Z und a € I das
kleinste positive Element von I. Fir ein beliebiges b € I gilt, dass es r,q € Z gibt mit
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b=gqga+r, 0<r <a(Zist euklidisch). Da sowohl b als auch ga in I liegen, muss auch
b—qa =r € I gelten. Aus 0 < r < a folgt r = 0, da @ minimal gewédhlt war. Damit ist
gezeigt, dass jedes Element aus I ein Vielfaches von a ist: I C {qa : ¢ € Z}. Wegen a € I
gilt aber auch die umgekehrte Inklusion und somit Gleichheit. I ist also auch ein Ideal in
Z.

Angenommen 2Z|x] ist Noethersch, dann ist jedes Ideal in 2Z[x] endlich erzeugt und

somit auch 2Z[z]. Seien fi(x),..., f,(x) die Erzeugendenelemente von 27Z[x],

(f1(@), ... fulw)) = 22Z]2],

mit f;(x) Polynom d;-ten Grades in 2Z[z], i = 1,...,n, und sei N = max{ds,...,d,}.
Ist g(z) € (fi(x),... fu(z)), dann lésst sich g(x) schreiben als

9(x) = aiy (2) fir () + .- i, (2) fiy () + h(2),

wo h(x) ganzzahlige Linearkombination der f;(x) ist, also insbesondere vom Grad < N,
und f;, (z), a;;(x) € 2Z[x]. Da sowohl die Basiselemente als auch die a;,(x) Vielfache von
2 sind, miissen alle Koeffizienten von g(z) ab der (N + 1)-ten Potenz von z durch 4
teilbar sein. Somit kann das Polynom 22V nicht in (fi(z), ... f.(z)) = 2Z[z] liegen, ein

offensichtlicher Widerspruch. 2Z|x] ist daher nicht endlich erzeugt, also nicht Noethersch.

Dieses Beispiel beinhaltet auch, dass nicht jeder Unterring eines Noetherschen Ringes
wieder Noethersch ist. Wie gezeigt wurde ist 27 als Unterring von Z Noethersch; fir 2Z[z]
als Unterring von Z[z| gilt dies allerdings nicht.

Aber auch wenn der Unterring das Einselement enthélt, vererbt sich die Eigenschaft
nicht: Der Quotientenkérper Q(xy,zs,...) von Zlxy, z,...] ist als Koérper Noethersch,
wahrend das auf Z[zy, xs, .. .| wie oben erwahnt nicht zutrifft.

Mittels des Hilbertschen Basissatzes lassen sich eine Vielzahl von konkreten Noether-

schen Ringen herstellen.

Korollar 3.1.10. Seien R ein kommutativer Ring mit Finselement e und S ein Noether-
scher Unterring von R mite € S. Existieren endlich viele feste Elementery,...,r, € R, so
dass sich jedes Element aus R durch p(ry,...,r,) ausdricken ldsst mit p € S[xy,..., x,],
dann ist auch R Noethersch.

Beweis. Der Polynomring S[z1, ..., x,] ist nach der Bemerkung zu Satz Noethersch.
Sei @ : S[xy,...,z,] — R der Einsetzhomorphismus beziiglich ry,...,r, gegeben durch
O(p(xq,...,2,)) = p(r1,...,m,). Nach der Voraussetzung ist ¢ surjektiv. Daher ist R
nach Satz Noethersch. O
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Beispiele.

1. Die Menge Z[Vd] = {a + bVd| a,b € Z} mit d € Z, v/d ¢ Z, ist nach Korollar [3.1.10
Noethersch. Dazu geht man von S = Z aus und wéhlt den Einsetzhomomorphismus
beziiglich v/d, ausgehend von Z[z]. Dann ist R = {p(+v/d)| p(z) € Z[z]}. Und dies ist
gerade Z[/d).

Mit der gleichen Uberlegung ergibt sich allgemein

2. Ist « eine ganze algebraische Zahl (also eine Zahl, fiir die ein normiertes Polynom aus
Z[z| existiert, sodass a Nullstelle ist) mit « ¢ Z, dann ist Z[a] Noethersch. Dabei ist

Zla) = {p(a)| p(x) € Z[z]}.
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3.2 Prim- und Primarideale

Hauptidealringe haben die Eigenschaft faktorielle Ringe zu sein, also Ringe, in denen sich
jedes Element eindeutig bis auf Einheiten und die Reihenfolge als Produkt von Primfakto-
ren schreiben lasst. In solchen Ringen, die frither meist als ZPE-Ringe bezeichnet wurden,

lasst sich diese Eigenschaft auch auf die (Haupt-)Ideale iibertragen:

Jedes echte Ideal eines faktoriellen Ringes lésst sich als Produkt von maximalen (und
damit primen und irreduziblen) Idealen darstellen, die abgesehen von der Reihenfolge

eindeutig bestimmt sind:

(@)= ..p") =) () =)™ ... (p)" = (@) N 0 ()

dabei ist a € R,a # 0, keine Einheit und die p;,7 = 1,...,r, sind prime Elemente. Dies
folgt unmittelbar aus Lemma im Kapitel “Grundlagen”.

Diese Eigenschaft ist nicht auf faktorielle Ringe beschrénkt. Wie schon in der Einlei-
tung erwihnt, ist der Noethersche Ring Z[v/=5] = {a + byv/—5| a,b € Z} nicht faktoriell,
da es fiir das Element 6 = 2-3 = (1++/—5)(1—+/—5) die beiden wesentlich verschiedenen
Zerlegungen in irreduzible Elemente 2, 3, 14+/—5, 1 —+/—5, die keine Einheiten sind, gibt.
Trotzdem lasst sich das von 6 erzeugte Hauptideal eindeutig bis auf die Reihenfolge als

Produkt von Primidealen darstellen (wie in Kapitel 5 gezeigt werden wird):

(6) = (2,1 4+v=5)(2,1 —v/=5)(3,1 ++v/=5)(3,1 — V=5).

Doch nicht in allen Noetherschen Ringen gilt diese Eigenschaft.

Beispiel. Das Ideal (4, z) in Z[z] lasst sich weder als Durchschnitt noch als Produkt von

Primidealen schreiben.

Es gilt
(4,2) = {p(x) € Z[z]|p(z) = 4r(x) + zs(x) mit r(z), s(x) € Z[z]}

= {p(z) € Z[z]| 4]p(0)}.

Wir zeigen, dass (4, x) kein Primideal ist und es nur ein einziges Ideal J C Z[z| gibt mit
(4,z) C J, so dass sich (4, z) sicher auch nicht als Durchschnitt von Idealen schreiben
ldsst. Um das zu zeigen betrachten wir den Faktorring Z[z]/(4,z). Da es nur auf den

konstanten Term bei den Polynomen ankommt und alle ganzzahligen Vielfachen von 4
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bereits in (4,x) liegen, gilt
Zlx]/(4,2) =2 7/47 = {0,1,2,3}.

Insbesondere ist (4, z) kein Primideal, da der Restklassenring kein Integritétsring ist.
Dieser Restklassenring besitzt als echtes Ideal nur J = {0,2}. Nach dem Homomor-
phiesatz ist daher J = (2,2) = {p(x) € Z[z]| 2|p(0)} der einzige echte Teiler # R von
(4, z).
(4, z) lasst sich aber auch nicht als Potenz von J darstellen. denn das Produkt zweier
Polynome aus J hat stets einen geraden Koeffizienten bei x, was fiir die Elemente von
(4, ) nicht gilt. Es ist also J? C (4, ).

Das Ideal (4, z) ist kein Produkt von Primidealen, also auch keine Primidealpotenz,

doch erfiillt es folgende abgeschwéchte Forderung, wie gleich bewiesen wird.

Definition 3.2.1. Fin Ideal Q) # R in einem kommutativen Ring R heifst primdr, wenn
aus ab € Q (a,b € R) und a ¢ Q folgt b € Q fir einn > 0.

Bemerkungen.

1. Jedes Primideal ist primar, denn in diesem Fall ist die Bedingung bereits fiir n = 1
erfiillt.

2. Betrachten wir in einem kommutativen Ring den Faktorring nach dem priméren Ideal
(), dann folgt aus ab =0 (Q) und a #Z 0 (@), dass die Potenz b" = @ verschwindet. Oder
anders formuliert: Ein Ideal Q) ist primdar genau dann, wenn im Faktorring R/Q jeder

Nullteiler nilpotent ist.

Beispiele.

1. Wie sehen die Primérideale von Z aus? Sei dazu ) = (n) ein beliebiges Ideal von Z mit
n > 1. Ist n keine Primzahlpotenz, also n = p{* - ... - pI mit r > 1, so ist a = p}* ¢ Q,
aber auch bF = pkm. pknr ¢ @ wegen der emdeutlgen Primfaktorzerlegung in N. @ ist
in diesem Fall also kein Primarideal.

=T und ein

Ist dagegen n = p™, so muss a = p" mit r < m sein. Dann gilt p|b = p
geeignete Potenz von b, zum Beispiel die m-te, liegt in (n). Somit sind die Primérideale

von Z genau die Potenzen der Primideale: (p)™ = (p™) mit p prim, m > 1.

2. Das Ideal

(4,z) in Zx] ist primér. Sei ndmlich p(z)q(x) € (4,x) und p(x) ¢ (4,x).
Dann gilt p(0)q
(4

(0) = 0(4), aber 4 f p(0). Damit ist p(0) = 1,2,3(4). Ist p(0) = 1,3(4),
0(4) gelten und es ist schon ¢(z) € (4, ). Ist dagegen p(0) = 2(4), so ist
) und daher gilt ¢*(0) = 0(4), also ¢*(z) € (4,z).

so muss ¢(0)

auch ¢(0) =

24



Das letzte Beispiel zeigt, dass Primérideale nicht notwendigerweise Primidealpotenzen
sein mussen. Es ist aber auch umgekehrt die Potenz eines Primideals im Allgemeinen nicht

primar:
3. ([VAW6T], S.129) Sei
R=A{ag+ a1z + ... +a,z"| 3lay, a; € Z,i=1,...,n}.

Dann ist das Ideal P = (3z,2%) wegen R/P = 7 ein Primideal. Es ist P? = (922, 323, 2%).
Dieses Ideal ist nicht primér. Das Produkt 9 - 22 liegt in P2, 22 jedoch nicht. Wire P?
primér, miisste somit 9% € P? gelten fiir ein geeignetes k > 1, was offensichtlich nicht der
Fall ist.

Analog zu faktoriellen Ringen, wo jedes irreduzible Element auch prim (und daher
primadr) ist, lisst sich in Noetherschen Ringen diese Aussage abgeschwécht auch auf irre-

duzible Ideale iibertragen:
Satz 3.2.2. In einem Noetherschen Ring ist jedes irreduzible Ideal primadr.

Beweis. Wir zeigen die dquivalente Behauptung, indem wir annehmen, dass das Ideal @)
des Noetherschen Ringes R nicht primér ist, und folgern, dass () dann reduzibel ist.

Wenn @ nicht primér ist, dann gibt es a,b € R mit ab € @, a ¢ @ und fiir kein n > 0
ist b" € Q. Wir bilden fiir jedes n € N die Menge

Sp={reR:rb" € Q}.

Fiir alle n € N ist die Menge S,, sicher nicht leer, da sie alle Elemente aus () enthélt,
weil @) nach Voraussetzung ein Ideal ist. Weiters bildet die Menge S,, ein Ideal in R fir
alle n: Fur r,,,,r,, € S, liegt ndmlich (r,, — r,,)b"
Tny — Tny € Sy. Ebenfalls gilt fur r € R, r, € S, dass (rr,)b" = r(r,b") € @ und folglich
rr, € Sy,.

Dariiber hinaus bilden die S,, eine aufsteigende Idealkette S7 C Sy C ..., weil fir
r; € S; auch (bry)b' = (r;b)b* = r;b"* € Q gilt und damit r; € S;,; folgt. Da R Noethersch
ist, bricht diese Idealkette ab einem gewissen Index k € N ab, also Sy = S; fir alle t > k.

= 7p, 0" — 1, 0" in ( und somit gilt

Wir behaupten, dass @ reduzibel ist und sich als Durchschnitt Q = (Q,a) N (Q, b*)
darstellen lisst. Sowohl (Q, a) als auch (@, b*) sind echte Teiler von Q, da a € (Q, a), und
a ¢ Q, sowie b* € (Q, V%), und v* ¢ Q. Klarerweise gilt Q C (Q,a) N (Q, b*).

Sei nun ¢ € (Q,a) N (Q,V*). Wegen ¢ € (Q, ) lisst es sich schreiben als ¢ = ¢ + r b*
fir geeignete ¢ € @,r; € R. Andererseits muss wegen ¢ € (Q,a) das Produkt ¢b in @
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liegen (denn fir ¢ = ¢’ + ra, 2 € R, ¢ € Q, liegt ¢b = ¢'b+ roab = bg' + r2(ad) in Q, da
nach Voraussetzung ab € @ gilt).

Insgesamt folgt daher aus cb = gb + rb**! € @Q, dass b € Q und damit r; €
Sj+1 = Sy gilt. Nach Konstruktion von Sj, besagt dies r1b* € Q. Damit muss ¢ = ¢ + rb*
ebenfalls in @) liegen und die umgekehrte Inklusion (@, a) N (Q, Sk) C @ ist gezeigt. [

Die Umkehrung der Aussage des Satzes gilt nicht.

Beispiel. Das Ideal (4,2z,x?) ist priméir in Z[z], aber reduzibel: (4,2z,z%) = (4,2) N
(2,2?). Dabei sind auch die beiden Ideale auf der rechten Seite primér.

Dass alle Ideale primér sind, zeigen wir so wie im Fall (4,x) (Beispiel 2. nach der
Definition [3.2.1]).

Wir fithren zunéchst den Nachweis fiir (4, 2z, 22):
I := (4,27, 2%) = {4r1(z) + 22r9(x) + 2°r3(2)| 7:(7) € Z[2], i = 1,2,3}

= {ao+ a1z + ...anz"| a; € Z,i =1,...,n; 4|ao, 2|a}.

Seien nun p(z),q(z) € Zlz] mit p(z)q(x) € I und p(z) ¢ I. Da es fiir die Elemente aus
dem Ideal I auf die Terme hoheren als 1. Grades nicht ankommt, konnen wir ansetzen
p(x) = b + byx + 2%(...) und ¢(x) = ¢y + cio + 22(...) und brauchen nur mit den linearen

Termen zu rechnen. Aus p(z)q(z) € I folgt
boCO = 0(4) und boCl + blco = 0(2) (31)

p(z) & I besagt by = 0,1,2,3(4) und b; = 0, 1(2), wobei aber by nicht durch 4 und zugleich
by durch 2 teilbar sein darf.

Wir betrachten nun die einzelnen Falle:

(i) bp = 0(4). Dann muss b; = 1(2) sein und p(x) = z. Aus der Bedingung folgt
co = 0(2), also ist q(z) = 2t + cyz + ... (t € Z). Dann gilt ¢*(z) € I.

(ii) bp = 1,3(4). Aus [3.1] folgt ¢y = 0(4) und daher gilt sogar ¢(x) € I, da ¢; = 0(2).
(iii) Ist schlieBlich by = 2(4), dann muss auch ¢y = 2(4) sein und wieder folgt ¢*(z) € I.

Genauso zeigen wir, dass das Ideal (2, 2?%) primér ist. Es gilt
J = (2,2%) = {2s1(x) + 2%s5(2)| 54(2) € Z[z], i = 1,2}

={ao+ a1z + ...anz"| a; € Z,i =1,...,n; 2|ag, 2|a}.

Wieder kommt es bei den Elementen aus dem Ideal J auf die Terme hoheren als 1. Grades

nicht an, so dass wir denselben Ansatz wie zuvor machen kénnen. p(z) ¢ J besagt jetzt,
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dass by, by nicht beide gerade sein diirfen. Der Bedingung entspricht jetzt
boCO = 0(2) und boCl + b1C0 = 0(2) (32)

Wieder unterscheiden wir Féalle:

(i) bp = 0(2). Dann muss b; = 1(2) sein und p(z) = z. Aus folgt ¢y = 0(2), also ist
q(z) =2t + iz + ... (t € Z). Dann gilt ¢*(z) € J.

(ii) bo = 1(2) liefert in [3.2] wieder ¢y = 0(2), also genauso ¢*(z) € J (sogar q(z) € J).

Es fehlt noch der Beweis, dass (4,2z,2%) = (4,z) N (2, 2?) gilt.

Die Inklusion (4,2z,2?) C (4,7) N (2,2?) folgt wegen 4,2x,2% € (4,z) N (2,2?). Ist
umgekehrt p(z) € (4,2) N (2,2?%), so muss 4|p(0) gelten, da p(z) € (4,z). Und der Ko-
effizient von x muss gerade sein, da dies fiir alle Elemente von (2,2?) gilt. Daher folgt
p(z) € (4,22, 2%) und damit (4,2z,2%) D (4,z) N (2, 2?).

3.2.1 Primaéarzerlegungen in Noetherschen Ringe

Mit dem folgenden Satz werden wir zeigen, dass sich jedes Ideal in einem Noetherschen
Ring als Durchschnitt von endlich vielen Priméridealen darstellen lasst. Anschlieend dar-
an werden wir zeigen, dass es zu jedem Primérideal () ein kleinstes, eindeutig bestimmtes
Primideal P gibt, das () umfasst und mithilfe diesem Aussagen iiber die Eindeutigkeit
der Darstellungen im Abschnitt machen.

Satz 3.2.3 (Erster Zerlegungssatz). In einem Noetherschen Ring ist jedes echte Ideal als

Durchschnitt von endlich vielen Primaridealen darstellbar.

Beweis. Wir werden zeigen, dass sich jedes Ideal als Durchschnitt von endlich vielen
irreduziblen Idealen darstellen lésst. Die Behauptung folgt dann sofort aus Satz [3.2.2]

Fiir irreduzible Ideale von R ist die Behauptung trivialerweise erfiillt.

Sei nun . die Menge aller Ideale J von R, die sich nicht als Durchschnitt endlich
vieler irreduzibler Ideale schreiben lassen. Da nach Voraussetzung . nicht leer ist, gibt
es nach dem Zornschen Lemma in .¥ ein maximales Ideal I. Dieses muss reduzibel sein,

so dass Ideale I, I, existieren mit
I=I)nNnl, uwnd RD>I;,I,D 1.

Da I1,1s ¢ . lassen sie sich als Durchschnitt von endlich vielen irreduziblen Idealen
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darstellen:

L = Q1NQaN...NQ,,
]2 = Qr+1mQr+2m'-~sz

Damit stellt sich 7 = Q1N QN ...NQ, NQri1 NQrioN...N Qs als Durchschnitt
irreduzibler Ideale dar, im Widerspruch zur Definition von .. Daher gilt . = () und die

Behauptung ist bewiesen. O]

Definition 3.2.4. Ein Ideal I eines kommutativen Ringes R besitzt eine Primarzerlegung,

falls es sich schreiben ldisst als [ = Q)1 N ... N Q,, mit Primdridealen Q;, 1 =1,...,n.

Beispiel. Wie das zuletzt gerechnete Beispiel (4, 2x, z?) = (4,z) N (2, 2%) zeigt, kann es

fiir ein Ideal zwei Zerlegungen in Primérideale geben mit unterschiedlicher Anzahl.

Es stellt sich daher die Frage nach der Eindeutigkeit von Primérzerlegungen. Dazu
muss man zunéchst die Anzahl der Komponenten bei der Darstellung von Idealen so
weit wie moglich reduzieren. Die erste Reduktion besteht darin in einer Darstellung von
I = @Q1N...NQ, jene Primérideale ); zu streichen, die den Durchschnitt anderer umfassen.
Um festzustellen, ob es sich danach bereits um eine unverkiirzbare Darstellung handelt,
ist noch Vorarbeit notwendig:

Wir betrachten zu einem Primérideal () die Menge P, die alle Elemente b € R bein-
haltet, so dass eine Potenz von b in @ liegt: P = {b € R| b" € @ fiir ein n > 0}.

Lemma 3.2.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und () ein Primdrideal.
Dann erfillt die Menge P = {b € R|b™ € Q fiir einn > 0} folgende Figenschaften:

(1) P ist ein Ideal in R,
(ii) P ist prim,
(iii) P ist ein Teiler von @, d.h. Q C P.

Beweis.

(i) Sei b € P, dann ist b" € @ fir ein n € N. Fir r € R folgt, dass das Produkt
b = (rb)” € @, da @ Ideal ist, und demnach rb € P gilt. Um zu zeigen, dass P
abgeschlossen ist, miissen wir zeigen, dass es ein k > 0 gibt, sodass (b — ¢)* € Q fiir
b,c € P. Seien b",c¢™ € @), dann liegt

b=t =>"

=0

) bn+m—i(_1)ici

?
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sicher in @, da jeder Summand entweder ¢™ oder b" beinhaltet. Aus der Ungleichung
mTJF” > 277” fiir oBdA m > n sehen wir sofort, dass das auch fiir die ,,mittleren“ Summanden

gewihrleistet ist. (Mit der Forderung m > 1, n > 1 gilt sogar schon (b — ¢)"™™" ! € Q.)

(ii) Weiters stellen wir fest, dass unsere konstruierte Menge P prim ist. Sei ndmlich ab =
0(P) und a # 0(P), so folgt fir ein n > 0 : (ab)” = a™b™ = 0(Q) und a” # 0(Q) (weil
a # 0(P)). Da @ primér ist, muss es also ein m > 0 geben, so dass (b™)" = b"™ = 0(Q)
und damit gilt nach Definition von P, dass b = 0(P). Also folgt b € P und P ist Primideal.

(iii) Ist b € @, so ist, da @ Ideal ist, auch b" € @ sogar fir beliebiges n € N. Daher gilt
be P. O

Das im letzten Satz eingefiihrte Primideal erweist sich als entscheidend fiir die Redukti-

on der Priméarzerlegung eines Ideals. Es lédsst sich auf verschiedene Arten charakterisieren,

von denen wir die in den folgenden zwei Satzen [3.2.8 und |3.2.9| benétigen. Zuvor werden

wir aber noch eine Definition und ein zentrales Resultat, das die Existenz von Primidealen

in kommutativen Ringen mit Eins gewéhrleistet, vorausschicken:

Definition 3.2.6. Sei R ein kommutativer Ring. Eine nichtleere Teilmenge S von R heifst

multiplikativ abgeschlossen, wenn fiir si,so € S auch das Produkt in S liegt, s1s € S.

Satz 3.2.7. Sei R ein kommutativer Ring, S # () eine multiplikativ abgeschlossene Menge
von R und I ein Ideal von R mit der Eigenschaft S NI = (). Dann ezistiert ein Ideal P
das mazimal ist in der Menge aller Ideale von R, die zu S disjunkt sind und I enthalten.

Das Ideal P ist dariber hinaus ein Primideal von R.

Beweis. Sei .# die Menge aller Ideale von R, die zu S disjunkt sind und I enthalten:

A = {J ist Ideal von R|[JNS =0 und I C J}.

A ist nicht leer, da I € .# gilt. Auch erfiillen alle J € .# wegen S # (), dass J C R. Mit
,C erhalt die Menge .# eine partielle Ordnung und da R Noethersch ist, besitzt .#Z ein
maximales Ideal P.

Wir zeigen, dass P ein Primideal ist: Dazu nehmen wir indirekt an, dass es Elemente
u,v € R gibt mit uwv € P, aber u,v ¢ P. Sei A := (u), B := (v), dann gilt somit AB C P
sowie P+ A D P und P+ B D P. Wegen der Maximalitiat von P folgt (P + A)NS #(
und (P+ B)NS # 0. Sei s; € (P+ A)NS und s3 € (P + B) NS, dann lassen sie sich
schreiben als sy = p; + a, so = ps + b mit p;,py € P und a = ryu, b = ryv fiir geeignete

ri, o € R. Weil S multiplikativ abgeschlossen ist, gilt einerseits s;s, € S; andererseits ist

$189 = p1p2 + p1b+aps +ab € P+ AB.
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Wegen der Voraussetzung AB C P folgt P+ AB C P und somit gilt s;s5 € P. Dies
widerspricht der Voraussetzung PN.S = (). Somit muss u € P oder v € P gegolten haben,
das heiffit P ist Primideal. m

Satz 3.2.8. Sei () ein Primdrideal in einem kommutativen Ring R. Das im Lemma[3.2.5
beschriebene Primideal P = {b € R|b™ € Q fir einn > 0} ist genau der Durchschnitt
aller Primideale, die () enthalten.

Der Durchschnitt aller Primideale, die ) umfassen, heifit das Radikal von Q) und wird
mit Rad(Q) bezeichnet.

Beweis. Sei Rad(Q) = N;er P; der Durchschnitt aller Primideale P;,i € I, die () umfassen.
Wir zeigen zuerst, dass P C ;e P gilt. Sei dazu b € P dann existiert ein n > 0 mit
b" € (). Weiters gilt daher 0" € P; nach Voraussetzung fir alle ¢ € I. Da die P;,i € I,
Primideale sind folgt b € P; fir alle ¢ € I und daher b € Rad(Q).

Umgekehrt sei t ¢ P, also t € R und t" ¢ @ ¥n > 0. Wir bilden die Menge

S={t"+qlneN, qeQ}

und iiberzeugen uns, dass sie multiplikativ abgeschlossen ist und S N Q = 0 gilt:

Angenommen es existiert ein s € SN Q, dann ist s = t" + ¢ und wegen g € @ liegt
auch t" = s — ¢ in @Q; ein Widerspruch zur Annahme ¢" ¢ (. Dariiber hinaus gilt fiir
s1=t"4+q, so=1t"+q €5:

s159 = (1" + @) (1™ + qo) =t H Mgy + "2 q + ug2 € S,

da die letzten drei Summanden im Ideal @) liegen. S ist also multiplikativ abgeschlossen.

Nach Satz existiert daher ein maximales Ideal P mit PN S =0, P D Q und P
prim. Nun ist ¢ = t' +0 € S. Wegen P NS = () folgt t ¢ P. Da P Primideal ist, welches
Q umfasst, gilt P D (,c; P;. t ¢ P impliziert daher ¢t ¢ N,c; P;. Wir haben gezeigt, dass
aus t ¢ P folgt t ¢ Rad(Q), was dquivalent ist zu Rad(Q) C P. Insgesamt ergibt sich die
Gleichheit beider Mengen. m

Bemerkung. Wir bezeichnen die Menge P auch als das zu Q) zugehdrige Primideal oder
sagen kurz Q) ist P-primdr. Wegen der Konstruktion von P zu @) ist auch die Schreibweise
P =./Q = Rad(Q) tiblich.

Man beachte, dass zu einem gegebenen Primérideal das zugehorige Primideal eindeutig

ist, aber es zu einem Primideal mehrere Primarideale geben kann, die P-primar sind.

Umgekehrt konnen wir bei zwei gegebenen Idealen feststellen, ob eines davon zugeho-

riges Primideal des anderen ist:
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Satz 3.2.9. Seien P und () Ideale in einem kommutativen Ring R. () ist P-primdr genau

dann wenn

(i) @ C P C{be RIb" € Q fir einn >0} = Rad(Q) und eine der beiden Bedingungen
gilt:

(i1) wenn aus ab € Q und a ¢ Q folgt b € P. oder
(111) wenn aus ab € QQ und a ¢ P folgt b € Q).

Beweis. Wir zeigen nur die Aquivalenz von @ ist P-primér zu den Bedingungen (i) und
(ii). Diejenige zu (i) und (iii) kann vollig analog bewiesen werden.
Wir setzen M = {b € R|b" € Q fiir ein n > 0}.

(<) Sei ab € Q und a ¢ @, dann gilt nach Voraussetzung b € P C M. Nach Definition
von M ist () daher primar.

Um zu zeigen, dass @ primér fir P ist, miissen wir P = M nachweisen: Nach (i) gilt
P C M. Um die andere Inklusion zu zeigen, sei b € M und n die kleinste natiirliche
Zahl, so dass b" € @ gilt. Wenn n = 1, dann folgt b € @ und mit (i) weiter b € P. Also
gilt in diesem Fall M C P. Wenn n > 1, dann ist 0" = 0"~ 'b mit "' ¢ Q wegen der
Minimalitét von n. Aus (ii) folgt, dass b € P und somit ebenfalls M C P folgt. Damit ist
die Gleichheit der beiden Mengen gezeigt.

(=) Sei Q primér fiir P, d.h. es gilt P = M. Wegen Satz gilt jedenfalls die Bedingung
(i). Um (ii) nachzuweisen sei ab € @ und a ¢ Q. Da @) primér ist gibt es ein n > 0 mit
b" € (. Es bleibt zu zeigen, dass b € P gilt, was aber sofort aus der Beschreibung von

P={be RV fireinn>0}=M

aus Satz [3.2.8] folgt. O

Bisher haben wir unsere Untersuchungen von Primidealen auf gegebene Primérideale
beschrankt. Da in Noetherschen Ringen jedes echte Ideal eine Primarzerlegung besitzt und
nach Satz 2) jedes Ideal in einem maximalen Ideal enthalten ist, konnen wir, wenn R
ein Einselement besitzt (diese Voraussetzung sichert, dass das maximale Ideal auch prim
ist), zu jedem beliebigen Ideal ein zugehoriges Primideal finden, das es umfasst.

Wir erweitern den Begriff des Radikals von einem Primérideal auf beliebige Ideale I,

indem wir analog Rad(l) = {zx € R|z™ € I fiir ein n > 0} setzen.

Satz 3.2.10. Seien I, J, Iy, ... I, Ideale eines Noetherschen Rings mit Einselement. Dann
qgilt:

a) Rad(I) ist der Durchschnitt aller Primideale, die I umfassen. Rad(I) ist ein Primideal
mit der Figenschaft I C Rad(l) C R.
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b) Aus I C J folgt Rad(I) C Rad(J).
¢) Rad(I, - ...~ I,) = Rad(I, N ... N I,) = Rad(I,) N...N Rad(L,).
d) Fiir jedes I existiert eine natirliche Zahl n mit (Rad(I))™ C I.

Beweis.
a) Die Aussage ist eine Verallgemeinerung von den Satzen und (3.2.8|
b) Die Behauptung ist wegen a) klar.

c)Aus [;-...-I, C I1N...NI, und b) folgt Rad(I;-...-1,) C Rad(l;N...NI,). Ungekehrt
sei @ € Rad(l; N...N1,), dann existiert eine natiirliche Zahl k mit deln...nI,
und folglich a* € I; Vj. Damit ist (a*)" € I, - ... I,, also a € Rad(I; - ... - I,), was die
umgekehrte Inklusion Rad(l; - ... 1,) 2 Rad(l; N...N1,) zeigt.

Um noch Rad(l; N...N1I,) = Rad(ly) N...N Rad(Il,) zu zeigen, verwenden wir
zundchst I; N...N 1L, C I; Vj, sodass Rad(l; N...N1,) € Rad(l;) Vj gilt. Daher folgt
Rad(lyn...N1,) € Rad(l;)N...N Rad(I,). Umgekehrt sei b € Rad(l;)N...N Rad(I,),
dann gilt b € Rad(I;) Vj und es existiert fiir jedes j ein k; € N mit % € I;. Das
Element bF1+-Fn = pF1. ke Jiegt in [ - ... - I, und damit folgt b € Rad(Iy-...-I,) =
Rad(I; N ...N1,), was die Gleichheit Rad(I; N...N1,) = Rad(ly) N...N Rad(I,) zeigt.

d) Da R Noethersch ist, sind sowohl I als auch Rad(I) endlich erzeugt. Sei Rad(l) =
(z1,...,7) von den Elementen zi,...,z; erzeugt, dann existieren natiirliche Zahlen
ni,...n, mit ;" € I; dabei seien die n; minimal gewdhlt. Wir setzen n :=n; +...+n; +
kE—1.

Das Ideal (Rad(I))™ wird von den Produkten xi* -...x}* mit r +...+r, = n erzeugt.
Wenn nun r; < n; fiir alle i gelten wiirde (damit gilt x;’ ¢ I wegen der Minimalitat der
n;), dann erhielten wir aus n = r; +...1, < ny +...npy = n—k+ 1, dass k < 1 ist,
was nicht moglich ist, da Rad(l) von zumindest einem Element erzeugt sein muss. Daher
muss r; > n; fir mindestens einen Index ¢ gelten und somit besitzt jedes der Produkte

x1' - ... x;* mindestens einen Faktor in [ und damit gilt 7' - ... z}* € I. Insgesamt folgt
also (Rad(I))" C I fur einn € N, n # 0. O

Bemerkung. Der vorige Satz zeigt auch, dass der Durchschnitt von zwei P-priméren
Idealen ebenfalls P-priméar ist. Besitzen hingegen zwei Primérideale @)1 und ); unter-
schiedliche zugehorige Primideale P, und P, dann ist Q)1 N Q)5 kein Primarideal mehr:
Wegen P, # P, existiert oBdA ein a € P, mit a ¢ P;. Wegen a € P, gilt a" € @
fir ein n € N. Da nach Voraussetzung Q1 D Q1 N Qo gilt, existiert ein ¢; € Q1\Q1 N Qs
mit a"q; € Q1 N Q2. Ware Q1 N Qo primar, dann muss wegen ¢; ¢ 1 N Qs ein m € N
existieren mit (a™)™ € Q1N Q. Daraus folgt aber a™ € P, und wegen der Primeigenschaft

von P miisste auch a in P; liegen, was im Widerspruch zur Annahme a ¢ P steht.
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Definition 3.2.11. Sei I ein Ideal in einem kommutativen Ring R. Die Primdrzerlequng
von I = QN ...NQ, heifit reduziert, wenn keines der Primdrideale QQ; den Durchschnitt
aller anderen umfasst und fir alle Q; die zugehérigen Primideale verschieden sind. In
diesem Fall bezeichnet man Q; als Primdrkomponente von I und spricht auch von einer

Zerlegung von I in Primdrkomponenten.

Beispiel. Im Beispiel zu Satz hatten fiir das Ideal I = (4, 2z, 2?) zwei Primérzerle-
gung angegeben:
I =(4,2z,2%) = (4,2) N (2, 2%).

Dabei ist klarerweise die erste Zerlegung reduziert, da nur ein Primérideal vorhanden ist.
Dagegen ist die zweite Zerlegung nicht reduziert, da zu den beiden Priméridealen (4, )
und (2, 2%) dasselbe Primideal gehort, namlich (2, z).

Wie spéter gezeigt wird, ist bei reduzierten Zerlegungen die Anzahl der auftretenden
Primérideale eindeutig bestimmt (Satz [3.2.16)).

Satz 3.2.12 (Zweiter Zerlegungssatz). Sei I ein Ideal in einem kommutativen Ring R.

Wenn I eine Primarzerlegung besitzt, dann besitzt I auch eine reduzierte Primdarzerlegung.

Beweis. Es habe I die Primarzerlegung I = Q1 N ... N Q,. Falls ein ); den Durchschnitt

der restlichen Priméarideale enthalt,

Qi 2Q1N..NQi1NQiy1 N ... N Q,

so kann man es klarerweise weglassen. Entfernt man auf diese Weise alle tiberfliissigen
Primérideale, so erhédlt man, wenn man eine geeignete Umindizierung vornimmt, I =
Q1N ...NQy, wo keines der @);, j = 1,...,m, den Durchschnitt der iibrigen Primarideale
enthdlt. Betrachtet man nun die zugehdrigen Primideale P;, j = 1,...,m, so kénnen
entweder bereits alle verschieden sein, womit alles bewiesen ist. Oder es kommen darunter
gleiche vor, wobei wieder nach Umindizierung P, ..., P, die verschiedenen Primideale seien.
Zum Primideal P;, 7 =1, ...,r, mogen die Primarideale @);,, ..., Q);, gehoren. Nach Lemma
3.2.10L(i) ist dann auch der Durchschnitt @ := @Q;, N ... N Q;, Pi-primar. Damit hat man
die gesuchte reduzierte Darstellung gefunden, ndmlich I = Q| N...N Q.. H

3.2.2 Eindeutigkeit der Zerlegung in Primirkomponenten

Definition 3.2.13. Seien I und J Ideale eines kommutativen Ringes R. Die Menge
I:J={reR:rJCI}

heifit Idealquotient von I nach J.
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Im Hauptidealring Z gilt fur den Idealquotienten (m) : (n) ={r € Z:r-n=0(m)}:

m
99T (m,n)

(m) = (n) = ( )

nach der Kiirzungsregel fiir Kongruenzen (ac = be(m) < a=b (W)) Speziell ist

(m):(n)= (1) =7, wenn (m) C (n) und (m) : (n) = (m), wenn ggT'(m,n) = 1.

Wie aus der Definition sofort folgt, gilt der eine Extremfall fiir den Idealquotienten
allgemein:

I:J=R& JCI.
Weitere Eigenschaften des Idealquotienten beschreiben wir im néchsten
Satz 3.2.14. Seien I, J, K Ideale in einem kommutativen Ring R. Dann sind folgende
Figenschaften erfillt:

a) I : J ist ein Ideal in R mit I C I : J. Ferner ist es das grofite Ideal K mit der
Figenschaft K - J C I.

b)(INJ): K=(I:K)n(J:K)
c)(l:J):K=1:(JK)=(:K):J.

Beweis.

a) Seien ry,ry € I : J, dann gilt fir jedes j € J: 1rj € I und ryj € I. Da [ ein Ideal
ist, folgt (r1 — re)j = rj — roj € I und damit liegt vy —ry in I : J. Fir r € R ist
ebenfalls (rry)j = r(r1j) € I fiir beliebiges j € J und demnach rry € I 1 J. I C 1 :J
folgt aus der Idealeigenschaft von I; die Maximalitdt von [ : J folgt aus der Definition

des Idealquotienten.

b) Seir e (INJ): K,das heilt rj e INJ CTundrjeInJ CJfuralle j € K.
Daher gilt r € I : K und r € J : K und somit » € (I : K)N (J : K). Es ist also
(INJ): KC(I:K)n(J:K). Liest man die Argumentation von hinten nach vorne, so
folgt die umgekehrte Inklusion.

c) Es ist
ze(l:J): Ko KCIl:Je(x K)JClex(JK)Clsrel: (JK).
Der Rest folgt wegen JK = K J. O]

Fir P-primére Ideale Q) in Noetherschen Integritétsbereichen gilt:
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Satz 3.2.15. Sei R ein Noetherscher Ring mit Einselement und seien I ein Ideal von R

sowie Q) ein Primdrideal mit zugehérigem Primideal P ebenfalls von R.

a) Fir I Z P folgt Q: 1 =0Q.
b) Fiir I C P, 1 ZQ gilt Q C Q:1 C R. Ferner folgt nur aus I € @, dass Q : I ein

P-primdres Ideal ist.

c) Fir I CQ folgt Q:1=R.

Bewess.

a) Ist x € @, so ist zi € Q fir alle i € I, da @ ein Ideal ist. Daher folgt @ C @ : I. Um
die umgekehrte Inklusion zu zeigen, sei x € @ : I, das heifit 1 C Q. Wére = ¢ @, so
folgt aus der Charakterisierung der Eigenschaft P-primar (Satz (ii)), dass I C P,
im Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt € @) und daher @ : [ C Q.

b) Sei n € N derart, dass P" C Q C P (vgl. Satz d)) und P"! Z Q gilt. Wegen
I C P erhalten wir IP" ' C P* C Q, also P 1 C Q : I. Weil P" ' € (), muss @Q echt in
@ : I enthalten sein. Andererseits gilt 1 ¢ @ : I, weil I Z @ ist und damit Q C Q : [ C R.

Um noch zu zeigen, dass fiir I ¢ @) der Idealquotient in P enthalten ist, nehmen wir
indirekt an, dass ein a € @ : I existiert mit a ¢ P. Sei weiters b € I\(Q, dann liegt das
Produkt ab in @, wegen (Q : I)1 C Q C P. Damit gilt ab € P, aber a ¢ P und b ¢ P, was
im Widerspruch zur Primeigenschaft von P steht. Daher kann es kein solches a € Q) : I
geben, das nicht auch in P liegt. Dass P das gesuchte Radikal von @) : I ist, folgt aus
Satz b), mit dem die Minimalitdt von P gewahrleistet ist.

c¢) haben wir schon oben angefiihrt. ]

Bemerkungen. Wir haben schon mit Idealquotienten gearbeitet und zwar bei den Be-

weisen der Satze B.1.6/ und 3.2.2

Satz 3.2.16. (Erster Eindeutigkeitssatz) Sei R Noethersch und I ein Ideal von R. Wenn

I=Q:N..NQ=Q,N...NQy

zwet reduzierte Primdrzerlequngen besitzt, dann stimmen die Anzahl der Komponenten

und die zugehorigen Primideale beider Darstellungen tiberein.

Beweis. Ist I Primarideal. dann ist die Behauptung trivialerweise erfiillt. Sei daher I kein
Primérideal. Wir fithren einen Induktionsbeweis nach der Anzahl der Komponenten:
Fir
I=Q:N...NQ=Q\N...NnQ,
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sei {Py,...,P,P,..., P} die Menge der zugehérigen Primideale der @; und Q.. Als
endliche Menge besitzt sie ein maximales Element, sei oBdA P; maximal.
Behauptung: P ist auch fiir eines der @}s auf der rechten Seite der Darstellung zu-

gehoriges Primideal. Wir nehmen an, dass die Behauptung falsch ist und bilden den

Idealquotienten nach ¢; von I:

Fiir die linke Seite gilt:

I:Qi=(@QiN...NQY):Q1=(Qi:Q1)N...N(Qr:Q1)

und fiir die rechte:
I:Q=(Q1N..NQY): Q1 =(Q): Q) N...N(Qy : Qu).

Fir alle P, i > 1, und P/, k> 1, gilt Q1 € P;, Q1 € P/. Angenommen es existierten
P, # Py mit Q; C P, dann ist P, = (Njey Pj(l)), WO Pj(l), j € J, samtliche Primideale
sind, die (); umfassen. Insbesondere gehort dann P; dazu, so dass P, C P; und wegen
P, # P, weiter P, C P,. Das ist ein Widerspruch zur Maximalitdt von P;. Daher ist
(1 € P, fir alle ¢ > 1. Ein analoges Argument gilt auch fiir die P: Q; € P} fir alle

k> 1.

Aus Q1 € P, i > 1, und Q; € P, k > 1, folgt nach Lemma [3.2.14] 4) fir die

Idealquotienten:

Qi:Q1=Q;, i=2,...1, und analog Q) : Q1 =@, k=1,..,1.

Mit Lemma [3.2.14] 3) ergibt sich Q; : @1 = R und insgesamt fiir [ : Q1:

RNQ@:N...NQ=0Q1NQ5N...NQ;.

Da die rechte Darstellung die Priméarzerlegung von [ ist und die linke auf QN ... N Q,
verkiirzt werden kann, erhalten wir einen Widerspruch zur Voraussetzung, dass beide

Darstellungen reduziert sind.

Somit muss die Behauptung wahr sein, also P, auch zugehoriges Primideal fiir genau
eines der ) sein. Wir dndern die Indizierung der @); aus der rechten Darstellung derart,

dass @)} eben Pj-primér, also P/ = P, gilt.

Weiters nehmen wir oBdA an [ < !" an. Wir beweisen, dass | = I’ und P/ = P, nach
geeigneter Umindizierung gilt. Fiir Ideale, die sich durch weniger als [ Primarkomponenten

in einer reduzierten Darstellung darstellen lassen, sei die Aussage bereits bewiesen.
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Wir bilden fiir unsere Darstellung von

I=0Q:N...NnQ=Q\N...NnQ,

(@1 und @] sind Pj-primér) den Idealquotienten nach Q;Q:

(Q1: Q) N...N(Qr: Q) = (Q) : Q) N...N(Q) - Q).

Es ergibt sich fiir die Idealquotienten:

QleQ,l = @Q; 1=2,...,1,
Q,:QQ, = Q. k=2,..1.

nach Lemma [3.2.14] 4), da Q:Q} € P, fir alle ¢ > 1 und Q:Q} € P fiir alle k& > 1.
(Wire beispielsweise Q1Q) C P, so wiirde nach der Bemerkung zu Lemma [3.2.14] 1. der
Widerspruch @; C P; oder @} C P, folgen, da P, Primideal ist.) Wiederum nach Lemma
3.2.14] 3) gilt fir i = 1:

Q1: Q) =R und Q) : Q) =R
wegen (1@ C @ und Q,Q] C Q). Wir erhalten nun fir das Ideal I : Q1Q:
I:Q1Q7=RNQ:N...NQ,=RNQE5N...NQy,

dessen reduzierte Darstellung aus [ — 1 bzw. I’ — 1 Komponenten besteht. Nach Indukti-
onsvoraussetzung gilt [ —1 =" — 1 und damit [ = [’. Weiters folgt aus des Induktionsvor-
aussetzung, dass je ein @); von der linken Seite und ein @)}, von der rechten Seite dasselbe

zugehorige Primideal P; besitzen. O]

Eine Erweiterung von Satz |3.2.16ist folgender

Satz 3.2.17. Sei I = Q1N...NQ, eine reduzierte Primdrzerlegung von I mit P;-primdren
Qis. Dann gilt P, = Rad(I : (x)) fir ein x € R. Die Anzahl der Primideale P; hdngt nur

von I und nicht von der Wahl der Primdarkomponenten Q; ab.

Ein Beweis findet sich in [Spi94], Theorem 6.22 (S. 103).
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Bemerkung. Die Wahl von x € R ist entscheidend:

¢ P =1:(x)=(Q1:(x)N...0(Qi—1: () NQ;N(Qix1: (x))N...N0(Qy : ()
= Rad(I : (v)) = Nj_y j Rad(Q; : (z)) N P

=(@Q; < z ¢ P nach Satz[3.2.15, a)
=R ©uxe€ Qj

rel =1:(x)=R

Die Herausforderung besteht nun darin, dass wir die P;s durch die geeignete Wahl
von x ¢ P; bestimmen sollten ohne P; zu kennen. Um solche z zu finden, kénnen wir
zumindest die Suche auf multiplikativ abgeschlossene Mengen eingrenzen, denn fiir ein
Primideal P folgt aus a,b ¢ P notwendigerweise, dass ab ¢ P; anders gesehen ist also
R\ P multiplikativ abgeschlossen.

Dieser Gedanke motiviert folgende

Definition 3.2.18. Sei R ein kommutativer Ring, I ein Ideal von R und S eine nichtleere

multiplikativ abgeschlossene Menge von R. Wir bezeichnen die Menge
Is={reR:3se€ S mitsrel}

als S-Komponente von 1.
Aus der Definition folgen unmittelbar folgende beide Eigenschaften von Ig:

Lemma 3.2.19. Seien R, I und S wie soeben, dann gilt fir Ig:
1. Ig ist ein Ideal von R.

2.1ClIg.

Beweis.

1. Seien r1, 79 € I,. Dann existieren sy, s5 € S mit r181 € I, rys9 € I und damit folgt auch
$2(r181), 81(res2) € I. Somit ist s182(r1 — o) = So(s171) — s1(s272) € I, also 11 — 1y € I.
Fir r € R folgt fir r € Is auch r(r1s1) = (rr1)s; € I und somit gilt rry € Ig.

2. Denn fiir a € I folgt fiir alle r € R: ra € I. Also gilt auch fir die Teilmenge S: sa €
fir alle s € S, das heifit a € I. n

Der nachste Satz zeigt, welche Bedeutung die S-Komponente auf die reduzierte Pri-

mérzerlegung besitzt:

Satz 3.2.20. Seien R ein Noetherscher Ring, S eine multiplikativ abgeschlossene Teil-
menge von R und I = Q1N ...NQrNQpi1 N...NQ, eine reduzierte Primdrzerlegung
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eines Ideals I aus R mit Q; NS =0 fir 1 < i < h. Dann ldsst sich die S-Komponente
von I darstellen als Is = Q1N ... N Q.

Bemerkung. Fiir h = 0 soll dies /g = R bedeuten.

Beweis. Wir zeigen zunachst I¢ C Q1 N ...Qy. Sei dazu x € Ig, dann existert ein s € S
mit sz € I und demnach sz € Q; fir alle i, 1 < ¢ < r. Nach Voraussetzung gilt Q;N.S = ()
fir 1 <4 < h, daher folgt s ¢ @Q;. Da S multiplikativ abgeschlossen ist, gilt s" € S fiir
n > 1 und damit s" ¢ Q; fir alle n € N, 1 < ¢ < h. Also liegt s nach Lemma nicht
im zu Q; zugehorigen Primideal P;, 1 <1 < h.

Wenn s ¢ P, und sx € Q; fir 1 < i < h ist, dann muss x € @Q; gelten; denn
angenommen x ¢ (;, dann muss s" € ), sein fir ein n € N, da @); Primérideal ist. Wenn
s" € Q; gilt, dann ist aber nach Satz ... auch s € P;, ein Widerspruch zur Annahme
s ¢ P;. Damit ist gezeigt, dass x € Q;, 1 <1 < h, gilt, was I C Q1 N ...Qy impliziert.

Sei nun umgekehrt x € Q1 N ... N Q4. Nach Voraussetzung existieren s; € S N Q); fiir
h+1 < j <rund da S multiplikativ abgeschlossen ist, liegt das Produkt dieser s;, das
wir mit s = sp4q1 - ... S, bezeichnen, in S. Weiters gilt, dass einerseits sz € Q1N ... NQp
liegt weil die Menge ein Ideal bildet und andererseits sx € Q1 N ...NQ, gilt wegen der
Wahl von s. Folglich liegt sz in I und daher gilt = € Ig, das heiffit Q1 N ... Q, C Ig. O

Die zugrundeliegende Idee ist also in Satz zu einem gegebenen Ideal [ in re-
duzierter Primérdarstellung eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S des Ringes
heranzuziehen, um eine — eindeutige, wie wir noch spéater sehen werden — Darstellung fiir
den Teiler Ig von I zu erzielen. Dabei ist die Wahl von S entscheidend um I moglichst
minimal, wenn moglich gleich I zu machen. Dazu ware die geeignete Bedingung fir S:
SNQ; =0 fir alle i =1, ...,r, denn dann gilt I¢ = I. Dagegen liefert der Fall SN Q; # 0

fir alle : = 1, ..., r gar keine Aussage, denn dann ist I = R.

Bemerkung. Die multiplikativ abgeschlossene Menge S unterteilt also die Primarkom-
ponenten ); in solche, die S treffen und S nicht treffen. Aus SN Q; = () folgt aus der
multiplikativen Abgeschlossenheit von S, dass SN P; = () gilt. Fassen wir die Primérkom-
ponenten Q; mit Q; NS = @) zur Menge {Q1, ... Qx} zusammen, dann gilt fir die Menge
der zugehorigen Primideale {P; ..., P,} dass keines der P, Teiler von P;, h+1 < j <r
sein kann, weil P; NS # ( ist. Innerhalb der Menge {Q1,..., @} kann aber sechr wohl
fir die zugehorigen Primideale P, O P, i # j, 1 < 1,5 < h gelten.

Wir bezeichnen die Menge {Q1,...,Qn} als isoliert, wenn fiir die Menge der zugeho-
rigen Primideale {P, ..., P,} die Eigenschaft P, 2 P; furalle 1 <i¢<h, h+1<j<r
erfiilllt ist. Ferner bezeichnen wir die isolierte Menge {Q1,...,Qx}, da sie von der Wahl

von S abhéngig ist, als die durch S bestimmte isolierte Komponente von I.
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Im néchsten Satz zeigen wir umgekehrt, dass zu einer isolierten Menge von Primér-
komponenten die Menge der zugehorigen isolierten Primideale eindeutig die isolierte S-

Komponente von I, d.h. g, festlegt.
Satz 3.2.21. Seien R ein Noetherscher Ring und [ = Q1N ... N Qp N Qpip N ... N

@, die Darstellung eines Ideals I von R in reduzierter Primdrdarstellung. Sei weiters
{Q1,...,Qn} eine isolierte Menge von Primdrkomponenten, dann ist der Durchschnitt

Q1N...NQy, durch die Angabe der zugehirigen Primideale { Py, . .., Py} eindeutig bestimmdt.

Beweis. Wir konstruieren zur isolierten Menge {Q1,...,Q} eine multiplikativ abge-
schlossene Menge S, sodass SN P; = () fir alle 1 < ¢ < h gilt.

Dazu setzen wir
h

s=R(UP)=|

=1 7

=

(R\F)

1

und zeigen, dass R\P; fir alle 1 <4 < h multiplikativ abgeschlossen ist: Angenommen es
existieren a,b € R\P; fur deren Produkt ab ¢ R\P; gilt. Daher muss ab im Primideal P,
liegen und damit a € P; oder b € P; gelten. Dies widerspricht der Voraussetzung a,b ¢ P;.
Da somit jede Komponente R\ P; multiplikativ abgeschlossen ist, ist es auch S.

Weiters gilt nach Voraussetzung P; 2 P; fur alle ¢,7 mit 1 <7 < h, h+1<j <r,
d.h. es gibt ein p € P;, das nicht in F; liegt. Nach Konstruktion muss daher p € S
gelten und wir konnen Satz heranziehen, aus dem eben folgt, dass der Durchschnitt
@1 N ...NQp genau der S-Komponente Ig von I entspricht. S haben wir hier durch die
zugehorigen Primideale aus der isolierten Menge bestimmt, so dass dieser Durchschnitt

durch sie eindeutig festgelegt ist. O]

Korollar 3.2.22. (Zweiter Eindeutigkeitssatz) Die isolierten Primdarkomponenten in ei-
ner reduzierten Primdrzerlequng eines Ideals I eines Noetherschen Ringes R sind eindeutig

bestimmidt.

Beweis. Sei P; isoliertes zugehoriges Primideal von ;. Dann bilden wir die nichtleere
multiplikativ abgeschlossene Menge S = R\P,. Fiir alle anderen P; existiert ein p; mit
p; ¢ P, und somit p; € S. Somit folgt Is = Q;. Is ist durch I und S, also durch / und P,
eindeutig bestimmt. Die isolierten P;s sind nach Satz wiederum durch I eindeutig
bestimmt. O

Wihlen wir wie in Satz [3.2.21] fiir S die Menge S = R\P, so bezeichnet man die
Menge Is in diesem speziellen Fall als die P-Komponente von I. Zu der P-Komponente

eines Ideals fithren wir folgende Teilmengen ein:

Definition 3.2.23. Sei P ein Primideal eines kommutativen Ringes R und sei m € N.
Die Menge
P™ .= {r € R|3s € R\P : rs € P"}
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heifst symbolische Potenz von P.
Die Eigenschaften von symbolischen Potenzen sind im nichsten Satz zusammengefasst.

Satz 3.2.24. Sei P ein Primideal eines kommutativen Ringes und sei m € N.
a) P"C P™ C P
b) P st ein Primdrideal.

c) Wenn P™ eine reduzierte Primdrzerlegung P™ = Q1N ...NQ, besitzt mit P;-primdren
Qi (i=1,...,n), dann ist P genau eines der Elemente von {Py, ..., P,} und P C P; fiir

alle 1 < i < n. Dariber hinaus ist P die zugehorige Primdrkomponente von P.

Beweis.

a) Sei r € P™. Da P™ Ideal ist, folgt rs € P™ fiir alle s € R, also gilt P™ C P™, Ist
andererseits r € P™ so existiert ein s € R\ P mit rs € P™ C P. Aus der Primeigenschaft
von P folgt r € P; daher gilt P™ C P.

b) Zuerst zeigen wir, dass P ein Tdeal ist: Seien r,Te € P mit r181, 7289 € P™ fiir
gewisse $1,89 € R\P. Da P™ ein Ideal ist, gilt P™ 3 sa(s171) — $1(S2r2) = s182(11 — 72)
und damit 71 — 7, € PU"). Fiir ein r € R gilt ebenfalls rri1s; € P™, also rry € P,

Wir zeigen nun, dass P primér ist und verwenden dazu Satz . Die Eigenschaft
(i), also P™ C P C Rad(P™)) gilt wegen dem eben gezeigten Teil a). Sei nun rt €
P Dann ist (rt)s € P™ fiir ein s € R\P. Wenn ¢ ¢ P, dann ist r(ts) € P™ und
ts € R\P wegen der multiplikativen Abgeschlossenheit von R\P. Also folgt r € P™),
d.h. Eigenschaft (iii) ist erfiillt.

¢) Gehen wir bei der Gleichung P™ = @; N...N @, zu den Radikalen iiber, so erhalten
wir P=PN...NP,. Wegen P,-...-P, C PiN...NP, = P folgt aus der Primeigenschaft
von P, dass eines der P;, es sei P;, in P enthalten ist. Wegen P = P, N...N P, C P,
fir i = 1,...,n folgt nun P = P,, und P C P, fir alle ¢ # iy, da die Darstellung von
P™ reduziert war. Das liefert die Minimalitdt von P. Fir S = R\P ist damit P das
einzige Ideal mit der Eigenschaft P NS = () und seine Primarkomponente @Q;, ist isoliert.
Die P-Komponente von P™ ist daher Q,,, also gilt Q;, = P nach der Definition der

symbolischen Potenz. O

Bemerkung. Wenn von Eindeutigkeit die Rede ist, dann nur im Sinne der zugehorigen
Primideale. Wir erinnern uns, dass zu einem solchen Primideal P mehrere Primarideale
existieren konnen, die alle P-primar sind.

Sind jedoch alle Primarkomponenten isoliert, also P; 2 P;, © # j, i,j = 1,...,r, dann

hat man sogar eine eindeutige Darstellung als Durchschnitt von Priméridealen erreicht.

Fiir spezielle Noethersche Ringe lésst sich diese Eigenschaft realisieren:
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Satz 3.2.25. Sei R ein Noetherscher Integritdtsring mit Einselement, in dem jedes Prim-
ideal von R mazimal ist. Dann ldsst sich jedes Ideal I # {0}, R eindeutig als Durchschnitt

von Primaridealen darstellen.

Beweis. Sei oBdA. I = Q1 N...NQ, eine reduzierte Primérzerlegung von /. Da nach Vor-
aussetzung jedes Primideal maximal ist, gilt insbesondere fiir die zugehorigen Primideale
P, : P2 P, i#j, 1<14,j<r.Damit kann fiir die Primérideale @);, ); gelten:

(1) Qi 2Q; bzw. Q; CQ; oder (2)Q; 2 Q.

Der erste Fall ist nicht moéglich, da nach Voraussetzung die Priméarzerlegung reduziert
ist. Daher muss @); 2 @, fur alle ¢ # j, 1 <14,j <r gelten.

Wir setzen S = R\(U/_; P;) und erhalten wie bereits in Satz gezeigt, eine
multiplikativ abgeschlossene Menge. Fiir jede Primarkomponente (); gilt sodann wegen
SNP;=0und P, D Q; fiir alle i: SN Q; = 0. Nach Satz lasst sich die isolierte S-
Komponente als Is = Q1 N ... N Q, darstellen und nach Satz[3.2.21] ist diese Darstellung
durch die zugehorigen Primideale eindeutig bestimmt. Nachdem [ = Ig gilt, ist damit

alles gezeigt. O

Abschlieflend werden wir noch zeigen, dass die eindeutige Darstellung eines Ideals als
Durchschnitt von Priméridealen unter den aus Satz [3.2.25] geltenden Voraussetzungen
in eine Produktdarstellung tiberfithrt werden kann. Entscheidend ist dafiir die Voraus-
setzung, dass jedes Primideal maximal ist, denn dann folgt mit dem néachsten Satz die

notwendige Eigenschaft der Primarideale.

Satz 3.2.26. Sei R ein Noetherscher Ring mit Eins, in dem jedes Primideal mazimal ist.
Zwei Primdrideale Q1,Q2 aus R sind komaximal, d.h. Q1 + Q2 = R, genau dann, wenn

die zugehorigen Primideale Py, Py, P, # P,, aus R komazximal sind.

Beweis.

(<) Wenn jedes Primideal P maximal ist, dann folgt fiir ein a € R\P, dass P+ (a) = R
gilt. Somit folgt fiir die beiden maximalen Ideale P, P, dass sie komaximal sind, also
P, + P, = R gilt.

Wir wéhlen ein x € @3 so, dass x ¢ Py gilt (ein solches Element muss existieren, denn

sonst ware Q2 Pi-primér). Dann gilt R = P;+(x). Somit existiert ein a € P; mit a+z = 1

und ein n € N | sodass a" € )y gilt. Wir betrachten &f—/ =(l—-x)"=1- kz:l (—1)k1gh
€Q1 =

€Q2
und folgern 1 € Q1 + @2, also Q1 + Q2 = R.

(=) Die Umkehrung ist klar. 0
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Zusammen mit dem vorigen Satz und dem néchsten erhalten wir schlussendlich eine

eindeutige Produktdarstellung fir Ideale in Noetherschen Ringen mit Eins.

Satz 3.2.27. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Wenn die Ideale I, . . ., I, paarweise
komaximal sind, dann gilt LN LLbN... NI, =1-15...-1I,.

Bewets. Wir fithren einen Induktionsbeweis nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Wir
betrachten den Fall n = 2. Fir I) + I, = R erhalten wir [y N Iy = R([; N 15) = (I; +
L)(I; N I3) C I - I. Die umgekehrte Inklusion Iy - Iy C I; N I ist trivialerweise erfiillt.
Sei nun n > 3 und die Behauptung LT NLN...N 1L, 1 =1, -Iy-...- I, 1 stimmt fir
n — 1 Ideale. Wir behaupten I,, + J =R fiur J:=1; - Ir-... - I,_1.
Weil I, + I, = R fir alle k # n gilt, finden wir ein x; € I und ein y, € I, mit
T +yr = 1. Damit gilt J > [[7Z] 2% = [1721 (1 — %), also

H (1—yp)=1- Z =Yy + Y YiYiye — (=) [T v),
el i=1

i=1 i#] i#jFEk
eJ eln

damit 1 € J + I, und schliellich J + I,, = R. Unter Anwendung des Falles n = 2 erhalten
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3.3 Moduln und ganze Ringerweiterungen

Wir starten diesen Abschnitt mit Grundsétzlichem iiber Moduln; alles Notwendige, was

wir bendtigen werden, ist hier zusammengefasst:

Definition 3.3.1. Sei R ein Ring. Ein Modul iiber R oder kurz R-Modul ist eine abelsche
Gruppe (A, +) zusammen mit einer Operation von R auf A, also einer Abbildung Rx A —
A, (r,a) — ra, wobei fir a,b € A, r,s, € R die folgenden Bedingungen erfillt sind:
)r-(a+b)=r-a+r-b
2)(r+s)-a=r-a+s-a
3)(r-s)-a=r-(s-a).

Besitzt R ein Finselement e, so soll zusdtzlich gelten:

4)e-a=a firalleac€ A.
FEine Untergruppe B von A heifst R-Submodul, wennr-b € B, Vr € R, b € B gilt, d.h.
B ist selbst ein Modul tiber R.

Bemerkung. Genauer heiit A R-Linksmodul. Da wir aber ausschliellich nur solche be-
trachten, sprechen wir kurz von R-Moduln bzw. auch nur von Moduln, wenn der Opera-

torenbereich R klar ist.
Beispiele.
1. Jeder Ring R ist selbst ein R-Modul.

2. Jedes Ideal von R ist ein R-(Sub-)Modul.

3. Der endliche Durchschnitt und die Summe von Untermoduln eines R-Moduls A sind

ebenfalls Untermoduln von A.

4. Ist R = K Korper, so sind die R-Moduln gerade die K-Vektorraume.

Analog zu Faktorringen nach einem Ideal I eines Rings R bildet zu einem gegebenen
R-Modul A und einem Untermodul B von A die Menge A/B = {a € Ala+ B} zusammen
mit der Multiplikation 7 - (a + B) = ra+ B einen R-Modul, den Faktormodul von A nach
B.

Eine Abbildung ¢ : A — B zwischen zwei R-Moduln A, B heifit R-Modul-Homomorphismus,
wenn fir alle a,b € A, r € R

(i) wla+b)=pla)+¢(b) und

(i) ¢(ra) = re(a)
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erfiillt ist.

Ist ¢ bijektiv, so heiffit ¢ R-Modul-Isomorphismus. Analog zu Ringen gilt auch der
Homomorphie-Satz fiir Moduln:

Ist ¢ : A — B ein R-Modul-Homomorphismus, dann sind ¢(A) ein Untermodul von
B, ¢ ein Untermodul von A und es gilt R/kerp = imep.

Sei weiters A ein R-Modul, dann ist fir jedes a € A ¢, : R — A mit p,(x) = xa ein
R-Modul-Homomorphismus und wir bezeichnen den Kern von ¢, als Annihilator von a in
R und schreiben Anng(a) = {x € R|xa = 0}. Das Bild von ¢, wird mit Ra = {za|z € R}
bezeichnet und heifit der von a erzeugte Untermodul von A. Allgemein ist fiir einen R-
Modul A der Annihilator von A definiert durch Anng(A) = {z € R|za =0, VYa € A}.

Fiir eine beliebige Teilmenge X C A nennt man ),y Rz den von X erzeugten Un-

termodul von A. Ist X endlich, so ist der von X erzeugte Untermodul endlich erzeugt.

Fassen wir einen Noetherschen Ring R als R-Modul auf, der auf sich selbst operiert,
dann erfiillt jeder Untermodul von R, da er ein Ideal von R ist, die aufsteigende Ketten-
bedingung in R.

Wir verallgemeinern daher die Kettenbedingung auf Moduln:

Definition 3.3.2. Fin Modul M heifst Noethersch, wenn jede aufsteigende Kette von
Untermoduln My C My C ... nach endlich vielen Schritten abbricht.

Analog zu Idealketten, die die aufsteigende Kettenbedingung erfiillen, gilt folgender
Satz:

Satz 3.3.3. Sei M ein R-Modul, dann sind dquvivalent:
1) M ist Noethersch.

2) Jede nichtleere Menge von Untermoduln von M besitzt ein mazximales Element.

Wie der nachste Satz zeigt, iibertragt sich bei Noetherschen Ringen R die aufsteigende
Kettenbedingung auf endlich erzeugte R-Moduln:

Satz 3.3.4. Sei R ein Noetherscher Ring und A ein R-Modul. Wenn A endlich erzeugt

ist, dann ist jeder Untermodul von A endlich erzeugt.
Den Beweis findet man in [Spi94], (11.17) Proposition (S. 210).

Bemerkung. Im Allgemeinen miissen in einem endlich erzeugten R-Modul M nicht alle
Untermoduln von M endlich erzeugt sein. Ein Beispiel dazu findet man in Schwermer S.

197.
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In Abschnitt haben wir uns im Zuge des Hilbertschen Basissatzes [3.1.9| iberlegt,
dass sich bei einem Ring mit Einselement die Eigenschaft Noethersch zu sein auf gewis-

se Oberringe tbertragt. Wir greifen hier die Idee nochmals auf und adaptieren sie fir
Moduln:

Da jeder Noethersche Ring als Modul aufgefasst werden kann, besteht der grund-
legende Gedanke darin, Oberringe S von Noetherschen Ringen R mit Einselement als
R-Moduln aufzufassen. Wenn nun S als R-Modul endlich erzeugt ist, dann ist der Ring
S Noethersch.

Um nun feststellen zu konnen, ob S als R-Modul endlich erzeugt ist, betrachten wir

vorerst folgenden Fall:

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und S ein Oberring von R. Der Er-
weiterungsring R[s| = {ro + ris + ... +r,s"|n € N, r; € R}, der durch Adjunktion von
s € S aus R entsteht, kann wegen R C R[s] als R-Modul aufgefasst werden. R[s] ist als
R-Modul endlich erzeugt, wenn sich fiir ein gewisses n € N s” als R-Linearkombination
von kleineren Potenzen von s darstellen ldsst, d.h. R[s] = R+ Rs + Rs* + ...+ Rs"™ !,

n

denn dann wird R[s] von endlich vielen Elementen 1,s,...,s" ! erzeugt.

Dies motiviert folgende Definition

Definition 3.3.5. Seien R und S kommutative Ringe, R C S.
(i) Ein Element s € S heifit ganz iber R, wenn rg,...,r,_1 € R existieren, sodass
S 4 rp_1s T 4 s+ =0.

Wir sagen S ist ganz tiber R, wenn jedes Element s € S ganz tiber R ist. In diesem Fall

bezeichnet (S : R) eine ganze Ringerweiterung.
(ii) Ein Element s € S heifit algebraisch tiber R, wenn ry,...,r, € R existieren, sodass
TS+ Tno1S" L4 s+ 1o =0.

Wir sagen S ist algebraisch tiber R, wenn jedes Element s € S algebraisch iber R ist. In

diesem Fall bezeichnet (S : R) eine algebraische Ringerweiterung.

(1i1) Ein Element s € S heif§t transzendent, wenn es nicht algebraisch ist iber R. (S : R)

heifit dann transzendente Ringerweiterung.
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Beispiele.

1. Aus der Definition folgt sofort, dass fiir kommutative Ringe R, S jedes ganze Element

iiber R auch algebraisch ist.
2. Ist R Korper, so ist ein Element algebraisch genau dann, wenn es ganz ist.

3. Alle reellen Zahlen der Form {/a mit Q 3 a > 0 sind ganz tiber Q, weil /a Nullstelle
des Polynoms 2" — a € Q[z] ist.

4. Die Eulersche Zahl e und 7 sind transzendent tiber Q.

Wir werden nun mit folgendem Satz eine hilfreiche Charakterisierung von ganzen

Groflen in Bezug auf Moduln beweisen:

Satz 3.3.6. Seien S ein kommutativer Ring mit Einselement e und R C S ein Teilring

mit e € R. Dann sind fiir jedes s € S folgende Aussagen dquuivalent:

1) s ist ganz tiber R

2) R|[s] ist endlich erzeugt als R-Modul

3) Es existiert ein Zwischenring R[s] C Z C S, der als R-Modul endlich erzeugt ist.

4) Es existiert ein R[s]-Modul A, der als R-Modul endlich erzeugt ist und der Annihilator
von A in R[s] besteht nur aus dem Nullelement, d.h. Annpyy(A) = {0}.

Bewess.

1) = 2) Da nach Voraussetzung s ganz tiber R ist, existieren ay,...a,—; € R mit

S" = —ayg —a1S — ... — ap_18" L.
Fiir jedes k > 0 gilt s"** = —qys* — ;5" — ... — a,_15""*~! und damit lisst sich jede
Potenz > n von s als Linearkombination von 1,s...,s" ! darstellen. Somit erzeugen die

n Elemente 1,s...,s"! den R-Modul R|[s].
2) = 3) Die Aussage ist trivialerweise fiir Z := R][s] erfiillt.

3) = 4) Sei A ein als R-Modul endlich erzeugter Zwischenring mit der Eigenschaft R[s] C
A C S. Wenn ein x € R[s] existiert, so dass z-a = 0 Va € A gilt, dann folgt, da
e€cA:0=2x-e=ux,dh Anngg(A) = {0}.

4) = 1) Sei A = Ray + ... Ra,, ein endlich erzeugter R-Modul. Da nach Voraussetzung A
auch ein R[s]-Modul ist, gilt sA C A. Damit existieren Elemente t;; € R (1,< 1,7 < n),

mit
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sap = tu(ll + ...+ tlnan

Sy = t21a1 + ...+ tgnan
sa, = tpar+...+twman
die als Matrizengleichung
ay ti1 tiz ... tin ap
as tor taa ... top o
S - — .
Ay tnl tn2 tnn an
und folglich
tll — S tlg N tln ay 0
t21 t22 —S ... t2n (05} B 0
tnl th Ce tnn — S Qp, 0

dargestellt werden kann.

Wir setzen nun 7' := (¢;;) und a := (a;), dann lasst sich die obige Matrizengleichung
kompakt als (T" — sI,,) - a = 0 darstellen (I, ist die (n x n)-Einheitsmatrix). Wir wollen
zeigen, dass daraus folgt det(T — sI,) = 0. Ist R Korper, so folgt dies sofort aus der
Theorie der homogenen Gleichungssysteme. Im allgemeinen Fall miissen wir komplizierter
schlieflen:

Wir behaupten zunéchst, dass fir die Losung a = (aq, . .., a,) des Gleichungssystems
(T —sl,) - o =0 gilt: det(T — sl,,)a; = 0 fir alle 1 <i <mn.

Wir konstruieren dazu eine Matrix A; mit der Eigenschaft detA; = a; und kénnen aus

dem Multiplikationssatz fir Determinanten aus dieser Hilfsmatrix det((T' — sl,,) - A;) =
det(T — sl,)detA; = det(T — sl,,)a; berechnen.

Sei dazu
10
0 1
A’i — :
0 0 . a; 0
0 0 . 1
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eine (n x n)-Matrix mit Eintrag a; an der Stelle (4,4). In der i-ten Spalte von (7" — sl,,)A;

erhalten wir die Eintrage

tyia;

to;a;

(t” — S)CZZ'

lnit;
die restlichen Spalten von (T'—s1,,) A; bleiben unverandert, also ((1'—s1,,)A;); = (T'—sl,);
Vi # .

Um nun die Determinante von (7" — sI,,) A; zu berechnen, addieren wir zur i-ten Spalte

a;-mal die Spalte (T — sI,,); fir alle j # i und erhalten sodann:

n
tll — S tlg . § j=1 tljaj — SsSa, ... tln
n
t21 t22 —-S ... E i—1 tg‘a' — Sao ... tgn
7 Yaa¥]
t: t. ot — SQ t.
il 12 j=1 g4y % in
t t; " thja; — sa toyn — S
nl 2 j=1 ‘njy nooc- nn

Alle Eintrége in der i-ten Spalte sind = 0, da nach Voraussetzung (a4, . .. a,) die Gleichung
(T — sI,)x = 0 16st. Somit gilt det((T — sl,)A;) = 0 und folglich det(T — sI,,)a; = 0 fir
allei=1,...n.

Nachdem A von ay,...,a, erzeugt wird, erhalten wir det(T" — sl,,) - A = 0. Da der
Annihilator von A in R[s] nur aus der Null besteht, muss det(T' — sI,,) = 0 gelten. Werten

wir nun die Determinante von 17" — sl,, aus, so erhalten wir

0=det(T — sl,) = (t11 — $)(taa — 8) - ... (tyn — S) + Qn—2

wobei ),,_o ein Polynom vom Grad < n — 2 in s ist.

Es folgt
0 =det(T — sI,) = (=1)"s" + (=1)" Ht1y +tos + ... +tn) + Qn_o,

und damit ist entweder det(T — sIn) oder —det(T — sIn) ein normiertes Polynom aus

R[z] mit Nullstelle s, also ist s ganz iiber R. O
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Bemerkung. Die Bedingung Annpgpg(A) = {0} aus 4) macht aus der Abbildung f4 :
R[s] = A mit f,(x) = wza, a € A wegen kerfs = Anng(A) einen R[s]-Modul-
Isomorphismus. Aus der Isomorphie R[s]/{0} = R[s] = A = AR][s] erhalten wir, dass

R]s| genau dann als R-Modul erzeugt ist, wenn A es ist.

Mit dem obigen Satz haben wir nun gezeigt, dass Ringe der Gestalt S = R[s], wenn
s ganz iiber R ist, als R-Modul endlich erzeugt sind. Mit der Aussage 3) aus Satz
folgt fir eine Ringerweiterung (S : R): Wenn S als R-Modul endlich erzeugt ist, dann ist
(S : R) eine ganze Ringerweiterung.

Auch fiir beliebig viele ganze Elemente sq,...s, iber R ist der Ring R[s1,..., S,]
als R-Modul endlich erzeugt. Um das zu zeigen, ,hantelt man sich“ blofl entlang der

aufsteigenden Kette

R C R[Sl] C R[Sl,SQ] cC...C R[Sl, S92y .., Sn]
aufwirts und verwendet R[sq,...s;_1][s:] = R[s1,...8i_1, Si]-

Definition 3.3.7. Seien R, S kommutative Ringe mit demselben Einselement und R C S.
Die Menge aller ganzen Groffen von S tiber R heifit ganze Hiille von R in S.

R heifit ganz abgeschlossen in S, wenn die ganze Hiille von R in S genau R ist. Ist
die ganze Hiille von R in S gleich S, so heifit S ganz iiber R oder ganze Ringerweiterung
von R.

Wir sagen kurz R ist ganz abgeschlossen, wenn R Integritdtsring und ganz abgeschlos-
sen in seinem Quotientenkérper K ist, also die ganze Hiille von R in K genau R ist oder

anders ausgedriickt, wenn jedes ganze Element aus K in R liegt.

Beispiel. Z ist ganz abgeschlossen in Q, aber nicht in C, da ¢ € C als Loésung von
2?2 +1 = 0 ganz iiber Z ist.

Passend dazu zeigen wir:
Satz 3.3.8. Jeder faktorielle Ring ist ganz abgeschlossen.

Beweis. Sei R ein faktorieller Ring, K der Quotientenkorper von R und f(x) = ap+ajz+
...+ ayz™ € R[z] ein Polynom iiber R mit der Nullstelle £ := rs~! € K, wobei r,s € R
und r, s teilerfremd sind.

Wir zeigen, dass = € R gilt, falls © ganz ist, also a, = e gilt.

Multiplizieren wir 0 = f(£) = ag + a1% + az(%)* + ... + (£)” mit s", so erhalten wir
0=ags" +a15" ' +ass" 2+ ... 4+...a,_17" 's+r". Da s sowohl 0 also auch die ersten
n Summanden teilt, folgt s|r™. Nach Voraussetzung sind r und s teilerfremd, somit muss

sle erfiillt sein, d.h. s ist eine Einheit und £ € R. O
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Kehren wir nun zu unserer anfanglichen Problemstellung der Zerlegung von Idealen
in Noetherschen Ringen mit Einselement zuriick.
In Abschnitt [3.2] haben wir gezeigt, dass sich jedes Ideal als Durchschnitt von endlich

vielen Priméridealen darstellen lasst:

I=Q:N...NQy (3.3)

wobei die Darstellung im allgemeinen nicht eindeutig ist (nur die Anzahl der Priméarideale
muss libereinstimmen, vgl. Satz |3.2.16)).
Fordern wir zusatzlich, dass in einem Noetherschen Ring jedes Primideal maximal ist,

so wird die Darstellung |3.3| eindeutig und wir erhalten eine Produktdarstellung

I=0Q:N..NQL=Q1-...-Qy (3.4)
nach den Séatzen [3.2.25] [3.2.26| und [3.2.27]

Im folgenden Satz zeigen wir, dass die Priméarideale in der Produktdarstellung Primide-

alpotenzen sind, wenn wir die ganze Abgeschlossenheit als Voraussetzung hinzunehmen.

Satz 3.3.9. Sei R ein Noetherscher ganz abgeschlossener Integrititsring, in dem jedes

Primideal maximal ist. Dann ist jedes Primdrideal eine Primidealpotenz.

Beweis. Die Voraussetzung, dass jedes Primideal maximal ist, ist aquivalent dazu, dass
es zu keinem Primideal P; ein anderes Primideal P, # P; mit der Eigenschaft P, C P;
geben kann. Es gilt daher, dass jedes maximale Primideal zugleich minimal ist.

Nach Voraussetzung ist also jedes Primideal # 0 maximal in R. Wir behaupten: Zu
jedem P-priméren Ideal Q existiert ein m € N mit Q = P,

Fir @ = P ist die Behauptung trivialerweise erfiillt. Wir nehmen daher ¢) C P an
und wahlen a 20 € P, a ¢ Q. Es gilt

(a) C(a): P (3.5)

Denn wenn (a) = Q1 N ...N Q, eine reduzierte Zerlegung in Primarkomponenten ist, in
der jedes Q; P-priméir mit Exponenten k; ist, dann gilt Pf* - ... - P C Qy-...-Q, C
Q1N...NQ, = (a) C P. Da P prim ist, existiert ein Index iy mit P,, C P und wegen
der Minimalitat von P folgt daraus P;,, = P. Es folgt Q;, : P D Q;, und Q; : P = Q; fir
i # 19, da P;  P. Insgesamt gilt daher

(@) : P=(Q1N...NQy) : P=(Q1: P)N...N0(Qi, : P)N...N(Qy : P) D Q1N...NQ, = (a).
Es bleibt noch zu zeigen, dass die Inklusion (a) C (a) : P immer echt erfiillt ist: Wenn sie
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das nicht wére, dann hétten wir zwei reduzierte Priméarzerlegungen (a) = Q1 N...NQ;, N
L NQr=0Q1N...N(Qs, : P)N...NQ,. Da P minimal ist, ist P isoliert fiir (a) und die
P-Komponente von (a) ist nach Satz eindeutig bestimmt, also folgt Q;, = @, : P.
Dies widerspricht aber Satz [3.2.15] weil a ¢ @ und somit muss (a) C (a) : P gelten.

Sei weiters b € ((a) : P)\(a), also bP C (a) und b ¢ (a): Wir betrachten das Element
Yim Quotientenkdrper von R; wegen b ¢ (a) folgt 2 ¢ R. Wir bilden das Ideal I := 2P,
das wegen a € P ein Ideal von R ist. Angenommen [ C P, dann sind, da R Noethersch
ist, sowohl P als auch I endlich erzeugt und damit P ein endlich erzeugter R[%]-Modul
und folglich ein endlich erzeugter R-Modul. Da weiters rz = 0, 7 € R[%], x € P beliebig
dann und nur dann erfiillt ist, wenn r = 0 ist, folgt aus Satz m, dass g ganz iiber R ist.
Da nach Voraussetzung aber R ganz abgeschlossen ist, muss 2 € R gelten. Die Annahme

I C P fiihrt also zu einem Widerspruch, daher muss
I P (3.6)

gelten.

Sei nun k der Exponent von ), also P* C Q und P* € Q fiir i < k. Es muss (S)kQ ZP
gelten, denn sonst folgt aus I¥ = (2)*P¥ C (2)*Q C P und der Primeigenschaft von P
die Inklusion I C P. Wir wéhlen nun die grofte Zahl r € {0,1,...k — 1} mit (2)’Q C P
(P" Z Q) und setzen J := (2)"+'Q. Insbesondere gilt J Z P.

Wegen J = (2)(2)"Q C ()P =1 C R ist J Ideal von R und dariiber hinaus gilt

TP = (ZY“@P“+1 = (ZPY“Q =I""Q. (3.7)

Wir behaupten, impliziert Q = PU*Y. Um die Behauptung zu beweisen, betrach-
ten wir eine reduzierte Zerlegung in Primarkomponenten von P™ = PU+DnQ,N...NQ,,
bei der alle ;s P;-primér sind und alle P;s paarweise verschieden sind. Aus Satz
wissen wir, dass PU*tY eine Primérkomponente von P"*! mit Primideal P ist. Wir setzen
Ai=0QyN...Qu Weil PUTVAJ = (PUTVA)T C (PMY N A)J = P = QI C Q
gilt, erhalten wir PT+Y) C Q : (AJ) = (Q: A) : J.

Nehmen wir indirekt A C P an, dann folgt fiir die Primideale P; aus P, - ... - P, C
P,N...NP, = Rad(A) C Rad(P"') = P und der Primeigenschaft von P, dass ein Index
1 existiert mit P; C P, aus der Minimalitat von P folgt schlieflich P, = P. Somit sind
in der reduzierten Zerlegung in Primérkomponenten nicht alle zugehorigen Primideale
P, P, ..., P, verschieden und wir erhalten einen Widerspruch. Somit gilt A ¢ P und
daher @ : A = Q. Da auch J € P gilt, ergibt sich insgesamt

P Cc(@Q:A):J=Q:J=Q.
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Umgekehrt erhalten wir aus und Satz QI'tt = prtly C pr+t C PO+ und
damit Q C POV . 7+t = P+ da aus It ¢ P folgt. Damit ist nun gezeigt, dass
sich jedes Primérideal von R als symbolische Potenz Q = P™ fiir ein m € N darstellen
lasst.

Wegen P™ C P ist noch zu zeigen, dass P™ C P nicht gelten kann. An-
genommen P™ C P und sei P = P™ N Q;N...N Q, die reduzierte Darstel-
lung in Primirkomponenten. Fiir das Radikal von P folgt sodann P = Rad(P™) =
Rad(P'™) N Rad(Q1N...NQ,) = PN Rad(Q,N...NQ,). Daraus folgt, dass entweder
Rad(Q1N...NQ,) D P oder Rad(Q1N...NQ,) = P gilt. Ware nun Rad(Q:N...NQ,) D P,
dann war P nicht maximal, da Rad(Q;N...NQ,) ein Primideal ist, das P echt umfasst.
Gilt hingegen Rad(Q1N...NQ,) = P, so war entgegen der obigen Annahme die Primér-
zerlegung nicht reduziert. In beiden Féllen erhalten wir also einen Widerspruch, sodass
P™ = P fiir alle Primideale P # 0 gilt. Da schon gezeigt ist, dass jedes Primérideal
von R eine symbolische Potenz ist, folgt die Behauptung. O
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Kapitel 4

Dedekindsche Ringe

4.1 Charakterisierungen Dedekindscher Ringe

Wie schon in der Einleitung und in Abschnitt 3.2 erwihnt, funktioniert der Ubergang
von der Primfaktorzerlegung von Elementen auf eine Primfaktorzerlegung von Idealen in
Hauptidealringen R problemlos. Bilden wir jedes Element a eines Hauptidealringes auf
das von a erzeugte Hauptideal ab, so bleiben alle multiplikativen Eigenschaften erhalten.
Prime Elemente werden zu Primidealen, Primzahlpotenzen zu Priméridealen und irredu-
zible Elemente zu maximalen Idealen. Der Ubergang zu Idealen bedeutet auch, dass wir
uns um Einheiten nicht mehr kiimmern miissen, weil fir € Einheit (¢) = (e) = (R) gilt
und fiir assoziierte Elemente a, b, also b = ea, die Ideale (a) und (b) gleich sind.

Eine natiirliche Verallgemeinerung von Hauptidealringen sind daher jene Ringe, in
denen sich zumindest jedes Ideal als Produkt von Primidealen darstellen lasst. Diese neue

Klasse von Ringen wird hier eingefiihrt:

Definition 4.1.1. Fin Integrititsring R heifit Dedekindsch, wenn sich jedes echte Ideal

von R als Produkt von Primidealen darstellen ldsst.

In Dedekindschen Ringen wird die Eindeutigkeit der Primidealzerlegung nicht ver-
langt. Wir werden im Laufe dieses Kapitels jedoch zeigen, dass diese automatisch erfiillt
ist.

WEeil hier der Fokus auf Ideale anstelle von Elementen gerichtet ist, transferieren wir
den Begriff des Einselements auf das Einheitsideal, das der Ring R selbst ist (fiir jedes Ideal
Ivon Rgilt I-R= R-I = 1). Weil wir uns fir multiplikative Eigenschaften interessieren,
benétigen wir auch die , Invertierbarkeit von Idealen®. Wenn wir Ideale mit der Eigenschaft
I - J = R suchen, dann ist diese nur fir I = J = R erfiillt. Wir miissen daher, um einen
passenden Invertierbarkeitsbegriff fiir Ideale zu erhalten, den zu betrachtenden Ring auf

den Quotientenkorper und auch den Begriff des Ideals erweitern:
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Definition 4.1.2. Sei R ein Integritditsbereich mit Quotientenkérper K. Ein R-Modul A
von K heifit gebrochenes Ideal von R, wenn einr € R, r # 0, existiert, sodassr- A C R
gilt.

Alle Ideale von R sind nach dieser Definition gebrochene Ideale (vgl. Abschnitt [3.3).
Um sie von gebrochenen Idealen hervorzuheben, werden sie auch gerne als ganze Ideale
von R bezeichnet. Wir werden die ganzen Ideale von R fortan als Ideale bezeichnen und
sie so von den gebrochenen Idealen von R unterscheiden.

Weiters ist jeder endlich erzeugte R-Modul von K ein gebrochenes Ideal, denn fiir
einen endlich erzeugten R-Modul A = Rky + ... + Rk, mit k;, = ’;— € K erfillt das

Element s = sy - ... - s, die Inklusion s- A C R.

Definition 4.1.3. Fin gebrochenes Ideal A von R heifst invertierbar, wenn ein gebrochenes
Ideal B mit der Eigenschaft A- B = R existiert.

Bemerkung. Wie unten gezeigt wird (Satz[4.1.5)), ist B durch diese Eigenschaft eindeutig

bestimmt. B heifit das zu A inverse gebrochene Ideal.

Das Rechnen mit gebrochenen Idealen als R-Moduln ist uns aus dem Abschnitt

vertraut, neu hingegen ist folgender Sachverhalt:

Satz 4.1.4. Seien R ein Integrititsbereich mit Quotientenkdrper K und A, B gebrochene
Ideale von R.

a) Fir B # 0 ist der Idealquotient A : B = {x € K|zB C A} von A nach B in K ein

gebrochenes Ideal.

b) Es gelten AR = RA=A und A(R: A)=(R: A)ACR.

Bewess.

a) A : B ist ein R-Modul von K (das ist eine Verallgemeinerung des Satzes (3.2.14)).
Es bleibt daher nur noch zu zeigen, dass ein Element ¢ # 0 aus R existiert, sodass
t(A: B) C R gilt. Da A und B gebrochene Ideale sind, existieren r,s € R mit rA C R
und sB C R. Wir wiéhlen ein by € B\{0}. b := sby liegt sowohl in B als auch in R und
damit in B N R. Setzen wir ¢ := rb, so erhalten wir t(A: B) =rb(A: B) CrA CR.

b) AR = RA = A ist trivialerweise erfiillt (A ist R-Modul) und da R : A nach a) ebenfalls
ein R-Modul ist, ist auch die zweite Aussage klar. O
Satz 4.1.5. Sei R ein Integritatsring mit Quotientenkérper K.

a) Wenn A, B gebrochene Ideale mit AB = R sind, dann ist B eindeutig bestimmt. Ferner
ist B= R : A und wir schreiben B = AL,
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b) Wenn AC' = BC' gilt mit C' invertierbar, dann folgt A = B.

c) Das Produkt Ay - ... A, von gebrochenen Idealen ist invertierbar genau dann, wenn
jeder Faktor A; invertierbar ist und es gilt (Ay-...- A,) "t = A7t ... - A7L
d) Angenommen es gilt fir ein gebrochenes Ideal A, dass Py-...- P =A=Q1-...-Qy

mit Primidealen P;,Q); aus R. Wenn jedes P; als gebrochenes Ideal invertierbar ist, dann

gilt m = n und P; = Q; nach Umordnen der Faktoren.

e) Wenn A invertierbar ist, dann ist A endlich erzeugt als R-Modul.

Beweis.

a) Sei AB = R, dann gilt B C R: A. Andererseitsist R: A= R-(R: A)=BA(R: A) C
BR C B und damit insgesamt B = R : A.

b) Multipliziere beide Seiten der Gleichung AC' = BC mit C~' um AR = BR, also A = B

zu erhalten.

¢) (=) Sei B ein gebrochenes Ideal von R , sodass B(A; -...- A,) = R gilt. Fiir jedes A;
gilt: A;(B-Ay-...-Ai_1- Ay ...+ A,) = R (R ist kommutativ) . Somit ist B- A; -...-

Aj_1-Ajy ... - A, das Inverse von A; und A; invertierbar.

(<=) Wenn jedes A; invertierbar ist, dann gilt: A; - A;' = R fiir i = 1,...,n und folglich
(Ay- Ay - A) - (ATH- At - .- AZY) = R, weshalb auch A; - Ay - ... - A, invertierbar
ist.

d) Wir fiithren einen Induktionsbeweis nach m: Fiir m = 1 besitzt A die Darstellungen
Po=A=Q;-...-Q,. Da P, prim ist, folgt aus P, = Q- ... - Q,, dass @; C P; fiir einen
Index ¢ gilt. Andererseits ist P, C Q1 - ... - Q, C @; was die Gleichheit P, = Q; zeigt. Es
bleibt also noch zu zeigen, dass @); der einzige Faktor ist. Wir nehmen indirekt an, dass es
noch weitere Faktoren in der Darstellung von A gibt: Sei dazu Qg := [[,.; @;, dann gilt
P, = Q; - Qo. Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung mit P;*, dann erhalten wir
R = Q. Da die @);s echt enthalten sind in R, gilt das klarerweise auch fiur ihr Produkt
o und damit erhalten wir einen Widerspruch. Somit gilt P, = Q; = A.

Sei nun m > 1 und die Behauptung fiir m — 1 gezeigt. Wir wéhlen ein P; so, dass
es kein anderes umfasst. Sei P, jenes Ideal fir das P, ¢ Py fiir alle ¢ # 1 gilt. Weil
Q... Q, =P -...- P, C P gilt und P, Primideal ist, muss auch eines der @);s in
Py enthalten sein; sei oBdA @ C P;. Ebenso gilt P, -...- P, =Q1-...-Q, C ¢, und
auch hier existiert ein Index i € {1,...,n} sodass P; C @; gilt. Insgesamt erhalten wir
also P, C Q1 C P, und da P, so gewahlt war, dass P, 2 P; gilt, folgt P, = Q1 = P;.
Weil P, = @)y invertierbar ist, konnen wir die Gleichung P, -...- P, = Q1 - ... - @, mit
P! multiplizieren und wir erhalten Py - ... Py, = Qs - ... - @Q, eine Produktdarstellung

mit m — 1 Faktoren, bei der nach Induktionsvoraussetzung die Anzahl der Faktoren auf
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beiden Seiten tibereinstimmt und weiters P; = (); nach Umordnen der Q;s, ¢ = 2,...,m,

gilt.

e) Weil e € R = A1 A gilt, existieren Elemente 7; € A™! und y; € A mit e = 37| 2y,
Sei nun a € A beliebig, dann gilt a = a-e = Y1, (ax;)y; € Ry1 + ...+ Ry,. Aus ax; € R
folgt ©; € R : A, da a beliebig war. Damit ist gezeigt, dass A von den endlich vielen
Elementen vy, ...y, als R-Modul erzeugt wird. O

Satz 4.1.6. Sei R ein Dedekindscher Ring, dann ist jedes Primideal P # 0 von R maximal

und invertierbar.

Beweis. Sei p € P\{0}. Da R Dedekindsch ist, existieren Primideale P; sodass (p) =
Py -.... P, gilt. Klarerweise gilt (p) C P und wegen (p) = Py -...- P, C P liegt zumindest
ein Primideal, es sei P;, in P, also P; C P. Andererseits ist das Ideal (p) invertierbar,
da zu dem Hauptideal (p) das Inverse (%)R existiert. Das Produkt der Primideale P; ist
somit invertierbar und nach Satz sind es auch alle P;s, 1 =1,...,n.

Um die Maximalitdt von P zu zeigen, wéhlen wir ein ¢ € R\P und zeigen, dass
P+ (a) = R gilt. Wenn P + (a) C R gelten wiirde, dann behaupten wir P = P? + Pa.

Da R Dedekindsch ist, existieren Primideale P, ..., P, und P},..., P, mit P+ (a) =

P-...-P,und P+ (a®) = P]-...P.. Klarerweise gilt PC P+ (a) C P, i=1...,m
Wir betrachten die Bilder der nattrlichen Projektion 7 : R — R\P und erhalten
(P + (a)) = (@) = P, -... P, und (P + (a®)) = (a®) = P} -...- P!; dabei gilt P, =

7(P;) = P;/P und 15; =n(Pj) = Pj/P (1 <i<m, 1 <j<n). DieIdeale (a) und (a*)
sind als Ideale in R/P invertierbar und damit sind nach Satz auch die einzelnen
Primideale Py, ... P, P, ... P! invertierbar.

Andererseits folgt aus der Primeigenschaft der P;, dass R/P; ein Integritatsbereich ist.
Wegen R/P; = (R/P)/(P;/P) ist daher P,/P = P; ein Primideal von R/P (VF;, 1 <i <

m). Ein analoges Argument gilt fir P’/P Pl(1<j<n).DaP-. P =(a)=
(@)?=(P-...-P,)? ~p’... D, gﬂt folgern wir wegen Satz u dass n = 2m und
P, = Py, = P'y;_ fiir 1 <i < m ist. Damit gilt fiir die Urbilder P, = P}, = P};_,. Folglich
erhalten wir PC P+ (a®*)=P]-...- P, =(Py-...- P,)> = (P + (a))* C P*+ (a).

Sei nun p € P beliebig, dann kénnen wir schreiben p = x + ra mit z € P?, r € R.
Wegen v € P> C P gilt p—x = ra € P, aber a ¢ P. Da P prim ist, muss r € P
gelten und damit erhalten wir P C P? + Pa. Die umgekehrte Inklusion P? + Pa C P ist
trivialerweise erfiillt. Wir haben also P = P? + Pa gezeigt. Multiplizieren wir mit P!,
so folgt der Widerspruch R = P~'P = P7'(P? 4+ Pa) = P + (a).

Somit ist P maximal und da es beliebig gewéhlt war, sind alle Primideale in R maximal.

Daher gilt P; = P und P ist maximal und invertierbar. O]
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Da nun jedes Primideal invertierbar ist, folgt nach Satz , d) die Eindeutigkeit der
Primidealzerlegung fiir jedes Ideal eines Dedekindschen Ringes.

Im néchsten Satz werden wir Charakterisierungen Dedekindscher Ringe beweisen; ins-
besondere die, dass Dedekindsche Ringe genau die Noetherschen, ganz abgeschlossenen

Integritatsringe sind, in denen jedes Primideal maximal ist.

Theorem 4.1.7. Sei R ein Integrititsring mit Quotientenkérper K. Dann sind die fol-

genden Aussagen dquivalent:

1) R ist Dedekindsch.

2) Jedes echte Ideal kann eindeutig als Produkt von Primidealen dargestellt werden.
3) Jedes Ideal I # 0 ist invertierbar als gebrochenes Ideal.

4) Jedes gebrochene Ideal I # 0 von R ist invertierbar.

5) R ist Noethersch, ganz abgeschlossen und jedes Primideal # 0 ist mazimal.

6) R ist Noethersch, jedes Primideal # 0 ist maximal und jedes Primdrideal in R ist eine

Primidealpotenz.

Beweis.
1) = 2) Wurde gerade bewiesen.

2) = 3) Da sich nach Voraussetzung jedes echte Ideal eindeutig als Produkt von Primidea-
len darstellen lasst, reicht es nach Satz|4.1.5| ¢) zu zeigen, dass jedes Primideal invertierbar
ist. Dies gilt aber aufgrund des letzten Satzes [4.1.6]

3) = 4) Jedes gebrochene Ideal hat die Form k- I mit k € K, k # 0, und [ ein Ideal aus
R. Da nach Voraussetzung I invertierbar ist, ist k=1 - I=! das zu k - I inverse gebrochene
Ideal.

4) = 5) Sei [ ein beliebiges Ideal # 0 von R. Da es sich nach Voraussetzung invertierbar ist,
folgt aus Satz e), dass es als R-Modul endlich erzeugt ist. Daher ist R Noethersch.

Sei o € K ganz iiber R. Wir zeigen « € R. Der Ring S := R[a] ist nach Satz
endlich erzeugter R-Modul und damit ist S ein gebrochenes Ideal, das nach Voraussetzung
invertierbar ist. Somit konnen wir S = R-S = (S715)S = S71(55) = S7'S = R folgern.
Es gilt also R[a] = R und damit « € R, was die ganze Abgeschlossenheit von R in K
beweist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass jedes Primideal # 0 maximal ist. Angenommen es
existiert ein Primideal P # 0, das nicht maximal ist. Dann existiert ein Ideal M mit
P C M. Nach Voraussetzung ist M als gebrochenes Ideal invertierbar. Es gilt M~'P C
M=M = Rund M~!P ist ein Ideal in R. Wir kénnen daher P = M (M~!P) als Produkt
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von zwei Idealen von R darstellen. Da P prim ist und M € P muss M 1P C P gelten

und damit
R=M'MCM'R= Mﬁl(PPfl) = (M*1P)P’1 C PP = R,

also R = M~ 'R = M~! und wir erhalten daraus R = MM~' = MR = M, also den

gesuchten Widerspruch zu P ist nicht maximal.

5) = 6) folgt nach Satz

6) = 1) Sei I ecine echtes Ideal von R. Da R Noethersch ist, besitzt es eine reduzierte
Priméarzerlegung I = Q1 N ... N Q, mit Q; P-primar. Nach Voraussetzung sind die ver-
schiedenen Primideale maximal und damit paarweise komaximal. Nach Satz folgt,
dass auch die @);s paarweise komaximal sind, sodass wir mit Satz[3.2.27 1 = @Q1N...NQ, =
Q... Q, erhalten. Aus der Voraussetzung, dass jedes Primérideal eine Primidealpotenz
ist, folgt, dass fiir jedes 7, 1 < ¢ < n, eine natiirliche Zahl k; existiert mit Q); = Pf Das
fithrt zu I = Pf* - ... P*n einer Produktdarstellung von I durch Primideale. ]

Damit gilt nun auch
Satz 4.1.8. Die Menge aller gebrochenen Ideale von R bilden eine multiplikative Gruppe.

Korollar 4.1.9. Zu jedem Ideal A aus R existiert ein gebrochenes Ideal A’, sodass AA’
ein Hauptideal ist.

4.2 Teilbarkeitsbegriff im Idealverband

Aufgrund der eindeutigen Zerlegung jedes Ideals aus R in ein Produkt von endlich vielen
Primidealen gelingt es zu Z vollig analoge Figenschaften fiir die Menge der Ideale in R

herzuleiten. Speziell zeigen wir das am Beispiel der Teilbarkeit fiir Ideale:

Satz 4.2.1. Sei R ein Dedekindscher Ring und (P;);c; eine Menge von Primidealen.
Weiters seien A = [lye; P und B = Tlier Pifi zwet Ideale von R in Primidealzerlequng.

Folgende Aussagen sind dquivalent:
1)ADB
2)0<e < f; firalleiel

3) Aus A|B (d.h. A D B) folgt, dass ein Ideal C' in R existiert mit B = C'A.
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Bewess.

1) = 2) Wir multiplizieren die Ungleichung

A:HPieiQHPifi:B

el el

mit dem gebrochenen Ideal ([T;c; 2™ “*/))~1 und erhalten

[ Ie

il ieh
mit den Indexmengen Iy = {i € Ile; > fi} und I} = {i € I[e; < f;}; diese beiden
Indexmengen sind klarerweise disjunkt (existiert ein Index iy, sodass e;, = f;, gilt, dann
ist i, & Iy und iy & I).

Wenn wir I, # () annehmen, so konnen wir ein Element iy € I, auswahlen und es
gilt [T;e;, PV C P,. Wegen der Primeigenschaft finden wir einen Index i € Iy, sodass
P, C P, gilt und mit der Maximalitdt der Primideale folgt P; = P, und damit 7 = 1.
Dies widerspricht aber I; N Iy = () und somit muss Iy = @ gelten. Damit ist nun f; > e;
fur alle ¢ € I; fir die restlichen Indizes j € I\[; gilt nach Konstruktion f; = e;, also

insgesamt f; > e; fur alle ¢ € I.
2) = 3) Das Ideal C :=[];¢; P/ erfiillt die Gleichung AC' = B.

3) = 1) Aus B = CA erhalten wir, da C' C R gilt, die gewiinschte Inklusion B = CA C
RA = A. O

Korollar 4.2.2. Jedes Ideal besitzt nur endlich viele Teiler.

Satz 4.2.3. In einem Dedekindschen Ring ist ein Ideal genau dann irreduzibel, wenn es

prim 1st.
Beweis.
(«<): In jedem beliebigen Integritatsring ist jedes Primideal irreduzibel (vgl. Satz[2.0.10)).

(=): Sei umgekehrt A ein irreduzibles Ideal. Dann ist A = 0 (und damit prim, weil
jeder Dedekindsche Ring ein Integritatsbereich ist) oder A # 0, also ein Produkt von
Primidealen. Da aber nach Voraussetzung A unzerlegbar ist, kann es kein Produkt von

mehr als einem Primideal sein, also ist A prim. O

In selber Art und Weise wie fiir zwei Elemente eines faktoriellen Ringes konnen wir
den groBten gemeinsamen Teiler (g¢g7") und das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV') von
zwei Idealen A, B ermitteln. Dabei ist C' = ggT'(A, B) definiert durch C|A, C|B und aus
D|A, D|B fiir ein Ideal D von R folgt C|D; K = kgV (A, B) ist definiert durch A|K, B|K
und aus A|L, BJL fiir ein Ideal L aus R folgt K|L.
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Satz 4.2.4. Seien R ein Dedekindscher Ring und (P;);c; eine Menge von Primidealen.
Weiters seien A = [lier P und B = [lier Pl-fi zwet Ideale von R in Primidealzerlegung.

Es gelten:
a) ggT(A, B) = A+ B = [[;c; P™7)

b) k’gV(A, B) =ANB= Hie] pimax(ei,fi)

Bewess.

a) Wir zeigen zunéachst, dass ggT' (A, B) = C := A+ B ist. Klarerweise gilt A, B C C. Ist
nun D ein Ideal von R mit A, B C D, so folgt A+ B C D, womit alles gezeigt ist.

Es habe C die Primidealzerlegung C' = [[;c; PY*. Weil A C C und B C C gilt, folgt
aus Satz gi < e; und g; < f; fur alle i € I; damit gilt also g; < min(e;, f;). Wir

erhalten daher C' D [];c; pimin(ei,fi).

Andererseits ist

el el i€l i€l el i€l

C = H Piei +HPz‘fi _ Hpimin(eivfi) (H Piei—min(ei,fi) + H R:fi—min(eivfi)) C Hpimin(%fi)-

CR weil e;—min(e;, f;)>0 und fi—min(e;,f;)>0

b) Wieder zeigen wir zuerst, dass kgV' (A, B) = K := AN B ist. Es ist K C A, B, also ist
K gemeinsames Vielfaches von A und B. Ist nun L Ideal von R mit L C A und L C B,
so folgt L C AN B.

Hat nun K die Primidealzerlegung K = [[;c; P/, so muss g; > max(e;, f;) fir alle i
gelten wegen K C A und K C B. Damit ist K C [[;er Pimax(e“m.

Andererseits ist [Ie; P C [Lie; PP = A und [Lie; P C [, P = B
und damit [[;e, P"" c AnB = K.

]

Aus der Maximalitat der Primideale erhalten wir, dass fiir eine Menge (P;);c; die
darin vorkommenden Primideale paarweise relativ prim sind, also ggT'(P;,, P;,) = R fiir
alle i; # i aus I und damit auch ggT'((P;)er) = R.

Das kleinste gemeinsame Vielfache von (P;);cr ist, da keines der Primideale ein anderes
umfasst, daher kgV ((B;)icr) = Nier P = ILicr i

Gehen wir bei einem gegebenen Ideal A aus einem Dedekindschen Ring R zum Fak-
torring R/A tiber, so konnen wir zeigen, dass dieser isomorph zum direkten Produkt der
Faktorringe nach den Primidealpotenzen ist. Wir kennen diese Eigenschaft bereits aus

dem Ring der ganzen Zahlen Z, aus der der Chinesische Restsatz abgeleitet wird.
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Satz 4.2.5. Sei R ein Dedekindscher Ring und A = T[;_, P{" ein Ideal in Primidealzer-
lequng. Dann gilt )
R/IA= ] R/Pf.
i=1
Beweis. Aus Satz folgern wir, dass A = [I/_; P/ = N_, P gilt. Da weiters alle
Primideale paarweise relativ prim sind, gilt Pjej + P = R fur alle ¢ # j und damit
insbesondere P;” +N_y..; /" =R (1 <i<r).

Um die Behauptung zu zeigen, definieren wir eine Abbildung 0 : R — [, R/ P als
r-Tupel: 0(a) = (01(a),...0.(a)), wobei §; : R — R/P{" die natiirliche Projektion ist. ¢
ist ein Ringhomomorphismus, weil jedes ; ein Ringhomomorphismus ist. Sein Kern ist

", Pf" = A. Es bleibt daher nur noch die Surjektivitat von 6 zu zeigen; d.h. wir miissen
zu gegebenen z; € R (i = 1,...,7) ein Element z € R finden, sodass x — z; € P fur alle
1 gilt.

Wir betrachten dazu zuerst folgenden Spezialfall: Es existiert ein Index j, sodass x; = 0
fiir alle ¢ # j gilt. Weil Pfj + Miz1iz; BFF = R gilt, kénnen wir z; = y + 2z mit y € Pjej ,
2 € NiZy,p; P schreiben. Damit liegt z — 2; = —y in P;” und z — 2; = z in P fiir alle
i # 7. Wir konnen deshalb x = 2z wihlen.

Nun haben wir fiir jeden Index 1 < 5 < r ein solches x mit der gewiinschten Eigenschaft
gefunden. Wir bezeichnen in Abhéngigkeit vom Index j die Losungen des Spezialfalls mit
% € Nizring B

Setzen wir z = >

-1 %j, dann ist

f—.l?i: Z Zj +(Zi—$i),
J=1,j#i e
—_——— epr™

€M, =P
also x das gesuchte Element. O

Bemerkung. Der vorige Satz ist also eine Verallgemeinerung des Chinesischen Restsatzes
auf Dedekindsche Ringe: Durch die Isomorphie R/A = R/P{* x ... x R/P¢ finden wir

zu einem System von linearen Kongruenzen
r=r(PY) (1<i<r)

ein z, das jede Kongruenz erfiillt. Fiir jede weitere Losung dieses Systems z’ gilt 2/ =
v(Ilizy B)-

Der néchste Satz zeigt diesen Sachverhalt fir Ideale. Darin werden in b) und c) zwei

wesentliche Folgerungen in Dedekindschen Ringen gezeigt:
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Satz 4.2.6. Sei R ein Dedekindscher Ring.

a) Wenn 0 # A C B zwei Ideale in R sind, dann existiert ein x € R mit der Eigenschaft
A+ (z) =B.

b) Jedes Ideal wird von hiochstens zwei Elementen erzeugt.

c) Zu einem gegebenen Ideal A existiert ein Ideal A*, sodass AA* ein Hauptideal ist.

Beweis.

a) Wir schreiben fiir A C B die beiden Ideale in Primidealzerlegung A = [}, P und B =
r_ P/ mit e; < f; fiir alle i an. Wir setzen Cy = [[/_, P+ und Cj = P Tli_1iyy Pttt

Damit gilt C; C P& fiir alle i # j und wegen der Eindeutigkeit der Faktorzerlegung
weiters C; D Cj V7, sodass wir ein Element z; € C;\Cy wéhlen konnen.

Wir behaupten = = 7, z; besitzt die gewiinschte Eigenschaft A + (z) = B:

Es gilt () C X0, (x;) € X0, C; = ggT(Cy,...,C,) = B; B teilt also (z) und wir
finden ein Ideal C' mit BC' = (x). Keines der Primideale P; teilt C', denn angenommen
P;|C, dann folgt Pft|BC = (), also (z) € P und damit

(@)=(r— > z)C@)+ 3 (z) @)+ X C;C Pt
j=1i# J=17 j=15

Folglich ware

(z;) C P NG =P npe ] ]DJ'Ej+1 =11 Pj‘ej+1 = Co,
=1 =1

was der Wahl von z; € C;\Cy widerspricht.

Da nun keines der Primideale C teilt, erhalten wir schliellich A + (z) = A+ BC =
Bl P +C) = BR= 5.
b) Sei A ein Ideal von R und x € A\{0}. Dann ist () € A und nach a) existiert ein
y € Rmit (z)+ (y) = A, d.h. (z,y) = A.
c) Sei A ein Ideal aus R, dann gilt fir jedes Ideal B aus R die Inklusion AB C A und

nach a) finden wir ein z € R, sodass AB + (z) = A gilt. Daher ist A Teiler von (z), d.h.
es existiert ein A* mit AA* = (x). O

Abschlielend werden wir noch zeigen, dass in Ringen, die Dedekindsch und faktoriell

sind, jedes Ideal von genau einem Element erzeugt wird.

Satz 4.2.7. Jeder Integrititsbereich, der sowohl Dedekindsch als auch faktoriell ist, ist
ein Hauptidealring. Umgekehrt ist jeder Hauptidealring Dedekindsch und faktoriell.
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Bewess.

(<) Die Umkehrung ist klar, weil Dedekindsche Ringe eine Verallgemeinerung von Haupt-

idealringen sind und jeder Hauptidealring faktoriell ist.

(=) Wir zeigen, dass in einem Dedekindschen und faktoriellen Ring jedes Primideal ein
Hauptideal ist. Sei P ein Primideal und a € P, a # 0. Da a keine Einheit ist, ist es
ein Produkt von irreduziblen Elementen, also a = [[;_, pi’. Aus a € P folgt, dass es
einen Index ¢ gibt, sodass p; € P gilt. Damit ist (p;) € P und wir haben ein Primideal
(p;) gefunden, das in P enthalten ist. Da in einem Dedekindschen Ring jedes Primideal
maximal ist, muss (p;) = P gelten. Ist nun A, A # 0 = (0), A # R = (e), ein beliebiges
Ideal und A = [[;c; 7" die Primidealzerlegung mit P, = (p;), i = 1,...,7, so ist A
Hauptideal wegen A = [T;c; (9:))* = [Lies (75") = (Ilies P7)- [
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Kapitel 5

Algebraische Zahlkorper und ihre

zugehorigen Ganzheitsringe

5.1 Allgemeine Theorie

Wir behandeln in diesem Kapitel spezielle Zahlkérper und Zahlringe, die in der algebrai-
schen Zahlentheorie besonders wichtig sind und auf die die bisher dargestellte Theorie der

Noetherschen und Dedekindschen Ringe anwendbar ist.

Definition 5.1.1. Fine endliche Korpererweiterung L von Q heifit algebraischer Zahlkor-
per oder einfach Zahlkérper.

Bemerkung.

1. Jede endliche Korpererweiterung ist algebraisch. Dartiber hinaus wird jede solche Kor-
pererweiterung L von einem primitiven Element o € L erzeugt, L = K(«). Da L O Q ist
die Charakteristik von L gleich 0.

2. Der Einfachheit halber setzen wir im Folgenden immer voraus, dass der algebraische
Abschluss von L gleich C ist, also L C C gilt.

Wir bezeichnen in Anlehnung an Kapitel 3.3. ein Element o € L als ganz algebraisch,
wenn « ganz liber Z ist. Nach Satz ist der Ring der ganzen Zahlen Z, da er faktoriell
ist, ganz abgeschlossen in Q, d.h. seine ganze Hiille in QQ ist genau Z.

Betrachten wir im Zahlkorper L die Menge aller ganz algebraischen Zahlen, so enthélt

sie sicher Z. Weiters gilt:

Satz 5.1.2. Die Menge M der ganz algebraischen Zahlen von L bildet einen Integritdts-

Ting.
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Beweis. Seien s,t € M, dann liegen s,t in dem endlich erzeugten Z-Modul Z[s,t]. Im
Ring Z[s, t] liegen auch ¢ — s und ts und weil Z[s, t] als Z-Modul endlich erzeugt ist, sind
auch ¢t — s und ts ganz tiber Z, also ts,t — s € M. O

Wir fiithren fiir die Menge der ganz algebraischen Zahlen eine eigene Bezeichnung ein:

Definition 5.1.3. Die Menge der ganz algebraischen Zahlen bezeichnet man als Ganz-
heitsring von L oder als Zahlring von L. Man schreibt dafir O, oder manchmal O, wobei

a ganz algebraisch ist.

Zunachst werden wir zeigen, dass jeder Zahlkérper L von einem ganz algebraischen

primitiven Element iiber Q erzeugt werden kann.

Satz 5.1.4. Sei L ein Zahlkorper und 5 € L. Dann existiert ein z € Z, z # 0, sodass
a = zf3 ganz algebraisch ist. Insbesondere gilt Q(5) = Q(«).

Beweis. Da (3 algebraisch iiber Q ist, geniigt es einem Polynom f € Q|z], f(8) = 0. Sei
f(z) = 2+ +.. .+ 22" Multiplizieren wir f mit dem Hauptnenner B = by -...-b, der
Koeffizienten von f, so erhalten wir co+ci8+4...4+cp_18" 4+ ¢, 3" = 0 mit ¢; = ZTB € 7.

Multiplikation dieser Gleichung mit ¢! liefert

Co - szl +cre Cziz(cnﬁ) +...+ Cnfl(cnﬁ)nil + (Cnﬁ)n = 0.
cpf ist also ganz algebraisch und damit ¢,8 € 0. m

Zum Auffinden von ganz algebraischen Zahlen in L hilft folgender

Satz 5.1.5. Ein Element o € L ist genau dann ganz algebraisch, wenn das Minimalpoly-

nom me, von a tber Q in Zlx| liegt. Alle Konjugierten von a iber Q sind ganz algebraisch.

Beweis.
(<) Das Minimalpolynom m,, € Z[z| ist normiert, daher ist « € L ganz algebraisch.

(=) Umgekehrt sei o € L ganz iiber Z, dann gibt es ein normiertes Polynom f € Z[z],
f # 0 mit f(a) = 0. Fiir das Minimalpolynom m, € Z[z] gilt m,|f in Q[z]. Nach
dem Lemma von Gau$ gilt dann auch m,|f in Z[z]. Da f normiert ist, muss somit auch
Mg € Z[z] normiert sein.

Die restliche Aussage des Satzes folgt, da die Konjugierten von a die anderen Null-

stellen von m, sind. O

Im Weiteren werden wir zeigen, dass sich jedes Element eines Zahlringes 0,, o # 0,
keine Einheit, als Produkt irreduzibler Elemente aus &, darstellen lasst. Dazu benotigen

wir folgendes Hilfsmittel:
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Definition 5.1.6. Sei L = K(f) ein Zahlkérper und mg € Q[z] das Minimalpolynom
von 3 tiber Q.

1. Sind 8 = Bq,...,0, die Konjugierten zu (3, so heiffen die isomorphen Abbildungen

oi: Q(B) = Q(B:), die durch o;(8) = B, 0:(q) = q fir alle g € Q, i =1,...,n festgelegt
sind, die zu L gehorigen Q-Isomorphismen.

2. Fir o € L ist die Norm Np.g(a) von a beziiglich L definiert durch Np.g(a) = TTi-, 0:(«).
Folgende grundlegende Eigenschaften gelten fiir die Norm:

Satz 5.1.7.

1. Sei L ein algebraischer Zahlkérper und o € L mit Minimalpolynom m, = z" +
ap12" M+ -+ a1x + ag € Q[z]. Dann gilt Npg(a) = ((=1)"ag) )] € Q.

2. Fir beliebige o, B € L gilt Np.o(af) = Np.o(a)Nr.o(B).
Beweis. Siehe [Hun74], Ch. V, Theorem 7.3, S. 290f. ]

Bemerkung. Teil 1 impliziert, dass die Definition der Norm unabhéngig vom primitiven
Element 5 € L ist. Auch folgt aus Teil 1, dass Np.g(«) € Z fiir ganz algebraisches o € L
gilt.

Fiir den zugehorigen Ganzheitsring &7 von L kénnen wir nun zeigen:

Satz 5.1.8.
1. Ein Element o € O, ist genau dann Einheit, wenn die Np.q(a) = £1 gilt.

2. Seien o, f € Of,. Wenn « echter Teiler von (3 ist, dann ist auch |Np.q(«)| echter Teiler
von |N.g(B)]-

3. Jedes a € O, a # 0, keine FEinheit, ldsst sich als Produkt irreduzibler Elemente aus
O’1, darstellen.

Beweis.

1. (=) Wenn « eine Einheit von &, ist, dann existiert ein o/ € 07, sodass a - o/ =1 gilt.
Gehen wir iiber zur Norm, so folgt N(a - o) = N(a) - N(¢/) = 1 (N = NpLg). Wegen
N(a),N(d/) € Z ist N(«) Einheit und damit N(a) = £1.

(<) Umgekehrt sei N(a) = £1. Mit den zu «a gehorigen Q-Isomorphismen oy =
id, 09, ..., 0, gilt nach Definition £1 = N(a) = [, 0i(a) = a- Il 0;(a). Da der zweite
Faktor ganz algebraisch ist, ist o Teiler von 1 € 0; « ist daher Einheit.

2. Wenn « echter Teiler von f ist, so existiert ein v € & mit a-y = f und |Np.o(y)| > 1.
Damit folgt aus der Multiplikativitat der Norm das Resultat.
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3. Wir beweisen den Satz mittels Induktion nach |N(a)].

Nach Voraussetzung ist | N(«)| > 1. Sei also zunéchst | N(«)| = 2. In diesem Fall ist «
selbst irreduzibel. Aus o = vy mit 3,7 € &, folgt namlich 2 = |N(«)| = |N(5)||N(7)].
Da die Faktoren auf der linken Seite in N liegen, muss einer, etwa |N ()|, gleich 1 sein.
Dann ist aber  nach 1. notwendigerweise Einheit.

Sei nun die Aussage fiir |[N(«a)| < k, k > 2, bewiesen. Fir a € 0 mit |N(a)| =
k4 1 gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder « ist irreduzibel, so ist nichts mehr zu zeigen;
oder « lasst sich echt zerlegen, dh. a = gy mit 8,y € Oy und 3,7 keine Einheiten.
Wegen |N(«a)| = [N(B)||N(7)| und 1 < [N(B)|,|N(v)] < k kann man auf 8 und v die
Induktionsvoraussetzung anwenden, so dass beide Elemente sich als Produkt irreduzibler

Elemente darstellen lassen. Das gilt dann auch fiir das Produkt v = a. O

Wie schon ofter erwéhnt, ist diese Produktdarstellung jedoch im allgemeinen nicht
eindeutig. Doch werden wir zeigen, dass 0, stets ein Dedekindscher Ring ist, indem wir
nachweisen, dass er Noethersch und alle Primideale von €, maximal sind. (Die ganze
Abgeschlossenheit geht aus der Konstruktion dieser Ringe hervor.) Somit lassen sich zu-
mindest alle Ideale I # 0 von &, eindeutig als Produkt von Primidealen schreiben.

Wir beginnen mit folgendem
Satz 5.1.9. Jedes Ideal I # 0 von Op enthdlt eine Basis von L tiber Q.

Beweis. Sind allgemein K C L zwei Korper, so ist L auch K-Vektorraum iiber K. Sei
also B = {y1,...,7} eine Basis von L iiber Q. Nach Satz [5.1.4] gibt es z; € Z, z # 0
mit z;v; € Op, 1= 1,...,n. Wir setzen z = 21 - ... - 2, € Z. Ist weiters a € I, a # 0
fest, dann ist {azy,...,azy,} C I eine Basis von L. Dazu ist nur zu zeigen, dass diese
Menge linear unabhéngig ist. Aus Aj(azy) + ... + M(azy,) = 0 (A € Q) folgt aber
(AMaz)y + ... + (AMaz)y, = 0. Da B Basis ist, muss \;az = 0 Vi gelten. Wegen az # 0
ist daher \; = 0 Vi. O

Als néchstes zeigen wir, dass die Ideale von O, stets spezielle Basen von L iiber Q

enthalten.

Definition 5.1.10. Sei I # 0 Ideal von Oy. Eine Basis B = {y1,...,%} C O von L
heifit Ganzheitsbasis, wenn sich jedes Element von I als ganzzahlige Linearkombination

von B darstellen lasst, d.h. I = Zy + ...+ Zyy.

Fiir den Beweis des néchsten Satzes benotigen wir auch den Begriff der Diskriminante.
Es sei L = Q(«) ein Zahlkérper vom Grad [L : Q] = n. Es lasst sich also jedes Element
B € L eindeutig darstellen als

B=co+ca+...4+cp1a™ 1, ¢;€Q, j=0,...,n—-1
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Sind oM = @, ..., o™ die Konjugierten von «, so setzen wir
BY = o+ 4+ 4 (@) i=1,. . n.

Definition 5.1.11. Es sei B ={v...,v.} C O eine Basis von L tiber Q. Dann heifst

2

Y1 Tn

(2) (2)
M1 R O

: ' =AM, V)
MRS

die Diskriminante von B.
Die Diskriminante besitzt folgende Eigenschaften:

Satz 5.1.12. Es seien B={v,...,%}, B ' ={",...,7,} C O zwei Basen von L tber
Q und M die Matrix zum Basiswechsel B — B'. Dann gilt:

1. A(y1, .-y ) € Z\{0}.
2. Ay, = (detM)? - A1, ...y Yn)-

Siehe [IR90], Proposition 12.1.2.; S. 173.

Bemerkung. Sind B, B’ zwei Ganzheitsbasen von 07, so gilt A(B’) = A(B). Diesen
Wert bezeichnet man als die Diskriminante A von €. Um das einzusehen, brauchen
wir nur zu beachten, dass die Eintragungen der Matrizen M und M’ zum Basiswechsel
B — B’ und B’ — B ganzzahlig sein missen, sodass det M, detM' € 7 gilt. Aus 2. folgt
dann A(B)|A(B’) und A(B')|A(B) in Z, also A(B') = A(B).

Jetzt konnen wir den folgenden grundlegenden Satz beweisen:
Satz 5.1.13. Jedes Ideal I von O, I # 0, besitzt eine Ganzheitsbasis.

Beweis. Sei C' = {f,...,0B.} C I eine beliebige Basis von L iitber Q. Dann ist D(C) :=
|A(By, ..., 0n)| € N. Es gibt somit eine Basis B = {y1,...,7,} C I derart, dass D(B) <
D(C) fiir alle Basen C' C [ gilt. Wir behaupten, dass B eine Ganzheitsbasis von L ist.
Dazu nehmen wir indirekt an, B wéare keine solche. Dann gibt es ein Element o € I derart,
dass bei der Darstellung von a mittels B, a = ¢y, + - -+ + ¢,7n, nicht alle Koeffizienten
ganzzahlig sind: Sei etwa ¢; € Q\Z. Dann lésst sich ¢; schreiben als ¢; = z+ ( mit z € Z
und 0 < ¢ < 1. Wir gehen nun zu einer neuen Basis B’ = {v{,...,7,} C I iiber mit

N=a—zy =0yt Y, Y= fir 2<i <.
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C co ... ¢y

01 ... 0
Die Basiswechselmatrix M hat die Gestalt | =~ = |, also gilt detM = (. Mit
0 0 ... 1
Eigenschaft 2. des vorigen Satzes erhalten wir somit den Widerspruch D(B’) = (*D(B) <
D(B). 0

Bemerkung. Es haben alle Ganzheitsbasen dieselbe Diskriminante. Sind namlich B, B’
zwei Ganzheitsbasen, so haben die beiden Matrizen M zum Basiswechsel B — B’ und
M~ zum Basiswechsel B’ — B definitionsgeméif ganzzahlige Eintragungen. Es ist al-
so detM,detM~" € 7Z\{0}. Die Beziehungen D(B) = (detM)>D(B’') und D(B') =
(detM~1)2D(B) liefern D(B')|D(B) und D(B)|D(B’), also D(B') = D(B).

Satz 5.1.14. Es sei L ein Zahlkérper. Fir jedes Ideal I von O, I #0 gilt I N7Z # {0}.

Beweis. Sei a € I, a # 0. Dann gilt fiir die Norm von a: N(«) = [T, 0:(a) € Z\{0}.
Wegen o1 (o) = o € I liegt auch N(«) in I; insgesamt folgt N(«) € I NZ. O

Wir kommen nun zum angekiindigten Ergebnis iiber die grundlegende Eigenschaft der

algebraischen Zahlringe.
Satz 5.1.15. Es sei L Zahlkorper iiber Q. Dann ist Oy, ein Dedekindscher Ring.

Beweis. Wir verwenden dazu die in Satz 4.1.7, 5) angegebene Charakterisierung Dede-
kindscher Ringe.

(i) Um zu zeigen, dass &, Noethersch ist, sei I # 0 ein Ideal von &,. Wie wir eben abge-
leitet haben, gibt es ein m € ZNI, m # 0. Sei B = {f1,..., 5.} C I eine Ganzheitsbasis.

Dann besitzt ¢, /(m) nur endlich viele Elemente, ndmlich
cfi4 ...+ mmite €Z, 0<¢<mfiri=1,...n. (5.1)

Folglich hat auch &',/ als homomorphes Bild von &', /(m) nur endlich viele Elemente.
Nach dem 2. Homomorphiesatz gibt es daher auch nur endlich viele Ideale I, ... I
mit I; O I, j = 1,...k. Somit muss jede aufsteigende Kette von Idealen nach endlich

vielen Schritten abbrechen.
(ii) Dass @, ganz abgeschlossen ist, gilt definitionsgeméasf.

(iii) Ist I # 0 ein Primideal, so ist nach dem in Teil (i) Gezeigten & /I endlich. Da & /1
Integritatsring und jeder endliche Integrititsring schon Korper ist, folgt I ist maximales

Ideal. O
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Bemerkung. Aus dem Beweis von Teil (i) ergibt sich sogar, dass |0 /(m)| = m™ gilt.
Dazu zeigen wir, dass die obige Darstellung (/5.1]) eindeutig ist. Ist ndmlich ¢, 51+. . . ¢, 8, =
ABi+...cBn(m),sofolgt (c1—c))f1+. .. (cn—C,)Bn = 0(m), d.h. die linke Seite ist gleich
mdy 5y + ... md,[,. Da B Basis ist, folgt ¢; — ¢, =md;, i =1,...,n. Wegen 0 < ¢;, ¢, <m

muss daher ¢; = ¢} Vi sein.

Aufgrund des Satzes wissen wir nun, dass sich jedes Ideal I von 07y, I # 0, eindeutig
bis auf die Reihenfolge als Produkt von Primidealen darstellen lasst. Zum Abschluss dieses
Abschnitts tiberlegen wir uns noch wie sich das fiir ein Ideal (p), p Primzahl in Z, gestaltet.

Dazu benotigen wir einen erweiterten Normbegrift:

Definition 5.1.16. Sei I Ideal von Oy, I # 0. Dann heifit N(I) := |0 /1| € N die Norm

von 1.

Satz 5.1.17. Es seien I,J Ideale von O und o € Or,. Dann gilt:
1. N((a)) = [Nrg(a)]-
2.N(IJ)=N(I)-N(J).

Der Beweis dieser beiden Aussagen findet sich in [RibO1] in den Abschnitten F bzw.
D von Kapitel 8.1 (S. 142f.).
Im folgenden Satz bezeichne ¢, : Z[z] — Z,[x] den surjektiven Homomorphismus, der

den natiirlichen Homomorphismus ¢, : Z — Z, fortsetzt.

Satz 5.1.18 (Zerlegungssatz, [Ash03], Chapter 4, 4.3.1 Theorem). Seien p € N eine
Primzahl und L ein Zahlkérper vom Grad n, weiters sei o € O, primitives Element von L,
also L = Q(«), und es gelte O, = Z|a]. Es bezeichne m,, € Z|x] das Minimalpolynom von
a, My = @p(Mma) € Zylz] dessen Bild unter ¢,. Hat m, die Darstellung my, = 1 -.. .- g,°
als Produkt irreduzibler Polynome tber Z,, dann gilt (p) = Pi* - ... PS mit Primidealen

P, von Oy, wobei P; = (p, gi(«)) und g; € Z[zx] ein Urbild von g; € Z,[x] ist. Weiters gilt
n=>3iefi fir fi=10L/P.

Beweis. Es sei K ein Zerfallungskorper des Polynoms gy - .. .- g, € Zy[z] und seien ; € K
mit g;(y;) = 0, ¢ = 1,...,r fix gewdhlt. Es gilt dann Z,[z]/(g:) = Z,[v), ¢ = 1,...,7.
Durch Nachrechnen lésst sich zeigen, dass die Abbildungen v; : Zla] — Z,[y;] gegeben
durch ¢;(¢(@)) = 4(vi), ¢ € Z]z],q = ©,(q), i = 1,...r surjektive Homomorphismen sind.
(Dabei wird verwendet, dass ¢(v;) = 0 ist, falls ¢(a) = 0. Das gilt, da aus mg|q folgt
Malq.) Da Z,[v;] Korper ist, ist keriy; ein maximales Ideal und daher insbesondere ein
Primideal.

Wir zeigen kery; = P; fir i = 1,...,7. Wegen ¥;(p) = 0 und ¥;(g;()) = gi(v;) = 0
gilt (p, gi(@)) = P; C keri;. Sei umgekehrt h(a) € kert;. Dann ist h(v;) = 0 sodass das
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Minimalpolynom g von ~y; Teiler von h ist. Es gibt somit ein Polynom #; € Z,[z] mit
h = t;g;. Geht man zu den Urbildern tiber, so existiert ein Polynom ¢; € Z[x], sodass

simtliche Koeffizienten von h — t;g; durch p teilbar sind. Damit folgt

ha) = (h(a) — ti(a)gi (@) + ti(@)gi() € P,

€(p) €(gi(@))

Wir zeigen als néchstes, dass (p) = P{* - ... Pt gilt. Verwendet man die Beziehung
(I+ J1)(I+ J2) C I+ JyJs fiir beliebige Ideale, so folgt P C (p) + (g:(a))%, i =1,...,r.
Damit ergibt sich weiter P;* -...- P C (p) + ((¢7" - ...+ g )()).

Wegen m, = ¢1°'-. . .-, sind die Koeffizienten des Polynoms m,—gi*-. . .- g5 sémtlich
durch p teilbar. Wegen m,(«) = 0 sind es auch die Koeffizienten von ¢7*-...- g5 (). Diese
Zahl liegt also in (p). Insgesamt erhalten wir (p) D Pf*-...- Pe.

Somit gibt es ein Ideal I von &y mit (p)I = Pf*-...- P. Da 0}, Dedekindscher Ring
ist und daher die Faktorisierung in Primideale eindeutig ist, folgt (p) = Pf* - .. .- P mit
0<ki <e,i=1,...,r. Nach Satz[4.2.5]ist 0,/(p) = O /P* x ... x 0,/ P¥. Somit gilt

T

N((p) = 0L/ (p)| = H 0L/ P = f[N(B-’“) = [[N(P)".

i=1 =1 =1

Vor.
Wie wir gezeigt haben, ist 0/ P, = Z[a]/P; = Z,[v] firi = 1,...,r. Esist |Z,[v]| =

p/i mit f; = gradg;. Mithin folgt N((p)) = p>fi¥. Wegen N((p)) = p" ergibt sich
einerseits n = Y.I_, f;k;. Andererseits ist n = gradm, = gradm, = Y|, (gradg;)e; =
Yoy fiei. Wegen 0 < k; <ee; fir alle s =1, ..., r folgt notwendigerweise k; = e; fiir alle 1,
also wirklich (p) = P/* -...- P, O

Bemerkung. Die Zahl r in der Darstellung (p) = Pi* - ... P heifit Zerlegungszahl von
(p); e; der Verzweigungsindex des Primideals P; und f; = |0/ P;| dessen Trigheitsgrad.

5.2 Quadratische Zahlkorper und quadratische Zahl-
ringe

Wir werden uns hier mit quadratischen Korpererweiterungen L von Q befassen, also mit
Korpern L, die den Grad der Korpererweiterung [L : Q] = 2 besitzen. Ein Zahlkorper L
mit [L : Q] = 2 heifit quadratischer Zahlkorper.

Klarerweise ist jeder Korper der Gestalt L = Q(V/d), d # 1, d € Z quadratfrei, ein
quadratischer Zahlkorper, weil das Minimalpolynom m /;(x) = 22— d von v/d tiber Q den
Grad 2 besitzt.
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Wir weisen hier direkt nach, dass jeder quadratische Zahlkorper die Gestalt @(\/3),
d # 1, d € Z quadratfrei, besitzt:
Sei also L ein quadratischer Zahlkorper. Wir wissen, dass L von einem ganz algebrai-

schen Element o € L erzeugt werden kann. Es sei dessen Minimalpolynom
Ma(r) = 2> +ar +b, a,b € Z.

Nach der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen gilt

—a++va? —4b
5 )

o =

Setzen wir 8 = 2a + a, so ist 3 sicher in L und es gilt 3% = (2a + a)? = a*> — 4b € Q.
S hat also Grad 2 und ist daher auch ein primitives Element fiir L. a® — 4b ist sicher kein
Quadrat in Q, denn wére a? — 4b = ¢ fiir ein ¢ € Q, dann ist o € Q, ein Widerspruch.
Méglicherweise gilt a? — 4b = ¢d fiir ¢, d € Q. Dann ist sicher C%(a2 —4b) quadratfrei und
% [ erzeugt ebenfalls L iiber Q. Damit ist nun gezeigt, dass jede Kérpererweiterung vom
Grad 2 von einer quadratfreien Zahl d € Z, d # 1, erzeugt werden kann. Dies wird fiir
Q(v/d) im Folgenden stets vorausgesetzt.

Wie sehen nun die Elemente des Ringes der ganz algebraischen Zahlen von Q(\/E)

aus? Er wird mit & bezeichnet.

Satz 5.2.1. Fir den Ganzheitsring Oy gilt
Oy ={a+bVd;a,b € Z} falls d = 2,3(4),
Oy = {%m;a,b €Z, a=02)} falls d=1(4).

Beweis. Bezeichnet man die rechts stehenden Mengen jeweils mit M, so zeigen wir zu-
néchst die Inklusion M C 0.

Ist d = 2,3(4), so geniigt a+bv/d jedenfalls dem Polynom p(z) = 2?—2az+(a?—b%d) €
Z[z); die zweite Nullstelle ist a — bv/d. a = bv/d sind also sicher ganz algebraisch.

Ist d = 1(4), so geniigt %ﬂ dem Polynom p(z) = 2* — az + % mit der zweiten
Nullstelle %ﬁ. Wegen a = b(2) sind entweder beide Zahlen a, b gerade, also a? und b?
durch 4 teilbar, weshalb p(z) € Z[z] gilt, oder a, b sind beide ungerade, weshalb a? = b? =
1(4) ist. Wegen d = 1(4) folgt a® — b*d = 0(4) und p(z) € Z[z] auch in diesem Fall. Somit
gilt M C 0,.

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, sei ¢ = u4wvv/d mit u, v € Q ganz algebraisch.
Da die zweite Nullstelle des zugehérigen Minimalpolynoms p(z) gleich u — vV/d ist, hat
p(z) nach dem Vietaschen Wurzelsatz die Gestalt p(z) = 2? + 2u + u* — v*d. Damit
p(x) € Z[x] gilt, muss also 2u € Z, also u = % mit v’ € Z, und u? — v*d € Z sein.
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Setzt man v = ", m,n € Z, n > 0 und ggT'(m,n) = 1, so liefert die zweite Bedingung
% € Z. Da n2 den ersten Summanden teilt, muss es auch den zweiten teilen. Da
aber m und n relativ prim sind, folgt wegen d quadratfrei n?|4, d.h. n = 1 oder n = 2.
Wir konnen also ansetzen u = “5/ und v = ”5/ mit «’,v" € Z. Es muss also u? — v?d = 0(4)
sein.

Da allgemeln w? = 0(4) oder w? = 1(4) fir w € Z gilt, folgt im Falle d = 2(4) oder
d=3(4): v? =v? =0(4), also v/, v' gerade, dh. u,v € Z. Ist dagegen d = 1(4), so ergibt

sich u? = v 2(4) also u' = v'(2). In beiden Féllen erhalt man &; C M, wie behauptet. [

Wir geben nun eine Ganzheitsbasis fiir &; an. Der quadratische Zahlkorper Q(\/E)
besitzt als Vektorraum iiber Q die Basis B = {1, \/3} Im Folgenden zeigen wir, dass B

in gewissen Féllen auch eine Basis von 0y ist:

Satz 5.2.2. Fine Ganzheitsbasis fiir Oy ist im Falle d = 2(4) oder d = 3(4) gegeben durch
{1,4/d}; im Falle d = 1(4) ist {1, 1+2\/g} eine solche. Fir die Diskriminante A von Oy gilt
A =d falls d =2,3(4) und A = 4d falls d = 1(4).

Beweis. In den Féllen d = 2,3(4) ist nichts zu zeigen. Sei also d = 1(4) In diesem Fall
lisst sich jedes Element aus &, schreiben als ‘”b\[ %b+b1+2‘f wobei %2 € Z aufgrund
der Bedingung a = b(2). Jedes Element von ﬁ’d ist also ganzzahlige Llnearkombmamon
von B = {1, 1+2\/&}. Zugeich ist B auch Basis von Q(v/d), denn es ist a4+ bvd = (a —b) +
2614/ (a,b € Q).

Da die Konjugierte von v/d gleich —v/d und die zu % gleich 1’7‘/3 ist, erhalten wir

fiir die Diskriminante A

2

QL

1+V4d

1 d 1
vd = 4d bzw. ‘ ) 2

1 —Vd

2

Als Néchstes bestimmen wir die Einheiten von 0.

Satz 5.2.3. Es ist a + bv/d Einheit genau dann, wenn o® — b*d = £1 fir d = 2,3(4) und
Lg\/a Einheit genau dann, wenn a® — b*d = +4 fiir d = 1(4) gilt.

Beweis. Wir wissen, dass ¢ = u + vv/d Einheit in &, ist genau dann, wenn N(e) = +1
gilt. Nun gibt es nur zwei zu v/d gehorige Q-Automorphismen: sie sind durch vd — v/d
(01 = id) und V/d — —+/d festgelegt. Daher gilt N(€) = o (€)oa(e) = (u+vvVd)(u—vvd) =
u? —v?d. € ist also Einheit genau dann, wenn u? — v?d = 41 erfiillt ist. Im Fall d = 2, 3(4)
erhalten wir daher, dass a + bv/d Einheit genau dann ist, wenn a? — b2°d = +1 gilt. Im
Falle d = 1(4) ist u = % und v = £, also st %‘/E Einheit genau dann, wenn % ==+1
gilt. O]
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Um weitere Aussagen iiber die Einheiten zu gewinnen, unterscheiden wir die beiden
Falle: d < 0, der sogenannte imaginédr-quadratische Fall, und d > 0, der reell-quadratische
Fall.

e (i) d < 0: Hier ist a® — b*d > 0, also gibt es nur endlich viele Einheiten. Ist |d| > 5,

so muss wegen a* — b?>d = 1 oder = 4 sicherlich b = 0 sein. Im ersten Fall ist a = £1.
Im zweiten Fall ist a = 2. Da dann aber die Einheiten die Gestalt %\/& haben,
sind in beiden Fallen € = +1 die einzigen Einheiten.
d = —1=3(4): Es muss a*+b* = 1 gelten, was genau fiir a = +1, b = 0 oder a = 0,
b = +£1 erfullt ist. Damit erhalten wir die vier Einheiten von &_; = Z[i] € = £1, +i.
d = —3 = 1(4): Es muss a® 4+ 3b> = 4 sein. Diese Gleichung besitzt die sechs
Losungen a = +1,b = 41 und a = £2,b = 0. Damit erhalten wir die Einheiten
€= %,il von O0_s.

e (ii) d > 0: Die Gleichungen a* — b*d = +1 bzw. a* — b*d = +4 haben stets unendlich

viele ganzzahlige Losungen. Genauer gilt

Satz 5.2.4. Die Finheiten € € Oy, d > 0, sind bis auf das Vorzeichen gleich einer Potenz

einer festen Einheit, der Fundamentaleinheil €y: € = xej, n € Z.

Einen Beweis findet man in [Rib01], Abschnitt E von Kapitel 10.2. (S. 140) bzw. [TR90],
Proposition 13.1.6. (S. 191).

Zum Abschluss dieses Kapitels spezialisieren wir den Satz auf den Fall quadra-
tischer Zahlkorper. Das wird es uns ermoglichen, den Grund dafiir anzugeben, wieso bei
dem schon éfter erwihnten Beispiel 6 = 2 -3 = (1 + /=5)(1 — /=5) in Z[\/=5] = O_;
diese verschiedenen Darstellungen als Produkt irreduzibler Elemente existieren.

Mit den Bezeichnungen von Satz gilt: n = 2, o = V/d fiir d = 2,3(4). Wegen

der Beziehung 2 =n = >_"_, e; f; konnen nur folgende Félle eintreten:
(i) r=2,e1=e3=1, fi=fo=1:(p) =P P mit |Oy/P,| = |04/ P| = p.
i) r=1,e=e =2, f:=fi=1:(p) = P%mit |0;/P| = p.

(iii) r=1,e=1, f=2:(p) = P mit |0;/P| = p*.

Im ersten Fall heifit die Primzahl p € Z (vollstindig) zerlegt, im zweiten Fall verzweigt
und im dritten Fall trdge. Wir untersuchen nun, wann die einzelnen Falle eintreten und
verwenden dafiir Satz 5.1.18

Wir beginnen mit dem Fall d = 2,3(4). Dann ist B = {1,v/d} eine Ganzheitsbasis
und daher ist, wenn wir im Folgenden stets die Bezeichnungen jenes Satzes verwenden:

a=+vdund m, =22 — d.
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Satz 5.2.5. Seip > 2 und d =2,3(4). Dann gilt:

1. Falls p fd und d quadratischer Rest ist mod p, dann ist p zerlegt:
(p) = (p,a + Vd)(p,a — Vd) mit a> = d(p).

2. Falls p fd und d quadratischer Nichtrest ist mod p, dann ist p trage.

3. Falls p|d, dann ist p verzweigt mit (p) = (p, \/E)2

Beweis. Wir miissen m,, also m, mod p betrachten. Hier gibt es drei Moglichkeiten:
(i) My ist irreduzibel tiber Z,; (ii) m, ist reduzibel iiber Z, mit zwei verschiedenen Null-
stellen; (iii) 7, ist reduzibel iiber Z, mit einer doppelt zu zahlenden Nullstelle.

Wir beginnen mit dem reduziblen Fall: m, = 2> —d = (z — a)(z — b)(p). Durch
Koeffizientenvergleich erhalten wir 0 = a + b(p), —d = ab(p). Also ist b = —a(p) und
daher d = a?(p), d.h. d ist quadratischer Rest mod p. Dabei gilt entweder a # 0(p), also
p fd, oder a = 0(p), d.h. p|d.

Im ersten Fall ist nun m, = (r — a)(z + a). Daher folgt nach Satz

(p) = PiPs = (p, Vd — a)(p, Vd + a) mit d = a*(p);

d.h. p ist zerlegt.

Im zweiten Fall ist m, = 22, also g; = x und e; = 2, sodass p verzweigt ist: (p) =
P? = (p,Vd).

Es bleibt der Fall iibrig, dass m, = ¢; irreduzibel ist. Aufgrund des eben Gezeigten
muss dann p fd und d quadratischer Nichtrest mod p sein. Nach Satz folgt dann
P = (p,ma(a) = 0) = (p); also ist p trige. O

Die Argumentation im Fall d = 1(4) verlauft analog, doch ist jetzt B = {1, 1+‘/E},

2
also o = HT‘@ und das zugehdrige Minimalpolynom mg, = 2* — z — 471,

Satz 5.2.6. Seip > 2 und d = 1(4). Dann gilt:

1. Falls p fd und d quadratischer Rest ist mod p, dann ist p zerlegt:

1+Vd 1—Vd
2

r(1+4¢))(p, 5~ r(1—c)) mit ¢ = d(p) und 2r = 1(p).

(p) = (p,

2. Falls p fd und d quadratischer Nichtrest ist mod p, dann ist p trige.

3. Falls p|d, dann ist p verzweigt mit (p) = (p, HT\/& —a)? mit 2a = 1(p).

Beweis. Wir iiberlegen uns wieder, wann m,, reduzibel ist mod p. Sei also 2% — x — %

rz—a)(x—0b)(p). Koethizientenvergleich liefert 1 = a+b(p) und —=—= = ab(p). b = 1—a(p) in
b Koefhi leich liefert 1 b d d41 b b=1
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die zweite Kongruenz eingesetzt ergibt 41 = a®—a(p) bzw. d = 44’ —4a+1 = (2a—1)*(p),
d.h. d ist quadratischer Rest mod p. Ist umgekehrt d = ¢?(p), so hat ¢ = 2a — 1(p) wegen
p > 2 eine eindeutig bestimmte Losung a und m,, ist reduzibel: m, = (z —a)(x — (1 —a)).

Wann besitzt m, eine doppelt zu zdhlende Nullstelle? Das ist genau dann der Fall,

wenn a = b(p) gilt, also 1 = 2a(p) ist. Ein solches a existiert wegen p > 2. Es folgt

_d-1 —
T =

bekommen somit dieselben Bedingungen fiir die Reduzibilitdt wie im vorigen Satz.

a*(p), also d = 0(p). mq = (z — a)*(p) gilt also genau dann, wenn d = 0(p). Wir

Ist nun m, = (z —a)(x —b) mit a # b(p) und d = *(p), so ist wegen a = r(1+ ¢) und
b=r(1l—c) mit 2r = 1(p)

(p) = PP, = (p,

Ist dagegen m, = (x — a)?, so ist

Ist schliefllich m,, irreduzibel, so muss p fd und d quadratischer Nichtrest sein. Nach
Satz [5.1.18| folgt P = (p, ma () = 0) = (p). O
Bemerkung.

1. Es gilt (p, # — 1) = (p,Vd). Dies lésst sich direkt nachpriifen: Aus 2r = 1(p) folgt
2r = 1 + tp mit ungeradem ¢ und daher

—7);

\/822(14-2\/3 1‘|‘\/C_Z

—7)+tp € (p, 5

also (p, Vd) C (p, 2572 — 7).
Andererseits ist

1 d —t d -t d 1—
+2\/_—T= p;-\/_: ;fp+ Qp\/Ee(p,\/E),
— ~——
€0y €04

sodass auch umgekehrt (p,v/d) 2 (p, HT\@ — 1) gilt. Wir erhalten somit nach |5.2| (p) =
<p7 % - T)2 = (pa \/C_l)2

2. Auch die Zerlegung [5.1] lasst sich vereinfachen. Es gilt
(p) = (pv ¢+ \/E)(p, C— \/E)

Durch Ausrechnen erhélt man namlich Py P, = (p?, p(c+V/d), p(c —Vd),? —d) = (p)(c+
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2 —d

p
~——

€z
p. Diese sind relativ prim. Ware namlich p|2¢,so folgt entweder p = 2, ein Widerspruch zur

Vd,c—+/d, ). Das letzte Ideal enthélt die Zahlen 2¢ = (¢++/d) + (¢ — V/d) € Z und

Voraussetzung; oder p|c, was wegen ¢ = d(p) auf p|d fiihrt, ebenfalls ein Widerspruch.
Somit enthélt das letzte Ideal die Zahl 1 = ggT'(2¢,p). Es ist also gleich &; und somit
folgt PP, = (p)0y; = (p). Aufgrund der eindeutigen Zerlegung von (p) in Primideale folgt

daher {pv 1+T\/a - T(l + C))v (pa 172\/3 - T<1 - C))} = {(]9,0+ \/C_Z>7 (p,c - \/a)}

Es bleibt der Fall p = 2.

Satz 5.2.7. Seip =2 und d = 2,3(4). Dann ist 2 verzweigt, (2) = (2,Vd)? fiir d = 2(4);
(2) = (2,Vd — 1) = (2,Vd + 1)? fiir d = 3(4).
Beweis. Es ist m, = 2? — d(2); also gibt es nur die Moglichkeiten m, = x*(2) falls
d = 0(2), also d = 2(4), und m, = 2°> — 1 = (x — 1)*(2) falls d # 0(2), also d = 3(4).
Daher ist (2) stets verzweigt. Nach Satz|5.1.18 folgt die Behauptung. O
Satz 5.2.8. Seip =2 und d = 1(4), dann gilt
1. 2 ist zerlegt, falls d = 1(8): (2) = (2, @)(2, @)
2. 2 ist trage, falls d = 5(8).
Beweis. Es ist mq = 2* — 2 —¢(2) mit £ = ¢(2) und ¢ = 0 oder ¢ = 1. Ist ¢ = 0, so folgt
d=1(8) und m, = 2? — x = z(z — 1), sodass 2 zerlegt ist. Nach Satz [5.1.18 gilt dabei
(2) = (2, 152, =),

Ist dagegen ¢ = 1, so folgt d = 5(8) und m,, = 22—z —1. Dieses Polynom ist irreduzibel

in Zsy, sodass 2 trage ist. [

Beispiel. Wir betrachten nun den konreten Fall d = —5. Hier ist d = 3(4). Was passiert
mit den Idealen (2) und (3) in &_5 bei der Zerlegung 6 = 2 - 37 Nach den letzten beiden

Sétzen gilt (2) = (2,14 v/=5)? und (3) = (3,1 + v/=5)(3,1 — v/=5), da 3 | — 5 und

—5 = 1%(3) quadratischer Rest mod 3 ist. Insgesamt folgt
(6) = (2)(3) = (2,1 +V=5)*(3,1+ V=5)(3,1 = v/-5).
Wegen (2,1 +1/=5) = (2,1 — /—5) kann man dies auch schreiben als
(6) = (2,1 +vV=5)(3,1+vV=5)(2,1 —vV/=5)(3,1 — vV/=5).

Das Produkt der ersten beiden Ideale ist gleich (1 4 1/—5), das der letzten beiden Ideale
(1 —+/—=5). Es gilt somit (6) = (14 +/—5)(1 —+/—5), woraus die zweite Zerlegung von 6
folgt: 2-3=6=(14++v/—5)(1 — v/—5).
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Zusammenfassung

Noethersche Ringe kann man als Verallgemeinerung von faktoriellen Ringen ansehen, also
von Integritatsringen, in denen sich jedes Element, verschieden von Null und keine Ein-
heit, eindeutig bis auf die Reihenfolge als Produkt irreduzibler Elemente darstellen l&sst.
Sie erfiillen die aufsteigende Kettenbedingung fiir Ideale, wodurch Noethersche Ringe cha-
rakterisiert sind.

Dedekindsche Ringe stellen einen Spezialfall von Noetherschen Ringen dar. In diesen
Ringen gilt zusétzlich, dass jedes Primideal maximal ist und dass sie ganz abgeschlos-
sen in ihrem Quotientenkorper sind. Sie spielen eine wichtige Rolle in der algebraischen
Zahlentheorie.

In meiner Arbeit untersuche ich zuerst die grundlegenden Sétze der Theorie der
Noetherschen Ringe. Es wird der Hilbertsche Basissatz auf zwei Arten bewiesen. So-
dann werden unter anderem zwei Darstellungssétze fiir echte Ideale hergeleitet, namlich
als Produkt beziehungsweise als Durchschnitt von Priméridealen. Danach wird die Frage

der Eindeutigkeit solcher Darstellungen behandelt.

Von hier ausgehend werden Dedekindsche Ringe eingefiihrt als Ringe, in denen sich
jedes echte Ideal als Produkt von Primidealen schreiben lésst. Es wird gezeigt, dass diese
Darstellung automatisch eindeutig ist. Im Weiteren werden fiinf dquivalente Charakteri-
sierungen Dedekindscher Ringe bewiesen, unter anderem die oben Genannte.

Im letzten Kapitel bringe ich als Beispiele fiir Dedekindsche Ringe die Ganzheitsringe
algebraischer Zahlkorper. Als wichtigsten Satz beweise ich den sogenannten Zerlegungs-
satz. Er besagt, wie sich ganz allgemein das von einer Primzahl erzeugte Hauptideal in
einem Ganzheitsring zerlegt. Ausfithrlich gehe ich dann auf quadratische Zahlkoérper und
ihre Ganzheitsringe ein. Insbesondere begriinde ich, warum es verschiedene Zerlegungen

eines Elementes in ein Produkt von irreduziblen Elementen gibt.
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Abstract

Noetherian rings can be seen as a generalization of unique factorization domains, which
are domains where essentially every element can be uniquely written up to order as a
product of irreducible elements. Such domains satisfy the ascending chain condition for
ideals and Noetherian rings are characterized in this way.

If one requires additionally that every prime ideal is maximal and the ring is integrally
closed in its quotient field, then one gets Dedekind rings. These rings play an important
role in algebraic number theory.

At the beginning of my thesis I investigate the basic theorems of the theory of Noethe-
rian rings: Hilbert’s Basissatz is proved in two ways. This is followed by two theorems
concerning the representation of proper ideals as product or intersection of primary ideals.
Also the problem of uniqueness of these representations is dealt with.

Specializing I introduce Dedekind rings as domains, in which every proper ideal can be
written as a product of prime ideals. Here uniqueness follows immediately. Next I prove

five characterizations of Dedekind rings, one of it is already mentioned above.

In the last chapter rings of integers of algebraic number fields are treated which are the
most important examples of Dedekind rings. The main theorem (Zerlegungssatz) in this
part considers generally the factorization of the principal ideal of a prime number in such
a ring of integers. Finally I focus on quadratic number fields and their rings of integers.
Particularly I explain why certain elements can be factorized into irreducible elements in

various ways.
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