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Einleitung

. Das Schonste, was wir erleben kannen, ist das Geheimnisvolle. “*

Dieses Zitat von Albert Einstein trifft auf viele Bereiche unseres Lebens zu — so auch auf die
Schule. Es ist gerade dieses Geheimnisvolle, das es vermag Schiilerinnen und Schler in sei-
nen Bann zu ziehen und Motivation zu wecken, wo vorher keine war. Fur guten Unterricht ist
es notwendig, dass Lernenden verschiedene Denkvorgange ermdglicht werden: Vergleichen
von Erscheinungen, Schaffen von neuen Ldsungswegen, Feststellen von Widerspriichen und
das Treffen von Schlussfolgerungen. 2 All diese Aspekte kénnen bei der Arbeit mit Paradoxa
und Trugschlissen behandelt werden.

Vorab ist es wichtig, die beiden Begriffe zu definieren:

., Paradoxon: [...] das zuerst bei den Stoikern formulierte augenscheinl. Wider-
spruchsvolle, das doch einen Sinn hat bzw. haben muR [sic]

., TrugschluR [sic]: ein auf einem Denkfehler beruhender falscher SchluR [sic] « *

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik treten besonders haufig solche Paradoxa
auf, denn hier ist es besonders leicht, einen Denkfehler zu begehen. ° Dies ist der Grund, wa-
rum ich mich fir dieses Themengebiet entschieden habe.

Stochastik ist ein wesentlicher Bestandteil des Oberstufenlehrplans ® und der neuen zentralen
Reifepriifung ’. Umso wichtiger ist es, gerade auch diese Kapitel didaktisch aufzuarbeiten und
die Schiilerinnen und Schiiler mit verschiedenen Zugéngen zu diesem Themenbereich zu for-

dern und zu fordern.

'[20]5.12

2 vgl. [11] S.141f
*[24]5.144
*[25]5.29

>vgl. [22] 5.9

6 vgl. [3]

7 vgl. [1]



In den folgenden Kapiteln werden verschiedenste Paradoxa und Trugschliisse aus dem Gebiet
der Stochastik betrachtet und naher erlautert. Die Auswahl erfolgte nach didaktischen Uberle-
gungen, ist jedoch keinesfalls als vollstandig oder zwingend anzusehen. Der Leserin und dem
Leser sollten verschiedene Begriffe der Stochastik gelaufig sein, um Rechenwege oder Be-
weise nachvollziehen zu kénnen. Die Paradoxa und Trugschlusse sollten aber fur jede Interes-

sierte und jeden Interessierten verstandlich und lesbar sein.



1. Zweil historische Paradoxa

Der Ursprung der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist bei Glucksspielen im 17. Jahrhundert zu
finden. ®
Zwar gab es diverse Wurfelspiele schon in der Antike, jedoch erst in der Neuzeit begannen

sich Wissenschaftler ndher mit den GesetzmaRigkeiten dieser zu beschaftigen.

In dem folgenden Kapitel werden zwei dieser historischen Paradoxa naher erldutert und di-
daktisch aufgearbeitet. Dadurch wird auch ein Einblick in die Geschichte der Mathematik
gewahrt, die fiir einen lebendigeren Unterricht sorgen kann und somit nicht fehlen sollte. °

Es ist wichtig den Lernenden zu zeigen, dass sich Lésungen weiterentwickeln. Damals unlds-
bare Paradoxa konnen heute bereits von Anfangern bearbeitet werden. Bildung beinhaltet
auch die Tatsache, dass Wissen nicht auf Dauer gesichert ist. ° Dies erscheint vor allem im

Bereich der Mathematik zu Beginn etwas iberraschend.

Zu jedem der zwei Teilkapitel gibt es Arbeitsauftrage, mit deren Hilfe sich die Schiilerinnen
und Schiler ndher mit den Paradoxa beschéftigen sollen.

Dadurch kann auch auf Verallgemeinerungen geschlossen, beziehungsweise kénnen neue
Varianten entdeckt werden. Die Probleme an sich, sollten von den Schilerinnen und Schiilern

jedoch leicht geldst werden kénnen. **

Da es sich hier um historische Beispiele handelt, sind diese stets im generischen Maskulinum
geschrieben. Um die Authentizitat zu wahren verzichten Teile dieser Kapitel ebenfalls darauf,

das Femininum explizit anzusprechen.

® vgl. [15] S.76
% vgl. [15] S.82
%ygl. [11] S.155
" ygl. [15] S.82



1.1 Das Waurfelparadoxon

Obwohl das folgende Beispiel sehr einfach ist, irrten sich auch groRe Wissenschaftler wie
Leibnitz (einer der Begriinder der Differential- und Integralrechnung) oder d’Alembert (einer
der Verfasser der ersten franzosischen Enzyklopadie). *2

Zwar handelt es sich aus heutiger Sicht nicht wirklich um ein Paradoxon, aber es soll zeigen,
dass man nur allzu leicht versucht ist, ein Problem mit einer fehlerhaften intuitiven Vorstel-

lung zu l6sen.

1.1.1 Das Paradoxon

Der Wurf mit einem idealen Wirfel kann zu folgenden Ausgangen fihren: {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Wirfelt man mit zwei idealen Wurfeln gleichzeitig und betrachtet die Summe der Augenzah-
len beider Wiirfel, so kann diese {2, 3, 4, ... 10, 11, 12} ergeben.

Die Betrachtung soll nun nur auf den Ausgéngen ,,9° oder ,,10* liegen. Es gibt je zwei M0g-
lichkeiten (9 =4 +5 =3 + 6 beziehungsweise 10 =5 + 5 =4 + 6 ) diese Summe der Augen-
zahlen zu erhalten. Bei haufigerem Wiirfeln ist es jedoch viel wahrscheinlicher ,,9 als ,,10%

zu wiirfeln. 13

Ein idealer Wiirfel ist ein Wirfel, bei dem jedes der Ereignisse {1, 2, 3, 4, 5, 6} mit der glei-

chen Wahrscheinlichkeit p = % eintritt.

Wirfelt man hingegen mit drei Wirfeln, so wird die Summe héaufiger ,,10“ sein, als dass sie

,»9 ergibt. 15

Um nicht eine groRe Anzahl an Wurfen selbst durchzufiihren, wurde mit Hilfe des Program-
mes Geogebra ein Applet erzeugt, das eine zufallige Wirfelserie durchfiihrt und in einem
Balkendiagramm darstellt. Die Anzahl der Wiirfe ist durch Eingabe in das betreffende Feld
selbst wahlbar.

Der Vorteil gegenlber dem klassischen Wiirfeln ist hier der Zeitfaktor wenn die Schilerinnen

und Schler eine solche Serie mit dem Applet untersuchen.

2 vgl. [22] 5.13

*vgl. [22] S.12
*vgl. [9]5.139
> vgl. [22] .12

1
1
1
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Haufigkeit der Summen beim Wirfeln mit zwei Wirfeln
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Abbildung 1: Fenster des Applets ,,Wiirfeln_mit_2_ Wurfeln*

Dieses Programm ist unter www.geogebratube.org/student/m212049 zu finden.
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1.1.2 Erklarung des Paradoxons

Die Losung ist relativ einfach. Sowohl Gerolamo Cardano (,,De Ludo Aleae®) als auch Gali-
leo Galilei (,,Sopra le Scoperte dei Dadi*) hatten sie unabhingig voneinander in ihren Werken
publiziert. 1

Es muss neben den Augenzahlen der Wurfel auch die Reihenfolge berticksichtigt werden. Es

ergibt sich also:
9=4+5 =5+4=3+6=6 + 3 bezichungsweise 10=4+6=6+4=5+5

Man kann also 9 auf vier verschiedene Arten wiirfeln, 10 jedoch nur auf drei. Bei 36 mogli-

chen Zahlenpaaren ergeben sich also folgende Wahrscheinlichkeiten: **

4
Chance fiir ,,.9“= —
36

3
Chance fir ,,10“= —
36

Bei drei Wirfeln kann leicht nachgerechnet werden, dass es 25 verschiedene Arten gibt, eine
,, 9 zu erhalten, jedoch 26 verschiedene Arten, um zur Summe ,,10° zu gelangen. Hier ist es

also wahrscheinlicher eine ,,10“ zu wiirfeln. '8

Dass dieses Beispiel auch schon in der Grundschule thematisiert werden kann, zeigt Wolfram

Weustenfeld in seinem Artikel ,, Alles nur eine Frage von Gliick oder Pech*. 19

In einem Unterrichtsversuch behandelt er die Haufigkeitsverteilung der Augensummen zweier
Wirfel mit einer zweiten Klasse. Mit Hilfe von zweifarbigen Paaren magnetischer Wurfelsei-
ten erstellen die Schulerinnen und Schuler ein Balkendiagramm und in einem anschlieenden

Tippspiel wird das Ganze auch spielerisch bearbeitet.

®vgl. [22] S.12
Y vgl. [22] S.12
¥ vgl. [22] S.12
¥27]s.2



Das Waurfelparadoxon ist aber durchaus auch als Einstieg fiir hohere Schulstufen geeignet und
kann im Unterricht dazu dienen, die Schilerinnen und Schiiler mit dem Wahrscheinlichkeits-
begriff vertraut zu machen.?

Ein einfacher Arbeitsauftrag (Abbildung 2) soll zum Nachdenken animieren:

Arbeitsauftrag:

Ausgangspunkt ist folgendes Spiel: Man wiirfelt mit zwei Wiirfeln und addiert die Augensummen.

1) Welche Ergebnisse sind moglich und durch welche Wiirfe der einzelnen Wiirfel kommen sie

zustande? Lege dazu eine Tabelle an!

Moglichkeiten

Augensumme .
g (kleinere Zahl zuerst)
2 1+1
3 142

2) Fiihre mit dem Applet ,Wirfeln_mit_2_Wiirfeln” mehrere Versuchsreihen durch und begriinde,
warum es sehr wahrscheinlich ist, die Summe ,7“ zu erhalten

3) Sowohl 9" als auch ,, 10" lassen sich durch jeweils zwei Moglichkeiten (9=4+5=3+6
beziehungsweise 10=5+5 =4 + 6 ) darstellen. Wieso tritt eine ,9" aber haufiger auf als eine ,,10“?

Abbildung 2: Arbeitsauftrag fur den Unterricht zum Thema Wurfelparadoxon

% ygl. [14] .29



1.2 Das Aufteilungsparadoxon

Auch hier handelt es sich nicht um ein Paradoxon im engeren Sinn, jedoch haben die vielen
falschen LOsungsversuche zu Legenden eines Paradoxons gefihrt. Das erste Mal publiziert
wurde dieser Sachverhalt 1494 in Venedig. Fra Luca Paccioli schrieb das Problem, das wahr-
scheinlich sehr alt und arabischen Ursprungs ist, in seinem Werk ,,Summa de arithmetica ge-
ometria, proportioni et proportionalita“ nieder. Die Losung des Aufteilungsparadoxons erfolg-
te erst 1654 - unabh&ngig voneinander - durch Fermat und Pascal. Diese zwei Wissenschaftler
standen in regem Briefkontakt, in welchem sie mathematische Probleme behandelten. Viele

sehen hier die Geburtsstunde der Wahrscheinlichkeitsrechnung. %

1.2.1 Das Paradoxon

Ausgangspunkt ist ein gerechtes Spiel zwischen zwei Personen: beide Teilnehmer haben hier
die gleiche Chance zu gewinnen. Die Spielregel besagt nun, dass derjenige der zuerst finf
Runden gewinnt, den ganzen Gewinn erhélt. Pro Runde muss von beiden Spielern ein Einsatz
getétigt werden. Ein Unentschieden ist bei diesem Spiel nicht méglich. Das Spiel muss- aus
welchen Grinden auch immer - vor dem Ende abgebrochen werden, sodass es noch keinen
Gewinner gibt.

Zu diesem Zeitpunkt hat Spieler A hat vier Runden gewonnen, Spieler B nur drei.

Nun stellt sich die Frage, wie der Gewinn aufzuteilen ist. %

1.2.2 Erklarung des Paradoxons
Zum néheren Verstandnis der Tragweite des Problems seien zuerst zwei alternative Moglich-
keiten angeboten, den Gewinn aufzuteilen, ehe zwei gerechte Aufteilungen angegeben

werden:

Die folgenden Losungen sind inhaltlich aus [15] Gbernommen und werden nicht einzeln zi-

tiert.

L ygl. [22] S.18f
*2 vgl. [15] S.79



Fra Luca Pacciolis Losungsvorschlag war es, die bereits gespielten Runden zu betrachten
und somit im Verhaltnis 4:3 zu teilen.

Niccolo Tartagglia erschien es grundsatzlich nur gerecht, wenn man dieses Problem juris-
tisch 16sen wirde. Nach einer Aufteilung gefragt, gab er an, dass man entsprechend der geta-

tigten Einsatze teilen sollte. Somit ergabe sich:
(5+4-3):(5+3-4)=3:2

Blaise Pascal war der Meinung, dass das Augenmerk auf jenen Spielen liegen misse, die

noch zu gewinnen waren und nicht auf den bereits gewonnen Spielen. Er Uberlegte wie folgt:

Gewinnt Spieler B, so stiinde es unentschieden und jeder der beiden Spieler misste die

Hélfte bekommen. Die Chance fur B das Spiel im nachsten Durchgang zu gewinnen ist %

Spieler B sollte somit die Halfte der Halfte ( %) erhalten, was zur Aufteilung des Gewinns

mit dem Verhéltnis 3:1 fuhrt.

,,Nach heutiger Sprechweise wird also in diesem Losungsweg ein Aspekt der Stochastik

sichtbar. 23

Pierre de Fermat bezog ebenfalls die zukiinftigen Partien in seine Uberlegungen mit ein und
kam zu dem Schluss, dass spétestens nach zwei weiteren Partien ein Sieger feststehen muss.

Diese zwei Partien untersuchte er naher:

1. Partie
A gewinnt
A gewinnt
B gewinnt

B gewinnt

2. Partie
A gewinnt
B gewinnt
A gewinnt

B gewinnt

Sieger (Ausgangssituation 4:3 fiir A)

Sieger ist A
Sieger ist A
Sieger ist A
sieger 1st B

Abbildung 3: Tabelle der mdglichen Ausgange

> [15] S.80
2

* entnommen aus [15]



Betrachtet man Abbildung 3 so wird klar, dass in drei von vier Fallen Spieler A gewinnt, was

ebenfalls zu dem Teilungsverhaltnis von 3:1 fihrt.

Aus didaktischen Uberlegungen kann man den Sachverhalt auch in einem Baumdiagramm

darstellen:

A Sieger

A Sieger A Sieger

B Sieger

Gewinner der 2. Partie

Gewinner der 1. Partie

Abbildung 4: Baumdiagramm zum Aufteilungsparadoxon 2

Pascal und Fermat machten sich auch Gedanken tber eine allgemeine Lésungsformel, fir den

Fall, dass Spieler A noch m Runden und Spieler B noch n Runden gewinnen muss. Die An-

zahl der fiktiven Runden, die noch gespielt werden ist dann n + m — 1. Alle noch mdglichen

Runden kannte man mit 27%t™-1 perechnen. 2

Somit betragt die Gewinnchance des ersten Spielers:

2n+m-—1

1 .yn+m—-1 (n+m-1
j=n -

J

2

*®vgl. [22] 5.20
7 vgl. [22] 5.20

> entnommen aus [15]

10

) allgemeine Formel zur Aufteilung des Gewinns %’



Beim Aufteilungsparadoxon sind den mdoglichen Beispielen und Ubungen fiir den Unterricht
keine Grenzen gesetzt. Zum einen konnen die Schulerinnen und Schiler zuerst versuchen die
Losungsversuche nachvollziehen und zum anderen selbst bei abgewandelten Spielen anwen-
den.

Hierzu kann man Abbildung 4 betrachten.

Arbeitsauftrag:

1) Lies dir den Text zum Aufteilungsparadoxon durch und versuche sowohl die falschen,

als auch die gerechten Losungswege nachzuvollziehen!

2) Wie misste der Gewinn laut Fermat und Pascal aufgeteilt werden, wenn der
Gewinner jener Spieler ist, der zuerst sechs Runden gewinnt und Spieler A bereits
flinf Runden beziehungsweise Spieler B drei Runden gewonnen hatte?

Stelle den Sachverhalt auch durch eine Tabelle dar!

Abbildung 5: Arbeitsauftrag fur den Unterricht zum Thema Aufteilungsparadoxon

11




2. Das Gesetz der GrofRen Zahlen

,,ES gibt kaum andere mathematische GesetzmaRigkeiten, die so oft milverstanden [sic]

wurden wie die Gesetze der GroRen Zahlen.« %8

2.1  Das Paradoxon
Schon beim Spielen des klassischen Kinderspiels ,,Mensch drgere dich nicht®, bei dem man

eine ,,6° zum Starten benétigt, beschaftigt man sich zum ersten Mal mit der Frage, warum
zwar die Wahrscheinlichkeit eine Sechs zu wiirfeln % = 0,1667 ist, aber eine Sechs nicht jedes

sechste Mal auftritt.

Ein sehr eindrucksvolles Beispiel fur die Fehlinterpretation des Gesetzes der GroRen Zahlen

ereignete sich 1913:

,,Im schdnen Casino von Monte Carlo, dem Las Vegas dieser Zeit, kam an diesem Tag
26 Mal in Folge die Kugel auf schwarzen Zahlen zu liegen. « %

Betrachten wir die Wahrscheinlichkeit fir 26mal ,,Rot* beim Roulette:

(3)26 = 0,00000073 %

37

Die Wahrscheinlichkeit fur dieses Ereignis ist sehr klein. Deshalb begannen nach und nach
die Spielerinnen und Spieler nur auf Rot zu setzen und ihre Einsétze zu erhthen — und verlo-
ren.

Der Gedanke war, dass nach 16 Mal Schwarz in Folge nun doch endlich Rot auftreten

miisste. ¥

%[22] .41
29 [17]
O vgl. [17]
12



Die Problematik liegt darin, dass man in das Gesetz mehr hineininterpretiert, als es wirklich

aussagt:

Betrachten wir ein Spiel mit zwei gleichwahrscheinlichen Ausgangen (50:50 Chance)
A und A — zum Bespiel einem Miinzwurf mit Kopf und Zahl. Ergibt sich bei diesem Spiel oft
Zahl, so sind viele Spielerinnen und Spieler davon uberzeugt, dass sich auch aufgrund des
Gesetzes der groBen Zahlen die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf erhoht hat. 3

Grund fiir diese Annahme ist der Gedanke, dass sich die Anzahl der Ausgange A und A aus-
gleichen sollte.

Diesem Gedanken steht die Tatsache gegeniber, dass die Wahrscheinlichkeit fur beide Ereig-
nisse immer bei 50% liegt — Die Minze hat keine Erinnerung an den vorigen Wurf und die

Wahrscheinlichkeit fir Kopf und Zahl sind bei jedem Wurf gleich groR. *

Dieses Phanomen lasst sich auf einige Bereiche Ubertragen:
Das immerwahrende Spielen derselben Zahlen beim Lotto legt den Verdacht nahe, die Spiele-
rin oder der Spieler versuche mit seinen Zahlen zu gewinnen, da sie ja schon lange nicht mehr

gezogen wurden.

Der Einfachheit halber betrachten wir in diesem Kapitel nur einen idealen, einen , Laplace-
Wirfel“ und eine ideale ,,Laplace Minze*, um die Berechnung nicht zu kompliziert zu gestal-
ten.

Die Definition eines idealen Wirfels wurde bereits in einem vorigen Kapitel gegeben- eine
ideale Minze ist eine Minze, bei der die Ereignisse {Kopf, Zahl} jeweils mit p = %

eintreten. 3

In diesem Kapitel wird zuerst der mathematische Formalismus behandelt und anschlieRend
wird empirisch (mit Hilfe eines Applets und eines Arbeitsblattes) dieses Thema fur die Schi-
lerinnen und Schler aufbereitet.

*22]5.42
2 22]5.42
*vgl. [9]5.139
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2.2  Das empirische Gesetz der groRen Zahlen
,, Mit wachsender Versuchszahl stabilisiert sich die relative Haufigkeit eines beobachteten

Ereignisses. “ **

Richard Edler von Mises kam auf die Idee, die Wahrscheinlichkeit ber den Limes der relati-
ven Haufigkeiten eines Ereignisses zu definieren. Seiner Ansicht nach galt, wenn man ein
Zufallsexperiment anstatt endlich (n-mal) in Gedanken unendlich oft wiederholt, so wiirde die
relative Haufigkeit h,, (E) des Ereignisses E konvergieren und gelte dann als Wahrschein-
lichkeit fur das Ereignis E. Die relative Wahrscheinlichkeit h,, (E) ist der Quotient der An-

zahl der gewtiinschten Ereignisse E durch die Gesamtzahl n der Versuche. *

P(E) = lim hy (E)

Somit miisste dann aber auch fiir jede positive Zahl € ein n, existieren, sodass gilt:
| P(E) —h, (E)| < eflrallen>n,

Genau das ist aber nicht garantiert. Wie in der Abbildung 6 gezeigt, bewegt sich die relative
Haufigkeit zwar in die ¢ -Umgebung, kann diese aber auch wieder verlassen.

Das empirische Gesetz der grofien Zahlen garantiert also keinen Grenzwert im analytischen
Sinn und ist daher - laut [9] - nicht zur Definition der Wahrscheinlichkeit geeignet.®

Jedoch ist auch zu bemerken, dass die relative Haufigkeit mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen die

Wahrscheinlichkeit konvergiert und die Kritik an der Definition somit relativiert werden

kann.
,,Ein weiteres Missverstandnis ist auch der Schluss, dass nicht nur die Schwankung
der relativen Haufigkeit gegen Null geht sondern auch die Schwankung der absoluten
Haufigkeit. « 3’

**[9]. 5145

*vgl. [9] 5.145

* vgl. [9] S.145f

¥ [9]5.147
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Abbildung 6: relative Haufigkeit eines ,,6ers"" bei 1000 Versuchen

Hier wurde eine Wiirfelserie von 1000 Wiirfen auf die Anzahl der vorkommenden ,,6er* un-
tersucht. Die ¢ —Umgebung [ % -¢; % + ¢ ] ist mit den zwei roten Linien gekennzeichnet.

Die relative Haufigkeit des Ereignisses {6 gewiirfelt} wird nach jedem der 1000 Versuche auf

der Ordinate aufgetragen. Auf der Abszisse ist die Anzahl der Versuche abgebildet.
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Wie bereits erwéhnt, zeigt die Abbildung, dass die relative Haufigkeit eines ,,6ers* sich zwar
in einer e —Umgebung (hier ist ¢ mit 0,02 gewdahlt) bewegt, diese aber nach weiteren Versu-
chen auch wieder verlassen kann.

Um die Wahrscheinlichkeit betrachten zu konnen, mit der die relative Haufigkeit in einer € —
Umgebung bleibt, benétigen wir Bernoullis Gesetz der GrofRen Zahlen. Dieses gibt Auf-
schluss dariiber, dass eine Abweichung von mehr als € mit steigender Versuchsanzahl n im-
mer unwahrscheinlicher wird. *

Eine etwas anschaulichere Interpretation mit Hilfe der Physik bietet Manfred Borovcnik in
einer Tagung fur Didaktik der Mathematik vom 13.3.2008 bis 18.3.2008 in Budapest im Ka-

pitel ,..,Freudenthals “ Weg zum Gesetz der Grofien Zahlen*: *

Die folgenden Ideen und Inhalte sind aus dem Vortag tbernommen und werden daher

nicht extra als Zitate angefiihrt. Direkte Zitate werden gekennzeichnet.

Borovcnik bildet eine Analogie zwischen dem Streuen der relativen Haufigkeiten um einen

Wert p und der Messung einer physikalischen GroRe.

,, Der Stabilisierung auf lange Sicht steht der volle, ungebremste Zufall der aktuellen
Messergebnisse gegentiber. « %

Betrachtet wird ein Experiment mit 5 Wurfen (5er Serie) mit einer Miinze. Bestimmt man nun
die relative Haufigkeit von ,,Kopf* in den jeweiligen Ser-Serien so zeigt sich die Wiederholst-
reuung der Messwerte, die - bis auf einige Ausreil3er - zwischen 0,2 und 0,8 schwankt (Abbil-

dung 7). Die Messwerte streuen gut ersichtlich um die Achse 0,5.

*® vgl. [9]S.146

¥ [26] 5.303f
126]5.303
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Abbildung 7: Stabile Entwicklung der Haufigkeiten trotz vollen Schwankens der aktu-

ellen Serie

Die Messtechnik spricht von der Prazession einer Messung:

Die Messwerte schwanken zwischen 0,2 und 0,8 und somit betrégt der Messfehler + 0,3. Da
dieser Messfehler zu groR ist, fasst man nun von der Messreihe jeweils zwei der 5er-Serien
zusammen. Es ergeben sich also 10er-Serien, die jeweils wieder zu einer 20er-Serie zusam-

mengefasst werden. So werden die Messwerte viel praziser (Abbildung 8).

* entnommen aus [26] S.303
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Abbildung 8: Messwerte aus 20er Serien *?

. Es bedarf gar keiner Konvergenzaussage [...] wenn die Ldnge der Serie iiber alle
Malien erhoht wird. Der Effekt darf ohne Vorbehalte von den bestehenden Daten

tibernommen werden. “ *3

Bei einer Erhohung der Daten auf 40er Serien darf man mit einer Verbesserung der Messung
rechnen.

Hier wird also mit der Frage gearbeitet, wie genau eine Messung ist und der Begriff des
Grenzwertes vermieden.

Zwar ist der Grenzwertbegriff fiir Bernoullis Gesetz der groRen Zahlen notwendig, jedoch
»[...] wird die Grenze des den Schiilern angebotenen Bildungsgutes ganz klar dort liegen
missen, wo ihre Fassungskraft zu Ende ist, wo eine wirkliche Einsicht nicht mehr erwartet

werden kann.* *

*2[26] 5.304
* entnommen aus [26] S. 303
*14] 5.149
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2.3 Bernoullis Gesetz der Grof3en Zahlen

Jakob Bernoulli (1654-1705) war der Erste, der eines der Gesetze der grofien Zahlen beweisen
konnte. ** In seinem Buch ,.ars conjeectandi (Die Kunst des Rates) wurde der Sachverhalt
zum ersten Mal erwéhnt. Die Bezeichnung ,,Gesetz der grolen Zahlen* verwendete Bernoulli

selbst nicht, sondern der Name wurde von Poisson eingefiihrt.*®
Laut seinem Gesetz gilt folgendes:

Wirft man eine ideale (Laplace Minze) n-mal und bezeichnet man die Anzahl der erhaltenen

Kopf-Wurfe mit k, so néhert sich der Quotient % mit wachsendem n-Wert dem Wert%.

Den Quotienten % nennen wir relative Haufigkeit der ,,Kopf-Wrfe®.
In genauer Formulierung: Bezeichnen & und o beliebig kleine positive Zahlen und ist n geni-
gend groR, so betragt die Wahrscheinlichkeit, dass |S—%| < ¢ erfllt wird, mindestens

1- 0. Genugend grol’ bezieht sich hier auf den Zusammenhang von n in Abhédngigkeit von ¢

und 8. ¥

Ubertragen auf die die Suche nach ,,6ern* beim ,,Mensch #rgere dich nicht* wiirde die Formu-

lierung wie folgt lauten:
Wirfelt man genuigend oft, so betrégt die Wahrscheinlichkeit, dass |%— %| < g erfullt wird,

mindestens 1- 6. Wobei k die Anzahl der ,,6er” angibt und n die Anzahl der Wiirfe insgesamt.

Fiir Gliicksspieler tritt bei einem ,,Kopf oder Zahl“— Spiel mit einer idealen Miinze nun wie
bereits erwahnt ein scheinbares Paradoxon auf:

Hat der Wurf mit der Miinze oft ,,Zahl* ergeben, so ist die Spielerin oder der Spieler der Mei-
nung, dass sich dadurch auf Grund des Gesetzes der GrofRen Zahlen die Wahrscheinlichkeit
fiir einen ,,Kopf-Wurf* erhoht hat. Die Idee dahinter ist, dass sich nach einer grof’en Anzahl

an Wirfen die Anzahl von ,Kopf-“ und ,Zahl-Wiirfen“ ja ausgleichen muss.

* vgl. [22] S.41

®vgl. [22] S.41
7vgl. [22] S.41f

4
4
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Im Gegensatz dazu besitzt die Munze allerdings keine Erinnerung an bereits vergangene Er-

eignisse und die Wahrscheinlichkeit fiir ,,Kopf* oder ,,Zahl* ist weiterhin jeweils % 48

Im Hinblick auf unser Wurfelspiel wiirde das bedeuten, dass wenn bei den ersten Wurfen je-
weils die Ereignisse {1, 2, 3, 4, 5} eintreten, die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,,eine
Sechs wiirfeln* gestiegen sein musste.

Demgegenuber steht die Tatsache, dass der Wurfel keine Erinnerung an bereits vergangene
Wiirfe besitzt.

Zur Auflosung des Paradoxons miissen wir uns nidher mit dem Begriff ,,annéhernd gleich oft™
auseinandersetzen. Eine Spielerin oder ein Spieler, die oder der denkt der Unterschied zwi-
schen Kopf und Zahl darf nur sehr Kklein sein, unterliegt einem Trugschluss. Das Bernoul-

li’sche Gesetz spricht nur davon, dass sich der Quotient aus der Anzahl von ,,Zahl- Wiirfen
und der Gesamtanzahl der Wirfe sich % annahert. *°

Mdoglich wére auch die Formulierung: Der Quotient der Anzahl der ,,Kopf-“ und der Anzahl
der ,,Zahl- Wirfe* strebt gegen 1. Der Erinnerungslosigkeit der Miinze wiirde es widerspre-
chen, wenn auch der Unterschied zwischen den ,,Kopf-“ und ,,Zahl- Wirfen* klein bleiben

wiirde. *°

*® vgl. [22] S.42
* vgl. [22] S.42
% ygl. [22] S.42
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Mit Hilfe der Konvergenz der Wahrscheinlichkeit kann man das Bernoullische Gesetz der

grolien Zahlen formulieren:

Man sagt von einer Folge von [paarweise unabhangigen (Anm.)] Zufallsveranderli-
chen Xy, Xy, ... sie konvergiere in Wahrscheinlichkeit gegen eine Zufallsverdnderliche
X, wennvon |X,, — X| > & fiir jedes positive € gegen 0 strebt, d.h., wenn

P(|X,, —X|) - 0ist.>*

Nun ist es aber moéglich, dass zwar die Folge der Zufallsveranderlichen Xi, Xo,... in Wahr-

scheinlichkeit gegen 0 konvergiert, jedoch das arithmetische Mittel der Folge nicht.>?

Das arithmetische Mittel der Folge ist definiert durch: >3

X, 4+ Xy + ..+ Xp
n

Bezeichnet man den Erwartungswert der Zufallsverdnderlichen mit p so ist auch folgende

Gleichung aquivalent:

limn_,ooP(|ni X - /,t| > s) =0  schwaches Gesetz der GrofRen

Zahlen®*

>t 22]5.43
> 22]5.43
>3 [22] 5.43f
>*[15] 5.280
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Um die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit zu beweisen, verwendet man die Tschebyschew-

Bienaymésche Ungleichung:

Besitzt eine Zufallsveranderliche X den Erwartungswert E und die Varianz D? so gilt:
D? . , .
P(IX—E|>¢) < s Tschebyschew-Bienaymésche Ungleichung >

Die Tschebyschew-Bienaymeésche Ungleichung ist nach dem russischen Mathematiker
P. L. Tschebyschew und nach I. J. Bienaymé, einem franzdsischen Mathematiker, benannt.
Beide hatten zur selben Zeit und sogar in derselben Fachzeitschrift (J. Math. Pures Appl., IX.
Ser., 12 (1867)) ihre Ungleichung publiziert.*®

Der Beweis fiir die Tschebyschew-Bienaymésche Ungleichung kann in [15] auf S.276f nach-

geschlagen werden.>’

Wendet man die Tschebyschew-Bienaymesche Ungleichung nun auf die unabhéngigen Zu-
fallsveranderlichen Xi, X, ... an, die jeweils dieselbe Verteilung mit endlicher Varianz D?
haben, dann sieht man, dass das arithmetische Mittel gegen den gemeinsamen Erwartungswert

Xi in Wahrscheinlichkeit konvergiert.
Denn die Varianz dieses arithmetischen Mittels betragt % und konvergiert daher fir n —» oo

gegen 0.%

> [22] S.44
*vgl. [22] S.44
> [15]5.276
% vgl. [22] S.44
22



Zum besseren Verstandnis, sei auch dies angegeben:
Die folgenden Schritte sind aus [15] und [22] entnommen und leicht adaptiert.

Als Zufallsvariable fasst man die absolute Haufigkeit des Eintretens eines Ereignisses A (z.B.:
den Wurf eines Sechsers* auf und bezeichnet sie als X,,. Sie gibt an, wie oft das Ereignis A

bei n Versuchen des Experiments auftritt.

Diese Zufallsgrofie sei nun binomialverteilt mit den Parametern n und p.

Somit gilt:

EX,)=n-p und V{&X,) =n-p- (p-1),wobei V(X,) =D X,)?
Ist

Die relative Haufigkeit des Auftretens von A bei n Versuchen kann als Bruch angegeben wer-
den:

Xn

n

h, =

Unter der Voraussetzung der Binomialverteilung gilt also:

E(hy) = E(2) =P =p

n

Xn n-p-(p-1) _ p-(p—1)
V(ha) = V() = =

n2 n

Zur Zufallsvariable h,, lautet die Tschebyschew-Bienaymésche Ungleichung nun:

P(lhy — E(hy)| >2) < 222

P(lhy — E(hy)| >8) < 22

Mit der Voraussetzung der Binomialverteilung und dem Grenziibergang n — oo folgt:
P(lhn—p)I >¢€) =0
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Anmerkung:

Als Bernoulliexperiment bezeichnet man ein Experiment mit genau zwei Ausgangsmoglich-
keiten, das n-mal unabhéngig voneinander bei denselben Bedingungen ausgefiihrt wird. >°

Die Definition einer binomialverteilten ZufallsgroRe und deren Eigenschaften kann man in
dem Skriptum zur Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie® im SS 1999 von Prof. Franz Hof-

bauer nachschlagen.

Dieses Gesetz gehort zu den schwachen Gesetzen der GroRRen Zahlen. Die schwachen Gesetze
der GroRen Zahlen beinhalten Aussagen Uber Konvergenzen in Wahrscheinlichkeiten.
Die starken Gesetze der Grol3en Zahlen beziehen sich auf Konvergenzen mit Wahrscheinlich-
keit 1.%

Auf die starken Gesetze soll hier nicht weiter eingegangen werden.

> [9] 5.253
% [10] s.30f
® vgl. [22] S.44
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2.4  Folgerungen

Relative Hiufigkeit eines ,,6ers
Welche Aussagen lassen sich jetzt iiber die relative Haufigkeit eines ,,6ers* beim Wiirfeln mit

einem fairen Wurfel treffen?

Die Gleichung:
P(lhy = E(hy)| > &) < 222

n-g2
Lasst sich durch folgende Annahme etwas einschranken:®?
Das Maximum des Z&hlers der rechten Seite der Gleichung betragt %

Somit ergibt sich:

P(lhn_p|>g)S

4-n-g

Zudem gilt:

P(lh,—pl<e) = 1-—

4-n-g

Beispiel: Ist der Wiirfel ein ,,fairer Wiirfel*“? 63

Angenommen jemand mochte tberpriifen, ob ein Wiirfel fair ist und beobachtet das Auftreten
der ,,6er.

Die Person tberpriift 1000 Wiirfe und kann nun folgende Uberlegung machen:

,Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die relative Haufigkeit bei 1000 Wirfen um
héchstens 10% abweicht™

%2 vgl. [9] 5.269
% vgl. [9] 5.270
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Es gilt:
P(lh,—p|<01) = 1-

1
4-1000-0,01

Mit mehr als 97,5%-iger Wahrscheinlichkeit sollte die Abweichung der relativen Haufigkeit
vom Erwartungswert nicht groRer als 0,1 sein.

Nun kdnnen Wiirfelserien mit 1000 Wirfen betrachtet werden:

) 1000 Wurfe 150 ,,6er*
Serie 1

Serie 2 1000 Wirfe 250 ,,6er

e Bei der ersten Serie ist die relative Haufigkeit eines ,,6ers* 0,15.
P(] 0,15 — . <0,1) = 97,5% dieser Wiirfel ist ziemlich sicher fair

e Bei der zweiten Serie ist die relative Haufigkeit eines ,,6ers* 0,25.

P(] 0,25 —% <0,1) = 97,5% dieser Wiirfel ist ebenfalls fair

Man sieht also, dass auch grol’e Abweichungen durchaus im Bereich des Méglichen und so-

gar Alltaglichen liegen.

Vergleich empirisches Gesetz der GroRen Zahlen und Bernoullis Gesetz der Grol3en
Zahlen:

Mit Hilfe des empirischen Gesetzes der Grofien Zahlen, kann man voraussagen, dass sich die
relativen Haufigkeiten flr grolle Versuchszahlen stabilisieren. Ab wie vielen Versuchen so
eine ,,Stabilisierung® eintritt, kann man aber nicht ndher erlautern.

Das Bernoullische Gesetz der GroRRen Zahlen ist eine Grenzwertaussage uber die Wahrschein-
lichkeit, dass die relative Haufigkeit eines Ereignisses E in einer vorgegebenen

¢ -Umgebung um die unbekannte Wahrscheinlichkeit P(E) verbleibt. ®

* vgl. [9] 5.270
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2.5  Empirische Versuche und Arbeitsblatt

Es wurde ein Applet entwickelt, das es erlaubt, eine groRe Anzahl von verschiedenen Wirfel-
serien zu untersuchen.

Dieses Programm ist unter www.geogebratube.org/student/m132177 zu finden.

« % yon Dr. Manfred Boro-

Die Idee fiir dieses Applet lieferte ,,Das Unterrichtsexperiment
venik. Anstelle von Excel wurde hier das Programm Geogebra genutzt, da dieses auch prob-

lemlos auf Tablets und Smartphones einsetzbar ist.

Die Funktionsweise des Programms wird nun naher erlautert:

Beim ersten Teil (Abbildung 9) ist die Anzahl der Wiirfe fur den Benutzer variabel. In das
Feld ,,Anzahl der Wiirfe* kann die Anzahl der gewiinschten Wiirfe eingetragen werden. Zu
grolRe Werte fuihren jedoch mangels Rechenkapazitat zeitweise zu Problemen.

Mit dem Button ,,Starte Wiirfelserie® beginnt der Computer zu ,,wiirfeln* — das heif3t mit Hilfe
eines Zufallsgenerators werden Zahlen zwischen 1 und 6 erzeugt. Die H&ufigkeit der Zahlen
wird vom Computer gespeichert und in einem Balkendiagramm dargestellt. Die Darstellung
geschieht etwas zeitverzdgert, sodass der Eindruck entsteht, es wirde wirklich gewdirfelt.

Nach Erreichen der vorgegeben Wurfanzahl stoppt der Computer.

Als Auswertung erscheint eine Liste mit der absoluten Haufigkeit der gewdrfelten Ereignisse.

Da die Zahl 6 fur uns besonders interessant ist, ist dieser Balken blau dargestellt.

Der zweite Teil des Programms verwendet immer die Werte aus dem ersten Teil.

% vgl. [26] 5.302
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Teil 1

“1Haufigkeiten der Zahlen beim Wirfeln
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Abbildung 9: Fenster des Applets ,,Wiirfeln*, absolute Haufigkeiten

Hier wurde die Grafik einer Serie von 10 000 Wurfen ausgewahlt.
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Der zweite Teil des Programms (Abbildung 10) beschéftigt sich mit der relativen Haufigkeit.
Mit Hilfe des Schiebereglers kann der Benutzer den Wert fiir die e- Umgebung auswéhlen und

mit Hilfe des Kontrollkastchens l&sst sich die entsprechende € - Umgebung auch anzeigen.

Der Computer erzeugt basierend auf den Werten aus Teil 1 eine Grafik, in der die relative
Haufigkeit eines ,,6ers* zu verschiedenen Phasen (Wirfen) der Wurfserie dargestellt wird:

Das bedeutet, dass nach jedem Wurf die relative Haufigkeit der ,,6er” ausgewertet und dann
entlang der Ordinatenachse aufgetragen wird. Auf der Abszisse sind die Werte der einzelnen
Wiirfe dargestellt. Leider ist es aufgrund der Rechenleistung nicht méglich alle Punkte der

Wirfelserie darzustellen.
Zusétzlich wird eine grine Linie fir die vorausberechnete relative Wahrscheinlichkeit fur das

Ereignis ,,Wiirfeln einer Sechs* angezeigt. Die wahlweise darstellbaren roten Linien zeigen

die ¢ — Umgebung um die vorausberechnete relative Haufigkeit eines ,,6ers* an.
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Teil 2
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Abbildung 10: Fenster des Applets ,,Wiirfeln“, relative Haufigkeiten und € - Umgebung

Ausgewahlt wurde hier die Grafik mit den Werten:
Anzahl der Wiirfe = 10.000 und ¢ = 0,03

Graphisch betrachtet ist hier gut zu sehen, dass sich die relative Haufigkeit der ,,6er*-Wirfe

der tatsachlichen Haufigkeit zuerst zwar annahert, sich dann aber wieder entfernt.
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2.6 Motivation fur die Verwendung eines Applets
Die Entscheidung ein Applet zu verwenden, anstatt Stift und Papier, begriindet sich durch
folgende, didaktische Uberlegung:

,,Auch nach sehr langen Versuchsreihen ist es unseres Erachtens grundsatzlich un-

moglich Schiller davon zu Uberzeugen, dafR [sic] % die Zahl ist, um die die relativen

Haufigkeiten pendeln.

Hier ist es jeder Schiilerin und jedem Schiiler méglich, beliebig viele von diesen ,,langen Ver-
suchsreihen® hintereinander ,,durchzuspielen”. Dies geschieht noch dazu in sehr kurzer Zeit
und bei jedem Benutzer mit unterschiedlichem Ausgang - die Uberzeugungskraft ist somit

viel starker.

Der Einsatz neuer Medien im Unterricht ist zudem das Ziel von diversen Projekten im Unter-

richtsministerium. So heif3t es:

,,Das Projekt KidZ (Laufzeit: 2013/14 — 2016/17) will die absehbare Zukunft, die ,, Normali-
tdt des Klassenzimmers* im Jahr 2020 mit selbstverstindlich integrierten und jederzeit ver-
fligbaren digitalen Endgeraten mit den damit verbundenen Kommunikations-, Rezeptions- und
Interaktionsmoglichkeiten bewusst vorwegnehmen und erforschen, genauso wie sich zB das
eLSA-Netzwerk vor ca. 10 Jahren auf den Weg zu etwas gemacht hat, was nunmehr mit dem
digi.komp-Konzept gelebte bzw. lebbare und jedenfalls von allen Schulen machbare und er-

wartbare Realitat geworden isz“ ¢’

Die Problematik mit Zufallszahlen, die durch den Computer generiert werden, wird im An-

hang naher erldutert.

Anbei findet sich noch ein Arbeitsblatt fir Schilerinnen und Schiiler zu dem Programm.

% [14] 5.180
67 [2]
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2.7

Arbeitsblatt

Das empirische Gesetz der GroBen Zahlen

Bei einem fairen Worfel ist die Wahrscheinlichkeit eine Sechs”zu wi]rfeln—; .

Ob nun bei jedem sechsten Wurf auch ein ,Sechser” auftritt, wollen wir naher untersuchen.

1. Gffne dazu folgendes Applet: hitp:/ fwww .gecgebratube. com,/student/m132177
Betrachte zunachst nur das linke Fenster!

Fihre 3 Wirfelserien mit je 18 Wirfen durch und trage die Anzahl der ,Sechser” in die
Tabelle gin!

18 Wiirfe Runde 1 | Runde 2 | Runde 3
Anzahl der  Sechser”

2. Wiegrok ist jeweils die relative Haufigkeit eines  Sechsers”™in den drei Runden?

18 Wirfe Funde 1l | Runde 2 | Runde 3
Relative Haufigkeit
eines ,Sechser”

Welche Aussage kannst du treffen, wenn du die relativen Haufigkeiten ITIIt—E vergleichst?

3. Fihre nun je drei Wirfelserien mit 180 bzw. 1800 Warfen durch und berechne die
relativen Haufigkeiten eines ,Sechsers” in den einzelnen Runden!

180 Wiirfe Runde 1 | Runde 2 | Runde 3
Anzahl der , Sechser”
Relative Haufigkeit
gines ,Sechser”

1800 Wiirfe Runde 1 | Runde 2 | Runde 3
Anzahl der Sechser”
Relative Haufigkeit
eines , Sechser”

Vergleiche die Ergebnizsse mit jenen aus Aufoabe 2 bew. mit z | Gibt es etwas Auffalliges?

4. Betrachte nun auch das rechte Fenster des Applets und flihre noch einige Wirfelserien

(die Anzahl der Wirfe kannst du selbst bestimmen) durch. Welche Aussage kannst du
uber die relative Haufigkeit eines ,Sechsers™ treffen, wenn die Anzahl der Wirfe
Zunimmit?
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3. Das Geburtstagsparadoxon

Dieses Kapitel handelt vom Geburtstagsparadoxon und vom Geburtstagsproblem. Es ist nach
Vorlage des Kapitels ,, Das Geburtstagsproblem* ® aufgebaut, beinhaltet aber eigene Aspek-
te und ldeen bezlglich Didaktik und Abfolge. Verwendete Formeln oder Schlussfolgerungen

werden nicht extra zitiert.

3.1  Das Paradoxon

Das Geburtstagsproblem konnte aus heutiger Sicht wie folgt dargestellt werden:

»Auf einem Skikurs mit 72 Schiilerinnen und Schiilern taucht die Frage auf, wie wahrschein-
lich es denn sei, dass zwei Kinder am gleichen Tag Geburtstag hatten.«

Mdgliche Fehlinterpretationen dieser Fragestellung konnten sich ergeben, wenn man falschli-
cherweise fragt, wie wahrscheinlich es ist, dass zwei Kinder am 1. September Geburtstag ha-
ben. Ebenso ware die Fragestellung verandert, wenn man eine Schiulerin oder einen Schiiler

sucht, der an einem bestimmten Tag (dem Geburtstag des Lehrers) ebenfalls Geburtstag hat.

Diese Fragestellungen sollen in diesem Kapitel behandelt und voneinander unterschieden
werden.

Der Einfachheit halber wird jedoch nicht die unterschiedliche Haufigkeit der Geburtstage an
den einzelnen Tagen, Wochen und Monaten beriicksichtigt.

Man behandelt das Problem mit der Laplace-Annahme ", dass die Wahrscheinlichkeit Ge-
burtstag zu haben an jedem Tag gleich ist.

Eine weitere Vereinfachung ist die Beschrankung auf Jahre ohne Schalttage.

Waéren auf dem Skikurs 366 Kinder anwesend, so wiirden mit 100%iger Sicherheit zwei Kin-
der am gleichen Tag Geburtstag feiern. Bei 365 Schiilerinnen und Schiilern ware es moglich,
dass jeder von ihnen an einem anderen Tag Geburtstag hétte.

Uns interessiert nun diese Wahrscheinlichkeit, mit der dieser Fall eintritt.

% vgl. [9] 5.201

? vgl. [21]
%vgl. [9]5.139

6
7
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Die Anzahl der anwesenden Kinder wird mit n benannt.
Wesentlich ist es, die drei folgenden Ereignisse zu unterscheiden:
e E;: Mindestens zwei der n Kinder haben am gleichen Tag Geburtstag
(dies ist das gesuchte Ereignis des klassischen Geburtstagsproblems)
e E,: Mindestens zwei der n Kinder haben am 1. September Geburtstag

e Ej3: Mindestens ein Kind hat am gleichen Tag Geburtstag wie der Lehrer.

Betrachtung des Ereignisses E;:

Hierzu missten die einzelnen Fille ,,2-%, ,,3-“, ,, ...- Kinder haben am gleichen Tag Geburts-
tag® betrachtet werden. Als Vereinfachung bietet es sich an, das Gegenereignis
e E;:,Allen Kinder haben an verschiedenen Tagen Geburtstag*

zu untersuchen.
Mdogliche Falle gibt es: 365".
Sollen alle n Personen an unterschiedlichen Tagen Geburtstag haben, so ergibt sich:

365364363 ... (365-n+1)

Damit folgt die Wahrscheinlichkeit:

_ 1 - 365-364-..-(365—n+1)
B 365M

Betrachtet man nun die 72 Kinder aus dem Beispiel zu Beginn, sieht man, dass die Wahr-
scheinlichkeit, dass zwei Kinder am gleichen Tag Geburtstag haben, nahezu 1 ist.
Ab 23 Schiilerinnen und Schulern ist es wahrscheinlicher, dass zwei am gleichen Tag Ge-

burtstag haben, als dass dies nicht so ist.

Betrachtung des Ereignisses E;:

Auch hier ist es ginstiger, das Gegenereignis zu betrachten:
e E,: Alle n Kinder haben nicht am 1.September Geburtstag oder genau ein Kind hat am
1.September Geburtstag.

n

- . .. 364
Hat keine Person am 1.September Geburtstag, so ergibt sich: zen

n-1

Hat genau eine Person am 1.September Geburtstag, so ergibt sich: - Py
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Damit folgt die Wahrscheinlichkeit:

P (E2) = 1-P(E)
364" n-364"°1
- = ( 3650 3650 )

Betrachtung des Ereignisses Eg:

Wie gewohnt, erfolgt die Berechnung mit Hilfe des Gegenereignisses:
e E;: Keine der n Personen im Raum hat am gleichen Tag Geburtstag wie der Lehrer.
Mdogliche Falle gibt es: 365".

Da ein Tag nicht gewéhlt werden soll: 364".

Damit folgt die Wahrscheinlichkeit:

P (E2) = 1-P(Ey)
364"

= 1_(365“)

Hier ware die Wahrscheinlichkeit, dass eines der 72 Kinder am selben Tag wie der Lehrer
Geburtstag hétte, nur etwa 18%. Um hier mit mehr als 50%iger Wahrscheinlichkeit eine

Schlerin oder einen Schiler zu finden, musste die Kindergruppe aus 253 Personen bestehen.

Der Unterschied dieser drei Berechnungen sticht ins Auge. Dennoch ist es sowohl bei Schi-

lerinnen und Schilern als auch bei Studierenden bis heute ein zum Teil grof3es Problem:

,,und gerade weil die Verteilung zufallig ist und jeder Tag wie jeder andere
betroffen sein kann, so erscheint es ‘natiirlich’, ‘normal’, ‘plausibel’, ja ‘gerecht’,

dass mdglichst jeder Tag einmal dran kommt.« "

Die genaue Formulierung des Ereignisses ist bei diesen Berechnungen besonders wichtig, da
es eben sonst zu Trugschliissen kommen kann und die Ergebnisse falsch sind.
Zwar handelt es sich hier nicht wirklich um ein Paradoxon, jedoch sind die Resultate duRRerst

erstaunlich und Uberraschend.

1 [9] S.201
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Eine andere unerwartete Gegebenheit ist auch, dass zwar bei 57 anwesenden Personen die
Wahrscheinlichkeit schon tber 99,0% liegt, dass zwei Personen am selben Tag Geburtstag
haben - jedoch weitere 11 Personen notwendig sind, um die Wahrscheinlichkeit auf 99.9% zu
erhohen.

Es ist duRerst erstaunlich, dass hier weitaus mehr Personen notwendig sind.

2 vgl. [22] 5.67
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3.2  Empirische Versuche
Mit Geogebra wurde ein Programm geschrieben, mit dessen Hilfe man das Paradoxon naher
betrachten kann. Es ist unter http://www.geogebratube.com/student/m137265 zu finden.

Dieses Applet kann zum einen zur genauen Berechnung der Wahrscheinlichkeiten fur die
beiden Ereignisse:
e Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben
e Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine Person an deinem Geburtstag auch Ge-
burtstag hat
verwendet werden.
Die Anzahl der Personen im Raum (der Anwender selbst zahlt nicht mit) kann in ein Eingabe-
feld eingegeben werden. Mit Hilfe der im Kapitel bereits erlauterten Formeln wird hier die

Wahrscheinlichkeit in Prozent auf vier Dezimalstellen genau berechnet.

Mit Hilfe des Schiebereglers kann die Anzahl n der Personen im Raum verandert werden. Die
jeweilige Wahrscheinlichkeit wird dann in der Grafik eingezeichnet. Die Abszisse stellt die
Anzahl der Personen dar und die Ordinate die jeweilige Wahrscheinlichkeit in Prozent.

Mit dem Button ,,Spur 16schen® kann man das Arbeitsblatt wieder in den Ausgangszustand
zurucksetzen.

Der vertikale Schieberegler dient der Einstellung einer gewliinschten ,,Sicherheitsgrenze®. Als
Hilfe dient hier auch ein Eingabefeld, um die Werte genau eingeben zu kdnnen. Jede Anzahl
von Personen, die zur Folge haben wirde, dass die Wahrscheinlichkeit von zwei Personen mit
dem gleichen Geburtstag grofier oder gleich dieser Grenze ist, wird mit veranderter Farbe
dargestellt.

Eine zusatzliche Funktion des Programms ist, dass man auch Schaltjahre mit dem Feld

»Schaltjahr berticksichtigen kann. Die Anzahl der Tage wird dann von 365 auf 366 erhoht.

37



UgUUSIT oM |YELUY

Dm,_. Dn,_. _u_m._. Dm__. _uv,,_. Dmm_. Dmm_. _u__.,_. _u_u,_. _u_,m_ _u_m Dmn _u__m D“m Dmu D“.u _u,m D__. o
" *
%E9Z6'61 L
-
1ey Beysungeg yone Bejsungas waulsp UeB UBUOSIa 9UID S8)SapuUlWl SSeP. ‘Hayydljulayasiyepy we®? ul .
-t e [
o=t
s ™
.® - . -® »
.~
-
L ]
L
-
-
%05
[ ]
L]
[ ] 08| azuaiBsyaldayais
L
L]
L ]
-
%AEE66°66 I JaLBYaIS
L]
ueqey Bejsynges e uaqg|es We usuosiad oMz sualsepulw ssep ‘Jeyyoljulayoasiyep - e
[
.-i
L
L]
.‘ .
cessmesnne®? %001k
.
3]
Thmr_omo_ an% netews | La winey Wi usuosiad 19p |yezuy

uoxopeJledsbelsungan

Fenster des Applets ,,Geburtstagsparadoxon*

Abbildung 11

38



Ausgewahlt wurde hier eine Grafik mit den Werte n = 81 und der Grenze 80%.
Mit diesem Applet ist es moglich, rasch Werte zu finden, fir die die Berechnung zum Teil
sehr aufwendig ware.

So ist es sehr einfach, folgende Tabelle zu erstellen:

E1 Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Personen am selben Tag
Gruppengrofe
Geburtstag haben (gerundet auf 2. DZ)
2 0,27%
3 0,82%
4 1,64%
21 44,37%
22 47,57%
23 50,73
40 89,12
50 97,03
60 99,41
67 99,84
68 99,87

Tabelle 1: Wahrscheinlichkeiten fur Ereignis E; in Abhéngigkeit der Gruppengrofie

Ausgewahlt wurden hier nur einige besonders interessante Werte. So ist zu sehen dass ab ei-
ner GruppengroBe von 23 Kindern die Wahrscheinlichkeit (ber 50% liegt.
Des Weiteren sieht man, dass die Anderung der GruppengroRe bei héheren Werten nicht mehr
so stark zu einer Anderung der Wahrscheinlichkeit beitragt.
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3.3  Motivation fur die Verwendung eines Applets

Auch hier stellt sich wieder die Frage, warum ein Applet sich besser eignet als der klassische
Zugang mit Stift und Papier.

Abseits der Berechnungen mit expliziten Formeln kdénnen Schilerinnen und Schiler hier sehr

einfach zu Werten kommen und Verdnderungen der Wahrscheinlichkeit erforschen.

Dies ist besonders wichtig, da Aufgaben aus dem Bereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung
bei vielen Kindern Interesse wecken und ein groReres Verlangen nach Ldsungen an den Tag
legen, als dies bei anderen Themenbereichen der Fall ist.”®

Da die mathematischen Fahigkeiten der Lernenden aber unterschiedlich sind, wére es sehr
hinderlich, jene auszuschlieRBen, die bei der Berechnung mittels Formeln Schwierigkeiten ha-
ben.

So ist es moglich, auch eben diesen Kindern einen Zugang zu den Lésungen der Fragestellun-

gen zu gewéhren.

Es steht hier mit dem Applet nicht die Fertigkeit H2 (Rechnen und Operieren) sondern H3
(Interpretieren) im Vordergrund. Die Handlungsbereiche sind den mathematischen Kompe-

tenzen’ der Sekundarstufe 1 und 11 entnommen.

Zudem gilt wie bereits im Kapitel ,,Das Gesetz der Grofien Zahlen* angesprochen, dass somit

die Einbindung elektronischer Hilfsmittel in den Unterricht gewéhrleistet ist.
Der Inhaltsbereich H2 darf naturlich nicht auBer Acht gelassen werden. So ist es durchaus

auch sinnvoll, diese Aufgabe ohne den Einsatz von elektronischen Hilfsmitteln zu lésen.

Dieser Punkt wird im Arbeitsblatt besonders behandelt.

Anbei findet sich noch ein Arbeitsblatt fir Schilerinnen und Schiiler zu dem Programm.

7 vgl. [14] S.25

74 1]
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3.4 Arbeitsblatt

Das Geburtstagsparadoxon

An einem Skikurs nehmen 72 Schilerinnen und Schiler teil. Wahrend einer
Abendveranstaltung taucht folgende Frage auf:

Frage 1:

Istes wahrscheinlicher, dass unter den anwesenden Kindern zwei Personen am
selben Tag Geburtstag haben, oder nicht?

Um der Sache auf den Grund zugehen, fragt ein Lehrer:

Frage 2:

Wieviele Personen haben am 1. September (dem Schulbeginn) Geburtstag?

1. Wird bei beiden Fragestellung nach derselben Wahrscheinlichkeit gesucht oder hat der
Lehrer eine ganz andere Frage gestellt? Begrinde deine Antwort durch eine logische
Argumentation.

Unter dem Link http://fwww . gecgebratube comfstudent/m 137265 st 2in Programm zu
finden, mit dessen Hilfe dudie folgenden Fragestellungen beantworten kannst:

2. Wieviele Personen miissen ineinem Raum sein, sodass die Wahrscheinlichkeit gréker
ist, dass zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben, als, dass dem nicht so ist?

3. Wiegrolk ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Kinder am 1. September Geburtstag
haben?

4. Wiegrolk ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter den 72 Schilerinnen und Schillern zwei
Personen am selben Tag Geburtstag haben?

5. Wieviele Personen missen ineinem Raum sein, sodass mit einer Sicherheit von 50%
gesagtwerden kann, dass es mindestens zwei Personen mit demselben Geburtstag gibt?
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4. Das Simpson-Paradoxon

,,Wenn man Statistik anwendet, steckt der Teufel oft im Detail. Manchmal suggerieren

Zahlen ohne bése Absicht der Beteiligten das Gegenteil des eigentlichen Sachverhalts. “

4.1  Das Paradoxon

Betrachtet man ein bestimmtes Merkmal zuerst in verschiedenen Gruppen und dann in der
Gesamtheit, so kann dies die Sichtweise sehr stark verdndern. Dieses Phdnomen hat der ame-
rikanische Statistiker Edward Hugh Simpson ausfiihrlich in dem Artikel ,,The Interpretation
of Interaction in Contingency Tables* behandelt und zu seinen Ehren wird eben dieser Sach-

verhalt ,,Simpson-Paradoxon® genannt. &

Das folgende Beispiel ist aus dem Buch ,,Der Hund, der Eier legt” von Hans-Peter
Beck-Bornholdt und Hans-Hermann Dubben entnommen. ”
Ideen und verschiedene Aspekte des Beispiels werden nicht extra zitiert. Wortliche Zi-

tate werden angeben.

Im Jahr 1973 bewarben sich an der Universitat von Kalifornien in Berkeley 8442 Manner und
4321 Frauen. Nach dem Auswahlverfahren wurde festgestellt, dass 44% der Méanner einen
Studienplatz bekamen, aber nur 35% der Frauen zum Studium zugelassen wurden. Der Auf-
schrei in der Bevolkerung war grof3 und die Universitat wurde der Diskriminierung von Frau-
en bezichtigt. Dies hatte eine sorgféltige Priifung der Daten zur Folge, bei der festgestellt
wurde, dass an den einzelnen Departements Frauen gegenuber Mannern teilweise sogar be-
vorzugt wurden — was auch ein erklartes Ziel der Universitat war. Bei Betrachtung der gesam-
ten Studentinnen und Studenten ergab sich aber der bereits erwéhnte niedrige Prozentsatz der
Zulassungen bei den Frauen. Was war also geschehen?

Die weiblichen Studienanwaérterinnen hatten sich vorzugsweise in Departements mit einer
niedrigen Zulassungsquote beworben, Méanner an allen Departements in etwa gleicher Auftei-

lung. Dies fuhrte zu einem Paradoxon.

> 9]5.120
% vgl. [9] 5.122
7 vgl. [6] 5.184
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Um den Sachverhalt naher zu kléren, kann man folgende Tabellen und Erklarungen betrach-

ten:

Die ldee fur dieses Beispiel ist durch die Homepage der Hochschule Fulda entstanden:
http://lwww2.hs-fulda.de/~grams/dnkfln.htm#_Xenophobie.

Aus didaktischen Griinden wurde das Beispiel etwas abgewandelt.

In einer fiktiven Stadt gibt es zwei Bevdlkerungsgruppen: Gruppe A und Gruppe B. Des Wei-
teren besteht die Stadt aus zwei Stadtteilen, die durch einen Fluss getrennt sind: Stadtteil Un-
terfluss und Stadtteil Oberfluss.

Betrachtet wird nun zuerst der Anteil der kriminellen Personen jeder der zwei Gruppen in den

einzelnen Stadtteilen.

Stadtteil Unterfluss | Bevolkerung Kriminelle Prozentsatz
Gruppe A 10.000 100 1%

Gruppe B 10.000 100 1%

Tabelle 2: Kriminalitatsstatistik Stadtteil Unterfluss

Stadtteil Oberfluss | Bevolkerung Kriminelle Prozentsatz
Gruppe A 2.000 2 0,1%
Gruppe B 18.000 18 0,1%

Tabelle 3: Kriminalitatsstatistik Stadtteil Oberfluss

Anhand der Tabelle 2 und 3 kann man erkennen, dass beide Bevolkerungsgruppen in den
einzelnen Stadtteilen prozentuell gesehen ,,gleich kriminell* sind. AuBlerdem ist zu erkennen,
dass im Stadtteil Oberfluss deutlich weniger Verbrechen veriibt werden, als im Stadtteil Un-

terfluss.
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Eine Zusammenfassung fir die ganze Stadt ergibt sich, wenn man die Bevoélkerung und die

Anzahl der kriminellen Personen der zwei Stadtteile addiert.

gesamte Stadt Bevolkerung Kriminelle Prozentsatz
Gruppe A 12.000 102 0,85%
Gruppe B 28.000 118 0,42%

Tabelle 4: Kriminalitatsstatistik gesamte Stadt

Paradoxerweise ist nun die Kriminalitat prozentuell bei der Gruppe A mehr als doppelt so
groR als bei Gruppe B.
Zwar sind beide Gruppen in beiden Stadtteilen gleich kriminell, betrachtet man aber die ge-

samte Stadt, so weist Gruppe A eine viel hthere Kriminalitatsrate auf.

In der Literatur sind zahlreiche Verweise und Beispiele zum Simpson-Paradoxon zu finden.
Da im Mathematikunterricht aber auch ein Schwerpunkt auf ,,Mensch und Gesellschaft “ 8
gelegt werden soll, bietet sich dieses Beispiel besonders an. Es kann auch als Ausgangspunkt

fiir Diskussionen Uber die Arbeit mit Statistiken in der Politik herangezogen werden.

4.2  Erklarungen zum Paradoxon

Eine graphisch sehr anschauliche Erklarung gibt Jorg Mayer in der Zeitschrift ,,Stochastik im
Schulunterricht in seinem Kapitel ,,Simpson®. 7

Er vergleicht das Paradoxon mit dem Zusammenschiitten von unterschiedlich stark kon-

zentrierten Sauren:

N; Liter einer p;- prozentigen Sdure werden mit N, Liter einer p,- prozentigen S&ure ver-

mengt. Als Ergebnis erhalt man (N; . Ny) Liter p- prozentige Saure, wobei gilt:*

__ Ny p1+N2'py
Ni+ N,

®vgl. [3]

2 [16] S.42f
¥ ygl. [16] S.42f
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p1 Ny p2 N2
100 100

p1N1 | p2N2
100 100

Abbildung 12: Mischung von verschieden konzentrieren Sauren

Nun kann man diese Teilverhaltnisse auch visualisieren:

100% T + 100%
P2
P
p
0% 0%
N, N,

Abbildung 13: Visualisierung der Teilverhaltnisse %

In Abbildung 13 sieht man, dass durch die unterschiedlichen Gréfzen von N; und N, der Ab-
schnitt fur p nicht genau in der Mitte liegt, sondern etwas in Richtung p, verschoben ist. Je
nach Verhéltnis der Menge der Ausgangsséuren verschiebt sich also der Sduregehalt der

Mischldsung.

Nun soll auch das Beispiel zur Stadt visualisiert werden. Dies geschieht mit einem Applet.

Dieses ist unter http://tube.geogebra.org/student/m219545 zu finden.

8 hach [16]
# nach [16]
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0.01+
0.009
0.008
0.007
0.006
0.005
+ p Krimineller Grippe A
0.004
0.003 4
p Krimmineller Gruppe B

0.002

0.001 4

Abbildung 14: Ausschnitt aus einem Fenster des Applets ,,Simpson-Paradoxon*

Man kann in Abbildung 14 erkennen, dass der relative hohe Anteil der Gruppe A an der Be-
volkerung des Stadtteils Unterfluss — in welchem ja wie bereits erwédhnt deutlich mehr Ver-
brechen verlibt werden — eine hohe Auswirkung auf den Prozentsatz der Kriminellen unter
den Personen der Gruppe A hat. Da die meisten Personen der Gruppe B im Stadtteil Oberfluss

wohnen, ist es hier genau gegenlaufig.

Da diese Visualisierung alleine noch nicht zum angestrebten Durchblick fithrt ®, ist das App-
let auch interaktiv gestaltet und es lassen sich einige Parameter andern. Die Grunddaten sind

aus den Tabellen 2 und 3 Glbernommen.

8 vgl. [16] S.44
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Die Gesamtzahl der Personen der einzelnen beiden Gruppen in der gesamten Stadt ist kon-
stant. Die Verteilung der Personen auf die einzelnen Stadtteile ist durch den Benutzer frei
waéhlbar. Die betreffenden Werte kénnen aus der Tabelle neben der Grafik abgelesen werden.
So bieten sich viele Mdglichkeiten, die Werte ndher zu untersuchen und auf Paradoxa auf-

merksam zu werden.

Wie man in Abbildung 15 sieht, ist es auch moglich zu zeigen, dass Gruppe A in beiden
Stadtteilen eine geringere Kriminalitatsrate aufweist als Gruppe B — dennoch ware dann bei

Betrachtung der gesamten Stadt die Kriminalitatsrate unter den Personen der Gruppe A hoher.

Ruckblickend ist so auch das Beispiel der Universitat Berkeley zu erkléren. Wie bereits er-
wéhnt, bewarben sich viele Studentinnen bei Departements mit einer héheren Ablehnungsra-
te. So wirkt sich eben diese hohere Ablehnungsrate viel starker auf den Prozentsatz der Ge-

samtablehnungen aus. Eine Visualisierung der Thematik ist aber hier nur schwer umsetzbar.

., Simpsons Paradoxon ist auferordentlich gefahrlich, denn es ist leicht zu
tibersehen. « &

., Die Tragweite von Simpsons Paradoxon ist daher kaum zu {iberschatzen. «

Werden beispielsweise bei groRen Studien zu Arzneimitteln und Therapieanséatzen verschie-
dene Einzelstudien von Krankenhdusern zu einer Gesamtstudie zusammengefasst, so ist es
méglich, dass Daten verfalscht oder unterschlagen werden. 2 Ebenso ist es méglich, dass sich
eine Therapie bei Einzelbetrachtung als wirksam erweist, jedoch bei einer Zusammenfassung
der Ergebnisse eine schlechtere oder sogar negative Wirkung zeigt. &

Im folgenden Kapitel ist dazu ein Beispiel angefihrt.

¥ 6]5.184
¥ 6]5.185
% vgl. [6] 5.184
¥ vgl. [22]5.133
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4.3  Ein Fallbeispiel zum Simpson- Paradoxon

Wie bereits erwahnt, tritt das Simpson- Paradoxon haufig bei klinischen Studien auf. Dieses

Kapitel bietet einen Einblick in die dadurch entstehende Problematik.

Die Daten sind aus [22] entnommen.

Ein Medikament wird bei mehreren Gruppen auf seine Wirksamkeit Uberprift. Die Studie

besteht aus jeweils zwei Teilstudien bei Mannern und Frauen. AbschlieBend wird dann die

gesamte Gruppe betrachtet:

Manner

nach Behandlung

ohne Behandlung

geheilt 700 80
nicht geheilt 800 130
Frauen

nach Behandlung ohne Behandlung
geheilt 150 400
nicht geheilt 70 280

Zusammen

nach Behandlung ohne Behandlung
geheilt 850 480
nicht geheilt 870 410

Tabelle 5: Studie zur Wirksamkeit eines Medikaments

Sowohl bei den Mannern, als auch bei den Frauen war die Heilungsrate wesentlich hoher,

wenn sie mit dem Medikament behandelt wurden. &

8

®vgl. [22]5.133
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Betrachten wir zuerst die Gruppe der Ménner:

Die Heilungsrate mit Behandlung betrégt: % =0,47

Die Heilungsrate ohne Behandlung betrégt: % = 0,38

Die statistische Signifikanz soll mit einem %°~ Unabhangigkeitstest nachgewiesen werden.

Die Vorgehensweise beim Unabhangigkeitstest kann bei [10] nachgelesen werden. Die ein-

zelnen Schritte werden hier nicht naher erlautert.

nach Behandlung ohne Behandlung
geheilt 700 80 780
nicht geheilt 800 130 930

1500 210 1710
Somit ergibt sich:

nach Behandlung ohne Behandlung

geheilt 684,21 95,79
nicht geheilt 813,78 114,21

Die Nullhypothese Ho lautet: Medikamentengabe und Heilungserfolg sind unabhangig.

(700-684,21)%> = (80-95,79)2 (800—813,78)2 (130-114,21)2
— + + + = 5,38
684,21 95,79 813,78 114,21

U

Fur a = 0,05 und f = 1 ergibt sich aus der Tabelle (siehe Anhang 3) der Wert 3,841 Da dieser
Wert kleiner als 5,38 ist, kann die Nullhypothese abgelehnt werden.
Bei Irrtumswahrscheinlichkeit 0,05 kénnen wir es als erwiesen ansehen, dass Medikamenten-

gabe und Heilungserfolg bei den Mannern nicht unabhangig sind.
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Betrachten wir nun die Gruppe der Frauen:

Die Heilungsrate mit Behandlung betrégt: % =0,68

Die Heilungsrate ohne Behandlung betrégt: % = 0,59

Auch hier wollen wir die statistische Signifikanz mit einem y° ~ Unabhéngigkeitstest nachwei-

sen.
nach Behandlung ohne Behandlung
geheilt 150 400 550
nicht geheilt 70 280 350
220 680 900
Somit ergibt sich:
nach Behandlung ohne Behandlung
geheilt 134,44 415,56
nicht geheilt 85,56 264,44

Die Nullhypothese Hy lautet: Medikamentengabe und Heilungserfolg sind unabhangig.

_ (150-134,44)2 = (400-415,56)2 (70-85,56)2 (280—264,44)%
- 134,44 415,56 85,56 264,44

U

=6,13

Da 6,13 groRer als 3,841 ist, kann die Nullhypothese abgelehnt werden.
Bei Irrtumswahrscheinlichkeit 0,05 kdnnen wir es als erwiesen ansehen, dass Medikamenten-

gabe und Heilungserfolg bei den Frauen nicht unabhéngig sind.

Sowohl bei den Ménnern, als auch bei den Frauen war die Heilungsrate deutlich héher, wenn

sie mit dem Medikament behandelt wurden. &

¥ ygl. [22]5.133
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Die gemischte Gruppe:

nach Behandlung

ohne Behandlung

geheilt 850 480 1330
nicht geheilt 870 410 1280
1720 890 2610

Die Heilungsrate mit Behandlung betrégt: 1?—200 =0,49

Die Heilungsrate ohne Behandlung betragt:

480 _
890

0,54

In der gemischten Gruppe tritt pl6tzlich eine negative Wirkung bei Verwendung des Medika-

mentes ein. Durch die Einnahme werden die Chancen auf Heilung geringer.

Hier tritt das Simpson- Paradoxon in Erscheinung. Uber die Zulassung des Medikamentes

muss ausgiebig diskutiert werden.
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4.4 Arbeitsblatt

Das Simpson- Paradoxon

In einer Stadt leben zwei Personengruppen: Gruppe A und Gruppe B. Zudem istdie Stadtin
Zwei Stadtteile gegliedert, die Unterfluss und Oberfluss genannt werden.

Yor einer Wahl wird zu beiden Stadtteilen eine Kriminalitatsstatistik verdffentlicht:

Stadtteil Unterfluss Bevolkerung Eriminelle Prozentsatz
Gruppe A 10.0400 140

Gruppz B 10.000 100

Stadtteil Oberfluss Bevolkerung Eriminelle Prozentsatz
Grupps A 2.000 2

Gruppz B 18.000 18

1. Berechne den Prozentsatz der Kriminellen beider Personengruppen und in beiden
Stadtteilen und triff auch eine Aussage beziiglich der Kriminalitatsrate beider Gruppen
und beider Stadtteile!

Um auch die gesamte Stadt beurteilen zu kinnen, wurde auch folgende Tabelle erstellt:

gesamte Stade Bevolkerung Kriminelle Prozentzatr
Grupps A 12.000 102
Gruppe B 28.000 118

2. Berechne auch hier die Prozentsatze der kriminellen Personen und triff wieder eimne - fur
ginen Wahlkampf geeignete — Aussage!

3. Vergleiche nun deine Losungen aus Aufgabe 1 und Aufgabe 2 und beschreibe den
Widerspruch.

Offne das Applet http://tube gecgebra.org/student/m219545! Hier kannst du mit Hilfe der
Schieberegler die Verteilung der Bevdlkerung in der Stact verandern. Die rote Strecke stellt

jeweils den Prozentsate, der Kriminellen der Gruppe A dar, die blaue der der Gruppe B.

4. Verandere die Verteilung der Bevdlkerung und beobachte die Kriminalitdtsstatistik der
gesamten Stact, beziehungsweise jene der einzelnen Stadtteile!

5. Schreibe deine Beobachtungen aus Aufgabe 4 nieder!
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45  Weitere paradoxe Beispiele der beschreibenden Statistik

In diesem Unterkapitel sollen weitere interessante Phdnomene der beschreibenden Statistik
besprochen werden, die jedoch eher sehr kurz gehalten und einfach erklart sind und deshalb
kein eigenes Kapitel flllen wirden. Jorg Mayer hat diese in seinem Artikel ,,Einfache Para-

doxien der beschreibenden Statistik* *° naher behandelt.

Manche Ideen sind aus jenem Artikel Gbernommen und um eigene didaktische Uberle-

gungen erweitert.

Der Begriff ,,Mehrheit«:
Betrachtet man ein Glucksspiel von zwei Spielern A und B, das in drei Serien jeweils drei

Mal gespielt wurde, so ist folgendes Ergebnis moglich:

1. Serie BAA Sieger ist A
2. Serie BBB Sieger ist B
3. Serie ABA Sieger ist A

Tabelle 6: Ein Glucksspiel in drei Serien

Die mittlere Spalte gibt die jeweiligen Gewinner der drei Einzelspiele in der Serie an.

Wertet man nun die Spiele aus, so erkennt man, dass A zwei von drei Serien gewonnen hat.
Ebenso ist ersichtlich, dass B fiinf von neun Spielen gewonnen hat.

Je nachdem, welchen Aspekt man betrachtet, andert sich auch der Gesamtsieger.

Als Unterrichtsform kdnnte hier ein Rollenspiel mit anschlieender Diskussion gewahlt wer-

den.

%0 [16] S.27ff
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Mehrheitswahlrecht
Bei Wahlen muss zwischen Mehrheitswahlrecht und Verhaltniswahlrecht unterschieden wer-
den:
,, Ziel des Verhéltniswahlrechts ist, die Mandate verhaltnismalig nach der Verteilung
der Wahlerstimmen zu vergeben. « °*
Beim Mehrheitswahlrecht ,,/.../ steht in jedem Wahlkreis nur eine Kandidatin/ ein
Kandidat pro Partei zur Wahl und diejenige/ derjenige mit den meisten Stimmen erhalt
das Mandat. Die Stimmen, die fir die Kandidatinnen/ die Kandidaten der anderen

Parteien abgegeben wurden, verfallen. « %

Es kann also vorkommen, ,,dal} [sic] eine Partei zwar in der Mehrheit der Wahlkreise
siegt, ohne aber die Mehrheit der (Ur-)wahlerstimmen auf sich vereinigen zu

konnen. < %3

In unserem Beispiel soll wie folgt gewéhlt worden sein:

1.Wahlkreis BAA Sieger ist Partei A
2.Wahlkreis BBB Sieger ist Partei B
3.Wahlkreis ABA Sieger ist Partei A

Tabelle 7: fiktives Wahlverhalten

Als Sieger der Wahl wére hier Partei A zu nennen, obwohl sie nur etwa 44% der Stimmen
erreicht haben und Partei B etwa 56%.

Verdndert man hingegen die Wahlkreisaufteilung und fasst die drei Wahlkreise zu einem
Wahlkreis zusammen, so wére Partei B der Sieger des Wahlkreises.

Die Auswahl und Festlegung der Wahlkreise ist also fiir den Ausgang der Wahl mitverant-

wortlich.

91 [7]
92 [8]
% 16]5.28
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Das Problem der Transitivitat

Die Definition der Transitivitat lautet:

Sei R eine Relation auf einer Menge M. R heil3t transitiv, wenn fur alle a, b, c € M gilt,

dass

aRb N bRc => aRc. ™

Aus didaktischen Griinden sei hier ein Beispiel zur Transitivitat angegeben:
Schiiler Z ist Schiller der 1a Klasse, die 1a Klasse ist eine Klasse der Schule XY, also ist
Schiiler Z auch Schiler der Schule XY.

Paradox erscheint nun folgendes Wurfergebnis dreier Spieler:

Wurf 1 Wurf 2 Wurf 3
Spieler A 2 2 6
Spieler B 3 3 3
Spieler C 4 1 4

Tabelle 8: Wurfergebnisse dreier Spieler

Gewdirfelt wurde hier mit einem idealen Wirfel. Verglichen werden immer zwei Spieler und

Sieger eines Waurfes soll derjenige sein, der die niedrigere Augenzahl hat.

Vergleicht man nun jeweils zwei Spieler, so kann man sagen, dass A gegen B gewonnen hat
und B gegen C gewonnen hat, da ihre Augenzahlen jeweils in zwei von drei Féllen niedriger
sind. Uberraschend ist nun, dass Spieler C aber gegen Spieler A gewonnen hat, da auch in
zwei von drei Spielen die Augenzahl niedriger ist.

Man sieht also, dass hier keine Transitivitat auftritt — andernfalls hatte ja A auch Sieger gegen

C sein miissen.

* vgl. [19] 5.145
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5. Das Drei-Turen-Problem

Das Drei-Turen-Problem hat seine Bekanntheit durch eine amerikanische Fernsehshow der
1990er Jahre erlangt. In der Endrunde von ,,Let‘s make a deal war es der Kandidatin oder
dem Kandidaten moglich, ein Auto zu gewinnen — ebenso war es aber auch mdglich, nur eine
Ziege zu gewinnen. % Deshalb wird das Drei-Tiren-Problem oft auch als Ziegenparadoxon

bezeichnet. %

51 DasProblem

Bei der besagten Quizshow konnte der Spieler zwischen drei Turen wahlen. Hinter einer Tur
war der Hauptgewinn — ein Auto, hinter den anderen beiden Tiren eine Ziege, als Symbol fur
eine Niete. Nachdem sich die Kandidatin oder der Kandidat nun fiir eine Tire entschieden
hatte, 6ffnete der Moderator - Monty Hall - eine der beiden anderen Turen. Hier sei gesagt,
dass immer eine Ture gedffnet wurde, hinter der eine Ziege stand, da das Spiel ja sonst zu
Ende gewesen ware. Nun hatte die Spielerin oder der Spieler noch die Mdglichkeit, bei
,,seiner* Ture zu verbleiben, oder doch noch zu wechseln. Mit dem Problem, ob nun die Stra-
tegie ,,Bleiben* oder die Strategie ,,Wechseln® vorteilhafter ware, beschaftigte sich Marilyn
vos Savant in einer Kolumne. Sie gilt als die Frau mit dem hochsten jemals gemessenen Intel-

ligenzquotienten. Thr Rat ,,Wechseln® 16ste auch unter vielen Fachleuten groen Aufruhr aus.
97

, Der ,, gesunde Menschenverstand‘ verleitet viele zu der Einschdtzung, dass beides gleich

gut [ist].« %

> vgl. [9] 5.206

®vgl. [12] 5.345
" vgl. [9] 5.207
% 9]5.207

9
9
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Eine Abédnderung des Spiels fur den Unterricht ware zum Beispiel durch folgendes Spiel még-
lich:

Es gibt drei verschiedenfarbige verschlossene Becher, wobei zwei davon leer sind und einer
Stiigkeiten fiir die Klasse enthélt. In Anlehnung an ,,Let’s make a deal* sollen sich die Schi-
lerinnen und Schaler nun fir einen Becher auswéhlen. Die Lehrerin oder der Lehrer 6ffnet
einen leeren Becher und die Lernenden sollen entscheiden, ob sie nun den anderen Becher
wéhlen wollen oder weiterhin den Inhalt des Bechers vom Anfang wollen. Voraussetzung ist
natlrlich, dass es den Schiilerinnen und Schilern nicht mdglich ist die Inhalte der Becher zu

erahnen.

Dieser spielerische Einstieg bietet eine groflere Motivation sich mit der Problematik ausei-
nanderzusetzen. Zudem kdnnen die Schilerinnen und Schuler die Problemstellung im Unter-
richt selbst bearbeiten. ®® Durch diese Herangehensweise wird auBerdem auch mehr Wert auf

die ,,mathematischen Kompetenzen* ' des Lehrplans gelegt.

Um jeder Schilerin und jedem Schiiler die Mdglichkeit zu geben, sich individuell mit dem
Problem zu beschéftigen, wurde ein Applet erstellt. Ware die Gruppe, die sich mit dem Prob-
lem beschéftigt, zu grol? - sprich: die ganze Klasse - so wirde dies nicht allen erlauben, an den
Denkprozessen und Erkenntnisprozessen teilzunehmen. **

Zu finden ist dieses Applet unter: http://www.geogebratube.org/student/m235661

* vgl. [12] S.350
100 vgl. [3]
191 ygl. [12] S.350
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Passend zu dem bereits genannten Beispiel gibt es drei verschiedenfarbige Becher, die - wie
in Abbildung 16 zu sehen ist - durch Quadrate dargestellt werden. Um ,,einen Becher zu wih-
len® klickt man auf den Kreis unterhalb des Quadrates. Dadurch wird ein anderes Feld aufge-
deckt — unter dem natiirlich keine SiiBigkeiten sind. Nun hat man die Mdglichkeit, seine Wahl
von vorhin zu bestétigen und erneut auf denselben Kreis zu klicken oder den Inhalt des ande-

ren noch verdeckten ,,Becher* anzusehen.

Bei Gewinn erhoht sich die Anzahl der Siege, bei der falschen Wahl die Anzahl der Niederla-
gen. Um ein neues Spiel zu beginnen, wahlt man die Schaltflache ,,Neues Spiel* und um die

Zahler zuriickzusetzen, den Button ,,Reset*.

Mit diesem Programm kann man in einer groRen Serie untersuchen, ob bei der stetigen Strate-
gie ,,Bleiben* die Anzahl der Siege oder Niederlagen liberwiegt. Ebenso kann man danach

ausprobieren, wie sich diese Anzahl bei der Strategie ,, Wechseln* verandert.

Die Farben sind aus didaktischen Griinden gewahlt, da es bei der Begriindung und Argumen-
tation einfacher ist, von einem farbigen Becher zu sprechen, als von Toren oder Tiren. Bei
jedem neuen Spiel werden die Farben zufillig und unabhéngig vom ,,Gewinnbecher auf die

einzelnen Quadrate verteilt.

In Abbildung 16 wurde gerade an der Strategie ,,Bleiben” festgehalten — man sieht eine deut-

lich hdhere Anzahl an Niederlagen als Siegen.
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[Neues SpieIJ

Siege: 7
Niederlagen: 17

Reset

Abbildung 16: Fenster des Applets ,,Das Drei-Tlren-Problem*
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5.2  Lo6sung des Problems

Ein haufiges Gegenargument zur Losung ,,Wechseln® ist:

., Es gibt noch zwei Tiiren, hinter einer steht das Auto. Dann sollte es doch gleich sein, welche

Tur gewahlt wird. Die Chancen sind gleich, namlich jeweils % 102

Bei dieser Argumentation wird jedoch der Vorgeschichte des Problems zu wenig Beachtung
geschenkt. Der tatsédchlichen Losung des Problems kann man sich auf mehrere Arten néhern.

Hier sind einige Erklarungsversuche ausgewahlt:

Dass die Strategie ,,Wechseln* die Chance auf Sieg erhoht, erhalt man durch folgende Uber-
legung: Das Spiel wird auf 100 Tiren mit 99 Ziegen und einem Auto erweitert. Man wahlt
eine Ture und der Moderator 6ffnet 98 Turen mit jeweils einer Ziege dahinter. Am Ende blei-
ben nun zwei Tiren Uber — hinter einer das Auto, hinter der anderen die Ziege. Bei der Strate-
gie ,,Wechseln“ verliert man nur, wenn man von Beginn an die Tlre mit dem Auto gewahlt
hatte — in allen anderen Féllen wiirde man nun durch ,,Wechseln“ gewinnen. Aber die Chance,
von Anfang an die richtige Tiire gewahlt zu haben, betragt nur ein Prozent. **

Man kann auch naher darauf eingehen, sodass man das Spiel nicht einmal zu Ende spielen
muss, um uber den Ausgang Bescheid zu wissen. Wahlt man zu Beginn eine Ziege, fuhrt die
Strategie ,,Wechseln“ zu einem Sieg — wahlt man zu Beginn das Auto, siegt man mit der Stra-
tegie ,,Bleiben®. Da es zwei Ziegen, aber nur ein Auto gibt und die Chance, eines der drei
Dinge zu waéhlen, jeweils p = % ist, gewinnt man durch ,,Wechseln® in zwei von drei Fal-

len 104

Eine andere Herangehensweise an die Fragestellung ist jene mit Hilfe von zahlreichen Expe-
rimenten. Der Vergleich der relativen Haufigkeiten von diesen vielen Versuchen lasst einen
Schluss auf die gesuchten Wahrscheinlichkeiten zu. Der Modellbildungsprozess ist hier klar
ersichtlich. *® Diese zahlreichen Experimente kdnnen, wie bereits beschrieben, mit dem App-

let durchgefiihrt werden.

102 115]5.205

® vgl. [15] S.207
*vgl. [12] S.348
> vgl. [15] 5.205

10.
10
10
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Eine andere sehr einfache Erklarung ist auch das Durchdenken der verschiedenen Félle. Um
dies zu erleichtern, kann man den Sachverhalt auch graphisch darstellen. Ohne Beschréankung
der Allgemeinheit gehen wir davon aus, die Kandidatin oder der Kandidat wéhlt Tur Eins.

Folgende Falle sind nun maglich:

Auto Ziege Ziege
Ziege Auto Ziege
Ziege Ziege Auto

Tabelle 9: Anschauliche Erklarung des Drei-Turen-Problems

Wurde die erste Tire gewéhlt und die Ziegen und das Auto sind wie in der ersten Zeile ver-
teilt, so 6ffnet der Moderator entweder die zweite oder die dritte Tire. In diesem Fall wirde
,,Bleiben* zum Gewinn des Autos fiihren.

In der zweiten Zeile wurde wieder die erste Tur gewahlt und der Spielleiter hat nun nur noch
die Moglichkeit, die dritte Ture zu 6ffnen, um das Spiel nicht vorzeitig zu beenden. Fir einen
Sieg ist hier die Strategie ,,Wechseln* zielflihrend.

Die Verteilung der dritten Zeile und die Wahl der ersten Tire haben zur Folge, dass der Mo-
derator die mittlere Tlre 6ffnet. Auch hier gewinnt die Spielerin oder der Spieler durch
,, Wechseln*
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Hier erkennt man ganz Klar, dass fiir einen Sieg in zwei von drei Fallen die Strategie ,,Wech-
seln® von Vorteil ist. Die Annahme, dass zu Beginn Tur Eins gewahlt wurde, 1asst sich natir-

lich auch in allen anderen Variationen durchspielen und darstellen.

Auch rechnerische Losungen dieser Aufgabe sind denkbar. Hierzu muss man einige Annah-

men treffen:

., Der Kandidat wdhlt zufdillig eine Tiir aus. Das Auto wurde zufdllig hinter einer der drei TU-
ren platziert. Der Moderator wahlt zur Offnung immer eine Ziegentiir, und zwar eine vom

Kandidaten nicht gewdhlte Ziegentiire. 106

Diese Annahmen sind fur die weitere Berechnung wichtig, denn wiirde der Moderator bei-
spielsweise zuféllig eine der beiden anderen Tiren 6ffnen und nicht die Ture mit der Ziege

dahinter, so wiirde sich eine véllig neue Spielsituation ergeben. 1%’

Nun kann man diese Aufgabe mit Hilfe eines Baumdiagramms *® darstellen oder mit beding-

ten Wahrscheinlichkeiten 1 rechnen.

Die Losung durch ein Baumdiagramm ist nach [12] gestaltet, wurde jedoch etwas abgean-
dert.

Wir gehen wir wieder davon aus, dass die Spielerin oder der Spieler Tur Eins gewéhlt hat. Es

ergeben sich nun vier mogliche Aste des Baumdiagramms:

A: Das Auto ist hinter der ersten Tlre (A1) und der Moderator 6ffnet die zweite Tire (M2)
B: Das Auto ist hinter der ersten Tire (A1) und der Moderator 6ffnet die zweite Tire (M3)
C: Das Auto ist hinter der ersten Ttre (A2) und der Moderator 6ffnet die zweite Ture (M3)
D: Das Auto ist hinter der ersten Ttre (A3) und der Moderator 6ffnet die zweite Tlre (M2)

1%0115] 5.205
197 ygl. [15] S.205
198 \gl. [12] S.346
199 ygl. [15] S.206
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Das dazu passende Baumdiagramm sieht dann wie folgt aus:

M2
A1 /
¥a ¥ M3
1/"2
Y3 e : M3
V3
A3 1 M2

Abbildung 17: Baumdiagramm zum Drei-Tiren-Problem %

Nun kann man die Wahrscheinlichkeiten der vier Aste berechnen:

PA=3 3 =5
PB)=3"3 =5
PO=7"1=:
PMD)=7%-1=-

In den Fillen C und D fiihrt ,,Wechseln* zum Sieg. Es ergibt sich somit eine Gewinnwahr-

scheinlichkeit von p = ngr diese Strategie.

Auch hier sei wieder zu erwahnen, dass die Annahme, die Kandidatin oder der Kandidat habe
Tar Eins gewahlt, durch eine andere ersetzt werden und das Beispiel dann erneut betrachtet

werden kann. Dennoch tritt dasselbe Ergebnis ein: ,,Wechseln* ist die bessere Strategie.

1% entnommen aus [12]
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Bei der Berechnung mittels bedingter Wahrscheinlichkeit wird auf [15] zurlckgegriffen.

Das Spiel ist bereits so weit fortgeschritten, dass sich die Kandidatin oder der Kandidat fur
Tdr eins entschieden hat und der Moderator Tir Drei getffnet hat. Es stellt sich nun die Fra-

ge, ob ein Wechsel zu Tir Zwei von Vorteil ist.

Es sei nun Al das Ereignis: Das Auto ist hinter Tur Eins
Es sei nun A2 das Ereignis: Das Auto ist hinter Tir Zwei

Es sei nun A3 das Ereignis: Das Auto ist hinter Ttr Drei

M1 sei das Ereignis: Der Moderator 6ffnet Tur Eins
M2 sei das Ereignis: Der Moderator 6ffnet Tir Zwei

M3 sei das Ereignis: Der Moderator 6ffnet Tur Drei

Mit Hilfe des Satzes von Bayes lasst sich nun die bedingte Wahrscheinlichkeit P (A2|M3)

berechnen.

Unter bedingter Wahrscheinlichkeit P (B|A) versteht man, das Eintreten eines Ereignisses B

unter der Bedingung des Ereignisses A. Sie ist definiert durch: ***

P (ANB)
P (4)

P (B|A) :=

Aus dieser Definition lasst sich auch leicht der Satz von Bayes zeigen:

P (ANB)
P (B|A) = P(ANB) _ P (® P &) _ PalB) P (B) Satz von Bayes **2
) P (A) P (4) y

P (A2|M3) gibt also die Wahrscheinlichkeit an, dass der Gewinn hinter Tlr Zwei ist, wenn
der Moderator Tur Drei 6ffnet.
P (A1|M3) hingegen gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass der Gewinn hinter Tir Eins ist,

wenn der Moderator Tir Drei 0ffnet.

1 ygl. [9] S.169
2 ygl. [10]
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Laut dem Satz von Bayes gilt also:

P (A2) - P (M3|A2)
P (M3)

P(A2|M3) =

Da das Auto zuféllig hinter einer der Turen ist, gilt:

1
3

P(A1) =P (A2) =P (A3) =
Die Wahrscheinlichkeit P (M3) lésst sich berechnen durch:
P(M3)= P(M3|A1)-P (A1) + P(M3|A2) -P (A2) + P(M3|A3) ‘P (A3)

Da der Moderator nur Ziegentiiren 6ffnen darf, ergibt sich fir P (M3|A3) die Wahrschein-
lichkeit p = 0. Fiir P (M3|A1) erhélt man die Wahrscheinlichkeit p = % , da der Spielmacher

zwischen Tur Zwei und Tir Drei wahlen kann. Die Wahrscheinlichkeit fiir P(M3|A2) ist p=
1, da Tur Eins geo6ffnet wurde, hinter Tiir Zwei der Gewinn ist und er somit Tiir Drei 6ff-

nen muss.

Setzt man nun alle Werte in die Formel ein, ergibt sich:

[N AR
I
wIlN

P(A2|M3) =+

+

N R
(RSN
wlr|
+
o
Wl

Wiirde die Spielerin oder der Spieler bei Tur Eins bleiben, ergébe sich:

P (A1)-P (M3|A1)

P(A1|M3) =—— =

[SEU VR
wfp—nNIH
Il
Wk

NP

Wk
+
+
o

Wk

Man sieht also, dass sich der Wechsel zu Tur Zwei lohnt. Die Wahrscheinlichkeit fir einen

Sieg ist doppelt so grof3.
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Das Drei-Tiiren-Problem

In einem Spiel gibt es drei verschiedene Becher— Grun, Blau und Gelb. Unter einem Becher
sind SlEigkeiten firdie Klasse—unter den anderen beiden MNichts.

o o o

Stell dir wor du wahlst nun den grinen Becher und erfahrst danach, das Sufigkeiten nicht
unter dem roten Becher waren.

® o O

Jetzt hast du die Mdéglichkeit entweder weiterhin den Inhalt des griinen Bechers zu
bekommen, oder zum Inhalt des blauen Bechers zu wechseln.

Istes besserzu Wechseln™ zu Bleiben” oder ist es bei beiden Maglichkeiten gleich
wahrscheinlich, dass du die Sikigkeiten gewinnst?

1. Entscheide dich, wie du nun vorgehen magstund begriinde deine Wahl logisch
nachwollziehbar!

2. Offneden Link http://fwww.gecgebratube.org/student,/m 235661 und fiihre 30 Spiele
durch! Um nachzupriifen, ob deine Entscheidung aus Aufeabe 1 auch gewinnbringend ist,
behalte deine Spielstrategie | ,\Wechseln” oder ,Eleiben™) in allenSpielen bei. Welchen
Becher du zu Beginn auswahilst, ist deine Entscheidung.

3. Welche Beobachtung kannst du machen, wenn du die Anzahl der Siege und Niederlagen
beobachtest? Was schlieft du daraus?
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6. Das St. Petersburger Paradoxon

., [...] mathematische Untersuchungen konnen zu Ergebnissen fiihren, die in der Praxis ab-

. (113
surd erscheinen.

Nach Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung folgten viele Wissenschaftler und Ge-
lehrte lange dem Gedanken, dass der gesunde Menschenverstand in Zahlen ausgedriickt sei.
An der Akademie von St. Petersburg wurde jedoch im 18. Jahrhundert eine Arbeit veroffent-
licht, die fur Aufsehen sorgte. Die mathematischen Berechnungen schienen in einem Wider-
spruch zur Vernunft zu stehen. Verfasst hatte die Arbeit Daniel Bernoulli — ein Mitglied jener
Familie, die sich intensiv mit Problemen der Wahrscheinlichkeitsrechnung beschéftigte. Be-
kannt war das Problem jedoch auch schon friiher und tauchte auch in einem Briefwechsel

zwischen Nikolaus Bernoulli - Cousin von Daniel Bernoulli - und Montmort auf. 4

6.1  Das Paradoxon

Im St. Petersburger Spiel wird eine ideale Miinze so lange geworfen, bis sich zum ersten Mal
Kopf ergibt. Wird nach dem ersten Mal Kopf geworfen, so erhélt die Spielerin oder der Spie-
ler zwei Geldeinheiten von der Spielbank, erscheint nach dem zweiten Wurf Kopf, so gewinnt
man vier Geldeinheiten. Im Gedanken kann man dies nun fortsetzen und so ergibt sich bei
dem Wurf von Kopf nach n Wirfen ein Gewinn von 2™ Geldeinheiten.

Nun stellt sich die Frage, wie viel Einsatz muss die Spielerin oder der Spieler zahlen, sodass
es sich um ein gerechtes Spiel handelt. Egal, welchen Einsatz man nun bereit ist zu zahlen —

das Spiel wird nie gerecht sein. '*

Wie bereits zuvor erwahnt, ist eine faire Miinze eine Munze, bei der Kopf und Zahl mit der
Wahrscheinlichkeit p = % auftreten.

Ein Spiel wird dann als gerecht angesehen, wenn der Mittelwert, beziehungsweise Erwar-

tungswert des reinen Gewinns gleich null ist. **®

B1a15.19

14 ygl. [22] S.34f
> vgl. [22] S.35
®vgl. [22]5.35

11
11
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6.2  Der Erwartungswert eines Gewinns

Wegen der Wichtigkeit des Erwartungswertes fur das weitere Verstandnis des St. Petersbur-
ger Paradoxons soll dieses Unterkapitel einen kurzen Einstieg in den Themenbereich bieten.
Denn ein Kriterium dafiir, ob man ein Glucksspiel wagen sollte oder doch lieber darauf ver-
zichtet, ist der Erwartungswert des Gewinns. ™’

Folgendes Beispiel soll das verdeutlichen:
Die Idee zu dem Beispiel stammt aus [4]. Der Inhalt wurde allerdings abgeandert.
Es werden vier Spiele angeboten, bei denen die Hohe des Gewinns, aber auch die Wahr-

scheinlichkeit fiir diesen Gewinn, unterschiedlich ist. Die Zufallsvariable ist hier A und kann

in jedem Spiel zwei Werte mit der Wahrscheinlichkeit (P (A)) annehmen:

Spiel 1 | Gewinn A Wahrscheinlichkeit des Gewinns P (A)
0€ 0,9
10 € 0,1

Spiel 2 | Gewinn A Wahrscheinlichkeit des Gewinns P (A)
0€ 0,999 999
1.000.000 € 0,000 001

Spiel 3 | Gewinn A Wahrscheinlichkeit des Gewinns P (A)
0€ 0,999 999 999 999
1.000.000.000.000 € | 0,000 000 000 001

Spiel 4 | Gewinn A Wahrscheinlichkeit des Gewinns P (A)
0€ 0,5
10€ 0,5

Tabelle 10: Vier verschiedene Spiele

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X wird berechnet durch: 8

EX)=Y{ a;"P (X =a)

7 vgl. [4] S.19
8 Siehe [213]
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Fur die vier Spiele ergibt sich also:

Spiel 1: £(A)=0-09+10-0,1=1
Spiel 2: E(A)=1
Spiel 3: E(A)=1
Spiel 4: E(A)=5

Bei den ersten drei Spielen ist der Erwartungswert des Gewinns gleich eins. Um ein gerechtes
Spiel zu gewdhrleisten, sollte also die Spielerin oder der Spieler einen Einsatz von jeweils 1 €

tiatigen. Beim letzten Spiel wére ein Einsatz von 5€ als gerecht zu erachten.

Die Betrachtung soll nun auf den ersten drei Spielen liegen, bei denen die Gewinnerwartung
ja jeweils gleich ist. Was die Spiele jedoch unterscheidet ist, dass man beim ersten Spiel mit
zehn-prozentiger Wahrscheinlichkeit einen kleinen Gewinn erzielen kann. Beim zweiten Spiel
kann man mit der Wahrscheinlichkeit von einem Millionstel einen hohen Gewinn erzielen —
jedoch wird man ziemlich sicher nichts gewinnen. Beim dritten Spiel kann man zwar einen

riesigen Gewinn erzielen, die Wahrscheinlichkeit dafir ist aber praktisch null. **°

Als Mal fiir das Risiko bei den einzelnen Spielen kdnnte man die Varianz der Auszahlung

betrachten. Die Varianz einer Zufallsvariablen X wird wie folgt berechnet: 729
VX) =X, (@, —EX)* P (X =a)

Spiel 1: V(4)=(0-1)2-0,9 + (10-1)2- 0,1 =9

Spiel 2: V' (4) = 999 999

Spiel 3: V' (4) =999 999 999 999

Je hoher die Varianz ist, desto mehr Risiko beinhaltet also ein gerechtes Spiel. *2

9 ygl. [4] 5.19

120 giehe [13]
21 ygl. [4] 5.19
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6.3  Mdgliche Losungen fir das St. Petersburger Paradoxon
Da, wie bereits besprochen, beim St. Petersburger Spiel ein gerechtes Spiel gefordert wird,

mussen wir zuerst den Erwartungswert des Verlustes der Bank berechnen:
1 1 1 00
E[A)=2-+4--+8- §+...=1+1+1+...=Zi=11=oo

Man sieht, dass die Bank durchschnittlich einen unendlich groRen Geldbetrag verliert. Also
miisste die Spielerin oder der Spieler einen unendlich groRen Geldbetrag als Einsatz zahlen.'??

Aber es ware wohl niemand bereit, fiir dieses Spiel einen Einsatz von 200 € zu bezahlen. Man
wirde nur gewinnen, wenn sieben Mal Zahl auftritt, bevor Kopf geworfen wird. Trotz dieses

hohen Einsatzes ware es fiir die Bank immer noch kein gerechtes Spiel. 3

Beim St. Petersburger Paradoxon liegt die Problematik darin, dass die Reihe, die den Erwar-
tungswert definiert, abz&hlbar unendlich ist, aber nicht konvergiert. Somit ist der Erwar-

tungswert nicht definiert. 2

Um zu einer Losung zu kommen, muss das Spiel etwas abgeandert werden. Im Folgenden

sind VVorschldge verschiedener Mathematiker néher angeftihrt:

Daniel Bernoulli meinte, dass es ab einer gewissen Geldsumme egal sei, ob man diese Sum-

me gewinnt oder eine noch groRere.

,, Ob jemand 2°° € (>10™ €) gewinnt oder eine noch gréffere Summe ist in der Realitat

vollig egal 125

Das heift, die Spielerin oder der Spieler bekommt maximal 2% Geldeinheiten ausbezahlt,

auch wenn sie oder er schon das 51te Spiel spielt.

122 ygl. [22] 5.35

12 ygl. [9] S.239
2% vgl. [9] S.236
125191 5.240
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So ergibt sich fiir den Erwartungswert des Gewinns: %

E(A) =2-%+4-%+8-%+,,,+249-2% + (2—; +2—11+,_,)- 250
=494 — (14 = +-+..) 2%
i 250 2 4 el

=494 L. 251494 2=51

250

Dass die Summe der Reihe (1 + % + % + ...) gegen zwei konvergiert, kann leicht nachge-

rechnet werden.

Bernoulli nannte diesen Wert, den ,,moralischen* Erwartungswert des Spiels. Zu dieser Zeit

) ) ) o . 127
war der Begriff ,,moralisch* ein anderer Begriff fiir ,,verniinftig* und ,,annehmbar*.

Auch der Mathematiker Georges Louis le Clerc de Buffon beschéftigte sich intensiv mit
dem St. Petersburger Spiel. Er war der Ansicht, dass alle Wahrscheinlichkeiten, die kleiner als
0,0001 waren auller Acht gelassen werden kénnen. Auf diese Zahl kam Buffon nach der Be-
trachtung von Sterbetafeln. Er stellte fest, dass mit dieser Wahrscheinlichkeit ein gesunder
Mann Mitte 50 pl6tzlich sterben wirde — ,,da jedoch kein Mensch dieses Alters diese Furcht
hege seien alle Wahrscheinlichkeiten kleiner oder gleich 10 fir null und nichtig zu
halten. “ 1 Bei weiteren experimentellen Untersuchungen stellte Buffon sogar fest, dass alle
Wahrscheinlichkeiten die kleiner als 10 sind vernachlassigt werden konnen. Da somit alle
Terme ab dem zehnten Term als null betrachtet werden kdnnen, ergibt sich ein fairer Einsatz

von 10 €. 1%

126 nach [9] S.240
27 vgl. [4] S.21
128 14]5.22
2% vgl. [4] 5.22
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William Fellner beschaftigte sich ebenso mit dem St. Petersburger Paradoxon und kam zu
dem Schluss, dass es eine Mdglichkeit gibt, die Einsétze so festzulegen, dass das Spiel gerecht
wird. Die Einsatze missten so festgelegt werden, dass sie davon abhéangen, wie viel Spiele
bereits gespielt wurden.

Bezeichnet man die Anzahl der Proben mit n, so gilt das Spiel dann als gerecht, ,, /...] wenn
fir immer groler werdende Werte von n der Quotient aus dem angehauften Gewinn G,und

dem angehauften Einsatz R,, gegen I strebt [...] “**°

Es muss fiir jedes € > 0 gelten:

P (

Diese Relation drtickt eine dhnliche Stabilitatseigenschaft fir G,, aus, wie das bereits behan-

G—"—1|< e)—>1f[]rn—>oo
En

delte Gesetz der Grof3en Zahlen.

Fellner zeigte, dass das Spiel gerecht ist, wenn der Einsatz E,, = n log, n betrégt. Bei dem St.
Petersburger Paradoxon kann es aber keine endliche Konstante k geben, sodass das Spiel
durch E,, = k n gerecht wird — bei Fellners Beweis hangt E,, aber eben von der Anzahl der

Spiele ab. ***

Um sich dem Paradoxon experimentell zu n&hern lieR Buffon ein Kind 2048- mal spielen und
bestimmte dadurch die mittlere Auszahlung. Auch Augustus de Morgan fuhrte dhnliche Ex-
perimente durch. Aus didaktischen Griinden wird der Einsatz eines Zufallsgenerators am
Computer vermieden und stattdessen die Tabelle von Buffon und de Morgan angegeben. In
Anhang 1 ist - wie bereits erwédhnt - die Problematik der durch den Computer generierten

Zufallszahlen néher erlautert.

130 [22]
Blygl. [22] .36
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gewertetem Spiel

. DE DE DE
Wurflolger | AUSZARIMNE | BUFTONS |1 o0 6an | MoRGAN | Moraan
an S Kind
(1) (2) (3)
W | 1061 1048 1017 1039
ZW 2 494 507 547 480
Z7W ! 232 248 235 267
YA 8 137 99 118 126
W 16 56 71 72 67
oW 32 29 38 32 33
ZoW 64 25 17 10 19
72w 128 8 9 9 10
75W 256 6 5 3 3
Z7W 512 3 2 4
ALY 1024 I |
ZW 2048 0 |
2w 4096 0 0
7w 8192 1 0
ZHW 16384 0 0
Z15W 32768 l |
7w
7 0
totale Auszahlung 10057 53238 45595 11515
Auszahlung pro 4,91 260 | 2226 | 562

Abbildung 18: Ergebnisse der Experimente von Buffon und de Morgan **?

In Abbildung 19 konnen die Ausgdnge dieser experimentellen Spiele beobachtet werden.
Wichtig ist jedoch, dass mit einer etwas abgewandelten Form des Paradoxons gearbeitet

wurde:

Wird hier beim ersten Mal Kopf geworfen, so erhalt die Spielerin oder der Spieler einen Euro
Erscheint Kopf nach dem zweiten Mal, so ist der Gewinn zwei Euro. In der Literatur treten
beide Varianten des Spiels hdufig auf — um den Erwartungswert des Einsatzes des in diesem

Kapitel zu Beginn beschriebenen Spiels zu erhalten, muss der Wert aus der Tabelle verdop-

pelt werden.

2 entnommen aus [4] S.25
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Zudem kann der Munzwurf hier anstatt Kopf oder Zahl entweder Zahl oder Wappen ergeben.

Bei Buffons Kind ergibt sich also ein gerechtes Spiel bei einem Einsatz von 9,82€. 32€,
44,52€ beziehungsweise 11,24€ wiren bei de Morgans Spielserien der Einsatz fiir ein gerech-

tes Spiel. 1

Interessant ist auch die Frage, welche Gewinnauszahlung man tiberhaupt erleben kann:

Wiirde eine Person 70 Jahre jeden Tag sechs Stunden lang spielen und ein Spiel im Schnitt
zwei Minuten dauern, so hatte sie etwa 4,6 Millionen Spiele hinter sich gebracht. Das langste
Spiel hat dabei eine Serie von 22-mal Kopf — man kann also Wahrscheinlichkeiten, die kleiner

als 2 sind, ohne Bedenken vernachlassigen.

Stellt sich einer Leserin oder einem Leser am Ende des Kapitels nun die Frage, wie Bernoulli
und Montmort Uberhaupt auf das St. Petersburger Paradoxon stieRen, kann eine Antwort da-

rauf im Anhang nachgelesen werden. **

33 ygl. [4] S.25f
134
vgl. [4] S.20
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6.4

Arbeitsblatt

Das St. Petersburger Paradoxon

Ob man ein Spiel wagen soll, oder doch lieber darauf verzichtet, hangt vom Erwartungswert
des Gewinnes im Vergleichzum getatigten Einsatz ab.

Den Erwartungswert des Gewinns kannst du mit folgender Formel berechnen:

EX =¥k a;-P(X=u;) wobei a; den miglichen Gewinnbeschreibt
und F (X = a;) die Wahrscheinlichkeit dafir

Auf einem Jahrmarkt wird folgendes Spiel angeboten:

Spiel 1:

Machdem man einen Einsatz von 3,50€ gezahlt hat, darf man mit einem groken
Schaumstoffwiirfel wirfeln. Man gewinnt bei dem Spiel jenen Geldbetrag, der durch
die Aveenzahl dargestelltwird (Zeigt der Wirfel eine ,B" so erhalt man 6€.

1. Berechne die Gewinnerwartung bei Spiel 1 und entscheide dann, ob du spiglen
mdchtest, oder lieber darauf verzichtest!

Von einem gerechten Spiel spricht man dann, wenn der Einsatz und die Gewinnerywartung
gleich grof sind.

2. Handeltes sich beim lahrmarktsspiel um ein gerechtes Spiel oder ist einer der beiden
Parteien (Spieler—5Spielleiter) im Vorteil? Begrinde deine Aussage!

Mach dem Besuch des Marktes hat dich die Spiellust gepackt und du fahrstins Casino. Hier
gibt es folgendes Spiel:

Spiel 2:

Eine ideale Minze wird so lange gewaorfen, bis sich zum ersten Mal Kopf ergibt. Wird
nach dem ersten Mal Kopf geworfen, soerhalt die Spielerinoder der Spielerzwei
Geldeinheiten von der Spielbank, erscheint nach dem zweiten Wurf Kopf, so gewinnt
manvier Geldeinheiten. Im Gedanken kann man dies nun fortsetzen und 50 ergibt
sich bei dem Wurfvon Kopf nach n Wirfen ein Gewinn von 27 Geldeinheiten.

3. Berechne die Gewinnerwartung von Spiel 2 und gib an, wie hoch der Einsatz sein miisste,
sodass es sichum eingerechies Spiel handelt!
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7. Blitzparadoxa

In diesem Kapitel sollen zwei weitere spannende Paradoxa behandelt werden, die im Unter-
richt nicht fehlen sollten. Auf Grund der mathematischen Komplexitat der Rechenvorgénge
ist es aber flr die Schilerinnen und Schiiler einfacher, sich von der Geschichte rund um die
Paradoxa begeistern zu lassen, als einzelne Rechenschritte selbst nachzuvollziehen. Auf

Grund dessen sind die Kapitel etwas kirzer gehalten.

7.1  Das Paradoxon der ersten Ziffer

Schon im Jahr 1881 machte ein Leser des American Journal of Mathematics auf eine Tatsache
aufmerksam, der erst 60 Jahre spater Frank Benford wieder Aufmerksamkeit schenkte. Schil-
derungen zu Folge soll Benford — er war Ingenieur bei der General Electrics Company — beim
Durchbléattern einer vielstelligen Logarithmustafel festgestellt haben, dass die Seiten des Bu-
ches am Anfang wesentlich verschmutzter waren als am Ende. In einer Logarithmentafel sind
die Logarithmen verschiedener Zahlen der GroRe nach geordnet. Benford schloss daraus, dass
Logarithmen von eins oder zwei wesentlich haufiger nachgeschlagen wurden als jene, von
héheren Zahlen. '

7.1.1 Das Paradoxon

Wihlt man eine beliebige Tafel — eine Tafel physikalischer Konstanten, die Tafel der Zweier-
potenzen mit ganzzahligen Exponenten — so sind die ersten Ziffern der Tafel nicht gleichver-
teilt. Benford gab eine Formel zur Berechnung der relativen H&aufigkeit der ersten Ziffern an.

Die relative Haufigkeit einer Ziffer k lasst sich berechnen durch: **

1
logs (; +1)

Anhand dieser Formel l&sst sich eine Tabelle aufstellen, in der die relativen Haufigkeiten der

ersten Ziffer dargestellt sind.

3> ygl. [22] 5.189
B3¢ ygl. [22] 5.189
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Erste Ziffer Relative Haufigkeit

0,30

0,18

0,13

0,10

0,08

0,07

0,06

0,05

O O N| o O | W N|

0,05

Tabelle 11: Relative Haufigkeit der Ziffer als erste Ziffer %'

., Der Satz von Benford behauptet nicht, daf3 [sic]in jeder Tafel Eins die hdufigste Anfangszif-

fer wéare [...], er behauptet nur, dal’ [sic] die Tafeln auffallend mehr Einsen als z.B. Neunen

als erste Ziffer enthalten 138

Untersucht man die zweite oder dritte Ziffer, so sind diese aber annahernd gleich verteilt. **

7.1.2 Erklarung des Paradoxons:
Betrachtet man die Tafel der Zweierpotenzen, so wird klar, dass 2™ nur dann mit einer Eins

beginnt, wenn eine ganze Zahl s existiert, sodass: **°
10° < 2" <2 - 10°

gilt. So liegt zum Beispiel 128 (= 27) zwischen 100 (= 10?%) und 200 (= 2 - 102).
Wenn n geniigend groR ist, dann ist % in etwa gleich log;, 2 ist. Betrachtet man also die ers-

ten n Potenzen von zwei, dann beginnt jede (log;, 2) -te, das sind in etwa 30 Prozent, mit

der Ziffer eins.'*

7 hach [22] S.189

38 122] 5.189
39 ygl. [22] S.191
149 ygl. [22] 5.190
11 ygl. [22] 5.190
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7.2 Das Paradoxon des Schenkens
Rémond de Montmort schrieb das erste ausfiihrliche Buch, das sich ausschlieRlich mit der
Wahrscheinlichkeitsrechnung befasste. In diesem Werk, das 1708 in Paris veréffentlicht wur-

de, ist auch eine ,,Variante des Paradoxons des Schenkens‘ behandelt. 142

7.2.1 Das Paradoxon

Eine Gruppe von Personen will einander folgendermalien beschenken: Jede beziehungsweise
jeder bringt ein Geschenk mit. Nachdem alle Geschenke zusammengelegt und durchmischt
wurden, werden sie zuféllig an die Gruppe verteilt. In dem Glauben, sein eigenes Geschenk
mit einer nur sehr kleinen Wahrscheinlichkeit zuriick zu bekommen, erscheint dies als gerech-
te Methode. Jedoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person genau ihr eigenes Geschenk
wieder zurtick bekommt, viel groRer als die Wahrscheinlichkeit, dass es keiner beziehungs-
weise keinem passiert. Bei nur zwei Personen wére die Wahrscheinlichkeit naturlich genau
50%. 143

7.2.2 Erklarung des Paradoxons
Besteht die Gesellschaft aus n Personen, so ist die Anzahl der Geschenke ebenfalls gleich n.
Nach [13] konnen die Geschenke auf n! Arten verteilt werden. Betrachtet man nun die Anzahl

der Falle, in denen niemand sein eigenes Geschenk erhélt, so ergibt sich: ***

Q- e-D+)m-2'= ) n=3)"+-+ (=D 0!

Betrachtet man nun das Verhéltnis von giinstigen zu moglichen Fllen so ergibt sich: **

1 1 1
Pn=5— 5t +(ED"—

Treffen beispielsweise funf Personen zusammen und tauschen Geschenke aus, so wirde sich
eine Wahrscheinlichkeit von nur p,, = 0,37 ergeben, dass niemand sein eigenes Geschenk

erhalt.

14

®vgl. [22] 5.30
% ygl. [22] 5.30
% vgl. [22] 5.30
% vgl. [22] .31
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Zwar betragt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine bestimmte Person ihr Geschenk be-
kommt %und dieser Wert strebt gegen null, wenn n unendlich groR wird, aber ,, /...] wie die-

ses Paradoxon zeigt, wird ,, aus kleinen Bdchen ein Fluf [sic] “*“ 146

146 122] .31
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Anhang 1: Problematik von Zufallszahlen, die durch den Computer gene-

riert wurden

,, Die durch einen Computer erzeugten Zufallszahlen sind aber keine echten
Zufallszahlen, denn sie werden nach streng deterministischen Algorithmen (Rechen-

verfahren) erzeugt. 147

Hier ist schon die grundlegende Problematik bei der Arbeit mit computergenerierten Zufalls-

zahlen zu sehen.

Beispiel:

Die angegebenen zwei Serien von je 120 ganzen Zahlen von 1 bis 6

konnten Protokolle von 120 Wiirfen mit einem Laplace-Wiirfel sein:
Serie 1:

13425663214453211436
32245331141532166543
24112436614552341126
43321665413224321465
32146532146532146532
146532146532146532114

Serie 2:

12324112526346342434
65632561513141465662
34624215354645653356
42616124342545352342
36313243536221515636
45131613216134545325

Abbildung 19: Eine Serie von Zufallszahlen 3

%7 115]5.216
%8 entnommen aus [15] S.217

81



Hier gibt es nun einige Auffalligkeiten:
Bei ndherer Betrachtung fallt auf, dass sich in Serie eins ab einer bestimmten Stelle stets die
Zahlen 3, 2, 1, 4, 6 und 5 wiederholen.
In Serie zwei stimmt nur in 4 Féllen die Zahl mit ihrem Vorgénger, beziehungsweise Nach-

folger tiberein. Es wiren jedoch etwa 20 dieser ,,Doppelzahlen® zu erwarten.™*

Echte Zufallszahlen zu erzeugen ist zum Beispiel mit Hilfe von physikalischen Generatoren
maoglich. Man kann Schwankungen von elektrischen Feldern oder radioaktive Zerfélle be-
trachten und aus diesen rein zufélligen Ereignissen eine Reihe von Zufallszahlen ge-

nerieren. **°

Um mit dem Computer Zufallszahlen zu generieren, gibt es viele unterschiedliche Verfahren,
die teilweise immer weiter verfeinert wurden: John von Neumann quadrierte zehnstellige Zah-
len, nahm aus dem Ergebnis wieder die zehn mittleren Stellen und quadrierte diese erneut.
Eine andere Maoglichkeit ist die sogenannte Kongruenzmethode, bei der mit dem Rest einer

Division zweier groRer Zahlen gearbeitet wird. *>*

Dennoch handelt es sich bei Zufallszahlen, die mit dem Computer erzeugt wurden, immer um
,,Pseudozufallszahlen - deterministisch bestimmte Zufallszahlen. Ob diese Zahlen den An-
forderungen an echte Zufallszahlen geniigen, ist teilweise strittig. *>* Zur Lésung dieser Prob-
lematik gibt es unterschiedliche Verfahren. So zum Beispiel den Kolmogorov-Smirnov-Test
oder den Poker-Test. Auf beide Verfahren soll hier jedoch nicht weiter eingegangen werden.

Sie kdnnen aber bei [5] nachgelesen werden.

Die Einsatzfahigkeit von ,,Pseudozufallszahlen ist aber dennoch gewahrleistet, wenn sie be-
stimmten Kriterien gentigen. So sollten keine kurzen Schleifen mit standiger Wiederholung

der Zahlenfolgen vorkommen, wie das in Serie eins der Fall war. **3

% ygl. [15] S.217
10 ygl. [5]

Blygl. [18]

152 vgl. [5]

3 ygl. [15] S.216
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Anhang 2: Spiele vor dem St. Petersburger- Spiel

Nikolaus Bernoulli und Rémond de Montmort diskutieren in ihren Briefwechseln auch fol-

gendes Problem:

,, Problem 4: Ein Bankhalter B verspricht einem Spieler S seinen écu, wenn beim Wir-
feln mit einem Wirfel beim ersten Wurf eine Sechs (0Treffer) fallt, zwei écus, wenn die
erste Sechs beim zweiten Wurf fallt, usw., n écus, wenn die erste Sechs beim n-ten

Wurf fallt. Welchen Einsatz muss S leisten, damit das Spiel fair ist“ *>*

Man merkt hier, dass es sich um eine sehr dhnliche Variante zum St. Petersburger-Spiel han-
delt. Um einen Einsatz zu finden, der das Spiel fair werden l&sst, muss man den Erwartungs-
wert der Auszahlung berechnen. p sei die Trefferwahrscheinlichkeit und g die Wahrschein-

lichkeit fir keinen Treffer:

Die folgende Berechnung ist nach [4]

E@A) =1p+2g9p +3¢*p + ... +nq™ p + ...
=p(1+29+3q*+.. +nq™ 1+..)

d
=p-a(q+q2 F o Q" )

- . 4 (a\N_,.r __ 1 _1
=P dq(q—l) p (1-q)? p p? p

Bernoulli stellte fest, dass sechs écu ein fairer Einsatz sei und dass die Wartezeit auf den ers-

ten Treffer sechs Spiele betragt.

Fiir neue Uberlegungen wurde von den beiden die Auszahlung des Gewinns auf 2, 4, 8, ..., 2"

abgedndert und das Paradoxon vom unmaoglichen Erwartungswert erkannt.

1>414]5.20
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Anhang 3: Kritische Werte von x?

f | ap=005 | =001
1 3.841 6.635
2 5.991 9.210
3 7.815 11.345
4 9.488 13.277
5 | 11.070 15.086
6 | 1259 16.812
7 | 14.067 18.475
8 | 15507 20.090
9 | 16919 21.666

10 | 18307 23.209

11 19.675 24.725

12 | 21.026 26217

13 | 22362 27.688

14 | 23.685 29.141

15 | 24.996 30.578

16 | 26296 32.000

17 | 27.587 33.409

18 | 28.869 34.805

19 | 30144 36.191

20 | 31.410 37.566

21 | 32671 38.932

2 | 33.924 40.289

23 | 35172 41.638

24 | 36415 42.980

25 | 37.652 44314

26 | 38885 | 45.642

27 | 40113 | 46.963

28 | 41337 48278

29 | 42557 49.588

30 | 43773 50.892

Abbildung 20: Kritische Werte von y **°

133 entnommen aus [13]



Anhang 4: Losungen zu den Arbeitsblattern

Losungen
Das empirische Gesetz der GroBen Zahlen:

1. - 3. Individuelle Werte
4 Mit wachsender Versuchszahl stabilisiert sich die relative Haufigkeit eines becbachteten

Ereignisses

Das Geburtstagsparadoxon:

1. Mein—Frage 2 sucht an einem bestimmtenTag - Frage 1 an allen Tagen.
2. 23 Personen

3. 0,55%

4. 6585%

5.

41 Personen

Das Simpson- Paradoxon:

1. jeweils 1% bew. jeweils 0,1% - beide Gruppen sind gleich kriminell

2. 0,B5% bzw.0,42% - Gruppe A istkrimineller als Gruppe B

3. Betrachtet mandie einzelnen Stadteeile sind beide gleich kriminell, betrachtet man die
gesamie Stadtist Gruppe A krimineller.

5. z.B.:Es istmdglich, dass Gruppe B inbeiden Stadtteilen krimineller ist, aber in der
gesamten Stadt dennoch Gruppe Aeine hihere Kriminalitdtsrate aufweist.

Das Drei-Tiren-Problem:

1 -

2. Wechseln: das Verhaltnis von Gewinnen zu Miederlagen sollte 2:1 sein
Bleiben: das Verhaltnis von Gewinnenzu Niederlagensollte 1:2 sein
Achtung: Das Verhaltnis kann durch die geringe Anzahl der Spiele auch deutlich
abweichen.

3. Esistbesser mit der Strategie ,\Wechseln™ zu spielen.

Das 5t. Petersburger Paradoxon:

1. Die Gewinnerwartung ist 3€. Nein, weil der Einsatz hdher als die Gewinnerwartung ist.

2. Mein, der Spielleiteristim Vorteil.

3. Der Erwartungswert des Gewinns ist unendlich grof — eingerechtes Spiel istnicht
mi&elich.
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Zusammenfassung

Der Untertitel der Arbeit — ,,Paradoxa als Unterrichtseinstieg in verschiedene Themengebiete
der Stochastik* — beschreibt diese Arbeit recht treffend. Anhand paradoxer und tberraschen-
der Beispiele der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik, wird ein méglicher Einstieg in
verschiedene Themenbereiche der Stochastik geboten. Diese unerwarteten Begebenheiten
sollen die Motivation der Schilerinnen und Schler starken, sich mit diesem wichtigen Teil-

bereich der Mathematik auseinanderzusetzen.

Am Anfang jedes Kapitels werden die Paradoxa und ihre geschichtlichen Hintergriinde naher
erlautert. In den anschlieenden weiteren Erklarungen wird ein jeweils sehr unterrichtsnaher
Zugang und Erklarungsansatz angeboten. Um die Anschaulichkeit in vielen Bereichen zu er-
hohen, wird auch mit eigens programmierten Applets gearbeitet. Am Ende jedes Kapitels ist
ein Arbeitsblatt angefligt, mit Hilfe dessen die Schiilerinnen und Schuler ihr Wissen festigen

sollen und der Unterrichtsertrag somit auch evaluiert werden kann.
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Abstract

The subtitle of this master thesis — Paradoxes as an Introduction in Teaching of Various Top-
ics of Stochastics — describes this project rather appropriately. By means of paradoxical and
surprising examples of probability calculation and statistics, a possible access to different sub-
ject areas of stochastics will be provided. These unexpected occurrences should encourage

schoolchildren’'s motivation to deal with this important subarea of mathematics.

At the beginning of each chapter, paradoxes and their historical background will be explained
in more detail. In subsequent explanations, a very educative access and approach will be of-
fered. In order to increase presentiveness in many areas, specially created applets will be used.
At the end of each chapter, one worksheet will be attached, which should help schoolchildren

to consolidate their acquired knowledge and to reflect upon the school day.
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