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EINLEITUNG

Die Entwicklung der Theorie quadratischer Formen wurde entscheidend von Carl
Friedrich Gauss beeinflusst, der dieses Thema in seinen von Formeln und explizi-
ten Berechnungen geprigten Disquisitiones Arithmeticae, die er 1801 verdffentlichte,
behandelte. Zunéchst behandelt Gauss klassische Fragestellungen, wie etwa welche
Zahlen sich durch eine gegebene quadratische Form mit ganzzahligen Koeffizienten
darstellen lassen. In Artikel 234 seiner Abhandlung wendet er sich jedoch einem
bis dahin noch vollig neuen Problem zu — némlich der Komposition quadratischer
Formen — und untersucht quadratische Formen, die sich durch gewisse Variablen-
transformationen als Produkt zweier Formen schreiben lassen. An diesem Punkt
kniipfte Adolf Hurwitz im Jahr 1898 an. In einem privaten Notizbuch notierte er
seine Gedanken zu Gauss Resultaten iiber die Komposition quadratischer Formen.
Im Gegensatz zu Gauss verliel Hurwitz sich weniger auf explizite Berechnungen, son-
dern nutzte seine Erkenntnisse aus der Theorie linearer Transformationen. Sowohl
Gauss als auch Hurwitz beschrénkten sich bei ihren Untersuchungen auf quadra-
tische Formen vom Grad 2 mit ganzzahligen Koeffizienten. Knapp hundert Jahre
spéter betrachtete Martin Kneser in [7] einen vollig neuen Ansatz zu diesem Thema:
Indem er einen gegebenen quadratischen Modul (E, q) als Modul iiber der Teilalge-
bra Cy(F,q) der zugehorigen Clifford-Algebra auffasst, gelingt es ihm auf elegante
Weise, eine allgemeine Theorie fiir die Komposition bindrer quadratischer Moduln
(also projektiver Moduln von konstantem Rang 2) iiber beliebigen kommutativen
Ringen R (mit Eins) aufzubauen. Einen sehr guten Uberblick iiber diese histori-
schen Entwicklungen gibt [2].

Ziel meiner Arbeit ist es nun, Knesers algebraischen Zugang zu verstehen und die
zugrundeliegenden Resultate, die sich auf quadratische Moduln iiber Ringen und ih-
re zugehorigen Clifford-Algebren beziehen, auszuarbeiten. Ich werde daher zunéchst
die Theorie der Clifford-Algebren zu endlich erzeugten, projektiven quadratischen
Moduln erldutern. Darauf aufbauend werde ich die Struktur dieser Algebren un-
tersuchen, wobei ich mich vor allem an Alexander J. Hahns Ausfithrungen in [4]
zu diesem Thema orientieren werde. Zuletzt werde ich speziell den Fall projektiver
quadratischer Moduln von konstantem Rang 2 behandeln, um zum Abschluss auf
Knesers Ergebnisse iiber die Komposition quadratischer Formen einzugehen.

Im ersten Kapitel werde ich zu Beginn die Existenz und Eindeutigkeit von Clifford-
Algebren zu beliebigen quadratischen Moduln (F, q) iiber kommutativen Ringen R
beweisen und ein Erzeugendensystem fiir diese angeben. Mithilfe der einer Clifford-
Algebra eigenen universellen Eigenschaft lassen sich gewisse Involutionen auf der
Clifford-Algebra C(F,q) konstruieren, die im folgenden sehr niitzlich sein werden.
Weiters werde ich eine Z/27Z-Graduierung auf C'(E, q) definieren, bezeichnet durch
C(E,q) = Co(E,q) ® C1(E,q). Um zu zeigen, dass im Fall einer orthogonalen Zer-
legung £ = E;1FEy die Clifford-Algebra zu (F,q) durch die jeweiligen Clifford-
Algebren zu (E1,q|g,) und (Es, q|g,) bereits eindeutig bestimmt ist, werde ich das
graduierte Tensorprodukt verwenden. In einem dem Spezialfall freier quadratischer
Moduln von endlichem Rang gewidmeten Abschnitt wird ersichtlich, dass das zuvor
angegebene Erzeugendensystem in diesem Fall eine Basis bildet und die Clifford-
Algebra (als Modul iiber R) dann frei und von endlichem Rang ist. Um Resultate
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iiber freie Moduln auf den projektiven Fall zu iibertragen, werde ich zeigen, dass
die Struktur der Clifford-Algebren zu endlich erzeugten projektiven quadratischen
Moduln mit skalarer Erweiterung , vertraglich* ist. Damit lassen sich auch in diesem
allgemeinen Fall sowohl der Grundring R, als auch der quadratische Modul E in die
Clifford-Algebra C(F,q) einbetten und auch im Fall einer orthogonalen Zerlegung
E = E) LE, gibt es (fiir i = 1, 2) einen injektiven Homomorphismus von R-Algebren
C(Ei,qlg;) — C(F,q). Zum Abschluss dieses Kapitels werde ich die duflere Alge-
bra zu einem R-Modul betrachten und die entsprechende Theorie verwenden, um
zu zeigen, dass die Clifford-Algebra C(F,q) zu einem endlich erzeugten, projekti-
ven quadratischen R-Modul und ihre Teilalgebra Cy(F, ¢) beide endlich erzeugt und
projektiv sind.

Das zweite Kapitel behandelt nun die Struktur von Clifford-Algebren. Ahnlich
wie Hahn in [4] werde auch ich zunéchst Eigenschaften von Standard-Involutionen
auf treuen Algebren untersuchen. Der darauffolgende Abschnitt befasst sich mit
dem Spezialfall von freien Quaternionen-Algebren, also Clifford-Algebren zu freien,
nichtsinguldren quadratischen Moduln von Rang 2: Ich werde zeigen, dass fiir den
Zentralisator von Cy(F,q) in C(F,q) und die Zentren von C(E,q) und Cy(E,q) die
folgenden Identitéten gelten:

Zeo,g)Co(E,q) = Z(Co(E,q)) = Co(E,q) und Z(C(E,q)) = R.

Zudem werde ich beweisen, dass die Algebra C(FE,q) in diesem Fall separabel ist.
Fiir entsprechende Verallgemeinerungen auf den Fall beliebiger endlich erzeugter,
projektiver, nichtsingularer quadratischer Moduln ist jedoch einiges an Theorie auf-
zubauen. Von besonderer Bedeutung ist hierbei die Analyse des Zentralisators von
Co(E,q) in C(E,q) — der sogenannten Arf-Algebra A(FE,q). Dazu werde ich eine
Konjugation auf A(E, q) definieren und Eigenschaften gewisser spezieller Elemente
(siehe [4]) in der Arf-Algebra untersuchen. Existieren solche Elemente in A(E, q), so
lassen sich die Zentren der Clifford-Algebra C(E, q) und deren Teilalgebra Cy(E, q)
bestimmen. Mithilfe skalierter quadratischer Formen kann ein Zusammenhang zwi-
schen dem graduierten Tensorprodukt von Clifford-Algebren und dem iiblichen Ten-
sorprodukt hergestellt werden. Nimmt die Rangfunktion eines endlich erzeugten,
projektiven, nichtsinguldren quadratischen R-Moduls nur gerade Werte an, so wer-
de ich zeigen, dass in diesem Fall die Clifford-Algebra C'(E, q) zentral und separabel
ist. Im Fall ungeraden Ranges werde ich ein analoges Ergebnis fiir die Teilalgebra
Co(FE, q) beweisen. Zum Abschluss dieses Kapitels werde ich noch auf gewisse wei-
terfithrende Resultate aus [4] sowie die in [9] ausgefiihrte Verallgemeinerung fiir den
Fall ungeraden Ranges auf sogenannte semirequlire (und nicht notwendig nichtsin-
gulire) quadratische Moduln hinweisen.

Im dritten und letzten Kapitel meiner Arbeit werde ich gesondert projektive qua-
dratische Moduln von konstantem Rang 2 betrachten. Ich werde Cy(F, ¢) mit einer
eindeutigen Standard-Involution versehen und zeigen, dass der quadratische Modul
E in diesem Fall von Typ Co(E, q) ist: E kann also als projektiver Cy(E, q)-Modul
von Rang 1 aufgefasst werden, sodass fiir alle y € Cy(F,q), = € E die Gleichung

q(yx) = n(y)q(z)

erfiillt ist, wobei n die durch die eindeutig bestimmte Standardinvolution auf Cy(E, q)
festgelegte Norm sei. Im Zusammenhang zum vorangegangenen Kapitel mochte ich
hier — als Verallgemeinerung der freien Quaternionen-Algebren — auch verschriankten
Produkten projektiver quadratischer R-Moduln von Rang 2 einen Abschnitt widmen.
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Weiters werde ich Similaritdten von quadratischen R-Moduln untersuchen sowie Ra-
dikal und Kern eines quadratischen Moduls definieren. Der darauffolgende Abschnitt
behandelt ein grundlegendes Resultat iiber die Komposition von primitiven, projek-
tiven quadratischen Moduln von konstantem Rang 2, welches einen Zusammenhang
zwischen Kompositionsabbildungen und Homomorphismen von R-Algebren zeigt:
Es besagt, dass es zu einer beliebigen Kompositionsabbildung v : Fy X EFy — E, wo-
bei E1, Fo, E primitive, projektive quadratische R-Moduln von konstantem Rang 2
seien, eindeutig bestimmte Homomorphismen n; : Co(E;, q;) — Co(E,q) (i = 1,2)
von R-Algebren gibt, sodass fir alle y; € Co(E;, i), x; € E; (i = 1,2) gilt:

v(y1w1, y2x2) = m(y1)n2(y2)v (@1, v2).
Weiters werde ich die Existenz und Eindeutigkeit der Komposition beweisen. Zuletzt
werde ich zeigen, dass die Isomorphieklassen primitiver, projektiver quadratischer
Moduln von Rang 2, die von vorgegebenem Typ A sind, beziiglich entsprechender
Komposition eine abelsche Gruppe bilden.
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TERMINOLOGIE

Die in dieser Arbeit betrachteten Ringe R seien stets kommutativ und besitzen ein
FEinselement 1. Die multplikative Gruppe der Einheiten in R sei bezeichnet mit R*.
Séamtliche Moduln seien unitdre Links-Moduln, Algebren seien assoziative Links-
Algebren mit Eins.

Ein R-Modul heifit treu, falls = 0 das einzige Element in R ist, sodass rx = 0 fiir
alle © € F gilt. Der Annihilator von x € E ist definiert durch Anng(z) :=={r € R |
rr = 0}. Es ist also ' genau dann treu, wenn Anng(E) := (,cp Anng(z) = {0}
gilt. Ist A eine R-Algebra, so bezeichnet man A als treu, falls A als Modul iiber R
treu ist; dies ist dquivalent dazu, dass die durch i : r — 714 definierte Abbildung
von R ins Zentrum Zen(A) von A injektiv ist. Falls ¢ auch surjektiv ist, nennt man
A eine zentrale R-Algebra.

Ist ¢ : E — R eine quadratische Form auf einem R-Modul E, so sei b die zugehorige
symmetrische Bilinearfom, welche durch

b(x,y) = qlz+y) —qx) — q(y)
gegeben ist (fiir z, y € E). Sind Ey, Es, ..., E, Untermoduln von E, so bezeichnet
man F als die orthogonale Summe von Ei, Fs, ..., E,, falls F die direkte Summe
der E; (i =1,2,...,n) ist und die Untermoduln E; beziiglich b paarweise orthogonal
sind; wir schreiben dann F = E1 1 FE> 1 ... LE,.
Bezeichnet Hompg(E, R) die Menge der R-Modul-Homomorphismen, so bildet diese
beziiglich komponentenweiser Addition eine abelsche Gruppe. Durch die Zuordnung
x +— b(x, .) erhalten wir einen R-Modul-Homomorphismus bg : E — Hompg(E, R).
Die Bilinearform b heifit nichtsinguldr, falls bg ein Isomorphismus ist. Wir nennen
einen quadratischen R-Modul (F, q) nichtsingulér, falls die zu ¢ assoziierte Bilinear-
form b nichtsingulér ist. Ist E frei von endlichem Rang, so ist die Gram-Matriz von
b beziiglich der Basis {e1,ez,...,e,} definiert durch B := (b(e;, ¢;)7',—;). Ein freier
quadratischer R-Modul (E, q) ist genau dann nichtsinguldr, wenn die Determinante
der Gram-Matrix invertierber ist.
Ein quadratischer R-Modul heifit primitiv, falls der von ¢(F) erzeugte R-Modul
Rq(FE) =< q(z) | ¢ € E >k mit R iibereinstimmt.
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1. GRUNDLAGEN zU CLIFFORD-ALGEBREN

1.1. Konstruktion und Eindeutigkeit.

Sei (E, q) ein quadratischer Modul iiber einem kommutativen Ring R mit Eins.

Definition 1.1. Eine Clifford-Algebra zu (E,q) ist eine R-Algebra C' gemeinsam
mit einem R-Modul-Homomorphismus v : E — C mit

Uz)? = q(z) - 1c
fiir alle x € E derart, dass die folgende universelle Eigenschaft erfillt ist: Zu jedem
R-Modul-Homomorphismus o : E — A in eine R-Algebra A mit a(z)? = q(z) - 14
fiir alle x € E existiert genau ein R-Algebren-Homomorphismus & : C — A, sodass
aoL =« git.

Die universelle Eigenschaft der Clifford-Algebra C(F,q) besagt also, dass es fiir
jede R-Algebra A und jeden R-Modul-Homomorphismus o : E — A, der a(z)? =
q(x)-14 fiir alle z € E erfiillt, genau einen R-Algebren-Homomorphismus & : C — A
gibt, sodass das folgende Diagramm kommutiert:

E—‘>C

N
Y

A

Fiir jeden R-Modul-Homomorphismus « : E — A in eine R-Algebra A mit a(z)? =
q(z) - 14 fir alle z € E folgt aus der Definition der zur quadratischen Form ¢
assoziierten symmetrischen Bilinearform b, automatisch auch:

2

a(z)ay) + a(y)a(e) = oz +y)* - a(2)’ - a(y)* =

=(qz+y) —a(@) —q(y)) - 1a =b(z,y) - 14
fir alle z,y € E.
Wir werden zeigen, dass jeder quadratische R-Modul (F, q) eine Clifford-Algebra
besitzt. Diese ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt:

Lemma 1.1. Seien (C, 1) und (C',!") zwei Clifford-Algebren zu (E,q). Dann gibt es
genau einen R-Algebren-Isomorphismus ¢ : C' — C' mit / = @ o, also derart, dass
das folgende Diagramm kommutiert:

Cl

Beweis. Aus der universellen Eigenschaft von (C,¢) folgt, dass es genau einen Ho-
momorphismus von R-Algebren ¢ : C — C’ mit ¢ ot = ¢/ gibt. Ebenso ergibt sich
aus der universellen Eigenschaft von (C, ') die Existenz eines eindeutig bestimmten
R-Algebren-Homomorphismus ¢ : ¢/ — C mit ¢ ot = ¢.

Es gilt daher: ¢ = 1) ot/ = 1) o por. Nach Definition gibt es genau einen R-Algebren-
Homomorphismus y : C — C mit x ot = ¢. Da die identische Abbildung Id¢ diese
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Identitét erfiillt, folgt x = 1 o ¢ = Idec. Analog folgt aus i/ = por = oo/, dass
po1h = Ide. ¢ und ¥ sind also zueinander inverse Isomorphismen. U

Definition 1.2. Die Tensorpotenzen 1" E,r € N, sind induktiv definiert durch:
T°E:=R, T'E:=E, T :=T"@pE firr>1.
Die Familie aller T"E wird zusammengefasst zum R-Modul
TE :=TE.
r>0

Die Elemente aus TE sind also Folgen (zo, 21, 22, ...) mit 2, € T"E, sodass nur
endlich viele Folgenglieder ungleich 0 sind.

Wir wollen nun eine Multiplikation auf T E definieren, die T'F zu einer R-Algebra
— der sogenannten Tensoralgebra von E —macht. Sei {e;};cs ein Erzeugendensystem
von E. Fiir r € N,r > 1 bilden alle e;, ®e;, ®- - -®e;, mit i, € Sfirallel <k <rein
Erzeugendensystem von T"E. Zur einfacheren Notation schreiben wir im folgenden

[€iys Ciny---€i ] 1= €1 R, @+ R e,

und 1 € T°E = R schreiben wir als []. Offenbar erzeugen alle [e;,, €5, ,. .. e;,] mit
beliebigem r > 0 den R-Modul TE.

Lemma 1.2. Es gibt auf TE eine Struktur als R-Algebra, so dass

(€15 €ins - €ir (€515 €jas - €] = [€i1, €iny- v €irs €y €hgy ... €] (k)
fir alle r;s € N und alle Indizes i, € S (k€ {1,...,r}, L € {1,...,s}) gilt. TE
hat die folgende universelle Figenschaft:
Ist a: E — A ein R-Modul-Homomorphismus in eine R-Algebra A, so existiert ein
eindeutig bestimmter R-Algebren-Homomorphismus ¢ : TE — A mit p(z) = a(z)
fiir allex € E=T'E C TE.

Beweis. Die Multiplikation auf T'E sei die lineare Fortsetzung von (x), also die ein-
deutig bestimmte bilineare Abbildung TE x TE — TE, (z2,2') — 22/, die auf dem
gegebenen Erzeugendensystem durch (%) gegeben ist. Diese Verkniipfung ist asso-

ziativ, denn fiir drei Elemente des Erzeugendensystems z; = [e;,, €y, ...€;.],22 =
[ejl,ejQ, RN ejs], 23 = [6k1,6k2, e ekt] gilt:
(2122)2’3 = ([eil,eiz, <€ €51,€5py 0 n s ejs])[ekl,ekQ, ‘e ekt] =
= [eil,eiz, <€y €51, €hoy e €y €Ly Chgy et .ekt] =
= [eil,eiz, N €ir”ej1vej2a c e €y €1y Chgy e et ekt] = 21(2223).

Das Eins-Element ist gegeben durch []|. Damit wird T'E zu einer (assoziativen) R-
Algebra (mit Eins).
Ist @« : E — A ein R-Modul-Homomorphismus in eine R-Algebra A, so definiere
¢ :TE — A durch

o(leir, ey, - - - €,]) = aleq )ales) . .. afe;,)
fiir r > 1 und ¢([]) := 14. Fiir zwei Elemente z1, 20 € TE des Erzeugendensystems
gilt dann:

p(z122) = ¢([eiy, €3, - - - €5, €j1s€jas - € W) =
= afe)alen)ale, )ale )ales)ale;,) =
= @(leir; i - ei)p(les €4a, - - €5.]) = (21)p(22)-

@ ist also ein R-Algebren-Homomorphismus. Fiir alle i € S gilt: ¢(e;) = ¢([ei]) =
a(e;) und da {e;};cs ein Erzeugendensystem von E ist, folgt, dass p(z) = a(z
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fir alle € E. Da TE als R-Algebra von E = T'E C TE erzeugt wird, ist der
R-Algebren-Homomorphismus ¢ dadurch eindeutig bestimmt. O

Die Tensoralgebra T'E ist durch die universelle Eigenschaft bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt:

Lemma 1.3. Sei B eine weitere R-Algebra, die obige universelle Figenschaft erfiillt,
und seien i : E — TFE und j : E — B die jeweiligen Einbettungen von E in TE
bzw. B. Dann gibt es genau einen R-Algebren-Isomorphismus ¢ : TE — B mit
o(i(z)) = j(z) fir allex € E.

Beweis. Aus der universellen Eigenschaft von TE folgt, dass es einen eindeutig be-
stimmten R-Algebren-Homomorphismus ¢ : TE — B mit ¢(i(z)) = j(x) fiir alle
x € F gibt. Ebenso folgt aus der universellen Eigenschaft von B, dass es einen eindeu-
tig bestimmten R-Algebren-Homomorphismus ¢ : B — TE mit ¢ (j(x)) = i(z) fir
alle z € E gibt. Es gilt nun fir oy : TE — TE, dass o p(i(z)) = ¢ (j(x)) = i(x)
fir alle x € E. Da auch Idrg dies erfiillt, folgt aus der universellen Eigenschaft
von TE, dass ¢ o ¢ = Idrg. Analog erhélt man ¢ o ¢ = Idp. ¢ und ¢ sind also
zueinander inverse Isomorphismen. O

Nun haben wir sdmtliche Vorbereitungen getroffen, um zu beliebigen quadrati-
schen R-Moduln eine Clifford-Algebra zu konstruieren.

Satz 1.4. Sei (E,q) ein quadratischer R-Modul und sei i die Einbettung E — TE.
Es sei J(q) das zweiseitige Ideal in TE, das von allen i(x)? — q(z)[] mit x € E
erzeugt wird und w: TE — TE/J(q) der kanonische Homomorphismus. Setzt man

C(E,q):=TE/J(q), t:=moi:E — C(E,q),
so ist (C(E.q),t) eine Clifford-Algebra zu (E,q).
Beweis. Nach Konstruktion gilt:
Uo)® =i(2)* + J(q) = q(@)[] + J(q) firallex € E,

es stimmt also ¢(x)? mit der Restklasse von ¢(x)[] in C(E, q) iiberein.

Es bleibt die universelle Eigenschaft von Clifford-Algebren zu iiberpriifen. Sei also
a: E — A ein R-Modul-Homomorphismus in einen R-Modul A mit a(z)? = q(z)14
fir alle x € E. Wegen der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra TFE, gibt es
genau einen R-Algebren-Homomorphismus ¢ : TE — A mit ¢(i(z)) = a(x) fiir alle
x € E. Es gilt:

o(i(z)? — q(z)[]) = a(2)* —q(x)1a =0 firallex € E.
Das Ideal J(q) liegt also im Kern von ¢. Sei ¢ : C(E,q) — A der induzierte R-
Algebren-Homomorphismus, der gegeben ist durch
@ i(z) + J(q) = o(i(z)) = a(x).
Es gilt insbesondere ¢(i(z)) = a(x) fir alle x € E, also ¢ o1 = «. Da TFE als
Algebra von i(E) und somit C(E, q) von ((F) erzeugt wird, ist ¢ dadurch eindeutig
bestimmt. 0
Beispiele:
(1) Ist E = {0}, so ist ¢ = 0 die einzige quadratische Form ¢ : E — R. Nach

obigem Satz ist C(F,q) := TE/J(¢) = R/{0} = R gemeinsam mit der
Nullabbildung E — R eine Clifford-Algebra.
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(2) Ist E ein freier R-Modul von Rang 1, ¢ eine quadratische Form auf E und
{e} eine Basis von E, so ist die Tensoralgebra gegeben durch TE = R[X],
die Inklusionsabbildung i : E — TFE durch e — X und das Ideal J(q)
durch J(q) =< i(z)? — q(@)[] | # € E >pr=< X? — q(e) >g. Daher ist
C(E,q) = R[X]/(X? — q(e)) gemeinsam mit dem durch re — rX + (X2 —
q(e)) gegebenen Homomorphismus £ — C(E, ¢) von R-Moduln eine Clifford-
Algebra zu (FE,q). Ist a : E — A ein R-Modul-Homomorphismus in eine
R-Algebra A, der a(r)? = g(x)14 fiir alle x € E erfiillt, so ist der eindeutige
Homomorphismus & : C(E,q) — A gegeben durch ro+71 X + (X2 —q(e)) —
rola + riae).

1.2. Erzeugende.

Lemma 1.5. Sei (E,q) ein quadratischer R-Modul und {e;}ics ein Erzeugenden-
system von E. Ist die Indexmenge S linear geordnet, so wird C(E,q) als R-Modul
von log,g = [+ J(q) und allen Produkten t(e;,)i(es,) ... t(e;,) mit r > 0 und
i1 <ig < -+ < i, aufgespannt.

Beweis. Die Clifford-Algebra C(FE, q) wird nach Konstruktion als R-Modul von allen
Produkten v(e;, )e(es,) ... t(e;,) mit » > 0 und i € S fir 1 < k < r erzeugt, wobei
wir 1o(g,q) als Produkt der Lénge r = 0 betrachten. Wir nennen diese Produkte im
Folgenden Standardprodukte.

Behauptung: Jedes Standardprodukt ¢(e;, )i(es,) - - - t(e;, ) ist eine Linearkombination
von Produkten (ej, )e(ej,) ... t(ej,) mit s < r, {j1,J2,...4s} C {i1,%2,...%,} und
J1 < ja < --- < js — sogenannten zuldssigen Standardprodukten.

Beweis mittels Induktion iiber die Lénge r der Produkte: Fiir r = 0 und r =
1 ist die Behauptung trivial. Sei nun r > 1 und z := u(e; )e(eiy) ... t(e;,.). Aus
der Induktionsannahme folgt, dass ¢(e;j,)e(ess) ... t(e;,) eine Linearkombination von
zuléissigen Standardprodukten ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man
daher annehmen, dass io < i3 < --- < 4,. Gilt nun i1 < 9, so ist z selbst bereits ein
zuldssiges Standardprodukt. Ist i1 = 9, so folgt:

z=uleq)’tle) . - ules,) = qleq )ules) - u(es,)

und z ist also ein Vielfaches des zuldssigen Standardproduktes ¢(e;,)e(ei,) - .. t(e;, ).
Ist 41 > i9, so gilt:

z = (e )uei)ilei) ... e,) =

= by(eiy, eiy)e(eis) - vlei,) — vlei)e(eiy)elei) - vlei,). (%)
Der erste Summand ist ein Vielfaches eines zuldssigen Standardproduktes. Fiir den
zweiten Summand folgt aus der Induktionsannahme, dass ¢(e;, )i(esy) ... t(e;,) eine
Linearkombination von Produkten ¢(ej, )e(ej,) . .. t(ej,) mit s <r—1, {j1,52,...js} C
{i1,13,...9,} und j; < jo < -+ < js ist. Wegen i; > i und der Annahme, dass
19 < i3 < -+ < i, erfiillt ist, gilt: jp > ig fiir alle 1 < k < s, k # 2. Also sind die
Produkte t(e;,)i(ej,)i(ej,) - - - t(ej,) zuldssig und somit ist auch der erste Summand
von z in (%) eine Linearkombination von zuldssigen Standardprodukten. O

Beispiel: Sei (E,q) ein freier quadratischer R-Modul mit Basis {x1,z2}, sodass
q(z1) = q(x2) = 0 und b(z1, x2) = 1g. Eine solche Basis nennt man hyperbolische Ba-
sis, den R-Modul E bezeichnet man dann als hyperbolische Ebene. Es sei (C'(E,q),t)
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eine Clifford-Algebra zu (E, q). Fiir x = ryz1 + roxe € E gilt offenbar:

q(x) = q(rizy + rowa) = b(rizy, rox2) + q(r121) + q(r222) = 1172 - 1R + 0 = 179
Wir betrachten nun die folgende Abbildung:

a: E — My(R), xzr1x1+r2x2»—><f 7;]1)
2

« ist ein R-Modul-Homomorphismus und es gilt fiir alle x = rix1 + roxo € E:

2
9o (0 ri\"_ (rir2 0\ _ 1 0\ '
al@)” = (7‘2 0) —( 0 r1r2> - (0 1> = (@) - Lar()-

Wegen der universellen Eigenschaft der Clifford-Algebra existiert daher ein eindeu-
tiger R-Algebren-Homomorphismus @ : C(E,q) — Ma(R), sodass @ ot = «a. Als
R-Modul wird C(E,q) nach obigem Lemma von der Menge {l¢(gq),t(71), t(22),
1(r1)t(z2)} aufgespannt. Fiir beliebiges 2 = 101 (g q)+7r16(21) +r2e(w2) +r3e(w1)e(22)
€ C(E,q) gilt:

a(z) =10 Lagy(ry + ria(z1) + roo(z2) + rsa(@r)a(zs) =
S G R U ) R G R (R R G ]
Es ist die Menge
{a(lom,g)), a(uw1)), a(u(w2)), a(e(w1)(@2

0 6 0) (o) 0)}

linear unabhéngig in Ma(R). Es miissen daher auch 1o(g q), t(z1), t(22), t(z1)e(22)
linear unabhéngig sein und bilden somit eine Basis von C(E, ¢) als R-Modul. Damit
ist aber auch klar, dass @ ein Isomorphismus ist und daher C'(F, q)=Ma(R).

Bemerkung: Ist E # 0 ein freier R-Modul mit endlicher Basis {e1,e2,...€e,}, so
wird C(F, q) als R-Modul von
{1C(E7q), vleg)i(eiy) . ot(e):1<r<n, 1<i;<ig<---<ip < n}

aufgespannt. Wir werden zeigen, dass dies dann sogar eine Basis von C(F,q) ist.
Die Clifford-Algebra zu einem freien quadratischen R-Modul von endlichem Rang
ist also wieder ein freier R-Modul und es gilt: rgr(C(E, q)) = 2™.

1.3. Involutionen von C(E,q).

Seid: (E,q) — (E',q) ein R-Modul-Homomorphismus zwischen zwei quadratischen
R-Moduln, sodass ¢/(§(x)) = q(z) fiir alle z € E gilt und seien (C,¢), (C’, ') Clifford-
Algebren zu (E, q) bzw. (E’,¢). Fiir den R-Modul-Homomorphismus /06 : E — C’
in die R-Algebra C’ gilt:

(V0 d)(z)* =1 (0(x)? = ¢ (6(x) e = q(z)ler  firallex € E.

Daher folgt aus der universellen Eigenschaft der Clifford-Algebra C' = C(F, q), dass
es einen eindeutig bestimmten R-Algebren-Homomorphismus C(d) : C — C’ mit
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C(§) o1t =1 04 gibt. Man betrachte hierzu das folgende kommutative Diagramm:
E——=C

6l C(6)
\

E —>C
L

Sei &' : (E',q") — (E",q") ein weiterer R-Modul-Homomorphismus, der die quadrati-
schen Formen respektiert, fiir den also ¢”(¢'(z)) = ¢/(z) fiir alle x € E' gilt. (C",.")
sei die (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte) Clifford-Algebra zu (E”,q"”). Wie
oben erhalten wir einen R-Algebren-Homomorphismus C(¢') : ¢/ — C” mit C(¢') o
(' =" 0¢’. Das Diagramm

E—“s>(C
(5i C(8)
, v
E' LA C/
6’i c(d)
v
E// O//
kommutiert somit und es gilt also: C'(8")oC(d)or = " 0d’0d. Wegen der Eindeutigkeit
des R-Algebren-Homomorphismus C'(§' 00) : C' — C” mit C(6' o) or=1"0 (8 00)
folgt: C(0' 0 §) = C(0") o C(6). Ist ¢ ein R-Modul-Isomorphismus, so ist C(d) ein
R-Algebren-Isomorphismus.

Definition 1.3. Als Involution auf einer R-Algebra A bezeichnen wir einen Homo-
morphismus oder Anti-Homomorphismus p : A — A von R-Algebren, der p? = ida
erfillt.

Ist nun (E,q) = (E',¢') und § = —idg, so erhalten wir nach Obigem einen
eindeutigen R-Algebren-Isomorphismus o auf C(FE,q) mit 0 o1 =10 (—idg), also
(1) o(t(x)) =—u(x) firallexeFE

und da C(E, q) als Algebra iiber R von (E) erzeugt wird, gilt daher 0 = idc (g g,
o ist also eine Involution auf C'(E, q).
Das Beispiel aus Abschnitt 1.2 lasst sich nun folgendermaflen verallgemeinern:

Lemma 1.6. Sei (E,q) ein endlich erzeugter, projektiver quadratischer R-Modul,
fiir den es eine orthogonale Zerlequng E = FE11 FEy gibt, sodass Fq eine hyperbolische
Ebene ist. Dann gibt es einen R-Algebren-Isomorphismus C(E,q)=Ms(C(E2,q2)).

Beweis. Sei (C(E,q),t) eine Clifford-Algebra zu (E,q) und (C(E2,¢q2),t2) eine
Clifford-Algebra zu (E2,q2 = q|g,). Weiters sei {z1,x2} eine hyperbolische Basis
von Fp. Wir betrachten die folgende Abbildung:

a: E = My(C(Es, q2)), © =121 + raxs +y — ( 12(y) - lc(Ez,q2)>

72 1o(Bs,40) —t2(y)

flir r1, ro € R, y € FEy. Offenbar ist a ein R-Modul-Homomorphismus und wegen
b(rixzy + roxa,y) = 0 gilt fiir alle z = rixy + roxs +y € By LEs:

2
a(z)® = ( ) e 1C(E27q2)> =

72 1o(Bs,a0) —t2(y)
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_ (@i lom.g)  rie(y) - rie(y) _
rot2(y) — rata(y) 2 (Y)® + 71172 - 1o(g0)
= (rir2 + 2(1)%)  Ian(C(Eap)) = (@(ri@s + r2x2) + @) - Lan(C (o) =
=q(z) - Lty (C(Bag2))-

Es gibt daher einen eindeutigen R-Algebren-Homomorphismus & : C(FE,q) —
MQ(C(EQ, QQ)) mit @ot = a.

Andererseits gibt es einen eindeutigen R-Algebren-Homomorphismus j : C(FE2, g2) —
C(E,q) mit jo iy =t|p,.

By —2 O(B, q2)

NG

C(E,q)
Fiir y € F»s gilt dann:

dOjOLz(y)Zdw(y)za(y)=< 0

Ist 0 := C(—1dg,) wie in (1), so gilt:

. L 0
aojouy(y) = (2(1/) J(L2(y))> .
Als R-Algebra wird C(Es, g2) von allen t5(y) mit y € Es erzeugt und wir erhalten

daher fiir alle zo € C(E3, q2):
_ . z 0
aoj(z2) = <O2 U(Z2)>.

Ist {z1,x9,..., 2} ein Erzeugendensystem von E, so wird C'(E, ¢q) als R-Modul von
lo(p,q und allen Produkten v(z;, )i(zi,) - .. t(z;,) mit £ >0, 1 < iy <idg < -+ <
i, < m erzeugt. Daher gilt:

C(E,q) = j(C(E2,q2)) + t(z1)j(C(F2, g2))+

+u(22)§(C(E2,q2)) + t(x1)1(22)(C(E2, q2))-
Ist nun z € C(E, q) beliebig, so ldsst sich z schreiben als z = j(22,0) + ¢t(x1)j(22,1) +
L(x2)j(z2,2) + t(z1)e(z2)j(22,3) mit z9; € C(Ea, o) fir i € {0,1,2,3} und es gilt:

_ (220 0 0 1C(E ,q2) 22,1 0
a(z) = < 0 a(z270)> + <O 02 ’ 0 o(z21) +

+< 0 0> <22,2 0 >+<0 1C(E2,q2)> ( 0 0) (zm 0 > _
1C(E2,q2) 0 0 0'(22,2) 0 0 1C(E2,q2) 0 0 0'(2’273)
_ (22,0 + 223 0(22,1)>

222 o (22,0)
Da o ein Isomorphismus ist, ist & offensichtlich surjektiv und auch injektiv, also ein
Isomorphismus C(E, q) — Ma(C(Es2, q2)). O

Definition 1.4. Sei (C,+,-) eine R-Algebra. Dann bezeichnet (C°P, 4, %) die ent-
gegengesetzte R-Algebra, welche als Gruppe mit (C,+) dbereinstimmt, deren Multi-
plikation * jedoch durch

Z1 %29 = 29221
fiir z1, zo € C definiert ist.



16 Grundlagen zu Clifford-Algebren

Ist (C,¢) eine Clifford-Algebra zu einem quadratischen R-Modul (FE, ¢q), so kann
man die Struktur-Abbildung ¢ : F — C(FE, q) auch als R-Modul-Homomorphismus
i:E — C(E,q)° auffassen. Es gilt dann:

(2)? = i(x) * i(z) = q(z) - Lom.ger
fiir alle x € E. Aus der universellen Eigenschaft der Clifford-Algebra C(F,q) folgt

daher, dass es einen eindeutigen R-Algebren-Homomorphismus 7 : C(F,q) —
C(E,q) mit 7(v(x)) = i(z) = ¢(x) fiir alle z € E gibt.

E—'%C(E,q)

t Y
C(E,q)”

eS|

asst man 7 als Abbildung von C(FE, q) in sich selbst auf, so erhélt man: 7(z129) =
7(22)7(21) fiir alle 21,20 € C(E,q). Da 72 ein R-Algebren-Homomorphismus mit

2((z)) = o() fir alle € F ist, muss 72 = Idc(g,q) gelten und 7 ist daher eine
Anti-)Involution von C(E, q).

\]

—

1.4. Graduierung.

Definition 1.5. Sei A eine R-Algebra. Eine 7./27-Graduierung auf A ist eine Zer-
legung A = Ay ® Ay als direkte Summe zweier R-Untermoduln, sodass 14 € Ag und
A; - Aj C Aiqj gilt, wobei wir i, j € {0, 1} als Restklassen in Z/27 betrachten. Gibt
es eine solche Zerlegung, so nennt man die Algebra A auch modulo 2 graduiert.
Die Elemente in A;, i = 0, 1, heiffen homogen vom Grad i. Sind A = Ag & A
und B = By ® By zwei Z/27-graduierte R-Algebren, so heif§t eine Abbildung o :
A — B ein Homomorphismus von graduierten R-Algebren, falls o ein R-Algebren-
Homomorphismus ist und a(A;) C B; firi =0, 1 gilt.

Fiir eine Z/27Z-graduierte R-Algebra A = Ay® A; gilt also insbesondere A; - A; C
Ag. Fiir den R-Untermodul Ag hingegen gilt: 14 € Ag und Ag - Ag C Ag; also ist Ag
eine Unteralgebra von A.

Sei nun I ein zweiseitiges Ideal von A. Ist I = Ip® 11 mit Iy = INAgund [ = INA;,
so gilt: A/I=Ay/1y & A1/I;. Wir setzen S; := A;/I; fiir i = 0, 1 und erhalten eine
Zerlegung A/I = Sy + S; mit S; - S; C Siyj (i, j mod2). Daher ist A/I wieder
7./ 27-graduiert.

Die Tensoralgebra T'E des R-Moduls F wird durch

sz@ﬂquJE:@ﬂmE
r>0 r>0

zu einer Z/27-graduierten Algebra: T'Ey und T'E; sind R-Untermoduln von TE und
es gilt: TE = TEy ® TE, mit 17p =[] € TEy. Wegen T"E - TSE C T"5E fiir alle
r, s > 0 folgt auch TE; - TE; C TE;4; (i, j mod2).

Ist nun (E, q) ein quadratischer R-Modul und C(E,q) = TE/J(q) die in Kapitel 1.1
konstruierte Clifford-Algebra zu E, wobei J(q) das von den Elementen 22— ¢(z)17g
mit € F erzeugte zweiseitige Ideal ist. Alle erzeugenden Elemente von J(gq) gehoren
zu TEy und es gilt: J(q) = J(q)o @ J(g)1 mit J(q); = J(¢) N TE; fiir i = 0, 1. Nach
Obigem erhalten wir daher eine Z/2Z-Graduierung

C’(E,q) = TE/J(q) = CQ(E,(]) D Cl(E, q)
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wit Ci(E, q) = TE;/J(q)i (i = 0,1).

Ist {e;}ics ein Erzeugendensystem von E, so wird Cy(FE, ¢) nach Lemma 1.5 als R-
Modul von allen Produkten ¢(e;, )i(e;,) ... t(e;,) mit 4 < ig < --- < i, und r gerade
erzeugt; C1(E,q) wird als R-Modul von allen solchen Produkten mir r ungerade
erzeugt. Co(E, q) ist eine Unteralgebra von C(F, q) und wird als solche von 1¢(g q)
und allen ¢(e;)e(ej) mit i < j erzeugt.

Beispiele:

(1) Sei (E, q) die hyperbolische Ebene und {1, x2} eine hyperbolische Basis von

(2)

M5 (C(E, 2))o = { (ZO 2)
M3(C(E2, q2))1 := { <ZO 2)

E. Wir haben bereits frither gezeigt, dass in diesem Fall C(F, ¢)=Ms(R) gilt.
Auf C(FE, q) haben wir die Graduierung C(FE, q) = Cyo(F, q)BC1(E, q), wobei
die Summanden durch
Co(E, q) = {rolc(m,qg) + rsi(z1)e(x2)| ro, 73 € R},
C1(E, q) = {ri(x1) + rau(x2)| r1,72 € R}

gegeben sind. Wir wollen nun eine entsprechende Graduierung auf Ms(R)
finden. Dazu definieren wir

Ms(R)o = {7“0 <(1) (1)> +73 ((1) 8)
s@= () )+ () ) |rumae )

Es sind Ms(R)o und M2(R); Untermoduln von My (R) mit Ma(R) = Ma(R)o
@ M>(R); und es gilt: lMg(R) € Ms(R)p und
Ms(R)o - Ma(R)o C Ma(R)o, Ma(R)o- M2(R)1 C Ma(R)1,
MQ(R)l ~M2(R)0 C MQ(R)l, sowie MQ(R)l . MQ(R)l C MQ(R)().
Wir erhalten somit eine Z/2Z-Zerlegung auf Ma(R). Nach Konstruktion gilt
fiir den Isomorphismus & aus Abschnitt 1.2:
a(Ci(E,q)) = My(R);

fiir ¢ = 0, 1. & ist also ein graduierter R-Algebren-Isomorphismus.

Sei nun (E, q) ein endlich erzeugter projektiver quadratischer R-Modul, fiir
den es eine orthogonale Zerlegung £ = Fq 1 FE5 gibt, sodass F; eine hyper-
bolische Ebene ist. Wir definieren nun:

20,23 € Co(E2,q2), 21,22 € CI(E27Q2)}7

To,T3 € R},

22

I 20,23 € C1(E2,q2), 21,22 € Co(Ez’CD)}'

Dadurch erhalten wir eine Z/2Z-Graduierung auf My(C(Es, g2)):

Es sind M3(C(Es, g2))o und Ma(C(Ez2,g2))1 Untermoduln von My (C(Es, g2))
und es gilt My(C(E2,q2)) = Ma(C(E2,q2))0 @ M2(C(E27Q2)/)17 /SOWie
LMy (C(Bage)) € M2(C(E2,q2))o. Sind Z = (2 2 , 2 = (’;Z 2) €
M(C(E2,q2)), so sind 2o, 23, 2, 235 € Co(E2,q2), 21,22, 21,25 € C1(E2,q2)
und daher zpz), 2125, 2221, 2325 € Co(E2,q2) und zoz}, 2124, 222(, 2325 €
C1(F2, q2); es gilt somit

/ / / ’
1 _ [#0z t 212y Zoz + 2173
47 = (ZQZ(I) + z32h 2924 + 2324 € Ma(C(E2, g2))o-
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Wir erhalten also My(C(Es2,q2))o - Ma(C(E2,q2))0 C Ma2(C(E2,q2))o und
analog auch die anderen Fille. Es gilt somit:
Ms(C(Ea, q2))i - Ma(C(Ea, q2)); C Ma(C(E2,q2))i+j (i, =0,1, i+ j mod 2).

Unter dem R-Algebren-Isomorphismus & : C(E,q) — My(C(E2,q2)) aus
dem Beweis von Lemma 1.6 entspricht diese Zerlegung von My (C(E2,q2))
gerade der Zerlegung C(E, q) = Co(E,q) ® C1(E, q).

Der R-Algebren-Homomorphismus C(¢) : C(E,q) — C(E',q’) zu einem die qua-
dratischen Formen ¢, ¢’ respektierenden R-Modul-Homomorphismus §(FE,q) —
(E',q) erfiillt fiir i =0, 1:

C(0)(Ci(E,q)) C Ci(E',q).
Daher sind insbesondere die Abbildungen o und 7 aus Abschnitt ein Automorphis-
mus und ein Anti-Automorphismus von graduierten R-Algebren. Fiir o gilt:
o(z)=2z VzeCy(E,q) und o(z)=—-2z VzeCi(E,q).
Ist 2 - 1R kein Nullteiler in R, also z # —z fiir alle z € C(E,q) mit z # O¢(g,q), S0
erhalten wir:

Co(E,q) ={z€C(E,q):0(2) =z} und C1(E,q) ={2z € C(E,q) : 0(z) = —z}.

1.5. Das graduierte Tensorprodukt.

Zunichst wollen wir die Clifford-Algebra (C(F,q),t) im Falle einer orthogonalen
Zerlegung E = E1 1 E, untersuchen und zeigen, dass die Algebren-Strukturen der
(bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten) Clifford-Algebren zu E; und Es dann
bereits C'(E, q) bestimmen.

Satz 1.7. Ist (E,q) ein quadratischer R-Modul, fiir den eine orthogonale Zerlegung
E = E1 1 Es existiert, so gibt es einen Isomorphismus

¢ C(B1,4|5,)©9rC(E2, q5,)>C(E, q)
von graduierten R-Algebren.
Beweis. Seien also (C(FE1,q|g,),t1) und (C(Ea,q|g,),t2) Clifford-Algebren zu
(E1,q|E,) bzw. (E2, q|g,). Wegen der universellen Eigenschaft der Clifford-Algebren

C(Ei,q|g;), i = 0,1, existieren eindeutig bestimmte R-Algebren-Homomorphismen
gi : C(Ei,qlg,) — C(E,q), i = 0,1, sodass die folgenden Diagramme kommutieren.

By —2C(E1, qlm,) By —= C (B2, q|,)

g1 g2
e, % U By '

C(E,q) C(E.q)

Die Abbildung C(E1,q|g,) x C(E2,q|g,) = C(E,q), (21,22) = g1(21)g2(22) in-
duziert wegen der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes einen R-Modul-
Homomorphismus

¢: C(E1,qlE,) ®r C(E2,q|E,) = C(E,q), ¢(21 @ 22) = g1(21)92(22)-

Wir wollen nun eine Algebren-Multiplikation auf dem R-Modul C(FE1,q|g,) ®r
C(E2,q|E,) definieren, die ¢ zu einem R-Algebren-Homomorphismus macht. Die
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iibliche Definition (21®22)(2]®25) := (212])®(222%) fiir 21, 2] € C(E1,4q|g,), 22, 25 €
C(E2,q|E,) ist dafiir jedoch nicht geeignet, da im Allgemeinen
P((2121) ® (2223)) = g1(21)91(#1)g2(22)g2(#5)
# g1(21)92(22)91(21)92(23) = d(21 ® 22) (2] @ 23)
gilt. Ist nun 2] = 11(x1), 22 = ta(x2) fiir 1 € E1, x9 € Es, so folgt wegen b(x1, z2) =
0, dass
92(22)91(21) = g2(t2(22))g91 (1 (21)) = t(z2)e(z1) = —(21)e(22) = —g1(21)g2(22).-
Fiir beliebige z1, 21 € C(Eh, q|g,), 22, 25 € C(E2,q|g,) erhilt man daher:
g92(22)91(z1) = (1) g1(21)g2(22), falls 21 € Ci(E1,qlp,), 22 € Cj(E,q|m,).
Man erhélt dann also:
$(21 @ 22)P(21 ® 2) = (=1)7g1(21)1(21)92(22)92(25) = B((—1)7 (2121) © (2223))-
Wir definieren daher:
(21 @ 22) (21 @ 25) := (=1)"(212]) © (2225)
fiir Zi S Oi(Ela q|E1)a Z2 € CJ(EQa Q|E2) (Z?] = 07 1) Da C(E’La Q|E1) = CO(E27Q|EZ) S
Ci(Ei,q|lg,), i = 0,1, ist damit die Multiplikation fiir beliebige Elemente (z; ®
z2), (2] ®2}) € C(Er, q|g,) @r C(Ea, q|E,) gegeben. Wir bezeichnen die resultierende
R-Algebra mit
C(E1,q|B, )®rC(E2,4|B, );
diese ist wieder Z/2Z-graduiert. ¢ wird dadurch zu einem Homomorphismus
C(Ela Q‘E1)®RC(E27 Q|E2) — C(E7 q)

von graduierten R-Algebren.
Wir wollen nun zeigen, dass ¢ sogar ein Isomorphismus ist. Es gilt:

P(11(21) @ Lok, .q)p,y)) = 91(01(21)) = t|py (21) = o(z1) fiir z1 € By,
(Lo (B q5,) © t2(22)) = g2(t2(22)) = t|py (22) = v(x2) fiir 2 € Eo.
Wir definieren einen R-Modul-Homomorphismus
f+E=EiLE, — C(E1, q|p)®rC(E2, q|E,),
flx1 +x2) :=11(21) ® 1C(E2,q|E2) + 1C(E1,q|E1) ® to(xg) fiir x1 € By, x9 € Fs.

Schreiben wir 1 fiir die jeweiligen Einselemente in C(E1,¢q|g,) und C(E2,q|g,), so
gilt wegen b(z1,22) =0 fiir alle x = x; + 29 € E = E1 LEy:

f(l")2 = f(z1+ m2)2 =((r)®1+1® LQ(:UQ))Q =
= (11(21))? @1+ 1@ (12(22))? + t1(21) ® t2(x2) — t1(21) @ 12(29) =
= (q(z1) + q(22))(1®1) = q(z1 + 22)1 ® 1) = q(z)(1 @ 1).

Aus der universellen Eigenschaft der Clifford-Algebra folgt nun, dass es genau einen
R-Modul-Homomorphismus

Y :C(E,q) = C(E1,q|e,)2rC(F2,q|B,)
mit ¢ o = f gibt.

FEilEy,=F : C(E,q)

\ vw

C(E17 Q|E1)®RO(E2, Q|E2)
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Es gilt also ¢(¢(z1)) = t1(z1) ® 1 und ¥ (e(z2)) = 1 @ ta(x2). Es sind daher ¢ und ¢

zueinander inverse Isomorphismen und die Behauptung ist somit bewiesen. O

1.6. Clifford-Algebren zu freien quadratischen Moduln.

Beispiel: Sei (F,q) ein freier quadratischer R-Modul mir einem erzeugenden Ele-
ment e, also £ = Re. In Beispiel (2) aus Abschnitt 1.1 haben wir gesehen, dass die
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Clifford-Algebra zu (E, q) gegeben ist durch
C(E,q) = R[X]/(X? — q(e)) gemeinsam mit dem Homomorphismus ¢, der re € E
auf rX + (X2 —q(e)) € C(E, q) abbildet. Die Clifford-Algebra ist in diesem Fall also
ein freier R-Modul von Rang 2 und {1¢(g,q),t(e)} ist eine Basis von C(E,q) (als
R-Modul).

Wie bereits frither angekiindigt, wollen wir nun dieses Resultat auf freie R-Moduln
endlichen Ranges verallgemeinern.

Satz 1.8. Sei (E,q) ein freier quadratischer R-Modul und {ei, e, ..., e,} eine Basis
von E. Dann bilden 1¢(g q) und alle Produkte (e, )i(es,) .. 1(ei,) mit 1 <r <n und
1<y <ig <---<ip <n eine Basis von C(E,q) als R-Modul. Die Clifford-Algebra
C(E,q) ist daher ein freier R-Modul vom Rang 2"9RE.

Beweis. Produkte der obigen Form nennen wir zuléissige Standardprodukte (vgl.
Beweis von Lemma 1.5), 1¢(g ) fassen wir als Produkt der Lénge 0 auf. In Lemma
1.5 haben wir bereits gesehen, dass die Menge der zuldssigen Standardprodukte
die Clifford-Algebra C(FE,q) als R-Modul aufspannt. Es bleibt also die R-lineare
Unabhéngigkeit zu zeigen. Dazu bemerken wir zunéichst: Gibt es eine Zerlegung
E = F11 Es und ist die Behauptung fiir £; und Fs erfiillt, so gilt nach Satz 1.7 die
Isomorphie von R-Moduln

C(E,q)=C(E1,q1)LC(Es, q2)

und die Aussage folgt daher aus den entsprechenden Eigenschaften des Tensorpro-
duktes freier R-Moduln:

Sei {ej,eq,...,en} eine Basis von Ey und {e;41,...,6e,} eine Basis von Es. Da
die Behauptung fiir E; erfiillt ist, bilden alle Produkte ¢1(e;,)e1(ei,) ... t1(e;,) mit
0<r<mund1l <i <ig < --- < i < m eine Basis von C(E1,q|g,), wo-
bei ¢1 : By — C(FE1,q|g,) die Strukturabbildung sei. Ebenso bilden alle zuléssigen
Standardprodukte (bzgl. der gegebenen Basis von Es) in C'(Es, q|g,) eine Basis von
C(FE2,q|E,). Daher bildet die Menge

{ti(ei) .. ule,) @ealej)...t2(ej,) | 0<r<m, 0<s<n-—m,

1<ip < - <ip<m<ji < <js<n}
eine Basis von C(FE1,q|g,) ®r C(F2,q|E,). Wendet man den Isomorphismus ¢ aus
Satz 1.7 nun auf ein Basiselement an, so erhélt man

<Z>(L1(ei1) e Ll(eir)@)bg(ejl) e LQ(CjS)) =3g1 (Ll(eil) e Ll(eiT))QQ (Lg(ejl) e Lg(ejs)) =

=€) ... tleq)ulef) .. ley,).
Der Isomorphismus ¢ bildet also die gegebene Basis von C(E1, q|g,) ®r C(E2,q|E,)
gerade auf die Menge der zuldssigen Standardprodukte beziiglich der Basis
{e1,€2,...,e,} von E = E1 1 E5 ab und es folgt somit die Behauptung.
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Ist R ein Korper der Charakteristik # 2, so besitzt der quadratische R-Modul F
eine Orthogonalbasis, also eine Zerlegung £ = E11FEs 1 ... L E, mit E; = Re; fir
1 <4 < n. Nach obigem Beispiel gilt die Behauptung fiir alle E; (1 < i < n). Induk-
tion iiber den Rang n von E zeigt, dass die zuldssigen Standardprodukte bzgl. einer
Orthogonalbasis von E eine Basis von C(E, ¢) bilden. Ist nun {ej,es,...,e,} eine
beliebige Basis von E, so wissen wir bereits, dass die Menge der zuldssigen Standard-
produkte bzgl. dieser Basis ein Erzeugendensystem bildet. Aus Kardinalitdtsgriinden
muss dieses wieder eine Basis sein.

Sei nun R ein Integritédtsring der Charakteristik # 2. Es sei S der Quotien-
tenkorper von R und F' der freie S-Modul mit derselben Basis {ej,es,...,e,} wie
E. Wir betten nun R in S und E in F ein. Es ergibt sich folgendes Diagramm:

E F

C(E,q) —=C(F,9)

wobei die quadratische Form ¢ auf F' durch

n n
_ a;

q( bf@) = (blbz e bn)_Qq(Z b1 e bi*lbiﬁ»l e bn a; ei)
i=1 " i=1

fir a;,b; € R,b; # 0,1 < i < n gegeben ist. Betrachten wir nun das durch die
Produkte ¢(e;, )e(eiy) ... t(e;,) mit 0 <7 <nund 1 <i; <ig <--- < i, <ngegebene
Erzeugendensystem von C(F, q). Wiren diese Erzeugenden linear abhéngig iiber R,
dann wiren auch die Erzeugenden von C(F, q) linear abhingig iiber dem Kérper S;
dies steht im Widerspruch zu Obigem.

Wir wollen den Satz nun fiir einen quadratischen Modul E iiber einem beliebigen
(kommutativen) Ring (mit Eins) beweisen. Sei R ein Polynomring iiber Z (also
insbesondere ein Integritéatsring der Charakteristik 0) mit so vielen Unbestimmten,
wie R Erzeugende (als Ring) hat. Sei I der Kern des Homomorphismus R — R,
der die Unbestimmten auf die Erzeugenden abbildet. Es gilt dann also: Rié/ I; wir
bezeichnen diesen Isomorphismus mit ¢. Es sei E der freie R-Modul mit der Basis
{é1,é,...,&,} der Lénge n; es gilt also E=E/IE, wobei der Isomorphismus gegeben
ist durch ¢ : ¢; — & + IE. Die quadratische Form § auf E definieren wir derart,
dass

Q) aE) +1 =) ae)
=1 =1

fir a; € R, a; = o Ya; +I) € R gilt.

Da R ein Integritiitsring der Charakteristik # 0 ist, bilden die Produkte (¢&;, )i(é;,) . .

(6, )mit 0<r<nund1<i; <iy<---<i, <n eine Basis von (C(E, §),7) als R-

Modul. Es ist daher C(E,§)/IC(E,§) ein freier R/I-Modul mit Basis {i(é;, )i(é;,)
L&)+ ICEG) : 0<7<n1<i <ig< - < i, <n}. Wir fassen nun

C(E, (j)/IC(E, ¢) via dem Isomorphismus R ~ R/I als R-Algebra auf.

Definieren wir den R-Modul-Homomorphismus f : E — C(E, §)/IC(E, ) durch:

f(z aie;) = Z a;(i(é;) + IC(E, §))
=1

i=1
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fira; € R (i=1,...,n), so gilt:
Zazez Zaz(z(él) + IC(E, éj)))2 =
=1 =1
Za ,q)—i-IC’Eq 1+Zaza] (€:,€5)-1 (E7q)+IC(E,d))'1:
=1 =1
5
= (25%2@(51) + Z aiajb(é;, é5)) - (eg + IC(E, ) = 4D i) -1 =
ZZLJ<:]]- =1
= @ @) + D(1epg + IC(E,) Zaze, ,
i=1

wobei 1 das Einselement in C(E,§)/IC(E,q) bezelchnet. Wegen der universellen
Eigenschaft der Clifford-Algebra (C(F,q),t) gibt es daher einen eindeutigen Homo-
morphismus g : C(E, q) — C(E,§)/IC(E,§) von R-Algebren mit g(c(e;)) = f(e;) =
i(&) + IC(F, §) und es gilt fiir diesen:

g(e(ei)ilei) - - vlei,)) = i(€i,)i(eiy) - .. 1(&i,) + IC(E, ).
Diese Produkte sind nach Obigem linear unabhéngig iiber R. Daher sind auch die
Produkte ¢(e;,)t(es,) - - - t(ei,) linear unabhéngig iiber R und bilden also eine Basis
von C(E, q) als R-Modul. O

Bemerkungen:

(1) Es folgt daher fiir freie quadratische R-Moduln mit endlicher Basis {e1, e,

yen}, dass lo(pg) und u(e;) (i = 1,...,n) linear unabhéingig sind; der

Ringhomomorphismus R — C(FE, q), a + a-1¢(g,q) und auch der R-Modul-

Homomorphismus ¢ : E — C(F, q) sind also injektiv. In Zukunft werden wir

fiir freie Moduln oft R mit dem Unterring R-1¢ (g 4) von C(F,q) und E mit

dem Untermodul ¢(F) identifizieren und schreiben dann a statt a - 1o(g,q)
und z statt ¢(x).

(2) Wir haben im vorigen Kapitel bereits gesehen, dass alle Produkte
v(ei )t(€eiy) .. t(ep,) mit r > 0und 1 < iy < iy < -+ < ip < n = rygrk
mit r gerade den R-Untermodul Cy(FE, q) von C(E, q), alle solchen Produkte
mit r ungerade den R-Untermodul C1(F, ¢) aufspannen. Aus dem Satz folgt
nun, dass die beiden Erzeugendensysteme jeweils linear unabhéngig sind und
wir erhalten daher Basen fiir Cy(E, ¢) und C1(E, ¢). Die beiden Untermoduln
sind also wieder frei und es gilt:

rgrCo(E,q) = rgrC1(E, q) = 2"9RE~L,

1.7. Erweiterung der Skalare.

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dass Clifford-Algebren zu freien quadrati-
schen R-Moduln von endlichem Rang wieder (als R-Modul) frei und von endlichem
Rang sind. Dies wird fiir die Analyse der Struktur sehr niitzlich sein. Ich méochte
mich in dieser Arbeit jedoch nicht auf den Spezialfall freier Moduln beschrénken
und wir werden sehen, dass sich viele Resultate, die fiir freie quadratische Moduln
von endlichem Rang gelten, mittels Lokalisierungstheorie auch auf den Fall endlich
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erzeugter, projektiver Moduln iibertragen lassen. Das folgende Beispiel soll dies mo-
tivieren:

Beispiel: Sei R := Ok = Z[y/—5] der Ring der ganzen Zahlen im quadratischen
Zahlkorper K := Q(y/—5). Wir betrachten die beiden Ideale I := (3, 1 + 2y/=5)
und I := (3, 1 — 2¢/=5) in R und definieren eine quadratische Form ¢ : I} — R auf
I durch q(x) := A\z? fiir # € I und ein fixes Element A € R. Wir werden sehen,
dass (I1,q) ein endlich erzeugter, projektiver quadratischer R-Modul ist, der nicht
frei ist. Wegen

1=3—-(1+2/=5)—-(1-2V=h) el +1I
gilt offenbar I} + I = R. Andererseits gilt: I; N Iy = (3). Wir definieren nun f :
LNy — I; & I durch f(x) := (x,—x) und g : [ & I — R durch g(z,y) :=x + y.
Dann ist die Sequenz

0 —=nnh-—t-nen? R {0}
eine kurze exakte Folge von R-Moduln und wir erhalten daher die Isomorphie
L®L=R® (I,NL) =R (3)=R2

Da R? als R-Modul frei von Rang 2 ist, sind I; und Iy direkte Summanden eines
freien R-Moduls und daher projektive R-Moduln. Da I; und I» aber keine Haupt-
ideale sind, sind sie nicht frei iiber R.

Fiir die Verallgemeinerung von Resultaten iiber freie Moduln von endlichem Rang
auf den Fall endlich erzeugter, projektiver Moduln werden wir verwenden, dass fiir
beliebige Primideale p C R die Lokalisierung E, = E ®p R} eines endlich erzeugten,
projektiven R-Moduls F in p frei und von endlichem Rang iiber dem lokalen Ring
Ry, ist. Der nachfolgende Satz zeigt nun, dass die Struktur von Clifford-Algebren zu
quadratischen Moduln mit Erweiterung der Skalare , vertraglich“ ist.

Sei E endlich erzeugt und projektiv. Ist A eine kommutative R-Algebra, so er-
halten wir in natiirlicher Weise einen quadratischen A-Modul (E ®p A, qa) mit
ga: E®r A — A, indem wir die quadratische Form ¢ und die assoziierte Bilinear-
form b durch

qa(zr®a) = q(x)a® und ba(r®a,2’ ®d) = bz, )ad

(fiir z,2" € E, a,a’ € A) auf E ®p A fortsetzen.

Satz 1.9. Sei (E,q) ein endlich erzeugter, projektiver quadratischer R-Modul und
sei A eine kommutative R-Algebra. Dann gibt es einen A-Algebren-Isomorphismus
¢: C(E®r A, qa) = C(E,q) ®r A.

Beweis. Seien « : E — C(E,q), 14 : E®r A — C(E ®p A, qa) die Strukturabbil-
dungen und o := 1 ®idy : E®r A — C(E,q) ®r A, also a(z ® a) = 1(z) ® a fiir
alle x € F,a € A. Dann ist a ein A-Modul-Homomorphismus und erfiillt fiir alle
x1,T2,..., 2y € B, ay,a2,...,ar € A (r > 0):

' T

2 2
a(Zazz & ai) = (ZL(JZZ) ®ai) =
i=1 i=1
T T
=Y @) @ai+ Y ((z)uxy) @ (asag) + ((z))u(@:) @ (asa5)) =

i=1 ij=1
i<j
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r

Zq €X; 1C(Eq ®CL1 + Z b xz,xj)lC(Eq) (aiaj) =
=1

t,j=1
i<j
' '
= q(@i)al(lep,g @ 1a) + Y blaij)aia;(1ogg ® 1a) =
i=1 ij=1
i<j

T
= QA(Z% ® ai) (lom,g) © 14).
i=1
Daher gibt es wegen der universellen Eigenschaft der Clifford-Algebra genau einen
A-Algebren-Homomorphismus ¢ : C(E ®g A,qa) — C(F,q) ®r A mit porg = a.

(E®r A qa) —> C(E ®r A, qa)

C<E7 q) R A
Wir fassen nun durch Einschrinkung der Skalare C(E ®g A, qa) als R-Algebra auf
und definieren die Abbildung o/ : E — C(E®p A, qa) durch o/ () = ta(z®14). Es
ist o/ ein R-Modul-Homomorphismus und erfiillt
o (2)" =14z ©1)* = qa(z ® 1) = q(z) - Lo(Borag)

fiir alle x € E. Daher existiert genau ein R-Algebren-Homomorphismus ¢ : C(E, q) —
C(E®RrA,qa) mit por =o'

C(E,q)

X vd}
C(E®Rr A, qa)
1 induziert einen A-Algebren-Homomorphismus
V' :C(E,q) @r A — C(E ®g A, qa) mit ¥/ (z ® a) = ayp(2)
fiir alle z € C(FE,q), a € A. Es gilt fiir alle x € E, a € A:
V' op(talz ®a)) =9 (a(z ®a)) =9 (((z) ® a) = ay(u(a)) = ad(z) =
=aa(x®14) = 14(z ®a),
p ot (i(z) ® a) = p(ay(u(z)) = ap(a/(z)) = ap(ta(z ® 1)) = aa(z ® 1) =
=a((z)®14) = t(z) ®a.
Da ta(E ®g A) bzw. (E) ®r A die Algebren C(E ®p A, qa) bzw. C(E,q) ®r A

erzeugen, sind daher ¢’ und ¢ zueinander inverse Isomorphismen von A-Algebren.
O

Bemerkung: Der A-Algebren-Isomorphismus ¢ bildet Co(E®pr A, q4) auf Cy(E, q)
®RrAund C1(E®RrA,qa) auf C1(E, q) ®r A ab. Versieht man C(F, q) ® g A mit der
7./27-Graduierung, die C(F,q) induziert, so ist ¢ also ein graduierter A-Algebren-
Isomorphismus. Die Einschrinkung ¢|c,(gg,A4,94) it €in A-Algebren-Isomorphismus

nach Cy(FE, q) ®r A.



Clifford-Algebren zu quadratischen Moduln 25

1.8. Einbettungen in C(E,q).

Wir werden nun Satz 1.9 verwenden, um zu zeigen, dass sowohl die Abbildung
i: R — C(E,q) definiert durch r + 71¢ (g, als auch die Strukturabbildung ¢ :
E — C(FE,q) injektiv sind. Fiir den Fall, dass E frei ist, wissen wir das bereits.

Proposition 1.10. Sei (E,q) ein endlich erzeugter, projektiver quadratischer R-
Modul. Dann ist die durch r v rlc(gq) definierte Abbildung i : R — C(FE,q)
injektiv — also C(E, q) treu.

Beweis. Sei p C R ein Primideal und R, die kommutative R-Algebra, die man
durch Lokalisierung in p erhélt. Wir bezeichnen den quadratischen Rp,-Modul (E®g
Ry, qr, ), den man durch Erweiterung der Skalare wie in Abschnitt 1.7 erhélt, nun im
Folgenden mit (Ej, qp). Sei weiters f : C(E,q) = C(E, q)®g Ry durch f(z) = 2®1p,
definiert und g := ¢! : C(E,q) ®r Ry, — C(E ®g Ry, qr,) = C(Ey,qp), wobei
¢ der Rp-Algebren-Isomorphismus aus Satz 1.9 ist. Wir betrachten das folgende
Diagramm:

R—C(E,q)

I

Ry *;C(Epaqn)

wobei j : R — Ry durch r = r/1 =:rp und i’ : Ry — C(Ey, qp) durch a — algg, q,)
fir alle @ = r/s € Ry, gegeben sei. Die Abbildung F : C(E,q) — C(Ey,qp) sei die
Komposition F = go f. Fiir r € R gilt:

i'0j(r) =1i'(rp) = rplc(m,.q), SOWie
Foi(r)=go f(rlgmg) = 9(rlcmg @ 1r,) = 9(lom,g) @ 1p) =

= 9(ry(Lo(mg) ® 1ry)) = 1p9(lc(m.g) ® 1R,) = rplo(s, q)-

Das obige Diagramm kommutiert also.

Da Ej, ein projektiver Modul {iber dem lokalen Ring Ry, ist, ist Ej frei. Ist {e1, e, ...
,en} C E ein Erzeugendensystem des R-Moduls E, so wird E, als Ry,-Modul von
{e1 ® 1R,,e2 @ 1R,,..., e, ® 1R, } erzeugt. Insbesondere ist E), endlich erzeugt, al-
so freier Ry-Modul von endlichem Rang. Wir wissen daher von unseren friitheren
Beobachtungen, dass die Abbildung ¢’ : Ry — C(Ey, ¢p) injektiv ist.

Sei nun r € keri. Da ¢’ injektiv ist, muss a € ker j gelten. Die obige Konstruktion
gilt fiir jedes Primideal p C R und es folgt daher: r, = 0 fiir alle Primideale p C R.
Es muss also 7 = 0 gelten und ¢ : R — C(FE, q) ist daher injektiv. O

Proposition 1.11. Sei (E,q) ein endlich erzeugter, projektiver quadratischer R-
Modul. Dann ist die Strukturabbildung v : E — C(E,q) injektiv.

Beweis. Man iiberpriift leicht, dass das Diagramm
E—'C(E,q)

I
Ep —— C(Ep, )

mit j'(z) = 2 ® 1g, fir € E und ¢, // die jeweiligen Strukturabbildungen, sowie
F wie im Beweis von Proposition 1.10, kommutativ ist. Da Ej frei ist, wissen wir,
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dass ¢/ injektiv ist. Fiir z € ker: muss daher auch x € kerj’ gelten. Es gibt also
ein s € R\ p, sodass sx = 0. Dies gilt fiir jedes Primideal p C R. Wir kénnen
voraussetzen, dass E # 0, da andernfalls die Aussage trivial ist. Wire z # 0, so
wiirde fiir den Annihilator gelten: Anng(x) # R. Also gibe es ein Primideal p C R,
sodass Anng(x) C p — ein Widerspruch. Es folgt = 0 und somit die Injektivitét
von ¢. (]

Wir werden im Folgenden daher auch fiir endlich erzeugte, projektive quadratische
R-Moduln (E,q) meist R und E als Teilmengen von C(F,q) auffassen und die
Injektionen ¢ und ¢ notationell unterdriicken.

Sei nun (E, q) ein endlich erzeugter, projektiver quadratischer R-Modul, fiir den
es eine orthogonale Zerlegung E = Fy 1 E5 gibt. Es sind dann F; und E5 wieder pro-
jektiv und wegen F1=F/F3 bzw. Es=E/E; auch endlich erzeugt. Sei (C(FE1,q1),t1)
eine Clifford-Algebra zu (E1,q1 = q|g,). Wir zeigen nun, dass man C(E1,¢q) in
C(FE,q) einbetten kann.

Proposition 1.12. Sei (E,q) ein endlich erzeugter, projektiver quadratischer R-
Modul mit orthogonaler Zerlequng E = FEyLFE,. Fiir i = 0,1 sei g; : C(E;,q;) —
C(E,q) der eindeutige R-Algebren-Homomorphismus, der durch die Inklusion E; <
E induziert wird, der also g; o t; = t|g, erfillt, wobei v : E — C(E,q), i : B; —
C(E;, q;) die jeweiligen Strukturabbildungen sind. Dann ist g; injektiv.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir ¢ = 1. Wir identifizieren E; mit ¢1(E7) C
C(E1,q1) und E mit «(F) C C(E,q). Es gilt dann: g;(x) = z fiir alle x € E; und
das folgende Diagramm kommutiert:

Ey —%C(BEy,q)

g1
Y
E——=C(E,q)

Seien nun zunéichst £7 und E frei. Dann sind auch die zugehorigen Clifford-Algebren
frei von endlichem Rang. Sei {z1,z22,...,2mn} eine Basis von C(Fj,q;) und z =
Yot riz; € ker g1. Fiir den graduierten R-Algebren-Homomorphismus ¢ : C(E1, ¢1)
®rC(E2,q2) — C(E,q) aus Satz 1.7 gilt dann: ¢(z ® Lo(g,,e)) = 91(2)g2(1) = 0.
Weil ¢ ein Isomorphismus ist, folgt daher z ® 1¢(g, 4,) = 0 und somit:

Z(Zz’ ®0)=0= (Zrzzl) ® lo(By,g) = Z(Zl ® rilC(quz))'
=1

=1 =1

Da {z1,29,...,2n} eine Basis von C'(E1, q1) als R-Modul ist, lisst sich jedes Element
in C(E1, 1)®rC(Es, g2) eindeutig in der Form ) /" | z;®2, fiir gewisse 2| € C'(Ea, ¢2)
schreiben (siehe [5, Theorem 5.11]). Es folgt daher: 7;1¢ (g, q,) = 0, also r; = 0 fiir
alle i =1,2,...,m und wir erhalten z = 0. Also ist g1 in diesem Fall injektiv.

Nun zum allgemeinen Fall: Ist p C R ein Primideal, so erhalten wir das folgende
Diagramm:

L )
Eip *1>FC(E1,p, qip) — 2 C(B1,q) ®r R,

4 91QidR,,
\ '

EP C(Ep7 QP) C(E7 q) ®R Rp
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wobei ¢1p, ¢p die Strukturabbildungen in die jeweiligen Clifford-Algebren und ¢1, ¢
die jeweiligen Isomorphismen wie in Satz 1.9 seien. g} sei der eindeutige Homomor-
phismus von Ry-Moduln C(E1p,q1p) — C(Ep,qp) mit gy o t1p = tp|p,,. Wegen
p10ot1p = 11 @idgr, und Y o1, = ¢ ® idpg, sicht man leicht, dass das Diagramm
kommutiert.

Da Ei, und E, freie Ry,-Moduln sind, folgt die Injektivitdt von gj aus obigem
Spezialfall. Es muss daher auch g; ® idg, injektiv sein. Ist nun z € kerg;, so
folgt 2 ® 1g, € ker(g1 ® idg,) und wegen der Injektivitit von g ® idg, weiter
2®1p, =0 € C(E1, q1) ®R Ry; es gibt also ein Element s € R\ p, sodass sz = 0. Da
dies fiir alle Primideale p C R gilt, muss schon z = 0 gelten und der R-Algebren-
Homomorphismus ¢; : C(E1,q1) — C(E, q) ist somit injektiv. O

Im Fall von endlich erzeugten, projektiven quadratischen R-Moduln (FE, ¢) mit ei-
ner orthogonalen Zerlegung F = E;LlFEy konnen wir daher C(Ei,¢q|p,) und
C(E2,q|E,) als Teilalgebren von C(E, q) auffassen.

1.9. AuBere Algebren.

Definition 1.6. Sei (E, q) ein endlich erzeugter, projektiver quadratischer R-Modul.
Gilt q(z) = 0 fiir alle x € E, so nennt man die Clifford-Algebra A(F) := C(E,q)
die &uBlere Algebra von E. Die Multiplikation in A(E) notieren wir mit A.

Wegen ¢(z) = 0 fiir alle x € E folgt b(z,y) = 0 fiir alle z,y € E und es gilt daher:
TANYy=—-yAx

fir alle z,y € E.
Sei {e1,e2,...,en} ein Erzeugendensystem von E. Wir definieren:

AY(E) := R,

Ak(E> =< ey Nej, N Nej, ‘il,ig,...,ikE{l,Q,...,m} >p (k>1).

Ist k > m, so enthilt jedes der A¥(E) erzeugenden Produkte e; A ej, A -+ A e,
zumindest ein e; doppelt. Wegen e; A e; = —e; A e; konnen wir durch Vorzeichen-
wechsel zwei aufeinanderfolgende Elemente im Produkt vertauschen. Wiederholen
wir diesen Schritt so oft, bis zwei gleiche Elemente direkt hintereinander stehen, so
sehen wir, dass wegen e; A e; = g(e;) = 0 bereits e;; Aej, A--- Aej, = 0 gelten muss.
Fiir k > m gilt also A¥(E) = 0.

Fiir 1 < k& < m wird der Untermodul A*(E) von A(E) von jenen Produkten e;, A
iy Ao Neg, mit e;; (j =1,2,...k) paarweise verschieden erzeugt.

Sei nun {€], €, ..., e, } ein weiteres Erzeugendensystem von E . Jedes Produkt e;, A
ei, N+ - - A\e;, lasst sich dann als Linearkombination von Produkten e;-I A 69-2 Ao A e;-k
schreiben und umgekehrt. Die Definition von AF(E) ist daher unabhingig von der
Wahl des Erzeugendensystems.

Da 15(g) und alle Produkte e;; Aej, A--- Ae; mit 1 <k < m die &ulere Algebra
A(E) als R-Modul erzeugen, gilt offenbar A(E) = A°(E) + AY(E) + --- + A™(E).

Lemma 1.13. Ist E ein endlich erzeugter projektiver R-Modul, {e1,ea, ... ey} ein
Erzeugendensystem von E, so gilt:

AE)=AN(E)Yo AY(E)D--- @ A™(E).



28 Grundlagen zu Clifford-Algebren

Beweis. Ist R ein lokaler Ring, so ist E frei von endlichem Rang. Ist {e1,e2,...,¢e,}
eine Basis von E, so ist {1x(g), €y Aeip Ao Aeg |1 <k <n, 1 <4 <ig <.+ <
i < n} eine Basis von A(FE) als R-Modul. Es gilt also

n
A(E)NY M (E) = {0}
j=0
J#k
fiir alle £k =0,1,...,m und die Behauptung ist bewiesen.

Fiir den Fall eines beliebigen (kommutativen) Ringes (mit Eins) sei nun p C R ein
Primideal. Dann gilt gg, = 0 und daher nach Satz 1.9:

A(E)p := AME) ®r By=AE ®r Ry) =: A(Ep).

Da E endlich erzeugt und projektiv ist und R, ein lokaler Ring ist, ist F), ein freier
R,-Modul von endlichem Rang n und daher auch A(E®pg Ry) als Ry,-Modul frei von
endlichem Rang n. Es gilt daher A(E,) = A°(E,) & AY(E,) & --- & A"(E,) und der
Ry,-Algebren-Isomorphismus ¢ : A(E,) — A(E), lasst sich einschrénken zu einem
Ry-Modul-Isomorphismus ¢, : A/ (E,) — AJ(E), fiir alle j =0,1,...,n.

Fiir ein beliebiges festes & € {0,1,...,m} betrachten wir die Inklusion A*(E) N
S o M(E) < A¥(E). Durch Lokalisierung in p und Komposition mit ¢; erhalten

j#k

J#
wir eine Abbildung:

n
(Ak(E) Ny AJ’(E)) — AF(E,).
=0 ’
ik
Diese ist klarerweise injektiv und ihr Bild liegt in A*(E,)NY"—g A7 (E,). Aus Obigem
Ik
folgt jedoch, dass dieser Durchschnitt {0} ist, und es muss daher auch (Ak(E) N
I AJ‘(E)) = {0} gelten. Da dies fiir alle Primideale p C R gilt, folgt A*(E) N

J .
> j=0 N (E) = {0} fiir beliebiges k € {0,1,...,m} und die Summe ist daher direkt.
J#k
O

Satz 1.14. Sei (E,q) ein endlich erzeugter, projektiver quadratischer R-Modul.
Dann sind auch die Clifford-Algebra C(E,q) und ihre Teilalgebra Cy(E,q) (als R-
Moduln) endlich erzeugt und projektiv.

Beweis. Dass C(FE,q) und Cy(E, q) endlich erzeugt sind, haben wir bereits friiher
gesehen.

Da E endlich erzeugt und projektiv ist, gibt es einen endlich erzeugten, projektiven
R-Modul F’, sodass E @ E’ frei von endlichem Rang ist. Wir statten nun E’ mit der
quadratischen Form ¢’ = 0 aus und betrachten die orthogonale Summe E 1 E’ mit
der quadratischen Form g, die definiert ist durch: g(z + ') = ¢(x) + q(2') = q(z) fiir
x € E, 2’ € E'. Es gilt die R-Modul-Isomorphie

C(ELE',)=C(E,q) ®r A(E").

Da ELFE' frei von endlichem Rang ist, gilt dies auch fir C(E_LE’, ). Nach voran-
gegangenem Lemma gilt

AE) = A(EY o AYE) @ - & A™(E)



Clifford-Algebren zu quadratischen Moduln 29

fiir ein m > 0. Es ist also R = AY(E") ein direkter Summand von A(E’). Wir erhalten
damit:

C(ELE,9)=(C(E,q) @r R) ® (C(E,q) @r AY(E")) @ --- ® (C(E, q) @r A™(E)).
Daher ist C(F, q)=C(F,q) ®r R isomorph zu einem direkten Summand des freien
R-Moduls C(ELFE’,q), also projektiv.

Wegen C(E, q) = Co(E, q) ®C1(FE, q) ist die Teilalgebra Cy(F, q) direkter Summand
eines projektiven R-Moduls und somit selbst projektiv. O

Wir betrachten nun wieder den Fall ¢ = 0. Hat E konstanten Rang n, so haben
wir oben bereits gesehen, dass dann A*(E) = 0 fiir alle ¥ > n und A(E) = A°(E) @
A(E)®---@A™(E) gilt. Wir wollen nun die Summanden A'(E) und A"(E) genauer
betrachten.

Proposition 1.15. Sei E ein endlich erzeugter, projektiver R-Modul von konstan-
tem Rang n. Dann gilt AY(E)=E und A™(E) ist ein endlich erzeugter, projektiver
R-Modul von konstantem Rang 1.

Beweis. Ist E frei und {ej,e2,...,e,} eine Basis von E, so bilden 1a(p) und alle
Produkte e;; Aej, A---Nej, mit 1 <k <n,1<id <ig <--- <1y <n eine Basis
von A(E) als R-Modul. Es gilt daher in diesem Fall:

A(E)=<e |1<i<n>p=E und A"(E)=<eAesA---Aey >p=R.

Sei nun E ein endlich erzeugter, projektiver R-Modul von konstantem Rang n mit
quadratischer Form ¢ = 0. Dann ist die Strukturabbildung ¢ : £ — A(E) injektiv
und ihr Bild ist gerade A'(E), es gilt also auch in diesem Fall A'(E)=E. Es bleibt das
zweite Resultat zu zeigen. Zunéchst bemerken wir, dass A™(E) als direkter Summand
von A(FE) projektiv ist. Sei {e1, ea,...,e,} ein Erzeugendensystem von F, dann wird
A" (E) von e; Aeg A -+ A ey erzeugt, da ein beliebiges Produkt e;; Aej, A--- Ae;,
(mit e;; (j = 1,...,n) paarweise verschieden) des Erzeugendensystems von A"(E)
durch Schritte der Form e;; Ae;,,, = —e;, ., Ae;; (fiir j = 1,2,...,n — 1) auf die
Form +e; Aea A--- Ae, gebracht werden kann. Sei nun p C R ein Primideal, so ist
E, = E ®pr Ry frei iiber Ry, und es gilt daher nach Obigem:

AN (E)y=A"(Ep)=R,.
Wie betrachten nun das folgende Diagramm:

R—"' AM(E)

I

Ry —= A"(E),

wobei die Abbildungen j, J und i durch j(r) :=ry :=7/1 € Ry, J(z) := 2@ 1g, und
i(r) == re; Nea A--- A e, gegeben seien. Offensichtlich ist @ surjektiv. Ist r € keri,
so folgt r € ker j, also r, = 0. Da dies fiir jedes Primideal p C R gilt, folgt r = 0.
Also ist ¢ injektiv und es gilt R=A™(E) =< e; Aea A--- A e, >pg. Daher ist A"(E)
ein endlich erzeugter, projektiver R-Modul vom Rang 1. U

Gibt es eine Zerlegung E = E; & Es, so gilt falls ¢ = 0 automatisch auch £ =
E,1FE5 und daher die Isomorphie A(E)=A(E;) ®r A(E2) von R-Moduln. Fir die
direkten Summanden A*(E), k= 1,...,m, von A(E) gilt dann:

AE)= P (Ai(El) ®r Aj(EQ)).

i+j=k
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Hat nun E; Rang 1 und Fj ist frei von Rang n — 1, so gilt A7(E;) = 0 fiir alle j > 1
und A™(FE2) = 0. Es folgt daher in diesem Fall:
A"(E) = AY(E)) @g A" 1(BE2) = E1 @r R = Ei.
Daraus folgt unmittelbar:
Lemma 1.16. Sei E ein endlich erzeugter projektiver R-Modul von konstantem

Rang n. Weiters seien Zerlegungen E = E1 ® Ey = E] @ El, gegeben, wobei E1, E}
Rang 1 haben und Es, EY frei von Rang n — 1 seien. Dann gilt Ey=FE].

2. DIE STRUKTUR VON CLIFFORD-ALGEBREN

2.1. Standard-Involutionen.

Sei A eine treue R-Algebra. Da dann die durch r — r-14 gegebene Abbildung R — A
injektiv ist, identifizieren wir R mit der Teilmenge R-14 von A. Sei p: z +— Z ein R-
Algebren-Antiautomorphismus auf A, sodass folgende Eigenschaften fiir alle z € A
erfiillt sind:
(2) s(z):==z+Zz2€R, n(z):=zz€R.
Es folgt dann:

PP2)=Z=s(2)—z=5(2)—z==2
und p ist daher eine Involution.
Definition 2.1. Sind fiir einen R-Algebren-Antiautomorphismus p auf einer treuen
R-Algebra A die Eigenschaften (2) erfiillt, so nennen wir p eine Standard-Involution
auf A. Die Abbildung s : A — R C A heifit die Spur von A, n: A — R C A die

Norm wvon A. Ezistiert eine Standard-Involution auf A, so sagt man, dass A eine
R-Algebra mit Standard-Involution ist.

Bemerkung: Alternativ zu dieser Definition wiirde es geniigen n(z) = 2z € R
vorauszusetzen, da dann wegen

n(la+z)=1a+2)la+2) =(1p+2+2+22)1a
auch s(z) =2+ 2z € R-14 = R folgt.

Beispiele:
(1) Ist A = R und p = idg, so ist A die triviale R-Algebra mit Standard-
Involution.

(2) Ist A eine freie R-Algebra von Rang 2, so lidsst sich A darstellen als Rest-
klassenring A = R[X]/(X? — cX — d) fiir gewisse ¢, d € R. Die Konjugation
¢ auf A ist in der Basis {14, ¥ = X + (X? — cX — d)} definiert durch:

S:rolg+rz— (7“() + nc)lA —rx
fiir ro, r1 € R. Offenbar ist ¢ R-linear und fiir a = rola + mx, @’ =rjla +
riz e A gilt:
s(a)s(a’) = ((ro +r1ic)la — rx)((ry + 71e)la — riz) =

/ / / / / / / /
= (rorpy + roric + rirge + riric®)la — (ro + rie)rie — ri(ry + rhc)x + rirja? =
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= (rorfy + ririd + roric + rirhe + riric®)1a — (rory + rirh + ririe)xr =
= g((rm’é + rlr/ld)lA + (ror'l + 7’17"6 + 7’17"'10)33) =
= g((rolA +riz)(rola + 7"'1:13)) = ¢(aa').

Also ist ¢ ein R-Algebren-Homomorphismus. Wegen

¢%(a) = (rola + 7m1z) = g((rolA +ric)ly — rla:) =

=(ro+ric—ric)lga+rix=a
fir alle a = rolg + riz € A folgt ¢ = id4 und ¢ ist somit eine Involution.
Es gilt:
s(a):=a+¢(a) =rola+riz+ (ro+rc)la —rz = 2rg +ric)la € Rly,
n(a) :=as(a) = (rola + rmz)((ro + ric)lg — rz) =
= (ré + ror1c)la — roriz + rorixz 4 rice — riz? = (rg + roric — rid)1a € Rl4.

Da A — als freie R-Algebra von Rang 2 — kommutativ ist, sind die Antiauto-
morphismen auf A gerade die Automorphismen auf A und die Konjugation
¢ ist somit eine Standard-Involution auf A.

(3) Wir betrachten die R-Algebra Ms(R) der 2 x 2-Matrizen iiber R gemeinsam
mit der Abbildung p : My(R) — M2(R), die gegeben ist durch:

fa b N d —b
P\c d —c a )’
/ /
Offensichtlich ist p R-linear und fiir M = (ch Z) , M = <CCL, Z,) € My(R)
gilt:
Y . / A V)
p(M’)p(M):<d l/))(d b>:<cb + dd ab bd)zp(MM/).

- a —c a —ca' —dd  ad + bl

Also ist p ein R-Algebren-Antiautomorphismus auf My(R). Offensichtlich
gilt p? = idpr,(r)- Wegen

b d -b
s i= 21400 = (& 5)+ (4 70) = @ Daniy € R,

—C

a b d —b ad —bc —ab+ ad

n(M) = Mp(M) = (c d) <—c a) - <cd—cd —bc+ad> -

= (ad - bC)le(R) € Rle(R)
ist p eine Standard-Involution und die Spur der R-Algebra Ms(R) stimmt
gerade mit der Spur von Matrizen iiberein, wihrend die Norm durch die
Determinantenabbildung auf Ms(R) gegeben ist.
Wir betten nun die R-Algebra A = R[X]/(X? — cX — d) aus Beispiel (2) in
Ms(R) ein via

. ro  rid
it A— My(R), rola+nrx <r1 ro+ r1c> :
Diese Abbildung ist R-linear und fiir alle z = rola+riz, 2/ =rjla+riz € A
gilt:
. A To 7ﬁld Té) T/ld _
i(2)i(2) = (7“1 ro + rlc> <r’1 ry+ric)

B rory + ririd (rory + riry + rirje)d B
rory + riry + ririe  rory +ririd + (rory + rir + riric)e
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= i((rm‘é +ririd)la + (ror) + 7‘17“6 + rlrllc):v) =i(22").
Da i offensichtlich injektiv ist, ist ¢ somit ein injektiver Homomorphismus
von R-Algebren. Wir werden nun zeigen, dass die Standard-Involution p
eingeschriankt auf das Bild von ¢ gerade der Konjugation ¢ auf A entspricht,
dass also poi =1io¢ gilt. Sei also z = rgl4 + rix € A beliebig. Dann gilt:

poi(z) =p (7‘0 rid ) _ (7’0 +ric —7°1d> . sowie

T To-+Tric —7r1 0

ro + ric —r1d >

iog(z) =i((ro+ric)la —rz) = ( —-r1  ro+ric—ric

und die Behauptung ist gezeigt.

Ist A eine R-Algebra mit Standard-Involution p, so gilt fiir alle z € A:
P z2i=2(242) =25(2) =s(2)2 = (2 + 2)z = 22 + 22,

wobei wir verwendet haben, dass die durch r + r - 14 definierte Abbildung R ins
Zentrum von A einbettet. Zudem gilt:

n(z) =2z =z(s(z) — z) = s(2)z — 22
und es folgt daher:
(3) 2Z2=122 und 2*—s(2)z+n(z)=0.
Weiters gilt fiir alle z, 2’ € A:

n(z2') = (22')(27') = 22'2/Z = n(2) 22 = n(2)n(?)

und wir erhalten daher, dass z € A genau dann invertierbar ist, wenn n(z) € R
invertierbar ist.
Definieren wir nun fiir z,2’ € A

f(z,2) = s(22") = 22 + 22 = 22' + 7'z,
so erhalten wir eine symmetrische Bilinearform f: A x A — R und es gilt:
n(z+2)=(z+2)Vz+2) =22+ 22/ + 224+ 22 =n(2) +n(Z) + f(2,7),
sowie n(rz) = (rz)(7z) = r’n(z)
fiir alle r € R. Es ist also n : A — R eine quadratische Form auf A mit assoziierter

symmetrischer Bilinearform f.
Der folgende Satz wird in Zukunft sehr niitzlich sein:

Satz 2.1. Sei A eine (treue) R-Algebra mit Standard-Involution p : x — T. Fiir ein
beliebiges Element z € A sind dquivalent:

(1) z—ze€ A*

(2) (2 —2)%? € R*

(3) R+ Rz = R® Rz ist eine separable freie R-Algebra vom Rang 2.

Beweis. (1) <= (2): Wir setzten 2/ := 2z — 2. Esgilt 2/ =2 — 2z =2 — 2z = —2' und
daher R 3 n(2') = 22/ = —2%. Es gilt nun genau dann 2’ € A*, wenn n(z') = —22 €
R* und (1) und (2) sind daher dquivalent.

(2) <= (3): Gilt R+ Rz = R® Rz, so ist R + Rz eine freie R-Algebra von Rang
2. Nach Gleichung (3) im Vorangegangenen gilt: 22 — s(2)z + n(z) = 0. Setzen wir
S := s(z), N := —n(z), so gilt daher: R ® Rz=R[X]/(X? — SX — N), wobei der
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Isomorphismus durch z + X + (X2 — SX — N) gegeben ist. Es gilt nun allgemein,
dass R[X]/(X? — SX — N) genau dann separabel ist, wenn S2 + 4N € R*. Wegen

S?4AN = (2+2)? 422 =22+ 222+ 22 — 422 = (2 — 2)*
ist also R @ Rz genau dann separabel, wenn (z — 2)? € R* gilt.

Es bleibt zu zeigen, dass aus (z — 2)? € R* folgt, dass {14, 2} eine Basis von R+ Rz
bildet. Seien also rg,r1 € R derart, dass rg + 712z = 0. Dann gilt:

1"1(2—2) =rz—riz=nriz—nmz=—-rg+7r9=0.

Ist nun (2 — 2)2 € R*, so kann z — z kein Nullteiler sein und es folgt daher r; = 0
und auch rg = 0; also sind 14 und z linear unabhéngig. O

2.2. Freie Quaternionen-Algebren.

Sei in diesem Abschnitt (E,q) ein freier quadratischer R-Modul vom Rang 2 und
C(FE,q) eine Clifford-Algebra zu (E,q). Man nennt C(F,q) dann auch eine freie
Quaternionen-Algebra. Wir wollen nun eine Standard-Involution auf C(FE,q) kon-
struieren.

Zunichst sei (F,q) ein beliebiger quadratischer R-Modul und (C(FE, q),¢) eine Clif-
ford-Algebra. Sei 0 = C(—idg) und 7 : C(E,q) — C(F,q)°? der eindeutige Ho-
momorphismus von R-Algebren mit 7o = 7, wobei 7 : E — C(F,q)°P gerade der
Strukturabbildung ¢, aufgefasst als Abbildung in die R-Algebra C'(Eq)°, entspricht
(vgl. Abschnitt 1.3). Wir fassen nun 7 als Antiautomorphismus auf C(FE,q) auf.
Durch Komposition von o mit 7 erhalten wir einen R-Algebren-Antiautomorphismus
v:=o0oT,der

V(z) =—=

fiir alle z € E erfiillt. Da C(FE,q) als R-Algebra von E = ((E) erzeugt wird, ist -y
offensichtlich eine Involution auf C'(E, ¢) und als Antiautomorphismus durch v(z) =
—x eindeutig festgelegt. Weiters erhélt v die Graduierung C(E,q) = Co(E,q) @
Cl (Ea q) :

Definition 2.2. Den R-Algebren-Antiautomorphismus vy := oot (mit der Notation
aus Abschnitt 1.3) nennt man die kanonische Involution auf C(E,q).

Im Spezialfall freier Quaternionen-Algebren hat diese Involution die Eigenschaf-
ten, die fiir eine Standard-Involution gefordert werden:

Proposition 2.2. Sei (E,q) ein freier quadratischer R-Modul von Rang 2. Dann
ist die kanonische Involution v eine Standard-Involution auf C(E,q).

Beweis. Sei {x1,z2} eine Basis von E. Es ist 7 ein Antiautomorphismus und es gilt
fiir alle 2 = 7olc(g,q) + 7171 + 1272 + r37172 € C(E,q):

zZ = 'y(z) = Tolc(E,a) — 71T — 12X + r3xoXl1 —
= T’[)lc(Eﬂ]) —Tr1x1 —rex2 + Tg(b(l'l, $2)1C(E,q) - 1’1.%'2) =

= (To + ?”31)(331, $2))1C(E7q) — T1X1 — Ty — I3x1x2
und daher:

n(2)lo(p,q = 22 = 1o(ro + 13b(21,%2)) 1o(B,q) — TOT1T1 — ToT2T2 — TOT3T1T2+

2 2 2
+(ro + r3b(x1, 2))r1w1 — riT] — T1TT1T2 — riT3TI T2+

2 2
+(ro + r3b(x1, x2))roxe — r1reTaT] — X5 — TOT3T2T1 T2+
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2 2
+(ro + r3b(x1, 22))r3T1T2 — TIT3TIT2T] — TRTITITE — T3T1T2TI T2 =

= <7“3 + rorsb(a1, x2) — riq(w1) — r3q(wa) — rirab(w1, 2) + 7“32,(1(301)(1(962)) loegt
+< —1or1 + ror1 + rirsb(z1, x2) + r2r3q(r2) — rirsb(zy, v2) — 7“27‘3(](332)>961+
+< —rorg — r1r3q(z1) + rore + rorsb(xy, x2) — rorsb(xy, x2) + T17‘3CJ($1)>$2+

2 2
+< —ror3 — T2 + 12 + rors + r3b(xy, v2) — Tgb($1,932)>$1932 =

= (7“3 + rorsb(z1, x2) + r3q(z1)q(2) — (rig(z1) + T1rab(z1, T2) + T%Q(@))) lo(,g)-

Es ist also n(z) € R und aus der Bemerkung zu Definition 2.1 folgt, dass dann auch
s(z) € R gilt. O

Bemerkung: Im Allgemeinen gilt die Aussage obiger Proposition jedoch nicht. Ist
niamlich C'(E, q) eine Clifford-Algebra zu einem beliebigen projektiven quadratischen
R-Modul (E, q), der von m > 2 Elementen erzeugt wird, so miisste eine Standard-
Involution p auf C(FE,q) die quadratische Gleichung 2% — s(2)z + n(z) = 0 fiir alle
z € C(E,q) erfiillen (sieche Gleichung (3) in Abschnitt 2.1). Wegen 2% = ¢(x) fiir
alle z € E wiirde g(x) — s(z)x + n(x) = 0 fiir alle x € E folgen. Es miisste also
q(x) = —n(x) und s(z) = = + p(x) = 0 gelten. Aus Letzterem folgt: p(z) = —x
fiir alle z € E. Da C(F,q) als R-Algebra von E erzeugt wird, folgt daher, dass p
(als Antiautomorphismus) mit der kanonischen Involution ~ {ibereinstimmen miisste.
Fiir beliebige Elemente x,y, 2z € E muss allerdings

s(zyz) = zyz +y(zyz) = zyz + 7(2)7(y)v(2) = 2y2 — 2y2.
nicht mehr in R liegen und es muss daher im Allgemeinen keine Standard-Involution
auf C'(E,q) existieren.

Ist C(F, q) nun eine freie Quaternionen-Algebra iiber R, so definiert die kanonische
Involution ~ (als Standard-Involution z +— z = 7(z)) eine quadratische Form auf
C(E,q), die durch die Normfunktion n(z) = 2z (fur z € C(FE,q)) gegeben ist. Die
zugehorige symmetrische Bilinearform ist durch f(z,2') = 22/ + 2’z (fiir 2,2’ €
C(E,q)) gegeben. C(E,q) erhélt damit die Struktur eines quadratischen R-Moduls.
Sei {w1, z2} eine Basis von E. Dann ist {1¢(g,q), 21, T2, T172} eine Basis von C(E, q)
als R-Modul. Betrachten wir die Graduierung C(E,q) = Co(E,q) & C1(E,q), so
bilden {1¢(gq), #1272} und {z1, z2} Basen von Co(FE, q) bzw. C1(F, q). Offenbar gilt
Ci(F,q) = E und wegen

feEg,r)=71+r1 =21 +71 =0

f(lepg),2) = T2+ 22 = —22 + 12 =0
f(l‘ll‘z,ébl) = (xll‘g)i'l + iEl(IEl:EQ) = —x122x1 + 2122201 =0
fz122, x2) = (122) T2 + 22(T172) = —q(x2)x1 + q(22)T1 =0

sind Cyp(F,q) und C1(FE, q) beziiglich f zueinander orthogonal. Es folgt somit:
Satz 2.3. Sei (E,q) ein freier quadratischer R-Modul von Rang 2 und C(FE,q) eine
Clifford-Algebra. Dann sind dquivalent:

(1) (E,q) ist nichtsinguldr,
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(2) (C(E,q),n) ist als quadratischer R-Modul nichtsinguldr, wobein : C(E,q) —
R die durch die Standard-Involution ~y gegebene Norm auf C(FE,q) sei,

(3) Co(E,q) ist eine separable freie R-Algebra von Rang 2,

(4) wixe — T1T2 ist invertierbar in C(E,q).

Beweis. Ein freier quadratischer R-Modul (E’,¢') mit Basis {x1,x9,...,2,} und

assoziierter Bilinearform b’ ist genau dann nichtsingulir, wenn die Determinante
n

der Gram-Matrix <b(xi,a:j)) in R invertierbar ist. Die Aussage (1) ist daher

2,7=1
dquivalent zu

(1) det (b?gff;; bgﬂgl(;j;;)) _ 4g(e1)g(e2) — bar, a2)? € R
Um Aussage (2) umzuformulieren, miissen wir nun auch die Gram-Matrix von
(C(E,q), f) beziiglich der Basis {1 = 1¢(g,q), ¥1, T2, Z122} berechnen:

fL,1)=14+1=2, f(1,21)= f(1,22) =0 (siehe oben),

f(Lz122) = 7173 + 1122 = 2271 + 1172 = b(21, 22),
flz1,21) = 2121 + 2121 = —2q(21),  f(21,72) = 21T + 2271 = —b(21, 22),
flx1,zix9) = f(x2,x122) = 0 (sieheoben), f(x2,x2) = —2q(x2),
f(xiza, x122) = 122(T17T2) + T122(T172) = 2x129T2%1 = 2q(x1)q(22).

Wir erhalten somit die Gram-Matrix

2 0 0 b(xlv 562)
R W
b(z1,22) 0 0 2q(z1)q(z2)

und berechnen deren Determinante:
det B(C(E, q), f) = 2(8q(21)?q(x2)* — 2q(x1)q(w2)b(z1, x2)*) —
—b(z1, z2) (4q(z1)q(22)b(21, 22) — b(21, x2)3) =
= 16q(x1)%q(z2)? — 8q(x1)q(x2)b(z1, 22)? + b1, 22)* =
- (4q(x1)q(:c2) — b(xl,m2)2)2.
Aussage (2) ist daher dquivalent zu

(2')  det B(C(E, q), f) = (4q(x1)q(za) — b(z1,79)%)° € R*.

2

Da r € R genau dann invertierbar ist, wenn 72 invertierbar ist, folgt die Aquivalenz

von (1) und (2).
Wie setzen nun z := z1x5. Dann gilt:
z—Z =19 — T1T2 = T1Ty — Tox1 = 2x1x2 — (T12T2 + x2x1) = 2x129 — b(21, 22)
und daher
(z — 2)2 = 4z x99 — 4b(21, 22)T 122 + b(21, m2)2 =
= 4b(x1, x9)x1702 — 4q(21)q(22) — 4b(21, T2) X122 + b(271, :E2)2 =

= —dg(x1)q(w2) + b(z1, 22)°.
Mit Satz 2.1 folgt daher, dass z1z2 — T122 € C(F,q)* — also Aussage (4) — genau
dann gilt, wenn 4q(z1)q(z2) —b(x1, 22)? € R* — also Aussage (1) — erfiillt ist. Dies ist
wiederum dquivalent dazu, dass Cy(F, q) = R+ Rx1x2 eine freie separable R-Algebra
mit Basis {1, xjx2} ist — das entspricht gerade Aussage (3). O
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Dieses Wissen wollen wir nun nutzen, um die Struktur freier Quaternionen-Algeb-
ren zu untersuchen.

Definition 2.3. Der Zentralisator von Cy(E,q) in C(E,q) ist definiert als
Zcog,gCo(E,q) ={2€ C(E,q) | zy = yz Yy € Co(E,q)}.

Der Zentralisator bildet eine Teilalgebra von C(E,q) und es gilt fiir die Zentren
von C(E, q) bzw. Cy(E, q) offensichtlich:

Z(C(an)) - ZC(E,q)CO(E7Q)a
Z(CO(E7Q)) = ZC(E,q)CO(E7 Q) N CO(E7Q) C ZC(E,q)CO(E7Q)'

Satz 2.4. Ist (E,q) ein freier quadratischer R-Modul von Rang 2 und nichtsingulir,
dann gilt fir die Clifford-Algebra C(E,q):

ZC'(E,q)CO(E7Q) = Z(CO(E7 Q)) = CO(E7Q) und Z(C(E7q)) =R.

Beweis. Ist {z1, 72} eine Basis von E, so ist {1¢(g,q), T172} eine Basis der Teilalge-
bra Cy(FE, q) von C(E,q) und Cy(FE, q) ist offensichtlich kommutativ — es gilt daher
Z(Cy(E,q)) = Co(FE,q). Weiters gilt (wie oben bereits bemerkt): Z(Cy(E,q)) C
Zc(B,q)Co(E, q).

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, sei nun 2 := 20 + 21 € Zg(g,q)Co(E,q) C
Co(E,q) ® C1(E,q) = C(E,q). Dann gilt nach Definition des Zentralisators fiir alle
y € Co(E,q): zy = yz, also zoy + 21y = yzo + yz1. Da Cy(FE, q) kommutativ ist, lasst
sich diese Bedingung reduzieren zu

1Y = Yz1.

Wir haben oben gesehen, dass Co(F,q) und C;(E,q) zueinander orthogonal sind
beziiglich der von der Standardinvolution 7 induzierten Bilinearform f auf C'(E,q).
Daher muss fiir 2 = 20 + 21 € Zg(p,)Co(E, q) gelten:

0= f(y,z1) =yz21 + 21y = —yz1 + 219
fiir alle y € Co(F, ¢). Damit gilt also fiir alle 2 = 29 + 21 € Zg(g,)Co(E, 9):
2y =y =Y
und somit z; (y—y) = 0 fir alley € Cy(E, q). Da (E, ¢) nichtsingular ist, ist nach dem
vorangegangenen Satz x1zo — T1xg invertierbar in C(E, q¢). Wir setzen nun y = x1x9
und erhalten damit z; = 0, also z € Cp(F, ¢). Somit haben wird auch die Inklusion
ZoB,9)Co(E,q) C Co(E,q) = Z(Co(E, q)) bewiesen und es gilt daher Gleichheit.
Wegen Z(C(E,q)) C Zc(,qCo(E, q) = Co(E, q) hat jedes 2z € Z(C(E, q)) die Form
z = rg + ririxs (ro,r1 € R) und muss insbesondere zx; = x1z erfiillen und somit
auch
(ro +r1b(21, 22))T1 — T19(21)T2 = TOT1 + T1(T1T2)TY = 2T1 =
= z12 = rox1 + rixi(r122) = rox1 + r19(T1) X!

Weil {21, z2} eine Basis von E ist, folgt daher:
r1b(z1,22) = 0 und 2r1q(z1) = 0.

Es gilt also r1b(x1,x2) = r1b(z1,21) = 0 und weil {x1, 22} den R-Modul E erzeugt,
folgt b(r1z1,.) =0 € Hom(E, R). Nach Voraussetzung ist (F,¢) nichtsingulér und
es muss daher r1z; = 0 gelten. Da x; R-linear unabhéngig ist, folgt 71 = 0. Somit
haben wir auch Z(C(E, q)) = R gezeigt. O
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Bemerkung: Betrachten wir nun den Spezialfall eines nichtsingulédren freien qua-
dratischen R-Moduls (E,¢q) mit Orthogonalbasis {x1,z2}. Da (E,q) nichtsingulér
2

ist, muss die Determinante der Gram-Matrix (b(mi, x])> in R invertierbar sein,
i,j=1
also

det ( qo ! 2q(3:2)> = 4Q(x1)Q(x2) €eR

gelten. Daraus folgt insbesondere 2 € R*. Die Clifford-Algebra C(F, q) ist ein freier
R-Modul von Rang 4 und fiir die Basis {z¢ := l¢(g,q), 71, T2, 73 1= v122} gilt:
zo=1, i =q(x1)zo, 5= q(z2)zo,

T1T2 = —T2T1 = T3, x% = 11227172 = —q(21)q(72)Z0.
Die freien Quaternionen-Algebren iiber kommutativen Ringen verallgemeinern also
das Konzept der verallgemeinerten Quaternionen-Algebren Q(a,b | K) iiber Kérpern
K. Daher macht die Bezeichnung

C(E,q) = Q(q(x1),q(x2) | R)

Sinn. Sind R = R, ¢(z1) = g(x2) = —1, so erhalten wir gerade die Hamiltonschen
Quaternionen.

Satz 2.5. Sei (E,q) ein nichtsinguldrer, freier quadratischer R-Modul von Rang 2.
Dann ist C(E,q) separabel iber R.

Beweis. Sei C(E,q)¢ := C(FE,q) ®r C(E,q)°? und ¢ : C(E,q)¢ — C(FE,q) der
eindeutige C'(F, ¢)°~-Modul-Homomorphismus mit ¢(a ® b°?) = ab (siche Anhang).
Wir wollen nun ein separabilitéts-idempotentes Element e € C(FE, q)¢ konstruieren,
also ein e € C(F, q)°P mit

ple) =lopg =1 und (1®z2%)e=(z2®1%)e

fir alle z € C(E,q). Da (E q) nichtsingulér ist, gﬂt 4q(:131) (z2) — b(z1,22)? € R*.
Wir definieren nun u := (—4q(z1)q(x2) + b(a:l,asg) )~ und

e = u((~q(@)a(e2))1 © 17 - qlez)ar @ o} — qlar)as © 25"+

+b(z1, T2)T2 @ TP + (T172) ® (56‘11‘2)Op>,

wobei zu beachten ist, dass (z122)% = z3¥ x 2{¥ € C(E,q)°P gilt. Wir schreiben die
Multiplikation * in C'(E, ¢)°? im Folgenden nicht mehr aus. Es gilt:

¢(e) = U( — q(z1)q(x2) — q(@2)q(z1) — q(21)q(22) + b(21, T2) D221 + :mczxw:z) =
= u( —3q(z1)q(x2) + b(z1, x2)2 — b(x1,x2)T12 + b(271, T2)T 122 — q(:cl)q(xg)) =

= u( —4q(z1)q(x2) + b(x, :UQ)Q) =1.

Da C(FE,q) als R-Modul von {1, x1,x9, x122} erzeugt wird, geniigt es, (1 ® z2°P)e =
(z ® 1P)e fiir z = x1, w9, 122 Zu iiberpriifen.
Fiir z = 21 erhélt man einerseits:

w21 ® 1%P)e = —q(z1)q(z2)21 ® 1% — q(22)2} @ 2] — qa1)(v122) ® 2 +
+b(3§'1, 1‘2)(3311‘2) ® l‘{l)p + ($%:L’2) X (ﬂilzg)Op =

= —q(x1)q(z2)z1 ® 1P — q(21)q(22)1 @ 27 — q(z1)(2122) @ T+
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+b(x1, x2)(T122) ® :Etl)p + q(z1)z2 ® (T122)%;
und andererseits:
u_l(l ® x‘fp)e = —q(z1)q(z2)1 ® azfl)p —q(z2)x1 ® (xip)2 —q(z1)xe ® (x‘fpxgp)+

+b(21, 22) 29 @ (27F)? + (172) ® 27 (2122)% =

= —q(z1)q(z2)1®27" —q(21)q(22) 211 —q(21)b(21, £2) 22 @1P+q(21) 2@ (2 277 )+
+q(x1)b(z1, T2) T2 ® 17 4 b(21, T2)(T122) @ 27F — q(21)(2122) ® T =

= —q(z1)q(x2)1 ® 27* — q(x1)q(x2)z1 @ 17 + q(21)72 @ (257277 +
+b(z1, 2)(2172) ® 27* — q(1)(T172) ® 25"

Es gilt also v} (1®23F)e = u™1 (21 ® 1°P)e und daher auch (1® z7¥)e = (21 @ 1°)e.
Der Fall z = xo verlauft vollig analog. Aufwendiger dagegen ist der Fall z = xqxo:
Finerseits berechnet man:

uH ((2122) © 1%P)e = —q(z1)q(22) (2122) © 1% — (22) (T12921) @ 277 —

—q(z1)(z12222) @ ¥ + b(71, T2)(T12972) @ 2TF + (T1227122) @ (T122)F =

= —q(z1)q(w2)(r129) @ 17 — q(w2)b(21, 22)71 @ 27¥ + q(21)q(T2)T2 @ 2T¥—
—q(z1)q(z2)r1 @ 25 + q(22)b(21, 22) 11 @ 27"+
+b(21, 22)(7122) ® (2122)% — ¢(71)q(22)1 ® (2122) =

= —q(z1)q(z2)(@122) @ 1P + q(x1)q(x2) 2 @ 277 — q(@1)q(22)21 @ T+
+b(w1, T2)(T1272) ® (2172) — q(71)q(72)1 ® (T172);

und andererseits:
w1 @ (z122)P)e = —q(21)q(22)1 @ (2122) 7 — q(32) 71 @ ((122)P2])—

—q(21)12® ((x122)P2’) + b(21, T2) 02 @ ((2172) P2 ) + (2122) ® (T122) P (T122) P =

= —q(z1)q(22)1 ® (2122)7 — q(21)q(w2)21 ® 25" — q(21)b(21, T2)22 ® 25"+
+q(x1)q(w2)2 @ 7 + q(21)b(21, T2) T2 ® 25+
+b(z1, 22)(T1272) ® (2122)P — @(71)q(22) (7172) ® 1P =

= —q(21)q(22)1 ® (2122) — q(21)q(72)71 ® 25 + q(21)q(22) T2 @ 2T+

+b(z1, 2)(T172) @ (T172)7 — q(71)q(72) (T172) @ 1°P.
Daher gilt auch ((z122)®1P)e = (1®(z122)°)e und wir haben damit bewiesen, dass
unser konstruiertes e € C(F,q)¢ tatsichlich separabilitits-idempotent fir C(E, q)
ist. Somit ist C(F, q) separabel. O
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2.3. Arf-Algebren.

Sei (E, q) ein endlich erzeugter, projektiver, nichtsingulérer quadratischer R-Modul.

Definition 2.4. Den Zentralisator von Co(E,q) in C(E,q) nennt man auch Arf-
oder Diskriminanten-Algebra, im folgenden bezeichnet mit

A(E,q) = Zc(p,gCo(E, q).

Die Graduierung C(FE,q) = Co(E,q) ® C1(FE, q) induziert eine Graduierung auf
A(FE,q): Ist ndmlich z = 29 + 21 € A(F,q) mit z; € C;(E,q) (i = 0,1), so gilt fiir
alle y € Cy(F,q)

20y + 21y = 2y = Yz = Yzo + Y21
und es folgt, dass zpy = yzo und z1y = yz1, also sind 2y, 21 € A(E,q). Wir erhal-
ten daher eine Z/2Z-Graduierung A(E,q) = Ao(E,q) ® A1(F,q) mit A;(E,q) =
Ci(E,q)NA(E,q) firi =0, 1.

Proposition 2.6. Ist E zusdtzlich treu, so gibt es Elemente x1,xo,...,xr € E und
r1,72,...,Tx € R, sodass

r1q(z1) + r2q(z2) + - + rrq(zg) = 1g.

Endlich erzeugte, projektive, nichtsinguldre, treue quadratische R-Moduln sind also
primaitiv.
Beweis. Sei a C R das Ideal, welches von {q(z) | x € E} erzeugt wird. Die Elemente
von a sind also von der Form riq(x1) + raoq(z2) + - - - + mrq(xy) fiir ein & > 0 und
gewisse r1,7r2,...,7 € R, x1,x2,...,x € E. Es ist also zu zeigen, dass a = R gilt.
Angenommen a C R. Dann gibt es ein maximales Ideal m C R, sodass a C m.
Durch Lokalisierung in m erhalten wir den quadratischen Rpn-Modul (Em, gm) :=
(E ®Rr Rm, qr,,) und dieser erfiillt:

Gn(En) = R2q(F) C Rnq(E) = Rpa C mRy,

Da FE endlich erzeugt, projektiv und treu ist, gilt Ey # {0} und Ey, ist frei von
endlichem Rang iiber Ry. Sei {x1,x9,...,2,} eine Basis von Ey und by die zu ¢y
assoziierte symmetrische Bilinearform. Da by (z,2') = gm(z + ') — gm(2) — gm(2)
fiir alle z, 2" € Ey gilt, folgt nach Obigem fiir die Gram-Matrix (b (zi, ;)7

det (b (x;, ;rj))?:j:l € mRy,.

Da nach Voraussetzung (F,b) nichtsingulér ist, ist auch (Fy, by) nichtsinguldr. Da-
her gilt det(bm(z;,25));' ;=1 € Ry — ein Widerspruch. Daher muss a = R gelten und
also 1r € a. O

Satz 2.7. Sei E zusitzlich treu. Dann ¢ibt es einen eindeutig bestimmten R-Algebren-
Automorphismus pu : A(E,q) — A(E,q), sodass

u? = idao(p,q und zz=p(2)r firaler € E,z € A(E,q).
Fiir diesen gilt auflerdem: Z(C(E,q)) = {z € A(E,q) | u(z) = z}.

Beweis. Nach obiger Proposition gibt es r1,79,...,7¢ € R und z1,x2,...,2, € E,
sodass r1g(x1) + raq(x2) + - - - + rrg(xy) = 1.

Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit: Sei z € A(F,q) beliebig. Falls es p :
A(E,q) — A(FE,q) mit den geforderten Eigenschaften gibt, so folgt aus x;zz; =
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p(z)zizi = p(z)q(ei):
k

k
E ’I”Zq .Il = E TiTi2X5.

i=1 =1

Dadurch ist p eindeutig festgelegt.
Nun zur Existenz: Wir definieren p(z) := Zle rizizx; fir alle z € A(E, q). Fiir
x € F gilt:

k k k
= E TZ'IL'Z'Z E TZLIZ‘Z T;x = E Tzq .CL‘Z rz =Tz

=1 7
und ebenso:
Kk Kk Kk

k
z) = erixizxi = Zn(xxz)z:zrz = an(wazz)xz = anxq(azz) = zx.
=1

i=1 i=1 i=1
Daher folgt fiir alle z, 2" € E:
w(2)ra’ = xza' = xa'p(z),

also gilt u(z) € A(F,q). Aus zu(z) = zzx folgt nun, dass z € A(FE, q) genau dann im
Zentrum Z(C(E,q)) liegt, wenn u(z) = z gilt. Wegen p(r) = r fiir alle r € R und
der Linearitét von p, ist p daher ein R-Modul-Automorphismus A(E,q) — A(E, q).
Fiir 2,2 € A(F, q) gilt:

k k k
/ / /
u(z)p(z") = ( E rixizwi>( E iz :Ej) = E rirjriz(xiry)2 ey =
i=1 j=1 i,j=1
k k
Z riwi(zivy)z2' w; = Z ririq(z)zjz2' e =
: 7.7:1

- <Zk:7"iq(ﬂfi)> <zk:rjszz’mj> = pu(z2").
i=1 =

Somit ist g also ein R-Algebren-Automorphismus und es bleibt zu zeigen, dass pu? =
1dA(E.q)’

E rjxj(g rzxzzxz> E 7T 2 (T2 ) E rirjex(Tixg)z =

a] 1 ,j 1
k k k k
= Z rirjq(x;)Tjriz = Z riq(zi)rjq(x)z = (qu(:cz)) (erq(xj)>z = z.
ij=1 ij=1 i=1 j=1

O

Bemerkung: Ist z € Ag(FE, q), so gilt: pu(z)x = zz € C1(E, q) fiir alle z € E und da-
her folgt p(2)z? € Co(E, q), also pu(z) € Co(E, q). Somit gilt: u(Ag(E,q)) C Ao(E,q)
und man zeigt analog, dass u(A41(F,q)) C A1(FE,q). p ist also ein graduierter R-
Algebren-Automorphismus.
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2.4. Konjugation.

Sei (F, q) ein endlich erzeugter, projektiver, nichtsingulirer quadratischer R-Modul
und A(E, q) die Arf-Algebra von (F, q).

Sei 0 := C(—idg) der eindeutige R-Algebren-Homomorphismus, den der R-Modul-
Homomorphismus —idg induziert (siehe Abschnitt 1.3). Es gilt 0 = idcy(pq) @
—idcy(B,g)- Seinun 1= 0| (g q). Fiir 2 = z0+21 € A(E, q) = Ao(E,q)DA1(E,q), y €
Co(FE, q) gilt dann:

B(2)y = (20 — 21)y = 20y — 21y = Y20 — yz1 = y(20 — 21) = yB(2),

also liegt 3(z) wieder in A(E,q) und § ist somit ein R-Algebren-Automorphismus
auf A(F,q). Da auch p ein graduierter R-Algebren-Automorphismus auf A(E, q) ist,
gilt fiir 2 = 29 + 21 € A(E,q) = Ao(E,q) ® A1(E, q):

BuB~H(2) = Bulzo — 21) = Blu(z0) — (1)) = p(z0) + p(21) = p(2).
Es gilt also: BuB~! = p.

Definition 2.5. Der graduierte R-Algebren-Automorphismus o := Bu = upf :
A(E,q) — A(E,q) heifst Konjugation von A(FE,q).

Offensichtlich gilt o? = Buuf = id A(E,q) und a ist wieder eine Involution. In den
beiden folgenden Beispielen wollen wir nun die Konjugationen von Arf-Algebren zu
freien R-Moduln von Rang 1 und 2 betrachten.

Beispiele:

(1) Sei (E, q) frei von Rang 1 und {z} sei eine Basis von E. Es ist dann {1¢ (g q), 2}
eine Basis von C(FE,q) und die Clifford-Algebra ist daher kommutativ. Es
folgt

A(E,q) = Zc(p,gCo(E,q) = C(E,q)
und g = idy(pq). Die Konjugation von A(F,q) ist daher gegeben durch

a = 8 = 0. Die Graduierung auf A(FE,q) ist offenbar A(FE,q) = R @ E. Da
A(E, q) eine freie R-Algebra von Rang 2 ist, gilt wegen 22 = ¢(x)

A(E, q)=R[X]/(X? — q(x)).

Nach Voraussetzung ist (F,q) nichtsinguldr und es gilt deshalb b(z,z) =
2q(z) € R*. Es folgt 4¢(z) € R* und A(E, q) ist daher separabel. Versieht
man A = R[X]/(X? — q(z)) mit der Graduierung A = Rl4 ® Ra mit
a = X + (X% — ¢(z)), so erhilt obiger Isomorphismus, in Folge mit 1y
bezeichnet, die Graduierung. Die Konjugation ¢ auf A ist gegeben durch
¢(rola +ma) =rolg — ria. Es gilt:

Y1(a(rolo(e,q + ) = rola + rii(az)) =rola —rii(z) =

=rola —ria=¢(rola +mra) = g(zpl(rglc(E,q) +rz)).

11 erhélt also die Konjugationen.
(2) Seinun (E, q) frei von Rang 2 mit Basis {x,z2}. Es gilt dann nach Satz 2.4

A(E7 Q) = Z(OO(Ev Q)) = CO<E7 Q)

und wir erhalten die triviale Graduierung A(E,q) = A(E,q) ® {0}. Fiir
die kanonische Involution v : z — z auf C(E,q) (siehe Abschnitt 2.2) gilt



42 Die Struktur von Clifford-Algebren

Y(Co(E,q)) = Co(E,q) und ~ lésst sich daher zu einem Antiautomorphis-
mus auf A(F, q) einschrinken. Da Co(F, q) kommutativ ist, ist v|4(g,q) ein
Automorphismus. Es gilt:

z1(z122) = q(21)20 = (T271) 21 = (T1T2)T1, Sowie xo(x1x2) = (T1X2)T2.

Aufgrund der Eindeutigkeit des R-Algebren-Automorphismus p auf A(FE, q),
folgt 11 = v|a(,q)- Wegen B = id(p,qg), ist die Konjugation a auf A(F, q) ge-
geben durch a = 7| 4(g,q). Weil (£, ¢) nichtsingulér ist, ist die Determinante
der Gram-Matrix invertierbar — es gilt also 4q(z1)q(z2) — b(xy,22)? € R*.
Setzen wir nun a := b(zx1,22),b := —q(x1)q(x2), so ist wegen a? + 4b € R*
die R-Algebra A := R[X]/(X?—aX —b) separabel. Wir definieren nun einen
R-Modul-Isomorphismus

Yo 1 A(E,q) — R[X]/(X*—aX —b)
durch 1g(gqg) = 1a, 122 = 2 1= X + (X2 —aX —b). Wegen

o ((2122)?) = Po(a1(b(a1, 22)1o(p,y) — T172)22) =

= a(aw17a + blo(p,g)) = ar +bly = 2?2 = hy(z12)?
ist 19 ein R-Algebren-Isomorphismus. A(E, q) = Cy(FE,q) ist somit separa-
bel. Da wir auch auf A nur die triviale Graduierung A = A @ {0} haben, ist
19 graduiert. Die Konjugation ¢ auf A ist gegeben durch ¢(rolg + riz) =
(ro + ar1)l4 — riz. Auch in diesem Fall erhilt 1, die Konjugationen:

Yo(a(rolo(m,g) + r1z122)) = rola + rive(zex1) = rola + riva(b(x1, x2) — 2122) =

= (ro+ar))la — iz = c(Ya(rolo(m,g) + riv1r2)).

Sei (FE,q) endlich erzeugt, projektiv, nichtsingulédr und treu. Wir wollen nun die
Arf-Algebra A(E,q) im Falle einer orthogonalen Zerlegung F = FE; 1 F, untersu-
chen. Da E endlich erzeugt, projektiv und nichtsingulér ist, gilt dies auch fiir die
Untermoduln F; und Es. Sei A(FE;, ;) fur i = 0,1 die Arf-Algebra zu (E;, ¢; = q|E;).
Wir betrachten nun die Kette von Inklusionen

A(Er, q1) ®r A(E2, @2) = A(Er, 1) @r C(E2, q2) = C(E1, q1) ®r C(E2, q2).
Wir erhalten damit einen graduierten R-Algebren-Homomorphismus
A(E1, q1)©RrA(E2, ¢2) — C(E1,q1)@RC(E2, ¢2),

wobei die Algebren-Multiplikation des graduierten Tensorproduktes C(FE1,q1)®g
C(Ea,q2) gegeben ist durch: (21 ® 22)(2] ® 25) = (=1)¥(212] @ 22b) fiir 29 €
Ci(E1,q1), 21 € Cj(E2,q2) (sieche Abschnitt 1.7). Durch Komposition mit dem gra-
duierten R-Algebren-Isomorphismus ¢ : C(Ey,q1)®gC(E, q2) — C(E, q) erhalten
wir einen Homomorphismus

®: A(Er, 1)ORA(E2, q2) = C(E,q)

von graduierten R-Algebren. Sei nun «; = B;u; = pif; (fiir i = 0,1) die Konjuga-
tion von A(F;,q;). Da «; ein graduierter R-Algebren-Automorphismus ist, ist auch
a1 @ ein graduierter R-Algebren-Automorphismus auf A(E1, q1)®rA(Es, q2). Wir
definieren nun die R-Algebra A(E1,q1) * A(Ea2,q2) durch:

A(Er, q1) * A(BE2, q2) := {z € A(Er, q1)®RA(E2, q2) | (01 ® ag)(z) = 2}
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Lemma 2.8. Sei (E,q) ein nichtsinguldrer, treuer, endlich erzeugter, projektiver
quadratischer R-Modul, fir den es eine Zerlequng EE = E1 1 Eo gibt, wobei die Un-
termoduln Ey, Es frei von endlichem Rang seien. Es seien weiters auch A(E1,q1)
und A(E1,q2) freie R-Moduln von endlichem Rang, wobei ¢; durch q|g, gegeben ist
(i = 1,2). Dann ist die Einschrinkung von ® auf A(E1,q1) * A(F2,q2) ein R-
Algebren-Isomorphismus

A(Ela (J1) * A(E27 Q2) — A(E7 Q)

und die Involution a1 ®id o(g, g0) = 1dA(E, q) @02 von A(E1, q1)*A(Ea, q2) entspricht
der Konjugation « von A(E,q).

Beweis. Da A(F1, qp) frei ist, ist die Abbildung A(E1, ¢1)®rA(E2, ¢2) — A(E1,q1)®r
C(Eq,q2) injektiv und weil auch C(Es,qo) frei ist, ist A(E1,q1)®rC(Fa, q2) —
C(E1,q1)®RrC(Ey,q2) ebenfalls injektiv. Somit ist auch die Komposition
A(E1, q1)@RrA(E2, q2) — C(E1,q1)®RC(F9,q2) injektiv und wir betrachten daher
A(El, ql)®RA(E2, QQ) als Teilalgebra von C(El, ql)®RC(E2, QQ).

Sei D := C(E1,q1)®rC(E2,q2) und D = Dy @ Dy die Graduierung von D. Weil
¢: D — C(F,q) ein graduierter R-Algebren-Isomorphismus ist, gilt fir z € ZpDy:

o(2)y = 6(2)d(y) = d(2y) = d(y2) = d(y)d(2) = y'¢(2)

fiir alle y' = ¢(y) € Co(E,q). Daher folgt: ¢(ZpDo) C Zc(p,qCo(E,q) = A(E, q).
Analog kann man auch ¢~(A(FE,q)) C ZpDy zeigen und es gilt daher ¢(ZpDy) =
A(FE,q). Um die Behauptung zu beweisen, miissen wir also zeigen, dass A(E1,q1) *
A(FE2,q2) = ZpDy gilt. Wegen «; = Sipi = pif5i und somit a3 ® ag = (B1p1) @
(12f2) = (b1 ® p2) o (u1 ® B2) ist die Bedingung (a1 ® ae)(z) = z in der Definition
von A(Eq, q1) * A(E2, ¢2) dquivalent zu (p1 ® B2)(2) = (1 @ p2)(z). Wir zeigen nun
also:

ZpDy = {z € A(E1, 1)QrA(E2, q2) | (11 ® B2)(2) = (81 @ p2)(2)}.

Es gﬂt: Dy = (C()(El,ql) X C(](EQ,QQ)) D (Cl<E1,ql) X Cl(EQ,QQ>) und Dy wird
daher als R-Algebra von Co(E1,q1) ® 1o(y,0)> Lo(Er,q) @ Co(E2, g2) und {71 ® 22 |
x1 € F1, x9 € Ea} erzeugt.

e Zunichst zeigen wir, dass

Zp((Co(Er, q1) ® 1e(i3.40)) U (Lo gr) © Co(E2, 2))) = A(E1, 1) ©RA(E2, g2)
gilt.
Es sei also z € D derart, dass 2z sowohl Co(E1,q1) ® 1o(g,,qg) als auch log, 4) ®
Co(FE2,q2) zentralisiert. Sei {vy,va,...,vp} eine Basis von C(FE2,q2) und wu;
€ C(Ey,q1) (1 = 1,2,...,k) derart, dass z = Zle(ui ® v;) (die u; sind dadurch
eindeutig festgelegt). Es gilt dann fiir alle zg € Co(E1, ¢1):

k k
D (wizo @ vi) = 2(20 @ Loy ) = (20 @ Lo(mg))? = D (200 ® v3).
i=1 =1
Da {v1,v9,...,vx} eine Basis ist, folgt u;zp = zou; und daher u; € A(Eq,q) fiir alle

i=1,2,...,k Es gilt also z € A(E1,q1)®@rC(F2,q2). Ist nun {uy,us, ..., u} (fir
ein k € N) eine Basis von A(F1,q1) und z = Zle(ui ®w;) fiir geeignete (eindeutige)
v; € C(Es,q2), so gilt analog:

k k

Z(uz' ®viz0) = 2(1c(m,q) @ 20) = (Lo ,q) © 20)2 = Z(Ui ® 20v;)
i—1 i=1
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fiir alle zg € Co(FEa,q2). Weil {uy,us,...,ur} eine Basis ist, folgt: v;z9 = zpv; und
es muss also v; € A(Fs,qe) fiir alle i = 1,2,...,k gelten. Wir erhalten somit: z €
A(E1, q1)ORA(E2, ¢2).
Umgekehrt gilt fiir alle z = Zle(ui ®v;) € A(B1,q1)®RrA(FE2,q2) C D trivialer-
weise:
k k

2(z0 ® 1C(E2,q2)) = Z(Uz‘z() ®u;) = Z(Z()ui ®v;) = (20 ® 1C(E2,€I2))Z
=1 =1

fiir alle zg € Co(E1, q1), sowie
k k

(e g) ®20) = Y (Ui ®viz0) = 3 _(ui ® 2000) = (lo(p, q1) ® 20)2
=1 =1

fiir alle zg € Cy(Es, q2) und wir erhalten daher auch die umgekehrte Inklusion.
e Wir zeigen nun fiir 2 € A(E1, q1)®rA(E2, q2):
2(r1 @ x2) = (21 ®x2)2 V1 € B, 13 € By <= (111 ® B2)(2) = (b1 ® p2)(2).

Sei z = Zle(ui ® Ui) mit u; = Uy + Uy € A(El,ql) = Ao(El,q1) D Al(El,ql),
Vi = Vi, + v € A(EQ,QQ) = A()(EQ,QQ) ¥ Al(EQ,QQ) fir ¢ = 1,2,...,k. Fir z1 €
E; C Cl(El,ql) x9 € Ey C C1(F2,q2) gilt dann:

z(r1®@22) Z (Uio 1 @Vig2) — (Uig T1 @i, 22) + (Uiy T1 @iy 22) — (ugy T1 @V;, 22)) =
=1

E

=D (@i (uig) ® vigws) + (w11 (wig) © —viy2) + (w141 (wy) © vigwa)+
1=1

(@1 (uiy) @ =05y 22)) = (21 @ 1o(Byq0)) (1 © B2)(2) (L, q1) @ 22)-
Analog zeigt man:

(71 @ x9)2 = (21 @ 10(By,42)) (P1 @ 112)(2) (Lo 1) ® 22)-
Gilt nun (p1 ® B2)(2) = (81 @ p2)(z), so folgt daher z(x1 ® x2) = (x1 ® x2)z.
Um die umgekehrte Implikation zu zeigen, sei also z(z; ® z2) = (1 ® z2)z fir
alle z1 € Fq, 9 € F5y. Es gilt dann nach Obigem

(21@10(Byq0)) (11 B2)(2) (Lo(By,q1) @T2) = (1@ 10 (1y,40)) (B1@2) (2) L (2, 1) @ T2)
fiir alle 1 € Eq, 9 € Fs. Sei nun 1 € Ej beliebig fix. Da Fj frei (also insbesondere
treu) und nichtsingulér ist, gibt es nach Proposition 2.6 Elemente 22 1,222, ..., 22 €
Eyund 71,79, . .., € R, sodass r1q2(22,1) +r2g2(72.2) ++ - +71q2(T2.1) = 10(Ey o)
Es gilt dann:

k

(21 @ 1oy 00)) (11 ® B2)(2) = > (21 @ Le(By,00)) (111 @ B2) (2) Ly q1) @ Ti(w2,6)) =
i=1

I
‘M?T

ri((21 @ Logm g) (11 © B2)(2) (Lomg) @ 22,)) (Lor, q) @ T24) =
1

7

I
M=

ri((21 © Logr g) (81 @ 12)(2) (Lom g © 22,)) Lor, q) @ T24) =
1

-
Il

= (21 ® lo(By ,q)) (B1 @ p2)(2)-



Clifford-Algebren zu quadratischen Moduln 45

Wendet man Proposition 2.6 auf F; an und wiederholt die obige Vorgehensweise, so
erhélt man (u; ® B2)(z) = (61 ® u2)(z) und damit die Behauptung.
e Zuletzt haben wir noch zu zeigen, dass (1 ® id (g, q,)) = (ida(E,,q) @ 2)
gilt und dass diese Involution von A(E1, q1) * A(Es,q2) der Konjugation «
von A(FE,q) entspricht.

Wegen (a1 ® ag)(z) = z fiir alle z € A(E1, q1) * A(F2, q2) folgt sofort:

(01 @ida(5,00))(2) = (01 @i (1 00)) © (1 ® 2)(2) = (0 ® 2) (2) = (idp, ® 2)(2)
und die erste Identitit ist damit gezeigt. Sei nun 2’ € A(FE,q) beliebig und z :=
¢~ 1(2') € A(Er,q1) * A(Ea, ¢2). Seien xg1,T29,...,22) € B2 und ri,ra,...,7 € R
wie oben. Dann gilt fiir alle z1 € El'

z(z1 ® 10 E27q2) Z z(x1 @ 22 Z)) (1C(E17q1) ® 552,1‘) =
i=1

k
Zrl xl & 1C E1 qﬂ)(:u‘l ® ﬂQ)(Z)(lc(ELth) ® x27i))(1C(E1,(I1) ® 117271‘) =
i=1
= (xl ® IC(EQ,qz))(:u'l ® 62)(’2)

und es folgt daher:

(T1@1 (B q0))7 = (331@10(}32,(12))(#1@/32)((N1®ﬁ2)(z)) = (11®B2)(2)(21®1 (8, ,40))-

Auf analoge Weise erhilt man (1o(g, q,) ® 72)2 = (11 ® 2)(2) Lok, q) @ @2) fiir
alle zo € Es. Es folgt daher fiir alle 1 € Ej, 9 € E2 (man beachte hierbei, dass
nach Abschnitt 1.8 E; in C(F, q) eingebettet werden kann):

117 = $((31®0 105y 40))7) = O((110B2)(2)(31® 10y 40))) = (0(11®B2)0d™ ") (21,

z92' = (o (1 ® Ba) 0 ¢~ 1) () o

Da offensichtlich auch (¢ o (u1 ® B2) o ¢—1‘A(E7q))2 = tdg(g,q) gilt, folgt wegen der
Eindeutigkeit des R-Algebren-Automorphismus p : A(E,q) — A(F,q) mit diesen
Eigenschaften die Identitéit: g = ¢ o (1 ® B2) 0 ¢~ 1| A(E,q)- Trivialerweise gilt: 3 =
¢o(B1®Bs)o ¢_1|A(E,q) und es folgt somit fiir die Konjugation « auf A(FE, q):

a =B =¢o(B1®B2)o¢ opo(u1®PB2)od ™ A(pg) = ¢o(1®idA(py.4)) 00 | A(m,g)-

Wir erhalten also oo ¢’A(E1,41)*A(E27112) =®o (al ® idA(END))‘A(thl)*A(Ez,lD) und
die Behauptung ist somit bewiesen.

Bemerkung: Obiges Resultat gilt auch, wenn Ej, Fs, A(FE1,q1), A(E2,q2) nicht
frei sind; man muss dann voraussetzen, dass Fp, Fs treu sind. Fiir das Folgende
wird die eingeschrinkte Aussage jedoch geniigen.

2.5. Spezielle Elemente.

Sei (F, q) ein nichtsingulérer, endlich erzeugter, projektiver, treuer quadratischer R-
Modul, dessen Rang nur gerade oder ungerade Werte annimmt; es gelte also entweder
rkr,(E ®@r Ry) = 0 (mod 2) fiir alle Primideale p C R oder rkg,(E ®g Ry) = 1
(mod 2) fiir alle Primideale p C R.

Definition 2.6. Ein Element z € C(E,q) heifit speziell, wenn {l¢g,g),2} eine
Basis von A(E,q) als R-Modul ist und auferdem
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e falls der Rang von E ungerade ist, die Eigenschaften z € C1(FE, q), a(z) = —z
und b := 22 € R* erfiillt sind,
e falls der Rang von E gerade ist, die Eigenschaften z € Co(E,q), a(z) = a—=z
und 2% = az + b fiir gewisse a,b € R mit a® + 4b € R* erfiillt sind.
Das Polynom X% —aX — b € R[X] (mit a = 0 falls der Rang von E ungerade ist)
heift das Polynom von z.

Offenbar impliziert die Existenz eines speziellen Elements notwendigerweise be-
reits, dass A(E, q) frei von Rang 2 ist. Fiir nichtsingulire, endlich erzeugte, projek-
tive quadratische R-Moduln von ungeradem Rang muss stets 2 € R* gelten. Es folgt
daher, dass auch im Fall ungeraden Ranges a? 4+ 4b = 0 + 4b in R invertierbar ist.
Wegen

(a —22)* = a? — daz + 42% = a® — daz + 4(az +b) = a® + 4b € R*
ist @ — 22 € A(F, q) invertierbar und das Inverse ist gegeben durch (a — 22)~! =

(a® 4 4b)~1(a — 2z). Im Fall ungeraden Ranges gilt daher z € A(E,q)* fiir jedes
spezielle Element z € A(F, q).

Proposition 2.9. Sei (F,q) ein nichtsinguldrer, endlich erzeugter, projektiver, treu-
er quadratischer R-Modul von geradem oder ungeradem Rang. Sei z ein spezielles
Element von C(E, q) mit Polynom X? —aX —b und 2’ € C(E,q) beliebig. Dann ist
2" genau dann speziell, wenn

e im Fall ungeraden Ranges 2’ =tz fiir eint € R* gilt,
e im Fall geraden Ranges 2’ = r +tz fir einr € R und ein t € R* gilt.

Beweis. Ist 2’ speziell, so muss {1¢(p,q), %'} eine Basis von A(FE, q) sein und daher
2/ =r 4tz fiirein r € R und ein t € R* gelten.

Sei nun der Rang von E ungerade. Ist 2’ = ¢z, so ist 2’ offensichtlich ein spezielles
Element, da dann 2’ = tz € C1(E,q), a(?') = ta(z) = —tz = —2' und ¥/ = 2% =
(tz)2 = t2b € R* gilt. Das zugehorige Polynom ist dann gegeben durch X2 — 2b. Ist
umgekehrt 2’ ein spezielles Element, so muss 2’ € Cy(F, q) gelten und es folgt daher
r =0, also 2/ = tz.

Sei nun der Rang von E gerade. Fiir 2/ = r + tz gilt 2’ € Cy(E, ¢) und

a2y =r+ta(z) =r+tla—z)=2r+ta— (r+tz) = (2r +ta) — 2/,
22 =(r+t2) =+ 2tz + 222 =2 + 2tz + t2(az 4+ b) =
= (2r 4+ ta)(r +tz) — (2r + ta)r + r% + t2b = (2r + ta)2' + (t*b — tar — r?).
Setzen wir a’ := 2r + ta, b := t2b — tar — 2, so gilt:
a? + 4V = 4r? + dtar + t2a® + 420 — dtar — 4r? = t*(a® + 4b) € R*.
2/ = r +tz ist daher ein spezielles Element mit Polynom X2 — (2r + ta) X — (¢?b —
tar — r?). O

Bemerkung: Im Beweis des Lemmas haben wir auch gesehen, dass fiir zwei speziel-
le Elemente z, 2’ mit zugehorigen Polynomen X2 —aX —b bzw. X2 —a’X —b' (sowohl
im Fall ungeraden Ranges als auch im Fall geraden Ranges) gilt: a”?+4b = t2(a®+4b)
fiir ein t € R*. Die Restklasse von a? + 4b in R*/(R*)? ist also unabhiingig von der
Wahl des speziellen Elements.

Lemma 2.10. Sei (E, q) wie im vorigen Lemma. C(E, q) hat genau dann ein spezi-
elles Element mit Polynom X% —aX —b, wenn R[X]/(X%—aX —b) separabel ist und
es einen Isomorphismus R[X]/(X?—aX —b) — A(FE, q) von graduierten R-Algebren
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mit Konjugation gibt, wobei die Graduierung von R[X]/(X? —aX —b) gegeben sei
durch R1 @ Rx mit v = X + (X2 —aX —b), falls der Rang von E ungerade ist,
bzw. durch die triviale Graduierung, falls der Rang gerade ist, und falls E ungeraden
Rang hat zusdtzlich a = 0 gilt.

Beweis. Sei zundchst der Rang von E ungerade. Ist z ein spezielles Element mit
Polynom X? — b, so ist {1c(g,q), 2} eine Basis von A(E,q) und wegen z € C1(F, q)
ist die Graduierung auf A(E,q) gegeben durch A(E,q) = Rlg(g,q) © Rz. Die freie
R-Algebra A := R[X]/(X? — b) ist wegen 4b € R* separabel und die Zerlegung
A = Rl4® Rr mit x = X + (X? — b) ist eine Z/2Z-Graduierung auf A. Sei nun
die Abbildung ¢ : A — A(FE, q) gegeben durch 14 + 1¢(gq), T = 2 sowie R-lineare
Fortsetzung. Wegen (2?) = ¢(bla) = blo(p,g) = 2° = ¢(x)? ist ¥ ein R-Algebren-
Isomorphismus und erhélt offensichtlich die Graduierungen. Fiir die Konjugationen
¢ und o von A bzw. A(E, q) gilt wegen a(z) = —z:

Y(s(rola 4+ rix)) = (rola — rx) = rolom,g) — 712 =

= a(rolop,q) +112) = a(P(rola +riz))
fiir alle rg, 1 € R. Damit ist auch gezeigt, dass ¢ die Konjugationen erhilt. Ist nun
umgekehrt A := R[X]/(X? —b) = Rl4 ® Rx mit x = X + (X2 — b) separabel und
Y : A— A(E,q) ein graduierter R-Algebren-Isomorphismus, der die Konjugationen
erhilt, so definieren wir z := ¢(z). Da 1 ein Isomorphismus ist, bilden lowmg) =
¥(14) und z = (z) eine Basis von A(F,q) und weil ¢ graduiert ist, gilt z €
Ay(E,q) C C1(E, q). Weiters folgt aus 1) o ¢ = a0 9 fiir ro,71 € R:

rolo(m,g — 112 =Y os(rola +riz) = aoy(rola +rix) = rolom,q) + ria(z).
Da {1¢(g,q), 2} eine Basis ist, folgt a(z) = —2z. Weiters gilt:

2> =1p(x)? = ¥(a®) = (bla) = blo(e,q)-
Da A separabel ist, muss 4b € R* gelten; wegen 2 € R* (da der Rang von E ungerade
und (E, q) nichtsingulir ist) folgt b € R* und somit ist auch 2% € R* erfiillt — es ist
also z = 1(z) ein spezielles Element von C(E, q).

Sei nun der Rang von F gerade. Ist z ein spezielles Element, so ist {1¢(g q), 2} eine
Basis von A(FE,q) und z € Cy(E,q). Wir erhalten daher die triviale Graduierung
A(E,q) = A(E,q) ® {0}. Wegen a® + 4b € R* ist die R-Algebra A := R[X]/(X? —
aX — b) separabel und ebenfalls trivial graduiert. Sei * = X + (X2 — aX — b)
und ¢ : A — A(E, q) der R-Modul-Homomorphismus, der gegeben ist durch 14
loe,g)> © +— 2. Wegen P(r)? =22 =az+ blep,g = Y(ax +bla) = P(x?) ist 1 ein
R-Algebren-Isomorphismus. ¢ erhélt trivialerweise die Graduierung und es gilt:

Y(s(rola +riz)) = Y((ro + ra)la —rz) = (ro + ra)lom,y —rz =

=rolo(m,q +ri(alomg) — 2) = a(¥(rola + r1z));
1 erhilt also die Konjugation. Ist nun umgekehrt A := R[X]/(X?—aX —b) separabel
und ¢ : A= A® {0} — A(FE,q) ein graduierter R-Algebren-Isomorphismus, der die
Konjugationen erhélt, so definieren wir analog zum ersten Fall z := ¢(z) fir = =
X +(X?—aX —b). Esist dann {1 (g ), 2} eine Basis von A(E, q) und z € Co(E, q).
Wegen
(7‘0 + CLTl)lC(Eﬂ) —riz=1o C(TolA + 7’155) =
=ao(rola+ 1) =role(p,g +r1a(2)

gilt auch a(z) = algp,y — 2. Bs gilt 22 = ¢(2)? = ¢(2?) = ¢(ax + bla) =
az + blo(p,g) und da A separabel ist, ist auch a® 4 4b € R* erfiillt. O
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Beispiele:

(1) Ist E frei von Rang 1 und {z} eine Basis von E, so gilt © € C1(FE, q). Es ist
C(FE,q) kommutativ, die Arf-Algebra ist gegeben durch A(E,q) = C(E,q)
und {lg(g,q), 2} ist eine Basis von A(E,q). In Beispiel (1) aus Abschnitt
2.4 haben wir gesehen, dass in diesem Fall a = ¢ gilt und erhalten daher
a(x) = —z. Da (E, ¢) nichtsingulér ist, muss 2 € R* sowie b(x,z) = 2¢(x) €
R* gelten, also auch 22 = g(z) € R*. Somit haben wir gezeigt, dass = ein
spezielles Element mit Polynom X? — g(x) ist.

(2) Sei nun E frei von Rang 2 und {z1,z2} eine Basis. Setze z := xjx2 €
Co(E, q). In Beispiel (2) aus Abschnitt 2.4 haben wir gesehen, dass in diesem
Fall A(E,q) = Cy(E,q) gilt und die Konjugation durch die Einschrinkung
der kanonischen Involution auf A(E,q) gegeben ist. Es ist {1¢(g ), 2} eine
Basis von A(E, ¢q) und z erfiillt:

a(z) = T1x2 = X211 = b(xl,xz) — X129

2% = pywor1T0 = x1(b(x1, x2) — T122) T2 = b(21,22)2 — q(21)q(22).

Setzen wir nun a := b(x1,z2) und b := —q(x1)q(z2), so gilt, da (F, q) nicht-
singulér ist: a2 +4b = b(x1, 22)? —4q(z1)q(z2) € R*. Daher ist z ein spezielles
Element mit Polynom X2 — b(x1,22)X + q(21)q(z2).

Die beiden Beispiele zeigen insbesondere:

Lemma 2.11. Ist (E, q) nichtsingulir und frei von Rang 1 oder 2, so besitzt C(E, q)
ein spezielles Element.

Lésst sich (E,q) als orthogonale Summe zweier Untermoduln schreiben, so ist
folgendes Resultat niitzlich:

Lemma 2.12. Sei (E,q) nichtsingulir und es gebe eine Zerlequng E = E11Fs
mit Ey1, Ey frei von Rang n1 > 1 bzw. ng > 1. Weiters existiere fir i = 1, 2 in
der Clifford-Algebra C(E;, ¢;) zu (Ei,q; = q|g,) ein spezielles Element z; mit Po-
lynom X? — a; X — b;. Dann besitzt auch C(E,q) ein spezielles Element, nimlich
ara2lc(g,q) — @122 —agz1 + 22122 und dessen Polynom X% —aX —b ist gegeben durch
a = ajag und b = aby + a3by + (—1)™"24b,by.

Beweis. Fiir i = 1, 2 gilt: Da C(FE;, q;) ein spezielles Element mit Polynom X2 —

a; X — b; besitzt, gibt es einen Isomorphismus 1; : 4; := R[X]/(X? — a; X — b;) —

A(E;, q;) von graduierten R-Algebren mit Konjugation, wobei die Graduierung von

A; im Fall n; = 1 (mod 2) durch 4; = Rl4, ® Rx; mit 2; = X + (X? — a; X — ;)

gegeben ist, im Fall n; = 0 (mod 2) trivial ist. Dabei ist ; durch x; — z; gegeben.
Sei die Teilalgebra P von A;®prAs definiert durch:

P :={pec Ai®rAs | (1 ®@)(p) = p},

wobei g; die Konjugation von A; sei (i = 1, 2). Wir definieren z := (z1®z2)+(s1(1)®
G2(x2)). Man kann nun zeigen, dass z € P und {1p = 14, ® 14,, z} eine Basis von
P ist. Weiters gilt (wie man durch lingere Berechnungen sieht): 22 = blp + az fiir
die gegebenen Elemente a,b € R.

Ist nun A := R[X]/(X? — aX —b), so erhalten wir durch 14 + 1p, 2 = X +
(X? —aX — b) — z einen R-Algebren-Isomorphismus 6 : A — P. Wir definieren
nun eine Graduierung und eine Konjugation auf P: Gilt n; + ng = 1 (mod 2),
so gilt n; = 1 (mod 2) oder ng = 1 (mod 2) und es folgt a; = 0 oder ay = 0;
wir erhalten also a = 0 und P = Rlp @ Rz ist eine Graduierung auf P. Im Fall
ni +ng = 0 (mod 2) ist P trivial graduiert. Fiir alle p € P gilt: (¢1 ® ida,)(p) =
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(¢1®id a,)o(s1®62)(p) = (ida, ®s2)(p) und wir definieren die Konjugation auf P daher
durch ¢; ® ida, = ida, ® ¢2. Offensichtlich erhélt der R-Algebren-Isomorphismus 6
die Graduierungen. Ist ¢ die Konjugation von A, so gilt:

(Bo¢)(rola+rix) =0((ro +ar1)la —rz) = (ro +ar))lp —riz =

= (ro+ar1)(1a, ® 14,) — r1((z1 ® 22) + (s1(21) ® 2(22))) =
= (ro +a1azr1)(la, ® 1a,) —r1(z1 ® 12) — arazri(la, ® 14,)+
+airi(la, @ x2) + agri(z1 ® 1a,) — r1i(r1 @ x2) =
=19(la, ®14,) +a1m1(la, ® x2) + agri(x1 @ 1a,) — 2r1(z1 @ 22) =
=7o(la, ® Lay) +ri((s1(z1) @ 22) + (21 ® 2(w2))) =
= ® idAg)(To(lAl & 1A2) +7r1((z1 @ z2) + (s1(z1) ® §2(332)))) =
= (a1 ®ida,)(rolp +712) = ((c1 ®ida,) 0 0)(rola + riz).
6 ist somit ein graduierter R-Algebren-Isomorphismus, der die Konjugationen erhélt.
Die Isomorphismen 1, 13 induzieren nun einen eindeutigen R-Algebren-Homo-
morphismus (11 ® ) : A;@rAs — A(F1,q1)@rA(F2,q2), der sich zu einem R-
Algebren-Isomorphismus P — A(E1, q1) * A(E2, q2) = {2z € A(E1,q1)®rA(E2, ¢2) |
(1 ® ag)z = z} einschriinken lidsst, wobei g, ae die Konjugationen von A(FE1,q1)

bzw. A(FE2, q2) seien, und vertriiglich mit den Graduierungen und Konjugationen ist.
Es gilt:

(V1 @) (2) = (21 ® 22) + (a1 lc(Ey q) — 21) @ (a2l0(Ey,q0) — 22)) =

= a102(1o(m,01) @ Lo(Brgn)) — a1(Le (1) ® 22) — a2(21 ® 1o(E,.40)) + 2(21 @ 22).
Durch Verkniipfung mit dem R-Algebren-Isomorphismus ® : A(E1, q1)*A(E2, q2) —
A(FE,q) aus Lemma 2.8 erhalten wir einen R-Algebren-Isomorphismus P — A(FE,q),
der z in

D((¢1 ®@ha)(2)) =
= qb(alcm(lc(Emn) ® 1C(E2,Q2)) _al(lc(EMn) ®22) —az(21® 1C(E2,Q2)) +2(z1 ®Z2)) =
= alaglc(Eg) — a129 —a9z21 + 22122

iiberfiihrt. Da die R-Algebren-Isomorphismen 6, (11®2) und ®|4(g, ¢,)4A(Es,q2) Mit
den jeweiligen Graduierungen und Konjugationen vertriglich sind, gilt dies auch fiir
die Komposition

Do (i @n)oh: A=R[X]/(X*—aX —b) = A(E,q),

z=X+ (X2 —aX —b) = arazlep,q) — a2z1 — a122 + 221 20.

Wegen
a® 4+ 4b = a2a2 + 4(a2by + a2by + (—1)""24b1by) =
(a? +4by) (a2 + 4by) € R*  falls ninz =0 (mod 2)

B {4b1b2 € R* falls ny=n2 =1 (mod 2).
ist A separabel und nach Lemma 2.10 und dessen Beweis folgt, dass a1aslc(p,qg) —
a1zy — agzy + 22129 ein spezielles Element von C(E, ¢) mit Polynom X2 —aX — b
ist. U

Lemma 2.13. Sei (F,q) ein nichtsingulirer, endlich erzeugter, projektiver quadra-
tischer R-Modul. Ist R ein lokaler Ring und E # 0, dann hat C(FE,q) ein spezielles
Element.
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Beweis. Da E ein endlich erzeugter, projektiver Modul iiber einem lokalen Ring
ist, ist F frei von endlichem Rang und weil E auch nichtsingulér ist, gibt es eine
orthogonale Zerlegung £ = E1 1 Fy 1 ... L Ey, wobei die Untermoduln FE; nichtsin-
guldr und frei von Rang 1 oder 2 sind (i = 1,2,...,k). Mittels Induktion iiber die
Anzahl k der orthogonalen Summanden ergibt sich die Behauptung aus den beiden
vorangegangenen Lemmata. O

2.6. Spezielle Elemente und die Struktur von Clifford-Algebren.

Der folgende Satz stellt nun einen Zusammenhang zur Struktur von Clifford-Algebren
her.

Satz 2.14. Sei (F,q) ein nichtsinguldrer, treuer, endlich erzeugter, projektiver qua-
dratischer R-Modul. Sei z ein spezielles Element in C(E, q) mit Polynom X%—aX —b.

e Ist der Rang von E ungerade, so gilt: a=0,
Z(C(E,q)) = A(E,q)=R[X]/(X* —b) = R1® Rz
mitl =1+ (X2 —0b), 2 =X+ (X2 )
und Z(Co(E,q)) = R.

Hat X% — b eine Nullstelle in R, dann gilt Z(C(E,q))=R & R.
o Ist der Rang von E gerade, so gilt:

Z(C(E.q) = R
und  Z(Co(E.q)) = A(E.q)=R[X]/(X* - aX )

mit der trivialen Graduierung. Hat X% — aX — b eine Nullstelle in R, dann
gilt Z(Co(E,q))=R & R.

Beweis. Sei zunéchst der Rang von F ungerade. Es ist dann z € C(F, ¢) und daher
a(z) = —z = B(2) fir B = olyp,q)- Da {lom,g), 2} eine Basis von A(FE,q) ist,
folgt « = B. Die Konjugation « ist jedoch definiert durch o = S = uf und es
muss daher p = idy g ) gelten. Daraus folgt: Z(C(E,q)) = {2 € A(E,q) | u(z) =
z} = A(E,q). Weil der Rang von E ungerade ist, gilt a = 0 und die Isomorphie
A(E,q)=R[X]/(X? — b) = R1 © Rx von graduierten R-Algebren folgt aus Lemma
2.10. Wegen z € C1(F, q) gilt andererseits auch: Z(Cy(E,q)) = Co(E,q)NA(E, q) =
R.

Ist nun der Rang von E gerade, so gilt z € Co(£,q) und da {lg g, 2} eine
Basis von A(FE, q) ist, gilt daher A(E, q) C Co(E,q). Es folgt Z(Cy(E,q)) = A(E,q)
und die Isomorphie zu R[X]/(X? — aX — b) erhalten wir aus Lemma 2.10. Sei nun
rolo(e,g) +1m12 € Z(C(E,q)) C A(E, q). Es gilt dann 1olo(g,q) +712 = p(role(e,qg) +
r12). Da 2z € Co(FE, q) muss B = idy (g, gelten und somit a = p. Damit folgt:

rolo(m,g) + 112 = a(rolem,g) +112) = (o +ar)lom,g — 112
und wegen der linearen Unabhéngigkeit von {10( E,q)s z} erhalten wir ar; = 0, sowie
2r; = 0. Es gilt daher: r1(a? +4b) = aria +2r;2b = 0. Da a® +4b € R*, folgt r; = 0
und somit Z(C(E,q)) = R.

Sei nun 7 € R eine Nullstelle von X2 — aX — b. Wir wollen zeigen, dass dann
R[X]/(X? — aX — b)=R[X]/(X? — X) gilt. Seien s¢ := (a? + 4b)~!(ar + 2b) und
s1:= (a® 4+ 4b)~'(a — 2r). Wegen

52 = (a® + 4b)%(a® — dar + 4r%) = (a® 4 4b)"2(a® — dar + 4(ar + b)) = (a® + 4b) ™!
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ist s1 invertierbar. Daher ist {1, so+s12} mit 1 = 1+ (X2 —aX —b), z = X +(X?—
aX —b) eine Basis von R[X]/(X?—aX —b). Wir definieren nun v : R[X]/(X?—X) —
R[X]/(X?—aX —b)durch ' =1 +(X?> - X) = 1,2 = X +(X? - X) = 5o+ 517
und lineare Fortsetzung. Es gilt:

524+ bst = (a® 4 4b) 2 (a®r? + 4abr + 40 + b(a® — dar + 41%)) =

= (a® 4 4b) 72 ((a® 4 4b)r® + (a® + 4b)b) = (a® + 4b) " L(ar + b+ b) = s,
sowie
a® 4 4b = a® — 2ar + 2ar 4+ 4b = (a® 4 4b)(as; + 2s0), also as; + 259 =1
und daher
V(') = (so + s12)? = 8§ + 250812 + 55 (ax + b) =
= 52+ bs? + 51(250 + as1)x = sg + s1z = (') = P(2?).
1) ist also ein Isomorphismus von R-Algebren und es gilt somit
R[X]/(X? —aX — b)=R[X]/(X? - X).

R @ R ist der Ring R x R mit der R-Algebrenstruktur r(ry,re) = (rr1,rr2). Es
bilden (1g,1r), (Or, 1R) eine Basis von R® R als R-Modul. Bilden wir nun (1g,1g)
auf 1" und (Og,1g) auf 2’ ab, so erhalten wir durch lineare Fortsetzung einen R-
Modul-Isomorphismus R @& R — R[X]/(X? — X). Wegen (0, 1g)? = (Og, 1g) und
2’2 = 2’ sieht man leicht, dass diese Abbildung ein Isomorphismus von R-Algebren
ist. O

Wir werden das folgende Resultat verwenden:

Proposition 2.15. Sei (E,q) ein nichtsingulirer, endlich erzeugter, projektiver
quadratischer R-Modul, dessen Rangfunktion nur gerade oder ungerade Werte an-
nimmt. Weiters sei z € C(E, q) ein spezielles Element mit Polynom X2 —aX — b.

e [st der Rang von E ungerade, so gilt:
Co(E,q) =2C1(E,q) und Ci(E,q)=2Cy(E,q).
o Ist der Rang von E gerade, so gilt:
Co(E,q) = Zop,g(2) und Ci1(E,q) ={ce€ C(E,q)|cz+ zc=ac}.

Beweis. Sei zunéchst der Rang von E ungerade. Es gilt dann z € C1(F,q) und
22 = b € R* und wir erhalten daher:

Co(E,q) = bCy(E,q) = 2°Co(E, q) C 2C1(E,q) C Co(E, q).
Damit ist die erste Gleichung gezeigt. Analog ergibt sich aus
CI(E7Q) = bCl(Ea Q) = chl(E7 q) C ZCO(Ea Q) C Cl(Ev Q)

auch die Gleichung C1(F,q) = 2Cy(E, q).

Sei nun der Rang von F gerade. Da z € A(FE, q) = Z¢(g,qCo(F, q), gilt klarerweise
Co(E,q) C Z¢(E,q)(2). Wir wollen zunéchst die Inklusion C1(F, q) C {c € C(E,q) |
cz+zc = ac} zeigen. Der R-Modul C4(E, q) wird von allen Produkten z123 . .. 41
mit k£ > 0 erzeugt und es geniigt daher zu zeigen, dass all diese Produkte in {c €

C(E,q) | ¢z + zc = ac} liegen. Dazu verwenden wir Induktion iiber k. Da z €
Co(E,q), gilt a(z) = uf(z) = u(z) und fir z € E folgt daher:

(a —z2)z =a(2)r = p(2)r = zz
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— damit ist die Behauptung fiir £ = 0 bewiesen. Sei die Behauptung fir k —1 > 0
bereits gezeigt. Fiir ¢y = cjzopxopr1 € C1(F,q) mit ¢] = w122, Top_1)41 gilt
dann:

acy = ac)ropTopr1 = ()2 + 2¢) ) wopwops1 = ¢ (2xok)Tok i1 + 201 =
= (azop — Tok2)Topi1 + zc1 = acy — ywop(2Top11) + 2c1 =
—=acy —acy +c1z+ z2cp =1z + zcq.
Damit haben wir C1(E, q) C {c € C(E,q) | ¢z + zc = ac} bewiesen.
Ist c € Zgp,g)(2)N{c € C(E,q) | cz+z¢c = ac}, so gilt (a—22)c = 0. Zu Beginn von

Abschnitt 2.5 haben wir gesehen, dass a — 2z invertierter ist; es folgt daher ¢ = 0.
Wir erhalten somit:

Zop,g)(2) N{c e C(E,q) | cz + zc = ac} = {0}.

Da C1(E,q) € {c € C(E,q) | cz + zc = ac}, folgt nun Z¢ (g 4)(2) N C1(E, q) = {0}
und somit die Inklusion Zg g q)(2) C Co(E, q) — es gilt also Co(E, q) = Zop,q) (2)-
Weiter erhalten wir wegen Co(E, q) N{c € C(E,q) | ¢z + z¢ = ac} = {0} nun auch
{ce C(E,q) | cz+ zc = ac} C C1(F,q) und somit die letzte Gleichung. O

Proposition 2.16. Sei (E, q) ein endlich erzeugter, projektiver und nichtsingulirer
quadratischer R-Modul, dessen Rangfunktion nur ungerade Werte annimmt. Dann
qgilt:

C(E,q)=Co(E,q) ®r Z(C(E,q)).

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass R ein lokaler Ring ist. Sei f die
Einbettung Cy(E,q) — C(FE,q) und g die Einbettung Z(C(FE,q)) — C(E,q). Es
gilt offenbar f(y)g(c) = yc = cy = g(c)f(y) fur alle y € Co(E,q), ¢ € Z(C(E,q)).
Aus der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes von Algebren folgt daher,
dass f und g einen Homomorphismus ¢ : Co(F,q) ®r Z(C(E,q)) — C(FE,q) von
R-Algebren induzieren, der ¥(y ® ¢) = f(y)g(c) = ye fiir alle y € Cy(E,q), ¢ €
Z(C(E,q)) erfiillt. Wir wollen nun eine Umkehrabbildung zu ¢ konstruieren.

Da R lokal ist, existiert ein spezielles Element z € C(F,q) und da der Rang von
E ungerade ist, ist dieses invertierbar in A(E,q) = Z(C(FE,q)). Wegen C1(F,q) =
2Cy(F, q) gibt es daher fiir alle ¢ € C(F, q) eine eindeutige Darstellung ¢’ = y;1 + 2y2
mit y1, y2 € Co(E, ¢). Wir definieren nun eine Abbildung ¢’ : C(E,q) — Co(FE,q) ®
Z(C(E,q)) durch ¢ = y1 + zy2 = (y1 ® lo(,q) + (y2 @ 2). Diese ist offensichtlich
R-linear und es gilt fiir alle ¢ = y; + 2y2 € C(E, q):

Yo () = (1 @ Lomg) + (12 ® 2)) = y1 + 42z = ¢,
sowie fiir alle y ® ¢ =y ® (rolo(g,g) +712) € Co(E,q) ®r Z(C(E, q)):
Y oh(y@c) =1 (ye) = ¢ (cy) =¥V ((role(r,g) +112)y) = V' (roy + zr1y) =
= (r0y ® le(r,g) + (1y ® 2)y @ (rolop,g) +7112) =y c.

Es gilt daher, dass ¢’ invers zu v ist und somit % ein Isomorphismus ist.
Ist nun R ein beliebiger (kommutativer) Ring (mit Eins) und p C R ein Primideal,
so gilt nach Obigem fiir den endlich erzeugten, freien R,-Modul E, die Isomorphie

C(Ey, qr,)=Co(Ey, qr,) ®@r, Z(C(Ey,qr,))-
Nach Satz 1.9 gilt daher:
C(E,q)®rRy=(Co(E,q)OrRy) ®r, (A(E,q) @rRy)=(Co(E, q) QR A(E, q)) ®r Ry,
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wobei wir die Isomorphie A(E}, qr,)=A(E,q) ®g Ry verwendet haben. Da dies fiir
alle Primideale p C R gilt, folgt C(F,q)=Cy(E,q) ®r A(E,q) und somit die Be-
hauptung. O

2.7. Skalierte quadratische Formen und das Tensorprodukt von Clifford-
Algebren.

Definition 2.7. Sei (E,q) ein quadratischer R-Modul und sei u € R*. Die skalierte
quadratische Form “q auf E ist definiert durch

q(x) = uq(x)

u

fiir alle x € E.

Satz 2.17. Sei (E,q) ein nichtsinguldrer, endlich erzeugter, projektiver quadrati-
scher R-Modul, fiir den es eine orthogonale Zerlequng E = FE11 FEs gebe, wobei der
Rang von Ey entweder gerade oder ungerade sei. Weiters habe C(E1,q1) ein spezi-
elles Element z mit Polynom X? —aX — b und es sei u := a® + 4b.

e Fulls der Rang von Ei ungerade ist, so gilt:

Co(E, q)=(C(E1, q1)®rC(Ea, g2)) ) =Co(E1, 1) ®r C(E2,”" g2).
o Ist der Rang von E; gerade, so gilt:
C(E,q)=C(E1, q1)®rC(E2,q2)=C(E1,q1) ®r C(E2," ¢2).
Beweis. Die Isomorphien
Co(E, q)=(C(E1, q1)9rC(E2,q2)), und C(E, q)=C(E1, ¢1)@rC(E, 2)

haben wir bereits in Abschnitt 1.7 bewiesen. Es bleibt daher jeweils die zweite Iso-
morphie zu zeigen. Es sei w := a—2z. Dann gilt w? = a>+4b € R* und w € A(E1, q1)
(siehe Abschnitt 2.5).

e Sei nun zunéchst der Rang von Ej ungerade.

Es gilt dann wegen z € C1(FE1,¢1) und a = 0 auch w € C1(F1,q1). Ist
D := (Rlgg, g ®rCo(E2, q2)) ® (RwRrC1(E2, q2)),

so bildet D eine Teilalgebra von (C’(E’l, q1)@rC(Fs, q2))0. Da w € A(E1, q1), kom-
mutieren alle Elemente von D mit jenen von Cy(E1, q1)® RR1c(E, q,)- Aus der univer-
sellen Eigenschaft des Tensorproduktes von Algebren, sowie der Isomorphie
Co(Er, q1)=Co(E1, q1)®RR10(E2,q2) folgt nun, dass es einen eindeutigen Homomor-
phismus
1 : Co(Er, 1) ©@r D — (C(E1, 1)®rC(Ea, g2)),

von R-Algebren gibt, sodass 1 (c®d) = (c®1¢(g,,g))d fiir alle ¢ € Co(E1,q1), d € D
gilt. Wegen 2 € R* folgt aus Proposition 2.15:

wCy(E1, 1) = 22C0(Er, q1) = 2Co(E1, 1) = C1(Ev, q1).
Das Erzeugnis von D und Cy(FE1, q1)® rRR1c(E, q,) ist somit gerade die R-Algebra

(Co(Er, q1)9RCo(E2, q2)) ® (C1(E1, 1)@RrC1(E2, ¢2)) = (C(E1, q1)®rC(E2, ¢2)),

— der Homomorphismus 1 von R-Algebren ist also surjektiv. Wir wollen nun zeigen,
dass 11 sogar ein Isomorphismus ist. Da {1¢(g, 4,), w} eine Basis des freien R-Moduls
A(Eh, q1) ist, ist insbesondere Rw endlich erzeugt und projektiv. Weil E;, E end-
lich erzeugt und projektiv sind, folgt aus 1.14, dass auch C(E;, ¢;) und C;(E;, ¢;)
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fir ¢ = 1,2, j = 0, 1 endlich erzeugt und projektiv sind. Da das Tensorprodukt
endlich erzeugter, projektiver R-Moduln wieder endlich erzeugt und projektiv ist,
sind Cy(E1,q1) ®g D und (C(El,q1)®RC(E2,q2))O endlich erzeugt und projektiv.
Fiir ein beliebiges Primideal p C R gilt:

795(Co(E1, q1) ®r D) = 1g,(Co(E1, q1)) (rgp(Co(E2, g2)) + 795(C1(E2, 2))) =

- %Tgp(C(El,fh))?"gp(C(EZvQZ)) = g5 ((C(E1, 01)ORC(E2, 2)) )

wobei wir hier fiir einen R-Modul A zur einfacheren Notation rgg, Ay mit rg,(A)
bezeichnen. Die jeweiligen Rangfunktionen stimmen also iiberein und der surjek-
tive Homomorphismus ; zwischen den beiden endlich erzeugten, projektiven R-
Algebren muss daher ein Isomorphismus sein.

Wir betrachten nun die Abbildung 0 : Fs — D, die gegeben ist durch d(z) = w®x
fiir alle € Fy. Wegen w? = u gilt:

5(93)2 =(w® x)Q =—w'®s’= —uq(x)(lC(thl) ® 1C(E27¢I2))‘

Aus der universellen Eigenschaft der Clifford-Algebra zu (F3,”"¢q2) folgt nun die
Existenz eines eindeutigen Homomorphismus v, : C(F2," q2) — D von R-Algebren,
sodass 19(2) = w ® z fiir alle © € Ey. Da w? € R* und C(E>, "% ¢2) als R-Algebra
von Fs erzeugt wird, sind Rlc(thl)@RCO(Eg, q2) und Rw® rC1(Es, ¢2) im Bild von
1p9 enthalten — also ist 19 ein surjektiver Homomorphismus von endlich erzeugten,
projektiven R-Algebren. Offenbar gilt fiir alle Primideale p C R:

rgp(C (B2, ™" g2)) = 27972 = rgy(D).
Die Rangfunktionen stimmen also iiberein und es folgt, dass i ein Isomorphismus
ist.
Durch Verkniipfung erhalten wir nun einen Isomorphismus

P10 (idey(myq) @ P2) : Co(Er, q1) ©r C(Ea, ™ q2) = (C(E1, 1)@rC(E2, ¢2)),
von R-Algebren und die Aussage fiir den Fall, dass 1 ungeraden Rang hat, ist somit
bewiesen.

e Sei der Rang von F; gerade.

Es sind dann z und w = a — 2z in Co(E1, q1). Sei die Teilalgebra D von C(E1, q1)®gr
C(Es, q2) definiert durch D = RlC(thl)@RCO(EQ, q2) + Rw@RrC1(Es, q2). Trivialer-

weise kommutiert Rle(g, 4,)®rCo(E2,g2) mit C(E1, q1)QrR1c(p, q,) SOWie w mit
Co(En,q1). Fiir ¢ € C1(F1,q1) gilt nach Proposition 2.15:
we = ac — 2zc = ac — 2(ac — cz) = —ac + 2cz = —cw.
Wir erhalten damit fiir ¢ € C1(E1, q1), ¢ € C1(F2,q2):
(R )@ LBy g) = —weRd =cw®cd = (c® lop,g)) (we ).

Daher kommutieren alle Elemente von D mit jenen von C(E1, q1)® rRlc(E,.q,)- Bet-
ten wir nun die beiden Teilalgebren D und C(E1, q1)®rR1¢(g, ) in C(E1, ¢1)®r
C(Es2,q2) ein, so erhalten wir wegen der universellen Eigenschaft des Tensorpro-
duktes von Algebren und der Isomorphie C’(E1,q1)®RRlc(E2,q2)£C(E1,q1) einen
eindeutigen R-Algebren-Homomorphismus

Y1: C(Er,q1) ®r D = C(E1, q1)QrC(Es, g2)

mit Y (c®d) = (c@1¢(g,,q,))d- Wir wollen nun zeigen, dass diese Abbildung surjektiv
ist. Seien also ¢; € C(E1,q1), c2 € C(E2,q2) beliebig. Ist ca € Cy(E2,g2), so liegt
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c1 ®cy = (61 ® 1C(E2,q2))(1C(E1,q1) ® CQ) wegen cy € C’(El,ql), (1C(E1,q1) ® 62) eD
offenbar im Bild von ;. Ist ¢y € C1(Es, ¢2), so gilt:

1 ®cy=1ucL @u ‘g = (1w ® 1o(By,g0)) (W @ ’LL_ICQ) =1 (qw® (w® u_102))

— es liegt also auch in diesem Fall ¢; ® cp im Bild von v1. Da C(E1, q1)®rC(E2, q2)
von den Elementen ¢; ® c; mit ¢; € C(E1,q1), c2 € C(Es, q2) erzeugt wird, folgt dar-
aus die Surjektivitdt des Homomorphismus v¢; von R-Algebren. Da C(E1,q1) ®r D
und C(E1, q1)®rC(F2,q2) endlich erzeugt und projektiv sind und fiir jedes Prim-
ideal p C R
rgp(C(E1, q1) ®g D) = 27971 (2. 27w P21y —
_ 27’ng'1 27'9pE2 — Tgp(C(E1, Q1)®RC(E2, q2))

gilt — also die jeweiligen Rangfunktionen {ibereinstimmen — folgt, dass /1 ein Iso-

morphismus ist.
Sei §: By — D, §(z) :== w ® z. Dann gilt wegen w € Cy(E1,q1) und w? =

5($)2 =(w® $)2 =w’ @’ = UQ(x)(lc(Ehm) ® 1C(E27Q2))‘

Daher gibt es einen eindeutigen Homomorphismus o : C(E2," q2) — D von R-
Algebren, sodass ¥9(x) = w ® x fir alle x € Ey. Da Cy(E2,q2) als R-Algebra
von allen Produkten zz’ mit z, ' € FEs erzeugt wird, folgt aus v € R* und
Po(za’) = (w @ 2)(w@2') = u(lC(Equ) ® xx'), dass RlC(E1,q1)®RCO(E2’QQ) im
Bild von 5 liegt. Wegen (w ® 7)(1¢(g, q) @ c2) = (w @ wez) fiir alle x € Ey und
alle co € Co(Es2,qo) liegt auch Rw®rC1(F2,q2) im Bild von 1 und der Homo-
morphismus von R-Algebren ist somit surjektiv. Da die Rangfunktionen der bei-
den endlich erzeugten, projektiven R-Algebren {ibereinstimmen, ist 1y sogar ein
Isomorphismus. Verkniipfen wir nun ¢; mit idg(g, 4,) ® 12, so erhalten wir einen
Isomorphismus C(E1,q1) @r C(Ea,% q2) — C(E1,q1)®rC(Ea,q2), der ¢1 ® ca +—
(€1 ® 1g(Byg0)) (W ® o) fiir alle ¢y € C(E1,q1), c2 € C(E2,qo) erfiillt. Offenbar
respektiert dieser Isomorphismus auch die jeweiligen Graduierungen. O

2.8. Die Struktur von C(E,q) und Cy(E,q).

Ist (F,q) ein nichtsinguldrer, endlich erzeugter, projektiver quadratischer R-
Modul, so behandelt der folgende Satz den Fall, dass die Rangfunktion nur gera-
de, oder nur ungerade Werte annimmt.

Satz 2.18. Sei (F,q) ein nichtsingulirer, endlich erzeugter, projektiver quadrati-
scher R-Modul.

e Ist der Rang von E gerade, so ist C(FE,q) zentral und separabel iber R.
e Ist der Rang von E ungerade, so ist Co(E,q) zentral und separabel tiber R.

Beweis. Sei zundchst der Rang von F gerade. Wir betrachten vorerst den Spezialfall,
dass R ein lokaler Ring ist. Der R-Modul E ist dann frei und von konstantem Rang;
sei rgrFE = 2m. Wir fithren den Beweis mittels Induktion iiber m. Ist m = 0, also
E = {0}, so gilt ¢ = 0 und C(F,q) = R; die Behauptung ist dann trivial. Im Fall
m = 1 ist C(F,q) eine freie Quaternionen-Algebra und wir haben die Behauptung
bereits in Abschnitt 2.2 gezeigt. Sei nun m > 2. Dann gibt es eine orthogonale
Zerlegung F = E1 1 Ey | ... LE,,, sodass alle E; (1 < i < m) frei von Rang 2 sind.
Wir setzen nun F := Fy und F’ := Ey 1 F>1 ... LE,,. Fir die Clifford-Algebra zu
(E = FL1F' q) gilt dann nach Satz 2.17: C(E,q)=C(F,q|p) @g C(F',* q|pr) fiir ein
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u € R*. Nach Induktionsvoraussetzung sind C(F, g|r) und C(F'," q| p+) beide zentral
und separabel iiber R. Es folgt, dass auch C'(E, q) zentral und separabel ist.

Sei nun R ein beliebiger kommutativer Ring (mit Eins) und p C R ein Primideal von
R. Essei p: C(E®Rr Ry, qr,) — C(E,q) ®g Ry der Isomorphismus von R,-Algebren
aus Satz 1.9. Nach Obigem ist C'(E ®g Ry, qr,) zentral und separabel iiber dem
lokalen Ring R,. Da ¢ ein Isomorphismus ist, muss auch C(E, q) ® g R, zentral und
separabel iiber R, sein. Da dies fiir alle Primideale p C R gilt, folgt, dass C(E, q)
separabel iiber R ist (siche Anhang). Es bleibt zu zeigen, dass C(FE, q) zentral ist.
Da C(F,q) separabel ist und R, eine kommutative R-Algebra ist, gibt es einen
Isomorphismus ¢ : Z(C(E,q))®r Ry — Z(C(E,q) ®r Ry). Andererseits kénnen wir
¢ einschrénken zu einem Ry-Algebren-Isomorphismus ¢’ : Z (C (E ®r Ry, qu)) —
Z(C(E,q) ®r Ry). Sei weiters die Abbildung k : R, — Z(C(FE,q)) ®r R, gegeben
durch a — 1¢(g ¢) ®a. Durch Komposition erhalten wir nun einen Homomorphismus

U = (p’_lowok Ry — Z(C(E®R Rp7qu))

von Ry-Algebren. Da ¢’ und ¢ Isomorphismen sind und & injektiv ist, ist auch ¥
injektiv. Nach Obigem ist C(E ®r Ry, qr,) zentral iiber R, und es folgt daher, dass
U ein Isomorphismus ist. Es ist somit auch & : Ry, — Z(C(FE,q)) ®r Ry ein Iso-
morphismus von Ry-Algebren. Dies bedeutet, dass fiir jedes Primideal p C R die
Lokalisierung in p der Einbettung i : R — Z(C(FE, q)), r = r1l¢(g,q) ein Isomorphis-
mus ist. Daher muss auch i ein Isomorphismus sein und wir haben damit gezeigt,
dass C(E, q) zentral ist.

Sei nun der Rang von E ungerade. Auch in diesem Fall setzen wir zunéchst vor-
aus, dass R ein lokaler Ring ist. Der R-Modul FE ist dann frei; es sei der Rang
von FE gleich 2m + 1 fiir ein m > 0. Es gibt eine orthogonale Zerlegung F =
EylEiLl...LE,, wobei Ey frei von Rang 1, F; (1 < i < m) frei von Rang 2 und
alle E; (0 < i < m) nichtsingulér sind. Setzen wir nun F':= Fy, F' := E1 L ... LE,,,
so gilt: Co(E,q)=Co(F, q|r) @g C(F', " q|p/) fir ein u € R*. Wegen Cy(F,q)=R
folgt: Co(E, q)=R @p C(F', " q|p)=C(F', " q|p). Da F’ geraden Rang hat, folgt
aus Obigem, dass Cy(F), q) zentral und separabel ist.

Sie nun R ein beliebiger kommutativer Ring und p C R ein Primideal. Wir be-
trachten die Einschrankung des Isomorphismus ¢ von Rj,-Algebren aus Satz 1.9 zu
¢+ Co(E ®r Ry,qr,) — Co(E,q) ®r Rp. Man argumentiert nun analog zu Obi-
gem, dass aus der Zentralitdt und der Separabilitit von Co(E ®pr Ry, qr,) ebendiese
Eigenschaften auch fiir Cyp(F, q) folgen. O

In obigem Satz haben wir die wichtige Voraussetzung verwendet, dass der Rang
von E gerade oder ungerade ist. Hahn zeigt in [4, Chap. 9.B, (9.9)] das folgende
allgemeine Resultat:

Satz 2.19. Sei (E,q) ein nichtsingulirer, endlich erzeugter, projektiver quadrati-
scher R-Modul. Dann sind die beiden Algebren C(E,q) und Co(E,q) separabel iber
R.

Die Voraussetzung an die Rangfunktion von FE ist also nur fiir die Zentralitét
notwendig. Der folgende Satz zeigt, dass wir den allgemeinen Fall auf die beiden
Spezialfiille von geradem oder ungeradem Rang zuriickfiithren kénnen (siehe [4, Chap.

9.C]).

Satz 2.20. Sei (F,q) ein nichtsinguldrer, endlich erzeugter, projektiver quadrati-
scher Modul iber R. Dann gibt es eine Zerlegung R = Ro X Ry, die
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e cine Zerlegung (E,q) = (Eo,q0) X (E1,q1) induziert, fir die gilt: (Eo,qo)
und (E1, q1) sind nichtsinguldre, endlich erzeugte, projektive Moduln iber Ry
bzw. Ry und der Rang von Ey nimmt nur gerade, jener von E1 nur ungerade
Werte an.

e cinen Isomorphismus C(E,q)=C(FEy,qo) X C(F1,q1) von R-Algeb-ren indu-
ziert, der sich zu einem Isomorphismus Co(F,q)=Cy(Eo,qo) x Co(E1,q1)
einschranken ldsst.

Damit ldsst sich das folgende zusammenfassende Resultat beweisen (siehe [4,
Chap. 9.D]):

Satz 2.21. Ist (E,q) ein treuer, nichtsinguldrer, endlich erzeugter, projektiver qua-
dratischer R-Modul, so gilt:

(1) A(E,q) ist eine separable, endlich erzeugte, projektive R-Algebra von kon-
stantem Rang 2,

(2) C(E,q) ist genau dann zentral und separabel iber R, wenn der Rang von E
gerade 1st,

(3) Co(E,q) ist genau dann zentral und separabel iber R, wenn der Rang von E
ungerade ist,

(4) Z(C(E,q)) ist genau dann eine separable, endlich erzeugte, projektive R-
Algebra von Rang 2, wenn Z(C(E,q)) = A(E,q) gilt. Dies ist dquivalent
dazu, dass der Rang von E ungerade ist,

(5) Z(Co(E,q)) ist genau dann eine separable, endlich erzeugte, projektive R-
Algebra von Rang 2, wenn Z(Cy(FE,q)) = A(E,q) gilt. Dies ist genau dann
der Full, wenn der Rang von E ungerade ist.

2.9. Verallgemeinerung fiir den Fall ungeraden Ranges.

Einen endlich erzeugten quadratischen R-Modul (F, ¢q), der nichtsingulér ist, nennt
man auch reguldr. Ist nun der Rang von E ungerade, so kann die quadratische Form
g nur dann regulér sein, wenn 2 € R* gilt. Diese sehr starke Voraussetzung lésst sich
jedoch abschwichen.

Sei zundchst E ein freier R-Modul von ungeradem Rang n und {ei,es,...,e,}
eine R-Basis von E. Wir untersuchen nun die Diskriminante d(e1,ez,...,e,) =
det(b(e;, ej)Zj:l) beziiglich der gegebenen Basis von F; b sei hierbei die zur quadra-
tischen Form ¢ assoziierte Bilinearform auf E. Modulo 2 gilt:

2q(e1)  b(e1,e2) e b(ey,en)
der,en. .. on) = dot b(el., ea)  2q(e2) b(eg., en) _
Meven) o blenren) alen)
0 —b(e1, e2) e —b(e1, en)
= det b(q: ) ! ', _b(e?’ ) (mod 2).
b(el., €n) b(en,l., en) 0
ij=1

Modulo 2 ist (b(e;,e;)!;_;) also kongruent zu einer schiefsymmetrischen (n ® n)-

Matrix von ungeradem Rang. Es gilt daher d(ey, ez, ..., en) = det(b(e;, ;)7 ;1) =0
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(mod 2), es gilt also d(e1,e2,...,en) € 2R und wir kénnen daher d(eg,ea,...,ep)
schreiben als

d(er,ea, ... en) =2d (e1,€2,...,€n),
wobei d'(eq, e2,...,e,) ein Polynom in Z[q(e;),b(ei,e;) | 1,5 = 1,...,n] ist. Kne-
ser definiert nun in [8, Kap. I, (2.13)] den Begriff der Semi- oder Halbregularitit
folgendermafien:

Definition 2.8. Ist (E,q) ein freier quadratischer R-Modul von ungeradem Rang n
und {e1,e2,...,en} eine Basis von E, so heifst (E,q) halbregulir, falls d'(e1, e, ...,
en) in R invertierbar ist.

Da sich die Diskriminante bei Basiswechsel gerade um ein Quadrat in R* dndert,
ist diese Definition unabhéngig von der Wahl der Basis. Die Restklasse von
d'(e1,e2,...,e,) modulo (R*)? ist also unabhingig von der Wahl der Basis und
wir nennen sie die Halbdiskriminante von (F,q).

Ist nun (E,q) ein beliebiger endlich erzeugter, projektiver quadratischer R-Modul
von ungeradem Rang, so definiert Knus in [9, Chap. IV, (3.1)] das Halbdiskriminanten-
Ideal durch

d(E,q) =<d(x1,79,...,0p) |2 € E;, 1 <i<n>pg.

Definition 2.9. Fin endlich erzeugter, projektiver quadratischer R-Modul von un-
geradem Rang heifst semiregulir, falls d'(E,q) = R gilt.

Ist (E,q) freiund {ey, e, . .., e, } eine beliebige Basis, so gilt genau dann d'(E, q) =
R, wenn d'(e1,e2,...,6e,) € R* gilt und Definition 2.9 verallgemeinert somit Defi-
nition 2.8. Ist 2 eine Einheit in R, so ist offenbar jeder semiregulidre quadratische
R-Modul regulér, im allgemeinen gilt dies jedoch nicht, wie das folgende einfache
Beispiel zeigt:

Beispiel: Sei (E,q) ein freier quadratischer R-Modul von Rang 1 und {e} eine
Basis von F, sodass ¢(e) € R* gilt. Dann gilt d(e) = 2¢(e) und ist 2 ¢ R*, so ist
(E, q) semiregulir, aber nicht regulir.

Knus zeigt nun in [9, Chap. IV, Prop. (3.2.4)] das folgende Resultat iiber quadra-
tische Moduln von ungeradem Rang, das Proposition 2.16 und Satz 2.18 verallge-
meinert:

Satz 2.22. Sei (E,q) ein semiregulirer quadratischer R-Modul. Dann ist Cy(E, q)
zentral und separabel iiber R. Weiters gilt fiir das Zentrum der Clifford-Algebra
Z(C(E,q)) = A(FE,q) und es gibt einen Isomorphismus C(E,q) — Co(E,q) ®gr
Z(C(E,q)) von R-Algebren.
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3. QUADRATISCHE MODULN VON RANG 2

Sei in diesem Abschnitt (E, ¢) ein projektiver quadratischer R-Modul von konstan-
tem Rang 2.

3.1. Standardinvolutionen auf projektiven Algebren von Rang 2.

Ist A eine freie R-Algebra von Rang 2, so ist A kommutativ. Mittels Lokalisierung
ldsst sich diese Tatsache auch auf projektive Algebren von konstantem Rang 2 ver-
allgemeinern.

Proposition 3.1. Die Clifford-Algebra C(E,q) zu einem projektiven quadratischen
R-Modul (E, q) von konstantem Rang 2 ist projektiv und hat konstanten Rang 4. Die
kanonische Involution v = o o1 (siehe Abschnitt 2.2) auf C(FE, q) ist eine Standard-
Involution und die Einschrinkung 4o = ¥|cy(g,q) macht Co(E,q) zu einer Algebra
mit Standard-Involution.

Beweis. Da E projektiv ist, ist nach Satz 1.14 auch C(E,q) projektiv. Weil fiir
jedes Primideal p C R die Lokalisierung E, = E ®p R, frei von Rang 2 iiber R, ist,
hat wegen C(E, q), = C(F,q) ®r Ry=C(Ey, gy := qr,) die Clifford-Algebra C(F, q)
offenbar konstanten Rang 4. Nach Proposition 2.2 ist die kanonische Involution ~y, auf
C(Ey, qp) eine Standardinvolution; es gilt also fiir alle z, € C(Ey, gp), dass np(2p) 1=
2oV (2p) € Rp. Wir haben nun zu zeigen, dass n(z) € R fiir alle z € C(F, q) gilt.
Man betrachte das folgende kommutative Diagramm:

Tp

C(Ep, ) C(Ep, qp)

@l l@

C(E,q) ®Rpm C(E,q) ® R,
P

wobei ¢ der R,-Algebren-Isomorphismus C(Ey,q,) — C(E,q) ®g Ry aus Satz 1.9
sei. Es gilt also fiir alle z € E:

Ry3nyop (x®1g,) =¢ 'o(n®@idg,)(z®1g,) = ¢ ' (n(z) ® 1g,).

Da ¢ ein Ry-Algebren-Isomorphismus ist und dies fiir alle Primideale p C R gilt,
folgt, dass n(x) € R gelten muss. Weil C(E, q) als R-Algebra von E erzeugt wird
und v ein Antiautomorphismus von R-Algebren ist, erhalten wir daher n(z) € R fiir
alle z € C(F, q). Die letzte Aussage folgt, weil v die Graduierung erhélt. O

Wir werden zeigen, dass es auf jeder Algebra, die (als Modul) projektiv und von
konstantem Rang 2 ist, eine Standardinvolution gibt. Das folgende Lemma zeigt
uns, dass, falls auf einer Algebra eine Standardinvolution existiert, diese eindeutig
ist (siehe [9, Chap. I, Prop. (1.3.4)]).

Lemma 3.2. Sei A eine (als R-Modul) endlich erzeugte, projektive R-Algebra. Dann
gibt es hdchstens eine Standardinvolution auf A.
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Beweis. Sei zunédchst R ein lokaler Ring. Dann ist A frei von endlichem Rang und
insbesondere 14 R-linear unabhéngig. Daher ldsst sich e; := 14 zu einer Basis
{e1,e2,...,e,} von A ergénzen. Seien nun p; und py zwei Standardinvolutionen
auf A und s1, s die entsprechenden Spurfunktionen, nq, ne die jeweiligen Normen.
In Abschnitt 2.1 haben wir gesehen, dass jedes z € A die quadratische Gleichung
2?2 — 5(2)z + n(z) = 0 erfiillt. Es folgt daher fiir alle i = 2,...,n:

s1(e;)e; —mni(e)lg = e% = s9(e;)e; —na(e;)la

und da 14 und ¢; (2 < i <n) R-linear unabhiingig sind, erhalten wir somit s (e;) =

so(e;), sowie ni(e;) = na(e;) fiir i = 2,...,n. Andererseits gilt offensichtlich s1(14) =
214 = s2(14). Es gilt also e; + p1(e;) = s1(e;) = sa(e;) = e; + pa(e;) fiir alle
i=1,2,...,n, und somit pi(e;) = pa2(e;). Da {e1,ea,...,e,} eine Basis von A (als

R-Modul) bildet, folgt p; = pa.

Seien nun R ein beliebiger kommutativer Ring (mit Eins) und p;, p2 zwei Stan-
dardinvolutionen auf A. Dann erhalten wir durch Lokalisierung in einem beliebigen
Primideal p C R einen freien Ry,-Modul A, = A ®g Ry. Nach Obigem stimmen die
Standardinvolutionen p; ® idg, und p2 ® idg, iiberein. Da dies fiir alle Primideale
p C R gilt, folgt p1 = po. O

Lemma 3.3. Sei A eine R-Algebra, die ein projektiver R-Modul von konstantem
Rang 2 ist. Dann gibt es eine Standardinvolution auf A.

Beweis. Ist p C R ein Primideal, so ist Ay als R,-Modul frei von Rang 2 und wir
haben in Beispiel (2) in Abschnitt 2.1 bereits gezeigt, dass die Konjugation ¢, auf
Ay eine Standardinvolution ist. Wegen der Eindeutigkeit von Standardinvolutionen
lassen sich diese lokalen Involutionen zu einer wohldefinierten Abbildung auf A , ver-
kleben“ und wir erhalten dadurch eine Standardinvolution auf A. U

Proposition 3.4. Seien A und B zwei R-Algebren, die als R-Modul projektiv und
von konstantem Rang 2 sind. Dann sind A und B genau dann isomorph, wenn
(A,na) und (B,ng) (als quadratische R-Moduln) isometrisch sind.

Beweis. Seien p4 und pp die n4 bzw. np definierenden Standardinvolutionen auf A
bzw. B und sei ¢ : A — B ein R-Algebren-Isomorphismus. Dann gilt fiir ¢popy o0 ~"
offenbar (¢ 0 p4 0 9p™1)? = idp und

b(y o paoyy™h)(b) = ¥(a) (¥ o paod ™) (P(a)) = P(a)y(pala)) =

= ¢(apa(a)) = ¥(na(a)) = nala) € R
fiir alle b = ¥ (a) € B. Es definiert daher 10 p4 01 ~! eine Standardinvolution auf B
und wegen der Eindeutigkeit der Standardinvolution folgt pp = 1) 0 ps 01 ~!. Somit
gilt fiir alle a € A:
np(6(a)) = ()pn(1(a) = nala)

— die quadratischen R-Moduln (A,n4) und (B,np) sind also isometrisch.

Umgekehrt erhalten wir klarerweise durch die Isometrie von (A,n4) und (B,npg)
einen Isomorphismus ¢ : A — B von R-Moduln. Es bleibt zu zeigen, dass 1 auch
mit den jeweiligen Algebren-Multiplikationen in A bzw. B vertréglich ist. Ist R
lokal, so sind A und B freie quadratische R-Moduln von Rang 2. Sei {14,a} eine
Basis von A (als R-Modul). Dann ist {1p,%(a)} eine Basis von B und es gilt wegen

2?2 — 5(2)z + n(z) = 0 fiir alle 2 in einer beliebigen Algebra mit Standardinvolution

(siehe Abschnitt 2.1):
¥(a®) = ¢(sala)a — na(a)) = ¥ (sp(¥(a))a - np(Y(a)) =
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= sp(¢(a)y(a) — np(¥(a) = (Y(a))*.
Fiir den Fall, dass R ein lokaler Ring ist, ist somit ¥ ein Isomorphismus von R-
Algebren und die Behauptung ist gezeigt. Der allgemeine Fall folgt nun sofort mittels
Lokalisierung. O

3.2. Formen von Typ A.

Ist (E,q) ein freier quadratischer R-Modul von Rang 2, so gilt C1(FE,q) = E.
Dies ldsst sich auf den Fall projektiver quadratischer R-Moduln von konstantem
Rang 2 verallgemeinern: Sei p C R ein beliebiges Primideal, so gilt C1(E,q) ®gr
R,=C1(Ey, qp) = Ey = E®pg Ry und es folgt daher auch in diesem Fall Cy(F, ¢)=E.
Wegen
Co(E, q)E = CQ(E,q)Cl(E, q) C Cl(E, q) =F

erhalten wir somit durch die Multiplikation in C'(F,q) die Struktur eines Co(F, q)-
Moduls auf E.

Sei nun £ frei von Rang 2 iiber R und {e, f} eine Basis von £. Dann ist {1¢(gq), ef}
eine Basis von Co(E, q). Fir x =re+sf € E, y=1"lgq) + s'ef € Co(E, q) gilt:

’)/o(y)l' = ((7’/ + Slb(e7 f))lc(E,q) - Slef) (Te + Sf) =
=rr'e+rs'ble, fle —rs’e(ble, f) —ef) + sr'f + ss'b(e, f)f — ss'eq(f) =

= (re+ sf)(r'lC(E’q) +s'ef) = xy.
Wir erhalten also fiir alle x € E, y € Co(E, q):

xy = v0(y)x.

Durch Lokalisierung kénnen wir dieses Resultat auf den Fall projektiver quadrati-
scher R-Moduln (F, q) verallgemeinern.
Es folgt nun weiter:

q(yz) = y(zy)x = yyo(y)zr = no(y)q(x)

fir z € £, y € Co(F, q), wobei ng = n|¢,(g,q) die durch 7 definierte Normfunktion
auf der R-Algebra Cy(E, q) sei.

Der folgende Begriff geht auf Kneser zuriick (siehe [7, Chap. 4], sowie [9, Chap.
I11, (7.2)]):

Definition 3.1. Sei (F,q) ein endlich erzeugter quadratischer R-Modul und A eine
R-Algebra, die als R-Modul projektiv und treu ist und konstanten Rang 2 hat. Wei-
ters sei p eine Standardinvolution auf A und n die entsprechende Normfunktion.
Dann heifit E von Typ A, falls E ein projektiver A-Modul von Rang 1 ist und fiir
allex e B, ye A

q(yx) = n(y)q(xr)
gilt.
Beispiele:
(1) Seien A und A’ zwei (als R-Moduln) projektive, treue R-Algebren von kon-
stantem Rang 2 und n : A — A’ ein Homomorphismus von R-Algebren mit

Standardinvolution. Via n wird A’ zu einer A-Algebra und ist als solche pro-
jektiv und hat konstanten Rang 1. Sind p, p’ die Standardinvolutionen auf
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A bzw. A, so gilt (weil n die Standardinvolutionen respektiert) auch fiir die
entsprechenden Normen n und n':

n(a) = n(n(a)) = n(ap(a)) = n(a)n(p(a)) = n(a)p' (n(a)) = n'(n(a))
fiir alle a € A. Es folgt daher:
n'(a-d’) =n("n(a)a’) =n'(n(a))n’(a) = n(a)n'(d)
fiir alle a € A, @’ € A’. Somit ist A’ von Typ A.
(2) Da Cy(E, q) eine projektive R-Algebra von konstantem Rang 2 ist und E als

Co(E, qg)-Modul projektiv von konstantem Rang 1 ist, ist nach Obigem der
quadratische R-Modul (E, q) offenbar von Typ Cy(F,q).

Betrachten wir weiterhin E' = C}(E, q) als Co(F, g)-Modul, so definiert die Mul-
tiplikation in C'(E,q) beziiglich der Standardinvolution 7 auf Cy(E,q) eine her-
mitesche Form h : E x E — Cy(E,q) mit h(yiz1,y222) = y170(y2)h(z1,22) und
h(z1,x2) = yo(h(x1,22)) flir z1,22 € E, y1,y2 € Co(E, q); fiir diese gilt offensicht-
lich h(z,z) = q(z) (fir alle x € E).

Seinun z = x+y € C(F,q) mit z € E = C1(E,q), y € Co(E,q). Dann gilt:
v(z) = y(x)+7(y) = —x+70(y). Fiir die durch die kanonische Involution v definierte
Norm n gilt daher:

n(z) = 2v(z) = (z +y)(—z + () = —2° + 270(y) — yz + y10(y) =

= —q(z) + 27(y) — 1000 H))z + no(y) = —q(x) + no(y).
Ist f die der quadratischen Form n auf C(F,q) entsprechende Bilinearform (siehe
Abschnitt 2.1), so gilt fiir alle x € E, y € Co(E, q):

f(z,y) =n(x +y) —n(r) —n(y) = —q(x) + no(y) + q¢(z) — no(y) =0

und wir erhalten daher eine orthogonale Zerlegung
(C(Ea Q)a n) i(E’ _Q)J— (CO(Ea Q)v n0)~

Proposition 3.5. Sei A eine R-Algebra mit Standardinvolution, die als R-Modul
projektiv, treu und von konstantem Rang 2 ist; (E, q) sei ein quadratischer R-Modul
von Typ A. Gilt Annq(E) :=={r € R|rq(E) =0} =0, dann gibt es einen eindeu-
tigen Homomorphismus 0 : Co(E,q) — A von R-Algebren mit Standardinvolution,
der fiir alle x € E, y € Cy(E,q)

6(y)r = yx

erfillt. 6 ist genau dann ein Isomorphismus, wenn (E,q) primitiv ist, also wenn
Rq(E) = R gilt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit. Ist p C A ein Primideal, so ist
(Ep,qa,) ein freier quadratischer A,-Modul von Rang 1; sei {x,} eine Basis von Ej.
Dann folgt wegen der Ap-linearen Unabhéngigkeit von x,, dass d, : Co(E,q) — Ay
durch 0y (y)zy = (yz)p (y € Co(F, q)) eindeutig bestimmt ist. Da also die Abbildung
dp fiir jedes Primideal p C A eindeutig ist, folgt die Eindeutigkeit von ¢.

Um die Existenz zu zeigen, sei zunédchst R ein lokaler Ring. Dann sind A, E und
Co(FE, q) (als R-Moduln) frei und von Rang 2. Wir setzen voraus, dass E iiber A frei
von Rang 1 ist. Sei {e} eine Basis von E als A-Modul und {1¢(g ), c} eine R-Basis
von Cy(E, q). Da e A-linear unabhéngig ist, ist die Abbildung ¢ durch die Gleichung
d(y)e = ye eindeutig bestimmt. Offenbar ist 6 R-linear. Fiir die Norm-Abbildungen
no und ny von Co(E, q) bzw. A gilt:

no(y)a(e) = q(ye) = q(6(y)e) = na(d(y))a(e).
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Da {e} eine A-Basis von F ist (also E = Ae), kann ¢(e) wegen Annq(E) = 0 kein
Nullteiler in R sein. Es folgt daher ng(y) = na(d(y)) fir alle y € Co(E, ¢). Fiir die
jeweiligen Spurfunktionen muss wegen

1+ s0(y) +no(y) =1 +y+7w) +y0) =1 +y)1+%y) =n(l+y) =

=na(1+0(y)) =14 54(5(y)) +na(5(y))
fiir alle y € Co(F,q) die Gleichheit so(y) = s4(d(y)) gelten. Verwenden wir die
quadratischen Gleichungen y2 — so(y)y+n(y) = 0 fiir y € Co(E,q) und a® —s4(a)a+
n(a) =0 fiir a € A, so erhalten wir:

3(c?) = d(s0(c)e—no(c)) = 8(sa(8(c))c—na(8(c))) = 54(8(c))d(c)—na(d(c)) = d(c)*.
Dabher ist § ein R-Algebren-Homomorphismus.

Die A-Modul-Struktur auf E ldsst sich in natiirlicher Weise auf Produkte z1xo €
Co(FE, q) fortsetzen, indem wir a - z1x9 := (az1)xy fir x1, 9 € E, a € A definieren.
Ist nun & € FE beliebig, so gilt x = ae fiir ein eindeutiges a € A und wegen der
Kommutativitidt von A erfiillt ¢ fiir alle y € Cy(FE, q):

d(y)r = (8(y)a)e = (ad(y))e = a(é(y)e) = a(ye) =

= a(e0(y)) = (ae)r(y) = ylae) = yz.

Der Homomorphismus 0 ist genau dann bijektiv, wenn {e} auch eine Basis von E
als Co(F, q)-Modul ist. Dies ist wiederum dquivalent dazu, dass g(e) € R* gilt: Ist
niamlich {e} eine Cy(F,q)-Basis von E und {e, f} eine R-Basis von E (beachte,
dass e insbesondere R-linear unabhéngig ist), so gibt es eindeutige Elemente r, s €
R, sodass f = (rlgp,q + s(fe))e = re + sfq(e) gilt. Es folgt nun wegen der R-
linearen Unabhingigkeit von e und f, dass r = 0 und s = g(e)~! gelten muss
— insbesondere erhalten wir also g(e) € R*. Ist umgekehrt g(e) € R*, so ist die
Abbildung Cy(E, q) — E, y — ye bijektiv; es besitzt also jedes Element = € F eine
eindeutige Darstellung x = ye mit y € Cy(F, ¢) und {e} ist somit eine Cy(E, q)-Basis
von E.

Da {e} eine A-Basis von F ist, gilt:

Rq(E) = Rq(Ae) = Rn(A)q(e) = Rq(e);

es ist daher E genau dann primitiv, wenn es ein e € E mit g(e) € R* gibt und die
Behauptung ist somit fiir den Fall, dass R ein lokaler Ring und F iiber A frei ist,
bewiesen.

Sei R weiterhin lokal und F als A-Modul projektiv und von Rang 1. Ist p C A ein
Primideal, so ist B, = EE ®4 Ay ein freier Ap-Modul von Rang 1. Nach Obigem gibt
es einen eindeutigen Homomorphismus 6, : Co(E, ¢) — A, von R-Algebren, sodass

p(y)zp = (yx)p

fir alle y € Co(F, q), zp € By gilt. Es folgt daher durch ,,verkleben* der Abbildun-
gen 0, die Existenz eines Homomorphismus ¢ : Co(E,q) — A von R-Algebren, der
fiir alle x € F die Gleichung §(y)x = yx erfiillt.

Ist nun R ein beliebiger kommutativer Ring (mit Eins) und q C R ein Primideal in R,
dann gibt es nach Obigem einen eindeutigen Homomorphismus &, : Co(Ey, qr,) —
Aq von Rg-Algebren, der 0q(yq)Tq = yqq (fiir alle yq € Co(Eq,qr), x4 € Ey) erfiillt.
Wegen der Eindeutigkeitsaussage lassen sich diese lokalen Algebren-Homomorphismen
nun zu einem Homomorphismus § : Cy(FE,q) — A ,verkleben*, der die geforderte
Eigenschaft besitzt. O
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3.3. Verschriankte Produkte.

Sei A eine R-Algebra, die als R-Modul projektiv und von konstantem Rang 2 — also
insbesondere kommutativ — ist. Weiters sei p4 eine Standardinvolution auf A. Wir
betrachten nun den freien A-Modul B := A & Au, wobei u ein abstrakter Erzeuger
sei. Definieren wir eine Multiplikation auf B durch

ay-az:=ajaz € A, u-a:=psla)u, uv-u:=AER

fiir a1, as, a € A, sowie R-lineare Fortsetzung, so erhalten wir auf B die Struktur
einer R-Algebra, welche projektiv von konstantem Rang 4 ist. Man iiberpriift leicht,
dass die durch

pB: a1+ asur palar) —asu (a1, az € A)
definierte Abbildung eine Involution auf B ist: Die R-Linearitit ist klar; fiir a; +
agu, a) + aju € B gilt:

(a1 + agu)(a) + ahu) = a1a} + a1ahu + asua) + asuau =
= ara) + aspa(ah)\ + (arah + aspa(a)))u,
sowie
pp(ay + agu)pp(ar + au) = (palal) — ayu)(palar) — azu) =

= pa(ara)) + ahpa(ax) X — (pa(a))as + abai)u

und wir erhalten somit wegen der Kommutativitdt von A:

pB((a1 + agu)(a) + ayu)) = pa(aray + azpa(ay)N) — (aray + azpa(al))u =

= palara)) + palaz)agh — (a1a; + azpa(ay))u = pp(aj + ayu)pp(ar + azuw).
Offenbar erfiillt pp fiir alle a1, as € A:

spla1 + agu) := (a1 + agu) + pp(a; + agu) = a1 + asu + pa(ay) — agu =
= a1+ pa(ar) = sa(ar),
np(a1 + agu) := (a1 + agu)pp(ar + agu) = (a1 + asu)(pa(ar) — agu) =

=na(a1) — aragu + aga1u — ng(a2) A = na(ar) — Ana(az),

wobei s4 die durch p4 definierte Spur, n4 die Norm auf A sei. Es nehmen also insbe-
sondere sp und np nur Werte in R an — pp definiert somit eine Standardinvolution
auf B.

Definition 3.2. Das oben konstruierte verschrinkte Produkt B mit Standardinvo-
lution bezeichnen wir mit (A, A/R].

Beispiel: Die Algebra (—1,C/R]| entspricht gerade den Hamiltonschen Quater-
nionen: Die Standardinvolution auf C ist die durch = + iy — = — iy (z,y € C)

gegebene Konjugation. Setzen wir ey := 1, €1 := 4, eg := u, e3 = —ui, so bildet
{eo, €1, €2, ez} eine Basis und die Multiplikation in (—1,C/R] ist gegeben durch
R-lineare Fortsetzung von e% = —eg, e% = —eq, €163 = —€3€] = €3.

Lemma 3.6. Sei (E, q) ein projektiver quadratischer R-Modul von konstantem Rang
2. Weiters existiere ein Element e € E derart, dass q(e) € R*. Dann gilt:

(Ev Q)£ (CU(Ev Q)v q(G)’I’Lo) und C(E7 Q)£ (Q(e)a CO(Ea Q)/R] 3

wobei ng die durch die Standardinvolution vy auf Co(E,q) definierte Norm sei.
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Beweis. Wegen q(e) € R* ist e invertierbar in C(E, ¢) mit Inversem e~! = g(e)le.
Die Abbildung ¥ : Cy(F,q) — E = C1(E,q), y — ye ist daher ein Isomorphismus
von Cy(E, q)-Moduln und da fiir alle y € Cy(E, q) die Gleichung ¢(¢(y)) = q(ye) =
no(y)q(e) gilt, ist ¢ offenbar eine Isometrie (Co(E, q), q(e)ng) — (E,q). Wenden wir
die obige Konstruktion nun auf den Cy(E, ¢)-Modul C(E,q) = Co(E, q) & Co(E, q)e
an, so entspricht die Multiplikation in (g(e), Co(F, q)/R] gerade der Multiplikation
in C(E,q) und wir haben somit auch die Isomorphie C(E,q)=(q(e), Co(E,q)/R]
gezeigt. O

Sei A eine projektive R-Algebra von Rang 2 und A € R*. Wir definieren nun eine
Graduierung auf (A, A/R] = A ® Au durch

(MA/Rlo:=A und (N A/R|; = Au.

Proposition 3.7. Sei A eine projektive R-Algebra von konstantem Rang 2 (als
R-Modul) und na eine Normfunktion auf A. Dann sind fir beliebiges A € R*
die graduierten R-Algebren C(A,Ana) und (X, A/R] isomorph. Insbesondere gilt:
Co(A, Ang)=A.

Beweis. Sei y4 die (eindeutige) Standardinvolution auf A. Fiir 14 gilt offenbar
Aa(la) = AMaya(la) = A Daher folgt aus dem vorangegangenen Lemma die
Isomorphie

C(A, )an)i()\, Co(A, )\nA)/R].

Andererseits erhalten wir ebenfalls aus obigem Lemma: (A, An4)=(Co(A, An4), Ang),
also insbesondere A=Cp(A, An4). Somit gilt:

C(A, Ma)=(\, A/R].

Offensichtlich ist die Isomorphie auch mit den jeweiligen Graduierungen vertréglich.
O

3.4. Similaritaten, Radikal und Kern.

In diesem Abschnitt werden wir zunéichst ein paar allgemeine Begriffe definieren,
die wir im darauffolgenden Abschnitt ben6tigen werden, um ein grundlegendes Re-
sultat iiber Kompositionsabbildungen auf projektiven quadratischen Rdumen von
konstantem Rang 2 zu beweisen (siehe [7, Chap. 1]).

Definition 3.3. Fine Similaritit von (E,q) in einen weiteren quadratischen R-
Modul (E',q') mit Multiplikator a € R ist ein Homomorphismus x : E — E' von
R-Moduln, sodass fiir alle x € E gilt:

¢ (x(x)) = aq(z).

Die bijektiven Similaritdten mit Multiplikator 1 sind offenbar gerade die Isome-
trien von (E, q) nach (E’,q’).
Ist a € R*, so gilt: q(x) = a~1¢ (x(x)). Versehen wir nun E’ mit der quadratischen
Form a~!¢/, so ist x : (E,q) — (E',a"'q’) ein R-Modul-Homomorphismus, der die
quadratischen Formen respektiert. Es gibt daher einen eindeutigen Homomorphis-
mus C(x) : C(E,q) — C(E',a"'q') von R-Algebren, der C(x) ot = ' o x erfiillt,
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wobei ¢ : E — C(E,q), /' : E' — C(E',a"'q') die jeweiligen Strukturabbildungen
seien (siehe Abschnitt 1.3).

(E,q) C(E,q)

| Jow

(E',a71¢) — C(E',a”I¢)
L
Da C(x) die jeweiligen Graduierungen erhlt, ldsst sich C'(x) zu einem Homomor-
phismus Cy(x) : Co(E,q) — Co(E’,a1¢') von R-Algebren, sowie zu einem Homo-
morphismus C;(x) : C1(E,q) — C1(E’,a"'¢') von R-Moduln einschriinken. Es gilt
offenbar:

Co(x)(e(@)e(a")) = ' (x(2))' (x(2)),  sowie  C1(x)(ye(z)) = Co(x)(y)¢' (x(x))
fiir alle z, 2’ € E, y € Cy(E, q).
Sind (E,q), (F',¢') endlich erzeugte, projektive quadratische R-Moduln, so sind die
Strukturabbildungen ¢, ¢/ injektiv und wir werden in diesem Fall wie iiblich die Ein-
bettungen von F und E’ in die jeweiligen Clifford-Algebren notationell unterdriicken
(siehe Abschnitt 1.8). Gilt auflerdem yx € FE fiir alle y € Cy(E,q), v € E = 1(E),
so folgt:

x(yz) = Co(x)(y)x(x).

Wir wollen nun zu beliebigen Similarititen zwischen endlich erzeugten, projek-
tiven quadratischen R-Moduln einen Homomorphismus C(FE,q) — C(E’,q') von
R-Algebren mit dhnlichen Eigenschaften konstruieren. Dazu benétigen wir das fol-
gende Resultat tiber skalierte Formen:

Proposition 3.8. Ist (F,q) ein endlich erzeugter, projektiver quadratischer R-
Modul und v € R*, so gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus h :
Co(E, “q) — Co(E, q) von R-Algebren, der “z "z’ =/ (z)/(2') — w(z)i(z") = uza’
erfiillt, wobei . und v die jeweiligen Struktur-Abbildungen von (E, “q) bzw. (E,q) in
die entsprechenden Clifford-Algebren sind.

Beweis. Sei E := E @ Re und sei ¢ die quadratische Form auf E, die gegeben ist
durch gqlg = ¢, g(e) = —u sowie die Vorgabe, dass fiir die assoziierte symmetrische
Bilinearform b die Gleichung b(x, e) = 0 fiir alle z € F erfiillt sei. Wir definieren nun
eine Abbildung « : E — Co(E,q) durch x + xe. Wegen der Orthogonalitit von E
und Re erfiillt « offenbar:
(a(@))? = (ze)? = —a%® = uq(2)1c(g,g)

und da « R-linear ist, folgt aus der universellen Eigenschaft von Clifford-Algebren,
dass es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus & : C'(E, “q) — Co(E, ¢) von
R-Algebren gibt, der « fortsetzt. Dabei werden die Erzeugenden “z %2’ (x, 2’ € E)
von Cy(E, “q) auf zex'e = —q(e)zz’ = uzx’ € Co(E,q) C Co(E,q) abgebildet.
(Man beachte hierbei, dass C(E, q) nach Abschnitt 1.8 in C'(E, ) eingebettet werden
kann.) Wir konnen & daher zu einem Homomorphismus h : Cy(E, *q) — Co(E, q)
einschrénken.

Auf analoge Weise lésst sich eine Umkehrfunktion Cy(E,q) — Co(E, “q) konstru-
ieren: Definiert man nimlich die quadratische Form § auf £ = E @ Re durch
qle = “q, gle) = —u~! sowie die Vorschrift, dass F und Re zueinander ortho-
gonal sind, so erhilt man einen eindeutig bestimmten Homomorphismus Cy(E, q) =

Co(F, u™t tq) — Co(E, “q), der offenbar zu h invers ist. O
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Ist nun x eine Similaritdt mit Multiplikator a € R* zwischen endlich erzeug-
ten, projektiven quadratischen R-Moduln, so gibt es nach Obigem einen eindeu-
tigen Homomorphismus h o Cy(x) : Co(E,q) — Co(E’,q') von R-Algebren (mit
h: Co(F, aly ) = Co(E’,q’) wie in der vorangegangenen Proposition), der fiir alle
r, 7 e E

ho Co(x)(za') = a™ ' x(z)x(a")
erfiillt.
Wir wollen nun den Isomorphismus h : Co(E’, @ ' ¢') — Co(E’,¢') zu einer Isomor-
phie H : C(E',* '¢) — C(F',¢) fortsetzen. Sei z = 29+ 2z € C(E', % '¢) =
Co(E', " '¢') ® CL(E', *'¢/). Unter Verwendung der Bezeichnungen aus dem Be-
weis von Proposition 3.8 bildet der Homomorphismus & : C(E, “ ¢ ) — Co(E,q)
(mit E = E'1Re) von R-Algebren z gerade auf h(z) ab. Wegen Cy(E', @ '¢) =
Co(E', * ' ¢)E' wird der R-Modul C1(E',* '¢') von Elementen der Form zoz mit
29 € Co(F, ‘1_1), z € E aufgespannt. Diese Erzeugenden werden durch den Homo-
morphismus & auf h(zop)a(z) = h(zo)ze € C1(E’, ¢')e abgebildet. Da h ein Isomor-
phismus ist und e (wegen ¢'(¢) = —a~! € R*) invertierbar ist, erhalten wir durch
Einschriinkung von & einen Isomorphismus Cy (E', ¢ ¢ ) = C1(F’,¢')e, und wegen
der Invertierbarkeit von e einen Isomorphismus h' : Cy(F/, at gt ) — C1(F',q), der
W (zox) = h(zg)x fiir alle 20z € Cy(E, q)E = C1(E, q) erfiillt. Sei H der R-Modul-
Isomorphismus h @ h' : C(E', * '¢) = Co(E', * '¢)® CL(E',* '¢) — C(E',q).
Fassen wir nun E’ als Teilmenge von C(E’,¢’) auf, so gilt fiir alle zoz € Co(E, q)E =
Cl (Ea Q) :

(H o C(x))1(202) = I'(Co(x)(20)x(2)) = (H o C(x))o(20)x(2).
Gilt nun zpzx € F fiir alle zp € Cy(E,q), = € E, so ist (H o C(x))o der eindeutige
Homomorphismus von R-Algebren Cy(FE, q) — Co(E’,q'), sodass
X(20w) = (H o C(x))o(20)x ()

fiir alle zoz € E = C1(E, q) gilt.

Um die Notation zu vereinfachen, werden wir im folgenden den R-Modul-Isomorphis-

mus H unterdriicken und schreiben Cy(x) anstelle von (H o C(x))o = h o Cy(x).
Wir benétigen noch die folgenden beiden Begriffe:

Definition 3.4. Radikal und Kern eines quadratischen R-Moduls (E,q) sind defi-
niert durch

radE:={x € E|blx,E) =0}, sowie kerE:={x€c€radFE |q(x)=0}.

Ist bp der durch = — b(z, .) gegebene Homomorphismus vom R-Modul E in
dessen Dualraum Homp(FE), so ist rad E gerade der Kern von bg. Ist 2 kein Nullteiler
in R, so folgt wegen b(z,z) = 2¢q(x) sofort ker E = rad E.

3.5. Kompositionsabbildungen.

Definition 3.5. Seien (E1,q1), (Fa2,q2) und (E,q) quadratische R-Moduln. Eine
Kompositionsabbildung ist eine bilineare Abbildung v : E1 X Es — E, sodass fiir
alle 1 € Eq, x9 € Ey gilt:

q(v(r1,22)) = q1(71)q2(22).
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Satz 3.9. Es seien (E1,q1), (E2,q2) und (E,q) primitive, projektive quadratische
R-Moduln von konstantem Rang 2 und es gelte ker E; = {0} fir i = 1, 2. Ist
v: E1 X By — E eine Kompositionsabbildung, so gibt es eindeutig bestimmte Homo-
morphismen n; : Co(Ey, qi) — Co(E,q) (i =1, 2) von R-Algebren, sodass

v(y1z1, y2x2) = n1(y1)m2(y2)v(z1, 22)
fii’/’ alle Y; € C()(Ei,qi), z; € F; (’l =1, 2) gilt.

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir den Fall, dass R ein lokaler Ring ist und FE;
iiber Co(E;, ¢;) frei ist (i = 1,2). Der allgemeine Fall folgt dann mittels Lokalisie-
rung, dhnlich wie im Beweis von Proposition 3.5.

Unter den obigen Voraussetzungen sind FEp, Ea, E, sowie Cy(E1,q1), Co(E2,q2),
Co(E,q) frei und von Rang 2 iiber R. Sei {e;, f;} eine Basis von E; iiber R, so-
dass {e;} eine Basis von E; iiber Co(FE;, ¢;) ist (i = 1,2). Es folgt dann wie im
Beweis von Proposition 3.5, dass g(e;) € R* fiir i = 1, 2.

Wir zeigen zuniichst die Eindeutigkeit. Seien n; : Co(E;, q;) — C(E,q) (i =1, 2)
Homomorphismen von R-Algebren mit obiger Eigenschaft. Wir definieren fiir z; € E;
(1=1,2):

ki(z1) = v(z1,e2), kKa(x2) :=v(er,z2).
Da v R-bilinear ist, ist (fir ¢ = 1, 2) &; offenbar ein R-Modul-Homomorphismus und
erfillt fur alle z; € E;:

q(k1(z1)) = q(v(z1, €2)) = q2(e2)q1(21)

sowie  q(ra(r2)) = q(v(e1,72)) = q1(e1)ga(22).
Es sind somit k1 und kg Similaritdten von (E1, q1) bzw. (Es2, ¢2) nach (F, ¢) mit Mul-
tiplikator g2(e2) bzw. q1(e1) € R*. Es gibt daher nach Abschnitt 3.4 eindeutige Ho-
momorphismen Cy(k1) : Co(E1,q1) = Co(E,q) und Co(k2) : Co(E2,q2) — Co(E, q)
von R-Algebren, die k;(y;z;) = Co(ki)(yi)ki(x;) fir alle y; € Co(E;, qi), ©; € E;
(i = 1, 2) erfiillen. Andererseits gilt auch fiir 7y, n9:

k1(y171) = v(y1z1, €2) = M (Y1) (1e(By,g) )V (71, €2) = m1(y1) k1 (71)

Ka(y2x2) = v(er, yox2) = m(lo(m q))n2(y2)v(er, x2) = na(y2)r2(22)
und wegen der Eindeutigkeit des R-Algebren-Homomorphismus mit dieser Eigen-
schaft folgt
;= C[)(/{»L') (Z = 1, 2).
Es bleibt zu zeigen, dass (fiir i« = 1, 2) n; unabhéngig von der Wahl der Cy(E;, ¢;)-
Basis {e;} (mit g(e;) € R*) von E; ist. Sei also (fiir i = 1, 2) {e.} eine weitere Basis
von E; iiber Cy(E;, ¢;) und &} der entsprechende Homomorphismus. Dann gilt:

Co(k1)(y1)Co(k2) (y2)v (w1, z2) = v(y121, y2x2) = Co(k)(y1)Co(ky) (y2)v (w1, z2).

Setzen wir y9 = 1C(E2,q2)7 r1 = e1, T = ez, so erhalten wir

Co(r1)(y1)v(e1, e2) = Co(k7)(y1)v(e1, e2).

Wegen q(v(ei,e2)) = qi(e1)ga(e2) € R* ist v(er,ez) in C(E,q) invertierbar und
es folgt daher die Gleichheit von Cy(k1) und Cy(k}). Analog zeigt man, dass auch
Colra) = Colih) gilt.

Nun zur Existenz: Der R-Modul-Homomorphismus ; sei fiir ¢ = 1, 2 definiert wie
oben. Wir setzen nun n; := Cy(k;). Weiters definieren wir eine R-bilineare Abbildung
V' 1 By x By — E durch

V (y1e1, y2e2) == mi(y1)n2(y2)v(er, e2)
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und ein Element g € E durch
V,(flan) :V(f17f2)+g'

Unser Ziel ist es nun, zu zeigen, dass g = 0 gilt und also v/ mit der Kompositions-
abbildung v iibereinstimmt.
Fiir beliebige x1 = y1e1 € E1, x2 = y2e0 € Ey gilt:
q(V/ (z1,22)) = q(m (y1)m2(y2)v(e1, e2)) = q(m (y1)v(er, ea)v(er, e2) 'ma(ya)v(er, e2)) =
= Q(Co(’il)(yl)/ﬂ(el)l/(GL 62)_100(/‘42)@2)/42(62)) =
= Q(H1($1)Q1(61)_1Q2(62) v(er, ea)ka(x2)) =
= Q1(61)72(12(62)72710(/%@1) (e1,€2))q(ka(z2)) =
= Q1(61)_2Q2(62)_2n0(7/($1, ea)v(e1,e2))qi(er)ga(x2) =
= (J1(61)_1Q2(€2)_2(J2(1’2)(1(V(1’1762)) (v(e1,e2)) =
= CI1(61)71(]2(62)72612(@)6]1($1)QQ(62)Q1(61)(12(62) = qi1(z1)@2(x2) = q(v(x1,22)),

wobei ng die durch die Standardinvolution vy definierte Norm auf Cy(F, q) sei. Wei-
ters gilt offenbar:
V' (e, 2) = V' (e1,y2e2) = m2(y2)v(e1, e2) = Co(ka)(y2)ka(e2) = ka(yae2) = v(er, z2),

Vi(x1,e9) =V (y1e1, e2) = m(y1)v(er, e2) = Co(k1)(y1)ri(er) = ri1(yrer) = v(z1, e2);
falls 1 = e1 oder xo = ey gilt, gilt also v/ (x1,x9) = v(x1, 22).
Setzen wir x1 = f1, xo = fo, so erhalten wir:

a(v(fi, f2)) = 4V (1, f2)) = a(v(f1, f2) + 9) = a(v(f1, f2)) + a(g) + b(v(f1, f2), 9)

und es folgt daher

(4) a(g) +b(v(f1, f2),9) =0

Setzen wir x1 = e; + f1, T9 = fa, so erhalten wir:

q(v(er, f2))+a(w(fi, f2))+b(v(er, f2), v(f1, f2)) = a(v(er+fi, f2)) = q(V/(er+ f1, f2)) =
= q(V(e1, f2) + V(1. f2)) = a(v(er, f2) + v(f1, f2) + 9) =

= q(v(e1, f2))+q(v(f1, f2))+a(g)+b(v(e1, f2), v(f1, f2))+b(v(e1, f2), 9)+b(v(f1, f2),9) =

= q(v(e1, f2)) + a(v(f1, f2)) + b(v(er, f2), v(f1, f2)) + b(v(e1, f2), 9)
und es folgt daher

(5) b(v(er, f2),9) = 0.
Setzen wir x1 = f1, x9 = ea + fo, so erhalten wir analog zum vorangegangenen Fall
(6) b(v(fi,e2),9) = 0.

Setzen wir nun zuletzt 1 = e1 + f1, o = es + fo, so erhalten wir:
q(v(er + fi,ea + f2)) = q(V'(er + f1,ea + fo)) =
= q(/(e1,e2) + V' (f1,e2) + V' (e1, fo) + V' (f1, f2)) =
=q(v(er,e2) +v(f1 e2) +v(er, f2) +v(f1, f2) +9) =
= q(v(e1 + fi,e2+ f2) +9) = q(v(e1 + fi,e2+ f2)) +q(g) +b(v(er1 + fr,e2 + f2), 9) =

= Q(V(€1+f17 62+f2))+Q(g)+b(V(617 62),g)+b(1/(f1, 62)79)+b(y(617 f2)7g)+b(y(f17 f2)7g) =

=q(v(e1 + f1,e2 + f2)) + b(v(e1,e2),9)
und es folgt daher

(7) b(V(617 62)7 g) =0.
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Nach Voraussetzung gilt ker £; = {x; € rad E; | ¢;(x;) = 0} = {0} fiir i = 1, 2.
Wir zeigen nun, dass k1 daher injektiv ist: Sei x1 € ker ;. Es gilt fiir beliebiges
/
xy € Eq:

g2(e2)b1 (21, 27) = qa(e2)qi(z1 + 21) — qa2(e2)qr (z1) — ga(e2)qi (z) =
= q(v(z1 + 2, e2)) — q(v(w1, €2)) — q(v(a), e2)) =

= q(r1(z1) + w1(27)) — q(r1(z1)) — g(w1(2))) = b(k1(21), 81 (27)) = 0.
Da ga(e2) € R*, erhalten wir daher by (z1,2)) = 0 fiir alle 2} € E;. Weiters folgt aus

0= g(r1(21)) = q(w(z1, €2)) = q1(21)g2(e2),
dass (wegen ga2(e2) € R*) auch ¢;(x1) = 0 gelten muss. Es gilt also ker k; C ker Ey =
{0} und es folgt somit die Injektivitéit von ky.
Sei K die Matrix zu k) beziiglich der Basen {e;, f1} von E; und {e, f} von E. Aus
der Injektivitdt von k; folgt, dass die Determinante von Kj kein Nullteiler ist. Sei
nun K7 die Adjungierte zu K. Es gilt dann K; K} = det(K7) - Id und wir erhalten
daher

det(Kl) -E = KleE C KiE1 = I{l(El).

Wir wollen nun zeigen, dass ker E = {0} gilt. Sei d; := det(K;) und = € ker E. Nach
Obigem gibt es ein eindeutiges z1 € E1, sodass dix = k1(x1). Wegen b(z, z') = 0 fiir
alle 2/ € E gilt fiir beliebiges 2 € Ey:

g2(e2)dibi (1, 27) = q2(e2) (q1 (21 + drzy) — qu(z1) — qu(dha))) =

= q(ki(z1 + di127)) — q(ki(21)) — q(Ri(dry)) =
= b(/ﬂ(ﬂ:‘l), nl(dlxll)) = dlb(x, m(dlazll)) =0.
Da ga(e2) € R* und d; kein Nullteiler ist, erhalten wir also by (z1,z}) = 0 fiir alle
x) € E1. Aus ¢q(z) = 0 folgt wegen

0 = dig(z) = q(d1z) = q(r1(21)) = q1(z1)q2(e2),

dass auch ¢i(z1) = 0 gelten muss. Wir erhalten daher z; € ker By = {0}, also
diz = k1(z1) = 0, und da d; kein Nullteiler ist, folgt x = 0.

Wegen der Gleichungen (6) und (7) gilt 0 = b(v(E1,e2),9) = b(k1(E1),g) und aus
diE C k1(E7) folgt 0 = b(d1E, g) = d1b(E, g). Da d; kein Nullteiler ist, muss somit
b(E, g) = 0 gelten. Insbesondere gilt auch b(v(f1, f2),g) = 0 und aus Gleichung (4)
erhalten wir daher ¢(g) = 0. Es folgt g € ker E = {0}, also g = 0 und damit die
Gleichheit v/ = v. O

3.6. Existenz und Eindeutigkeit der Komposition.

Seien A und A’ zwei (als R-Moduln) projektive, treue R-Algebren von konstan-
tem Rang 2, (F,q) ein quadratischer R-Modul von Typ A und n : A — A’ ein
Homomorphismus von R-Algebren mit Standardinvolution. Via 7 kénnen wir nun
A’ als projektive A-Algebra von konstantem Rang 1 auffassen. Wir betrachten den
A-Modul
E":=A" ®4FE.

Da A’ und E als A-Moduln projektiv sind und konstanten Rang 1 haben, ist E" ein
projektiver A’-Modul von Rang 1. Ist n’ die Norm auf A’, so sei ¢" die eindeutige
quadratische Form auf E" (iiber R), die

¢"(a’ @ x) = n'(a')q(x)
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fiir alle o’ € A’, x € F erfiillt. Der quadratische R-Modul (E", ¢") ist somit von Typ
A

Sind nun (E1, q1) und (Es, ¢2) quadratische R-Moduln von Typ A, so ist F1 ® 4 Eo
ein projektiver A-Modul von Rang 1. Versehen wir F; ® 4 E2 mit der eindeutigen
quadratischen Form ¢, die ¢(z1 ®x2) = q1(x1)g2(x2) fiir alle x1 € Eq, z9 € Fj erfiillt,
so gilt offenbar:

q(a- (21 ® 22)) = q((az1) @ 22) = n(a)q1(z1)g2(22) = n(a)g(z1 ® x2),

wobei n die Norm auf A sei, und der quadratische R-Modul (E; ® 4 Fa, q) ist daher
von Typ A.

Definition 3.6. Sind E1, Ey, E drei R-Moduln vom Typ Ay, As, bzw. A und n; :
A; — A (i = 1,2) Homomorphismen von R-Algebren mit Standardinvolution, so
ist eine Kompositionsabbildung v : E1 X Es — E vom Typ (n1,n2), falls fir alle
CLZ‘GAi, z; € B (iZl, 2)

V(all'la a2962) = 771(611)772(@2)1/@1,%2)

gilt und zudem E = Av(Ey, Es) erfillt ist, also E als A-Modul vom Bild von v
erzeugt wird.

Bemerkung: Sind Fy und Ey primitiv, so gibt es Elemente e; € F1 und ey € FEy
mit ¢;(e;) € R* fir i = 1, 2. Wegen q(v(e1,e2)) = qi(e1)ga(e2) € R* folgt, dass
dann auch E primitiv ist. Nach 3.5 gilt daher Cy(E, ¢)=A. Andererseits folgt aus
q(v(e1,e2)) € R*, dass v(ej,ez) in C(FE,q) invertierbar ist. Daher ist die durch
y — yv(er, ea) gegebene Abbildung Cy(E, q¢) — E bijektiv und wir erhalten somit die
Isomorphie E=Av(e1, e2). Die zweite Bedingung in obiger Definition ist fiir primitive
quadratische Moduln also automatisch erfiillt.

Satz 3.10. Seien Ay, Az und A drei R-Algebren, die (als R-Moduln) projektiv und
treu sind und konstanten Rang 2 haben. Weiters seien (E1, q1) und (E2, q2) quadrati-
sche R-Moduln vom Typ Ay bzw. As und sein; : A; — A firi =1, 2 ein Homomor-
phismus von R-Algebren mit Standardinvolution. Dann gibt es einen quadratischen
R-Modul (E,q) vom Typ A und eine Kompositionsabbildung v : (E1, q1) X (Fa2,q2) —
(E,q) vom Typ (n1,n2); diese sind eindeutig bis auf Isomorphie.

Beweis. Wir definieren E := E]' ® 4 EJ* und ¢ = ¢]' ® ¢5° (mit E]" = A®y, E; und
q" fiir i = 1, 2 wie oben) und die Abbildung v durch
v(ry,z2) = (la®x1) ® (14 ® x2)

fiir z1 € By, x2 € E. Nach Obigem ist (E}",¢;") fiir ¢ = 1, 2 von Typ A und es ist
daher auch (E,q) von Typ A. Die Abbildung v ist offensichtlich R-bilinear und fiir
alle z; € E; (i =1, 2) gilt:
q(v(x1,22)) = qf" (1a ® 21)q3° (14 ® w2) = qu(x1)qa(22);
somit ist v eine Kompositionsabbildung. Weiters gilt fiir alle a; € A;, z; € E;
(i=1,2):
v(azy, agrz) = (14 ® (a121)) ® (14 @ (a2x2)) = (m(a1) ® z1) ® (n2(a2) ® x2) =
=n(a1)(1a ® 1) ® n2(a2)(1a @ x2) = ni(a1)n2(az)v(z1, x2).
Trivialerweise ist auch £ = Av(E;, Es) erfiillt und die Kompositionsabbildung v ist
somit von Typ (n1,12).

Es bleibt die Eindeutigkeitsaussage zu beweisen. Sei also ((E',¢’), V') ein weiteres
Paar, das die gewiinschten Eigenschaften besitzt. Wir betrachten zunédchst den Fall,
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dass A als Ring lokal und somit E}" frei iiber A4; ist (i = 1,2). Sind {14 ®e1}, {14 ®
e2} Basen von E' bzw. E?| so erzeugen nach Voraussetzung v(eq, e2) und v/ (e, e2)
die A-Moduln E bzw. E’. Wir definieren nun einen A-Modul-Isomorphismus ¢ : £ —
E’ durch ¢ (v(e1,e2)) = V/(e1,e2). Es sind somit F und E’ isomorph und fiir alle
r1 = are1 € E1, xo0 = agseg € Fy gilt:

(¢ o v) (w1, 229) = P (m(ar)nz(az)v(er, e2)) = m(ar)na(az) (o v)(er, e2) =

= m(a)nz(az)v'(e1, e2) = v/'(z1, 22).
Das Paar ((E, q),v) ist also bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
Fiir den allgemeinen Fall folgt die Aussage mittels Lokalisierung: Fiir jedes Primideal
p C A erhalten wir wie oben einen Isomorphismus 9 : E, — E”J von freien Ap-

Moduln; diese lokalen Isomorphismen lassen sich zu einem Isomorphismus ¢ : £ —
E’ ,verkleben®, der ¢ o v = v/ erfiillt. O

3.7. Die Gruppe G(A).

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, dass es zu zwei quadratischen
R-Moduln (FE1,q1), (E2,q2) von Typ A; bzw. Aj, einer treuen R-Algebra A von
Rang 2 und vorgegebenen Homomorphismen 7; : A; — A (i = 1, 2) eine bis auf
Isomorphie eindeutige Komposition ((E, q),v) von (E1,q1) und (Es, ¢2) gibt, sodass
(E, q) von Typ A ist und v von Typ (11, 72). Wir wollen nun den Fall betrachten, dass
A1, Ay und A iibereinstimmen und die Homomorphismen 7; gerade die identische
Abbildung sind.

Definition 3.7. Sind (E1,q1), (E2,q2) quadratische R-Moduln von Typ A, so nen-
nen wir eine Kompositionsabbildung v : (E1,q1) X (E2,q2) — (E,q) von Typ A, falls
(E,q) ein quadratischer R-Modul von Typ A ist, und v von Typ (ida,idy) ist.

Satz 3.11. Die Isomorphicklassen primitiver, projektiver quadratischer R-Moduln
mit konstantem Rang 2, die von Typ A sind, bilden beziiglich der Komposition von
Typ A eine abelsche Gruppe, die mit G(A) bezeichnet wird.

Beweis. Nach dem Beweis von Satz 3.10 ist die Komposition zweier Isomorphieklas-
sen [E1, q1], [E2,q2] eindeutig durch [E ® 4 Fa, q1 ® g2] zusammen mit der Komposi-
tionsabbildung v, welche durch v(x1,x2) = 21 ® o (fiir 21 € Ey, x9 € E2) gegeben
ist, bestimmt. Assoziativitit und Kommutativitit folgen daher sofort aus den ent-
sprechenden Gesetzen fiir Tensorprodukte von Algebren. Ist n die Norm auf der
R-Algebra A, so ist das neutrale Element offenbar gegeben durch [A, n]. Es bleibt zu
einer beliebigen Isomorphieklasse [E, g] ein Inverses beziiglich der Komposition zu
finden. Sei (F, q) ein Représentant von [E, g]. Wir definieren nun auf dem quadrati-
schen R-Modul (E, q) eine neue A-Modul-Struktur durch a -z := p(a)x, wobei p die
Standardinvolution auf A sei. Den resultierenden quadratischen R-Modul von Typ A

bezeichnen wir mit (E, q). Da (E, q) primitiv ist, ist die Abbildung ¢ : Co(E,q) — A
aus Satz 3.5 ein Isomorphismus von R-Algebren. Definieren wir nun ¢ : EQ 2 E — A
durch ¥(x1 ® x2) = 0(x122) fiir 1, x2 € E, so ist ¢ ein A-Modul-Isomorphismus:

Sei zunédchst A ein lokaler Ring. Dann ist F frei von Rang 1 iiber A. Da (F,q)
primitiv ist, gibt es eine A-Basis {e¢} von E mit ¢(e) € R* (sieche Beweis von Pro-
position 3.5). Wir haben bereits frither bemerkt, dass sich die A-Modulstruktur von
E auf Produkte in Cy(FE, q) fortsetzen ldsst. Es folgt nun aus der Eindeutigkeit der
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Standardinvolution p auf A=Aee™! = Alg(r,g), dass yo(a - 1or,g)) = pla)lo(E,g
gelten muss. Damit erhalten wir

Y((ar1) ® 22) = 6((az1)z2) = 0((alo(p,q))T172) = d(T170(alC (R g))T2) =

= d(z1(p(a)rz)) = P(1 ® (a - 22))
fiir alle a € A, 1, z2 € E und ¢ ist daher beziiglich der A-Modul-Struktur auf
E ® 4 F wohldefiniert. Aus Proposition 3.5 folgt weiters:

(ap(z1 ® x2))e = (ad(x122))e = a(d(z122)e) = a(xi1x2€) =
= (ax1)xee = §((az1)z2)e = Y(a- (x1 @ x2))e

fir alle a € A, z1, z2 € E und da {e} eine A-Basis von FE ist, erhalten wir (ay)(z; ®
x9)) =¥(a- (21 ® x2)) — also die A-Linearitét der Abbildung . Es gilt:

U(gle)re®e) = qle)~1d(e?) = qle) 'a(e)la =14
und da v A-linear ist, folgt die Surjektivitit von ¢. Da E® 4 E und A endlich erzeug-
te, projektive A-Moduln von konstantem Rang 1 sind, folgt aus der Surjektivitidt von
1 schon, dass 1 ein Isomorphismus ist (siehe Anhang). Den allgemeinen Fall zeigt
man mittels Lokalisierung: Ist p C A ein Primideal, so ist 9y : Ep ®4, Ep — A ein
Ap-Modul-Isomorphismus. Wegen der Isomorphie E, ® Ay Epé(E &4 E) ®a Ap sieht
man nun leicht, dass 1 ein A-Modul-Isomorphismus ist. O
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ANHANG

Quadratische Moduln iiber lokalen Ringen.

Die folgenden Resultate findet man in [4, Kap. 4]. Ein Beweis zu Satz 1 kann etwa in [1,
Chap.II, §3, Cor.2 zu Prop.5] nachgelesen werden. Es sei im folgenden R ein kommutativer
Ring mit Eins, p C R ein Primideal und (E, q) ein quadratischer R-Modul.

Die Lokalisierung Ry, = {r/s | r € R, s € R\ p} von R in p ist ein lokaler Ring mit
(einzigem) maximalem Ideal pR,.

Wir bezeichnen r/1 € Ry mit ry. Es gilt: 7 € R\ p = 1, € Rj.

Lemma 1. Gilt v, =0 fiir alle Primideale p C R, so folgt: r = 0.

R, ist eine kommutative R-Algebra und wir betrachten nun den R,-Modul E ®g R,. Es
gibt einen R,-Modul-Isomorphismus von E ®g Ry, auf den R,-Modul E,, den man durch
Lokalisierung von E in p erhélt, mit =z ® (1/s) — z/s fiir alle x € E, s € R\ p. Wir
identifizieren daher F ®g R, mit L.

Da R # 0 kommutativ ist, haben zwei Basen eines freien R-Moduls stets dieselbe Kardi-
nalitit — diese bezeichnet man als den Rang rkrFE des freien Moduls E iiber R (siche etwa
[6, Kap.VII, Satz 4.3]).

Satz 1. Ist E ein endlich erzeugter, projektiver Modul tiber einem lokalen Ring R, so ist E
frei von endlichem Rang.

Ist E endlich erzeugt und projektiv, so ist also Ej, ein freier Ry-Modul von endlichem
Rang.

Definition 1. Sei Spec(R) die Menge aller Primideale in R. Der Rang eines endlich er-
zeugten, projektiven R-Moduls F ist definiert als die Abbildung

rgg : Spec(R) — NU{0},

die gegeben ist durch rge(p) = rgr, £y, wobei rgr, Ey, der Rang des freien Ry-Moduls E,
15t.

Lemma 2. Sei E endlich erzeugt und projektiv. Dann gilt: E ist genau dann treu, also
Anng(E) :={r € R | rx = 0Vz € E} = {0}, wenn fir jedes Primideal p C R gilt, dass
TR, E, > 1.

Proposition 1. Seien E; und Es endlich erzeugte, projektive R-Moduln. Weiters gelte
rgE, = TgE,. Ist ¢ : By — Ey ein surjektiver Homomorphismus von R-Moduln, so ist ¢ ein
Isomorphismus.

Lemma 3. Sei E endlich erzeugt und projektiv. Dann ist E genau dann nichtsinguldr, wenn
fiir alle Primideale p C R der Ry-Modul E, nichtsinguldr ist.

Satz 2. Sei R ein lokaler Ring und E # 0 frei von endlichem Rang und nichtsinguldr. Dann
ezistiert eine orthogonale Zerlegung E = Fy 1 FEo L ... LEy derart, dass E; frei von Rang 1
oder 2 und nichtsinguldr ist fir allei=1,... k.
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Separabilitit.

Die folgenden Resultate iiber separable Algebren sind [4, Kap. 2 und 9A] entnommen. Sei
R ein kommutativer Ring (mit Eins) und A eine R-Algebra.
Wir betrachten die R-Algebra A¢:= A ®pr A°P. Durch
(a®bP)c = ach
fiir alle a, b, ¢ € A erhalten wir eine A°-Modul-Struktur auf A. Es gibt nun einen eindeutigen
A¢-Modul-Homomorphismus ¢ : A — A mit ¢(a ® b°P) = ab. Wegen ¢(a ® 1°P) = a, ist ¢
offensichtlich surjektiv. Die Sequenz

(8) 0 kerg e 2

ist also exakt.

A 0

Definition 2. Fine R-Algebra A heifst separabel, falls die exakte Sequenz (8) spaltet, also
falls ein Homomorphismus 0 : A — A€ von A°-Moduln existiert, sodass ¢ o0 =id4.

Bemerkung:
(1) Ist A separabel, so gilt: A* = A®p A% = ker¢ @ 0(A).
(2) Im Spezialfall A = R gilt R = R°? und ¢ : R®p R°? — R ist ein Isomorphismus
mit Inverser § := ¢~ ! : r — 7 ® 1. Es ist R daher eine separable R-Algebra.

Definition 3. Ist A eine R-Algebra und ¢ : A — A der eindeutige Homomorphismus von
A¢-Moduln mit ¢(a®b°P) = ab, so nennt man ein Element e € A° = AR p A°P separabilitéts-
idempotent fir A, falls

dle) =14 und (1®a’)e=(a®1P)e
fir alle a € A gilt.

Lemma 4. FEine R-Algebra A ist genau denn separabel, wenn sie ein separabilitits-idem-
potentes FElement besitzt.

Proposition 2. Die freie R-Algebra R[X]/(X? — aX — b) ist genau dann separabel, wenn
a’® +4b € R* gilt.

Lemma 5. Sind A und B separable Algebren tiber R, so ist auch A ® g B separabel iber R
und es gilt: Z(AQr B)=Z(A)®r Z(B). Weiters ist fir n € N die R-Algebra M,,(A) separabel
und es gilt: Z(M,(A))=Z(A).

Lemma 6. Sei A eine separable R-Algebra und S eine kommutative R-Algebra. Dann ist

die S-Algebra A ®g S separabel und die natirliche Abbildung Z(A) ®r S — Z(A®g S) ist

ein Isomorphismus.

Satz 3. Sei A eine endlich erzeugte R-Algebra. Dann sind dquivalent:
(1) A ist separabel iber R,
(2) A®Rr Ry ist separabel iber dem lokalen Ring Ry fir alle mazimalen Ideale m C R,
(3) A®g R/m ist separabel iber dem Kérper R/m fiir alle mazimalen Ideale m C R.

Satz 4. Ist R ein Kéorper und A eine endlichdimensionale R-Algebra, so sind dquivalent:
(1) A ist zentral und separabel iiber R
(2) A ist zentral und einfach iber R

(3) FEs gibt eine endlichdimensionale zentrale Divisions-Algebra D diber R, sodass
A=My (D) fiir ein k € N.
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ZUSAMMENFASSUNG

Motiviert durch Martin Knesers Erkenntnisse iiber die Komposition bindrer qua-
dratischer Formen gibt diese Arbeit einen Uberblick iiber die Theorie der Clifford-
Algebren zu quadratischen Moduln iiber kommutativen Ringen. Der formale Aufbau
umfasst drei Teile: Um den Leser in die Materie einzufiithren, werden im ersten Ka-
pitel zundchst grundlegende Resultate erldutert. Das zweite Kapitel behandelt die
Struktur von Clifford-Algebren und deren gerader Teilalgebren. Im dritten Kapitel
wird — auf den zuvor ausgearbeiteten Grundlagen aufbauend — Knesers Arbeit disku-
tiert: Indem man einen quadratischen Modul als Modul iiber der geraden Teilalgebra
seiner Clifford-Algebra auffasst, ldsst sich auf sehr elegante Weise eine allgemeine
Theorie fiir die Komposition bindrer quadratischer Formen aufbauen.
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ABSTRACT

Motivated by Kneser’s work about composition of binary quadratic forms this the-
sis outlines the theory of Clifford algebras to quadratic modules over commutative
rings. It comprises three parts: In the first chapter there are basic results shown to
introduce the reader to Clifford algebras in this general setting. The second chap-
ter treats the structure of Clifford algebras and their even subalgebras. The third
chapter discusses Kneser’s new and very efficient way of dealing with composition
of projective quadratic modules of rank two by considering the quadratic module as
a module over the even subalgebra of its Clifford algebra.
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