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Yorwort

Sei K ein Korper der Charakteristik ungleich 2, dann gilt das bekannte
Resultat: Eine Quaternion-Algebra Q(a, b|K) liber K ist genau dann eine
Divisionsalgebra iiber K, falls die quadratische Form < a, b, —1 > anisotrop
ist (Satz[0.4]). Das Ziel dieser Arbeit ist es, diese Aussage auf das Tensor-
produkt zweier Quaternion-Algebren zu verallgemeinern, ndmlich das Kri-
terium zu beweisen, dass das Tensorprodukt zweier Quaternion-Algebren
O(ay,a»|K) ® Q(by,by|K) genau dann eine Divisionsalgebra iiber K ist,
falls die quadratische Form < ay, a», —aa,, —b1, —b,, b1b, > anisotrop ist.
Urspriinglich formulierte A. A. Albert dieses Kriterium 1931 ([[1], Theo-
rem 3), ohne jedoch die heutige Terminologie zu verwenden. AuB3erdem
verwendete er zum Beweis weder die Theorie von Clifford-Algebren noch
von Involutionen auf K-Algebren, welcher der Zugang dieses Textes sein
wird.

Weitere Ziele sind, die dazu notwendigen Begriffe einzufiihren und schlief3-
lich die dazu benétigten Theoreme exakt zu beweisen. Solide Kenntnisse in
Algebra und linearer Algebra im Sinne einer Grundvorlesung werden vor-
ausgesetzt.

Im folgenden Text sei K immer ein Korper der Charakteristik ungleich 2.
Quaternion-Algebren haben eine Anwendung in der Zahlentheorie, wie z.B.
dass eine Zahl a € K genau dann die Summe zweier (nicht notwendigerwei-
se von 0 verschiedener) Quadrate ist, wenn Q(—1, a|K) isomorph zu M,(K)
ist [7]; sowie in der Theorie quadratischer Formen. Weiters besagt ein be-
rithmtes Theorem von Merkurjev, dass die 2-Torsions-Untergruppe in der
Brauergruppe von K von den Aquivalenzklassen der Quaternion-Algebren
erzeugt wird [[7]. Da die Gruppenstruktur der Brauer-Gruppe durch das Ten-
sorprodukt von K-Algebren induziert wird, lohnt es sich daher das Tensor-
produkt von Quaternion-Algebren genauer zu studieren.

Das erste Kapitel gibt eine Einfiihrung in die Theorie von Involutionen
auf K-Algebren, auch Anti-K-Algebren-Homomorphismen genannt. Invo-
lutionen sind K-Vektorraum-Automorphismen auf K-Algebren, die wie K-
Algebren-Homomorphismen mit der Multiplikation vertrdglich sind, wo-

bei sich hingegen die Reihenfolge der Faktoren umdreht. Diese werden
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wir im spiteren Verlauf benutzen, um den zur weiteren Behandlung un-
seres Themas geeigneten K-Untervektorraum des Tensorprodukts zweier
Quaternion-Algebren zu konstruieren. Dabei werden die grundlegenden Ei-
genschaften von Involutionen dargelegt mit besonderen Augenmerk auf die

Anwendung bei Quaternion-Algebren.

Das zweite Kapitel behandelt den K-Vektorraum Alt,(K) der schiefsym-
metrischen 4 x 4-Matrizen mit Eintrdgen in K, zusammen mit einer darauf
definierten quadratischen Form, der sogenannten Pfaffschen quadratischen
Form. Zuerst wird diese quadratische Form hergeleitet, dann gewisse Ei-
genschaften dieser dargelegt und schlieBlich wird noch der zuvor definierte
quadratische Raum charakterisiert. Dabei benutzt man die Tatsache, was
auch bewiesen wird, dass die Determinante einer schiefsymmetrischen Ma-

trix stets das Quadrat eines Polynoms in den Eintrdgen der Matrix ist.

Im dritten Kapitel wird zuerst eine Involution p auf dem Raum der 4 x 4-
schiefsymmetrischen Matrizen mit Eintrdgen in K definiert, die im weiteren
Verlauf der Arbeit eine sehr wichtige Rolle spielen wird. Es wird gezeigt,
dass diese Involution bis auf Multiplikation mit einem Skalar der einzige
K-lineare Isomorphismus i auf dem Raum der 4 X 4-schiefsymmetrischen
Matrizen ist mit der Eigenschaft: y/(x) - x € K - Id,, fiir alle x € Al#4(K).

Es wird dann zur orthogonalen Involution o, (x) = uxu™", mit u € GI4(K),
u = u', ein neuer K-Untervektorraum von M,4(K) konstruiert, namlich Alt4(K)“x.
Darauf wird ein Kriterium bewiesen, das einem genau sagen kann, wann
eine Matrix in diesem Raum enthalten ist. Zusétzlich wird uns dieses Krite-
rium auch die Relation zwischen den beiden Raumen Alf4(K) und Alt,(K)“«
aufzeigen. Auf dem Raum Alt,(K)7* wird die Abbildung p, definiert, die in
enger Beziehung zur vorher erwihnten Involution p steht. Diese Abbildung
P, hat wie die Abbildung p die Eigenschaften, dass sie bis auf Multiplikati-
on mit einem Skalar der einzige K-lineare Isomorphismus ¢ auf dem Raum
Alty(k)7 ist mit der Eigenschaft: y/(x) - x € K - Idy, fiir alle x € Alt4(K)7™.

Im vierten Kapitel geht es darum, einen speziellen K-Unterraum
Altx(A ®x B) von A ®x B zu konstruieren und dann anschlieend auf die-
sem Raum die quadratische Form pfys,5 zu definieren. Dies ergibt dann

zusammen den quadratischen Raum der Albert-Form. Dazu definiert man
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sich zuerst eine orthogonale Involution auf A ®x B und fiihrt dann dieselbe
Konstruktion durch wie jene des Raumes Alt,(K)7«. Darauf zeigt man, dass
dies wieder ein 6-dimensionaler K-Vektorraum ist. Auf diesem Raum
Altkx(A ®k B) definiert man dann eine K-lineare Abbildung 74e, 5, die dann
dazu benutzt wird, die zuvor genannte quadratische Form p fs, s auf
Altx(A ®k B) zu definieren.

Im fiinften Kapitel fiihrt man den Begriff der Ahnlichkeit quadratischer
Riume ein und stellt dann einen Zusammenhang zwischen Ahnlichkeit und
Clifford-Algebren her, indem man zeigt, dass zwei quadratische Raume ge-
nau dann dhnlich sind, wenn deren gerade Clifford-Algebren als K-Algebren
isomorph sind. In diesem Kapitel wird das Haupttheorem meiner Arbeit
bewiesen, das man dann dazu beniitzt, das am Anfang erwihnte Kriterium
zu beweisen. Dieses Theorem besagt, dass die Tensorprodukte von zwei
Quaternion-Algebren A ®¢ B und C ® D genau dann als K-Algebren iso-
morph sind, wenn die dazu entsprechenden Albert-Formen &dhnlich sind.
Um dies zu beweisen wird unter anderem gezeigt, dass die Clifford-Algebra
zur Albert-Form isomorph zu der K-Algebra der 2 X 2-Matrizen mit Eintré-
gen in A ®k B ist. Dazu definiert man sich eine bestimmte Abbildung von
Altg(A ®k B) nach M,(A ®k B), nutzt dann die universelle Eigenschaft der
Clifford-Algebra und rechnet dann die Bijektivitit nach.

Das sechste Kapitel behandelt das eigentliche Thema der Arbeit, dort wird
ndmlich ein notwendiges und hinreichendes Kriterium angegeben, wann
das Tensorprodukt zweier Quaternion-Algebren A ®k B eine Divisionsalge-
bra iiber K ist. Und zwar genau dann, wenn die dazugehorige Albert-Form
anisotrop ist. Bewiesen wird dabei hingegen die dquivalente Formulierung,
dass das Tensorprodukt zwei Quaternion-Algebren genau dann keine Di-
visionsalgebra iiber K ist, wenn die Albert-Form isotrop ist. Dabei wird
benutzt, dass die Albert-Form von A ®k B genau dann isotrop ist, wenn sie
dhnlich zur Albert-Form von C ® M,(K) ist, fiir irgendeine Quaternion-
Algebra C iiber K.
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0.Grundlegende Theorie

Dieses Kapitel listet jene Definitionen und jene Resultate der Theorie der
Quaternion-Algebren und der Clifford-Algebren iiber K auf, die in dieser
Arbeit benotigt werden, ohne sie jedoch zu beweisen.

0.1.Quaternion-Algebren iiber K

Dieser Abschnitt gibt einen kurzen Einblick in die Theorie von Quaternion-

Algebren iiber K. Fiir genauere Informationen siehe [3], Kapitel IX §1.

Definition 0.1 Seien a,b € K*. Eine Quaternion-Algebra iiber K ist eine
4-dimensionale K-Algebra Q(a, b|K) mit Basis {1, 1, j, k}, sodass die Alge-
brastruktur durch folgende Festlegung auf der Basis und K-linearer Fort-

setzung gegeben ist:

o l-x=x-1=ux, fiiralle x € {1,1, j, k}
o i-j=—j-i=k

e i’=qa-1
o >=b-1

Man kann Q(a, b|K) auch fiir a = 0 oder b = 0 definieren, jedoch werden
in diesem Text diese Fille nicht behandelt. Dass Q(a, b|K) tatsdchlich zu ei-
ner K-Algebra mit obiger Festlegung wird und zur Existenz, Konstruktion
und Eindeutigkeit von Q(a, b|K) siehe [3]], S. 319-321.
Der folgende Satz gibt eine grundlegende Eigenschaft von Quaternion-Algebren

an, ndmlich:

Satz 0.2 Die K-Algebra Q(a, b|K) ist einfach und zentral.

Beweis Siehe [3]], Satz 1.3.

Damit kann man auf Q(a, b|K) die Theorie einfacher zentraler K-Algebren
anwenden. Es gilt unter anderem der Satz von Wedderburn, dass es ein
n € N und eine Divisionsalgebra D iiber K gibt, sodass Q(a, b|K) = M,(D)
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als K-Algebra gilt. Das erstaunliche ist aber, dass bis auf die Divionsalgebra

D nur zwei Fille auftreten, namlich:

Satz 0.3 Die K-Algebra Q(a, b|K) ist entweder eine Divisionsalgebra
iiber K oder als Algebra isomorph zu M>(K).

Beweis Siehe [3]], Satz 1.4.

Die Frage ist nun, wann tritt der eine Fall ein und wann der andere. Die
Antwort darauf gibt der folgende Satz:

Satz 0.4 Die Quaternion-Algebra Q(a, b|K) ist genau dann eine Di-
visionsalgebra, wenn die quadratische Form < a,b,—1 > anisotrop
ist, d.h. die Gleichung aY? + bY7 — Y; = 0 besitzt in K* nur die 0 als
Losung.

Beweis Siehe [3]], Satz 1.9.

0.2.Clifford-Algebren

In diesem Abschnitt werden jene Resultate iiber Clifford-Algebren an-
gegeben, die in dieser Arbeit verwendet werden. Wer sich genauer dariiber
informieren mochte, siehe z.B. [3] Kapitel XI §5 und §6, das als Quelle
verwendet wurde.

Definition 0.5 Sei (V, q) ein quadratischer Raum iiber K. Eine Clifford-
Algebra zu (V, q) ist eine K-Algebra C zusammen mit einer K-linearen Ab-
bildung 1 : V. — C, mit (v)* = q(v)l¢, fiir alle v € V, sodass folgende
universelle Eigenschaft gilt: Zu jeder K-lineare Abbildung a : V — S in
eine K-Algebra S mit a(v)* = q(v)lg, fiir alle v € V, gibt es genau einen
K-Algebren-Homomorphismus @ : C — S, mit @ ot = a.

Zu einem gegebenen quadratischen Raum (V, g) ist die Clifford-Algebra
bis auf Isomorphie eindeutig ([3l], Lemma 5.2).
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Kommen wir nun zur Existenz einer Clifford-Algebra zu einem gegeben
quadratischen Raum. Die Konstruktion wird nur in den Grundziigen durch-
gefiihrt, fiir die Details siehe man [3]], S. 425-426.

Sei (V, g) ein quadratischer Raum. Setze T°V = K, T'V := V und

TV := V @k T"V als K-Vektorraum. SchlieBlich setzte man

TV = P T"V. Auf diesem Raum kann man eine K-Algebren-Struktur de-

n>0
finieren und wir nennen dann die K-Algebra 7V die Tensoralgebra von

V.

Satz 0.6 Sei (V, q) ein quadratischer Raum und sei J(q) das zweisei-
tige Ideal in TV, das von allen Elementen v — q(v)1, v € V, erzeugt
wird. Dann ist C(V, q) = TV/J(q) eine Clifford-Algebra zu (V, q).

Beweis Siehe [3]], Satz 5.5.

Der nichste Satz gibt Antwort auf die Frage, welche K-Dimension die
Clifford-Algebra zu einem gegeben quadratischen Raum (V, ¢) hat und er
gibt sogar eine explizite Basis an.

Satz 0.7 Sei (V, q) ein quadratischer Raum und C(V, q) die dazugeho-
rige Clifford-Algebra, dann gilt:

(i) dimg(C(V, q)) = 24im«V

(ii) Seiley,...,e,} eine K-Basis von V, dann bilden alle Elemente der
Form u«(e;)---u(e;, ), m>0und1<1i, <...,<i, <neine K-Basis
von C(V, q).

Beweis Siehe [3]], Satz 6.3.

Definition 0.8 Sei R ein kommutativer Ring mit I und S eine R-Algebra.
Eine 7Z/2Z-Graduierung auf S ist eine Zerlegung S = So ® S als direkte
Summe von R-Untermoduln, sodass 1 € Sy, S;-S; C Sy, fiiri, j € {0, 1},
i#jundS;-S; €Sy fiiri =0,1 gilt.

Auf der Clifford-Algebra C(V, q) = TV/J(q) kann man eine Z/27Z-Graduierung
definieren, und zwar wie folgt: Man beginne mit 7V, = @ TV? und

r=0



9

TV, =  TV*>"!, darauf setze man J(q); := TV; N J(q), i = 0, 1. SchlieB-
r>0

lich setze man Ci(V,q) = TV;/J(q);, i = 0,1. Dies definiert tatsichlich
eine Z/27Z-Graduierung. (Vgl. [3], S. 429-430). Wir nennen Cy(V, q) den
geraden Anteil von C(V,g) und C,(V, g) den ungeraden Anteil. Der ge-
rade Anteil Cy(V, g) ist eine K-Unteralgebra der Clifford-Algebra C(V, q).
AuBerdem gilt dimg(Co(V, q)) = dimg(C;(V, q)) = 24m«)-1,

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber das Zentrum von C(V, g):

Satz 0.9 Sei (V, q) ein reguliirer quadratischer Raum iiber K :

(i) Istdimg (V) gerade, dann ist C(V, q) eine einfache zentrale K-Algebra.

(ii) Ist dimg(V) = 2n + 1 ungerade, dann hat das Zentrum von C(V, q)
die Dimension 2. Es ist entweder isomorph zu K X K oder ein Er-
weiterungskorper K’ von K vom Grad 2 iiber K. Im ersten Fall ist
C(V, q) ein direktes Produkt zweier einfacher,zentraler K-Algebren
der Dimension 2*" iiber K und im zweiten Fall ist C(V, q) eine ein-

fache zentrale K'-Algebra.

Beweis Siehe [3]], Satz 6.4.
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1.Involutionen auf K-Algebren

Dieses Kapitel folgt im GroBen und Ganzen dem Buch Algebra von Jant-

zen und Schwermer [3]].

Definition 1.1 Sei K ein Korper, R eine K-Algebra. Eine Abbildung
0 : R — R heifit Involution, wenn gilt:
(i) o ist ein Automorphismus von R als K-Vektorraum

(ii) o = Idp

(iii) o(xy) = o(y)o(x), fiir alle x,y € R.
Ein Paar (R, o) aus einer K-Algebra R und einer Involution heifst
K-Algebra mit Involution. Seien (R, o) und (R’, 0") zwei K-Algebren
mit Involution, dann heifst ein K-Algebren-Isomorphismus
¢ : R —> R’ ein Isomorphismus mit Involution, falls
w(o(x)) = 0’ (p(x)), fiir alle x € R.

Satz 1.2 Sei (R, o) eine K-Algebra mit Involution. Es gilt:
(i) o(1g) = 1g und o(u™") = o(u)7", fiir jede Einheit u € R*
(ii) Ist (S, 1) eine weitere K-Algebra mit Involution, dann ist
(R®k S,0 ® 1) auch eine K-Algebra mit Involution. Insbesondere
ist fiir eine Korpererweiterung L|K auch (R ®x L,o ® 1d;) eine
L-Algebra mit Involution.
(iii) Ist Y : R — R’ ein Isomorphismus von K-Algebren, dann ist durch

o ooy eine Involution auf R’ definiert.

Beweis (i) Es gilt o(1g) = o(1xlg) = c(1x)o(1g) = o(1z)*. Es gilt
sogar o(1g) = o(1g)", fiir jedes n € N. Da o(1g) # 0 gilt, folgt
o(lg) = 1g. Wegen 1z = o(1g) = o(u - u™") = o(u o (u), folgt
o) =ow™.

(i) o ® 7 ist nach Definition des Tensorprodukts ein K-linearer Au-

tomorphismus. Sei x € R ®¢ S, dann ldsst sich x schreiben als
r

X = u;®v;, mitu; € R,v; € S.Es gilt (c®7)(x) = ), o(u;)) ®T(V)).
i=1 i=1

Daher folgt (c®7)%(x) = Z o> (u)®7T*(v;) = x. Also gilt (c®7)? =

i=1
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N
Idggs- Seiy = lej ®zj, mit w; € R,z; € §,dannist x - y =
J:
2 uw; ® v;z; und somit (o ® 7)(xy) = X o(uw;) ® 7(v;zj) =
i,j Lj

5 00r) 87+ L o) 97 = (0 @) - (@ D),

(iii) ¢ o o o ! ist K-linear und bijektiv. Weiters gilt (i o o o ¢y~!)? =
yoogoy loyoogoy ! =yoc?oy ™ =idg.Und schlieBlich gilt
(oooy™)(xy) = Yo (Y™ () = Yo' )o@ (1)) =
Yoooy (y) ooy (). O

Satz 1.3 Sei S eine einfache zentrale, endlich dimensionale
K-Algebra und o eine Involution auf S .
(a) Istu € S* eine Einheit mit o-(u) = +u, so definiert T : x — uo(x)u™!
wieder eine Involution auf S .
(b) Ist o’ eine weitere Involution auf S, so existiert ein eindeutig bis
auf Multiplikation mit einem Element aus K* bestimmtes u € S,

sodass o’ = Int(u) o o mit o(u) = +u.

Beweis
(a) Da o als Involution sowie Links- und Rechtsmultiplikation mit «
K-lineare Abbildungen sind, ist 7 auch K-linear. Seien x,y € §, dann gilt
7(xy) = uo(xy)u™"' = uoc)o(x)u"' = uoc(y)u'uc(x)u™' = r(y)r(x). Und
72(x) = Twoc(x)u™) = uoc(wo(X)u™") = ucw Hxocw)u™"' = exe = x, mit
€€ {xl}.
(b) o’ o o ist eine bijektive K-lineare Abbildung auf S. Es gilt

(0" o) (xy) = 0’(0(y) - 0(x)) = (07 0 0)(x) - (07 0 O)(Y).

Also ist 0’ o o ein Automorphismus von S als K-Algebra. Somit existiert
nach Skolem-Noether eine Einheit u € S* mit 0”(0(x)) = uxu™!, fiir alle
x € S. Daher gilt 0/ (y) = uo(y)u~! fiir jedes y € S.

Angenommen es gibt ein weiteres v € §* mit o”(x) = vo(x)v~!. Dann gilt
uor(u ' =vo(xv ! © uvo(x) = o(x)u"'y, fiiralle x € S.

Dadurch folgt u~'v € Z(S) = K. Damit gibt es a € K*, sodass v = au.

Fiir jedes z € § gilt z = 07*(z) = uo(uo(Z)uHu™"' = uo(w")zoWu".

Also folgt uo(u)™! € Z(S). Daher gibt es b € K* mit o(u) = bu. Analog
gibt es ein ¢ € K*, sodass o"(v) = cv.Andererseits gilt u = 0>(u) = o (bu) =
b*u = b* = 1. Also b € {#1}. Dies gilt dann analog auch fiir c. Insgesamt
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erhilt man bu = o(u) = o(av) = acv, also gilt ac = b. Da b, c € {1, -1} gilt,
folgta € {1,-1}. O

Definition 1.4 Sei R = M, (K), u € R*, mit u' = +u und setze
o = x = ux'u”'. Dann heift o, orthogonal, falls u = u'. Und es heif3t
symplektisch, falls u = —u'.

Lemma 1.5 Seien u,v € GL,(K), mit ' = +u und v' = +v. Sei ¢ :
M (K),o,) = (M, (K),oc,) ein Isomorphismus von K-Algebren mit
Involution, so ist o, genau dann orthogonal (symplektisch), wenn o,

orthogonal (symplektisch) ist.

Beweis Da ¢ ein Isomorphismus von K-Algebren ist, gibt es nach Skolem-
Noether ein z € GL,(K), mit ¢(x) = zxz"!, fiir alle x € M,(K). Da ¢ so-
gar ein Isomorphismus von K-Algebren mit Involution ist, gilt ¢(o,(x)) =
o, (@(x)), fiir alle x € M, (K). Das heiBt aber: zux'u'z7! = v(zxz )v! =
v(z VY x'z'v=!. Daraus folgt aber, (zu)x'(zu)™' = Wz H))x' (")) =

Wz (zu) € Z(M,(K)) = K. Also gibteseina € K* mitzu = av(z™')' =
zuz' = avund zu'z' = av', mit u' = eu, € € {x£1}. Man erhilt also insgesamt

av' = ezuz' = eav. Daraus folgt v' = ev.

Sei R eine beliebige einfache zentrale, endlich dimensionale

K-Algebra, o eine Involution auf R und L ein Zerfillungskorper von R mit
Zertillungsisomorphismus y : R ®x LM, L. Dann ist nach Satz[[.2]

o = 0 ® Id; eine Involution auf R ®k L. Wegen Satz[I.2]ist dann

o0’ = y ooy oy ! eine Involution auf der L-Algebra M,(L). Dann gibt es
nach Satz [[.3] ein eindeutig bis auf Multiplikation mit einem Element aus
K* bestimmtes u € S*, sodass 0’ = Int(u) o 04, mit u' = o4(u) = +u. Das
heiBt fiir x € M, (L) gilt 0’(x) = ux'u™' = o,. Und daher ist die Involution

o’ entweder orthogonal oder symplektisch.

Lemma 1.6 Sei R eine endlich-dimensionale, einfache zentrale K-
Algebra, sei L ein Zerfdllungskorper von R mit Isomorphismus
v : R®x LS5M,(L). Sei L' ein weiterer Zerfdllungskorper von R mit

Isomorphismusy’ : RQgL'>M, (L"), sodass es einen K-Homomorphismus



13

a: L — L' gibt. Dann isty’ oo, oy’ ~! genau dann orthogonal (sym-

plektisch), wenn y o o o y~' orthogonal (symplektisch) ist.

Beweis Da « ein K-Homomorphismus ist, ist @ insbesondere injektiv und
induziert daher einen injektiven K-Algebren-Homomorphismus

a . M,(L) - M,(L). Sei nun | : (R®x L) ®, L' —» R ®k L' die
Abbildung (x ® a) ® b — x @ a(a)b. Da @ : L — L’ injektiv ist, ist
(R®k L)®; L’ wohldefiniert und eine L’-Algebra. Sowohl (R®k L)®, L’ als
auch R ®¢ L’ sind einfache zentrale L’-Algebren. Da b € L’ also dem Zen-
trum von R ®x L’ liegt und « ein injektiver K-Homomorphismus ist, folgt,
dass ¥, ein injektiver L’-Algebren-Homomorphismus ist. AuB3erdem haben
beide L’-Algebren dieselbe L’-Dimension, woraus die Bijektivitdt von i
folgt. Analog definiert ¢, : M,(L)®, L — M,(L"), y®b — ba*(y) einen L’-
Algebren-Isomorphismus. Man erhilt folgendes kommutatives Diagramm:

(ReyL)®, I —— Rey L’

(1) lmmy lau

ROk L)@ L' —— Roy L
D.h.es gilt zu zeigen: o oy =Y 0(0,®1dy) : (R L)®, L' — Rk L'.
Sei (x®a)®b € (RRgL)®, L', dann gilt o7, o (x®a)®b) = o (x@a(a)-b) =
o(x)® ala) - b.
Andererseits gilt: ¥, o (o ® Idp)(x ® a) ® b) = Y 1((0(x) ® a) ® b) =
o(x)®a(a) - b.
Analog erhilt man fiir ¢, folgendes kommutatives Diagramm::

My(L)®, L' —2 ML)

2) la-u@)ldy lo-m)

ML) @, L —2— ML)

wobei u € Gl,(L)ymityo ooy~ = o,

Es gilt zu zeigen: Y, o (0, ® Idy) = gy o Y2 : My (L) ®, L' — M, (L").
Seiy®b € M,(L)® L', dann gilt 0+, 0 Y2(y ® b) = 0oy (ba™(y)) =
@ (w)-(ba* () ("W)™ = ba*(u)(@* () (@* W)™ = ba* ()@ ()@ )™,
da a* auf jedem Eintrag von y die Abbildung @ anwendet und daher of-
fensichtlich mit dem Transponieren kommutiert. Da o* ein L-Algebren-

Homomorphismus ist, folgt ba*(u) - a*(y") - (@*(w))™! = ba*(uwy'u™') =
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1d;(b) - a*(0u(y)) = Y2(0, @ Idp(y ® b)).
Definiere nun folgende Abbildung ¥ : RQx L' — M, (L"),
¥y =yro(y®ldy)o w;l. Dann ist ¥ als Komposition von L’-Algebren-

Isomorphismen ein L’-Algebren-Isomorphismus.
=0 ®Id;s, wegen (1)
—

Weiters gilt oo, 097! = yo(y®Idp)oy;' o o o gy o(y ' @ldy)oy;! =

Yro(y®ldy)o(o ®Id)o(y ' ®Idy) oy, = yro((yoo oy H®Idy) oy, =
wegen (2)

Yoo (0, ®Idp) oy = T o+ SchlieBlich gilt, dass a*(u) genau dann
(anti-)symmetrisch ist, wenn u dies ist.

Nun miissen wir nur noch zeigen, dass ¥ o oy o' und y’ o o1, 0 y’~! den
selben Typ haben. Setze dazu ¢ = 9’ o 7~!. Dann ist ¢ ein L’-Algebren-
Automorphismus auf M, (L"). Sei z € M, (L"), dann erhélt man:
P((Foo 07 @) = (¢ oF oFor 07 )2) = (¥ oo 0y oy 0¥ )(2) =
(Y oo 0y Ng(2)).

Alsoist ¢ : (M(L"), 700 o ") = (M,(L),y oo oy") ein Isomor-
phismus von L’-Algebren mit Involution. Daher haben ¥ o o o ¥~ ! und
¥’ o o o y’~! denselben Typ nach Lemma

Satz 1.7 Sei Q = Q(a,b|K), a,b € K* eine beliebige Quaternion-
Algebra mit Basis 1,i, j,k. Dann ist T : Q — Q, definiert durch
T(x) := X = X0l — x1i— X2 ] — X3k, fiir alle x = xo1 + x1i+ x5 j+ x3k € Q,

eine symplektische Involution auf Q.

Beweis 7 ist offensichtlich ein K-linearer Isomorphismus mit 7 o 7 = Id,.
Seiy = yol + yii + y,j + y3k, dann ist

T(xy) = 7((xol + x10 + x2) + x3K)(yol + y1i + 2/ + y3k)) =

T((x0y0 + X1y1a + X2Y2b — x3y3ab)1 + (x0y1 + X1Y0 — X2Y3b + X32b)i+

(xXoy2 + X2Y0 + X1y3a — X3y1a) ] + (Xoy3 + X1y2 — Xoy1 + X3Y0)k) =

(X0yo + x1y1a + X2y2b — x3y3ab)1 + (—X0y1 — X1Y0 + X2y3b — X3y2b)i+
(=X0y2 — X2Y0 — X1y3a + X3y14) j + (—=Xoy3 — X1y2 + X2)1 — X3y0)k. Andererseits
T(T(x) = (Yol = yii = y2j — y3k)(xol — x11 — x2j — x3k) =

(Xoyo + x1y1a + X2y2b — x3y3ab)1 + (—x0y1 — X1Y0 + X2Y3D — X3y2D)i+
(=Xoy2 — X2y0 — X130 + xX3y10) ] + (—=X0y3 — X1y2 + X2y1 — X3Y0)k = T(xy).
Somit ist 7 eine Involution. Aus der Definition von 7 folgt sofort

x+7(x) =2x01 € K- 1 und x7(x) = x3 + axi + bx; + abx; € K - 1.

Beh.:7 ist die einzige Involution auf Q mit x7(x) € K-1und x+7(x) € K - 1,
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fiir alle x € Q.

Sei 7’ eine weitere Involution auf Q mit diesen Eigenschaften. Es gilt /(1) =
1 nach Satz und i + 7/({) € K - 1 nach Voraussetzung. Also gibt es ein
z € K,sodass 7'(i) = —i+z. Es giltit’(i) € K-1,d.h. i(-i+z) = zi—al € K1,
d.h z =0, also gilt /(i) = —i. Analog gilt 7(j) = —j und 7(k) = —k.

Da 7’ als Involution ein K-linearer Isomorphismus ist und auf der Basis mit
7 libereinstimmt, folgt 7 = 7’.

Nach Satz [0.3] gibt es nun folgende zwei Fille:

1. Fall:y : Q5 M;(K), also Q zerfillt iiber K. Dann ist o := y o 7 0 y~! die
einzige Involution auf M,(K) mit o(x) + x € K- Idund x - o(x) € K - Id.

0 1
Setze u = ( 0), dann ist o, symplektisch.
Beh.: o0 = o,
SeiV = [x y)' Dann gilt
zw
0 1 0 -1 -
(V) =uV'u! = roL " 7
-1 0Jly wJ{1 O -z X
Damit folgt
+
V4o, V)= [x v )e K - Id und
0 x+w
- 0
Vo, (V) = [xw Y ] €eK-Id.
0 XW —yz

Daraus folgt o = 0, und somit ist o und damit auch 7 symplektisch.

2. Fall: Sei L’ ein Zerféallungskorper von Q, d.h. Q ®¢ L = M,(L"). Dann
ist wegen Lemma [I.6lund nach dem 1. Fall 7, := 7 ® Id; symplektisch und
daher ist 7 symplektisch. O

Satz 1.8 Seien (A, 071), ..., (A,, 0,) einfache zentrale, endlich dimen-
sionale K-Algebren mit Involution. Dann ist o = 0, Q- --Q 0, genau
dann eine symplektische Involution auf A, ®k --- Qk A,, wenn die

Anzahl der symplektischen Involutionen o; ungerade ist.

Beweis Siehe: [5]], Proposition 2.23
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2.Pfaffsche quadratische Form

In diesem Kapitel geht es darum, eine spezielle quadratische Form, nim-
lich die Pfaffsche quadratische Form, auf dem K-Vektorraum der 4 x 4
schiefsymmetrischen Matrizen zu definieren und den dadurch erhaltenen
quadratischen Raum zu charakterisieren.

Sei Alt,,(K) der K-Vektorraum aller m X m-schiefsymmetrischen Matrizen
iiber K, d.h.: Alt,,(K) = {a € M,,(K)| @ = —a'}.

Jede schiefsymmetrische Matrix « hat daher die Form:

0 ap @i e Aim
—a2 0 a3 T @om
o =|—-a13 —Qa3 0
a’m—l,m
Q& —An - _am—l,m O

m(m=1)

Somit ist die K-Dimension von Alt,(K) gleich1+2+...+m—1= =5

Sei nun «a € Alt,,(K), dann gilt fiir die Determinante:
det(@) = det(a’) = det(—a) = (—1)" det().
Daher ist fiir ungerades m die det(e) = 0, also ist @ singulir, und fiir gerades

m und regulires « gilt:
Lemma 2.1 Sei m = 2n gerade, A € Alt,(K) invertierbar und sei s,
-1 0

auf der Hauptdiagonale. Dann gibt es eine invertierbare Matrix
C € Gl,,(K), sodass A = Cs,C".

0 1
die mxm schiefsymmetrische Matrix mit n Blocken der Form ( ]

Beweis (ausgearbeitet nach einer Vorlage von [4], S. 28, Lemma 2)

Wir beweisen dies mittels Induktion nach ».

Sein = 1, dann hat A die Form:

0 0
A= ( g] mit a # 0. Indem man C = (g l) setzt, erhilt man
—a
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e A S O A R S O B

Sei nun n > 2 und die Behauptung sei bereits fiir k < n bewiesen.

Setze V := K*" und definiere b : V X V — K als die folgende Bilinearform
b(x,y) = x'Ay. Dann erhdlt man b(y,x) = y'Ax = —y'A’x, da A schief-
symmtrisch ist. Weiters ist —y'A’x = (—=x'Ay)" = (=b(x,y))' = —b(x,y), da
b(x,y) € K. Also ist b eine schiefsymmetrische Bilinearform.

Aufgrund der Regularitiat der Matrix A ist b eine reguldre Bilinearform.
Damit gibt es Vektoren xi, x, € V' \ {0}, sodass die Bilinearform nicht ver-
schwindet, also b(x, x;) # 0. Weiters konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
b(xy, xy) = 1 gilt.

Die beiden Vektoren x; und x, sind linear unabhingig: denn, angenommen
sie sind linear abhiingig, dann gibt es ein Skalar 4 € K, sodass x, = Ax;.
Aber dann gilt b(xy, x;) = b(xy, Ax;) = Ab(x1, x1) = 0 und das ist ein Wider-
spruch.

Setzte nun V| = Kx; ® Kxound V, := Vi = {z€ V : b(x;,2) = 0,i = 1,2},
dann gilt V = V, ®V,, da b regulér ist. Sei {x3, ..., x»,} eine K-Basis von V,
und D := (d;;) bezeichne die Basiswechselmatrix beziiglich der Standard-
basis,zd.h.

xj= ) dije;; und sei B := (b(x; x,)) die Gram-Matrix beziiglich b.

i=1

Dann gilt B = D'AD und

0 1 0...0
B=1-1 0 0...0},
0 0 A

wobei A’ eine 2(n — 1) X 2(n — 1)- schiefsymmetrische Matrix ist.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine invertierbare Matrix
C’" € Gly-1)(K), sodass A” = C’s,,—1(C’)". Setzt man

Id
cr=|" 0
0

dann folgt B = C”s,C”" und daher A = D'BD~! = D'C"s,C"'D~'. Setzen
wir schlieBlich C := D™C”, dann folgt die Behauptung. |
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Satz 2.2 Sei a = (a;j) € Alt,,(K). Dann gibt es ein Polynom f in den
Variablen a;; mit Koeffizienten in K, sodass (f(a;j))* = det(a).

Beweis Ist m ungerade, dann hat, wie vorher gezeigt, jede schiefsymmetri-
sche Matrix die Determinante gleich O,was per Definition ein Polynom in
den Eintrigen von A ist. Ist m gerade und A ist singuldr, so gilt dies wie
zuvor. Ist m gerade und A ist regulir, dann gibt es nach Lemma [2.1] eine
invertierbare Matrix C, sodass A geschrieben werden kann als A = Cs,C”.
Da die Determinante von s, gleich 1 ist, erhiilt man det(A) = det(C)>. Die
Determinante von C ist ein Polynom in den Eintrdgen und daraus folgt die
Behauptung. O

Bemerkung 2.3 Man kann mittels der Leibniz-Regel fiir die Determinante
und kombinatorischen Uberlegungen zeigen, dass, falls m = 2n gerade ist,
die Determinante einer m X m-schiefsymmetrischen Matrix A die Form hat:

det(A) = ( Z +sgn(o) l_[ aO'(Zi—l)a'(Zi))za

oeB, i=1
wobei B, := {0 € S, | o hat die Form o = (i, ji, 2, j2, -+ . »1n, Ju) Mit

iy < Ji, 1 <k <nundi; <ipgy, i < jio1, 1 <1< n} (vel [2])

Das Polynom f ist bis auf {1, —1} eindeutig bestimmt. Normalisiert man
dieses Polynom, dann erhélt man Eindeutigkeit. In dieser Masterarbeit wird
dies nur fiir den Fall m = 4 durchgefiihrt, aber man kann dies dhnlich auch

im allgemeinen Fall machen.

Definition 2.4 Sei m = 4. Normalisiert man das Polynom f so, dass

0 0 10
0 0 01
-1,
f( -1 0 00 )
0 -1 00

dann heifst f mit dieser Normalisierung Pfaffsche quadratische Form, die
mit pf bezeichnet wird.

Wir werden in Lemma [2.6) zeigen, dass pf tatsdchlich eine quadratische
Form und dass es daher richtig ist, von der Pfaffschen quadratischen Form

zu sprechen.
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Eine einfache Rechnung zeigt, dass fiir die Pfaffsche quadratische Form
pf(a) einer beliebigen schiefsymmetrischen Matrix a € Alt,(K),

0 a3z A
-ap 0 a3 @

a =
—a;3 —ay 0 axn

—ayy —ay —axy 0

gilt: pf(a) = apaszs + @423 — @1324.
Die Pfaffsche quadratische Form hat unter anderem folgende Eigenschaf-

ten:

Satz 2.5 Sei a € Alt,,(K) und x € M,,(K), dann gilt:
(i) xax' € Alt,,(K)
(ii) pf(xax') = det(x) - pf(a).

Beweis (1) (xax")' = (xXNad'x' = x(—a)x' = —xax'.
(i) (p f(mxf))2 = det(xax) = det(x)? - det(e) = det(x)’ - (pf(e))
Somit pf(xax’) = +det(x)pf(a). Das Vorzeichen der Pfaffschen

quadratischen Form ist unabhéngig von x und @. Daher, indem man

2

x = Id,, und @ = «a setzt, erhilt man die Behauptung. O

Lemma 2.6 Die Pfaffsche quadratische Form pfist eine quadratische
Form auf Alt,(K) und es gilt (Alt,(K), pf) = H(K) L H(K) L H(K)
als quadratischer Raum, wobei H(K) die hyperbolische Ebene iiber
K bezeichnet.

Beweis Als erstes zeigen wir, dass die Pfaffsche quadratische Form pf(a)
eine quadratische Form auf Alt,(K) ist:

Sei A € K, dann folgt direkt aus der Formel der Pfaffschen quadratischen
Form, dass pf(da) = A*pf(a), fiir alle & € Alt,(K) gilt. Seien nun

a,B € Alty(K), dann rechnet man leicht nach, dass pf(a + B8) = pf(a) +
PfB)+byp(a,B), mitb,p(a, B) = a12f34 + 3412 + Q1423 + @314 — @1324 —
@24f313.

Fiir jedes a = (@ij)i<ij<s € Alta(K),B = (Bij)i<ij<4 € Alt4(K) und fiir jedes
Paar (7, j) und jedes Paar (k, [) ist die Abbildung

M pxn - Alta(K) X Alty(K) — K, (@, ) = «;; - B bilinear.
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Dab,r = a1 2xG.4) T HG.ax(1.2) T H14x23) F HE3x(1,4) ~ H(1,3)x24) ~ H23)x(1,4),
also die Summe bilinearer Abbildungen ist, ist es selbst bilinear. Offensicht-
lich ist b, ¢ eine symmetrische Bilinearform. Somit ist p f(a) eine quadrati-
sche Form auf Al14(K).

Die hyperbolische Ebene H(K) iiber K ist der quadratische Raum

H(K) = (K?, q), wobei ¢ gegeben ist durch: q( (x]) = xy.
y

Und H(K) L H(K) L H(K) ist der quadratische Raum (K? + K> + K2, ¢q’),

.. (X1 X2 X3
mit g ( + + ) = X1y1 + X2y2 + X3Y3.
Y1 Y2 Y3
Die K-Dimension von Alt,(K) ist nach vorheriger Feststellung gleich

% = 6, daher gleich der K-Dimension von K + K? + K?.
Seinun ¢ : Alty(K) — (K* + K* + K?) die Abbildung definiert durch:

0 ap a3z ap

—a12 0 @23 24 a2 14 —a3

g + + .
—a;3 —az 0 amy 34 (025! @4
-y —ay —az 0

Diese Abbildung ist K-linear und injektiv, und auf Grund derselben Di-
mension der beiden Vektorrdume auch surjektiv, also ein linearer Isomor-
phismus.

Wir miissen nur noch zeigen, dass pf(@) = ¢'(¢(@)), fiir jedes a € Alty(K).
Es gilt nun:

q (p(a)) = Q'( [alz) + [QM) + (_013] ) = @3+ @@ —ai3ayy = pf(a).0

@34 @23 @24
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3.Eine wichtige Involution auf

Alty(K)

In diesem Kapitel definieren wir eine wichtige Involution p auf Al#4(K),
die die niitzliche Eigenschaft p(x)x = pf(x)ld,, firr alle x € Alt4(K), be-
sitzt. Aulerdem werden wir zeigen, dass jeder K-lineare Automorphismus
¢ auf Alt,(K) mit der Eigenschaft ¢(x)x € K - Id,, fiir alle x € Alt4(K), ein
skalares Vielfaches von p ist.

Wir definieren die Abbildung p : Alt4(K) — Alt4(K) durch die Zuordnung:

0 a2 @iz a4 0 —@34 Q4 —23
—p2 0 @3 a4 o 34 0 —Qi4 g3
—a;3 —an 0 axu —yy @y 0 -—ap
—ay —ay —azy 0 ay  —a;3  ap 0

Diese Abbildung wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine wichtige Rol-
le spielen. Daher beginnen wir damit, einige wichtige Eigenschaften der
Abbildung p darzulegen:

Lemma 3.1 Die zuvor definierte Abbildung p ist ein K-linearer Au-
tomorphismus auf Alty(K), mit p* .= p o p = Id und
a-pla) =p(a)-a = pf(a), fiir alle a € Alty(K).

Beweis Die Abbildung p ist offensichtlich K-linear.
0 a2 a3 a4
-1 O an3 o4

€ Alty(K) beliebig.
—a13 —Q23 0 34

Seia =

—aiy —ay —axy 0

Zuerst berechnen wir p(p(@)):

0 —a3zs ay -—ax 0 —(-ap) a3 —(—a14)
@34 0 -au a3 -y 0 —(—a23) @24
plp(@) =p = =
-4 @4 0 —ap —a;3 —a3 0 —(—a34)

@3 —a3 a2 0 -y —ay -3y 0
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Daraus folgt p*> = Id. Somit ist p ein K-linearer Automorphismus.
Nun berechnen wir schlieBlich ap(a), fiir beliebige @ € Alt4(K).

0 ap ai ay 0 -—as anu -—ax
- 0 az | | @ 0 -—au a3
ap(a) = . =
—a;3 —a3 0 ay| |—au au 0 —ap
—ayy —ay —axy 0 @3 —ai3 a2 0
12034 — Q1324 + @14Q23 1314 — A14013 —@2a14 + Q14012 Q213 — a13a12
—@23Q24 t+ Q2423 @234 + @234 — @24Q13 —@12a24 t+ Q2412 @213 — @132
—@23Q34 + Q3423 @334 — Q3413 —a3@24 + @234 + @34Q12 @323 — @23013
—@24r34 + 3424 Q14034 — A34Q14 —@14Q4 + Q2414 @143 — @413 + @34Q12

Da die Eintrdge dieser Matrix Elemente in K sind, kommutieren diese mit-

einander und man erhalt:

pfl@ 0 0 0
| O pfla) 0 0 | _
ap(a) = 0 0 pf@ 0 | pf(a) - ldy.

0 0 0 pfle)

Und nun rechnen wir analog p(a)a aus:

0 —Q3q4 Q4 —A23 0 a2 a3 a4
@34 0 -—au a3 —app 0 s anu
pl@a = : =
-y a4 0 —ap| |-a3 —as 0 axu
a3  —a3 A 0 -y —ay -azy 0
3412 — @413 + A3 14 —Q@2423 T @234 —Q@3423 T @23Q34 —Q@34Q24 T @24Q34
1413 — 1314 @34Q12 + @14Q23 — X13024 34013 — @13034 Q3414 — Q14034
—Q@14Q12 + Q12014 —Q@4012 + @12Q24 —@24013 T @14Q23 + 12234 —@24014 T X14Q24
1312 — @213 @232 — @223 @233 — 1323 @314 — Q1324 + @234
Dies ergibt analog wie zuvor die Behauptung. m|

Sei u € GL4(K), mit u = u'. Dann definieren wir eine Involution o, :
M4 (K) — M4(K) von orthogonalem Typ auf M,(K) durch: o, (x) = ux'u~".
Weiters setzen wir Alt,(K)7* := {x — o,(x)|x € M4(K)}. Dann gilt:
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Lemma 3.2 Sei x € Myu(K),u € GL4«(K),u = ', dann sind
dquivalent:
(i) xu € Alt4(K)
(ii) u'x € Alts(K)
(iii) x € Alty(K)7~

Beweis

(1) = (ii) Sei xu € Alty(K), also xu = —ux'. Dann gilt
w'x) =xu! = —u ' (—uxu "' = —u ' (xwyu"' = —ux.
Also gilt (u'x)" = —u~'x und daher folgt u~'x € Alt4(K).
(ii) = (iii) Sei u'x € Alty(K), d.h. u”'x = —x'u”". Dann folgt x = —ux'u'.
Somit ist 2x = x — ux'u~!. Da die Charakteristik von K ungleich

1 1

2 ist, folgt x = Jx — ux'u~'. Setze z = %x € My(K), dann gilt

2
x=z-utu' =z7-0,2) € Alty(K)"".
(iii) = (i) Sei x € Alt4(K), dann gibt es ein z € M4(K), sodass

x=z-0,z2) =z—uzu". Dann folgt xu = zu — uz’ = —(xu)’. 0O

Korollar 3.3 Sei u € GL4(K),u = u', dann ist Alt,(K)7" ein

6-dimensionaler K-Untervektorraum von M,(K).

Beweis Es reicht zu zeigen, dass Alt4(K)?* ein K-Vektorraum ist. Denn, ist
Alt4(K)7+ ein K-Vektorraum, dann ist § : Alty(K) — Alt,(K)7+, 6(x) = xu
eine K-lineare Abbildung. Wegen Lemma [3.2]ist ¢ bijektiv, also ist  sogar
ein K-linearer Isomorphismus. Sei ¢ : M4(K) — M4(K) die Abbildung

x > x — o,(x). Als eine Involution auf M4(K) ist o, insbesondere
K-linear. Daher ist auch i eine K-lineare Abbildung. Als Bild von i ist
daher Alt4(K)?+ ein K-Untervektorraum von M,(K). O

Definition 3.4 Sei u € GL4(K) mit u = u', dann definiere auf dem
K-Vektorraum Alt,(K)7" die Abbildung p, : Alty(K)"* — Alty(K)7* durch

die Zuordnung p,(y) = p(u='y)u='.

Bemerkung 3.5 Die Abbildung p, ist wegen Lemma [3.2] wohldefiniert,
denn: Ist y € Alty(K)%«, dann ist u~'y € Alty(K) und p(u~'y) € Alty(K)
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ebenfalls. Dann gibt es ein z € Alt,(K)°*, sodass p(u~'y) = zu gilt. Und
somit gilt p,(y) = zuu~' = z € Alty(K)°.

Satz 3.6 Sei ¢ : Alty(K) — Alty(K) ein K-linearer Isomorphismus,
sodass ¢(x)x € K - Idy, fiir alle x € Alty(K) [oder x¢(x) € K - Id,, fiir
alle x € Alty(K)], dann gibt es ein Skalar u € K*, sodass ¢ = up.

Beweis Man wihle folgende Basis § := {f1, ..., f} fiir Alt4(K):
Sei {e;;, 1 <1, j <4} die Standardbasis von M,4(K), dann setze

fi=en—en, fri=e3—es, f3:= e — e, fa = ey —exn, fs = eu— e,
f6 = e34 — ey3. Diese haben folgende Form:

0 100 010 0 00 1
1000 0 000 0 000
n=1o 00 o721 00 of "7 00 of
0 000 0 000 -1 00 0
0 0 00 0 0 00 00 0 O
0 0 10 0 0 01 00 0 O
=10 100" o 0 ool oo o 1f
0 0 00 0 -1 0 0 00 -1 0
0 6 6 &
6 5 0 6, &
Sei0=Y4sf=| S
i=1 —62 —54 0 66
—0; =05 —65 O
Dann folgt sofort, dass 6; = ---0¢ = 0 gilt, also sind fi, ..., fs linear un-

abhingig. Da die K-Dimension von Alt,(K) genau 6 ist, folgt insbesondere,
dass & eine Basis fiir Alt,(K) bildet. AuBerdem gilt p(f1) = —fs, o(f2) = fs,

p(f3) = —fa, p(f2) = = f3, p(f5) = fa, p(f6) = —f1-
Sei nun ¢ : Alty(K) — Alt4(K) ein Isomorphismus mit ¢(x)x € K, fiir alle

x € Alty(K). Als Isomorphismus gilt fiir ¢ und f; somit
6
(,0(]‘;) = Z] /lijfj’l <i< 6.
]:
Als nichstes berechnen wir alle Produkte der Form f;f;, 1 <i, j < 6.
Da jedoch (fif;)' = f;ff = (=f)(=f) = f;fi gilt, muss man nur die Produkte
fifi,1 < j<6,j<i<6berechnen.
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Da ¢o(f) f; = diag(c;, c;, ci, ¢;) gilt, fiirein ¢; € K, 1 <i < 6, folgt
e(f1) = Aisfe, @(f2) = Aosfs, o(f3) = Azafa, @(fs) = Asafa, (f6) = Ae1 fi-

Betrachte nun ¢(f; + fo)(fi + fo):
Einerseits gilt nach Voraussetzung ¢(f; + fo)(fi + fs) = diag(c, ¢, c, ¢), fiir

25

o O O O

)

ein ¢ € K, andererseits gilt wegen der Linearitéit von ¢ und des Distributiv-

gesetzes
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e(fi+fo)(fi+fo) = e(ffi +e(ffe+e(fo) fi+e(fo) fo = e(ffe+e(fo) fi =
—— ~—

=0 =0
Aisfofo + Ae1 f1 1 = diag(=Ai6, —A16, —As1, —A61).

Daraus folgt ;5 = Ag1. Analog folgt Ays = As; und A3y = Ay3.

Betrachte nun o(f; + )(fi + f>):
Einerseits gilt nach Voraussetzung ¢(f; + f2)(fi + f») = diag(d, d, d, d), fiir

ein d € K, andererseits gilt wegen des Distributivgesetzes und der Lineari-

tat von ¢
e(fi+ L) fi+ 1) = o(fi)fi +e(fD)L+e(fHo) fi+e(HL) = e(f)r+e(f)fi =
I e
00 0 Aig+ds)
000 0
Aisfofo + s fshi = (lisfofs + asfifs) = 00 0 .
000 0

Also gilt 15 = —A;6. Auf gleiche Weise zeigt man A;4 = A34. Setze nun
U = —Ay6, dann folgt daraus die Behauptung. O

Satz 3.7 Sei u € GL4(K) mit u = u' und ¢, : Alty(K)7* — Alty(K)7
ein K-linearer Isomorphismus, sodass ¢,(x)x € K - 1dy, fiir alle

x € Alty(K)7“ [oder x¢(x) € K - 1d,, fiir alle x € Alt,(K)7*], dann gibt
es ein Skalar u € K*, sodass ¢, = up,.

Beweis Nach Lemma [3.2 konnen wir folgende K-lineare Isomorphismen
definieren: vy, : Alty(K)"* — Alt4(K), x — xuund 7, : Alty(K) — Alty(K)7,
y  yu. Es gilt dann: p, = y;' opo1;'. Setze nun ¢, = y, 0 p, 07, :
Alty(K) — Alty(K). Da y, und 7, K-lineare Isomorphismen sind, ist auch
¥, ein K-linearer Isomorphismus. Sei nun x € Alt,(K), dann gilt:

Yu(x) - X = Yu(@u(T)) - X = Yu(@u(ux)) - x = ¢y (ux) - u - x = ¢, (ux) - (ux).
Da x € Al (K) gilt, folgt ux = 7,(x) € Alt4(K)“*. Nach Voraussetzung gilt
¢u(ux)-(ux) € K-Id, und somit gilt auch ¢, (x)-x € K-Id,. Nach Satz[3.6|gibt
eseinu € K*, sodass ¢, = u-p. Zusammen erhilt man yp =y, = y,0¢,07,.
Woraus insgesamt folgt:

$u =", oup)ot,' = uly,opot,') = pp,. O
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4.Albert Form

In diesem Kapitel wollen wir, falls A, B Quaternionalgebren iiber K sind,
auf einem Untervektorraum von A ®k B eine spezielle quadratische Form
definieren, mit deren Hilfe man ein Kriterium formulieren kann, wann die-
ses Tensorprodukt eine Divisionsalgebra ist.

Sei A = Q(a;,a,|K) Quaternion-Algebra iiber K mit Basis 1,4, j,k und
sei B := Q(by, b,|K) Quaternion-Algebra iiber K mit Basis 1, u, v, w. Bei-
de seien ausgestattet mit den Standardinvolutionen o4 bzw. o, d.h. fiir
X = xol + x1i+ x5 j+ x3k ist definiert als 04 (x) = xo1 — x;i— x, j — x3k und fiir
y = yol+yu+y,v+ysw sei og(y) = yol =y u—y,v—y3w. Diese sind nach Satz
[I.7]Involution symplektischen Typs auf A bzw. B. Setze o = 04 ® 05, dann
definiert o- nach Satz[1.2] eine Involution auf A®g B, die nach Satz[I.8|ortho-
gonalen Types ist. Wir definieren nun Altx(A®k B) = {x— o (x)|x € A®k B}.

Lemma 4.1 Seien A, B Quaternionalgebren iiber K. Dann ist
Altx (A ®k B) ein 6-dimensionaler K-Vektorraum.

Beweis Sei ¢ : A ®x B — A Q¢ B die Abbildung x — ¥(x) = x — o(x).
Dann ist ¢ eine K-lineare Abbildung und daher ist Altx(A @ B) als Bild
von ¥ ein K-Untervektorraum von A ®k B. Zur Bestimmung der Dimension
von Altx(A ®x B) reicht es, zu betrachten, was mit der Basis von A ®¢ B
unter i passiert. Es gilt o(1 ® 1) = 1 ® 1, da o eine Involution ist, und
somit (1 ® 1) = 0. Da 04(1) = 1 und op(c;) = —cy, fir ¢, € {u,v,w},
gilt, wird jedes Basiselement ¢ von der Form ¢ = 1 ® ¢, ¢» € {u,v,w}
unter o auf —c abgebildet und man erhilt dadurch ¥(1 ® ¢;) = 2(1 @ ;) #
0, fiir ¢ € {u,v,w}, da die Charakteristik von K ungleich 2 ist. Analog
gilt dies fiir ¢ von der Form ¢ = ¢; ® 1, mit ¢; € {i, j, k}. Daher ist die
Dimension von Altx(A ®x B) zumindest 6, da diese als Basiselemente von
A ® B insbesondere K-linear unabhingig sind. Andererseits, ist ¢ von der
Form ¢ = ¢; ® ¢, mit ¢; € {i, j,k} und ¢, € {u,v,w}, dann gilt o(c) = ¢, da
in diesem Fall 04(c;) = —c; und o(c;) = —c;, gilt. Also gilt ¢(c) = 0. D.h.
aber, der Kern von ¢ ist ein zumindest 10-dimensionaler K-Unterraum von
A Qg B. Da Altg(A ®k B) das Bild von A ®k B unter ¢ ist, ist die Dimension
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von Altg(A ®k B) kleiner gleich 6. Also erhélt man insgesamt
6 < dim(Altx(A ®k B)) < 6, woraus die Behauptung folgt. O

Bemerkung 4.2 (i) Aus dem Beweis sieht man, dass {i® 1, j® 1,
k®l,1®u,1®v,18®w} eine Basis fiir Altx(A ®k B) bildet.
(i1) Seien A, B Quaternionalgebren iiber K, dann gibt es endliche Kor-
pererweiterungen Ls|K und Lg|K, sodass L, ein Zerfallungskor-

per von A und Lg einer von B ist. Setze nun K’ = ﬂ L c

LOK Korper
LsCL endlich
LpCL endlich

L4(Lg). Dann ist K’ eine endliche Korpererweiterung von Kund K’
ist ein Zerfallungskorper von A und B, denn: Die Brauer-Gruppen-
Abbildung rgx : Br(K) — Br(K’) hat die Eigenschaft rg/x =
Yk, © ro,kx beziehungsweise rgx = rgqr, © riyk. Es bezeich-
ne [A] die Aquivalenzklasse von A in der Brauer-Gruppe Br(K)
von K, dann erhiélt man dadurch rg/x([A]) = re, (ro c([AD) =
renea(Ler,) = lark, da Ly ein Zerfallungskorper von A ist, und
analog gilt dies fiir B.
Somit ergibt sich: (A ®x B) ®x K’ = A Qg (BQg K') =
A®k My(K') = A®k K' @k Ma(K) = My(K') ® Mar(K') = My(K").
AuBerdem kann man Altx(A ®x B @k K’) eindeutig definieren als
Altg(A ®x BQg K') = {x' — o/'(X')|x’ € (A ®x B ®k K’)}, wobei
o' = 04 ®0p®idg ist. Sel X' € A ® B ®k K’, dann gibt es
ein eindeutig bestimmtes x € A ®k B und genau ein k’ € K’, sodass
X" = x®k’. Daher gilt X' -0’ (x") = x®k' —0(x)Qk" = (x—0(x))Qk’.
Daraus folgt, dass Altx(A ®x B ®k K') = Altx(A ®x B) ®k K’ als
K-Vektorraum. Dies gilt fiir jeden gemeinsamen Zerfillungskorper
K’ von A und B.

(iii) Es gibt also lineare Isomorphismen ¢ : Altx(A ®x B) — Alty(K)
und ¢, : Altg(A @k B) — Alty(K)7~.

Auf Altg(A ®k B) definieren wir nun die Abbildung
Taeys - Altx(A®k B) — Altgx(A®k B) durch K-lineare Fortsetzung folgender
Zuordnung auf den Basiselementen: i®1 — i®1, j®1 - j®1,k®1 — k®1
bzw. 1Qum —-1Qu,1 v —-1v, 1w -1 w.

Tas, s 15t offensichtlich ein K-linearer Automorphismus auf Altx(A ®k B).
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Lemma 4.3 Sei A = Q(a, b|K), mita,b € K* eine Quaternion-Algebra.
Dann definiert, fiir x € A, die Abbildung na(x) = xo4(x) eine qua-
dratische Form auf A. Sie heift die reduzierte Norm.

Beweis Zeige zuerst, dass, fiir jedes x € A, ny(x) € K - 1 liegt.

Set x = xol + x1i + x2j + x3k € A, dann gilt ns(x) = x04(x) =

(X0l + x10 + X2 + x3k) - 0 4(x01 + x10 + X2 + x3k) =

(xo1 + x10 + x2] + x3k)(x01 — x10 — X2 ] — x3k) =

(x% - ax% - bx% + abx%)l ekK-1.

Sei 4 € K,x € A. Dann gilt ny(1x) = (dx)oa(4dx). Da o, eine Involuti-
on, also insbesondere K-linear ist und der Korper K das Zentrum von A
ist, gilt (Ax)o4(Ax) = A2x04(x) = A’nyu(x). Seien nun x,y € A, dann gilt
na(x +y) = (x +y)oa(x +y) = (x + y)(a(x) + 04(y) = x04(x) + x04(y) +
YO4(X) +yoa(y) = na(x) +na(y) + b, (x,y), mit b, (x,y) = x04(y) + yoa(x).
Es ist b, (x, y) offensichtlich symmetrisch in x und y und da o4 eine
K-lineare Abbildung ist, ist b,, eine Bilinearform und somit eine symme-
trische Bilinearform. Also ist n4 eine quadratische Form auf A mit dazuge-

horiger Bilinearform b, (x,y) = xo4(y) + yo(x). O

Sei A’ :=< 1 >* beziiglich n, in A, dannist A’ =< 1 >*=
{x € Alb,,(1,x) =0} = {x € Alx = —04(x)}.
Die Bilinearform b,,,4) : A — A" ist nicht ausgeartet: Denn sei
y=Yol +yii+y2j+ysk € A,y # 0 beliebig, dann gilt fiir jedes
x = xol + x1i + xj + x3k € A ndmlich
by ay)(X) = 2(x0y0 — ax1y1 — bx,ys + abxsys) - 1. Daher ist A+ = {0}.
Weil A ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum ist, hat A’ die K-Dimension
gleich 3. Weiters gilt i, j, k € A’ und da diese linear unabhingig iiber K sind,
bilden diese eine Basis fiir A’. Also gilt A" = Ki ® Kj & Kk. Analog sei
B’ =<1 >* beziiglich ng in B definiert. Dann gilt wie zuvor
B = Ku®Kve® Kw. Definiere A” =A'®1 CA®Bund B” = 1® BC AQB.
Man erhilt dann wegen Bemerkung [4.2] die Zerlegung: Altx(A ®k B) =
A”®B’ ' =A"®B.

Lemma 4.4 Sei z € Altx(A ®k B), dann gilt msg,5(2) - 2 =
7 Tags(2) € K und es definiert eine quadratische Form auf

Altg(A ®k B). Diese bezeichnen wir mit p fagp-
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Beweis Sei z € Altx(A ®k B), dann gibt es wegen zuvoriger Zerlegung

z1 € A” und 7, € B”, sodass z = z; + 2. Damit ist

TpexB(2) 2 = Magyp(21 +22) (21 +22) = (21 —22)(21 +22) = 21 + 2122 — 2221 — 25
Da offensichtlich jedes Element aus A” mit jedem Element aus B” kommu-
tiert, gilt maep(2) 2 = 22 —23. Umgekehrt ist 2+ maep(2) = (21+22) (21— 22) =
72— 2122 + 2221 + 23 = 23 — 22, wie zuvor. Also folgt die erste Behauptung.
Nun gilt fiir jedes Element x € A” und y € B” aber o4(x) = —x und
op(y) = —y. Also ist 27 = —zi(—z1) = —z104(z1) = na(z)), analog gilt
25 = —np(22). Daher ist Mg, 5(2)-z = np(z2)—na(z1) € K. Somitist mag, 5(2) 2
als Subtraktion zweier quadratischer Formen eine quadratische Form auf
Altg(A ®k B). O

Definition 4.5 Seien A, B Quaternionalgebren iiber K. Dann bezeichnen
wir mit g(A, B) := (Altx(A ®k B), pfaep) die Albert Form von A ®g B.

Die Albert-Form ist benannt nach A.A. Albert, der, wie im Vorwort be-
reits erwihnt, als Erster 1931 das Isomorphie-Kriterium fiir das Tensorpro-
dukt zweier Quaternion-Algebren bewies. (Vgl. [1]])

Aus dem Beweis von Lemma[d.4|folgt, dass g(A, B) = (A’, —n,) L (B, np) =
< ay,ay,—aja; > L < —by,—b,,+b1b, > gilt. Insbesondere ist g(A, B) ein

regulirer quadratischer Raum.
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5.Ahnlichkeit quadratischer

Raume

Definition 5.1 Zwei quadratische Riume (V, q) und (V',q’) heifsen
dhnlich, falls es ein Skalar A € K* und einen K-linearen Isomorphismus
¢V — V' gibt, sodass A - q'(¢(x)) = q(x), fiir alle x € V, gilt. Schreibe
dafiir (V,q) ~ (V',q). Aquivalent: 1q(¢™"(y)) = ¢'(y) fiir alle y € V.

Offensichtlich definiert Ahnlichkeit von quadratischen Riumen eine Aqui-
valenzrelation auf der Menge der quadratischen Réaume iiber K.

Lemma 5.2 Seien (V, q) und (V', q') zwei endlich-dimensionale, dhn-
liche und reguldre quadratische Rdaume, dann sind Cy(V, q) und Co(V’, q")
als K-Algebren isomorph.

Beweis Setze C = C(V, q) die Clifford-Algebra des quadratischen Raum-
es (V,q) und C" := C(V’, q’) die Clifford-Algbra von (V’, q"). Weiters setze
Co = Co(V,q@) und Cj := Co(V’,q'). Da (V, g) und (V’, ¢’) dhnliche quadrati-
sche Ridume sind,gibt es also einen K-linearen Isomorphismus ¢ : V — V’
und ein A € K*, sodass Aq’(¢(x)) = g(x) fiir alle x € V gilt. Wir unterschei-
den nun die zwei Fille, ob A ein Quadrat oder kein Quadrat in K ist.

1. Fall A € K* ist ein Quadrat:

Seit¢ : V — C die Strukturabbildung beziiglich C(V,g)und ¢’ : V' — C’ jene
beziiglich C(V’,¢’). Seia : V — C’ die Abbildung v — a(v) = \/ZL’(QS(V)).
Dann ist @ als Zusammensetzung der K-linearen Abbildungen ¢ und ¢ eine
K-lineare Abbildung. Weiters gilt

(@(n)? = (VA (¢())* = A ($(0)))* = A ($(W)1 ¢

auf Grund der Definition von ¢’. Aber A¢’(¢(v)) = g(v) wegen der Ahnlich-
keit der beiden quadratischen Raume. Insgesamt ergibt sich also,dass « eine
K-lineare Abbildung von V in die K-Algebra C’ ist, mit (a(v))> = g(v)1¢/,

fiir jedes v € V. Also gibt es nach der universellen Eigenschaft von C einen

K-Algebren-Homomorphismus @ : C — C’, sodass @ ot = a = VA 0 ¢
gilt.
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Sei o’ : V' — C die Abbildung v/ - o'(v') = L L(qb‘l(v’)) Dann ist o’
als Zusammensetzung der K-linearen Abblldungen ;¢ und ¢~ ebenfalls
K-linear. Auflerdem gilt
@ (") = (@™ ) = 1™ ")) = 3q(¢™' ()1e
nach Definition von ¢. Aus der Ahnlichkeit der beiden quadratischen Raume
folgt Aq(qﬁ ') 1e = ¢'(V)1¢. Somit existiert nach der universellen Eigen-
schaft von C’ ein K-Algebren-Homomorphismus
o :C - Cmita/ ot =a = %Loqb“.Es folgt

KCZ(C'),KSZ(C)
aolog= L<=>CL’01\/_LO¢ = oVl op=1&

~——

=aoL

@ o@ot =16 o oa = ide. Analog folgt @ o @’ = idc. Daher sind @
und @’ zueinander inverse K-Algebren-Isomorphismen. Das heifit: C = C’
als K-Algebren via a. Insbesondere ist @|¢, : Co — C’ injektiv.

Sei {ey,...,e,} eine K-Basis von V. Dann bilden alle Elemente der Form
L(el,)L(e,2 L(e,m) mit0 <m<n,mgeradeund 1 <i; <i, <...<i, <n
eine K-Basis fiir Cy. Da ¢ ein K-linearer Isomorphismus ist, kann man
0.B.d.A. {¢(e)),...,¢(e,)} als K-Basis fiir V' nehmen. Setze e; = ¢(e;),
dann bilden analog alle Elemente der Form V(e (e )L (e ) mit
O0<m<n,mgeradeund 1 <i; <i <... <1, < neine K-Basis fir C.
Sei nun «(e;, )i(e;,) - - - te;, ) ein Basiselement von Cy. Da @ ein K-Algebren-
Homomorphismus ist, folgt a(c(e;, )i(e;,) - - - t(e;,)) = a(u(e;,)) - --a(ue;,)) =
(VO™ - ¢ (gler)) - - ¢ ($(e;,)). Aufgrund @(x)a(y) + @()a(x) = by(x,)1c,
fiir alle x,y € C, ist a(u(e; )(e;,) -~ tle;,)) = alue;,)) - a(e;,)) eine Li-
nearkombination von Basiselementen von Cj. Somit gilt a(Cy) € Cj. Da
@ injektiv ist und dim(Cy) = 24mW-1 = ZdIm(V’) ''= dim(C)) gilt, ist
alc, : Cy — C| surjektiv und daher ein K-Algebren-Isomorphismus.

2. Fall: A ist kein Quadrat in K*:

Zeige folgende Behauptung' Seien vy, ..., vy, € V, dann definiert

¢ i Co - Cy, Z(a () 1(vy)) Z(ﬂ ail ($(n)) - L (@),
mit ay,...,a, € K elnen K-Algebren- Isomorphlsmus Insbesondere gilt
dann ¢'(u(v1) -+~ t(van)) = @)U ($(v20)

Das so definierte ¢’ ist nach Definition K-linear und multiplikativ. Weiters
ist ¢’ injektiv, da jedes Basiselement von Cy auf ein Basiselement von C
abgebildet wird. Es reicht nur noch zu zeigen, dass ¢’(1¢) = 1¢ gilt.

Da (V, g) ein reguldrer quadratischer Raum ist, gibt es ein v € V, sodass
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q(v) # 0. Dann gilt ¢'(1¢) = ¢'(g(v)"u()™) = g(v) "¢’ (LV)*) = g) " A" ($(V))*" =

Ahnlichkeit

qA™"g (W) - 1 = = qg(w)" A" Aq(v)" - 1o = 1. O

Lemma 5.3 Seien A = Q(a;,a»|K),B = Q(by,b,|K) Quaternion-
Algebren iiber K und q(A, B) die entsprechende Albert-Form, dann
gibt es einen K-Algebren-Isomorphismus

k:C(q(A, B)) - M(A® B).

0
Beweis Sei « : Altx(A®xB) — M(A®B) die Abbildung y ( ”A®'E)B(y )],
y

k ist eine K-lineare Abbildung und es gilt

2 |0 aeksW| [0 7aeks| _ [Taeks(V)y 0 _ 10
o _(y 0 ](y 0 ]_[ 0 yer@KB(y)]_p fA@KB(y)(o 1)'

Also gibt es wegen der universellen Eigenschaft der Clifford-Algebra einen
K-Algebren-Homomorphismus « : C = C(q(A, B)) — M>(A ®¢ B), mit
k ot = k. Da « injektiv ist, ist auch ¢ injektiv, also kann man Altx(A ®k B)
mit ((Altx(A ®k B)) identifizieren. Da dim(Altx(A ®k B)) = 6, also gera-
de ist, ist daher C(g(A, B)) nach Satz[0.9]eine einfache zentrale K-Algebra.
Offensichtlich ist k nicht die Null-Abbildung und daher ist wegen der Ein-
fachheit der Clifford-Algebra die Abbildung k ein injektiver K-Algebren-
Homomorphismus. Weiters gilt dim(C(g(A, B))) = 24imAlxAekB) — 26 —
64 = 4-16 = dim(M,(A ®k B)). Also muss k auch surjektiv sein. Und daher

ist k bijektiv. Somit ist k¥ ein K-Algebren-Isomorphismus. O

Bemerkung 5.4 Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und S eine R-Algebra.

0 0 ¢
Setze D,(S) = { o1 251,85 € Stund No(S) = { " t1,th € S},
0 s, t, 0O
dann erhilt man fiir M,(S) die Zerlegung M,(S) = D,(S)®N,(S) als direkte
Summe von R-Untermoduln. Es gilt 1 € D,(S),

0 0
DyS)-DoS) = {50 V1 Vs s snsieS) =
0 52 0 54

0
{[S1S3 ] D 81,582,583, 84 €S} C Dy(S),
0 52854

s O 0 1
Dy(S) - No(S) = { : DS S, h €S) =
0 s t, O
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0 t
{[ . 1):s1,s2,t1,t2€S}gN2(S),
sotp 0

0 1 s O
N>(§) - Ds(S) = { . DS, S, €S) =
t, O 0 s

0 ¢
{[ lsz]i 1,82, 1,1 € S} € No(S) und
s 0

0 ¢ 0 ¢
NoS)-Noy(S) =1~ M Nt b tats€8) =
t, O t, O

1t 0
{[ . ]:rl,tz,tg,a € S} C Dy(S).
0 by

Wihlt man So = D,(S) und S| = N,(S), so erhidlt man auf M,(S) eine
Z/27Z-Graduierung.

Lemma 5.5 Sei ¢ : Altx(A ®¢ B) — Altx(A ®k B) ein K-linearer
Isomorphismus mit ¢(x)x € K, oder xp(x) € K, fiir alle
x € Altg(A ®k B). Dann gibt es ein A € K*, sodass ¢ = Al sg,p.

Beweis Nach Bemerkung [4.2](ii) gibt es einen gemeinsamen Zerfillungs-
korper L von A und B und es gilt A ¢ B ®x L = My(L). Sei ¢ dieser
Isomorphismus. Setzte o, = 0 ® Id; und y := Yo oy oy~!, dann ist y nach
Satz[I.2]eine orthogonale Involution auf M,(L). Also gibt es ein u € GL4(L),
u = u', sodass y = o,. Dadurch ergibt sich :

Y(Altg(A®k B®k L)) = {Y(x) —y(or(x)|lx € A®x B®k L} =

Y (x) —y(W(x)lx € A®k Bk L} = {y — y()ly € Mu(L)} = Alta(L)’", da y
bijektiv ist.

Die Abbildung ¥ o (mag,s ® Idy) o ™' : Alty(L)"* — Alty(L)°" ist ein
K-Vektorraum-Isomorphismus und es folgt fiir z € Alt,(L)7*:

W(Taees ® 1) (2))) - 2 = Y((Tays ® 1AW (2) - Y (2) =
U((Taees ® 1d) (W' (2)) - ¥(2)), da ¢ ein K-Algebren-Isomorphismus ist.
Nach Lemmal .4 gilt (4e,5® Id) (¥ (2)) ¥~ (z) € K@k L = L. Also folgt
insgesamt Y((ag,p ® 1dL) (' (2))) - z € L.

Somit gibt es nach Satz ein Skalar u € L*, sodass

Yo (Magep ® Id) o™ = pp,.

Eine analoge Rechnung zeigt, dass

Wolp®ld) oy = p,

fiir ein 0 € L*, gilt. Es ergibt sich daher:
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Yolp®ld)oy™ =0p, =2 pp, =% Yo (Magp®ld) oy .

Da i und ' Isomorphisen sind, folgt

eRld; = g-(JTA@KB(@IdL). Somit ergibt sich insgesamt ¢ = %-ﬂA@,KB. Sei nun

z € Alty(K), sodass ¢(2)z # 0 ist, dann gilt K* 3 ¢(2)z = £ Tag,s(2)z. Somit
=

ek
muss auch g € K* gelten. Setzt man nun A = ﬁ, so folgt die Behauptung.

Theorem 5.6 Seien A, B, C, D Quaternion-Algebren iiber K. Dann
sind A ®x B und C @k D genau dann als K-Algebren isomorph, wenn
die entsprechenden Albert-Formen q(A, B) und q(C, D) dhnlich sind.

Beweis (Bewiesen nach einer Vorlage von [4])

Seien die beiden Albert-Formen dhnlich. Dann sind nach Lemma die
beiden K-Algebren Cy(g(A, B)) und Cy(g(C, D)) isomorph.

Aus der Definition der Isomorphismen «; : C(q(A, B)) — M,(A ®k B) und
k2 : C(q(C,D)) — M,(C ®k D) in Lemma sowie der Bemerkung
folgt, dass Cy(q(A, B)) als Algebra isomorph zu Diag,(A ®k B), den

2 x 2-Diagonalmatrizen iiber A ®k B, und Cy(q(C, D)) isomorph zu
Diag,(C ® D) ist. Sei R eine K-Algebra, dann definiert die Abbildung

x : R" — Diag,(R), x(x1,...,x,) = diag(xy, ..., X,)

einen K-Algebren-Isomorphismus. Insgesamt erhélt man also folgende Ket-
ten on K-Algebren-Isomorphien:

(A®x B)® = Diag,(A®xB) = Co(g(A, B)) = Cy(q(C, D)) = Diagy(C®x D) =
(C ® D)*.

Bezeichne den K-Algebren-Isomorphismus (A ®¢ B)>(C ®x D)* mit ¢.
Weiters bezeichne mit 6 die Abbildung

0:A®k B — (A®k B, x®y— (x®Y,0)

und mit {;, {; die Projektionen

{1 (C®g D) - C®k D,(c; ®d;,c; ®d>) = ¢ ®d,, bezichungsweise

5 (C®xk DY - C®k D, (c;®d),c, ®ds) — ¢, ® ds.

Diese drei Abbildungen sind jeweils K-Algebren-Homomorphismen.
Setze nun ¥ := {jo¢of. Dannistyy : A®x B — C®x D als Komposition von
K-Algebren-Homomorphismen wieder ein K-Algebren-Homomorphismus.
Da A ®¢ B eine einfache K-Algebra ist, gilt y = 0 oder ¥ ist injektiv. Als
Komposition von injektiven Abbildungen ist ¢ o6 injektiv, daher gilt im Fall
Y =0,dass g o (x®y) € {0} X B, fiiralle x® y € A ® B. In diesem Fall
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ist dann die Abbildung ¢ = £, o ¢ o 6 injektiv. Jedenfalls erhilt man daher
insgesamt eine injektive Abbildung A ®x B — C ®k D. Da jedoch A ®k B
und C ®g D dieselbe K-Dimension besitzen, folgt die Isomorphie.

Sei umgekehrt 8 : A ®x B — C ®k D der gegebene Isomorphismus von
K-Algebren. Setze 0’ = 80 0 pgn ol C® D — C ®k D. Dann ist
o’ eine Involution auf C ® D nach Satz[[.2] Sei nun z € A ®k B, dann gilt
o' (B(2)) = BT aex (B~ (B(2)))) = B(0 aey5(2)). Damit ist

B AQx B — C ®k D ein Isomorphismus von K-Algebren mit Involuti-
on. Insbesondere gilt B(Altx(A ®k B)) = Alt? (C ®k D). Dadurch definiert
B (Altx(A ®k B), pfag,) — (Alt?(C ®k D), pfig,p) eine Isometrie. Da
O cerp Und o’ orthogonale Involutionen auf C ®¢ D sind, gibt es eine Ein-
heit u € (C ® D)*, mit 0¢g,p(1) = u, sodass o’ = MO'C®,<DM_1 gilt. Es folgt
dann:

Altz(C ®kx D) ={x—-0'(x)|lx e C® D} =

(x —uoc(x)u"'|x € C ® D} = {(xu — uc(x))u"'|x € C ®x D}.

Setze nun x’ := xu, dann erhilt man

Alt7 (C®k D) = {x' —uc(x'u™")|x' € C®x Dyu"' =

(X —uoc(u o)y € C®¢ Dlu™! = (¥ —o(X)lx¥ € C® Diu™' =
Altg(C ®x D)u~'. Analog zeigt man Alt?(C ®x D) = uAltx(C ®k D).

Sei nun vy : Altx(C ®g D) — Altx(C ®k D) die Abbildung

y B Y() = B(Tas,3(B ' (uy)))u. Diese Abbildung vy ist wohldefiniert, denn:
Ist y € Altg(C ®k D), so ist uy € Alt?(C ®x D) und dadurch und da
B : Alty(A ®¢ B) — Alt;'(C ®k D), ergibt sich B! (uy) € Altx(A ®k B)
und somit B(7ae, (B (1y))) € AltZ'(C ®k D). Insgesamt gilt daher

v(y) € Altx(C ®k D). Weiters gilt

YO = Baees (B~ uy))uy = B(accs(B~ uy))) - BB (uy)).

Da 8 ein K-Algebren-Homomorphismus ist, erhdlt man

YO = BassB~ wy)) - B~ (uy)) = B(p fasksB ' uy)) - 1) =
PlasesB 1 wy)) - 1€ K- 1.

Da y ein K-linearer [Isomorphismus ist, existiert nach Lemma/[5.5|ein Skalar
1 € K*, sodass y = umeg,p. Sei nun X € Altg(A ® B) und setze

y = u'B(®). Dann gilt § € u'Alt7 (C ® D) = u 'uAltx(C ® D) =
Altg(C ®k D). Setzt man y in y ein und multipliziert mit y, so ergibt sich:
Y@y = y(u ' B B(R)) = B(Rae,s(B~ (™" B(X))))u(u'B(X) =

BT acyB(X))B(X) = B(TasyB(X)X) = pfasyp(X). Andererseits gilt

Y(3)9 = unceyn(¥)y. Dies impliziert, dass pfag,s(¥) = ppfeaen(u™ B()).



37

Da 3 ein K-linearer Isomorphismus und u eine Einheit ist, ist #~'f3 ein K-
linearer Isomorphismus. Damit ist #~!3 die gewiinschte Abbildung und die
beiden Albert-Formen g(A, B) und g(C, D) sind daher dhnlich. |
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6. Anwendung

In diesem Kapitel behandeln wir nun die eigentliche Fragestellung der
Masterarbeit. Dazu dient uns die Ahnlichkeit von quadratischen Ridumen
und Theorem [5.6] Wir werden ein hinreichendes und notwendiges Kriteri-
um angeben, wann das Tensorprodukt zweier Quaternionalgebren A, B iiber

K eine Divisionsalgebra ist.

Bemerkung 6.1 Jede Quaternion-Algebra B = Q(1,b|K) tiber K ist als
K-Algebra isomorph zu M,(K), da die Gleichung X7 + bX; — X7 = 0
iber jeden Korper K immer die nicht-triviale Losung (1, 0, 1) besitzt. Auf-
grund von Theorem [5.6 kann man als Norm von M,(K) immer die Norm
von Q(1, b|K), fiir ein beliebiges b € K*, verwenden. Man erhélt folgende
Normen: A = Q(a,b|K), na(x) = xj — ax] — bxj + abx3, geschrieben als
< 1,—a—-b,ab > und fiir die reine Quaternion A’: < —a — b, ab >, sowie fiir
M>(K), ny,ky =< 1,-1,-b,1 > und fiir M»(K)": < —1,-b,1 >. Man kann
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit » = 1 nehmen. Man erhilt dadurch
fiir die Albert-Form:

q(A, Mx(K)) = nyx) —na =< —-1,-1,1 >1< a,b,—ab >~

< —a,-b,ab>1<1,1,—-1 > via A = —1 und dem linearen Isomorphismus
des Permutierens der Basiselemente. SchlieBlich gilt
<-a,-b,ab>1<1,1,-1>~<1,—-a,-b,ab>1<1,-1 >~

(A,ny) L H(K).

O

Satz 6.2 Seien A, B Quaternionalgebren iiber K. Dann ist A ®k B
genau dann keine Divisionsalgebra, wenn die Albert-Form q(A, B)

isotrop ist.

Beweis Sei die Albert-Form g(A, B) isotrop. Dann es gibt einen isotropen
Vektor x € Altx(A ®k B). Daher existiert ein Vektor y € Altx(A Q¢ B),

y # 0, sodass x,y ein hyperbolisches Paar sind. Also folgt Altx(A ®k B) =
H(K) L W, fiir einen K-Vektorraum W als quadratische Rdume. Man erhilt
dadurch g(A, B) =< 1,-1 >1< a,B,v,afy >~<a !, —a ! >L
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1 1

<aa™',a'B,a 'y, a 'aBy >. Dies ist weiters dhnlichzu < 1,a7!, —a~! > 1<

o B, a*aly, a?By >=

' >1< aB,ay,afay >. Setzt man ¢ = —af und d = —ay,

< l,a!, -a
dann erhidlt man < 1,07 !, —a~' >1< of, ay, afay >=

<lLal,-a!'>1< —c,—d,cd >= q(C, M»(K)).

Dann folgt wegen Theorem [5.6] dass A ®x B = C ®x M>(K) = M,(C) gilt.
Also ist A ®k B keine Divisionsalgebra.

Sei umgekehrt A ®g B keine Divisionsalgebra. Da A und B einfache zentrale
K-Algebren sind, ist auch A ® B einfache zentrale K-Algebra. Also gibt es
nach dem Satz von Wedderburn eine einfache zentrale K-Divisionsalgebra
Dundeinn € Z,n > 1, sodass A ¢ B = M, (D). Da A ®¢ B keine Divisi-
onsalgebra ist und dimg(A ®k B) = 16 gilt, folgt n = 2 oder n = 4.

Giltn = 4, so folgt D = K und somit gilt g(A, B) ~ g(M,(K), M>(K)) wegen
Theorem Da Ahnlichkeit von quadratischen Riumen eine Aquivalenz-
relation ist, zeigt die analoge Rechnung wie zuvor, dass Altx(A ®k B) =
H(K) L W. Da die hyperbolische Ebene H(K) isotrop ist, folgt, dass auch
die Albert-Form g(A, B) isotrop ist. Ist n = 2, so folgt dimg(D) = 4. Da D
eine einfache zentrale K-Algebra ist, ist D isomorph zu einer Quaternional-
gebra iiber K (vgl. [6]) und man erhilt wegen Theorem [5.6|und wie zuvor,
dass die Albert-Form g(A, B) isotrop ist. O
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Zusammenfassung

Diese Arbeit behandelt das Tensorprodukt von Quaternion-Algebren
Q(ay,ar|K) ®k Q(b1, b,|K) tiber einem Korper K der Charaktistik ungleich
2. Ziel dieser Arbeit ist es, zu beweisen, dass das Tensorprodukt zweier
Quaternion-Algebren iiber K genau dann eine Divisionsalgebra ist, wenn
die quadratische Form < ay, a,, —aa,, —by, —b,, b1b, > anisotrop ist.

Das erste Kapitel gibt eine Einfiihrung in die Theorie von Involutionen auf
K-Algebren, die eine entscheidende Rolle bei der Behandlung des Themas
einnehmen.

Das zweite und dritte Kapitel behandeln Al#4(K), den Raum der

4 x 4 - schiefsymmetrischen Matrizen iiber K. Dabei wird im zweiten Ka-
pitel eine spezielle quadratische Form, ndmlich die Pfaffsche, auf diesem
Raum definiert. Im dritten Kapitel wird zuerst eine gewisse Abbildung p auf
dem Raum definiert, die eng mit der Pfaffschen quadratischen Form in Re-
lation steht. AuBerdem hat diese Abbildung die besondere Eigenschaft, dass
jeder K-lineare Automorphismus ¢, mit ¢(x)x € K, fiir alle x € Al#4(K), ein
skalares Vielfaches von p ist. Weiters wird mittels der Standard-Involution
auf M4(K), ndmlich der Transposition, ein neuer Raum definiert, der eng
verbunden ist mit Alt4(K).

Im vierten Kapitel wird fiir das Tensorprodukt zweier Quaternion-Algebren
iber K ein quadratischer Raum definiert, ndmlich die Albert-Form. Dabei
wird zuerst ein K-Unterraum des Tenorproduktes mit Hilfe einer speziellen
orthogonalen Involution konstruiert. Die Konstruktion dieses Unterraumes
lauft analog zur Konstruktion des zuvor im dritten Kapitel erwédhnten, neu-
en Unterraums ab. Auf diesem so konstruierten Unterraum wird dann mit
Hilfe einer speziellen Abbildung eine quadratische Form definiert. Der so
konstruierte quadratische Raum wird Albert-Form genannt.

Das fiinfte Kapitel behandelt Ahnlichkeit von quadratischen Rdumen. Und
zwar heiflen zwei quadratische Raume (V, ¢) und (V’, ¢’) dhnlich, wenn es
einen K-Vektorraum-Isomorphismus ¢ : V — V’ und ein Skalar

A € K* gibt, sodass ¢’ o ¢ = Aq gilt. Es wird das Haupttheorem [5.6] der
Arbeit gezeigt, das besagt, dass die Tensorprodukte A ®x B und C ®x D
von Quaternion-Algebren A, B,C, D iiber K genau dann als K-Algebren
isomorph sind, wenn die dazugehorigen Albert-Formen g(a, B) und g(C, D)

dhnlich zueinander sind. Unter anderem wird dort auch gezeigt, dass die
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Clifford-Algebra zur Albert-Form isomorph zu M,(A Q¢ B) ist.
Im sechsten Kapitel wird dann mit Hilfe von Theorem [5.6] das Kriterium
bewiesen, dass das Tensorprodukt A ®x B genau dann eine Divisionsalgebra

ist, wenn die Albert-Form anisotrop ist.
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Abstract

The thesis at hand deals with the tensor product of two quaternion-algebras
Q(ay, ar|K) ®k Q(by, b|K) over a field of characteristic not equal to 2. The
objective of this paper is to prove that the tensor product of two quaternion-
algebras is a division algebra over K if and only if the quadratic form

< ap,ay,—ayaz,—by,—b,, b1b, > is anisotropic.

The first chapter is an introduction to the issues of the involutions on K-

algebras, which play a key role to cover the topic.

The second and third chapter deal with Al#4(K), the space of 4x4-skewsymmetric
matrices with entries in K. To begin with, a special quadratic form, namely
the Pfaffian, is definied on the space Alt4(K). In the third chapter a certain
map p is defined on this space, which bears a close relation to the Pfaffi-
an quadratic form. Moreover, this map has the specific property that every
K-linear automorphism ¢, with ¢(x)x € K, for all x € Alty(K), is a sca-
lar multiple of p. Furtheron, a new space, which is closely connected to
Alty(K), is defined through the standard-involution on M,(K), namely the

transposition.

A quadratic space, the Albert-form, is definied for the tensor product of two
quaternion-algebras over K in the fourth chapter. In doing so a K-subspace
of A ® B is constructed through a special orthogonal involution.The con-
struction of this new subspace leads to the contruction of a new space ana-

logously to the procedure dealt with in the third chapter.

The fifth chapter is about the similarity of quadratic spaces. In fact two
quadratic spaces (V, g) and (V’, ¢’) are similar, if there exist a K-linear iso-
morphism ¢ : V — V’ and a scalar 4 € K*, such that ¢’ o ¢ = Aq. It is
proved the main theorem [5.6] of this thesis, namely that the tensor product
A®g B and C ®g D of quaternion-algebras A, B, C, D over K are isomorphic
if and only if the corresponding Albert-forms g(A, B) and g(C, D) are simi-
lar. Among others it is shown that the clifford-agebra of the Albert-form is
isomorphic to M»(A ®x B).
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In the sixth chapter the criterion has been proven by means of theorem [5.6]
that the tensor product A ®x B is a division algebra over K if and only if the
Albert-form is anisotropic.
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