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Zusammenfassung

Diese Masterarbeit behandelt eine Problemstellung der algebraischen Zahlentheorie. The-
ma der Arbeit sind Ganzheitsbasen und die Diskriminanten von kubischen und biquadra-
tischen Zahlkorpern. Es werden p-ganze Basen fiir alle Primzahlen p fiir kubische und
biquadratische Zahlkorper angefiihrt. Aus diesen p-ganzen Basen werden Ganzheitsbasen
gebildet und die Diskriminanten berechnet.

Abstract

This master thesis deals with a problem of algebraic number theory. It is devoted to
integral bases and the discriminants of cubic and biquadratic number fields. For every
prime p it provides p-bases of cubic and biquadratic fields. Integral bases are created from
the p-bases and the discriminants calculated.
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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit behandelt eine Problemstellung der algebraischen Zahlentheorie.
Thema der Arbeit sind Ganzheitsbasen und die Diskriminanten von kubischen und
biquadratischen Zahlkorpern. Sei in diesen einleitenden Worten K ein algebraischer
Zahlkorper. Sei zudem wWo, W1, ..., WKQ|-1 € Ok, (wo, w1,...,w[K;Q],1) eine Basis von
K tber Q, 6 € C, 6 algebraisch tiber Q, r € Z,s € Z, irrpg (T) = T3 —+T +s und
(r #0 (mod p?) oders # 0 (mod p?)) fiir alle Primzahlen p. Sei des Weiteren m, n € Z,
m quadratfrei, n quadratfrei, m # n und einer der folgenden drei Punkte erfiillt:

1. m=n=1 (mod 4)
2. m=2 (mod 4)und n =1 (mod 2)
3. m=n=3 (mod 4)

In dieser Masterarbeit wird eine Ganzheitsbasis und die Diskriminante des kubischen
Zahlkorpers Q (6) angefiihrt'. Alle kubischen Zahlkorper sind in dieser Form darstellbar?.
Es wird zudem eine Ganzheitsbasis und die Diskriminante des biquadratischen Zahl-
korpers Q (y/m, y/n) angefiithrt3. Alle biquadratischen Zahlkérper sind in dieser Form
darstellbar4.

Die vorliegende Arbeit stiitzt sich auf die Doktorarbeit von Alaca [1]. In [1] wird eine
Methode présentiert, um Ganzheitsbasen zu berechnen. Es wird fiir alle Primzahlen p eine
p-ganze Basis gefunden und eine Ganzheitsbasis aus den p-ganzen Basen gebildet. In der
vorliegenden Arbeit wird auch so vorgegangen.

In der Arbeit von Williams [4] fithrt Williams eine Basis fiir den biquadratischen Zahlkorper
Q (y/m, v/n) an und beweist diese. Die vorliegende Arbeit geht jedoch einen anderen Weg
und wendet die Theorie von Alaca in [1] an. In [1] wird von einem primitiven Element

u und der Basis (1, Wz, .., y[KIQ}_l) von K tiber Q ausgegangen. Dies wire fiir den
biquadratischen Zahlkérper Q (y/m, /1) und die Basis

(1 Vi + v/, (Vi Vi), (Vim + /)

von Q (\/%, \/ﬁ) iiber Q moglich. In dieser Arbeit wird jedoch versucht, die Methode in
[1] auf den biquadratischen Zahlkérper Q (y/m, /n) und die Basis (1, /m, /1, \/m+/n)

von Q (\/ﬁ, \/ﬁ) iiber Q anzuwenden. Um dies zu ermdglichen, wird die Theorie etwas

1Siehe Satz 5.5.1 und Satz 5.6.8.
2Siehe Satz 5.1.6.
3Siehe Satz 6.4.1 und Satz 6.5.2.
4Siehe Satz 6.1.5.
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allgemeiner fiir eine Basis von K tiber Q, deren Elemente in Ok sind, formuliert>. Der
zentrale Satz 1.3.4 in [1] ldsst sich mit zusétzlich geforderten Bedingungen auch beziiglich
einer Basis von K iiber Q, deren Elemente in Ok sind, formulieren. Dies geschieht in dem
Satz 4.0.5. Dieser Satz liefert ein Werkzeug, um eine p-ganze Basis von K fiir eine Primzahl
p finden zu konnen. Er zeigt, dass es unter gewissen Voraussetzungen ausreichend ist,
fiir alle k € {0,1,...,[K: Q] — 1} ein minimal-ganzes Element von K tiber Z,) vom Grad

k beziiglich (LU(), wl,...,w[K:Q],l) zu suchen® und diese Elemente von K bereits eine

p-ganze Basis bilden. Des Weiteren hilft der Satz 4.0.5 die Potenzen der Primfaktoren von
der Diskriminante eines algebraischen Zahlkorpers zu bestimmen. Der Satz 4.0.9 erlaubt
es, aus geeigneten p-ganzen Basen eine Ganzheitsbasis zu bilden.

Im Kapitel 5 werden kubische Zahlkorper betrachtet. Dieses Kapitel folgt zum Teil der Dok-
torarbeit von Alaca [1]. Die erhaltenen p-ganzen Basen stimmen fiir alle Primzahlen p mit
den p-ganzen Basen aus den Sdtzen 2.2.1, 2.3.1 und 2.4.1 in [1] iiberein. Die Ganzheitsbasen
unterscheiden sich nur in einem Fall geringfiigig von den Ganzheitsbasen in Satz 2.6.1
in [1]. Zur Berechnung der p-ganzen Basen werden etwas andere Fallunterscheidungen
getroffen. Dies fiihrt zum Teil zu anderen Rechnungen.

Im Kapitel 6 werden biquadratische Zahlkorper betrachtet. Wie in der Arbeit von Williams
[4] wird von gegebenen m und n von obiger Gestalt ausgegangen. Trotz unterschiedlicher
Herangehensweisen ergeben sich, bis auf einen Fall, dieselben Ganzheitsbasen wie in dem
Satz 2 in [4].

Es folgt in diesem Kapitel 1 zuerst eine Auswahl an Notationen und Definitionen, die in
dieser Arbeit verwendet werden, und dann einige grundlegende Sitze. Einige Beweise
dieser Sdtze sind in dem Buch von Fischer [3] oder in dem Buch von Alaca und Williams
[2] zu finden.

1.1 Notation und Definitionen

Natiirliche Zahlen (N) N = {0,1,2,...}

Identische Abbildung (idyc) Sei M eine Teilmenge von C, dann ist idy; ¢ jene Abbildung
von M nach C, fiir die gilt, dass idy ¢ (¢) = a fir alle « € M ist.

Einschrénkung (f |n) Seien My, M;, N Mengen. Sei N C My und f eine Abbildung von
My nach Mj, dann ist f |y jene Abbildung von N nach M;, fiir die gilt, dass
f|n (x) = f(x) fur alle x in N ist.

Kronecker Delta (51-,]-) Seii,j € Z, dann ist

5= 1 wenni=j
10 wenni #

Menge aller m X n Matrizen (M (m,n,N)) Sei N eine Teilmenge von C. Seien m,n €
IN'\ {0}. Dann ist M (m,n, N) die Menge aller m x n Matrizen mit Elementen aus N.

5Siehe Kapitel 3 und Kapitel 4.
6Siehe Definitionen 4.0.2 und Definition 4.0.3.



1.1 Notation und Definitionen

Transponierte (AT) Seien m,n € N\ {0}. Sei A € M (m,n,C), dann ist AT die transpo-
nierte Matrix von A.

Einheitsmatrix (I,;) Sei m € N\ {0}, dann ist I,, = (J;;)1<ij<m die m x m Einheitsmatrix.

Polynomring (R [T]) Sei R ein Ring, dann ist R [T] der Polynomring mit Koeffizienten aus
R und der Variable T.

Minor (May,;;) Sein € N\ {0} und A € M (n,n,C).Seia;; € C furallei,j € {1,2,...,n}.
Sei A = (a;;)1<ij<n- Dannist M ,;; = 1, wenn n = 1 ist und

a1 ce 01,];1 (11,]‘+1 e a1,
My = det ai-11 - @i-1j-1 4i-1j41 .-+ di-1n
=
/ aip11 -+ Aip1j-1 g1 - Qipln
an c. an/j,l an/]‘+1 . Ann

furallei,j € {1,2,...,n}, wenn n > 2 ist.

Adjunkte (adj(A)) Sei n € IN\ {0} und A € M(n,n,C). Sei a;; € C fiir alle i,j €
{1,2, .. .,n}. Sei A = (ai,]-)1§i,j§n. Sei bi,j = (—1)1+J MA,i,j fur alle Z,] € {1,2, - .,1’1}.
Sei B = (bi,j)lgi,jgn/ dann ist adj(A) := BT,

Minimalpolynom (irr, g) Sei a € C und « algebraisch tiber Q, dann ist irr, o (T) € Q[T]
das Minimalpolynom von « iiber Q.

ganz iiber R Sei R ein Teilring von C, 1 € R, und s € C, dann heifit s genau dann ganz
iiber R, wenn es ein normiertes Polynom P € R[T] gibt, sodass P(s) = 0 ist.

ganzalgebraisch a heifst genau dann ganzalgebraisch, wenn a € C ist und « ganz tiber Z
ist.

O Es ist O die Menge aller ganzalgebraischen Elemente von C.

Ok Sei K ein algebraischer Zahlkorper, dann ist Ox = O N K.

Ganzheitsbasis Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N \ {0} und [K : Q] = n, dann
heift (wo, w1, ..., wy—1) genau dann Ganzheitsbasis von K, wenn alle drei folgenden
Punkte erfiillt sind:

1. wo, w1, ..., wy_1 € O
2. Esist (wg,wy,...,wy,_1) eine Basis von K iiber Q.
n—1
3. Wenn « € Ok ist, dann gibt es xg, x1,...,x,-1 € Z, sodass & = ina)i ist.
i=0
Einbettung von K in C Sei K ein algebraischer Zahlkorper, dann heifst o genau dann eine
Einbettung von K in C, wenn ¢ ein Ringmonomorphismus von K nach C ist.
Korperpolynom (fld, k) Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € IN \ {0} und [K: Q] = n.
Seien 0y, 07, . ..,0,_1 alle Einbettungen von K in C. Sei « € K, dann ist fld, x (T) €

Q[T] und
n—1
fidax (T) = [ (T —0i (a)).
i=0
Diskriminante (d (ao,a1,...,4,-1)) Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € IN \ {0}
und [K : Q] = n. Seien ag,aq,...,8,1 € K. Seien 0y,04,...,0,_1 die paar-
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weise verschiedenen Einbettungen von K in C. Dann ist d (ag,a1...,0,-1) =
2
(det (o5 ())geyjcns) ) -
Diskriminante (d (K)) Sei K ein algebraischer Zahlkorper, dann ist d(K) =
d (zxo, X1, ... ,w[K:Q],1> fiir eine Ganzheitsbasis <1x0,1x1, .. "“[K:Q}*) von K.
p-Bewertung (v,) Sei p eine Primzahl, dann ist v, jene Abbildung, fiir die alle drei
folgenden Punkte erfiillt sind:
1. Vp: Q = Z U {oo}
2. Furallea € Q\ {0} gibteseinr € Z und eins € N\ {0}, sodass p{r, p1s
und a = pVP(”)g ist.
3. 15 (0) = o
Konventionen zu oo Sein € Z und m € N\ {0}, dann ist # +00 = 00 + 1 = 00 + 00 = 00,
M-00=00:m = 00-00 =00 und oo > n.
quadratfrei Sei n € Z, dann heifit n genau dann quadratfrei, wenn fiir alle Primzahlen p
gilt, dass vy, (n) < 1 ist.

1.2 Satze

Satz 1.2.1. Sein € N\ {0}, A € M (n,n,C) und A invertierbar, dann ist A~! = de%(Aﬁ adj(A).
Satz 1.2.2. Sei R ein Teilring von C, n € N\ {0} und A € M (n,n,R), dann ist det (A) € R.

Satz 1.2.3 (Cramersche Regel). Sein € N\ {0}, A € M (n,n,C) und det (A) # 0. Seien
X0, %1,-..,%u—1 € C. Sei byg,by...,b,_1 € C. Sei A (X(),xl, .. .,xn,l)T = (bo,bl, .. .,bnfl)T.
Sei

ap0 ... Agi—1 by agiy1 ... dou-1
ao ... aic1 bt a0 ayn
B; = . . ) ) ) )
Ap-1,0 -+ Op-1i-1 byu—1 Gp_1i41 - Ap_1n-1

fiirallei € {0,1,...,n—1}. Dann ist x; = ji((i")) fiirallei € {0,1,...,n—1}.

Satz 1.2.4. Sei P(T) € Z[T] und P (T) normiert, dann sind die folgenden beiden Punkte
dquivalent:

1. Esist P (T) irreduzibel iiber Q.
2. Esist P (T) irreduzibel iiber Z.

Satz 1.2.5. Sei x € Z und x =1 (mod 2), dann ist x> =1 (mod 8).

Beweis. Sei xg € Z und x = 2xg + 1. Es ist

X =2x0+1)> =4xf+4xo+1=4x0(x0+1)+1=1 (mod 8).



1.2 Satze

Satz 1.26. Sei x € Z, m € N\ {0} und x = 2™ (mod 2", dann ist x* =
22m (mod 22m+2).

Beweis. Es ist

0= (x—2")2 =x?—2.2"x + 22" = 2% —2.2". 2" 4 22" = x> — 22" (mod 2°"1?).

Satz 1.2.7. Sei x € Z, dann ist x> = x (mod 3).

Beweis. Esist0>=0,1>=1und 2> =8 =2 (mod 3). O

Satz 1.2.8. Sei m € IN\ {0}. Seien x,y € Z. Sei x = y (mod 3™), dann ist
x> =y (mod 3"T1).

Beweis. Esist x3 = (x —y)> +3x2y — 3x2 + P =32 — 32 + 12 =1 (mod 3"). O

Satz 1.2.9 (Chinesischer Restsatz). Sein € IN \ {0}. Seien mg,m1, ..., m,_1 € N\ {0}. Sei
ggT (mi, mj) =1fiirallei,j € {0,1,...,n—1}, fiir die i # j gilt. Seien x¢,x1,...,X,—1 € Z.
Dann gibt es ein X € Z, sodass X = x; (mod m;) fiirallei € {0,1,...,n — 1} ist.

Satz 1.2.10. Sei o« € C und « algebraisch iiber Q, dann ist & genau dann ganzalgebraisch, wenn
irr,  (T) € Z[T] ist.

Satz 1.2.11. ONQ =7Z

Satz 1.2.12. Sei R ein Teilring von C und 1 € R. Sei S die Menge aller Elemente von C, die ganz
iiber R sind. Dann ist S ein Teilring von C.

Satz 1.2.13. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € IN \ {0} und [K : Q| = n, dann ist die
Anzahl der Einbettungen von K in C gleich n.

Satz 1.2.14. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N\ {0}, [K: Q] =n,0 € K, K=Q (0), 0
eine Einbettungen von K in C, dann ist o () eine Nullstelle von irrgq (T).

Satz 1.2.15. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € IN \ {0}, [K : Q] = n, « € K und

s = 7deg(irrle(T)), dann ist fld, x (T) = (irrq (T))".

Satz 1.2.16. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, o eine Einbettung von K in C und a € Ok, dann
ist o («) ganzalgebraisch.

Satz 1.2.17. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N\ {0} und [K : Q] = n. Seien
ao, 01, ..., 0y—1 € K. Dann ist d (ag,,&1,...,8,-1) € Q.

Satz 1.2.18. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N\ {0} und [K : Q] = n. Seien
a0, ..., 0y—1 € Og. Dann ist d (ag, a1, ..., 0,-1) € Z.
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Satz 1.2.19. Sei K ein algebraischer Zahlkirper, n € NN \ {0} und [K : Q] = n. Seien
ag, a1, ...0,—1 € K. Seien Bo,B1,...,Bn—1 € K. Sei A € M (n,n,Q) und

(,BOI ,Bll .. -l,anl)T =A (leI X1, .. -/lxnfl)Tl

dann ist
d(Bo,B1, -, Bu_1) = (det (A))*d (ag, a1, ..., &y 1).

Satz 1.2.20. Sei K ein algebraischer Zahlkirper, n € NN \ {0} und [K : Q] = n. Seien
wo, &1, ..., 0,1 € K. Seien Bo,B1,...,Bn-1 € K. Sei a;; € Q fiirallei € {0,1,...,n—1}
und j € {0,1,...,i}. Sei

i
Bi=) aij
j=0
fiirallei € {0,1,...,n — 1}. Dann ist
n—1
d(,BO/ﬁli---/,Bn—l) = Haiz,i d(“O/lxl/---/lxn—l)-
i=0
Beweis. Sei
a0,0 0 ce e 0
ai,0 a1 0 “e. 0
A—
Ap-20 Ap-—21 +-» Ap-2,-2 0
apn-1,0 an-11 --- e An—1,n—1
n—1
Esist (Bo, B1,-- -, ﬁn,l)T = A(wo,a1,..., ocn,l)T und det (A) = H a; ;. Aus dem Satz 1.2.19

i=0
folgt, dass d (Bo, B1,---,Pn—1) = (det (A))2 d(ao, &1, ..., 0,—1) ist. Es ist

n—1
d (,BO/ ,81/ o /,Bn—l) = (H aiz,i> d (DCO/ X1,... /lxn—l) .
i=0

O]

Satz 1.2.21. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € NN \ {0} und [K : Q] = n. Seien
X, 01 ..., 0,1 € Ok. Sei d (ap, a1, ...,04-1) # 0, dann ist |d (K)| < |d (o, a1,...,0,-1)].

Satz 1.2.22. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € NN \ {0} und [K : Q] = n. Seien
®o, &1, ... 0y—1 € Ok. Dann sind die beiden folgenden Punkte dquivalent:

1. Esist (ao, a1, ..., 0,_1) eine Ganzheitsbasis von K.



1.2 Satze

2. d(K)=d(ag,01,...,01-1)

Satz 1.2.23. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N\ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
aog, 01, ...05—1 € Ok. Sei (ag,a1,...,0,-1) eine Ganzheitsbasis von K und B € Ok. Seien

n—1

X0, X1,...,Xp—1 € Z. Sei j € {0,1,...,n—1}, Xj € {—1,1} und B = inoci, dann ist
i=0

(@0, - &1, B, &js1, - -, &y—1) eine Ganzheitsbasis von K.

Beweis. Sei
1 0 0
0O 1 0 0
o ... 0 1 0 0
A=1X0 oo oo Xjo1 Xj Xjp1 aee eee Xpoq
0 0 1 o ... 0
0 0 1 0
0 0 1

Esist det (A) = x; € {—1,1} und

(‘XOI .. ‘lej—ll ,Brlxj-l—l/ .- -1“7171)7" =A (IXOI &1, -/anfl)T .

Aus dem Satz 1.2.19 folgt, dass

d((X() e ,Dc]'_l,ﬁ, Dé]'_H, ce ,(anl) = d(Dé(), . ,Dénfl)
ist. Es ist
d(Oé(), . .,(xj_l,,B,ac]-H, . ,06,171) = d((XQ, .. .,Oén,1) =d (K) .
Aus dem Satz 1.2.22 folgt, dass («o, ..., &j1,B, &1, -, a,_1) eine Ganzheitsbasis von K

ist. O

Satz 1.2.24. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N\ {0} und [K : Q] = n. Seien
X, &1, ..., 0y—1 € K, dann sind die beiden folgenden Punkte dquivalent:

1. Esist (wo, a1, ..., 0,—1) linear unabhingig tiber Q.
2..d ((xo,le, .. .,an_1> 7£ 0

Satz 1.2.25. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, m € Z\ {0,1}, m quadratfrei und K = Q (y/m),
dann sind die beiden folgenden Punkte erfiillt:

1. Wennm # 1 (mod 4) ist, dann ist (1, /m) eine Ganzheitsbasis von K.

2. Wennm =1 (mod 4) ist, dann ist (1, Hﬁ) eine Ganzheitsbasis von K.

Satz 1.2.26. Sei p eine Primzahl. Sei a,b € Q. Dann sind alle drei folgenden Punkte erfiillt:
1. vy (ab) = vy (a) + v, (b)
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2. Vp(a) =0 a=0
3. Vp (a+b) >min{v, (a),v, (b)}

Satz 1.2.27. Sei 0 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei irrgq (T) = T°> —rT +s
und K = Q (0), dann ist d (1,6,6%) = 4r> — 27s* # 0.

Satz 1.2.28. Sei p eine Primzahl und n € N \ {0}. Seien ag, a1, ...,a,_1 € Q. Dann gibt es ein

"
ke {0,1,...,n—1}, sodass v, (Z az-) > vp (ay) ist.
i=0

Beweis. Es wird Induktion nach n durchgefiihrt.

n—1
Anfang Wenn n = 1 ist, dann ist Z a; = ap.
i=0
Sein > 2.

Annahme Wenn by, by,...,b,—» € Qist, dann gibtesein ! € {0,1,...,n — 2}, sodass

<Zb> > Vp bl
ist.

Schritt Aus der Induktionsannahme folgt, dass es ein m € {0,1,...,n — 2} gibt, sodass
n—2
Vp Z a; Z VP (am)
i=0

ist. Aus dem Punkt 3 des Satzes 1.2.26 folgt, dass

n—1
Vp (Zai> >m1n{1/p an 1 (Zm)}
i=0
ist. Es ist

n—1
vp (Z(:) ai> > min {vp an_1) (Z a1> } > min {vy (ay-1),Vp (am) } .
]

Satz 1.2.29. Seien m,n € Z \ {0}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n und a € Q, dann ist

2
o Fat,

Beweis. Angenommen es ist 22 = 4% Seir € Z\ {0}, s € N\ {0}, ggT (r,s) =1lund a = L.
Seiu € Z\ {0}, v € N\ {0}, ggT (u,v) =1 und = = 2. Es folgt, dass u quadratfrei ist

und v quadratfrei ist. Es ist £ = 2 = % = ;—i Esistu =r?>und v = s®. Esistu = v = 1. Es

folgt, dass m = n ist. Dies ist ein Widerspruch. O



2 ganz uber Z,

Dieses Kapitel folgt zum Teil der Doktorarbeit von Alaca [1]. Wenn K ein algebraischer
Zahlkorper, a € K und p eine Primzahl ist, dann ist « € O, k dquivalent zu der Definition
,& is a p-integral element of K* in [1]".

Definition 2.0.1 (p-ganz). Sei p eine Primzahl und a € Q, dann heifit a genau dann p-ganz,
wenn vy (a) > 0 ist.

Definition 2.0.2 (Z,)). Sei p eine Primzahl, dann ist Z ) die Menge aller p-ganzen Elemente

von Q.

Satz 2.0.3. Sei p eine Primzahl, dann ist Z,,) ein Teilring von Q.

Beweis. Seien ag,a, € Z(p). Aus dem Punkt 3 des Satzes 1.2.26 folgt, dass

vy (ag — a1) > min {v, (ag) ,vp (—a1) }
ist. Es ist
vy (a0 — a1) > min {v, (a9),vp (—a1) } = min {v, (a0),vp (a1)} > 0.

Esist ag — a1 € Z ;). Seien by, by € Z ). Es folgt, dass vy, (bob1) = vy (bo) + vp (b1) > 0 ist.
Es ist byby € Z - Dav, (0) =00 > 0ist, ist 0 € Z ). Es folgt, dass Zp ein Teilring von

Q ist. ]
Satz 2.04. ()| Z)=Z

p Primzahl
Beweis. Sei

N= 1 Zy
p Primzahl
Seia € N.Seir € Z,s € N\ {0}, ggT(r,s) = 1 und a = L. Fiir alle Primzahlen p gilt, dass
ptsist. Esists =1und a € Z. Daa € N beliebig war, folgt, dass N C Z ist. Es ist Z C N.
Esist N = Z. O

Die Menge O,, die in der folgenden Definition fiir eine Primzahl p definiert wird, unter-
scheidet sich von der Menge O, in der Doktorarbeit von Alaca [1]. Alaca unterdriickt den
algebraischen Zahlkorper K in seiner Notation. Die Menge O, in [1] entspricht fiir alle
Primzahlen p der Menge O, x = KN O, fiir einen gegebenen Zahlkorper K.

Siehe Definition 2.0.6 und Bemerkung 2.0.10.
2Siehe Bemerkung 2.0.10.
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Definition 2.0.5 (O,). Sei p eine Primzahl, dann ist

O, = {(x € C | a ist ganz iiber Z(p)}.

Definition 2.0.6 (O, k). Sei K ein algebraischer Zahlkorper und p eine Primzahl, dann ist
Op,K =KnN Op.

Der Punkt 2 des folgenden Satzes stammt im Wesentlichen aus der Doktorarbeit von Alaca

[1PP

. Die Beweisidee des Punktes 3 des folgenden Satzes stammt aus dem Beweis des

Satzes 4.2.3 in dem Buch von Alaca und Williams [2].

Satz 2.0.7. Sei p eine Primzahl, dann sind alle drei folgenden Punkte erfiillt:

1. O C Oy
2. O, ist ein Teilring von C.
3. QNOp =2y

Beweis.

1 Sei a € O. Sei P(T) € Z[T], P(T) normiert und P (x) = 0. Da Z C Z,) ist, ist

P(T) € Z,) [T]. Esist a € Op.

2 Aus dem Satz 2.0.3 folgt, dass Zp) ein Teilring von Q ist. Es ist 1 € Z ). Aus dem

Satz 1.2.12 folgt, dass O, ein Teilring von C ist.

3 Seia € QNOy.Seir € Z,se€N\{0},ggT(r,s) =1unda = {.Sei Q(T) € Z, [T],

Q(T) normiert und Q (a) = 0.Sein € N\ {0}, (u; € Z, v; € N\ {0}, p  v; und
geT (u;,v;) =1furallei € {0,1,...,n—1}) und

(=)
QM= (Y 2T +1"

=0 Yi
Es gilt, dass
n-1,. i n
o=aw=e()=(Z5())+ ) =

ist. Sei w; = vg...v;_10i41...v,_1 furallei € {0,1,...,n — 1}. Durch Multiplikation
der Gleichung (2.1) mit s"vgv; ... v,_1 folgt, dass

(Zrl =iy > + "0V, ... Uy =S <Z:rZ n—i=ly )—H VU1 ... Up_1 (2.2)

ist. Aus der Gleichung (2.2) folgt, dass p { s ist. Es folgt, dass a € Z,) ist. Da a
beliebig war in Q N Oy, folgt, dass Q N O, C Z ist. Esist Z,) C QN Oy. Es folgt,
dass QN O, = Z,) ist.

O]
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3Siehe Punkt ii) des Satzes 1.2.1 in [1].



Satz 2.0.8. Sei p eine Primzahl, « € C und « algebraisch iiber Q, dann sind die beiden folgenden
Punkte dquivalent:

1. « € Oy
2. iI‘I‘a,Q (T) S Z(p) [T]
Beweis.
(1 = 2) Sein =deg (irryq (T)). Seien ag, ay, ..., 4,1 € Q und
n—1 )
irrg o (T) = | Y aT | +T".
j=0

Sei P(T) € Z,) [T], P(T) normiert und P (a) = 0. Seien o, B1,...,Bn-1 € C und

|
_

n

irr,q (T) = [ [ (T = Bi)-

i

I
=}

Es ist

k
ap— = (=1) B Bir - Bi,
0<ip<ip<...<ip<n—1
furallek € {1,2,...,n}. Esgibtein Q (T) € Q [T}, sodass P (T) = irr,q (T) Q (T) ist.
Es folgt, dass P (B;) = O ist fur allei € {0,1,...,n —1}. Esiist o, B1,..., Bu-1 € Op.
Da O, ein Ring ist, sind ao, a1,...,a,-1 € Op. Aus dem Punkt 3 des Satzes 2.0.7 folgt,
dass QﬁOp =Zp) ist. Esista; € QNO, = Z ) furallei € {0,1,...,n—1}. Esist
imoa (1) < 2 (.
(2 = 1) Esist 1rraQ (T) normiert und irr, g («) = 0. Es folgt, dass & € O, ist.

O]

Satz 2.0.9. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, p eine Primzahl und « € K, dann sind die beiden
folgenden Punkte dquivalent:

1. &« € Opk
2. ﬂda,[( (T) € Z(p) [T]
Beweis.

(1 = 2) Aus dem Satz 2.0.8 folgt, dass irr, q (T) € Z ) [T] ist. Aus dem Satz 1.2.15 folgt,
dass es ein s € N\ {0} gibt, sodass fld, k (T) = (irr, o (T))® ist. Es ist fld, x (T) €
Z, [T].
2
(2 = 1) Die Abbildung idg ¢ ist eine Einbettung von K in C. Es ist fld, x («) = 0. Es ist
S Op,[(.

O]
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Bemerkung 2.0.10. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, « € K und p eine Primzahl. Der Satz 2.0.9
dieses Kapitels und der Satz 1.2.2 in der Doktorarbeit von Alaca [1] zeigen, dass & € O, k dquivalent
zu der Definition ,« is a p-integral element of K” in [1] ist.

Satz 2.0.11. O = ﬂ Oy
p Primzahl

Beweis. Sei

M= ] 0O
p Primzahl

Aus dem Punkt 1 des Satzes 2.0.7 folgt, dass O C M ist. Sei « € M. Aus dem Satz 2.0.8
folgt, dass

i (T e (2 [1)

p Primzahl
ist. Aus dem Satz 2.0.4 folgt, dass
N zy=2
p Primzahl
ist. Es ist
N (Zpm)=| N zy,|m=2m.
p Primzahl p Primzahl

Esistirr,o (T) € Z[T]. Esist & € O. Da a € M beliebig war, ist M C O. Es folgt, dass
O = M ist. O

Die folgende Definition stammt im Wesentlichen aus der Doktorarbeit von Alaca [1]*.

Definition 2.0.12 (p-ganze Basis). Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € IN \ {0,1},
[K : Q] = n und p eine Primzahl, dann heifit (wp, wy, ..., w,—1) genau dann p-ganze Basis von
K, wenn alle drei folgenden Punkte erfiillt sind:

1. wWo,wi, ..., wy—1 € Opk

2. Esist (wo,wy, ..., wy,_1) eine Basis von K iiber Q.
n—1

3. Wenn o € Oy x ist, dann gibt es ag, a1, ..., ay_1 € Zp, sodass & = Y ajw; ist.
i—0

Der folgende Satz stammt im Wesentlichen aus der Doktorarbeit von Alaca [1]5. Der

Beweis folgt dem Beweis des Satzes 1.3.2 in [1].

Satz 2.0.13. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N\ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
xo, &1, ..., 0,—1 € K. Dann sind die beiden folgenden Punkte dquivalent:

1. Esist (wo, a1, ..., 0,—1) eine Ganzheitsbasis von K.

4Siehe Definition 1.3.1 in [1].
5Siehe Satz 1.3.2 in [1].
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2. Esist (o, a1,...,0,_1) eine p-ganze Basis von K fiir alle Primzahlen p.

Beweis.

(1 = 2) Sei p eine Primzahl. Aus dem Punkt 1 des Satzes 2.0.7 folgt, dass O C O,
ist. Es ist o; € Ox C Oy fiir alle i € {0,1,...,n —1}. Sei B € O, k. Es gibt ein
P(T) € Z,)[T], sodass P (T) normiert ist und P (B) = 0 ist. Sei m = deg (P (T)).
Sei by, by,...,b_q1 € Z(P) und

P(T) = <E1biTi> + T

i=0

Seir; € Z,s; € N\ {0}, ggT (ri,s;) = 1lund b; = { furallei € {0,1,...,m —1}. Sei

m—1
d=[]si,vy=4dB, Q(T) € Z[T] und
i=0

m—1
Q(T) = ( Y bid'”iTi> + 1™,
i=0

Es ist Q (’)’) = Q (dﬁ) =d"p (,B) =0.Esisty € Ok. Da by, by,..., b1 € Z(p) ist,
folgt, dass p 1 s; fir allei € {0,1,...,m — 1} ist. Esist p t d. Sei xo,x1,..., X1 € Z
n—1
und v = inoci. Es folgt, dass
i=0

i i,
i=0 d
ist. Es 1st f € Zy) furallei € {0,1,. —1}. Esist (o, a1,...,0,_1) eine p-ganze

Basis von K
(2 = 1) Aus dem Satz 2.0.11 folgt, dass

o= () o

p Primzahl

ist. Es ist
p Primzahl

fur alle i € {0,1,...,n—1}. Es sind ag,a1,...,8,-1 € Ok. Sei 6 € Og. Seien
ap,ay,...,4,-1 € Q und

n—1
0= Zaiai.
i=0

Da (&g, a1, ...,a,_1) fiir alle Primzahlen p eine p-ganze Basis von K ist, gilt fiir alle
Primzahlen p, dass a; € Z(p) furallei € {0,1,...,n — 1} ist. Aus dem Satz 2.0.4 folgt,

dass
N zy=z
p Primzahl

13



2 ganz iiber Z,)

ist. Es ist
a; € ﬂ Z(p) =7
p Primzahl

furallei € {0,1,...,n —1}. Es ist (ao, &1, ..., a,_1) eine Ganzheitsbasis von K.

O]

Der folgende Satz und der Satz 2.0.17 sind mit dem Satz 1.3.1 in der Doktorarbeit von
Alaca [1] vergleichbar.

Satz 2.0.14. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N\ {0,1}, [K : Q] = n und p eine
Primzahl und (ao, 1, ..., &, 1) eine p-ganze Basis von K. Seien Bo, B1,...,Bn—1 € Opx. Dann

ist vp(d (w0, a1 ..., 04-1)) < vp(d(Bo,B1s---/Bn-1))-

Beweis. Sei A € M (n, n,Z(p)> und (,Bo,ﬁl,...,,Bn,l)T =A ((xo,ocl,...,txn,l)T. Aus dem

Satz 1.2.19 folgt, dass d (Bo, B1,--.,Pn—1) = (det(A))

2
Satz 1.2.2 folgt, dass det (A) € Z,) ist. Es ist v, (det (A)

d(ag,a1,...,0,—1) ist. Aus dem
) > 0. Es ist

vy (d (Bo, B1, - But)) = vy (det(A)zd(zxo,(xl . .,aH)) -
2v, (det (A)) +vp (d (w0, &1 ..., 05-1)) -
Es ist v, (d (Bo, B1,---,Bu-1)) = vp (d (a0, 1 ..., 0,-1)). O

Satz 2.0.15. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N\ {0,1}, [K : Q] = n, p eine Primzahl und
(o, 1, ...,0,_1) eine p-ganze Basis von K. Sei Bo,B1,...,Bn-1 € K. Sei A ¢ M (n, n,Z(p)>

und (Bo,B1-.-,Pu_1)’ = A-(ao,a1...,00_1)", dann sind die beiden folgenden Punkte
dquivalent:

1. Esist (Bo, B1,--.,Pn—1) eine p-ganze Basis von K.
2. vp(det(A)) =0

Beweis.

(1 =2)SeiBe M (n,n,Z(p)> und (ag, a1 . ..,ucn,l)T =B (50,[31,...,5,1,1)T. Es ist

(“0/0‘1/' . '/“n—l)T =B (,BOIﬁll‘ . '/,Bn—l)T =BA (“O/[Xl/' . '/an—l)T'

Da (ag,1,...,a4—1) eine Basis von K tber Q ist, folgt, dass BA = I, ist. Es ist
det(B) det(A) = det(BA) = det(I,) = 1. Es ist

v,(det(A)) + v, (det(B)) = v, (det(B) det(A)) = v, (1) = 0.

Aus dem Satz 1.2.2 folgt, dass v,(det(A)) > 0 und v,(det(B)) > 0 ist. Es ist
vp(det(A)) = 0.

14



(2 = 1) Da det(A) # 0 ist, folgt, dass A invertierbar ist. Aus dem Satz 1.2.1 folgt,

dass A7l = detl( y adj(A) ist. Aus dem Satz 1.2.2 folgt, dass M ;; € Z, fiir alle

i,j € {1,2,...,m} ist. Es ist adj(A) € M (n,nZ,). Bs ist gz € Z(y) und

Al e M (n, n,Z(p)). Aus dem Satz 1.2.24 folgt, dass d («g, a1, ...,a,-1) # 0 ist.
Aus dem Satz 1.2.19 folgt, dass

d (Bo, B, .-, Bu_1) = (det (A))*d (ag, &1, ..., &y_1)

ist. Es ist
d (Bo,B1, .-, Pu_1) = (det (A))*d (ag, a1, ..., ay_1) # 0.

Aus dem Satz 1.2.24 folgt, dass (Bo, B1,- - ., Bn—1) linear unabhingig tiber Q ist. Da
[K: Q] = n ist, folgt, dass (Bo, B1,--.,Bu—1) eine Basis von K tiber Q ist. Aus dem
Punkt 2 des Satzes 2.0.7 folgt, dass O, ein Teilring von C ist. Es ist ; € Ok fiir
allei € {0,1,...,n—1}. Es ist (oco,ocl,...,ocn,l)T = A1 (Bo, B, - - .,,Bn,l)T. Es ist
(Bo,B1,---,Bu—1) eine p-ganze Basis von K.

O

Satz 2.0.16. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N\ {0,1}, [K : Q] = n, p eine Primzahl,
(o, &1, ..., 0,_1) eine p-ganze Basis von K und p € K. Seien ag,ay,...,a,-1 € Z ). Sei

n—1
je{01,...,n—1}, vy (a;) =0 und p = Zai(xi, dann ist (o, ..., 0j_1,B, &1, ..., 06y_1)
i=0
eine p-ganze Basis von K.
Beweis. Sei
1 0 0
0 1 O 0
0 0 1 0 0
A= ap El]'_l a]- aj+1 Ap—1
0 0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1

Es ist det(A) = a; und (txo,...,ocj_l,/%,ocjﬂ,...,an,l)T = A(ao,...,txn,l)T. Aus dem
Satz 2.0.15 folgt, dass (o, ..., &j-1,B,&j41,...,4,_1) eine p-ganze Basis von K ist. O

Der Satz 2.0.14 und der folgende Satz sind mit dem Satz 1.3.1 in der Doktorarbeit von
Alaca [1] vergleichbar.

Satz 2.0.17. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € IN'\ {0,1}, [K : Q| = n, p eine Primzahl
und (xo, a1 . ..,0,—1) eine p-ganze Basis von K. Seien Bo,B1, ..., Bn-1 € Op,x- Dann sind die
beiden folgenden Punkte dquivalent:

15
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1. Esist (Bo, B1,- ., Pn—1) eine p-ganze Basis von K.
2. Vp (d (0(0,0(1, .. .,D(nfl)) = Vp (d (,30, ,31, .. .,,37171))

Beweis. Sei A € M (n, n,Z(p)) und (ﬁo,ﬁl,...,ﬁn,1)T =A (oco,oq,...,ocn,l)T. Aus dem
Satz 1.2.19 folgt, dass
d(Bo,B1-..,Bu_1) = (det (A))*d (ag, &1, ..., &y 1)
ist. Es folgt, dass v, (d (Bo, B1,--.,Bn—1)) = 2 vp (det (A)) +vp (d (w0, &1,...,4,-1)) ist.
(1 = 2) Aus dem Satz 2.0.15 folgt, dass v, (det (A)) = 0 ist. Es folgt, dass
Vp (d (‘XOI X1,. .. llxnfl)) = Vp (d (,301 ﬁl/ s Iﬁﬂ*l))

ist.
(2 = 1) Es folgt, dass v,(det(A)) = 0 ist. Aus dem Satz 2.0.15 folgt, dass
(Bo, B1,---,Bu—1) eine p-ganze Basis von K ist.

O]
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3 minimal-ganzalgebraisch

Dieses Kapitel folgt zum Teil dem Abschnitt 7.2 in dem Buch von Alaca und Williams
[2]. Einige Sédtze werden nicht fiir eine Basis (1,9, . ,9”*1) tber Q fiir ein primitives
Element 6 € Ok gezeigt, sondern etwas allgemeiner fiir eine beliebige Basis iiber Q mit
ganzalgebraischen Elementen.

Die folgende Definition ist mit der Definition 7.2.1 in [2] vergleichbar, wenn
(wo, w1, ..., wu—1) = (1,6,...,0"" 1) fiir ein primitives Element 6 € Ok ist.

Definition 3.0.1 (minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad k). Sei K ein al-
gebraischer Zahlkorper, n € IN '\ {0,1} und [K : Q] = n. Seien wy,wy,...,wy_1 € Ok. Sei
(wo, w1, ..., wy_1) eine Basis von K iiber Q und k € {0,1,...,n — 1}, dann heifit « genau
dann minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad k beziiglich (wo, w1, . .., wy—1), wenn
« € Ok ist und es ag, a1, ..., a, € Q gibt, sodass alle drei folgenden Punkte erfiillt sind:

1. ap >0
k
2. X = Za,wi
i=0
k

3. Wenn by, by, ...,br € Qist, b > 0 und Zbiwi € Ok ist, dann ist a; < by.
i=0

Der folgende Satz stammt im Wesentlichen aus dem Buch von Alaca und Williams [2]".
Der Beweis folgt im Wesentlichen dem Beweis des Satzes 7.2.1 in [2].

Satz 3.0.2. Sei K ein algebraischer Zahlkirper, n € N\ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
wo, W1, ..., wy—1 € Ok. Sei (wo, w1, ...,wy_1) eine Basis von K iiber Q und a € Ok, dann gibt
es xXo,X1,...,Xn—1 € Z, sodass beide folgenden Punkte erfiillt sind:

n—1

_ Xi .
1. a= Z d(wo,wl,...,wn,l)(UZ
i=0

2. Esistd(wo,wr, ..., wy_1) | x? fiirallei € {0,1,...,n —1}.

Beweis. Aus dem Satz 1.2.18 folgt, dass d (wo, w1 ..., w,—1) € Z ist. Aus dem Satz 1.2.24
folgt, dass d (wo, w1, ..., wy—1) # 0ist. Sei ap, a1, ...,a,-1 € Q und

n—1
x=Y ajw.
i=0

1Siehe Satz 7.2.1 in [2].
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3 minimal-ganzalgebraisch
Seien 0y, 01, . ..,0,_1 alle Einbettungen von K in C. Es ist
n—1
o; (a) = Y ajo; (wj)
j=0

fir alle i € {0,1,...,n—1}. Sei A = (0; (wj)) Es ist A(ao,al,...,an,l)T =

(00 (&), 01 (a),...,00_1 (&))" Sei

0<i,j<n—1'

oo (wo) ... op(wi—1) oo(a) o0p(wiv1) ... 0o (wn—1)
B (%1} (a)o) ... 07 (wi_l) (o5 (DC) o (wiﬂ) e 07 (wn,l)
l' =
on (wo) .. oy (wiz1) ou (@) oy (wit1) .. o (wWn-1)
fur alle i € {0,1,...,n—1}. Aus dem Satz 1.2.3 folgt, dass a; = jitt((lj\[)) fur alle i €

{0,1,...,m — 1} ist. Es ist (det (A))2 =d (wo, w1, ..., wy_1). Esist
(det (B;))? = a? (det (A))* = a?d (wo, w1, ..., wp_1) € Q

fir alle i € {0,1,...,n — 1}. Aus dem Satz 1.2.16 folgt, dass 0; (w;) ganzalgebraisch fiir
allei,j € {0,1,...,n — 1} ist und o} (¢) ganzalgebraisch fiir alle k € {0,1,...,n — 1} ist.
Esist B; € M (n,n,0) furallei € {0,1,...,n —1}. Aus dem Satz 1.2.2 folgt, dass det (B;)
ganzalgebraisch fir allei € {0,1,...,n — 1} ist. Aus dem Satz 1.2.11 folgt, dassONQ = Z
ist. Es ist
a,zd (wo,w1,...,wWy—1) = (det(B)))?€0ONQ=2Z

furallei € {0,1,...,n—1}.Seir; € Z ,s; € N\ {0}, ggT(r;,si) =1 und a; = ;% fiir alle
i €{0,1,...,n—1}. Es folgt, dass 51‘2 | d(wo,wr,..., wy_1) fur allei € {0,1,...,n—1}

ist. Sei x; = a;d (wo, w1, ..., wy—1) fur alle i € {0,1,...,n—1}. Es ist x; € Z fur alle
ie{0,1,...,n—1}. Esist

—_

n— xl
N = wj.
i=0 d ((UOI wi, ... /a]ﬂfl)

Es gilt, dass

X7 _TZd(wo,wl,...,wn_l) 7
d = 3
(CL)(), wll C /wn—l) Si

fur alle i € {0,1,...,n—1} ist. Es folgt, dass d(wo,w1,...,wy—1) | xi2 fiir alle i €
{0,1,...,n—1} ist. O

Satz 3.0.3. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € NN\ {0,1} und [K : Q] = n.

Seien wy, w1, ..., wy—1 € Ok. Sei (wo,w1,...,wy—1) eine Basis von K iiber Q und
k

k € {0,1,...,n—1}. Seien ap,ay,...,ar € Q. Seien by, by,..., by € Q. Sei Zaiwi € Ok,
i=0

Wo,W1 ey Wy—1)|"

1

k
biw; € Og und ay # by, dann ist |ay — by| > i 1
=0
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Beweis. Aus dem Satz 1.2.4 folgt, dass d (wo, w1, ..., wy—1) # 0 ist. Aus dem Satz 3.0.2
folgt, dass es x; € Zund y; € Z fur allei € {0,1,...,n — 1} gibt, sodass

oo e
= iWi j:Od(wo,wl, e, Wy1) ]

und

k n—1 y]
i;() e ];)d(wo,wl,...,wnl) ]

. _ X . yk . .
ist. Es folgt, dass ay = Ao ) und by = Two o) st Bs ist
X — Yk 1
|a — bi| = / = :
d(w()/wl/"'/wn—l) ’d(w()rwl/"'/wn—l)‘

O

Die Notation ,S;” in dem Beweis des folgenden Satzes stammt aus dem Abschnitt 7.2 in
dem Buch von Alaca und Williams [2].

Satz 3.0.4. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N\ {0,1} und [K : Q] = n.
Seien wo,w1,...,wy—1 € Ok. Sei (wo,w1,...,wy_1) eine Basis von K iiber Q und
k €{0,1,...,n—1}, dann gibt es ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad k
beziiglich (wy, w1, ..., wWy—_1).

Beweis. Sei

k—1
S = {aEQ‘Hbo,...,bk_l €Q: Zbiwi+awk€OK}.
i=0
Da wy € Ok ist, folgt, dass 1 € SxN{a € Q |a>0}istund Sy N{a € Q|a >0} # Dist.
Sei
c=inf(SxsN{aeQ|a>0}).

Aus dem Satz 3.0.3 folgt, dass c € SxN{a € Q|a >0} ist. Sei by, by, ..., k1 € Q und
k-1 k=1
Z b;w; + cwy € Ok. Es ist Z bjw; + cwy ein minimal-ganzalgebraisches Element von K
i=0 i=0
vom Grad k beziiglich (wo, wy, ..., wy—1). O

Satz 3.0.5. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € IN \ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
wo, w1, ..., wy—1 € Ok. Sei (woy, w1, ..., wy—1) eine Basis von K itber Q, k € {0,1,...,n—1},
le{kk+1,...,n—1}, L =Q(wo,wy,...,w;) und (wo, w1, ...,w;) eine Basis von L iiber Q.
Sei ap, ay,...,ar € Q. Dann sind die beiden folgenden Punkte dquivalent:
k
1. Es ist Y ajw; ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad k beziiglich
i=0
(wo,wll--~,wn—1)~
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3 minimal-ganzalgebraisch

k
2. Es ist ) ajw; ein minimal-ganzalgebraisches Element von L vom Grad k beziiglich
i=0
(a)o, Wi, ... ,wl).

k
Beweis. Sei o = Zaia)i.
i=0
(1 = 2) Esistay > 0. Esista € ONL = Or. Wenn by, by, ..., b, € Q ist, by > 0 und
k k
Zbiwi € Oy, ist, dann ist Zbiwi € Or € Ok und a; < by. Es ist a ein minimal-
i=0 i=0
ganzalgebraisches Element von L vom Grad k bezuiglich (wo, wy, ..., wy).
(2=1) Esistap > 0. Esista € ONK = Og. Wenn ¢y, c1,...,c¢ € Q ist, ¢y > 0 und
k k
) ciw; € Ok ist, dann ist ) _ cjw; € ONL = Op und a; < ¢. Es ist a ein minimal-
i=0 i=0
ganzalgebraisches Element von K vom Grad k beziiglich (wo, wy, ..., wy—1).

O]

Satz 3.0.6. Sei K ein algebraischer Zahlkirper, n € IN \ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
wo, w1, ..., wy_1 € Ok. Sei (wo,ws,...,wy_1) eine Basis von K iiber Q. Sei a}l) e Q fiir
allel € {0,1,...,n—1} undallei € {0,1,...,1}. Sei al(l) > 0 fiirallel € {0,1,...,n —1}. Sei

1
a = Zal@wi fiirallel € {0,1,...,n—1}. Sei (ag, a1, ..., 0,-1) eine Ganzheitsbasis von K

i=0
und k € {0,1,...,n — 1}, dann ist ay ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad k
beziiglich (wo, w1, ..., Wy—-1).

k

Beweis. Sei bg,by,..., by € Q, by > 0 und Zbiwi € Ok. Da (ag,a1,...,0,-1) eine Ganz-
i=0

heitsbasis von K ist, gibt es xg, x1,...,x,-1 € Z, sodass

k n—1 j ()
Y= (Ll
i=0 j=0 i=0

ist. Wenn x,,_1 # 0 ist, dann sei [ = n — 1. Wenn x,,_1 = 0 ist, dann sei

l=min{je€{0,1,...,n =1} | xj11 = x50 = ... = x,_1 = 0}.

Es gilt, dass

k I j ) I-1 j . 1-1 ;
Y biw; =) x (Zaf])wl) =) xj (Z ag])wi> + x; (Z a?”w,) +x,al( ),
i=0 =0 \i=0 =0 \i i=0

i=0

ist. Da (wo, w1, ..., w,—_1) eine Basis von K tiber Q ist, folgt, dass I = k und xlal(l) = by ist.

Es folgt, dass a}gk) |bx und a}gk) < by ist. Es ist a; ein minimal-ganzalgebraisches Element

von K vom Grad k beziiglich (wp, w1, ..., wy—1). O
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Die Beweisidee des folgenden Satzes stammt aus dem Satz 7.2.7 in dem Buch von Alaca
und Williams [2].

Lemma 3.0.7. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N\ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
wo, W1, ..., wy—1 € Ok. Sei (wp,wn,...,wy—1) eine Basis von K iiber Q. Sei M; fiir alle
I € {0,1,...,n—1} die Menge aller A € M (n,n,Q), fiir die es a;; € Q fiir alle i,j €
{0,1,...,n — 1} gibt, sodass die folgenden fiinf Punkte erfiillt sind:

1. A= (”i/i)ogi,jgn—l

2. a;; > 0fiirallei € {0,1,...,1}

3. Wenn | # n —1 ist, dann ist a;; = 0 fiir alle i € {0,1,...,1} und alle
je{l+1,1+2,...,n—1}

4. Wenn | < n — 3 ist, dann ist a;; = O fiir alle i € {I+1,1+2,...,n—2} und j €
{i+1,i+2,...,n—1}

T
5. Esist (A (wo, w1, ..., wn,l)T> eine Ganzheitsbasis von K.

Seik € {1,2,...,n—1} und My # @, dann ist My_, # @.

Beweis. Wenn A € My ist, a;; € Q fiir alle i,j € {0,1,...,n — 1} istund A = (aifj)Ogi,jgn—l
ist, dann gibtes ein/ € {0,1,...,k}, sodass a; # 0 ist. Sei f eine Abbildung von Mj nach
Q. Wenn A € My ist, a;; € Q fiiralle i,j € {0,1,...,n — 1} istund A = (a;;) t,
dann sei

0<ij<n—1 8

f(A) =min ({a;x | i €{0,1,...,k}} \{0}).
Aus dem Satz 3.0.3 folgt, dass das Minimum der Menge {f (A) | A € My} existiert. Sei

A€ M, a;;€Qfirallei,je{0,1,...,n -1}, A= (al-,j)0<l.].<n_1 und
ak,k:min{f(A)|A€Mk}.
Sei m; = [%J firalle i € {0,1,...,k — 1}. Sei
1 0 ... ... O —my o ... ... 0
01 - 0 —m 0 ... ... 0
0
B— 1 —mq

1 0

1
1 0
0 0 1
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3 minimal-ganzalgebraisch

Es ist det (B) = 1. Aus dem Satz 1.2.19 folgt, dass

d <<BA ((,(J(),(,Ul,...,wnfl)T> T) =d <<A (w01w1/~~~/wn1)T)T>

ist. Es ist

d ((BA (wo, w1, - .,wn_l)T>T> =d <(A (wo,wl,...,wn_l)T) T) =d(K).

T
Aus dem Satz 1.2.22 folgt, dass (BA (wo, w1, .-, wn_l)T) eine Ganzheitsbasis von K ist.
Es ist

a; k a;k a; k

0<—=—m=-—=—-|—|<1

= 1
Ak k Ak k Ak k

furallei € {0,1,...,k — 1}. Es folgt, dass 0 < a;; — mjay, < aiy furallei € {0,1,...,k—1}
ist. Es ist

k k k—1

(Zﬂi,]‘w]) — m; (Zak,jwj> = (E (Cli,]' - miak,j) (U]> + (Cli,k - miak,k) Wi
j=0 j=0 j=0

furallei € {0,1,...,k—1}. Esist BA € Mj. Auf Grund der Minimalititseigenschaft folgt,

dass a; — mjag, = 0 furallei € {0,1,...,k —1} ist. Sei

1 wenn a; 1 — Midgx—1 > 0
Ciji =
—1 wenn Aij—1 — M1 < 0

furallei € {0,1,...,k—1}.Seic;; =1fturallei € {k,k+1,...,n—1}. Sei cij = 0 fiir alle
i,j € {0,1,...,n—1}, fiir die i # j gilt. Sei C = (c;;) Es ist det (C) € {—1,1}.
Aus dem Satz 1.2.19 folgt, dass

0<i,j<n—1'

T T
d (CBA (wo, w1,...,wn_1)T) =d (BA (wo, w1,...,wn_1)T)
ist. Es ist

d (CBA (wo,wl,...,wn_l)T)T =d (BA (wo,wl,...,wn_l)T)T =d(K).

T
Aus dem Satz 1.2.22 folgt, dass (C BA (wo, wy, ..., wn,l)T> eine Ganzheitsbasis von K ist.
Esist CAB € M;_1. O

Lemma 3.0.8. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N\ {0,1} und [K : Q] = n.
Seien wo,w1,...,wy—1 € Ok. Sei (wo,w1,...,wy—1) eine Basis von K iiber Q und
z € {0,1,...,n—1}, dann gibt es ag,a1,...,44-1 € Ok und a;; € Q fiir alle
max{n—1-z,}
i€{0,1,...,n—1} undallej € {0,1,..., max{n —1—z,i}}, sodass a; = Y ajw
j=0
fiirallei € {0,1,...,n—1} ist und (ao, a1, ...,0,_1) eine Ganzheitsbasis von K ist.
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Beweis. Es wird Induktion nach z durchgefiihrt.

Anfang Sei z = 0. Sei (zx(()o),zxgo), e ,04510_)1> eine Ganzheitsbasis von K. Es gibt al(?) €Q

n—1

furallei,j € {0,1,...,n — 1}, sodass “50) = Z af’(])-)wj fiurallei € {0,1,...,n— 1} ist.
j=0

Das Lemma 3.0.8 ist fiir z = 0 gezeigt.

Seize {1,2,...,n—1}.

Annahme Es gibt ocngl),txngl),. A= Ok und =Y ¢ Q fiir alle i €

-1 i,j

{0,1,...,n—1} und alle j € {0,1,...,max {n — z,i}}, sodass

max{n—z,}

="
=0
fur allei € {0,1,...,n—1} ist und (/xézfl),zxngl), . ..,zxfi]”) eine Ganzheitsbasis
von K ist.
Schritt (z —1 — z) O.B.d.A sei al(,zn__lz) >0 fiirallei € {0,1,...,n — z}. Sei al> ™) = 0 fiir

)
allei € {0,1,...,n—2} und alle

j€ {max{n—zi}+1,max{n—zi}+2,...,n—1}.

. . (z—-1)
Sei A = (girf )Ogi,jgnfl

die Menge aller B € M (n,n,Q), fiir die es b;; € Q furallei,j € {0,1,...,n — 1} gibt,
sodass die folgenden fiinf Punkte erfiillt sind:

1. B= (bir]')ogi,jgnfl

2. bj;>0furallei € {0,1,...,1}

3. Wenn | # n — 1 ist, dann ist b;; = 0 fiir alle i € {0,1,...,1} und alle j €
{I+1,1+2,...,n—1}.

4. Wenn | < n — 3 ist, dann ist b;; = 0 far allei € {I+1,/+2,...,n—2} und
jef{i+1,i+2,...,n—1}.

T
. Esist (B (wo, w1, - . .,wn,l)T> eine Ganzheitsbasis von K.

. Sei M; wie in Lemma 3.0.7 fiir alle / € {0,1,...,n—1}

Ul

Esist A € My—.. Aus dem Lemma 3.0.7 folgt, dasses ein C € M,, 1, gibt. Sei¢;; € Q
max{n—1-z,i}
Sei ocgz) = Y. cjwjfirallei € {0,1,...,n—1}. Es
j=0

und C = (Ci,]')

0<ij<n—1'

ist (zx(()z) , agz), een, Dcflz_)1> eine Ganzheitsbasis von K.
O

Satz 3.0.9. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € IN \ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
wo, W1, ..., wy—1 € Ok. Sei (wp,w1,...,wy—1) eine Basis von K iiber Q, dann gibt es
®o, &1, ..., 0,1 € Ox und a;; € Q fiirallei € {0,1,...,n—1} und j € {0,1,...,i}, sodass
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3 minimal-ganzalgebraisch

i
n; = Z(:)“i,jwj fiirallei € {0,1,...,n— 1} ist und (ap, a1, ..., 0,—1) eine Ganzheitsbasis von K

) ]
1st.

Beweis. Wird in dem Satz 3.0.8 z = n — 1 gewdhlt, dann folgt der Satz 3.0.9. O

Der folgende Satz ist mit dem Satz 7.2.7 in dem Buch von Alaca und Williams [2] ver-
gleichbar, wenn (wo, wy, ..., wy—1) = (1,6,...,6"1) fiir ein primitives Element 6 € Ok ist.
Der Beweis folgt zum Teil dem Beweis des Satzes 7.2.7 in [2], wobei der Beweis fiir die
Basis (wo, w1, ..., wy—1) von K iiber Q verallgemeinert wird. Es wird ein Teil des Beweises
in den Satz 3.0.9 ausgelagert.

Satz 3.0.10. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N\ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
wo,w1,...,wy—1 € Og. Sei (woy,wy,...,wy_1) eine Basis von K iiber Q. Sei wy ein
minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad k beziiglich (wo,wn, ..., wy—1) fiir alle
ke {0,1,...,n—1}. Dann ist (ag, a1, ..., &,_1) eine Ganzheitsbasis von K.

Beweis. Aus dem Satz 3.0.9 folgt, dass es Bo,B1,...,Bn—1 € Ok und b;; € Q fiir alle
i
i €{01,...,n—1} und alle j € {0,1,...,i} gibt, sodass B; = ) _b;jw; fiir alle i €
j=0
{0,1,...,n— 1} istund (Bo, B1, - - -, Bn—1) eine Ganzheitsbasis von K ist. O.B.d.A sei b;; > 0
furallei € {0,1,...,n —1}. Aus dem Satz 1.2.20 folgt, dass

d(Bo, B, Bu-1) =b3g...ba_1,_1d(wo,wi, ..., wy_1)

ist. Es ist

d(K) =d(Bo,B1,---,Pu-1) = bobTq ... 051, _qd(wo,wr, ..., wy_1).

;
Seia;; € Qfirallei € {0,1,...,n—1}und allej € {0,1,...,i} und &; = Zai,jwj fiir alle

j=0
ie€{0,1,...,n—1}. Aus dem Satz 1.2.20 folgt, dass

2 2 2
d(&o, 01, -, 0 —1) = Aty .- Ay 1, 14(wo,w1,..., wWy1)

ist. Aus dem Satz 1.2.24 folgt, dass d(wo, w1, . .., wy—1) # 0ist. Esistd(wo, a1,...,a,_1) # 0.
Aus dem Satz 1.2.21 folgt, dass |d(K)| < |d(ao,a1,...,a,_1)] ist. Es folgt, dass

boob11 - bp—1n—1 < A00a1,1 - - An—1n-1

ist. Da wy fur alle k € {0,1,...,n — 1} ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom
Grad k bezuiglich (wo, w1, ..., wy—1) ist, gilt, dass a;; < b;; fur allei € {0,1,...,n — 1} ist.

Es folgt, dass a;; = b;; fur allei € {0,1,...,n — 1} ist. Es ist d(K) = d(ao, a1, ..., 05_1).
Aus dem Satz 1.2.22 folgt, dass (wo, a1, ...,a,_1) eine Ganzheitsbasis von K ist. O
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Der folgende Satz ist mit dem Satz 7.2.3 in dem Buch von Alaca und Williams [2] ver-
gleichbar, wenn (wy, wy, ..., wy—1) = (1,6,...,6"1) fiir ein primitives Element 6 € O ist.
Der Beweis folgt im Wesenthchen dem Bewels des Satzes 7.2.3 in [2], wobei der Beweis fiir
die Basis (wo, wy, ..., w,—1) von K tiber Q verallgemeinert wird.

Satz 3.0.11. Sei K ein algebraischer Zahlkirper, n € IN\ {0,1} und [K : Q] = n.
Seien wy,w1,...,wy—1 € Ok. Sei (wo,w1,...,wy—1) eine Basis von K iiber Q und

ke {01,...,.n—1}. Seia; € Q und b; € Q fiirallei € {0,1,...,k}. Sei Zaiwi ein
i=0

minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad k beziiglich (wo,w,...,wy—1) und

k

Z bjw; € Ok, dann gibt es ein z € Z, sodass zay = by ist.

i=0

Beweis. Es ist ay > 0. Sei m = min{l € N\ {0} | Iy € Z, lay € N}. Es gibt q,7 € Z,
sodass mby = gmay +r und 0 < r < may ist. Es ist by = qa; + ;- und 0 < = < a;. Es gilt,

dass
k—1 , k-1
Y (b —qa;) wi | + W= (b; — ga;) w; | + (bx — gag) wy =
i=0 i=0
k k
Zbiwi —q Zaiwi € Ok
i=0 i=0
ist. Es ist - < 0 oder = > a. Es folgt, dass .. = 0 und by = gay ist. O

Der folgende Satz ist mit dem Satz 7.2.4 in dem Buch von Alaca und Williams [2] ver-
gleichbar, wenn (wo, wy, ..., wy—1) = (1,6,...,0""!) fiir ein primitives Element 6 € Ok
ist.

Satz 3.0.12. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € IN\ {0,1} und [K : Q] = n.

Seien wq,w1,...,wy—1 € Ok. Sei (wo,w1,...,wy_1) eine Basis von K iiber Q und
k

k € {0,1,...,n—1}. Seien ag,ay,...,ar € Q. Sei Za w; ein minimal-ganzalgebraisches
i=

Element von K vom Grad k beziiglich (wy, w1, ..., wy—1), dann gibt es ein d € IN \ {0}, sodass
1 »
ay = 5 1st.

k

Beweis. Sei o« = Zaiwi. Es ist ar > 0. Da wy; € Ok ist, folgt, dass a; < 1 ist. Sei
i=0

m =max{l € N\ {0} | lax < 1}. Esist (14 m)a; > 1. Es folgt, dass 1 — may < ai ist. Es

ist —m (Za wl) (1 — may) wy = —ma + wy € Ok. Da a ein minimal-ganzalgebraisches

Element von K vom Grad k beziiglich (wo, ws, ..., w,_1) ist, folgt, dass 1 — ma; < 0 ist.
Esist 1 —ma; > 0 und 1 — ma; = 0. Sei r,s € N\ {0}, ggT(r,5) = 1 und a; = L. Es ist
0=1-mar=1—mt und s = mr. Da ggT(r,s) = 1ist, folgt, dass r = 1 ist. O
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Satz 3.0.13. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N\ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
wo, w1, ..., wy_1 € Ok. Sei (wp,ws,...,wy_1) eine Basis von K iiber Q, wy = 1 und « ein
minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad 0 beziiglich (wo, wn, . .., wy—1), dann ist
a=1.

Beweis. Esista € QN O = Z. Aus dem Satz 3.0.12 folgt, dass &« = 1 ist. O

Der folgende Satz stammt im Wesentlichen aus dem Buch von Alaca und Williams [2]>.
Der Beweis folgt im Wesentlichen dem Beweis des Satzes 7.2.5 in [2].

Satz 3.0.14. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € N, n > 3, [K : Q] = n, 6§ € Ok,

K=Q(0)und k € {2,3,...,n—1}. Seien ap,ay,...,ar_ € Q. Seien by, by, ..., by_1 € Q.
k=2 k—1

Seien di_1,dx € N\ {0}. Sei & = ' OﬂiGl + dk%ﬁ"” und B = Z(;]biel + dik(?k. Sei a ein
1= 1=

minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad k — 1 beziiglich (1,6,...,0"1) und B

ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad k beziiglich (1,0, .. .,9”*1), dann ist

di—1 | d.

d—(?k = af € Ok. Aus dem Satz 3.0.11 folgt, dass es ein x € Z
k-1

gibt, sodass dk%l = xdlk ist. Es folgt, dass dy = xdy_1 ist. Es ist dy_1 | d. O

k-2
Beweis. Esist }_ ;6! +
i=0

Der folgende Satz ist mit einem Teil des Satzes 7.2.6 in dem Buch von Alaca und Williams
[2] vergleichbar. Der Beweis des folgenden Satzes folgt zum Teil dem Beweis des Satzes 7.2.6
in [2].

Satz 3.0.15. Sei K ein algebraischer Zahlkorper,n € N\ {0,1}, [K: Q] =n,0 € Ox, K=Q (6),
ke{1,2,...,n—1} und a ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad k beziiglich
(1,0,...,0" 1), dann gibt es xq,x1,...,%_1 € Z und d € N\ {0}, sodass

Xo+ X160 + ...+ xp_1 051 46K
X = F

ist.

Beweis. Es wird Induktion nach k durchgefiihrt.

Anfang Sei k = 1. Seien ap,a; € Q und & = ag + a160. Aus dem Satz 3.0.12 folgt, dass es ein
d; € IN'\ {0} gibt, sodass a1 = % ist. Es ist djag = dia — 6 € Ok. Aus dem Satz 1.2.11

folgt, dass ONQ = Z ist. Esist djag € ONQ = Z. Esist a = ”11”;7014“9.
Seike {2,3,...,n—1}.

2Siehe Satz 7.2.5 in [2].
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Annahme Wenn B ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad k —1
beziiglich (1,0,...,0"!) ist, dann gibt es yo,y1,-..,yx2 € Z und dy_; € N\ {0},

T
sodass p = YtoF J;kyklz T st

Schritt Sei a ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad k beziiglich

k .

(1,0,...,0"1). Sei by, by,..., by € Q und & = Zbie’. Aus dem Satz 3.0.12 folgt,
i=0

dass es ein dy € IN'\ {0} gibt, sodass by = dlk ist. Sei y ein minimal-ganzalgebraisches

Element von K vom Grad k — 1 beziiglich (1,9, ..., 9”_1). Aus der Induktionsannah-
me folgt, dass es zg,z1,...,2x_2 € Zund dy_; € N\ {0} gibt, sodass

= (o) )

Zi1

ist. Aus dem Satz 3.0.14 folgt, dass di_1 | dy ist. Sei A = dd" bo + Z dkbdi(%i. Es
ist - o
1 k=2
T 1Zb91 de & 70 =

() ) () )

Es ist A € Og. Aus dem Satz 3.0.11 folgt, dass es ein u € Z gibt, sodass
% = dk”j ist. Es folgt, dass dxbx_1 — zx—» = u ist und diby_1 € Z ist. Sei

m =14 zx_p —dgbr_1. Sei y = A +my. Es ist u € Ok. Es gilt, dass
1 k—2 )
U= dk ; dxbo + mzo + Z (dkbi —zZi 1+ mzi) 0" | + k-1

i=1

ist. Es ist p ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad k — 1 beziiglich
(1,6,...,0"1). Aus der Induktionsannahme folgt, dass es vp, vy, ..., vr_» € Z gibt,

sodass
00 | + 61

ist. Werden die Koeffizienten Verghchen, dann folgt, dass vy = dxby + mzp und
v; =dib; — zi_1 + mz; fur allei € {1, 2,...,k— 2} ist. Es fOlgt, dass dib; € Z fiir alle
ie{0,1,...,k—1}ist. Esist

(i) -3 () )
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4 minimal-ganz uber Z

Dieses Kapitel folgt zum Teil der Doktorarbeit von Alaca [1]. Einige Sdtze werden nicht
fiir eine Basis (1, 0,..., 9”*1) tiber Q fiir ein primitives Element 6 € Ok gezeigt, sondern
etwas allgemeiner fiir eine beliebige Basis iiber Q mit ganzalgebraischen Elementen.

Der folgende Satz ist mit dem Lemma 1.3.1 in der Doktorarbeit von Alaca [1] vergleichbar,
wenn (wo, w1, ..., wy-1) = (1,6,...,0"1) fiir ein primitives Element 6 € Ok ist. Der
Beweis folgt im Wesentlichen dem Beweis des Lemmas 1.3.1 in [1], wobei der Beweis fiir
die Basis (wo, w1, ..., w,—1) von K tiber Q verallgemeinert wird.

Satz 4.0.1. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € IN \ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
wo, w1, ..., wy—1 € Ok. Sei (wo,ws,...,wy—1) eine Basis von K iiber Q, p eine Primzahl,
ke{0,1,...,n—1} und I € N. Wenn k > 1 ist, dann seien xo, X1, ..., Xk—1 € Z. Sei & € Opx.
Wenn k = 0 ist, dann sei &« = %. Wenn k > 1 ist, dann sei

1 k—1
“= Y xiw; | +wi |-
i=0

(d(wo,w1,...;wp—1))—Vp(d(K)) .

Dann ist ] < 22 5

Beweis. Sei (Bo,P1,---,Pn—1) eine p-ganze Basis von K. Sei A € M (n,n,Q) und
(wo, ..., wr 1,8, wkH,...wn_l)T = A (wo, wl,...,wn_l)T. Es ist det (A) = %. Aus dem

Satz 1.2.19 folgt, dass d (wy, ..., Wk_1, &, Wk41,...wy—1) = (det (A))Zd (wo, w1, ..., wWy-1)
ist. Aus dem Satz 2.0.14 folgt, dass

vp (d (wo, ..., Wk—1, &, Wis1, ... wWp-1)) > Vp (d (Bo,P1/---/Brn-1))

ist. Es ist

v, (d (wo, @1, ..., wy1)) — 2 = v, ((det(A))2d(wo,w1,...,wn_l)) -

vp (d (wo, ..., W—1, &, Wii1, - - Wp—1)) = Vp (d (Bo,P1,---,Brn-1)) = Vp (d (K)).
Esist] < 3 (vp (d (wo,wr,...,wa-1)) — vy (d (K))). O
Definition 4.0.2 (minimal-ganzes Element von K tiber Z,) vom Grad k). Sei K ein al-

gebraischer Zahlkorper, n € N\ {0,1} und [K : Q] = n. Seien wo,ws,...,wy_1 € Ok.
Sei (wp, w1, ..., wy_1) eine Basis von K iiber Q, p eine Primzahl und k € {1,2,...,n—1},
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4 minimal-ganz iber Z,)

dann heif$t « genau dann minimal-ganzes Element von K iiber Z,) vom Grad k beziiglich
(wo,w1,...,wu-1), wenn a € Oy ist und es ein | € N und xo,x1,...,xk_1 € Z gibt, sodass

3 {(En) )

ist und fiir alle yo, y1,...,Yx—1 € Z gilt, dass

Definition 4.0.3 (minimal-ganzes Element von K tiber Z,) vom Grad 0). Sei K ein al-
gebraischer Zahlkorper, n € N\ {0,1} und [K : Q] = n. Seien wy, wy,...,wy—1 € Ok. Sei
(wo, w1, ..., wy—1) eine Basis von K iiber Q und p eine Primzahl, dann heifit « genau dann

minimal-ganzes Element von K iiber Z,) vom Grad 0 beziiglich (wo, w1, ..., wy-1), wenn

%wo ist und ﬁwo Z Oy k ist.

ist.

a € Opk ist und es ein | € N gibt, sodass & =

Satz 4.0.4. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € IN \ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
wo, W1, ..., wy—1 € Ok. Sei (wp, w1, ..., wy,_1) eine Basis von K iiber Q und p eine Primzahl.

Sei x]@ € Zfirallei € {1,2,...,n—1} und alle j € {0,1,...,i}. Seien mg,my,...,m,_1 €

i-1
IN. Sei ag = ﬁwo. Sei x; = p,lnl. ((Zx]@w]) +wi> fiirallei € {1,2,--- ,n—1}. Sei
=0

(o, a1, -+ ,&y—1) eine p-ganze Basis von K und k € {0,1,...,n — 1}, dann ist ay ein minimal-
ganzes Element von K iiber Z,) vom Grad k beziiglich (wo, w1, .., Wy-1).

Beweis. Angenommen «y ist kein minimal-ganzes Element von K tiber Z,) vom Grad k be-

ztiglich (wo, w1, ..., wu-1). Es gibt yo,y1,...,Yx—1 € Z, sodass mkﬂ ((Z yiw ) + wk>

Opx ist. Da (ag, &1, - - , 1) eine p-ganze Basis von K ist, gibt es ap, ay,...,a,-1 € Z ),

sodass
n—1 a: i—1 (i)
mkﬂ Z% twe ] =) —- (| L wj | +wi
i=0 P\ \j=0

ist. Wenn a,, 1 # 0 ist, dann sei = n — 1. Wenn a,,_1 = 0 ist, dann sei

l:min{ie{O,l,...,n—l}|ai+1:ai+2:...:an_1:0}.
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Es ist

1-1 a; i—1 0 a 1-1 0 a;
(;}pmi ;)xj wj | +wi +F j:oxj wj +ﬁwl'

Da (wp, w1, ..., w,_1) eine Basis von K iiber Q ist, folgt, dass | = k und pﬂ‘k = ﬁ ist. Es

ist ap = % ¢ Z(p). Dies ist ein Widerspruch. O

Der folgende Satz ist mit dem Satz 1.3.4 in der Doktorarbeit von Alaca [1] vergleichbar,
wenn (wo, w1, ..., wy—1) = (1,6,...,6"1) fiir ein primitives Element 6 € O ist. Die noti-
gen Voraussetzungen konnen gekiirzt werden, wenn (wo, w1, . .., Wy—1) = (1, 0,..., 9”*1)
ist, da der Satz 3.0.14 und der Satz 3.0.15 angewendet werden konnen. Der Beweis des
folgenden Satzes folgt zum Teil dem Beweis des Satzes 1.3.4 in [1], wobei der Beweis fiir
die Basis (wp, w1, ..., w,—1) von K tiber Q verallgemeinert wird. Der Beweis wird etwas
kiirzer, da der Satz 4.0.4 zur Verfligung steht.

Satz 4.0.5. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € IN \ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
wo, W1, ..., wy—1 € Ok. Sei (wop,wn, ..., wy,—1) eine Basis von K iiber Q und p eine Primzahl.

Seiy](i) €Zfiralleie€ {1,2,...,n—1} undallej € {0,1,...,i — 1}. Seien dy,dy,...,d,—1 €

i-1
N\ {0}. Sei Bo = F-awp. Sei i = + ((Zy](.l)w]) —|—wi) fiirallei € {1,2,+- ,n—1}. Sei
j=0

Bi ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad i beziiglich (wo, wy, . .., wy—1) fiir

allei € {0,1,...,n—1}. Seid;_1 | d; fiirallei € {1,2,...,n —1}. Seien ko, k1, ..., k,—1 € N.

Sei x](l) € Zfirallei € {1,2,...,n—1} und alle j € {0,1,...,i —1}. Sei ay = p%owo. Sei
i-1

;= # <<Z(:) x](l)w]) + wi> fiirallei € {1,2,--- ,n — 1}. Sei a; ein minimal-ganzes Element
]:

von K iiber Z,,y vom Grad i beziiglich (wo, w1, ..., wy_1) fiirallei € {0,1,...,n—1}. Dann
sind alle drei folgenden Punkte erfiillt:

1. 0§k0§k1§...§kn_1
2. Esist (g, a1, -+ ,04—1) eine p-ganze Basis von K.

n—1
3. Vp (d(K)) = vp (d(wo, w1, ..., wy—1)) —2 (Zki>
i=0
Beweis. Aus dem Satz 3.0.10 folgt, dass (Bo, B1,--.,Bn—1) eine Ganzheitsbasis von K ist.
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4 minimal-ganz iber Z,)

Aus dem Satz 1.2.20 folgt, dass

n—1 1
d(,BO/ ,Blf R /,Bn—l) = <1—‘(|):dz> d(wOI Wi, ... /wn—l)
1= 1
ist. Es ist
n—1 1
d (K) — d(,BOI ,Bll . ./,B}’l—l) - (q%) d(wO,C(Jl, . .,wn_l)-
n—1
Es ist d(wo,wi,...,wp-1) = (Hd%) d(K). Aus dem Satz 2.0.13 folgt, dass

(Bo,B1,---,Pn—1) eine p-ganze Basis von K ist. Sei m; = v,(d;) fur allei € {0,1,...,n —1}.

n—1
Sei b;j = (Z’ﬁzi fir alle 7,7 € {0,1,...,n —1}. Sei B = (biff)ogz‘,jgn—l' Sei y; = Z(:) bjjp; fiir

n—1 X
allei € {0,1,...,n —1}. Esist det(B) = H 5;1 # 0. Es ist

i=0
vp (det(B (11 ) = ):Z(:jvp <pdni,.> =0.

Aus dem Satz 2.0.15 folgt, dass (Yo, 71, ..., Yn—1) eine p-ganze Basis von K ist. Da d;_; | d;
fir alle i € {1,2,...,n — 1} ist, folgt, dass m;_1 = v,(di—1) < vp(d;) = m; fiir alle i €

{1,2,...,n—1} ist. Es ist

fiurallei € {0,1,...,n—1}. Esistm; <k; furallei € {0,1, ...,n—1}. Aus dem Satz 2.0.14
folgt, dass vy (d(v0, 71, -, Yn-1)) < vp (d(ao, &1, ..., x,_1)) ist. Aus dem Satz 1.2.20 folgt,
dass

Z bl]ﬁ] - bzzﬁz - p

n—1
1
d(’YOr,)/ll---f,)/n—l) = ( 2mi> d(w()fwl/---/wn—l)
i=o P
und
n—1 1
d(‘x()/ o1... 1“%—1) = ( 2k'> d(wOI w1, Wy 1)
i=0 P™
ist. Es ist

(Zm) ‘H/p (d(wo, wr, ..., wy—1)) =

Vp (A(v0, Y1, Yn=1)) S vp (Ao, a1, .., 00-1)) =

(Zk) +Vp wo,wl,...,wn,l)).
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n—1 n—1

Es ist Zmi > Zki' Da m; < k; fur alle i € {0,1,...,n — 1} ist, folgt, dass m; = k; fir
i=0 i=0

allei € {0,1,...,n—1} ist. Esistk;_y = m;_1 < m; =k; furallei € {1,2,...,n —1}. Der

Punkt 1 ist gezeigt. Es ist d(ag, a1 ...,0,-1) = d(70,71,---,Yn—1). Aus dem Satz 2.0.17
folgt, dass (wo, a1 ...,a,_1) eine p-ganze Basis von K ist. Der Punkt 2 ist gezeigt. Es ist

vp (d(K)) = vp (d(xo, &1, ..., 84-1)) = Vp ((ﬁpik,) d(wo,wl,...,wn_1)> =

i=0
n—1
vp (d(wo, w1, ..., wp-1)) —2 Zki .
i=0

Der Punkt 3 ist gezeigt. O

Die Beweisidee des folgenden Satzes stammt aus dem Beweis des Satzes 1.3.5 in der
Doktorarbeit von Alaca [1].

Satz 4.0.6. Sei K ein algebraischer Zahlkirper, n € IN \ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
wp, W1, ..., wy—1 € Ok. Sei (wy, w1, ..., w,_1) eine Basis von K iiber Q und p eine Primzahl. Sei
x}’),X](Z) € Zfirallei € {1,2,...,n—1} undallej € {0,1,...,i —1}. Sei ko, k1,...,kyp_1 €
IN. Se:

fiir alle i € {0,1,...,n—1}. Sei (wo,a1,...,a,-1) eine p-ganze Basis wvon K. Sei
X](Z) = x}l) (mod pY) fiir alle i € {1,2,...,n—1} und alle j € {0,1,...,i—1}.
Dann ist (7o, Y1,---,Yn—1) eine p-ganze Basis von K.

Beweis. Sei t](i) € Z und X]@ = x](i) + pk"t](i) fur allei € {1,2,...,n—1} und alle j €
{0,1,...,i —1}. Esist

il

Z%tj a@-EE()K g;()nK

]:

furallei € {1,2,...,n—1}. Esist
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4 minimal-ganz iber Z,)

furallei € {1,2,...,n —1}. Da (ag,a1,...,a,_1) eine p-ganze Basis von K ist, folgt, dass
esein A e M (n, n,Z(p)) gibt, sodass (’yo,’yl,...,’yn,l)T = A (ao, ocl,...,(xn,l)T ist. Sei
a;j € Z fur alle i,j € {0,1,...,n—1} und A = (ai,j)0<l.].<n_l.
eine Basis von K tiber Q ist, folgt, dass a;; = 0 fiir alle i € {0,1,...,n—2} und fir alle
je{i+1,i+2,...,n—1}istunda;; = 1firallei € {0,1,...,n — 1} ist. Esistdet (A) =1
und v (det (A)) = 0. Aus dem Satz 2.0.15 folgt, dass (7o, 71,...,7n—1) eine p-ganze Basis
von K ist. 0

Da (wo, w1 ..., wy—1)

Satz 4.0.7. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € IN \ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
wo, W1, ..., wy—1 € Ok. Sei (wop,wn, ..., wy,—1) eine Basis von K iiber Q und p eine Primzahl.

Sei x]@ € Zfirallei € {1,2,...,n—1} undallej € {0,1,...,i —1}. Sei ko, k1, ..., ky,—1 € N.

Sei
1 i—1 ;
W= e ((Zx]()wj) +wi>
j=0

fiir alle i € {0,1,...,n—1}. Sei (wp,&1...,&,_1) eine p-ganze Basis von K und
(wo,wq ..., wy_1) eine p-ganze Basis von K, dann ist k; = 0 fiirallei € {0,1,...,n —1}.

Beweis. Sei A € M(n,n,Z(p)) und (ao,le...,zxn_l)T = A(wo,wl,...,wn_l)T. Es ist

n—1

det(A) =[] plkl. Aus dem Satz 2.0.15 folgt, dass v, (det (A)) = 0 ist. Es ist k; = 0
i=0 P

furallei € {0,1,...,n—1}. O

Satz 4.0.8. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € IN \ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
wp, W1, ..., wy—1 € Ok. Sei (wp,ws,...,wy—1) eine Basis von K iiber Q. Sei x](Z’p) € Z fiir
allei € {1,2,...,n—1},allej € {0,1,...,i — 1} und alle Primzahlen p. Sei k;, € N und

L ([
Rip = % Xjwp ) i
P\ \ji=0

fiirallei € {0,1,...,n — 1} und alle Primzahlen p. Sei (&o,p, &1, - .., &n—1,p) eine p-ganze Basis
von K fiir alle Primzahlen p. Seil € {0,1,...,n — 1}, dann ist

| {p | p Primzahl, k;, # 0} | < oo

und ] p" < oo

p Primzahl

Beweis. Sei (Bo,Bi1,--.,Bn—1) eine Ganzheitsbasis von K, A € M (n,n,Z) und
(wo,w1,...,wp-1)" = A(Bo,B1,.--,Bn1)". Es ist det(A) € Z. Es ist det(A) # 0.
Aus dem Satz 2.0.15 folgt, dass (wo, w,...,wy_1) eine g-ganze Basis von K ist, fiir alle
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Primzahlen g, fiir die gilt, dass g { det (A) ist. Aus dem Satz 4.0.7 folgt, dass k; ; = 0 ist fiir
alle Primzahlen g, fiir die gilt, dass g { det (A) ist. Es ist

[T #v= IT pr € N\ {0}

p Primzahl p Primzahl, p|det(A)

O]

Der folgende Satz ist mit dem Satz 1.3.6 in der Doktorarbeit von Alaca [1] vergleichbar,
wenn (wg, w1, ..., wy—1) = (1,6,...,0"1) fiir ein primitives Element 6 € Ok ist. Die
Vorarbeit fiir den Beweis, in Form der Sétze 4.0.6, 4.0.7 und 4.0.8, ist etwas anders aufgebaut
als der Beweis des Satzes 1.3.6 in [1]. Die Beweisidee stammt jedoch aus den Beweisen der
Satze 1.3.5 und 1.3.6 in [1].

Satz 4.0.9. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n € IN \ {0,1} und [K : Q] = n. Seien
wo, w1, ..., wy—1 € Ok. Sei (wy, w1, ..., wy_1) eine Basis von K iiber Q. Sei X](l) € Z fiir alle
ie{l,2,...,n—1}undallej e {0,1,...,i—1}. Sei x}i’p) € Zfirallei € {1,2,...,n—1},
alle j € {0,1,...,i — 1} und alle Primzahlen p. Sei kip € N und

1 (& ip
ai,p:% ];)xj’ wj | + w;

fiirallei € {0,1,...,n — 1} und alle Primzahlen p. Sei (xop, &1,p, . - ., 0n—1,) eine p-ganze Basis
von K fiir alle Primzahlen p. Sei X]@ = x](l’p) (mod pkf/v> fiirallei € {1,2,...,n—1}, alle
j€{0,1,...,i— 1} und alle Primzahlen p. Seis; = [ ] pkiv und

p Primzahl

L[y x0
vi = 5 Z;)XJ' wj | + w;
j=

fiirallei € {0,1,...,n—1}. Dann ist (7o, Y1, ..., Yn—1) eine Ganzheitsbasis von K.

P n—1,p

Beweis. Aus dem Satz 4.0.6 folgt, dass (f&]’yo, ,f—llp'yl, e, ,Yn_1> eine p-ganze Basis
p P

k.
dijp P
Si

von K fiir alle Primzahl p ist. Sei AP = < ) fiir alle Primzahlen p. Es ist
0<i,j<n—1

T
50 51 Sn—1 T
Ap | =90, =71, .., g = (o)’
p ( o 107 ey Voo o 1) (Y0, 715+, Yn—1)

A, €M (n, n,Z(p)) und v, (det (Ap)) = 0 fir alle Primzahlen p. Aus dem Satz 2.0.15

folgt, dass (Yo, 71, .., n—1) eine p-ganze Basis von K fiir alle Primzahlen p ist. Aus dem
Satz 2.0.13 folgt, dass (Yo, 71,-..,Yn—1) eine Ganzheitsbasis von K ist. O
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4 minimal-ganz iber Z,)

Satz 4.0.10. Sei k, € IN und x, € Z fiir alle Primzahlen p. Sei | {p | p Primzahl,k, # 0} | < oo,
dann gibt es ein X € Z, sodass X = x, (mod p*) fiir alle Primzahlen p ist.

Beweis. Der Satz 4.0.10 folgt aus dem Satz 1.2.9. O
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5 kubische Zahlkorper

5.1 Einleitung

Dieses Kapitel folgt zum Teil dem Kapitel 2 in der Doktorarbeit von Alaca [1]. Der Aufbau
des Kapitels 2 in [1] wird zum Teil {ibernommen. Die Idee, die kubischen Zahlkorper auf
eine Form wie in dem Satz 5.1.6 zu reduzieren, stammt aus [1].

Definition 5.1.1 (kubischer Zahlkorper). Sei K ein algebraischer Zahlkorper, dann heifst K
genau dann kubisch, wenn [K : Q] = 3 ist.

Die Notation in der folgenden Definition lehnt sich an die Notation (2.1.7) in dem Satz 2.1.1
in [1] und an die Notation in dem Satz 2.1.2 in [1] an.

Definition 5.1.2. Es ist
X3 (To, Th, So, 51, S2) , Y3 (To, T1, So, S1, S2) , Z3 (To, T1, So, S1, S2) € Z [Ty, T1, So, S1, S2] -
Es ist
U (To, T1,51,52),V (To, Th, $1,52) € Z[To, Th, S1,S2] -
Es ist

X3 (To, T1, So, S1,52) =2ToS2 + 3So,
Y3 (To, T, So, S1,S2) =T3S3 + 4TySoSo — ToS3 4 3T15,S, + 353,
Z3 (To, T, So, S1, S2) =T§S0S5 + ToT15155 + 2ToS5S2 — ToSoST + TiS3 + 3T15051S2
~T1S3+S3,
U (T, T1,51,52) = — 2T3S, +9T1 Sy und
V (To, Th, S1,52) =2ToS; — 3T4S,.
Satz 5.1.3. Seien r,s,x,y,z € Z. Dann sind alle fiinf folgenden Punkte erfiillt:

. X3(r,8,x,y,z) = 2rz+ 3x

- Y3 (r,8,%,y,2) = r’z% + 4rxz — ry? + 3syz + 3x2

. Z3(r,8,x,y,2) = r?xz* + rsyz2 + 2rx’z — rx]/2 + 522% + 3sxyz — sy3 + 8
4. U(r,s,y,z) = —2r’z +9sy

5. V(r,s,y,z) =2ry — 3sz

wWON R

Satz 5.1.4. Sei 0 € C und 6 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei irrgq (T) = T° +rT% +
sT+t, K=Q(0), uy=r+30,x =3r*—9s und y = 2r> — 9rs + 27, dann ist K = Q (u) und
irr, o (T) =T> —xT+y.
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5 kubische Zahlkorper

Beweis. Sei P(T) = T® — xT +y. Es ist

P(u) = (r+30)° —x(r+360) +y = (r+36)° — (3r* = 95) (r +360) +2r° — 9rs +- 27t =
3+ 9120 + 2710 + 276 — 37> — 9r%0 + 9rs + 2750 + 21> — 9rs + 27t =
27 (6° +16* + 50 + t) = 27irrgq (9) = 0.

Esist K =Q (p). Esist P(T) = irr, o (T). O

Die Idee fiir den folgenden Satz stammt aus der Doktorarbeit von Alaca [1].

Satz 5.1.5. Sei 0 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei irrgq (T) = T° —rT +35,
K = Q(0), p eine Primzahl, v, (r) > 2, v, (s) >3, u = %, x=Lundy= %, dann ist p € Ok,

pZ
K=Q () undirr, o (T) =T°> —xT +y.

Beweis. Sei P(T) = T°® —xT +y. Esist P (u) = % (6°—r6+s) =0.Esist K=Q (u). Es

ist P(T) = irr,q (T). O

Das Resultat des folgenden Satzes wird zu Beginn des Abschnittes 2.1 in der Doktorarbeit
von Alaca [1] angefiihrt.

Satz 5.1.6. Sei K ein kubischer Zahlkorper, dann gibt es ein 8 € Ok und r,s € Z, sodass
K=Q(0),irrgx = T° —+T + s und (v, (r) < 1 oder v, (s) < 2) ist.

Beweis. Sei M die Menge aller (y, x,y), fur die gilt, dass p € Ok, x,y € Z, K= Q () und
irr, o (T) = T — xT +y ist. Es gibt ein A € O, sodass K = Q (A) ist. Aus dem Satz 5.1.4
folgt, dass M # @ ist. Sei m .,y = min {v, (x) — 1,v, (y) — 2} fiir alle (1, x,y) € M. Es

ist m, ., € Z fiir alle (4, x,y) € M. Sei

7 = min {m(%x,y) | (1, x,y) € M}.

Seif € Ok, 1,5 € Z, (6,r,5) € Mund m, ) = n.
Angenommen es ist n > 1.
Esist v, (r) =1 > 1und v, (s) —2 > 1. Es folgt, dass v, (r) > 2 und v (s) > 3 ist.

1
- %) € M ist. Es ist

Aus dem Satz 5.1.5 folgt, dass (%, o

Dies ist ein Widerspruch.

Es ist n < 0. Es folgt, dass vy, (r) —1 < 0 oder vy (s) —2 < 0 ist. Es ist v, (r) < 1 oder
vp(s) <2 O

'Siehe Gleichung (2.1.2).
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5.1 Einleitung

Satz 5.1.7. Sei p eine Primzahl. Seien r,s,u,v,w € Z. Sei r # 0 (mod p?) oder s #
0 (mod p3). Wenn x # 0 (mod p) ist, dann sei (u # 0 (mod p) und v # 0 (mod p)).
Wenn w # 0 (mod p) ist, dann sei s =0 (mod p). Sei ru =0 (mod p?) und sv + s*w =
0 (mod p?), dann ist x =0 (mod p).

Beweis. Angenommen es ist x # 0 (mod p). Es folgt, dass u # 0 (mod p) und v #
0 (mod p) ist. Es folgt, dass r = 0 (mod p?) ist. Es folgt, dass s # 0 (mod p?) ist. Es

ist 0 = sv+s*w =s(v+sw) (mod p?). Es folgt, dass v+ sw =0 (mod p3_VP(S)) ist. Es

ist sw # 0 (mod p). Es folgt, dass w # 0 (mod p) und s # 0 (mod p) ist. Dies ist ein
Widerspruch. ]

Der folgende Satz stammt im Wesentlichen aus der Doktorarbeit von Alaca [1]*. Der
Beweis folgt im Wesentlichen dem Beweis des Satzes 2.1.1 in [1].

Satz 5.1.8. Sei 0 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei irrgq (T) = T® —rT +5,
K = Q(0), p eine Primzahl und m € N \ {0}. Seien x,y,z € Z. Sei a = Hyﬁjwz, dann sind
die beiden folgenden Punkte dquivalent:

1. &« € Opk
2. X3(r,8,%,y,z) =0 (mod p™), Y3 (r,s,x,y,z) =0 (mod p*") und Z3 (r,s,x,y,z) =
0 (mod p*")

Beweis. Seien oy, 01, 0, die Einbettungen von K in C und oy = idg c. Sei 6; = o7 (0) und
0 = 0 (0). Aus dem Satz 1.2.15 folgt, dass

iI‘I‘@IQ (T) = ﬂd@/K (T) = (T — 9) (T — 91) (T — 92)

ist. Es ist
99192 = —S§
00, + 600, 4 610, = —r
0+6,+6,=0
Es ist

02+ 62 + 63 = (0 + 01+ 6,)* —2(661 + 06, + 6,6,) =2r,
0267 + 6205 + 0263 = (061 + 00, + 010,)* — 206,10, (6 + 61 + 0,) =r>
und
007 + 020 + 003 + 626, + 0,65 + 036, =
001 (61 + 60) + 00, (02 + 0) + 016, (6, + 0;) = —3600,0, =3s.

2Siehe Satz 2.1.1 in [1].
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5 kubische Zahlkorper

. 01 +262 0r+262 .
Sei a1 = Hyp# und a; = %. Es ist 09 (¢) = a1, 02 (&) = ap und fldyx =

(T —a) (T —a1) (T —az).Seia,b,c € Qund fld, x = T°> +aT?+ bT + c. Bs ist

a=—(a+wa +ap)
b =an + anr + ajan

C= —onin

Es ist
a=—(a+a;+a)=—[3x+y(0+61+6)+z(0°+06]+63)] /p" =
— (Bx+2rz) /p" = —% (1’;;1; x,y,z).

Es ist
b= any +aay + a0 =

pzlm [3x% +2xz (67 + 6 + 63) + y* (001 + 06, + 616,) +
yz (067 + 6761 + 005 + 60, + 6105 + 6762) + z° (6°67 + 6765 + 6765) | =
pim (3x% + drxz — ry* + 3syz + 1°2%) = Yg,(r,;;n)i,y,z)
und
C= —Qni0y =

— [¥® + 2%z (62 + 6F + 63) + xy” (061 + 00, + 0,16,)
+xyz (007 + 0701 + 003 + 020, + 0105 + 070,) + xz* (0767 + 6203 + 0763) + y°06,0,
+1°z (00103 + 0070, + 62010,) + yz* (00765 + 620105 + 6°0760,) + 2°0°0703] /p*™ =
—2Z5(s,8,%,Yy,2)
p3m :
Es ist a € Z(,) genau dann, wenn X; (r,s,x,y,z) = 0 (mod p™) ist. Es ist b € Z

genau dann, wenn Y3 (7,5, x,y,z) =0 (mod pzm) ist. Es ist ¢ € Z,) genau dann, wenn
Z3(r,s,x,,z) =0 (mod p*") ist. Aus dem Satz 2.0.9 folgt der Satz 5.1.8. ]

— (2% + 2rxz — rxy? + 3sxyz + rPxz? — sy + rsyz” + s22°) /pP" =

Der folgende Satz stammt im Wesentlichen aus der Doktorarbeit von Alaca [1]3. Der
Beweis folgt im Wesentlichen dem Beweis des Satzes 2.1.2 in [1].

Satz 5.1.9. Seir € Z \ {0}. Seien s,x,y,z € Z. Sei A = 4r® — 275, dann ist

1
Y;3(r,s,%,y,z) = D2 (472X3 (r,s,x, y,z)2 —U(r,s, y,z)2 - 3y2A)

3Siehe Satz 2.1.2 in [1].
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und

Z5(r,s,x,Y,2) =
1
4.27¢3

<4r3X3 (r,s,%,v,2)° —3rXs (r,5,%,y,2) U (r,5,y,2)* — 9r?AX3 (r,5,%,,2)

—3U (1,5, y,z)3 +2rz%AU (1,5, Y,z) — 9y2All (r,s,y,2) +27sV (r, s,y,z)3
+18sz2AV (1,5,y,2) — z3A2)

Beweis. Es ist

1217 (41’2X3 (r,s,x, y,z)2 —U(r,s, y,z)2 — 3y2A) =
# <4r2 (2rz +3x)* — (=212 + 9sy)2 —3y* (4r° — 2752)> —

2% + drxz — ryz + 3syz + 3x% = Ys(r,s,x,Y,2).

Es ist
1 ;m (4 (2rz 4 3x) = 3r (2r2 + 3x) (=272 + 9sy)” — 9ry? (4° — 27%) (212 + 3x)

-3 (-2r'z+ 9sy)3 +2rz? (4r° — 275%) (—2r*z 4+ 9sy) — 9y* (4r° — 27s%) (—2r°z + 9sy)
+27s (2ry — 3sz)° + 18527 (4> — 275%) (2ry — 3sz) — 2° (4r° — 2752)2> =

r2xz? + rsyz® + 2rx’z — rxy® + 22° + 3sxyz — sy’ + x° = Z3 (r,5,%,y,2) .

O

Der folgende Satz stammt im Wesentlichen aus der Doktorarbeit von Alaca [1]*.

Satz 5.1.10. Sei 6 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei irrgq (T) = T —rT +s5,
K = Q(0), A = 4r® — 275 und p eine Primzahl. Seien i,j € IN. Seien u,x,y € Z. Sei ”p—t"

ein minimal-ganzes Element von K iiber Z ) vom Grad 1 beziiglich (1, 0, 92) und Hypﬂ ein

minimal-ganzes Element von K iiber Z ) vom Grad 2 beziiglich (1,9, 92), dann sind die drei
folgenden Punkte erfiillt:

1. 1 <j

2
2. (1, ”Jﬁe, X+y9j+9 ) ist eine p-ganze Basis von K,

3 vp (d(K)) = vp (B) =2(i +])

Beweis. Sei ay fiir alle k € {0,1,2} ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad
k beziiglich (1,6, 92). Aus dem Satz 3.0.13 folgt, dass ap = 1 ist. Aus dem Satz 3.0.15 folgt,

. 2 .
dass es 110, 120,721 € Z und dy,dy € IN'\ {0} gibt, sodass a1 = % und ay = W ist.

Aus dem Satz 3.0.14 folgt, dass d; | dy ist. Es ist 1 ein minimal-ganzes Element von K {tiber

4Siehe Satz 2.1.2 in [1].
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vom Grad 0 beziiglich (1,6,6%). Aus dem Punkt 1 des Satzes 4.0.5 folgt, dass i < j

Z
()
ist. Aus dem Punkt 2 des Satzes 4.0.5 folgt, dass (1, utd rHyo+6?
P P

K ist. Aus dem Punkt 3 des Satzes 4.0.5 folgt, dass v, (d (K)) = v, (d (1,6,6%)) —2 (i + )
ist. Aus dem Satz 1.2.27 folgt, dass d (1,6,6%) = 4r° — 27s*> = A ist. Es ist v, (d (K)) =
vy (A) —2 (i + ). O

) eine p-ganze Basis von

Satz 5.1.11. Sei 0 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei irrgq (T) = T —rT +s5,
K = Q(0), A = 4r3 — 275> und p eine Primzahl. Seien i,j € IN. Seien u,x,y € Z. Sei

+y0+6° R T 0.
”;9 € Ok und = ypj € Op, dann isti+j < %

Beweis. Seik,l € N, v,29,21 € Z, X2 ein minimal-ganzes Element von K {iber Z ) vom

Grad 1 beziiglich (1,9, 62) und ZO“;& ein minimal-ganzes Element von K tiber Z )

vom Grad 2 beztiglich (1, 0, 92). Esisti <kundj <[ Esistd(K) € Zund v, (d(K)) > 0.
Aus dem Punkt 3 des Satzes 5.1.10 folgt, dass v, (d (K)) = v, (A) —2(k+1) ist. Es ist

i+j<k+l= VP(A)*;p(d(K)) < VV(ZA)' O

Satz 5.1.12. Sei 6 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei irrgq (T) = T®> —rT +s5,
K = Q(0), A = 4r> — 275> und p eine Primzahl. Seien i,j € IN. Seien u,x,y € Z. Sei

2 . A . 2\ .
8 e Ok, x+y;+9 € Opxundi+j= V(Z )J, dann ist (1, “;;9, w) ist eine p-ganze

pi J p/
Basis von K.

Beweis. Seik,l € N, v,z9,21 € Z, # ein minimal-ganzes Element von K {iber Z ) vom

Grad 1 beziiglich (1,9, 92) und ‘20”5# ein minimal-ganzes Element von K tiber Z )
vom Grad 2 beziiglich (1,6,62). Esist i < k und j < I. Aus dem Satz 5.1.11 folgt, dass
k+1< 2 ist. Bsistk+1 < | %42 | =i+ Es folgt, dass i +j=k+1,i=kund j=1

ist. Es ist 4% ein minimal-ganzes Element von K iiber Z,) vom Grad 1 beziiglich (1,6, 6?)

und Hypigj%z ein minimal-ganzes Element von K tiber Z,) vom Grad 2 beziiglich (1,6,6).

2
Aus dem Satz 5.1.10 folgt, dass (1, ”;29, %

) eine p-ganze Basis von K ist. [

5.2 2-ganze Basen

Satz 5.2.1. Sei 0 € C und 6 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei v, (r) < 1 oder v, (s) < 2.
Seiirrgq (T) = T® —rT +s, K = Q(0) und x € Z, dann ist 1 ¢ Oyk.

Beweis. Angenommen es ist xT+9 € Oy k. Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass X3 (r,s,x,1,0) =
0 (mod 2),Y3(7,s,x,1,0) =0 (mod 4) und Z3(r,s,x,1,0) =0 (mod 8) ist. Es ist

0= X3(r,s,x1,0) =3x (mod 2)
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und x =0 (mod 2). Es ist
0=Y3(r,5x1,0) = —r+3x*> = —r (mod 4)
und ¥ =0 (mod 4) ist. Es ist vp (s) < 2. Es ist
0=Z73(r,5x1,0) = —rx —s +x> = —s (mod 8).
Es ist 15 (s) > 3. Dies ist ein Widerspruch. O

Satz 5.2.2. Sei 0 € C und 6 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei irrgq (T) = T —rT +s

und K = Q (0). Seien x,y € Z. Sei Hyfﬂez € Oy, dann ist einer der beiden folgenden Punkte
erfiillt:

1. ¥ #3 (mod 4) und s =0 (mod 4)
2. r=3 (mod 4),s =2 (mod 4) undy =1 (mod 2).

Beweis. Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass X3(r,s,x,y,1) = 0 (mod 2), Y3(r,s,x,y,1) =
0 (mod 4) und Z3 (r,s,x,1,1) =0 (mod 8) ist. Sei A = 4r® — 27s2. Aus dem Satz 5.1.11
folgt, dass 1, (A) > 2ist. Esist 0 = A =s (mod 2). Es folgt, dass

0=X3(r,s,x,y,1) =2r+3x =x (mod 2)
ist.

Fall s =0 (mod 4):
Esist 3 —y? #0 (mod 4). Es ist

0=Y3(r,5,%,y,1) =r+4rx —ry* +3sy +3x* =r* —ry> = r (r —y*) (mod 4).
Es folgt, dass r # 3 (mod 4) ist.
Fall s =2 (mod 4):
Es ist
0=Y3(r,s,x,y,1) = r* +4drx — ry* + 3sy + 3x*> = r* — ry”> + 2y (mod 4)
und 72 = ry?> — 2y (mod 4). Es ist
0=23(r,s,x,y,1) =
r2x +rsy 4+ 2rx? — rxy? + % + 3sxy —sy° +x° =
rPx +rsy —rxy? +4+2xy — sy’ = (ry? —2y) x +rsy —rxy? + 4+ 2xy — sy’ =
rsy +4 —sy® (mod 8).
Es ist
rsy+4—sy> =0 (mod 8). (5.1)
Es ist
0=r(rsy+4—sy’) =r’sy+4r —rsy’ = (ry> — 2y) sy +4r —rsy° = —2sy> + 4r =
dy+4r=4(y+r) (mod 8).
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Esistr =y (mod 2). Aus (5.1) folgt, dass ¥ =y =1 (mod 2) ist. Es ist
O=rsy+4—syPP=rsy+4—sy=sy(r—1)+4=2(r—1)+4=2r+2 (mod 8).

Esistr =3 (mod 4).
O

Satz 5.2.3. Sei 0 € C und 6 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei v, (r) < 1 oder v, (s) < 2.
Seiirrgq (T) =T> —1T+5s, K=Q (), r=0 (mod 2) und s =0 (mod 4). Seien x,y € Z.

2
Dann ist W & Oy k.

Beweis. Angenommen es ist HyTng € Oy k. Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass X3 (1,5, x,y,1) =

0 (mod 4), Y3(,s,x,y,1) =0 (mod 16) und Z3(r,s,x,y,1) =0 (mod 64) ist. Es ist
0= X3(r,s,x,y,1) =2r +3x = 3x (mod 4)
und x =0 (mod 4). Es ist
0=Y3(r,8,xy,1) =1 +4rx —ry> + 3sy +3x* = —ry?> = ry (mod 4).
Es ist
0=Z3(r,8,xy,1) = r’x+rsy+2rx* —rxy* + s> +3sxy —sy° +x° = —sy® = sy (mod 8).
Es ist
ry =0 (mod 4)
sy =0 (mod 8)
Aus dem Satz 5.1.7 folgt, dass y = 0 (mod 2) ist. Es ist

0=Ys3(r,s,xy,1) =r*+4rx — ry> + 3sy + 3x> = r* (mod 8),
r=0 (mod 4) und s # 0 (mod 8). Es ist
0=Z5(r,8,%y,1) = r’x +rsy + 2rx* — rxy? + s> + 3sxy — sy° + x> = s* (mod 32)
und s =0 (mod 8). Dies ist ein Widerspruch. O

Satz 5.2.4. Seienr,s € Z. Seir =3 (mod 4),s =2 (mod 4) und A = 4r® — 27s%, dann ist
1%) (A) > 4,

Beweis. Es ist
AN=4r" 275> =4 —27(s —2)> —4-275+4-27=4-27 —8-27+4-27 =0 (mod 16).
O

Satz 5.2.5. Sei P (T) € Z [T] und P (T) = T® — 3T + 2, dann ist P (T) reduzibel iiber Q.
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Beweis. P(T) =T —-3T+2=(T>+T-2)(T—-1) O

Satz 5.2.6. Sei 0 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sez vo (r
Seiirrgq (T) = T> — 1T +s, K = Q()A—4r — 2752, 3 (mo

und m = L”(Z—A)J Seien x,y € Z. Sei x+y2?n+9 € Oy, dann ist vy (A

2V2A(A) =1 (mod 4).

< 1oder1/2( ) <2
4), (mod 4)

=0 (mod 2) und

)
d
)

Beweis. Aus dem Satz 5.2.4 folgt, dass v, (A) > 4 ist. Aus dem Satz 5.2.2 folgt, dass
y = 1 (mod 2) ist. Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass X3(r,s,x,¥,1) = 0 (mod 2™),
Y5 (r,s,x,4,1) =0 (mod 22") und Z3 (r,s,x,y,1) =0 (mod 2°") ist. Aus dem Satz 5.1.9
folgt, dass

1
-Y;3(r,s,x,y,1) = 72 (—4r2X3 (r,s,x,y, 1)2 + Uz (1,5,Y, 1)2 + 3]/2A>

ist. Es ist

= —1217Y; (r,s,x,y,1) = —4r* X5 (r,s,x,Y, 1)2 + Uz (1,s,y, 1)2 + SyzA =
U (r,s,y,1)> +3y*A (mod 22"+2).

Es ist m +1 = L%J +1 > %. Es folgt, dass 2m +2 > v (A) und 3y?A #
0 (mod 2%"*2) ist. Es folgt, dass

2(va (U (r,8,y,1))) =1 (U (r,s,y,1)2> =1 (3y2A) =1, (A)

ist. Esist 1, (A) =0 (mod 2) und m = LVZgA)J = VZ(ZA) =1, (U(r,s,y,1)). Esist 1n (A) =

2m und U (r,5,y,1) = 2™ (mod 2"*!). Aus dem Satz 1.2.6 folgt, dass U (r, s,y,l)2 =
22" (mod 2%"*2) ist. Es ist

0=U(r, S/yzl)z + 3y2A =22 4 3y2A — p2m < 2 ” (A)> (mod 22m+2) .
Es ist1+ Byzﬁ‘w =0 (mod 4). Esist 1+ y? #0 (mod 4) und -5 ZVZ ; 3 (mod 4). Es ist
sz— =1 (mod 4). O

Der Beweis des folgenden Satzes folgt einem Teil des Beweises des ,Case A8” und einem
Teil des Beweises des ,Case Ag” des Satzes 2.2.1 in der Doktorarbeit von Alaca [1].

Satz 5.2.7. Sei 0 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei irrgq (T) = T°> —rT +5,
K=Q(),r=3 (mod 4),s =2 (mod 4), A = 41> — 275> und m = {#J — 1. Seien

X,y € Z. Sei 3x = —2r (mod 2") und ry = 35 (mod 2™), dann ist x+y2?n+92 € Oyk.
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Beweis. Es ist
X3 (r,s,x,,1) =2r+3x=2r —2r =0 (mod 2™).

Esist m < VZ(Z—A) — 1. Es folgt, dass 2m +2 < 15 (A) und A =0 (mod 2*"*2) ist. Es ist

3sU (r,5,y,1) = 3s (—=2r* + 9sy) = —61%s +27s*y = —6r°s + (4" — A)y =
—612s + 417 (ry) = —61%s + 4r? -3% =0 (mod 2"*?).

Esist U (r,s,y,1) =0 (mod 2"1). Esist V (r,5,y,1) = 2ry —3s = 0 (mod 2"™*!). Aus
dem Satz 5.1.9 folgt, dass

12r2Y; (r,s,x,y,1) = 4r* X5 (r,s,x,y, 1)2 —Uu(r,s,y, 1)2 - 3y2A

ist. Es ist 12r2Y3(r,s,x,,1) = 0 (mod 2°"*2). Es folgt, dass Y3(r,s,x,y,1) =
0 (mod 2%") ist. Aus dem Satz 5.1.9 folgt, dass

4.27r375 (r,s,x,y,1) =
43 X5 (r,5,%,v,1)° = 3rXs (r,5,%,y,1) U (r,5,v,1)* — 9ry*AX;3 (r,5,x,,1)
—3U (r,5,9,1)° +2rAU (1,5,y,1) — 9y?AU (r,5,y,1) + 275V (1,5,y,1)°
+18sAV (r,5,y,1) — A

ist. Es ist 4 -27r3Z5 (r,5,x,y,1) = 0 (mod 2%m+2) "Es ist Z3 (r,s,x,y,1) = 0 (mod 2°™).

Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass Hy 6+6” € Oy ist. ]

Der Beweis des folgenden Satzes folgt im Wesentlichen dem Beweis des ,Case A10” des
Satzes 2.2.1 in der Doktorarbeit von Alaca [1].

Satz 5.2.8. Sei § € C und 6 algebmisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei irrgq (T) = T° —rT +s5,
K=Q(@),r =3 (mod4),s =2 (mod 4), A = 4r° —275%, v, (A) = 0 (mod 2),
b5 =1 (mod 4) und m = VZ(A) . Seien x,y € Z. Sei 3x = —2r (mod 2™) und ry =

2
35 +2""1 (mod 2™), dann ist x+y231+9 € Oyk.

Beweis. Aus dem Satz 5.2.4 folgt, dass v, (A) > 4 ist. Es folgt, dass y = 1 (mod 2) und
2=1 (mod 4) ist. Es ist

X3 (r,s,x,y,1) =2r+3x=2r—2r =0 (mod 2™).
Esist2m = v, (A) und A =0 (mod 22"). Es ist

3sU (r,5,y,1) = 3s (=217 +9sy) = —61s +275%y = —6r°s + (4" —A)y =
—61%s 4 417 (ry) = —61%s + 4r? (3% - 2”1’1) = 2"t = 2" (mod 2™*2).
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Es ist U (r,s5,y,1) = 2" (mod 2"*'). Aus dem Satz 1.2.6 folgt, dass U (r,s,y,1)* =

22" (mod 2%"*2) ist. Es ist
V(r,s,y,1) =2ry —3s =3s + 2" — 35 = 2" (mod 2’”“) .

Aus dem Satz 1.2.6 folgt, dass V (r,s,x,v, 1)% = 22m (mod 22"*2) ist. Aus dem Satz 5.1.9
folgt, dass 1212Y3 (r,8,x,y,1) = 41’ X3 (1,5, %, v, 1)2 —Uu(r,s,y, 1)2 — 3y2A ist. Es ist

1272Y; (r,s,x,y,1) = 472 X5 (r,s,x,y, 1)2 —U(r,s,y, 1)2 - 3y2A =224 A=

—22m (1 — 2@11) = —2""(1—-1) =0 (mod 2°"*?).

Es folgt, dass Y3 (r,5,x,y,1) =0 (mod 22™) ist. Aus dem Satz 5.1.9 folgt, dass

4-27r%75 (r,3,%,y,1) =

4r3X; (r,s,x,y, 1)3 —3rXs (r,s,x,y,1)U(r,s,y, 1)2 — 9ry2AX3 (r,s,x,y,1)

—3U(r,s,y, 1)3 +2rAU (1,s,y,1) — 9y2AU (r,s,y,1) +27sV (1,s,y, 1)3

+18sAV (r,s,y,1) — A?

ist. Es ist

4.27r375 (r,s,x,y,1) =

4r°X3 (1,5, x, Y, 1)3 —3rX3(r,s,x,y,1)U(r,s,y, 1)2 — 9ry2AX3 (r,s,x,y,1)

—3U (r,5,y,1)> +2rAU (r,5,y,1) — 9y?AU (r,5,y,1) + 275V (r,5,y,1)°
+18sAV (r,5,y,1) — A* =

3X;3 (1,s,%,,1) 22" + AX3 (r,8,%,y,1) + 22U (r,s,y,1) +2 - 22" . 2™
+3AU (1,5,y,1) +2-2%" =

A A
22X (1,5,x,y,1) (3 + 22m> + 22U (r,s,y,1) (1 +322m> 4 23m12 = 0

(mod 23m+2) )

Es folgt, dass Z3(r,s,x,,1) = 0 (mod 2°") ist. Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass

2
x+y2(’9n+9 S OZ,K ist. ]

Die 2-ganzen Basen des folgenden Satzes stimmen mit den 2-ganzen Basen des Satzes 2.2.1
in der Doktorarbeit von Alaca [1] tiberein. Wenn eine der Voraussetzungen der Punkte 1,
2, 3 oder 5 des folgenden Satzes erfiillt ist, dann stimmen die 2-ganzen Basen auch mit
den 2-ganzen Basen des Korollars 2.2.1 in [1] {iberein. Im Falle, dass die Voraussetzung
des Punktes 4 erfiillt ist, stellt Alaca etwas strengere Bedingungen an xp und yp in dem
Korollar 2.2.1 in [1]5.

5Alaca verwendet andere Variablennamen.
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Satz 5.2.9. Sei 6 € C und 6 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei v, (r) < 1 oder v, (s) < 2.
Sei irrgo (T) = T> — T +s, K = Q(0) und A = 4r® — 2752, dann sind alle fiinf folgenden
Punkte erfiillt:

1. Wenn (r #3 (mod 4) und s #0 (mod 4)) oder (r =3 (mod 4) und s # 2 (mod 4))
ist, dann ist (1,0,62) eine 2-ganze Basis von K.

2. Wennr =0 (mod 2) und s =0 (mod 4) ist, dann ist (1,9, %) eine 2-ganze Basis von

K.

3. Wennr =1 (mod 4) und s =0 (mod 4) ist, dann ist <1, 0, #) eine 2-ganze Basis
von K.

4. Wennr =3 (mod 4),s =2 (mod 4), (1, (A) =1 (mod 2) oder ﬁ =3 (mod 4)),

my = LVng)J —1, x0,y0 € Z, 3xg = —2r (mod 2"™) und ryo = 35 (mod 2") ist,
dann ist (1, 0, %W) eine 2-ganze Basis von K.

5. Wenn r = 3 (mod 4), s = 2 (mod 4), 12(A) = 0 (mod 2), ;A5 =1 (mod 4),

1= V2(2A), x1,y1 € Z,3x1 = —2r (mod 2™) und ry; = 35 +2m=1 (mod 2™) ist,
dann ist (1, 0, %ﬁ) eine 2-ganze Basis von K.

Beweis. Es ist 1 ein minimal-ganzes Element von K {iber Z ;) vom Grad 0 beztiglich
(1, 0, 92). Aus dem Satz 5.2.1 folgt, dass 0 ein minimal-ganzes Element von K tiber Z(z)
vom Grad 1 beziiglich (1, 0, 92) ist.

1 Aus dem Satz 5.2.2 folgt, dass 6 ein minimal-ganzes Element von K iiber Z ) vom
Grad 2 beziiglich (1, 0, 92) ist. Aus dem Satz 5.1.10 folgt, dass (1, 0, 92) eine 2-ganze
Basis von K ist.

2 Bs ist X3(r,5,0,0,1) = 2r = 0 (mod 2), Y3(r,50,0,1) = > = 0 (mod 4) und
Z5(r,5,0,0,1) = s> = 0 (mod 8). Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass 972 € Oy ist.
Aus dem Satz 5.2.3 folgt, dass % ein minimal-ganzes Element von K tiber Z ;) vom

Grad 2 beziiglich (1,6, 6?) ist. Aus dem Satz 5.1.10 folgt, dass (1, 9, 92—2> eine 2-ganze
Basis von K ist.

3 Esist X3(7,5,0,1,1) =2r =0 (mod 2), Y3(r,5,0,1,1) = r—r+3s=0 (mod 4) und
Z3(r,5,0,1,1) = rs+s>—s=s—s =0 (mod 8). Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass
92—92 € Oy ist. Es ist v, (A) = v, (4r° — 275%) = 2. Aus dem Satz 5.1.12 folgt, dass
(1, 0, %) eine 2-ganze Basis von K ist.

4 Aus dem Satz 5.2.7 folgt, dass %ﬁfwz € Oy ist. Aus dem Satz 5.2.6 folgt, dass

%ﬁf”z ein minimal-ganzes Element von K tiber Z ;) vom Grad 2 beziiglich

(1,6,6%) ist. Aus dem Satz 5.1.10 folgt, dass <1, 9, %}fwz) eine 2-ganze Basis

von K ist.
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X1 +y19+92
——

(1 0, M) eine 2-ganze Basis von K ist.

5 Aus dem Satz 5.2.8 folgt, dass € Oy ist. Aus dem Satz 5.1.12 folgt, dass

27’1

Satz 5.2.10. Seir,s € Z, dann gilt einer der fiinf folgenden Punkte:

1. (r #3 (mod 4) und s #0 (mod 4)) oder (r =3 (mod 4) und s #2 (mod 4))

2. r=0 (mod 2) und s =0 (mod 4)

3. r=1 (mod 4) und s =0 (mod 4)

4. r =3 (mod 4),s =2 (mod 4) und (v (A) =1 (mod 2) oder ; A) =3 (mod 4))
5. =3 (mod 4),s =2 (mod 4), 12 (A) =0 (mod Z)undm _1 (mod 4)

Beweis. Angenommen die Punkte 1 bis 5 sind alle nicht erfiillt. Da der Punkt 2 nicht
erfiillt ist, folgt, dass ¥ # 0 (mod 2) oder s # 0 (mod 4) ist. Da der Punkt 3 nicht erfiillt
ist, folgt, dass ¥ # 1 (mod 4) oder s # 0 (mod 4) ist. Es folgt, dass r = 3 (mod 4)
oder s # 0 (mod 4) ist. Da der Punkt 1 nicht erfiillt ist, folgt, dass r = 3 (mod 4) oder
s =0 (mod 4) ist. Es ist r = 3 (mod 4). Da der Punkt 1 nicht erfiillt ist, folgt, dass
s =2 (mod 4) ist. Da der Punkt 4 nicht erfiillt ist, folgt, dass 12 (A) =0 (mod 2) und

—45 =1 (mod 4) ist. Der Punkt 5 ist erfiillt. Dies ist ein Widerspruch. O
2V2

5.3 3-ganze Basen

Satz 5.3.1. Sei 0 € C und 6 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei v3 (r) < 1 oder v (s) < 2.
Seiirrgq (T) = T> —1T +s, K = Q(0) und x € Z, dann sind die beiden folgenden Punkte
dquivalent:

1. 9%—9 S Og/[(
2. r=3 (mod 9),s>=r+1 (mod 27) und x =s (mod 3)

Beweis.

(1 = 2) Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass X3 (r,s,x,1,0) = 0 (mod 3), Y3(r,s,x,1,0) =
0 (mod 9) und Z3(r,s,x,1,0) =0 (mod 27) ist. Es ist

0=Y3(r,5x1,0) = —r+3x* = —r (mod 3)
und r =0 (mod 3). Es ist
0=2Z5(r,s,x,1,0) = —rx—s+x3=—-s+x (mod 3)
und x =s (mod 3). Es ist

0=Ys3(r,s,x,1,0) = —r+3x%> = —r +3s* (mod 9)
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und 7 = 3s?> (mod 9). Esists Z 0 (mod 27). Es ist

Z3(r,5,%,1,0) = —rx —s + x> = —rx —s + x (x — 5)* + 2562 — $%x =
—rx —s+x(x—5)" +2s (x —s)* +4s2x —28° — s%x =

—rx — s+ x (x —5)% 425 (x —5)* 4 3s2x — 25° =
—r(x—s)—rs—s+x(x—5)"+25(x —s)> +3s2(x —s) +5° =
—3s2(x —s) —rs—s+5(x —5)° +25(x —5)° +35> (x —5) +5° =
—rs—5+3s(x —s5)° +s°=—rs—s+5> =5 (—r—1+5s%) (mod 27).

(5-2)

Es ist
0=23(r,s,x,1,0)=s(-r—1 +52) (mod 27),

=-r—1+s2=-1+5s> (mod 3),s2 =1 (mod 3) und s # 0 (mod 3). Es ist
=r+1 (mod 27)und 0= —r — 1+ = —3s> —1+s> = —2s> — 1 (mod 9). Es
ists>=4 (mod 9) undr=s>—-1=4—1=3 (mod 9).
(2= 1) Esistx? =s>=1 (mod 3). Bsist X3 (r,s,x,1,0) =3x =0 (mod 3) und

Y; (r,5,%,1,0) = —r +3x>= —3+3 =0 (mod 9).
Wie in (5.2) ergibt sich folgende Rechnung:

Z3(r,5,%,1,0) = —rx —s + x> = —rx —s + x (x — 5)* + 2562 — $%x =
—rx—s+x(x—s)>+2s(x —s)* +4s%x —28° — >x =

—rx —s+x (x — )% + 25 (x — 5)* 4 3s2x — 25° =
—r(x—s)—rs—s+x(x—5)7+25(x—5)>+35% (x —s) +5° =
—3s2(x—s) —rs —s+5(x —5)* + 25 (x —5)° + 352 (x —5) +5° =
—rs—s+3s(x—s)2+535—rs—s+s3:s(—r—1+sz) (mod 27).

Esist Z3 (r,5,x,1,0) =0 (mod 27). Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass *? € O;x ist.
O

Satz 5.3.2. Sei 0 € C und 6 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei vz (r) < 1 oder v3(s) < 2.

Sei irrgq (T) = T°> — T +s und K = Q (0). Sezen x,y € Z. Sei Hyg% € Oz . Dann ist
r=0 (mod 3) und (s =0 (mod 9) oder r +1 = s> (mod 9)).

Beweis. Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass X3 (7,s,x,y,1) = 0 (mod 3), Y3(r,s,x,y,1) =
0 (mod 9) und Z3 (7,s,x,y,1) =0 (mod 27) ist. Es ist

0= X3 (r,s,x,y,1) =2r+3x =2r (mod 3)

und r =0 (mod 3).
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Fall s =0 (mod 3):
Es ist
0=Z3(r,8,%y,1) =r’x+rsy+2rx> —rxy? + s> 4+ 3sxy —sy° + 2% =
x*=x (mod 3).

Es ist
0=Ys(r,s,xy1) = ¥+ drx — ryZ + 3sy + 3x% = —ry2 (mod 9)
und ry =0 (mod 9). Es ist

0=Z3(r,8,%y,1) =r’x+rsy+2rx> —rxy? + s>+ 3sxy —sy° + 2° =
s —sy® (mod 27).

Es folgt, dass

ry =0 (mod 9)
sy’ —s*> =0 (mod 27)
ist. Aus dem Satz 5.1.7 folgt, dass y = 0 (mod 3) ist. Es ist 0 = sy® —s*> =
—s? (mod 27) und s =0 (mod 9).
Fall s #0 (mod 3):
Es folgt, dass s> =1 (mod 3) ist. Es ist
0=Z3(r,8,%y,1) =r’x+rsy+2rx* —rxy? + s> + 3sxy —sy° + 2° =
1—sy+x (mod 3)

und x = sy —1 (mod 3). Aus dem Satz 1.2.8 folgt, dass x> = (sy —1)®> (mod 9) ist.
Fall sy #2 (mod 3) und s #0 (mod 3):
Es ist
0=2Z3(r,8,xy,1) =r’x+rsy +2rx> —rxy? + s>+ 3sxy —sy° + x° =
rsy+2r(sy—1)> —r(sy —1) 2 +s*+3s(sy — 1)y —sy® + (sy — 1)° =
rsy + 2rs*y? — drsy + 2r — rsy® + ry® + 5% + 3s7y* — 3sy — sy° + s> — 3¢y
+3sy —1 =
—3rsy + 2rs’y? +2r —rsy° +ryP + 5% —syP +5°Y°0 — 1 =
—r2 —r—rsy+ryP+s°—syP +55° — 1=
—r(sy+1)+s2+sy°(s*—1)—1=
—r(sy+1)+s2+sy(s?—1)—1=—r(sy+1)+(sy+1) (s*°—1) =
(sy+1) (—r+s*—1) (mod 9).

Esist7+1=s* (mod 9).
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Fall sy =2 (mod 3):
Es folgt, dass x =1 (mod 3), y = —s (mod 3) und y> =1 (mod 3) ist. Es ist

0=Z3(r,s,xy,1) = r’x +rsy + 2rx* — rxy? 4+ s* + 3sxy — sy° + 1% =
r2(x—1) —r(s+y)? +3r(sy +1) +2r(x — 1) —r(x — 1) (y* — 1) +3r(x — 1)
=s(s +y)7 +3s(s* = (s +) +3(* ~1)(y* = 1) +3(s +1)°
43y + 1) (x = 1)+ (x = 1)} 4+3(x —1)2 + 12 +rs* —r —2s* + 45> —2 =
rPrs? —r—2st 447 —2= (P —r—1) (—28% —r+2) =
(s*—r—1)(-r—2(s*=1)) = (> —r—1) (—r+s*—1) =
(52—1’—1)2 (mod 27).
Esist7+1=s? (mod 9).
O

Satz 5.3.3. Sei 0 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei vz (r) < 1 oder v3 (s) < 2.

Sei irrgq (T) = T — T +s und K = Q (0). Seien x,y € Z. Sei x+y9+9 € Oz . Dann ist
r=3 (mod 9) und r +1 =s? (mod 27).

Beweis. Sei A = 4r® —27s%. Aus dem Satz 5.1.11 folgt, dass 2 < % ist und
A =0 (mod 3%) ist. Es ist

0=A (1) = (4 =27 (1) = 4r* (s~ 1) (mod 3').

Esistr (s — 1) =0 (mod 9). Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass X3 (7,s,x,,1) =0 (mod 9),
Y5 (r,s,x,4,1) =0 (mod 3*) und Z3 (r,s,x,y,1) =0 (mod 3°) ist. Es ist

0=Ys(r,sxy1) (s — 1)2 = (r? +4rx — ry? + 3sy + 3x%) (s* — 1)2 =
3x? (s* — 1)2 (mod 9)

und x (s> —1) =0 (mod 3). Es ist

0=Zs(r,s,x,y,1) (52 — 1)2 =
(r*x + rsy + 2rx® — ray? + s> + 3sxy — sy® +2°) (s2 — 1)2 = —sy (s* — 1)2 (mod 9)

und sy (s* — 1)2 =0 (mod 9). Es ist
0=Ys(r,s,x,y1) (s* — 1)4 = (r* +4rx — ry? 4 3sy + 3x?) (s* — 1)4 =

—ry* (s* — 1)4 (mod 27)
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und ry (s* — 1)3 =0 (mod 27). Es ist
0=23(r,s,x,y,1) (52 — 1)3 =
(r*x + rsy + 2rx® — rxy? + s> + 3sxy — sy® +x°) (s? — 1)3 =
$? (5% — 1)3 —sy° (5% — 1)2 (mod 27).

Es ist

r(s? —1) 0 (mod 9) (5.3
sy° (5% — 1)2 2 (s? 1) =0 (mod 27). >

Aus dem Satz 5.1.7 folgt, dass y (s> — 1) =0 (mod 3) ist. Es ist
— (3 (2 2_ 22 2 2
Oz(sy (s°—=1)" =5 (s —1))(5 -1) = (s? —1) (mod 27)
und s (s* — 1)2 =0 (mod 9). Es ist
O = Z3 (rlsl x/y/ 1) (52 - 1)4 —
(rPx +rsy + 2rx® — rxy® + 5% + 3sxy — sy° + x°) (s* — 1)4 =7 (5° — 1)4 (mod 34>
und x (5% — 1)2 =0 (mod 9). Es ist
0 = Z3 (rlslx/y/ 1) (52 - 1)5 —
(Px + rsy +2rx® — rxy? + 8%+ 3sxy — 5P + %) (2= 1)" =52 (2 —1)° (mod 39)
und s (2 —1)° = 0 (mod 27). Bs ist
r(s2—1)250(m0d 9) (5.0
5.4
s(s? — 1)3 =0 (mod 27)
Aus dem Satz 5.1.7 folgt, dass s> — 1 = 0 (mod 3) ist. Es ist s # 0 (mod 3). Aus dem
Satz 5.3.2 folgt, dass r = 0 (mod 3) und r + 1 = s> (mod 9) ist. Es ist
0=A=4r" —27s2 =4 (r —3)° +36r> —4-27r +4-27 — 275> =
4(r—3P%+4.27-27=4(r—3%+3*=4(r—3)° (mod 3t
undr =3 (mod 9).Esists>=r+1=3+1=4 (mod 9). Es ist
0=X3(r,s,x,y,1) =2r+3x =6+ 3x (mod 9)
und x =1 (mod 3). Es ist

0=Y3(r,s,x,y,1) = r* +4drx — ry* + 3sy + 3x* =
3—3y* +3sy +3=6—3y*+3sy (mod 9)
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Il 2

y # 0 (mod 3). Esist 0 = 6 —3y?>+3sy = 6 —3+3sy = 3+ 3sy (mod 9),
y 2 (mod 3) und y = —s (mod 3). Es ist
0=Z5(r,5,%y,1) =r’x+rsy + 2rx* — rxy? +s* + 3sxy — sy° + 1% =
(r—=32(x-1)+ (=32 (r—-3)(s+y)*(x—1) +2(r—3)s(s +y)(x — 1)
—(r=3)(s> = 4)(x =1) = (r = 3)(s +y)* +3(r = 3)s(s +y) —2(r — 3)(s* — 4)
+2(r=3)(x —=1)* +6(r —3)(x — 1) —s(s +y)> +3(s + y)*(s* — 4) — 3s(s + y) (s> — 4)
+(s2=4)? =3(s+y)*(x — 1) +9s(s +y)(x — 1) —6(s* —4)(x — 1) +9(s + y)?
+(x =12 +9(x—1)2 =
—s(s+y)’+ (x—=1)° = (~s(s+y)+x—1)° (mod 3').
Esistx =1 =s(s+y) (mod 9). Es ist
0=Ys(r,s,xy,1) :r2+4rx—ry2+35y+3x2:
(r—32—(r=3)(s+y)?+2(r—3)s(s+y) — (r—3)(s> —4) +4(r —3)(x — 1)
+6(r—3)—3(s+y)>+9s(s+y) —6(s> —4) +3(x —1)2+18(x — 1) =
2(r—3)s(s+y) + (r—3)s (s +y) +6(r —3) —3(s+y)* +9s(s +y) — 6(s* — 4)
+3(s+y) > +18s (s +y) =
3(r—3)s(s+y) +6(r—3)+27s(s +y) —6(s* —4) = 6(r —3) —6(s* —4) =
6(r+1—s% (mod 34).

Es folgt, dass r + 1 = s> (mod 27) ist. O

Satz 5.3.4. Seien r,5s € Z. Seir =3 (mod 9), s> = r+1 (mod 27) und A = 4r® — 2752,
dann ist v3 (A) > 6.

Beweis. Es ist
A=4r®—275> = 4r° — 27 (r+1) = 4r (r — 3)* + 24> — 36r — 27r — 27 =
4r (r—3)°+24 (r—3)* 4+ 144r —8-27 — 63r — 27 = 4r (r —3)* 4+ 24 (r — 3)* +81r — 3° =
4r(r—3)2+24(r—3)%+81(r—3)=12(r—3)*+24(r—3)* =
36 (r—3)>=0 (mod 3°).
0

Der Beweis des folgenden Satzes folgt einem Teil des Beweises des ,Case 11” des
Satzes 2.3.1 in der Doktorarbeit von Alaca [1].

Satz 5.3.5. Sei 0 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei irrgq (T) = T° —rT +s5,
K=Q(0),A=4r-2752,r =3 (mod 9), s> = r+1 (mod 27) und m = [%J -1

Seien x,y € Z. Sei x = —2% (mod 3™) und 25y =s (mod 3™*1), dann ist x+%(3ﬂ+92 € Osk.
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Beweis. Es ist 2m + 2 < v3 (A). Es folgt, dass A = 0 (mod 3*"*2) ist. Es ist
X5 (r,8,%,y,1) =2r4+3x=2r—2r=0 (mod 3m+1)
und
3sU (r,5,y,1) = 3s (—2r* + 9sy) = —6r°s + 275y = —6r’s + (4 — A)y =
—6r%s +4r%y = —6r’s +2r* 35 = 0 (mod 3m+4) .
Es folgt, dass U (r,s,,1) =0 (mod 3"*3) ist. Es ist
V(r,s,y,1) =2ry—3s =0 (mod 3""?).
Aus dem Satz 5.1.9 folgt, dass
12r2Y; (r,s,x,y,1) = 4r* X5 (r,s,x,y, 1)2 —Uufr,s,y, 1)2 — 3y2A

ist. Es ist 12r°Y3(r,s,x,y,1) = 0 (mod 3*"*3). Es folgt, dass Y3 (r,s,x,y,1) =
0 (mod 3%*") ist. Aus dem Satz 5.1.9 folgt, dass
427374 (r,s,x,y,1) =
43X (r,s,x,y, 1)3 —3rXs(r,s,x,y,1)U(r,s,y, 1)2 - 9ry2AX3 (r,s,x,y,1)
—3U (r,s,y, 1)3 +2rAU (1,s,y,1) — 9y2ALI (r,s,y,1) +27sV (1,s,y, 1)3
+18sAV (r,s,y,1) — A?

ist. Es ist 4-27r3Z3 (r,s,x,,1) = 0 (mod 3°"*¢). Es ist Z3 (r,5,x,1,1) = 0 (mod 3°").
x+%?n+92 € O3/K ist. L]

Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass

Die 3-ganzen Basen des folgenden Satzes stimmen mit den 3-ganzen Basen des Satzes 2.3.1
und dem Korollar 2.3.1 in der Doktorarbeit von Alaca [1] tiberein.

Satz 5.3.6. Sei 0 € C und 6 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Seiv3 (r) < 1oder vz (s) < 2. Sei
irrgq (T) = T° —rT +s, K= Q(0) und A = 4r> — 275%, dann sind alle vier folgenden Punkte
erfiillt:

1. Wenn r £ 0 (mod 3) oder (s # 0 (mod 9) und s> # r+1 (mod 9)) ist, dann ist
(1,6,62) eine 3-ganze Basis von K.

2. Wennr =0 (mod 3) und s =0 (mod 9) ist, dann ist (1, 6, %) eine 3-ganze Basis von
K.

3. Wennr = 0 (mod 3), s> = r+1 (mod 9) und (r # 3 (mod 9) oder s> # r+

1 (mod 27)) ist, dann ist ( 0,1= 59+9 eine 3-ganze Basis von K.

4. Wenn r = 3 (mod 9), 25r+1 (mod 27), m = V(Z)J 1, x,y € Z x =

—2% (mod 3™), 25y =s (mod 3"*1) ist, dann ist (1, %, ’ﬁ%#) eine 3-ganze Basis
von K.
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Beweis. Es ist 1 ein minimal-ganzes Element von K {iber Z ) vom Grad 0 beztiglich
(1,6,62).

1 Aus dem Satz 5.3.1 folgt, dass 6 ein minimal-ganzes Element von K iiber Z3) vom

Grad 1 beziiglich (1, 0, 62) ist. Aus dem Satz 5.3.2 folgt, dass 62 ein minimal-ganzes
Element von K iiber Z ) vom Grad 2 beziiglich (1,6,6%) ist. Aus dem Punkt 2 des

Satzes 5.1.10 folgt, dass (1,6,6?) eine 3-ganze Basis von K ist.

2 Aus dem Satz 5.3.1 folgt, dass 0 ein minimal-ganzes Element von K {iber Z ) vom
Grad 1 beziiglich (1,6,6%) ist. Es folgt, dass X3 (r,s5,0,0,1) = 2r = 0 (mod 3),
Y3 (r,5,0,0,1) = 1> =0 (mod 9) und Z3(r,5,0,0,1) = s> = 0 (mod 27). Aus dem
Satz 5.1.8 folgt, dass %2 € Oz ist. Aus dem Satz 5.3.3 folgt, dass % ein minimal-
ganzes Element von K {iber Z3) vom Grad 2 beztiglich (1, 0, 92) ist. Aus dem Punkt 2
des Satzes 5.1.10 folgt, dass (1, 0, %) eine 3-ganze Basis von K ist.

3 Aus dem Satz 5.3.1 folgt, dass 6 ein minimal-ganzes Element von K tiber Z 3y vom Grad
1 beziiglich (1,6,6%) ist. Es ist s> = 1 (mod 3). Es ist X3 (r,s,1,—s,1) = 2r +3 =
0 (mod 3), Y3(r,s,1,—s,1) = r* +4r —rs> =35> +3=r—r—-3+3 =0 (mod 9)
und

Z5(r,s,1, sl)—r — 1?4 2r—rst+ 52 =32 +st+1=
r?—2rs? +2r — 28"+ (s*— 1)+ 82+ 1=

r?—2rs? +2r =288+ (r+1) (s = 1) +s*+1=r"—rs? +r =
P —r(r+1)+r=0 (mod 27).

1—56+62
Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass %

1—s6+62
3

€ O3 ist. Aus dem Satz 5.3.3 folgt, dass
ein minimal-ganzes Element von K iiber Z 3y vom Grad 2 beztiglich (1,6,6%)
ist. Aus dem Punkt 2 des Satzes 5.1.10 folgt, dass (1, 0, %) eine 3-ganze Basis

von K ist.
4 Aus dem Satz 5.3.1 folgt, dass

O3 ist. Esist 1 +m = {¥J . Aus dem Satz 5.1.12 folgt, dass (1, #, H%‘foﬂ) eine
3-ganze Basis von K ist.

x+y0+6?

”9 € O3 ist. Aus dem Satz 5.3.5 folgt, dass —57— €

O]

Satz 5.3.7. Seien r,s € Z. Dann gilt einer der vier folgenden Punkte:

Z0 ( ) oder (s 20 (mod 9) und s> #r+1 (mod 9))

0 (mod 3) u nds =0 (mod 9)

0 (mod 3), s? r+ 1 (mod 9) und (r #3 (mod 9) oder s> # r +1 (mod 27))
3 (mod 9) und s> =r+1 (mod 27)

mod 3

‘F\“!"!“
= = =

Beweis. Angenommen die Punkte 1 bis 4 sind alle nicht erfiillt. Da der Punkt 1 nicht erfiillt
ist, folgt, dass r = 0 (mod 3) ist. Da der Punkt 2 nicht erfiillt ist, folgt, dass s # 0 (mod 9)
ist. Da der Punkt 1 nicht erfiillt ist, folgt, dass s> = r +1 (mod 9) ist. Da der Punkt 3 nicht
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erfiillt ist, folgt, dass r =3 (mod 9) und s> = r + 1 (mod 27) ist. Der Punkt 4 ist erfiillt.
Dies ist ein Widerspruch. O

5.4 p-ganze Basen fiir p > 5

Satz 5.4.1. Sei 8 € C und 6 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei p eine Primzahl und p > 5.
Sei vy (r) < 1 oder v, (s) < 2. Seiirrgq (T) = T° —+T +s, K = Q(6) und x € Z, dann ist

+6
XT ¢ OP,K-

Beweis. Angenommen es ist XTTQ € Op k. Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass X3 (7,s,x,1,0) =
0

0 (mod p), Y3(r,5,x,1,0) = 0 (mod p?) und Z3(r,s,x,1,0) = 0 (mod p?) ist. Es ist
0= X3(r,s5,x,1,0) =3x (mod p). Es folgt, dass x =0 (mod p) ist. Es ist

0=Ys3(r,sx1,0)=—r+3x*= —r (mod pZ) )
Es folgt, dass r =0 (mod p?) ist. Es folgt, dass s # 0 (mod p?) ist. Es ist
0=2Z5(r,5x1,0)=—rx—s+x>=—s (mod p°).
Es folgt, dass s =0 (mod p?) ist. Dies ist ein Widerspruch. O

Satz 5.4.2. Sei 0 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei p eine Primzahl und p > 5.
Sei vy (r) < 1 oder vy (s) < 2. Seiirrgq (T) =T —+T+5, K=Q () und r =0 (mod p).

Seien x,y € Z. Sei w € Oy k. Dannist s =0 (mod p?) und x =y =0 (mod p).

Beweis. Aus dem Satz 5.1.11 folgt, dass 1 < @ ist. Es ist

0=A=4r>—27s> = —27s*> (mod p)

und s = 0 (mod p). Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass X3(r,s,x,,1) = 0 (mod p),
Y3(r,s,x,y,1) = 0 (mod p?) und Z3(r,s,x,y,1) = 0 (mod p®) ist. Es folgt, dass
0= X3(r,s,x,4,1) =2r+3x =3x (mod p) und x =0 (mod p) ist. Es ist

0=2Z3(r,s,x,y1) = x4 rsy + 2rx® — rxy2 + 8%+ 3sxy — sy3 +x% = —sy3 (mod pz)
und sy =0 (mod p?). Es ist
0=Y3(r,s,x,y,1) = r* +4rx — ry*> + 3sy + 3x> = —ry* (mod p?)
und ry =0 (mod p?). Es ist

2

0=Z3(r,8,xy,1) = r’x +rsy +2rx* — rxy* + s> +3sxy — sy° + x° = s> — sy (mod p3) .

Es ist
ry =0 (mod p?)

sy’ —s2 =0 (mod p°).

Aus dem Satz 5.1.7 folgt, dass y = 0 (mod p) ist. Es ist 0 = s* — sy® = s> (mod p°) und
s=0 (mod p?). O

57



5 kubische Zahlkorper

Satz 5.4.3. Sei 8 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei p eine Primzahl, p > 5,
irrgo (T) =T —rT+s, K=Q (0) undr #0 (mod p). Seien x,y € Z. Sei ”yng € Opk-
Dann ist s # 0 (mod p).

Beweis. Sei A = 4r° — 2752, Aus dem Satz 5.1.11 folgt, dass 1 < 25~ ( ) ist. Es ist 4r3 — 2752 =
A =0 (mod p?).Es folgt, dass s # 0 (mod p) ist. O

Satz 5.4.4. Sei 0 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei p eine Primzahl und p > 5.
Sei vp( ) < loder v, (s) <2 Seiirrgq (T) = T° — T +s und K = Q (). Seien x,y € Z. Sei
x+yp€+€ € Opx. Dannist v Z0 (mod p) und s Z0 (mod p).

Beweis. Angenommen es ist ¥ = 0 (mod p) oder es ist s = 0 d p). Aus dem
Satz 5.1.8 folgt, dass X5 (r,s,x,y,1) = 0 (mod p?), Y3 (r,s,x,y,1) = 0 (mod p*) und
Z3(r,s,x,y,1) = 0 (mod p®) ist. Aus dem Satz 5.4.3 folgt, dass r = 0 (mod p) ist.
Aus dem Satz 5.4.2 folgt, dass s = 0 (mod p?) und x = y = 0 (mod p) ist. Es ist
0= X3(r,s,x,y,1) =2r+3x (mod p?) und 2r = —3x (mod p?). Es ist

0=4Y3(r,s,x,y,1) =4 (r* +4rx —ry* + 3sy + 3x%) =4 (¥ + drx + 3x%) =

4 + 16rx + 12x% = 9x% — 24x* + 12x* = —3x* (mod p°).

Es folgt, dass x = 0 (mod p?) ist. Esist2r = —3x =0 (mod p?) und r =0 (mod p?).
Es folgt, dass s # 0 (mod p?) ist. Es ist

0=Z3(r,s,x,y,1) = r*x +rsy + 2rx* — rxy? + s> + 3sxy — sy® + x> = s> (mod p°)
und s =0 (mod p?). Dies ist ein Widerspruch. O

Der Beweis des folgenden Satzes folgt einem Teil des Beweises des ,Case C5” des
Satzes 2.4.1 in der Doktorarbeit von Alaca [1].

Satz 5.4.5. Sei 0 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei p eine Primzahl und p > 5.
Sei vy (r) < 1 oder vy (s) < 2. Seiirrgq (T) = T° —rT+s, K = Q(6), A = 413 — 272,
r#0 (mod p),s #0 (mod p) und m = LMJ Seien x,y € Z. Sei 3x = —2r (mod p™)

und 2ry = 3s (mod p™), dann ist x+y9+9

S Op K-
Beweis. Es ist 2m < v, (A). Es folgt, dass A = 0 (mod p*") ist. Es folgt, dass
X3 (r,s,x,,1) =2r+3x=2r —2r =0 (mod p™) und

3sU (r,5,y,1) = 3s (—=2r* + 9sy) = —61s +27s*y = —6r°s + (4" — A)y =
—6r%s +4r%y = —6r’s +2ry - 2r* = —6r%s +35-2r> = 0 (mod p™)

ist. Es folgt, dass U (r,s,y,1) = 0 (mod p™) ist. Es ist V (r,s,y,1) = 2ry —3s =
0 (mod p™). Aus dem Satz 5.1.9 folgt, dass

1212Y3 (1,5, %,y,1) = 4% X3 (1,5, x,y,1)* — U (r,5,1,1)* — 3y2A
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ist. Es ist 12123 (r,s,x,,1) =0 (mod p*"). Es folgt, dass Y3 (r,s,x,,1) =0 (mod p*")
ist. Aus dem Satz 5.1.9 folgt, dass
4-27r%75 (r,5,%,y,1) =
4r3X3 (r,5,%,y,1)° = 3rXs (r,5,x,y,1) U (r,5,y,1)* — 9ry?AX3 (r,5,%,1,1)
—3U (r,s5,y,1)° +2rAU (r,5,y,1) — 9y>AU (r,5,y,1) + 275V (r,5,y,1)°
+18sAV (r,s,y,1) — A?

ist. Es ist 4-27r3Z5(r,s,x,y,1) = 0 (mod p*"). Es folgt, dass Z3(r,s,x,y,1) =

0 (mod p3m) ist. Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass x+zfn+ i € Oy ist. O

Die p-ganzen Basen des folgenden Satzes stimmen fiir alle Primzahlen p > 5 mit den
p-ganzen Basen des Satzes 2.4.1 und dem Korollar 2.4.1 in der Doktorarbeit von Alaca [1]
uberein.

Satz 5.4.6. Sei 0 € C und 6 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei p eine Primzahl und p > 5.
Sei vy (r) < 1 oder v, (s) < 2. Seiirrgq (T) = T —rT+5s, K = Q () und A = 4r° — 2752,
dann sind alle drei folgenden Punkte erfiillt:
1. Wenn (r =0 (mod p) unds # 0 (mod p?)) oder (r #0 (mod p) unds =0 (mod p))
ist, dann ist (1,6,62) eine p-ganze Basis von K.
2. Wennr =0 (mod p) unds =0 (mod p?) ist, dann ist (1, 9,9—;) eine p-ganze Basis
von K.
3. Wennr #0 (mod p),s #0 (mod p), m = V”gA)J, X,y € Z,3x = —2r (mod p™),

2ry = 3s (mod p™) ist, dann ist (1, 0, Hzﬁnﬂﬂ) eine p-ganze Basis von K.

Beweis. Es ist 1 ein minimal-ganzes Element von K iiber Z,) vom Grad 0 beziiglich
(1, 0, 92). Aus dem Satz 5.4.1 folgt, dass 6 ein minimal-ganzes Element von K {iber Z(p)
vom Grad 1 beziiglich (1,6, 6?) ist.

1 Aus dem Satz 5.4.2 und dem Satz 5.4.3 folgt, dass 6 ein minimal-ganzes Element von
K tiber Z(p) vom Grad 2 beziiglich (1, 0, 92) ist. Aus dem Punkt 2 des Satzes 5.1.10
folgt, dass (1,6,6%) eine p-ganze Basis von K ist.

2 Es ist X3(r,5,0,0,1) = 2r = 0 (mod p), Y3(r,5,0,0,1) = > = 0 (mod p?) und
Z5(r,5,0,0,1) = s> = 0 (mod p?). Aus dem Satz 5.1.8 folgt, dass 9—; € Oy ist.
Aus dem Satz 5.4.4 folgt, dass 9—: ein minimal-ganzes Element von K tiber Z,) vom

Grad 2 beziiglich (1,6, 6%) ist. Aus dem Punkt 2 des Satzes 5.1.10 folgt, dass (1, 9, %)

eine p-ganze Basis von K ist.

3 Aus dem Satz 5.4.5 folgt, dass x+¥ﬁ,+92 € Oy ist. Aus dem Satz 5.1.12 folgt, dass

2
(1, 0, x+}§,,+9 ) eine p-ganze Basis von K ist.
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5.5 Ganzheitsbasen

Die Ganzheitsbasen des folgenden Satzes stimmen mit den Ganzheitsbasen des Satzes 2.6.1
in der Doktorarbeit von Alaca [1] tiberein, wenn r # 3 (mod 4), s # 2 (mod 4) oder
(v2(A) =0 (mod 2) und A =1 (mod 4)) ist. Wenn r =3 (mod 4),s =2 (mod 4)
und (12 (A) =1 (mod 2) oder A( =3 (mod 4)) ist, dann stellt Alaca etwas strengere
Bedingungen an xp und yg in dem Satz 2.6.1 in [1]°.

Satz 5.5.1. Sei 0 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei v, (r) < 1 oder v, (s) < 2 fiir
jede Primzahl q. Seiirrgq (T) = T —rT +s, K = Q(0) und A = 4r® — 275%. Seien n,w € Z.
Sei
(1,s) wennr=3 (mod 9) und s> =r+1 (mod 27)
(n,w) =
(0,0) sonst

Sei
1 wennr £ 3 (mod 4) u =0 (mod 4)
va(zA)J -1 wennr=3 (mod 4),s =2 (mod 4) und
iy = . (v2(A) =1 (mod 2) oder 2V2A(A =3 (mod 4))
# wennr =3 (mod 4),s =2 (mod 4),12 (A) =0 (mod 2)
und 2T =1 (mod 4)
0 sonst
Sei
0 wennr %0 (mod 3) oder

(s#0 (mod 9) und s> Zr+1 (mod 9))
s = V3(2A)J —1 wennr=3 (mod 9) und s> =r+1 (mod 27)

1 sonst

Fiir alle Primzahlen p, fiir die p > 5 gilt, sei

1 wennr =0 (mod p) unds =0 (mod p?)
m, = [V”EA)J wennr #0 (mod p) unds 0 (mod p)
0 sonst

Wenn r =3 (mod 4) und s = 2 (mod 4) ist, dann sei t, € Z und 3t2 = —2r (mod 2").
Wennr =3 (mod 4),s =2 (mod 4) und (v2 (A) =1 (mod 2) oder 57 =3 (mod 4)) ist,
dann seiuzg € Z und rupg = 35 (mod 2"2). Wennr =3 (mod 4),s = 2 (mod 4), 1, (A) =
0 (mod 2) und ; A =1 (mod 4) ist, dann sei upy € Z und rupy = 35 +2™~1 (mod 2™2).
Wennr =3 (mod 9) und s> = r+1 (mod 27) ist, dann sei t3, u3 € Z, t3 = —2% (mod 3™3)
und 25uz = s (mod 3™*1). Wenn r # 0 (mod p) und s #0 (mod p) ist, fiir eine Primzahl

6 Alaca verwendet andere Variablennamen.
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p, fiir die p > 5 gilt, dann sei t,, u, € Z, 3t, = —2r (mod p") und 2ru, = 3s (mod p"7).
Sei

(0,1) wennr =1 (mod 4) u =0 (mod 4)
(to, upp) wennr =3 (mod 4),s =2 (mod 4) und
(x2, ) = (1 (A) =1 (mod 2) oder ztzA<A =3 (mod 4))
’ (to,up1) wennr =3 (mod 4),s =2 (mod 4),v,(A) =0 (mod 2)
und2L2 =1 (mod 4)
| (0,0) sonst
Sei
(1,—s) wennr=0 (mod 3),s>=r+1 (mod 9) und
(x3,y3) (r #£3 (mod 9) oder s> #r+1 (mod 27))
3/ Y3) =

(ts,uz) wennr =3 (mod 9) und s> =r+1 (mod 27)
(0,0)  sonst

Fiir alle Primzahlen p, fiir die p > 5 gilt, sei

(xp,yp) = {(fp/up) wennr Z0 (mod p) unds #0 (mod p)
/ (0/ 0) sonst

Sei X € Zund X = x, (mod p™) fiir alle Primzahlen p. Sei Y € Z und ) =y, (mod p"r)

fiir alle Primzahlen p. Dann ist | 1, %, % eine Ganzheitsbasis von K.
p

p Primzahl

Beweis. Aus dem Satz 5.2.9 und dem Satz 5.2.10 folgt, dass (1, 0, %ﬁ) eine 2-ganze

Basis von K ist. Aus dem Satz 5.3.6 und dem Satz 5.3.7 folgt, dass (1, w;g/ %ng)

eine 3-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.4.6 folgt, dass (1 0, %) fiir alle
Primzahlen p, fiir die p > 5 gilt, eine p-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 4.0.9 folgt,

w0 X+Y0+6>
1 — LTy

dass | 1,5, i, | eine Ganzheitsbasis von K ist. O

p Primzahl

5.6 Diskriminante

Satz 5.6.1. Sei 0 € C und 0 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei irrgq (T) = T> —rT +5,
K = Q(0), A = 413 — 275> und p eine Primzahl. Seien i,j € IN. Seien u,x,y € Z. Sei

(1 “;9, %) eine p-ganze Basis von K, dann ist v, (d (K)) = v, (A) =2 (i + ).
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u+0

Beweis. Aus dem Satz 4.0.4 folgt, dass p ein minimal-ganzes Element von K iiber Z,,

vom Grad 1 beziiglich (1,6,6%) und W ein minimal-ganzes Element von K tiber

Z ) vom Grad 2 bezughch (1 6,0 ) ist. Aus dem Punkt 3 des Satzes 5.1.10 folgt, dass
vp (d(K)) =vp (A) —2(i+7j) ist. O

Die Idee fiir die Fallunterscheidungen des folgenden Satzes stammt aus dem Satz 2.5.1 in
der Doktorarbeit von Alaca [1].

Satz 5.6.2. Sei 0 € C und 6 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei v, (r) < 1 oder v, (s) < 2. Sei
irrgq (T) = T —rT +s, K= Q(0) und A = 4r3 — 2752, dann sind alle drei folgenden Punkte
erfiillt:

1. Wenns=1 (mod 2), (r =1 (mod 4) und s =0 (mod 4)) oder (r =3 (mod 4),s =
2 (mod 4), 12 (A) =0 (mod 2) und 575 =1 (mod 4)) ist, dann ist v, (d (K)) = 0.

2. Wenn (r =0 (mod 2) und s = 2 (mod 4)), (r =0 (mod 2) und s = 4 (mod 8)),
(r =3 (mod 4) und s =0 (mod 4)) oder (r =3 (mod 4),s =2 (mod 4), 1n (A) =
0 (mod 2) und 55 ZVZ =3 (mod 4)) ist, dann ist v, (d (K)) = 2.

3. Wenn v, (A) =1 (mod 2) ist, dann ist v, (d (K)) = 3.

Beweis.

Fall s =1 (mod 2):
Esist v; (A) = 0. Aus dem Punkt 1 des Satzes 5.2.9 folgt, dass (1, 0, 92) eine 2-ganze
Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v, (d (K)) = v, (A) = 0 ist.
Fall ¥ =1 (mod 4) und s =0 (mod 4):
Es ist 15 (A) = 2. Aus dem Punkt 3 des Satzes 5.2.9 folgt, dass (1,9, #) eine
2-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v, (d (K)) =1p (A) —2=0ist.
Fall ¥ =3 (mod 4), s =2 (mod 4), 1, (A) =0 (mod 2) und 2L2 =1 (mod 4):

Sei mg = VZ(ZA), Xo,Yo € Z, 3xg = —2r (mod 2™ ) und ryy = 3; +2m~1 (mod 2™).
Aus dem Punkt 5 des Satzes 5.2.9 folgt, dass (1 0, %) eine 2-ganze Basis von

K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v, (d (K)) = v2 (A) — 2V2( ) = 0ist.
Fall ¥ =0 (mod 2) und s =2 (mod 4):
Es ist v, (A) = 2. Aus dem Punkt 1 des Satzes 5.2.9 folgt, dass (1,6, 6?) eine 2-ganze
Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v, (d (K)) = 1, (A) = 2 ist.
Fall ¥ =0 (mod 2) und s =4 (mod 8):
Esist v (A) = 4. Aus dem Punkt 2 des Satzes 5.2.9 folgt, dass (1, 0, 972) eine 2-ganze

Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass 1, (d (K)) = v, (A) —2 = 2 ist.

Fall ¥ =3 (mod 4) und s =0 (mod 4):
Es ist 1, (A) = 2. Aus dem Punkt 1 des Satzes 5.2.9 folgt, dass (1,6, 6?) eine 2-ganze
Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v, (d (K)) = 1/2 (A) = 2 ist.

Fall ¥ =3 (mod 4), s =2 (mod 4), 12 (A) =0 (mod 2) und sz— =3 (mod 4):

Sei m; = % —1,x,y1 € Z,3x; = —2r (mod 2™) und ry; = 35 (mod 2"). Aus
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dem Punkt 4 des Satzes 5.2.9 folgt, dass <1, 0, %ﬁ) eine 2-ganze Basis von K

ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v> (d (K)) = 1, (A) —2 (VZ(ZA) - 1) = 2 ist.
Fall v, (A) =1 (mod 2):
Esist0 = A =413 — 2752 = —27s (mod 2) und s =0 (mod 2).
Fall s =0 (mod 4) und 1, (A) =1 (mod 2):
Da v, (4r® —27s%) =15 (A) # 2 ist, folgt, dass r = 0 (mod 2) ist. Da

vy (47 —278%) =1, (A) # 4

ist, folgt, dass s = 0 (mod 8) ist. Es folgt, dass ¥ = 2 (mod 4) ist. Es ist
vy (A) = 5. Aus dem Punkt 2 des Satzes 5.2.9 folgt, dass ( 2) eine 2-ganze
Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v, (d (K)) =12 (A) —2=5—-2=3
ist.

Fall s =2 (mod 4) und 1, (A) =1 (mod 2):
Da v, (4% — 27s%) =1, (A) # 2 ist, folgt, dass r = 1 (mod 2) ist.
Fall ¥ =1 (mod 4), s=2 (mod 4) und 1, (A) =1 (mod 2):

Es ist

AN=4r - 27 =4+ =4+5(s—2)+25=4+2(s—2) +25 =
4s=4-2 =28 (mod 16),

Es folgt, dass 1, (A) = 3. Aus dem Punkt 1 des Satzes 5.2.9 folgt, dass
(1,6,6%) eine 2-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass
vy (d(K)) = 1p (A) = 3 ist.

Fall ¥ =3 (mod 4), s =2 (mod 4) und 1, (A) =1 (mod 2):

Sei my, = VZ(AZ)f?’, X2,Y2 € Z, 3x2 —2r (mod 2"™) und ry, =

35 (mod 2™2). Es ist mp = VZ(A2)73 = VZ(ZA)J — 1. Aus dem Punkt 4 des

Satzes 5.2.9 folgt, dass (1 0, %) eine 2-ganze Basis von K ist. Aus

dem Satz 5.6.1 folgt, dass v, (d (K)) = 1, (A) —2 (%) = 3 ist.
O

Satz 5.6.3. Seir,s € Z. Sei vy (r) < 1 oder v (s) < 2. Sei A = 4r3 — 275, dann ist einer der
drei folgenden Punkte erfiillt:

s =1 (mod 2), (r =1 (mod 4) und s = 0 (mod 4)) oder (r = 3 (mod 4), s
2 (mod 4),v2(A) =0 (mod 2) und ;77 =1 (mod 4))

. (r=0 (mod 2) und s = 2 (mod 4)) (r =0 (mod 2) und s = 4 (mod 8)), (r
3 =3

0

1.

(mod 4) und s = 0 (mod 4)) oder (r (mod 4), s = 2 (mod 4), v2(A)
(mod 2) und ZA(A =3 (mod 4))
1 (A) = (mod 2)
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Beweis. Angenommen die Punkte 1, 2 und 3 sind alle nicht erfiillt. Da der Punkt 1 nicht
erfillt ist, folgt, dass s = 0 (mod 2) ist. Da der Punkt 3 nicht erfiillt ist, folgt, dass
V2 (A) =0 (mod 2) ist. Wennr =1 (mod 4) und s =2 (mod 4) ist, dann ist

AN=4r —27* =4+ =4+45(s—2)+25=4+2(s—2)+25s =45 =4-2 =8 (mod 16)

und v; (A) = 3. Es folgt, dass r # 1 (mod 4) oder s # 2 (mod 4) ist. Esistr 1 (mod 4)
oder s = 0 (mod 4). Da der Punkt 1 nicht erfiillt ist, folgt, dass r # 1 (mod 4) oder
s # 0 (mod 4) ist. Esist 7 # 1 (mod 4). Wenn r = 0 (mod 2) und s = 0 (mod 8)
ist, dann ist r = 2 (mod 4) und v, (A) = v, (4r%) = 5. Es folgt, dass r = 1 (mod 2)
oder s # 0 (mod 8) ist. Da der Punkt 2 nicht erfiillt ist, folgt, dass r =1 (mod 2) oder
s #4 (mod 8) ist. Esistr =1 (mod 2) oder s # 0 (mod 4). Da der Punkt 2 nicht erfiillt
ist, folgt, dass ¥ =1 (mod 2) oder s #2 (mod 4) ist. Esistr =1 (mod 2). Es folgt, dass
r =3 (mod 4) ist. Da der Punkt 2 nicht erfiillt ist, folgt, dass s #0 (mod 4) ist. Es ist
s =2 (mod 4). Da der Punkt 1 nicht erfillt ist, folgt, dass 5 ztz ; Z1 (mod 4) ist. Es ist

2v2 =3 (mod 4). Der Punkt 2 ist erfiillt. Dies ist ein Wlderspruch O
Die Idee fiir die Fallunterscheidungen des folgenden Satzes stammt aus dem Satz 2.5.1 in
der Doktorarbeit von Alaca [1].

Satz 5.6.4. Sei 0 € C und 6 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei vz (r) < 1 oder v3(s) < 2.
Seiirrgq (T) = T> — 1T +s, K = Q(0) und A = 4r> — 2752, dann sind alle fiinf folgenden
Punkte erfiillt

1. Wenn r # 0 (mod 3) oder (r = 3 (mod 9), s> = r+1 (mod 27) und vs (A)
0 (mod 2)) ist, dann ist v3 (d (K)) = 0.

2. Wenn (v3(r) = 1und s =0 (mod 9)), (r
r+1 (mod 9)) oder (r =3 (mod 9), s> =
ist, dann ist v3 (d (K)) = 1.

3. Wenn v3(r) = v3(s) =1, (r =0 (mod 3), r # 3 (mod 9), s # 0 (mod 3) und
s> #r+1 (mod 9)) oder (r =3 (mod 9), s> =4 (mod 9) und s> #r+1 (mod 27))
ist, dann ist v3 (d (K)) = 3.

4. Wenn vz (r) = v3(s) = 2oder (r=3 (mod 9),s #0 (mod 3) und s> # 4 (mod 9))
ist, dann ist v3 (d (K)) =

5. Wenns =0 (mod 3) und v3 (s) < v (r) ist, dann ist v3 (d (K)) = 5.

0 (mod 3), r # 3 (m
1

od 9) und s* =
(mod 27) und v3 (A) =

r_—|— 1 (mod 2))

Beweis.

Fall ¥ #0 (mod 3):
Es ist v3 (A) = v3 (4r> —27s?) = 0. Aus dem Punkt 1 des Satzes 5.3.6 folgt, dass
(1,6,6%) eine 3-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v3 (d (K)) =
U3 (A) = 0 ist.

Fall 7 =3 (mod 9), s>=r+1 (mod 27) und v3(A) =0 (mod 2):
Sei my = V3(2—A) —1, x0,%0 € Z, xg = —25 (mod 3™), 2Lyg = s (mod 3"™*1). Aus

dem Punkt 4 des Satzes 5.3.6 folgt, dass (1, #, %#) eine 3-ganze Basis von K

ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v3 (d (K)) = v3 (A) —2 (1 + # - 1) = 0 ist.
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Fall v3(r) =1 und s =0 (mod 9):
Es ist v3 (A) = v3 (4r° —275%) = 3. Aus dem Punkt 2 des Satzes 5.3.6 folgt, dass

(1, 6, %2> eine 3-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v3 (d (K)) =
v3(A) —2 =1ist.

Fall =0 (mod 3), r #3 (mod 9) und s> =7 +1 (mod 9):
Es ist A = 4r® — 27> = 1 —27 (mod 3*). Wenn r = 0 (mod 9) ist, dann ist

= —27 (mod 3*). Wenn r = 6 (mod 9) ist, dann ist A = 6> —27 = —27 — 27 =

27 (mod 3%). Es ist 13 (A) = 3. Aus dem Punkt 3 des Satzes 5.3.6 folgt, dass
(1, 9, ﬁ) eine 3-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v3 (d (K)) =
v3(A) —2 =1ist.

Fall » =3 (mod 9), s> =r+1 (mod 27) und v3 (A) =1 (mod 2):

Sei m; = V?’(Az)fg’, x,y1 € Z, x; = —2% (mod 3™), 27y, = s (mod 3m1+1). Aus

dem Punkt 4 des Satzes 5.3.6 folgt, dass (1, %, Jﬁg}#) eine 3-ganze Basis von K

ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v3 (d (K)) = v3 (A) —2 (1 + M%) = 1ist.

Fall v3 (r) = v3(s) = 1:
Esist vz (A) =v3 (4r> —27s?) =3.Esists?> =0 #Z r+1 (mod 9). Aus dem Punkt 1
des Satzes 5.3.6 folgt, dass (1, 0, 92) eine 3-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1
folgt, dass v3 (d (K)) = v3 (A) = 3 ist.

Fall 7 =0 (mod 3), r #3 (mod 9), s #0 (mod 3) und s #r+ 1 (mod 9):
Es ist A = 4r® — 275> = r> — 27 (mod 3*). Wenn r = 0 (mod 9) ist, dann ist
A = —27 (mod 3*). Wenn r = 6 (mod 9) ist, dann ist A = 6> —27 = —27 — 27 =
27 (mod 3%).Esist v3 (A) = 3. Aus dem Punkt 1 des Satzes 5.3.6 folgt, dass (1,6, 6)
eine 3-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v3 (d (K)) =v3(A) =3
ist.

Fall ¥ =3 (mod 9), s> =4 (mod 9) und s> 7 +1 (mod 27):
Es ist

A =43 — 2752 = 4r (r — 3)* + 2412 — 36r — 275> = 12 (r — 3)* 4 24r% — 36r — 275> =
12(r—3)2424(r—3)>+16-9r —8-27 —4-9r — 275> =

36 (r—3)° +4-27r —8-27 — 278> = 4-27r — 827 — 275> = 27 (4r — 8 — s%) =

27 (4(r—3)+4—5*) =27 (r—3+4—5*) =27 (r+1—5*) (mod 3°).

Es ist v3 (A) = 5. Aus dem Punkt 3 des Satzes 5.3.6 folgt, dass (1,9, %“92) eine
3-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v3 (d (K)) = v3 (A) —2 = 3 ist.
Fall v3(r) =v3(s) =2:
Es ist v3 (A) = v3 (4r° —275%) = 6. Aus dem Punkt 2 des Satzes 5.3.6 folgt, dass
(1, 6, %2> eine 3-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v3 (d (K)) =
13(A)—2=6—2=4ist.
Fall ¥ =3 (mod 9), s #0 (mod 3) und s> Z 4 (mod 9)

65



5 kubische Zahlkorper

Es ist

A =4r —27s* = 4r* (r — 3) + 121> — 275* = 4* (r — 3) + 12r (r — 3) + 361 — 275 =
4r* (r—3) +12r (r —3) +36 (r —3) +4-27 — 275> =
4-9(r—3)+4-9(r—3)+4-9(r—3)+4-27 - 27s* =

4.27(r—3)+27(4—¢*) =27(4—5%) (mod 3°).

Es ist v3 (A) = 4. Aus dem Punkt 1 des Satzes 5.3.6 folgt, dass (1,6,6?) eine 3-ganze
Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v3 (d (K)) = v3 (A) = 4 ist.

Fall v3(s) =2 < w3 (r)
Es ist v3 (A) = v3 (4r> —27s%) = 7. Aus dem Punkt 2 des Satzes 5.3.6 folgt, dass
<1, 6, %2) eine 3-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v3 (d (K)) =
V3 (A) —2=7-2="5ist.

Fall v3(s) =1 < w3 (r)
Es ist v3 (A) = v3 (4r> —27s?) = 5. Aus dem Punkt 1 des Satzes 5.3.6 folgt, dass

(1,6,6%) eine 3-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v3 (d (K)) =
v (A) = 5 ist.

O]

Satz 5.6.5. Seir,s € Z. Sei v3 (r) < 1 oder v3 (s) < 2. Sei A = 4r> — 27s%, dann ist einer der
fiinf folgenden Punkte erfiillt:

1. ¥ 20 (mod 3) oder (r =3 (mod 9), s> =r+1 (mod 27) und v3 (A) =0 (mod 2))

2. (i3(r) = 1und s = 0 (mod 9)), (r = 0 (mod 3), r # 3 (mod 9) und s> =
r+1 (mod 9)) oder (r =3 (mod 9), s> =r+1 (mod 27) und v3 (A) =1 (mod 2))

3.v3(r) = v3(s) =1, (r =0 (mod 3), r # 3 (mod 9), s # 0 (mod 3) und s> #
r+1 (mod 9)) oder (r =3 (mod 9), s> =4 (mod 9) und s> #r+1 (mod 27))

4. v3(r) =v3(s) =2 oder (r =3 (mod 9),s 0 (mod 3) und s> # 4 (mod 9))

5.5=0 (mod 3) und v3(s) < v3(r)

Beweis. Angenommen die Punkte 1, 2, 3, 4 und 5 sind alle nicht erfiillt. Da der Punkt 1 nicht
erfiillt ist, folgt, dass r = 0 (mod 3) ist. Wenn v3 (r) = v3 (s) ist, dann ist v3 (r) € {1,2}.
Da der Punkt 3 und der Punkt 4 nicht erfiillt sind, folgt, dass vz (r) # v3 (s) ist. Es ist
v3(s) < vz (r) oder v3 (r) = 1. Da der Punkt 2 nicht erfiillt ist, folgt, dass v3 (r) # 1 oder
s # 0 (mod 9) ist. Wenn v3 (r) = 1 ist, dann ist v3 (s) < vz (r). Es ist v3 (s) < v3(r). Da
der Punkt 5 nicht erfiillt ist, folgt, dass s # 0 (mod 3) ist. Da der Punkt 2 nicht erfiillt
ist, folgt, dass r = 3 (mod 9) oder s> # r+1 (mod 9) ist. Da der Punkt 3 nicht erfiillt
ist, folgt, dass r =3 (mod 9) oder s> =7+ 1 (mod 9) ist. Es ist 7 = 3 (mod 9). Da der
Punkt 1 nicht erfiillt ist, folgt, dass s> # r + 1 (mod 27) oder v3 (A) =1 (mod 2) ist. Da
der Punkt 2 nicht erfiillt ist, folgt, dass s> # r +1 (mod 27) oder v3 (A) = 0 (mod 2)
ist. Es folgt, dass s2#r+1 (mod 27) ist. Da der Punkt 3 nicht erfiillt ist, folgt, dass
s?2 # 4 (mod 9) ist. Der Punkt 4 ist erfiillt. Dies ist ein Widerspruch. O
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Die Idee fiir die Fallunterscheidungen des folgenden Satzes stammt aus dem Satz 2.5.1 in
der Doktorarbeit von Alaca [1].

Satz 5.6.6. Sei 0 € C und 6 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei p eine Primzahl und p > 5.
Sei vy (r) < 1 oder v, (s) < 2. Seiirrgq (T) = T° —+T+s, K = Q () und A = 4r® — 2752,
dann sind alle drei folgenden Punkte erfiillt:

1. Wenn (s # 0 (mod p) und v, (A) = 0 (mod 2)) oder (r # 0 (mod p) und s =
0 (mod p)) ist, dann ist v, (d (K)) = 0.

2. Wennv, (A) =1 (mod 2) ist, dann ist v, (d (K)) = 1.

3. Wenns =0 (mod p) und v, (s) < vy (r) ist, dann ist v, (d (K)) = 2.

Beweis.

Fall (r =0 (mod p) und s #0 (mod p)) oder (r #0 (mod p) und s =0 (mod p)):
Es ist vy (A) = vy (4r° — 275%) = 0. Aus dem Punkt 1 des Satzes 5.4.6 folgt, dass
(1,6,6%) eine p-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass vy (d (K)) =

vp (A) = 0 ist.

Fall  #0 (mod p), s Z0 (mod p) und v, (A) =0 (mod 2):
Sei my = VP(ZA), X0, Yo € Z, 3xg = —2r (mod pmf), 2ryo = 3s (mod p™). Aus dem
Punkt 3 des Satzes 5.4.6 folgt, dass (1, 6, %) eine p-ganze Basis von K ist. Aus

dem Satz 5.6.1 folgt, dass v, (d (K)) = v, (A) — 2V”gA) = 0 ist.

Fall ¥ =0 (mod p) und v, (A) =1 (mod 2):
Es ist v, (A) # v, (—27s%). Es folgt, dass r # 0 (mod p?), s = 0 (mod p?) und
vy (A) = vy (4r° —27s%) = 3 ist. Aus dem Punkt 2 des Satzes 5.4.6 folgt, dass

(1,9, 9—:) eine p-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v, (d (K)) =
v, (A)—2=3-2=1ist.
Fall ¥ Z0 (mod p) und v, (A) =1 (mod 2):

Esists # 0 (mod p). Sei m; = V"(A;_l, x1,1 € Z, 3x1 = —2r (mod pmlz), 2ry =
3s (mod p™). Aus dem Punkt 3 des Satzes 5.4.6 folgt, dass (1, 6, %) eine p-

. : A)—1
ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v, (d (K)) = v, (A) — 2% =

1 ist.

Fall v, (s) =1 < v, (r):
Es ist vy (A) = vy (4r° — 275%) = 2. Aus dem Punkt 1 des Satzes 5.4.6 folgt, dass
(1,6,6%) eine p-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass vy (d (K)) =
vp (A) = 2 ist.

Fall v, (s) =2 < v, (r):
Es ist vy (A) = vy (4r° — 275%) = 4. Aus dem Punkt 2 des Satzes 5.4.6 folgt, dass
(1,9, 9—5) eine p-ganze Basis von K ist. Aus dem Satz 5.6.1 folgt, dass v, (d (K)) =

vy (A) —2=4-2=2ist.

O]
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Satz 5.6.7. Seien r,s € Z. Sei p eine Primzahl und p > 5. Sei vy (r) < 1 oder vy, (s) < 2. Sei
A = 4r® — 2752, dann ist einer der drei folgenden Punkte erfiillt:

1. (s #0 (mod p) und v, (A) =0 (mod 2)) oder (r #0 (mod p) unds =0 (mod p))
2. v, (A) =1 (mod 2)
3. s =0 (mod p) und vy (s) < vy (r)

Beweis. Angenommen die Punkte 1, 2 und 3 sind alle nicht erfiillt. Da der Punkt 2 nicht
erfiillt ist, folgt, dass v, (A) =0 (mod 2) ist. Da der Punkt 1 nicht erfiillt ist, folgt, dass
s =0 (mod p) ist. Da der Punkt 1 nicht erfillt ist, folgt, dass r =0 (mod p) ist. Da der
Punkt 3 nicht erfiillt ist, folgt, dass v, (r) < v, (s) ist. Da v, (r) < 1 oder v, (s) < 2 ist,
folgt, dass v, (r) = 1ist. Es ist v, (A) = v, (4r° — 275%) = v, (4r*) =3 #0 (mod 2). Dies
ist ein Widerspruch. O

Der folgende Satz stammt im Wesentlichen aus der Doktorarbeit von Alaca [1]7.

Satz 5.6.8. Sei 6 € C und 6 algebraisch iiber Q. Seien r,s € Z. Sei vy (r) < 1 oder v, (s) < 2
fiir jede Primzahl q. Sei irrgq (T) = T® —rT +s, K= Q (0) und A = 4r> — 27s2. Sei

(0 wenns=1 (mod 2),

(r=1(mod 4) und s =0 (mod 4)) oder

(r=3 (mod 4),s =2 (mod 4),v2(A) =0 (mod 2) und 5 =1 (mod 4))
2 wenn (r =0 (mod 2) und s =2 (mod 4)),

' (r=0 (mod 2) unds =4 (mod 8)),
(r=3 (mod 4) und s =0 (mod 4)) oder
(r=3 (mod 4),s=2 (mod 4),v2(A) =0 (mod 2) und 77 =3 (mod 4))
(3 wenn vy (A) =1 (mod 2)
und

0 wennr #0 (mod 3) oder
(r=3 (mod 9),s> =r+1 (mod 27) und v3 (A) =0 (mod 2))
1 wenn (v3(r) =1unds =0 (mod 9)),
(r=0 (mod 3),r #3 (mod 9) und s> =r+1 (mod 9)) oder
(r=3 (mod 9),s> =r+1 (mod 27) und v (A) =1 (mod 2))
v=1<3 wennvs(r) =v3(s) =1,
(r=0 (mod 3),r #3 (mod 9),s Z0 (mod 3) und s*> Zr+1 (mod 9)) oder
(r=3 (mod 9),s*> =4 (mod 9) und s> #r+1 (mod 27))
4 wennvs(r) =v3(s) =2 oder
(r=3 (mod 9),s #0 (mod 3) und s> #4 (mod 9))
5 wenns=0 (mod 3) und vs(s) < v3(r)

7Siehe Satz 2.5.1 in [1].
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5.7 Beispiele

Dann ist

1w =sen@23( 1 p)( I ¢) (55)

p Primzahl, q Primzahl,
p=>5, q=>5,
vp(A)=1 (mod 2) 1<y, (s)<vy(r)

Beweis. Aus dem Satz 5.6.3 folgt, dass u definiert ist. Aus dem Satz 5.6.5 folgt, dass v
definiert ist. Sei (o, 21, 2) eine Ganzheitsbasis von K, A € M (3,Z) und (1,6, 62)T =
A (g, 01, a)". Aus dem Satz 1.2.19 folgt, dass

d (1,6, 92) = det (A)*d (o, a1, a2)

ist. Es ist
d (1,6,6%) = det (A)*d (g, a1, a2) = det (A)*d (K).

Aus dem Satz 1.2.27 folgt, dass d (1,6,6%) = A ist. Es ist
sgn(A) = sgn(d (1,6,0%)) = sgn(det (A)*d (K)) = sgn(d (K)).

Aus dem Satz 5.6.2 folgt, dass v, (d (K)) = u ist. Aus dem Satz 5.6.4 folgt, dass v3 (d (K)) =
v ist. Aus dem Satz 5.6.6 und dem Satz 5.6.7 folgt, dass vy, (d (K)) = 0 ist fiir alle
Primzahlen py > 5, die (v, (A) =1 (mod 2) oder 1 < vy, (s) < vy, (7)) nicht erfiillen.
Aus dem Satz 5.6.6 folgt, dass vy, (d (K)) = 1 ist fiir alle Primzahlen p; > 5, die vy, (A) =
1 (mod 2) erfiillen. Aus dem Satz 5.6.6 folgt, dass v}, (d (K)) = 2 ist fiir alle Primzahlen
p2 > 5,die 1 < vy, (s) < vp, (r) erfiillen. Es folgt die Gleichung (5.5). O

5.7 Beispiele

Satz 5.7.1. Seien r,s € Z. Sei P(T) € Z (T) und P(T) = T° —rT + s, dann sind die beiden
folgenden Punkte dquivalent:

1. Esist P (T) irreduzibel iiber Q.

2. Fiir alle u,v € Z gilt, dass u> — v # r oder uv # s ist.

Beweis.

(1 = 2) Angenommen es gibt u,v € Z, sodass u?> — v =rund uv = s ist. Es ist

(T* —uT+0) (T+u) =T+ uT? —uT* — u>T + 0T +uv =
T>— (1 —0) TH+uo =T —rT +s.

Es ist P (T) nicht irreduzibel tiber Q. Dies ist ein Widerspruch.
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(2 = 1) Angenommen P (T) ist nicht irreduzibel tiber Q. Aus dem Satz 1.2.4 folgt, dass
P (T) nicht irreduzibel iiber Z ist. Es gibt x,y,z € Z, sodass P (T) = T> — 1T +s =
(T?> +zT +y) (T + x) ist. Es ist

T>—rT+s= (T*+zT+y) (T+x) =T+ xT* +zT? + xzT + yT + xy =
T+ (x+2) T+ (xz+y) T+ xy.

Werden die Koeffizienten verglichen, dann folgt, dass x +z = 0, xz+y = —r und
xy = s ist. Esist z = —x, x> —y = r und xy = s. Dies ist ein Widerspruch.

O]

Die Ganzheitsbasis (1, 0, 9—32) und die Diskriminante des algebraischen Zahlkorpers Q (0)
des folgenden Satzes wird auch in dem Beispiel 7.3.6 in dem Buch von Alaca und Williams
[2] angefiihrt und bewiesen. Die Ganzheitsbasis (1, 0, %) und die Diskriminante des
algebraischen Zahlkorpers Q (0) des folgenden Satzes scheint als Zahlenbeispiel in der
Tabelle D in dem Kapitel 2.7 in der Doktorarbeit von Alaca [1] auf.

2 .
0 ) eme

Satz 5.7.2. Sei P(T) = T® —3T+9,0 € C, P(0) = 0 und K = Q (0), dann ist (1,9, 5

Ganzheitsbasis von K und d (K) = —231.

Beweis. Sei r = 3 und s = 9. Fiir alle u,v € Z gilt, dass u? — v # 3 oder uv # 9 ist. Aus
dem Satz 5.7.1 folgt, dass P (T) irreduzibel tiber Q ist. Es folgt, dass irrgq (T) = P (T) ist.
Sei A = 4r® —27s?. Esist A = 4-27 —27-81 = —27 .77 = —3%.7-11 = —2079. Sei n =
w = my = 0und m3 = 1. Sei m, = 0 fiir alle Primzahlen p > 5. Sei x, = y» = x3 = y3 = 0.
Sei x, =y, = 0 fiir alle Primzahlen p > 5. Esist x; = 0 (mod ¢") und y;, =0 (mod g™)
fiir alle Primzahlen 4. Aus dem Satz 5.5.1 folgt, dass (1, 6, %) eine Ganzheitsbasis von K
ist. Aus dem Satz 5.6.8 folgt, dass

d(K)=sgn(A)-2°-31.7-11=-3.7-11 = —231

ist. OJ

Die Ganzheitsbasis (1, 0, 92—92) und die Diskriminante des algebraischen Zahlkorpers Q (6)
des folgenden Satzes wird auch in dem Beispiel 7.3.7 in dem Buch von Alaca und Williams

[2] angefiihrt und bewiesen. Die Ganzheitsbasis (1, 0, 9%92) und die Diskriminante des

algebraischen Zahlkorpers Q (0) des folgenden Satzes scheint als Zahlenbeispiel in der
Tabelle D in dem Kapitel 2.7 in der Doktorarbeit von Alaca [1] auf.

Satz 5.7.3. Sei P(T) = T°—~T+4,0 € C, P(8) = 0 und K = Q(0), dann ist (1,9, 9J592>
eine Ganzheitsbasis von K und d (K) = —107.

70



5.7 Beispiele

Beweis. Sei r = 1 und s = 4. Fiir alle u,v € Z gilt, dass u?> — v # 1 oder uv # 4 ist. Aus
dem Satz 5.7.1 folgt, dass P (T) irreduzibel tiber Q ist. Es folgt, dass irrgq (T) = P (T) ist.
Sei A =4r® —27s%. Esist A =4 —27-16 = —428 = —22.107.Sein = w = 0, my = 1 und
m3 = 0. Sei m, = 0 fiir alle Primzahlen p > 5. Sei x = 0, y2 = 1 und x3 = y3 = 0. Sei
Xy = yp = 0 fiir alle Primzahlen p > 5. Es ist x; = 0 (mod ¢™) und y; = 1 (mod g™)
fur alle Primzahlen 4. Aus dem Satz 5.5.1 folgt, dass (1, 0, 9%92) eine Ganzheitsbasis von
K ist. Aus dem Satz 5.6.8 folgt, dass d (K) = sgn (A) -2°-3°.107 = —107 ist. O

Die Ganzheitsbasis (1, %M, %) und die Diskriminante des algebraischen Zahl-

korpers Q (0) des folgenden Satzes scheint als Zahlenbeispiel in der Tabelle D in dem
Kapitel 2.7 in der Doktorarbeit von Alaca [1] auf.

Satz 5.7.4. Sei P(T) = T°>—21T —236,0 € C, P(§) = 0 und K = Q(0), dann ist
1 =236+0 4+50+6° 1 140 4450467
T3 T 18 AT

und d (K) = —503.

) eine Ganzheitsbasis von K, ( ) eine Ganzheitsbasis von K

Beweis. Sei r = 21 und s = —236. Esist r = 21 = 3-7 und s = —236 = —22.59. Fiir
alle u,v € Z gilt, dass u?> — v # 21 oder uv # —236 ist. Aus dem Satz 5.7.1 folgt, dass
P(T) irreduzibel iiber Q ist. Es folgt, dass irrgq (T) = P (T) ist. Sei A = 4r® — 2752
Esist A = 4-213 —27.2362 = —1466748 = —2%.3°.503. Es ist r = 21 = 3 (mod 9),
s? = 236% = 55696 = 2062 -27 +22=22=r+1 (mod 27).Sein =1, w = —236, my = 1
und m3 = 2. Esist mz =2 = LVS(Z—A)J — 1. Sei m, = 0 fiir alle Primzahlen p > 5. Sei x, = 0,

y2=1,x3 =4und y3 = 14. Esist —2f = —14 =4 = x3 (mod 9) und
2%y3:142:196:7-27+7575—27-9+7:—236:s (mod 27).

Sei x, = y, = 0 fiir alle Primzahlen p > 5. Es ist x; = 4 (mod ¢") fiir alle Primzahlen g.

Esist5=1 (mod 2) und 5= 14 (mod 9). Esist y;, =5 (mod ") fiir alle Primzahlen

—236+6 4+59+92)
3 /0 18

g. Aus dem Satz 5.5.1 folgt, dass (1, eine Ganzheitsbasis von K ist. Es

. _ _ 2\ .
ist 79 + 2336+9 _ 237 %36+9 — 1%9. Aus dem Satz 1.2.23 folgt, dass <1, %, %) eine

Ganzheitsbasis von K ist. Aus dem Satz 5.6.8 folgt, dass

d (K) = sgn (A)-2°-3".503 = —503

ist. O]

Die Ganzheitsbasis <1, %, ’2’17(;*92> des algebraischen Zahlkorpers Q (0) des folgenden
Satzes wird auch in dem Beispiel 7.3.9 in dem Buch von Alaca und Williams [2] angefiihrt
und bewiesen.

Satz 5.7.5. Sei P(T) = T® —21T —236,0 € C, P(§) = 0 und K = Q(0), dann ist

“o_pie2\ . . .
1, %, 2%;”) eine Ganzheitsbasis von K.
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1460 4450462
'3 18
Esist (—1) # + 4+5198+92 = _2_1?“92. Aus dem Satz 1.2.23 folgt, dass (1, 1—;9, _2_17?92> eine

Ganzheitsbasis von K ist.

Beweis. Aus dem Beispiel 5.7.4 folgt, dass (1 ) eine Ganzheitsbasis von K ist.
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6 biquadratische Zahlkorper

6.1 Einleitung

Dieses Kapitel folgt zu Beginn des Abschnittes 6.1 zum Teil der Arbeit von Williams
[4]. Die Idee, die biquadratischen Zahlkorper auf eine Form wie in dem Satz 6.1.5 zu
reduzieren, stammt aus [4]. Trotz unterschiedlicher Herangehensweisen ergeben sich fast
die gleichen Ganzheitsbasen wie in [4]*. Auch die Diskriminanten der biquadratischen
Zahlkorper wurden bereits in [4] angefiihrt. Die Sétze 6.1.6, 6.1.9, 6.1.10, 6.1.12 und 6.1.16
sind Standardresultate zu biquadratischen Zahlkorpern. Einige Resultate dieser Sitze
werden in der Einleitung von der Arbeit von Williams [4] angefiihrt.

Definition 6.1.1 (biquadratischer Zahlkorper). K heifit genau dann biquadratischer Zahlkorper,
wennesm,n € Z\ {0,1} gibt, sodass m quadratfrei, n quadratfrei, m # nund K = Q (y/m, \/n)
ist.

Definition 6.1.2. Es ist

W4 <T0/ Tl/ SO/ Sl/ SZ/ 53) s X4 (TOI Tl/ SO/ Sl/ SZ/ 53) s Y4 (TOI Tl/ SO/ Sl/ SZ/ 53) s
Z4(Ty, T, So, S1,52,S3) € Z [Ty, T, So, S1, 52, S3] -

Es ist
Wy (To, Ty, So, S1,S2, S3) =4S,
X4 (To, T1, So,S1,S2,S3) =2 (= ToT1S3 — ToST — T1S% +353),
Y4 (To, T1, So, S1,S2,S3) =4 (ToT1S0S3 — 2ToT15152S5 + ToSoST + T1S0S3 — Sy) und
Z4 (To, T1, So, S1,S2,S3) =T3T2S% — 2T3T15353 + T3St — 2TpT2S553 — 2Ty T, 5353

+ 8Ty T1S05152S3 — 2Ty T1S353 — 2T(S3S3 + T?S3
— 2TyS3S3 + Sg.

Satz 6.1.3. Seien m,n,w, x,y,z € Z. Dann sind alle vier folgenden Punkte erfiillt:

1. Wa(m,n,w,x,y,z) = 4w
2. Xy (m,n,w,x,y,z) =2 (—mnz*> — mx* — ny? +3w)
3. Yy (m,n,w,x,y,z) =4 (mnwz —2mnxyz+mwx +nwy —w3)
4. Zy (m,n,w,x,y,z) = m?n’z* — 2m>nx>z> + m?x* — 2mn?y?z? — 2mnw?z>
+ 8mnwxyz — 2mnx?y* — 2mw?x? + n?y* — 2nw?y? + w*

2

ISiehe Satz 6.4.1.
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6 biquadratische Zahlkdrper

Das folgende Lemma stammt im Wesentlichen aus der Arbeit von Williams [4]>.

Lemma 6.1.4. Seien m,n € Z \ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m % n, | = ggT (m,n),
mo = 7, ng = 7, dann gibt es fiir die Restklassen von m,n und mong Modulo 4 die folgenden

zehn Maglichkeiten:

m n Mmong

1 1 1

1 2 2

1 3 3

2 1 2

2 2 1

2 2 3

2 3 2

3 1 3

3 2 2

3 3 1
Beweis. Die Behauptung ist leicht nachzurechnen. O

Der folgende Satz stammt im Wesentlichen aus der Arbeit von Williams [4]3. Die Beweis-
idee des Beweises des folgenden Satzes stammt aus [4].

Satz 6.1.5. Sei K ein biquadratischer Zahlkérper, dann gibt es m,n € Z \ {0,1}, sodass m
quadratfrei, n quadratfrei, m # n, K = Q (y/m, \/n) und einer der drei folgenden Punkte erfiillt
ist:

1. m=n=1 (mod 4)
2. m=2 (mod 4) undn =1 (mod 2)
3. m=n=3 (mod 4)

Beweis. Sei x,y € Z\ {0,1}, x quadratfrei, y quadratfrei, x # y und K = Q (v/x, \/¥). Sei
I = ggT (x,y), xo = ¥ und yo = ¥. Es ist xoyo € Z \ {0,1}, xoyo quadratfrei, x # xoyo und
Y # xoyo. Es ist

Q (vXoyo,vY) = Q (v, VXo¥0) = Q (v7,Vx) =K =Q (v, /) =
Q (V/x, /xoyo) = Q (v/%oyo, Vx) -

Mit Hilfe des Lemmas 6.1.4 kann ein m und ein n gefunden werden, sodass einer der
Punkte 1, 2 oder 3 erfiillt ist. O

Satz 6.1.6. Seien m,n € Q. Sei m # n, dann ist Q(y/m, /n) = Q(/m + \/n).

2Siehe Seite 519 in [4].
3Siehe (1) auf der Seite 520 in [4].
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Beweis.
(S) Esist%(\/ﬁ—\/ﬁ)zl.Esist\/ﬁ—\/ﬁ \FthQ\/»—i-\f Es folgt,
dass
Vm = (x/%+x/ﬁ+x/%—x/ﬁ)eQ(ﬁ+ﬁ)
und

Vit = L i (i V) € QU+ V)
ist. Es ist Q(/m, v/n) C Q(y/m+ /n).
(D) Es ist o/ + v € Q(y, /). Es ist Q7 + /i) € QU /7).
]

Lemma 6.1.7. Seien m,n € Z \ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n und P (T) =
T* —2(m+n)T? + (m — n)?, dann ist P (\/m + /n) = 0.

Beweis.

P (Vi +/m) = (Vim+ /n)* =2(m+n) (Vi + Vi) + (m = n)? =
m? + dm/m\/n + 6mn + dny/my/n +n? — 2 (m +n) (m +2/m/n +n)

+m? —2mn +n? =
2m* + dm/m/n + 4mn + dn/m/n + 2n® — 2m? — dm/m~/n — 2mn — 2mn
—4dnv/m/n —2n? =

Lemma 6.1.8. Sei K ein biquadratischer Zahlkorper, dann ist [K : Q] # 2.

Beweis. Angenommen es ist [K: Q] =2.Seim,n € Z\ {0,1}, m quadratfrei, n quadratfrei,
m # nund K = Q (y/m, /n). Aus dem Satz 1.2.29 folgt, dass \/m ¢ Q ist. Es ist (1, /m)
linear unabhéngig iiber Q und (1, /m) eine Basis von K iiber Q. Es gibt 4,b € Q, sodass
Vn = a+by/mist. Es ist n = a* + 2ab/m + b*m. Es folgt, dass a*> + b>m —n = 0 und
2ab = 0 ist. Aus dem Satz 1.2.29 folgt, dass n # a® und b* # 2 ist. Es ist b # 0. Es folgt,
dass a = 0 ist. Es ist b?>m — n = 0 und b* = . Dies ist ein Widerspruch. O

Satz 6.1.9. Sei K ein biquadratischer Zahlkorper, dann ist [K : Q] = 4.

Beweis. Seienm,n € Z\ {0,1}, m quadratfrel n quadratfrei, m # nund K = Q (y/m, /n).
Sei P (T) = T* —2(m+n)T*+ (m — n)*. Aus dem Lemma 6.1.7 folgt, dass P (/m + n)
0 ist. Esist [K: Q] < 4. Esist Q (\F) ein Teilkorper von K. Es ist [Q (v/m) : Q] = 2.
folgt, dass 2 | [K : Q] ist. Es ist [K : Q] € {2,4}. Aus dem Satz 6.1.8 folgt, dass [K : Q] # 2
ist. Esist [K: Q] = 4.

92}
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6 biquadratische Zahlkdrper

Satz 6.1.10. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei und m # n, dann ist
it gy g (T) = T*=2(m +n)T* + (m — n)?.

Beweis. Sei K = Q (y/m,/n). Aus dem Satz 6.1.6 folgt, dass K = Q (/m + /n) ist. Sei
P(T) = T*—2(m+n)T?+ (m — n)?. Aus dem Lemma 6.1.7, folgt, dass P (\/m + /1) =0
ist. Aus dem Satz 6.1.9 folgt, dass [K: Q] =4 ist. Esist P (T) = irr s, s (T). O

Satz 6.1.11. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n und K =

Q (v/m,\/n), dann ist (1,+/n) eine Basis von K iiber Q(~/m).

Beweis. Es ist

4=[K:Q = [K:Q(vm)][Q(vm):Q] =2[K:Q(Vm)]
und [K:Q (v/m)] = 2. Esist Q (y/m,/n) #Q (y/m) und /n ¢ Q (y/m). Es folgt, dass
(1, /n) linear unabhéngig iiber Q (m) und (1, \/n) eine Basis von K iiber Q (y/m) ist. O

Satz 6.1.12. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n und K =

Q (v/m,\/n), dann ist (1,\/m, /n, \/m/n) eine Basis von K iiber Q.

Beweis. Es ist (1,1/m) eine Basis von Q (y/m) iiber Q. Aus dem Satz 6.1.11 folgt, dass

(1,y/n) eine Basis von K iiber Q (/m) ist. Es folgt, dass (1, /m, \/n,/m+/n) eine Basis
von K tiber Q ist. O

Satz 6.1.13. Seien m,n € Z \ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n, K = Q (y/m, /n)
und €o,€1 € {—1,1}, dann gibt es genau eine Einbettung o von K in C, fiir die gilt, dass

o (vm) = eoy/m und o (\/n) = e1\/n ist.

Beweis. Sei M die Menge aller Einbettungen von K in C. Aus dem Satz 6.1.9 folgt, dass
[K : Q] = 4 ist. Aus dem Satz 1.2.13 folgt, dass |M| = 4 ist. Es ist T | Q(vi) eine Einbettung

von Q (/m) in C fir alle T € M. Esist 7 | (i) €ine Einbettung von Q (/1) in C fiir alle
T € M. Aus dem Satz 1.2.14 folgt, dass fiir alle T € M gilt, dass T (v/m) € {\/m, —/m
und T (v/n) € {/n,—/n} ist. Wenn ¢o,¢1 € M, ¢po (v/m) = ¢1 (v/m) und ¢o (vn) =
¢1 (v/n) ist, dann ist
9o (Vim/n) = go (Vi) go (Vit) = ¢ (Vim) g1 (Vin) = g1 (Vimv/n)

und ¢o = ¢;. Da |[M| = 4 ist, gibt es eine Einbettung ¢ von K in C, fiir die gilt, dass
o (vm) = eoy/m und o (y/n) = e1y/n ist. O
Satz 6.1.14. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n, K = Q (y/m, \/n)
und o;; fiir alle i,j € {0,1} jene Einbettung von K in C, fiir die gilt, dass

;i (Vm) = (=1)'v/m
und ‘

0ij (Vn) = (=1)! vn

ist, dann sind 0o, 001, 01,0 und 011 alle Einbettungen von K in C.
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Beweis. Aus dem Satz 6.1.9 folgt, dass [K : Q] = 4 ist. Aus dem Satz 1.2.13 folgt, dass es
vier Einbettungen von K in C gibt. Aus dem Satz 6.1.13 folgt, dass 0¢, 00,1, 01,0 und 071,
alle Einbettungen von K in C sind. O

Satz 6.1.15. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n, K = Q (y/m, /n),
p eine Primzahl und k € IN. Seien w,x,y,z € Z. Sei o = # (w + x/m+y\/n+zymy/n),
dann ist

fldyx (T) =

T4—plkw4(m,n,w,x,y, z) T° +plX4(mnwxy, z) T? +plY4(mnwxy, z)T

1
+—

i Zy(m,n,w,x,Yy,z)

Beweis. Sei 0; fiir alle i,j € {0,1} jene Einbettung von K in C, fiir die gilt, dass o (v/m) =
(—1)"v/m und o (vn) = (— 1)/ /n ist. Aus dem Satz 6.1.14 folgt dass 00,001,010, 011

alle Einbettungen von K in C sind. Sei Bg = pXoop (a), B1 = pFoo (&), B2 = prorp («) und
Bs = phor (a). Bs ist o = w -+ xy/ + yo/il+ 21/, Br = 0+ /i — g/ — 2/,
ﬁz—w—x\/»+y\/ﬁ—z\/>\/ﬁundﬁ3—w—x\/> yv/n+zymy/n. Esistfld, x (T) =

3
H ( oF ﬁ ) Wenn das Produkt H < oF ,B ) ausmultipliziert und vereinfacht wird,

i=0 i=0
dann erglbt sich, dass

duic (1) =TT (T %6 =

i=0

4 2
—wT® + - (—mnz* — mx* — ny* + 3w?) T

T* -
: 2 T
+p3k (mnwz* — 2mnxyz + mwx® + nwy* — w?)
1
+— <m2n2z4 2m?nx*z? + m?xt — 2mn?y?z? — 2mnw?z* + Smnwxyz — 2mnx*y?
—2mw?x® + n*y* — 2nw?y* + w4) =
- Llw T4 X T4 Ly, T
_E s (m,n,w,x,y,z) +p— s (m,n,w,x,y,2) +p3k (m,n,w,x,y,z)

1
+WZ4 (m/ n,w,x, y/ Z)

ist. O

Satz 6.1.16. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n und K =
Q (vVm,/n), dann ist d (1, /m,/n, \/my/n) = 28m*n? = 256m*n?
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6 biquadratische Zahlkdrper

Beweis. Aus dem Satz 6.1.14 folgt, dass

1oym o i v\
(1, i) = [ det | VLT v
1 —ym —/n myn
ist. Es ist
1 Vm  n  myn
4 (1 v/, /i, i) = | det [T Y ‘fﬁﬁ :\/@g — Bl = 256mr.
1 —vm —/n  myn

Satz 6.1.17. Seien m,n € Z \ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n, K = Q (y/m, /n)
und « ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad 1 beziiglich (1, Vm,\/n, ﬁ\/ﬁ),
dann sind die beiden folgenden Punkte erfiillt:

1. Wennm # 1 (mod 4) ist, dann gibt es ein x € Z, sodass & = x + /m ist.

2. Wennm =1 (mod 4) ist, dann gibt es ein y € Z, sodass « = M

Beweis. Seien ag,a; € Q und a = ag + a;/m. Aus dem Satz 3.0.12 folgt, dass es ein
d € N\ {0} gibt, sodass a1 = J ist. Es ist & = ag + J+/m.

1 Aus dem Satz 1.2.25 folgt, dass (1,/m) eine Ganzheitsbasis von Q (y/m) ist. Es ist
apg € Z und % € Z. Es folgt, dass d = 1 ist.

2 Aus dem Satz 1.2.25 folgt, dass (1 H\/ﬁ) eine Ganzheitsbasis von Q (/m) ist. Aus dem

Satz 3.0.6 folgt, dass Z\F ein minimal-ganzalgebraisches Element von Q(+/m) vom
Grad 1 beziiglich (1,+/m) ist. Es ist d = 2. Aus dem Satz 1.2.11 folgt, dass ONQ = Z
ist. Esistag—% = a—ﬂ eONQ = Z. Sei z = ao—%.Esistao = 22T“umd
_ 2z+41+ym
L
O

Satz 6.1.18. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n und K =
Q (v/m,/n). Wenn m = 1 (mod 4) ist, dann sei n = 1 (mod 4). Sei (wo, w1, Wz, w3) =
(1, v/m, \/n,/my/n) und k € {2, 3} Seien ag,ay, ..., 0o E Q Seien by, by,...,br_1 € Q.

Seien dy_1,d € N\ {0}. Sei « = Zawl + dk oWk, B = wal + wk, x ein minimal-
i=0 =0
ganzalgebraisches Element von K vom Grad k — 1 beziiglich (1 Vm, \/n,\/my/n) und B ein

minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad k beziiglich (1, \/m,\/n, /m\/n), dann ist
d—1 | d-
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Beweis.

Fall k=2 und m #1 (mod 4):
Aus dem Punkt 1 des Satzes 6.1.17 folgt, dass dq = 1 ist. Es ist d; | da.
Fall k =2 und m=1 (mod 4):
Aus dem Punkt 2 des Satzes 6.1.17 folgt, dass d; = 2 ist. Da m = 1 (mod 4)

ist, folgt, dass n = 1 (mod 4) ist. Aus dem Satz 1.2.25 folgt, dass (1, L

s

) eine

Ganzheitsbasis von Q (\/ﬁ) ist. Es ist 1+2\/ﬁ S OQ (Vi) C Og. Aus dem Satz 3.0.11

folgt, dass es ein x € Z gibt, sodass % = xdl—z. Es ist dy = 2x und d | dy.
Fall k = 3:
Es ist

zx—Zawl i wkl—ao—i—al\/»—i- fGOK

Es ist aym + agy/m + d—zﬁf = /ma € Ok. Aus dem Satz 3.0.11 folgt, dass es ein
y € Z gibt, sodass 1= = yz5 ist. Es ist d3 = yd und dy | ds.

O]

Lemma 6.1.19. Seien m,n € Z \ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n und K =
Q (y/m,/n). Wenn m = 1 (mod 4) ist, dann sei n = 1 (mod 4). Seien ro,r1 € Z. Seien
so,s1 € N\ {0}. Sei ggT(ro,s0) =1, ggT(r1,51) =1, dy € N\ {0} und g—g + %\/ﬁ—i— d%\/ﬁ
ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad 2 beziiglich (1, Vm,\/n,\/m \/ﬁ), dann
ist so | dp und sy | da.

Beweis. Seux—”’%—”\/»—i— -V

Fall m #1 (mod 4):
Es ist 20 4 &1/ + \/n = dya € O. Es ist 20 + 211/ = dya — /n € O. Es ist
dzro + dm Vm € Og Q( Vi) Aus dem Satz 1.2.25 folgt, dass (1,+/m) eine Ganzheitsbasis
von Q (f) ist. Es folgt, dass dg% € Z und dg—lrl € Zist. Esist 5o | d» und s1 | d.
Fall m =1 (mod 4):
Esistn =1 (mod 4). Aus dem Satz 1.2.25 folgt, dass (1, 1+ﬁ ) eine Ganzheitsbasis

von Q (v/m) ist. Aus dem Satz 3.0.6 folgt, dass -3 ein minimal-ganzalgebraisches
Element von Q(+/m) vom Grad 1 beziiglich (1,+/m) ist. Aus dem Satz 3.0.5 folgt,

dass 1+2\/ﬁ ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad 1 beziig-
lich (1,v/m,/n,/my/n) ist. Aus dem Satz 6.1. 18 folgt, dass 2 | d ist. Es ist

darg 4 dory dy m — 14 dn dz 1+yn
+ Fy/m +3vn = Za € Ok. Es ist + FtVm = Fa— == € Ok

250

Es ist erO - % —&n MH[ = dro 1 dm\ﬁ € Og (v ) (1, Hﬂ) eine

251 S1 2sg

Ganzheltsba51s von Q (y/m) ist, folgt, dass dzro —1- ‘122;11 € Z und dzrl € Z ist. Es
ist 51 | dz.Esistdg—gO :2<m—%—%) +1+d§% € Z. Esistsg | da.

250
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O]

Lemma 6.1.20. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n und K =
Q (v/m,\/n). Wenn m = 1 (mod 4) ist, dann sei n = 1 (mod 4). Seien ro, 11,1, € Z. Seien

50,51, 52 e ]N\{O} Sei ggT(rg,so) =1, ggT(r1,s1) = 1, ggT(ra,s2) = 1, ds € N\ {0}
und 2+ y/m+2n+ 1 \/> /1 ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad 3

beziiglzch (1 Vm, \f Vm \f ), dann sind alle drei folgenden Punkte erfiillt:

1. Sz’dg,
2. 51’d3
3. S()’dg,

Beweis. Seia = 2 + {1 \f—l—rz\fjt SV/my/n.

1 Aus dem Satz 6.1.19 folgt, dass es to,t7 € Z und d, € IN\ {0} gibt, sodass
foth ‘FJ“W ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad 2 beziiglich

(1 v m f Vv f) ist. Es ist
tm—i—towm—i—\/m\/ﬁ t0—|—t\/ﬂ’l+\/ﬁ
1 =\ m ! €0

Aus dem Satz 6.1.18 folgt dass es ein x € Z gibt, sodass d3 = xd, ist. Es ist

xro_}_xrl\/*_f_xrzf_i_ f\/ﬁ_X(XEOK Es ist
xro_h'm(m_)fﬁ”f

50 dp 51

Xr, Xr Xr tym + top/m +
T;—FT;\/%—FZ\F—F 1 sy h ox/dzf\f

und 2 — %’1 + (ﬂ — *) Vm+32y/n € Ok. Aus dem Satz 3.0.11 folgt, dass es ein

51
yE Z gibt, sodass xrz = dl ist. Es ist rod3 = xr2dy = ysy. Es folgt, dass sp | r2d3 ist.
Esist sy | ds.
2 und 3 Aus dem Punkt 1 folgt, dass s, | d3 ist.
Fall m #1 (mod 4):
Es ist

d d 1 d
a0 DI o — <r°+rl\/%+72\/ﬁ+\/%\/ﬁ> B2 i i
So S1 S0 S1 52 dsz

und d;’% + d;’—:l\/ﬁ € O. Aus dem Satz 1.2.25 folgt, dass (1,/m) eine Ganzheits-
basis von Q (y/m) ist. Es ist dg—go € Z und dg—lrl € Z. Es folgt, dass sy | d3 und
S1 ’ ds ist.

Fall m =1 (mod 4):
Esistn =1 (mod n). Aus dem Satz 1.2.25 folgt, dass % € O und # €O
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ist. Es ist M = \/ﬁ% € Ok. Aus dem Satz 3.0.11 folgt, dass es ein
z € Z gibt, sodass % = dz—s ist. Es ist 2z = d3 und 2 | d3. Es ist

d 1 d d dary 1 d 1 d d
dsro 1 dsra  dsri | dsh +vm _ 30, 1 43 371\F_

2sg 2 2sy 281 s1 2 2% 2 252 251
d31’0 d31’1 d3}’2 d31’2 d31’2
20 T 260 ——Vm+ f + = \F Vn \F f Vn =
d d 1 1-—
23<V0 r1f+r2\f+ ff) 312 +2\f+ \ZF\F:
@a_d3r21+f+l+\/ﬁ_ﬂl+\/ﬁeo
2 S7 2 2 2

und d370 +1- ”1237’22 — ‘123%11 + d;—fl% € Oq Q(vi): Aus dem Satz 1.2.25 folgt, dass

(1, H[ ) eine Ganzheitsbasis von Q (y/m) ist. Es ist d3r° +3- dry _ d;srll cZ
und dg—lrl € Z.Esistsy | ds. Es ist

1
@:2 @+i_d3r2_d31’1 e d3r2+d3r1 7
2SO 2 25y 251 So 51

O]

Satz 6.1.21. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n und

Q (v/m,\/n). Wenn m = 1 (mod 4) ist, dann sei n = 1 (mod 4). Sei k € {1,2,3},
(wo, w1, Wy, w3) = (1, Vm,\/n, \/ﬁf) und « ein mmzmal-ganzalgebmlsches Element von K
vom Grad k beziiglich (1, /m, \/n, /m+/n), dann gibt es xo,x1, ..., %1 € Zund d € N\ {0},

sodass
1
= < <Z X ) + wk>
ist.
Beweis. Der Satz 6.1.21 folgt aus den Sétzen 6.1.17, 6.1.19 und 6.1.20. O

Satz 6.1.22. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n und K
Q (vm,/n). Wenn m = 1 (mod 4) ist, dann sei n = 1 (mod 4) Sei (wp, w1, wa, w3) =

(1, v/m, \/n, /m~/n) und p eine Primzahl. Seien k1, k>, k3 € IN. Sezx € Zfirallei € {1,2,3}
undalle j € {0,1,...,i —1}. Sei

1 i—1 (i)
N, = pki .Z:le wj + w;
j=0

fiiralle i € {1,2,3}. Sei fiir alle i € {1,2,3} mindestens einer der beiden folgenden Punkte erfiillt:
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6 biquadratische Zahlkdrper

(a) Es ist w; ein minimal-ganzes Element von K iiber Z,) vom Grad i beziiglich

(1, v/, /i, /).
(b) i 7é 3,u; € Op,K und k; = ki+1

Dann sind alle drei folgenden Punkte erfiillt:

1. 0< k1 <ky <ks
2. Esist (1,aq,a,a3) eine p-ganze Basis von K.

3
3. vp (d(K)) = vp (2°m?n?) —2 (;kz)

Beweis. Sei B; ein minimal-ganzalgebraisches Element von K vom Grad i beziiglich
(1, /m, \/n,/my/n) fiir alle i € {0,1,2,3}. Aus dem Satz 6.1.21 folgt, dass es dy,d», d3 €

N\ {0} und y](-i) € Zfurallei e {1,2,3} und alle j € {0,1,...,i — 1} gibt, sodass

1 i—1 .
4 ((Z yf-”%) +wz‘)
i j=0

ist. Aus dem Satz 6.1.18 folgt, dass d;_1 | d; fiir alle i € {2,3} ist. Aus dem Satz 3.0.13
folgt, dass Bo = 1 ist. Sei dy = 1. Es ist Bp = dlo und dy | di. Es ist 1 ein minimal-
ganzes Element von K iiber Z,) vom Grad 0 beziiglich (1,/m,/n,/m\/n). Sei I €

(1)
N, Z(()l) € Z und 20:7,1‘/% ein minimal-ganzes Element von K tiber Z( ) vom Grad 1

beziiglich (1, v/m, \/n,/m/n).Seil, € N, z(() ),zg ) € Z und M ein minimal-

ganzes Element von K iiber Z,) vom Grad 2 beziiglich (1, /n, f Vmy/n). Es ist a3
ein minimal-ganzes Element von K iiber Z,,) vom Grad 3 beziiglich (1, /n, /n, /m/n).
Aus dem Punkt 1 des Satzes 4.0.5 folgt, dass Iy < I < k3 ist. Wenn k; = k3 ist, dann
ist , = ko = k3 und a; ein minimal-ganzes Element von K tiber Z(p) vom Grad 2
beziiglich (1,+/m, /n,/m+/n). Es ist a; ein minimal-ganzes Element von K iiber Z,
vom Grad 2 beziiglich (1,/m,/n,/my/n) und I, = ko. Wenn k; = k ist, dann ist
Iy = k1 = k2 und a7 ein minimal-ganzes Element von K tiber Z ) vom Grad 1 beziiglich
(1,+/m, /n,\/m+/n). Es ist a; ein minimal-ganzes Element von K tiber Z,) vom Grad 1

beziiglich (1,+/m, v/n,\/m+/n). Aus dem Satz 6.1.16 folgt, dass d (1, /m, f Vmy/n) =

28m2n? ist. Aus dem Satz 4.0.5 folgt der Satz 6.1.22. O

Satz 6.1.23. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n und K =
Q (vm,\/n). Wenn m = 1 (mod 4) ist, dann sei n = 1 (mod 4). Sei (wo, w1, ws, w3) =

(1, v/m, \/n,/m+/n) und p eine Primzahl. Sei ki, kp, k3 € N. Sei x( € Zfirallei € {1,2,3}
undalle j € {0,1,...,i —1}. Sei

L (5,0
pki ;)xj wj + wj EOP,K
]:
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6.1 Einleitung

vy (28m2n?)

3
fiirallei € {1,2,3}. Sei ) _k; = 5

i=1
(1 x4y ) ! i Vi) ) i i
o Pt ' Pk

eine p-ganze Basis von K.

, dann ist

i-1 .
Beweis. Sei x; = # ((Z x](l)w]) + wi> furallei € {1,2,3}.Seil1,l5,13 € N, y}z) € Z fur
j=0

allei € {1,2,3} und alle j € {0,1,...,i — 1} und

1 i—-1 .
o (g7 )
j=0

ein minimal-ganzes Element von K iiber Z,) vom Grad i beziiglich (1,/m, \/n, /m/n)
furallei € {1,2,3} . Esistk; <, furallei € {1,2,3}. Aus dem Punkt 3 des Satzes 6.1.22

3
folgt, dass v, (d(K)) = v, (28m?n?) —2 (le) ist. Es ist
i=1

3 3
Es folgt, dass v, (d (K)) = 0 und Zki = Zli ist. Esist k; = I; fur alle i € {1,2,3}. Es ist a;
i=1 i=1
ein minimal-ganzes Element von K iiber Z,) vom Grad i beziiglich (1,/m, \/n, /m+/n)
fur alle i € {1,2,3}. Aus dem Satz 6.1.22 folgt, dass (1, a1, ap, a3) eine p-ganze Basis von K
ist. O

Satz 6.1.24. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n, K = Q (\/ﬁ, Vn
p eine Primzahl und k € IN. Seien w,x,y,z € Z. Sei & = # (w+ x/m+y\/n+zymy/n
dann sind die beiden folgenden Punkte dquivalent:

),
)

7

1. &« € Opk
2. Wy (m,n,w,x,y,z) =0 (mod p*), Xy (m,n,w,x,y,z) =0 (mod p**),
Yy (m,n,w,x,y,z) =0 (mod p*) und Zy (m,n,w,x,y,z) =0 (mod p*)

Beweis. Aus dem Satz 2.0.9 folgt, dass genau dann & € Oy k ist, wenn fld, k (T) € Z ;) [T]
ist. Aus dem Satz 6.1.15 folgt, dass

fld, x (T) =

1 1 1
T* — ?WAL (m,n,w,x,y,z) T3 + ﬁ}g (m,n,w,x,y,z) T? + Wﬁ (m,n,w,x,y,z) T

1
+WZ4 <m/ n,w, x/y/ Z)
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6 biquadratische Zahlkdrper
ist. Es ist fldyx (T) € Z(,)[T] genau dann, wenn Wy (m,n,w,x,y,z) = 0 (mod p"),

Xy (m,n,w,x,y,2) 0 (mod p*), Yu(mmnwxyz) = 0 (mod p*) und
Zy (m,n,w,x,y,z) =0 (mod p*) ist. O

6.2 2-ganze Basen

Satz 6.2.1. Seien m,n € Z \ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n, K = Q (\/ﬁ, \/ﬁ)
und m #1 (mod 4), dann ist w+2\/% ¢ Oy fiir alle w € Z.

Beweis. Angenommen es gibt ein w € Z, sodass w+2ﬁ € Oy ist. Aus dem Satz 6.1.24

folgt, dass Z4 (m,n,w,1,0,0) =0 (mod 16) ist. Es ist

0= Z4(m,n,w,1,0,0) = m? — 2mw?* 4+ w* = (m — wz)2 (mod 16).

Es folgt, dass m = w? (mod 4) ist. Esist m = 0 (mod 4) oder m =1 (mod 4). Dies ist
ein Widerspruch. O
Satz 6.2.2. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n, K = Q (y/m, /n),
m=2 (mod 4) und n =3 (mod 4), dann ist w ¢ Oy fiir alle w, x € Z.

Beweis. Angenommen es ist w,x € Z und w € Oy k. Aus dem Satz 6.1.24 folgt,
dass Z4 (m,n,w,x,1,0) =0 (mod 16) ist. Es ist

0=2Z4(m,mn,w,x1,0) = m?x* — 2mnx?® — 2mw*x* +n® — 2nw? +wt=1+w (mod 2)

und w =1 (mod 2). Es ist

2x* — 2mnx? — 2mw?x? + n? — 2nw? + w =

0=2Z4(mn,w,x,1,0) =m
m?x? — 6mx* — 2mx* + n® — 2nw? + w* =
m (m — 2) x* +2mx* — 8mx* +n (n —3) +3n — 2 (n — 3) w* — 6w® + w* (w* — 1)
+u? =
m(m—2)x* —6mx*+n(n—3)+3n—2(n—3)w* — 50 +w* (w*— 1) =
2(m—2)x* —6mx*+3(n—3)+3n—2(n—-3) -5 +w* —1=
2mx® — 4x* —6mx* +3n—9+3n —2n+6 —4duw* —1 =
—4mx* —4x* +4n — 4 — dw® =

8x? —4x* +12—4—-4=4(x*+1) (mod 16).
Esist x> +1 =0 (mod 4) ist. Dies ist ein Widerspruch. O

Satz 6.2.3. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n und K =
Q (v/m,\/n), dann sind alle vier folgenden Punkte erfiillt:
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6.2 2-ganze Basen

1. Wennm =2 (mod 4) und n =1 (mod 2) ist, dann ist w°+x°ﬁ+y4°ﬁ+\/ﬁﬁ ¢ Ok
fiir alle wy, xo, yo € Z.

2. Wennm =2 (mod 4) und n =1 (mod 2) ist, dann ist M € Oy k.

3. Wennm =n =3 (mod 4) ist, dann ist wﬁxl\/ﬁwiﬁﬁ/ﬁﬁ ¢ Oy fiir alle wy, x1,y1 €
Z.

Beweis.

1 Angenommen es ist wy, xo, Yo € Z und w°+x°m+%fﬁ+mﬁ € Oy k. Aus dem Satz 6.1.24
folgt, dass X4 (m,n,wo, x0,y0,1) =0 (mod 16), Yy (m,n,wo, x0,Y0,1) =0 (mod 2°)
und Zy (m, n, wo, xo,¥0,1) =0 (mod 2%) ist. Es ist

1

0= 1Y4 (m,n,wo, xo,Yo,1) = mnwy — 2mnxoyo + mwox(z) + nwoy% — w% =
mnwg + mwoxg + nwoys — wi = —wy (—mn — mxg — nyj + 3w3) + 2w3 =
_TwOX4 (m, n, wo, o, Yo, 1) + 2wd = 2w} (mod 4)
und wy =0 (mod 2). Es ist
0= %X4 (m, n,wo, xo,v0,1) = —mn — mx§ — ny3 + 3wj = yo (mod 2).
Es ist
0= %X4 (m,n,wo, X0, Yo, 1) = —mn — mxg — nyg + 3ws =

2+2x3=2(xg+1) (mod 4)

und xo =1 (mod 2). Esist x3 =1 (mod 4) und x} =1 (mod 8). Es ist

0= %X4 (m,n,wo, X0, Yo, 1) = —mn — mx§ — ny3 + 3wi = —mn — m + y% + wj =
—mn+1)+ B3+ wd=2(n+1)+y3+wi (mod 8).

Es ist
0= in (m,n, wo, xo,yo,1) = mnwy — 2mnxoyo + Mmwox3 + nweyg — wy =

mnwg + 4yo + mwy + wey + wy = mwg (n + 1) + 4yo + wey3 + wi =
2wy (n+ 1) + 4yo + woy§ + wy = wo (2 (n +1) + y5 + w§) +4yo = 4yo (mod 16)
und o =0 (mod 4).Esist0=2(n+1)+y3+wj =2 (n+1) + wj (mod 8). Es ist
0= Z4 (m,n,wy, xo0,Y0,1) =
m?n® — 2m*nx + m*x§ — Zmnzy% — 2mnw§ + 8mnwoxoyo — Zmnx(z)y% — 2mw3xg +
n2yg — 2nwiy + wi =
m?n? — 2m*n 4+ m® + 4wd + 4wl + wh = m? (n —1)* 4 8wd + wi =

4(n—1)"+wh = (2(n—1)+w%)2—4(n—1)w(2)5 (2(11—1)+w%)2 (mod 2°).
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6 biquadratische Zahlkdrper

Es folgt, dass 2 (n — 1) + w3 = 0 (mod 8) ist. Es ist
0=2(n+1)+wj+2(n—1)+wj=4n+2wj =4 (mod 8).

Dies ist ein Widerspruch.
2 Es ist Wy (m,n,0,1,0,1) = 0, X4(m,n,0,1,0,1) = 2(—mn—m) = 0 (mod 4),
Yy (m,n,0,1,0,1) = 0 und

Zy (m,1,0,1,0,1) = m?n® — 2m*n 4+ m?> = m? (n —1)> =0 (mod 16).

Aus dem Satz 6.1.24 folgt, dass M € Oy ist.

3 Angenommen es ist wy, x1,y1 € Z und w1tn \/ﬁ+y41 IR VATVAI Oy k. Aus dem Satz 6.1.24

folgt, dass X4 (m,n,wi,x1,y1,1) = 0 (mod 16) und Z4(m,n,wi, x1,41,1) =
0 (mod 28) ist. Es ist

1
0= §X4 (m,n,wy,x1,y1,1) = —mn — mxj — ny; +3wi (mod 8)
und mx? = —mn — ny? 4+ 3w? (mod 8). Es ist

0=2Z4(m,n,wi,x1,y1,1) =
m?n? — 2m*nxt + m*x — 2mn*yt — 2mnw?t + 8mnwix1y; — 2mnxiy3 — 2mwixd
+n?y] — 2nwiy + wi =
m*n? — 2mn (—mn — ny} + 3wi) + (—mn — nyf + 3w%)2 — 2mn?y3 — 2mnw?
—2ny; (—mn — nyi + 3w}) — 2w} (—mn — ny3 + 3w}) + n?y — 2nwiyi + wi =
m?n® 4+ 2m*n® 4 2mn?y; — 6mnw? + m*n® + 2mny; — 6mnwi + n*yj — 6nwiy?
+9w‘11 — Zmnzy% — 2mnw% + Zmnzy% + 2112y‘11 — 6nw%y% + Zmnw% + an%y% — 6w
+nly — 2nwiyi + wi =
4m®n® + 4mn2y% — 12mnw% + 4nzy‘1L - 12nw%y% + 4w‘11 =
41+ +wi+y1+wyr+w) =4(1+wiy1) (mod 8).
Esist wjy; +1 =0 (mod 2). Es folgt, dass w1 =y; =1 (mod 2) ist. Es ist

2

0= =Xy (m,n, wl,xl,yl,l) = —mn — mxy — ny% +3w% =

N[ +—

1+x1+1+1=x+1 (mod 2)

und x; =1 (mod 2). Aus dem Satz 1.2.5 folgt, dass w? = x2 =7 =1 (mod 8) ist.

Es ist

0= =-Xy4(m,n,wi,x1,y1,1) = —mn—mx%—ny%—l—&o% =-mn—-m-—-n+3=

N[ =

-m(n+1)—n+3=n+1-n+3=4 (mod 8).

Dies ist ein Widerspruch.
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6.2 2-ganze Basen

Satz 6.2.4. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n und K =
Q (y/m, \/n), dann sind alle vier folgenden Punkte erfiillt:

1. Wennm=n =1 (mod 4) ist, dann ist (1, Hﬂ, 1+2\/E, 1+\/ﬁ+\ﬁﬁ+\/ﬁ\/ﬁ> eine 2-ganze
Basis von K.

2. Wennm =2 (mod 4) und n =1 (mod 4) ist, dann ist (1, \/m, 1+2ﬁ, ‘/%Jrﬁ‘/ﬁ) eine
2-ganze Basis von K.

3. Wennm =2 (mod 4) und n =3 (mod 4) ist, dann ist (1, Vm,\/n, M) eine
2-ganze Basis von K.

4. Wenn m = n =3 (mod 4) ist, dann ist <1, Vm, \/ﬁzﬂ/ﬁ, H\/f‘/ﬁ) eine 2-ganze Basis
von K.

Beweis.

1 Aus dem Satz 1.2.25 folgt, dass ﬂ € O und # € O ist. Esist % € Ok C Ok
und 1+2\/H € Ok € Oyk. Es ist

Wy (m,n,1,1,1,1) =4 =0 (mod 4),
Xy (m,n,1,1,1,1) =2(—mn—m—n+3) =
2(-(m—=1)(n—1)—2m—2n+4)=2(-2—-2+4) =0 (mod 16),
Yy (m,n,1,1,1,1)=4(mn—-2mn+m+n—1)=4(—mn+m+n—1) =
—4(m—-1)(n—1)=0 (mod 2°)
und
Zy(m,n,1,1,1,1) =
m*n? — 2m*n + m* — 2mn® — 2mn + 8mn — 2mn — 2m +n®* —2n+1 =
m*n® — 2m*n + m? — 2mn® + 4mn —2m+n®> —2n+1 =
(m? —2m+1) (" —2n+1) = (m—1)*(n—1)> =0 (mod 2%).

i3 (28m2n2)

Aus dem Satz 6.1.24 folgt, dass H\/ﬁﬁ/fh/%ﬁ € Oy ist. Es ist ———~% = 4. Aus
1 1+yvm 1+y/n 1+/m+/n+/myn
T2 T2 1

dem Satz 6.1.23 folgt, dass (

K ist.
2 Aus dem Satz 6.2.1 folgt, dass M ¢ O,k fiir alle wy € Z ist. Es folgt, dass y/m ein
minimal-ganzes Element von K iiber Z ;) vom Grad 1 beziiglich (1, v/m, \/n,\/m+/n)

ist. Aus dem Satz 1.2.25 folgt, dass 1+2\/ﬁ € O ist. Es ist 1+2‘/ﬁ € Ox € Oyk. Aus
dem Punkt 2 des Satzes 6.2.3 folgt, dass M € Oy ist. Aus dem Punkt 1 des
Satzes 6.2.3 folgt, dass wo'ﬁxoﬁ\/ﬁ%oﬁ‘/mm‘/ﬁ ¢ Oy fr alle w3, 03, Y03 € Z ist.

Es folgt, dass M ein minimal-ganzes Element von K tiber Z,) vom Grad
3 beztiglich (1,/m, \/n, \/my/n) ist. Aus dem Punkt 2 des Satzes 6.1.22 folgt, dass

(1, Vm, 1+2ﬁ, ‘/ﬁ+§/ﬁﬁ> eine 2-ganze Basis von K ist.

) eine 2-ganze Basis von
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6 biquadratische Zahlkdrper

3 Aus dem Satz 6.2.2 folgt, dass w ¢ Op fur alle wip,x12 € Z ist. Es

folgt, dass y/n ein minimal-ganzes Element von K {iiber Z 3y vom Grad 2 beziiglich

(1, v/m, \/n,/my/n) ist. Aus dem Punkt 2 des Satzes 6.2.3 folgt, dass M €
w3313y My 3v/ Nt/ ¢ Os
1 ,

Oy k ist. Aus dem Punkt 1 des Satzes 6.2.3 folgt, dass

fir alle w3, x13,y13 € Z ist. Es folgt, dass M ein minimal-ganzes Element
von K iiber Z ;) vom Grad 3 beziiglich (1,/m,\/n,\/m+/n) ist. Aus dem Punkt 2

des Satzes 6.1.22 folgt, dass (1, m,\/n, M) eine 2-ganze Basis von K ist.

4 Aus dem Satz 6.2.1 folgt, dass M ¢ O,k fiir alle wy 1 € Z ist. Es ist /m ein minimal-

ganzes Element von K iiber Z ) vom Grad 1 beziiglich (1, /m, v/n, /m/n). Es ist
W, (m,1,0,1,1,0) = 0,

X4(m,n,0,1,1,0) =2(—m —n) =0 (mod 4),
Yy (m,n,0,1,1,0) = 0 und
Zy (m,1,0,1,1,0) = m? — 2mn +n? = (m —n)* = 0 (mod 16).

Aus dem Satz 6.1.24 folgt, dass M € Oy ist. Es ist Wy (m,n,1,0,0,1) = 4 =
0 (mod 2),
X4 (m,n,1,0,0,1) =2(—mn+3) =0 (mod 4),

Yy (m,n,1,0,0,1) =4 (mn—1) =0 (mod 8) und
Zy (m,n,1,0,0,1) = m*n® —2mn+1 = (mn —1)*> =0 (mod 16).

Aus dem Satz 6.1.24 folgt, dass w € Oy ist. Aus dem Punkt 3 des Sat-
zes 6.2.3 folgt, dass w2'3+x2'3ﬁ+zz'3ﬁ+ﬁﬁ ¢ Oy fur alle wy3,x23,23 € Z ist.

Es folgt, dass w ein minimal-ganzes Element von K tiber Z ;) vom Grad 3
beziiglich (1,v/m, /n,/m\/n) ist. Aus dem Punkt 2 des Satzes 6.1.22 folgt, dass

<1, Vm, ‘/ﬁ;‘/ﬁ, 1+\/2ﬁﬁ> eine 2-ganze Basis von K ist.

6.3 p-ganze Basen fiir p > 3

Satz 6.3.1. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n, K = Q (y/m, /n),
p eine Primzahl, p > 3 und | = ggT (m,n), dann sind alle drei folgenden Punkte erfiillt:

88

2. Wenn p t 1 ist, dann ist
3. Wenn p | I ist, dann ist w2+x2ﬁ+lyﬁ‘/ﬁ+ﬂ‘/ﬁ ¢ Ok fiir alle wa, x2,y2 € Z.

1. Wenn p | 1 ist, dann ist W ¢ Oy fiir alle wy, xo € Z.

w1+x1\/ﬁ+yl;\/ﬁ+\/ﬁ\/ﬁ ¢ Oy k fiir alle wy, x1,y1 € Z.




6.3 p-ganze Basen fiir p > 3

Beweis.

1 Angenommen es ist wy, X9 € Z und w € Opk. Aus dem Satz 6.1.24

folgt, dass Wy (m,n,wo, x09,1,0) = 0 (mod p), X4 (m,n,wp,xp,1,0) =0 (mod pZ)
und Zy (m,n,wo,x0,1,0) = 0 (mod p*) ist. Es ist 0 = Wy (m,n,wp, x0,1,0) =
4wy (mod p) und wyp =0 (mod p). Es ist

1

0= X4 (m,n, w0, %0,1,0) = —mixg —n+3uwg = —mxg —n (mod p?).

Es ist

2

0 = Zy (m,n,wo, x0,1,0) = m?*x§ — 2mnx} — 2mwix3 + n? — 2nwi + wi =

m?xy — 2mnxg +n* = (mx§ — n)2 (mod p?)
und mxj —n =0 (mod p?).Esist0 = —mxf—n+mxj—n=—2n (mod p*) und
n =0 (mod p?). Dies ist ein Widerspruch

2 Angenommen es ist wy, X1, 41 € Z und Wit ﬁﬂ; Vikimyn o O,,k. Aus dem Satz 6.1.24

folgt, dass Wy (m,n, w1, x1,y1,1) =0 (mod p), X4 (m,n,wy1,x1,¥1,1) =0 (mod p?),
Yy (m,n,wy,x1,¥1,1) =0 (mod p®) und Zy (m,n, w1, x1,y1,1) =0 (mod p?) ist. Es
ist 0 = Wy (m,n,wy,x1,y1,1) = 4w; (mod p). Es folgt, dass w; =0 (mod p) ist. Es
ist

1
= —§X4 (m,n,wy,x1,y1,1) = mn +mx? + ny? — 3wt =

mn +mxi +nyj (mod p*).

2 2 3
Yy (m,n, w1, x1,y1,1) = mnwy — 2mnxy1 + mwix7 + nwiy] — wy =

wy (mn+ mx} + ny}) — 2mnx1y; — wi = —2mnx1y; (mod p°).
Es folgt, dass mnxjy1 =0 (mod p?) und x1y1 =0 (mod p?) ist. Es ist

0=2Z4(m,n,wy,x1,y1,1) =
m?n® — 2m*nx + m*xf — Zmnzy% — 2mnw? + 8mnwix1y1 — Zmnx%y% — 2mwix:
—|—n2]/11 — an%y% + w‘f =
m*n? — 2m*nx? + m>xj — 2mn2y% — 2mnw?t — 2mwix? + nzy‘l1 — 2nw%y% =
(mn + mx3 + ny%)z — dmPnx} — dmn*y} — 2mnxiys — 2wt (mn + mxi + ny3) =

—4m’nx3 — dmn?y; = —4mn (mx3 + ny?) (mod p4) :

Es folgt, dass mxi +ny? = 0 (mod p®) ist. Es ist 0 = mn + mx? + ny?
mn (mod p?). Dies ist ein Widerspruch
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3 Angenommen es ist wy, X2,y € Z und w2+x2ﬁ+y§ﬁ+ﬁﬁ € Opk. Aus dem

Satz 6.1.24 folgt, dass Wy (m, 1, w3, x2,2,1) =0 (mod p?), Xy (m,n,wp, x2,y2,1) =
0 (mod p*) und Yy (m,n,ws, x2,2,1) =0 (mod p®) ist. Es ist

0= Wy (m,n,w, x2,y2,1) = 4w, (mod p?)

und w; =0 (mod p?) ist. Es ist

1
= —§X4 (m,n,wo, x2,Y2,1) = mn + mx% + ny% — 3w% =

mn + mx3 + ny3 (mod p*

N—

2 2 3
Y (m, n,wy, x2,Y2,1) = mnw, — 2mnxoys + mwoxs + nway; — ws =

wy (mn + mx3 + ny3) — 2mnxoy, — w3 = —2mnxay> (mod p°).
Es ist xoy» = 0 (mod p*). Es ist
0 = x; (mn + mxj + ny3) = mnx, + mx; + nxy3 = mx; (mod p?)

und x, = 0 (mod p). Es ist 0 = mn + mx3 + ny3 = ny3 (mod p?) und y, =
0 (mod p). Esist 0 = mn +mx3 + ny3 = mn (mod p°). Dies ist ein Widerspruch.

O

Satz 6.3.2. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n, K = Q (y/m, /n),
p eine Primzahl, p > 3 und 1 = ggT (m, n), dann sind die beiden folgenden Punkte erfiillt:

1. Wenn p { List, dann ist (1,/m, /n,/m+/n) eine p-ganze Basis von K.
2. Wenn p | L ist, dann ist <1, Vm,\/n, @) eine p-ganze Basis von K.

Beweis.

1 Aus dem Punkt 2 des Satzes 6.3.1 folgt, dass \/m+/n ein minimal-ganzes Element von

K iiber Z,) vom Grad 3 beziiglich (1,/n,/n, \/n/n) ist. Aus dem Punkt 2 des
Satzes 6.1.22 folgt, dass (1,/m, \/n, /my/n) eine p-ganze Basis von K ist.

2 Aus dem Punkt 1 des Satzes 6.3.1 folgt, dass /7 ein minimal-ganzes Element von K iiber
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Z, vom Grad 2 beziiglich (1, v/m, \/n,/m+/n) ist. Es ist Wy (m,n,0,0,0,1) = 0,

X4(m,n,0,0,01) = —2mn = 0 (mod p?), Ys(m,n,0,00,1) = 0 und
Z4(m,n,0,0,0,1) = m?n*> = 0 (mod p*). Aus dem Satz 6.1.24 folgt, dass
Vmy/n

o € O,k ist. Aus dem Punkt 3 des Satzes 6.3.1 folgt, dass @ ein minimal-
ganzes Element von K iiber Z,) vom Grad 3 beziiglich (1, /1, \/n,/m+/n) ist. Aus

dem Satz 6.1.22 folgt, dass (1, Vm, \/n, @ﬁ) eine p-ganze Basis von K ist.
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6.4 Ganzheitsbasen

6.4 Ganzheitsbasen

Die Ganzheitsbasen in den Punkten 1, 3, 4 und 5 des folgenden Satzes stimmen mit
den Ganzheitsbasen des Satzes 2 in der Arbeit von Williams [4] tiberein. Im Satz 6.4.2
wird dieselbe Ganzheitsbasis wie in [4] auch fiir den Fall, dass die Voraussetzungen des
Punktes 2 des Satzes 6.4.1 gegeben sind, erreicht.

Satz 6.4.1. Seien m,n € Z \ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n, K = Q (\/ﬁ, \/ﬁ),

| = ggT (m,n), my =, ng =4 und \/my/n = 1,/my\/ny, dann sind alle fiinf folgenden
Punkte erfiillt:

1. Wennm=n=1=1 (mod 4) ist, dann ist (1, 1+2\/W, 1+2\/ﬁ, 1+ﬁ+@+m¢%) eine
Ganzheitsbasis von K.
2. Wennm=n=1 (mod 4) und | =3 (mod 4) ist, dann ist

(1 L+Vi 1+ —1—ﬁ—ﬁ+¢%¢%)
! 2 ’ 2 7 4

eine Ganzheitsbasis von K.

3. Wenn m =2 (mod 4) und n =1 (mod 4) ist, dann ist (1, Vm, 1+2\/H, WJF\Q"TO‘/%)
eine Ganzheitsbasis von K.

4. Wennm =2 (mod 4) und n =3 (mod 4) ist, dann ist (1, Vm,\/n, M) eine
Ganzheitsbasis von K.

5. Wenn m =n =3 (mod 4) ist, dann ist (1, vm, \/ﬁ;ﬁ, H‘/?\/%) eine Ganzheitsbasis
von K.

Beweis. Aus dem Satz 6.3.2 folgt, dass (1,+/m,/n,\/m+\/n) eine p-ganze Basis von K
ist fuir alle Primzahlen p, fiir die p > 3 und p { I gilt. Aus dem Satz 6.3.2 folgt, dass

(1, Vm, \/n, @) eine g-ganze Basis von K ist fiir alle Primzahlen g, fiir die g > 3 und
q |1 gilt.

1 Aus dem Punkt 1 des Satzes 6.2.4 folgt, dass (1, 1+2\/ﬁ , 1+2\/E, H‘/EJ”{F”/E‘/E) eine

2-ganze Basis von K ist. Es ist H\/%“/T\/"TO\/% = ZHWH}{ZMWW. Aus dem

1+/m 140 l+l\/ﬁ+l\/ﬁ+\/ﬁﬁ>
2 /2 4

eine Ganzheitsbasis von K

Satz 4.0.9 folgt, dass (1,
ist.

2 Aus dem Punkt 1 des Satzes 6.2.4 folgt, dass (1, 1+2\/ﬁ , 1+2\/H’ H‘/%J”ﬁﬂﬁ‘/ﬁ) eine
2-ganze Basis von K ist. Es ist _1_\/%_\@%‘/%‘/% = 7171\%72/%‘/%/5. Esist -] =
1 (mod 4). Aus dem Satz 4.0.9 folgt, dass (1, 1+2\/ﬁ, 1+2ﬁ, _l_l\/ﬁ_i}/ﬂﬁﬁ) eine
Ganzheitsbasis von K ist.
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3 Es folgt, dass I = 1 (mod 2) ist. Aus dem Punkt 2 des Satzes 6.2.4 folgt, dass
(1, Vm, 1+2\/ﬁ/ W+§/ﬁﬁ> eine 2-ganze Basis von K ist. Es ist M =
M. Aus dem Satz 4.0.9 folgt, dass (1, Vm, 1+2\/ﬁ/ l\/ﬁz\lﬁ\/ﬁ ) eine Ganzheits-

basis von K ist.
4 Es folgt, dass | = 1 (mod 2) ist. Aus dem Punkt 3 des Satzes 6.2.4 folgt, dass

<1, Vm, \/n, M) eine 2-ganze Basis von K ist. Es ist ‘/EJF\QWO% = l\/%?]/ﬁ\/ﬁ‘
Aus dem Satz 4.0.9 folgt, dass (1, Vm,\/n, WJFZM) eine Ganzheitsbasis von K
ist.

5 Es folgt, dass | = 1 (mod 2) ist. Aus dem Punkt 4 des Satzes 6.2.4 folgt, dass
(1, Vm, \/ﬁ;\/ﬁ, 1+\/2ﬁ\/ﬁ> eine 2-ganze Basis von K ist. Es ist 1+\/"27°\/% = l+\/21ﬁﬁ.
Aus dem Satz 4.0.9 folgt, dass (1, \/m, ‘/ﬁ;‘/ﬁ, l+\/21a‘/ﬁ> eine Ganzheitsbasis von K
ist.

O

Satz 6.4.2. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n, K = Q (y/m, /n),
I = ggT(m,n), my = %, ng = 4, /my/n = 1\/mg\/no, m = n =1 (mod 4) und
I =3 (mod 4), dann ist (1, Hﬁ, 1+2\/E’ 1—ﬁ+¢i+¢%¢%> eine Ganzheitsbasis von K.

Beweis. Aus dem Punkt 2 des Satzes 6.4.1 folgt, dass (1, 1+2\/ﬁ , 1+2\/E’ _1_\/%_\{1@\/"70\/%)
eine Ganzheitsbasis von K ist. Es ist 17‘/%+\/Z+‘/"TU\/% = 1+2\/ﬁ + 717\/%7\{1@‘/%‘/%. Aus

dem Satz 1.2.23 folgt, dass (1, ”ﬁ , 1+2\/ﬁ, 17‘/ﬁ+‘/i+\/m7°\/n70) eine Ganzheitsbasis von K
ist. ]

6.5 Diskriminante

Satz 6.5.1. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n und K =
Q (v/m,\/n). Wenn m =1 (mod 4) ist, dann sei n = 1 (mod 4). Sei | = ggT (m,n), mo =4,

nog = 1 und \/m/n = 1,/mg./ng. Seien dy,d,,dz € IN. Seien a(()l),a(()Z),a?),aéS),ags),ugB) €Q.
Sei ay = aé” + dll\/ﬁ

1
ay = a(()z) +a§2)\/m+ d—\/ﬁ
2

und

1
s = al? + o /m +al v + 7o Voo,
3
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Sei (1,1, ap, a3) eine Ganzheitsbasis von K, dann ist

28]2,7,2,,2
4 (K) = =00,
n=1
Beweis. Es ist

1 1 0 0 0 1
ap | a(()l) dll 0 0 Vm
o a(()z) a§2) dl? 0 Vn
a3 a(()3) a?) a§3) 21 \Vmyn

Aus dem Satz 1.2.19 folgt, dass

d (1,0, 02, 03) = <ﬁ1) S (1, v/, /)

n=1 dz
ist. Aus dem Satz 6.1.16 folgt, dass d (1, /m, \/n, \/m+/n) = 2m?n? ist. Es ist

Bm?n?  2PPmind

3 o 3 )
(1) (11%)
n=1 n=1

Satz 6.5.2. Seien m,n € Z\ {0,1}. Sei m quadratfrei, n quadratfrei, m # n, K = Q (\/m, /n),
| = ggT (m,n), mg =%, ng =4 und \/m/n = 1\/mg/ng, dann sind alle drei folgenden Punkte
erfiillt:

1. Wennm =n=1 (mod 4) ist, dann ist d (K) = >m3n3.

2. Wenn (m =2 (mod 4) und n =1 (mod 4)) oder m = n = 3 (mod 4) ist, dann ist
d (K) = 16I>m3n3.

3. Wennm =2 (mod 4) und n =3 (mod 4) ist, dann ist d (K) = 641*m3n3.

d(K)=d(1,a1,a,a3) =

O

Beweis.

1 Aus dem Punkt 1 und dem Punkt 2 des Satzes 6.4.1 folgt, dass

(1 1+ym 1++/n 1+ﬁ+ﬁ+¢%¢%)
’ 2 4

2
oder
. 1+vm 1++/n —1—+/m—/n+/m\/o
o207 2 4
eine Ganzheitsbasis von K ist. Aus dem Satz 6.5.1 folgt, dass d (K) = 28122";%”% ist. Es

ist d (K) = I°m3n3.
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2 Aus dem Punkt 3 und dem Punkt 5 des Satzes 6.4.1 folgt, dass

(1, i ! +2\/ﬁ’ Vi + \;%J%)

oder
1, Vm+ \/ﬁl 1+ \/mo\/ng
2 2
eine Ganzheitsbasis von K ist. Aus dem Satz 6.5.1 folgt, dass d (K) = Zslzlng%n% ist. Es

ist d (K) = 16/>m3n3.
3 Aus dem Punkt 4 des Satzes 6.4.1 folgt, dass (1, \/m, \/ﬁ,w) eine Ganz-

812,22
2°1°mg

heitsbasis von K ist. Aus dem Satz 6.5.1 folgt, dass d (K) = =~ ist. Es ist

d (K) = 641>m3n3.
O

6.6 Beispiele

Die Ganzheitsbasis (1, 1+2\£, 1+§/ﬁ, H\@ﬂ{ﬁﬁ/@) des algebraischen Zahlkorpers

Q (\@, \/ﬁ) des folgenden Satzes wird auch in dem Beispiel 4 in der Arbeit von Williams
[4] angefiihrt und bewiesen.

Satz 6.6.1. Es ist (1, 1+2ﬁ, Hg/ﬁ, H‘/EJ”FJ”/E) eine Ganzheitsbasis von Q (\/5, \/ﬁ> und
d (Q (\@, Jﬁ)) — 4205,

Beweis. Aus dem Punkt 1 des Satzes 6.4.1 folgt, dass <1, 1+2ﬁ, 1+§/E, 1+‘/g+\4/ﬁ+‘/@>
eine Ganzheitsbasis von Q <\/§, VA 13) ist. Aus dem Punkt 1 des Satzes 6.5.2 folgt, dass

d (Q (\@, \@)) — 25.132 = 4225 ist. 0

Satz 6.6.2. Es ist (1, Hg/ﬁ, 1+§/§/ ’1’@’4\/§+ﬁ) eine Ganzheitsbasis von Q (@, \/@)
und d (Q (m \/ﬁ)) — 53361.

Beweis. Es ist 21 = 3-7 und 33 = 3-11. Aus dem Punkt 2 des Satzes 6.4.1 folgt, dass
(1, 1+§/ﬁ , 1+§/373 , ’1’\/ﬁ;\/§+ﬁ) eine Ganzheitsbasis von Q (\/ﬁ, V 33> ist. Aus dem

Punkt 1 des Satzes 6.5.2 folgt, dass d (Q <\/ﬁ, @)) =32.72.112 = 53361 ist. O

Satz 6.6.3. Es ist (1, \/ﬁ,l%ﬁ,@) eine Ganzheitsbasis von Q(@, ﬁ) und
d (Q (m, \@)) = 1600.
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Beweis. Aus dem Punkt 3 des Satzes 6.4.1 folgt, dass (1, V10, #,M) eine
Ganzheitsbasis von Q (\/ﬁ, \/5) ist. Aus dem Punkt 2 des Satzes 6.5.2 folgt, dass
d (Q (\/ﬁ \@)) — 16-52-22 = 1600. ist. O

Satz 6.6.4. Es ist (1, V2, ﬁ,@) eine  Ganzheitsbasis von Q (ﬂ, \/5) und
d (Q (ﬂ, \/§>) — 2304.

Beweis. Aus dem Punkt 4 des Satzes 6.4.1 folgt, dass (1, V2,/3, M) eine Ganzheits-

basis von Q (\@, \@) ist. Aus dem Punkt 3 des Satzes 6.5.2 folgt, dass d (Q (\@, ﬁ)) =
64-4-9 = 2304 ist. O

Satz 6.6.5. Es ist (1, V2,1, %) eine Ganzheitsbasis von Q (ﬁ, i) und d (Q <\@, z)) =
256.

Beweis. Aus dem Punkt 4 des Satzes 6.4.1 folgt, dass <1, V2,1, M) eine Ganzheitsbasis

von QQ (\/Z i) ist. Aus dem Punkt 3 des Satzes 6.5.2 folgt, dass d (Q (\@, 1)) =64-4=
256 ist. d

Satz 6.6.6. Esist (1, V3, @, 1%@) eine Ganzheitsbasis von Q (\/5, i) und d (Q (\@, z)) =
144.

Beweis. Aus dem Punkt 5 des Satzes 6.4.1 folgt, dass (1, V3, \/§2+i, %) eine Ganzheits-

basis von QQ <\@, i) ist. Aus dem Punkt 2 des Satzes 6.5.2 folgt, dass d (Q (ﬁ, z)) =
16 - 32 = 144 ist. d
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