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Teil 1
Einleitung

Der menschliche Alltag ist geprigt von endlich andauernden Ereignissen: Menschen erfiillen
ihre Arbeitsauftrége, brechen sie nach einer bestimmten Zeit ab oder verschieben etwas.
Sie erledigen ihre tédglichen Einkdufe, gehen ihren Hobbies fiir eine bestimmte Zeitspanne
nach, etc. Jede Aktion wird entweder in der Gegenwart beendet oder das Ende liegt gewiss
in der Zukunft.

Trotzdem ist die Unendlichkeit in der Philosophie, der Theologie, sowie unter anderem in
naturwissenschaftlichen Disziplinen wie der Physik, der Biologie und vor allem auch in der
Mathematik ein bedeutsamer Bestandteil. Diese thematische Uberschneidung verdeutlicht
die Rolle der Unendlichkeit und wird deshalb auch den Ausgangspunkt der vorliegenden
Betrachtung darstellen. In diesem Teil werden kiinstlerische Werke wie der Grenzprozess
einer Bilderfolge oder eine scheinbar unendliche Tonerhéhung in Kombination mit phy-
sikalischen Uberlegungen zu den unendlich kleinen Bestandteilen des Lebens und dem
unendlich groken Weltall auftreten. Es wird mit Illusionen des unendlichen Raumes, phi-
losophischen Gedanken zu unendlichem Ideenreichtum oder religiésen Vorstellungen des
Lebens nach dem Tod gearbeitet. Welche Ansichten stecken interdisziplindr hinter dem
unscheinbaren Symbol co?

Nach diesem einfiihrenden Kapitel werden sich die LeserInnen auf die innermathematische
Ebene der Unendlichkeit begeben. In dieser Diplomarbeit wird die Vielfalt des Unendli-
chen in der Mathematik beleuchtet, da es eines der bedeutsamsten Konstrukte der Disziplin
darstellt. Aufergewthnliche MathematikerInnen und PhilosophInnen haben sich dem The-
ma bereits vor tausenden Jahren angenommen. Es wurde viel geforscht und es stellten
sich Fragen iiber Fragen, die teilweise bis heute noch ungekléirt oder zumindest umstritten
sind. Euklid, Cantor, Hilbert, Newton, Leibniz oder Weierstrafl sind nur ein Bruchteil der
Beteiligten in diesem Forschungsbereich. Im Teil ,Meilensteine der mathematischen Un-
endlichkeitsgeschichte wird zum disziplindren Verstiandnis deshalb ein Streifzug durch die
Entwicklung des Unendlichkeitsbegriffes vorgenommen. Ziel dessen ist es aufzuzeigen wie
Forschungen der verschiedensten Gebiete der Mathematik zu unserem heutigen Umgang
mit der Unendlchkeit beigetragen haben. Die Auswahl der erwdhnten Meilensteine erfolgte
mit Fokus auf die disziplindre und zeitliche Vielfalt, sowie den Nutzen fiir die folgenden
Kapitel.

Es wird bemerkt werden, dass sich die Ansétze je nach Disziplin sehr deutlich unterscheiden
konnen. Grob kann zwischen der Berufung auf das aktuale- oder das potentiell-Unendliche
unterschieden werden. Einerseits wird von aktualen - also tatséchlich existenten - unendlich
kleinen (infinitesimalen) und unendlich grofen (infiniten) Objekten ausgegangen. Anderer-
seits wird die Unendlichkeit potentiell im Sinne eines Prozesses gedeutet.

Danach wird das nétige Grundverstindnis vohanden sein, um sich tiefgreifender mit dem
tatsdchlichen Vorkommen der Unendlichkeit in der Mengenlehre, der reellen (Standard-)
analysis und Nichtstandardanalysis auseinanderzusetzen.

Die Mengenlehre beschéftigt sich dann insbesondere mit der Anzahl von Elementen einer
Menge (der Méchtigkeit einer Menge). Dabei werden Fragen zu der Existenz unendlicher
Mengen behandelt, wozu z.B.: zdhlt, ob es immer méchtiger werdende unendliche Mengen
gibt.



Innerhalb der Analysis werden den LeserInnen allgemeine Begriffe wie Grenzwerte und
Konvergenz von Folgen und Reihen, Stetigkeit oder Differenzier- und Integrierbarkeit be-
gegnen. Dabei wird die Unendlichkeit einerseits fiir die gedankliche Konstruktion dieser
Begriffe relevant sein. Andererseits wird auch noch explizit damit gerechnet. Als Beispiel
fiir die Begriffsbildung kann an dieser Stelle schon die Entwicklung des Riemann-Integrals
erwihnt werden. Das entspricht bekanntlich dem Grenzwert der Riemann-Summe, die wie-
derum zwischen Ober- und Untersumme liegt.

Fiir die begrifflichen Kldarungen werden wichtige Definitionen, Propositionen, Sétze und
Beweise eingefiihrt, wodurch rechnerisch Konvergenzuntersuchungen und Ahnliches még-
lich werden. Im weiteren Verlauf der Diplomarbeit kénnen Zusammenhinge erfasst und
Interpretationen getétigt werden.

In den Abschnitten ,Grenzwerte und Konvergenz von Folgen“ und ,Differentier- und Inte-
grierbarkeit® werden Exkurse zur Schulmathematik vorgenommen, wodurch der Horizont
fiir verschiedene Betrachtungsweisen erweitert werden soll. Diese Einwiirfe sind mir gerade
deshalb wichtig, weil mich als zukiinftige Lehrerin nicht nur interessiert was aus fachlicher
Sicht wichtig ist, sondern auch wie aus fachdidaktischer Sicht damit umgegangen werden
sollte.

Das Gesamtbild wird durch einen Einblick in die Nichtstandardanalysis abgerundet. Im
Gegensatz zu der bekannteren (Standard-)analysis werden darin infinitesimale und infinite
Elemente explizit verwendet und unendlich kleine Fehler werden vernachlassigt. In diesem
Abschnitt wird das Grundgeriist der Nichtstandardanalysis, bestehend aus Filtern, Super-
strukturen, den hyperreellen Zahlen, etc. vorgestellt. Danach wird eine Auseinanderset-
zung mit den wichtigsten Begriffen aus dem Abschnitt der Standardanalysis stattfinden.
Dadurch soll das Perspektivenreichtum zu der Unendlichkeit vervollstandigt werden. Es
gibt eben nicht ,Das eine und einzige Unendliche* !



Teil 1T

Interdisziplinare Betrachtung der
Unendlichkeit

Abbildung 1: Kunst-Bild im Bild im Bild..., nach [1, S. 2]

Psychologie, Philosophie, Kunst, Physik, Theologie, Mathematik, Musik,... Die Liste

an Disziplinen, die sich in irgendeiner Weise mit der Unendlichkeit beschiftigen, konnte
noch durchaus weiter - wenn nicht sogar unendlich weit - fortgesetzt werden.
Mit etwas Aufmerksamkeit kdnnen uns Menschen in den banalsten Situationen Erschei-
nungen der Unendlichkeit unterkommen. Welche Moglichkeiten gibt es mit dem Thema
konfrontiert zu werden? Diese Frage soll beispielhaft anhand von spotlights im Rahmen
dieses Kapitels beantwortet werden. Dabei soll die Mathematik zu aller Erst gegeniiber
den anderen Disziplinen zuriicktreten. Welche Motivation steckt hinter dem erkennbaren
Interesse an der Unendlichkeit?

In der Mathematik ist bekanntlich der Grenzwert fiir das Thema essentiell. Interessant
ist jedoch, dass der Grenzprozess beispielsweise aus kiinstlerischer Perspektive ebenfalls
reizvoll erscheint. Mehrere KiinstlerInnen spielen mit dem Gedanken eine Empfindung der
Unendlichkeit in Bildern oder Fotografien zu wecken.

Man betrachte die obige Abbildung. Dieses Foto hélt einen Moment fest, in dem ein Mann
in der Natur ein Bild in seinen Handen héalt. Das eigentliche Bild besteht aus einem immer
wieder eingesetzten verkleinerten Foto oder Gemilde haargenau derselben Situation. Es
ruft eine Iusion von unendlich vielen immer kleineren eingeschriebenen Bildern hervor.
Nach einer bestimmten Anzahl an Bildern ist die verfiigbare Bildfliche zu klein, um je-
den Bestandteil unterzubringen. Die Ahnlichkeit zu mathematischen N&herungsprozessen
besteht nach [1, S. 5] dadurch, dass sich die Bilderfolge immer stérker zu einem einzelnen
Punkt zusammenzieht. Dieser Punkt wird aber natiirlich nicht erreicht.

Analog zu obigem Bild wurden auch Gedichte verfasst, deren Strophen wiederum dieselbe
Geschichte innerhalb der Geschichte erzéhlen.



Bilder wie jenes oberhalb kénnen in Museen rund um die Welt bestaunt werden. Ein
weiteres Museum, das sich sogar in Wien befindet, spielt ebenfalls mit dem Unendlichen:
Das Museum der Illusionen nahe der Herrengasse im ersten Wiener Gemeindebezirk. Vor
Ort erwartet die BesucherInnen eine Sammlung aus Hologrammen, einzigartigen Experi-
menten oder klassischen optischen Tauschungen. Dariiber hinaus spielt die Perspektive der
Betrachtung in vielen Fillen eine bedeutende Rolle. Demnach kann das Grofenverhédltnis
zweier etwa gleich grofser Personen auf einer stark geneigten Fliche insofern verzerrt wer-
den, dass eine Person zum Beispiel doppelt so grok wirkt wie die andere.

Die Beschreibungen zu den jeweiligen Ausstellungsstiicken sollen den BesucherInnen hel-
fen reflexiv mit dem Beobachteten umzugehen. Es soll erkannt werden mit welchen Tricks
das Auge getduscht wird und wieso wir auf eine bestimmte Art und Weise wahrnehmen,
obwohl die Wirklichkeit anders aussieht.

In diesem Museum wird auch in vielerlei Situationen mit Spiegeln gearbeitet. Zwei dieser
Einsatzmoglichkeiten erwecken auch die Illusion von Unendlichkeit.

Einerseits handelt es sich dabei um einen sogenannten Unendlichkeitsspiegel.

Dieser Spiegel funktioniert wie folgt:

Der Unendlichkeitsspiegel besteht aus mehreren hintereinander angeordneten Spiegeln.
Jeweils einer davon reflektiert voll, der andere wieder nur teilweise. Die Spiegel sind so
platziert, dass sich der zum Teil reflektierte Spiegel im voll Reflektierenden widerspiegelt.
Dadurch wird eine Reihe von kleinen, unterschiedlich starken Spiegelungen erzeugt. Die-
se wirken, als ob sie grenzenlos fortsetzbar wiren. In Abbildung 2 wird dieses Ph&nomen
sichtbar. Es wurde nicht zentral, sondern von der linken Seite des Bildes aus fotografiert,
um die Spiegelungen auf der rechten Seite klar und deutlich zu erkennen. Es spiegelt sich
ein Werk bestehend aus einem schwarzen Grund und einem weifen Gitter und weifsen
Gitterpunkten wieder. An der Lichtquelle im oberen Bereich des Fotos ist die scheinbar
unendlich weite Fortsetzung des Raumes besonders gut erkennbar.

I

Abbildung 2: Unendlichkeitsspiegel, eigene Aufnahme

Dariiber hinaus wurde der sogenannte unendliche Raum im Museum der Illusionen
geschaffen. Wie der Name schon vermuten lasst, wirkt das Zimmer unendlich grof.
Das wird wiederum durch Spiegel auf jeder Seite des Raumes ermdoglicht. Sogar die Decke
ist mit Spiegeln besetzt. Es ist unerheblich in welche Richtung geblickt wird. Uberall sieht
man die anderen Personen im Raum oder sich selbst, jedoch aus anderen Perspektiven.



Abbildung 3: Unendlichkeitsraum, eigene Aufnahme

Durch die Beschiftigung mit visuellen oder akustischen Erscheinungen, gelangt man
schnell in die Tiefen der Physik. Die Physik ist ebenfalls dafiir bekannt sich mit dem un-
endlich Kleinen und dem unendlich Groften zu beschéftigen, selbst wenn dies in der Natur
nicht erkennbar ist. Es wird unter anderem dariiber geforscht, was hinter unserem Seh-
oder Horempfinden steckt.

[10, S. 198 ff.] setzt fiir diese Erklarungen bei den alten Griechen an, die zu einem Grofen
Teil die Welt als Ort des Zusammenwirkens von Atomen mit ihren ganz speziellen Eigen-
schaften deuteten. Dieser Ansicht wird im Kapitel zu den antiken Griechen weiter auf den
Grund gegangen.

Chemiker fanden im 19. Jahrhundert tatséchlich heraus, dass es solche kleinen - fiir uns
selbst mit den besten Hilfsmitteln, gschweige denn mit den Augen- unsichtbaren Atome
geben muss, da nur diese bestimmte stoffliche Reaktionen erkliren wiirden. Uber die Zeit
gelangten ForscherInnen zum Ergebnis, dass Atome aus den kleineren Teilchen Protonen,
Neutronen und Elektronen bestehen.

Der schwierige Umgang mit dem unendlich Kleinen stammt auch daher, dass es fiir uns
Menschen eben nicht greifbar oder sichtbar ist.

[10, S. 201 ff.] beschreibt unser Sehvermégen wie folgt: Lichtwellen treffen auf der Netz-
haut des Menschen auf. Dieser Impuls initiert eine chemische Reaktion, wodurch Signale
an das Gehirn geschickt werden. Dieser Vorgang ist notwendig, damit wir Menschen ein
Bild sehen. Wir sind aber nur dazu féhig einen bestimmten Lichtwellenl&ngenbereich bzw.
eingeschriankte Lichtfarben wahrzunehmen. Zu kurzwelliges Licht (z.B.: das ultraviolette
Licht) ist fiir unser Auge nicht erfassbar. Trotzdem kann auf Grund seines Energiereich-
tums eine Auswirkung davon in Form eines Sonnenbrandes sichtbar werden. Bei Arzten
begegnet uns eine noch energiereichere Strahlung - die Rontgenstrahlung. Davor miissen
wir uns beim Rontgen sogar schiitzen, da sie sonst in unseren Korper eintritt. Radiowellen
sind hingegen besonders energiearm und lang. Durch moglichst kurzwelliges Licht ist be-
sonders viel in der Natur erkennbar. Unendlich viel Energie wiirde gebraucht werden, um
unendlich Kleines sichtbar zu machen.

Wie wiirden demzufolge immer kleinere Elemente des Universums untersucht werden?
[10, S. 203 ff.] gibt Auskunft dartiber. Es wurden einzelne Messinstrumente entwickelt, die
das von den Atomen ausgesandte Licht und dessen Richtung feststellen kénnen. Dadurch
ist der Ort der Aussendung zumindest anndhernd bestimmbar. Das Atom ist wegen der
Unschérferelation (einem Teil der Quantenmechanik) jedoch nie genau verortbar. Bei der
Lichtaussendung eines Atoms kommt es némlich fast wie bei einem Gewehrriickstofs zu
einer neuen Bewegung.



In Teilchenbeschleunigern (wie dem CERN) sollen Atomteile mit sehr grofen Geschwindig-
keiten auf Bahnen kollidieren, damit neue Teilchen entstehen. Durch dieses Verfahren und
die zugehorigen Messgerite ist es moglich weitere Daten zu den noch kleineren Teilchen,
den Quarks, zu erfassen.

Verabschieden wir uns nun fiir den Moment vom Sehsinn und wenden wir uns dem Héren
zu. Auch in diesem Bereich liefert die Physik gute Erkenntnisse. Im Schnittbereich mit der
Musik liegt unter anderem die Tonerzeugung, hier erkldrt nach [10, S. 208 ff.]. Um einen
Ton mittels einer Saite zu erzeugen, muss die Saite in Schwingung gebracht werden. Durch
die Bewegung wird die Dichte der umgebenden Luft und damit dann auch jene des Raumes
beeinflusst, was wiederum vom menschlichen Gehirn in Form von Ténen wahrgenommen
wird. Die Tonhohe variiert nach Zeitabstand der bei uns ankommenden Verdichtungen. Um
nocheinmal auf die schwingenden Saiten zuriickzukommen: die Kombination der Schwin-
gungstypen entscheidet iiber die T6éne und Tonhohen.

Auftillig ist, dass die Mathematik mit ihren unendlich dicht beinander liegenden Zahlen
sowohl der Tonerzeugung, als auch den Teilchenuntersuchungen zu Grunde liegt.
Festzuhalten ist somit, dass wir weder in unserem alltdglichen Sehen, noch in unserem
Hoéren direkt mit der Unendlichkeit konfrontiert sind. Trotzalldem steckt dahinter ein Kon-
strukt, das durch das unendlich Kleine mathematisch gestiitzt ist.

Die Musikgeschichte liefert einen nicht zu missenden Beitrag im Zusammenhang mit der
Unendlichkeit. Johann Sebastian Bach filigte in sein Stiick ,,Das musikalische Opfer” den
,Canon per tonos®, auch ,Bach’s neverending canon“ genannt, ein. Wie der informelle Titel
schon zeigt, wird durch den Kanon das Gefiihl eines nicht-endenwollenden Stiicks kreiert.
Ein Kanon hat grundsétzlich kein natiirlich vorbestimmtes Ende. Er kénnte ewig fortgesetzt
werden. [1, S. 5| findet eine Analogie zur Mathematik. Der ,Canon per tonos* fokussiert
nicht wie das oben beschriebene Bild im Bild im Bild auf ein Grenzobjekt, sondern sieht
eher dem Durchlaufen der natiirlichen Zahlen &hnlich. Theoretisch miisse der Kanon un-
endlich oft wiederholt werden. Es kommt nach [15] zu vorbereiteten Tonartwechseln, wobei
regelmifsig eine Riickkehr zu C-Moll stattfindet. C-Moll wird dann jedoch immer um eine
Oktave hoher angesetzt. Fiir das Musikstiick wurde die Shepard Tontechnik verwendet,
die auf den Kognitionswissenschaftler Robert Shepard zuriickgeht. Das Besondere daran
ist, dass keine unendliche Tonerh6hung notwendig ist. Diese Tontechnik zeichnet aus, dass
trotz endlicher Klangfolge mit Hilfe einer akustischen Tauschung der Eindruck erweckt
wird, als ob die Téne immer weiter steigen oder sinken wiirden.

Der Begriff Echo (Widerhall) kommt in der Musik, aber auch z.B.: bei einem Wander-
tag in den Bergen, vor. Das Echo kann ebenfalls die Illusion von einer unendlich langen
Tonfolge hervorrufen. Ein Echo in den Bergen kann leicht dadurch geschaffen werden, dass
eine Person etwas ruft und genau dieser Satz oder die einfachen Laute widerhallen und
so das Gefiihl vermittelt wird, als ob jemand zuriick rufen wiirde. Es wird also als eigen-
stdndig und nicht direkt vom Rufer abhingig wahrgenommen. Im Endeffekt sind es die
reflektierten Schallwellen, die zu einem Echo fiithren. Je weniger reflektierende Objekte,
desto eher wird das Empfinden eines Echos begiinstigt.

Wird zur Physik zuriickgekehrt, kann gefragt werden, ob sie sich tatséchlich am ehes-
ten mit dem unendlich Kleinen auseinandersetzt, oder doch auch das unendlich Grofe eine
bedeutende Rolle spielt. Letzteres ist der Falll Die Physik beschiftigt sich im Bereich der
Astrophysik mit Erscheinungen und Phénomenen, die iiber die Grenzen unseres Plane-
ten hinausgehen. Das Weltall birgt eine Vielzahl an Untersuchungsschwerpunkten in sich.
Dementsprechend kann eine Auseinandersetzung mit Planeten, Galaxien, Sternen, Schwar-



zen Lochern, dunkler Materie, etc. stattfinden. [10, Das unendlich grofie Weltall] setzt sich
oberflachlich mit diesem Bereich auseinander. Darauf soll nun eingegangen werden.
Entfernungen innerhalb des Weltalls oder vom Weltall bis zu uns werden mit Hilfe der
Lichtgeschwindigkeit in Relation gesetzt. Diese betrigt etwa 300000 km pro Sekunde. Zum
Vergleich: ein Lichtstrahl vom Mond zu uns braucht etwa 1,5 Sekunden, einer von der
Sonne zu uns schon 8 Minuten. Die Entfernung von der Sonne zu uns ist aber im Vergleich
zu Strecken von anderen Planeten oder Sternen zu uns sehr gering. Die géngige Mafiein-
heit ist daher das Lichtjahr (9,4605 Billionen km), das die Strecke angibt, die innerhalb
eines Jahren vom Licht zuriickgelegt wird. Es ist bekannt, dass bis in die Enfernung von
mehreren Milliarden Lichtjahren Sterne existieren.

Wir selbst sind mit dem Planeten Erde ein Teil der Milchstrake. Das Milchstrafensystem
besteht aus der Scheibe der Milchstrafle mit ca. hundert Millionen Sternen und dariiber
hinaus aus einem kugelférmigen Raumgebiet. Dieses Raumgebiet ist nicht mehr so dicht
mit Sternen besetzt wie die Milchstrafie selbst, beinhaltet aber trotzdem Sternhaufen.
Kugelsternhaufen sind nach [10, S. 217] Gruppen von bis zu einer Million Sternen, die auf
sehr engem Raum zusammengedréngt sind. Die grofte Sternenanzahl wird flir uns Men-
schen sichtbar, wenn quer durch die Milchstrake zur Kante gesehen wird. Es ist von den
duferen Umsténden (z.B.: Mondstand, Klarheit des Himmels) abhéngig, ob von unserem
Standort aus auch weiter zu anderen Sternensystemen bzw. Weltinseln gesehen werden
kann. Es konnte sein, dass im Weltall unendlich viele Weltinseln vorkommen. Man nehimne
an, dass es unendlich viele Sternsysteme gibt. Sobald an einem vorbeigesehen wird, kénn-
te ein anderes ins Sichtfeld geraden. Gleichzeitig verdecken manche Sterne aber natiirlich
auch andere. Die Entfernung bis etwas verdeckt wird, erhielt den Namen Deckentfernung
und betriigt im Weltall 103 Lichtjahre.

Die Schliisselstelle ist nun aber, dass durch einen Blick in das Weltall im Endeffekt ein
Blick in die Vergangenheit erfolgt. Das mag verwirrend klingen, da in einem Augenblick
der Gegenwart in das Weltall gesehen wird. Zu bedenken ist allerdings, dass ein Blick zur
Deckentfernung eine Zuriicklegung des Lichts von 10?3 Jahren voraussetzt. Es kann also
nur gesehen werden, was an dieser Stelle im All vor 104? Lichtjahren bereits bestand. Da-
mit kann keine Aussage dariiber getroffen werden, ob zum gegenwértigen Zeitpunkt Sterne
in dieser Entfernung vorhanden sind. Fiir uns wird die Sichtbarkeit eines Sternes aber im
Alltag mit seiner Existenz verbunden, weil die Lebensdauer eines Sterns weit {iber die Zeit
fiir die Zuriicklegung des Lichts hinausgeht.

Edwin P. Hubble lieferte durch seine Forschungen im Jahr 1929 eine weitere wichtige
Erkenntnis - die kosmische Expansion (|10, S. 225 ff.|). Einerseits stellte er fest, dass sich
Sternsysteme immer weiter voneinander entfernen. Andererseits erkannte er aber auch,
dass sich die Geschwindigkeit, mit der sich die Sternsysteme von uns wegbewegen, direkt
proportional zur Entfernung verdndert. Das Hubble’sche Gesetz sagt somit aus, dass eine
erhchte Entfernung eine um den selben Faktor erhohte Geschwindigkeit nach sich zieht.
Das Weltall dehnt sich also aus und die Sternsysteme bewegen sich immer weiter ins Un-
endliche. Dadurch wird aber klar, dass die Dichte im Weltall durch das Auseinanderdriften
abnimmt. Zu einem bestimmten Zeitpunkt war der Raum (maximal) unendlich dicht und
dieser Zeitpunkt wird wiederum mit dem Urknall vor 14 Milliarden Jahren gleichgesetzt.
Bei einem Blick in den schwarz scheinende Universum sieht man demnach zuriick in ei-
ne Zeit, wo noch keine Sterne existierten, da der Urknall noch nicht stattgefunden hatte.
Die fiir uns zu langwellige und deshalb unsichtbare Strahlung des Urknalls wird kosmische
Hintergrundstrahlung genannt.Es kann nicht herausgefunden werden, was sich noch weiter
als diese 14 Milliarden Jahre weg befindet, da die Strahlung von dort noch nicht bei uns
angekommen ist.



Sicher ist jedoch, dass die Astrophysik sich auch in Zukunft weiter mit dem unendlichen
Weltall, seinen Mysterien und Paradoxien beschéftigen wird.

Es folgt ein Sprung von den Naturwissenschaften zum Glauben. Die verschiedenen Re-
ligionen beschéftigen sich alle mit dem Ende des Lebens und damit verbunden auch mit
der Unendlichkeit. Sie sind sich darin einig, dass der Tod nicht das Ende des Lebens ist.
Die fiinf grofsen Weltreligionen Christentum, Judentum, Islam, Hinduismus und Buddhis-
mus unterscheiden sich aber durch ihre Uberzeugungen, was nach dem Tod folgt. In dieser
Diplomarbeit soll nach |2] eine wertfreie Vorstellung dieser Ansichten stattfinden. Das Ziel
soll lediglich sein aufzuzeigen, dass Menschen durch ihre unterschiedliche Religionszugeho-
rigkeit bereits einen anderen facettenreichen Umgang mit der Unendlichkeit pflegen.

Die Christen glauben an die Auferstehung. Beim Ubergang von Leben zum Tod findet
eine Begegnung mit Gott statt, wobei der Mensch durch die gottliche Kraft des Geistes
auferstehen kann. Die Auferstehung beschriankt sich dabei aber nicht wie vielfach angenom-
men nur auf die Seele. Die christliche Hoffnung baut darauf, dass die Verbindung zwischen
Korper und Geist - also Leib und Seele - auch nach dem Tod bestehen bleibt. Es wird
angenommen, dass der Mensch nach seiner Auferstehung als er selbst erkennbar bleibt.
Oft wird in der Bibel im Zusammenhang mit der Auferstehung auch vom Jiingsten Gericht
gesprochen, wobei iiber die gestorbene Person gerichtet wird.

Im Judentum wird der Tod als Anfang eines neuen Kapitels bezeichnet. Auch im Judentum
gehen die Glaubigen von der Auferstehung aus. Wichtig sei es vor dem Tod die Siinden
zu bekennen und die Nachkommen zu segnen. Dariiber hinaus diirfen nach dem Tod kei-
ne Leichnamsverbrennungen stattfinden, Graber sollen ewig bestehen bleiben und niemals
aufgelassen werden.

Ganz im Gegenteil dazu lauft die Bestattung im Hinduismus ab. Dabei kommt es nach
einer Reinigung des Korpers zur &ffentlichen Verbrennung und Zerstorung des Leichnams,
gefolgt von der Verstreuung der Asche in einem Fluss. Der Hinduismus setzt den Tod mit
einem Neubeginn gleich. Er stellt den Ubergang in ein neues Leben dar. Atman (die Seele)
wird nach dem Tod in einem neuen, mdéglicherweise vollkommen unterschiedlichen, Lebe-
wesen wiedergeboren. Ob die Seele in eine Pflanze, einen Einzeller, ein Tier oder sogar
einen Menschen gelangt, hingt von den Handlungen, Gedanken und Neigungen wahrend
der Lebzeit (—Karma) ab. Umso besser dieses Karma, umso eher erfolgt die Wiedergeburt
als Mensch. Dadurch kann der ewige Wiedergeburtenkreislauf verlassen werden.
Buddhismus und Hinduismus sind sich in einigen Bereichen &hnlich. So glauben auch Bud-
dhisten an die Wiedergeburt. Sie wird oft als qualvoll und unangenehm bezeichnet, weil die
Betroffenen dadurch o6fters mit omniprésent negativen Gefiihlen wie Gier und Hass kon-
frontiert werden. Thr Ziel ist es das Nirwana zu erreichen. Entgegen dem gingigen Himmel
oder Paradies sollte mit dem Begriff aber ein Zustand verbunden werden. Es geht nicht
darum einen bestimmten Ort zu erreichen, sondern eine Geisteswandlung. Eine spezielle
Meditationsform soll den Ubergang des Geistes in den Zustand des hochsten Gliicks - das
Nirwana - erleichtern.

Zu guter Letzt soll noch der Umgang des Islams mit dem Leben nach dem Tod behandelt
werden. Muslime glauben an das jlingste Gericht, sowie Paradies und Holle. Die Seelen
warten nach dem Tod auf das jiingste Gericht, wo entschieden wird, ob fiir gute Taten
belohnt oder fiir schlechte bestraft wird. Der Sterbeprozess soll durch das islamische Glau-
bensbekenntnis begleitet werden. Der Koran spielt iiberhaupt eine bedeutende Rolle. So
ist zum Beispiel festgelegt, dass der Leichnam nicht verbrannt werden soll. Der Kopf des
Toten soll nach der Bestattung nach Mekka gerichtet sein.

Die Analyse des Lebens nach dem Tod aus Sicht der fiinf Weltreligionen hat die Viel-
faltigkeit der Vorstellungen aufgezeigt. Im Endeffekt kann niemand sicher wissen wie es
aussehen wird oder, ob es iiberhaupt garantiert existiert. Der Tod als Ende des Lebens
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und gleichzeitig als Anfang von etwas Neuem ist in gewisser Weise ein Mysterium, da er
einerseits einen Abschluss darstellt, gleichzeitig aber nicht endgiiltig scheint.

Der Blick muss aber gar nicht bis zum Tod gerichtet werden, um ein Anzeichen der Unend-
lichkeit innerhalb der Weltreligionen zu finden. Beispielsweise symbolisiert das Ehebiindnis
die unendliche Liebe.

In den letzten Jahren gab es auch in der Schmuckbranche einen Run auf das Unend-
lichkeitssymbol, was seitdem in Form von Ringen, Ketten, Armbidndern und Ohrringen
vertreten ist.

Aufmerksame Wanderer kénnen auch in der Natur auf Symbole, die der Unendlichkeit
dhneln, stofsen. Am Feuerberg, der Gerlitzen, in Kérnten sind solche besonderen Steine
anzutreffen. Auf diesen Steinen wurden Symbole verewigt, die zu grofen Teilen von kelti-
scher Bedeutung sind. [14] sieht das sogenannte Berg-Reich als Ort der Besinnlichkeit, als
mogliche Stelle zur Bindungsstiarkung zwischen Mensch und Berg.

Es ist der Schopfungsgeschichte des Berges gewidmet. Dementsprechend haben auch die
Symbole mit der Entwicklung des Berges zu tun. Sie sollen sein energetisches Wesen und
Wirken illustrieren.

Es kann auch ein Stein gefunden werden, dessen Gravur an ein mehrfach verschlungenes
Unendlichkeitszeichen erinnert. Es &hnelt dem Zibu Angelic Symbol Transition. Es steht
fiir einen andauernden Verdnderungsprozess. Das ist deshalb passend, weil die Prozesshaf-
tigkeit, das Potentielle in der Mathematik ebenfalls eine Facette der Unendlichkeit darstellt.

Abbildung 4: Das Berg-Reich auf der Gerlitzen, eigene Aufnahme

Eine weitere Disziplin, die sich mit der Unendlichkeit beschéftigt, ist die Philosophie.
Philosophen beschiftigen sich in den unterschiedlichsten Kontexten schon seit Jahrtau-
senden mit dem Thema. Zu Beginn der philosophischen Uberlegungen zu diesem Thema
wurde der Begriff unendlich aber nie konkret genannt. Die Unendlichkeit war ein Mysteri-
um, das nicht beim Namen genannt wurde. In diesem Absatz soll nur ein grober Einblick in
philosophische Gedanken gegeben werden, die mit der Unendlichkeit in irgendeiner Weise
zusammenhdngen. Dabei handelt es sich blok um eine beispielhafte Auswahl. Sie ist weder
vollstdndig, noch soll dadurch der Stellenwert anderer Gedanken oder sogar Philosophen
gemindert werden.
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[27, S. 7 .| belegt, dass bereits Aristoteles vom Unendlichen im Sinne des Unbegrenzten
(apeiron) sprach. Unbegrenzt bedeutet in diesem Zusammenhang unvollstandig und daher
nicht erkennbar. Fiir Kant wird das Unbegrenzte durch das Kontinuierliche sichtbar. Er
vermutet, dass diskursives Denken unbegrenzt sein miisse, da es ein unendliches Potenzial
zur Diskussion gébe.

David Hume, ein Philosoph des 18. Jahrhunderts, war hingegen der Meinung, dass das un-
endliche Potential zwar bestiinde, dieses jedoch durch die begrenzte Fahigkeit des mensch-
lichen Verstandes nicht ausschépfbar ware (|27, S. 47 {f.]).

Interessant ist auch die Auffassung von Gioberti, dass das Wort die Begrenzung eines un-
endlichen Gedankens sei. Ideen werden in der Literatur vielfach als unendlich bezeichnet.
Platon geht davon aus, dass die menschliche Gedanken- und Sprechweise die Polaritét
des Endlichen und des Unendlichen benétigt. Er stellt fest, dass endlich und unendlich,
begrenzt und unbegrenzt, Einheit und Vielfalt einander bedingen. Es sei unméglich her-
auszufinden welcher Bestandteil der Paare die Voraussetzung fiir den anderen wiére (siehe
[27, S. 21 f.]). Diese Auseinandersetzung scheint dem Henne-Ei-Problem zu dhneln. Was
war zuerst da? Platon 16st die Diskussion durch die Uberzeugung auf, dass in allem auf
der Erde eine Synthese zwischen Begrenztem und Unbegrenztem besteht.

In der Antike herrschte grofe Angst vor dem Unendlichen, da es mit dem Bekannten nicht
erfassbar sei. Nach [27, S. 140] bezeichnete das auch Descartes als grokte Schwierigkeit:
,Das Unendliche ist gerade deshalb paradox, weil in ihm die Gesetze der Vergleichbarkeit
des Endlichen nicht gelten.”

Kant und Hegel, der fiir die Lehre des Seins und des Nicht-Seins bekannt ist, ergénzten
diesen Gedanken:

»,Das Unendliche wird im Verhéltnis zur gewéhlten Grofe nicht groker oder kleiner und
bleibt, auch bei einer sich verindernden Einheit, als Unendliches unverindert. Sein Wesen
besteht eher in der Fiahigkeit, jede mit dem Zahlvorgang erreichbare Grofe zu umfassen
und zu beinhalten. [...| Es handle sich um ein Verhéltnis, um eine Eigenschaft und nicht
um eine Groke. Das Unendliche war mit einer Angabe, wie grof es sei, nicht dingfest zu
machen.“ (|27, S. 141])

Wichtig ist im Rahmen der philosophischen Betrachtung auch die Frage, ob das Unendliche
tatséchlich existent oder doch nur potentiell vorhanden sei. Aktual-unendlich bezeichnet
das Unendliche als Objekt und griindet im Glauben an die Existenz, potentiell-unendlich
meint mit unendlich den unendlichen Prozess und baut auf bedingte Existenz und vor
allem auf die Vorstellung der Unendlichkeit! Wiahrend es iiber einen lingeren Zeitraum
das aktual-Unendliche war, das mehr Zuspruch fand, pliddierten andere Philosophen fiir
das potentiell-Unendliche. Spater kam auch der Wunsch nach Vereinbarkeit der beiden
Konzepte auf. Diese Diskussion beschriankte sich nicht auf die Philosophie, wie im Kapitel
»,Rechnen mit der Unendlichkeit” klarer wird.

Im Rahmen dieser einfilhrenden interdisziplindren Auseinandersetzung mit dem Unend-
lichkeitsbegriff sollte deutlich werden, dass die Forschungszweige, die sich damit beschéfti-
gen, sehr vielfiltig und gleichzeitig sehr vernetzt sind. Trotz der Intention die Mathematik
in diesem Kapitel zu vernachldssigen, ist sie trotzdem zeitweise durchgeblitzt. Es ist eben
nicht trennscharf abgrenzbar, wo die Grenzen der Forschungsgegenstinde verlaufen. Diese
Uberschneidungen sind es aber gerade, die Spannung und Interesse wecken kénnen.
Besonders im néchsten Kapitel wird der Schnittbereich von Philosophie und Mathematik
relevant sein.
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Teil III
Meilensteine der mathematischen
Unendlichkeitsgeschichte

Das Ziel dieses Kapitels ist es ein paar der wichtigsten Meilensteine in der mathemati-
schen Unendlichkeitsgeschichte zu beleuchten. Es wird aber natiirlich nur Platz fiir einen
sehr kleinen Ausschnitt zur Verfiigung stehen. Wie am Anfang des Kapitels ,Rechnen mit
der Unendlichkeit“ genauer beschrieben wird, bestehen innerhalb der Mathematik selbst
grofse Unterschiede in der Auffassung und im Stellenwert der Unendlichkeit. Mir ist es
daher wichtig auch dieses Kapitel moglicht vielfdltig zu gestalten. In den folgenden Sei-
ten werden Ergebnisse aus der Mengenlehre (Cantor und die unendlichen Dezimalzahlen,
Hilberts Hotel), der Zahlentheorie (Euklid und die Unendlichkeit der Primzahlen), der
Analysis (das Paradoxon von Zenon, die Infinitesimalrechnung) und auch der Geometrie
(das Parallelenaxiom) gegeben. Der Aufbau dieses Kapitels erfolgt trotz der Vielfalt so
chronologisch und thematisch passend wie moglich.

Auf diese Meilensteine wird auch im Laufe dieser Diplomarbeit an manchen Stellen zuriick-
gegriffen, denn: Was wére das Wissen iiber die heutige Mathematik ohne jegliche Ahnung
iiber deren Entstehung?

Welche wichtigen Erkenntnisse und Forschungen in der Geschichte haben zu unserer heu-
tigen Wahrnehmung der Mathematik beigetragen? Welche MathematikerInnen haben die
Entwicklungen im Zusammenhang mit der Unendlichkeit geprigt? Bereits die Vorsokrati-
ker haben sich vor Christus mehr oder weniger bewusst mit dem infinitesimalen Denken
auseinandergesetzt. Im weiteren Streifzug werden die bedeutenden Mathematiker Cantor,
Hilbert, Leibniz, Newton, Cauchy und Weierstralt vorkommen. Es sind ihre besonderen
Gedankenginge und Leistungen, die uns Menschen auch noch heute prigen. Sie haben auf
ihre Weise zur Weiterentwicklung der verschiedenen Forschungsgegenstidnde beigetragen.
Was haben diese bedeutenden Personlichkeiten gemeinsam? Sie sind durch ihre Uberle-
gungen nicht selten auf Widerstand und Ablehnung gestofen. Um fortschrittlich zu sein,
miissen vor allem in der Mathematik oft unkonventionelle Wege verfolgt werden.

1 Die antiken Griechen und das Paradoxon von Zenon

Die antiken Griechen sind fiir eine Menge an philosophischen, aber auch mathematischen
Uberlegungen und Forschungen bekannt. Glaubt man [23, S. 40] und auch anderen Au-
torlnnen sollten mathematisch-brisante Uberlegungen zur Unendlichkeit, ihrer Existenz
(oder nur potentiellen) Erscheinung nicht von den philosophischen Hintergriinden abge-
trennt werden. Die bloke mathematische Betrachtung wiirde die tatséichliche Problematik
verkiirzt darstellen. Diese Ansicht pragt auch die Herangehensweise an diese Diplomarbeit,
die es ermoglichen soll einen moglichst breiten und vernetzten Einblick in die mathemati-
sche Unendlichkeit zu erlangen.

Wie bereits erwidhnt, berufen sich die néchsten Zeilen auf [23|. Der Autor skizziert die
Umstrittenheit, ob die antiken Griechen tatséchlich ihre Gedankenginge zur Unendlich-
keit ausgefiihrt haben oder nicht doch teilweise davor zuriickschreckten und sich eher auf
Gedankenansétze beschrénkten. Fakt ist, dass sie Bedeutendes zur Erforschung dieses Be-
griffes beigetragen haben und nicht pauschal von der griechischen Auseinandersetzung mit
den Anfingen der Unendlichkeit gesprochen werden sollte. Dennoch kénnen Charakteris-
tika festgemacht und analysiert werden.
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Die griechischen Naturphilosophen versuchten das eigentliche Sein, also das Stabile (immer
Vorhandene) hinter auftretenden Veranderungen zu identifizieren. Um dieses Ziel zu errei-
chen, wurden aber auch verschiedene Ansitze entwickelt - der Atomismus des Demokritos
und die Ideenlehre Platons.

Der Ideenlehre Platons liegen Ideen zu Grunde, die als objektiv und der Wirklichkeit ent-
sprechend beschrieben werden. Entwicklungen werden gegeniiber dem Sein vernachléssigt,
da sie nicht bestéindig sind und daher von den einzelnen Auffassungen abhéngig sind.
Der Atomismus beruft sich hingegen fiir die Quelle des Seins auf das physikalische Ver-
stdndnis basierend auf unwandelbare Atome. Die Form, Lage und Bewegung der Atome
wiirde dann den Wandel erkléren.

Zenon, von dem gleich die Rede sein wird, beschiftigt sich unter anderem mit der physi-
kalischen (empfindsamen) Bewegung und der zugehorigen mathematischen Deutung, die
teils widerspriichlich sein kénnen.

Das Paradoxon von Zenon Nach [24, S. 152 f.| haben sich bereits die Vorsokratiker
der Struktur von Raum und Zeit gewidmet. Diskussionspunkte waren einerseits inwiefern
rdumliche und zeitliche Intervalle denn unendlich teilbar wiren oder wie das Kontinuum
interpretiert werden sollte. Auch Zenon von Elea interessierte sich dafiir.

Er beschéftigte sich bereits im 5. Jahrhundert vor Chr. mit paradoxen und dichotomen
Situationen wie in etwa dem Wettlauf von Achilles gegen eine Schildkréte. Er konstruierte
einen Wettkampf, bei dem die Schildkrote aus Fairnessgriinden einen Vorsprung erhilt.
Der Leser wiirde nun erwarten, dass Achilles die Schildkréte auf Grund der deutlich ho-
heren Geschwindigkeit nach nicht allzu langer Zeit ohne Probleme einholen wiirde. Zenon
argumentierte aber in eine ganz andere Richtung!

Er ging davon aus, dass Achilles, um irgendwann an der Schildkréte vorbeilaufen zu kon-
nen, immer die Orte erreichen muss, an denen die Schildkréte zuvor war. Im Endeffekt
zerlegt er daher die Rennstrecke zwischen Start- und Uberholpunkt in unendlich viele Tei-
le. Diese Intervallstiicke werden im Laufe der Zeit beliebig klein, da der Abstand zwischen
Zenon und der Schildkréte sich in Folge der unterschiedlichen Geschwindigkeiten immer
weiter verkleinert. Achilles befindet sich in jedem Zeitintervall hinter der Schildkréte. Es
scheint also so, als wiirde sich der mogliche Uberholzeitpunkt unendlich weit nach hinten
verschieben. Das stellt jedoch einen Widerspruch zu der Endlichkeit eines Rennens dar.
Zenon selbst beschiftigt sich iiber diese Uberlegungen hinaus nicht mehr mit der tiefer-
gehenden mathematischen Folgerung. Nach |23, S. 41| widmete er sich eher den physika-
lischen Atomen. Die Endlichkeit des griechischen Kosmos wiirde endlich viele Atome mit
bestimmten Eigenschaften wie Grofe oder Gewicht verlangen. Andererseits wird vom Kon-
tinuum gesprochen, das kein kleinstes oder grofhtes Element enthilt. Die immerwéhrende
Teilbarkeit wiirde unendlich viele Atome verlangen. Die kleinsten Teile einer Strecke z.B.:
aus Zenons Paradoxon miissten unendlich klein sein. Diese beiden Ansichten sind stark
gegensatzlich. Durch dieses Paradoxon wird die Liicke zwischen intuitiver Idee und mathe-
matischer Formulierung hervorgehoben.

In [9, S. 194] wird das Paradoxon etwas anders erklért. Hierbei kommen weder Achilles
noch die Schildkréte vor, sondern ein Sprinter, der nie das Ende der Rennstrecke erreicht.
In diesern Werk wird erwdhnt, dass der Rennlaufer nie das Ziel erreicht, weil er jeweils die
Halfte der verbleibenden Strecke zuriicklegen muss und das unendlich lange mdéglich ist.
Im Endeffekt deuten beide Quellen Zenons Betrachtung als erste Auseinandersetzung mit
der Idee der unendlichen Reihe. [24, S. 153] spricht in diesem Zusammenhang von zwei
geometrischen Reihen, die die Bewegungen von Achilles und der Schildkréte verkorpern
und gegen den Treffpunkt konvergieren.
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[9, S. 194] schétzt, dass Zenon die Summe unendlich vieler Zeitintervalle als unendlich
bendtigte Zeit deutet. Es wird auch noch ausgefiihrt wie heute mit dem Dilemma um-
gegangen werden konnte: Als erstes Bestimmungsstiick wird die Halfte der Strecke und
die Referenzzeit 1 (Zeit zum Zuriicklegen der halben Strecke) gewéhlt. Von nun an wird
immer die Hilfte der verbleibenden Strecke betrachtet, die dann fortlaufend %, i, é, USw.
als Zeitangabe hat. Das Zuriicklegen der ersten n-Streckenabschnitte erfordert als Zeit also

(1-3")
(1-3)

. - . 1
einen Grenzwert, ndmlich: lim,,_,o t, = ZZOZO ok = 2.

t, = < 2. Die Laufzeitdauer verfiigt somit entgegen Zenons Vermutung iiber

Mehr als 2 Zeiteinheiten werden also vom Laufer fiir die Gesamtstrecke nicht bend&tigt.
Das ist konsistent, da der Laufer fiir die doppelte Strecke die doppelte Zeit braucht.
Weitere Ausfiihrungen zu Reihen und im Speziellen unendlichen Reihen finden sich im
Hauptteil dieser Diplomarbeit im Kapitel der Standardanalysis.

Der bedeutende griechische Philosoph Aristoteles soll an dieser Stelle auch noch kurz er-
wihnt werden. Wie steht er dem Unendlichen gegentiber? Er vertritt nach [23, S. 42| die
Ansicht, dass das Unendliche als werdend (also potentiell) und nicht als vollendetes Sein
(aktual) verstanden werden miisse. Eine natiirliche Zahlenreihe besitze kein explizites Ende
und auch die unbegrenzte Teilbarkeit sei prozesshaft zu deuten.

Aristoteles Einstellung zur Unendlichkeit beeinflusste bedeutende Mathematiker. Sie blieb
bis zu Georg Cantor géngig. Bedeutende Mathematiker wie Gaufs lehnten die Interpre-
tation als vollstdndige Grofe strikt ab, auch Cantor selbst wehrte sich dagegen unendlich
kleine Grofen zu beriicksichtigen. Diese Herangehensweise widerspricht gdnzlich der Nicht-
standardanalysis, aber dazu spiter am Ende dieser Arbeit.

Zuerst soll die Aufmerksamkeit noch bei einem alten Griechen namens Euklid bleiben.
Er schrieb eines der populédrsten und meist verkauften Mathematik-Lehrbiicher aller Zei-
ten. In den néchsten beiden Abschnitten wird er wegen seinen bedeutenden Forschungen
namentlich erwéhnt werden.

2 Euklid und die Unendlichkeit der Primzahlen

Der Grieche Euklid zeigte in seinem bekannten und iiber tausende Jahre verwendeten
Lehrbuch ,Die Elemente“, dass es nicht endlich viele, sondern unendlich viele Primzahlen
gibt. Er nahm typisch fiir die griechischen Mathematiker zu seier Zeit das Wort unendlich
aber nicht in den Mund, sondern stellte fest, dass es mehr Primzahlen als eine vorgege-
bene Anzahl an Primzahlen gibt. Um diese Erkenntnis zu beweisen, braucht es zuallererst
die Primzahldefinition und ein vorbereitendes Lemma. Fiir die Ausfithrungen zu diesem
Subkapitel wurde [5, 1.4.] leicht abgedndert herangezogen.

Definition 1. Eine Zahl p > 1 € N, die als positive Teiler nur 1 und p besitzt (die also
nur die trivialen Teiler hat), heifst prim oder Primzahl. Die Menge aller Primzahlen wird
bezeichnet mit P = {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,...}.

Lemma 1. Sein € N, n > 2. Dann ist die zweitkleinste Zahl in der Menge aller positiven
Teiler von n eine Primzahl:

min{d e N,d>2:d|n} €P.

(Jede ganze Zahl z mit | z |> 1 hat einen Primteiler.)
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Beweis. Aus n > 2 folgt, dass es einen positiven Teiler d > 2 von n geben muss, so dass

{deN,d>2:d|n} #0.

Daher existiert ein kleinstes Element der Menge, das ¢ genannt wird. Man nehme nun an,
dass ¢ nicht prim wére. Dann gébe es einen Teiler m von g mit m > 1, aber gleichzeitig auch
m < q. Wegen der Transitivitit gilt: m|gin = mn, also m € {d e N;d > 2 :d | n} £ 0
und mit m < g entsteht ein Widerspruch. O

Satz 1. 2.FEuklidischer Satz
Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Bemerkung 1. Nach |22, S. 32| bedeutet Satz 1 aber nicht, dass eine Liste aller unendlich
vielen Primzahlen bekannt wire.

Beweis. Angenommen, es gibe nur endlich viele Primzahlen p1, ps, ..., pp, mit n € N. Defi-
niere nun N := 14+p1-p2-p3- - Pn, dann ist N > 2. Nach Lemma 1 hat NV einen Primteiler
p. Nach Vorraussetzung muss p aber einer der Primzahlen p,, entsprechen. Damit gilt die
Implikation:

p|IN,(p1---pn) =D | N—(p1-pn).

Also p | 1 = p < 1. Das stellt erneut einen Widerspruch dar, weil eine Zahl < 1 keine
Primzahl sein kann. O

3 Das Parallelenaxiom: euklidische und nicht - euklidische
Geometrie

Bleiben wir noch etwas bei Euklid. Die Vorstellung zur Bedeutung der Parallelitdt pragt
die Geometrie auch heute noch. In diesem Abschnitt wird daher auf das Parallelenaxiom
von Euklid, auch Parallelenpostulat genannt, Bezug genommen. Dabei soll der heutige
Wissensstand zur Aussage: ,Parallelen schneiden sich im Unendlichen“ diskutiert werden.
In der Recherche wurden dafiir [10, Wie wir das Unendliche sehen|, [13, Parallelen| und
[25] herangezogen.

Wird von Geometrie gesprochen, beschrinkt sich die alltdgliche menschliche Auffassung
im Allgemeinen auf die euklidische Geometrie. Euklid schrieb ca. vier Jahrhunderte vor
Christus sein bedeutendes Werk ,Die Elemente”, das Axiome und Postulate enthalt, auf
die das mathematisches Verstdndnis aufbauen sollte. Das Parallelenpostulat ist eines da-
von. Euklid schrieb zitiert nach [25, S. 142]:

yEndlich, wenn eine gerade Linie zwei gerade Linien trifft und mit ihnen auf derselben
Seite innere Winkel bildet, die zusammen kleiner sind als zwei Rechte, so sollen die beiden
geraden Linien ins Unendliche verlangert, schlieflich auf der Seite zusammentreffen, auf
der die Winkel liegen, die zusammen kleiner sind als zwei Rechte®.

Im Laufe der nichsten Jahrhunderte und Jahrtausende wurde das Parallelenpostulat auf
Grund der Komplexitiat und der potentiellen Uberfliissigkeit kritisiert. Am Ende des 18.
Jahrhunderts formulierte der Englander John Playfair das vereinfachte und auch heute
weitaus populirere Parallelenaxiom (siehe [25, 142]), das Folgendes besagt:

Gegeben seien eine Gerade g und ein Punkt P, der nicht auf dieser Gerade liegt. Dann
gibt es hiochstens eine Parallele zu g, die durch P geht. Die Existenz folgte bereits aus den
Axiomen der absoluten Geometrie (Inzidenzaxiome, Abstandsaxiome, Anordnungsaxiome
und Bewegungsaxiom). Das Besondere an der euklidischen Geometrie ist eben das Paralle-
lenaxiom, das zusétzlich zu den genannten Axiomen der absoluten Geometrie enthalten ist.
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Der Beweis des Parallelenaxioms, auch Parallelenproblem genannt, bereitete den Mathe-
matikerInnen (weiterhin nach [25]) grofe Schwierigkeiten. Sie wollten oftmals zeigen, dass
dieses Axiom von den anderen bereits bewiesenen Axiomen der Geometrie ableitbar wire.
Das Problem war, dass sie in ihren Beweisversuchen vermehrt etwas voraussetzten, was
Aquivalent zum Parallelenaxiom war. Beispiele dafiir sind die 180° Innenwinkelsumme im
euklidischen Raum oder das Wissen, dass Abstandslinien Geraden sind. David Hilbert, von
dem etwas spiter die Rede sein wird, erreichte ein exakteres axiomatisches System. Das
begiinstigte fortschrittliche Forschungen.

Im Endeffekt dauerte der Beweis des Parallelenaxioms bis ins 19. Jahrhundert. Entgegen
allen Erwartungen reichten die Axiome der absoluten Geometrie aber nicht aus. Bolyai,
Gauft und Lobatschewski erschufen getrennt voneinander die nicht-euklidische Geometrie.
Diese besteht aus den Axiomen der absoluten Geometrie und baut sogar auf die Negation
des Parallelenaxioms von Euklid auf.

Das Parallelenaxiom der hyperbolischen Geometrie als Teil der nicht-euklidischen Geo-
metrie unterscheidet sich weiterhin nach [25, 142 f.| dadurch, dass durch den Punkt P
mindestens zwei und nicht hichstens eine parallele Gerade zu g verlaufen. [13] hélt fest,
dass fiir Sattel- und Torusflichen fiir jede Gerade unendich viele Parallelen existieren und
die Winkelsumme immer weniger als 180° betrigt.

Die elliptische Geometrie hingegen, die ebenfalls ein Teil der nicht-euklidischen Geometrie
ist, geht nach [13] von keiner existenten Parallelen aus. Zur Vorstellung dessen betrachte
man die Objekte, auf die diese Art der Geometrie aufbaut: die Kugel- oder Ellipsoidober-
flache. Sobald zwei Punkte auf der Kugeloberfliche miteinander verbunden werden, ent-
stehen auf Grund der Kriimmung Kreislinien und keine Geraden mehr. Nach [10, S. 161 f.]
muss auch noch zwischen den Kreisarten unterschieden werden. Nur Grofkreise/Meridiane
(=Kreise, deren Mittelpunkt dem Kugelmittelpunkt entspricht) stellen die kiirzeste Ver-
bindung zweier Punkte auf. Man konnte sagen, dass diese Kreise den Geraden in der Ebene
entsprechen, nicht aber z.B.: Parallelkreise, da diese keine kiirzesten Verbindungen sind. Es
gibt also in der elliptischen Geometrie keine Parallelen, weil sich alle ,Geraden“ bereits in
endlichen Absténden zwei Mal schneiden. Die Summe der Dreiecksinnenwinkel ist > 180°.

Abbildung 5: elliptische Geometrie: Grofkreise und ihre Schnittpunkte A, B (links) und
Parallelkreise (rechts), nach [10, Abb. 10.9.]

Ein wichtiger Schritt zum Verstdndnis dieser vielfdltigen Unterschiede ist nach [10]
der notige Perspektivenwechsel. Je nachdem welche geometrischen Objekte aus welcher
Perspektive betrachtet werden, ist das Parallelenaxiom von Euklid giiltig oder eben nicht.
Zur Vereinfachung kann noch die projektive Geometrie in Verbindung mit unserem Sehsinn
herangezogen werden.

Parallelen sind in der euklidischen Geometrie Geraden, die im Endlichen keinen Punkt
gemeinsam haben. In unserem Auge werden aber nach [10, S. 150 fI.] die Bilder von der
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Linse auf die Netzhaut projiziert. Wenn ein Mensch frontal in eine Allee blickt, wird es
deshalb so aussehen, als ob die Bdume in der Ferne deutlich ndher zusammenstehen, sich
vielleicht sogar beriihren. Es scheint so als wiirde ein sichtbarer Schnittpunkt im Endlichen
existieren. Trotzdem wissen wir, dass die Baume der zwei Seiten in der Allee im Idealfall
an jeder Stelle denselben Abstand haben.

‘““ﬂ«w““

Abbildung 6: projektive Geometrie: die parallelen Linien laufen in der Ferne zusammen,
nach [10, Abb. 10.3.]

Zusammenfassend soll noch einmal auf den Satz: ,,Parallele Geraden schneiden einander
im Unendlichen“ eingegangen werden. In diesem Abschnitt konnte gezeigt werden, dass die
Richtigkeit dieser Aussage von der betrachteten Geometrie abhingig ist. Sie trifft fiir die
euklidische Geometrie zu. Ein Schnittpunkt im Unendlichen soll nach [13] aber nicht mit
einer Inexistenz gleichgesetzt werden. In der projektiven Geometrie schneiden sich zwei
Geraden, wobei der Schnittpunkt auch erst am Horizont liegen kann und damit perspek-
tivisch sichtbar wird. In der elliptischen Geometrie schneiden sich dquivalent zu Geraden
zwei Groftkreise in zwei Punkten, in der hyperbolischen Geometrie gibt es Schnittpunkte an
mindestens zwei Stellen. Die Physik macht sich diese Erkenntnisse zur nicht-euklidischen
Geometrie zu Nutze, da der Weltraum gekriimmt ist.

Zum Abschluss des Abschnittes folgt an dieser Stelle noch eine Anekdote aus dem All-
tag: Mir wurde berichtet, dass ein naher Angehériger in der Schule mit dem Fakt des
Schnittpunktes zweier Geraden im Unendlichen konfrontiert wurde. Wie so oft schien die-
se Aussage auf Grund des schulischen Wissens paradox. Die Auseinandersetzung mit den
verschiedenen Geometrien und der Rolle des Unendlichen hat hierbei erneut aufgezeigt wie
entscheidend die Perspektive ist, aus der ein bestimmter Sachverhalt analysiert wird. Diese
Einsicht ist auch im Zusammenhang mit der Unendlichkeit von grofser Bedeutung. Es gibt
Unterschiede zwischen einer Betrachtung mit religiosem, physikalischem oder auch inner-
mathematisch gesehen mengentheoretischem oder analytischem Blick. Diese Bemerkung
soll den LeserInnen auch im weiteren Verlauf dieser Diplomarbeit im Hinterkopf bleiben.

4 Newton, Leibniz und die Infinitesimalrechnung

Das Gebiet der Geometrie wird nun verlassen und wir wenden uns dem wohl wichtigsten
Bereich der Unendlichkeitsgeschichte zu: der Entwicklung der Infinitesimalrechnung. Vie-
le der bekanntesten Mathematiker haben an diesem Thema gearbeitet: Leibniz, Newton,
Cauchy und Weierstrafl sind nur einige von jenen, die uns den Weg zur Differential- und
Integralrechnung geebnet haben. Das soll natiirlich auch an dieser Stelle wertgeschétzt
werden. Dafiir werden [20, 2.2. Die Anféinge der Infinitesimalrechnung], [22, 4. Newton und
die Unendlichkeit in der Bewegung] und [27, Leibniz| verwendet.
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Isaac Newton (1643-1727) beschéftigte sich stark mit Bewegungen, Geschwindigkeiten und
der Gravitation. Im war es ein besonderes Anliegen die Bewegung des Mondes um die
Erde zu erforschen. Dabei stiels er auf Verinderungen im Sinne von Weg, Zeit und Ge-
schwindigkeit. Er betrachtete Punkte nach [20, S. 14 f.] als unendlich kurze Linien. Ist der
Punkt in Bewegung wiirde das einer gekriimmten Linie entsprechen. Eine Flache wiirde
demnach durch Bewegung einer Linie entstehen und ein Kérper durch Bewegung einer F1&-
che. Flieende Grofen wie die Zeit, die gleichméfig fliekt und unterteilbar ist, wurden von
Newton als Fluenten bezeichnet. Das entspricht im heutigen Fachjargon den unabhéngigen
Variablen. Diese Zusammenhénge bauten die Fluxionsrechnung auf. Wird vom Calculus
gesprochen, meint das nach [20, S. 15 ff.] ein System allgemein anwendbarer Rechenverfah-
ren zur Losung vielfiltiger Infinitesimalprobleme. Er erreichte es dadurch die momentane
Bewegung mathematisch zu formulieren. Bestandteile dessen sind die Betrachtung einer
unendlich kleinen Zeitspanne und einer dadurch festegelegten Bewegung mit konstanter
Geschwindigkeit. Im Endeffekt erhiilt Newton durch seine Uberlegungen bereits die Stei-
gung des Geschwindigkeitsvektors oder mit gréfserem grafischen Bezug: die Tangente an
einem bestimmten Punkt einer Kurve. Seine Begriindungen dazu dhneln denen von Leibniz
sehr. Diese werden gleich genauer ausgefiihrt.

Zu einer weiteren bedeutenden Erkenntnis fithrten seine Berechnungen von Flicheninhal-
ten unter einer Kurve, wobei der Begriff des Integrals noch unbekannt war. Auch hierbei
interessiert Newton das Anderungsverhalten, was ihn im Endeffekt zur Aufstellung des
zweiten Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (siehe Satz 28) fiihrte ([20,
S. 17 £.]).

Wir wenden uns nun Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) und seinem Beitrag zur Ent-
wicklung der Differential- und Integralrechnung zu. Einige seiner Leistungen sind beispiels-
weise die Einfithrung des Funktionsbegriffes und der Funktionsschreibweise, die Beschéfti-
gung mit Differentialen und deren Quotienten, sowie die Einfiihrung des Integralsymbols.
Bei Leibniz ist die Unendlichkeit in vielerlei Hinsicht omniprisent.
Er unterscheidet nach [20, S. 20 f.] drei Grade des Unendlichen, die hier vom geringsten bis
zum hochsten geordnet sind: Zuallererst gebe es ihm nach das Unendliche, das grofer ist
als jede angebbare Grofie, dann das néchstgrofere Unendliche, das das Grofste iiberhaupt
ist (der gesamte Raum oder die Ewigkeit) und als letzten Grad der Unendlichkeit nennt er
Gott.
Aus mathematischer Sicht stellt er fest, dass das unendlich-Kleine als gegen Null kon-
vergent und daher als alles Andere als statisch angesehen werden soll. Nach [27, S. 152]
wird das Infinitesimale von Leibniz als ,wohlbegriindete Fiktion* bezeichnet. Das bein-
haltet bereits die Auffassung des Unendlichen als potentiell und nicht aktual-vorhanden.
Aus algebraischer Sicht diirfe das Infinitesimale mit Null gleichgesetzt werden, was einer
Vernachldssigung von dx entspricht und bereits einen Gedanken der Nichtstandardanalysis
wiederspiegelt. Geometrisch gesehen miisse aber immer das Verhiltnis der Differentiale dx
und dy betrachtet werden (siehe |20, S. 19]).
Die letzten Zeilen weisen bereits darauf hin, dass die Uberlegungen von Leibniz auf geome-
trischem und arithmetischem Hintergrund entstanden sind. Die Anschaulichkeit griindet
auf dem charakteristischen Dreieck und damit der geometrischen Ebene, die nun angelehnt
an [22, S. 61] und [27, S. 148 f.] unter die Lupe genommen wird. Es wird von einer Kurve
c ausgegangen, auf der sich zwei Punkte P und ) befinden und, die in einem kartesischen
Koordinatensystem liegt. dz und dy stehen fiir die Anderungen von 2 und y-Werten zwi-
schen Punkt P und Q. Diese Anderungen werden durch ein A symbolisiert. Es existiert
daher die Verhéltnisgleichung

Ay dy

Az da’
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Wird nun dz immer weiter verkleinert, veréndert sich auch das Steigungsdreieck beste-
hend aus dz und dy, das zur Gerade durch P und @ gehért. Es wird immer kleiner. Das
charakteristische Dreieck ist das erste bzw. das letzte Dreieck dieser Bewegung, das dann
im Punkt P konzentriert ist. In Newtons physikalischer Deutung kénnte es auch als erster
oder letzter Moment der Bewegung interpretiert werden. In diesem Augenblick verschmel-
zen die Punkte P und Q. Dieses charakteristische Dreieck ist zwar nicht sichtbar, aber es
wird durch eine Vergrofserung vorstellbar. Die Vergroferung des charakteristischen Drei-
ecks fiithrt zu den Differentialen. Fakt ist aber, dass die spezielle Vergroferung irrelevant ist,
weil das Verhéltnis %, das den Tangentenanstieg im Punkt P darstellt, dasselbe bleibt. An
dieser Stelle zeigt sich nach [27] die Diskrepanz des Infinitesimalen. Leibniz meinte durch
einen unbegrenzten Prozess etwas aktual- Unendliches erreicht zu haben. Es gibe einen
letzten effektiv-erreichten Fall einer unendlichen Folge von Verkleinerungen von dux.

Durch die Ergebnisse von Leibniz und Newton kam es zu Mehrdeutigkeiten und Paradoxien,
die iiber die nichsten Jahrhunderte weitere MathematikerInnen beschéftigten. Cauchy und
Weierstraff widmeten sich dieser Thematik mit besonderem Elan. Ihre Terminologie unter-
schied sich jedoch nicht unbedeutend. Cauchy sprach von unendlich kleinen Zahlen (dem
Infinitesimalen), wihrend Weierstrafs dies nicht tat. Nach [27, S. 29] bewies Karl Weierstraf
im 19. Jahrhundert als Erster, dass mathematische Beweise, die auf die Unerreichbarkeit
des Unendlichen aufbauen stichhaltig sein konnen. Damit gewann das potentielle Unendli-
che gegeniiber dem Aktualen an Bedeutung und die Analysis wurde reformiert. Weierstrafs
war es auch, auf den die heutige ¢, § Schreibweise zuriickgeht. Sie wird dann im Kapitel
der Standardanalysis vorkommen.

5 Cantor und die unendlichen Dezimalzahlen

Georg Cantor wurde in der Mitte des 19. Jahrhunderts geboren. Ab seiner spaten Kindheit
lebte er in Deutschland. Er studierte Physik, Mathematik und Philosophie und entschied
sich dann sich besonders der Mathematik zu widmen. Die theologischen und metaphy-
sischen Einfliisse sind aber in seinen Abhandlungen nicht zu {ibersehen. Seine anderen
Interessen haben somit die mathematischen Forschungen wesentlich mitbestimmt.

Dieser Abschnitt nimmt Bezug auf [22, Cantor und die unendlichen Dezimalzahlen| und
[21, Cantor als biirgerlicher Vater der Mengenlehre].

Cantor ist speziell dafiir bekannt die Mengenlehre begriindet zu haben. Nicht ohne Grund
wird von Cantor-Mengen etc. gesprochen. Bolzano, Cauchy und Weierstraff beschéftigten
sich wie er ebenfalls zu etwa dieser Zeit mit dem paradoxen Unendlichen. Cantor bezeich-
net sich selbst als denjenigen, der als Erster das Universum des Unendlichen vollkommen
klar und logisch erfasst hat. Das wurde jedoch auf Grund von bedeutenden Leistungen u.a.
Bolzanos von manchen MathematikerInnen in Frage gestellt (siehe 21, S. 215 ff.]).

In diesem Werk wird Cantors Weise der mathematischen Begriffsbildung auch als &ufserst
besonders hervorgehoben. In den beiden darauffolgenden Seiten wird er direkt zitiert ([21,
S. 216 £.]): ,Man setzt ein eigenschaftsloses Ding, das zuerst nichts anderes ist als ein Name
oder ein Zeichen A, und gibt demjenigen ordnungsmifig verschiedene, selbst unendlich
viele verstandliche Priadikate, deren Bedeutung an bereits vorhandenen Ideen bekannt ist
[sic!], und die einander nicht widersprechen diirfen [sic!|; dadurch werden die Beziehungen
von A zu den bereits vorhandenen Begriffen und namentlich zu den verwandten bestimmt;
ist man hiermit vollstindig zu Ende, so sind alle Bedingungen zur Weckung [sic!| des Be-
griffs A, welcher in uns geschlummert, vorhanden und er tritt fertig ins Dasein, versehen
mit der intersubjektiven Realitét, welche iiberall von Begriffen nur verlangt werden kann;
seine transiente Bedeutung zu konstatieren ist alsdann Sache der Metaphysik.“
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Es brauche also Definitionen, wodurch Beziehungen zu anderen Begriffen hergestellt wer-
den kénnen, gleichzeitig aber auch unterscheidbar blieben. Eine Zahl oder ein Begriff wire
existent, sobald alle obigen Bedingungen erfiillt sind.

Diese Herangehensweise scheint auch bei der Auseinandersetzung mit dem Unendlichen
auf. Cantor nahm die Existenz unendlicher Dezimalzahlen an, Stellen nach dem Komma
miissten nicht erst (wie zuvor von anderen Mathematikern) erschaffen werden, sondern
wiren von Natur aus gegeben und miissten nur entdeckt werden (|22, S. 69]).

Seine Ausfiihrungen kénnen mit dem Ausdruck v/2 (nach [22, 68 f.]) leicht nachvollzogen
werden. Dabei konstatierte Cantor, dass die unendliche Dezimalzahl v/2 von Grund auf
und unabhéingig von einem speziellen Naherungsverfahren existiert und dariiber hinaus al-
le Stellen nach dem Dezimalpunkt durch die Reihenfolge der Ziffern fixiert sind und nicht
erst geschaffen werden. Diese Ansicht war deshalb eine Neuerung, weil die Mathematiker
vor Cantor dariiber stritten, was /2 bedeuten sollte. Sie erreichten es zwar immer mehr
Dezimalstellen zu berechnen, die Deutung dessen hing aber in der Luft.

Die MathematikerInnen vor Cantor wandten eine Intervallschachtelung folgendermafsen an:
Die Abschitzung beginnt mit der Tatsache, dass v/2 - /2 = 2 gilt.

Im ersten Schritt werden die Schranken 1-1 =1 und 2-2 = 4 herangezogen, da 1 < 2 und
2 < 4

Nach Wurzelziehen muss somit 1 < v/2 < 2 gelten.

In einem weiteren Durchlauf wird jeweils die erste Nachkommastelle ab 1 aufwérts in Multi-
plikation mit sich selbst betrachtet. Damit sind die Zahlen von 1.0, 1.1, 1.2,..., 2.0 gemeint.
Als neue Schranken ergeben sich 1.4 -1.4 = 1.96 < 2 und 1.5-1.5 = 2.25 > 2, also
14 <V2<15.

Aus dieser Abschétzung wird sofort ersichtlich, dass die gesuchte Zahl néher an 1.4 als 1.5
liegen wird. Es wird dasselbe Verfahren wie zuvor mit den Zahlen zwischen 1.4 und 1.5
auf die 2. Nachkommastelle genau durchgefiihrt, wonach einerseits 1.41-1.41 = 1.9881 < 2
und andererseits 1.42 - 1.42 = 2.0164 > 2 gilt. Ein weiterer Schritt liefert die Abschitzung
1.414 < /2 < 1.415. Die Intervallschachtelung ist beliebig weit fortsetzbar.

Cantor bezeichnete die Zahl /2 als unendliche Dezimalzahl, also eine Zahl, die mit einer
ganzen Zahl beginnt und nach dem Dezimalpunkt mit unendlich vielen Ziffern zwischen 0
und 9 fortgesetzt wird. Der Rechenprozess ist beliebig lange fortsetzbar und es wird damit
eine immer bessere Ndaherung fiir den genannten Ausdruck bestimmt.

Cantor war es auch, der 7 als unendliche Dezimalzahl bezeichnete oder die Tangentenstei-
gung g—g als solche deutete, anstatt sie wie Leibniz oder Newton nur als existent zu zeigen.

Damit wiirde die von Anfang an gegebene unendliche Dezimalzahl % durch immer kleinere
Steigungsdreiecke immer genauer berechnet.

Er dachte er habe alle Probleme der sprachlichen Artikulierung {iber das Unendliche be-
seitigt. Kronecker meinte die Probleme des Unendlichen wéren nun einfach verschoben
worden - ndmlich in Richtung der Objekte unendliche Dezimalzahlen. Man kénne nicht
einfach gedankenlos mit diesen Objekten operieren. Da aber niemand tatséchlich alle Zif-
fern von unendlichen Dezimalzahlen sehen konne, ist deren Existenz auch nicht bewiesen.
Unendliches sei eben kein effektiv abgeschlossenes Ganzes. Cantor wollte aber etwas ziem-
lich Ahnliches erreichen: ein Weltbild etablieren, wo das Unendliche als gegebenes Ganzes
betrachtet wird (siehe [22, S. 70 f.]).

Ein weiteres wichtiges Zitat von Cantor nach [22, S. 73] lautet:

~Wenn man unendliche Dezimalzahlen auf irgendeine Weise in einer Folge aufzihlt, immer
wird es eine unendliche Dezimalzahl geben, die in dieser Folge nicht vorkommt.”

Die Aussage erinnert an Euklids Erkenntnis, dass es zu jeder Liste von Primzahlen noch

21



eine gibt, wie es zuvor bei Satz 1 bewiesen wird.

Nun aber zuriick zu Cantors Aussage, dass immer eine andere unendliche Dezimalzahl auf-
findbar ist. [10, S. 95 ff.| liefert dazu den géngigen Beweis:

An dieser Stelle werden noch Definitionen und Beispiele nach [16] benétigt.

Definition 2. Eine Menge A ist abz&hlbar (unendlich), wenn die Méachtigkeiten (die An-
zahl der Elemente) dieser Menge A und jener der natiirlichen Zahlen iibereinstimmen. Das
bedeutet es existiert eine Bijektion zwischen den beiden Mengen A und N.

Die Elemente der Menge A kénnen somit bei 1 beginnend durchnummeriert werden, auch
wenn es unendlich lange dauert.

Beispiel 1. Beispiele fiir abzidhlbar unendliche Mengen sind:

1) die Menge der endlichen Folge natiirlicher/rationaler/ganzer Zahlen
g g g
N,Z,Q,N?,Q?, 7% N3..N<¥ Q<% Z<¥ wobei w eine unendlich grofie Zahl ist.

(2) die Mengen der Polynome mit rationalen bzw. ganzzahligen Koeffizienten
Qlx]), Z[X]
Polynome in X mit Koeffizienten aus einer Menge A kénnen injektiv auf die endlichen
Folgen aus A abgebildet werden: a, X" + ap,_1 X" ! + ... + a1 X + a¢ wird z.B.: auf
die Koeffizientenfolge (ay, ..., ap) abgebildet.

(3) die Menge der algebraischen Zahlen als rationale Nullstellen von einer Funktion
f(x) = apz™ + ap_12" 1 + ... + a1 + ag, wobei die Koeffizienten ebenfalls ratio-
nal sind.

Definition 3. Eine Menge B ist iiberabzihlbar (unendlich), wenn sie nicht abz&hlbar ist
und somit eine grofere Machtigkeit als N besitzt.

Beispiel 2. Beispiele fiir {iberabzidhlbare Mengen sind:

1) R und C;

(1)

(2) P(N);
(3) die Intervalle (0,1),0,1];
(4)

4) transzendente Zahlen.

Durch den folgenden Beweis (verdndert nach [10, S. 95 ff.] und [16]) wird nédmlich
nicht nur bewiesen, dass immer weitere unendliche Dezimalzahlen gefunden werden kon-
nen, sondern auch gleichzeitig gezeigt, dass die Menge der Dezimalzahlen grofer ist als
die der Briiche, weil sie mit den natiirlichen Zahlen nicht zu Paaren angeordnet werden
konnen. Die natiirlichen Zahlen sind abzéhlbar, die Dezimalzahlen (als Zusammenfassung
von Briichen und irrationalen Zahlen) aber nicht.

Proposition 1. [0,1) ist dberabzihlbar. (R ist iberabzdihlbar)

Beweis. Angenommen [0,1), also die Dezimalzahlen zwischen 0 und 1, wéren abzdhlbar.
Dann sollten alle Dezimalzahlen der Reihe nach in Dezimalschreibweise notiert werden
kénnen.

[0,1) = {a1,a2,as, ...}, wobei a, mit n € N unendliche Dezimalzahlen darstellen.

a) = 0.a11 ai12 a13...

as = 0.a91 a9 ass...
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as = 0.&31 a32 a33...

a;; mit 4,j € {1,2,...9} steht fiir eine beliebige Dezimalzahl. Der Index ij steht fiir die
i-te Zeile und j-te Spalte. Es ist wichtig vorauszusetzen, dass diese Dezimalzahlen a;; nur
Ziffern aus {1,2,...,8} enthalten, da es sonst zu Problemen mit der nicht eindeutigen
Schreibweise der unendlichen Dezimalzahlen kommen kann.

Um den Beweis zu erleichtern, werden die Eintrige in der Diagonale durch * ersetzt:

a; — 0. * a2 ais...
as = 0.&21 * a23...

az = 0.a31 asz * ...

Zur Konstruktion einer neuen Dezimalzahl werden nun nach 0. Ziffern gesucht, die sich von
x unterscheiden. Genauer bedeutet das, dass sich die erste Ziffer der neuen Zahl nach dem
Komma von jener des * in der ersten Zeite (a;1) unterscheiden soll, die zweite Ziffer soll von
der Zahl an Stelle des zweiten * verschieden sein. Mit der Fortsetzung dieses Verfahrens
wird eine neue unendliche Dezimalzahl geschaffen, die in der gegebenen Anordnung nicht
vorkommt. Sie verfiigt gegeniiber allen anderen angegebenen unendlichen Dezimalzahlen
a, zumindest iiber eine verinderte Stelle. Das ist ein Widerspruch zur Abzihlbarkeit der

Menge der unendlichen Dezimalzahlen. Damit ist bewiesen, dass sie {iberabzahlbar sind.
O

Bemerkung 2. Cantor gab dem abzdhlbar Unendlichen als geringste Ausprigung des
Unendlichen den Hebriischen Buchstaben Xgy. Alle anderen Méchtigkeiten im Unendlichen
benannte er ebenfalls mit R, wobei sich die Indizes unterscheiden, jedenfalls aber grofer
als 0 sind (siehe [6, S. 12]).

6 Hilberts Hotel

Ein Paradoxon, das an die abziéhlbare Unendlichkeit des vorigen Abschnittes anschlieft,
ist das Hilbert Hotel. Wenn von Paradoxa im Zusammenhang mit der Unendlichkeit ge-
sprochen wird, ist es nahezu unmoglich darauf zu verzichten. Dieses fiktive Hotel trégt den
Namen des Mathematikers, der das Paradoxon berithmt gemacht hat - der Deutsche David
Hilbert (1862-1943).

Er veranschaulichte anhand des erfundenen Hotels verschiedene Widerspriichlichkeiten, die
mit der Unendlichkeit der natiirlichen Zahlen auftreten und den Begriff abzdhlbar unend-
lich beinhalten. Zur Auseinandersetzung mit Hilberts Hotel wurden vorerst [10, S. 55 ff.]
und [22, S. 133] herangezogen.
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Ankunft eines zusitzlichen Gastes Die Ausgangssituation lautet wie folgt:

In einem Hotel mit unendlich vielen Zimmern ist jedes Zimmer durch genau einen Gast
belegt. Hilbert stellte gleichzeitig fest, dass ein Hotel mit unendlich vielen Zimmern nie
génzlich ausgebucht sein kann.

Man nehme an in der Nacht kommt ein neuer Gast und fragt den Rezeptionist nach einem
Zimmer. Es gibt nun eine Moglichkeit wie sogar der neue Gast im Hotel néchtigen kann,
obwohl alle Zimmer belegt sind! Das letzte Zimmer kann nicht vom neuen Gast belegt
werden, weil liberhaupt kein letztes Zimmer existiert. Dafiir ziehen alle bisherigen Hotel-
géste wie in Abbildung 7 ersichtlich um. Der Gast aus Zimmer 1 wechselt zu Zimmer 2,
jener von Zimmer 2 auf 3, der von 3 auf 4 usw. Somit ziehen alle Géste in das Zimmer
mit der nichsthéheren Nummer und Zimmer 1 bleibt fiir den neuen Gast iibrig. Bei n-
Zimmernummern bedeutet das eine Ubersiedlung in das n + 1-te Zimmer.

Das Hotel mit unendlich vielen Zimmern bleibt trotz einem neuen Gast eines mit unendlich
vielen Zimmern, da eine Addition mit unendlich das Ergebnis unendlich nicht verdndert.
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Abbildung 7: 1 neuer Gast in Hilberts Hotel, nach [19]

Ankunft eines Busses mit unendlich vielen Gésten Bei einer weiteren Version
kommt ein Bus mit unendlich vielen Gésten an und alle Personen mdéchten im vollbelegten
Hotel einen Platz finden. Die Intuition wiirde nun wieder erwarten lassen, dass ein vollbe-
legtes Hotel doch niemanden aufnehmen kénne. Zur Erinnerung: das Hotel verfiigt jedoch
iiber unendlich viele Zimmer. Wie konnten in diesem Konstrukt alle Neuankdmmlinge ein
Zimmer ergattern?

Abbildung 8 zeigt wie dies moglich ist: Jeder Gast zieht in das Zimmer mit doppelt so
grofser Nummer um. Damit werden alle ungeraden Zimmer frei und keine Person muss
doppelt umziehen. Die Zimmer mit den ungeraden Zimmernummern werden von den neu-
en Gésten belegt. Somit haben 2 Mal unendlich viele Géste in einem Hotel mit unendlich
vielen Zimmern Platz gefunden.

Ankunft von mehr als einem Bus mit unendlich vielen Gésten In [3, S. 79 ff]
werden noch andere Paradoxien vorgestellt. Sobald zwei unendlich grofe Busse ankommen,
muss zusitzlich noch darauf geachtet werden, dass die Reisenden der Busse parallel (und
nicht zuerst der eine und dann der andere Bus) berticksichtigt werden. Sonst miissten die
Reisenden eines Busses méglicherweise unendlich lang auf ihr Zimmer warten. Es kann die
Strategie des vorigen Gedankenexperimentes in diesem Fall weiterverwendet werden. Nach
der Umsiedelung der bereits im Hotel vorhandenen Giste in die geraden Zimmer, werden
die ungeraden nun abwechselnd mit Teilnehmerlnnen aus dem 1.Bus und jenen aus dem
2.Bus belegt. Somit findet wieder jede Person einen Platz.

24



EIIKTI/‘BIIB Nz

Empty for th
infinitely many
W gueslis!

Abbildung 8: unendlich viele neue Géste in Hilberts Hotel, nach [19]

Was passiert nun aber, wenn unendlich viele Busse mit unendlich vielen Gésten an-
kommen und alle ein Zimmer erhalten sollen? Ich gehe dafiir wie [3, S. 79] vor.
Zu aller Erst braucht es die Erkenntnis, dass wie zuvor wieder alle Busse parallel beriick-
sichtigt werden miissen. Um die Zimmeraufteilung besser nachvollziehen zu kénnen, soll
die Abbildung 9 herangezogen werden.

[.; s
Bus 2 ﬁa E*J A Ef

ﬁ%zlblﬂ
Bus 4 | m 11 arih u]E_J E—Gﬂ

Bus 3 !

N - . .

Abbildung 9: unendlich viele Busse mit unendlich vielen neuen Gésten in Hilberts Hotel,
nach [3, S. 79]

Das spiralférmige Schema bedeutet, dass der erste Gast aus dem ersten Bus in Zim-

mer eins untergebracht wird, der erste Gast aus dem zweiten Bus kommt in Zimmer 2,
der erste Gast aus dem dritten Bus in Zimmer 5, der vierte Gast aus Bus 4 kommt in
Zimmer 13 usw. Die roten Rechtecke markieren die Sitzplitze ¢ der Busse und die oran-
gefarbenen Rechtecke stellen die Zimmernummern dar. Der eckigen roten Spirale folgend,
wird klar, welchem Gast welches Zimmer zugeteilt werden soll. Verallgemeinert man diese
Zuschreibungen erhélt man: Der i-te Gast aus dem j-ten Bus wird fiir ¢ > j in Zimmer
j2—i+1 eingeteilt, withrend jene Giste, auf die i < j zutrifft das Zimmer (j —1)? beziehen
(Vi,j € N).
Das Problem konnte (ebenfalls nach [3, S. 79 f.]) auch mithilfe der Primzahlen geldst wer-
den. Dadurch bleiben aufferdem noch unendlich viele Zimmer unbelegt. Nach Satz 1 gibt
es unendlich viele Primzahlen. Jeder Reisende aus dem Bus 1 mit Sitzplatznummer ¢ be-
kommt das Zimmer 2¢ zugeordnet. Die Personen aus Bus 2 mit Platznummer ¢ bekommen
jeweils das Zimmer 3¢ usw. Der i-te Fahrgast aus Bus j belegt das Zimmer p; Dabei meint
pj die j-te Primzahl.
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Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung bedingt, dass keine Zimmer doppelt belegt wer-
den. Das Zuordnungsverfahren erscheint relativ kompliziert. Zur Vereinfachung beachte
man zuerst nur die beiden Primzahlen 2 und 3. Der i-ten Reisende aus dem j-ten Bus
erhilt Zimmer 27 - 37, Wie bereits angesprochen bleiben bei dieser Uberlegung Zimmer
zwischendurch frei und werden nicht liickenlos besetzt.

An- und Abreise von Gésten Iine andere Weiterentwicklung beschaftigt sich nach
[22, S. 133] mit dem Fall, in dem Géste an- und abreisen, wobei alle nur eine Stunde
im Hotel verbringen. Am Anfang jeder Stunde kommt um ein Gast mehr als die Stunde
davor, das ist auch genau ein Gast mehr als die Anzahl an Personen, die das Hotel zu diesem
Zeitpunkt verldsst. Kurz skizziert bedeutet das am Anfang der ersten Stunde kommt ein
Gast, eine Stunde spéter kommen 2 Géste und einer geht, dann 3 Géste und zwei gehen,...
Es stellt sich demnach die Frage wie viele Géste nach unendlich vielen Stunden noch im
Hotel verweilen. An dieser Stelle ist die paradoxe Situation besonders gut erkennbar:

Es kann begriindet werden, dass alle Zimmer belegt sind, da in jeder Stunde mehr Personen
kommen als gehen und sich daher unendlich viele Géste im Hotel befinden.

Ein anderer Ansatz ist jedoch darzulegen, dass alle Giste nach unendlicher Periode das
Hotel verlassen haben und das Hotel somit leer sein muss.
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Teil IV
Rechnen mit der Unendlichkeit

Die Unendlichkeit erscheint dem Menschen als abstrakt, mdglicherweise unnatiirlich oder
auch fern von jeder Realitdt. Wie soll es daher méglich sein mit etwas derart Ungreifbarem
zu rechnen?

Die folgende Textpassage in [10, S. 21 f.| zeigt dieses Dilemma, das vor allem bei Kindern
besteht, treffend: Dabei spricht ein Kind namens Alex mit dem Autor.

Alex beginnt: ,Wenn ich zdhle, gehe ich von einer Zahl zur nichsten, aber ist das, wohin
ich nie komme, auch noch eine Zahl? “

,Was nennst du eine Zahl? “

»,Na so was, womit ich rechnen kann, addieren und multiplizieren und so. Oder wenn ich
sagen kann, ob eine andere Zahl grofer ist oder kleiner...“

Darauthin iiberlegt der Autor und versucht es dem Kind anhand eines einfachen Beispieles
zu erkldren.

,Dividiere die Zahl 1 durch 3. “

»,Na, das ist doch kein Problem: 0,333333..., und danach unendlich viele Dreien. “
,Richtig, aber genauer gesagt sind es potentiell unendlich viele Dreien, denn du kannst sie
nicht alle hinschreiben, du weiftt aber, dass du dich dem wahren Ergebnis deiner Division
schrittweise ndhern konntest. “

Alex versteht den Zusammenhang noch nicht, daher setzt der Autor fort:

»lrotzdem kennst du die Zahl ganz genau, sie ist fiir dich aktual da, du kannst sie als Bruch

1 schreiben und du kennst alle ihre Eigenschaften, zum Beispiel, dass die Hilfte von ihr

i

5 ist. Hier hast du ein Beispiel fiir eine Zahl, die du in der Dezimaldarstellung erst nach
unendlich vielen Schritten erreichst. Sie ist aber eine gewthnliche Zahl, ndmlich % also
kleiner als 1. So ist auch Unendlich eine Zahl, die du erst nach unendlich vielen Schritten
erreichst, mit der du aber rechnen kannst.[...|Es gibt verschiedene Arten von unendlichen
Zahlen, manche grofer als andere, manche kleiner. “

Wie ist es nun mdoglich mit der Unendlichkeit zu rechnen?

Im Abschnitt Interdisziplindre Betrachtung der Unendlichkeit kam bereits die Vielfalt
der Forschung zur Unendlichkeit iiber die disziplindren Grenzen hinaus zum Vorschein. Es
wiare eine falsche Annahme davon auszugehen, dass zumindest innerhalb einer Disziplin wie
der Mathematik selbst Einheitlichkeit in der Verwendung vorherrscht. Diese Feststellung
kann auch durch die verschiedenen Forschungsansétze innerhalb der Mathematik begriin-
det werden. Es gibt nicht die eine Mathematik, sondern Teilbereiche wie Analysis, Algebra,
Stochastik, Zahlentheorie und vieles Mehr- eine schier unendliche Liste, wobei diese Teil-
bereiche nicht scharf voneinander abgrenzbar sind, sondern sich iiberlappen. Angelehnt an
[6, S. 1 f.] kénnen verschiedene Betrachtungsweisen wie folgt grob strukturiert werden:

(1) elementare Zahlentheorie:
Unendlich spielt in dieser Fachrichtung, die sich besonders mit der Teilbarkeit be-
schiftigt, kaum eine Rolle. Das ist nicht verwunderlich, da oo bei Betrachtung der
Teilbarkeit irrelevant ist. Am besten kénnte noch damit argumentiert werden, dass
0 anstelle von oo die wichtige Position {ibernommen hat, da 0 von jeder ganzen Zahl
geteilt wird.

(2) projektive ebene Geometrie:
Diese Teildisziplin der Geometrie interpretiert den Begriff unendlich als Gerade mit
unendlich weit entfernten Punkten und Richtungen.
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(3) Mengenlehre:
Innerhalb der Mengenlehre beschéftigt man sich mit verschiedenen Michtigkeiten
von unendlichen Mengen. Abzihlbar und {iberabzihlbar sind nur Beispiele davon,
insgesamt gibt es eine unendliche Skala von unendlichen Méchtigkeiten.

(4) reelle Analysis:
In der reellen Analysis gibt es verschiedene Unendlichkeitsbegriffe. Es kommt klas-
sisch co zur Anwendung. Dieser darf aber nicht mit +0o und —oo verwechselt werden.
Die Unendlichkeit ist in der Analysis auf den Grenzwertbegriff aufgebaut und ware
ohne diesen undenkbar.

(5) komplexe Analysis:
Im Gegensatz zur reellen Analysis ist der Wert co ohne Hervorhebung des Vorzeichens
in dieser Disziplin im Allgemeinen geldufiger.

(6) Nichtstandardanalysis:
Die Nichtstandardanalysis baut direkt auf die Existenz von infinitesimalen und un-
endlich grofen Elementen auf. Unendlich kleine Fehler werden vernachlissigt.

Auffillig ist hierbei, dass die reelle und die komplexe Analysis das ,potentiell-Unendliche*
betrachten, wihrend Zahlentheorie, projektive Geometrie, Mengenlehre und Nichtstandar-
danalysis das ,aktual-Unendliche“ in den Vordergrund riicken. Beide Betrachtungsweisen
werden in diesem groken Kapitel ,Rechnen mit der Unendlichkeit® Einklang finden, wo-
bei das potentiell-Unendliche innerhalb des Unterkapitels der Standardanalysis und das
aktual-Unendliche in der Mengenlehre und der Nichtstandardanalysis vertreten ist. Wird
das Kapitel ,Meilensteine der mathematischen Unendlichkeitsgeschichte* mitgezdhlt, kom-
men aber alle sechs beschriebenen Teilbereiche in dieser Arbeit vor.

7 Verortung im Lehrplan der AHS-Oberstufe

In diesem Unterkapitel werden wichtige Aspekte des Mathematik-Oberstufen-Lehrplanes
(siehe [4]) genannt und im Uberblick vorgestellt, die einen bedeutsamen Zusammenhang
mit der Unendlichkeit aufweisen. Dadurch sollen die Ankniipfungspunkte in der AHS-
Oberstufe sichtbar werden. Diese Auflistung soll es ermdglichen zwischendurch auch einen
Schulbezug herstellen zu kénnen. An zwei Stellen im Kapitel ,Rechnen mit der Unendlich-
keit“ wurde von mir nimlich ein Exkurs zur Schulpraxis vorgenommen. Damit sind diese
Inhalte besser einordenbar.

Der neue, kompetenzorientierte und semestrierte Lehrplan in der Fassung von 2017 beinhal-
tet wie gewohnt die grofsen Bestandteile: allgemeine didaktische Grundséitze, die Bildungs-
und Lehraufgabe und den Lehrstoff. Neuerungen sind einerseits die mathematischen Kom-
petenzbereiche, die durch die jeweilige Inhalts-, Handlungs- und Komplexitdtsdimension
festgelegt werden. Dabei besteht jede Dimension aus 3-4 verschiedenen Auspragungen. Die
Inhaltsdimension bezeichnet die inhaltliche Einordnung (Algebra und Geometrie, funktio-
nale Anhéngigkiten, Analysis, Wahrscheinlichkeit und Statistik). Die Zuordnung zu einer
Handlungsdimension erfolgt nach der Tétigkeitsart, die fiir die Ausfiihrung der Aufga-
benstellung erforderlich ist (darstellend-modellierendes, formal-operatives, interpretieren-
dokumentierendes, kritisch-argumentatives Arbeiten). Zuletzt gibt die Komplexitéitsdimen-
sion an, wie und wie stark vernetzt werden muss (Finsetzen von Grundwissen und Grund-
fihigkeiten, Herstellen von Verbindungen, Problemlosen und reflektieren).

Kompetenzen werden in [4] als ldngerfristig verfiigbare kognitive Fahigkeiten beschrieben,
die von Lernenden entwickelt werden sollen und sie befdhigen bestimmte Tétigkeiten in
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variablen Situationen auszuiiben. Die Bereitschaft diese Féhigkeiten und Fertigkeiten ein-
zusetzen zahlt auch dazu.
Diese Dimensionen werden bei fachdidaktischen Abschnitten dieser Diplomarbeit im jewei-
ligen Kontext konkretisiert.
Eine weitere Neuerung dieser Lehrplanfassung ist die Semestrierung, die im Rahmen der
modularen Oberstufe eingefiihrt wird. Kurz und knapp bedeutet das, dass die Lehrpléne
nun ab der 6.Klasse AHS/ 10. Schulstufe nicht mehr fiir die Zeitspanne eines Schuljahres,
sondern eines Semesters konzipiert sind.

Die folgende Auflistung beinhaltet die Bereiche des Lehrplanes der Sekundarstufe 11, die
am engsten mit der mathematischen Unendlichkeit in Verbindung gebracht werden kénnen.

5. Klasse:
Mengen, Zahlen und Rechengesetze
- Mit Naherungswerten sinnvoll umgehen kénnen

6. Klasse-3.Semester:
Folgen
- Zahlenfolgen als auf N bzw. N* (natiirliche Zahlen ohne 0) definierte reelle Funktionen
kennen (insbesondere arithmetische Folgen als lineare Funktionen und geometrische Folgen
als Exponentialfunktionen); sie durch explizite und rekursive Bildungsgesetze darstellen
und in aubermathematischen Bereichen anwenden kénnen
- Eigenschaften von Folgen kennen und untersuchen kénnen (Monotonie, Beschrénktheit,
Grenzwert)

Reelle Funktionen
- Reelle Funktionen untersuchen kénnen (Monotonie, lokale und globale Extremstellen,
Symmetrie, Periodizitét)

6. Klasse-4.Semester:
Reihen
- Summen endlicher arithmetischer und geometrischer Reihen berechnen kénnen
- Summen unendlicher Reihen definieren und fiir konvergente geometrische Reihen berech-
nen kénnen

Im vorigen Lehrplan der 6.Klasse AHS wurde den Folgen und dem Grenzwert zumin-
dest der Formulierung nach noch ein grofserer Stellenwert zugeschrieben. Es wurden iiber
die oben angefiihrten Ziele, die im tagesaktuellen Lehrplan vorhanden sind zusétzlich noch
folgende Inhalte vorgeschrieben:

- Untersuchen von Folgen zusétzlich zu Monotonie, Beschranktheit und Grenzwert auf
Konvergenz, sowie intuitives Erfassen und Definieren des Begriffes Grenzwert

- Definieren der Eulerschen Zahl

- Kennenlernen von Niherungsverfahren zum Lésen von Gleichungen

7. Klasse-5.Semester:
Grundlagen der Differentialrechnung anhand von Polynomfunktionen
- Den Differenzenquotienten (die mittlere Anderungsrate) und den Differentialquotienten
(die lokale bzw. momentane Anderungsrate) definieren kénnen
- Den Differenzen- und Differentialquotienten als Sekanten- bzw. Tangentensteigung sowie
in aufermathematischen Bereichen deuten kénnen
- Den Begriff der Ableitungsfunktion kennen; héhere Ableitungen kennen
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- Monotonie- und Kriitmmungsbereiche, Extremstellen, Wendestellen und Sattelstellen (Ter-
rassenstellen) mit Hilfe der Ableitung beschreiben kénnen

- Untersuchungen von Polynomfunktionen in inner- und auffermathematischen Bereichen
durchfiihren konnen; einfache Extremwertaufgaben losen kénnen (Ermittlung von Extrem-
stellen in einem Intervall)

7. Klasse-6.Semester:
Erweiterungen und Fxoktifizierung der Differentialrechnung
- Den Begriff Stetigkeit kennen und erldutern konnen
- Den Begriff Differentierbarkeit sowie den Zusammenhang zwischen Differentierbarkeit
und Stetigkeit kennen

Letztere Kompetenzen, die im 6.Semester erworben werden sollen, sind im Lehrplan kur-
siv angefiihrt und daher nicht in jedem Schultyp verpflichtend. Hierbei existiert der Un-
terschied zwischen Gymnasium, also sprachlicher Orientierung, und Realgymnasium mit
naturwissenschaftlichem Schwerpunkt und einer hheren Anzahl an Mathematikstunden.

8. Klasse-7.Semester:
Grundlagen der Integralrechnung
- Das bestimmte Integral kennen und als Zahl ,zwischen® allen Ober- und Untersummen
auffagsen kdnnen sowie ndherungsweise als Summe von Produkten auffassen und berechnen
kénnen:
- Gréfsen durch Integrale ausdriicken kénnen, insbesondere als Verallgemeinerungen von
Formeln mit Produkten (zB fiir Flicheninhalte oder zuriickgelegte Wege)
- Den Begriff Stammfunktion kennen und anwenden kénnen
- Bestimmte Integrale mit Hilfe von Stammfunktionen unter Verwendung elementarer In-
tegrationsregeln berechnen kénnen

Anwendungen und Fzaktifizierungen der Integralrechnung

- Das bestimmte Integral in verschiedenen Kontexten deuten und entsprechende Sachver-
halte durch Integrale beschreiben kénnen (insbesondere Flacheninhalte, Volumina, Weg-
langen, Geschwindigkeiten, Arbeit und Energie; allenfalls weitere physikalische Deutungen)
- Die Hauptsitze (bzw. den Hauptsatz) der Differential- und Integralrechnung kennen; den
Zusammenhang zwischen Differenzieren und Integrieren erldutern kénnen

- Das unbestimmte Integral kennen

Bei all diesen Themen wird der Unendlichkeit ein hoher Stellenwert zugeschrieben. Wie
diese Teile in der Schulpraxis behandelt werden (sollten oder kénnten), wird im Laufe dieser
Diplomarbeit stellenweise noch genauer ausgefithrt. Davor werden jedoch immer fachma-
thematische Abhandlungen durchgefiihrt. Ziel ist es an diesen Stellen fachmathematische
Inhalte durch fachdidaktische Zugénge zum Leben zu erwecken und einen Praxisbezug her-
zustellen.
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8 Mengenlehre

Die Mengenlehre ist eine der wichtigsten und grundlegendsten Gebiete der Mathematik. Die
Mengenschreibweise und ihre wichtigen Bestandteile werden nicht nur in der Zahlentheorie,
sondern geschlossen iiber alle Bereiche der Mathematik als Merkmale der mathematischen
Sprache verwendet. Ohne sie wére die Eindeutigkeit und Verstidndlichkeit gefahrdet!

Wie bereits in der Einfiihrung zu diesem Kapitel erwihnt, beschiftigt man sich in der
Mengenlehre mit der Existenz des Aktual-Unendlichen. Nach 27, S. 193] wird in der Spra-
che der Mengenlehre das Unendliche als eine aktuale und statische, vom zeitlichen Werden
unabhingige Totalitdt beschrieben. Mengen sind somit festgelegt, was jedoch nicht heikt,
dass jedes ihrer Elemente zur Identifizierung aufgezihlt werden muss, das Bildungsgesetz
reicht zur Festlegung aus.

In diesem Abschnitt sollen Fragen zur Méchtigkeit von unendlichen Mengen beantwortet
werden. Dabei wird wiederum Bezug auf die Begriffe der Abzihlbarkeit und der Uberab-
zahlbarkeit genommen. Es wird gezeigt, dass es unendlich viele unendliche Machtigkeiten
gibt. Aufierdem wird auf eines der grofsten Probleme der Mathematikgeschichte - die Kon-
tinuumshypothese - zuriickgegriffen, da im Zusammenhang damit auch in der Gegenwart
neue Erkenntnisse erreicht wurden.

8.1 Die Abzahlbarkeit der rationalen Zahlen

Bei Hilberts Hotel wurde die abzdhlbare Unendlichkeit der natiirlichen Zahlen thematisiert,
bei Cantors Diagonalbeweis die {iberabzdhlbare Unendlichkeit der reellen Zahlen. Die pas-
sende Eigenschaft der rationalen Zahlen Q wurde bisher aber noch nicht behandelt. Es
stellt sich die Frage, ob es moglich ist eine bijektive Abbildung zwischen den natiirlichen
und den rationalen Zahlen herzustellen. Die ersten Uberlegungen wiirden vermuten lassen,
dass die Menge der rationalen Zahlen mehr Elemente enthalten miisste. Bereits zwischen
einer natiirlichen Zahl n € N und ihrer nichstgréfseren natiirlichen Zahl n + 1 liegen doch
unendlich viele Briiche, oder nicht? Damit miisste Q méchtiger als N sein.

Trotz dieser Intuition ist es moglich die Gleichméchtigkeit der beiden Mengen zu beweisen
und das soll in einem néchsten Schritt umgesetzt werden.

In diesem Abschnitt wird fiir die grundlegenden Definitionen [6, S. 2 ff.] und danach
fiir den eigentlichen Beweis [3, S. 53] herangezogen.

Definition 4. Zwei Mengen A und B sind genau dann gleichméchtig (A ~ B), wenn es
eine bijektive Abbildung von A nach B gibt, jedem Element aus A also genau ein Element
aus B zugeordnet wird.

Bemerkung 3. Ist die Menge A endlich bedeutet A ~ B in diesem Zusammenhang,
dass die Menge A genauso viele Elemente wie B enthélt. Im Unendlichen ist dies schon
schwieriger! Die Aussage des Endlichen kann in diesem Fall nicht mehr automatisch ge-
troffen werden. Der Grund dafiir ist, dass eine Menge A zu einer echten Teimenge B
(B C A) gleichméchtig sein kann. Als Beispiel dafiir wird in [6, S. 3] dieses gegeben:
A=10,1,2,3,4,5,...}, B={1,2,3,4,5,...}. Aund B sind gleichméchtig, weil eine Bijek-
tion zwischen A und B vorliegt, die Abbildung erfiillt somit Injektivitat und Surjektivitit.

Definition 5. Eine Menge A heifst endlich, wenn es eine natiirliche Zahl n € N gibt, sodass
Aund {k € N: 1<k <n} gleichmichtig sind. Andernfalls heift die Menge A unendlich.
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Proposition 2. Q ist abzihlbar unendlich. (Q und N sind gleichmdchtig)

Beweis. Ein Bruch ist in der Form g und als Paar von ganzen Zahlen (p,q) darstellbar.
Dabei steht p fiir den Zahler und ¢ fiir den Nenner. Es soll nun eine Méglichkeit gefunden
werden alle Briiche so anzuordnen, dass einwandfrei mittels der natiirlichen Zahlen durch-
gezdhlt werden kann. Es soll keine Bruchzahl vergessen oder doppelt gezéhlt werden.
Dafiir wird eine bestimmte Anordnung hergestellt, bei der das Paar (0,0) in der Mitte
liegt. Ausgehend von diesem Mittelpunkt wird ein spiralformiger Weg wie ersichtlich in
Abbildung 10 verfolgt. Die jeweiligen Paare (p, q) befinden sich in Zeile p und Spalte gq.
Da ein Mittelpunkt vorhanden ist, ist es trivial, dass p und ¢ sowohl negativ, als auch
positiv sein kénnen.

Zur Nummerierung der Briiche bzw. Paare wird beim Mittelpunkt begonnen und spiral-
formig nach aufen gewandert. Der Abbildung folgend, wird bei die Nummerierung mit der
Zahl 0 begonnen. In den griinen Késtchen ist die jeweilige Nummerierung zur gegebenen
rationalen Zahl vermerkt. Das bedeutet die rationale Zahl, die im n-ten Schritt erreicht
wird, erhélt auch die Nummerierung n. Dieser spiralférmige Weg sorgt dafiir, dass kein
Zahlenpaar ausgelassen wird und auch keine Nummerierung doppelt vorkommt.

An dieser Stelle ist der Beweis jedoch noch nicht fertiggestellt, da manche Zahlenpaare wie
z.B.: % und % dieselbe rationale Zahl % darstellen. Das widerspricht aber der angestrebten
Bijektion. Um dieses Problem zu beseitigen, werden alle Paare mit negativen Nennern und
jene, die zu kiirzbaren Briichen gehoren aus der Tabelle gestrichen. Wird der Spiralweg er-
neut durchlaufen, werden die gestrichenen Paare bei der Nummerierung ausgelassen. Somit
ist die Bijektion zwischen zwischen N und Q gewihrleistet. 0

Abbildung 10: Veranschaulichung der Abzdhlbarkeit der rationalen Zahlen, nach [3, S. 53|

8.2 Gibt es immer michtiger werdende unendliche Mengen?

Im Laufe dieser Diplomarbeit wurde bereits gezeigt, dass es einerseits gleichméchtige Men-
gen wie N und Q gibt, andererseits zumindest eine Menge, ndmlich R eine gréfsere Méch-
tigkeit besitzt. Nun stellt sich die Frage, ob noch mehr verschiedene Méchtigkeiten aufser
den beiden abzdhlbar unendlich und {iberabzihlbar gefunden werden kénnen. Eine andere
Frage ist wie viele dieser unterschiedlich méchtigen Mengen iiberhaupt exisiteren.

Fir die Erforschung wird davon ausgegangen, dass noch nicht bewusst ist, dass N und

R eine andere Méchtigkeit besitzen.
Der Satz und der zugehdorige verallgemeinerte Beweis stammen aus [6, S. 4 ff.].
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Satz 2. Der abgeschwdichte Satz von Cantor
Es gibt zwei unendliche Mengen A und B, sodass A und B nicht gleichmdchtig sind.

Beweis. In diesem Beweis werden die Mengen N und P(N) verwendet, wobei P(N) die
Menge aller Teilmengen (auch Potenzmenge) von N ist.

Eine beliebige Abbildung f : N — P(N) sei gegeben. Somit sind Objekte der Form f(n)
mit n € N immer Teilmengen von N.

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Abbildung nicht bijektiv ist und somit die beiden
Mengen N und P(N) nicht gleichméchtig sein konnen. Genauer gesagt, wird die Surjekti-
vitdt von f nicht erfiillt sein, da eine Menge Ay gefunden wird, die in P(N), aber nicht im
Wertebereich von f liegt.

Sei nun

Ay :={neN:n¢ f(n)}.

Es ist dann Ay € P(N). Wire f surjektiv, dann gébe es ein k € N, sodass f(k) = Ay. Es
muss demnach entweder k € Ay oder k ¢ Ay liegen.

Betrachte den ersten Fall: Nach der Definition von Ay : k ¢ f(k) = Ay. Das ist ein
Widerspruch.

Im zweiten Fall (also k ¢ Ay) erhélt man auch durch die Definition von Ay, dass

k€ f(k) = Ay, was ebenfalls ein Widerspruch ist.

Somit ergibt sich ein Widerspruch zur Surjektivitit von f. Es folgt daraus direkt, dass f
nicht bijektiv sein kann. Daher sind N und P(N) nicht gleichméchtig. O

Mit diesem Beweis wurde einerseits gezeigt, dass P(N) nicht gleichméchtig zu N ist.
Der Beweis kann aber auch auf alle anderen Mengen A statt N umgelegt werden. Ver-
allgemeinert bedeutet das, dass jede Menge A nicht gleichméchtig zu ihrer Potenzmenge
P(A) ist. Fiir endliche Mengen iiberrascht das nicht, doch diese Beziehung gilt auch fiir
unendliche Mengen. Die Erkenntnis wird im starken Satz von Cantor nach |6, S. 6] erneut
aufgegriffen. Der Beweis dieses Satzes erfolgt genau gleich wie jener von Satz 2.

Satz 3. Der starke Satz von Cantor
Fiir jede Menge A gilt: A ist nicht gleichmdchtig zu P(A).

Bis zu diesem Zeitpunkt sind die LeserInnen bereits um die Einsicht reicher, dass jede
Menge nicht surjektiv auf ihre Potenzmenge abbildbar ist, was impliziert, dass die Potenz-
menge aus mehr Elementen bestehen muss, also eine hohere Machtigkeit aufweist. Fiir die
Beantwortung der Ausgangsfrage dieses Abschnittes liegen daher schon mehr Erkenntnis-
se vor. Die Uberlegungen sollen aber zur Sicherheit nach [6, S. 7] noch auf ein zweites
Standbein gestellt werden.

Definition 6. A < B (B ist méchtiger als A, A ist schmichtiger als B) ist definiert durch:
Es gibt eine injektive Abbildung f : A — B oder dquivalent:
A ist gleichméchtig mit einer (nicht notwendigerweise echten) Teilmenge von B.

Definition 7. Die beiden Definitionen 4 und 6 definieren den Begriff Kardinalitét oder
auch Machtigkeit. Damit ist die Anzahl an Elementen einer Menge gemeint.

Es gilt stets nach [6, S. 7]: A < P(A), denn die Abbildung f: A — P(A),a € A —
{a} € P(A) ist wohldefiniert und offensichtlich injektiv.
Die leere Menge wird daher nicht getroffen, somit ist ist A zu einer echten Teilmenge von
P(A) gleichmaichtig. Somit ist P(A) méchtiger als A.
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Nun beschéftigen wir uns noch einmal mit N und P(N). Beide sind unendliche Mengen,
wobei P(N) miéchtiger als N ist. Verfolgt man diesen Ansatz weiter ist auch P(P(N))
méchtiger als P(N). Nach einigen Schritten dieses Gedankenganges erhélt man nach [6,
S. 11] eine Folge von unendlichen Mengen, bei der eine méchtiger als die andere ist:

NSPWMN) SPPN) SPPPN)) S -

Es gibt somit unendlich viele verschiedene Kardinalitaten.

8.3 Die Kontinuumshypothese

David Hilbert, von dem bereits im Kapitel ,Meilensteine der mathematischen Unendlich-
keitsgeschichte” die Rede war, stellte im Jahr 1900 im Rahmen des Internationalen Mathe-
matikerkongress in Paris einen Katalog mit den 23 wichtigsten Problemen der Mathematik
vor. Die Kontinuumshypothese wird als erstes Problem genannt und wurde unter anderem
deshalb als besonders wichtig angesehen. Diese 23 Probleme beschiftigten darauthin die
fahigsten MathematikerInnen. Manche wurden trotz grofer Anstrengung bis heute nicht
gelost (siehe |22, S. 75]).

Zusammenfassend wurde in diesem Kapitel und dem Cantor’schen Diagonalverfahren bis-
her gezeigt, dass es Mengen gibt, die mit N oder R gleichméchtig sind. Dariiber hinaus
kénnen mit Hilfe der Potenzmenge immer mehr Mengen gefunden werden, die eine gréfsere
Kardinalitédt besitzen.

Vereinfacht nach [6, S. 13] stellt sich nun die Frage, ob es eine Menge A gibt, deren Méch-
tigkeit grofser als jene der natiirlichen Zahlen, aber auch kleiner als die der reellen Zahlen ist.

IN| < A < |R|?

Eine gleichwertige Formulierung lautet: Gibt es eine Menge A C R, die zwar iiberabz&hlbar
ist, aber A = R noch nicht erfillt?

Es kann beispielsweise bewiesen werden, dass R ~ P(N) gilt, wobei damit P(N) nicht fiir
A in Frage kommt.

Die Kontinuumshypothese (CH) besagt, dass es keine solche Menge A gibt, wonach die
Folgerung wére, dass jede unendliche Menge von reellen Zahlen entweder dieselbe Méch-
tigkeit wie N oder R besitzt.

Wie der Name Kontinuumshypothese schon vermuten ldsst, handelt es sich hierbei um
eine Hypothese und Hypothesen sind bekanntlich getéitigte Vermutungen bzw. Annahmen,
die aber (noch) nicht bewiesen wurden.

Die Kontinuumshypothese war und ist bisher weder beweisbar noch widerlegbar.

Diese Aussage scheint demotivierend bzw. erniichternd. Beriicksichtigt man den Gédel’-
schen Unvollstdndigkeitssatz (ebenfalls [6, S. 13]) kann dieses Empfinden relativiert wer-
den:

Satz 4. Gaddel’scher Unvollstindigkeitssatz

Jedes mathematische System ist unvollstindig, d.h. es wird immer (im betrachteten Sys-
tem formulierbare) Fragen geben, die (im betrachteten System) nicht beantwortet werden
konnen!
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8.4 Aktuelle Forschungsergebnisse im Zusammenhang mit der Kontinu-
umshypothese

Selbst wenn die Kontinuumshypothese bisher nicht bewiesen oder widerlegt werden konn-
te, impliziert das nicht, dass keine bedeutenden Teilerkenntnisse mdéglich sind. Das haben
die zwei MathematikerInnen Maryanthe Malliaris und Saharon Shelah im Jahr 2016 ein-
drucksvoll bewiesen. Thnen wurde dafiir eine der h6chsten Auszeichnungen im Bereich der
Mengenlehre, die Third Hausdorff Medal 2017, verliehen. Welche Erkenntnisse haben sie
als Erste erlangt? Zur Beantwortung dieser Frage soll zuerst ein Riickblick getdtigt werden.
Der folgende Abschnitt basiert ganzlich auf [7].

In den 1960er Jahren entwickelte der Mathematiker Paul Cohen eine Methode namens
Horcing”. Dieses Verfahren widmet sich der Durchfithrung von Konsistenz- und Unab-
héngigkeitsbeweisen in der axiomatischen Mengenlehre. Damit konnte er zeigen, dass die
Kontinuumshypothese nicht mit Hilfe der Mengenlehre gelost werden kann, da sie nicht
von ihren Gesetzen abhéngig ist. Diese neue Methode half anderen MathematikerInnen
bei der Untersuchung von Unendlichkeitsvergleichen. Diese gipfelten allerdings darin, dass
einige Beweise zu diesen Vergleichen auf Grund der mathematischen Axiome schier un-
moglich waren. Es blieben aber weiterhin andere Unsicherheiten im Zusammenhang mit
der Kontinuumshypothese bestehen.

Bei der Recherche stoft man unweigerlich auf die zwei Gréfsen p und ¢t. Deren Beschreibung
ist kompliziert, soll aber an dieser Stelle trotzalldem nicht vernachlissigt werden.

Dabei sind p und t Unendlichkeiten, die der minimalen Gréfe einer Sammlung von Teil-
mengen der natiirlichen Zahlen entsprechen. Die Teilmengen erfiillen verschiedene spezielle
Eigenschaften. Die Méchtigkeiten von p und ¢ sind jeweils gréfier als jene der natiirlichen
Zahlen, aber auch kleiner als die der reellen Zahlen. Zusétzlich gilt p < t. Wére p echt
kleiner als t, wire bewiesen, dass die eine Unendlichkeit zwischen N und R existiert und
die Kontinuumshypothese wire falsch. Der Fall ist aber durch Cohen’s Forschung ausge-
schlossen. Daraus folgt, dass entweder p = t oder auch diese Frage zur Beziehung von
p und t nicht beantwortet werden kann, was ebenfalls einen Beweis zur Unabhingigkeit
von den mathematischen Axiomen bedarf. Malliaris und Shelah schafften es entgegen allen
Erwartungen zu zeigen, dass p = t erfiillt ist.

Fiir diesen Beweis war eine ungewthnliche Kombination von Forschungsrichtungen not-
wendig. Um die Erkenntnis oberflachlich verstehen zu kénnen, muss jedoch noch weiter
ausgeholt werden. Zuerst sollen p und ¢ genauer betrachtet werden.

Wie gesagt messen die beiden die Anzahl unendlich vieler Teilmengen von den natiirli-
chen Zahlen. Solche Teilmengen kénnten z.B.: alle geraden oder ungeraden Zahlen oder die
Primzahlen sein. Zusdtzlich miissen sich die Teilmengen aber einerseits unendlich {iberlap-
pen und andererseits diirfen sich diese Mengen aber auch nicht zu &hnlich sein, d.h. der
Schnitt aller Teilmengen darf nicht unendlich sein.

MathematikerInnen haben auf verschiedene Weisen solche Teilmengen gefunden. Deren
Anzahl an Teilmengen wird dann von p und ¢ gemessen und die kleinste Anzahl an Teil-
mengen wird ausgewahlt. Zusétzlich miissen fiir ¢ die Teilmengen aber auch noch ordenbar
sein, wodurch sich die Anzahl an Teilmengen natiirlich drastisch reduziert. Da die minimale
Groke gesucht wird, vermutete man, dass hochstwahrscheinlich bei p (mit einer groferen
Anzahl an Teilmengen) eher etwas Kleineres gefunden werden wiirde als bei ¢t und daher
p < t gelten miisste. Das war aber eben durch den Erfolg von Malliaris und Shelah nicht
der Fall, wie wir bald sehen werden.
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Wie bereits erwdhnt, kombinierten die beiden MathematikerInnen verschiedene For-
schungsrichtungen. Finerseits handelt es sich dabei um die Keisler-Ordnung, eine Metho-
de aus der Modelltheorie bei der eine Klassifikation mathematischer Theorien nach der
Komplexitit erstellt wird. Howard Jerome Keisler fand 1967 heraus, dass es mindestens
zwei Auspragungen von komplexen Theorien geben miisse: minimal und maximal komplexe
Theorien. Eine komplexe Theorie wiirde eine gréfiere Reichweite von der Theorie aufweisen
als eine nicht-komplexe. Shelah fand heraus, dass es klare Grenzen zwischen den Komple-
xitdtsstufen gibt.

Zusammen versuchten Malliaris und Shelah dann die Eigenschaften von komplexen Theo-
rien zu erkunden. Sie stellten fest, dass maximale Komplexitit bereits dann vorlag, wenn
geordnete mathematische Theorien im Fokus stehen. Die Eigenschaft geordnet bezieht sich
auf die Ordnungsrelation, bei der Reflexivitit, Antisymmetrie und Transitivitdt erfiillt
sind. Die ForscherInnen wollten herausfinden, ob maximale Komplexitit auch bei einer
abgeschwéchten Variante der Ordnung vorliegen konnte. Nach einiger Zeit gelangten sie zu
dem Schluss, dass sowohl die Ordnung, als auch die abgeschwichte Form maximal komplex
sind.

Aus diesem Zusammenhang schlossen sie auf die Gleichheit von p und ¢. Sie schafften
es auch zu bewiesen, dass eine unendliche Anzahl an Komplexitdtsstufen in der Keisler-
Ordnung vorhanden ist.

Im Endeffekt haben Malliaris und Shelah durch die Kombination von Mengenlehre und
Modelltheorie das Mysterium um p und ¢ 16sen kénnen. Dadurch konnte die Kontinuums-
hypothese natiirlich trotzdem weder verifiziert noch falsifiziert werden und doch wurde
eine neue Erkenntnis erreicht, die eng mit ihr im Zusammenhang steht. [7] stellt schliefslich
fest, dass die meisten ExpertInnen die Kontinuumshypothese weiter anzweifeln und davon
ausgehen, dass es mehr zwischen den Méchtigkeiten von N und R geben miisse.

Die Zeit wird zeigen, ob ein weiterer Schritt in Richtung einer Losung des Hilbert’schen
Problems gelingen kann!
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9 Standardanalysis

Die mathematische Analysis [ist] gewissermaflen eine Symphonie des Unendlichen
-David Hilbert [9, S. 187]

Die Analysis ist eines der mathematischen Gebiete, wenn nicht sogar das Gebiet, wel-

ches am stérksten von der Unendlichkeit geprégt ist. Grenzwerte, Anndherung, Folgen,
Reihen, Konvergenz, Asymptoten, Differentialrechnung, Integralrechnung, Stetigkeit,...
Die Liste der Schlagworter, die im Schnitt von Analysis und Unendlichkeit liegen (wenn
man es salopp so ausdriicken mochte) ist sehr lang.
Dieses Kapitel wird deshalb auch den Hauptteil dieser Diplomarbeit ausmachen. Es werden
wichtige Zusammenhéinge der Analysis aufgezeigt. Dabei wird der innermathematisch typi-
schen Struktur Definition - Proposition - Satz - Beweis gefolgt, wobei diese Ausfithrungen
durch Hilfssétze, Bemerkungen und an manchen Stellen auch Beispiele untermauert wer-
den. Zusétzlich wird an ausgewihlten Stellen ein Blick in die Schulpraxis gewagt, wodurch
auch fachdidaktische Ansétze vorgestellt werden, die teilweise einen nicht unbedeuteden
Kontrast zu der innermathematischen Herangehensweise darstellen kénnen.

9.1 Grenzwerte und Konvergenz von Folgen
9.1.1 Fachlicher Hintergrund

Im mathematischen Kontext ist der Unendlichkeitsbegriff untrennbar mit dem Grenzwert-
begriff verbunden. Die Betrachtung des Grenzwertes einer Folge bzw. einer Reihe bedeutet,
dass untersucht wird, wie sich die Folgenglieder bzw. der Wert der Reihe weiterentwickeln,
wenn entweder die Anzahl der Folgenglieder oder der Summanden einer Reihe immer wei-
ter (also gegen unendlich gehend) steigt. Hierbei kann auch eine Differenzierung zwischen
+o00 und —oo vorgenommen werden, um sich nur auf eine der Richtungen am gedachten
Zahlenstrahl zu konzentrieren. In der reellen Analysis ist das iiblich.

Deshalb wird es notwendig sein entsprechend der typisch mathematischen Herange-
hensweise zuerst grundlegende Definitionen, Propositionen und Satze, sowie deren Beweise
einzufithren, um ein Grundgeriist fiir die spéter folgenden Ausfithrungen zu uneigentlichen
Grenzwerten, dem Differentieren und Integrieren, der Stetigkeit, dem Umgang mit Potenz-
oder Zahlenreihen etc. zu rechtfertigen.

Die folgenden ersten Ausfithrungen zum Grenzwert entstammen leicht abgedndert
[26, S. 223 ff.].

Definition 8. Unter einer reellen Zahlenfolge versteht man eine geordnete Menge reeller
Zahlen indiziert mit 1,2, 3, ... Dann wird geschrieben: (a,), = (a1, az2,as,...) mit n € N.
Die Zahlen a1, as, as, ... heifen Glieder der Folge, a,, ist das n—te Glied bzw. das allgemeine
Glied der Folge (Bildungsgesetz).

Definition 9. Eine reelle Zahl a heiftt Grenzwert oder Limes der Zahlenfolge (a,) mit
n € N, wenn es zu jedem € > 0 eine natiirliche Zahl N gibt, so dass fiir alle n > N stets
| an —a |< e gilt.

Definition 10. Eine Folge heifst konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt. Wir ver-
wenden dann die Notation a, "= a oder a = lim,_o0 apn. Eine Folge heifft divergent,
wenn sie keinen Grenzwert besitzt.

Definition 11. Eine Nullfolge ist eine Folge (a,), die gegen 0 konvergiert.
Kurz: lim,,_,o a, = 0 oder a,, — 0 (siehe [16]).
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Beispiel 3. Eine bekannte Nullfolge ist (1),en.

Die Idee zu diesem Beispiel griindet auf |26, S. 226]. In Abbildung 11 wird erkennbar,
was es bedeutet, wenn eine Folge konvergiert. Bei Betrachtung der ersten 10 Folgenglieder
néhert sich der Wert der Folge a,, immer weiter an 1 an. 1 wird auch danach, also je weiter
die Anzahl der Folgenglieder n gegen unendlich geht, nicht beriihrt.

05 L]

05

1
Abbildung 11: graphische Darstellung der Konvergenz von a,, = 1 — —, eigene Darstellung
n

Im Folgenden wird auf wichtige Sétze und Propositionen im Zusammenhang mit dem
Grenzwert eingegangen, wobei dafiir [9] und [16] herangezogen wurden.

Lemma 2. Dreiecksungleichung
Seien x,y € R*(C*) Dann gilt:

ety l<lz|+]ylund||lz]|-]yl|[<[z-y].

An dieser Stelle sei auf Grund des geringen Stellenwertes fiir die Thematik und den
trivialen Beweis nur auf die Beweisskizze eingegangen. Genauere Ausfithrungen finden sich

in [16] bzw. [9, S. 83,S. 96 {.].

Beweis. rechte Seite der Dreiecksungleichung:

S
Es wird von | z+y | ausgegangen. Zuerst wird dieser Ausdruck durch Y (z;+y;)? ersetzt.
j=1
S
Dann wird ausquadriert, die Linearitit benutzt, u.a. Y. 2% =| x |?
j=1

S S
und die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung > x;-y; <| > zj-y; | < |z |- |y | verwendet.
= =1

Das ergibt dann (| = | + | v |)%
Durch Wurzelziehen erlangt man die Ungleichung |z +y | < |z |+ |y |.

linke Seite der Dreiecksungleichung;:

lat+b|<[a|+][b]

In diesem Schritt werden einerseits a := = — y, b := y und andererseits a := y — x und
b := x verwendet. Es wird nur ersterer Fall behandelt.

Der zweite funktioniert bis auf Austausch von Betrag | y — x | durch | z — y | analog:
Daa:=x—yund b:=y gilt:

(2| <|z—y|+|yl=lz|-|y|<[z—y].
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Satz 5. Eine konvergente Folge besitzt genau einen Grenzwert.

Beweis. Angenommen a,, — a, a, — bundesgelte a #b = |b—a|> 0= 3-|b—a|> 0.

Daa, —a: AN;Vn>Ny:|a, —a|< 4 |b—a|, was eine beliehige Zahl darstellt.

Analog wird dieser Schritt fiir a,, — b durchgefiihrt:
AN, Vn>Nyila,—b|< L |b—al.
Setze nun N = max{Ny, Na}. Dann gilt fiir n > N:
lap—a|< 3 |b—a|und |a,—b|< 3 |b—al.

Sei n > N. Wegen der Dreiecksungleichung gilt: |b—a [<|b—a, |+ | ap —a|.

Da sowohl | b—ay, |, als auch | a, —a [< & | b—a |, ist insgesamt | b—a [<|b—a |.

Widerspruch. Daher muss b = a gelten. O

Satz 6. Jede konvergente Folge ist beschrdankt.
(D.h. Sei (ay,) eine konvergente Folge. Dann 3¢ > 0 mit | ap | < ¢ Vn.)

Beweis. Da a, — a: Unter Verwendung des linken Teiles der Dreiecksungleichung
ANVR>N:la,|—|a|<|a,—al|< L

Durch Umformung ist fiir n > N: | a, |<|a| +1.

Setze ¢ = max{| a1 |,| a2 |,...,| an+1 |,| a | +1}.

Es ergeben sich 2 Fille:

1LFall: n < N: |a, |< c

2Fall: n > N: |a, |<|]a|+1<ec

Also ist a, in jedem Fall durch ¢ beschrankt. O

Proposition 3. Jede Teilfolge (an,) einer konvergenten Folge (ay) hat den selben Grenz-
wert wie (ap).

Beweis. Seie >0. IN: VYn>N:|a, —al|<e.
Sei k > N. Da eine Teilfolge weniger Glieder hat, gilt ny, > k> N = | Qn,, — @ |<e. O

Grenzwertsitze nach [16] und [9, S. 153]

Satz 7. Seien (ay), (by) Folgen in R mit a = lim, o0 an (kurz: a, — a) und b =
limy, 00 by, (kurz: b, — b). Dann gelten:

(1) limy,o0(apn + by) = a+ b (Summensatz)
(2) limy,_yoo(an —by) =a—>b
(3) limy,—soo(an - by) = a- b (Produktsatz)

(4) Falls b# 0, dann INgVn > Ny : b, # 0 (fast alle b, # 0) und es gilt

limy, oo — = a (Quotientensatz).
bp b

Beweis. Der Beweisteil 3 wird in der Reihenfolge beim Beweis hervorgezogen, da sowohl
der Summensatz, als auch der Produktsatz im Weiteren fiir Teil 2 des Satzes benotigt
werden.

(1) Seie >0.IN:Yn>N:|a, —a|< g und | b, —b|< g.SeinZN.
Nach Umordnung und Verwendung der Dreiecksungleichung gilt:

| (an+bn) —(a+b) |<|ap—al|+|by—b|<e.
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(3)

Verwende Satz 6: (a,,) konvergent = (ay,) beschrénkt = 3¢ > 0, sodass | ap, | < ¢V n.

Es folgt eine Abschitzung:
€ €
Seie >0.3IN Vn > N : —a|< ———und | b, —b|< ———.
ele n > | an —a| C+‘b|un | by, | T 0
Sein > N. Als Trick wird nun etwas innerhalb des Betrages ergidnzt und abgezogen,
sodass die Dreiecksungleichung verwendet werden kann.

Satz 2
| anby —ab| < | anb, —anb|+ | anb—ab|.

Nun werden a, bzw. b als Linearfaktoren herausgehoben.

| apbp—anb | + | apb—ab |=|an |- |bp—=b|+|b]| | ap—a|< (c+|b|) =e.

£
c+ b
Nun ist dieser Teil unter Verwendung der beiden vorigen sehr schnell erledigt.

an — by = an + (—1) by,.
anp — a, (=1) = =1, b —b.

Wegen Satz 7, (3) konvergiert also (-1)b gegen -b. Aus Satz 7,(1) folgt

lim a, + (=1)b, =a+ (=b) =a—0b.

n—oo
b
Da b # 0, ist |b| >O:>|2|>O.
Nach der Dreiecksungleichung 3Ny : Vn > N :

0]

_ < _ < 171
b= bl < Iby—bl< 1

Sei n > Ny. Dann gilt: @ <| by, |. Also | b, | > 0.
In den néchsten Zeilen werden obere Schranken fiir | a,, —a | und | b, — b | geschickt
gewihlt, die vorher genannten Abschitzungen, sowie die Eigenschaften der Betrags-

funktion: |z -y |=|x|-|y | und ‘E‘ = ”:C’ werden verwendet.
Sei e > 0.dN > Ny: Y vl
lan —a| < _elbf
" 2-(lal+[0b])
und b2
R N (FIEaE))

Sei n > N. Dann gilt wegen a,b — ab, = a,b — ab + ab — aby:

an @ | anb — aby, | 2
2 = | apb —aby, | <
b b’ B 15] = o | b b
2 2 e |b)?
<=z (bol-lan—al—Tfal-[b=b]) < : (ol+lal) = e
[0 ]? [0 2-(lal+1b])
Zu jedem € >03INVn > N : Z—n — %‘ < ¢e. Die Grenzwertdefinition ist also auch
in diesem Fall erfiillt: unter den gegebenen Voraussetzungen ist lim, Z—n = %.
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Bemerkung 4. Der Satz bedeutet also kurz nach |9, S. 153] zusammengefasst, dass die
Abbildung, die jeder konvergenten Folge ihren Grenzwert zuordnet linear ist.

Verkiirzte Schreibweisen der Form lim,, o (a, + b,) = a + b sind geldufig, miissen je-
doch mathematisch korrekt von rechts gelesen werden, da die Voraussetzung ist, dass die
einzelnen Grenzwerte von a, und b, existieren. Dadurch kann erst eine Aussage iiber den
Grenzwert der Folgensumme getroffen werden, der dann existiert und der danach berechnet
werden kann.

24 gder , 0«

Bemerkung 5. Fiir Grenzwerte der Art =2 .

die Regel von de ’Hospital.
Sie wird im Abschnitt Differenzier- und Integrierbarkeit ndher ausgefiihrt.

gibt es eine spezielle Regel:

Bevor die uneigentlichen Grenzwerte behandelt werden, bei denen co bekanntlich dop-
pelt in der Notation vertreten ist, sollen noch weitere wichtige Sétze zum Umgang mit
Grenzwerten ihren Platz finden. Dabei wird weiterhin auf [16] und [9, S. 152 ff.| Bezug
genommen.

Satz 8. Vergleichssatz
Strebt an, — a, by, — b und ist fast immer (d.h. durchweg ab einem gewissen Indez) a, < by,.
Dann gilt a < b.

Beweis. indirekt: Angenommen a > b. Wéhle eine Zahl ¢, fiir die a > ¢ > b gilt. In der

a
Vorstellung wiirde also das arithmetische Mittel ¢ = eine Moglichkeit sein.

Der weitere Beweis kann auf mehreren Varianten fortgefithrt werden. Jene von [9, 152| und
[16] unterscheiden sich nur dadurch, dass in [9] der Begriff der Umgebung im Vordergrund
steht, wihrend in [16] stérker mit der formlichen Grenzwertdefinition 9 gearbeitet wird. In
diesem Fall werden beide kombiniert, um den Unterschied auch fiir die folgenden Ausfiih-
rungen deutlich zu machen

Wegen der obigen Annahme 3N Vn > N mit b, < c. In der Sprache von [9] wéren also fast

—b
alle b, in einer e—Umgebung um b (UE (b) mit € = GT > O) enthalten. Dasselbe gilt fiir

fast alle a,, und die Umgebung U.(a). Es ergibt sich ein Widerspruch zur Voraussetzung
ap, < by, da U.(a) rechts von U (b) liegen miisste und das mit a,, > by, gleichbedeutend ist.
Nach [16] sei dieser Schritt noch formaler zusammengefasst:

Sein>N: a, < b, < ¢ < ay. Es ist aber unméglich, dass a, < a,. Widerspruch.
Damit ist a < b. O

Bemerkung 6. Beim Grenziibergang miissen die Ungleichheitszeichen besonders beriick-
sichtigt werden! Es ist ein Irrglaube, dass a, > b, = a > b. In diesem Fall wére nur
an > by, = a > b richtig.

Satz 9. Einschniirungs-/Sandwichsatz
Seien (an), (bn), (cn) Folgen in R. Strebt a,, — a und b, — a und gilt fast immer
an < cp < by. So strebt auch ¢, — a.

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Man sieht sich die Umgebung von a an.

a—e<a= lim a,unda+¢c>a= lim b,.
n—oo n—oo

Somit
ANVRn>N:a—cs<apund b, <a-+e.
Sein > N.
a—c < ap <c¢c, <b, <a+te.
Durch Subtraktion von a ergibt sich: —¢ < ¢, —a < e.

Das ist gleichbedeutend mit | ¢, —a | < e.
Nach der Definition des Grenzwertes strebt also ¢, — a. [l
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Korollar 1. Eine Verallgemeinerung aus dem Sandwichsatz lautet:
Gilt mit einer Nullfolge (o) fast immer | an, — a |< au,, so strebt a, — a.

Satz 10. Betragssatz
Sei (ap) € R® und im0 an, = a. Dann gilt: lim, o | an | =] a|.

Beweis. Seie >0. AN : Vn> N :|a, —a|< e.
Sei n > N. Dann ist wegen der linken Seite der Dreiecksungleichung

e>lan—al=llan|=|all.
Daher | a, | — | a|. O

Wie stehen Monotonie, Schranken und Grenzwerte miteinander in Verbindung? Auch
dazu gibt es einen wichtigen Satz, der Teil der Konvergenzsétze nach [9, S. 155 {f.] ist:
Es ist notwendig bereits bevor mit dem Rechnen begonnen wird zu kléren, ob eine Fol-
ge iiberhaupt konvergiert. Durch die Konvergenzkriterien werden Bedingungen fiir eine
Konvergenz gegeben. Zuvor werden aber noch einige Definitionen nach [16] benétigt.

Definition 12. Das Supremum einer Menge A ist die kleinste obere Schranke, das Infimum
einer Menge A ist die grofte untere Schranke.

Definition 13. (a,) heift Cauchyfolge, falls fiir Ve > 0 AN Vn,m > N : |a, — ap| < €.

Definition 14. Eine Teilmenge I von R heiftt Intervall, falls Va,b € I mit ¢ < b und
VeeRmita<zx<bgiltxel.

Die untere bzw obere Grenze des Intervalls wird mit a bzw. b bezeichnet. Diese Zahlen
kénnen je nach Klammernsetzung inbegriffen oder ausgeschlossen sein. Es wird eine Dif-
ferenzierung zwischen abgeschlossenen, offenen und halboffenen Intervallen vorgenommen.
In der Schreibweise wird zwischen eckigen und runden Klammern unterschieden, wobei ei-
ne eckige Klammer fiir abgeschlossen und eine runde fiir offen steht. Definiere die Begriffe
offen und zusammenhéngend nach [18].

Definition 15. Eine Menge U heifst offen, wenn es zu jedem x € U ein € > 0 gibt, sodass
fiir alle y mit |y — z| < e gilt, dass y € U.

Definition 16. Man nennt eine Menge A zusammenhéngend, wenn es keine zwei offenen
Mengen Uy und Us gibt, sodass ANUy # 0, ANUs # 0, Uy NUs =0 und A C Uy UUs.

Nur im Reellen, nicht im Rationalen gilt die folgende Aquivalenz:

Satz 11. Sei A eine nichtleere Teilmenge der reellen Zahlen. Dann ist A genau dann
zusammenhdngend, wenn A ein Intervall ist.

Bemerkung 7. Der Beweis dieses Satzes wiirde zu diesem Zeitpunkt zu weit gehen, da
dafiir u.a. die allgemeine Definition des metrischen Raumes aus der mehrdimensionalen
reellen Analysis benétigt wird. Interessierte verweise ich an [18].

Dariiber hinaus gibt es auch uneigentliche Intervalle. Diese zeichnen sich nach [16] durch
mindestens eine Grenze mit +oo oder —oo aus. Beispiele dafiir sind:
(—o0,a]:={zeR:z<a}, (a,+0):= {zr € R:z > a} oder (—o0,+00) := R.

Definition 17. Eine Folge abgeschlossener Intervalle I,, := [ay,, by,] heift Intervallschach-
telung, wenn I1 D Is D I3 D ... ist (die Folge der linken Endpunkte a, wichst, jene
der rechten Endpunkte b, sinkt) und wenn dariiber hinaus die Folge der Intervalllingen
by, — a, — 0 . Die Intervallschachtelung wird mit (a,, b,) bezeichnet.
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Konvergenzkriterien nach [9, S. 155 ff.|

Satz 12. (1) Eine monotone Folge (a,) konvergiert genau dann, wenn sie beschrankt
ist. In diesem Fulle strebt sie gegen ihr Supremum, wenn sie wdchst, und gegen thr
Infimum, wenn sie fdllt. Dann gilt entweder lim, .o a, = sup,,cy an oder
lim,, o0 an, = infpen ayn. (Monotonieprinzip)

(2) Jede beschrinkte Folge enthdlt eine konvergente Teilfolge (bzw. spdter: einen Hau-
fungswert). (Auswahlprinzip von Bolzano-Weierstrafi/ Satz von Bolzano-Weierstraf)

(8) FEine Folge konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist. (Cauchy’sches
Konvergenzprinzip)

(4) Jede Intervallschachtelung (a,,b,) erfasst eine wohlbestimmte Zahl a, d.h. es gibt
eine und nur eine Zahl a, die in allen Intervallen [a,,b,] der Schachtelung liegt. Es
streben sowohl a,, als auch b, gegen a. (Prinzip der Intervallschachtelung)

Beweis.

(1) Da es sich bei dieser Aussage um eine Aquivalenz handelt, miissen beide Richtungen
bewiesen werden: Bei Satz 6 wurde gezeigt, dass jede konvergente Folge beschrankt ist.
Im anderen Fall muss bewiesen werden, dass aus beschrinkt und monoton wachsend oder
sinkend die Konvergenz folgt. Ich zeige die Aussage fiir monoton wachsend und das Supre-
mum, fiir monoton sinkend und das Infimum verliuft der Beweis analog.

Sei (ay) monoton wachsend. Dann ist A = {a,, : n € N} nach oben beschrinkt.
Wegen der Vollstandigkeit von R gilt, dass 3a € R mit a = sup A.

Sei € > 0. Damit kann a — € keine obere Schranke sein und a — ¢ < a.

Also IN mit ay > a — €.

Sei n > N, dann gilt a, > ay > a — . Aukerdem bleibt immer a, < a.

Daher gilt: a —e <ap, <a<a+e.

Wird a subtrahiert, folgt: —e < a, — a < €, was dem Betrag |a,, — a| < € entspricht.
Daher a,, — a.

(2) Fiir den Beweis dieses Punktes muss nur gezeigt werden, dass jede Folge eine monotone
Teilfolge enthilt.
Sei m eine Gipfelstelle von (a,). Das bedeutet, wenn n > m ist, ist a, < ap,.
Man gehe nun davon aus, dass es eine Folge unendlich vieler Gipfelstellen my < mg < ...
gibt. Dann ist @, > amy > ... (am, ) ist also eine monoton fallende Teilfolge von (ay,).
Bei endlich vielen Gipfelstellen gibt es zumindest einen Index ni, der grofer ist als alle
Gipfelstellen. Daher handelt es sich hierbei sicher um keine Gipfelstelle. Es gibt daher einen
Index mo mit ny > n; und a,, > ay,, wobei das auch keine Gipfelstelle sein kann. Das
Verfahren wird fortgesetzt und man erhélt eine wachsende Teilfolge.
Unter Verwendung des Monotonieprinzips (1) folgt der Satz dann direkt.

(3) Einerseits gilt es hierbei zu zeigen, dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist und
andererseits, dass Cauchyfolgen einen Grenzwert besitzen.
Beginne mit dem erstgenannten Teil:
Angenommen a, — a. Wéhle ¢ > 0. Dann IN Vn > N : |a, —a| < =

Sei nun n,m > N : |ap, — ap| = |am —a+a — ap| < |am — al + |a — ay].
Da beide Summanden kleiner als § sind, folgt |a, — an| < €.

Somit ist die erste Richtung der Aquivalenz gezeigt.

Man stellt fest, dass die Cauchyfolge (a,) beschrankt ist.

Fir e =13NVn,m > N ist immer |a,, —a| < 1.

Wegen der Dreiecksungleichung ist |a,,| — |an| < 1.

Wihle einen neuen Index fiir n, ndmlich Ny = N 41, sodass fir m > N : |an| < 1+]|an,|.
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(ay) ist damit beschrankt, weil |ay| < max{|ai|,..., |an|,1 + |an,|}.
Aus (2) folgt, dass es eine konvergente Teilfolge (al,) gibt, also a), — a fiir ein passendes a.
Sei € > 0.3N Vm,n > N mit |a;, —a,| < 5.
Weil (a;,) — a gibt es ein Folgenglied namens ay,, wobei Ny > N, sowie |an, —a| < §.
Fir Vn > N :|ap, —a| < |ap —an,| + |an, —a| <5+ 5 =¢.
Damit konvergiert die Gesamtfolge a,, gegen a.
(4) Da die Folgen (a,) und (b,,) im Intervall [a;, b1] liegen, sind sie monoton und beschréinkt.
Wegen (1) existieren lima,, =: @ und limb,, =: b.
(by, — an) konvergieren daher gleichzeitig gegen b — a und 0, weshalb a = b gilt.
Aukerdem ist fiir Vn a, < supap =a =0b=infb; < b,.
a befindet sich somit in [ay,, b,]. Auch die Zahl ¢ befindet sich darin: a,, < ¢ < b, Vn, womit
a < ¢ < a. Nach dem Sandwichsatz ist ¢ = a. Die Zahl a ist damit die einzige Zahl, die in
allen Intervallen (ay, by) liegt. O

Hiufungswerte Dieser Abschnitt bezieht sich auf [9, S. 179 ff.] und [16].

Definition 18. Sei (a,) eine Folge in R® und b € R®. Dann heift b Haufungswert von
(ap), wenn b der Grenzwert einer konvergenten Teilfolge (ay, ) von (ay,) ist:
limy_yo0 @p, = .

Bemerkung 8. Als grofer Unterschied zur Grenzwertdefinition einer Folge bei Definition 9
fehlt bei der Definition des Hiufungswertes N. Aufserdem kann es vorkommen, dass co bzw
+00 oder —oo als Haufungswerte zugelassen werden. Unendlich als Grenzwert fiithrt nach
diesem Abschnitt auch zum Begriff der uneigentlichen Grenzwerte.

Proposition 4. Fs ist b genau dann Haufungswert von (ay), wenn es Ve > 0 unendlich
viele Indizes n mit |a, — b| < & gibt.

Beweis. 1.Richtung:
Es existiere eine Teilfolge (ay, ), wobei a,, — b. Nach der Grenzwertdefinition gilt:
Seie>0:3kVk > K :|a,, — bl <e.

2.Richtung:

1
Es wird behauptet, dass fiir alle k aufsteigend n; < ng < ... < ng mit |a,, — b < =

existieren, wobei j € {1,2,3,...,k}. Fiir den Beweis der Behauptung wird die vollstindige

Induktion nach n verwendet. . )
Es gibt unendlich viele n mit |a, — b] < —. Daher 3nj, > ni_; mit |a,, — b < —.
Wiére das ndmlich nicht der Fall, gibe es einen Widerspruch zur Unendlichkeit der n.

(Es wire r < ni_1 wegen |a, —b| < s Es gdbe dann nur ny_;-viele r und das sind endlich

1
viele.) Da n; < ng < ... erhélt man die Teilfolge (ap,) von (ay) mit |a,, —b| < T
1
Dabei ist Z eine Nullfolge. Deshalb a,, — b und b ist ein Haufungswert von (a,). O

Definition 19. Sei (a,) eine beschriankte Folge in R. Dann nennt man den groften
Héaufungswert Limes superior von (a,)

lim sup a,, := sup{b : b ist Hiufungswert von (a,)}
n—oo

und analog den kleinsten Haufungswert Limes inferior von (ay,).
Fiir jede konvergente Teilfolge (al,) von (a,) ist

liminfa, < lim a;l < limsupa,
n—+00 n—00 n—00

und es sind immer Teilfolgen vorhanden, die gegen liminf, .. a, oder limsup,, .. an
konvergieren. Auferdem gilt immer: liminf, - a, < limsup,,_, . an.
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Proposition 5. Es sei eine beschrinkte Folge (a,) in R gegeben. Weiters sei b € R.
(1) b =liminf,, . a, genau dann, wenn
(i) Ve >03INVn>N:a,>b—c¢
(1) Ve > 0 gibt es unendlich viele n mit a,, < b+ ¢
(2) b= limsup,,_,. an, genau dann, wenn
(i) Ve >03INVn>N:a, <b+e
(ii) Ve > 0 gibt es unendlich viele n mit a,, > b —¢

Beweis. Es wird nur die Aussage iiber den Limes inferior bewiesen, da jene zum Limes
Superior analog erfolgt.
77:“
Angenommen Je > 0 VN 3In > N : a,, < b— ¢e. Dann gibt es eine Teilfolge (ay, ) von (ay)
mit a,, <b-—c¢.
Da (ap) und (ap, ) beschrankt sind, folgt nach dem Satz von Bolzano Weierstraf (Satz 12),
dass eine konvergente Teilfolge (an,, ) von (an,) mit an, — ¢ <b— € existiert.
Somit ist ¢ Haufungswert von (a, ). Da aber auch ¢ < b = inf{d : d Haufungswert von (a,)}
ist, handelt es sich um einen Widerspruch.
Daher Ve > 03N Vn > N : a, > b — ¢, wobei b ein Hiufungswert von (a,). ist
Nach Proposition 4 folgt:
Sei € > 0. Es gibt unendlich viele n mit |a, — b| < €. Daher ist a,, < b+e¢.
ne
Es ist b ein Hiufungswert von (a,). Es soll gezeigt werden, dass b der kleinste Hiufungs-
wert von (a,) ist.
b—c

2

Angenommen c¢ wire Hiufungswert von (a,) mit ¢ < b. Setze € =

b— b
Dann N VR > N:ay >b—c = b— - C = ;C.
Da ¢ Haufungswert ist, folgt wiederum nach Proposition 4, dass es unendlich viele n mit

b
an<c+€:%gibt.

Da es aber in Wirklichkeit nur endlich viele solcher n gibt, ergibt sich auch hier ein Wi-
derspruch.

Es gibt keinen kleineren Haufungswert. Somit ist b = inf{c : ¢ Haufungswert von (ay)}.
und b = liminf,,_, a,. O

Aus den vorigen Ausfithrungen folgt auch ein weiterer Satz nach [9, S. 181]:

Proposition 6. Fine Folge (a,) konvergiert genau dann, wenn sie beschrankt ist und nur
einen Hdaufungswert besitzt.
In diesem Fall ist:
liminf a,, = lim a, = limsup a,.
n—+00 n—00 n—00
Definition 20. uneigentliche Grenzwerte (siehe [16])
Sei (ay) eine Folge in R®.
Dann sagt man lim,,_,o a, = oo, falls VP, € RIAN Vn > N :| a, | > 7.
Genauer: Sei a,, eine Folge in R.

(1) limyoo(an) = +o0, falls Vr € RINVYR > N :a, > 7.

(2) limyoo(an) = —o0, falls Vr €e RINVR > N :a, < 7.
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Bemerkung 9. Laien wiirden nun dabei ansetzen die Bezeichnung uneigentlicher Grenz-
wert als eigentlich kein Grenzwert zu deuten. Das ist in gewisser Weise auch richtig. Bei
uneigentlichen Grenzwerten liegt also nach [9, S. 183] tatséchlich keine Konvergenz vor.
Man sagt: die Folge (a,) divergiert gegen —oo, 400 oder co. Im Gegensatz zu den ei-
gentlichen Grenzwerten z.B.: in Form einzelner reellen Zahlen sind —oco und +oo keine
wohlbestimmten Zahlen.

Folgen werden bestimmt konvergent genannt, wenn a,, — —oo oder a,, — +00 geschrieben
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00
wird. Spéter beim Satz von 1'Hospital wird u.a. ,,—* angeschrieben. Das ist jedoch nur

eine gedankliche Stiitze und in Wirklichkeit nicht rechnerisch durchfiihrbar.

9.1.2 Schulpraxis: der propiddeutische Grenzwertbegriff

In diesem Abschnitt soll dem Anfang der Auseinandersetzung mit dem Grenzwertbegriff
aus fachdidaktischer Sicht Platz eingerdumt werden. Kinder lernen in ihrer Schulkarriere
zwar in der Oberstufe den Grenzwert in Form der mathematisch-formalen Prizisierung
kennen, es sollte jedoch schon viel frither bei der intuitiven Vorstellung angesetzt werden.
Damit kénnen die spiter vorkommenden Formalitdten auf Grundvorstellungen aufgebaut
werden und der Umgang mit dem doch abstrakt wirkenden Thema wird vereinfacht. Dem-
nach ist es besonders im Bereich der Differential- und Integralrechnung notwendig erste
Erfahrungen mit Anndherungen und im Konkreten mit dem Grenzwert gemacht zu haben.
Fehlvorstellungen sollen damit bereits im Keim erstickt werden.

Als Lehrperson ist es daher unerldsslich auf symbolische, ikonische und enaktive Repri-
sentationsformen zuriickzugreifen, da SchiilerInnen dadurch umdenken lernen und Vernet-
zungen stattfinden kénnen.

Der Mathematikunterricht soll - insbesondere unter der Betrachtung des Unendlichen -
nach [24, S. 158]:

,Lernprozesse nicht so weit glitten, dass die fiir das Verstindnis zentralen Probleme und
Denkhindernisse ausgeklammert oder umgangen werden. Mathematikunterricht sollte viel-
mehr geniigend Raum geben, um solche Probleme aufzuwerfen, sodass Schiilerinnen und
Schiiler die Moglichkeit haben, sich mit ihnen auseinander zu setzen, mit ihnen zu ringen —
wobei auch manche gedankliche Sackgasse ein produktiver Schritt zur Problembewéltigung
sein kann — und sie schlieflich zu iiberwinden.”

Inhalte des Schulfaches Mathematik sollen problem- und anwendungsorientiert statt kon-
textlos unterrichtet werden. Die Forschungspraxis zeigt, dass eine intensive eigenstandige
Auseinandersetzung langfristig deutlich nachhaltiger wirkt als stures Auswendiglernen oh-
ne Verstidndnis.

Ein Beispiel fiir die Diskrepanz zwischen intuitiver Verstehensbasis und mathematisch-
formaler Prézisierung wird ebenfalls von [24, S. 159] gegeben. Durch diese tabellarische
Anordnung wird ersichtlich, dass mathematische Begriffe iiber eine verkiirzte Schreibweise
verfiigen. Hinter einem Begriff wie dem Grenzwert steckt eine Fiille an notwendigen Vor-
stellungen. Die in den letzten Jahren starke Fokussierung auf die Kompetenzorientierung
hebt den hohen Stellenwert der propddeutischen Erfahrung des Grenzwertprozesses eben-
falls hervor, da der Lernprozess in den Vordergrund riickt und qualitative und intuitive
Argumentationsformen an Wert gewinnen. Einerseits werden die mathematisch-formalen
Ausdriicke in alltdglichere Formulierungen iibersetzt, andererseits werden anwendungsori-
entierte Textaufgaben mit den Mitteln der Mathematik gelést. Dariiber hinaus wird viel
mit Grafiken, tabellarischen Darstellungen etc. gearbeitet.
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Intuitive Verstehensbasis Math.-formale Prizisierung

Folge Aneinanderreihung von
Elementen, in der Regel nach Abbildung: N — %
einer GeselzmalBigkeil

Folgenkonvergenz Einem Ziel zustreben, sich Konvergenzkriterien
beliebig verdichten

Folgengrenzwerl Das Ziel des Prozesses, das Definition des Grenzwertes
u. LI, nie erreicht, aber als ide
elle Vervollstandigung gedacht
wird; es verkirpert die Stelle

der grofiten Verdichtung

Abbildung 12: intuitive Verstehensbasis und mathematisch-formale Prézisierung am Bei-
spiel Folgengrenzwert, nach [24, Tab 6.1.]

Wie kénnten nun aber propadeutische (also im Grofen und Ganzen vorbereitende) Er-
fahrungen eines Grenzwertprozesses bereits in der Sekundarstufe I einen Platz finden? [1]
liefert dazu eine erste Annidherung. Dabei ist es auch wichtig zu verstehen, dass diese pro-
péadeutischen Erfahrungen nicht direkt im Lehrplan einer bestimmten Klasse aufscheinen.
Sie sollen bei passender Thematik in den Lernprozess eingebunden werden, anstatt ein
abgegrenztes Thema darzustellen.

Faszinierende, moglicherweise widerspriichliche Phinomene sollen im Vordergrund stehen.
Sie erhalten ihren Wert dadurch, dass ein natiirlicher Kontext vorhanden ist und die Dar-
stellungen Anschaulichkeit vermitteln. Statt der expliziten Nennung des Grenzwertbegriffes
d.h. der exakt formalen Grenzwertdefinition geht es um die implizite Entwicklung von Vor-
stellungen. Man denke dabei daran einen Papierstreifen immer wieder in der Hélfte zu teilen
und die eine Hilfte wegzulegen. Das ist theoretisch unendlich oft méglich, obwohl nur eine
endliche Fliche vorhanden ist. Es sollen Erfahrungen gemacht werden und das impliziert
die Einbeziehung moglichst vieler Sinne. Beim obigen Bespiel soll eine haptische Erfahrung
gemacht werden. Eine enge Verbindung zur Handlungsorientierung ist zu erkennen.
Auferdem wird in der Literatur erwihnt, dass nicht jedes Problem gelést werden muss.
Dadurch kann der Anreiz fiir die Thematisierung in der weiterer Schullaufbahn geschaffen
werden.

Durch die Vorbereitung auf die weitere Nutzung der Erfahrungen in der Sekundarstufe
2 wird das Spiralcurriculum verfolgt, dessen Ziel es ist die Komplexitét der jeweiligen In-
halte iiber die Schuljahre zu steigern.

Es wird durch [8] hervorgehoben, dass es in diesem Sinne darum gehe einerseits auf ver-
traute Konzepte aufzubauen und andererseits eine Grundlage zu héherem mathematischen
Denken zu schaffen. Solche Konzepte werden ,cognitive roots” genannt.

Wo kénnten sich mogliche Ankniipfungspunkte in der Unterstufe finden? Der
fachdidaktischen Literatur (v.a. [1]) zu folgen eignet sich fiir den ersten Zugang zum Grenz-
wertbegriff vor allem die Auseinandersetzung mit Briichen und somit sogar die 2.Klasse
der Sekundarstufe I (in Deutschland wird entsprechend die 5./6.Klasse erwéhnt). Auch die
angefiihrten Beispiele stammen aus obiger Quelle.

Ein Beispiel hierfiir wire die Addition % + % + % + % + ... und die zugehoérige Darstellung
im Kreisdiagramm (Abbildung 13). Hierbei konnen Schiiler und Schiilerinnen visuell sehr
einprigsame Erfahrungen sammeln. Auf einem Blick kann man némlich gleich erkennen,
dass unendlich viele Flachenstiicke nicht automatisch unendlich viel Platz ben&tigen.
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Abbildung 13: Addition von Briichen im Kreisdiagramm, nach [1, Abb. 2]

Die folgende Aufgabe ist fiir die Sekundarstufe I, aber auch den Beginn der Sekundar-
stufe II geeignet, da damit geometrische Vorstellungen trainiert werden. Ab der 2. Klasse
kann auch mit Dreiecken gearbeitet werden. Dabei reichen die Grundkenntnisse iiber die
allgemeinen Dreieckseigenschaften aus, um durch das Einschreiben von Mitteldreiecken
nahe an den Schwerpunkt zu gelangen. Bei dieser Aufgabe (dargestellt in Abbildung 14)
kann man beobachten, dass sich die Dreiecke um den Schwerpunkt zusammenziehen. Die
Dreiecke werden nicht nur immer kleiner, sondern beliebig klein. Neben dieser erwiinschten
Vorstellung birgt die Aufgabe auch Potenzial fiir Missverstédndnisse in sich. Die Zeichen-
barkeit der Dreiecke stéft wegen der Liniendicke ziemlich bald an die Grenzen. Der theo-
retische Prozess des Einschreibens von Dreiecken endet jedoch niemals. Die Vorstellung,
dass aus dem Dreieck irgendwann ein Punkt werde, ist unangemessen. Es ist eine wichtige
Erfahrung festzustellen, dass das Grenzobjekt (entsprechend dem Grenzwert einer Folge)
nicht selbst Teil des Grenzprozesses ist.

Abbildung 14: Mitteldreiecke - Schwerpunktanniherung, nach [1, Abb. 1]

Ankniipfungspunkte fiir den propédeutische Grenzwertbegriff kénnen aber beispiels-
weise auch in der 4.Klasse der Sekundarstufe I beim Unterpunkt ,Arbeiten mit Zahlen und
Mafen“ gefunden werden. Es kann mit Ndherungswerten gearbeitet werden und Gedanken
iiber sinnvolle Genauigkeit konnen gedufert werden. Hier stellt sich z.B.: die Frage, ob 0.9
periodisch wirklich gleich 1 oder doch etwas kleiner ist.

Es kénnte bei den irrationalen Zahlen auch die ,,Archimedische Methode zur ndherungswei-
sen Bestimmung von 7 mit Hilfe eingeschriebener oder umschreibender n-Fcke* verwendet
werden (siehe [1, S. 4]).

[22, Archimedes und die unendliche Erschopfung| beschéftigt sich eben mit dieser bedeut-
samen Bestimmung der Kreisfliche. Seine Uberlegungen begannen mit dem Ein- und Um-
schreiben des Kreises durch ein Sechseck. Dafiir wurde der Kreisradius am Kreisbogen
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sechsmal direkt nacheinander abgeschlagen. Durch das Verbinden dieser Punkte am Kreis
entsteht das eingeschriebene Sechseck. Wird nun an den Kreis in diesen Punkten auch eine
Kreistangente gelegt, ergibt sich das umgeschriebene Sechseck, wie in Abbildung 15 ersicht-
lich. Archimedes bestimmte die Sechseckflichen durch die Zusammensetzung von Dreiecks-
flachen und folgerte, dass die Kreisfliche zwischen den beiden Sechseckflachen liegen muss.
Er schaffte es durch seine Berechnungen immer auf die Fliche einer eingeschriebenen Figur
mit doppelt so vielen Ecken zu schlieffen. Auch die Flache der umgeschriebenen Figur be-
reitete ihm bis zum 96-Eck keine Probleme. Aus dem Ausdruck 3 + % <m <3+ % wurde
iiber Jahrhunderte unter Verwendung der Dezimalzahlen eine immer bessere Anndherung
erreicht. m wurde aber erst im 18. Jahrhundert als das Verhéltnis des Kreisflicheninhalts
zum Flacheninhalt des Quadrates mit demselben Radius als Seite eingefiihrt ([22, S. 46
ff.]). Heute kann 7 mit Hilfe von Computer-Algebra-Systemen bis iiber eine Billion Stellen
genau berechnet werden. Die Griechen der Antike, wie Archimedes einer war, deuteten
ihre Erkenntnisse nicht im Zusammenhang mit der Unendlichkeit. Aus heutiger Sicht kon-
ne der Kreis bei Ein- und Umschreibung durch Figuren mit immer mehr Ecken quasi als
Unendlicheck gedeutet werden, wobei die Seiten der Figuren (d.h. die Absténde zwischen
den Punkten) unendlich klein werden.

Fiir die Schule reicht es sich hierbei z.B.: dynamische Darstellungen mit steigender Ecken-
zahl der Vielecke anzusehen und festzustellen, dass diese immer ndher an den Kreis her-
ankommen. Auf diese Vorerfahrung kann auch bei der Differential- und Integralrechung
aufgebaut werden. Man denke dabei an die Ann&herung der Flache unter einer Kurve
durch die Ober- und Untersumme bei der Einfithrung zum Integral. Die Ausfithrungen zu
dieser Thematik finden sich ab Definition 40.

Abbildung 15: Anndherung der Kreisflache durch ein eingeschriebenes und ein umgeschrie-
benes Sechseck, nach [22, Abb. 19|

Abbildung 16: Anndherung der Kreisfliche durch ein eingeschriebenes Zwoélfeck, nach [22,
Abb. 21|
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Es gibt jedoch noch viel mehr Moglichkeiten Erfahrungen zum Grenzwertprozess pro-
padeutisch aufzubauen. Die spielerischen Auseinandersetzungen ,(Stamm-)briiche unter-
bieten“ und ,Fuchsen“ seien nach [1, S. 3| an dieser Stelle noch vorgestellt.

Unter dem Titel ,,(Stamm-)briiche unterbieten* wird die Arbeit mit dem Zahlenstrahl und
dessen Grenzen (0 und 1 verstanden, bei der Schiilerinnen und Schiiler versuchen sollen
ausgehend von der Zahl 1 (Stamm-)Briiche zu finden, die immer kleiner werden. In der
Literatur wird bereits vorgesehen ausschlieflich mit Stammbriichen zu arbeiten. Um der
Bearbeitung der Aufgabe mehr Raum zu lassen, kann die Anweisung jedoch blofs auf Brii-
che reduziert werden, wodurch auch Bruchzahlen ohne Eins im Zahler moglich waren.
Bei dieser Unterrichtssequenz soll nicht nur ein kleinerer Bruch genannt werden, sondern
dieser auch graphisch am Zahlenstrahl situiert werden. Es soll auf Seiten der SchiilerIn-
nen die Erkenntnis geweckt werden, dass immer kleinere Briiche gefunden werden kénnen,
die aber trotzdem einen positiven Wert haben. Durch diese ikonische Darstellung wird im
Laufe der Erarbeitung immer klarer, dass eine Anndherung an die Zahl 0 stattfindet, sie
aber nie erreicht wird. Die Briiche werden also unendlich klein.

Abbildung 17: Stammbriiche unterbieten- exemplarische graphische Veranschaulichung, ei-
gene Darstellung

Das Spiel mit dem Titel ,Fuchsen” erfordert speziellere Rahmenbedingungen. Es wer-
den eine freie Wand, ausreichend Platz vor der Wand, ein Tixo und eine Schere fiir die
Festlegung der Startlinie und ausreichend Miinzen (z.B.: mit dem Wert 5 Cent) benotigt.
Jeder Spieler und jede Spielerin erhélt eine 5 Cent Miinze. Ziel ist es fiir die Schiiler und
Schiilerinnen die Miinze so weit als moglich an die Wand zu schiefsen, wobei die Wand nicht
beriihrt werden darf. Miinzen, die die Wand beriihren sind verloren. Es gewinnt die Person,
deren Miinze am néchsten an der Wand liegt. Diese darf die anderen Miinzen behalten.
Mit der Frage: ,Glaubst du, dass du noch ndher an die Wand schiefsen kannst?“ sollen
die Jugendlichen darauf aufmerksam gemacht werden, dass dies immer weiter moglich wé-
re. Theoretisch betrachtet wird auch hier wieder gezeigt, dass der Grenzwert (bildlich die
Wand) tatsichlich (um nicht gegen die Spielregeln zu verstolen) nicht erreicht wird.

Wie bereits erwihnt, sind die passenden Inhaltsbereiche zu diesem Thema sehr vielféltig
und lassen einen grofen Gestaltungsspielraum. Bei den Komplexitatsbereichen nach den
Bildungsstandards bzw. den Richtlinien zur Standardisierten Reifepriifung sind besonders
die Teile K2-Herstellen von Verbindungen und auch K3-Einsetzen von Reflexionswissen
betroffen. Als Handlungsbereiche sind einerseits H3-interpretieren (tabellarisch, grafisch
oder symbolisch gegebene Zusammenhénge beschreiben und im jeweiligen Kontext deuten)
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und andererseits H4-argumentieren /begriinden (mathematische Vermutungen formulieren
und begriinden sehr passend.

In der Sekundarstufe II finden Grenzwerte besonders in der 6. und 7.Klasse Einklang
im Lehrplan. Er wird nicht nur in der Fachmathematik, sondern auch in der Schule bei
den Folgen eingefiihrt und im Weiteren bei den Reihen verwendet. Die Untersuchung von
reellen Funktionen beinhaltet mit der Beachtung der Periodizitdt und méglicher Asym-
ptoten ebenfalls Grenzwertaspekte. In der 7.Klasse bei der Differentialrechnung steht der
Grenzwert im Fokus, da er fiir die Berechnung des Differentialquotienten und der Ableitung
essentiell ist und in diesem Schuljahr unter Beriicksichtigung der Stetigkeit konkretisiert
wird. In der 8.Klasse AHS taucht er bei der Einfiihrung in die Integralrechnung wieder auf.

9.2 Stetigkeit

Stetigkeit ist eine Eigenschaft, die Funktionen aufweisen kénnen, aber nicht immer auf-
weisen. Wird von Stetigkeit gesprochen, wird in den meisten Fillen zuallererst versucht
die Eigenschaft bildlich zu erkldren. Dabei wird oft davon gesprochen, dass der Funkti-
onsgraph liickenlos ist, also durchgingig gezeichnet werden kann. Dadurch verfiigt eine
Funktion sicher iiber keine Sprungstelle, wenn sie an jeder Stelle des Definitionsbereiches
stetig ist. Wird innerhalb der reellen Funktionen f(x) = 22 betrachtet, kann alleine durch
diese Erklarung schon darauf geschlossen werden, dass f(x) stetig ist (|26, S. 235]). Wie
die Eigenschaft aber genau definiert wird, kommt bei diesem Beispiel nicht vor.

Hinter der Stetigkeit steckt noch viel mehr!

Dem starken Zusammenhang zwischen der Stetigkeit und dem Grenzwert soll in diesem
Abschnitt Rechnung getragen werden.

Auffallig ist, dass sich bereits die Definitionen zur Stetigkeit stark voneinander unterschei-
den. Je nach Zielgruppe werden Schwierigkeits- und Genauigkeitsgrad adaptiert. Um nicht
nur von diesem Unterschied zu sprechen, soll dieser durch die Erwidhnung der folgenden
drei verschiedenen Definitionen auch tatséchlich greifbar werden.

Die Definitionen stammen aus [26, S. 235], [9, S. 212] und [16] und werden nun der Reihe
nach angefiihrt:

Definition 21. Ist g € D und ist die Funktion f in einer Umgebung von xg definiert. Die
Funktion f heifst stetig in xp, wenn der Funktionsgrenzwert in xg existiert und mit dem
Funktionswert f(xg) ibereinstimmt.

kurz: f ist in xg € D stetig, wenn

lim f(zo + ) = lim f(zo —h) = f(zo).

bzw.

lim f() = f(lim «) = f(xo).

T—T0 T—T0

Definition 22. Man sagt die Funktion f sei an der Stelle £ ihres Definitionsbereiches X
stetig, wenn fiir jede Folge (z,,) aus X, die gegen £ strebt, immer auch f(z,) — f(&)
konvergiert.
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Definition 23. Sei M CR® g € M und f: M — R" eine Funktion.

(1) Dann heift f stetig in xg, falls

Ve 36 > 0V € M mit |z —xo| <0 : |f(z) — f(zo)| < e.

(2) Man nennt f stetig auf M, falls fiir jedes x € M die Funktion f stetig in z ist.

Entscheidend ist, dass die betroffenen Stellen im Definitionsbereich liegen miissen. Bei
Definition 23 kommt deutlich heraus, dass die Umgebung der Stelle eine grofse Rolle spielt.
Dasselbe ist spater auch bei Definition 24 der Fall.

Im Gegensatz zur Folgenkonvergenz (Definition 10) kommt bei der Stetigkeit nach [16]
noch ¢ hinzu. Dabei hingt ¢ natiirlich von f, viel spannender aber von € und zg ab. Wird
¢ kleiner gew&hlt, nimmt auch § ab.

Im Gegensatz zur bekannten Grenzwertdefinition 13uft der Index nicht gegen unendlich,
der Abstand zwischen zwei Punkten geht gegen 0, wird also unendlich klein.

Die Stetigkeitseigenschaft sagt aus, dass sich bei einer minimalen Anderung des Arguments
auch der Funktionswert nur geringfiigig dndert. Dem widerspricht wieder das Vorkommen
einer Sprungstelle, bei der sich der Funktionswert deutlich &ndert.

Wenn Stetigkeit vorliegt, diirfen Grenzwertbildung und Funktionsauswertung vertauscht
werden.

[11, S. 29| stellt vier Funktionsgraphen vor, anhand denen die hiufigsten Kombinatio-
nen von erfiillter oder unerfiillter Stetigkeit und der Grenzwertexistenz aufgezeigt werden
sollen.

Abbildung 18: typische Beispiele im Zusammenhang mit Grenzwertexistenz und Stetigkeit,
nach [11, S. 29]

Man betrachte jede Abbildung einzeln nacheinander. Die jeweilige Stelle auf der a-
Achse wurde mit p gekennzeichnet, der zugehorige Funktionswert ist f(p) = gq.
Abbildung 1 entspricht der Stetigkeitsdefinition. Der Grenzwert von f(p) existiert und
stimmt mit dem Funktionswert an der Stelle p tiberein: lim,_,, f(2) = ¢ = f(p).
f ist daher an der Stelle p stetig.
Bei Abbildung 2 hat f in p eine Ausnahmestelle. Der Grenzwert von f an der Stelle p
existiert, unterscheidet sich aber von f(p), wodurch f an der Stelle p unstetig ist.
In Abbildung 3 wird wiederum eine neue Situation dargestellt. In diesem Fall ist f an der
Stelle p iiberhaupt nicht definiert. Der Grenzwert von f an der Stelle p existiert trotzdem.
f ist an der Stelle p aber weder stetig noch unstetig, weil die Stetigkeit an Definitionsliicken
nicht untersucht wird.
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Die 4. und damit letzte Abbildung zeigt die Situation, iiber die bereits zu Beginn des Ka-
pitels geschrieben wurde. f besitzt in p eine Sprungstelle. Der Grenzwert von f an der
Stelle p existiert nicht und f ist daher an der Stelle p unstetig.

Ein anderes Beispiel fiir eine Art der Unstetigkeit kann durch folgende Funktion (nach
[11, S. 30]) erklart werden:

Beispiel 4.

sin% firx #0
0 firx =0

f ist an der Stelle 0 definiert. Wie in Abbildung 19 ersichtlich, befindet sich bei 0 zwar
keine Sprungstelle, trotzdem ist f an dieser Stelle unstetig. Auffillig ist, dass f in einer
beliebig kleinen Umgebung von 0 die Funktionswerte 1 und —1 annimmt. Je niher man
an die Stelle 0 kommt, desto stirker schwanken die Funktionswerte. Der Grenzwert von
f an der Stelle 0 existiert somit nicht, f ist an dieser Stelle unstetig. Die Stelle wird
Osrzillationsstelle genannt.

Abbildung 19: Beispiel 4 Oszillationsstelle als Unstetigkeitsstelle, eigene Darstellung

Fiir ein besseres Verstandnis soll noch eine andere Stetigkeitsdefinition nach |9, S. 215|
erwihnt werden, die den Umgang mit der e)-Umgebung und den néchsten Zeilen erleich-
tern soll. Die Definition entspricht im ersten Teil im Wesentlichen jener von [16]. Nur die
Deutung im unteren Teil der Definition wird neu eingefiihrt und die Notation wird leicht
verdndert.

Definition 24. Die auf X definierte Funktion f ist genau dann in x( stetig, wenn es zu
jedem € > 0 ein § = d(e) > 0 gibt, so dass

fiir alle € X mit |z — zg| < § immer |f(x) — f(x0)| < € ausfillt.

Oder vollig gleichbedeutend: f ist genau dann in xg stetig, wenn zu jeder e-Umgebung V
von f(xzg) immer eine 6-Umgebung U von xq existiert, so dass f(UNX) C V ist.

Der Charakter der Osrzillationsstelle wurde durch das selbst erstellte Beispiel 4 in-
tuitiv erfasst. [9, S. 241 f.| definiert und fasst die Eigenschaften der Oszillation formal-
mathematisch zusammen. Diese Ausfithrungen wurden etwas verindert.
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Definition 25. Sei f eine beschrinkte Funktion auf dem Intervall [a,b] und T eine Teil-
menge von |[a, b].

Qp(T) := sup f(T)—inf f(T') = sup{f(x) = f(y) : 2,y € T} = sup{[f(x) = f ()| : 2,y € T}

wird die Oszillation von f auf 7' genannt. Fiir feste x € [a, b] ist
0 — Q¢(Us(x) N a,b])

eine wachsende (und nichtnegative) Funktion auf (0,400). Us(x) ist dabei die Delta-
Umgebung von z.
Die nichtnegative Zahl w¢(x), definiert durch:

w(x) == 61—i>%1+ Qs (Us(x) N [a,b])

wird die Oszillation von f im Punkt x genannt.

Das Stetigkeitsverhalten einer Funktion kann mithilfe von wy(z) untersucht werden.
Der folgende Satz gibt Auskunft dariiber:

Satz 13. Sei f eine beschrinkte Funktion auf dem Intervall [a,b]. Dann ist f stelig in xo,
wenn wy(xg) verschwindet, also wy(xg) = 0 gilt.

Beweis. ,,=
Sei f stetig in zg. Wéhlee > 0,30 > 0: Vz € V5 := Us(x)N[a, b] immer |f(z)— f(zo)| < %

bleibt. Fiir je zwei Punkte z,y aus Vs ist also

[f(@) = fW)] < [f(@) = f@o)| + [f(x0) = F(y)] < e

Wegen der Definition von € folgt 2¢(Vs) < e und daher auch wy(zg) < e.

€ ist aber eine beliebige positive Zahl, wodurch w¢(zg) = 0 gelten muss.

77<:“:

Waihle wy(xzp) = 0. Sei e > 0. Dann 30 > 0: Qf(V5) <e. [f(x) — f(xo)| < e Vx € V.
Somit ist f stetig in xg. O

Wende diesen Satz 13 auf Beispiel 4 an und verwende eine abgekiirzte bzw. vereinfacht
wirkende Berechnungsmethode fiir wy(zo).
wi(x) =0, wenn x # 0. Wenn = # 0, ist f(x) somit stetig.
Wie wir bereits vorher gesehen haben, ist f in « = 0 nicht stetig. Das ergibt sich auch
unter Anwendung von Satz 13 durch folgende Berechnung:
Sei = 0. Dann gilt w¢(x) = limsup,, ., f(z) —liminf, o f(z) =1—-(-1) =2 #0.
Fiir diese Berechnung wird f als Funktionenfolge aufgefasst.
Das Ergebnis wy(x) # 0 lasst direkt folgern, dass f an der Stelle = 0 unstetig ist.
Eine 2.Mbglichkeit dafiir die Unstetigkeit von f in 0 zu zeigen, wire ganz klassisch eine
Folge zu finden, sodalss f nicht gegen f(0) konvergiert:

Betrachte z,, := —————.
" 5 +2mn

f(xn) =sin(5 +2mn) =1 —1# 0= f(0).
In diesem Fall konnen Grenzwertbildung und Funktionsauswertung also nicht vertauscht
werden.

Wir legen den Begrift der Oszillation beiseite und beschiftigen uns wieder allgemeiner
mit der Stetigkeit. Dazu gehort unter anderem zu wissen, welche Funktionstypen denn von
Grund auf stetig sind.

[16] liefert:
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Proposition 7. Konstante Funktionen (f(x) = cVx) sind stetig.

Beweis. Sei xq beliebig, sei € > 0 beliebig. Setze 6 = ¢ > 0. Sei = so, dass |x — xg| < 9.
Dann gilt |f(z) — f(zo)]| =|c—¢|=0<e. O

Aus den Grenzwertsitzen (Satz 7) folgt nach |9, S. 214 f.]:
Satz 14. Seien die Funktionen f und g auf X definiert und in xq stetig, so sind auch die
Funktionen f+ g, f — g und fg stetig. Ist iberdies g(xo) # 0, so ist die auf
{z € X : g(x) # 0} definierte Funktion f ebenfalls in xo stetig.
g

Korollar 2. Polynome (p(z) = > 1_o araz®) sind stetig und rationale Punktionen
(f(x) = ])ESU; mit p,q Polynome ) sind stetig auf {z : q(x) # 0}.

q(x
Beweis. (Skizze) Zuerst wird die Stetigkeit der Polynome bewiesen. Dafiir verwendet man
den vorigen Satz 14 {iber die Stetigkeit algebraischer Verkniifungen und beweist durch
vollstandige Induktion.
Fiir den Beweis iiber die Stetigkeit rationaler Funktionen wird die Stetigkeit der Polynome
p,q und derselbe Satz wie zuvor bendtigt. O

Proposition 8. Die Zusammensetzung g o f stetiger Funktionen g : Xo — R und
[ X1 — Xo ist stetig.

Beweis. Auch fiir diesen Beweis wird nicht viel benétigt. Aus x — xg folgt f(x) — f(x0)
und danach auch (g o f)(z) = g(f(x)) = g(f(z0)) = (g © f)(x0). [

Mit Hilfe der Stetigkeit kann der Grenzwertbegriff aus einem anderen Blickwinkel be-
trachtet und prézisiert werden. Bei der Definition zur Konvergenz einer Zahlenfolge (Defi-
nition 10) sprach man davon, was passiert, wenn der Index gegen unendlich geht. Im Laufe
der letzten Seiten hat sich aber auch herausgestellt, dass der Grenzwert auch in Kombina-
tion mit der Wanderung einer Variable gegen einen bestimmten Wert betrachtet werden
kann. Auferdem kann auch nur eine bestimmte Richtung von Interesse sein.

Alle diese Félle sollen in der néchsten Definition nach [16] noch einmal zusammengefasst
werden. Die ndchsten Propositionen entstammen derselben Quelle.

Definition 26. Sei f eine Funktion mit dem jeweiligen Definitionsbereich und seien a eine
beliebige untere und b eine beliebige obere Intervallgrenze.

(1) f:(z0,b) > R, a:=limy_z,+ f(x), falls
Ve>036>0Vermitzg <z <zo+0: |f(z)—al <e.
(2) f:(a,z0) > R, a:=limz_z,— f(x), falls
Ve>036>0Vermitzg—0 <z <zo: |f(z)—al <e.
(3) f:R—=R, a:=lim,; ,o f(x), falls
Ve >0 3r Ve mit |z| >7: |f(x) —a| <e.
(4) f:(a,+00) = R, a:=limy; 1 f(z), falls

Ve >03IrVemite >r: |[f(zx) —al <e.
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(5) f:(—00,b) = R, a:=limy,_o f(z), falls

Ve>0IrVemite <r: |f(z)—a| <e.

Proposition 9. lim,_,, f(x) exzistiert genau dann, wenn limg_,z 1 f(x) = limg_,z,— f(x).
Dann gilt:
lim f(z)= lim f(x)= lim f(z).

T—T0 r—To+ T—To—

In Worten: limg_4, f(z) existiert genau dann, wenn der linksseitige und der rechtsseitige
Grenzwert existieren und gleich sind.

Beweis. ,=“
Sei o := limy 4, f(x). Nach der Definition dieses Grenzwerts sei

e>030>0Vrmit0< |z —xg| <d: [f(z) —a| <e.

Danach wéhle x jeweils so, dass es den obigen Definitionen von links- und rechtsseitigem
Grenzwert (Definition 26) entspricht:

Wiéhle x so, dass g < = < zg + J. Daraus folgt |f(z) — o] < €, was bedeutet, dass
limg_q0+ f(2) = a.

Analog fiir den linksseitigen Grenzwert: Wéhle x so, dass g —d < x < z¢. Daraus folgt
|f(z) — a| < e, was bedeutet, dass limy_,,— f(z) = «. Somit stimmen alle diese drei
Grenzwerte iiberein.
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Setze nun « = limy_y,;— f(z) = limy—4,+ f(x) und zeige, dass o dann mit lim,_,,, f(z)
gleichzusetzen ist. Verwende wieder die Definitionen von oben: Sei € > 0.

361 > 0Vemit xg < x <z + 1 : |f(x) —a| <e,

oo > 0V mit 29 —d2 <z < z¢: |f(z) —af <e.

Um des Weiteren die Definition von lim,_,,, f(z) zu erfiillen, bendtigen wir 4.

Setze § = min{dy, 2} > 0. Sei x so, dass |x — xg| < J.

Betrachte nun zwei Fille:

1.Fall: © > x¢. Das impliziert g < < g + § < g + 61. Daher |f(z) — a| < e.

2.Fall: x < z¢. Das impliziert zo — d2 < g — 0 < x < zg. Daher |f(z) — a| <e.

Somit ist @ = limy_sz, f(x). O

Nicht iiberraschend fiithrt das nach [16] zu der folgenden Proposition. Prézisiere dann
die uneigentlichen Grenzwerte von Definition 20 mithilfe von Definition 26 (siehe [16]).

Proposition 10. f ist genau dann stetig in xg € (a,b), wenn

lim f(z)= lim f(z)= f(zo)

T—x0+ T—T0—

Definition 27.

1) limgyy, f(x) =00 < Vr 30 > 0Vemit 0 < |z — x| <0 : |f(z)] > 7.
2) limgypot+ f(z) = +o0o & Vr 30 > 0V mit o < x < z9+0: f(x) >r.
3) limyypy— f(x) = —0c0 & Vr3d >0Vemitzg —0 < x <z : f(z) <r.
4) limyy oo f(x) = —0c0 & Vr Is Ve mit x < s: f(z) <r.

5) limy 400 f(x) =400 < Vr Is Ve mit z > s: f(z) > 7.

6) limy oo f(x) = 400 < Vr Is Vo mit || > s: f(x) > r.
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Der Vollstandigkeit halber werden hier noch zwei bedeutende Sétze zur Stetigkeit nach
[9, S. 223 ff.] und [16] angefiihrt: einerseits der Zwischenwertsatz von Bolzano, andererseits
der Satz von Minimum und Maximum. Sie werden in etlichen Beweisen benutzt und diirfen
daher nicht vernachléssigt werden. Da sie jedoch keinen grofen Mehrwert fiir den Umgang
mit der Unendlichkeit haben, wird nicht weiter auf sie eingegangen.

Satz 15. Nullstellensatz von Bolzano

Ist die Funktion f auf dem Intervall [a,b] stetig und ist iberdies f(a) < 0 und f(b) > 0.
Dann besitzt f mindestens eine Nullstelle in (a,b). (Die Rollen von a und b kénnen auch
vertauscht sein.)

Satz 16. Zwischenwertsatz von Bolzano
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann wird jeder Wert zwischen f(a) und f(b)
angenommen.

Bemerkung 10. In der Literatur wird manchmal auch der Nullstellensatz von Bolzano als
Zwischenwertsatz gefiihrt. Klar ist jedoch, dass die beiden Sitze untrennbar miteinander
verbunden sind. Wichtig ist auch, dass der Satz 15 in Q nicht erfiillt sein muss.

Satz 17. Satz von Minimum und Mazxzimum
Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es mi, mo € [a,b] mit f(m1) < f(z) < f(me) Vx € [a,b].
myq tst dabei das Minimum, mo das Mazimum.

Dieser Satz sagt also aus, dass eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Inter-
vall ein Minimum und ein Maximum besitzt. Minimum und Maximum werden verstarkt
im Kapitel zur Differential- und Integralrechnung vorkommen.

Die letzten Definitionen, Sitze und Beweise dieses Kapitels stammen wiederum verdndert
aus [16].

weitere Stetigkeitsbegriffe

Definition 28.

(1) gleichmékige Stetigkeit:
Eine Funktion f: M — R" heifit gleichmifig stetig auf einer nichtleeren Menge M, falls

Ve >030 > 0,Vr,y € Mmit|z —y| <0:|f(z)— fly)] <e.

(2) Lipschitz-Stetigkeit:
Die Funktion f: I — R mit I als ein Intervall (I C R) heift Lipschitz-stetig, falls

30 € Rmit |f(z) - f(y)| < Clo—y| Yo,y € 1.

C wird dabei Lipschitz-Konstante genannt und kann (um die Ungleichung zu erfiillen) als
positiv angenommen werden.

Bemerkung 11. Ein wichtiger Unterschied von gleichméfiger Stetigkeit zur allgemeinen
Stetigkeit wie in Definition 23 ist, dass J bei gleichmé&Riger Stetigkeit nicht von der Stelle
xo abhingt.

Aus gleichméRiger Stetigkeit folgt immer Stetigkeit, die Umkehrung (Satz 18) muss erst
bewiesen werden.

Konstante Funktionen sind gleichmafig stetig, genauso wie die Summe und Komposition
oder eine Einschréankung auf eine Teilmmenge von gleichmaifig stetigen Funktionen wieder
gleichmifig stetig ist.
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Definition 29. Eine Zahlenmenge ist genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und
abgeschlossen ist.

Ein Intervall ist somit der Definition von [9, S. 225| nach genau dann kompakt, wenn
die Grenzen des Intervalls inbegriffen sind, das Intervall also der Form [a,b] entspricht.

Auch die letzten Sitze dieses Abschnitts zur Stetigkeit berufen sich auf [16] und [9].

Satz 18. Sei f eine stetige Funktion mit kompaktem Definitionsbereich. Dann ist f sogar
gleichmdpig stetig.

Beweis. Dieser Beweis wird indirekt gefiithrt. f sei also stetig auf eine kompakte Menge
A, aber nicht gleichméfig stetig auf diese Menge. Durch die Verneinung der gleichméfigen
Stetigkeit (begonnen mit nicht zu jedem € > 039 > 0) existiert ein sogenanntes Ausnahme-
g, das ich mit ey bezeichne. Also:

Jep > 0V > 03zs,ys € A mit |z5 — ys| und | f(zs) — f(ys)| > €o.
Setze<5:1>0ﬁirn€N.
n

1
Dann Vn 3z, y, € A mit |z, — y,| < - und | f(zn) — f(yn)| > €o.

Daraus erhélt man zwei Folgen (zy,), (yn).

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf (Satz 12) gibt es eine Teilfolge (x,, ) von (x,) und
ein rog € A mit x,, — xo.

Yn, wird umgeschrieben, indem x,,, addiert und subtrahiert wird:

Ynp = Tny, + (ynk - -Tnk)

Der zweite Summand (yn, — Zn,) — 0, da |z, — yn| < % und % eine Nullfolge ist.
Der erste Summand z,, konvergiert gegen xg. Daher y,, — xo.

Ma% fasse zusammen: -

Zu 5035 > 0Ve mit [z — x| <d: |f(z) — f(zo)| < 50.

dKVk > K : |z, — 20| < 0 und |y, — xo| < 9.

Sei k> K.

o < |f(@ny) = Flyn )l < [f(2ny) = f(zo)| + [f(20) = (yni)| < <o

Letzte Ungleichung ergibt sich aus der Addition von zwei Mal %O, da die jeweiligen Betrige

durch diesen Wert abgeschétzt wurden.
g0 < €¢ liefert aber einen Widerspruch.
Somit ist f entgegen der Annahme gleichmifig stetig. O

Satz 19. Sei f Lipschitz-stetig, dann ist [ gleichmdfiig stetig.

Beweis. Sei € > 0. Wihle § := % mit C' Lipschitz-Konstante.

Verwende die Definition dr Lipschitz-Stetigkeit.

Seien x,y € I mit |r —y| < d. Dann ist |f(z) — f(y)| < Clz —y|.

Aufgrund der 6 -Wahl wird mit C gekiirzt und |f(z) — f(y)| < e.

Daher ist f gleichmifig stetig. O
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9.3 Differentier- und Integrierbarkeit

Wie bereits 6fters im Rahmen dieser Diplomarbeit erwidhnt wurde, beschéftigen sich be-
sonders die Differential- und die Integralrechnung mit der Unendlichkeit. Dabei kommen
auch in grofsem Ausmaf bereits vorgestellte Begrifflichkeiten wie Grenzwert, Konvergenz
oder Stetigkeit zum Tragen.

Differential- und Integralrechnung sind ohne Zweifel unverzichtbare mathematische Zwei-
ge, was sich auch im Lehrplan der Sekundarstufe II wiederspiegelt. Es sind neben der
Stochastik die Themen mit gréfstem Augenmerk und hoher Relevanz fiir die standardisier-
te Reifepriifung. Die 7. und die 8. Klasse der AHS (11. und 12. Schulstufe) widmen sich
dieser Thematik direkt, wihrend in den Stufen davor ein guter Grundstock dafiir geschaf-
fen werden soll (siehe [4]).

In diesem Kapitel werden Grundbegriffe wie Differentier- und Integrierbarkeit vorgestellt.
Es wird Bezug auf bisherige Begriffe genommen, wodurch ein Netz an Verbindungen ge-
schaffen werden soll. Wichtig dabei sind auch die Interpretationsméglichkeiten, wodurch
manche Beweise zugusten eines groferen Raumes fiir Verstdndnisfragen eingespart werden.
Es wird jedoch versucht den interessierten Lesern Quellen fiir die genauere Auseinander-
setzung zu liefern.

Es erscheint mir auch wichtig einen Einblick in schulbezogene Ansédtze zu geben. Dement-
sprechend wird ein Blick auf die Einfithrung des Differentialquotienten und die Einfithrung
des Integrals geworfen.

Wie in den bisherigen Abschnitten zur Standardanalysis, werden auch in diesem Kapi-
tel groftenteils [9] und [16] herangezogen. Andern sich die Quellen, werden sie explizit
angegeben.

9.3.1 Differentierbarkeit

Wird von Differentier- oder Integrierbarkeit gesprochen, betrachtet man gezielt Verdnde-
rungen. Bei der Differentierbarkeit, auch Differenzierbarkeit geschrieben, geht es um die
Verénderung des Funktionswertes als Resultat einer kleinen Verénderung des Arguments
(x-Wert). Formal-mathematisch ist der Begriff nach [9, S. 261] und [16] folgendermafen
definiert:

Definition 30. Sei f : (a,b) — R eine Funktion mit einer Stelle zo € (a,b) und a,b € R.
Dann wird f differenzierbar an der Stelle xg genannt, falls

o) — tim 1) = 1@0)

T—TQ r — X0

f(xo + h) — f(x0)
h

oder gleichbedeutend f/(xg) = ]llin%
iy

existiert. Dieser Grenzwert f’(xo) bezeichnet die Ableitung von f an der Stelle z.

Man nennt f’(z) auch den Differentialquotienten. Dieser darf nicht mit dem Differen-
zenquotient verwechselt werden. Die beiden Quotienten sehen sich zwar sehr dhnlich, da

f(x) = f(z0)

tialquotienten unterscheidethTrscOzdem sind sie der Aussage nach klar zu unterscheiden!
Der Differenzenquotient beschreibt z.B.: die Verdnderung iiber einen Zeitraum, wihrend
beim Differentialquotienten die Argumente unendlich nah zusammenwandern und eine Mo-
mentaufnahme im Fokus steht.

Falls nicht nur die erste Ableitung f’(z¢), sondern auch weitere Ableitungen existieren,
werden diese wie folgt bezeichnet: f(z9) = (f') (o), ..., f (z0) = (f~D) (x0).

Dabei kann die jeweilige Ableitung von der Ursprungsfunktion aus oder von der vorigen
Ableitung aus betrachtet werden. Daran schlieft die folgende Definition an:

der Differenzenquotient sich nur durch den fehlenden Limes vom Differen-
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Definition 31.

(1) f heikt stetig differentierbar, falls f’ stetig ist. (Abgekiirzt: C'!, wobei C die Abkiirzung
fiir continuous ist und 1 fiir ein Mal steht.)

(2) f heiRt (n-mal) differentierbar, falls (™ iiberall existiert.
(3) f heift (n-mal) stetig differentierbar (C(™), falls f(") stetig ist.
(4) f heikt unendlich oft differentierbar, falls () Vn € N existiert.

Nach diesen Definitionen stellt sich nun die Frage, ob mdoglicherweise eine der Eigen-
schaften Stetigkeit oder Differentierbarkeit die andere impliziert. Das ist auch tatséchlich
der Fall.

Proposition 11. Sei f : (a,b) — R eine in xo differentierbare Funktion. Dann ist f stetig
m xg.

Beweis. Fiir den Beweis wird die Differenz der Funktionswerte umgeschrieben:

f(@) = f(@o)

f(@) — flao) = S
T i)

(x — x0).
Betrachte nun den Grenzwert dieses Ausdruckes mit dem Produktsatz der Grenzwertsatze.

lim M(z—xo): lim f@) = f(wo) lim (z — xo) = f'(z0) -0 =0.

T—T0 T — X0 T—T0 T — X T—TQ

Damit ist limg_,, f(z) = f(z0) und f stetig in zo. O

Regeln zur Differentierbarkeit nach [9, S. 270 ff.| und [16]

Proposition 12. Seien zwei Funktionen f,g : (a,b) — R gegeben, die differentierbar in
zo € (a,b) sind.

(1) Sind die Koeffizienten aq, a2 € R ist (aq f+ ag g) ebenfalls differentierbar in xo und
die Summenregel lautet:

(a1 f 4+ a29) (z0) = a1 f'(x0) + azg'(z0).
(2) Das Produkt f - g ist dann differentierbar und es gilt die Produktregel

(f - 9)(w0) = f'(x0) - g(z0) + f(0) - ¢ (o).

(8) Der Quotient S ist differentierbar, wenn g(xo) # 0. Ist diese Voraussetzung erfillt,

besagt die Quotientenregel, dass

/
/ (o) - g(wo) + f(z0) - g'(20)
= | (z0) = 5 )
9 9(z0)

(4) Die Kettenregel besagt: Sei g : (a,b) — (c,d) differentierbar in xo € (a,b) und
f: (¢,d) = R differentierbar in g(xo). Dann ist f o g differentierbar in z¢ und
es gilt:

(f 0 9)(z0) = f'(9(0)) g' (o).
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(5) FEine bijektive Funktion f : (a,b) — (c,d) sei gegeben, x¢ € (c,d), also im Wertebe-
reich. Als weitere Voraussetzung ist f differentierbar in f~1(zo) und f'(f~(xo)) # 0.
Auflerdem ist f~1 stetig in xo. Dann ist f~1 differentierbar in xo und

1

f o) = 57—
() = 51 0))

Beweis. An dieser Stelle wird nur eine Beweisskizze angefiihrt, da die Teilbeweise trivial

und nicht von héherer Bedeutung sind.

Die Beweise fiir (1), (2) und (3) erfolgen alle ausgehend vom jeweils abzuleitenden Aus-

druck. Es wird der Differentialquotient verwendet. Dabei werden zumeist der Bruch

Tr — X
und auch andere Faktoren herausgehoben und im bisherigen Nenner werden gleichwertige
Terme addiert und subtrahiert, damit wieder eine Zuriickfiihrung auf den Differentialquo-
tienten moglich ist.

Fiir den Beweis von (4) wird eine Hilfsfunktion 1 : (¢,d) — R geschaffen, fiir die gilt:

f(y) — fg(x0))
o) =1 y—gaey sy Fgo),

f(g(z0)) , falls y = g(o).

Die Stetigkeit von ¢ an der Stelle g(xg) folgt aus Proposition 11, da

) = f((g(;ﬁo)) = f'(g(x0) = ¥ (g(x0)). Also ist ¢ o g stetig in zg.
— 9\Xo

Fiir beide Fille der Fallunterscheidung gilt:

lim

y—g(z0)

¥(g(x))(g(x) = g(z0)) = (f 0 g)(2) = (f © g)(0)-
Fiir den Fall y = g(x) # g(zo) folgt das durch Umformung direkt aus der Definition von
U(y).
Fiir y = g(x) = g(zo) ergibt jeweils ein Faktor oder die gesamte Differenz 0.
Genauer: 1(g(z)) (9(x) — g(z0)) = 0= (f o g)(x) — (f o g)(xp). Das nimmt man sich zur
Hilfe, um letztendlich die Ableitung von (f o g)(xo) zu berechnen:

(Fog)(ao) = tim VIO V0D _ Ly 50)) (4(a) — g(a)) =

T—T0 T — X0 T — 2

= tim LD 79@0) o)) = (o) lg(o)) = o (o) F(g(x0)).

T—T0 Tr — X

Es fehlt noch (5) zu zeigen. Dafiir wird vor allem mit der Stetigkeitsdefinition gearbeitet.
1

Sei € > 0. Da — stetig in f/(f~!(xq)) ist
x

v
f'(F~H o))

. _ 1
T Ve > 0mit [y — £/ (f (o)) <m : ; <e.

AuRerdem ist f’ stetig in f~!(zg). Also

fy) — £(f~H(@0))

f 7/—1x
i T KCD0)

EI172>0VymitO<|yf_l(xo)|<n2:‘ <n.

! ist ebenfalls stetig in x(, somit

36 > 0 mit |z —xo| <6 : |fHx) — fwo)| < 12
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Die Stetigkeiten wurden also der Reihe nach aufgeldst. f/(f~!(xo)) besteht aus zwei Ver-
kniipfungen.

Setze mit der Stetigkeit von f~! in zq fort:

Sei z so, dass 0 < |z — 20| < : |f~1(x) — f~H(z0)| < Mo

Bilde nun zuerst die Ableitung und wende dann die Funktion — darauf an:

)~z
BECE DI
) - e

v=w P @)

Damit ist gezeigt, dass auch f~! differentierbar ist und

iy g L@ = @)
U0 o) = ml—mo T — X (o))

<m

= < E.

elementare Ableitungen nach |9, S. 273] und [16]
Proposition 13.
(1) (") =e*VreR
1
(2) (log(z)) ==Vox>0€eR
x
(3) FiraeR und x>0 gilt (z*) = az®?
(4) (sinz) = cosx

(5) (cosz) = —sinz

(6) FﬂrweR\{neZ:g—i—nﬂ} gilt: (tanz) =1+ tan?zr = ——.
cos?
Beweis. (1)
z+h _ _x h_l
T\ _ i e e — xl
I T T

(2)

) s Inversenregel 1 1 1
(ex)(logx) elosz g

alogx

(log =

um und leite erst dann ab.

(:Ea), _ (ealogm)/ Kette:nregel ealogzal _ xaal = ar

T ZT

(3) Schreibe ¢ unter der Verwendung von e zu e

a—1

(4) _ _
. ’ . SIH(ZC + h) — SINT Additionstheoreme Sinus
(sinz)’ = lim =
h—0 h
. sinx-cosh —sinh-cosx —sinz . . cosh—1 . sinh
= lim =sinx lim —— 4+ cosz lim —— =
h—0 h h—0 h—0
sinx -0+ cosz-1=cosz.

(5) Dieser Beweis erfolgt analog zu (4) mit den Additionstheoremen von Cosinus:

cos(x + h) = cosxzcosh — sinzsinh

(6)

sin x )’ Quotientenregel COS X COS X — Sinx sinx
- )

tanx) = (

( ) cos T cos? x

1 sinx 2

was sowohl ——— als auch 1+ ( ) =1 + tan® = entspricht. O
cos? x cos T
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Monotonieverhalten und Kriimmung Mit Hilfe der ersten und der zweiten Ablei-
tung konnen das Monotonieverhalten und die Kriimmung einer Funktion untersucht wer-
den. Dadurch wird es auch moglich Extrem- oder Wendestellen zu bestimmen, falls diese
existieren. In diesem Abschnitt werden diese wichtigen Zusammenhinge vorgestellt und
Vorbereitungen fiir die besonders wichtige Regel von de I’'Hospital getroffen. Als Quellen
werden [9], [11] und [16] verwendet. Den Beginn macht eine adaptierte Definition zum
Monotonieverhalten nach [11, S. 11], gefolgt von Sétzen nach [16].

Definition 32. Sei f: I — R eine reelle Funktion. Dann nennt man:

(1) f streng monoton steigend in einem Teilintervall J C I, wenn

Ve, xe € J a1 < xg = f(z1) < f(x2).
(2) f monoton steigend in J C I, wenn

Vayp,xe € J a1 < xg = f(z1) < f(x2).
(3) f streng monoton fallend in J C I, wenn

Vo, a9 € J a1 < x9 = f(z1) > f(x2).
(4) f monoton fallend in J C I, wenn

Vai,xe € J a1 < xg = f(x1) > f(x2).

Satz 20. Sei f: I — R stetig und differentierbar auf einem offenen Teilintervall I°. I ist
ein zumindest auf einer Seite geschlossenes Intervall. Dann gelten:

(1) Wenn f'(z
(2) Wenn f'(x
(3) Wenn f'(x
(4) Wenn f'(x

> 0V € I°, dann ist f streng monoton steigend.
> 0Vz € I, dann ist f monoton steigend.

< 0Vzx € I° dann ist f streng monoton fallend.
<0V € 1° dann ist f monoton fallend.

—_— — ~— ~—

Beweis. An dieser Stelle wird nur (4) bewiesen. Alle anderen Teile erfolgen analog.

Seien = < y € I. Nach dem Mittelwertsatz 3¢ € (z,y) mit

fly) = f(x) = (&) (y—x) <0= f(y) < f(x). Daher ist f monoton fallend. O
S~ ——

<0 >0

Definition 33. Sei f : I — R eine reelle Funktion mit o € I. Dann heift z lokale
Extremstelle, wenn sich an dieser Stelle das Monotonieverhalten &dndert.

Satz 21. Sei f : I — R differentierbar in xo € I°. Falls xo ein lokales Extremum von f
ist, dann ist f'(x¢) = 0.

Beweis. Es wird indirekt angenommen, dass f’(z) # 0. O.B.d.A. sei f'(z9) > 0. Dann
sind wegen der Definition von streng monoton steigend:

zo— 0 <z <o = f(z) < f(zo) und zo <z <20 +6 = f(z) > f(20).

Das fiihrt zu einem Widerspruch zu z lokales Extremum und deshalb ist f'(z9) =0. O

Eine Extremstelle kann entweder eine Minimums- oder ein Maximumsstelle sein.
[11, S. 13] fasst den Unterschied noch einmal wie folgt zusammen. Der néchste Satz stammt
wieder aus [16].

Definition 34. Sei f: I — R eine reelle Funktion mit J C 1.
Die Stelle my heiftt Minimumstelle von f in J, falls Va € J : f(x) > f(ma).
Die Stelle my heifit Maximumstelle von f in J, falls Vo € J : f(z) < f(ma2).
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Satz 22. Sei f: I — R stetig und auf I° differentierbar. Dann besitzt f ein Minimum m,
und ein Mazimum mo und my,mg € (I\ I°) U {x : f'(x) = 0}.

Beweis. Durch den Satz von Minimum und Maximum, siehe Satz 17, ist garantiert, dass
f ein Minimum m; und ein Maximum ms besitzt. Falls m; € I, dann ist es ein lokales
Minimum und f/(x) = 0. Falls my € I°, dann ist es ein lokales Maximum und f/(z) = 0. O

Nach der Beschiftigung mit der ersten Ableitung, dem Monotonieverhalten und Ex-
tremstellen kann zur zweiten Ableitung iibergegangen werden. Mit der zweiten Ableitung
sind das Kriimmungsverhalten und Wendestellen in Verbindung zu bringen. [11, S. 17|
fasst die Charakteristik treffend zusammen, die néchste Definition und der Satz wurden
aber unter Verwendung von [16] veréndert. Dabei baut die folgende Definition auf den
Vergleich von einem Funktionswert und einem Punkt auf der jeweiligenen Sekante auf. Der
darauffolgende Satz behandelt die Verbindung von Monotonie- und Kriimmungsverhalten.

Definition 35. Sei I C R, f: I C R eine Funktion.

(1) Die Funktion f heift in I linksgekriimmt oder konvex, wenn fiir alle 1 < z9 € I und
alle t € (0,1) gilt, dass f((1 —t)x1 + toa) < (1 — 1) f(z1) +tf(x2).

(2) Die Funktion f heift in I rechtsgekriimmt oder konkav, wenn fiir alle 1 < x2 € I und
alle t € (0,1) gilt, dass f((1 — t)x1 + tea) > (1 — ) f(z1) + tf(x2).

(3) Eine Stelle xy € I heikt Wendestelle, von f, wenn sich an dieser Stelle xy das Kriim-
mungsverhalten von f dndert, also f((1 — )z +tx2) = (1 —t) f(z1) + tf(x2).

Satz 23. Sei f: I C R stetig und zwei Mal differentierbar auf einem offenen Teilintervall
IV, Es sind dquivalent:

1. Die Funktion f ist konver.
2. Es gilt f"(x) >0 fiir alle x € I°.
3. Es ist f'(x) monoton steigend auf I.

Fiir die Eigenschaft konkav wiirde im Satz 23 monoton steigend durch monoton fallend

und f”(z) > 0 durch f”(x) < 0 ersetzt werden. Der Beweis kann in [16] nachgelesen
werden.
Nach diesen wichtigen Zusammenhéngen folgen wichtige Sétze zur Differentierbarkeit, die
auch fiir den Beweis der Regel von de 'Hospital bendtigt werden. Dieser Abschnitt bezieht
sich wieder auf [9] und [16]. Begonnen wird mit dem Satz von Rolle, einem Spezialfall des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung nach [9, S. 279 f.], gefolgt von ebendiesem.

Satz 24. Satz von Rolle
Gegeben sei eine stetige Funktion f : [a,b] — R, die differentierbar auf (a,b) ist. Stimmen
die Intervallendpunkte iberein, gelte also f(a) = f(b) = 0, dann gibt es mindestens ein

¢ € (a,b) mit f'(€) = 0.

Beweis. Fiir den Beweis wird wieder Satz 17 verwendet. Es werden zwei Fille unterschie-
den, bei denen die Extremstellen unterschiedlich angeordnet sind.

1.Fall: beide Extremstellen liegen am Rand

f(m1) = f(a) = 0 = f(b) = f(mz). Es muss sich um eine konstante Funktion handeln,
deren Monotonieverhalten werder steigend, noch fallend ist. Sei nun £ € (a,b) beliebig,
dann f'(§) =0.

2.Fall: mindestens eine Extremstelle liegt im Intervallinneren.

Ist m; das Minimum und meg das Maximum, dann ist f(m1) < f(me) erfillt. Liegt nun
0.B.d.A. m; am Rand, muss mgy bereits im Inneren liegen und umgekehrt. Wenn mg ein
lokales Maximum ist, gilt dadurch f’(mz) = 0. Setze £ = my. Dann ist f'(§) = 0. O
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Wie bereits erwahnt, ist der einfache Mittelwertsatz eine Erweiterung des vorigen Satzes
von Rolle und wird auch mit dessen Hilfe bewiesen.

Satz 25. Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Gegeben sei eine stetige Funktion f : [a,b] — R, die differentierbar auf (a,b) ist.
Dann gibt es mindestens ein & € (a,b), fir das f(b) — f(a) = f'(§)(b— a) gilt.

Beweis. In diesem Beweis wird der Satz von Rolle auf eine neu definierte Funktion g(z)

f(b) = f(a)

angewandt. Definiere ¢g(z) := f(z) — f(a) — . (x —a).
Die Summe stetiger Funktionen g ist stetig auf [a, b].
Die Ableitung von g(z) liefert ¢'(x) = f'(x) — fbl))f()

a

Daher ist g differentierbar auf (a,b).
Betrachtet man die Funktionswerte von g am Rand des Intervalls, erhélt man g(a) = 0
und ¢(b) = 0.

Nach dem Satz von Rolle existiert daher ein € € (a,b) mit 0 = ¢'(§) = f/(§) — .
Durch Umformung ergibt sich f(b) — f(a) = f'(£)(b—a). O
Es gibt aber auch noch eine Verallgemeinerung dieses Mittelwertsatzes, der deshalb

auch 2. Mittelwertsatz genannt wird. Die Formulierung von diesem Satz und Beweis erfolgt
wiederum nach [9, S. 284 f.] und [16].

Satz 26. Verallgemeinerter Mittelwertsatz
Seien f,g : [a,b] — R differentierbar auf (a,b).
Dann gibt es ein £ € (a,b) mit

fiihrt.

Beweis. Der Beweis 1auft sehr dhnlich zu jenem des einfachen Mittelwertsatzes ab.

Setze dieses Mal h(z) = f(z) — f(a) — m (9(x) — g(a)), h(z) ist stetig.

Es ist h differentierbar auf (a,b), da unter Verwendung der Produktregel

B (z)=f'(x)— m ¢'(z) gilt. Die Funktionswerte h(a), h(b) verschwinden wieder-
um.
Wegen dem Satz von Rolle 3¢ € (a,b) mit 0 = A/(§) = f'(§) — fEZ; :g((Z)) g'(§), woraus
durch Umformung mit ¢'(z) # 0Vz € (a,b) folgt, dass

f(b) = fla) _ [(§)

g(b) —g(a) — g'(¢)

O

Nun wurden die wichtigsten Sétze fiir den Beweis der Regel von de I’Hospital erarbeitet.
Worum handelt es sich bei der Regel von de I’Hospital, die auch als Satz von de I’'Hospital
bekannt ist?
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Nach [9, S. 286] besteht die Problematik darin den Grenzwert lim,_,, wa) zu bestim-
T

men, sobald Zahler als auch Nenner fiir z — a gegen 0 konvergieren. Ein weiterer Fall fiir
Schwierigkeiten ergibt sich, wenn der Nenner gegen unendlich konvergiert.

Auch bei v — 400, x — —00, * — oo oder x — at oder x — b~ ist dies der Fall. Die-
se Varianten sind namlich durch die bisherigen Regeln nicht behandelt worden. Die Regel
von de 'Hospital erlaubt es bei Berticksichtigung der Voraussetzungen (siche den folgenden
Satz) durch Ableitung des Zéahlers und des Nenners den Grenzwert zu bestimmen. Wann
das moglich ist und wie dieser Ansatz begriindet ist, wird durch folgenden Satz und den
zugehorigen Beweis klarer. Beide orientieren sich an [9, S. 286 ff.].

Satz 27. Die Regel von de I’Hospital

Seien f,g: (a,b) = R differentierbar mit a € R. Weitere Voraussetzungen sind g(x) # 0,
['(@)
g'(x)
der Grenzwert entweder eine reelle Zahl, aber auch oo, +00 oder —oco sein kann.
Unterscheide zwei Aussagen:

g (z) # 0V € (a,b) und die Ezxistenz von lim,_,,+ ——. Existenz soll hier meinen, dass

fz)
9()

(1) Falls lim,_,,+ f(z) =lim, ..+ g(x) =0, dann ezxistiert lim,_, .+ und

@) f@)
z—a™t .CU) z—at §' (T

flx

(
(
g(x
lim @ im f'()
z—at g(a:) z—at g( )

(2) Falls lim,_,,+ g(z) = oo, dann existiert lim,_,,+

)
7

Beweis. Der Beweis wird allgemein anfangen und allgemein enden, dazwischen wird aber
passend zur obigen Formulierung der Regel von de "Hospital eine Unterscheidung durch
die Annahmen stattfinden. Die herangezogenen Intervalle sind besonders relevant.

f'(@)
"(x
Wihle eine beliebige Zahl yg > «. Dieses yq existiert auf jeden Fall, da zumindest +oo die

Aussage erfiillt. Sei y, fiir das o < y1 < yo gilt, ebenfalls gegeben.
Bestimme zu y; ein x; € (a,b), so dass

f'(=)
g'(x)
Bezeichne x # u als zwei Punkte in (a, z1).

Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz existiert eine Stelle £ zwischen x und w, fiir
die gilt, dass

Definiere zuerst o := lim,_, ,+ € [—o0, +00).

<y Yz € (a,x1). (01)

Verwende (01) und erhalte
fz) = f(w)
g9(x) —g(u)

Betrachte nun die Annahme (1) aus der Formulierung der Regel von de I’'Hospital.
Aus (02) ergibt sich durch x — a wegen dem Wegfall von f(x) und g(x)

fu)
g(u)

<y < yo V,u € (a,1). (02)

<1 <yo Vu € (a,z1). (03)
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Man wende sich nun der Annahme (2) zu und beachte die Anderung des Intervalls bei
folgendem Schritt:
Bestimme zu einem festen u € (a,z1) ein z3 € (a,u):

fir lim g(x) =400 : g(x) > max{0,g(u)} und

z—at

fir lim g(xz) = —o0: g(x) < min{0, g(u)} Vz € (a,z2).

z—at
In beiden Fillen ist g(:v)(—)g(u) € (a,z2) > 0.
g(x

Multipliziere diesen Ausdruck mit der linken Ungleichung von (02), die wie bereits erwihnt
unabhéngig von der betrachteten Annahme ist. Es ergibt sich

fla) = fw) _ g(a) — g(w)
o) U g

und durch weitere Umformungen

f(z) g(u) | f(u)

n—n——=+=—=Vazec(ax).
9(x) g(x)  g(x)
Fiir z — a konvergiert die rechte Seite dieser Ungleichung gegen g1, weil die beiden Briiche
gegen 0 gehen.
Da y1 < yo existiert ein z3 € (a,z2):

@ < yo Vzx € (a,x3). (04)

g(x)
Wenn nun (03) und (04) vergleichend betrachtet werden, kann festgestellt werden, dass
sowohl mit (1) als auch mit (2) Vyo > a Jzo:

/@) < yo Vz € (a,xp). (05)

9(x)
Wir erinnern uns zuriick an das anfinglich gewdhlte Intervall fiir a. Dabei wurde 400
ausgeschlossen, was sich nun dndern soll.
Sei a daher in (—o0, +00].
Analog zum Anfang dieses Beweises gibt es demnach zu jedem gp < « ein Zg:

Jo < f() Va € (a,Zp). (06)

g()

Komme nun wieder zur Zusammenfiihrung der bisherigen Erkenntnisse.

(05) und (06) ermoglichen fiir endliches oder unendliches « die Fertigstellung des gesamten
Beweises.

Falls a ndmlich unendlich ist, bedeutet das nocheinmal zusammengefasst, dass

/(@) r'(z) )

; = +00 oder lim,_,,+ = = —o0. O.B.d.A. lim,_,,+ ~
x g'(x g'(x)

/
Wegen der Definition 20 heifst das eben, dass

hm:c—>a+

f'x) _ -

> 1Yp.
g (z)

Die Schritte dieses Beweises haben dann unter besonderer Beriicksichtigung des verallge-

()

meinerten Mittelwertsatzes dazu gefiihrt, dass ersichtlich bei (06) auch ) > Yo, Was

g9(z)

fiir go > 0 3z¢ Vz € (a,Zp) :
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unter wiederholter Verwendung von Definition 20 lim,_,,+ /(@)

/ g(x)

f(@) = lim,_,,+ @ = +oo fiir diesen Fall gezeigt.
g(x) g'()
Analog dazu verlief der Beweis fiir lim,_,,+ f/((a:; = -0

g (z
flx) o f'(x)

=lim,_,,+

9() ()
Die Fille fiir o = oo sind somit gezeigt.
Fiir ein endliches « fithrt die Kombination der Abschétzungen mit Hilfe des verallgemei-

nerten Mittelwertsatzes zur Aussage

= +o00 entspricht.

Dadurch war lim,,_,,+

bewiesen.

Durch (05) wurde auch hier lim,_,,+

Ve >03Tp: a—e < @) < a+eVr € (a, ).
9(x)
/
Damit gilt auch fiir a endlich lim,_,,+ @ = lim,_,,+ f/(:B) = o und die Regel von de
9(z) g'(z)
I’Hospital ist bewiesen. O

Der Beweis der Regel von de I’Hospital ermoglicht es nun relativ einfach Folgerungen
fiir die Grenzwerte der Form lim, _,,—, limy_,4,, lim, 4o, limgy s oo und lim,_,o zu tref-
fen. Um den vorher bewiesenen Satz aber gut einsetzen zu konnen, braucht es noch eine
Proposition, die sich mit der Umformung eines Grenzwertes der Form lim,_,;—, lim, 4
oder lim,_,_ o auf lim,_,,+ beschiftigt. Die folgenden Propositionen und auch das Beispiel
stammen aus [16].

Proposition 14.

(1) limy_p— f(z) = limg_o+ f(b— ).
(2) limg o0 f(2) = lim, o+ f(%)
(8) limy—y o f(x) = limy 400 f(—x).

Beweis. Fiithre nur den Beweis von (2) durch.
Sei o :=limy 5100 f(x) € R. Sei € > 0. Der Grenzwertdefinition nach

Ir>0vVe >r:|f(x)—a| <e.

1 1 1 1
Setze § := — > 0 und sei z € (0,6). Dann ist — > 5= und somit ‘f(—) - a‘ <e.
r x x

1
Betrachte den Fall lim,_,q+ f(;) = +00.
1
Sei auferdem s > 0 € R, dann 36 > 0 Vz € (0,9) : f<—> > s.
T
1
Setze r = 5 Sei x > 7.

xT T
T

1 1 1 1
Forme um und erhalte — < = = §, was bedeutet, dass — € (0,6) und f(l) > s.
m =
N . 1 .
Damit ist limg_, 1o f(2) = lim,_,o+ f(—) gezeigt. O
x
Die genannten anderen Grenzwerte, die ableitbar aus der Regel von de I’'Hospital sind,

sollen in den folgenden Propositionen noch erwdhnt werden, da erst dadurch der rechneri-
sche Umgang mit all diesen Grenzwerten zweifelsfrei geklart ist.
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Proposition 15.

(i) f,g : (a,b) = R diﬁerentierbar auf (a,b), b € R, g(x) # 0, ¢'(x) # 0 Vx € (a,b).
f(=)

Auflerdem existiert lim,_,,— T

(1) Falls lim,_,,— f(z) = lim,_,- g(x) =0, dann ist lim,_,;- % = lim,_,;- %.
(2) Falls lim,_,;— g(x) = oo, dann ist lim,_,;- ﬁ = lim,_,;- }gc,lég

(i1) Seien f,g : (a,+00) = R, g(z) # 0, ¢(x) # 0 Vo € (a,+00). Auferdem existiert
f'(x)
g'(@)

limg 4 o0

(1) Falls limg o0 f(z) = limg— 100 g(x) =0, dann ist limg_, 4 oo g((w) = limg 100 ,Ei).

(2) Falls lim, 10 g(z) = 00, dann ist limg_, 4 oo g(x) = limg 4 oo ch/gg

v
—
—

(i1i) Seien f,
f'(=

lim,_,_
Tr—r—00 g/(

g : (—00,b) = R, g(z) #0, ¢'(x) # 0 Vz € (—o0,b). Auferdem existiert
)

\_/

(1) Falls lim,—,_ o f(z) = lim,—, o g(z) = 0, dann ist lim,_, (( ; lim, o f’(acgl
f

(2) Falls limg_,_ o g(x) = 00, dann ist limy__ f

() f,g: (a,b)\{zo} — R differentierbar, x¢ € (a,b), g(z) # 0, ¢'(x) # 0 Vx € (a,b)\{z0}.
Auflerdem existiert limg_,,, %.

(1) Falls limg_,z, f(x) = limg_yz, g(x) = 0, dann ist limg_,4, ch% = limy 4, ;;Eg
flz) _ f'(x)

(2) Falls limg_,5, g(x) = 0o, dann ist limg_, 4, o) = limg_yz,

(v) Seien f,g : R — R differentierbar, g(x) # 0, ¢'(x) # 0 Vx € R. Auferdem existiert
limg oo %.

f(z)

(1) Falls limg o0 f(2) = limyz—00 g(x) = 0, dann ist lim,_, = limy_ oo

(
F@) /()
g(z) = Ma—o0 g7(f-

(2) Falls lim, o0 g(x) = 00, dann ist limg_ o

Beweis. Die Beweise fiir (i), (ii) und (iii) ergeben sich leicht durch Riickfithrung auf Pro-
position 14.

Fiir den Beweis von (iv) wird lim, ., durch lim oy €Tsetzt und dann wird das bewiesene
(i) verwendet.

Der Beweis (v) baut auf (ii) auf und benutzt lim,_, . statt limg,_oo.

Das ist deshalb mdglich, weil fiir die Existenz von lim,_,;, und lim, ,,, der jeweilige
linksseitige und der zugehorige rechtsseitige Grenzwert iibereinstimmen miissen und der

Grenzwert dann eben diesen beiden entspricht. O
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-1
log(1+z)
In Gedanken wird fiir x = 0 gesetzt, wodurch ,,%“ enstehen wiirde. Das erinnert bereits an
die Regel von de I'Hospital. Wende also die Regel von de I’Hospital und die Kettenregel

an.

Beispiel 5. Regel von de I’Hospital Bestimme lim,_,

7 —1 0 7% log 7
im ———— =, —“ = lim 10g = lim(x +1)7" log7 = log 7.
z—0 log(1 + x) 0 20 = 1 z—0

Natiirlich wiirden noch deutlich mehr wichtige Sétze zur Differentierbarkeit existie-
ren. Ziel ist es aber nicht diese thematischen Schwerpunkte der Analysis innerhalb dieser
Diplomarbeit vollstdndig auszuschépfen, sondern die Bereiche vorzustellen, in denen die
Unendlichkeit entweder versteckt im Hintergrund besteht oder aktiv im Vordergrund zur
Berechnung verwendet wird.

Werden die Grenzen der eindimensionalen Analysis hin zur mehrdimensionalen reellen
Analysis tiberschritten, &ndern sich bisher bekannte Definitionen, Propositionen und Sét-
ze. Nach [18] liegen metrische Raume dann allen Ausfithrungen zu Grunde. Konnte die
Stetigkeit im Eindimensionalen noch anhand von Geraden untersucht werden, sind es im
Mehrdimensionalen schon Kurven. Auch die Differentierbarkeit muss im Mehrdimensio-
nalen anders behandelt werden. Wurde beispielsweise im Eindimensionalen die Differen-
tierbarkeit auf einem offenen Intervall betrachtet, sieht man sich im Mehrdimensionalen
die Differentierbarkeit auf offenen Mengen an. Mit der Erhdhung der Dimension werden
partielle Ableitungen und Richtungsableitungen relevant. Es stellen sich Fragen zur Ver-
tauschbarkeit von partiellen Ableitungen und Matrizen gewinnen an Bedeutung.
Vergleiche beispielsweise die Definition 30 zur Differentierbarkeit im Findimensionalen mit
folgender im Mehrdimensionalen aus [18]:

Definition 36. Sei U C R® offen, xg € U, f : U — R” eine Funktion.

Dann heifit f differentierbar in z, falls es eine lineare Abbildung df,,) : R® — R" gibt,
|f(z) = f(x0) — df(z)(x — T0)]
|z — x|
Man nennt df,, die erste Ableitung von f an der Stelle x(.

=0.

sodass limg_,z,

Falls f im Mehrdimensionalen in zq differentierbar ist, entspricht die Ableitung einer
Matrix mit Eintrdgen, die sich aus der Auswertung der jeweiligen partiellen Ableitungen
an xg ergeben.

Natiirlich werden die Zusammenhinge durch Dimensionserhéhung komplexer, wodurch
Erweiterungen und Prézisierungen der Erkenntnisse aus der eindimensionalen Analysis
notwendig sind. Sitze wie der Satz iiber die inverse Funktion haben im Mehrdimensiona-
len einen groferen Stellenwert als im Eindimensionalen. Warum wird das an dieser Stelle
erwihnt? Die Gedanken des unendlich Kleinen und unendlich Grofen bleiben selbstver-
stdndlich auch im Mehrdimensionalen erhalten, wenn auch in verdndertem Kontext oder
unter anderen Voraussetzungen. An manchen Stellen kommt sogar das Konstrukt des Un-
endlichdimensionalen ins Gespréich. [10, Reich der Dimensionen| beschéftigt sich mit der
Problematik sich eine héhere Dimensionenanzahl als bekannt vorzustellen. Menschen ken-
nen nur eine Welt, die auf drei Dimensionen aufbaut. Wird nun gedanklich die Dimensions-
anzahl erhoht, entstehen Probleme in der Vorstellung. Wie soll ein 4-dimensionaler Raum
aussehen? Spinnt man diese Fragestellung weiter kann auch die Existenz eines moglicher-
weise unendlichdimensionalen Raumes interessant werden. Fakt ist, dass kein Mensch sich
einen Raum mit derart vielen Dimensionen vorstellen kann und auch nicht bewiesen ist,
ob es mehr als 3 Dimensionen gibt. Es ist aber dennoch mdglich damit zu rechnen! Durch
dieses Beispiel wird wieder die Abstraktheit des Unendlichkeitsbegriffes deutlich.
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Bevor jedoch zu weit philosophiert wird, soll wieder der Blick auf etwas mathematisch
Bekanntes gerichtet werden, was eng mit der zuvor thematisierten Differentierbarkeit zu-
sammenhingt: die Integrierbarkeit.

9.3.2 Integrierbarkeit

Die Differentierbarkeit ist untrennbar mit der Integrierbarkeit verbunden.

[11, S. 6] beschreibt den Zusammenhang wie folgt:

,Durch den Prozess des Differentierens wird einer reellen Funktion f eine Funktion f’ zu-
geordnet; durch das Bilden der Stammfunktion wird dieser Prozess riickgéngig gemacht.”
Interessant ist hierbei, dass die Stammfunktion als Umkehrung genannt wird und nicht die
Integration als allgemeiner Begriff. Begriindet werden kann dies dadurch, dass es zwei po-
puldrere Varianten gibt zu integrieren. Einerseits die unbestimmte Integration, die mit der
Bildung von Stammfunktionen {ibereinstimmt, und andererseits die bestimmte Integration,
die auf den Begriff des Riemann-Integrals aufbaut. In diesem Kapitel werden beide Inte-
gralarten vorgestellt. Dabei wird Wert auf deren Eigenschaften und Rechenregeln gelegt.
Die wichtigsten Satze der Differential- und Integralrechnung werden ebenfalls behandelt.
Besonders wichtig wird es aber sein den Aspekt der Anndherung hervorzuheben, da genau
dieser den bedeutenden Briickenschlag zur Unendlichkeit darstellt.

Es gibt verschiedene Mdglichkeiten sich dem Integral zu nihern. Manche AutorInnen wie
[9] oder [11] setzen bei den Stammfunktionen an, [17] beginnt beim Riemann-Integral.
Beide Ansitze haben zweifelsfrei ihre Berechtigung. Der Beginn beim Riemann-Integral
hat den Vorteil, dass das Grundkonzept dann bereits bekannt ist und die Stammfunktion
danach ohne viel Aufwand mitgeliefert wird. Am Anfang den Begriff der Stammfunktion
zu thematisieren, unterstiitzt hingegen den nahtlosen Ubergang zum neuen Thema. Dabei
kann direkt bei der bereits bekannten Ableitung angesetzt werden. Als angehende Leh-
rerin ist mir der didaktische Hintergrund besonders wichtig. Deshalb werde ich mit dem
unbestimmten Integral beginnen. Die wichtigeren Zusammenhénge mit der Unendlichkeit
werden aber erst beim Riemann-Integral klar werden. Die erste Definition stammt von |11,
S. 1].

Definition 37. Sei f eine reelle Funktion. Eine Funktion F' heift unbestimmtes Integral
oder Stammfunktion von f, wenn F’ = f. Man schreibt auch F(z) = [ f = [ f(z)dz

Bemerkung 12. An dieser Stelle ist es wichtig anzumerken, dass es nicht die eine Stamm-
funktion zu finden gibt. Wurde bereits eine Stammfunktion gefunden, unterscheidet sich
eine andere Stammfunkton von ihr um blof eine Konstante und Konstanten gibt es be-
kanntlich unendlich viele. Ist der Definitionsbereich von f ein Intervall, so unterscheiden
sich zwei Stammfunktionen von f um eine Konstante ([11, S. 1]).

Auf welche Art und Weise kénnen Stammfunktionen gebildet werden? Welche Mafsnah-
men sind anwendbar? Diese Fragestellungen werden im néchsten Schritt nach [9, S. 439]
und [17] beantwortet. Sie ergeben sich leicht durch Ableitung der rechten Gleichungsseite.

Integrationsregeln

Proposition 16. Seien f, g reelle, auf einem Intervall definierte und stetig differentierbare
Funktionen und ¢ € R.

(1) Summenregel:
Ist I eine Stammfunktion von f und G eine Stammfunktion von g. Dann ist F + G
auch eine Stammfunktion von f + g: Es gilt

/(f+g)—/f+/g-
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(2) Regel vom konstanten Faktor:
Ist F' eine Stammfunktion von f, so ist ¢- F' eine Stammfunktion von c- f. Es gilt:

Jen=c [t

/f(a'x+ﬁ)dm:;/f(x)dx.

(8) lineare Substitution:

(4) Produktregel oder partielle Integration.:
[z =fg- [ gdn
(5) Kettenregel oder Substitution:

/ (fog)dde=Foge / f(9(@)) ¢/ (2) dz = F(g()).

Fiir diese Regel ist es relevant, dass die Definitionsbereiche von f und g wie bei
Proposition 12,(4) zusammenpassen.

Eine weitere Integrationsmethode ist die Partialbruchzerlegung. Sie wird bei der In-
tegration von rationalen Funktionen angewandt. Dabei wird die rationale Funktion, hier
216

f(x) =

spielsweise fiir Polynome p; mit i € {1,2,3,4} wie folgt aus: f(z) = p3(x) +

genannt, in eine Summe von Partialbriichen zerlegt. Das sieht dann bei-

pa()

pa(z)

Der Grad, also der hochste Exponent des Polynoms ist fiir p4 kleiner als jener von ps.
Es kann fiir f(z) eine Stammfunktion gefunden werden, wenn Stammfunktionen der Par-
tialbriiche gebildet werden kdnnen.

elementare Stammfunktionen nach [9, S. 436 f.] und [17]

Proposition 17.
(1) [cdz =czVz €R, c € R konstant.

xa—&-l
2 “dx = :
(2) [t du a+1
Die Intervalle unterscheiden sich nach dem Wert von o. Fiir a € N: (—o0,+00),
fiir o € R\{—1} : (0,400) und fir o« € Z < —1: (—00,0), (0, +00).

(3) [e*dx=e"Vo eR.

1
(4) f;d$=10g|x|Va:>OE]R.

(5) [coszdx =sinz Vo € R.
(6) [sinzdx = —cosz Vx € R.

dx = arctanz Vo € R.

1
KRN

1
&I ==

Die Beweise dafiir erfolgen ebenfalls durch Differenzierung.

x = arcsinz Vo € (—1,1).
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Das Riemann Integral Bisher haben wir uns nur mit der ganz allgemeinen Stamm-
funktion beschéftigt, jedoch noch keine konkreten Intervalle betrachtet. Gehe nun iiber zu
tendentiell schwierigeren Begrifflichkeiten und Zusammenhéngen - dem Riemann-Integral
und den zugehdrigen Sitzen, Beweisen und Deutungen.

Der Aufbau dieses Abschnittes orientiert sich an [16], wihrend die jeweiligen Sétze und
Beweise wiederum aus [9], [17] und an einzelnen Stellen aus [11]| stammen.

Fiir den Begriff des Riemann-Integrals werden einige bisher unbekannte Begriffe wie Zer-
legung, Ober-und Untersumme und Riemann-Summe benotigt, die daher zuerst nach [17]
definiert werden miissen. Ziel davon ist es ein Intervall immer feiner zu unterteilen.

Definition 38. Partition

Sei [a, b] ein abgeschlossenes Intervall.

Dann nennt man P = {xg, 1,22, ...,2,} eine Partition oder Zerlegung von [a,b], wobei
ro=a<x <x2 < - <xp=>b gelten muss.

Die Menge aller Partitionen wird als P bezeichnet.

P, wird eine Verfeinerung von P; genannt, wenn P;, P» € P und P; C P,. Verfeinerung
bedeutet hierbei, dass die Menge P, mehr Elemente enthélt als P; und das Intervall durch
P in mehrere Teilintervalle zerlegt werden kann.

Falls P € P mit P = {xg, x1, T2, ..., 2, }, dann nennt man P = {&, &», ..., &} Zwischen-
werte fiir P, falls Vj € {1,2,3,...,n} : &; € [xj_1,2;].

Definition 39. Riemann-Summe

Sei f : [a,b] — R eine Funktion, P = {xg, z1, z2, ..., x, } eine Partition und

P = {&, &y, ...,@n} seien Zwischenwerte zu P.

Dann wird S(f, P, P) = > i1 [(#)(z; — zj-1) die Riemann-Summe von f beziiglich P
und P genannt.

In Worten bedeutet das also, dass die Riemann-Summe das Produkt der Funktionswerte
an Stelle der Zwischenwerte und der Intervallsabstéinde, in denen die Zwischenwerte liegen,
ist. Oft wird in der Definition auch A z; statt x; — x;_1 verwendet.

Die Abbildung 20 zeigt wie die Vorstellung der Riemann-Summe aussehen kdénnte.
Dabei bezeichnet {x1, 9, ...,2,} wieder eine Partition P und {&1,...,&,} die zugehdrigen
Zwischenwerte. Die jeweiligen Rechtecke stellen die einzelnen Summanden der Riemann-
Summe dar, also in diesem Fall das Produkt f(&;)(xr — 2k—1)-

f(&k) steht beispielsweise fiir die Hohe eines Rechteckes an der Stelle £, wiahrend der Ab-
stand zwischen xp_1 und zy alias (zy — xx_1) die Breite des Rechtecks ist.

Abbildung 20: Die Riemann-Summe, nach [26, Abb. 8.1.]
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Definition 40. Ober- und Untersumme
Sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion und sei P = {zg,x1, ..., } eine Partition.
(1) Man nennt S(f,P) = di=1( sup  f(2)) (zj,2j-1) Obersumme von f beziiglich P.
TE€lwj_1,7;]
M;
(2) Man nennt S(f, P)=3_7_( [inf ]f(x))(xj,xj_l) Untersumme von f beziiglich P.
TE[Tj—1,T5

mj

Gut vorstellbar ist anhand der Abbildung 20 auch wie die Ober- und die Untersumme
aussehen wiirden. Die jeweiligen Summanden der Unter-Summe wiirden sich wie folgt er-
geben: Man betrachte wieder das Rechteck um den Zwischenwert &. Fiir die Untersumme
wird f(&x) jedoch durch f(zp_1) ersetzt, (xx — xp_1) bleibt als 2.Faktor bestehen. Der
einzelne Summand der Obersumme wird mit den Faktoren f(xx) und (xp —xx_1) gebildet.
Die Summanden der Untersumme sind damit kleiner als jene der Riemann-Summe und
diese sind wiederum kleiner als die Summanden der Obersumme.

Damit sind alle Vorbereitungen fiir die Definition der Riemann-Integrierbarkeit getroffen.

Definition 41. Riemann-Integrierbarkeit
Eine Funktion f : [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar, wenn

Ja € RVe > 03P, € PYPy, € P P, D P, und VP als Zwischenwerte fiir P, :

o = S(f, P, P)| < e.

Man nennt dann o = fff(m) dz := limp o0 5 f(Z5) (zj,2j-1) das Riemann-Integral
auf [a,b]. Das Riemann-Integral ist somit der Grenzwert der Riemann-Summe.
Es kann auch durch die zwei folgenden Varianten definiert werden:

Ja Ve > 030 > 0 VP € P mit Maschenweite  sup |z; —zj_1| <6 :
je{1,2,...,n}

V Zwischenwerte P von P : |a — S(f, P, P)| < e.

oder

b
/ f(x)dx = sup S(f, P) , falls inf S(f, P) = sup S(f, P).
a pPepP — pPepP Pep
Die 3.Definition des Riemann-Integrals erlaubt es im Vergleich zur ersten Definition auf o
und eine der beiden Partitionen zu verzichten.

Diese Stelle ist wahrscheinlich am wichtigsten fiir das Grundversténdnis des bestimmten

Integrals. Der Ubergang von der Riemann-Summe zum Riemann-Integral erfolgt, indem
immer mehr Unterteilungen vorgenommen werden. Dadurch werden die Absténde zwi-
schen zwel Elementen einer Partition natiirlich immer kleiner. Das fithrt dazu, dass die
Rechtecksflichen schrumpfen, die Rechtecke sich dafiir aber fiir wachsendes n besser an
den betrachteten Funktionsgraphen anschmiegen.
Die folgende Abbildung nach |26, 299| zeigt zwei Momentaufnahmen dieses Prozesses be-
sonders gut. In Abbildung 21 werden die Werte des Integrals fol (22 4 1) d auf der linken
Seite fiir 50 Unterteilungen und auf der rechten Seite fiir 100 Unterteilungen dargestellt.
Wenn n nun gegen unendlich geht, werden die Abstdnde auf der z—Achse unendlich klein.
Die diskrete Riemann-Summe wird durch das kontinuierliche Riemann-Integral abgelost.
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Abbildung 21: Der Weg zum Riemann Integral: die Erhohung der Unterteilungsanzahl,
nach [26, S. 299]

Es wird eine der ersten Anwendungsmoglichkeiten des Integrals erkennbar. Nach |26,
S. 329 ff.] dient das Integral bereits durch seine Definition der Berechnung von Fléchenin-
halten. Dabei erfolgt die Begrenzung des Flichenstiicks durch die Grenzen des Integrals,
anders formuliert durch * = a und x = b, sowie durch die z—Achse und die gegebe-
ne Funktion. Neben der Flichenberechnung sind weitere Anwendungen des Integrals die
Volumsberechnung ausgehend von einer bekannten Querschnittsflache- insbesondere aber
auch von Rotationskérpern, sowie die Berechnung von Bogenldngen oder von Mantelfla-
cheninhalten eines Drehkorpers.
Diese Berechnungen bauen allesamt auf den Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung auf, der im Laufe dieses Kapitels detailliert behandelt wird.

elementare Eigenschaften Nachdem nun das Grundkonzept des Integrals bekannt ist,
konnen wichtige Propositionen zu Eigenschaften des Riemann-Integrals oder wichtigen Im-
plikationen aufgestellt werden. Nicht alle Propositionen werden im Zusammenhang mit dem
Integral erwdhnt und auch bewiesen. Die wichtigsten Neuerungen im Vergleich zum bereits
vorgestellten unbestimmten Integral werden in den Fokus geriickt.

Dabei werden beispielsweise Monotonie, Beschranktheit, Zerlegung des Integrals oder gleich-
méfkige Konvergenz beriicksichtigt. Ich verwende dafiir [17] und [9, 79 Das Riemann’sche
Integral|.

Proposition 18. Monotonie
Seien f, g : [a,b] — R Riemann-integrierbar, wobei f(x) < g(x)Vz € [a,b).
Dann gilt: f; f(z)dz < ffg(:z:) dz.

Beweis. Zur Erleichterung des Beweises setze o = f: f(x)dz und g = ffg(:z:) dz.
Verwende die Definition des Riemann-Integrals:

Sei e > 03P, YQ D P, VQ (Zwischenwerte von Q): |a — S(f,Q,Q)| < g
Das bedeutet o — g < S(f,Q,Q).

Analog dazu entspricht das zweite Integral der Definition nach:
3P, VQ D P, VQ (Zwischenwerte von Q): |6 —S(g,Q, Q)] < g

Das bedeutet S(g,Q,Q) < 3+ g
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Verbinde nun beide Aussagen zu einer. Sei Q D P; U P, und YQ (Zwischenwerte von Q):
~ €
a—5 <S(HQ.Q) = Zf —:cj1<ngJ —2;1) =5(9.Q.Q) <A+ 3.

Daher a < 4+ ¢ und a < 3, weil f < g vorausgesetzt war. O

Die Linearitat des Riemann- Integrals ist wie die Linearitat der Stammfunktion (siehe
Proposition 16) gegeben, wobei hierbei natiirlich die Grenzen des Integrationsintervalls
vermerkt sind.

Proposition 19. Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, dann ist f beschrinkt.

Beweis. Setze o = f; f(z)dz. Wegen der Definition der Riemann-Integrierbarkeit

3P € PVYQ D PV Zwischenwerte Q zu Q : |o — S(f,Q,Q)| < 1.

1 ist dabei frei gewdhlt. Forme um.

Dreiecksungleichung

1> [5(f.Q.Q) — > 1S(f,Q. Q)| — la] , also [S(£,Q,Q)| < |a| + 1.

Fir P = {xo, 1,72, ..., n} und P = {&1, &y, ...,%n} Zwischenwerte fiir P gilt also explizit
S(£,P,P)| < || +1.

Beginne jetzt einen indirekten Beweis.

Angenommen f wire unbeschriankt. Daher 3z € [a, b] mit

2
F@)] > flal+1) +  max {fE)]) mitd = min e -]

Ersetze nun gedanklich Z; durch z. 3j mit # € [z;_1,2;]. Dadurch veréndern sich die
Zwischenwerte von P und werden neu bezeichnet als P := {Z1,...,Zj_1, 2, Tj11, ..., Tn}.

Von zuvor weil man, dass damit |S(f, P, P)| < |a| + 1.
In den nédchsten Schritten wird nicht viel mehr gemacht als derselbe Ausdruck addiert und
subtrahiert, die Dreiecksungleichung angewandt, herausgehoben oder abgeschétzt.

lal +1> |S(f, P, P)| = |S(f,P,P) = S(f, P, P) = (=S(f, P, P))| >
> [S(f,P,P) — S(f,P,P)| - |S(f, P, P)| =
= |f(@)(xj — @j-1) = f(#)(x; — xj-)| = |S(f, P, P)| >
|S(f.P.P)|<|a|+1
>|f(@) = f(Z))||2j —zja] = (laf +1) =
> (If @) = 1f@)]) lzj — xja| = (Jof +1) =
> 520(104 +1)- 60— (Ja| +1) = o] + 1.
Das ist ein Widerspruch und f muss daher beschrénkt sein. O

Im vorigen Beweis wurde zu wiederholtem Male die allgemeine Dreiecksungleichung ver-
wendet. Im Laufe dieses Abschnittes wird aber auch die Dreiecksungleichung fiir Integrale
von Bedeutung sein. Diese besagt nach [9, S. 475]:

Lemma 3. Dreiecksungleichung fiir Integrale
Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann ist | f| Riemann-integrierbar und es gilt:

[rwad < [rwiar
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Beweis. Zeige zuerst, dass | f| Riemann-integrierbar ist.

Definiere a = ff f und nutze die Definition des Riemann-Integrals: Sei ¢ > 0.
3P = {xg, 21, ...,wn} € P mit S(f,P) — S(f,P) <e.Sei j € {1,2,....n}, x,y € [zj_1, ;]
Unter Anwendung der allgemeinen Dreiecksungleichung gilt:

[f@) = [f )] < |f(2) = f)] < Mj —my,

also auch
sup  |f(z)| — inf |f(y)| < M; —m;

IE[CCJ‘,LCE]‘] ye[xj*hxj}
und letztendlich

n

S(fLP)=S(fLP) =Y ( suwp  |f(@)] = inf |f(y)]) (2 —zjo1) =

j=1 €1, yElzj—1,24]

:Z(Mj_mj) (ZL‘j—‘ijl) < ?(f,P) —ﬁ(f,P) <&
=1

Das bedeutet, dass |f| Riemann-integrierbar ist.
Da —f, f < |f| ist nach Proposition 18 auch —f;f(x) dw,fabfdx < fab |f| dz und unter
Betragsbildung | [” () dz| < [°|f(z)| da. O

Verwende weiterhin [17].

Proposition 20. Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und g : [a,b] — R unterscheidet
sich von f nur an endlich vielen Stellen.
Dann 1st auch g Riemann-integrierbar und es gilt:

/abg(:v) dz = /abf(x) dz.

Beweis. Die Intervalle werden um die Punkte, wo g(z) # f(x) ist beliebig klein angesetzt.
Damit sind auch die Unterschiede innerhalb der Riemann-Summe sehr klein und unter
Verwendung des Grenzwertes inexistent. O

Proposition 21. Sei f : [a,b] = R, ¢ € (a,b). Falls f integrierbar auf [a, c|, sowie auf[c, b]
ist, dann ist f Riemann-integrierbar auf [a,b]. Es gilt: f; f(@)de = [T f(x)da —1—fcb f(x)dz.

Beweis. Im Beweis wird mit der Definition der Riemann-Integrierbarkeit von f auf die
beiden Intervalle begonnen und dann wird auf die Vereinigung der beiden Intervalle und
der jeweiligen Partitionen hingearbeitet.

Setze zuniichst o = [ f(z)dz und 8 = fcb f(z)dz. Es soll durch diesen Beweis gezeigt

werden, dass f; f(x)dz =a+ 3.
Sei € > 0. Der Definition nach

P, € P[M] V(@ O P,V Zwischenwerte Q o — S[M](f, Q, Q)\ < g und

3P, € Py ¥Q D Py Zwischenwerte Q : |8 — Sy (f, Q, Q)| < %

Wie bereits erwdhnt, sieht man sich nun die Vereinigung der Partitionen bezeichnet als
P=PUP€ P[a,b] an.

Sei Q = {Z0, T1, .., T, -, Tn} € P, Q 2 P, Q Zwischenwerte zu Q.

Dariiber hinaus sei Q1 = {xo, ..., 7k} € Pla,q, Q1 := (%1, ..., Tt) Zwischenwerte zu (1 und
Q2 = {Zk, ..;Tn} € Py Q2 = (Zjq1, ..., Fn) Zwischenwerte zu Q.
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Unter Beriicksichtigung dieser Voraussetzungen gilt:

a+B=S(£.QQ)|=|a+ 8- f(@) (e —z;1)| =
j=1

k n
=Jat 8- (S —m) + D 1@ )| =
j=1 j=k+1
Dreiecksungl.

- ‘a—i—ﬁ— S[a,c](fa@l,@l)"‘S[qb](faQ%QQ))‘ <

S |Oé - S[a,c}(f; Qh@l)‘ + ’/8 - S[C7b}(f7 QZ,QQ)‘ < % + g

Also f: f(z)dz = a+ B und f ist integrierbar auf [a, b]. O]

=¢&.

Es gibt auch zwei relevante Aussagen zum Zusammenhang zwischen Riemann-Integrier-
barkeit und Stetigkeit, wobei ihre Beweise an dieser Stelle zugunsten anderer wichtiger
Zusammenhénge ausgelassen werden. Fiir interessierte LeserInnen konnen sie in [9, S. 461]
und [17] nachverfolgt werden.

Proposition 22. Sei f : [a,b] — R stetig, dann ist f Riemann-integrierbar. Die Umkeh-
rung gilt nicht!

Proposition 23. Sei (fn)nen eine Folge von Riemann-integrierbaren Funktionen f, :
[a,b] — R mit f : [a,b] — R. Konvergiert (fn)nen gleichmdfig gegen f, dann ist f
Riemann-integrierbar und ff f(x)de = limy, 00 ff fn(x)dz.

Bemerkung 13. Bei punktweiser Konvergenz sind Grenzwert und Integral hingegen nicht
vertauschbar.

Proposition 24. Sei f : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion, wobei xy € [a, b).
Dann ist x — f;i) f(t)dt stetig, sogar Lipschitz-stetig und dadurch auch gleichmdfig stetig.

Bisher wurden nur Riemann-Integrale behandelt, fiir deren Grenzen a, b gilt, dass a < b.
Nun soll auch der Umgang mit den anderen Féllen a = b und a > b thematisiert werden.
Dafiir und auch fiir die Definition und den Beweis des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung wird [17] herangezogen.

Definition 42. Sei f : [an, by — R mit a,b € [a,, b,] Riemann-integrierbar.

(1) Fiir a < b gelte die bekannte Definition f; f(@) dz = limy 0 D5y f(E5) (25, 75-1).
(2) Fira=bist [ f=0.
(3) Fiira > bgilt [V f=—[*F.

Einer der wichtigsten Sétze der Differential- und Integralrechnung wird Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung genannt und muss auf Grund seines Stellenwertes auch
in diese Diplomarbeit zwingend integriert werden. Dieser Satz ist nach [9, S. 451 {.] gerade
deshalb derart bedeutend, weil dadurch der aufwendige Riemannsche Grenzprozess zur
Berechnung eines gesuchten Integrals durch eine einfachere Rechenmethode ersetzen kann.
Grundlegend dafiir ist die Funktion f eine Stammfunktion auf dem betrachteten Intervall
[a, b] besitzen muss und diese auch berechenbar ist. Wie die Berechnung funktioniert wird
durch folgenden Satz klar.
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Satz 28. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Sei f:[a,b] — R stetig. Dann gelten:

(1) f ist Riemann—mtegrierbar

(2) Fiir x € [a,b] definiere Fo(z) = [ f(t)
Dann ist Fy : [a,b] — R stetig, dzjj‘erentzerbar auf (a,b) und Vz € (a,b) gilt: Fj(x) = f(x).

(3) Falls F : [a,b] — R stetig und differentierbar auf (a,b) ist, sowie Vx € (a,b) gilt:
F'(xz) = f(z). Dann ist die Gleichung fab f(z)dz = F(b) — F(a) erfillt.

Beweis. Der Beweis wird in die drei Teile (1), (2) und (3) zerlegt, die der Reihe nach
bewiesen werden und an manchen Stellen sogar aufeinander aufbauen.
(1) Nach Satz 17, dem Satz von Minimum und Maximum, ist f beschrénkt. Sei ¢ > 0.
Weil f stetig auf [a, b] ist, ist f wegen Satz 18 auch gleichméRig stetig.
Daher 36 > 0, sodass Vz,y € [a,b] mit |y — x| <d: |f(y) — f(z)| <

2(b —

Treffe nun die Vorbereitungen fiir die Bildung von Ober- und Unters(umme, die fiir den
Beweis der Riemann-Integrierbarkeit notwendig sind.

Wihle 2 =a <21 < ... <z, =bso, dass x; —x;_1 < Vj e {1,2,....,n}.

Wihle die Partition P = {xq,z1,...,2,} € P.

Sei j wie zuvor. Setze Mj = SUP,e(y, »,_,) f(2) und mj = infoepp, o4y f(2).

Seien zusétzlich z,y € [z, z;_1].

Damit ist der Abstand |y — z| < (z; — xj-1) <.

Deshalb ist f(y) = /() <1/ (6) = J(@)] < 57—
fly) < f(m)+ﬁ Vy € [zj—1, 2], also gilt auch fiir das Supremum sup, ¢y, o, ) f(2):

M; = SUDy ez 2, 1] fly) < flx) +
€
M. B —
7 2(b—a)
€

und nach Umformung

#, was wiederum durch Umformung zu
2(b—a)
< f(x) Vo € [zj_1, x;] filhrt und fiir infoepy; o) f(2) gilt:
€

M. — < .

77 90— a) " =90 —a)
Da f beschriankt ist, kann mit der Definition 40 gearbeitet werden. Durch Summation
werden die Unter- und die Obersumme gebildet:

< infoepy; 2,y f(®) =m; . Also ist M; —

S(f,P)—S(f,P) =Y M (x; — xj_1) Z — @) =

n

= Z —xj1) < (Myj—my)Y (wj—wj) <
=1

€ i €
= 2<b—a) jzz:l(mj x]—l) Q(b—a) (b a) 9 <eg
f ist deshalb Riemann-integrierbar und Teil (1) des Beweises ist abgeschlossen.

(2) Fp ist stetig, da f nach Proposition 24 Riemann-integrierbar ist.

Sei x € (a,b). Verwende die Stetigkeitsdefinition.
Sei e > 0,30 >0Vy € [a,b] mit |y —xo| <d: |f(y) — f(z)] < g
Sei nun y € [a,b] so, dass 0 < |y — z| < 0.
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Yrde [0 -]
y—x y—x Yy—x
Dat—f@)—a)| |2 s [ f@)ar]
Yy—x Yy—x
_ fmy(f(t) — f(x)) dt Dreiecksung<l.f.lnteg’rale ‘ fé/ |f(t) — f(m)|dt|
y—a - ly — = B

€
ily_x|_§<€
T oly—x 2 7

v f
Das bedeutet lim,_,, ~*———— s f = f().
Y-

Es wird gezeigt, dass F{(z) dlﬂerentlerbar ist und mit f(z) ibereinstimmt:

M — lim M Proposgion 21 lim ff f(t) dt

Fi(z) = li = :
o) = lim —="— P — lim = = @)
Beginne nun mit (3).
Aus (2) ist bereits bekannt, dass Fy(z) := [ f(t) dt stetig und differentierbar auf (a, b)

ist, da Fj = f.

Es ist ebenso F stetig und F' = f auf (a,b).

Schaffe die neue Funktion G aus F' und Fy. G(z) = F(x) — Fy(x), wobei G stetig ist und
auf (a,b) gilt wegen der Summenregel: G'(z) = F'(x) — Fj(z) = f — f = 0.

Durch den Mittelwertsatz (Satz 25) ist G = ¢ mit ¢ € R, wobei F(z) = Fy(z)+c Vx € [a, b].

F(b) — F(a) = Fo(b) + ¢ — (Fo(a) + ¢) = Fo(b) — Fo(a) =

/f o= [ fa d:r—/f

Damit ist auch die dritte und letzte Komponente des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung bewiesen. O

Bereits der Begriff des Riemann-Integrals, benannt nach dem deutschen Mathemati-

ker Bernhard Riemann, wire ohne die Vorstellung des Unendlichen nicht moglich. Hierbei
spielt das unendlich Kleine im Sinne der immer Kkleiner werdenden Rechtecke der Riemann-
Summe genauso eine wichtige Rolle wie das unendlich Grofe bei der Anzahl der Untertei-
lungen. Diese beiden Komponenten zeichnen bekanntlich den Charakter der Infinitesimal-
rechnung aus.
Dariiber hinaus bestehen aber noch weitere Moglichkeiten fiir die Auseinandersetzung mit
der Unendlichkeit im Rahmen der Integralrechnung. Der Begriff der uneigentlichen Inte-
grale erinnert bereits an die uneigentlichen Grenzwerte aus Definition 20. Auch bei den
uneigentlichen Integralen spielt das Unendlichkeitssymbol wieder eine bedeutende Rolle.
Im Vergleich zu den bisher vorgestellten Riemann-Integralen konnen bestimmte Integrale
aber auch auf unendlichen Intervallen untersucht werden. Betrachte die zugehorige Defini-
tion nach [17] und [9, S. 480|. Dabei werden alle mdoglichen Intervallsformen (ausgenommen
dem génzlich geschlossenen Intervall) als Definitionsbereich beriicksichtigt, um die bisher
genannten Varianten zu vervollstédndigen.
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Definition 43. uneigentliche Integrale
Die folgenden Integrale heiken konvergent, wenn die jeweiligen uneigentlichen Integrale
bzw. die zugehorigen Grenzwerte existieren. Ansonsten wird das Integral divergent genannt.

(1) Sei f:[a,+0o0] — R mit a € R Riemann-integrierbar. Dann heifst
[ f(z)de = limy 4o [] f(2) dz konvergent, wenn dieser Grenzwert existiert.

(2) Sei f:(—o0,b] — R mit b € R Riemann-integrierbar. Dann ist das zugehorige Integral
wie folgt definiert: f_boo f(z)dz = lim,,_ o fTb f(z)dx.

(3) Sei f : [a,b) — R Riemann-integrierbar. Dann ist das zugehorige Integral wie folgt
definiert: fff(x) dz =lim, ;- [ f(z)dz.

(4) Sei f : (a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann ist das zugehorige Integral wie folgt
definiert: fff(a:) dzr = lim, _,,+ ﬁbf(x) dz.

(5) Sei f: (a,b) — R Riemann-integrierbar und ¢ € (a,b). Dann ist das zugehorige Integral
wie folgt definiert: ff f(@)dz = [7 f(z)dz + fcb f(z) dz. Damit f; f(z) dz konvergent ist,

miissen sowohl [ f(x)dz, als auch fcb f(z) dz konvergieren.

Bemerkung 14. Vergleiche Proposition 21 und Definition 43, (5). Bei letzterer ist f auf
einem offenen Intervall definiert, wihrend der Definitionsbereich von f bei Proposition 21
geschlossen ist. Obwohl [a, b] > (a,b) sind die Berechnungsmethoden aber dennoch gleich.
Wie ist das moglich?

Diese Erkenntnis ldsst sich leicht aus Definition 42 ableiten. Im Endeffekt wurden nur
die Integrale [ f(x)da und fbb f(z) dz bei Definition 43, (5) vernachlissigt. Das ist des-
halb irrelevant, weil bestimmte Integrale mit exakt derselben oberen wie unteren Grenze
0 ergeben.

Wie ist es jedoch mdoglich das bestimmte Integral zu berechnen, wenn einzelne Stellen
im Inneren einer vermeintlich zusammenhéngenden Menge (eines Intervalls in R) nicht
definiert sind? Das soll durch die folgende Definition, ebenfalls nach [17], beantwortet
werden. Es handelt sich dabei um eine weitere Spezialisierung von Definition 43, (5).

Definition 44. Sei (a,b) C R, F' C (a,b) ist eine endliche Menge und f : (a,b)\F — R
ist Riemann-integrierbar.

Dann 321 < 29 < ... < &, mit F = {x1,z2,..., 2, }.

Unter diesen Voraussetzungen definiert man

/abf(lﬂ)dx — /jlf(:r)dx+/:2f(:c)dx+...+/g:n1f(x)dx+/wi F(z) da.

Diese Definition besagt also, dass nicht iiber Stellen hinwegintegriert werden darf, die
nicht im Definitionsbereich liegen. Das urspriingliche Integral muss in Teilintegrale zerlegt
werden, wobei die nicht definierten Stellen die Grenzen darstellen. Wichtig ist auch, dass
die Menge F', die alle diese nicht definierten Stellen umfasst, endlich ist. Wiirde sie unend-
lich viele Stellen umfassen, konnte das Integral nicht explizit berechnet werden.

Die obige Definition findet des Ofteren bei Integralen auf unendlichen Intervallen ihre An-
wendung.

Ein Beispiel dafiir ist das Integral fooo x®dx. Wir haben bereits bei Proposition 17,(2)
gesehen, dass a = —1 ein kritischer Wert in Bezug auf den Definitionsbereich ist. Das
bestatigt sich auch in diesem Zusammenhang nach [9, S. 481].

Demzufolge konvergiert ffroo % genau dann, wenn o < —1 und fol x® konvergiert genau
dann, wenn o > —1. Das Integral {iber das gesamte Intervall ( fooo x®dx) wird zur Unter-

suchung an der Stelle 1 in die zwei Teilintegrale fol x® und ffoo x® zerlegt.
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In Folge wird ein erweitertes Beispiel zu den uneigentlichen Riemann-Integralen nach [17]
vorgestellt.

Beispiel 6. Untersuche das Konvergenzverhalten des uneigentlichen Integrals fj;o 20 dz.
Wird naiv ohne die Kenntnis der Definition 43, (5) gerechnet, kann das falsche Ergebnis
6 T

lim, o fir 2?dr = lim, - 400(% )| = 0 aufscheinen.

Bei Aufspaltung von fj;o x°dz in f0+°° x° dz und ffoo x° dz ergibt sich aber etwas ganz

Anderes. Das bestimmte Integral f0+oo x° dz divergiert niimlich, weil

T 7”6

= lim — = oo.
0 z—r+ 6

+o00 T 6
/ o dz = lim Sdr = lim —
0 z—rt Jo z—rt 6
Wie bereits erwdhnt, konvergiert ein Integral nur, wenn beide Teilintegrale konvergieren.
Das ist hier nicht der Fall. Das Integral fj;o x5 dx divergiert, weil bereits eines der bei-
den Teilintegrale divergiert. Diese Zerlegung in zwei Teilintegrale ist notwendig, weil das
betrachtete Intervall (—oo, +00) offen ist.
Wie im Absatz vor diesem Beispiel erlautert wurde, gibt es aber eine noch deutlich schnel-
lere Methode um die Divergenz von fjoooo x® dz festzustellen.

Fiir dieses Beispiel ist a = 5. Damit existiert fol 2% da zwar, weil o > —1, ffLoo 2% da exis-
tiert hingegen nicht, weil o < —1 nicht erfiillt ist.

Bereits aus diesen beiden Uberlegungen hitte auf die Divergenz von f0+oo 25 dx und damit
auch auf jene von f_Jr;O x° dzx geschlossen werden kénnen.

Eine allgemeinere Moglichkeit der Konvergenzuntersuchung kann durch den Majoran-
tentest erfolgen. In diesem Abschnitt wird aber nur die Proposition nach [17] angefiihrt,
da im Reihenkapitel unter Satz 37 der Beweis fiir die Reihenkonvergenz erfolgt und dieser
analog fiir das bestimmte Integral zu fiihren ist.

Proposition 25. Sei f : [a,b) — R Riemann-integrierbar und auch g : [a,b) — R mit
nichtnegativem x € R sei Riemann-integrierbar.
Auferdem existiere f;g(x) dz und |f(z)| < g(x) Vx € [a,b).

Wenn diese konvergente Majorante f;g(:r) gefunden wurde, konvergiert auch f; f(x)de.

Wir verlassen das Eindimensionale und richten den Blick auf die mehrdimensionale
Integration. Fiir den Abschluss dieses Teilkapitels wurde [18] herangezogen.
Beginne wieder mit dem Zusammenhang zur Differentierbarkeit.

Proposition 26. Sei f : (a,b) X [¢,d] — R stetig und die partielle Ableitung % sei stetig.
Setze F : (a,b) = R, F(x) = fcdf(z) dy.
Dann ist F differentierbar und es gilt:

Fo=g (oG =[50

Auffillig ist bei dieser Proposition, dass der Definitionsbereich von f kein einfaches
Intervall mehr ist, wie es im Eindimensionalen der Fall war. Bei der Wahl der Grenzen des
Integrals muss also besser aufgepasst werden. Wie bereits am Ende des Kapitels zur Diffe-
rentierbarkeit erwihnt wurde, miissen auferdem die partiellen Ableitungen beriicksichtigt
werden, da f eben nicht mehr nur von einer Variable abhiingt, sondern wie in dieser Pro-
position gleich von zwei. Das erkennt man durch die Darstellung f (z)

Im Mehrdimensionalen werden bisher unbekannte Fragen, wie jene nach der Vertauschbar-
keit von Integralen gestellt. Sind mehrere Verdnderliche vorhanden und mehrere Integrale
gegeben, so findet de Satz von Fubini seine Anwendung.
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Satz 29. Satz von Fubini
Sei f:[a,b] X [c,d] — R stetig. Dann gilt:

[ o) o= ([ 1(2) )

Bei Stetigkeit darf also die Reihenfolge der Integrale gedindert werden, ohne dass sich das
Ergebnis dndert.

Beweis. Der Beweis lédsst sich unter Anwendung der bereits aus dem Eindimensionalen
bekannten Sdtze und im Speziellen dem Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung
und dem Mittelwertsatz, sowie der Proposition 26 ohne grofse Anstrengung durchfiihren.

O

Im Mehrdimensionalen dndern sich die betrachteten Objekte im Zusammenhang mit
dem Riemann-Integral. Waren im Eindimensionalen noch die Intervalle von Interesse, wer-
den diese im Mehrdimensionalen durch halboffene Quader ersetzt. Ober- und Untersumme,
sowie Riemann-Summe bleiben vom Grundgedanken her gleich, werden aber an die neu-
en Gegebenheiten angepasst. Natiirlich &ndern sich auch die Berechnungsmethoden beim
Ubergang vom Eindimensionalen auf das Mehrdimensionale. Die Transformationsformel
stellt beispielsweise die Substitution im Mehrdimensionalen dar.

Weitere Moglichkeiten sich im Mehrdimensionalen mit der Unendlichkeit zu beschéftigen
bieten unter anderem die uneigentlichen mehrdimensionalen Integrale, sowie die Kurven-
und Oberflachenintegrale. Fiir Oberflichenberechnungen ist die Orientierung sehr wichtig.
Besonders interessant sind in diesem Zusammenhang geometrische Objekte, an denen die
Unendlichkeit einerseits symbolisch, andererseits aber auch real erfassbar ist.

Das Mébiusband soll ein Beispiel dafiir sein. Wie sollte man sich ein Mdbiusband vorstel-
len? [18] gibt Aufschluss dariiber.

Gehe von einem Papierstreifen aus und biege die Enden des Streifen derart zusammen, dass
ein Ring entsteht. Wie bereits im Kapitel ,Interdisziplindre Betrachtung der Unendlichkeit®
beschrieben wurde, ist der Ring bereits an sich ein Symbol der Unendlichkeit. Wird nun
aber ein Ende des Papierstreifens vor der Fixierung des Objektes um 180 Grad gedreht,
entsteht der Mobiusring. Er zeichnet sich dadurch aus, dass Innen und Aufsen, sowie Oben
und Unten nicht mehr unterscheidbar sind. In der Mathematik wird davon gesprochen,
dass das Mobiusband nicht orientierbar ist. Dadurch ist das Oberflachenintegral von einem
Mobiusband auch nicht berechenbar.

Das menschliche Raumvorstellungsvermogen wird durch das Mdébiusband klar beeintrach-
tigt. Wiirde mit einem Stift der Verlauf des Mobiusbandes verfolgt werden, wiirde jede Sei-
te des urspriinglichen Papierstreifens erreicht werden und dieser Prozess konnte unendlich
lange durchgefiihrt werden. Aus diesem Grund hat das Mébiusband auch den Spitznamen
Unendliche Schleife erhalten.

Nach diesem Ausblick zur mehrdimensionalen Integrierbarkeit, wird nun ein Schritt zu-

riick ins Eindimensionale gemacht. Genauer gesagt wird der Umgang mit der Differential-
und Integralrechnung in der Schule thematisiert.
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9.3.3 Schulpraxis: Differential- und Integralrechnung

Im Kapitel ,Verortung im Lehrplan der AHS* wurde bereits ein Uberblick iiber Bereiche
gegeben, in denen die Unendlichkeit in unterschiedlichen Ausprigungen vertreten ist. Am
Ende des Abschnittes zu Grenzwerten und Konvergenz wurde ein Blick in die Schulpraxis
gewagt und das soll auch bei diesem Thema geschehen.

Der Lehrplan der Sekundarstufe II der AHS ([4]) lasst den hohen Stellenwert der Differen-
tial- und Integralrechnung zweifelsfrei erahnen. Sie nimmt neben der Stochastik den Grof-
teil des 7. und 8. Klasse-Stoffs ein. In der 5. und 6. Klasse wird das Grundwissen geschaffen,
das fiir den Aufbau dessen unbedingt notwendig ist. Besonders im schulischen Bereich miis-
sen greifbare Kontexte herangezogen werden, um das Verstédndnis von teilweise abstrak-
ten Inhalten zu fordern. Nach [24, S. 181] wurde durch die Kompetenzorientierung eine
Schwerpunktverlagerung von innermathematischen Problemstellugen zum Modellieren in
anwendungsorientierten Kontexten initiiert. Ziele sind unter anderem Verbindungen her-
stellen zu kdnnen, analysieren und argumentieren zu koénnen, aber auch ein gutes reflexives
Verstandnis aufzubauen.

Aus fachmathematischer Sicht wurden die Begriffe Ableitung und Integral bereits ausfiihr-
lich behandelt. Natiirlich werden aber in Fach- und Schulmathematik andere Ansitze zur
Einfiihrung in die Differential- und Integralrechnung verfolgt. In diesem Unterkapitel sollen
daher verschiedene fachdidaktische Zugénge zum Ableitungsbegriff und zum Integral nach
[24, Analysisunterricht. Wege zur Ableitung und zum Integral| vorgestellt werden. Ziel ist
es dabei nicht einen Ansatz auf Grund der persénlichen Meinung hervorzuheben, sondern
fachdidaktisch-fundierte Erkenntnisse zu verschiedenen Herangehensweisen einzubeziehen.

Die Zugénge zum Ableitungsbegriff kénnen im Wesentlichen in zwei Gruppen eingeteilt
werden. Die einen Ansitze heben die Untersuchung des Anderungsverhaltens einer Funk-
tion im Rahmen der Differentialrechnung hervor. Dabei wird der Ableitungsbegriff aus der
relativen Anderung entwickelt. Die anderen Ansitze legen hingegen mehr Wert auf den
Gedanken der linearen Approximation einer Kurve in der Nahe eines Punktes. Innerhalb
dieser Gruppierung soll die Ableitung als Steigung der an die Funktion angendherten Ge-
rade interpretiert werden. In der heutigen Fachdidaktik besteht Einigkeit dariiber, dass
der erste Ansatz besser fiir den Schulunterricht geeignet ist als jener der Linearisierung.
Letzterer wiirde zwar das vernetzte Denken z.B.: mit Begrifflichkeiten wie der Approxi-
mation oder der Taylorreihenentwicklung fordern, aber dafiir bereits bei der Untersuchung
von nicht-rationalen Funktionen zu Problemen fiihren.

Ich beschiftige mich im Folgenden daher gezielt mit dem 1. Zugang. Auch innerhalb dieses
Zugangs sind verschiedene Schwerpunktsetzungen vorhanden.

Aus Sicht der Lehrkraft muss entschieden werden, worauf mehr Wert gelegt wird. Soll die
innermathematisch-geometrische Deutung der Tangentensteigung im Vordergrund stehen
oder soll der Anderungsrate im Sinne der Anwendungsorientierung der Vortritt iiberlas-
sen werden? Wird der innermathematisch-geometrische Zugang gewahlt, soll die Tangen-
te als Grenzlage einer Geradenschar interpretiert werden. Dafiir wird eine Geradenschar
durch einen fixen Punkt P,(a|f(a)) und jeweils einen weiteren Punkt auf dem Graphen
P,in(a+h|f(a+h)) mit variablem h gebildet. Wird der Abstand der beiden Punkte P, und
Pyyp fiir h — 0 immer weiter verringert, entsteht aus den Sekanten die Tangente als Grenz-
gerade der Sekanten. Uber Jahrzehnte war dieser geometrische Zugang #uferst beliebt.
Heute wird aber vermehrt nach [24, S. 169 f.] der Differenzenquotient als Anderungsrate
zum Ausgangspunkt herangezogen. Dieser Zugang unterstiitzt den Fokus auf Anwendungs-
orientierung und Modellierungsaufgaben. Auferdem ist es zusétzlich moglich geometrische
Veranschaulichung zur Starkung des Verstdndnisses zu verwenden. Ein klassischer Kontext
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dafiir wiire die Geschwindigkeitsverinderung eines Zuges, Autos oder Ahnliches.

Wenn das Grundverstédndnis geschaffen wurde, sollen weitere Darstellungsformen kennen-
gelernt werden. Dazu gehdren einerseits die verschiedenen Definitionen der 1.Ableitung
wie in Definition 30, andererseits beispielsweise aber auch die graphische Darstellung der
Ableitungen und zugehorige Interpretationen. Damit soll verhindert werden, dass die Schii-
lerInnen die Definition der 1.Ableitung auswendig lernen, aber nicht verstanden haben wie
es zu dieser Definition kommt, geschweige denn, was sie aussagt.

Zur Erarbeitung des Integrals werden ebenfalls zwei Hauptzuginge unterschieden. Die-
se zwei Zweige werden nach den Ansétzen von Newton und Leibniz getrennt (siche auch
»Newton, Leibniz und die Infinitesimalrechnung®). Newton nennt nach [24, S. 170] die aus
den Anderungsraten rekonstruierte Stammfunktion F die Integralfunktion und schreibt
F,(z) = [T F'(t) dt. Mogliche Rekonstruktionen dieser Art betreffen beispielsweise die Er-
mittlung des zuriickgelegten Weges aus der Geschwindigkeits-Zeit-Funktion.

Leibniz n&hert sich dem Integral hingegen iiber die Riemann-Summe und schreibt

Fo(z) = [T f(t)dt = limpoo 31y f(@;)Az;. Der Ubergang der diskreten Riemann-
Summe zum stetigen Integral ist hier von besonderer Bedeutung.

Grundsétzlich besteht auch die Mdglichkeit mit der formalen Umkehrung des Differen-
zierens durch die Bestimmung von Stammfunktionen zu beginnen. Problematisch ist es
aber das bestimmte Integral danach ohne Beriicksichtigung der Riemann-Summe nur als
Differenz zweier Stammfunktionswerte zu erhalten. Dabei wird namlich der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung vorausgesetzt und dessen Relevanz konnte nicht zum
Ausdruck kommen.

Nach [24, S. 172] sollte das Ziel daher sein die Ansétze von Leibniz und Newton zu kom-
binieren und erst im Laufe der Erarbeitung zum Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung zu gelangen. Aufmerksame LeserInnen werden bemerken, dass auch ich diesen
Zugang bei der Erarbeitung des Integrals vorgezogen habe.

Wesentlich ist immer wieder zu hinterfragen, ob Fehlvorstellungen vorliegen kénnten. Ge-
rade die Grenzwertbildung, sowie darauf folgend die Differential- und Integralrechnung
bergen einige Gefahren fiir Missversténdnisse in sich. Anschaulichkeit und intuitives Ver-
stdndnis sollen geférdert werden, sie diirfen aber nicht zu weitreichenden Fehlvorstellungen
fiihren. Am Ende von Erarbeitungsphasen soll ein mathematisch-korrektes Begriffsver-
stdndnis stehen.
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9.4 Reihen

,Gerade durch die Lehre von den unendlichen Reihen hat die hohere Analysis sehr
bedeutende Erweiterungen erfahren.“ (Leonard Euler in [9, S. 353])

Im Kapitel Grenzwert und Konvergenz waren die Folgen stark vertreten, die Reihen
wurden aber bisher vernachléssigt. Da die Reihen untrennbar mit den Folgen verbunden
sind und sie aukerdem im Zuge der Beschiftigung mit der Unendlichkeit nicht fehlen diir-
fen, soll dies nun gedndert werden.

In diesem Kapitel erwarten die LeserInnen Konvergenzsitze und Konvergenztests, Umord-
nungssitze, sowie ein detaillierter Blick auf spezielle Reihen wie die Potenzreihen.

Dabei wird die komplexe Analysis zum ersten Mal innerhalb dieser Arbeit aktiv mitein-
bezogen, damit sind sowohl die eindimensionale und die mehrdimensionale reelle Analysis,
auch die eindimensionale komplexe Analysis vertreten. Die Welt besteht genauso wie die
Mathematik aus mehr als nur einer Dimension, Ebene oder Perspektive und eines meiner
Ziele war es den Blick dafiir zu schérfen. Oft versteckt sich gerade im Unbekannten und
Weitlaufigen etwas, wovon man nie geahnt hétte, dass es existiert.

9.4.1 Zahlenreihen

Zuallererst soll der Briickenschlag zwischen Folgen und Reihen erfolgen.

Diese erste Herangehensweise beruht auf [26, S. 344 {.].

Betrachte dafiir die Folge (a,) = 1, %, %, %, ..., die durch das allgemeine Glied a,, = % mit
n € N gebildet wird.

Aus diesen Folgengliedern bilden wir nun Teilsummen (=Partialsummen), wobei fiir die
Bestimmung der jeweils nichsten Teilsumme immer ein Folgenglied mehr addiert wird.
Diese Teilsummen bezeichnen wir mit S;,7 € N

S1=1
eivhelot
SRRV NE

Diese Partialsummen werden in einem nédchsten Schritt zu einer Folge (S),)nen zusammen-
gefasst. Das Bildungsgesetz dieser Folge lautet:

1 1 1 1 1 "1
S, =14 —4+ -+ -4+ = 4. *:E -,
n to gt et 2]

Diese Reihe baut iibrigens auf die harmonische Folge auf und wird deshalb auch harmoni-
sche Reihe genannt.

Die Erkenntnisse dieser Heranfiihrung an die Reihen werden nun durch eine Definition,
weiterhin nach [26, S. 345] besiegelt:
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Definition 45. Reihe
Sei (ag)ren eine Zahlenfolge. Dann heiftt

n
Sp,=a1+ag+az+aqg+...+a, = g ag
k=1

die Partialsumme und die Folge der Partialsummen (s, ),en heifst unendliche Reihe (kurz:
Reihe):

neN

n
(Sn)nen = (Z ak:) = (a1 +az+az+as+ ...+ an)nen.
k=

Bemerkung 15. Eine Reihe ist also zusamengefasst nach [9, S. 188] ,eine neue Schreibwei-
se fiir eine wohldefinierte Folge* (die Folge der Teilsummen). Der Index der Reihe beginnt
iiblicherweise bei 0 oder 1. Unendlich ist dann besonders prasent, wenn es auch symbolisch
in der Schreibweise unter anderem als oberer Summationsindex vorkommt.

Die folgende Konvergenzdefinition fiir Reihen und die Beispiele fiir besondere Reihen
entstammen verdndert [26, S. 346 ff.] und [9, S. 189 f.].

Definition 46. Reihenkonvergenz

(1) Sei a, eine Folge in R®. Eine Reihe Y 7, a, heilt konvergent, wenn die Folge der
Teilsummen s, := Y ;_; a; mit n € N konvergiert.
Falls > >° | an, konvergiert, so bezeichnet man den Grenzwert

n oo
lim s, = lim g ap = g an
n—oo n—oo

als Summe oder Wert der (unendlichen) Reihe. Man sagt auch die Reihe )7 | a,, existiert.

(2) Eine Reihe Y 2 | a, heifit absolut konvergent, wenn die Partialsumme der Betrige
Sn = Y _p_ |ak| konvergiert.

(3) Eine Reihe 77, ay, heifit bedingt konvergent, wenn sie zwar konvergiert, aber nicht
absolut konvergent (unbedingt konvergent) ist.
Die unbedingte Konvergenz einer Reihe des Wertes s sagt aus, dass selbst bei Umordnung
der Glieder die Konvergenz und der Wert s erhalten bleibt (siehe Definition 48).

(4) Eine Reihe Y >° | a, divergiert oder existiert nicht, wenn sie keinen Grenzwert besitzt.

(5) Eine Reihe > > | ap heikt bestimmt divergent, wenn der Wert der Reihe entweder +oo
oder —oo ist.

Bemerkung 16. Sprachlich versteckt sich in dieser Definition eine Schwierigkeit. Das
Summenzeichen und die Bezeichnung Summe kénnte dazu verleiten eine unendliche Reihe
als eine Summe von unendlich vielen Summanden zu deuten. Die Summe einer konver-
genten Reihe, wie sie in der Definition vorkommt, ist aber der Grenzwert einer Folge der
Teilsummen.

Eine weitere wichtige Feststellung wird zum Ausdruck > a, bendtigt. Einerseits wird
dadurch die Folge der Teilsummen bezeichnet, andererseits aber auch der Grenzwert, falls
Konvergenz vorliegt. Von Situation zu Situation sollte die passende Deutung hinterfragt
werden.
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Reiheneigenschaften nach [9, 32 Das Rechnen mit konvergenten Reihen| und [17]

Proposition 27. Linearitdt
Konvergente Reihen diirfen gliedweise addiert, subtrahiert und mit einer Konstante multi-
pliziert werden. Falls > | an und Y 7 | by, konvergieren, sowie ¢ € R ist, dann gelten:

ianer Zan+2b unch anp =C- Zan.
n=1

n=1

Beweis. Es wird mit der Definition 46 gearbeitet. Andere die Bezeichnungen, damit die
Schreibweise vereinfacht wird.

Ay =3 yapund A:=3""°  ay ist der Grenzwert von A,. Analog fiir B.

Verwende nun die Reiheneigenschaften und die Grenzwertsétze.

(e} n
Z_;(an +bp) = lim ;(ak +bp) = lim (An + By) = A+ B.

o n
g c-ap = lim E c-ap= lim c- A, =c- A
n—o0o n—oo

O
Proposition 28. Monotonie
Falls Y07 1 an und Y02, by, konvergieren, apn,b, € R und an, < b, Vn € N dann gilt:
oo o
Sa<y o
n=1 n=1
Beweis. Der Beweis erfolgt analog zu oben. Wegen a,, < b, Vn € N gilt:
Zak < Zbk und daher A = hm A, = hm Zak < hm Zbk = hm B, = B.
k=1 k=1
O

Satz 30. Sei a, Folge in R®. Falls > > | a, konvergiert, dann gilt:

lim a, = 0.
n—oo

Umgekehrt folgt aber aus limy, o a, = 0 nicht, dass Y .- | an konvergiert, keine Aquiva-
lenz!

Beweis. Die Voraussetzung lautet A,, — A.

ay, ist darstellbar als A, — A,,_1, da es das n-te Glied der Folge (a,) ist und dieses Glied
das einzige ist, das nur in A,, und nicht in A, _; enthalten ist.

Somit lim, o0 @y, = limy, 00 (Ap — Ap—1) = limy 00 Ay, — limy, yoo A1 = A—A=0. O

Definition 47. Cauchy-Produkt
Seien > "7 g an und > o7 b, zwei Reihen in R oder C.
Das Cauchy-Produkt bezeichnet dann

= (Sm)- (X0

k=0

mit ¢, = ZZ:O apbp_r = agb, + a1by_1 + asbp_o + ... + aybg.
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Bemerkung 17. Uber die vorige Definition aus [9, S. 201] hinaus sind weitere Uberlegun-
gen notig. Aus zwei divergenten Reihen kann sich ein konvergentes Cauchy-Produkt erge-
ben, aus zwei absolut konvergenten Reihen erhilt man ein absolut konvergentes Cauchy-
Produkt. Sind die Reihen ) 7 ja, und > >° b, aber nur konvergent und nicht absolut
konvergent, muss das Cauchy-Produkt nicht konvergieren.

Nach diesen allgemeinen Reiheneigenschaften soll die Frage beantwortet werden, ob
beliebig ausgefithrte Umordungen der Reihenglieder das Konvergenzverhalten oder den
Wert einer Reihe verdndern. Um etwas vorwegzunehmen: die Beantwortung dieser Frage
héngt von der Art der Konvergenz ab.

Die Antworten liefern die Umordnungssétze nach [9, S. 197 ff.] und [17].

Umordnungssitze

Definition 48. Eine Umordnung ist eine bijektive Abbildung ¢ : N — N, die der Vorschrift
n +— o(n) folgt. Die Reihe Y% | ay(,) ist daher eine Umordnung von der Reihe Y77 | ap,.

Unterscheide nun zwischen zwei Umordnungssétzen, wobei der eine den Fall der abso-
luten Konvergenz und der andere jenen der bedingten Konvergenz behandelt.

Satz 31. Sei > o7, a, absolut konvergent und die Abbildung o : N — N sei bijektiv.

n=1
Dann konvergiert Y o7, Ag(n) und es gilt

o0 o0
Doan = o).
n=1 n=1

Beweis. In diesem Beweis wird gezeigt, dass der Wert der Reihe unabhéngig von der Rei-
henfolge der absolut konvergenten Reihen ist.

Definiere By, := > ;_, lag|, B:=3 7" |ay| und A, =37, ap, A=) 07, an.

Sei € > 0. Nach der Grenzwertdefinition INy, sodass Vn > Ny : |[A — A,| < % und
1B — B,| < %

Bezeichne die Umkehrfunktion von o als o1,
Setze N := max{o~1(1),071(2),...,071(Ng)}, das bedeutet N > Nj.

Sei n > N, also auch n > Nj. Setze r := max{o(1),0(2),...,0(n)}.

Die beiden Mengen hiangen dadurch zusammen, dass in {o(1),0(2),...,0(n)} mit Sicher-
heit {1,2, ..., N} vorkommt, da N > Ny und k jeweils einem o~ entspricht.

Da Y71 agry = ijﬁl ak + Y p—1 Gg(k), Wobei (k) > No, gilt nach der Dreiecksunglei-
chung und der Betragseigenschaft fiir o(k) > No:

n No n n
g
Y aopy — Al < D) ar—Al+ D g < §+Z|ak|=
k=1 k=1 k=1 k=1
U(k)>N0

£ g
:§+|Bn_BN0| < §+‘BH_B|+’B_BNO|<€'

Somit ist Y7 | Gg(n) = Dy Gn- O

Satz 32. Riemann’scher Umordnungssatz

Gegeben seien eine reelle Folge (ay), die bedingt konvergente Reihe Y o0 | a, und r € R.
Dann gibt es eine bijektive Funktion o : N — N, fir die 7, Ug(n) = T erfillt ist.

In Worten: Eine bedingt konvergente Reihe besitzt immer eine Umordnung, die gegen eine
frei wahlbare, also willkirlich vorgegebene, Zahl konvergiert.
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Beweis. Ich beschrinke mich hierbei auf die Beweisidee, der detaillierte Beweis findet sich
unter [9, S. 197 ff.].

Definiere zwei Mengen J; := {n € N: a, > 0} und Jy := {n € N: a, < 0}.

Damit |a,| nicht konvergent ist, d.h. absolute Konvergenz ausgeschlossen ist, miissen bei-
de Reihen ) ; ay, und > ; a, divergieren. Aus der Konvergenz einer dieser Reihen
wiirde ndmlich schon die Konvergenz der zweiten und damit auch die absolute Konvergenz
folgen.

ni

Nehme Zahlen k aus J; solange bis >  ax > r und nehme solange Zahlen k aus Jz bis
k=1
keJy

ni no

Yooap+ > ap <.

k=1 k=1

keJy keJa

n1 und ng bezeichnen dabei immer den kleinsten Index, ab dem die Aussage gilt.

Es werden immer weiter alternierende Glieder hinzugefiigt. Durch dieses Verfahren erhilt
man eine Umordnung der Ausgangsreihe > 72 an.

Im Endeffekt streben alle vorkommenden Folgen gegen 0, wonach die untersuchte umge-
ordnete Reihe Y7, ag(n) konvergieren muss. Genauer konvergiert sie sogar gegen r. [

Die Feststellung, dass das Konvergenzverhalten der Teilfolgen natiirlich relevant fiir die
Existenz des Grenzwertes ist, fiihrt zur nichsten wichtigen Uberlegung. Es muss eine Mog-
lichkeit geben zu entscheiden, ob Konvergenz vorliegt. Im Allgemeinen ist der Grenzwert
einer Reihe ndmlich unbekannt. Analog zu den Konvergenzkriterien fiir Folgen wird das
Konvergenzverhalten der Reihen durch die Reihenkonvergenzkriterien bestimmst.

Bevor diese Verfahren jedoch erklirt werden, sollen noch bekannte Grenzwerte spezieller
Reihen vorgestellt werden, fiir deren Bestimmung die Konvergenzkriterien nicht benttigt
werden.

Spezielle Reihen und deren Grenzwerte Die folgenden S&tze zu den speziellen
Grenzwerten stammen aus [26, S. 346 ff.|. Als Vorbereitung fiir den Beweis des Satzes
zur geometrischen Reihe wird noch eine Proposition nach [16] benotigt:

Proposition 29. Sei g € C. Falls |q| < 1, dann ist lim,_,~ ¢" = 0.

Beweis. Es werden zwel Fille unterschieden.
1.Fall: g=0: ¢"=0"=0— 0.

2.Fall: ¢ # 0. Ausgehend von |g| > 0, 1 <ﬁ und unter Verwendung der Betragseigenschaft

|4"| = q|" erhdlt man |q|" ! < |q|".
Dabher ist (|¢"|) (streng) monoton fallend.
l[g"| > 0, also Ja € R mit a = lim,,_, |¢"| = inf, ey |¢"|, woraus folgt, dass a > 0.

Die Annahme a > 0 liefert a < & und 3n mit lg"| = |q|™ < a

Durch Umformung ergibt sich |¢"*!| = |¢|"! < a < |¢"*!|. Widerspruch.
Somit ist lim, o |¢"| = 0 und daher lim,,_,~ ¢" = 0. O

Satz 33. Die geometrische Rethe
Die geometrische Reihe

oo
d"=14+q+++ ..
n=0

konvergiert fir |q| < 1 und divergiert fiir |q| > 1.
Es qilt also:
o n 1
no__ 1 k _
> d"=lm D d" =1,
n=0 k=0
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Beweis. Verwende zuerst die Definition 46 und dann die Eigenschaft der endlichen geome-
1iqn+1

1—q

trischen Reihe (der geometrischen Summenformel), dass Y p_, ¢~ =

_ qn—i-l

o n 1
no__ 71 k _ 13
2=l D dt =l
n=0 k=0
Da nur ¢"*! von n abhingt, folgt:

n+1 1

- 1- hmn—>oo qn+

. 1—gq
lim =
n—oo 1 —gq 1—¢q

Da nach Proposition 29 fiir |g| < 1 :lim,, o ¢"*! = 0, ergibt sich:

> 1
n_ _ =

Satz 34. Die Reihe > o2 (—1)" ist divergent.

n=0

Beweis. Betrachte die Folge der Partialsummen:

so = 1,
s1=1—-1=0,
So=1—-14+1=1,
s3=1—-141-1=0,
sq4 =1,
s5 =0, ...
Die Folge der Partialsummen divergiert, da sop, = 1, 59,1 = 0.

Somit divergiert > > ,(—1)" O

Satz 35. Die arithmetische Rethe
Die arithmetische Reihe Y po 1k =14+2+34+4+ 5+ ... ist bestimmt divergent.

Beweis. Untersuche wieder die Partialsummen

n
Sn=) k=14+2+3+4+5+..+n.
k=1
Wende zuerst die vollstdndige Induktion an, um zu zeigen, dass flir n € N :
noop_ n(n+1)
k=1%—= "2 -

Induktionanfang: Fiir n = 1 : linke Seite: Z}Czl k = 1,rechte Seite: 1(1;1) =1.

Induktionsschritt: n — 1 — n:

Sein>1:Y7 1 k= @

Durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung folgt:

n n—1
B _(n—=1)n B (n—1) ~n(n+1)

k=1

Berechne nun den Grenzwert.

1 1
lim s, = lim n{nt1) = lim —n(n+1) = cc.

Daher ist Y ,-; k bestimmt divergent. O
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Satz 36. Die harmonische Reihe Y oo 1 =1+ % + % + }l + % + ... st divergent.

n=1n
Beweis. Um obigen Satz zu beweisen, erfolgt eine Art Ausdiinnungsverfahren- es wird eine
Vergleichsreihe mit kleineren Folgengliedern herangezogen und von dieser Vergleichsreihe
aus wird auf das Konvergenzverhalten der harmonischen Reihe geschlossen.

on

Zl—1+1+1+1+1+1+1+1+ T T
k2 3 45 6 7 8 ool oognlgl U ogn
Nun beginnen die Abschéitzungen. Man iiberlegt sich, dass 2% =1, 2—11 = 2%, 2% = le,
2% = %, ... gilt. Die durch diese Berechnungen entstehenden Bruchzahlen werden fiir die
Abschétzungen verwendet.
So ist % > %,% > %,% > %, ... Der Wert der Summe wird somit verkleinert und wir
erhalten
§:1>1+(1+1)+(1+1+1+1)+ il L e
> Z 4z e T = — =n— — oo fiirn — oc.
k— 2 4 4 8 8 8 8 2 2

Da die Glieder der harmonischen Reihe grofier als die der Vergleichsreihe sind, divergiert
auch sie. O

Dieser letzte Beweis leitet bereits zu den Konvergenztests iiber. Es scheint, als ob
ein Trick verwendet wurde, doch in Wirklichkeit kam das Minorantenkriterium bzw. der
Minorantentest zum FEinsatz. Es zeigt sich ndmlich anhand von vielen Beispielen, dass eine
fahrldssige Berechnung des Reihenwerts einem Trugschluss gleichkommt, wenn die Reihe
iiberhaupt nicht konvergiert. Je nach typischer Reihenart wird entschieden welcher der
Tests angewandt werden kann. Ofters gibt es auch mehrere Moglichkeiten dafiir.

Konvergenztests In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Konvergenztests, oftmals
auch Konvergenzkriterien genannt, vorgestellt. Ziel ist es einen Uberblick iiber die wich-
tigsten Verfahren und ihre Einsatzbedingungen zu erhalten. Diese Einsicht wird durch
ausgewihlte Beispiele gefordert.

In Bezug auf [4] soll aber erwdhnt werden, dass diese Konvergenztests die Erfordernisse
der Sekundarstufe IT bei Weitem {iiberschreiten. In den letzten Jahren hat der Stellenwert
der Folgen und Reihen innerhalb des Lehrplans abgenommen.

Diese Konvergenztests sind dennoch fiir uns MathematikerInnen ein wichtiges Instrument
zur Untersuchung des Grenzwertverhaltens von Reihen. Sie bauen auf spezielle Figenschaf-
ten der Reihen auf und erleichtern es damit zu entscheiden, ob Konvergenz oder Divergenz
vorliegt.

Im Folgenden werden Majoranten- und Minorantentest, Wurzeltest, Quotiententest, In-
tegraltest und Leibniztest genauer behandelt. Dariiber hinaus existieren aber auch noch
andere Kriterien\ Tests wie das Kriterium von Raabe, das Abel’sche Kriterium oder das
Dirichlet’sche Kriterium. Die folgenden Ausfithrungen belaufen sich auf ein Zusammenspiel
von [9, 33 Konvergenz- und Divergenzkriterien|, [17] und [26, 9.1.], wobei der Wurzeltest
in [26] nicht enthalten ist und der Integraltest iiberhaupt nur bei [17] vorkommt.

Satz 37. Majorantentest

Fine Reihe konvergiert, wenn eine betragsmdfig grifiere Reihe (Majorante genannt) schon
konvergiert, d.h.:

Seien die Folgen (ap)nen in R® und (by)nen mit nichi-negativen Gliedern in R gegeben.
Auperdem konvergiert Y o | by,.

Falls nun |an| < b, VYn € N, dann konvergiert Y > | ap.

Es zeigt sich, dass sogar Y .- |ay|, also absolute Konvergenz vorliegt.
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Beweis. Der Beweis zum Majorantentest kann entweder {iber das Monotoniekriterium ge-
fiihrt werden, das aussagt, dass eine Reihe mit nichtnegativen Gliedern genau dann kon-
vergiert, wenn die Folge ihrer Teilsummen beschrinkt ist.

Eine andere Variante ist sich an die Dreiecksungleichung, die Definitionen zur Reihenkon-
vergenz, den Satz von Bolzano Weierstraf und diverse Abschétzungen zu halten, was auch
hier geschehen soll.

Aus der Voraussetzung |a,| < b, Vn € N folgt:

|An| = ’Zak‘ §Z|ak’ SzkaBn%B.
k=1 k=1 k=1

|Ap| ist somit beschrankt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafs in R® gibt es eine Teil-
folge (Ap,) von (A4,) und ein A in R® mit A4,, — A.

Verwende nun den Satz von Bolzano-Weierstrak und, dass B, — B:

Sei e >0.Da B, » B:3NV¥n> N :|B, — B| < .

Wegen dem Satz von Bolzano-Weierstrak 3K Vk > K : |4, — A| < §.

Sei n > N. Da fiir den Index ny — oo gelten soll, wihle k£ > K so, dass ng > n.

Fiihre nun eine Abschétzung durch:

[An = Al < [An — Apy | + |Any, — Al

Schreibe |A,, — Ay, | zu |An, — Ay = | D1 a;] um und setze mit Beriicksichtigung der
Betragseigenschaften fort:

ng ng

€ €

[An = Al < A = An |+ [An, — A<D lail + 2 <Y bit 2
i=1 1=1

Fiihre nun die gleichen Rechenschritte wie zuvor fiir A und A,,, in die andere Richtung fiir
> ik b durch, wobei By, — B,, > 0 ist:
> ik b = By, — Bp =|Bp, — By| = |Bn, — B| +|B — By|. Somit

Nk
€ €
Zbi—kg <|Bu, = Bl+|B =Byl + 5 <e.
i=1
Es wurde gezeigt, dass A, — A, weshalb Y > | a,, konvergiert.

Auberdem ist > | a, absolut konvergent, da |a,| < by, fiir (a,,) und das zu der Konvergenz
der Reihe Y77, |ay| fithrt. O

Der folgende Minorantentest wird in der Regel seltener verwendet, hat aber durchaus
seine Berechtigung. Wegen Analogie wird der Beweis an dieser Stelle ausgelassen. [9, Sei-
te 203 ff.], [17] und [26, 9.1.] werden weiterhin fiir diesen Abschnitt der Konvergenztests
verwendet..

Satz 38. Minorantentest

Fine Reihe divergiert, wenn eine kleinere Reihe (Minorante gemannt) schon divergiert,
d.h.:

Seien die Folgen (ap)nen in R und (cp)neny mit nichi-negativen Gliedern in R gegeben.
Auperdem divergiert > o> | ¢n. Falls nun a, > ¢, Vn € N, dann divergiert Y o2 | ap.

Satz 39. Wurzeltest
Sei (ay,) eine Folge in R®. Man unterscheidet mehrere Fille:

(1) Falls limsup,,_,o V/|an| <1, dann ist Yo7 | an absolut konvergent.
(2) Falls limsup,,_,o V/|an| > 1, dann ist 37 | ay, divergent.
(8) Fiir den Falllimsup,, . /|an| = 1 ist kann keine allgemeine Aussage getroffen werden.
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Beweis.

(1) Sei g so, dass limsup,,_,., V/|an| < ¢ < 1. Dann 3N :Vn > N : {/]a,| < q.

Sei n > N. Durch Potenzierung erhilt man |a,| < ¢".

q" erinnert bereits daran, dass die geometrische Reihe zum Zug kommen koénnte, was auch
der Fall ist.

= Satz 33 1
no_ N n QLatz N
n;Vq q Z T

konvergiert, weil |g| < 1.
Nach dem Majorantentest (Satz 37) ist Y~ \ an absolut konvergent, wodurch Y >, a,
absolut konvergent ist.

2) Laut Voraussetzung dNVn > N : {/|a,| > 1. Damit diese Aussage erfiillt ist, muss
g g
lan,| > 1 sein. Verwende Satz 30.
Da a,, — 0 sicher nicht erfiillt ist, folgt > 7 | a,, divergent. O

Satz 40. Quotiententest
Sei (ay) eine Folge in R®, wobei a,, # 0 VYn. Man unterscheidet zwei Falle:

‘an—i-l‘

(1) Falls limsup,,_, <1, dann ist Yy .o | an absolut konvergent.

|an]

(2) Falls liminf, ‘QZH‘ > 1, dann ist Y o7 | an divergent.

|an|
Beweis.

’an-i—l’

(1) Wéhle wieder ¢ so, dass limsup,,_, <qg<l.

|an]
‘anJrl’
an
Fiihre nun innerhalb dieses Beweises einen Beweis durch Induktion, wobei die geometrische
Reihe als Majorante verwendet W.T.d ’
an

Damit INVn > N : < ¢ und durch Umformung ergibt sich |ap+1| < ¢ - |ay]-

Behauptung: Fiir n > N : |a,| < —
Beweis der Behauptung durch Induktion nach n.
Induktionsanfang: Fiir n = N : |ay| < lax] N‘ V= lay]|.
qN
Induktionsschritt: Sei n > N. Verwende nun, dass |a,—1] < o ]]:;‘ n-l
q

!Nl

Dann ist |a,| < ¢ |ap—1| < - ¢". Diese Behauptung ist somit bewiesen.

lan|

Beriicksichtige die geometrische Reihe mit |¢| = ¢ < 1, daher ist } ° \ — - ¢" konver-
q

gent. Nach dem Majorantentest ist > 7 \ an absolut konvergent und damit auch > 7 ap,
absolut konvergent.

(2) Nach Voraussetzung 3N Vn > N : [@n+1] > 1, was dquivalent zu |ap41| > |an| ist.
Qnp

Sei n > N. Dann ist immer das Glied mit dem néchstgroferen Index betragsméfig grofier
als das vorige. Es entsteht eine Ungleichungskette der Form
lan| > |apn—1| > |an—2| > ... > |an| > 0.

Es ist nicht schwer zu erkennen, dass Satz 30 nicht erfiillt sein wird.
an kann nicht gegen 0 konvergieren, woraus folgt, dass y - | a, divergiert. O
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Der Quotienten- und der Wurzeltest sind eng miteinander verbunden, was sich auch
in den Beweisen widergespiegelt hat. Der Zusammenhang wird nach [9, S. 206] und [17]
erklart.

Proposition 30. Verbindung zwischen Wurzel- und Quotiententest
Sei (ay,) eine Folge in R® mit a,, # 0 Vn.
Dann gilt:

timming 1] < i nf {/Ja,] < imsup 3/fa,] < limsup 21
n—oo n—00

n—00 ‘an’ n—00 ’an|
Beweis. Dass liminf < lim sup wissen wir seit Definition 19.
|an+1|
|an|

Zeige daher limsup,,_, . /|an| < limsup,,_,

|an+1‘
|an|
‘an—i-l’

Der Beweis fiir liminf,,_,

< liminf,, e ¥/|an| verlauft dann analog.

Wihle also ¢ > limsup,, beliebig.

|an]

Demnach INVn > N “T”*i’ <q
an,

‘aN’ cam.

Wie im obigen Beweis des Quotiententests gilt fiir n > N, dass |an| < —
q

Aus eben diesem Beweis stammt: Sei n > N:

Ylan| < ,"/|a—x‘-q—>q,da /a — 1 und daher { @—)1.
q q

|an+1‘

|an| .

Also ist limsup,,_,o, V/|an| < g. Beliebig gewidhlt war ¢ mit ¢ > limsup,,_,,

Verbindet man diese beiden Ungleichungen erhilt man somit:

limsup v/|a,| < limsup ]an+1|‘
a

O

Diese Proposition lasst folgern, dass sobald der Quotiententest anwendbar ist auch der
Wurzeltest seine Berechtigung hat. Da der Wurzeltest aber auch in Fillen anwendbar ist,
in denen der Quotiententest keine sinnvollen Ergebnisse liefert, bietet es sich meistens in
der Praxis an den Wurzeltest zu verwenden. Das Integralkriterium gestaltet sich als sehr
hilfreich, wenn die gegebene Funktion monoton fallend ist ([17]).

Satz 41. Integraltest
Sei f:[1,400) = R eine monoton fallende Funktion.

oo
Dann konvergiert 37 | f(z) genau dann, wenn [ f(z) konvergiert.
1

Beweis. Fiir den Beweis und auch die Anwendung des Integraltests muss bereits Einiges
iiber die Integration bekannt sein.

Denke an das Riemann-Integral bzw. die Riemann-Summe und die Anndherung durch
Unter- und Obersumme, wie sie in Definition 40 vorgestellt wurde. Ohne groke Uberlegun-
gen fiithrt das zu:

S < [ s <y b
k=2 1 k=1

Nach den Konvergenzkriterien (Satz 12) konvergiert eine monotone Folge genau dann, wenn
sie beschrankt ist und das ist auch auf die Funktion f(x) iibertragbar. f ist monoton und
beschrankt und konvergiert somit. 0
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Satz 42. Leibniztest nach [17]

Sei (a,) eine monoton fallende Folge in R, das heiffit ap > ag > ag > --- > 0.

Dann ist die alternierende Reihe Zzozl(fl)”_lan = a1 —ag+az—as+—... genau dann kon-
vergent, wenn lim, . a, = 0. Eine alternierende Rethe besteht aus abwechselnd positiven

und negativen Gliedern.

Beweis. Fiir den Beweis dieses Satzes benenne zuerst A, := > 1_ (—1)f"1a; und zeige
daraufhin, dass die Reihen mit geradem Index immer einen kleineren Wert haben als jene
mit ungeradem Index (Ag,_1 > Aopi1 > Aopio > Aop).

Beginne mit dem erwarteten kleinsten Wert der Reihen, ndmlich As,.

Agp = Agy 1+ (—1)*"Lag, = Ay 1 — agn < Aoy

Aopt1 = Aop—1 — agn + a2nt1 = Aop—1 — (a2n — a2n+1) < Aop—1 , da agp, — agn+1 > 0.
Agpyo = Aopy1 — aont2 < Aot
Aopqo = Aoy + a2n41 — a2ng2 > Agp , da agpg1 — agps2 > 0.

Setze nun alle diese vier Ungleichungen zu einer Ungleichungskette zusammen, dann ergibt
sich:
Aop1 > Agny1 > Aopya > A Vn € N

Es ist leicht ersichtlich, dass (As;,) monoton wachsend und durch A; nach oben beschriankt
ist, (Agy) ist also nach Satz 12 konvergent, das heift:

JA € R mit Ay, — A.

Sei € > 0. IK;

Vk > K |Ag — Al <§-
ANV > N : |ag| < g
Sei n = max{N, 2k}.
Unterscheide zwei Félle: -
1.Fall: n gerade. Dann 3k > K : n =2k und |A4,, — A| = |4y, — A| < 7
2.Fall: n ungerade. Dann 3k > K : n =2k + 1 und
Lemma 2 e €
|Ap — Al = |Agk11 — A| = |Agg +an — Al < |A2k—A\+\anl<§+f:€.

2

"=1g,, konvergent. O

Somit konvergiert A, in jedem Fall gegen A, also ist >~ ,(—1)

[9, S. 204 ff.| weist dariiber hinaus noch auf andere Konvergenzkriterien (Tests) hin,
die jedoch in der Praxis nicht denselben Stellenwert haben wie die zuvor erwidhnten und
daher nur in Form von Sitzen und Beweisen und nicht durch Beispiele illustriert werden.

Satz 43. Grenzwertkriterium
Seien Yo7 1 an und Yo" by zwei Reihen mit nicht-negativen Gliedern.
a
Falls die Folge der Quotienten b—n gegen einen positiven Grenzwert konvergiert
n
a a
(0 < liminf, b—n = limsup,, b—n < 00), haben a, und b, dasselbe Konvergenzverhal-
n n

a
ten. Gilt limy,_, o b—n = 0, kann von der Konvergenz der zweiten Folge by, auf die Konvergenz

n
der ersten Folge a,, geschlossen werden.

a
Beweis. Man nehme an, dass — — ¢ > 0.

. ann . . C 3¢
Demnach liegen dann fast alle — zwischen den positiven Zahlen d; = 3 und do = = was

n

der Ungleichung d; < Z—n < dg entspricht. Forme um.

n
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In den meisten Féllen ist somit 0 < d1b, < a,, < dsb,,.
Wende nun das Majorantenkriterium (Satz 37) an. Konvergiert > >, b, folgt, dass auch
>0 | an konvergiert.

oy, - . a . . a . R .
Gilt jedoch lim,, b—n = 0 ist der Quotient b—" zumeist < 1, was dquivalent zu a,, < by, ist.
n n

Durch den Majorantentest kann bei Konvergenz von > >° | b, wieder auf jene von ) 7 | a,
geschlossen werden. 0

Fir die Erlduterung der néchsten und letzten beiden Kriterien wird [9, S. 208 ver-
wendet. Dafiir wird aber zuvor noch die Abel’sche partielle Summation nach [9, S. 91
f.| benétigt. Diese wird zur Addition von Produkten verwendet und beschéftigt sich mit
Teleskopsummen, die den folgenden Regeln folgen:

n n
g (ap — ag—1) = ap — A1 bzw. g (ap — k11) = Qm — apt1, fallsm < n.
k=m k=m

Proposition 31. Abel’sche partielle Summation
Gegeben seien die Zahlen a; und b; mit i € {1,2,3,...,n}.

> akbe = Apbpya + > Ak (b — brra),
k=1 s

k
wobei Ay, = Z a; und bp41 beliebig.
j=1

Beweis. Setze Ap := 0, dann ist ap = Ay — Ax_1 fiir k = {1,...,n} und es ergibt sich:

Zakbk = Z(Ak: —Ag1) b = ZAkbk — ZAk—lbk =
k=1

Im néchsten Schritt dndere die obere Summationsgrenze von n auf n—1 und in Verbindung
damit natiirlich den Index des zugehorigen Glieds und ersetze diese Summe dann wiederum
durch eine Summe ) ;_; und einen einzelnen Summanden:

n n—1 n n
= ZAkbk — Z Apbrpg1 = ZAkbk - ZAkbk—H + Apbpy1 =
k=1 k=1 k=1 k=1

Faktorisiere noch und der Beweis ist beendet.

= Z Ay (bg — bpg1) + Anbryr.
k=1

O
Proposition 32. Die Reihe > -, aiby sei gegeben und Ay, ist wie in der vorigen Propo-
sttion definiert als Ay 1= Z§:1 aj.

Sind die Folge (Anbni1) und die Reihe Y ;o Ag (by—bis1) konvergent, so konvergiert auch
> peq akby.

Beweis. Die zu beweisende Proposition ergibt sich leicht aus der Abel’schen partiellen
Summation, da wie oben bewiesen fiir gegebenes Ay und beliebiges by, 11

Z arpby = Anbn+1 + Z Ak(bk — bk+1)
k=1 k=1
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gilt. Um den Wert der Reihe zu erhalten, wird lim,_,, herangezogen.

Aus den Grenzwertsitzen bzw. der Linearitdt des Grenzwertes von Folgen und Reihen
(Satz 7, Proposition 27) und der Konvergenz der gegebenen Folge und der vorliegenden
Reihe folgt, dass ) ,—; arby ebenfalls konvergent ist. O

Satz 44. Abel’sches Kriterium
Ist die Reihe Yy o ay konvergent und die Folge (by) € R mit k € N monoton und be-
schrankt. Dann konvergiert ZZ‘; agbg.

Beweis. Setze wie zuvor wieder A, = > ", aj, (A,) und (by) sind konvergente Folgen.

Das ist bekannt, weil (b,) monoton und beschrankt ist.

Nach dem Produktsatz als Teil der Grenzwertsitze konvergiert auch die Folge (A,by11).
Die Teleskopreihe ) )'_, by — bi11 konvergiert insbesondere absolut, da alle ihre Glieder
< 0 oder > 0 sind. Die Partialsumme der Betrdge konvergiert. Die absolut konvergenten
Glieder werden mit den beschrankten Faktoren Ay multipliziert. Die > ;1 Ag(br — br+1)
bleibt weiterhin konvergent, weil die Folge der Absolutteilfolgen durch die Multiplikation
beschrankt ist (entsprechend Satz 12, (1)).

Wende nun noch die Proposition 32 an. Damit ist das Abelsche Kriterium bewiesen. [

Satz 45. Durichlet’sches Kriterium
Sind die Teilsummen der Reihe "7~ | ai beschrinkt und strebt (by) monoton gegen 0, so
konvergiert Y p- | axby.

Beweis. Sei Ap := ) "_, a;. Die Teilsummen dieser Reihe sind beschréinkt und (by) strebt
monoton gegen 0. Dann konvergiert A,b,+1 ebenfalls gegen 0.

Man begriinde wie im vorigen Beweis, dass auch >, Ag(bx — br41) konvergiert.

Nach Proposition 32 ist somit auch das Dirichlet’sche Kriterium bewiesen. O

Beispiele zu den Konvergenztests Diese Beispiele stammen verindert aus den Ubun-
gen zu [17].

Beispiel 7. Integraltest und Majorantentest

Untersuche das Konvergenzverhalten von > >° | ﬁ Suche eine Majorante.
4

Schétze dafiir zuerst den Nenner ab:

n? — % >n?— %nQ > %nQ. Daraus folgt:

o0

o o0
4 1
— =4 —.
DI OB
n= 1 = n=1

2 1st monoton fallend und der Exponent im Nenner 1st grofer als 1, also konvergiert

L dn und dann nach dem Integraltest auch Yoy n2
Wende nun den Majorantentest an. Demnach ist auch y 2 w3 konvergent.

Beispiel 8. Wurzeltest
n?
Untersuche das Konvergenzverhalten von ) ~0 -

Ziehe die n-te Wurzel und verwende, dass /n° — 1, weil Vn : ¢/n — 1.

n P 2
n? {V’Tl nz>oo

1
= - <1
V/3n 3 3

Daher konvergiert y > ’g—z absolut.
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Beispiel 9. Wurzeltest
Untersuche das Konvergenzverhalten von >

o nt 4+ 3n2 \/n4 3n?
5"

4+3n

Schitze nun nur den Zahler ab:
Vnt < n 4+ 3n2 < V4nt
Das stimmt tiberein mit
't < A/nt 4302 < V4

Sowohl ¢/n”, als auch /4 (und somit auch ihr Produkt) konvergieren gegen 1. Nach dem
Sandwichsatz (Satz 9) folgt damit V/n* + 3n? — 1.

n/nt + 3n2 1
—_ > =< 1.
5" 5

Nach dem Wurzeltest ist ) 7 2 H" somit absolut konvergent, da limsup,,_,., {/|an| <
1.

Beispiel 10. Quotiententest

Untersuche das Konvergenzverhalten von » > n

n—= 127L'
Betrachte [ 1]
|an|
(n+1)?
‘Tnﬂ ‘ 2. (n+1)2? (n+1)? 1 [(n+1)? 1 2 1 1
5 = 1 5 = 5 — — . — :7(1+f+72)_>,<1
n ant+l.n 2n 2 n 2 n o n 2
2n

S, g—i konvergiert absolut.
Diese Aufgabe wire auch mit dem Wurzeltest gut losbar.

Beispiel 11. Integraltest

Die Reihe 7 | ~ L sei gegeben.

Die Funktion f(z ) x% ist monoton fallend.
Betrachte daher

o0 oo
1 1 1 1
/ dx:/x_?’dx: = —<_7>:7
3 —3x2 3 3
1 1

Also konvergiert [ 2 da.
Unter Anwendung des Integraltests ist daher auch > > | n% konvergent.

Beispiel 12. Leibniztest
Betrachte die Reihe > 0° , (—1)"*+t. L.
Gp = H ist streng monoton fallend und eine Nullfolge, da

1>1>1> >1> ! > >0
TR T TR R I |

Da die Reihe > 07 | (— r+t. L -7 aus alternierenden Gliedern besteht, ist auch die dritte und
letzte Bedingung des Leibniztests fiir die Konver genz von y o (— 1)”Jrl L erfiillt.
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Beispiel 13. Leibniztest

Die Reihe Y07, (—1)""! sei gegeben. Es soll wieder {iberpriift werden, ob diese Reihe kon-
vergent ist.

Man schreibe die Reihe um zu Y o2, (—1)""a,, wobei a, = 1.

Die Reihe entspricht den Kriterien zur Anwendbarkeit des Leibniztests. Einerseits ist a,
monoton fallend und andererseits ist die Reihe alternierend. Die Aussage des Leibniztests
war: Es ist >°°  (—1)""!a,, genau dann konvergent, wenn a, — 0.

Nachdem a,, — 1 # 0 folgt aus dem Leibniztest, dass Y oo (—1)"*! divergiert.

An dieser Stelle soll noch eine andere Beweisvariante vorgestellt werden. Denke zuriick
zu Satz 34. Im zugehdrigen Beweis wurde unter Verwendung der Folge der Partialsummen
gezeigt, dass > o7 o(—1)" divergiert.

Analog dazu ist es auch fiir dieses Beispiel von Vorteil die Folge der Partialsummen zu
betrachten, die wieder abwechselnd die Werte 1 und 0 annehmen. Daher kann die Reihe
3% (=1)"*! nicht konvergieren und muss somit divergent sein.

n=1

9.4.2 Potenzreihen

Seit Anfang des Reihenkapitels stand die Untersuchung von Zahlenreihen und deren Kon-
vergenzverhalten im Vordergrund. Uber die Zahlenreihen hinaus existieren aber noch ande-
re Reihenarten. Nach [26, S. 355] bestehen Funktionsreihen im Gegensatz zu Zahlenreihen
aus Summanden, die selbst Funktionen einer bestimmten Variablen sind.

So stellt der Ausdruck -2 a,(z) eine Funktionenreihe dar, wobei die Glieder entspre-
chend der Funktionsschreibweise von x abhéngig sind. Potenzreihen sind eine Spezialform
der Funktionsreihen. Sobald « fix ist, ist diese Potenzreihe eine klassische Zahlenreihe.
Was sie exakt auszeichnet, wird durch die nichste Definition aufgeklart. Die Quellen die-
ses Kapitels werden wieder |9, 63 Potenzreihen|, [17] und [26, 9.2 Potenzreihen| sein. Da
Potenzreihen sowohl im Reellen, als auch im Komplexen vorkommen, wird sofort die kom-
plexe Version verwendet.

Definition 49. Sei (ap)nen, eine Folge in C und zp € C der Entwicklungs- oder Mittel-
punkt des Konvergenzintervalles.

Dann nennt man eine Reihe der Form > > ja, (2 — 29)" eine Potenzreihe.

Der Definitionbereich einer Potenzreihe besteht aus all jenen komplexen Zahlen z, fiir die
die Potenzreihe konvergiert. Man nennt daher die Menge

K:={z€C:|z— 2| <R}

Konvergenzbereich oder Konvergenzgebiet,
1

wobei R := — der Konvergenzradius der Potenzreihe ist.
lim SUPy 00 n\/ ‘an|
Fiir diesen gelten: +LOO =0 und % = ~400.

Definition 50. Eine Zahl R € R ist genau dann der Konvergenzradius der Potenzreihe,
wenn » o7 an(z — 20)" fiir |2 — 29| < R konvergiert und fiir |z — 29| > R divergiert.

Durch diese Definitionen ist somit bereits der Konvergenzbereich festgelegt. Aufierdem
liegt sogar fiir alle z € K absolute Konvergenz vor.
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Proposition 33. Falls |z — z| < R, dann konvergiert Y -2 s an(z — 20)" absolut.

Beweis. Die Beweisfithrung gestaltet sich durch die Anwendung des Wurzelkriteriums sehr
leicht.

Ziehe die n-te Wurzel: {/|an(z — 20)"| = /|anl||z — 20|

Danach wird der Limes Superior gebildet und limsup,,_,. ¥/|an| = % verwendet:

limsup V/|an(z — 20)"| = |2 — 20| limsup ¥/|an| = |z — = <1
n—oo R

n—oo

Aus dem Wurzelkriterium folgt daher, dass Y 7 ((z — 20)™ absolut konvergiert. O

In Abbildung 22 werden alle méglichen Fille im Reellen in Form eines Konvergenzinter-
valls gut zusammengefasst. Falls x in (xg — r,xo + r) liegt, ist die Potenzreihe konvergent.
Fir alle auferhalb liegenden x ist sie divergent. Fiir den Rand des Konvergenzintervalls
kann keine allgemeingiiltige Aussage getroffen werden. Der Rand muss bei jeder Aufgabe
einzeln tiberpriift werden.

Im Komplexen muss die Vorstellung des Konvergenzintervalles durch einen Kreis mit Radi-
us R und Mittelpunkt 2 ersetzt werden. Falls der Konvergenzradius oo entspricht, handelt
es sich beim Konvergenzgebiet um eine Ebene.

keine allgemeine

Divergenz  #absolute Ko
Xo=l: o 7

Abbildung 22: Konvergenz- und Divergenzverhalten der Potenzreihe in R, nach [9, Fig.
63.1.]

wichtige Potenzreiheneigenschaften aus (9, S. 364 f.], ergénzt durch [17].

Proposition 34. Es seien Y .~ an(z — z9)" mit Konvergenzradius Ry und
Yoo bn(z — 20)" mit Konvergenzradius Ry zwei Potenzreihen. Dann gilt:

(1) LnZoan(z = 20)" + 3,20 bn(z = 20)" = 2 25Zo(an +bn) (z = 20)"™
Der Konvergenzradius erfillt r > min{R;, Ra}.

(2) Yoo gc-an(z—20)" =c Y o gan(z — 20)", wobei r > R;.

(3) (Soan(z—20)") - (E5obalz = 20)") =
=Y meolaoby 4+ arbp—1 + agby—2 + ... + anbo) - (2 — 20)" = D070 Y p—o Ubn—rk-
Der neue Konvergenzradius v erfillt: r > min{ R, Ra}.

Beweis. Die Beweise fiir (1) und (2) ergeben sich direkt aus der Reihenlinearitét (Satz 27)
und jener fiir (3) folgt aus Definition 47, dem Cauchy-Produkt. O

Weitere wichtige Eigenschaften der Potenzreihen sind die gleichmé&fige Konvergenz der
Potenzreihen, die sich leicht unter Anwendung des Wurzeltests ergibt und die Stetigkeits-
eigenschaft der Potenzreihen, fiir deren Beweis die gleichméfige Konvergenz benutzt wird.
Beide Eigenschaften werden noch ausformuliert. Verwende weiterhin [9] und [17] und defi-

niere fo(2) = Yop_gak(z — 20)" und f(z) 1= 07 an(z = 20)" = limno0 fru(2).

Proposition 35. Eine Potenzreihe f(z) mit Konvergenzradius R > 0 sei gegeben.
Widhle 0 < r < R.

Dann konvergiert f(z) kompakt gleichmafig, also auf jedem kleineren Teilintervall.
Das bedeutet f(z) konvergiert gleichmdfig auf {z € C: |z — 29| < r}.
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Proposition 36. Sei f(z) wie zuvor eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Dariiber hinaus ist z € C und |z — zo| < R.
Dann ist f stetig auf {z € C: |z — z9| < R}. Man sagt f ist stetig in z.

[17] beweist durch mehrere Abschitzungen mit Hilfe von Teilfolgen, Grenziibergéngen
und Eigenschaften von Potenzen, Wurzeln und des Betrags, dass der Konvergenzradius
beim Differentieren und Integrieren unverdndert bleibt. Man achte bei der folgenden Propo-
sition auch auf die Indizes. Es hat eine Indexverschiebung stattgefunden, die es erleichtern
soll den jeweiligen Grad zu unterscheiden.

Proposition 37. Sei f(z) := > 7" jan(z—20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R.
Dann haben Y 02 o(n+ 1) any1 (2 — 20)" und Y o0 fn—1
R.

Der folgende Satz lasst sich unter anderem mit der gerade genannten Proposition be-

weisen. Darin wird festgehalten wie die Gestalt einer Potenzreihe nach Ableitung und
Integration in R aussieht.

(z — 20)"™ den Konvergenzradius

Satz 46. Sei f(x) := > o7 qan(x — x)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0
und x € {z : |x — x| < R}.
Dann gelten:

(1) f'@) = XiZo(n+1) ansr (@ = o)™
(2) [ () dt = 52, = (@ - o)

Beweis. Um den Beweis zu erleichtern, beginne mit

(2) Sei x so, dass |z — xo| < R und setze r = |z — xy| < R, sodass die Potenzreihe auf
[xg — 7, o + r] konvergiert.

fn ist stetig. Nach Proposition 35 gilt sogar, dass f, — f gleichmikig. Fiir f,, gilt dabei:
Fult) = Yo an(t — wo)".

Die Integrierbarkeit der Grenzfunktion ist gegeben, Grenzwert und Integral kénnen ver-
tauscht werden:

:v . v EET v Linearitdt .. = v . k .
/zo f(t)dt_/mo Jim fo(t)dt = lim. . fa(t)dt "= nh_g)lokz_oak/ﬂm(t z0)F dt =

x
t— o k+1
Finde nun eine Stammfunktion: [* (t — zo)* dt = (=)™ und setze fort.
o k+1
o
. " ($ — l’o)k—H Proposition 37 .. wl QAp—1 k > an—1 n
= Jlim 3 o R i 3 T e )t = 3 T )
k= k=1 n=1

(1) Setze g(z) :=> 77 o(n+ 1) ant1 (x — o)™ mit Konvergenzradius R.

Ziel ist es nun durch Integration und mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Inte-
gralrechnung zu zeigen, dass g = f/(x) gilt.

Verwende (2) und die Definition von f(z):

0

/I g(t)dt = Z nsn (x —x0)" = f(x) — ao.
z n=1

Wegen dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt daher:

o0

(@) = (f&) —ap) = g(&) = Y _(n+1) ans1 (& —20)"
n=0
und der Konvergenzradius bleibt nach Proposition 37 erhalten. U
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Die Untersuchung des Konvergenzverhaltens von Potenzreihen kann erleichtert werden,
indem Potenzreihen auf spezielle Potenzreihen wie die geometrische Reihe, die binomische
Reihe oder sin z, cos z, e* zurlickgefiihrt werden, von denen das Konvergenzverhalten all-
gemein bekannt ist. Diese speziellen Potenzreihen sollen deshalb an dieser Stelle nach [17]
mit dem zugehorigen Konvergenzradius angefiihrt werden.

wichtige Potenzreihen

(1) geometrische Reihe:
1
- Z;?LOZO Zn7 R — 1.

1—-=2
(2) binomische Reihe:

Sei @ € R und (%) = a-la=l)--(@=n+l) der Binomialkoeffizient, fiir den

n!
gilt, dass (j) =1Vn e N.
Fir a € R ist dann

= [« 1 fallsa ¢ Ny
14 x)%= ", R=
( ) Z (n) { , fallsa € Ny

n=0 o0

3

(=1
(2n +1)!

(5) cosz=73_2, &;37 22" R = oo,

(4) sinz =3, 22l R = oo.

Beispiel 14. Ein klassisches Beispiel zur Untersuchung von Potenzreihen ist folgendes:
(z—5)"
™
1
Nach der allgemeinen Form ist a, = mn und zg = 5 ist der Entwicklungspunkt.

Vanl = /= = = = limsup /Jan] = =

a,| = {/— == imsu an| = =.

" n 7 SIP Vian] = 5
1

B lim sup,,_,oo V/|an| B

Bestimme das Konvergenzgebiet noch explizit:
Im Reellen: K = (xg — R,zo + R) = (—2,12)
im Komplexen: K ={z € C:|z—-5| <7}

Bestimme den Konvergenzradius und das Konvergenzgebiet von > >°

R 7.

Beispiel 15. Entwickle

x —
In diesem Fall ist eine Zuriickfithrung auf die geometrische Reihe hilfreich. Thr Konvergenz-
verhalten ist bereits bekannt. Forme deshalb den zu entwickelnden Ausdruck soweit um,
dass die geometrische Reihe verwendet werden kann.

1 1 1 1 geom. Reihe 1 = x—6\" - (*1)71
r—3 (x—6)+3 31_(_m—6> 37;)( 3 ) 223"Jrl (=6)
3 =
z—6

Konvergenz liegt fiir ) 3 ‘ < 1 vor, fiir }
Wegen Definition 50 ist R = 3.

um 6.

r—6
3

‘ > 1 handelt es sich um Divergenz.
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Bisher wurde das Konvergenzverhalten offener Intervalle analysiert. Die Randpunkte
wurden nicht beriicksichtigt, da an diesen Stellen prinzipiell sowohl Konvergenz, als auch
Divergenz moglich sind. Der Abel’sche Grenzwertsatz greift gerade diese Problematik auf.
Seine Aussage und der Beweis basieren auf [9, S. 379 f.] und weiterhin auf [17], wobei
[9] zur Vereinfachung den Entwicklungspunkt 0 voraussetzt und hier die allgemeine Form
verwendet wird. Auch das Beispiel zur Hlustration stammt von [17].

Satz 47. Abel’scher Grenzwertsatz

Sei Y > an(z — 2z0)" eine Potenzreihe mit endlichem Konvergenzradius R (0 < R < 00).
Fiir zy € C gelte |z1 — z0| = R, das heifit z1 liegt am Rand des Konvergenzgebietes.

Falls f in z1 und fir sonstige z definiert ist und f(z) = Y 7 an(z — 20)" konvergiert,
dann ist die Potenzreihe (linksseitig) stetig. Es gilt:

o0
lim E an(t(z1 — 20)) ":E an(z — 29)"
n=0

t—1—

Zusammengefasst bedeutet das, dass bei Konvergenz und Stetigkeit von f in z1 Potenzreihe
und Funktionswert an der Randstelle z1 dbereinstimmen.

Beweis. Der Beweis wird zur besseren Ubersichtlichkeit in zwei Schritte aufgeteilt.

Der 1.Schritt besteht aus einer Behauptung und ihrem Beweis.

Behauptung: Unter der Annahme des Konvergenzradius R = 1, z; = 1 und des Mittel-
punktes zp = 0 reicht es aus zu zeigen, dass lim, ,1- > 2 (a2 =Y 0" an.

Bestimme zuerst den Konvergenzradius. Setze by, := a,(z — 20)", x = t.

limsup v/ |b,| = limsup v/|an| |21 — 20| = |21 — 20| limsup {/|an| = R
n—oo n—oo n—oo

Wegen der Definition von R entspricht der Konvergenzradius der Potenzreihe > b, 2"

1.
Zeige nun, dass in diesem Fall lim; - Y 07 jan(t(z1 — 20))" = Y oo an(z — 20)™ gilt.
Verwende dafiir die Bezeichnungen von b, und =z.

o0

oo (0.)
lim E an(t(z1—20))" = lim E an(z1—20)"t" = lim bpz" = g b, = E an(z1—20)
n=0 n=0

1- 1
t— T— =0

.3

Damit ist die Behauptung gezeigt.

2.Schritt:

Setze A, :=> }_gak, A1 =0, Ag =0, A:=3 1 a, mit lim, , A, = A.

Auberdem setze fiir |z| < 1: f(z) =Y " anz".

Es soll gezeigt werden, dass lim,_,;- f(z) = A gilt, also der Grenzwert der Potenzreihe
dem Funktionswert entspricht.

Trivialerweise gilt a,, = A,, — Ap—1. Sei |z| < 1.

Zakx ZAk_Ak 1 ZAkl' —ZAk 1%
k=0

n—1 n n—1 -1
X hi
= Anl‘n—i-z Ak.’IZ'k—(A_l iL'O—l-Z Akflwk) tnde Verse iebung Amﬁ"—&—Z Akmk—z Akxk+1 =
= ~ =
n—1 n—1 . . . n—1
_ Anl’n+z<Akxk—Ak$k+l) _ Anl'n‘i‘z Aka,’k(l—x) Relhenh:nearltat Anx”—i—(l—x) ZAkxk-
k=0 k=0 k=0
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Forme um.

1 1 1
k _ k n
g Arx =1 E apx” — 1_xAnx —>71_xf(m),
k=0 k=0
n—oo n—oo

da limy, 00 Y p_gaxz® = f(2), A, — Aund:p — 0, falls |z| < 1.
Daher konvergiert auch der Ausdruck 5 Anl’ gegen 0.
Daraus ergibt sich dann:

ZAnx":if():f (1—zx) ZAn:c
n=0

Schreibe A um:

A=(1-2x2)A L geom'Reiw(l‘rKl) AZQ? (1-—=x ZAQ;

1—=x

Arbeite nun wieder mit der Grenzwertdefinition:
Seie >0.Da A, - A:3INVn > N:|A, — Al < 5.
€

Wihle nun  geschickt als 6 = min {1, 2 | } >0

Sei x so,dass 1 —d <z < 1.
Ziel ist es nun zu zeigen, dass lim,_,;- f(z) = A. Dann ist der Beweis beendet.

f@) = Al =11 -2)Y A" — (1 -2) Y Aa"| = (1 —2) | 3 (4, — A)a"
n=0 n=0 n=0

Lemma 2

00 N [e's]
SU-0) Y [An— Al "E (1 —2) Y (A — Al + (1) Y [An— Ala" <
n=0 n=0 N+1

,, Beom- Reihe

N
€ 1
(1— J:Z|A A|+ N“Z < (1—x)Z|An—A\+§(1—x)1ﬂ.
n=0

n=0

Da(l—z)<d, (1—x) ano |An — Al < §, wegen der Minimumseigenschaft von § und
(1 — z) gekiirzt werden kann, gilt: |f(z) — 4| < % + g =ec.

Damit ist lim,_,;- f(z) = A gezeigt und der Abel’sche Grenzwertsatz ist vollstandig be-
wiesen. O

Der Abel’sche Grenzwertsatz erlaubt es die konkreten Grenzwerte einer Potenzreihe zu
bestimmen, was nur durch die Verwendung der Konvergenzkriterien nicht méglich wire,
da diese nur eine Aussage dariiber treffen konnen, ob Konvergenz vorliegt. Betrachte dazu
ein verkiirztes Beispiel aus den Ubungen von [17].

Beispiel 16. Entwickle f(x) = log(x + 1) in eine Potenzreihe um 0 und berechne danach
n—1
Sy S

Die Ableitung vom Logarithmus ist bekannt. Leite f(z) ab und verwende dann wieder die
geometrische Reihe.

/ _ 1 _ 1 geom. Reihe = n _ = n.n
@)= Ty e =
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Der Konvergenzradius dieser Reihe ist R = 1, die Reihe ist fir |z| < 1 & | —z] < 1
konvergent und fiir |z| > 1 < | — 2| > 1 divergent. R bleibt auch nach Integration gleich
(Proposition 37). Integriere im néchsten Schritt unter Verwendung des Mittelwertsatzes:

& pntl > (_1)n—1
T) = -1)" +c=) ——a"+e
f(@) ;)( " nZ::l ;
Setze den Entwicklungspunkt 0 ein, um ¢ zu berechnen und die Potenzreihenentwicklung
n 1
fertigzustellen: 0 = log(0+ 1) = f(0) =c+ > . 1 n 0" =cec=0.
Daher ist log(z +1) =>_>7 (_17): L2 mit R=1.

n—1
Berechne nun ) 7, %
Zuerst muss liberpriift werden, ob die Reihe konvergent ist. Die alternierende Folge % ist

0o —1)"*1

streng monoton fallend und eine Nullfolge. Nach dem Leibniztest ist die Reihe > , (T
daher konvergent.

f(z) =log(z + 1) ist stetig in 1.

Somit ist der Abel’sche Grenzwertsatz anwendbar und » 7 (o) log(2).

n

Uber die bisherigen Ausfithrungen hinaus, spielen die Potenzreihen auch in der ein-
dimensionalen komplexen Analysis eine wichtige Rolle. Auberdem sind in der komplexen
Analysis die Laurentreihen von besonderer Bedeutung. Im Unterschied zur Potenzreihe
(Definition 49) beinhaltet die Laurentreihe nach [18] mit (a,)" eine Doppelfolge in C
und sieht folgendermafen aus: Yt _ a,(z — 20)".

Sie wird durch Aufspaltung in zwei Potenzreihen berechnet:

+o00
Z an(z — 20)" Zanz—zo +Za_ (z—z())n'

n=—oo

Das Konvergenzgebiet der Laurentreihe ist

1
{ZGC r=limsup V/|a_p| < |2 — 20| < R := }

n—-+o0 limsup,,_, o /|an]

Die moglichen geometrischen Vorstellungen der Konvergenzgebiete dndern sich damit auch.
Es sind keine einfachen Kreise mehr méglich. Zumindest der Mittelpunkt ist ausgenom-
men. Bei der Ebene als Konvergenzgebiet ist es das Gleiche.

Diese Bereiche, die nicht zum Konvergenzgebiet gehoren, werden als isolierte Singularita-
ten bezeichnet und werden in der komplexen Analysis gezielt untersucht.

Um den Fokus auf die Unendlichkeit beizubehalten und nicht zu spezifisch zu werden,
werden die in der komplexen Analysis stattfindenden Anderungen und Erweiterungen im
Rahmen dieser Diplomarbeit nicht weiter behandelt. Das Augenmerk soll nun im letzten
Kapitel auf die Nichtstandardanalysis gelegt werden, die sich durch ihren Zugang deutlich
von der Standardanalysis unterscheidet, trotzalldem aber sehr wichtig fiir die Auseinan-
dersetzung mit der Unendlichkeit ist!
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10 Nichtstandardanalysis

Analog zur Unterscheidung zwischen euklidischer und nicht- euklidischer Geometrie lésst
auch die Bezeichnung Nichtstandardanalysis bereits vermuten, dass sie sich grundlegend
von der geldufigeren Standardanalysis abhebt. Diese wird im Normalfall nur durch die
Bezeichnung Analysis gekennzeichnet. Wird die Nichtstandardanalysis angesprochen, darf
nicht auf ,Nicht-* verzichtet werden.

Ist die Rede von der Nichtstandardanalysis kommt die Sprache in der Regel sehr schnell
auf ithren Mitbegriinder Abraham Robinson. Dieser erschuf am Anfang der 1960er-Jahre
angelehnt an die Modelltheorie die erste Form der Nichtstandardanalysis.

Kurzgefasst zeichnet die Nichtstandardanalysis nach [12, S. 1| aus, dass das Infinitesimale
einen Statuswandel vollzieht. Unendlich kleine Grofen werden nicht mehr blofs als Hilfsmit-
tel gesehen, sondern werden zu wohldefinierten mathematischen Objekten. Dieser Ansatz
ermdglicht die zentrale und vereinfachte Verwendung von unendlich kleinen und unendlich
groken Zahlen, in Fachsprache: des Infinitesimalen und des Infiniten.

Einige strikte Verbote der Analysis fallen durch die Neuerungen der Nichtstandardanalysis
weg. Beispielsweise nennen die Autoren, dass der Ausdruck dz innerhalb der Nichtstan-
dardanalysis zu einer realen Grofe fiir numerische Rechnungen wichst, anstatt wie in der
populdreren Analysis als uneigenstindiger Bestandteil in der Schreibweise von Differentia-
len oder Integralen zu bestehen.

Erstaunlich ist auch, dass dadurch unter anderem die Integration und die Flachen- oder
die Volumsberechnung einen Wandel durchmachen. Die Integration wird von [12, VI| auf
eine Summation reduziert, die Flachenberechung salopp mit dem Prozess des Abzdhlens
gleichgesetzt.

Der Nichtstandardanalysis liegt nach [12, S. 2] und [21, S. 24| eine Koérpererweiterung
von R auf *R zu Grunde. Die Elemente von *R werden hyperreelle Zahlen genannt.

*R entspricht einem angeordneten Kérper, der R, aber dariiber hinaus eben auch infinite-
simale und unendlich grofte Elemente enthilt. Auf Grund des Transferprinzips gelten iiber
*R dieselben formalen Aussagen wie iiber R, wodurch *R in der reellen Analysis anwendbar
ist. Betrachtete Funktionen beziehen sich in der Nichtstandardanalysis ebenfalls auf den
Definitions- und Wertebereich der hyperreellen Zahlen. Etwas spater wird das Wesen dieser
Zahlen genauer behandelt.

Uber die hyperreellen Zahlen hinaus wird das Geriist der Nichtstandardanalysis von weite-
ren, bisher unbekannten, Begriffen wie Filter und Ultrafilter oder Superstruktur aufgebaut.

Ein Ziel dieses Kapitels wird es sein einige Grundziige dieser Richtung der Analysis zu
erliutern. Die Nichtstandardanalysis ist fiir die Beschéiftigung mit der mathematischen
Unendlichkeit unerlésslich. Nach der Vorstellung der nétigsten Grundbegriffe werden eini-
ge Definitionen, Satze und Beweise, die bereits im Kapitel der Standardanalysis behandelt
wurden, mit der Brille der Nichtstandardanalysis betrachtet. Dadurch soll ein Gespiir fiir
die unterschiedlichen Ansédtze hergestellt werden und ein Bewusstsein dariiber geschaffen
werden, dass unterschiedlich gewdhlte Perspektiven Auswirkungen auf Formulierungen, In-
terpretationen, Aussagen oder auch auf das Beweisverhalten haben kénnen. Die Vorausset-
zungen sind entscheidend. Mit welchem Blick und welchen Annahmen werden Sachverhalte
der Analysis betrachtet? Prézise und unmissversténdliche Begrifflichkeiten sind notwendig.
Neue Regeln (z.b. hier durch *R) kénnen laut [21, S. 24| zu anderen Ergebnissen fiihren.
Andererseits kénnen manche Beweise aber auch einfacher erscheinen und kiirzer wirken.

Da es schwierig ist sich eine andere Analysis als bekannt vorzustellen, habe ich den Be-

schluss gefasst an dieser Stelle bereits naiv mit einem praktischen Beispiel nach [21, S. 193
ff.] zu beginnen. Das soll es den LeserInnen erméglichen sich vor allen formalen Vorausset-
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zungen ein Bild von der Herangehensweise der Nichtstandardanalysis zu machen. Passend
zum vorigen Unterkapitel wird begonnen mit einem Standardbeweis zur Reihenkonvergenz.

Beispiel 17. Wegen 1 — n_lﬂ = (Z?;;)I)" = n(nlJrl) ergibt sich der
Satz 48.
i LS S SIS S
“nn+1) 1.2 2:3 3.4 77

Beweis. Standardbeweis

Zuerst ist zu zeigen, dass > 2, n(n+1) konvergiert.

Wir erinnern uns an die verschiedenen Konvergenzkriterien.
In diesem Fall bietet sich der Majorantentest (Satz 37) an.

Suche zuerst eine Majorante fiir > - ; m, indem abgeschétzt wird.

[ee] oo 1
nn+1 Z , weiln? < n(n+1) =n? +n.
n=1 —1
Uberpriife nun zuerst mittels Integraltest, ob > n—lg konvergiert.
Setze f(z) = % f ist also monoton fallend.

oo 00 00 o0

ff( ) dz konvergiert, vveﬂfi2 v=[27%de = = :0—(—%):%
! 1

Somit konvergiert f und damit auch > 5%, 4.

Mittels Majorantentest konvergiert daher auch > >, T nlﬂ)

Nachdem die Konvergenz von » -7, n(n =y
werden. Berechne nun den Wert der Reihe:

gezeigt wurde, kann der Beweis fortgesetzt

m m

. 1 . 1 1
Znn+1 _n%gnooZ:ln(n—l—l) :n}gnooz(ﬁ_n—l—l> -

n=1 n= n=1

1l s 1N Telesk 1
_ . - eesogsumme . o
= Jm (-2 ) Jim (1) =
n=1 n=1
= liml—lm —=1-0=1.
m—00 m—oom + 1

Beweis. Nichtstandardbeweis

Die Konvergenz der Reihe wird ebenfalls im Vornhinein iiberpriift. Da Konvergenz vorliegt,
entsteht bei Summierung bis zum unendlichfernen Glied n = Q nur ein unendlichkleiner
Fehler und dieser wird im Sinne der Nichtstandardanalysis erlaubt. Als Zeichen der Ni-
herung wird das Symbol ~ verwendet. Es besteht also die Aquivalenz a ~ 8 < a — 8
unendlich klein ist.

Q

00 Q 2 Q 1 1
Znn+1 Znn+ <7in+1> Zﬁizn—Fl:linLl%

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
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Der Standardbeweis bezieht sich auf bekannte Rechenregeln oder fithrt eine Grenz-
wertbestimmung durch. Beim Nichtstandardbeweis wird direkt mit unendlichgrofsen festen
Werten und einem speziellen unendlichen Kommutativgesetz gerechnet, wahrend der Stan-
dardbeweis je nach Rechenschritt ein bis zwei Folgen mit endlichem Grenzwert betrachtet.
[21, S. 194] sieht den Vorteil des Nichtstandardbeweises im direkteren Vorgehen und in
einer vereinfachten Argumentationslinie, weil weniger verboten wird (z.B. kann mit unend-
lichgrofsen festen Werten gerechnet werden).

Das vorige Beispiel beschiftigt sich mit einem Fall, bei dem die Beweise sich unterschei-
den, der Satz aber derselbe ist. Als interessant erscheint jedoch, dass manche Satze der
Standard- und Nichtstandardanalysis sich gegenseitig widersprechen oder auch einer einen
anderen enthélt. Da die Nichtsstandardanalysis der Analysis aber natiirlich nicht diame-
tral gegeniiberstehen will, wurden innerhalb der Nichtstandardanalysis zwei Sprachebenen
geschaffen- eine interne und eine externe. Nach |21, S. 195] lasst diese Unterscheidung die
Grenzen zwischen endlich und unendlich verschwimmen. Daran sieht man wie vorsichtig
mit dem Begriff unendlich umgegangen werden muss.

Vergleiche dafiir die beiden Sétze, ebenfalls nach [21, S. 195].

Satz 49. Standardsatz
Die Menge der reellen Zahlen ist iberabzdhlbar unendlich.

Satz 50. Nichtstandardsatz
Die Anzahl der reellen Zahlen ist kleiner als jede unendlichgrofie Zahl (also abzihlbar).

Wie im Kapitel zur Mengenlehre thematisiert wurde, gibt es einen Unterschied in der
Machtigkeit zwischen abzahlbaren und iiberabzdhlbar unendlichen Mengen, wodurch die
Sétze ohne Unterscheidung nach Sprachebenen widerspriichlich sind. Beriicksichtigt man
diese aber, wird das Dilemma zumindest verstindlicher. Das unendlichferne Glied €2 ist
intern betrachtet endlich, weil damit gerechnet werden kann wie mit normalen natiirlichen
Zahlen. Extern betrachtet ist es aber unendlichgrof, weil es grofer als jede charakteristisch
natiirliche Zahl ist. Kleine Unterschiede kdnnen verschiedene Bedeutungen hervorrufen.

Nach diesen einfiihrenden Worten sollen nun die Strukturen der Nichtstandardanalysis
genauer unter die Lupe genommen werden.

10.1 Das Grundgeriist der Nichtstandardanalysis

In diesem Abschnitt werden unter anderem Begriffe wie Filter, Ultrafilter, Superstruktu-
ren und die hyperreellen Zahlen thematisiert. Es wird versucht die wichtigsten Definitionen
und Sidtze vorzustellen und auch einzelne Beweise durchzufiihren, um ein Gefiihl fiir die
Struktur der Nichtstandardanalysis zu erhalten. An dieser Stelle soll aber gleich festgehal-
ten werden, dass diese Darstellung stark reduziert ist, um den Fokus auf das eigentliche
Thema nicht zu verlieren. Die Nichtstandardanalysis wiirde alleine schon Stoff genug fiir
mehrere Abschlussarbeiten liefern.

Interessierten LeserInnen empfehle ich zur Vertiefung [12]. Meine Ausfithrungen beziehen
sich Grofsteils auf dieses detaillierte Werk. Darin kénnen Antworten auf weiterfithrende
Fragen gefunden werden.

10.1.1 Filter und Ultrafilter

Am Beginn der Auseinandersetzung mit der Nichtstandardanalysis muss die mathematische
Grundlage platziert sein, die Ultrafilter (hier nach [12, §2 Filter und Ultrafilter|). Ohne sie
wiirden Nichtstandard-Modelle nicht existieren.

Im Folgenden sei I eine feste nicht-leere Menge und P(I) := {A : A € I} die zugehorige
Potenzmenge von I. Beginne mit einer Definition von Filter und Ultrafilter nach [12, S. §|.
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Definition 51. Ein System F C P(I) (ein System von Teilmengen von I) wird genau
dann Filter genannt, wenn

(1) F # 0 und 0 ¢ F, was bedeutet, dass mindestens eine Teilmenge # () von I zu F zihlt.

(2) A,B e F= AN B € F, was bedeutet, dass bei zwei vorhandenen Teilmengen von I,
die zu F gehoren auch der Durchschnitt dieser Teilmengen zu F zéhlt.

(3) Ae F,AC B C I = B e F, was bedeutet, dass jede Teilmenge von I, die Obermenge
einer zu F gehorenden Menge ist, selbst zu F z&hlt.
Gibt es keinen echten Oberfilter zum gegebenen Filter F, dann wird F Ultrafilter genannt.

Dass die Unendlichkeit innerhalb der Nichtstandardanalysis unverzichtbar ist, wird
auch sofort wieder hervorgehoben, wenn einer der bedeutendsten Filter vorgestellt wird-
der Filter der koendlichen Mengen. Koendliche Mengen sind nach [12, S. 9] Mengen, de-
ren Komplement eine endliche Menge ist. Die folgenden Definitionen, Satze und Beweise
zu Filtern und Ultrafiltern entstammen alle [12, S. 11 ff.], wobei kleine Verinderungen
vorgenommen wurden.

Definition 52. Sei I eine unendliche Menge. F wird Filter der koendlichen Mengen ge-
nannt, wenn F := {A C [ : I — A endlich } ein Filter iiber [ ist.

Bemerkung 18. Ist F wie in der obigen Definition, dann ist es immer ein Filter {iber I,
wie sich leicht unter Nachweis der drei Filterbedingungen aus Definition 51 zeigen lésst.

Im Folgenden wird bereits auf einen sehr wichtigen Satz zur Existenz von Ultrafiltern
hingearbeitet. Dafiir ist das Zorn’sche Lemma die entscheidene Voraussetzung. Es stellt
eine Aquivalenz zum Auswahlaxiom dar.

Proposition 38. Das Zorn’sche Lemma

Sei (X, <) reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, d.h. eine partiell geordnete Menge, so
dass jede nicht-leere total geordnete Menge K C X eine obere Schranke hat. Dann besitzt
X ein mazimales Element.

Satz 51. Zu jedem Filter Fo dber I existiert ein thn umfassender Ultrafilter F diber I
(}—0 C JT)

Beweis. Sei Fy ein Filter iiber I und wahle X :={F C P(I) : Fo C F,F Filter }.
Da Fy der Definition nach in X liegt, ist X nicht-leer.
Seien zusétzlich F; und F2 € X, dann gilt F; < Fo < Fp C Fo.

(X, <) ist also eine partiell-geordnete Menge und es soll im Beweis gezeigt werden, dass
(1) jede nicht-leere totalgeordnete Menge K C X eine obere Schranke besitzt

(2) jedes maximale Element von X einem Ultrafilter entspricht, der F{ enthélt.
Wegen den Voraussetzungen von (1) und Proposition 38 besitzt X ein maximales Element.
Nachdem (2) gezeigt wurde, ist dann der Satz bewiesen.

Beginne nun mit dem Beweis von (1). Zuerst muss bewiesen werden, dass
H:=UrexF(={A: Aec Ffir einF € K})ein Filter ist.

Da Fy C ‘H kann daraus gefolgert werden, dass H € X ist, wobei VF € K : F < H. Somit
ist ‘H eine obere Schranke von K.

Es fehlt also nur die drei Bedingungen dafiir zu beweisen, dass H ein Filter ist.

Erstens muss H eine nicht-leere Menge sein, weil I € Fy C H. Aufserdem kann die leere
Menge auch nicht in H enthalten sein, weil sie fiir alle 7 € K auch kein Element von F
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ist. Damit ist die erste Bedingung gezeigt.

Seien nun A, B € H. Nach der Definition von H existieren dann F7, Fo € K, wobei A € F;
und B € F».

K ist nach Voraussetzung total geordnet, wodurch F; < Fy < F1 C Fa bzw. Fo < F1 &
Fo C F1 gelten muss. Somit A, B € Fq oder A, B € Fs.

Da Fi, F2 beide Filter sind, gilt wegen der zweiten Filtereigenschaft, dass AN B € Fi oder
ANB e Fy. Alsoist auch AN B e H.

Es muss noch die dritte Filtereigenschaft von H gezeigt werden. Gegeben seien also

A e H,AC B C I. Wegen der Definition von H ist daher A € F fiir ein F € K. Es ist
bekanntlich F € K ein Filter auf I, wodurch B € F C H.

Beweise nun noch (2).

Bezeichne F das maximale Element von X. F ist daher natiirlich in X enthalten, wodurch
der Filter ]? klarerweise Fy enthalt. Bezeichne nun G mit .7? C @ als Filter iiber I. Wegen
G € X und der Maximaleigenschaft von F gilt F= G und F ist ein Ultrafilter. O

Bei weiterer Uberlegung fillt auf, dass das Wesen der Ultrafilter noch Klirungsbedarf
hat. Die folgenden zwei wichtigen Sdtze zu den Ultrafiltern werden aber an dieser Stelle
ohne Beweise erwihnt. Interessierte Leserlnnen konnen sie unter [12, S. 12 f.| studieren.

Satz 52. Sei F ein Filter iiber I. Dann besteht die Aquivalenz
F ist Ultrafilter, genau dann wennVA CI: A€ Foderl — A e F.

Bemerkung 19. Mithilfe des Satzes 52 kann auch bewiesen werden, dass der Filter der
koendlichen Teilmengen kein Ultrafilter sein kann. Das entscheidende Argument hierbei
ist, dass weder A noch I — A in F liegen, da sonst ) = AN (I — A) € F.

Man beschéftige sich weiter mit den Eigenschaften von einem Filter oder Ultrafilter.
Folgender Satz ist leicht mit der Definition eines Filters und einem indirekten Beweis fiir
Teil (2) unter Verwendung des Satzes 52 nach [12, S. 13| zu zeigen.

Satz 53. Eigenschaften von (Ultra-)Filtern

(1) Sei F ein Filter iber I. Dann gilt fir A C I:
A, Ag Ay € FundAiNAsN...NA, CA= Ac F.
(2) Sei F ein Ultrafilter iber I. Dann gilt fir Aq,...,A, C I:

AU UA, € F— Ay € Ffiir eink € {1,2,...,n}.

10.1.2 Der Erweiterungskorper *R

Die Vorstellung wie *R aussehen konnte, gehort wahrscheinlich zu den groften Hiirden
im Umgang mit der Nichtstandardanalysis. Es ist zwar mdoglich der Bildung des Erweite-
rungskorpers *R auf den Grund zu kommen, oft ist es aber sinnvoll sich von zwanghaften
bildlichen Vorstellungen zu lésen und sich den wesentlichen, teils auch sehr abstrakten,
Charakteristika zu widmen.

Ziel dieses Unterkapitels soll es deshalb sein das Verstindnis fiir *R zu schaffen, wobei der
Bezug zu den bekannten Mengen N, Z, Q, R im Vordergrund steht. Fiir diesen Teil wurden
[12, §3] und [20, 3.2-3.4] verwendet.

Die Korpererweiterung von R auf *R lduft sehr dhnlich zu jener von Q zu R ab. *R wird

mit einer Aquivalenzrelation gewonnen, die erst durch einen zu Grunde liegenden Ultrafil-
ter iber N = {1,2,...} erschaffen wird. Im Gegensatz zu den Standardmengen N,Z,Q,R
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besteht *R nicht aus Elementen in Form von Zahlen, sondern aus Aquivalenzklassen.

Fiir einen verstdndlichen Aufbau sollen zuvor jedoch noch wichtige Bezeichnungen vorge-
legt werden.

RY ist die Menge aller Abbildungen o : N — R (i € N, a(i) € R), wobei die Elemente der
Menge mit «, 3,7 bezeichnet werden und fiir Folgen reeller Zahlen stehen.

Komme noch einmal zum erwadhnten Ultrafilter F zuriick. Dieser umfasst den Filter der
koendlichen Mengen, besteht also selbst iiber N mit N — A € F fiir endliche A C N. Dass
der Filter der koendlichen Mengen enthalten ist, ermdglicht erst die Existenz unendlicher
Elemente in *R.

Dass *R ein Korper ist und (*R, 4+, -, <) insbesondere ein angeordneter Korper ist,
interessiert uns derzeit nicht vordergriindig. Es ist im Augenblick von groferer Relevanz
einfiihrende Definitionen im Zusammenhang mit *R nach [12, S. 16 ff.] und [20, S. 38 ff.]
vorzunehmen.

Satz 54. Einfiihrung von *R

Fiir o, 3 € RN wird oo ~ 3 geschrieben, falls {i € N: a(i) = 3(i)} € F ist.

Die Relation ~ besteht also nur genau dann, wenn hiochstens endlich viele Glieder der
beiden Folgen verschieden sind.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation in RN,

Fiirr € R seiry € RY die konstante Abbildung, die definiert ist durch ry(i) := r fiiri € N.
Fiir a € RN setze

_ . r , falls o ~ ry fiir einr € R ist;
B {BeRN:B~a} sonst.

Es sei *R:= {@: a € RV},
Es gilt:

(1) @ =< a~8 firaBeRY;
(2) TN =71 firr € R;
(3) RcC *R.

Beweis. Es soll gezeigt werden, dass es sich bei der Relation ~ tatsichlich um eine Aqui-
valenzrelation handelt, @ eindeutig bestimmt ist und (1),(2),(3) gelten.

Uberpriife zuerst die Bedingungen der Aquivalenzrelation:

Reflexivitat liegt vor, weil {i € N: a(i) = a(i)} = N € F und daher a ~ a.
Antisymmetrie (o ~ 8 = 8 ~ «a) gilt, weil {i e N: (i) = (i)} ={i e N: (i) = a(i)}.
Auberdem ist die Transitivitit (« ~ 8 und 8 ~ v = «a ~ =) erfiillt, weil
{ieN:a(@)=p@)}N{ieN:5{)=~0)} C{i e N:a(i) =~(i)}.

Wegen den Filtereigenschaften (Satz 53) liegt die gegebene Menge in F.

Zeige nun die Eindeutigkeit der hyperreellen Zahlen @. Dafiir seien o € RY, sowie r, s € R
mit a ~ ry und a ~ sy, wodurch wegen der Transitivitdt ry ~ sy und

{i eN: TN(i) = SN(i)} e F.

Daher gibt es ohne Zweifel ein iy € N mit rn(ig) = sy(ip), wodurch r = s nach dem ersten
Teil des Satzes folgt.

Fehlt (1), (2), (3) zu zeigen. Hierbei ist nur (1) etwas aufwendiger. Um die Aquivalenz zu
beweisen, miissen beide Implikationen gezeigt werden.

(1.1.) Setze zuerst @ = 3 voraus. Unterscheide zwei Fille. Sei o ~ 7y fiir ein r € R, so ist
der Definition nach @ = r und somit 3 = r, was gleichbedeutend ist mit 3 ~ ry. Daher
gilt auch a ~ g und der erste Fall ist bewiesen.

Sei als zweite Moglichkeit der Fallunterscheidung a ~ ry fiir kein r» € R, so ist nach der De-
finition @ keine reelle Konstante, sondern eine Aquivalenzklasse. Das bedeutet o € a@ = 3
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und a ~ S.

(1.2.) Betrachte nun die zweite Implikation. Sei « ~ 3 vorausgesetzt.

Unterscheide wieder wie zuvor. Sei a ~ 7y fiir ein » € R. Dann ist 8 ~ ry und @ = r = .
Ist aber o ~ ry fiir kein r € R, so ist 8 ~ ry ebenfalls fiir kein r € R.

Daher ergibt sich, dass @ und 3 Aquivalenzklassen sind. Aufierdem gilt wegen a ~ /3, dass
a=p.

(2) Bei ry ~ ry ist wegen der Definition ry = r erfullt und (3) ergibt sich sofort aus (2).
Den o € RN, die dquivalent zu einer konstanten Abbildung sind, wird némlich die Kon-
stante aus R zugeordnet und keine Aquivalenzklasse. Damit sind die reellen Zahlen durch
*R abgedeckt und dariiber hinaus gibt es noch weitere Elemente in *R, womit gewahrleistet
ist, dass R und *R nicht iibereinstimmen. O

Nach diesem langen Beweis stellt sich die Frage wie der rechnerische Umgang mit Ele-
menten aus *R nun aussehen kénnte. Im Endeffekt ist dieser sehr unkompliziert, wenn
bereits etwas mit Aquivalenzklassen gearbeitet wurde. Die Operationen +, -, < in *R sind
Fortsetzungen von +, -, < in R. Fiir Konstanten entsprechen die Rechenweisen einander,
da es sich dabei bekanntlich um reelle Zahlen handelt. Sind «, 8 € RY, dann bleiben so-
wohl ihre Summe, als auch ihr Produkt Elemente aus RY. Nach [12, S. 18] gilt u.a. fiir
i € N: (a-p)(i) = ai) - B(i) als Beispiel dafiir, dass die Abbildungen von N nach R
punktweise definiert sind. Also ist @+ 8 = a+ B und @- 8 = a - B mit den Resultaten
a+ pfund - 5 € *R.

Fiir @ < B muss {i € N : a(i) < (i)} € F gelten. Da die hyperreellen Zahlen durch
Aquivalenzklassen gebildet werden, wird fiir @ und 3 auch jeweils nur ein Reprisentant
verlangt. Wie das spezielle Aussehen ist, ist fiir Berechnungen irrelevant.

Das neutrale Element beziiglich der Addition ist 0, das beziiglich der Multiplikation 1 und
das inverse FElement beziiglich der Addition zu @ ist —&

In Anlehnung an die ,fast-sichere Wahrscheinlichkeit® P (P = 1), die in der Stochas-
tik auftritt, gibt es auch in der Nichtstandardanalysis einen speziellen Ausdruck. Ist dieser
bekannt, kann das Rechnen in *R auf R zuriickgefiihrt werden.

Die Verbindung der Begriffe ,fast-sicher* und ,fast-iiberall“ besteht wie folgt: Jedem Ultra-
filter wird nach [12, S. 22| eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet. Eigenschaften gelten genau
dann fast {iberall, wenn fiir sie Wahrscheinlichkeit 1 gegeben ist. Demnach ist ,fast iiberall”
folgendermaken durch dieselbe Quelle definiert:

Definition 53. Rechnen in *R durch fast-iiberall-Rechnen in R
Seien o, f € RY und r, e € R, sowie € > 0. Dann gilt:

1) @ = B < afi) = B(i) fast iiberall (also, wenn {i € N: a(i) = 8(i)} € F).

2) @ < B« a(i) < B(i) fast iiberall (also, wenn {i € N: a(i) < B(i)} € F).

3) |[@—B| < e |ali)— B(i)| < ¢ fast iiberall (also, wenn {i € N : |a(i) — B(i)| < e} € F).
4) |[a—r| <e < |a(i) —r| < e fast tiberall (also, wenn {i € N: |a(i) —r| < e} € F)

Im Teil zur Standardanalysis ist der Unendlichkeitsbegriff die meiste Zet {iber implizit
verwendet worden. Wie bereits erwihnt wurde, baut die Nichtstandardanalysis gerade auf
das unendlich Kleine und das unendlich Grofe auf. Daher werden die wichtigsten Begriffe
im Zusammenhang damit schon sehr friith definiert(siehe {12, S. 23 ff.]).
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Definition 54. endlich, unendlich, infinitesimal
Seien @, B € *R. Dann nennt man:

1) @ endlich bzw. finit, falls |@| < n fiir ein n € N ist.
2) @ unendlich bzw. infinit, falls |@| > n Vn € N ist.
3) @ infinitesimal (unendlich klein), falls |a| < 1 ¥n € N.

4) @ unendlich nahe bei 8 bzw. @ infinitesimal benachbart zu B (@ =~ fB), falls @ — B
infinitesimal ist. Zusammengefasst bedeutet das @ ~ 8 < [@ — | < L fast iiberall Vn € N.

(
(
(
(

In R ist 0 das einzige infinitesimale Element. Liegen zwei reelle Zahlen also unendlich
nahe beisammen, miissen sie iibereinstimmen. Ob die Existenz infinitesimaler und unend-
licher Elemente in *R immer gegeben ist, wollen wir uns im néchsten Schritt ansehen.

Es kann bereits vorweggenommen werden, dass fiir infinitesimal benachbarte Elemente in
*R gilt, dass auch ihre additiv inversen Elemente, sowie die Summe zweier solcher Paare
und das endliche Produkt ebenfalls infinitesimal benachbart sind.

Satz 55. Existenz von infinitesimalen und unendlichen Elementen
(1) *R enthdlt infinitesimale Elemente # 0, weshalb R G *R.
(2) *R enthdlt unendliche Elemente (, ist also nicht-archimedisch).

(8) *R ist nicht ordnungsvollstindig. (Ein angeordneter Kérper K heifit nach [12, S. 17/
odnungsvollstindig, falls jede nicht-leere Teilmenge von K, die eine obere Schranke hat,
eine kleinste obere Schranke besitzt.)

Beweis. (1) Wihle eine reelle Folge (i) := 1 mit i € N, dann ist @ # 0.

[12, 3.8] hélt fest, dass bei reellem Grenzwert r einer Folge (i), wie sie hier gegeben ist,
[a@ —r| < 1Vi € Nist. Angewandt auf r = 0 bedeutet das also, dass @ infinitesimal sein
muss.

(2) Hierfiir wahle eine reelle Folge (i) =4 mit i € N.

lim; o0 @ = 00, wodurch wiederum nach [12, 3.8] B > Vi € N.

Da 3> 0:|B8| = B und darum ist 3 ein unendliches Element.

Das widerspricht der Folgerung aus dem archimedischen Axiom, dass die natiirlichen Zahlen
nach oben unbeschrénkt sind.

(3) Schaffe zuerst die Voraussetzungen: Gegeben sei N C *R und 3 das unendliche Element
aus (2), das groRer als alle natiirlichen Zahlen ist. Der Definition nach ist 5 dann eine obere
Schranke. Es bleibt noch zu zeigen, dass N keine kleinste obere Schranke besitzt.

Man nehme dafiir gleich die obere Schranke 3 her. Dann gilt:

neN=n+l1leN=n+1<pf=n<p-1.

Also ist auch B—1 eine obere Schranke von N. Dieser Gedanke kann immer weitergesponnen
werden. Deshalb kann keine kleinste obere Schranke existieren. O

Es ist allgemein bekannt, dass die Menge der rationalen Zahlen dicht in der Menge
der reellen Zahlen liegt. Das bedeutet, dass sich immer eine rationale Zahl zwischen zwei
unterschiedlichen reellen Zahlen befindet. An diese Aussage erinnert der folgende Satz nach
[12, S. 25|, bei dem R und *R beteiligt sind.

Satz 56. Zu jedem endlichen o € *R ezistiert genau ein r € R, welches unendlich nahe
bei @ liegt.

Beweis. Sei @ endlich. Dann existiert nach Definition 54 ein ng € N : [a| < nyg.
@ ist beschrankt und es gilt —ng < a < ng.
Definiere

A={seR:s<a}CR
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Wegen der vorigen Abschéitzung von @ weif man, dass —ng € A und s < ngVs € A,
wodurch klar ist, dass A eine nicht-leere und in R nach oben beschrinkte Menge ist.
Im Gegensatz zu *R ist R ordnungsvollstandig, wodurch eine kleinste obere Schranke » € R
von A existiert.
Behauptung: VnEN:r—%gagr—F%
Beweis der Behauptung: Sei n € N. Da r die kleinste obere Schranke von A ist, kann r + %
nicht in A liegen und die rechte Ungleichung ist bereits bewiesen.
Demgegeniiber kann 7“ - = kelne obere Schranke von A sem Also kann auch fiir s € A die
Ungleichung s < r — ﬁ nlcht erfiillt sein, wodurch r — - < s < @ ist und die Behauptung
bewiesen ist.
Durch Umformung der bewiesenen Behauptung stellt sich heraus, dass

1 <@ —r <1VneNgilt und daher @ infinitesimal benachbart zu r ist (@ ~ r).
Wahle ein ebenso unendlich nahe an @ liegendes t € R (@ &~ t). Da es sich bei ~ um eine
Aquivalenzrelation handelt, folgt aus @ ~ r direkt ¢ ~ r. Da beide Elemente aus R sind,
muss ¢t = r sein und r ist eindeutig bestimmt. O

In [12, S. 99 f.] wird tiber die Begriffe endlich, unendlich, infinitesimal und infinitesimal
benachbart hinaus noch die Menge der finiten Elemente inklusive ihrer Eigenschaften
definiert. Diese ist dann besonders fiir das Kapitel ,,Ausschnitte der reellen Nichtstan-
dardanalsis”“ relevant.

Definition 55. Die Menge der finiten Elemente von *R wird definiert als

fin(*R) := {x € "R : zist finit}.
Seien z,y €* R. Dann gilt:
(1) z,y finit = = £ y, x - y finit;
(2) z finit und x ~ y = y finit;

(3)  nicht infinitesimal = 1 finit.

Durch Satz 56 und Definition 55 kann eine Abbildung namens Standardteil-Abbildung
gebildet werden. Diese geht im Gegensatz zu * von der Nichtstandardwelt zuriick in die
Standardwelt (siehe [12, S. 100 f.]).

Satz 57.

(1) Sei y € fin(*R). Dann existiert ein eindeutiges r € R mit y ~ r und es wird st(y)
genannt.
(2) Es ist st: fin(*R) — R und y1,y2 € fin(*R). Dann gilt:

(a) st(yr £ y2) = st(y1) + st(ya);

(b) st(y1 - y2) = st(y1) - st(y2);

st(
(c) 5t<Z—;> = stz’; falls st(y2) # 0.
(d) y1 < y2 = st(y1) < st(y2).

Beweis. (1) Sei r :=sup{s € R: s <y}. Wie beim Beweis vom Satz 56 gilt

r— % <y<r+ %, was iibereinstimmt mit |y — r| < %, was wiederum y =~ r bedeutet.
Ist nun y ~ 7/, so ist wegen der Aquivalenzrelation auch r ~ r’ und da im Reellen zwei
infinitesimal benachbarte Zahlen gleich sind auch r = 7/, womit die Eindeutigkeit bewiesen
ist.

(2) Sei r; := st(y;), wobei i € {1,2}. Dann ist r; ~ y; und die jeweiligen Summen oder
Differenzen der r; und y; sind dquivalent, wonach st(y; + y2) = 1 £ ro = st(y1) + st(y2).
Die Beweise von (b) und (c) verlaufen analog und fiir (d) gilt:
VnEN:st(yl)Syl—I—%Syg—i—%Sst(yg)—l—%. O
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Die Definitionen und Sétze dieses Abschnittes haben einen guten Einblick darin gege-
ben, was den Erweiterungskérper *R ausmacht und, was ihn von R unterscheidet.
Nun soll durch die Abbildung 23 und dem zugehorigen Text aus [12, S. 26| noch ergénzend
die geometrische Vorstellung geschult werden.
Mit den reellen Zahlen wird bekanntlich die Zahlengerade in Verbindung gebracht. Die
Darstellung fiir *R &hnelt ihr, unterscheidet sich aber beispielsweise dadurch, dass es fiir
alle drei disjunkten Bereiche (endlich, negativ unendlich, positiv unendlich) weder kleinste,
noch grofte Elemente gibt (hier dargestellt durch die Punkte zwischen den verschiedenen
Bereichen). Negativ unendliche Werte sind Zahlen, die kleiner als jede reelle Zahl sind,
positiv unendliche Werte sind gréofber als jede reelle Zahl. Besonders ist aber vor allem
der Bereich der endlichen Elemente von *R. Dieser besteht némlich wieder aus disjunk-
ten Bereichen, die gebildet werden aus den reellen Zahlen und ihren jeweils infinitesimal
benachbarten Elementen. Die disjunkten Bereiche werden Monaden genannt und sind fol-
gendermafen definiert:

m(r) ={r£e:0<ex0},r R

In Abbildung 23 wird die Monade m(r) vergrofert dargestellt. Auch Monaden besitzen
kein kleinstes oder griofites Element, da auch Vielfache von € wie z.B.: 3¢ ~ 0 sind.
Werden zwei reelle Zahlen rq, 79 betrachtet, wobei r; < ry ist, so liegt auch die gesamte
Monade m(ry) links von m(rz). Es werden also durch eine Monade mit zwei Elementen
auch immer alle Elemente dazwischen beriicksichtigt.

Abbildung 23: geometrische Vorstellung von *R, nach [12, S. 26|

Um alle Facetten der Monaden noch einmal auf einem Blick zu haben, wird hier noch
der passende Satz nach[12, S. 101 f.] angefiihrt.

Satz 58. Firr e R setze m(r) :={y €*R:y~r}.
m(r) wird bezeichnet als die Monade des Punktes r. Fir r,ri,r9 € R gilt:
(1) m(r) = {r + ¢ : € infinitesimal};
(2) m(r) = {y € fin("R) : st(y) =},
(3) m(r1) Nm(re) =0, falls 11 # ro;
(4) in("R) = U,eg m(r)-
Mit dieser Abbildung zum Abschluss dieses Kapitels sollte die Vorstellung von *R

optimiert werden. Nun ist es moglich sich einem anderen wichtigen Bestandteil der Nicht-
standardanalysis zuzuwenden.
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10.1.3 Die Superstruktur

Fir die allgemeine Nichtstandardtheorie ist der Begriff Superstruktur unverzichtbar, wes-
halb er auch an dieser Stelle unbedingt behandelt werden muss. Zuerst wird der Begriff
der Superstruktur erarbeitet und im Anschluss daran werden grundlegende Einblicke in die
Nichtstandardanalysis gegeben, die stark an die mathematische Logik angelehnt ist. Dafiir
werden |12, §5, 6] verwendet.

Superstrukturen sind nach [12, S. 36 f.] im Allgemeinen Mengen, die alle fiir eine Theorie
bendtigten Objekte als Elemente beinhalten.

Man geht von einer nicht-leeren Menge V' von Urelementen aus, die keine Mengen sind.
Beispielsweise wire fiir V := R jede reelle Zahl ein Urelement. Es wird dann ausgehend
von den Urelementen eine Menge 1% gesucht, die alle durch V' erzeugbaren mathematischen
Objekte enthalt, iiber die in jeglicher Form Aussagen getétigt werden kdénnten.

Definition 56. Die Erfordernisse einer Superstruktur 1%
Erfordernisse fiir V' wiren
(1) Die Urelemente V sind Teil einer Superstruktur V (V € V).

(2) Befindet sich eine Menge A innerhalb einer Superstruktur V, dann auch ihre Potenz-
menge (AcV = P(A)eV).

(3) Sind zwei Mengen Ay, Ag Teil einer Superstruktur V, dann auch ihre Vereinigung
(Al,AQ ceV=A4AUAd ¢ V)

(4) Befindet sich eine Menge A in einer Superstruktur V, dann auch alle ihre Elemente
(AeV=a€ecVVacA).

Nun wird auf eine spezielle Superstruktur V nach [12, S. 37| eingegangen.

Definition 57. Die Superstruktur v
Sei V' eine nicht-leere Menge von Urelementen. Setze induktiv

Vo:=V  firv e Ny, Vigr:=V, UPV,)und V := U2V, = VoUVL U ...
Die Menge V heift Superstruktur iiber V' und ist die kleinste Menge V.

Beziiglich der Bezeichnungen soll festgehalten werden, dass Grokbuchstaben wie zu-
vor A fiir Mengen stehen, bei Kleinbuchstaben wie a koénnen je nach Kontext Mengen
oder Urelemente gemeint sein. (a,b) := {a,{a,b}} ist das geordnete Paar von a,b und
(a1, as, ..., a,) ist das geordnete n—Tupel von ay, ..., a,.

Bei gegebenen Mengen Aj, ..., A, @ A x Ay x -+ x A, = {{a1,...,ay) : a; € A; fiir
i=1,..,n}.

Betrachte nun Eigenschaften von V,, und V ohne Beweis. Die genauen Schritte und Beweise
finden sich bei [12, S. 40]. Proposition 39 ist eine wichtige Voraussetzung fiir Satz 59 ([12,
S. 41]).

Proposition 39. Eigenschaften von V,
Fiir alle v € N gilt:

(1) AcV, - Ve ACV,4;

(2) AcV, -V =P(A) € V,p1;

(3) BCAeV,—-V=DBeV,;

(4) Aj eV, =V firjeJ=U;c; Aj € Vu;
(5) a,beV,_1 & {a,b} €V,;
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(6) a,beV,1 < (a,b) € V,41;

(7) A,BeV, -V =AxBeV,».

Satz 59. Eigenschaften der Superstrukiur 1%

(1) V st transitiv, d.h. A€V = ACV;

(2) Vgv;

(3) A€V Menge = P(A) € V;

(4) AE‘A/Menge,BCA:>B€‘7;

(5) A1, Ag, ..., Ay € v Mengen = A1 U...UA, € ‘7, Ay x...x A, € ‘7;
(6) ai,...,an € V= {a1,...,an} € V und (a1, ...,an) € ‘7;

(7) A1, Ag, ... Ay € 1% Mengen = U;‘L:1 A; CV, fir einv eN.

Um die Notation fiir Relationen und deren Spezialfille die Funktionen festzulegen, seien
an dieser Stelle noch weitere Definitionen nach [12, S. 42] angefiihrt.

Definition 58. Eine Menge R heifst Relation, wenn es Mengen A, B mit R C A x B gibt.
Der Definitionsbereich einer Relation R ist definiert durch

D(R):={a€ A:{(a,b) € Rfiir einb € B}.
Der Wertebereich einer Relation R ist definiert durch
W(R):={be B:{(a,b) € Rfiir eina € A}.

Ist Ay eine Menge, schreiben wir R[Ag] := {b € B : {(a,b) € Rfiir eina € Ag}.
R~ :={(b,a) : (a,b) € R} ist die inverse Relation zu R.
Die Komposition von Relation Ro mit der Relation R4 ist definiert durch

R0 Ry :={{a,c): (a,b) € Ryund (b, c) € Rafiir ein b}.

Eine Relation heifst Funktion oder Abbildung, falls gilt: (a,b) € f und (a,c) € f = b=c.
Zu jedem a € D(f) existiert also genau ein b mit (a,b) € f und es gilt f(a) = b.
Ist eine Funktion f: A — B mit Ay C A, By C B gegeben, so schreibt man:

flA) ={f(a):a € A}; f'[Bo]={a€ A: f(a) € By}

Weitere Erkenntnisse diesbeziiglich sind nach [12, §5] beispielsweise, dass mit einer oder
zwei Relationen in V auch die inverse Relation, die Komposition, der Definitions- und Wer-
tebereich, sowie fiir f, A, B € V und auch f(a), f[Aop], sowie das System aller Funktionen
B4 und Operationen iiber A in v liegen.

Angewandt auf die reelle Analysis bedeutet das, dass alle in ihr vorkommenden Objekte
Elemente der Superstruktur R sind und mittels Aussagen iiber diese Superstruktur auf die
Objekte aus R geschlossen werden kann.

Der Begriff der Aussage wird in [12, S. 63| erkldrt. Aussagen sind demnach Formeln, die
aus (an allen Stellen durch Quantoren) gebundenen Variablen bestehen. Variable werden
in Folge unterstrichen, einfache Elemente von Superstrukturen nicht.

Formeln in V bestehen wiederum aus den Zeichen =e,\,V,7,(,),(,), dem | als Zeichen
im Kontext von Abbildungen, Variablen und Elementen von V. So kann beispielsweise fiir
eine Funktion g und ein Element a aus dem Definitionsbereich von g der Ausdruck g [ a
statt g(a) geschrieben werden (siehe [12, S. 45]).

Die obig erwidhnten Zeichen sind die Mindestanforderungen, um alles Nétige darstellen zu
kénnen. Natiirlich kommen auch andere Zeichen als Ergdnzungen und zur vereinfachten
Darstellung im Rahmen von Aussagen vor.

Nach der Beschiftigung mit der Superstruktur, folgt nun ein weiterer unverzichtbarer Be-
standteil der Nichtstandardtheorie - das Transferprinzip.
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10.1.4 Das Transferprinzip zwischen Standard- und Nichtstandardwelt

Bereits in den einfiihrenden Worten zum Kapitel Nichtstandardanalysis durfte das Trans-
ferprinzip nicht fehlen. In diesem Abschnitt soll dieses Prinzip nun genauer unter die Lupe
genommen werden. Dafiir wird [12, §7] herangezogen.

Das Besondere am Transferprinzip ist, dass es ermdglicht Sétze der Standardwelt in die
Nichtstandardwelt zu iibertragen.

Man gehe dafiir wieder von einer beliebigen Menge S aus, die die relevanten Urelemente
enthilt (z.B.: alle reellen Zahlen). Durch S = Uo2 Sy ist die zugehorige Superstruktur
definiert, die die Standardwelt aufbaut. Die Nichtstandardwelt wird jedoch nicht in dersel-
ben Superstruktur liegen, sondern Teil einer noch gréferen Superstruktur W sein.
Dadurch kann die Zuordnung eines Objektes *a € W zu einem a € S durch die Betrach-
tung der Abbildung * S W durchgefiihrt werden. Genauer bedeutet das also, dass fiir
die Objekte *a wegen dem Transferprinzip dieselben Sitze gelten wie fiir a.

Wir nahern uns dem Thema nun etwas formaler durch [12, S. 66].

Definition 59. satztreue Einbettung und Transferprinzip
Es heift * : § — W eine satztreue Einbettung, wenn gilt:

1) =5 =W;

(2) *s=sVseS;

(3) fiir alle Aussagen ¢ in S ist ¢ genau dann gultlg, wenn *¢ giiltig ist. (Transferprlnmp)
Da durch (1) W = *S und damit W =+*8 wird * : § — W oft durch * : § — *3 ersetzt.

Proposition 40. Das Transferprinzip kann auch anders formuliert werden:
Ist ¢ eine giiltige Aussage in S, dann ist *¢ giiltig.

Beweis. Aus obiger Proposition folgt direkt (3): Sei namlich *¢ giiltig. Nehme nun indirekt
an, dass ¢ nicht giiltig ist. Das stimmt mit der Aussage X = —¢ iiberein, woraus die
Giiltigkeit von *X = —=*¢ folgt. Damit ist *¢ nicht giiltig und das ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung. O

Beschiftigen wir uns nun mit den Folgerungen aus dem Transferprinzip, die durch
[12 S. 79 1. | knapp zusammengefasst sind. Demnach erhélt die zuvor definierte Abbildung
: § — *§ Strukturen und Figenschaften. Sie iiberfiihrt

1

Urelemente in Urelemente

2) Mengen in Mengen

3

Teilmengen in Teilmengen

4

transitive Mengen in transitive Mengen

5) endliche Mengen in endliche Mengen

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)

6) endliche Durchschnitte bzw. Vereinigungen in endliche Durchschnitte bzw. Vereini-

gungen
(7) Relationen in Relationen
(8) Funktionen in Funktionen

(9) Operationen in Operationen
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(10) kommutative Gruppen in kommutative Gruppen
(11) Korper in Kérper

Durch diese Aufzihlung wird schon sichtbar, dass sich das Transferprinzip im Normal-
fall nur auf endliche Mengen, Durchschnitte und Vereinigungen bezieht.
Fiir den unendlichen Fall kann man sich also nicht des Transferprinzips bedienen.
Der Grund, warum in *R also gerechnet werden kann wie in R ist, dass die Eigenschaften
des angeordneten Korpers *R sich unter Anwendung des Transferprinzips aus den entspre-
chenden Eigenschaften von R ergeben. Die Ubernahme von Strukturen und Eigenschaften
(wie oberhalb aufgezihlt) rechtfertigt den weiteren Umgang mit *RR.

Bei der Analyse des Transferprinzips wurde bereits naiv der Begriff der Nichtstandard-
welt verwendet. Nun wird es Zeit diesen zu definieren. Beginne daflir wie zuvor mit der
passenden Einbettung nach [12, S. 82].

Definition 60. Nichtstandardeinbettung
Eine satztreue Einbettung * : § — *§ heifit Nichtstandardeinbettung, falls gilt:

R C SundR # *R.

Es wurde ebenfalls bereits knapp vor dem Beginn des Unterkapitels ,,Das Grundgeriist
der Nichtstandardanalysis“ erwdhnt, dass innerhalb dieses Gebiets zwischen intern und
extern unterschieden wird. Die Hintergriinde dazu sollen an dieser Stelle beleuchtet werden.
Dabei wird wiederum Bezug auf [12, S. 83 f.| genommen.

Definition 61. Nichtstandardwelt, interne und externe Elemente
Sei * : S — *S eine Nichtstandardeinbettung und S die Standardwelt. Die Menge

T = U A

AeS-S

heifst Nichtstandardwelt. .

Die Elemente von F heifsen intern, die Elemente von *S — § heilen extern.

Wenn es sich bei den Elementen um Mengen handelt, werden diese interne oder externe
Mengen genannt.

Eigenschaften der Nichtstandardwelt sind:

1) § ist transitiv (d.h. Elemente interner Mengen sind intern);

2) 0eF.T¢3:;
3) *a € FVa €S,
)

(
(
(
(4) (a,b), a b, {a,b} € §FVa,becF.

Hilfreich kann beziiglich der Einordnung von § auch noch folgende Inklusionskette sein:
Sc*ScFcHs.

§ besticht nach [12, S. 94| durch seine Abgeschossenheitseigenschaften fiir U, N, —, x. Trotz-
dem soll § aber nicht iiberschitzt werden. Sie ist als kleinste transitive Menge, die alle
Standardelemente enthilt, eine echte Teilmenge von *S. Die Menge der Standardelemente
ist aber auch nur eine Teilmenge der internen Elemente.

Nicht alle Abgeschlossenheitseigenschaften gehen direkt von der Standardwelt in die Nicht-
standardwelt iiber. So ist beispielsweise § nur unter endlichem, aber nicht unter abziahlba-
rem Durchschnitt abgeschlossen. Auferdem ist nicht automatisch jede Teilmenge interner
Mengen wieder intern. Um zu priifen, ob das in einem Spezialfall gilt, kann das Prinzip
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der internen Definition herangezogen werden.

Zuvor muss noch der Begriff der internen Formel definiert werden. Die folgende Definition,
sowie der Satz stammen aus [12, S. 87 f.]. Dort findet sich fiir die interessierten LeserInnen
auch der zugehorige Beweis.

Definition 62. Sei * : § — *S eine Nichtstandardeinbettung und ¢ eine Formel in *S.
¢ wird interne Formel genannt, wenn alle in der zugehorigen Zeichenreihe auftretenden
Elemente von *S Elemente von § sind.

Satz 60. Prinzip der internen Definition

Sei*: S — *S eine Nichtstandardeinbettung und ¢z, ..., z,,
Dann gilt fiir jede interne Menge B :

{(b1, ..., bn) € B : @[by,...,by] ist giiltig} ist eine interne Menge.

| sei eine interne Formel.

Dieser Satz sagt aus, dass alle Teilmengen einer internen Menge dann ebenfalls intern
sind, wenn sie durch interne Formeln beschrieben werden ([12, S. 94]).

Das Permanenzprinzip fiir interne Formeln ist ein weiteres Prinzip, das auf Grund seiner
oftmaligen Verwendung fiir Beweise unbedingt behandelt gehort. Dieses sagt im Allgemei-
nen nach [12, S. 102] aus, dass eine - fiir alle Elemente einer bestimmten externen Menge -
giiltige interne Aussage auch fiir eine grofere interne Menge giiltig bleibt. Mathematisch-
formal ist dieses Prinzip wie folgt zu beschreiben. Der Beweis ist wiederum unter oberer
Quelle nachzulesen.

Satz 61. Permanenzprinzip fir interne Formeln
Sei x die einzige freie Variable und ¢[z| eine interne Formel.

(1) Owerflow-Prinzip:

Gilt p[n]¥n € N. Dann gibt es ein h € *N —N: ¢[n] Vn € *N mit n < h giiltig ist.
(2) Underflow-Prinzip:

Gilt p[h]Vh € *N — N. Dann gibt es ein m € N : ¢[n| Vn € *N mit n > m giiltig ist.

(3) Gilt ¢[e]Ve ~ 0. Dann gibt es ein c € Ry : ¢[b] Vb € *R mit |b| < c giiltig ist.

Externe Teilmengen von *R sind nach [12, S. 104] beispielsweise die Monaden, die Men-
ge der finiten Elemente oder fiir alle unendlichen Mengen A CR: A, *A — A, *R — A.
*A kann hierbei u.a. fiir *N - die hypernatiirlichen Zahlen stehen.

Nachdem nun die wichtigsten Grundlagen der Nichtstandardanalysis thematisiert wurden,
kann der néchste Schritt hin zur reellen Nichtstandardanalysis gemacht werden.

10.2 Ausschnitte aus der reellen Nichtstandardanalysis

Wie der Titel dieses Unterkapitels schon erahnen lisst, wird der Fokus in diesem Abschnitt
auf die reelle Nichtstandardanalysis gelegt. Da die reelle Nichtstandardanalysis (genauso
wie die Standardanalysis) sehr umfangreich ist, wird auch hier nur Platz fiir bewusst ge-
wahlte Blitzlichter sein.

Die Auswahl wird angelehnt an die bereits in dieser Diplomarbeit behandelten Teile der
Standardanalysis stattfinden.

Ziel dessen ist es die beiden verschiedenen Richtungen der Analysis noch besser kontras-
tieren zu konnen. Der didaktische Hintergrund ist dabei, dass durch die verschiedenen
Ansétze bereits Bekanntes mit anderen Augen gesehen werden kann und gleichzeitig das
unter Anfiihrungszeichen Neue durch bereits bekannte Inhalte leichter erfassbar wird.
Auferdem wurden innerhalb der Standardanalysis die wichtigsten Themen im Zusammen-
hang mit der Unendlichkeit behandelt und diese sind natiirlich auch innerhalb der Nicht-
standardanalysis an prominenter Stelle vertreten.

121



So soll nach der Beschiftigung mit der Unendlichkeit im Rahmen des Konstrukts der Nicht-
standardanalysis noch ein konkreterer Blick auf den Stellenwert der Unendlichkeit anhand
von weniger abstrakten Beispielen erfolgen. Dabei orientiere ich mich weiterhin an [12] und
versuche einen dhnlichen Aufbau wie im Kapitel zur Standardanalysis beizubehalten.

10.2.1 Grenzwerte und Konvergenz von Folgen

Auch im Gebiet der Nichtstandardanalysis wird mit dem Begriff des Grenzwertes einer
Folge in [12, §10] begonnen. Auffillig wird sein, dass weniger Definitionen als S&tze vor-
kommen werden, da die jeweiligen Aussagen fiir die Nichtstandardanalysis in den meisten
Fillen aus den Definitionen der Standardanalysis abgeleitet werden.

Reelle Folgen a,, mit n € Nsollen als Abbildungen a : N — R, a(n) = a, aufgefasst werden.
Ist a € S, so ist wegen dem Transferprinzip *a : *N — *R und *a(n) = a(n) = a, = *ay,.
Nach dieser kurzen Vorarbeit beschéftigen wir uns jetzt mit dem ersten Satz im Zusam-
menhang mit Folgengrenzwerten nach [12, S. 106].

Satz 62. Grenzwerte und Hdaufungspunkte in der Nichtstandardanalysis
Sei an,n € N, eine Folge reeller Zahlen und a € R. Dann gilt:

(1) a ist Grenzwert von a,, n € N< *ap ~aVhe *N—-N.
(2) a ist Hiufungspunkt von a,, n € N < *ap ~ a fir ein h € *N —N.

Beweis. Beweise die beiden Aquivalenzen wie gewohnt wieder mittels zweier Implikationen.
(1) ,, = “: Sei € € R4. Nach der bereits bekannten Grenzwertdefinition fiir den Grenzwert
a von a, mit n € N (Definition 9) und unter veranderter Schreibweise existiert ein ng € N:

(Vn e N)(n >ng = |a [n—a| <e).
Daher ist nach dem Transferprinzip auch die folgende Aussage erfiillt:
(Vn€ "N)(n>no = ["a[n—a| <e).

Deshalb gilt fiir h € *N — N, dass [*ap — a| < e Ve € Ry, wodurch *ap =~ a Vh € *N —N.
, <= “: Sei ¢ € Ry. Eine giiltige interne Formel ist wegen *aj, =~ a Vh € *N — N gegeben
durch ¢[n]=a [n—a| <e.

Wende nun das Permanenzprinzip (Satz 61,(2)) an.

Also Ing € N fiir n > ng : ¢[n] VYn € *N.

Fiir n € N ist aber sogar *a,, = a und daher |a,, — a| < e Vn € N und n > ny.

(2) ,, = “: Nach Voraussetzung ist a Haufungspunkt von a,, n € N.

Wende das Transferprinzip auf die Definition des Haufungspunktes an und erhalte die
Aussage *1:

(Vee "Ry)(Vme "N)(3n € "N)(n>m A [fa [ n—a| <¢).

Sei ein infinitesimales € € *Ry und m € *N —N.

Da *4 gilt, existiert ein h € *N mit h > m und [*ap —a| < e, wodurch h € *N—N, *a; ~ a.
., <= “ Sei zuletzt h € *N — N mit *ap, = a, sowie € € R, und m € N.

Dann ist h > m und es gilt:

(Gne "N)(n>mA|*a [ n—a| <e).
Wende das Transferprinzip an und erhalte
(neN)(n=mAlaln—al<e).

Es kann also zu jedem ¢ € Ry und m € Nein n > m mit |a, —a| < € gefunden werden. 0O
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Die Grenzwertsitze gelten unverdndert wie in Satz 7.

Ein weiterer wichtiger Bestandteil bei der Auseinandersetzung mit Grenzwerten und dem
Konvergenzverhalten von Folgen sind die Konvergenzkriterien, die im Standardanalysisteil
unter Satz 12 vorkamen. Wir sehen uns dazu jetzt ndher (2) - das Auswahlprinzip bzw.
den Satz von Bolzano-Weierstrass und (3) - das Cauchy-Konvergenz-Prinzip an.

Zuerst wird der Satz von Bolzano-Weierstrass nach [12, S. 108] behandelt, fiir den jedoch
noch eine Vorbereitung getroffen werden muss.

Satz 63. Beschrdnktheit einer Folge
Eine Folge a,, n € N reeller Zahlen ist genau dann beschrinkt, wenn *ap Vh € *N — N
finit ist.

Beweis. Sei a, mit n € N beschriankt. Das bedeutet: 3c € R: (Yn € N)|a [ n| <c.
Die Anwendung des Transferprinzips liefert wiederum, dass *a,, ¥n € *N finit ist, also auch
in *N — N.
Gehe fiir die zweite Implikation davon aus, dass *ap Vh € *N — N finit ist. Damit besteht
die giiltige interne Formel

Ym] = (Vn € *N)|a [ n| <mVhe *N—-N.

Wegen des Permanenzprinzips (2) existiert ein m € N, sodass 1[m] giiltig ist. Dadurch ist
*a, = a, fir n € N durch m beschrinkt. O

Satz 64. Satz von Bolzano- Weierstrass in der Nichtstandardanalysis
Jede beschrankte reelle Zahlenfolge besitzt einen Haufungspunkt.

Beweis. Gegeben sei eine beschrinkte Folge a,, n € N und h € *N — N. Mit Hilfe der
Definition einer beschréankten Folge (Satz 63) ist klar, dass *a; finit ist und wegen dem
Standardteilsatz ist *a;, ~ st(*ap) =: a € R. Daher ist der Definition nach a ein Hiufungs-
punkt von a,, n € N. O

Die Cauchy-Konvergenz ist innerhalb der Nichtstandardanalysis durch den folgenden
Satz nach [12, S. 108] geregelt. Kurzgefasst sagt er aus, dass die Werte der Folge an unend-
lich grofen Stellen unendlich benachbart sein miissen, damit Cauchy-Konvergenz vorliegt.
Der Beweis wird an dieser Stelle ausgelassen, da die Beweisfiihrung wie bereits hinreichend
bekannt wieder unter Verwendung des Transfer-, sowie des Permanenzprinzips ablauft.

Satz 65. Sei an,n € N eine reelle Zahlenfolge. Dann gilt:
an, n € N Cauchy-Folge & "ap ~ *ap Vh,k € *N—-N & a,, n € Nist konvergent.

Besonders am Beispiel des Cauchy’schen Konvergenzprinzips wird sichtbar, dass 6fters
eine sehr knappe Formulierung in der Nichtstandardanalysis auftritt. Diese ist aber nach
Auseinandersetzung mit dem Grundgeriist der Nichtstandardanalysis oft sehr intuitiv er-
fassbar. So sind auch die folgenden Propositionen fiir uneigentliche Grenzwerte und +oco
oder —oo als Hiufungspunkte nach [12, S. 109] nicht tiberraschend.

Proposition 41. Sei a,, n € N eine reelle Zahlenfolge. Dann gilt:
(1) 400 ist uneigentlicher Grenzwert von an,n € N &% ay, ist positiv unendlich Vh € *N—N.

(2) —oo ist uneigentlicher Grenzwert von a,,n € N <* ay, ist negativ unendlich

Vh €* N —N.
(8) +oo ist Hiufungspunkt von an, n € N < *ay, ist positiv unendlich fir ein h € *N — N,
(4) —oo ist Hiufungspunkt von a,, n € N & *ay ist negativ unendlich fir ein h € *N —N.
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Auch die zugehorigen Beweise wiirden wieder ohne grofen Aufwand auf die Definiti-
on 20 und das Transferprinzip zuriickgreifen.
Es kann also festgestellt werden, dass sich die Beweisfiihrungen innerhalb der reellen Nicht-
standardanalysis von Folgen sehr dhneln. Des Weiteren mochte ich mir diesbeziiglich noch
ein Bild von der Nichtstandardanalysis reeller Funktionen machen.
Das folgende Unterkapitel soll in Kombination mit den Abschnitten Stetigkeit und Diffe-
rentierbarkeit der Standardanalysis betrachtet werden. Das soll wiederum den Vergleich
der beiden Gebiete ermdglichen.

10.2.2 Reelle Funktionen: Stetigkeit und Differentierbarkeit

Im Abschnitt Stetigkeit der Standardanalysis konnte der Stetigkeitsbegriff bereits erarbei-
tet werden und auch das Verstidndnis fiir die Bedeutung von Differentier- und Integrier-
barkeit wurde bereits geschaffen.

Daher ist es moglich und auch sinnvoll diesen Teil abgekiirzt zu behandeln und nur auf
eine Auswahl der wichtigsten Definitionen und Sétze Riicksicht zu nehmen. Immerhin sind
die Moglichkeiten fiir Themen dieser Diplomarbeit schier unendlich und es soll trotz der
Fiille an Inhalten nicht der rote Faden verloren gehen.

Ausgegangen wird fiir die Nichtstandardkriterien fiir Stetigkeit und Differentierbarkeit
nach [12, §11] vom Grenzwert von Funktionen. Dieser muss erst noch definiert werden
und das geschieht unter Anlehnung an [12, S. 116]. Den folgenden Aussagen liegt weiter-
hin eine Nichtstandardeinbettung * : S —*8 zugrunde. Auferdem beschéftigen wir uns
bekanntlich mit der Funktion *f : *R —* R, die als Fortsetzung von f : R — R besteht.

Satz 66. Grenzwert einer Funktion in der Nichtstandardanalysis

Sei D C R und in jeder e-Umgebung von xo € R liegt ein Punkt von D (kurz: xg ist
Beriihrungspunkt von D). Sei auflerdem f: D — R eine Funktion und c € R.

Dann sind dquivalent:

(1) impsgg, f(x) =¢;
(2) (x € *D und x =~ xp) = *f(x) = c.
Beweis. (1) = (2):

Sei € € R4. Nach Voraussetzung ist ¢ der Grenzwert von f(x), wenn z — xo.
Der Definition nach existiert dann ein § € R:

(Vz € D) (jz —zo| <= |f Tz —c|<e)

Wende wieder das Transferprinzip an. Dann gilt Vo € *D mit |z —xzo| < 0 : [*f(z) —¢| < e.
Wenn nun als Voraussetzungen z € *D und = =~ xg gegeben sind, dann folgt

|*f(x) — ¢| < eVe € Ry und das bedeutet *f(x) ~ c.

(2) = (1):

Sei € € Ry. (2) liefert die giiltige interne Formel

Y[n] = (Vz € *D)(\g—w(ﬂg%:ﬂ*f[g—c\gé‘)Vne *N—N.

Nach dem 2. Teil des Permanenzprinzips ist diese interne Formel damit auch fiir ein ng € N

giiltig. Daher folgt (1) daraus, dass fiir § := -

no

(Vz € *D) (Jx — x| <0 = |f(x) — ] <e).
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Sehen wir uns nun das Nichtstandardkriterium fiir Stetigkeit nach {12, S. 116] an und
vergleichen dieses mit den Definitionen zur Stetigkeit der Standardanalysis
(Definitionen 21, 22, 23, 24).

Satz 67. Stetigkeit in der Nichitstandardanalysis
Sei D CR, zg € D und sei f: D — R eine Funktion. Dann sind dquivalent:

(1) f ist stetig in xo;
(2) (x € *D und x =~ x0) = *f(x) = f(x0)-

Beweis. Fiir den Beweis reicht es Satz 66 anzuwenden und ¢ = f(xo) zu wihlen. O

Wihrend die zuvor genannten Definitionen der Analysis stidrker auf die Verwendung
von § und € bauen, kommt das in Satz 67 nur implizit vor. Es wire fiir den Beweis dieses
Satzes (wie in jenem von Satz 66) relevant, direkt in der Formulierung wird jedoch darauf
verzichtet. In dieser Ausdrucksweise wird bekanntlich wieder ein infinitesimaler Fehler in
Kauf genommen. Stetigkeit in einer bestimmten Stelle liegt also genau dann vor, wenn
unter gegebenen Voraussetzungen aus zwei infinitesimal benachbarten Grofen folgt, dass
auch ihre Bilder wieder infinitesimal benachbart sind.

Die Stetigkeit bei Summen, Differenzen, Produkten oder Verkniipfungen stetiger Funktio-
nen wie in Satz 14 und Proposition 8 gelten natiirlich auch in *R durch Abbildung von f
auf *f.

Ein weiterer dufserst relevanter Stetigkeitsbegriff ist jener der gleichméfigen Stetigkeit
(Definition 28,(1)). Wir erinnern uns an den Unterschied zwischen gleichméfiger Stetigkeit
und dem allgemeinen Stetigkeitsbegriff. Dabei wird nicht die Stetigkeit in einem Punkt,
sondern die gleichméfige Stetigkeit einer Menge betrachtet und dafiir werden zwei Elemen-
te aus dem Definitionsbereich herangezogen. In der Nichtstandardanalysis wird der Begriff
nach [12, S. 118] wie folgt erkldrt. Hierbei gehen alle infinitesimal benachbarten Punkte
wieder in infinitesimal benachbarte Bilder iiber.

Satz 68. gleichmdflige Stetigkeit in der Nichlstandardanalysis
Sei D € R und sei f: D — R eine Funktion. Dann sind dquivalent:

(1) f ist gleichmdfig stetig;
(2) (w,y € "D und x ~y) = "f(z) = f(y).

Beweis. (1) = (2)“
Der Beweis erfolgt typisch fiir die bisherigen Nichtstandardbeweise mittels gegebener Defi-
nitionen aus der Standardanalysis, der Anwendung des Transferprinzips und darauffolgen-
der Deutung mit ~.
A(2) = (1)
Hier wird wieder von einer giiltigen Aussage

W=0Ed€ Ry)(Vo,y e D)(lz—yl <d=["Flae—"flyl<eeRy)

ausgegangen, das Transferprinzip fiir ein infinitesimales § angewandt und dadurch die
giiltige Aussage ¢ geliefert, die die gleichméfige Stetigkeit darstellt. O

Aus Satz 18 wissen wir bereits, dass mit einer auf einer kompakten Menge stetigen
Funktion f die gleichméfige Stetigkeit von f gegeben ist. Der Beweis dazu ist in der
Nichtstandardanalysis tiberraschend einfach.
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Satz 69. Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist gleichmdfig stetig.

Beweis. Dieser Beweis erfolgt ohne grofen Aufwand durch die Anwendung von Satz 68,(2)
und die Wahl von D = [a, b]. Fiir Elemente z,y € *R wird dann z,y € *[a, b] betrachtet. Es
ist bekanntlich = ~ y gegeben, weshalb x ~ st(z),y ~ st(y) und damit st(x) = st(y) € [a, b]
gilt. Da f stetig ist, gilt also *f(z) =~ f(st(z)) = f(st(y)) = *f(y) und die gleichmékige
Stetigkeit von f ist gezeigt. 0

Ein weiterer wichtiger Begriff ist jener der Differentierbarkeit. Auch hierfiir soll das
Nichtstandardkriterium nach [12, S. 119] erfasst werden.

Satz 70. Differentierbarkeit in der Nichtstandardanalysis

Sei D C R und g € D ein Hiufungspunkt von D (also xoy Berihrpunkt von D — {xo}).
Auflerdem sei f : D — R eine Funktion mit c € R.

Dann sind dquivalent:

(1) [ ist differentierbar in xo mit der Ableitung f'(xo) = ¢;
(2) “f (@)= f(=0)

o ~cVr €D mit x = xg, T # Xg.

Beweis. Definiere g(x) := W fir x € D; :==D — {x0}.
Nach Voraussetzung ist xg ein Hiufungspunkt von D, also ein Beriihrpunkt von D;.
Der Ausdruck
li =
D: BISBHi>J»‘() g(:U) ¢
entspricht dem ersten Teil der Differentierbarkeitsdefinition.

Eine andere Notation dafiir ist: *g(x) ~ c¢Va € *D; mit x =~ x.
Also ist *g(z) := %ﬁf;m fiir x € *Dy, sowie v € *D; & x € *D A 1 # xp.
Damit ist (2), sowie sofort auch die Aquivalenz zu (1) gezeigt. O

Mit Hilfe von [20, S. 77] und [12, S. 32] soll noch die Verbindung zu den Ansétzen von
Leibniz hergestellt werden und die Differentierbarkeit in der Nichtstandardanalysis prézi-
siert werden.

Leibniz definierte den uns bekannten Differenzenquotient als w ﬁy

Wenn sich nun x unendlich nahe an xg annahert, werden Az, Ay unendlich klein. Diese
unendlich kleinen Gréfen wurden von ihm dann Dlﬁerentlale genannt und mit dx und dy
bezeichnet.

Es wird sich im Folgenden zeigen, dass die Ableitung einer Funktion f innerhalb der Nicht-
standardanalysis unter Vernachlissigung eines infinitesimalen Fehlers als Quotient zweier
infinitesimaler Grofien verstanden wird. In Anlehnung an Leibniz wird daher Satz 70, (2)
auch oft direkter mit den Differentialen nach Leibniz in Verbindung gebracht.

In dieser Schreibweise steht dann der infinitesimale Zuwachs * f(zo +dz) — f(z¢) im Zahler
und die infinitesimale Verédnderung dz im Nenner, wobei 0 # dx ~ 0 gilt.

Ein wichtiges Ergebnis ist % ~ f'(z), wobei f'(z) der Standardteil von % ist.

Im Vergleich zur geldufigeren Analysis kann der Differentialquotient zweifelsfrei immer
gebildet werden. Das ist fiir den Grenzwert des Differenzenquotienten aber nicht sicher.
Auferdem muss der Differentialquotient nicht fiir jedes dz endlich sein. Nur wenn jedes dx
endlich ist und der Standardteil f’(z) nicht von der Wahl von dz abhéngt, existiert der
Grenzwert des Differenzenquotienten und stimmt mit dem Standardteil iiberein.

Zum Abschluss dieses Abschnittes soll noch der letzte der Grundbegriffe zu Stetigkeit
und Differentierbarkeit nach [12, S. 120] behandelt werden: die stetige Differentierbarkeit.
Sie ist eine weitere Spezialisierung der Differentierbarkeit von f iiber [a,b], die wegen
Satz 70 wie folgt definiert ist:
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f :]a,b] — R ist genau dann iiber [a, b] differentierbar, wenn zu jedem xy € [a, b] ein ¢ € R

()= f(=z0)

existiert mit L oo G falls x € *[a, b,z = x¢, aber x # xy.

Satz 71. stetige Differentierbarkeit in der Nichtstandardanalysis
Sei f : [a,b] = R eine Funktion. Dann sind dquivalent:

(1) f ist stetig differentierbar auf [a,b];

“f@) =" f(y)

g ~ ¢ fir alle x,y € *[a,b] mit

(2) zu jedem xy € [a,b] gibt es ein ¢ € R, sodass
T,y &~ xg und T #£ y ist.

Beweis. (1) ,=“(2):
Beriicksichtige die Definition der Differentierbarkeit von f {iber [a,b], wie sie vor dem zu

beweisenden Satz getétigt wurde. Seien demnach x,y € *[a,b] mit z,y ~ z¢ und = # y.
Es geniigt zu beweisen, dass w ~ f'(z0) ist.

Wegen der Stetigkeit von f’ gilt nach Satz 67:
“(f)(z) = f'(z0) Yz € *[a,b] mit z = xo.

0O.B.d.A. gelte x < y. Nach Voraussetzung gilt x,y =~ x¢ und daher reicht es zu zeigen,

dass . i}
fz) =" F(y)
r—y
Beweise diese Behauptung tiber den Transfer des Mittelwertsatzes der Analysis (Satz 25).
Wegen dem Mittelwertsatz gilt namlich (01):

~ *(f')(2) fiir ein z € *R wobei z < z < .

(Vz,y €lab]) (2 <y=CzeR)z<z<yn—07
Da x < y und z,y € *[a,b] sind, ist der oben beschriebene Transfer gerechtfertigt und
liefert die Giiltigkeit der Behauptung (01).
(2) ,=4(1):
Sei xg € [a, b] beliebig und setze y = ¢ fiir (2), wodurch f in xg differentierbar ist und die
Ableitung f’(xg) = c ist.
Da die Differentierbarkeit somit schon gezeigt ist, fehlt nur noch der Beweis der Stetigkeit
von f'in xg.
Sei dafiir e € Ry. Um die Stetigkeit zu zeigen, muss ein § eingefithrt werden. Es reicht aus
zu beweisen, dass ein 6 € Ry existiert, sodass (02):

fz) = f(y)

z—y —f/(l'o) SE.

Va,y € la,blmit zop —d < x,y <xo+ 9, z £y :

Ist diese Behauptung (02) bewiesen, wiirde néamlich fiir den gesuchten Grenzwert fiir
x — y Vy € [a,b] mit |y — zo| < § gelten, dass |f'(y) — f'(z0)] < e.

Setze diese Uberlegungen nun auch in der Tat um:

Wegen (2) als Voraussetzung gilt die folgende Aussage *¢:

(36 € "Ry) (Va,y € *[a,b])

fle—"f1ly

(o —d0<zy<ao+0) NzH#Y) = pr—y = — fl(mo)| <e).

Um die Giiltigkeit der Aussage *¢ zu zeigen, muss nur § > 0 infinitesimal sein.
¢ gilt dann wegen dem Transferprinzip, wodurch dann (02) und damit (1) gezeigt ist. O
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Das Kapitel der Nichtstandardanalysis neigt sich dem Ende zu. Innerhalb der letz-
ten rund zwanzig Seiten haben wir uns dem Themengebiet der Analysis durch eine neue
Perspektive gendhert. Die Nichtstandardanalysis ist wahrscheinlich das Gebiet, das sich
innerhalb der Mathematik am bewusstesten mit der Unendlichkeit beschiftigt. Es existie-
ren im Gegensatz zur Standardanalysis endliche, infinitesimale, aber auch unendlich grofe
Elemente, mit denen auch gerechnet werden kann. Oft scheinen Beweise aus diesem Ge-
biet kiirzer und leichter, da iiber uns bekannte Verbote der Analysis hinweggesehen wird.
Unendlich kleine Fehler werden vernachléssigt. Es wurden neue Begriffe wie Filter und Ul-
trafilter, Superstrukturen, hyperreelle Zahlen, Standard- und Nichtstandardwelt, interne
und externe Aussagen etc. eingefiihrt, die nun schon normal erscheinen und uns lehren,
dass neue (anfénglich vielleicht etwas suspekt wirkende) Sichtweisen im Endeffekt eine
grofke Bereicherung darstellen kénnen.
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Teil V
Zusammenfassung und Abstract

Zusammenfassung

Diese Diplomarbeit setzt sich auf verschiedenen Ebenen mit der Unendlichkeit auseinander.
Das ist deshalb essentiell, weil das Thema die Vernetzung von Forschungsrichtungen und
Disziplinen bedarf. Ohne eine vielschichtige Betrachtung wiirden die vorhandene Perspek-
tivenvielfalt und die Faszination verborgen bleiben und eine verkiirzte Darstellung wire
das Resultat.

Die ,interdisziplindre Betrachtung der Unendlichkeit® beschiftigt sich als erste Ebene mit
den verschiedensten Kontexten der Unendlichkeit. Es werden einige Bereiche aufgezeigt, in
denen sie aulberhalb der Mathematik ein Gespriachsthema ist. Auffillig ist dabei, dass keine
wissenschaftliche Forschungsrichtung eine Vormachtstellung einnimmt, sondern tatséchlich
viele Disziplinen miteinander einhergehen. Es steckt viel mehr hinter dem einfachen Sym-
bol oo, als es auf den ersten Blick scheint.

Das Unendlichkeitssymbol, das erst im 17. Jahrhundert eingefithrt wurde, wird oft als
Zeichen fiir die grenzenlose Liebe oder Freundschaft verstanden, genauso wie der Ehering
(eben ohne Ende) die unendliche Liebe verkérpert. Im religitsen Kontext findet die Un-
endlichkeit Finklang in der Auseinandersetzung mit dem Leben nach dem Tod und der
Auferstehung. Aus kiinstlerischer Perspektive sollen Empfindungen der Unendlichkeit ge-
schaffen werden, indem ein Bild immer kleinere Bilder von sich selbst enthélt, scheinbar
unendliche Tonerhdhungen oder Gedichte mit einer unendlich fortsetzbaren Wiederholung
von Strophen geschrieben werden. Die Physik forscht immer weiter in Richtung unendlich
kleiner Elemente oder dem unendlich grofsen Weltall. Im Zusammenhang damit stehen
auch immer philosophische Gedanken zu Sein oder Nicht-Sein, unbegrenzten Diskursen,
unendlichem Potential und unendlichen Ideen.

Die zweite Betrachtungsebene ist von innermathematisch-geschichtlichen Meilensteinen ge-
pragt. Diese Auseinandersetzung reicht von den Griechen der Antike wie Zenon und Euklid
iiber die Einfliisse von Newton, Leibniz und weiteren Entwicklern der Infinitesimalrechnung
und Cantor als Begriinder der Mengenlehre und der unendlichen Dezimalzahlen bis hin zu
immer noch gegenwértig diskutierten Paradoxa. Was ware die heutige Mathematik ohne
die frithe Auseinandersetzung mit der Unendlichkeit? Sicher nicht das, was sie heute ist!

Als dritte Ebene dieser Diplomarbeit ist das Vorkommen der Unendlichkeit in einigen
verschiedenen gegenwiértigen Forschungsgebieten der Mathematik zu verstehen. Das Ka-
pitel ,Rechnen mit der Unendlichkeit ist das Herz dieser Arbeit. Es wird gezeigt, dass
der Stellenwert der Unendlichkeit innerhalb der elementaren Zahlentheorie beispielswei-
se sehr klein ist, da sie fiir die Teilbarkeit irrelevant ist. Innerhalb der Mengenlehre oder
der Analysis sieht das hingegen giinzlich anders aus. Die Mengenlehre beschéftigt sich
stark mit verschiedenen Michtigkeiten von unendlichen Mengen. Dabei kommen Begriffe
wie Abzihlbarkeit oder Uberabzihlbarkeit, sowie Probleme wie die bis heute unbewiesene
Kontinuumshypothese ins Spiel.

Ein besonderer Fokus wird aber auf die eindimensionale reelle Analysis und Nichtstandar-
danalysis gelegt. Innerhalb der reellen Analysis bauen bereits die grundlegenden Begriffe
auf die Unendlichkeit auf. Die Unendlichkeit wird aus dieser Sicht als potentiell erfasst.
Das bedeutet die Vorstellung der Unendlichkeit, ihre bedingte Existenz und der unendliche
Prozess riicken anstelle des Glaubens an die Existenz eines unendlichen Objektes.
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Den Gedanken der Analysis verkorpert der Grenzwertbegriff am besten. Ausgehend vom
Grenzwert einer Folge werden die Grundbegriffe der Analysis erarbeitet. Dabei wird der
Grenzwert einer Folge durch einen Prozess gebildet, bei dem die Anzahl der Folgenglieder
gegen unendlich geht, diesen Wert aber eben nicht erreicht. Der Grenzwert findet infolge-
dessen Anwendung bei Untersuchungen von Funktionen und Reihen. Von besonderer Be-
deutung sind auch die Begriffe der Differentier- und Integrierbarkeit. Eine Funktion wird an
einer bestimmten Stelle differentierbar genannt, wenn die Ableitung, d.h. der Grenzwert fiir
n — oo des Differenzenquotienten existiert. Das Riemann-Integral wird als Grenzwert der
Riemann-Summe verstanden. Die jeweiligen Begriffe werden moglichst intuitiv und logisch
aufgebaut und des Weiteren mit wichtigen Definitionen, Propositionen, Satzen, Beweisen
und Beispielen ergénzt. Von besonderer praktischen Relevanz sind dabei Konvergenzun-
tersuchungen und einfache Berechnungen im Zusammenhang mit der Unendlichkeit.

Zum Abschluss wird die Nichtstandardanalysis in Grundziigen vorgestellt. Sie unterscheidet
sich dadurch von der gewthnlichen Analysis, dass sie vom aktual-Unendlichen und damit
von real existierenden infinitesimalen und infiniten Grofen ausgeht. Es werden unendlich
kleine Fehler vernachléssigt, wodurch einige Verbote der Analysis hinfallig sind. Einige Be-
griffe, Satze und Beweise wirken dadurch teilweise intuitiver, einfacher oder kiirzer. Dieses
Kapitel enthilt zuerst einen Uberblick iiber die Struktur der Nichtstandardanalysis. Darin
werden Begriffe wie Filter, Superstrukturen, die hyperreellen Zahlen oder das Transfer-
prinzip zwischen Standard- und Nichtstandardwelt vorgestellt.

Danach werden die Grundbegriffe der Analysis in das Licht der Nichtstandardanalysis ge-
riickt, wodurch das Spezielle dieser Forschungsrichtung deutlich wird.

Durch diese Diplomarbeit soll gezeigt werden, dass der Umgang mit der Unendlichkeit
ein hohes Maf an abstraktem Denken verlangt. Es braucht einen moglichst offenen und
neugierigen Blick, um dem Unendlichen auf die Spur zu kommen. Nach [27, S. 140] stellte
bereits der Philosoph und Mathematiker Descartes fest, dass das Problem des Unendlichen
darin bestiinde, dass es sich von dem bekannten Endlichen unterscheide. Es ist in vielerlei
Hinsicht paradox.

Genauso paradox erscheint es auch diese Diplomarbeit iiber die Unendlichkeit in der Ma-
thematik zu beenden. In diesem Spezialfall ist es aber notwendig das Ende fiir etwas zu
finden, das eigentlich gar kein Ende hat.
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Abstract

The aim of this diploma thesis is to examine the complex term of infinity concerning the
mathematical occurrence. Infinity has to be observed out of various perspectives, including
different levels in order to create a holistic and well-connected understanding of mathema-
tical infinity. In this case the elaboration is divided into three main parts, which stand for
three levels of infinity-examination.

The first level deals with approaches to infinity out of disciplines as physics, theology,
music, art or philosophy. To give some examples physicists do research on as small partic-
les as possible or on the boundless universe, artists paint pictures, which contain the same
picture always a degree smaller or some poets are writing poems with verses repeating
endlessly. Adherents of the five main religions have faith in the resurrection, which means
that they are convinced of an existing life after death. Bach pretended in his ,Neverending
Canon“ a sense of infinite modulation. Last but not least, philosophers are reflecting on
our existence for several thousand years, are thinking about endless ideas or potential and
the connection between limits and infinity.

In addition to that, the second level of interest is the history of infinity in mathemati-
cal research. In this part some influences for today’s mathematical vision of infinity are
described. Euklid, Cantor, Hilbert, Leibniz or Newton affected e.g. geometry, set theory or
infinitesimal calculus \ analysis. This level has to be included in this diploma thesis to get
a better understanding of difficulties in the development of mathematical infinity.

After discussing the historical and interdisciplinary frame the current state of scientific
knowledge is analysed as core of this diploma thesis. The importance of infinity varies
throughout the different disciplines. It is decided to concentrate on set theory, but even
more important on one dimensional real analysis and non-standard analysis.

In the field of the set theory studies about the cardinality of infinite sets can be found.
Words as countable or uncountable are discussed, as well as the proof that it is possible to
find for any infinite set further infinite sets with higher cardinality. Attention is also given
to the continuous hypothesis and appropriate present scientific results.

Afterwards, the main sections analysis and non-standard analysis are following. They differ
in their view on infinity. While the analysis uses infinity as potentially existing (in sense
of a process or imagination), the non-standard analysis handles with actually existing in-
finitesimal and infinite objects.

The limit is probably the most-associated mathematical term with today’s infinity. The-
refore, the chapter analysis is based on this concept. The following pages are dominated
by theorems concerning limits of sequences and series, continuity, differentiability and in-
tegrability. The scope is to explain the important role of infinity for these concepts and
additionally to show how it is practically used for calculations.

The shorter chapter of non-standard analysis starts with the description of some crucial
structural elements for this mathematical field. Explanations of e.g. filter, superstructures,
the transfer principle or the hyperreal numbers are followed by a more concrete discussion
of the above mentioned concepts of limits, continuity and differentiability. This step should
finally empower to compare the roles of infinity between analysis and non-standard analysis.

To sum up, the mathematical infinity is quite abstract and complex. This diploma thesis

highlights the need of perspective-changes and a holistic view in order to realise the various
issues of infinity throughout the different fields of mathematical research.
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