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1 Einleitung

Im Zentrum dieser Arbeit steht die Untersuchung der ebenen hyperbolischen Geo-
metrie. Die hyperbolische Geometrie baut auf wenigen Axiomen auf, die sich im
sogenannten Parallelenaxiom von denen der herkdmmlichen euklidischen Geometrie
unterscheiden. Man kann dabei verschiedene Modelle der hyperbolischen Geometrie
erzeugen, also mathematische Strukturen, die die Axiome der hyperbolischen Geo-
metrie erfiillen.

Ziel der Arbeit ist es, einige Modelle der hyperbolischen Ebene vorzustellen, also
Modelle der hyperbolischen Geometrie in zwei Dimensionen. Sie soll damit fiir Stu-
dierende der Mathematik, die bereits die Grundvorlesungen der linearen Algebra
und Analysis absolviert haben, eine Moglichkeit bieten, sich mit der hyperbolischen
Geometrie auseinanderzusetzen.

Mit Hilfe der Differentialgeometrie von Flichen lassen sich in besonders anschauli-
cher Weise Modelle der hyperbolischen Ebene konstruieren. Aus diesem Grund wird
in den ersten beiden Kapiteln dieser Arbeit die Differentialgeometrie von Flichen
behandelt. Wie bereits erwidhnt sind als Grundlage dafiir die Grundvorlesungen der
linearen Algebra und der Analysis eine Voraussetzung, auferdem sind elementare
Kenntnisse von gewdhnlichen Differentialgleichungen niitzlich. Diese ersten beiden
Kapitel sollen dabei lediglich die Begriffe und Zusammenhénge darstellen, die fiir die
Untersuchung der Modelle der hyperbolischen Ebene benttigt werden. Jene Begriffe
und Zusammenhidnge werden dabei in einer méglichst anschaulichen und kompakten
Weise erarbeitet. Es wird deshalb auf eine mathematisch strenge Darstellung ver-
zichtet.

Mit den Erkenntnissen der Differentialgeometrie von Flachen wird dann ausfiihrlich
die Geometrie des sogenannten Hyperboloid-Modells der hyperbolischen Ebene un-
tersucht. Anschlieffend wird dieses noch in andere Modelle iibergefiihrt, in denen sich
einige Aspekte der hyperbolischen Geometrie besser beobachten lassen.

Die Darstellung der Differentialgeometrie von Fliachen richtet sich dabei fast aus-
schliefllich nach dem Buch von Christian Béar: Elementare Differentialgeometrie,
Walter De Gruyter, Berlin, 2. Auflage 2010. Auch die Darstellung der Modelle der
hyperbolischen Ebene richtet sich weiten Teils nach diesem Buch. Alle weiteren dif-
ferentialgeometrischen Erkenntnisse iiber die hyperbolische Ebene stammen aus dem
Buch von Martin R. Bridson und Andre Haeflinger: Metric Spaces of Non-Positive
Curvature, Springer-Verlag, Berlin, 1. Auflage 1999.

Es wird aufserdem umrissen, wie Modelle der hyperbolischen Geometrie ohne das
Grundgeriist der Differentialgeometrie konstruiert werden kénnen, diese Ausfithrun-
gen richten sich ginzlich nach dem Buch von James W. Anderson: Hyperbolic Geo-
metry, Springer-Verlag, London, 1. Auflage 1999.






2 Klassische Flachentheorie

Wie in der Einleitung erwéhnt, sollen in diesem und dem nichsten Kapitel die Begriffe
der Differentialgeometrie von Flichen auf eine méglichst anschauliche und kompak-
te Weise dargestellt werden. Wir verzichten darum auf eine mathematisch strenge
Ausarbeitung. Dieses Kapitel richtet sich génzlich nach [4, Kap.3].

2.1 Raumkurven

Wir beginnen damit, zu definieren, wie wir Kurven im Raum betrachten wollen. Da-
bei beschrinken wir uns nur auf die einfachsten Begriffe, es sei jedoch dazu gesagt,
dass Kurven an sich bereits eine Fiille an differentialgeometrischen Erkenntnissen
bergen.

Definition 2.1.1. Sei I C R ein Intervall. Eine Abbildung c : I — R3 heifit parame-
trisierte Kurve, falls sie unendlich oft differenzierbar ist. Sie heifst aukerdem regulir,
falls ihre erste Ableitung auf I nie verschwindet.

Ohne formale Definition sei darauf hingewiesen, dass wir fiir unendlich oft differen-
zierbare Abbildungen im Folgenden auch die iibliche Bezeichnung ,glatt“ verwen-
den. Anschaulich gesprochen ist das Bild einer parametrisierten Kurve ein ,Strich*
(ein eindimensionales Objekt), den man durch den Raum zieht, wobei dieser keine
Sprungstellen haben darf. Falls die parametrisierte Kurve auch regulér ist, kann sie
keine ,Ecken haben. Man wird sich kaum dagegen erwehren kénnen, eine parame-
trisierte Kurve als Flugbahn eines Korpers zu betrachten, wobei dann natiirlich das
Argument ¢ € I (wir nennen dieses auch Parameter) die Zeit darstellt. Aus dieser
Anschauung kommt es auch, dass man die erste Ableitung ¢ : I — R? beziehungswei-
se ihren Betrag manchmal Geschwindigkeit nennt. Es ist intuitiv einsichtig, dass der
zuriickgelegte Weg gleich Geschwindigkeit mal Zeit ist, damit machen wir folgende

Definition 2.1.2. Die Linge L[c] einer parametrisierten Kurve ¢ : I — R3, wobei
das Intervall I = [a, b] sein soll, ist definiert als

b
Lic] := / Ve, ét))dt.

Dabei stellt (-, -) das Standardskalarprodukt des R? dar. Ab Kapitel 3 konnen anstel-
le des Standardskalarproduktes auch andere Bilinearformen verwendet werden, dazu
allerdings spéater mehr. Wollen wir nur die Lange eines Teiles der parametrisierten
Kurve, konnen wir das Intervall dementsprechend einschrianken.

Man kann sich auch vorstellen, dass ein und dieselbe Flughahn auf verschiedene
Weisen durchflogen werden kann, je nachdem, wie schnell man an jedem Punkt der
Flugbahn ist. Die folgende Definition préazisiert diese Vorstellung.

Definition 2.1.3. Sei ¢ : I; — R? eine parametrisierte Kurve. Sei auerdem eine bi-
jektive glatte Abbildung ¢ : Iy — I gegeben, deren Umkehrabbildung ¢! ebenfalls
glatt ist, wobei I, I, C R Intervalle sind. Die Abbildung co ¢ : I, — R? heift Um-
parametrisierung von ¢, die zugehorige Funktion ¢ heifit Parametertransformation.



Ohne formale Definition sei noch kurz darauf hingewiesen, dass man als Kurve die
Menge der parametrisierten Kurven bezeichnet, die Umparametrisierungen vonein-
ander sind und somit das gleiche Bild haben.

Wir wiirden uns fiir diese Definitionen natiirlich wiinschen, dass die Lange einer
Kurve invariant unter Parametertransformationen ist. In der Analogie zur Flugbahn
heifst das also, dass der zuriickgelegte Weg gleich lang ist, egal wie schnell man ihn
zuriick gelegt hat. Dies kann man fiir diese Definitionen auch zeigen, wir verzichten
hier allerdings auf den Beweis. Beziiglich der Geschwindigkeit einer parametrisierten
Kurve gibt es noch einen besonders wichtigen Spezialfall.

Definition 2.1.4. Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — R3 ist proportional zur Bo-
genldnge parametrisiert, falls (¢(t), é(t)) = const ist fiir alle t € I. Sie ist auferdem
mit Bogenlange parametrisiert, falls (¢(t),¢(t)) = 1 ist fiir alle ¢t € I.

Es ist leicht zu sehen, dass fiir eine parametrisierte Kurve c : [a,b] — R3, die nach
Bogenlange parametrisiert ist, die Lange L[c] = b—a sein muss. Man wiirde vielleicht
zunéchst annehmen, dass Parametertransformationen keinen zu groken Einfluss auf
geometrische Betrachtungen haben sollten, wir werden aber in Kapitel 3.4 sehen,
dass es sehr wohl wichtig ist, wie man eine Kurve durchlduft.

Im Folgenden werden wir manchmal auch Kurven in der Ebene betrachten, also sol-
che, deren Bild im R? liegt. Fiir diese gelten die genannten Begriffe in analoger Weise.

2.2 Grundbegriffe

Wir haben gesehen, dass man parametrisierte Kurven in der Differentialgeometrie
als glatte Abbildungen von einem Intervall I, also einem eindimensionalen Objekt,
in den Raum betrachtet. Flichen sind zweidimensionale Objekte, somit kénnte man
vermuten, dass wir Flichen ebenfalls als Abbildungen von einfachen zweidimensio-
nalen Objekten in den Raum betrachten. Die Definition von Flachen korrespondiert
tatsdchlich zu solchen Abbildungen, es gibt allerdings einige Unterschiede, wie wir
in der folgenden Definition sehen werden:

Definition 2.2.1. Sei S C R3. Wir betrachten zu jedem Punkt p in S zwei zugehdrige
offene Teilmengen U C R?, V C R3 und eine Abbildung F : U — R3, wobei p in
V ist. S heilt reguldre Fldche, falls wir zu jedem Punkt p € S ein solches Tripel
(U, F, V) finden konnen, mit den Eigenschaften, dass

FU)=8NnV

ist, dass I : U — SNV glatt und bijektiv ist, sowie, dass F~!: SNV — U stetig
ist und die Jacobimatrix

8F1< ) OF! (u)

Dol =1 Gr(u) gz

3 3
S (w) 9 (u)

an jedem Punkt w € U linear unabhéngige Spaltenvektoren hat.
Dabei heitt (U, F,V') lokale Parametrisierung von S um p. Wir nennen auferdem
u = (u',u?)" die Koordinaten von F(u) beziiglich (U, F, V).



Wir wollen uns nun kurz damit beschéftigen, diese zugegebener Mafen etwas um-
stdndliche Definition zu interpretieren.

Als erstes stellen wir fest, dass in dieser Definition die reguldren Fldchen tatséichlich
der Menge der Punkte auf der Fliche entsprechen, im Gegensatz zu parametrisier-
ten Kurven, welche Abbildungen sind. Dies liegt vor allem daran, dass sich nicht
alle Fliachen, die wir betrachten wollen, durch nur eine Abbildung erfassen lassen.
Deshalb spricht man auch von einer lokalen Parametrisierung, eben weil die Fliche
nicht unbedingt als ganzes (global) abgebildet wird. Die Argumente u! und u? von
F sind dabei das Analogon des Parameters der Kurven, wir nennen sie also auch
Parameter, iiblicher ist aber die Bezeichnung Koordinaten. Im Allgemeinen kann die
Parametrisierung von reguldren Flichen sehr kompliziert werden und viele lokale
Parametrisierungen verlangen, wir werden allerdings im Rahmen dieser Arbeit mit
maximal zwei Abbildungen pro Fliche auskommen. Durch die glatte Abbildung F
nehmen wir also ein einfaches zweidimensionales Objekt, ndmlich U, und bilden es
in den R? ab. Wir schrinken dabei den R? auf das offene Hilfsvolumen V ein. Dass
F glatt ist, stellt dabei wieder sicher, dass die Fliche keine Sprungstellen oder Ecken
hat. Dass die Spaltenvektoren der Jacobimatrix linear unabhéingig sind, stellt grob
gesagt sicher, dass S nicht auf eine Kurve oder einen Punkt ,zusammenklappt”. Was
die Spaltenvektoren der Jacobimatrix darstellen wird spater bei der Tangentialebene
noch besser zu sehen sein.

In Abbildung 1 findet sich eine schematische Darstellung der lokalen Parametrisie-
rung einer solchen reguldren Fliche.

Abbildung 1: Eine schematische Darstellung der lokalen Parametrisierung einer regu-
laren Fliache. Oben ist die lokale Parametrisierung als Abbildung dargestellt, unten
liegt das Augenmerk auf den Spaltenvektoren der Jacobimatrix von F. [4, Kap.3.1,
S.93]



Wir bendtigen im Folgenden auch Abbildungen, die eine regulére Fliche auf eine
andere abbilden. Eine solche Abbildung muss eine Abbildung vom R? in den R3
sein, wobei Definitionsmenge und Zielbereich auf die betrachteten reguldren Flichen
eingeschréankt werden. Man kann sich vorstellen, dass es nicht besonders elegant
wére die Abbildungen in dieser Form zu betrachten. Wesentlich einfacher wird es,
wenn wir mit einer Abbildung zwischen den Koordinatenbereichen arbeiten. Sei also
f 81 — Y2 eine Abbildung zwischen zwei regulidren Flichen mit den lokalen Para-
metrisierungen (Uy, F1, V1) und (Us, Fa, Va) und sei p € V4 N.S;. Wir betrachten nun
die Abbildung F, Lo foFy : Uy — U. Un im Kontext der Differentialgeometrie
mit solchen Abbildungen f arbeiten zu konnen, wiirden wir uns natiirlich wiinschen,
dass sie glatt sind. Uber die Abbildung f selbst fillt es uns schwer zu sagen, ob sie
glatt ist. Driicken wir f in den genannten Koordinaten durch F,~ Yo fo Fy aus, wissen
wir aber, was es fiir diese Abbildung heiftt, glatt zu sein. Wir machen folgende

Definition 2.2.2. Seien 57, .53 reguldre Flachen und f : 57 — So. f ist glatt nahe p,
falls wir lokale Parametrisierungen (Uy, F1, V1) und (Us, F3, V2) von S1 und Ss finden
konnen, fiir die F2_1 o foFy: U — Uy glatt ist.

Man kann zeigen, dass dies unabhéngig von den gefundenen lokalen Parametrisie-
rungen ist. Wenn f glatt nahe p ist fir alle p € S1, dann ist f glatt.

Wir sind es aus der Differentialrechnung gewohnt, ,runde* Objekte linear anzuné-
hern. Reelle Funktionen werden zum Beispiel lokal durch ihre Tangente angenihert,
wobei deren Steigung die erste Ableitung ist. Auch bei den reguldren Flichen werden
wir uns einer linearen Néherung bedienen, und zwar durch die folgende

Definition 2.2.3. Sei S eine reguldre Fliche und p ein Punkt in S. Die Tangen-
tialebene T,S von S an p ist die Menge der Vektoren v in R3, fiir die man eine
parametrisierte Kurve ¢ finden kann, die in S verlauft, mit ¢(0) = p und ¢(0) = v.

Wenn wir sagen, dass die parametrisierte Kurve ¢ : I — R3 in S verlduft, meinen
wir natiirlich, dass ¢(I) C S fiir das Bild der parametrisierten Kurve gilt. Wir be-
trachten in dieser Definition also parametrisierte Kurven, die in S verlaufen. Somit
muss deren Ableitung in eine Richtung zeigen, die dem Verlauf von S am Punkt p
folgt. Die Tangentialebene T},S einer Fliche S am Punkt p ist also die Menge aller
Vektoren, die am Punkt p tangential an S liegen. Aber Achtung, diese Vektoren v
sind einfache Vektoren des R3, sie beinhalten also keine Information, die sagt, dass
sie an p anliegen. Wir haben aufserdem nicht verlangt, dass die parametrisierte Kurve
regulér ist, somit ist auch der Ursprung Teil der Tangentialebene.

Man kann zeigen, dass die so definierte Tangentialebene das Bild der Jacobimatrix
einer lokalen Parametrisierung von S um p ist. Wenn also (U, F, V') eine lokale Pa-
rametrisierung von S um p ist, dann ist die Tangentialebene

T,S = D,F(R?),

mit F(u) = p. Damit bilden die Spaltenvektoren von D, F eine Basis fiir die Tangen-
tialebene. Wir sehen nun auch, dass wir keine Tangentialebene aufspannen kénnten,
wiren die Spaltenvektoren nicht linear unabhéngig. Die Spaltenvektoren sind dabei
die Bilder der Standardbasisvektoren von R?, also von (1,0)" und (0,1)" unter D, F.
Legt man also eine Ebene tangential an S an, am Punkt p, dann entspricht diese
Ebene der affinen Tangentialebene 7),S +p. Die eigentliche Tangentialebene 7,5 geht



durch den Ursprung und bildet somit einen zweidimensionalen Unterraum des R3.
In Abbildung 2 findet sich eine schematische Darstellung einer solchen Tangential-
ebene.

T,S + p

-

7,8

Abbildung 2: Eine schematische Darstellung der Tangentialebene einer reguldren
Fliche S. Oben ist ein Teil der Flache mit der affinen Tangentialebene 7},S+p an den
Punkt p € S dargestellt. Unten ist die tatsidchliche Tangentialebene dargestellt, wobei
X der Geschwindigkeitsvektor einer parametrisierten Kurve ist, die in S verlauft. [4,
Kap.3.2, S.106]

Wir wollen uns nun noch einmal kurz mit den Abbildungen zwischen reguléren F1i-
chen beschiftigen. Wir bestimmen, was das Differential einer solchen Abbildung ist.
Diese kann betrachtet werden als die Einschrinkung einer Abbildung von R? nach
R3. In Anlehnung daran wollen wir also auch fiir das Differential eine Art Einschrin-
kung des Differentials auf die Vektoren der Tangentialebene. Dies erreichen wir durch
folgende

Definition 2.2.4. Sei f : S — Sy glatt, wobei S1, 52 regulire Flichen sind. Sei
p € S1. Wir betrachten einen Vektor v € 7},57. Wir konnen dann eine parametrisierte
Kurve ¢ finden, die in Sy verlduft, mit ¢(0) = p, ¢(0) = v. Das Differential von f in
p ist die Abbildung d, f, die

hf(0) = 5(F o)
t—

erfiillt fiir alle v € T,,5.

Dabei ist natiirlich d, f(v) € Ty, S2 fiir alle v € T},S1, weil die parametrisierte Kurve
focin Sy verlduft und (foc)(0) = f(p) ist. Man kann zeigen, dass diese Abbildung
linear ist (in Analogie zur Jacobimatrix).

Wir wollen nun die Geometrie von reguldren Flichen untersuchen. Grundbausteine
fiir geometrische Untersuchungen sind die Fahigkeiten, Winkel und Léngen zu mes-
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sen. Aus der linearen Algebra sind wir es gewohnt, diese mit Hilfe des Skalarproduk-
tes zu messen. Fiir reguldre Flachen verwenden wir etwas sehr dhnliches, namlich die
sogenannte erste Fundamentalform. Wir werden dazu wieder auf das Standardskalar-
produkt des R? zuriickgreifen, nur, dass wir dieses nun auf die Tangentialebenen der
betrachteten reguldren Fliche einschrinken. Wir werden auferdem nicht die Vekto-
ren des R? in der Standardbasis betrachten, sondern in der Basis der Spaltenvektoren
der Jacobimatrix der betrachteten lokalen Parametrisierung (U, F, V). Die Form der
ersten Fundamentalform ist damit natiirlich abhédngig von der betrachteten lokalen
Parametrisierung. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass wir das Standardskalar-
produkt in dieser Basis des zweidimensionalen Unterraumes 7,5 von R3 schreiben
koénnen als

g5(0) = { G0, o0}

wobei F(u) = p gilt. Wenn wir also den Winkel zwischen zwei parametrisierten
Kurven ¢; und cg, die in S verlaufen, wissen wollen, wobei sie sich schneiden sollen
in ¢1(0) = c2(0) = p und wir beide in ihrer Koordinatenform &; = F~1o¢;, i € {1,2}
haben. Dann entspricht die erste Fundamentalform den Ausdriicken

(¢1(0), ¢2(0)) = é1(0) T (gij(u))é2(0) =: I,(¢1(0), é2(0)).

Der Winkel ist dann wie gewohnt daraus zu berechnen.

Die erste Fundamentalform birgt noch kaum eine Neuerung gegeniiber dem Stan-
dardskalarprodukt, das aus der linearen Algebra schon gut bekannt ist. An ihre
Stelle werden allerdings in Kapitel 3 die allgemeinen riemannschen Metriken treten,
die eine Fiille von neuen Erkenntnissen ermoglichen.

Im Folgenden wollen wir die Kriimmung von reguldren Flachen untersuchen. Diese
kann grob gesprochen daran gemessen werden, wie sich die Tangentialebene neigt,
wenn man einer parametrisierten Kurve auf der Fléche folgt. Um die Neigung der
Tangentialebene besser zu kodieren machen wir folgende

Definition 2.2.5. Sei S eine reguliire Fliche. Eine Abbildung N : S — R? heift
Normalenfeld, falls N(p) L T,S fiir alle p € S gilt. Falls auferdem [|[N(p)|| = 1
fiir alle p € S gilt, heifst N Einheitsnormalenfeld von S. Aufgefasst als Abbildung
zwischen den zwei reguliren Flichen S und der Einheitskugel S? nennen wir N auch
die Gauf-Abbildung.

Im Zusammenhang mit dem Normalenfeld spricht man von dem Begriff der Orientier-
barkeit. Eine Fliche ist orientierbar, falls ein stetiges Normalenfeld {iber die gesamte
Flache gespannt werden kann. Das klassische Beispiel fiir eine nicht orientierbare
Fléache ist das Mobiusband (vgl. [4, Kap.3.4, S.117]). Anschaulich gesprochen ist ei-
ne Fldache orientierbar, falls man ihr eine Ober- und eine Unterseite (austauschbar)
zuordnen kann.

Wir wollten uns damit beschiftigen, wie sich die Neigung der Tangentialebene &n-
dert. Dies kodieren wir in der sogenannten Weingartenabbildung in

Definition 2.2.6. Sei S eine orientierbare reguldre Fliache mit Gaufs-Abbildung N.
Die Abbildung W), : T,S — T},S, die durch

Wp(v) = —d,N(v)

definiert ist, heifst Weingartenabbildung.
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Damit ist Wy(v) wieder in T},S fiir alle v € T},S, weil N, L T,S und N, L TN(p)SQ,
damit 1,5 = Ty (p) S%. Man kann zeigen, dass die Weingartenabbildung selbstadjun-
giert ist beztiglich der ersten Fundamentalform, also I,(v, Wy(w)) = I,(W)(v), w) fiir
alle v, w € T),S. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass wir damit eine eindeutige,
der Weingartenabbildung zugehorige, symmetrische Bilinearform I, finden konnen,
mit I1,(v, w) = L,(Wp(v),w) fiir v,w € T,S.

Definition 2.2.7. Die Bilinearform I1, : T,S x T,,S — R, die definiert ist durch
Iy (v,w) := I,(Wy(v),w)
fiir alle v,w € T}, heifst die zweite Fundamentalform von S an p.

Fiir eine lokale Parametrisierung (U, F, V) einer reguldren Flache S mit der entspre-
chenden Basis der Tangentialebenen fiithrt man die Bezeichnung

O*F
hij(u) = <W(U)7N(p>> (2.1)
fiir 7,57 € {1,2}, u € U fur die Matrixdarstellung der zweiten Fundamentalform ein.
Fiir 9, € R? mit DzF(9) = v € T,S und Dz F () = w € TpS ist also

IT,(v,w) = 0" (hij(@))w,

wobei F'(#) = p gilt. Wir bezeichnen auferdem die Matrixdarstellung der Weingar-
tenabbildung in einer lokalen Parametrisierung mit w? (u) fiir u € U. Damit ist also
zum Beispiel

Wy(v) = DaF ((w)(@)) 7).
Wir schreiben die zweite Fundamentalform aus mit

0" (hij(@))d = Ty (v, w) = T(Wp(v),w) =" (w] (@) (g;5(a)) .

()

Dies kénnen wir fiir alle p € S tun, damit gilt

2
hij(u) = wf (u)gr;(u),
k=1

fiir alle w € U. Daraus lasst sich auch die Koordinatenform der Weingartenabbildung

berechnen durch )

w)(u) =Y hig(u)g" (u), (2.2)
k=1

wobei (g% (u)) die inverse Matrix von (gx;(u)) ist.
Der interessierte Leser wird sich an dieser Stelle fragen, warum wir die Indizes der
betrachteten Grofen manchmal oben und manchmal unten schreiben. Man benutzt
diese Indexschreibweise in der Differentialgeometrie aus einem Grund, der im Kontext
dieser Arbeit noch nicht wirklich zum tragen kommt, ndmlich wegen der Einstein-
schen Summenkonvention (vgl. [4, Kap.5.2, S.254|). Wir wollen hier darauf nicht
nédher eingehen.
Da die Weingartenabbildung selbstadjungiert ist, kénnen wir eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren wy und wsy finden, fir die W, (w;) = kjw;, 1 € {1,2}, mit x; € R
gilt.
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Definition 2.2.8. Sei S eine regulére Flache. Fiir Bezeichnungen wie oben heifsen
die Eigenwerte der Weingartenabbildung W), also k1 und k2 Hauptkrimmungen von
S in p. Die Richtungen der dazugehorigen Eigenvektoren w; und ws heiffen Haupt-
krimmungsrichtungen.

Was bedeuten nun diese Hauptkriimmungen? Wir geben ohne Herleitung folgende
Anschauung: Betrachte eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve ¢, deren Bild
in SN E liegt, mit ¢(0) = p und ¢(0) = v, wobei E die Ebene ist, die von N(p)
und v an p aufgespannt wird. Die sogenannte Normalkriimmung kner von c in p ist
dann gegeben durch é(0) = Kper N (p). Parametrisierte Kurven dieser Art, deren ers-
te Ableitung in eine der Hauptkriimmungsrichtungen zeigen, haben maximale bzw.
minimale Normalkriimmung, deren Wert der jeweiligen Hauptkriimmung entspricht.

Mit den Hauptkriimmungen kénnen wir die Begriffe der Kriimmung definieren, die
uns (zumindest zum Teil) bis zum Ende dieser Arbeit begleiten werden.

Definition 2.2.9. Fiir Bezeichnungen wie in Definition 2.2.8 ist
K(p) := K1+ Ko

die Gaupkrimmung und
K1+ K2

H(p) = 5

die mittlere Krimmung von S in p.

Man sieht, dass fiir eine positive Gaulkrimmung in einem Punkt p gelten muss, dass
sign(k1) = sign(kz) (fiir negative Gaukkriimmung umgekehrt). Wie zu vermuten ist,
kann man zeigen, dass damit die Fliche S fiir positives K lokal ,auf einer Seite” der
Tangentialebene liegt, und fiir negatives K ,auf beiden Seiten“. Die mittlere Kriim-
mung ist vor allem deshalb interessant, weil Fldchen mit einer konstanten mittleren
Kriimmung von Null (Minimalflichen), jene Flichen sind, die fiir einen vorgegebenen
Rand der Fléche den minimalen Flacheninhalt haben.

Beispiel 2.2.10. Wir rechnen hier die eingefiihrten Grofen fiir zwei Flichen konkret
durch. Die Berechnung ist relativ ,mechanisch” und steht représentativ fiir beliebige
andere regulidre Flachen. Wir betrachten zwei Flachen, die uns in der Untersuchung
der hyperbolischen Ebene wieder begegnen werden. Zuerst betrachten wir ein Hyper-
boloid, das spiter das Hyperboloid-Modell der hyperbolischen Ebene wird. Danach
betrachten wir noch kurz das triviale Beispiel der euklidischen Ebene, die aber eben-
falls noch interessant fiir die Modelle der hyperbolischen Ebene werden wird.

Wir betrachten das Hyperboloid
M2 = {(z',2%2%) " e R 2% = /1 + (a1)2 + (a2)2},

das auch in Abbildung 4 als obere griine Schale dargestellt ist. Zur Verkiirzung der
Schreibweise verwenden wir die Bezeichnung v = (u!,u?)". Wir kénnen leicht eine
lokale Parametrisierung (U, F, V) fiir diese Fléche finden mit

’U,l

F(u) = u?
VIF @
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Durch diese wird sogar die gesamte Fliche M2, parametrisiert, wobei U = R? und
V = R3? gelten soll.

Damit koénnen wir die zur lokalen Parametrisierung (U, F, V) zugehéorige Basis der
Tangentialebenen aufschreiben mit

1 0
OF 0 OF 1
gt = . il ¥

1+ (ul)2+(u2)? v/ 14+ (ul)24(u2)?

: : : 0°F  _9’F K
Die zweiten Ableitungen GO GTIE und 5555

berechnen und werden nicht explizit angefiihrt. Damit kénnen wir die Matrixdarstel-
lung der ersten Fundamentalform beziiglich der Parametrisierung (U, F, V') einfach
bestimmen, wir berechnen exemplarisch die erste Komponente mit

2 . .
= 852 5; r lassen sich daraus leicht

OF OF  \ (ul)?
(Gt g (0) = 1+ ey e

Die anderen Komponenten berechnen sich analog und wir erhalten

(9i3(u)) = ( )1 ) I (ul)l+(u2)2 ( e &121;22 )

Wir ermitteln den Normalvektor durch das Kreuzprodukt der Basisvektoren der
Tangentialebene und anschlieffendes Dividieren durch die Norm des Kreuzproduktes.
Damit kénnen wir die Matrixdarstellung der zweiten Fundamentalform beziiglich der
genannten Basis aufschreiben, wobei wir wieder exemplarisch die erste Komponente
berechnen mit

< 0*F () N(p)> B 1+ (u?)? 1+ (ul)? 4+ (u?)?
(Qut)2* (14 (uh)2 + (u2)2)? 14 2(u')? + 2(u?)?
mit F'(u) = p. Damit erhalten wir die Matrixdarstellung

) — 1+ @)+ @)™ (14 @w?)?  —ulu?
(hij(u)) = JIF 20 + 202)2 ( ule? 14 (uh)? >

der zweiten Fundamentalform. Wir kénnen direkt die Inverse (¢%) der Matrix (g;;)
berechnen und damit auch die Matrixdarstellung der Weingartenabbildung (wf ) nach
Gleichung (2.2). Diese schreiben wir nicht explizit an. Schlieflich kénnen wir die
Gaufkriimmung als Determinante der Matrixdarstellung der Weingartenabbildung
und die mittlere Kriimmung als deren halbe Spur berechnen, mit dem Ergebnis

1
(L4 2(u))? +2(u2)2)2”
1+ (u')? + (u?)?
(1+2(uh)? 4 2(u?)?2) 7

K(p) =

H(p) =

Insbesondere ist die Gaulkriimmung weder konstant noch gleich —1.
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Nun betrachten wir noch die euklidische Ebene. Diese kann offensichtlich parame-
trisiert werden durch F(u) = (u',u%,0)" fir U = R? und V = R3. Dann ergeben
die beiden ersten Ableitungen der lokalen Parametrisierung mit dem Normalvektor,
unabhingig vom Ort, die Standardbasis des R3. Alle zweiten Ableitungen der lokalen
Parametrisierung verschwinden. Damit ist die Matrixdarstellung der ersten Funda-
mentalform die Einheitsmatrix. Die Matrixdarstellung der zweiten Fundamentalform
ist die Nullmatrix, genauso wie die der Weingartenabbildung. Damit sind, wie wir
uns das wiinschen wiirden, sowohl die Gauftkriimmung, als auch die mittlere Kriim-
mung Null. Mit anderen Worten ist die euklidische Ebene flach. Wir werden spéater
sehen, dass es unter einer anderen Betrachtung allerdings auch Sinn machen kann,
dieses Ergebnis aufzugeben.
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3 Innere Geometrie von Flachen

Nun wollen wir uns mit der inneren Geometrie von Fldchen beschéiftigen. Was ist
die innere Geometrie einer Fliche? Wir betrachten dazu einen zweidimensionalen
Bewohner einer reguldren Fliche. In Anlehnung an M.C. Escher sei dieser Bewohner
eine Ameise |9, 41. Moebius strip II]. Diese Ameise kann sich in der betrachteten re-
guldren Fliche bewegen und Messungen von Winkeln und Léngen durchfithren. Mit
anderen Worten hat die Ameise eine Bilinearform fiir Vektoren der Tangentialebene
zur Verfiigung, mit der sie Winkel und Lingen messen kann. Wie wir gleich sehen
werden, ist diese Bilinearform allerdings nicht unbedingt die erste Fundamentalform.
Alles was die betrachtete Ameise mit diesen Messungen finden kann ist Teil der in-
neren Geometrie der reguldren Fliache auf der sie lebt. Eine Grofke, die zum Beispiel
nicht Teil der inneren Geometrie der Fldche ist, ist der Normalvektor der Tangen-
tialebene. Die Ameise hat als zweidimensionales Wesen ja gar keine Moglichkeit sich
iiberhaupt eine Richtung vorzustellen, die nicht in der Tangentialebene liegt, eine
solche wiirde ja eine dritte Dimension im Denken der Ameise verlangen.

Wir untersuchen also in diesem Kapitel nur noch Groken der inneren Geometrie
von Fléchen. Stellenweise werden wir allerdings dennoch Begriffe, die nicht Teil der
inneren Geometrie sind, benutzen. Wenn dies der Fall ist, wird explizit darauf hin-
gewiesen. Dieses Kapitel richtet sich fast génzlich nach [4, Kap.4].

3.1 Riemannsche Metriken und Isometrien

Wir beginnen damit, wie versprochen, das Konzept der ersten Fundamentalform zu
erweitern, durch

Definition 3.1.1. Sei S eine regulire Fliche. Sei g eine Abbildung, die jedem Punkt
p € S eine Bilinearform g, : 17,5 x T, — R zuordnet. Fiir eine beliebige lokale
Parametrisierung (U, F, V') von S sei dann die Matrixdarstellung von g, in der Basis
{0F/ou',0F /0u*} von T,S gegeben durch (g;;(u)), wobei wieder die Bezeichnung
F(u) = p gilt. g heift riemannsche Metrik, falls die Funktionen g;; : U — R mit

a5(0) =y ( Gz, 50 )

glatt sind fiir alle 4, j € {1, 2} und aukerdem (g;;(u)) positiv definit ist fiir alle u € U.

Die riemannschen Metriken stellen also wieder ein Werkzeug dar, um Lingen und
Winkel zu messen, und damit Geometrie zu betreiben. Welche Auswirkungen der
Schritt vom Standardskalarprodukt hin zur riemannschen Metrik hat werden wir im
Folgenden allgemein untersuchen und anschliefend am Beispiel der hyperbolischen
Ebene sehen. Unsere geometrischen Untersuchungen héngen vor allem von der rie-
manngchen Metrik ab. Wir fiihren einen Begriff fiir Abbildungen zwischen reguldren
Fliachen ein, die geometrische Eigenschaften nicht veréndern.
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Definition 3.1.2. Seien (S1,g1) und (S2,g2) zwei regulidre Flachen mit jeweils ei-
ner riemannschen Metrik. Sei L : S; — Sy eine glatte Abbildung zwischen diesen
reguléren Flachen. Wir nennen L eine [okale Isometrie, falls

91p(v,w) = g2, 1) (dpL - v, dp L - w)

gilt, fiir alle Vektoren v, w aus 7},S1 und fiir alle Punkte p € S7.
Wenn L dazu noch bijektiv ist, dann ist L eine Isometrie. Falls eine solche Isometrie
existiert, nennen wir (S1, ¢g1) und (S, g2) isometrisch.

Diese Isometrien werden spéter eine entscheidende Rolle bei der Untersuchung der
Geometrie der hyperbolischen Ebene spielen. Es wird sich zeigen, dass die Isometrien
des Hyperboloid-Modells der hyperbolischen Ebene lineare Abbildungen sind, und
somit einer Teilmenge der 3 x 3 Matrizen entsprechen.

Wir definieren hier noch eine Form der riemannschen Metrik, die bei den Karten der
hyperbolischen Ebene wichtig werden wird. Dazu betrachten wir den Koordinatenbe-
reich U der lokalen Parametrisierung (U, F, V') einer regularen Fléche mit riemann-
scher Metrik (S, ¢) als regulire Fliche U, mit U = {(u',v2,0)" € R?|(u',u®)" € U}.
Wir benutzen (U, F, V), wobei V = R? und F(u',u?) = (u',u?,0)T sein soll, als lo-
kale Parametrisierung. Damit sind Vektoren o aus den Tangentialebenen von U qua-
si gleich ihrer Komponentendarstellung @, denn o = (¢',92,0) . Fiir einen Punkt
u = (u',u?)T € U schreiben wir fiir den entsprechenden Punkt @ = (u!,u2,0)" € U.
Wie man sieht handelt es sich bei diesen Unterscheidungen eher um eine Formalitat,
da die dritten Komponenten immer verschwinden.

Definition 3.1.3. Fiir Bezeichnungen wie oben betrachten wir zwei Vektoren v und
w in Tp(,)S mit den Komponentendarstellungen ¢ und w mit entsprechenden v, w.
Die zuriickgezogene riemannsche Metrik F*g auf U ist definiert durch

(F*g)ﬂ(’l_)7w) = gF(u)(DuF(6>7D7LF(w))

fiir alle u € U und 0, w € R?.

Diese Definition ist eine ,abgespeckte Version der iiblichen Definition.

Eine Intuition zu dieser Definition ist Folgende. Wir betrachten an einem beliebigen
Punkt F(u) =pin S, u € U, zwei Vektoren v und w in 7},S. Man kann zu diesen
Vektoren zwei parametrisierte Kurven ¢, und ¢, in S finden mit ¢,(0) = ¢,(0) = p,
¢(0) = v, und ¢é,(0) = w. Wir betrachten auferdem die parametrisierten Kurven
é = F~toc, und &, = F~loc,, diein U liegen. Offensichtlich gilt &,(0) = &,(0) = u.
In diesem Punkt u gibt die zuriickgezogene Metrik F*g das gleiche Produkt fiir die
Geschwindigkeitsvektoren &,(0) = © und é,(0) = @, welches die Metrik ¢ fiir die
Geschwindigkeitsvektoren ¢,(0) und ¢é,(0) gibt, also (F*¢)q (0, w) = gp(v, w).

3.2 Vektorfelder und kovariante Ableitung

In Kapitel 2 haben wir die Kriimmung von Flachen mit der zweiten Ableitung von
parametrisierten Kurven in Zusammenhang gebracht. Nun, da wir nur noch die inne-
re Geometrie von Flichen betrachten, stellt dies potentiell ein Problem dar, weil die
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zweite Ableitung einer parametrisierten Kurve, die in der betrachteten Fliche ver-
lauft, im allgemeinen nicht in der Tangentialebene liegt. Wir werden fiir die Kriim-
mung, aber auch fiir andere Untersuchungen, also einen neuen Begriff der Ableitung
von Vektoren der Tangentialebene brauchen. Diesen wollen wir nun erarbeiten.

Definition 3.2.1. Sei S eine regulére Flache. Ein Vektorfeld auf S ist eine Abbildung
v:S — R3 die jedem Punkt p € S einen Vektor v(p) € T,,S in der Tangentialebene
zuordnet.

Wieder ist es praktisch diese Vektorfelder in der Basis einer lokalen Parametrisierung
zu betrachten. Sei also (U, F, V) eine lokale Parametrisierung der betrachteten Fléche
S, dann koénnen wir ein Vektorfeld schreiben als

v(p) = vl(u)%(u) + v%u)%(u),

wobei wieder F'(u) = p gilt. Wir sagen, dass v eine Eigenschaft hat (wie zum Beispiel
Differenzierbarkeit), falls seine Komponentenfunktionen v' und v? diese haben.

Wir geben zusétzlich noch folgende

Definition 3.2.2. Sei S eine regulire Fliche und ¢ : I — R? eine parametrisierte
Kurve, die in S verlduft. Ein Vektorfeld an S lings c ist eine Abbildung v : I — R3,
die jedem ¢ € I einen Vektor der Tangentialebene 7S zuordnet.

Wir denken dabei natiirlich sofort an die Geschwindigkeitsvektoren einer parametri-
sierten Kurve, aber wir werden auch andere wichtige Vektorfelder an parametrisierte
Kurven kennenlernen.

Nun machen wir uns daran, einen verniinftigen Begriff der Ableitung solcher Vektor-
felder zu konstruieren, der innerhalb der inneren Geometrie von reguldren Flachen
funktioniert. Um der Anschauung willen werden wir uns dazu eines schmutzigen
Tricks bedienen. Wir werden den Begriff dieser Ableitungen in einem Rahmen kon-
struieren, der Begriffe verwendet, die nicht Teil der inneren Geometrie von reguléren
Flachen sind. Auf diesem Wege werden wir die Ableitung in eine Form bringen,
die nur Gréfsen der inneren Geometrie enthélt, ndmlich die sogenannten Christoffel-
Symbole. Mit diesen werden wir dann die Ableitung von Vektorfeldern definieren.
Es sei hier dazu gesagt, dass man die Christoffel-Symbole und die Darstellung der
gesuchten Ableitung durch diese, auch finden kann, indem man einige verniinfti-
ge Anforderungen an die gewiinschte Ableitung von Vektorfeldern stellt (vgl. [12,
Kap.4, S.47ff]). Auf diesem Wege verldsst man die Begriffe der inneren Geometrie
von reguldren Fliachen nicht und alles ist in Ordnung. Diesen Weg zu gehen wiirde
allerdings die Ziele dieser Arbeit verfehlen.

Wenn wir die Anderung des Vektors eines Vektorfeldes betrachten, ist diese wieder
ein Vektor. Der Anderungsvektor liegt allerdings nicht unbedingt in der Tangential-
ebene der betrachteten Flache. Da wir aber nur Vektoren in der Tangentialebene
betrachten wollen, projizieren wir den Vektor kurzerhand auf die Tangentialebene.
Wenn also w der betrachtete Vektor und 7,5 die betrachtete Tangentialebene ist,
hat die Projektion w),, die Form

wp, =w — (w, N(p))N(p).
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Hier haben wir die innere Geometrie der regulidren Flichen gleich in zwei Begriffen
verlassen. Erstens haben wir den Normalvektor N(p) verwendet, der offensichtlich
nicht in der Tangentialebene liegt. Wir haben auferdem das Standardskalarprodukt
des R3 verwendet, in den die reguliire Fliche eingebettet ist. Die innere Geometrie
einer Flache kennt aber nur ihre eigene riemannsche Metrik, das Standardskalarpro-
dukt ist also ein zweites Objekt, das wir benutzen und das nicht Teil der inneren
Geometrie ist. Wie schon gesagt soll diese Konstruktion nur eine Anschauung liefern.
Wir betrachten ab jetzt eine regulire Fliche S und ein Vektorfeld v an S lings ei-
ner Kurve ¢ : I — R3, die in S verlduft. Dabei definieren wir nun die sogenannte
kovariante Ableitung von v als

\Y4 . .

33 0(8) = 0(t) = (0(t), N(c(t))) N (c(t)),

dafiir muss v nattirlich differenzierbar sein. Sei nun (U, F, V) eine lokale Parametri-
sierung von S. Wir kénnen v in seinen Koeffizientenfunktionen ausdriicken (einge-
schrankt auf die ¢ € I fiir die ¢(t) € V ist) mit

wobei wieder & = F~! o ¢ die Darstellung der parametrisierten Kurve ¢ in ihren
Koordinaten bzgl. (U, F, V) ist.
Fiir die kovariante Ableitung benétigen wir nun v(t), welches die Form

2
0= 3 (om0 + 0% e

i=1

beziiglich der lokalen Parametrisierung hat. Dazu haben wir zuerst die Produkt-
regel verwendet und danach im rechten Term die Kettenregel fiir igqp (¢(t)). Wir
sehen also, dass wir fiir die Ableitungen von Vektorfeldern die doppelten Ableitungen
der lokalen Parametrisierung 0*F/(0u‘0u’) brauchen. Wir stellen diese in der Basis

{0F/0ut(u),0F /0u®(u), N(p)} dar, wobei wieder F(u) = p ist. Wir schreiben

OP*F oF oOF
aui(?uj(u)zrllj(u)w(u)Jrr (u )a 5 () + hij(u)N(p),

wobei nach Gleichung (2.1) die Projektion der zweiten Ableitungen von F auf den
Normalvektor gleich der Matrixdarstellung der zweiten Fundamentalform (h;;) ist,
dies wird uns hier allerdings weniger interessieren. Auberdem ist natiirlich auch die
zweite Fundamentalform nicht Teil der inneren Geometrie von reguliren Flachen.
Durch diese Gleichung werden die Christoffel-Symbole Ffj eingefiihrt. Diese lassen
sich durch die erste Fundamentalform ausdriicken, mit

Lemma 3.2.3. Sei S eine regulire Fliche und (U, F, V') eine lokale Parametrisierung
von S. Die Christoffel-Symbole lassen sich dann bestimmen durch die Gleichung

2
_1 %m . 09im dgi; .
2 < < auz W (u) = (9um< u) | g™ (u), (3.1)

fir allew e U.
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Beweis. Wir schreiben zum Zwecke der Ubersicht die funktionalen Abhingigkeiten
nicht explizit an. In den Termen Jg;;/ Ou”* werden bestimmt die zweiten Ableitun-
gen von F' vorkommen. Wir berechnen also direkt diese Terme und versuchen die
Christoffel-Symbole damit auszudriicken. Also

Ogim O <8F aF>

out  Out \Oul’ dum
]/ 8F OF L (9F O*F
O\ Outoud Qu™ oud’ dutou™ /-

Wir kénnen nun die zweiten Ableitungen von F' in der oben genannten Basis dar-
stellen. Damit fallen in den Ausdriicken der Form

0’°F  OF
Ouloud’ Ou™

alle Terme, die den Normalvektor enthalten weg, denn

(N () =0

fiir alle u = F~!(p) € U und m € {1,2}. Damit bleibt nur

0gjm 2., OF OF OF <~ OF
. pk oo 9T TNk 9

out <kZ:; 9 uk g | T\ Gui” ; M Ouk

(T5;km + Tiinkj)-

I
[M]

>
Il

1

Analog ergibt sich

2
Jgi k k
aqi;n = ;(sz‘gkm + I ki)
und )
Ogi; § 3
811,% = ;(Fmigkj + ijgk?i>'

Wir wissen aus der Analysis, dass F' die Voraussetzung dafiir erfiillt, dass die Ablei-
tungen nach verschiedenen Variablen vertauschbar sind, also

O’F (u) = O’F
OutOud W= oul Ou?

fiiralled,j € {1,2}, u € U (Satz von Schwarz). Damit wissen wir, dass die Christoffel-
Symbole symmetrisch in den unteren Indizes sind, also

(u

ng(“) = F?x(“)

fiir alle 4, j, k € {1,2}, u € U. Man sieht, dass damit in den berechneten Summen fiir
die Ableitungen der ersten Fundamentalform einige Terme gleich sind. Wir addieren
diese so, dass nur noch ein Christoffel-Symbol bleibt mit

2
09im  OGim  O0gij &
Out + ouw  Oum QkZ_lFijgkm'
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Betrachten wir nun Fk als Vektor (F}J, rz ;) und (grm) als Matrix, dann ist die rech-

te Seite dieser Glelchung das Produkt 2(F11J,F2) - (gkm ). Wir konnen also mit der

inversen Matrix von (ggy,) multiplizieren und erhalten

99jm | 0Gim 09ij
Fk _ J no_ J mk
2 Z < ou’ * ow 8um> g

m=1

was wir zeigen wollten.
O

Nun haben wir also die Christoffel-Symbole ausgedriickt, in einer Form, die nur
von der ersten Fundamentalform abhéngt. Die Christoffel-Symbole sind also Teil der
inneren Geometrie einer Fliche, wenn man (g;;) als riemannsche Metrik auffasst.
Der aufmerksame Leser wird bemerkt haben, dass wir auch fiir die Konstruktion
dieser Christoffel-Symbole mit Gréfen gearbeitet haben, die nicht Teil der inneren
Geometrie waren. Wieder gilt, dass man die Gleichung aus Lemma 3.2.3 auch auf
einem sauberen Weg der inneren Geometrie finden kann. Wir betrachten die Formel
aus Lemma 3.2.3 von nun an als Definition der Christoffel-Symbole, wobei die Ma-
trixdarstellung der Metrik (g;;) dabei eine allgemeine riemannsche Metrik darstellt.

Eigentlich wollten wir ja einen Begriff fiir die Ableitungen von Vektorfeldern kon-
struieren. Dies kdnnen wir nun mit den Christoffel-Symbolen tun. Wir erinnern uns
daran, dass wir bei der Form

2
ot) = Z o't )21}; Z 8u18u3 0)&(t)

i=1

stehen geblieben waren. Nun kénnen wir in diese Gleichung

O*F OF OF
auiauj(u>zr (u )8 7 (u )+F j(u >a 5 () + hij(u)N(p)

einsetzen. Wir schreiben dies nicht explizit aus, denn man sieht direkt, dass die
einzigen Terme, die nicht in der Tangentialebene liegen, die der Form h;;(u)N(p)
sind. Da wir ja an der Projektion der Ableitung 9(t) auf die Tangentialebene T¢;S
interessiert sind, fallen diese Terme in der kovarianten Ableitung weg und es bleibt

2 - OF y
Lot =Y | v (05 Zr (1) 9 (1)) (1

i=1 k,j=1

Wir spalten die Summe auf mit

2
Vot = S i) o (@) + Y v O (D) o (@) (1),
i=1 ik,j=1
benennen den Index der ersten Summe um mit
2 2
Vot = S0 or @) + Y v T (e) oo @)@ (),
k=1 ik,j=1



formen auf die Basisvektoren der Tangentialebene um mit

\V/ 2 2 . .. oF
V)= Do+ D THED) ) (¢) Sk (1),

k=1 ij=1

und koénnen so die Koeffizienten der kovarianten Ableitung beziiglich dieser Basis
angeben. Man beachte, dass die Koeflizienten nun nur noch Gréfen der inneren Geo-
metrie der betrachteten Fliche enthalten. Diese Form verwenden wir nun fiir die
Definition der kovarianten Ableitung. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass
die kovariante Ableitung in der folgenden Form auch hergeleitet werden kann, ohne
die innere Geometrie der betrachteten reguliren Fléche zu verlassen.

Definition 3.2.4. Sei (S,g) eine reguldre Fliche mit riemannscher Metrik und
¢ : I — R3 eine parametrisierte Kurve, die in S verlduft. Sei v : I — R3 ein dif-
ferenzierbares Vektorfeld an S lings c¢. Wir betrachten eine lokale Parametrisierung
(U,F,V) von S, dabei sei ¢ : I — U die Koordinatenform von ¢, also ¢ = F~loc
und wir benennen die Koeffizientenfunktionen von v(¢) mit

1) = (1) (2l0) + (1) o ().

Die kovariante Ableitung von v(t) ist definiert durch die Gleichung

\V4 2 2 S oOF
V() = Do @)+ D THER) (0 (1) Sk C(1))-

k=1 ij=1

Man kann zeigen, dass diese Definition unabhéngig von der lokalen Parametrisierung
ist.

Zur besseren Ubersicht schreiben wir die Vektorfelder manchmal auch als zweizeilige
Vektoren ihrer Komponentenfunktionen, also

oe(2)

82(6) + Y2 TLEO (0 (1)
Die kovariante Ableitung hat, wie man es erwarten wiirde, natiirlich einige schéne
Eigenschaften. Wir geben eine Auswahl ohne Beweis an.

und
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Satz 3.2.5. Wir benutzen die Bezeichnungen aus Definition 3.2.4. Sei w : I — R>
ein weiteres differenzierbares Vektorfeld an S lings c. Sei auflerdem f : I — R eine
differenzierbare Funktion und ¢ : J — I eine Parametertransformation der betrach-
teten parametrisierten Kurve c. Dann erfillt die kovariante Ableitung die folgenden
Eigenschaften: Die Additivitat, also

V
%(v +w)(t) = —v(t) + —w(t).

Die Produktregel fiir das Produkt mit einer reellen Funktion, also

v _ v
Y (Fo)0) = Fleole) + £ To(r).
Die Produktregel beziiglich der riemannschen Metrik, also

G9e000.00) = ) (F000.00) + 00y (410 F(0)).

Die Kettenregel beziiglich Parametertransformationen

Zo = ((3)o0)

Fiir die Vektorfelder brauchen wir auch noch eine entsprechende Ableitung. Wenn
man nach der Anderung der Vektoren eines solchen Vektorfeldes fragt, muss man na-
tiirlich auch eine Richtung geben, in die man geht, wahrend sich der Vektor &ndert.
Diese Richtung war bei den Vektorfeldern lings parametrisierter Kurven quasi auto-
matisch durch den Verlauf der parametrisierten Kurve gegeben. Fiir ein Vektorfeld
muss die Ableitung also von einer Richtung abhéngig sein, wir machen dazu folgende
Definition 3.2.6. Sei S eine regulire Fliche und v, w zwei differenzierbare Vektor-
felder auf S. Sei aufierdem rj, ein Vektor in 7,5 fiir einen Punkt p € S. Man kann
eine parametrisierte Kurve ¢ : I — R3 finden, die in S verlduft und die Bedingungen
c(0) = p und ¢(0) = r, erfiillt. Die kovariante Ableitung von v in Richtung r), ist
dann gegeben durch

i, u(p) = ~5(0),

wobei ¥ : I — R? das Vektorfeld an S lings c ist, fiir das 9(t) = v(c(t)) gilt fiir alle
t € I. Die kovariante Ableitung von v in Richtung des Vektorfeldes w, \/,v : S — R3
ist gegeben durch

VwU(Q) = Vw(q)v(Q)
fiir alle Punkte g in S.

Man kann zeigen, dass diese Definition nicht von der gewidhlten parametrisierten
Kurve abhéngt. Diese Ableitungen sind linear, was wir wieder ohne Beweis festhalten
in

Satz 3.2.7. Sei S eine reguldre Fldache. Seien A1, Ao € R. Seien v, vq, v, w, wy, wo
differenzierbare Vektorfelder auf S. Dann erfiillen die kovarianten Ableitungen die
folgenden Eigenschaften:

Sie sind linear beziiglich des zu differenzierenden Vektorfeldes, also

Vw(A1v1 + Av2) = A Vw V1 + A2 YV V2.

Sie sind linear beziiglich des Vektorfeldes, nach dem differenziert wird, also

V)\lw1+)\2wgv == )\1 le v+ AQ V’wg v.
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3.3 Kriimmung und Kriimmungstensor

Wir machen uns nun daran, die Kriimmung einer reguléren Fliche innerhalb der
inneren Geometrie verniinftig zu definieren. Dazu konstruieren wir noch die zweite
kovariante Ableitung und damit den riemannschen Kriimmungstensor rein mit Gro-
Len der inneren Geometrie. Wir werden dann noch einmal zuriick zu den Gréfen
auferhalb der inneren Geometrie kommen um den Kriimmungstensor mit der dort
definierten Gauf-Kriimmung in Verbindung zu bringen.

Beginnen wir also damit, eine zweite kovariante Ableitung zu konstruieren. Wir be-
trachten dazu wieder eine reguldre Flache S und ein zweifach differenzierbares Vek-
torfeld v auf S. Nun brauchen wir noch die Richtung in die abgeleitet wird, wobei wir
bei der zweiten Ableitung im Allgemeinen zwei Richtungen brauchen, seien deshalb
wy und we zwel differenzierbare Vektorfelder auf S. Wir konnen damit erst einmal die
kovariante Ableitung /., v bestimmen. Diese ist aber wieder ein Vektorfeld auf S.
Es macht also Sinn, die kovariante Ableitung von v/, v in Richtung des Vektorfeldes
wy aufzuschreiben. Macht man sich die Miihe diesen Ausdruck, also \/y, (Vw, v), in
der Komponentendarstellung beziiglich einer lokalen Parametrisierung aufzuschrei-
ben, erkennt man allerdings, dass dieser auch Ableitungen nach den Komponenten
von wj enthélt. Dies ist nicht besonders iiberraschend, wir mochten allerdings eine
Grofe, die nur von den Richtungen w;(p) und wa(p) fiir einen betrachteten Punkt
p € S abhiangt. Dazu machen wir die

Definition 3.3.1. Fiir Bezeichnungen wie oben ist die zweite kovariante Ableitung
von v nach w; und wy gegeben durch

2 o
Vw0,V = Vs (Vs V) = Vguyw: V-

Wenn man fiir diese Definition die Komponenten der zweiten kovarianten Ableitung
beziiglich einer lokalen Parametrisierung berechnet, kann man zeigen, dass darin nur
noch Komponenten von w; und wy ohne Ableitung vorkommen. Damit ist die zweite
kovariante Ableitung eines Vektorfeldes eine Abbildung von T,,S x T},S nach T},S fiir
einen Punkt p € S. Das bedeutet, dass die zweite kovariante Ableitung von v in p
die gleiche ist fiir alle Vektorfelder wy und we, die in p die gleichen Werte w1 (p) und
wy(p) haben. Fiir zwei Vektoren wi, und wsj in 7,5 schreiben wir dann

V20(wap, w1p) = (Vi 0, 0) (D),

wobei wy und wy beliebige Vektorfelder auf S sind, die wq (p) = w1 p und wa(p) = wo,)
erfiillen.

Die zweite kovariante Ableitung ist im Allgemeinen nicht unabhéngig von der Rei-
henfolge, in der man nach den Richtungen ableitet. Wie die Vertauschung die zweite
kovariante Ableitung dndert, kodieren wir in

Definition 3.3.2. Sei S eine reguldre Fliche und p ein Punkt in S. Seien aufterdem
w1 p und wy,, zwei Vektoren in 7,5 und v ein zweifach differenzierbares Vektorfeld
auf S. Dann ist der riemannsche Kriimmungstensor R gegeben durch

R(wap, w1 p)v = VQU(@UZ,pawl,p) - VQU(wl,mep)-
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Wir kénnen den riemannschen Kriimmungstensor natiirlich auch beziiglich einer loka-
len Parametrisierung ausdriicken. Sei also (U, F, V) eine lokale Parametrisierung der
betrachteten reguldren Fliche S und seien wl{p, v/ mit 4,5 € {1,2} die Komponenten
der betrachteten Vektoren und Vektorfelder beziiglich der zu (U, F, V') zugehérigen

Basis. Dann hat der riemannsche Kriimmungstensor die Form

oF
R(U}27p, w1 P Z Rz]k ) k,pa 1 ( )
1,9,k l1=1

wobei wieder F'(u) = p gilt, und die Funktionen R! i gegeben sind durch

ort. ot 2
I _ ki ki l m l m
Rl = 58 = Sk S (0T = T, T, (3.2)

m=1

Wir sparen uns hier die Herleitung.
Man sieht, dass in der Komponentendarstellung des riemannschen Kriimmungsten-
sors keine Ableitungen der Komponenten von v vorkommen. Der Wert des Ausdrucks
R(w3 p, w1 p)v ist also nur abhdngig von ws ,, wq, und dem Wert von v in p. Damit
ist es wieder sinnvoll eine Abbildung R, zu definieren, die von (7,5)3 nach 7,5 geht
mit

Rp(w2,p, w1,p, vp) 1= R(wa,p, w1p)0,

wobei v ein beliebiges Vektorfeld auf S ist, mit v(p) = vp.

Wie angekiindigt gehen wir nun noch einmal zuriick zu den Grofen aufserhalb der
inneren Geometrie.

Fiir eine reguldre Fliache S mit der ersten Fundamentalform, der zweiten Fundamen-
talform und der Weingartenabbildung kann man zeigen, dass beziiglich einer lokalen
Parametrisierung (U, F, V) von S der riemannsche Kriimmungstensor gegeben ist

durch

l l
R, = h]kw higw;.

Diese Beziehung nennt man auch Gauf-Gleichung.
Betrachten wir nun die Grofbe
Z gij’L]k’

i,7,k=1

und setzen geméf der Gauk-Gleichung ein. Damit erhalten wir
2

Z gjk jkw; _hikw;)'

i,5,k=1

Wir verwenden noch Gleichung (2.2) und erhalten
2

Joi G
Zw]w S ui,

3,j=1

Die linke Summe kénnen wir als Produkt von zwei Summen aufspalten. Damit ent-
spricht die linke Summe

(Zw) = (tr(w?))?,
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also der quadrierten Spur der Weingartenabbildung, wobei wir aus der linearen Al-
gebra wissen, dass diese unabhéingig von der Wahl der Basis ist, somit kénnen wir
schreiben

also der Spur des Quadrates der Matrixdarstellung der Weingartenabbildung, damit
kénnen wir schreiben

2
> FFRY = (W) — tr(W?),
i,5,k=1

Dargestellt in ihrer Eigenbasis der Hauptkriimmungsrichtungen ist die Weingar-
tenabbildung eine Diagonalmatrix und hat damit als Spur tr(W) = k1 + ke die
Summe der Eigenwerte. Somit erhalten wir

2
Z gijijk = (k1 + K2)? — (K3 4 K2) = 2K1ko = 2K.
1,5,k=1

Es gilt also

2
K:% > gF Rl (3.3)
i, k=1

Diese Gleichung gibt uns einen Zusammenhang zwischen dem riemannschen Kriim-
mungstensor und der Gauk-Kriimmung. Man beachte, dass wir in der Definition des
riemannschen Kriimmungstensors nur Gréfen der inneren Geometrie benutzt haben.
Da in Gleichung (3.3) keine anderen Grofen vorkommen, sehen wir, dass auch die
Gaub-Krimmung eine Grofse der inneren Geometrie ist. Diese Einsicht ist auch be-
kannt unter dem Namen Theorema Egregium. Man fragt sich nun vielleicht warum
diese so einen rithmlichen Namen verdient. Eine der treibenden Krifte in der Ent-
wicklung der Differentialgeometrie war die Aufgabe, Karten der Welt zu erstellen.
Wir wissen nun, dass die Gauf-Kriimmung eine Grofse der inneren Geometrie ist
und sich deshalb unter Isometrien nicht &ndert. Betrachten wir die Einheitskugel S?
mit der ersten Fundamentalform, hat diese eine konstante Kriimmung von Kgq2 = 1.
Die Ebene mit der ersten Fundamentalform hat, wie wir gesehen haben, konstante
Gauf-Krimmung Kg = 0. Das Theorema Egregium sagt uns nun, dass es unmoglich
ist, eine Isometrie zwischen der Kugel und der Ebene zu finden. Es ist also unméglich
eine perfekte Karte der Erde herzustellen, also eine, in der man sowohl Winkel als
auch Léangen iiber den gesamten Kartenbereich 1: 1 ablesen kann.
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Fiir eine regulére Flache S mit riemannscher Metrik g benutzen wir Gleichung (3.3)
nun als Definition der Gauf-Kriimmung.

Beispiel 3.3.3. Ganz dhnlich wie am Ende der klassischen Flichentheorie wollen wir
auch hier wieder die eingefiihrten Grofen an einem konkreten Beispiel durchrechnen.
Es handelt sich dabei wieder um eine regulére Fléche, die spater bei der Untersuchung
der hyperbolischen Ebene interessant sein wird.

Sei S die reguliire Fliche S = {(z',22,0)T|(z')? + (2%)? < 1}. Wir parametrisieren
S mit U = R2, V = {(z12%,2>)T € R3|(z1)? + (2%)? < 1} durch kartesische
Koordinaten F(u',u?) = (u',u2,0)". Nun definieren wir eine riemannsche Metrik g
auf S in den genannten Koordinaten, die durch

4 10
(gij(u)) = (1— (uh)2 = (u2)2)? < 0 1 )

gegeben ist.

Man sieht direkt, dass die inverse der Matrixdarstellung der Metrik gegeben ist durch
g = gi; 71 fiir alle 4,5 € {1,2}. Nun kénnen wir die Christoffel-Symbole mit Hilfe
von Gleichung (3.1) berechnen und erhalten durch konsequentes Einsetzen

1 1 2 2 2u’
T =Ty ==y = 1— (ul)? — (u2)?

9 2

P%Q = —P% = Fb = F%l = °

1— (uh)? — (u2)?

Nun kénnen wir mit Gleichung (3.2) die Komponenten des riemannschen Kriim-
mungstensors berechnen mit

4

R%n = _R%22 = —Rgn = R%Zl = (_1 + (u1>2 + (u2)2)2’

alle anderen Komponenten verschwinden. Zuletzt kénnen wir noch in Gleichung (3.3)
einsetzen, wobei sich alle Koordinaten wegkiirzen und wir erhalten das Ergebnis

K=-1.

Die Gaufkriimmung ist also konstant gleich —1 auf ganz S. Insbesondere sieht man,
wie in Beispiel 2.2.10 angekiindigt, dass hier die Ebene eine Kriimmung ungleich
Null hat. Dieses Beispiel entspricht dabei, wie wir spater sehen werden, dem Poin-
caré’schen Scheibenmodell der hyperbolischen Ebene. Eine Veranschaulichung der
Geometrie dieser Ebene stellt der sogenannte ,Circle Limit I“ von M.C. Escher dar,
der in Abbildung 12 dargestellt ist.

3.4 Geoditische und die Exponentialabbildung

Wir suchen nun nach der kiirzesten Verbindung zwischen zwei Punkten in einer
reguldren Flache mit riemannscher Metrik. Dabei betrachten wir natiirlich parame-
trisierte Kurven, und versuchen eine Eigenschaft zu finden, die eine parametrisierte
Kurve haben muss, um die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten zu sein.
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Bei Definition 2.1.2 haben wir bereits erwihnt, dass wir die Definition der Léinge
von parametrisierten Kurven verallgemeinern werden. Wenn wir also nun von der
Linge einer parametrisierten Kurve ¢ : [a,b] — R3 in einer reguliren Fliche mit
riemannscher Metrik (.5, g) sprechen, meinen wir natiirlich

e = [ foupte.

Sucht man nach parametrisierten Kurven mit minimaler Linge, zeigt es sich, dass es
eine verwandte Menge von parametrisierten Kurven gibt, die eine wesentlich scho-
nere und niitzlichere Charakterisierung haben. Wir betrachten dazu eine der Léinge
verwandte Grofe.

Definition 3.4.1. Sei (S,g) eine reguldre Fliche mit riemannscher Metrik und
¢ : [a,b] — R3 eine parametrisierte Kurve, die in S verlduft. Die Energie der pa-
rametrisierten Kurve c¢ ist definiert durch

[P ge (D), é(2))
E[c]—/a fdt.

Achtung: Die Energie einer parametrisierten Kurve entspricht nicht dem Begriff der
physikalischen Energie. Es hat sich allerdings eingebiirgert die eben eingefiihrte Gro-
$e dennoch als die Energie einer parametrisierten Kurve zu benennen. Dass es sich
um keine physikalische Energie handeln kann, sieht man schon alleine daran, dass sie
nicht die richtige Einheit hat. Nehmen wir als einfaches Beispiel eine parametrisierte
Kurve ¢ : I — R?® mit konstanter Geschwindigkeit |¢(t)| = v, fiir alle t € I. Die
physikalische kinetische Energie des Korpers, der sich entlang der parametrisierten
Kurve bewegt, ist dann v?/2, wenn wir die Masse des Kérpers gleich 1 setzen. Die
Energie der Kurve hat diese kinetische Energie zwar als Argument des Integrals,
dieses integriert aber iiber die Zeit und fiir eine konstante kinetische Energie wire
dann E[c] = (to — t1)v?/2, wenn I = [t1,t5] ist. F|c] hat also die Einheit einer phy-
sikalischen Energie mal Zeit.

Die Energie einer parametrisierten Kurve entspricht im physikalischen Sinn eher einer
Wirkung. Genauer entspricht die Energie einer parametrisierten Kurve der Wirkung
eines Korpers, der sich gemaf dieser parametrisierten Kurve bewegt, wenn der Kor-
per sich in einem potentialfreien Raum bewegt. Es sei bemerkt, dass die klassische
Mechanik auf dem Prinzip der minimalen Wirkung aufgebaut werden kann. Das be-
deutet, dass Korper sich auf Bahnen minimaler Wirkung bewegen. Im potentialfreien
Raum bewegen sie sich damit auf parametrisierten Kurven minimaler Energie (vgl.

[11, Kap. 14, S.111]).

Wir werden im Folgenden parametrisierte Kurven suchen, die minimale Energie ha-
ben.

Die Energie einer parametrisierten Kurve ist dabei im Gegensatz zur Linge nicht in-
variant unter Parametertransformationen. Dies kann man leicht sehen an einer einfa-
chen Form der Umparametrisierung, ndmlich einer linearen Parametertransformation

der Form ¢ : [a,b] — [Aa, Ab] fiir ein A € RT mit ¢(t) = M. Sei ¢ : [Aa, \b] — R3
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eine parametrisierte Kurve, die in einer reguléren Fliche S mit riemannscher Metrik
g verlduft. Dann ist die Energie der parametrisierten Kurve c o ¢ gegeben durch

b)\2
Eleod) = [ gt (é), ) ds

Ab 2 S
= | .5

a

= A\E[c]. (3.4)

Die Energie hat sich also durch die Parametertransformation verdndert. Es ist {ibri-
gens leicht zu sehen, dass die Lénge gleich geblieben wére, da sich nach der Substi-
tution im Integral der Faktor A komplett weggekiirzt hitte.

Wenn wir parametrisierte Kurven minimaler Energie wollen, sollten wir uns also zu-
erst {iberlegen, wie diese parametrisiert sein miissen.

Lemma 3.4.2. Sei (S, g) eine requlire Flache mit riemannscher Metrik g. Sei au-
Berdem c : [a,b] — R3 eine parametrisierte Kurve, die in S verlduft. Es gilt

LI? < 26 - a) Eld],
wobei Gleichheit gilt, falls ¢ proportional zur Bogenlinge parametrisiert ist.

Beweis. Wir benutzen die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Sei v : [a,b] — R mit
v(t) = \/Ge) (é(t),¢(t)) die Geschwindigkeit der parametrisierten Kurve c, aufge-
fasst als reelle Funktion. Wir betrachten den Vektorraum der differenzierbaren reellen
Funktionen mit Definitionsintervall [a, b] mit der Bilinearform

b
/ F1(8) fa(t)dt

fiir zwei Funktionen fi, fo aus diesem Vektorraum. Dann kénnen wir das Quadrat
der Linge von c¢ auffassen als

L[c)* = </abv(t) : 1dt>2,

wobei das Integral die genannte Bilinearform der Funktionen v und 1 darstellt. Die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung lautet in diesem Fall

(/abv(t).ldt> g[lbv(t)zdt[lb12dt.

Wir wissen dabei, dass das erste Integral der rechten Seite der Ungleichung die (zwei-
fache) Energie 2E[c] ist und das zweite Integral einfach der Intervalllinge (b — a)
entspricht. Es gilt also

2

L[c]> < 2(b - a)E[d].

Wir wissen aufserdem, dass fiir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung Gleichheit gilt, falls
die betrachteten Elemente des Vektorraumes linear abhangig sind. Das bedeutet in
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unserem Fall v(t) = X -1 fiir alle ¢ € [a,b] und ein A € R. Dies bedeutet weiter, dass
c proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist mit

v(t) = \/Ger) (&), é(t)) = const
fiir alle ¢ € [a, b].
O

Damit wissen wir also, dass die Energie einer gegebenen parametrisierten Kurve ¢ mit
gegebener Intervalllinge (b— a) minimal wird, wenn sie proportional zur Bogenlinge
parametrisiert ist. Dabei muss eine Intervalllinge vorgegeben sein, denn es ist klar,
dass ¢ nicht die minimale Energie unter allen Umparametrisierungen haben kann,
denn nach Gleichung (3.4) kénnen wir durch eine lineare Parametertransformation
#(t) = Mt mit A € RT die Energie beliebig verkleinern, wobei aber dennoch ¢ o ¢
proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist, denn

(co @) = Aé(¢) = const.

Wenn wir zwei Punkte einer reguldren Fléche betrachten und bereits die Verbin-
dungskurve mit minimaler Linge gefunden haben, dann hat eine Parametrisierung
proportional zur Bogenlinge dieser Kurve auch minimale Energie unter allen Ver-
bindungskurven dieser beiden Punkte, bei gegebener Intervalllinge. Umgekehrt gilt
auch, dass die parametrisierte Kurve minimaler Energie zwischen den beiden Punk-
ten dann eine mogliche Parametrisierung der lingenminimierenden Kurve ist, wieder
bei gegebener Intervalllinge. Wir wollen nun die parametrisierten Kurven minimaler
Energie charakterisieren in

Satz 3.4.3. Sei (S, g) eine requlare Fldche mit riemannscher Metrik. Seien auflerdem
p,q € S zwei Punkte in S und co : [a,b] — R? eine parametrisierte Kurve, die in S
verlauft und co(a) = p sowie co(b) = q erfillt. Wenn ¢y die parametrisierte Kurve
1st, die p und q verbindet und minimale Energie hat, fiir diese Intervalllinge, dann
gilt

i

N én(t) =
dtCO() 0

fiir alle t € [a,b].

Beweisskizze. Unsere Strategie ist es, grob gesprochen, eine Menge von parametri-
sierten Kurven zu untersuchen, die alle die Punkte p und ¢ verbinden und unter
diesen Kurven diejenige mit der kleinsten Energie zu finden. Wir werden genauer
gesagt eine Variationsformel fiir die Energie untersuchen.

Sei c¢: (—¢,¢e) x [a,b] — S eine glatte Abbildung und seien ¢; : [a,b] — S die parame-
trisierten Kurven c,(t) = c(s, ) fiir ein s € (—¢, ). Wir verlangen, dass ¢s(a) = p und
cs(b) = g fir alle s € (—¢, ) gilt. ¢ stellt also eine Schar von parametrisierten Kurven
dar, die p und ¢ verbinden. Es soll aukerdem die Bezeichnung V' (t) := %(O, t) gelten.

Wir betrachten also eine parametrisierte Kurve cg, die p und ¢ verbindet, und eine
Schar von anderen parametrisierten Kurven, die ebenfalls p und ¢ verbinden und die
,dicht gepackt® um c¢g liegen. Das Vektorfeld V(¢) an S ldngs ¢o gibt uns ein Maf
dafiir, wie sich die parametrisierte Kurve zu ihren Nachbarn der Kurvenschar dndert.
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Wir konnen nun die Energie der parametrisierten Kurven ¢, nach s ableiten. Dort,
wo diese Ableitung verschwindet hat die Energie ein lokales Extremum unter den
benachbarten Kurven und die dazugehorige parametrisierte Kurve ist potentiell die
gesuchte parametrisierte Verbindungskurve minimaler Energie. Sie wird bestimmt
nicht ein lokales Maximum der Energie darstellen, weil man die Energie durch Um-
parametrisierung beliebig vergrofern kann. Betrachten wir also die Ableitung

d 1 (d i
SPlel =5 [ oo o

Diese Ableitung wollen wir an der Stelle s = 0 auswerten. Wir erinnern uns an die
Produktregel der kovarianten Ableitung beziiglich der riemannschen Metrik aus Satz
3.2.5. Wenn wir c,(t) fiir ein festes ¢ als parametrisierte Kurve c¢(t) : (—¢,e) — S
betrachten, kénnen wir die Produktregel anwenden. Fiir die kovariante Ableitung
solcher parametrisierter Kurven, die Teil einer Abbildung wie ¢ sind, schreiben wir

V.
s °

Nun kénnen wir also die Ableitung der Energie auswerten, mit

1 [t &
- = 2/@ <gco(t) <8368(t> -

d . . .
>CO(t)> + gco(t) (Co(t), %Cs(t)
s=0

%E[CS]

)

Man kann zeigen, dass fiir ¢ die Gleichung

Ve _voe
ds Ot Ot ds

gilt. Fiir die Ableitung der Energie gilt also

- ;/ab (gco(t) <ZV(t),éo(t)> + Geo(t) <c’0(t), Z&V(t))> dt

- /abgco(t) <ZV(t),éO(t)> dt. (3.5)

Betrachten wir nun noch ein anderes Integral. Wir haben verlangt, dass ¢(s,a) = p
und c(s,b) = g fiir alle s € (—¢, €). Damit muss die Ableitung von ¢ nach s an diesen
Punkten verschwinden, also auch V(a) und V' (b). Damit muss auch

gp(V(a), éo(a)) =0

d
Z Ele,
ds les]

und
9q(V(b),¢0(b)) =0

gelten. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sagt uns damit

b d
[ gV ey =o.

Wir wenden wieder die Produktregel der kovarianten Ableitung beziiglich der rie-
manngchen Metrik an, spalten dann das Integral auf und erhalten

/ab Geolt) (ZV(&,c‘o(ﬂ) dt + /ab Gt (V(t), Zc'o(t)> dt = 0.
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Dies setzen wir nun in Gleichung (3.5) ein und erhalten
’ v
= / Geo(t) (V(t), dtco(t)) dt.
s=0 a

\Y —
di Co(t) =0

fiir alle t € [a, b] gilt, die parametrisierte Kurve cy(t) (lokal) energieminimierend ist.
Die Umkehrung gilt ebenfalls, fiir diese Intervalllinge.

d
— Eles
75 Bles]

Wir sehen also, dass falls

Parametrisierte Kurven mit dieser Eigenschaft sind von besonderer Bedeutung fiir
differentialgeometrische Untersuchungen.

Definition 3.4.4. Sei (5, g) eine reguldre Fliche mit einer riemannschen Metrik.
Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — R3, die in S verlduft, heift Geoddtische, falls

V.
VAt =
() =0
fiir alle t € I gilt.
Man nennt die Bedingung
V.
VAt =
() =0

auch Geoddtengleichung. Diese kénnen wir auch in der Darstellung der Komponen-
tenfunktionen schreiben, mit

Vi) = ét) + 212 =1 F%j<5(t)>éi(t)éj(t) (0
"= ( 2(0)+ Y0, T2 (E()E (0 (1) ) -(1):

wobei wieder ¢ die Komponentenfunktionen von ¢ in der Basis der lokalen Parame-
trisierung sind fiir i € {1,2}. & sind einfach die Zeitableitungen der ¢'. Die ¢* und die
& sind dabei vollig austauschbar, denn DzF - ¢ = ¢. In dieser Darstellung sieht man
direkt, dass die Geodidtengleichung eine gewthnliche Differentialgleichung zweiter
Ordnung ist. Fiir solche Gleichungen wissen wir, aus dem Satz iiber die Eindeutig-
keit der Losungen von gewdhnlichen Differentialgleichungen, dass sie eine eindeutige
Lésung haben, fiir gegebene Startbedingungen c(tg) und ¢(tp). Diese geben nun auch
die Intervalllinge vor.

Dass eine Geodétische proportional zur Bogenléinge parametrisiert ist, ist leicht zu
sehen, denn fiir eine Geodétische ¢ gilt mit der Produktregel der kovarianten Ablei-
tung beziiglich der riemannschen Metrik

G900 00) = sy (7200} + sy (4000 360 ) = 2000,800) .

Wir haben also eine schéne Charakterisierung fiir parametrisierte Kurven gefunden,
die zu parametrisierten Kurven mit minimaler Energie korrespondieren. Dass ei-
ne parametrisierte Kurve zwischen zwei gegebenen Punkten die Geodétengleichung
erfiilllt heifft aber nicht automatisch, dass sie auch die (global) energie- bzw. lan-
genminimierende Verbindungskurve ist. Ein Gegenbeispiel finden wir etwa auf der
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Einheitskugelschale mit der ersten Fundamentalform. Dort entsprechen die langen-
minimierenden Kurven den Grofkreisen (vgl. [4, Kap.4.5, S.192ff]). Geodéatische sind
dann parametrisierte Kurven, deren Bilder in Grofskreisen liegen und die proportio-
nal zur Bogenlénge parametrisiert sind. Betrachten wir nun zwei Punkte auf der
Einheitskugelschale und den Groftkreis, der durch beide Punkte geht. Wir konnen
von einem Punkt aus den anderen auf zwei verschiedenen Geodétischen erreichen, je
nachdem in welcher Richtung wir starten. Dabei wird die Lange der beiden mdoglichen
Geoditischen im Allgemeinen nicht gleich sein, es sind aber dennoch beide Geodé-
tische. Es gibt also Fille in denen eine Geodétische nicht die kiirzeste Verbindung
zwischen zwei Punkten darstellt, im Folgenden werden wir aber nicht mehr auf diese
Ausnahmefille treffen.

Nun fiihren wir noch die Exponentialabbildung ein. Diese entspricht einer Abbil-
dung, welche fiir eine regulire Fliche S, die Geoditischen in 7},S durch (0,0,0)" auf
Geoditische in S abbildet, wenn wir 7,5 als reguldre Fliche mit der ersten Funda-
mentalform auffassen.

Definition 3.4.5. Sei (5, g) eine regulidre Fliche mit riemannscher Metrik. Sei au-
ferdem p € S. Zu jedem Vektor v € T),S sei ¢, die eindeutige Geodédtische in S mit
¢y(0) = p und ¢,(0) = v. Wir betrachten die Menge aller v € T},5, deren zugehorige
Geodétische an der Stelle ¢,(1) noch definiert sind. Diese Menge nennen wir D,.
Die Ezponentialabbildung ist die Abbildung, die jedem v € D), den Punkt ¢,(1) € S
zuordnet. Wir schreiben sie als

expp : Dp — 5.

Diese hat natiirlich viele schéne Eigenschaften, wir betrachten im folgenden Kapitel
einen Spezialfall der Exponentialabbildung.

3.5 Geodaitische Polarkoordinaten

Hier wollen wir genauer auf die geodétischen Polarkoordinaten eingehen, die spéter
bei der Untersuchung des Hyperboloid-Modells der hyperbolischen Ebene ein niitz-
liches Werkzeug sein werden.

Definition 3.5.1. Sei S eine regulire Fliche mit einer riemannschen Metrik g. Sei
auberdem p € S und {X;, X2} eine Orthonormalbasis von 7},S. Dann sind die Ko-
ordinaten (7, ) € (0,00) x [0,27), mit F(r,p) = r(sin(p)X; + cos(¢)X3) Polarko-
ordinaten von 7},S und wir nennen

F(r,p) = expp(r(sin() X1 + cos(p) X2))
eine Parametrisierung von S in geoddtischen Polarkoordinaten (r, ) (um den Punkt
p).
Man beachte, dass der Punkt p selbst nicht im Bild einer solchen Parametrisierung
in geodétischen Polarkoordinaten liegt.

Wir werden uns nun wieder mit dem Hyperboloid M? ; aus Beispiel 2.2.10 beschif-

tigen, dabei wird vor allem der Fufipunkt des Hyperboloids interessant sein, deshalb
machen wir zur Verkiirzung der Schreibweise folgende
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Definition 3.5.2. Wir benutzen im Folgenden die Bezeichnung Q = (0,0,1)7 € R3.

In Abbildung 3 sind die affine Tangentialebene T QM2_1 + © des Hyperboloids M2_1
aus Beispiel 2.2.10 und das Hyperboloid selbst dargestellt. Es sind aukerdem einige
Niveaulinien mit r = const und mit ¢ = const der Polarkoordinaten auf der affinen
Tangentialebene eingezeichnet. Links ist M2 ; mit der ersten Fundamentalform und
der dazugehorigen Parametrisierung in geodétischen Polarkoordinaten Fg (diese wird
hier nicht explizit angefiihrt) dargestellt. Rechts ist M2 | mit der Minkowski Metrik,
die noch in Kapitel 4.1 eingefiihrt wird, mit der entsprechenden Parametrisierung in
geodédtischen Polarkoordinaten F)s dargestellt. Die Besprechung dieser riemannschen
Metrik und der dazugehéorigen geodétischen Polarkoordinaten wird dort fortgefiihrt.
Geodétische in ToM? ; durch den Ursprung sind natiirlich parametrisierte Kurven
c:R — R? in ToM?2, der Form ¢(r) = r(cos(¢),sin(p),0)" fiir ein festes ¢. Thre
Bilder sind die Niveaulinien mit ¢ = const, die in Abbildung 3 schwarz dargestellt
sind (affin).

Damit sind nach Definition der Exponentialabbildung die parametrisierten Kurven
Fs0ébzw. Fyyoc Geodiitische auf M2 | mit der dazugehdrigen riemannschen Metrik,
mit é(r) = (r, ) fir ein festen ¢. Die Bilder dieser Geodétischen sind in Abbildung
3 schwarz dargestellt.

Man sieht, dass fiir beide Metriken die Bilder der Geodtischen durch Q auf M?; die
gleichen sind. Die Geodétischen sind allerdings sehr wohl verschieden, das sieht man
daran, dass die Niveaulinien mit r = const (grau) unter Fs bzw. F; unterschiedliche
Bilder haben. Dies liegt an der Parametrisierung der Geodétischen, hier spiegelt sich
Lemma 3.4.2 wider, also, dass Geodatische proportional zur Bogenlinge parametri-
siert sein miissen (in Abbildung 3 sind sie sogar mit Bogenlinge parametrisiert).
Die Niveaulinien mit » = const und deren Bilder unter den jeweiligen geodéatischen
Polarkoordinaten, die in Abbildung 3 grau dargestellt sind, haben natiirlich keine
Korrespondenz zu Geoditischen, weder auf ToM?2 | noch auf M2 ;.

Abbildung 3: Geodéatische Polarkoordinaten fiir das Hyperboloid mit erster Funda-
mentalform (links) und Minkowski Metrik (rechts). Alle Graphen sind im gleichen
Wertebereich dargestellt.

Die riemannsche Metrik beziiglich einer Parametrisierung in geodéatischen Polarko-
ordinaten hat dabei eine spezielle Form.
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Satz 3.5.3. (Gaufs Lemma) Sei (S, g) eine requldre Flache mit riemannscher Metrik.
Sei auflerdem p ein Punkt in S und sei (U, F,V') eine lokale Parametrisierung von
S, wobei F eine Parametrisierung in geoddtischen Polarkoordinaten (r, ) ist.

Dann hat beziiglich dieser lokalen Parametrisierung die riemannsche Metrik die Form

@i = o eyt ) (3.5)

Wir verzichten hier auf einen Beweis, allerdings wird in Kapitel 4.1 die Form der
Minkowski Metrik auf M2_1 fiir )y konkret berechnet.

Es gilt aufserdem auch die Umkehrung, also, dass fiir die gegebenen Bedingungen
und die spezielle Form (3.6) der riemannschen Metrik, die lokale Parametrisierung
einer Parametrisierung in geodétischen Polarkoordinaten entspricht. Dies wollen wir
nun direkt nachrechnen.

Man kann sofort sehen, dass die Christoffel-Symbole I'}; und I'?; Null sind, weil alle

Terme der Form ag;j , oder aai;j fiir (i,7) # (2,2) verschwinden.

Betrachten wir nun eine parametrisierte Kurve ¢ : I — R3, die in S verliuft und die
parametrisierte Kurve ¢ = F~Yoc: I — U. Wir machen folgende Bezeichnung:

0= 7).

Wir betrachten die kovariante Ableitung des Geschwindigkeitsvektors ¢. Zur Verkiir-
zung der Schreibweise sind die funktionalen Abhéngigkeiten nicht angeschrieben. Es
sind aber natiirlich ¢, r. und ¢, von t abhingig, sowie die Christoffel-Symbole von
(re(t), pe(t)). Diese lautet

ZC' = ( Te— Fhr}? B 21%27;680'0 + F%2¢c2 >

dt Yo —Thre® — Miorede + T34 )
Dabei haben wir verwendet, dass die Komponentenfunktionen von ¢ gegeben sind
durch 7. und ..
Wir haben bereits gesehen, dass I'l; und I'?; Null sind, damit bleiben nur noch
Terme mit ¢, oder ¢, als Faktor und der Term 7, {ibrig. Betrachten wir nun eine
parametrisierte Kurve ¢, deren ,,Urbild“ in 7},S eine Geoditische durch den Ursprung
ist. Diese parametrisierte Kurve erfiillt bestimmt ¢. = const und r.(t) = At fiir ein
A € R. Man sieht, dass fiir eine solche parametrisierte Kurve die Geodétengleichung
¢ = 0 automatisch erfiillt ist.
Wir haben also gezeigt, dass fiir eine riemannsche Metrik wie in (3.6) das ,Bild“
einer Geodétischen in 7},S durch den Ursprung, eine Geodétische in S ist, womit die
Fliache S in geodatischen Polarkoordinaten parametrisiert ist.

Die Gaufskriimmung einer reguliren Fléche, die in geoditischen Polarkoordinaten
parametrisiert ist, ldsst sich dabei auf eine einfache Form bringen mit

Lemma 3.5.4. Fiir die Bezeichnungen wie in Satz 8.5.3 gilt fir die Gaufkrimmung
der Fliche S mit riemannscher Metrik g
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Beweis. Wir kénnen direkt in die Formel (3.3), also

1 e i
K = 5293 Rzz‘jk
ijk

fiir die Gaufkriimmung beziiglich der lokalen Parametrisierung einsetzen. Dabei ver-
schwinden alle Terme mit j # k, somit bleiben nur noch vier Terme der Summe
iibrig.

Die Christoffel-Symbole lassen sich durch direktes Einsetzen in (3.1) leicht berechnen
mit

F%l = F%l =0
F%Q = F51 =0
10f
F%2 = F%l = ?E
of
F%2 = f@
1of
I3 =~<=—.
22 F oy

Diese konnen wir nun einsetzen in (3.2) um die benétigten Komponenten des rie-
mannschen Kriimmungstensors zu berechnen. Dabei fallen die Terme weg, deren
Christoffel-Symbole Null sind, diese werden nicht explizit angeschrieben. Damit sind

R%n =0

9 (,0f af\>
mha =5 (150) + (5)

R0 (1OfN (10f\
21 or \ f or for

wobei R3,, offensichtlich verschwindet, weil sich alle Terme direkt wegkiirzen. Es
bleiben also nur noch zwei Terme der Summe iibrig mit

1 9 (10f 10f\* ..o 0 (,0f af\?
K‘z(‘m(m)‘(m) I (‘m(far)+(ar> ))

wobei die inverse Matrix der riemannschen Metrik ¢ leicht zu berechnen ist mit

(5(r,¢)) = ( 0 L ) .
Ty

Wir multiplizieren die Gleichung fiir die Gaufkriimmung aus und benutzen die Ket-

tenregel, dabei kiirzen sich vier Terme der Form f *2(%)2 weg und es bleibt

2
K(rp) = 50— 5 ()

[y
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Gleichung (3.7) zeigt vor allem, dass die Gaufkriimmung im gegebenen Fall nur von
der Funktion f abhingt. In Kapitel 4.1 wird uns vor allem die hyperbolische Ebene
interessieren, deren Kriimmung « auf der gesamten Fliche den Wert —1 hat. Fiir
K(r,p) = —1 im gesamten Koordinatenbereich hat die gewdhnliche Differentialglei-
chung (3.7) die eindeutige Losung

f(r, o) = Asinh(r),

fiir ein A € R.
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4 Modelle der hyperbolischen Ebene

Wir haben nun das nétige Riistzeug um mit dem Hauptteil dieser Arbeit zu begin-
nen. Beschéftigen wir uns zuerst kurz damit, was wir unter der hyperbolischen Ebene
verstehen. Von einer Ebene sprechen wir, weil wir geometrische Untersuchungen in
zwei Dimensionen durchfithren werden.

Was ist nun aber mit jhyperbolisch® gemeint? Dazu miissen wir ein wenig ausholen.
Bereits seit etwa 300 v. Chr. gibt es dokumentierte Bemiihungen, die Erkenntnis-
se der Geometrie (wie zum Beispiel die trigonometrischen Sitze) auf einer moglichst
kleinen Menge an Grundannahmen, also Axiomen, aufzubauen. Wir wollen hier nicht
niher auf diesen axiomatischen Zugang eingehen, eine ausfithrliche Darstellung fin-
det sich in [4, Kap.l, S.1ff|. Der Aufbau der euklidischen Geometrie auf wenigen
Axiomen verlangt dabei nach dem sogenannten Parallelenaziom. Dieses sagt, grob
gesprochen, dass fiir eine gegebene Gerade g; und einen Punkt p, der nicht in g; liegt,
es genau eine andere Gerade go gibt, die durch p geht und g¢; nicht schneidet. Es war
lange Zeit unklar, ob dieses Axiom notwendig ist, oder ob es sich aus den anderen
Axiomen herleiten lasst. Eine Méglichkeit zu zeigen, dass es sich nicht aus den ande-
ren herleiten lésst, ist natiirlich die, ein Beispiel einer mathematischen Struktur zu
finden, die alle Axiome aufser dem Parallelenaxiom erfiillt, das Parallelenaxiom selbst
aber verletzt. Die hyperbolische Geometrie ist die Geometrie, die alle Axiome der
euklidischen Geometrie erfiillt, nur das Parallelenaxiom verletzt. Die im Folgenden
beschriebenen Modelle der hyperbolischen Ebene sind eben solche mathematische
Strukturen, die genau die Axiome der hyperbolischen Geometrie erfiillen.

4.1 Das Hyperboloid-Modell

Wir beginnen damit, reguldre Fldchen mit einer riemannschen Metrik zu konstruie-
ren, deren Kriimmung auf der gesamten Fliche den konstanten Wert x hat. Dafiir
gibt es natiirlich viele Méglichkeiten, wir betrachten vorerst eine spezielle Menge
von reguliiren Flichen, die M2. (Im Allgemeinen wird bei der Untersuchung von
metrischen Rédumen einer bestimmten Kriimmung mit den Modellrdumen M. der
Dimension n und mit konstanter Kriimmung x gearbeitet. Wir beschréinken uns auf
Fliichen und damit die Modellriiume MZ2.)

Wir definieren vorerst die Flichen
M2 = {(o}, 2% 2%) € B | n((a)? + (2)%) + (%)% = 1}.

Diese sind in Abbildung 4 fiir k = 1, Kk = 0 und Kk = —1 dargestellt. Dabei ist M%
die in Abbildung 4 gelbe Fliache (Kugel), M% die blaue Fliache (doppelte Ebene) und
M2 | die griine Fliche (doppelte Schale).

Man sieht, dass fiir & < 0 diese Flichen die Graphen der beiden Funktionen mit
23 = £1/1 — k((21)2 + (22)2) sind. Im Folgenden wollen wir nur noch mit jeweils
einem dieser Graphen arbeiten, darum definieren wir

Mi =

I\QJI%, fiir Kk > 0
{(z',2%,2%)T e M2 | 23 > 0}, fiir 5 < 0.
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Abbildung 4: Die Flichen M2

Die Einheitskugel M? und die Ebene M3 haben wie bereits besprochen im Sinne
der klassischen Flachentheorie eine konstante Kriimmung entsprechend dem unteren
Index k.

Wir befassen uns im Folgenden nur noch mit M2 .

Hier zeigt sich schon, dass mit dem Standardskalarprodukt des R3 die Kriimmung
von M? | nicht den konstanten Wert —1 hat, wie auch schon in Beispiel 2.2.10 gezeigt
wurde. Es ist auch direkt ersichtlich, dass diese Flache in der klassischen Flidchentheo-
rie keine negative Kriimmung haben kann, weil sie an jedem Punkt "auf einer Seite”
der Tangentialebene liegt. Um die gewiinschten Eigenschaften zu erhalten, miissen
wir die Flache also noch mit einer passenden riemannschen Metrik ausstatten.

Wir definieren die symmetrische Bilinearform

1 2,2 3,,3

(v,w)_1 = viw! + v*w? — viw

auf R3 fiir beliebige Vektoren v = (v!,v2,v3) 7, w = (wh, w?,w?) T € R3.

Diese Bilinearform ist offensichtlich nicht positiv definit, weil z.B. fiir v = (0,0,1)"
die Ungleichung (v,v)_; < 0 gilt. Man nennt diese Bilinearform auch die Minkowski
Metrik.

Bemerkung 4.1.1. Wenn im Folgenden von Eigenschaften wie Linge oder Orthogona-
litdt gesprochen wird, dann bezieht sich das auf diese Bilinearform. Dies gilt auch fiir
den Winkel zwischen zwei Vektoren in der Tangentialebene, wobei dieser wie iiblich
durch die Gleichung cos(a) = (u,v)_; fiir zwei Einheitsvektoren u, v € T),S definiert
ist. Dieser Winkel unterscheidet sich natiirlich im Allgemeinen von dem Winkel, der
durch das Standardskalarprodukt definiert wird, aufser im Punkt €.

Die Bilinearform (-,-)_; ist zwar nicht positiv definit fiir Vektoren des R3, einge-
schriinkt auf die Tangentialebenen der Fliche M2, allerdings schon. Mit anderen
Worten ist die Bilinearform, die M2, von (-,-)_1 des R? erbt, positiv definit und
damit eine riemannsche Metrik. Dies wollen wir jetzt zeigen.
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Wir legen zuniichst eine lokale Parametrisierung (U, Fys, V) fiir M2, fest, wobei
U = (0,00) x [0,27), V = R3 und

sinh(r) cos(y)
Fuy(r,o) = | sinh(r) sin(p)
cosh(r)

Fiir einen Punkt p = Fyf(ry, 0p) = Far(u) € M2, ergibt sich damit die zu (U, Fyr, V)
zugehérige Basis {220 (u), 200 ()} der Tangentialebene T,M?, mit

ar ' Op
OFy cosh(rp) Cf)s(gop) oFy . [ 'sinh(rp) sin(pp)
(w)= | cosh(rp)sin(ep) |, ZM(u)= [ sinh(ry) cos(i,)
or . 0y
sinh(rp) 0

Man beachte, dass auferdem ag;” (u), Sinhl(r )ag M (u)} eine Orthonormalbasis der
2 »
Tangentialebene ist. Der Begriff Orthonormalbasis bezieht sich natiirlich nun auf die

riemannsche Metrik.

Damit ist fiir alle Punkte p € M2, aufer € eine lokale Parametrisierung gegeben.
Fiir diesen Punkt ldsst sich natiirlich auch eine lokale Parametrisierung finden, vor
allem aber ist in diesem Punkt die Tangentialebene offensichtlich die z!, z?-Ebene.
Da sich die Minkowski Metrik nur in der dritten Komponente vom Standardskalar-
produkt unterscheidet, ist die Einschrinkung auf die Tangentialebene ToM? | einfach
das Standardskalarprodukt in der Tangentialebene und damit auch positiv definit.

Wir berechnen nun die Funktionen g;j(u) der geerbten Bilinearform, wobei wieder
p = Fur(rp, 0p) = Far(u) gilt mit

g11(u) = <a§:4 (u), 8;M (u)>1 = cosh(rp)?(cos(gp)? + sin(p,)?) — sinh(ry)?

= cosh(r,)? — sinh(r,)? = 1,
) = (Gt 0. G2 @) = gma)
= —sinh(rp) cosh(r,) sin(pp) cos(pp) + sinh(r,) cosh(ry) sin(pp) cos(¢p)

:0’

() = (G2t G2 ) = sinhr,) s, + cos()?) = sinb(r,),

Damit hat die Minkowski Metrik, eingeschréinkt auf die Tangentialebenen T,M? ; die

Matrixdarstellung
1 0
@50 = 0 guntey? ) (4.1)

Man sieht direkt, dass diese Matrix positiv definit ist und somit ist die Minkowski
Metrik, eingeschriinkt auf die Tangentialebenen von M2, eine riemannsche Metrik.
Das Hyperboloid M? | mit dieser riemannschen Metrik nennen wir das Hyperboloid-
Modell der hyperbolischen Ebene. Dieses wollen wir nun genauer untersuchen.
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Wie in Kapitel 3.5 besprochen, sieht man durch die spezielle Form der riemannschen
Metrik, die wir in Gleichung (4.1) berechnet haben, dass Fj eine lokale Parametri-
sierung von M2, in geoditischen Polarkoordinaten ist. Dort wurde aukerdem bereits
gezeigt, dass damit die Kriimmung von M2, mit der geerbten Minkowski Metrik
tatsdchlich und wie gewiinscht den konstanten Wert —1 hat.

Insbesondere sind Kurven Fys o é mit é(t) = (M, p.) " und X, ¢, € R konstant, Geo-
ditische in M2 (diese sind in Abbildung 3 rechts schwarz dargestellt). Das Bild von
Fyy o0& ist die Projektion der entsprechenden Kurve in ToM? | entlang der x3-Achse.
Man kann auch sagen, dass die Bilder dieser Geodétischen der Schnitt von Ebenen
durch den Ursprung (zweidimensionalen Unterriumen des R3) und Q mit M2, sind.
Diese Anschauung wird im Folgenden die niitzlichste sein.

Bestimmen wir nun die Tangentialebenen. Wir betrachten eine parametrisierte Kurve
c: I — R3 die in M?, verliuft und einen Punkt p in M2, fiir die ¢(0) = p und
¢(0) = v, v € R3 gilt. Da ¢ in M2 liegt, muss (c(t),c(t))—1 = —1 fiir alle ¢ in T
gelten. Leiten wir diese Gleichung nach t ab, erhalten wir

|
~
—
Q
—~
~
~—
o
—~
~
~—
~
L
I
s}

damit gilt fiir t =0
(p,v)_1 =0.
Die Tangentialebene ist als die Menge der Vektoren definiert, die die Geschwindig-

keitsvektoren von parametrisierten Kurven in der Fliche durch den jeweiligen Punkt
sind und damit ist

M2, = p* = {v € R’|(p,v)-1 = 0}.

Anders ausgedriickt haben Punkte in M2 beziiglich (-,-)_1 einen konstanten Ab-
stand vom Ursprung, damit miissen die Geschwindigkeitsvektoren von parametrisier-
ten Kurven in M2 orthogonal zu den Punkten der parametrisierten Kurven stehen.

Bei der Untersuchung von Geometrien spielen Isometrien eine entscheidende Rolle,
dies wird sich vor allem in Kapitel 4.5 zeigen. Der bisher erarbeitete theoretische Un-
terbau macht es uns relativ einfach, die Menge aller Isometrien der hyperbolischen
Ebene im Hyperboloid-Modell M2 ; zu finden.

Wir betrachten zuerst nur lineare Isometrien von M2 ,. Dass diese tatsichlich alle
Isometrien von M2 | sind, erhalten wir spiiter als Nebenprodukt von Satz 4.1.7.
Nennen wir diese Isometrien L : M2, — M2, wobei L € R3*3. Fiir das Differential
dpyL : T,M?, — TL(p)le dieser Abbildung gilt dann d,L = L|TPM3 K

Als erstes wollen wir, dass durch L das Hyperboloid M? | auf sich selbst abgebildet
wird. Wir kénnen die Definition von M2_1 auch anschreiben als

IMIQ—I = {p = (plap2ap3) € R3’<p,p>,1 = _17 p3 > 0}
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Damit wird M2 auf sich selbst abgebildet, wenn

(Lp, Lp)—1 = (p,p)—1 Vp € M2,

gilt und die dritte Komponente von Lp positiv ist.
Um L damit genauer zu beschreiben, schreiben wir die Minkowski Metrik in Matrix-
schreibweise an mit der Matrix

1 0 0
J=101 0 )

0 0 —1
wobei dann (v, w)_1 = v Jw fiir Vektoren v, w € R3 ist.
Wenn L also M? ;| auf sich selbst abbilden soll, dann muss (Lp)"JLp = p'Jp, also
p LT JLp = p"Jp gelten, das heifit LT JL = J. Damit erhalten die linearen Ab-
bildungen L auch die Minkowski Metrik im R? und da d,L = Ll me2 | gilt, ist L
automatisch eine Isometrie.
Es muss auferdem fiir p € M2, die dritte Komponente von Lp positiv sein. Dies
stellt sicher, dass L nicht eine solche Abbildung ist, die die beiden Schalen von M%l
vertauscht. Weil L aber als lineare Abbildung stetig ist, reicht es fiir einen einzigen
Punkt zu zeigen, dass er in der gleichen Schale bleibt, dafiir bietet sich wieder 2
an. Die dritte Komponente von L ist L33, damit miissen wir noch verlangen, dass
L373 > 0 ist.

Wir haben also die Menge aller Isometrien von M?; gefunden und bezeichnen sie
mit
G_1:={LeR¥3LTJL=J, und L33 > 0},

diese sind offensichtlich invertierbar.

Zwei Arten dieser Isometrien sind dabei besonders interessant.
Zum einen sind Drehungen um die z3-Achse der Form

cos(p) —sin(p) 0
sin(p) cos(p) 0
0 0 1

in G_1. Mit diesen kénnen wir also jeden Punkt p € M2_1 in die ', z3-Ebene bewegen,
ohne 2 dabei zu bewegen. Dieser Punkt hat dann die Form (sinh(r,), 0, cosh(r,)) "
fiir ein r, € R.

Zum anderen kénnen wir jeden Punkt p = Fi(rp, ¢p) € M2, in der 2!, 23-Ebene
mit einer Isometrie der Form

—cosh(r,) 0 sinh(rp)
0 10 (4.2)
—sinh(r,) 0 cosh(rp)

mit Q vertauschen. Dass Matrizen dieser Form in G_; sind ldsst sich leicht iberprii-
fen, mit der Gleichung
cosh(x)? — sinh(z)? = 1 (4.3)

fiir alle x € R.
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Geodétische werden von Isometrien wieder auf Geodétische abgebildet. Ist also eine
parametrisierte Kurve ¢ in M2 ; eine Geodiitische und L € G_; eine Isometrie von
Mz_l, dann ist auch Locin M2_1 eine Geodatische.

Damit, und mit den bereits besprochenen Isometrien wissen wir nun, wie wir Geodéti-
sche zwischen zwei Punkten p,q € M?; finden kénnen. Man bewegt zuerst 0.B.d.A.
den Punkt p mit einer Drehung Lg; € G_1 und einer Vertauschung L, € G_1
nach Q und danach den Punkt ¢ durch eine Drehung Lgo in die 2!, 23-Ebene. Wir
schreiben L = Lgs o L, o Ly € G_; fiir die gesamte Bewegung der Punkte. Da-
mit hat man eine Geodétische & : R — R3 in M2, die durch Lp und Lq geht mit
&(t) = (sinh(t), 0, cosh()) ". Um zu sehen, dass diese tatsichlich eine Geoditische ist,
braucht man zwei einfache Beobachtungen. Zum einen liegt ihr Bild im Bild einer
Geoditischen, weil sie in der x!, z3-Ebene liegt. Zum anderen ist sie mit Bogenlinge
parametrisiert, denn sinh und cosh sind jeweils ihre gegenseitigen Ableitungen, damit
gilt

cosh(t) cosh(t)
(c(t),e(t))—1 = < 0 , 0 > =1

sinh(t) sinh(t) .

fiir alle ¢ € R nach Gleichung (4.3). Damit haben wir aber auch eine Geodéatische
c:R — R3in M2, die durch p und ¢ geht, gefunden mit

c=L'oc
Daraus ergibt sich:

1. Wir haben bereits gesehen, dass sich jeder Punkt p € M2 durch eine Isometrie
auf Q abbilden Iiisst (Man sagt auch die Isometriegruppe operiert transitiv auf M2 ;.
Dieser Begriff begegnet uns in Kapitel 4.5 wieder. Dort wird etwas néher darauf
eingegangen.) Wenn also eine Geodétische einen Punkt p enthélt, kdnnen wir diesen
durch eine Isometrie L auf Q abbilden. Das Bild dieser Geodétischen ist damit, wie
oben erwiihnt, der Schnitt einer Ebene durch den Ursprung und Q mit M2 ;. Da aber
L und damit auch L~! lineare Transformationen des R3 sind, muss die urspriingliche
Geodiitische auch in einem zweidimensionalen Unterraum des R3 liegen, also in der
Schnittmenge einer Ebene durch den Ursprung und M? ;. Eine solche Geodétische
ist in Abbildung 5 dargestellt.

2. Wir kénnen fiir zwei beliebige Punkte p und q in M? ; eine Geoditische finden,
die durch p und g geht. Folgende Definition ist damit sinnvoll:

Definition 4.1.2. Seien p und q zwei Punkte in M? ;. Sei aukerdem ¢ : R — R? in
M2, eine Geodétische durch p und ¢ mit c(a) = p und ¢(b) = ¢ mit a,b € R. Dann

heifit
b
dp.0)i= [ VGO,

hyperbolischer Abstand bzw. hyperbolische Distanz zwischen p und gq.

Eine parametrisierte Kurve der Form &) = (r,0)" in U wird unter Fj; auf eine
Geoditische abgebildet, die nach Bogenlinge parametrisiert ist. Man priift leicht
((Fpo€)(t), (Far0@)(t))—1 = cosh(t)? —sinh(¢)? = 1. Wenn man also, wie oben, zwei
Punkte p und ¢ via Isometrien in die Form € und (sinh(a), 0, cosh(a)) " gebracht hat,
dann gilt d(p, q) = a.
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Abbildung 5: Geoditische in M2, liegen im Schnitt zwischen einem zweidimensio-
nalen Unterraum des R? und dem Hyperboloid.

Eine Isometrie verdndert den hyperbolischen Abstand zwischen zwei Punkten of-
fensichtlich nicht. Als niitzliches Werkzeug fiir weitere Untersuchungen geben wir
folgende

Definition 4.1.3. Seien p und ¢ in M2 ;. Die Menge

S(p,q) = {r € M2,d(r,p) = d(r,q)}
heilst hyperbolische Streckensymmetrale von p und q.

Satz 4.1.4. Seien p und q in M2 |. Die hyperbolische Streckensymmetrale S(p, q) ist
das Bild einer Geoditischen in M? |, wobei

S(p,q) = (p— q)= N M2,.

Beweis. Wir bewegen wieder, wie oben, den Punkt p nach {2 und ¢ in die x!, 23-Ebene
mit einer Isometrie der Form L = Lgo o L1 0 Lg1 € G_1, wobei

sinh(d(p, q))
Lqg= 0

cosh(d(p, q))

Nun wollen wir eine Isometrie L finden, die Lp und Lgq zusiitzlich so in der z!, z3-

Ebene verschiebt, dass Q der "Mittelpunkt” der beiden wird, also d(2, Lp) = d(€2, Lq).
Dies ist moglich mit

— cosh(d(p,q)/2) 0 sinh(d(p,q)/2)
Ly = 0 1 0 )
—sinh(d(p, q)/2) 0 cosh(d(p,q)/2)

diese vertauscht den Mittelpunkt mit Q. Wir schreiben L = Ly 0 Lgg o Ly 0 Ly und
man sieht direkt, dass Lp und Lq in der 2!, 23-Ebene bleiben.
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Damit gilt d(£2, Lp) = d(2, Lq) = d(p, q)/2 und somit ist schon ein Punkt, ndmlich
L7, aus S(p,q) gefunden.

Aufgrund der Symmetrie dieser Anordnung der Punkte ldsst sich schon vermuten,
dass die Streckensymmetrale S(Lp, Lq) der Durchschnitt der 22, 23-Ebene mit M2_1
ist. Der Vollstédndigkeit halber rechnen wir dies hier konkret durch:

Sei s = (sinh(rs) cos(is), sinh(rs) sin(ps), cosh(rs)) T ein beliebiger Punkt in M2,
ohne . Wir bewegen die beiden Punkte Lp und Lq jeweils nach 2 und beobachten
dabei wie sich s verhalt. Nach der obigen Konstruktion von L bewegen wir Lp nach
Q mit L2, dabei bewegt sich s nach

cosh(rs) sinh(d(p, q)/2) — cos(ys) cosh(d(p, q)/2) sinh(rs)
Ly -s= sin(ys) sinh(rs)
cosh(rs) cosh(d(p, q)/2) — cos(ps) sinh(d(p, q)/2) sinh(rs)

Es gilt Lg = (—sinh(d(p, q)/2),0,cosh(d(p,q)/2))". Damit kénnen wir Lq nach
bewegen indem wir zuerst eine Spiegelung an der z2, z3-Ebene

~1.0 0
Se=| 0 10|,
0 0 1

die offensichtlich in G_; ist, und danach wieder L,o anwenden, dabei bewegt sich s
nach

cosh(rs) sinh(d(p, q)/2) + cos(ps) cosh(d(p, q)/2) sinh(rs)
Lyy-Sy2-s= sin(ps) sinh(rs)
cosh(rs) cosh(d(p, q)/2) 4 cos(ps) sinh(d(p, q)/2) sinh(rs)

Die Absténde d(§2, Ly2s) und d(£2, Ly2S,25) sind streng monoton wachsende Funktio-
nen der dritten Komponenten von Lyss und L,25,2s. Es gilt somit fiir die Abstédnde
d(Q, Ly2s) = d(, Ly2S,25) und damit auch d(p, L~'s) = d(¢, L~'s), genau dann,
wenn

cos(ps) sinh(d(p, q)/2) sinh(rs) = 0,

— 37

also s = 7, oder s = 5. Damit ist die hyperbolische Streckensymmetrale S(p, q)
genau das Bild von M2 geschnitten mit der 2%, z3-Ebene unter L.

Es ist nun auch leicht zu sehen, dass S(p,q) = (p—q)-NM?2, gilt. Da L die Minkow-
ski Metrik erhilt, kénnen wir die zu untersuchende Gleichung (p — ¢, L71's)_1 = 0
umschreiben auf (Lp — Lq,s)_1 = 0. Es gilt

2sinh(d(p, q)/2)
Lp— Lqg = 0
0

Wenn L~'s in S(p, q) liegt, verschwindet die erste Komponente von s und die Glei-
chung ist erfiillt.

O

Mit der hyperbolischen Streckensymmetrale als Werkzeug kénnen wir nun eine wich-
tige Eigenschaft von M2, zeigen. Dabei werden wir auch eine sehr allgemeine Me-
thode zur Konstruktion von Isometrien finden.
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Bemerkung 4.1.5. Wenn wir im Folgenden von einer Spiegelung an einer Geodéti-
. . . . 5 —1 5 . . -
schen ¢ in M2 | sprechen, meinen wir eine Isometrie S. = S. ~ S,25,, die die Geodéti-

2

sche zuerst durch S, in die 22, z3-Ebene bewegt, dann M2 | mit S, spiegelt, und dann

die Geodatische wieder durch 5’(;1 in ihre urspriingliche Lage bringt. Die Geodéti-
sche ¢ an der gespiegelt wird, ist offensichtlich die hyperbolische Streckensymmetrale
aller Punktepaare pg,qq € M2, d € RT, fiir die gilt S.pg = (sinh(d), 0, cosh(d)) T,
und S.qq = (—sinh(d), 0, cosh(d))". Man kann leicht zeigen, dass auch fiir jeden an-
deren Punkt, der nicht in c liegt, sein ,,Spiegelbild” so liegt, sodass ¢ die hyperbolische
Streckensymmetrale der beiden ist.

Satz 4.1.6. Gegeben sei eine natirliche Zahl k und eine Menge von 2k Punk-
ten A1, ..., A und By, ..., By in M2, sodass d(A;, A;) = d(B;, B;) fiir alle i,7 in
{1,...,k}. Dann gibt es eine Isometrie L € G_1, die A; auf B; abbildet, fir alle
i €{1,...,k}. Man kann diese Isometrie auferdem durch eine Verkeltung von k oder
weniger Spiegelungen an Geoddtischen erzeugen.

Beweis. Wir beweisen iiber vollstdndige Induktion.

Der Induktionsanfang k& = 1 lauft analog zum Vorgehen im Beweis von Satz 4.1.4.
Wir haben einen Punkt A; und einen Punkt By, die wir durch eine Isometrie Lq in
die 2!, 23-Ebene bewegen mit dem hyperbolischen Mittelpunkt der beiden in . Nun
kénnen wir wieder eine Spiegelung S,2 anwenden und somit L; Ay und LBy vertau-
schen. Nach Anwendung von Lfl haben wir damit erfolgreich A; auf By abgebildet
mit der Isometrie Ll_lszLl.

Wir kénnen nun annehmen, dass wir bereits eine Isometrie Li_1 gefunden haben,
die die Punkte Ay, ..., Ax_1 auf die Punkte By, ..., Bx_1 abbildet und als Verkettung
von k — 1 oder weniger Spiegelungen an Geodéatischen geschrieben werden kann.
Wenn nun Li_1 Ay = By, gilt, sind wir fertig. Wenn dies nicht gilt benutzen wir die
Spiegelung an der hyperbolischen Streckensymmetrale S(Ly_1 Ak, Br) von Lj_1Ag
und By, némlich Sg(z, , 4,,B,)- Damit bildet Ly := Sg(r, , 4,,B,)Lr—1 bestimmt Ay
auf By ab. Dabei gilt aber B; € S(Lg_1Ag, Bg) fur alle ¢ € {1,....,.k — 1}, denn
d(Bi,kalA/J = d<Lk71AiyLk71Ak) = d(AZ,Ak) = d(BZ,Bk) Also werden die Bz
von Sg(r, ,A.,B,) auf sich selbst abgebildet und somit bildet Ly alle A; auf B; ab
fiir i € {1,...,k} und besteht aus k oder weniger Spiegelungen an Geodétischen.

O

Bei diesem Beweis scheint eines etwas merkwiirdig: Die Menge an Punkten Ay, ..., Ag
und By, ..., By ist bis auf ihre Abstidnde beliebig gewahlt. Dennoch zeigt sich im In-
duktionsschritt, dass die Punkte By, ..., By_1 in S(Lg_1Ag, B), also insbesondere
in einer Geodétischen, liegen. Wir hatten aber in der Annahme nicht verlangt, dass
By, ..., Bx_1 in einer Geodétischen liegen. Der Beweis garantiert dennoch, auch wenn
By, ..., Bi_1 nicht in einer Geodétischen liegen, dass wir jede Menge von Punkten ge-
wisser Absténde auf eine andere Menge mit den gleichen Absténden abbilden kénnen.
Die By, ..., By_1 miissen dabei im Allgemeinen nicht in einer Geodétischen liegen, weil
man den Induktionsschritt oft nicht in dieser Form durchfithren muss, bzw. weil er bei
SWenn nun L1 A = By, gilt, sind wir fertig* endet. Dazu eine intuitive Begriindung:
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Zuerst etwas Vorarbeit. Wir betrachten einen Punkt p € M2, und die Menge aller
Punkte in M?,, die den gleichen hyperbolischen Abstand d zum Punkt p haben.
Wieder bilden wir den Punkt p durch eine Isometrie L auf 2 ab. Dann wird die
Menge offensichtlich auf einen Kreis in M2 ; um (2 abgebildet, also auf das Bild der
geschlossenen parametrisierten Kurve c : [0,27] — R in M? | mit

sinh(d) cos(t)
c(t) = | sinh(d)sin(¢)
cosh(d)

Man kann leicht nachrechnen, dass nach Riicktransformation durch L' diese Kurve
die Form
L7e(t) = M(p,d) + cos(t)v(p, d) + sin(t)w(p, d)

annimmt, mit M (p, d), v(p,d), w(p,d) € R?, wobei im Allgemeinen (v,v) # (w,w),
und somit bildet die Menge von Punkten vom hyperbolischen Abstand d um einen
Punkt p eine euklidische Ellipse. (Diese Mengen werden in Kapitel 4.5 noch inter-
essant).

Betrachten wir nun zwei Dreiecke, definiert durch die Menge an Punkten Aq, As, As
und Bi, Be, B3, wobei die Punkte untereinander den gleichen Abstand haben, ana-
log zu Satz 4.1.6. Wir machen die Bezeichnungen d(A;, A3) = d(Bj, B3) = dj und
d(Ag, A3) = d(Ba, B3) = d2. Nun liegt Bs bestimmt in der Menge aller Punkte, die
den hyperbolischen Abstand d; von By haben und in der Menge der Punkte, die den
hyperbolischen Abstand ds von B haben. Beide Mengen sind Ellipsen und solange
B1 # B ist, haben diese einen oder zwei Schnittpunkte. Wir kénnen nun A; und A,
durch eine Isometrie Lo auf By und Bs abbilden. Danach liegt der Punkt Lo A3 eben-
falls in der Schnittmenge der beiden betrachteten Ellipsen. Wenn die beiden Ellipsen
nur einen Schnittpunkt haben gilt sofort Lo As = Bj, wenn sie zwei Schnittpunkte
haben, kénnte LyAs in dem einen Schnittpunkt liegen und Bs in dem anderen. In
Beweis 4.1.6 haben wir gezeigt, dass dann eine Spiegelung an der Geodétischen durch
Bj und Bs das gewiinschte Ergebnis liefert.

Wenn nun die Mengen Aq, ..., A und By, ..., B hyperbolische k-Ecke mit k > 3 sind,
brauchen wir nur Ay, Ay, A3 auf By, By, B3 abbilden. Alle anderen Punkte sind dann
automatisch richtig abgebildet, weil drei oder mehr verschiedene Ellipsen hochstens
einen gemeinsamen Schnittpunkt haben.

Wir koénnen also eine Isometrie finden, die eine Menge an Punkten auf eine be-
liebige Menge an Punkten abbildet, indem wir fortschreitend an den hyperbolischen
Streckensymmetralen spiegeln. Dass die Punkte untereinander den gleichen hyperbo-
lischen Abstand haben stellt dabei keine Einschrinkung dar, da Isometrien ohnehin
den hyperbolischen Abstand erhalten.

Mit diesen Voraussetzungen konnen wir noch ein paar interessante Eigenschaften von
Isometrien auf M? | zeigen.
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Satz 4.1.7. Sei L eine Isometrie auf M2 |, dann gilt:

1. Wenn L nicht die Identitdt ist, ist die Menge an Punkten die durch L auf sich
selbst abgebildet werden in einer Geoddtischen enthalten.

2. Wenn L alle Punkte einer Geoddtischen auf sich selbst abbildet, ist L entweder
die Identitit oder die Spiegelung an dieser Geoddtischen.

3. L kann als eine Verkettung von 3 oder weniger Spiegelungen an Geoddtischen
geschrieben werden.

Beweis.

1. Wenn L nicht die Identitét ist, gibt es einen Punkt A € M?; mit LA # A.
Wenn L einen Punkt B € M? | auf sich selbst abbildet, dann ist d(A, B) = d(LA, B)
und damit ist B in S(A, LA). Dies gilt aber fiir alle Punkte, die von L auf sich selbst
abgebildet werden, damit liegen diese in einer Geodatischen.

2. Wir nehmen an, dass L alle Punkte einer Geodétischen fixiert. Wenn L die
Identitét ist, sind wir fertig. Wenn L nicht die Identitit ist, gibt es einen Punkt
A € M?, mit LA # A. Dann muss aber nach dem vorigen Argument die Geodiiti-
sche, die auf sich selbst abgebildet wird in S(A, LA) enthalten sein. Dies gilt aber
fiir alle A, die nicht in der Geodétischen liegen, die auf sich selbst abgebildet wird,
und somit ist L die Spiegelung an dieser Geodétischen.

3. Wir betrachten eine Menge von Punkten Aj, Ay, A3, die nicht in einer Geodé-
tischen liegen. Es seien By = LA, By = LA und Bs = LAs. Laut Satz 4.1.6 gibt es
eine Isometrie L, die B; auf A; Abbildet fiir i € {1,2,3} und die aus 3 oder weniger
Spiegelungen an Geodétischen geschrieben werden kann. Die Isometrie L™1L fixiert
damit die Punkte A;. Nach Punkt 1. muss sie aber damit die Identitdt sein, und
somit gilt L=1L.

0

Insbesondere zeigt Punkt 3, dass G_1 wirklich alle Isometrien von M? ; enthilt, denn
jede Tsometrie von M2 | kann als Verkettung von drei oder weniger Spiegelungen an
Geodétischen geschrieben werden und jede Spiegelung an einer Geodétischen ist in
G_1.

Man kann auf M2 | so wie auf der Ebene Trigonometrie betreiben. Dabei findet man
als Lehrsiitze der Trigonometrie auf M2 | einen Sinussatz und zwei Kosinussitze.

Wir betrachten ein geoditisches Dreieck, also drei Punkte A, B,C € M2, die durch
Geodétische verbunden sind. Die restlichen Bezeichnungen lauten wie iiblich. Der
Winkel zwischen den Geodétischen von A nach B und von A nach C heifst o usw.
Die Lénge der Geodétischen zwischen B und C heiftt a usw., siche Abbildung 6. Es
soll aufserdem vorausgesetzt sein, dass alle Lingen gréfser Null sind.

Wir wollen Beziehungen zwischen Winkeln und Langen in hyperbolischen Dreiecken

finden. Dazu benutzen wir vor allem die Isometrien auf M? ;. Wir wissen, dass wir
0.B.d.A. den Punkt A durch eine Isometrie auf {2 abbilden kénnen und danach den
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Abbildung 6: Bezeichnungen im Dreieck [4, Kap.4.9, S.224]

Punkt B in die 2!, #3-Ebene in der Form B = Fj;(c,0) und damit ist C = Fj;(b, a).
Isometrien dndern weder Winkel noch Langen, deshalb kénnen wir uns auf die Un-
tersuchung solcher Dreiecke beschranken.

Benutzen wir nun die Isometrie, die B mit A vertauscht. Damit ist LB = € und
LA = Fj(c,0). Somit muss aber auch LC = Fj(a,£5) gelten, da d(LB,LC) = a
gelten muss und der Winkel zwischen den Geodétischen von LB nach LA und von
LB nach LC gleich 8 sein muss. Eine Vertauschungsisometrie wie in (4.2) dndert
aukerdem das Vorzeichen des zweiten Eintrages von C' nicht, damit bleibt C' 7auf der
gleichen Seite” der x!, z3-Ebene und es gilt LC = Fy(a, 3).

Wir schreiben nun die Gleichung Fi(a, 5) = LFy (b, o) = LC aus:

sinh(a) cos(8) —cosh(¢) 0 sinh(c) sinh(b) cos(«)
sinh(a)sin(8) | = 0 1 0 - | sinh(d)sin(a) |,
cosh(a) —sinh(¢) 0 cosh(c) cosh(b)

und erhalten damit das Gleichungssystem

sinh(a) cos(3) = — cosh(c) sinh(b) cos(a) + sinh(c) cosh(b) (4.4)
sinh(a) sin(f8) = sinh(b) sin(a) (4.5)
cosh(a) = —sinh(c) sinh(b) cos(a) 4 cosh(c) cosh(b). (4.6)

Dies sind bereits alle Gleichungen, die wir brauchen um die trigonometrischen Lehr-
sétze aufzuschreiben.

Gleichung (4.5) ist bereits der Sinussatz fiir Dreiecke in der hyperbolischen Ebene
und Gleichung (4.6) der sogenannte Seitenkosinussatz.

Fiir den letzten trigonometrischen Lehrsatz ist noch ein wenig Arbeit nétig. Als ers-
tes kénnen wir die gleiche Herleitung wie oben durchfiithren, nur dass wir diesmal A
und C in die 2!, z3-Ebene bewegen und dann vertauschen, dann ergibt sich analog
zu Gleichung (4.4) die Gleichung

sinh(a) cos(y) = — cosh(b) sinh(c) cos(«) 4 sinh(b) cosh(c). (4.7)

Wir multiplizieren Gleichung (4.4) mit cos(«) und Gleichung (4.5) mit sin(«) und
subtrahieren die beiden, damit bekommen wir

sinh(a) cos(B) cos(a) — sinh(a) sin(f) sin(«)

= — cosh(c) sinh(b) cos(a)? + sinh(c) cosh(b) cos(a) — sinh(b) sin(a)?. (4.8)
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Wir setzen (4.7) in (4.8) ein und erhalten

sinh(a) cos(8) cos(a) — sinh(a) sin(f3) sin(«)
= — cosh(c) sinh(b) cos(a)? — sinh(a) cos(y)
+ sinh(b) cosh(c) — sinh(b) 81n(a)2,

mit cos(a)? = 1 — sin(a)? erhalten wir

sinh(a)(cos(B) cos(a) — sin(B) sin(a))

= cosh(c) sinh(b) sin(a)? — sinh(a) cos(y) — sinh(b) sin(a)?.

Nun benutzen wir noch den Sinussatz (4.5) und erhalten

sinh(a)(cos(B) cos(ar) — sin(3) sin(av))

= cosh(c) sinh(a) sin(B) sin(a) — sinh(a) cos(y) — sinh(a) sin(B) sin(a),
dann dividieren wir noch durch sinh(a) und addieren sin(3) sin() und erhalten
cos(a) cos(B) = cosh(c) sin(a) sin(8) — cos(7).

Dies ist der sogenannte Winkelkosinussatz. Wir fassen nun noch einmal alle trigono-
metrischen Lehrsidtze der hyperbolischen Ebene zusammen in

Satz 4.1.8. Fiir ein geoditisches Dreieck in M2 | mit den Seitenldngen a, b und c

und gegeniiberliegenden Innenwinkeln «, B und v gelten die trigonometrischen Lehr-
satze:

1. Sinussatz:

sinh(a)  sinh(b)  sinh(c)

sin(a)  sin(B)  sin(y)

2. Seitenkosinussatz:
cosh(a) = cosh(b) cosh(c) — sinh(b) sinh(c) cos(«)
cosh(b) = cosh(a) cosh(c) — sinh(a) sinh
cosh(c) = cosh(a) cosh(b) — sinh(a) sinh

—~

$)
~

Q

@}

w0
—
@
SN—

3. Winkelkosinussatz:

cos(a) = cosh(a) sin(5) sin(vy) — cos() cos(7)
cos() = cosh(b) sin(«) sin(7y) — cos(a) cos(7)
cos(y) = cosh(c) sin(«) sin(B) — cos(a) cos(3).

Die verschiedenen Formulierungen ergeben sich durch Umbenennung.
Wir wollen nun kurz die Form von hyperbolischen Dreiecken ein wenig genauer spezi-

fizieren. Nehmen wir an, dass die Innenwinkel «, 5 und ~ kleiner als 7 und grofser als 0
sind und betrachten den Winkelkosinussatz. Nach Voraussetzung ist sin(a) sin(5) > 0
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und da cosh(c) > 1 fiir alle ¢ > 0 € R gilt, konnen wir dem Winkelkosinussatz die
Ungleichung
cos(y) > sin(a) sin(B) — cos(a) cos(p)

entnehmen. Wegen sin(«) sin(f) — cos(a) cos(5) = — cos(a + ) = cos(m — a — )
sehen wir, dass
cos(y) > cos(m —a — ),

und da der Kosinus in [0, 7] monoton fallend ist, gilt
T>a+B+7.

Die Winkelsumme von hyperbolischen Dreiecken ist also kleiner als die von Dreie-
cken in der euklidischen Ebene, sie erscheinen daher “diinner”, wie in Abbildung 7
dargestellt.

Abbildung 7: IHlustration der Form eines Dreiecks der hyperbolischen Ebene. [4,
Kap.4.9, S.227]

Das Gebiet der Differentialgeometrie von metrischen Rdumen mit nichtpositiver
Kriimmung beschéftigt sich hauptséchlich mit den sogenannten CAT'(x) Réumen.
Diese werden tatsichlich so definiert, dass Dreiecke in einem solchen Raum, salopp
gesagt, "diinner” sind als sogenannte Vergleichsdreiecke im Modellraum M”. Man
sieht also, dass die "Diinnheit” von Dreiecken ein gutes Makb fiir die Kriimmung des
Raumes ist, in dem sie sich befinden (vgl. [6, Kap.II.1, S.158f]).

Geoditische durch zwei Punkte in M2, haben wir durch das Abbilden der Punkte
1 23-Ebene untersucht. Man kann aber die Geodétischen auch direkt finden
wie wir im Folgenden zeigen werden.

in die z

Betrachten wir zwei Punkte p,q € M2 ;. Wir bilden wieder die zwei Punkte in die
z!, 23-Ebene ab, schreiben dort die Geodiitische explizit auf und bilden diese auf ihre

urspriingliche Form ab.

Wir verwenden wie bisher eine Isometrie der Form L = LgoL,1Lg1, sodass Lp = Q)
und Lq = (sinh(d(p, q)), 0, cosh(d(p,q)))" gilt. Nach Anwendung der Isometrie ist
die Geoditische ¢ : R — R3 in M%l durch Lp und Lq bis auf Umparametrisierung
gegeben durch
sinh(t)
e(t) = 0
cosh(t)
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Um die allgemeine Form fiir Geodétische zwischen zwei Punkten spéter schoner for-
mulieren zu kénnen, versuchen wir nun ¢ durch die uns bekannten Punkte anzu-
schreiben, mit

&(t) = cosh(t)Lp + sinh(t)(1,0,0)".

Den Vektor (1,0,0)" aus der Tangentialebene T7,M? ; kénnen wir nun, etwas syn-
thetisch erzeugt, ebenfalls durch die uns bekannten Punkte ausdriicken, mit

1 1 sinh(d(p, q))
8 ~ sinh(d(p,q)) 8
1 sinh(d(p. ) 0
= m Cosh(c(l)(p’ ) + (= cosh(d(p, q))) (1) )

und somit kdnnen wir schreiben

(1,0,0)" = (Lq + (Lp, Lg)—1Lp).

sinh(d(p, q))

Wir haben ¢ auf die Form

¢é(t) = cosh(t)Lp + sinh(t) (Lg+ (Lp, Lq)_1Lp)

sinh(d(p, q))

gebracht. Durch die Isometrie L™! bilden wir Lp wieder auf p und Lq wieder auf ¢
ab. Auferdem bilden Isometrien Geodétische wieder auf Geodétische ab, somit muss
¢ = L71¢ die Geoditische durch p und ¢ sein. Wir wenden L~! auf ¢ an und erhalten

1

c(t) = cosh(t)p + sinh(t)m(q +(p,q)-1p),

wobei wir (Lp, Lg)—1 = (p,q)—1 verwendet haben. Um die Schreibweise noch etwas
zu verfeinern machen wir die Bezeichnung

1

u = m(q +(p,q)-1p),

womit u ein Einheitsvektor in der Tangentialebene 7,M? ; in Richtung (¢+ (p, ¢)—1p)
ist.

Wir kennen also nun die gesuchte Geodétische und fassen zusammen:

Satz 4.1.9. Gegeben seien zwei Punkte p und q aus M2 . Die mit Bogenlinge pa-
rametrisierte Geoddtische ¢ : I — R in M2, die durch p und q geht, mit c¢(0) = p
und c(d(p,q)) = q ist gegeben durch

¢(t) = cosh(t)p + sinh(t)u,

wobei u ein Einheitsvektor der Tangentialebene T,S in Richtung (¢ + (p,q)—1p) ist.
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4.2 Das Beltrami-Klein-Modell

Im Folgenden werden ,Karten“ der hyperbolischen Ebene untersucht. Mit Karten
meinen wir hier Abbildungen, die die Punkte der hyperbolischen Ebene auf eine
Teilmenge des R? abbilden. Brauchbare Karten erfiillen dabei auch die nétigen Ei-
genschaften, damit ihre Umkehrabbildung einer lokale Parametrisierung der betrach-
teten Flache entspricht. Die Aufgabe, gute Karten der Erde (Kugel) zu erstellen,
war eine treibende Kraft in der Entstehung der Differentialgeometrie. Aber auch die
Untersuchung von Karten der hyperbolischen Ebene liefert interessante Ergebnisse.
Dabei ist vor allem die Eigenschaft der Konformitit interessant.

Definition 4.2.1. Sei S eine regulire Fliche. Eine lokale Parametrisierung (U, F, V)
von S mit der riemannschen Metrik g heift konform oder winkeltreu, falls es eine
Funktion k£ : U — R, k > 0 gibt, sodass

(i) =) (g )
fir alle uw € U.

Diese Definition ist so zu interpretieren: Sei F'(u) = p in S. Der Winkel o, zwischen
zwel Vektoren v = D, F(0) und w = D, F(w) in T),S beziiglich der riemannschen
Metrik g sei wie gewohnt gegeben durch

cos(ag) = 9p(v, )

V90, 0)gp(w, w)

Wir betrachten nun die zuriickgezogene Metrik F*g aus Definition 3.1.3 mit analo-
gen Bezeichnungen auf U. Die Vektoren ¢ und @ in R? sollen dabei beziiglich des
Standardskalarproduktes einen Winkel « einschlieken.

Da der Arkuskosinus auf seinem Definitionsbereich eine surjektive Funktion ist, sind
die Winkel oy und « gleich, genau dann, wenn

gp(v, w) (F*g)u(v,w
\/gp(va U)\/gp(w> w) \/(F*g)ﬁ(l_}v 'D)

ist. Dies ist offensichtlich erfiillt fiir g, (v, w) = k{0, w), mit k > 0, da sich die Zahl k&
herausheben und kiirzen 1&sst.

Betrachten wir also im Speziellen das Hyperboloid-Modell. Sei (U, F,V) eine lo-
kale Parametrisierung von M2 ;. Die Abbildung F~1 : M?; — U ist dann unse-
re Karte. Seien nun zwei parametrisierte Kurven ¢, und ¢, in M2, gegeben mit
ey(0) = ¢y(0) = p mit p € M2, und ¢,(0) = v, ¢,,(0) = w € T,M? . Es sei aufer-
dem F(u) =pund (F~'o¢,)(0) = o und (F~! 0¢,)(0) = w. Wir bilden die beiden
parametrisierten Kurven durch unsere Karte auf die Ebene ab. Am Schnittpunkt u
messen wir den Winkel zwischen © und w, also zwischen den tangentialen Linien
an die Kurven im Schnittpunkt (zum Beispiel mit einem Geodreieck, dies entspricht
dem Winkel beziiglich des Standardskalarproduktes).

Wenn F' konform ist, entspricht dieser Winkel genau dem Winkel, den die beiden
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parametrisierten Kurven ¢, und ¢, beziiglich (-,-)_1 am Schnittpunkt einschliefen.
Wir kénnen also den Winkel

a = arccos ( v, w) 1 )
()1 Vv, v) 13/ (w,w) 1

direkt von so einer Karte ablesen.

Die erste Karte, die wir betrachten, ist das sogenannte Beltrami-Klein-Modell (auch
bekannt als projektives Modell, Klein’sches Modell, oder Cayley-Klein-Modell). Die-
ses erhalten wir durch eine ,Projektion* des Hyperboloid-Modells auf die affine Tan-
gentialebene ToM2 | + Q. Eine Illustration der zu dieser Karte zugehdrigen lokalen
Parametrisierung von M2, findet sich in Abbildung 8.

« s
77U

Abbildung 8: Illustration der Herstellung des Beltrami-Klein-Modells. Die Abbildung
stellt einen Schnitt durch M? ; in der Ebene durch den Ursprung, © und (u!,u?,1)"
dar.

Wir bestimmen zuerst die Menge der Koordinaten U. Wie in Abbildung 8 durch
die strichlierten Linien angedeutet ist, schmiegt sich das Hyperboloid ,von innen“
an einen Kegel mit Steigung 1 an. Dies ist leicht zu sehen, da ganz offensichtlich
vl < /14 (21)? fiir alle 21 € R ist, limgi_, o /1 + (z1)2 = 2! ist und das Hy-
perboloid drehsymmetrisch um die z3-Achse ist. Ausgehend davon kann man mit
Abbildung 8 leicht erkennen, dass die Schnittmenge von ToM? | + Q mit diesem Ke-
gel (ohne Rand), also U = {(u',u?)T|(u!)? + (u?)? < 1}, ausreichend und notwendig
ist, um das gesamte Hyperboloid zu parametrisieren.

Fiir V koénnen wir einfach R? festlegen, somit miissen wir nur noch die Funktion
Fp : U — M2, finden, die eine ,Projektion“ wie in Abbildung 8 beschreibt. Wir
wollen einen gegebenen Vektor (u',u?,1)T um einen Faktor verlingern, sodass wir
einen Punkt auf M? ; erreichen. Damit brauchen wir also die Losung der Gleichung
Mut, w2, )T = (21,22, /1 + (21)2 + (22)2) 7 fiir ein A € R. Diese ist leicht zu finden
und so erhalten wir

1 u
Fp(u',u?) = NSRS Uf

fiir ein (u',u®)T € U.
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Damit kénnen wir die Matrixdarstellung der Metrik von M? ; beziiglich dieser lokalen
Parametrisierung einfach berechnen mit den Basisvektoren der Tangentialebenen

1— (u?)?
oF

S () = (1= (u)? = ()72 uuu

O ) _ 1 gy ey [ 12 oy
ou? w2 ’

wobei wir wieder die Bezeichnung u = (u',u?)" gemacht haben.

Die Komponenten der Matrixdarstellung der Metrik lassen sich somit leicht bestim-
men. Diese hat eine grissliche Form, deshalb schreiben wir sie nicht explizit auf. Wir
berechnen lediglich

() = (Gt GEw)

— (1 _ (u1)2 _ (u2)2)73(u1u2 _ ul(u2)3 _ u2(u1)3)
70,

damit ist die Matrixdarstellung der Metrik nicht proportional zur Einheitsmatrix
und somit das Beltrami-Klein-Modell nicht konform. Das Modell ist dennoch in-
teressant, weil darin die Geodiitischen in M2 auf Geradenstiicke in U abgebildet
werden. Dies ist offensichtlich, da wir schon festgestellt haben, dass Geoditische in
der Schnittmenge von Ebenen durch den Ursprung mit dem Hyperboloid sind. So-
mit sind die Projektionen der Geodéatischen nach Abbildung 8 ebenfalls Schnitte von
Ebenen durch den Ursprung mit der Kreisscheibe in ToM? | 4+, also Geradenstiicke.

Man kann das Beltrami-Klein-Modell schén veranschaulichen, indem man die hyper-
bolische Ebene M? | mit einer regelmiiRigen Struktur auslegt, und diese regelmifige
Struktur auf die Kreisscheibe projiziert. Wir nennen so eine regelméfige Struktur
auch Parkettierung®. Es gibt eine grofe Vielfalt von Mdglichkeiten die hyperboli-
sche Ebene zu ,parkettieren“, dabei entstehen besonders interessante Bilder, die vor
allem durch den Kiinstler M.C. Escher bekannt wurden (sein beriithmtes ,Circle Limit
[* findet sich in Abbildung 12). Wir wollen hier nicht niher auf die Moglichkeiten
der Parkettierung eingehen. So viel sei gesagt: Die euklidische Ebene kann man zum
Beispiel mit gleichgroffen Quadraten vollsténdig auslegen. Wenn man dann die Qua-
drate abwechselnd in Schwarz und weifs firbt, erhélt man ein Schachbrettmuster.
Analog kann man viele verschiedene regelméfige Strukturen finden um auch die hy-
perbolische Ebene auszulegen. In Abbildung 12 sind es zum Beispiel Fische (oder
Vogel, wie man es sehen mochte) mit immer gleichen hyperbolischen Abmessungen,
wobei die Begrenzungslinien Geodétische darstellen. Analog zu Escher’s Circle Li-
mit [ kann man die Parkettierung mit Fischen der hyperbolischen Ebene geméfs des
Beltrami-Klein-Modells auf die Kreisscheibe projizieren, damit ergibt sich Abbildung
9.

Man sieht auch hier, dass die Geoditischen auf Geradenstiicke abgebildet werden.
Damit ldsst sich eine wichtige Eigenschaft der hyperbolischen Geometrie sehr an-
schaulich zeigen. Wie in der Einleitung zum Kapitel 4 besprochen, bereitete bei der
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Abbildung 9: Hlustration des Beltrami-Klein-Modells analog zum Circle Limit 1 von
M.C.Escher. |4, Kap.4.11, S.239]

axiomatischen Untersuchung der Geometrie vor allem das Parallelenaxiom Proble-
me. Das Parallelenaxiom sagt, grob gesprochen, dass es durch einen Punkt aufserhalb
einer Geraden (Geodéitischen) nur eine Gerade (Geodétische) gibt, die diese nicht
schneidet. Abbildung 10 zeigt eindeutig (im Beltrami-Klein-Modell), dass es in der
hyperbolischen Ebene unendlich viele verschiedene Geodétische durch den Punkt p
gibt, die die Geoditische g nie schneiden.

Abbildung 10: Hlustration der Verletzung des Parallelenaxioms in der ebenen hy-
perbolischen Geometrie. Die Geradenstiicke stellen die Bilder von Geodétischen im
Beltrami-Klein-Modell dar.

Die hyperbolische Ebene erfiillt aber alle anderen Axiome der euklidischen Geome-
trie, damit beweist die hyperbolische Ebene, dass das Parallelenaxiom nicht aus den
anderen Axiomen folgt.
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4.3 Das Poincaré’sche Scheibenmodell

Nun betrachten wir das sogenannte Poincaré’sche Scheibenmodell. Dieses Modell
entsteht durch eine leichte Verédnderung der Projektion, die wir beim Beltrami-Klein-
Modell benutzt haben. Es ergeben sich dennoch grofse Unterschiede in den Figen-
schaften der Karte. In diesem Modell wird, wie in Abbildung 11 dargestellt, vom
Punkt (0,0, —1)" aus auf die 2!, 22-Ebene projiziert.

Fp(

, ,/\(ul’u2,0)—|—
(07 07 _1)T;II

Abbildung 11: Illustration der Herstellung des Poincaré’schen Scheibenmodells. Die
Abbildung stellt einen Schnitt durch M2, in der Ebene durch den Ursprung, € und
(u',u?,0)" dar.

Die Menge der Koordinaten ist dabei wieder die Einheitskreisscheibe ohne Rand.
Dies ist zwar auf den ersten Blick etwas iiberraschend, da wir den ,,Projektionskegel”
nach unten verschoben haben, man kann sich allerdings leicht {iberlegen, dass jeder
Strahl, entlang dem projiziert wird, und der eine Steigung gréfser als 1 hat, den
einhiillenden Kegel und damit das Hyperboloid irgendwann treffen wird.

Wir kénnen wieder fiir V einfach R? festlegen. Die Funktion Fp : U — M2 |, die eine
Projektion entsprechend Abbildung 11 beschreibt hat dabei die Form

2!
2u? ,
14+ (u1)2 4 (U2)2

_ 1
T 1— (u1)2 _ (u2)2

Fp(u)

wobei wir wieder die Bezeichnung u = (u',u?)" benutzt haben.

Wir konnen wieder die Basisvektoren der Tangentialebenen berechnen mit

2(1+ (u')? — (u?)?)

OFp 1

T (e O (T e

3FP( ) . 1 2(1 _ (4?)1211«_2'_ ( 2)2)
o T (U= (ul)? = ()22 T

Damit kénnen wir auch die Matrixdarstellung der Metrik beziiglich dieser Para-
metrisierung (U, Fp, V) berechnen. Diesmal hat diese eine schonere Form als im
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Beltrami-Klein-Modell, sodass es auch Sinn macht sie explizit hinzuschreiben. Wir
berechnen

) = ( Gor (. GE @)

T - (u1)21— ey (AL ()7 = ()%)" 4 16(u") ()" — 16(u”)?)
4
(1= (uh)? = (u?)?)*’

und analog ergibt sich auch

4
9200 = (T @iy — e

und aufserdem

) = (G, 520 ) =

B Sutu?((1 4 (uh)? — (u?)?) + (1 — (u')? + (u?)?)) — 16utu?
a (1= (uh)? = (u?)?)*

=0.

Die Matrixdarstellung der Metrik ist damit

B 4 10

@50 = =g 0 1)
Wir sehen, dass die Metrik die Form aus Definition 4.2.1 annimmt, und damit ist
das Poincaré’sche Scheibenmodell konform. Wir kénnen also die Winkel zwischen
Geodétischen in der hyperbolischen Ebene direkt am Poincaré’schen Scheibenmodell
ablesen. Aus der Karte, die dem Poincaré’schen Scheibenmodell entspricht, ergaben
sich, wie bereits besprochen, die berithmten Escher Circle Limits. Der Escher Circle
Limit T ist in Abbildung 12 dargestellt.
Man kann erkennen, dass Geodétische im Allgemeinen nicht mehr auf Geradenstiicke
abgebildet werden. Tatsdchlich werden Geodétische auf euklidische Kreishdgen ab-
gebildet, die den Rand der Kreisscheibe im rechten Winkel schneiden, worauf wir
noch néher eingehen werden.
Dies ist aufierdem nicht das erste Mal, dass wir mit diesem Modell der hyperboli-
schen Ebene in Beriihrung kommen. Der aufmerksame Leser wird bemerkt haben,
dass die Metrik die gleiche Form hat, wie in Beispiel 3.3.3. Das Beispiel unterschei-
det sich dennoch leicht von unserem, da dort U = R? und die betrachtete Fliche S
die Kreisscheibe darstellen. Wir kénnen aber auch das Poincaré’sche Scheibenmodell
als regulire Fliche Sp := {(x!,2%,0) € R3|\/(2!)2 + (22)2 < 1} mit riemannscher
Metrik betrachten, wobei die riemannsche Metrik die zuriickgezogene Metrik Fp*g
ist. Das Beispiel 3.3.3 beschreibt also das Poincaré’sche Scheibenmodell als regulire
Flache. Dort wurde ebenfalls gezeigt, dass Sp eine konstante Kriimmung von —1 hat,
was wir uns fiir ein Modell der hyperbolischen Ebene wiinschen. (Fp ist automatisch
eine Isometrie zwischen (M2, ¢) und (Sp, Fp*g).)
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Abbildung 12: Illustration des Poincaré’schen Scheibenmodells durch den Circle Li-
mit [ von M.C.Escher [4, Kap.4.11, S.238].

Um eine Intuition zu dem Modell zu bekommen kann eines hilfreich sein: Wir wollen
die Liangen in der Scheibe untersuchen. Betrachten wir eine parametrisierte Kurve ¢
in Sp. Die Metrik auf Sp ist die zuriickgezogene Metrik Fp*g. Wir wissen, wie wir
die Lange eines Teiles von ¢ berechnen. Sei ¢ : I — R3 in Sp und seien a,b € I. Dann
ist die Lénge von ¢ zwischen ¢(a) und ¢(b) gegeben durch

b
L= [ g cto).cte)ar

Sei fiir Sp die lokale Parametrisierung aus Beispiel 3.3.3 gegeben. Dann ist die Koor-
dinatenform von ¢ gewissermafen gleich ¢, denn F(&',&%) = (¢!, ¢%,0) ", wir kénnen
also die Funktionen ¢! und & #quivalent verwenden. Betrachten wir nun das Argu-
ment des Integrals, also

. N D 4 10 él(t)
(FP g)c(t)<c(t)7c(t)) - (Cl(t)aCQ(t)) (1 — (El(t))Q — (EQ(t))Q)Q < 0 1 ) < éQ(t) >
4

= (e(t), (1)), (4.9)
(1= (e(t), c(1)))?
wobei offensichtlich (¢, ¢) = (') + (¢%)? gilt, wenn (-,-) das Standardskalarprodukt
des R3 ist. Wir machen auferdem die Bezeichnung r%(t) = (c(t),c(t)). Damit be-
schreibt r(t) den euklidischen Abstand der Kurve vom Ursprung zum Zeitpunkt ¢.
Wir konnen damit das Integral in die Form

b
L= [ VD@ ey

bringen. Dieses Integral hat eine sehr &hnliche Form zu dem, das die Lange der Kurve
in der euklidischen Metrik beschreibt. Der einzige Unterschied liegt darin, dass das

Léangenelement dt um einen Faktor #%) verdndert wurde. Betrachten wir also eine
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Kurve in Sp, dann wird ihre Linge immer stirker ,gewichtet”, je ndher man sich
zum Rand der Kreisscheibe bewegt.

Stellen wir uns also vor wir beobachten eine Weltraumameise, wobei ihr Weltraum
das Poincaré’sche Scheibenmodell ist. Sagen wir die Ameise ruht im Ursprung der
Scheibe. Nun wirft sie einen Golfball in die u'-Richtung. Da es sich um den Weltraum
handelt, wird sich der Ameisengolfball in alle Ewigkeit mit konstanter Geschwin-
digkeit in dieser Richtung bewegen. Wir als duflere Beobachter wiirden allerdings
beobachten, dass der Ball immer langsamer wird, je mehr er sich dem Rand der
Kreisscheibe nihert. Den Rand selbst wird er nie erreichen. Gleiches gilt natiirlich
fiir die Weltraumameise, die sich nach dem Wurf in die Gegenrichtung bewegt.

Es zeigt sich, dass man alle Untersuchungen der ebenen hyperbolischen Geometrie
auch in diesem Modell durchfiihren kann, worauf wir im Kapitel 4.5 ndher eingehen
werden.

4.4 Das Halbebenenmodell

Das letzte Modell der hyperbolischen Ebene, das wir besprechen, ist das Halbebe-
nenmodell. Auch auf dieses werden wir im Kapitel 4.5 noch niher eingehen.
Diesmal ist die Konstruktion der lokalen Parametrisierung und damit der Karte et-
was komplizierter. Wir werden in mehreren Schritten eine Funktion Fp finden, mit
der wir M2 |, mit Punkten der oberen Halbebene Sy := {(z!,0,23) € R3z® > 0}
als Koordinaten (also genauer U = {(u',u?)"|(u',0,42)T € Sy}), parametrisieren
kénnen. Um direkt einen Uberblick zu liefern: Wir werden die obere Halbebene auf
die obere Einheitshalbkugel projizieren, dann die obere Halbkugel auf die Einheits-
kreisscheibe und schliefslich die Kreisscheibe auf das Hyperboloid.

Im ersten Schritt betrachten wir eine Projektion zwischen der oberen Halbkugel und
der oberen Halbebene gemif Abbildung 13.

N0,-1,0)7

Abbildung 13: Hlustration vom ersten Schritt der Herstellung des Halbebenenmo-
dells.

Wie in Abbildung 13 angedeutet, wird vom Punkt (0,—1,0)" aus, zwischen obe-
rer Halbkugel und oberer Halbebene projiziert. Dabei wird jeder Punkt der oberen
Halbebene getroffen, man beachte aber, dass die Halbebene, so wie wir sie definiert
haben, ihren unteren Rand nicht enthélt.

Im zweiten Schritt der Erstellung des Halbebenenmodells betrachten wir nun eine
Projektion zwischen Einheitskreisscheibe und oberer Halbkugel, wie in Abbildung 14,
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entlang der - Achse. Wir bezeichnen hier die Kreisscheibe als U und die Koordinaten
auf der Kreisscheibe als %! und @2, aus Griinden, die spiter klar werden.

Abbildung 14: Tlustration von Schritt zwei der Herstellung des Halbebenenmo-
dells. Die Abbildung stellt einen Schnitt in der Ebene durch den Ursprung, 2 und
(@', @2,0)" dar.

Versuchen wir nun erst einmal eine Funktion zu finden, die diese beiden Projektionen
durchfiihrt. Dazu schreiben wir die Geradengleichung der Geraden an, entlang derer
die erste Projektion durchgefithrt wird, und setzen diese mit dem Punkt gleich, an
dem sie die Halbebene trifft. Dabei erhalten wir

0 at ul
—1 | +X a*+1 =11
0 V1= (al)? - (a?)? u?

Diese Gleichung kénnen wir nach @' und @2 auflésen und erhalten dabei

Fl = < i > T (ul); + (u?)? ( 4- <u14>31— ()" ) |

Wir haben also die Halbkugel iibersprungen und direkt die gewiinschte Abbildung
zwischen oberer Halbebene und Kreisscheibe gefunden, diese nennen wir F.

Als letzten Schritt benutzen wir wieder die Projektion des Beltrami-Klein-Modells.
Dort wurden Punkte der Einheitskreisscheibe mit der Funktion Fp auf das Hyper-
boloid abgebildet. Wir bilden also insgesamt die obere Halbebene auf die gewiinschte
Weise auf das Hyperboloid ab mit der Funktion

1 4ut
Fpi=FpoF=_5| 4- (u')? — (u?)?
4+ (u1)2 _ (u2)2
Diese Funktion liefert uns eine lokale Parametrisierung von M2, mit (U, Fy, V),
wobei wir wieder V = R? setzen koénnen. Nun betrachten wir wieder die zu dieser
lokalen Parametrisierung zugehorige Matrixdarstellung der riemannschen Metrik. Die
Basisvektoren der Tangentialebenen berechnen sich zu

2

OFy 1 1
oul () = 2u? uzf ’
und .
4u
OFy 1
—(u) = ———= 4 — (uh)? + (u?)?
ou? (W) 4(u?)? 4+ Eu1;2 _ Euzgz



Mit diesen konnen wir wieder die zur lokalen Parametrisierung zugehorige Matrixdar-
stellung der Metrik berechnen und wir erhalten

50D =z (1 ) (4.10)

Das Halbebenenmodell ist also ebenfalls konform. Dieses werden wir auch im Kapitel
4.5 genauer untersuchen.

Wir betrachten das Halbebenenmodell Sy wieder als regulére Flache mit der zuriick-
gezogenen Metrik Fg*g.

Auch fiir das Halbebenenmodell kann man eine Grafik analog zum Circle Limit 1
herstellen, diese ist in Abbildung 15 dargestellt.

Abbildung 15: Illustration des Halbebenenmodells analog zum Circle Limit I von
M.C.Escher. [4, Kap.4.11, S.241]

Genauso wie im Poincaré’schen Scheibenmodell, werden auch im Halbebenenmodell
die Geoditischen auf Kreisbogen abgebildet. Darauf werden wir am Ende von Kapi-
tel 4.5 ndher eingehen.

Auch im Halbebenenmodell kénnen wir fiir ein besseres intuitives Verstindnis die
sGewichtung® der Langen untersuchen. Wenn wir uns Gleichung (4.9) genauer anse-
hen, erkennen wir, dass fiir konforme Karten nur der Vorfaktor der Einheitsmatrix
das Lingenelement verdndert. Wir konnen uns also eine erneute Rechnung sparen
und direkt sehen, dass das Langenelement des Halbebenenmodells die Form

dt

u2
hat. Die Liange wird also immer stérker gewichtet, je mehr man sich dem unteren
Rand von Sy néhert.

Damit kann man sich auch zu einem gewissen Grad intuitiv die Form der Geoditi-
schen erkldren. Nehmen wir an wir wéren zum Beispiel eine zweidimensionale Ameise
im Halbebenenmodell am Punkt (1/2,0,/3/4)T und wir wollten unseren Ameisen-
freund am Punkt (0,0,1)7 besuchen. Viele unserer Ameisenfreunde sind den Weg
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schon gegangen, darum kdnnen wir durch das zuriickgelassene Sekret den kiirzesten
Weg erriechen (vgl. [8]). Wenn uns nun jemand aus dem dreidimensionalen euklidi-
schen Raum, in den unsere Welt eingebettet ist, beobachtet, wird er sehen, dass wir
uns am kiirzesten Weg nicht entlang der euklidischen Geraden bewegen. Wir bewegen
uns zuerst eher vom unteren Rand der Halbebene weg, denn dort sind die Wege fiir
Halbebenenmodellbewohner ldnger. Erst mit der Zeit gehen wir immer mehr auch in
die Richtung parallel zum unteren Rand. Im Speziellen wird der dufsere Beobachter
sehen, dass unser Weg ein Kreisbogen war.

4.5 Ein anderer Zugang

Wie schon beim Poincaré’schen Scheibenmodell erwdhnt, kann man die Untersuchun-
gen der hyperbolischen Ebene, die sich in dieser Arbeit finden, auch in den anderen
Modellen durchfiihren (Konformitit vorausgesetzt). Man bendtigt dazu die Differen-
tialgeometrie nicht. Eine solche Untersuchung findet sich zum Beispiel in [3].

Dort wird die hyperbolische Ebene H als Teilmenge der komplexen Ebene mit Un-
endlich C = CU{oo} aufgefasst, wobei H = {z € C|Im(x) > 0}. Die ,hyperbolischen
Linien“ werden dann definiert als der Durchschnitt von H mit entweder euklidischen
Kreisen, deren Mittelpunkt auf der reellen Achse liegt, oder euklidischen Stridhlen
parallel zur Imaginiiren Achse. (In C werden Kreise so definiert, dass auch die Strihle
als Kreise aufgefasst werden konnen, wobei Mittelpunkt und Radius gegen Unendlich
gehen.)

Dieses Modell entspricht somit dem Halbebenenmodell, wenn man die komplexe
Ebene als R? auffasst. Aber auch das Poincaré’sche Scheibenmodell kann auf eine
analoge Weise untersucht werden (also mit Kreisen, die rechtwinkelig auf den Rand
der Kreisscheibe stehen und euklidischen Geraden, die durch den Mittelpunkt der
Kreisscheibe gehen). Es gibt dabei auch eine Abbildung m zwischen dem Halbebe-
nenmodell, aufgefasst als H C C, und dem Poincaré’schen Scheibenmodell, aufgefasst
als D C C, sodass jede Isometrie p von H in der Form m™! o p o m wieder eine Iso-
metrie von D ist. Wir verzichten darauf, diese explizit aufzuschreiben.

Ferner kann man zeigen, dass man auf diese Weise die ebene hyperbolische Geome-
trie auf einer recht allgemeinen Menge von Teilmengen des R? (bzw. C) betreiben
kann. Dies ist ein Ergebnis des sogenannten klassischen Uniformisierungssatzes (vgl.
[3, Kap.4, S.110]). Ein Beispiel fiir so eine Fliche ist in Abbildung 16 dargestellt.
Im Anschluss wird einiger Aufwand betrieben um Transformationen von H zu finden,
die hyperbolische Linien auf hyperbolische Linien abbilden.

Es zeigt sich, dass Transformationen, die euklidische Kreise auf euklidische Kreise
abbilden geschrieben werden kénnen als Verkniipfungen von Abbildungen der Form

m(z) = az+b
cz4d
mit a, b, ¢, d,€ C und ad — bc # 0, und Abbildungen der Form
C(z) =%,

wobei z die komplexe Konjugation ist. Man nennt diese Mdbius Transformationen.
Wir miissen noch die Einschrinkung machen, dass H auf sich selbst abgebildet wird.
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Abbildung 16: Illustration der ebenen hyperbolischen Geometrie in einem allgemei-
nen Modell analog zum Circle Limit I von M.C.Escher. |7, Fig.14|

Damit reduzieren sich die Abbildungen auf solche der Form

az+b

m(z) = ,

cz+d
mit a, b, ¢, d,€ R und ad — bc = 1, oder

(2) aZ+b

n(z) = ——
cz+d’

wobei a, b, ¢, d rein imaginér sind und ad — bec = 1.

Das sind dann genau die Isometrien von H. Diese kamen im Hyperboloid-Modell

recht einfach zum Vorschein.

Wir wollen nun versuchen, eine uns bekannte Isometrie von M2_1 mit einer Isometrie
von Hl, wie sie hier charakterisiert ist, zu vergleichen. Betrachten wir dazu ein mog-
lichst einfaches Beispiel, nimlich die Isometrie, die einer Drehung von M? ; um 5 um
die z3-Achse entspricht. Drehungen um die z3-Achse von M2, kennen wir bereits,
insbesondere wissen wir, dass jede solche Drehung eine Isometrie ist. Denken wir nun
an die Konstruktion des Halbebenenmodells. Die Geodétische, die der Schnitt von
M2, mit der 2, z3-Ebene ist, wird dort auf die Entsprechung der positiven imagi-
niren Achse projiziert, wie in Abbildung 17 links dargestellt. Drehen wir nun M?
um 7, so entspricht diese Geodétische dem Schnitt von M? | mit der z!, z3-Ebene.
Diese wird zuerst auf den Schnitt der oberen Halbkugel mit der z!, z3-Ebene pro-
jiziert, und dann auf den Halbkreis um den Ursprung mit Radius 2 in ,H“ wie in
Abbildung 17 rechts dargestellt.

Wir drehen in der mathematisch positiven Richtung, es wird also zum Beispiel auf
der oberen Halbkugel etwa der Punkt (0,1,0)" auf den Punkt (—1,0,0) " abgebildet.
Dies entspricht in H einer Abbildung des Punktes 0 auf den Punkt —2.
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Abbildung 17: Illustration der betrachteten Geodédtischen vor (links) und nach

(rechts) der Drehung um 5 um die @3-Achse.

Der Punkt (0,0,1)" auf der Halbkugel bleibt fixiert, somit bleibt er auch in H fixiert
und zwar an der Stelle 2i. Der Punkt (0,—1,0)" der oberen Halbkugel wird auf
(1,0,0)" abgebildet. (1,0,0)T entspricht dabei dem Punkt 2 in H. Es wird vom
Punkt (0,—1,0)" aus projiziert, somit wird dieser laut der Projektion nicht auf , H"
projiziert, wir kénnen uns allerdings helfen. Je niher an (0,—1,0)" ein Punkt auf
der Halbkugel liegt, desto weiter liegt seine Projektion in H vom Ursprung entfernt.
Es macht also Sinn zusitzlich zu der Projektion, den Punkt (0, —1,0)" auf co € H
abzubilden.

Insgesamt wollen wir also das Tripel (0,2i,00) € H auf das Tripel (2,2i,—2) € H
abbilden. Man kann dabei zeigen, dass fiir zwei verschiedene Tripel von Punkten
in H, genau eine Isometrie, wie sie in diesem Kapitel vorgestellt wurden, existiert,
die das eine Tripel auf das andere abbildet [3, Kap.2.2, S.25ff]. Man sagt auch, die
Isometrien operieren eindeutig transitiv auf Tripeln von Punkten in H (vgl. Satz
4.1.7). Wir sollten also in der Lage sein eine Isometrie von H zu finden, die der
Drehung von M2 ; entspricht.

Nehmen wir zunédchst an, die gewiinschte Transformation von H hétte die Form

az+b

m(z) = cz+d’

mit a, b, ¢, d,€ R und ad — bc = 1. Wir haben also vier freie Parameter a, b, ¢, d.
Wir wollen dabei, dass

a2i+b 5

c2i+d
gilt, also dass 2¢ auf 2¢ abgebildet wird. Wir wollen aufserdem, dass 0 auf 2 abgebildet
wird, also

i

S =2
d

Nun wollen wir noch oo auf —2 abbilden. Wir kénnen zwar oo nicht direkt in die
Transformation einsetzen, wir kénnen allerdings den Limes bilden und verlangen,
dass dieser —2 wird mit

.oaz+b a
lim =—-=-2
zmoocz+d e
Zusammen mit der Voraussetzung ad — bc = 1 haben wir also vier Gleichungen

und vier freie Parameter der Transformation. Die Parameter lassen sich also leicht
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bestimmen und wir erhalten, dass eine Drehung von M?; um § um die z3-Achse

einer Transformation
4

H+V2

z + 1
2v2 V2
von H entspricht. (Der aufmerksame Leser wird bemerkt haben, dass 2 und —2 nicht
in H liegen. Dennoch ist die Vorgehensweise in Ordnung, da die vorgestellten Trans-
formationen stetig auf C sind.)

m(z) =

Mit diesen Isometrien ,im Gepick® lassen sich dann alle bisherigen Untersuchun-
gen der hyperbolischen Geometrie durchfiihren. Das Langenelement ldsst sich zum
Beispiel finden (mit einem betriachtlichen Aufwand), indem man verlangt, dass zwei
Punkte vor und nach der Anwendung einer Isometrie den gleichen hyperbolischen
Abstand haben.

Dieses Ergebnis hingt dann sehr eng mit der Kriimmung der Fliche im Sinn der
Differentialgeometrie zusammen, denn wir haben gesehen, dass fiir konforme Model-
le das Lingenelement die Form \/k(u)dt annimmt, wobei die Matrixdarstellung der
riemannschen Metrik wieder die Form

(st =k (o 1)

haben soll. Wir kénnen auflerdem analog zu Beispiel 3.3.3 fiir eine Flache mit einer
riemannschen Metrik dieser Form allgemein die Gaufs-Kriimmung berechnen und
erhalten nach konsequentem Durchrechnen

1 1 Ok(w)\?  [(Okw)\*\ k() 9%k(w)
K@) = srae [k(u) (( ol > +< 02 ) ) T ou)e (8u2)2] - (1)

Insbesondere ist die Kriimmung in konformen Modellen nur von der Funktion k(u)
abhingig, diese lasst sich wiederum aus dem Lingenelement berechnen und somit
kennt man mit dem Léngenelement auch die Kriimmung. Beide Funktionen der Me-
trik, sowohl im Poincaré’schen Scheibenmodell, als auch im Halbebenenmodell, er-
geben nach dieser Formel natiirlich eine konstante Kriimmung von K = —1.

Des Weiteren lassen sich durch genauere Betrachtungen auch die trigonometrischen
Formeln fiir die hyperbolische Ebene herleiten.

Nun wollen wir noch einige interessante Eigenschaften der ebenen hyperbolischen
Geometrie besprechen, die sich auf diesen Karten besser beobachten lassen.

Zum einen ist der Begriff der Parallelitit in der hyperbolischen Geometrie etwas
weniger exakt als in der euklidischen. Aus diesem Grund definiert man in der hyper-
bolischen Geometrie zwei verschiedene Arten der Parallelitdt, ndmlich Holoparallel
und Ultraparallel.

Holoparallel sind zwei Geodétische ¢;(t) und ca(t) (als parametrisierte Kurven im
Halbebenenmodell oder im Poincaré’schen Scheibenmodell), wenn entweder

tli>r£o c(t) = Eliglo co(t)
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gilt, oder wenn diese Gleichung durch Parametertransformationen der Form ¢ — —t
erfiillt werden kann. Ein Beispiel dafiir ist in Abbildung 18 links dargestellt. Man
sagt auch sie treffen sich in Unendlich.

Ultraparallel sind zwei Geodéatische, die sich nie schneiden, und die die Voraussetzung
fiir Holoparallelitit nicht erfiillen. Ein Beispiel fiir diesen Fall ist in Abbildung 18
rechts dargestellt.

Abbildung 18: Die schwarzen Geodétischen links sind holoparallel. Diejenigen rechts
sind ultraparallel. Die oberen Abbildungen stellen jeweils H, die unteren I dar.

Ein weiterer interessanter Punkt ist, dass die Menge der Punkte, die den gleichen
Abstand von einem Punkt p haben, ein euklidischer Kreis ist. Der Unterschied zur
euklidischen Geometrie besteht darin, dass der Punkt p im Allgemeinen nicht mit
dem Mittelpunkt dieses euklidischen Kreises zusammenfallt.

In |3, Kap.2, S.19ff] wurde von Transformationen ausgegangen, die euklidische Kreise
auf euklidische Kreise abbilden und spéter gezeigt, dass eine Teilmenge davon gleich
der Menge aller Tsometrien von H bzw. D ist. In M2, ist die Menge der Punkte
gleichen Abstandes von  ein Kreis parallel zur 2!, 22-Ebene. Denkt man an die
Konstruktion des Poincaré’schen Scheibenmodells, ist damit klar, dass zumindest
diese Menge in D ein Kreis ist. Wir konnen aber {iber Isometrien jeden Punkt nach
Q verschieben, diese Isometrie bildet aber nach |3, Kap.2.1, S.19] den Kreis wieder
auf einen Kreis ab. Auch die Isometrie zwischen dem Poincaré’schen Scheibenmodell
und dem Halbebenenmodell ist eine Abbildung, die euklidische Kreise auf euklidische
Kreise abbildet, somit sind die betrachteten Mengen auch in H euklidische Kreise.
Eine solche Menge mit einem ,hyperbolischen Mittelpunkt®, der vom euklidischen
Mittelpunkt abweicht ist in Abbildung 19 dargestellt.

Wir haben im Kapitel zum Hyperboloid-Modell bereits die trigonometrischen For-
meln fiir die ebene hyperbolische Geometrie hergeleitet. Nun kénnen wir in den uns
bekannten konformen Modellen die dort betrachteten Dreiecke schén sehen. Vor allem
macht es in der ebenen hyperbolischen Geometrie Sinn, eine Eigenschaft festzulegen,
die es in der euklidischen Geometrie nicht gibt, ndmlich die Eigenschaft ideal zu
sein. Genauer ist ein Eckpunkt eines Dreiecks ideal, wenn sich die beiden Seiten, die
sich in diesem Eckpunkt treffen, in Unendlich treffen. Wenn ein Dreieck nur ideale
Eckpunkte hat, nennen wir es ideal. Einige Beispiele sind in Abbildung 20 dargestellt.
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Abbildung 19: Die Abbildung zeigt die Menge der Punkte gleichen hyperbolischen
Abstandes von einem Punkt p in D.

Abbildung 20: Dreiecke mit verschiedenen Anzahlen an idealen Eckpunkten in H
(Schwarz:3, Gelb:2, Blau:1, Griin:0). Das schwarze Dreieck ist ideal.

Als letzten Punkt betrachten wir noch die Flichen von hyperbolischen Dreiecken,
die eine besonders schone Eigenschaft der hyperbolischen Geometrie liefern. Man
kann zeigen, dass die Flache eines Dreiecks in der hyperbolischen Ebene nur von den
Innenwinkeln des Dreiecks abhéngig ist. Der Zusammenhang zwischen Flidche und
den Innenwinkeln ist auch als Gaufs-Bonnet-Formel bekannt. Fiir ein hyperbolisches
Dreieck D mit den Innenwinkeln «, 8 und + ist die hyperbolische Fliche gegeben
durch
Ag(D) =7 — (a+ B+ 7).

Insbesondere ist die Fléiche jedes idealen Dreiecks gleich 7.

Wie versprochen beschiftigen wir uns zum Schluss nun noch mit der Form von
Geoditischen in den betrachteten Karten. Wir haben bereits besprochen, dass die
Geoditischen im Poincaré’schen Scheibenmodell und im Halbebenenmodell Kreisbo-
gen respektive Geradenstiicke sind. Wir sehen aber auch in Abbildung 16, dass die
Geoditischen zumindest scheinbar Kreisbogen und Geradenstiicken entsprechen. Es
wurden eine Vielzahl von solchen Karten erstellt, zum Beispiel in [7], wobei in allen
diesen Karten (Modellen) die Geodétischen scheinbar auf Kreisbégen und Geraden-
stlicke abgebildet werden.
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Wir betrachten eine Karte (also genauer ein Modell, das einer Teilmenge der Menge
{p = (,p%0)7|(p",p?0)T € R3} entspricht) der hyperbolischen Ebene mit der
(zuriickgezogenen) riemannschen Metrik

(i) =) (g )

beziiglich einer lokalen Parametrisierung (U, F, V). Damit kénnen wir die Christoffel-
Symbole berechnen mit

2
1 991m  Ogim  Ogn
1 _ - o ml
T = 2 mzl ( oul T oul  oum ) !
YN A
2 \oul  Oul Oul k:

o
- 2k Oul’

wobei wir die funktionalen Abhingigkeiten zur besseren Ubersicht weggelassen ha-
ben. Analog finden wir

1 Ok

M,=r =12, =-12 = —
12 21 22 11 2k8u2
1 Ok

2, =12 =rt, = -1l = — "
12 21 11 22 2k’8u1

Damit konnen wir die Geodétengleichung anschreiben. Bevor wir dies tun, wollen wir
aber noch eine Besonderheit dieser Modelle betrachten. Diese Modelle sind in den
R? eingebettet. Wir kénnen sie also durch lokale Parametrisierungen beschreiben,
deren Abblldung F die Identitit ist, also die Abbildung, die ein (u',u?)" € U auf
(u',u2,0)T € R? abbildet. Wenn wir nun eine parametrisierte Kurve ¢ : I — R?
betrachten, die in einem solchen Modell verlduft, hat diese die Form

cl(t)

Die parametrisierte Kurve é = F~! o ¢, die ¢ in Koordinatenform angibt, ist dann
fiir so eine lokale Parametrisierung gegeben durch

o0-(39)-(24)

Eine solche parametrisierte Kurve und ihre Koordinatenform sind also quasi gleich.
Die Geodétengleichung fiir eine parametrisierte Kurve in einer konformen Karte der
hyperbolischen Ebene mit einer solchen lokalen Parametrisierung reduziert sich damit

0 ¢t 1 ‘%( )2 —|—282662 8k(6)2 )
=1 . + ) 4.12
(0) = (%) o ( e e e 2
wobei wir zur besseren Ubersicht wieder die funktionalen Abhingigkeiten weggelas-
sen haben.
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Aus Gleichung (4.11) wissen wir aufferdem, dass

Lo L (L[ ok 2+ ok \* ok Ok
- 2k2 |k \ \ou! ou? (Ouh)?  (Ou?)?
am gesamten Koordinatenbereich gelten muss. Die Vermutung liegt also nahe, dass
fiir eine grofe Menge an Funktion k, die Gleichung (4.13) erfiillen, die Geodétenglei-

chung (4.12) Lésungen
()

hat, deren Bilder entweder in Kreisen oder Geraden im Sinn der ebenen euklidi-
schen Geometrie liegen. Wir 16sen dieses allgemeine Problem nicht, sondern nur den
Spezialfall des Halbebenenmodells in

(4.13)

Satz 4.5.1. Das Bild einer Geoddtischen im Halbebenenmodell ist entweder ein eu-
klidischer Halbkreis mit Mittelpunkt im unteren Rand der Halbebene oder ein Strahl
rechtwinkelig auf den unteren Rand der Halbebene.

Beweis. Wir parametrisieren die Halbebene Sy wie oben durch eine lokale Parame-
trisierung (U, F, V) mit U = {(u!,u?)"|(u!,0,u%)" € Sy}, V = R3 und der Funktion
F, die durch

Flu)=1 0

u2

definiert ist fiir u = (u',u?)" € U. Wir wissen damit aus Gleichung (4.10), dass die
Matrixdarstellung der Metrik auf Sy in dieser lokalen Parametrisierung gegeben ist
durch

(i) =) (g ).

wobel
1

K = oy

gilt. Damit reduziert sich die oben berechnete Geodétengleichung (4.12) auf

< 8 ) - ( 2; ) - C% ( (é2)géié(2é1)2 ) ; (4.14)

weil Ok/0u' = 0. Die Koordinatenfunktionen ¢! und ¢? sind dabei so zu verstehen
wie in der Herleitung von Gleichung (4.12) angegeben.

Als erstes wollen wir zeigen, dass parametrisierte Kurven, deren Bild ein Halbkreis
mit Mittelpunkt im unteren Rand der Halbebene ist, diese Gleichung erfiillen. Wir
betrachten also eine parametrisierte Kurve der Form

[ m ( cos(é(t))
() = < 0 ) o < sin(o(1)) )
wobei m € R den Ort des Kreismittelpunktes auf dem unteren Rand der Halbebene

angibt, und r € RT den Radius des Kreises angibt. Die reelle Funktion ¢(t) stellt eine
Parametertransformation des Halbkreises dar, iiber die wir noch nicht viel wissen.
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Wir machen uns noch die Tatsache zunutze, dass Geodétische immer proportional
zur Bogenlinge parametrisiert sind, also dass

ge(¢,¢) = const

gilt, falls ¢ einer Geodétischen entspricht. Wir leiten ¢ ab und erhalten

o — sin(g(t))
c(t)—r-¢>(t)'< cos(g(1)) )

Damit ist )
Ge(r) (€(1), ¢(t)) = <73 2. p(t)? = const =: o,

A(t)?

fiir ein @ € R. Dabei ist ¢?(t) = rsin(t) und o.b.d.A. soll ¢(t) > 0 gelten fiir alle ¢
im Definitionsbereich und somit kénnen wir an ¢ die Bedingung

o-sing = ¢ (4.15)

stellen.

Wir nehmen also als Ansatz fiir die Losung der Geodétengleichung (4.14) eine pa-
rametrisierte Kurve der Form von ¢ mit der Bedingung der Gleichung (4.15) an ¢.
Zum FEinsetzen des Ansatz in die Geodatengleichung brauchen wir noch die zweite
Ableitung von ¢ mit

o sin(() : cos(¢())
c<t>—r'¢><t>< cos(6(1)) )‘T'¢<t>2<sin<¢<t>>)’

und die zweite Ableitung der Parametertransformation ¢, die wir aus Gleichung
(4.15) berechnen konnen mit

gi):acosqﬁ-é

= a? cos ¢ - sin ¢.

Wir setzen in die Geodétengleichung (4.14) ein und erhalten
Caf —sing \ a9 fcosgp )\ 1 5.5 —2-sing-cos¢
" ¢< cos ¢ ) r-¢ < sin ¢ ) rsimﬁr ¢ cos® ¢ —sin® ¢
und das ist weiter gleich

a2cos¢'sin¢( —sing > —a2sin2¢< cos ¢ ) _M ( —2-sin¢ - cos ¢ )

cos ¢ sin ¢ sin ¢ cos? ¢ — sin? ¢

Wir sehen, dass sich die a? wegkiirzen, und fassen zusammen zu

< —sin2¢>-cosqﬁ—sinng-cos¢+2-sin2¢‘cos¢>>

sin ¢ - cos® ¢ — sin? ¢ — sin ¢ - cos? ¢ + sin® ¢

Damit kiirzen sich alle Terme weg, das heilst ¢ mit der Bedingung aus Gleichung
(4.15) erfiillt die Geodétengleichung.
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Sei nun eine beliebige Geoditische ¢ : R — R3 in Sy eindeutig gegeben durch die
Startbedingungen ¢;1(0) und ¢;(0) (also durch einen Punkt und einen Geschwindig-
keitsvektor in der Halbebene), dann kénnen wir einen Halbkreis der Form (c!, 0, ¢?) T
finden, der durch ¢1(0) geht und an den Vektor ¢;1(0) in ¢;(0) tangential liegt, solan-
ge ¢1(0) nicht in die Richtung rechtwinkelig auf den unteren Rand zeigt. So kénnen
wir also m und r bestimmen. Die parametrisierte Kurve der Form (c!,0, 62)T ent-
spricht dann der gesuchten Geodétischen mit diesen Randbedingungen, wenn man
o so wihlt, dass die Linge des Geschwindigkeitsvektors die Startbedingung erfiillt.
Somit ist das Bild jeder Geodétischen im Halbebenenmodell ein euklidischer Halb-
kreis, solange die Geoditische nie einen Geschwindigkeitsvektor rechtwinkelig zum
unteren Rand der Halbebene hat. Man miisste streng genommen auch noch zeigen,
dass ¢ : R — (0, 7) geht, dass also eine Losung auf dem gesamten Halbkreis existiert.
Dies werden wir zur besseren Ubersicht nach dem Beweisende anhiingen.

Nun zeigen wir noch, dass falls eine Geodétische durch Startbedingungen mit einem
Geschwindigkeitsvektor rechtwinkelig auf den unteren Rand der Halbebene gegeben
ist, das Bild dieser Geodétischen ein euklidischer Strahl ist.

Wir benutzen wie oben einen Ansatz zur Losung der Geodétengleichung (4.14). Dazu
betrachten wir eine parametrisierte Kurve der Form

cat) = (55 ).

wobei c%; € R konstant ist und ¢g wieder eine Parametertransformation darstellt.
Damit kénnen wir die Ableitungen einfach berechnen mit

e(t) = ( éGO(t) )

é““:(éiw)'

Wir betrachten wieder die Geschwindigkeit

; 2
Jeot)(a(t), ca(t)) = 22222 = const =: 32,

und

mit 8 € R. Eine Bedingung an ¢¢ ist also
ba = Boa,

wobei wieder 0.b.d.A. ¢g > 0 gelten soll. In der Geoditengleichung (4.14) verschwin-
det damit die erste Zeile sofort und es bleibt nur noch die zweite Zeile mit

 ¢a(t)?
ba(t)

Wir setzen die Bedingung ein und erhalten

Boc — BPoc = BPoc — BPoc = 0.

oc(t) =0.
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Eine parametrisierte Kurve, deren Bild ein Strahl senkrecht auf den unteren Rand
der Halbebene ist, ist also eine Geoditische, wenn die Parametertransformation diese
Bedingung erfiillt. Fiir jede gegebene Startbedingung mit einem Geschwindigkeits-
vektor senkrecht zum unteren Rand der Halbebene kénnen wir dann die Konstanten
ch und 3 so anpassen, dass cg die Geodatengleichung lost.

Wir konnen also fiir alle moglichen Startbedingungen die eindeutige Losung der Geo-
datengleichung (4.14) finden. Jede dieser Losungen wird dabei einer parametrisierten
Kurve entsprechen, deren Bild entweder ein euklidischer Halbkreis oder ein euklidi-
scher Strahl ist.

0

Es sei noch bemerkt, dass die Aussage von Satz 4.5.1 iiblicherweise anders gezeigt
wird. Sie ldsst sich némlich alternativ auch im Rahmen der Konstruktion des Halb-
ebenenmodells zeigen. Wenn wir gemif unserer Konstruktion des Halbebenenmo-
dells aus dem Hyperboloid-Modell eine Geoditische aus M?; auf die Halbebene
abbilden wollen, durchlaufen wir drei Schritte. Als erstes bilden wir die Geodétische
ins Beltrami-Klein-Modell ab, wo das Bild der Geodétischen einem Geradenstiick
entspricht, also einer Kreissehne. Danach bilden wir diese Kreissehne entlang der
x3-Achse auf die obere Halbkugel ab. Das Bild der Geodétischen auf der Halbkugel
entspricht dann einem Halbkreis. Diesen Halbkreis bilden wir dann geméf Abbildung
13 auf die Halbebene ab. Eine Projektion geméf Abbildung 13 wird auch stereogra-
phische Projektion genannt. Uber diese stereographische Projektion kann man zeigen,
dass sie Kreise auf der Kugel immer auf Kreise oder Geraden in der Ebene abbildet [5,
Kap.2, S.15]. Mit dem hier gebrachten Beweis von Satz 4.5.1 lisst sich allerdings auch
der zeitliche Verlauf der Geodétischen untersuchen, dies werden wir zuletzt noch tun.

Wir wollen die Parametertransformationen der Halbkreise untersuchen, die durch die
Bedingung

a-sing = gb
gegeben sind. Diese gewohnliche, nichtlineare, Differentialgleichung erster Ordnung
lasst sich analytisch 16sen, was wir nun tun.
Zuerst stellen wir fest, dass der Definitionsbereich von ¢ dem gesamten Definitions-
intervall einer Geoditischen in der hyperbolischen Ebene entsprechen sollte. Diese
Geoditischen haben als Definitionsintervall ganz R, somit erwarten wir, dass die
Losungen unserer Differentialgleichung bei beliebigen Startbedingungen auf ganz R
existieren.
Wir koénnen diese Gleichung l6sen mit (vgl. [13, Kap.1.3, S.9])

o 1) 1
[adi= [,
to o(to) SINY

¢ T sin x
an— — ——
2 14 cosx’

fiir alle § im Definitionsbereich des Tangens, nutzen kénnen, womit wir

/ #(t)
adt = / dyp
to o(to) (14 cos ¢) tan ¥

2

wobel wir die Identitit
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erhalten. Wir substituieren durch

wobei

~tanS = —
de M2 T + cos(x)

gilt fiir alle 5 im Definitionsbereich des Tangens, damit erhalten wir

b )
to n(e(ta)) 1

Nun kénnen wir beide Integrale leicht 16sen und erhalten

ot )= (1090 1o (1 20).

Wir erhalten weiter
t
¢(t) = 2arctan <tan ¢<20) ) ea(t—to)) '

Die Startbedingung ¢(to) hat dabei keine besondere Bedeutung, sie entspricht ledig-
lich einer Verschiebung des Parameters ¢t — ¢ +tq. Zur besseren Ubersicht wollen wir
sie nicht weiter mitschleppen. Eine Méglichkeit diese Startbedingung zu eliminieren
ist es, zu verlangen, dass die Geodétische am obersten Punkt des Halbkreises, also in
(m,0,7)T den Parameterwert ¢t = 0 hat, also to = 0 und ¢(to) = 5, damit erhalten
wir

¢(t) = 2arctan (') .

Diese Losungen existieren auf ganz R und ihr Bild ist (0, 7), damit ist die zugehorige
Geodatische tatsichlich ein Halbkreis. Wir berechnen auch die erste Ableitung mit

eat

Betrachten wir nun den Spezialfall der Geodéitischen, deren Bild im Einheitskreis
um den Ursprung liegt. Diese erfiillt offensichtlich » = 1 und m = 0. Wir verlangen
zusitzlich, dass sie mit Bogenldnge parametrisiert ist. Nennen wir diese spezielle
Geoditische wieder ¢, dann bedeutet dies fiir ¢ = 0 also (pedantisch ausgeschrieben)

1 |

Die Forderung, dass ¢ mit Bogenldnge parametrisiert sein soll gibt damit die Glei-

chung

und bestimmt somit «.
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Diese spezielle Geodétische ist dann gegeben durch
cos ¢(t)
c(t) = 0 ,
sin ¢(t)
mit
¢(t) = 2arctan ().

\

o) Bie)

Abbildung 21: Parametertransformation ¢ des Halbkreises im Einheitskreis um den
Ursprung und ihre Ableitung.

In Abbildung 21 sind sowohl die Parametertransformation ¢ als auch ihre Ablei-
tung ¢ im Bereich t € [-5,5] dargestellt. Die Linge der Geschwindigkeit unserer
Geodatischen c ist im euklidischen Sinn gleich der Ableitung von ¢, also

(e(t), é(8)) = (1)

Beobachten wir also wieder eine zweidimensionale Ameise im Halbebenenmodell, die
eine Bahn verfolgt, die unserer Geoditischen ¢ entspricht. Sagen wir sie geht bei
t = 0 in die positive ¢ Richtung. Dann wiirde sich die Geschwindigkeit der Ameise,
die wir von aufsen beobachten, gemif Abbildung 21 verhalten. Die Ameise wiirde
also zuerst eher schnell losgehen, und immer langsamer erscheinen, wobei sie den
unteren Rand der Halbebene nie erreicht. Qualitativ macht der Verlauf von <Z> also
durchaus Sinn, denn die Ameise bewegt sich im hyperbolischen Sinn mit konstanter
Geschwindigkeit, nur werden zum unteren Rand hin die hyperbolischen Distanzen
immer ldnger im Vergleich zu den euklidischen Distanzen.

Betrachten wir nun noch Lésungen der Geodatengleichung fiir Startgeschwindig-
keiten, die rechtwinkelig auf den unteren Rand der Halbebene stehen. Diese sind
charakterisiert durch ihre Parametertransformationen ¢g. Dabei kénnen wir fiir die
Gleichung ‘

oc = Poc
leicht eine Losung finden mit

bc(t) = dal(to) - 70710

fiir 3, to konstant in R. Wir setzen wieder tg = 0.

Somit erhalten wir eine Parametertransformation

oG (t) = pc(0)e,

6]



wobei ¢ (0) und 8 wieder durch die Startbedingungen bestimmt werden. Betrachten
wir nun die spezielle Geoditische cg : R — R3 in Sp, die die Startbedingungen
cc(0) = (0,0,1)T und ¢g(0) = (0,0,1)7 erfiillt. Damit ergibt sich ¢¢(0) = 1 und
8 =1, sowie cé = 0, also ist die Geoditische gegeben durch

Man kann sich also leicht vorstellen, dass sich die beobachtete Ameise in diesem Fall
wieder langsamer bewegt, je ndher sie am unteren Rand der Halbebene ist, und nach
oben hin immer schneller erscheinen wird.
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Zusammenfassung

Im Zentrum dieser Arbeit steht die Untersuchung der ebenen hyperbolischen Geo-
metrie. Die hyperbolische Geometrie baut auf wenigen Axiomen auf, die sich im
sogenannten Parallelenaxiom von denen der herkdmmlichen euklidischen Geometrie
unterscheiden. Man kann dabei verschiedene Modelle der hyperbolischen Geometrie
erzeugen, also mathematische Strukturen, die die Axiome der hyperbolischen Geo-
metrie erfiillen.

Eine besonders fruchtbare Quelle solcher Modelle der hyperbolischen Geometrie ist
die Differentialgeometrie. Deshalb wird in dieser Arbeit zuerst ein grober Uberblick
iiber die wichtigsten Begriffe und Zusammenhénge der Differentialgeometrie von Fl&-
chen gegeben. So soll ein anschauliches Verstdndnis fiir die Methoden geschaffen wer-
den, die spiter die Untersuchungen der ebenen hyperbolischen Geometrie wesentlich
pragen.

Anschlieftend werden vier Modelle der hyperbolischen Geometrie vorgestellt, wobei
der Grofteil der Untersuchungen im sogenannten Hyperboloid-Modell gemacht wird.
Da sich die Modelle einfach ineinander iiberfithren lassen, gelten die Ergebnisse der
Untersuchungen in entsprechender Form fiir alle Modelle. Zum Schluss wird noch
skizziert wie zwei dieser Modelle auch ohne die Differentialgeometrie konstruiert
werden kénnen.

Abstract

The main focus of this thesis is to investigate and portray the two dimensional
hyperbolic geometry. The hyperbolic geometry is based on a small set of axioms,
that differ from the usual euclidean geometry in the so called parallel aziom. One can
construct different models of the hyperbolic geometry, i.e. mathematical structures,
that satisfy the axioms of the hyperbolic geometry.

Differential geometry is a particularly fruitful source of such models of the hyperbolic
geometry. Therefore, in the first two chapters of this thesis, the basics of differential
geometry will be introduced. The methods of investigating the hyperbolic geometry
will then strongly rely on these basics.

The last chapter introduces four different models of the hyperbolic geometry. The
bulk part of the findings about the hyperbolic geometry will be made in the so called
hyperboloid model. These findings hold analogously for all the other models. Finally,
a way to construct models of the hyperbolic geometry, without differential geometry,
will be sketched.
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