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Abstract

This diploma thesis focuses on Part 2 Tasks of the Standardized Competence-
Oriented Written School-Leaving Examination in Mathematics for AHS. Different
student strategies for solving these tasks are analyzed for efficiency. Additionally,
difficulties in the process of solving and their causes are examined.

A detailed outline of the concept of the Austrian School-Leaving Examination with a
special emphasis on the written exam in Mathematics is followed by literature research
on current developments in the culture of math problems. There, the focus is on
context-oriented math problems, linking core competences and various strategies for
problem-solving. Afterwards, possible implementation techniques of these strategies
in school are discussed.

The application of different strategies for solving Part 2 Tasks was examined in a
qualitative research, where the solving processes of students were analyzed on
strategies and difficulties. In additional quantitative research, students were tested on
their cognitive flexibility.

Based on this research, it appears that Austrian students have problems in
understanding the tasks wholly and consequently in working out a plan. These
difficulties are mainly results of deficiencies in the use of the language of Mathematics
among others.






Zusammenfassung

Die vorliegende Diplomarbeit setzt sich mit Teil 2-Aufgaben der Klausurarbeit der
standardisierten kompetenzorientierten Reifeprifung in Mathematik auseinander.
Diverse LOsungsstrategien von Schulerinnen und Schulern werden hinsichtlich ihrer
Einsatzmoglichkeit und ihrer Effektivitat analysiert. Im Zuge dessen wird untersucht,
welche Schwierigkeiten bei der Aufgabenbearbeitung auftreten und wodurch diese

entstehen.

Nach einer Erlauterung des Konzepts der standardisierten kompetenzorientierten
Reifeprufung mit Hauptaugenmerk auf die Klausurarbeit in Mathematik werden die
momentanen Entwicklungen in der mathematischen Aufgabenkultur mithilfe
ausgewahlter Literatur recherchiert. Dabei liegt der Fokus auf vernetzenden
Mathematikunterricht,  kontextorientierte, realitatsbezogene  Aufgaben und
unterschiedliche Problemldsungsstrategien. AnschlieRend wird diskutiert, wie diese
Problemlosetechniken im Mathematikunterricht nachhaltig implementiert werden

konnen.

Die Anwendung unterschiedlicher Losungsstrategien wurde im Rahmen einer
qualitativen Untersuchung genauer betrachtet. Die Losungsprozesse von
Schulerinnen und Schuilern beim Bearbeiten von Teil 2-Aufgaben der schriftlichen
Reifeprufung in Mathematik wurden hinsichtlich ihrer Losungsstrategien und der damit

verbundenen Schwierigkeiten untersucht.

In Hinblick auf die bei Teil 2-Aufgaben auftretenden Schwierigkeiten wurde zusatzlich
noch eine quantitative Untersuchung durchgefuhrt, in welcher die geistige
Beweglichkeit von Schulerinnen und Schulern getestet wurde.

Aus den empirischen Untersuchungen geht hervor, dass die Teilnehmerinnen und
Teilnehmer oft Schwierigkeiten haben, die Aufgabenstellungen zu verstehen und
daraus einen Plan zu entwickeln. Diese sind oft auf Defizite im flexiblen Umgang mit
der Sprache der Mathematik wie auch auf unvollstandige Vernetzungen der

Grundkompetenzen zurtckzufuhren.
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I. Einfahrung

Eine Veranderung der Aufgabenkultur dber die Jahre hinweg verlangte schliel3lich eine
Erneuerung des Osterreichischen Reifeprifungskonzepts. Die standardisierte
kompetenzorientierte Reifeprifung wurde im Schuljahr 2014/15 zum ersten Mal
Osterreichweit an allen AHS durchgefuhrt. Besonders hohe mediale Aufmerksamkeit
erhielt dabei die Klausurarbeit in Mathematik, bei welcher seit Einfuhrung der neuen
Reifeprifung die meisten ,Nicht genugend” vergeben wurden. Worin die
Schwierigkeiten beim Bearbeiten der Klausuraufgaben liegen und wie diese nachhaltig

vermieden werden konnen, blieb bisher jedoch weitgehend unerforscht.

Die vorliegende Diplomarbeit setzt sich mit den Aufgaben im zweiten Teil dieser
Klausurarbeit auseinander. Diverse Losungsstrategien von Schulerinnen und Schulern
sollen hinsichtlich ihrer Einsatzmaoglichkeit und ihrer Effektivitat analysiert werden. Im
Zuge dessen soll auch untersucht werden, welche Schwierigkeiten beim Bearbeiten
von Teil 2-Aufgaben auftreten und wodurch diese entstehen. Infolgedessen sollen
Uberlegungen angestellt werden, wie diese Schwierigkeiten und Defizite nachhaltig

vermieden werden kdnnen.

Zu Beginn wird das Konzept der standardisierten kompetenzorientierten Reifeprufung
mit Hauptaugenmerk auf die Klausurarbeit in Mathematik erlautert. Daftr wird zuerst
das Prufungskonzept mit seinen bildungstheoretischen Grundlagen erlautert, bevor
detailliert auf die beiden Teile der schriftlichen Reifeprifung eingegangen wird. Dabei
werden fur den jeweiligen Klausurteil charakteristische Aufgabenstellungen vorgestellt

und analysiert.

Im darauffolgenden Kapitel werden die momentanen Entwicklungen in der
mathematischen Aufgabenkultur mithilfe ausgewahlter Literatur recherchiert. Im Zuge
dessen werden folgende Aspekte naher beleuchtet: Entsprechend dem Konzept des
vernetzenden Mathematikunterrichts gewinnen kontextorientierte, realitatsbezogene
Aufgaben an Bedeutung. Diese sollen bezuglich ihrer Eigenschaften, Potentiale und
Schwierigkeitsgrade kategorisiert werden. AnschlieRend werden unterschiedliche
Problemlosungsstrategien genauer beleuchtet, wobei auch die einzelnen Phasen des
Losungsprozesses analysiert werden sollen. Anschliefend wird diskutiert, wie diese
Problemlosetechniken im Mathematikunterricht nachhaltig implementiert werden

konnen.



EinfGhrung

Die Anwendung unterschiedlicher Losungsstrategien wurde schlieBlich im Rahmen
einer qualitativen Untersuchung genauer betrachtet. Die LOsungsprozesse von
Schulerinnen und Schuilern beim Bearbeiten von Teil 2-Aufgaben der schriftlichen
Reifeprufung in Mathematik wurden hinsichtlich ihrer Losungsstrategien und der damit
zusammenhangenden Schwierigkeiten untersucht. Im empirischen Teil dieser Arbeit
werden die Ablaufe dieser Ldsungsprozesse mit einem Hauptaugenmerk auf
Strategien und Schwierigkeiten untersucht. Darauf folgt eine ausfuhrliche Analyse und
Interpretation der Ergebnisse, wodurch die Forschungsfrage beantwortet werden soll.

In Hinblick auf die bei Teil 2-Aufgaben auftretenden Schwierigkeiten wurde zusatzlich
noch eine quantitative Untersuchung durchgefuhrt, in welcher die geistige
Beweglichkeit von Schulerinnen und Schilern getestet werden soll. Nach einer
Analyse und Interpretation dieser Resultate wird in einer Conclusio versucht, die
Forschungsfragen zu beantworten und die wichtigsten Ergebnisse und Schlusse

zusammenfassen.



Grundgerust der Reifeprufung

Il. Die standardisierte kompetenzorientierte Reifepriufung
an AHS

Seit dem Schuljahr 2014/15 wird an allen allgemeinbildenden héhen Schulen (AHS) in
Osterreich die standardisierte kompetenzorientierte Reifepriifung durchgefihrt. Laut
dem Bundesministerium fur Bildung (2016) soll das neue Reifeprufungsformat gleiche
Bedingungen und einheitliche Grundkompetenzen fuar alle Maturantinnen und
Maturanten schaffen. Durch standardisierte Aufgaben und einheitliche
Beurteilungskriterien sollen Vergleichbarkeit und Transparenz von Schulleistungen
und Schulabschlissen hergestellt werden. So werde die Aussagekraft der
Abschlussprufungen erhoht und zusatzlich ein europaischer Vergleich ermoglicht.
Dafur sind auch die Rahmenbedingungen fur AHS und BHS gleich.

Im folgenden Teil werden zuerst der allgemeine Aufbau der Reifeprifung an AHS und
die dahinterstehenden bildungstheoretischen Grundlagen umrissen. Anschlie3end
werden das Konzept der schriftlichen Reifeprufung in Mathematik und die geforderten
Kompetenzen erlautert. Im Zuge dessen werden die unterschiedlichen
Aufgabenformate anhand von Beispielen vorgestellt und analysiert. Schlieflich

werden die Beurteilungskriterien der Klausurarbeiten erklart.

1. Grundgerust der Reifepriufung

Die standardisierte kompetenzorientierte Reifeprifung besteht aus drei modularen
Prufungsgebieten: der vorwissenschaftlichen Arbeit, den Klausurarbeiten und den
mundlichen Prifungen. Modular bedeutet, dass eine Kandidatin oder ein Kandidat zur
mundlichen Prifung antreten darf, auch wenn vorher in einem anderen
Prufungsbereich negative Leistungen erbracht wurden. Dieses Modell der drei
separaten Prifungsteile wird ,Drei Saulen Modell* genannt und wurde von einer
Expertinnen- und Expertengruppe aus dem Bildungsministerium far Unterricht, Kunst
und Kultur (dazumal BMUKK), dem ehemaligen Bundesinstitut fur Bildungsforschung,
Innovation und Entwicklung des Osterreichischen Schulwesens (BIFIE) und den
Landesschulraten entwickelt. Heute ist das Bundesministerium fur Bildung (BMB) flr
die Erstellung und Koordination der Reifeprufung zustandig. (vgl. BMB 2016a)

Als zweite Saule dienen die Klausurarbeiten, von denen die Klausuren in Deutsch,
Mathematik und einer lebenden Fremdsprache verpflichtend sind. Neben anderen
Fachern werden auch die Aufgabenstellungen der Klausurarbeiten in Mathematik
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zentral vom Bundesministerium fur Bildung erstellt. Im Zuge von Feldtestungen
werden alle Aufgabenstellungen gepruft, mit dem Ziel, einen einheitlichen Standard zu

erzielen.

Korrigiert werden die Klausuren von den klassenfuhrenden Lehrpersonen, die einen
Korrektur- und Beurteilungsschlissel zur Verfugung gestellt bekommen. Bevor die
Noten kommissionell beschlossen werden, muss der oder die Vorsitzende die
Ergebnisse kontrollieren und bestatigen. Im Falle einer negativen Beurteilung besteht
die Maoglichkeit einer mundlichen Kompensationsprufung, deren Aufgabenstellungen
vom Bundesministerium fur Bildung erstellt werden. (vgl. BMB 2017a)

Auf das Prifungskonzept der Klausurarbeit in Mathematik wird in Kapitel 3.4 im Detail

eingegangen.

2. Bildungstheoretische Grundlagen der Reifepriufung

Bereits der offizielle Name der neuen Reifeprufung Iasst darauf schlie3en, dass die
Kompetenzorientierung ein wichtiger Teil des Gesamtkonzepts ist. In den letzten
Jahrzehnten wurde der Begriff ,Kompetenz® im Bildungsbereich immer prasenter.
Insbesondere seit den 1990er Jahren wachst die Diskussion um
»~ochlusselkompetenzen® und ihr Potenzial. (vgl. Klieme & Hartig 2007)

Weinert (2001) definiert Kompetenzen als

Ldie bei Individuen verfigbaren oder durch sie erlernbaren kognitiven
Féhigkeiten und Fertigkeiten, um bestimmte Probleme zu lI6sen, sowie
die damit verbundenen motivationalen, volitionalen und sozialen
Bereitschaften und Féhigkeiten, um die Problemlésungen in variablen

Situationen erfolgreich und verantwortungsvoll nutzen zu kénnen.*

In vereinfachter Form bedeutet das: Mit Kompetenzen kann man Probleme |6sen. Hier
ist zu beachten, dass Kompetenzen allgemein als kontextgebunden begriffen werden.
Demnach beschreiben Klieme und Leutner (2006) den Begriff Kompetenz als
,kontextspezifische kognitive Leistungsdisposition, die sich funktional auf Situationen
und Anforderungen in einer bestimmten Domane bezieht®. Die Schulerinnen und
Schuler sollen also in ihrer Schulzeit das Wissen und Werkzeug, die Fahigkeiten und
Fertigkeiten dazu bekommen, verschiedenartige Probleme zu l6sen. Kompetenzen
konnen demnach als Verbindung eines lebendigen und anwendungsbezogenen

(Fach-)Wissens mit methodischem Kdonnen verstanden werden.
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Im Zuge der Reifeprufung werden Kompetenzen abgeprift, nicht Inhalte.
Kompetenzen konnen in kurzen Prozessen, wie bei der Bearbeitung konkreter
Probleme, angeregt werden. Doch langerfristig bendtigt es grole Prozesszyklen,
teilweise bis Uber die gesamte Schulzeit hinweg. Daflr muss der Unterricht Schritt fur
Schritt auf einen nachhaltigen Kompetenzerwerb ausgerichtet werden. (vgl. Nagy,
Struger & Wintersteiner 2012)

Das BIFIE (2013a) charakterisiert kompetenzorientierten Unterricht mit folgenden
Adjektiven:

e ergebnisorientiert: Es werden Lehr- und Lernziele formuliert, deren Grad der

Erreichung kontinuierlich Uberprift wird.

e nachhaltig: Inhalte werden immer wieder in wachsender Komplexitat
aufgegriffen.

e vernetzend: Lernprozesse werden durch variationsreiche Kontexte und
vielfaltiges Uben unterstitzt.

e anwendungsorientiert: Die Lehr- und Lerninhalte haben einen authentischen

Realitatsbezug.

e problemiésungsorientiert: Individuelle Losungsstrategien werden gefordert.

e schulerzentriert: Selbststandiges, reflektierendes Arbeiten wird ermdglicht.

o differenzierend: Unterschiedliche Kompetenzniveaus werden berucksichtigt.

e transparent: Kontinuierliches, individuelles Feedback zu Leistungserwartungen

und Leistungsstand wird gegeben.

Nachdem die standardisierte kompetenzorientierte Reifeprifung in ihren
Aufgabenstellungen Fahigkeiten und Fertigkeiten wie Problemlésen und
Argumentieren verlangt, erhofft sich das Bundesministerium fur Bildung eine
umfassendere Fokussierung auf Kompetenzerwerb im Klassenzimmer und dadurch

einen Wandel hin zu einem kompetenzorientierten Unterricht. (vgl. BIFIE 2013a)

Dabei soll ein Gleichgewicht zwischen den grundlegenden Kompetenzen und
daruberhinausgehenden Vernetzungen und Anwendungen gefunden werden.
Wahrend es inakzeptabel ist, die Grundkompetenzen auler Acht zu lassen, ist es
ebenso verwerflich, sich ausschlie3lich auf diese zu beschranken und das Ziel einer
ganzheitlichen  Allgemeinbildung  zu  ignorieren.  (vgl.  Osterreichisches
Kompetenzzentrum fur Mathematikdidaktik 2009)
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3. Die schriftliche Reifeprufung in Mathematik

Bei der Konzepterstellung fur die Klausurarbeit in Mathematik wurde darauf geachtet,
dass diese einerseits den Anspruchen des aktuellen Lehrplans der AHS-Oberstufe
gerecht wird, andererseits war auch die eben erlauterte Kompetenzorientierung

ausschlaggebend.

In den folgenden Abschnitten wird erst das Prufungskonzept mit seinen
bildungstheoretischen Hintergrinden thematisiert. Dann werden die fur die
Reifeprifung in Mathematik vorausgesetzten Grundkompetenzen genauer erlautert,
bevor die beiden Klausurteile und deren charakteristische Aufgabenformate vorgestellt
werden. Dabei wird der zweite Teil aufgrund der Fragestellung dieser Arbeit
detaillierter behandelt. Des Weiteren werden der Einsatz von technischen Hilfsmitteln

und das Beurteilungssystem fur die Klausurarbeit besprochen.

3.1.Prufungskonzept

Nicht ein hochspezialisiertes Methoden- und Faktenwissen wird abgepruft, sondern fur
das Fach grundlegende Fahigkeiten und Fertigkeiten, die nachhaltig abrufbar und
gesellschaftlich bedeutsam sein sollen. Dafur muss der stetige Wandel berucksichtigt
werden, in dem sich unsere heutige Gesellschaft befindet. Diesem mussen sich die
Maturantinnen und Maturanten als mundige Burgerinnen und Bulrger anpassen

kénnen. (vgl. Osterreichisches Kompetenzzentrum fiir Mathematikdidaktik 2009)

Fischer (1999) spricht in seinem Modell der ,Hoheren Allgemeinbildung“ von ,hoher
gebildeten Laien®. Ihm zufolge sollen sie fahig sein, verschiedene Meinungen
einzuholen, zu verstehen und zu vergleichen, Aussagen zu bewerten und schliel3lich
ihre eigene Meinung zu bilden und preiszugeben. lhre Fahigkeit, GUber mathematische
Inhalte zu kommunizieren, soll ihnen selbst wie auch der Gesellschaft von Nutzen sein.
Als eines der grundlegenden Ziele der Reifeprifung konnte im weiteren Sinne eine
Lebensvorbereitung verstanden werden. Das Osterreichische Kompetenzzentrum fiir
Mathematikdidaktik (2009) formuliert dies als ,Befahigung zur Kommunikation mit
Expert(inn)en und mit der Allgemeinheit® mittels mathematischer Inhalte.

Dafur bendtigen die ,hoher gebildeten Laien® sowohl Grund- als auch
Reflexionswissen. Unter Grundwissen versteht man hier die Kenntnis von
fundamentalen Begriffen und Konzepten sowie Anwendungsgebieten und

Darstellungsformen. Daruber hinaus mussen die einzelnen Bestandteile dieses
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Grundwissens miteinander verknupft werden und in passende Kontexte eingebettet
werden. (vgl. Fischer 1999) Die Absolventinnen und Absolventen sollen in der Lage
sein, mathematische Modelle hinsichtlich ihrer Wirkungsweise und Grenzen
reflektierend zu hinterfragen. Ebendieses Grundwissen wird in der Klausurarbeit in
Form von Grundkompetenzen und einer flexiblen Anwendung derselben uberpruft. Im
Fokus stehen dabei handlungsorientierte mathematische Tatigkeiten, wie

Argumentieren, Interpretieren oder Problemldsen. (vgl. BIFIE 2015)

Um den Anspruchen der bildungstheoretischen Grundlagen und des LehrPlans
gerecht zu werden, wird die Klausurarbeit in zwei Teile mit voneinander
unterschiedlichen Aufgabentypen gegliedert. Im ersten Teil sind Aufgaben zu finden,
die sich auf jeweils eine Grundkompetenz beziehen. Zum erfolgreichen Losen der
Aufgaben ist kompetenzorientiertes Grundwissen notwendig. Doch im zweiten Teil
mussen die Grundkompetenzen bei umfangreicheren innermathematischen oder auch
kontextbezogenen Aufgabenstellungen angewendet und vernetzt werden. Hier sind
Reflexionsfahigkeit und Eigenstandigkeit erforderlich. Somit wird ein umfangreiches,
reflektierendes Anwenden und Vernetzen von Grundkompetenzen verlangt. (vgl.
BIFIE 2013a)

In Tabelle 1 wird das Prufungskonzept der Mathematik-Klausur fur AHS

Uberblicksmalig beschreiben:

Kompetenzen Grundkompetenzen, Anwendung und Vernetzung von
Grundkompetenzen

Teil 1-Aufgaben | Grundkompetenzen

Teil 2-Aufgaben | Anwendung und Vernetzung von Grundkompetenzen

Teil 1 120 Min, 18-25 Aufgaben

Teil 2 150 Min, 4-6 Aufgaben

Klausurdauer 270 Minuten

Hilfsmittel Einsatz hoherwertiger Technologie verpflichtend ab
Haupttermin 2018

Tabelle 1 — Uberblick Priifungskonzept der Mathematik-Klausur fiir AHS
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3.2.Grundkompetenzen der Reifeprufung in Mathematik

Entsprechend dem oben definierten Kompetenzbegriff musste man sich auch im Fach
Mathematik auf grundlegende Kompetenzen einigen, die alle Absolventinnen und
Absolventen der Reifeprufung beherrschen mussen. Diese fundamentalen
Fahigkeiten und Fertigkeiten werden Grundkompetenzen genannt und sind in einem
Kompetenzkatalog (vgl. BIFIE 2013b) aufgelistet. Geordnet werden die Kompetenzen
nach vier Inhaltsbereichen, namlich Algebra und Geometrie (AG), Funktionale
Abhangigkeiten (FA), Analysis (AN) sowie Wahrscheinlichkeit und Statistik (WS).

Insgesamt werden 73 Grundkompetenzen fur die Reifeprufung vorausgesetzt.

Bei der Formulierung der Grundkompetenzen werden unterschiedliche Blickwinkel
berucksichtigt. Neben den bildungstheoretischen, gesellschaftlichen und fachlichen
Aspekten mussen sie auch dem aktuellen Lehrplan entsprechen. Im Mittelpunkt stehen
wiederum die Reflexion und Kommunikation von und dber Mathematik. Die
Grundkompetenzen verlangen einen sicheren Umgang mit grundlegenden
Vorstellungen und Begriffen, wie auch die Fahigkeit zur formalen und operativen
Beschreibung von Verfahren und Zusammenhéangen. Im Zuge dessen werden
besonders handlungsorientierte mathematische Fertigkeiten gefordert. (vgl. BIFIE
2013a)

Zum Beispiel lautet eine Grundkompetenz im Inhaltsbereich Analysis unter dem Punkt
,Anderungsmalie“ im Kompetenzkatalog (vgl. BIFIE 2013b):

»AN 1.3 den Differenzen- und Differenzialquotienten in verschiedenen Kontexten
deuten und entsprechende Sachverhalte durch den Differenzen- bzw.

Differenzialquotienten beschreiben konnen®

Ein weiteres Beispiel aus dem Inhaltsbereich Funktionale Abhangigkeiten unter dem
Punkt ,Funktionsbegriff, reelle Funktionen, Darstellungsformen und Eigenschaften®

lautet:

AT Funktionen als mathematische Modelle verstehen und damit verstandig

arbeiten konnen*

Auffallig ist das Verb ,konnen®, welches in jeder Kompetenzformulierung vorkommt.
Wie oben erwahnt, bilden Kompetenzen eine Verbindung zwischen Wissen und
Koénnen. Reine Reproduktion genlgt nicht fur die Reifeprifung. Das Grundwissen

muss verstanden und vielseitig angewendet werden konnen. Bei AN 1.3 wird dies



Die schriftliche Reifeprifung in Mathematik

verdeutlicht, indem verlangt wird, die mathematischen Inhalte und Begriffe in
unterschiedlichen Kontexten auslegen zu konnen. Aulerdem werden sowohl
Anwendung in passenden Sachverhalten als auch Beschreibung dieser
mathematischen Konzepte gefordert. Auch FA 1.7 verstarkt den Anspruch auf
Verstandnis und Reflexion. Das kritiklose Anwenden von Algorithmen und
Rechenrezepten, wie es fruher oft der Fall war, reicht fur derartige Anforderungen nicht
mehr. Auch deshalb ist heutzutage ein kompetenzorientierter Mathematikunterricht,
der als Ziel einen umfassenden und nachhaltigen Aufbau von Grund- und
Reflexionswissen verfolgt, essentiell.

3.3.Teil 1-Aufgaben

Im ersten Teil der Mathematikklausur werden ausschliel3lich Grundkompetenzen
abgepruft. Dabei fokussieren die Aufgaben je eine spezifische Kompetenz aus dem
Kompetenzkatalog. Eigenstandige Vernetzung ist dafur nicht erforderlich. Weil die
Aufgaben nur als ,gelost® oder ,nicht gelost® bewertet werden, kann man bei einer
Aufgabe jeweils nur einen oder keinen Punkt erzielen. Innerhalb des ersten Teiles
werden die Aufgaben nach Inhaltsbereichen geordnet.

3.3.1. Mégliche Aufgabenformate

Im Teil 1 treten unterschiedliche Aufgabenformate auf, sowohl geschlossene als auch
offene Antwortformate. Dafur wurden acht Formate ausgewahlt, die in einem moglichst
ausgeglichenen Verhaltnis vorkommen sollen (vgl. BIFIE 2013c):

o offenes Antwortformat: Die Antwort zur Aufgabenstellung wird frei, in eigenen
Worten formuliert.

e halboffenes Antwortformat: Die korrekte Antwort wird in eine vorgegebene
Licke eingesetzt.

e Konstruktionsformat: Geraden, Punkte, Vektoren, Kurven oder Ahnliches
werden im Aufgabenheft erganzt.

e Multiple-Choice-Aufgabenformat 2 aus 5: Die zwei richtigen Antworten werden
aus funf moglichen ausgewahilt.

e Multiple-Choice-Aufgabenformat 1 aus 6: Nur eine von sechs Antworten ist
korrekt.

e Multiple-Choice-Aufgabenformat x aus 5: Die Anzahl der richtigen Antworten

von funf moglichen ist nicht bekannt. Es kdnnen eine bis alle richtig sein.
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e Zuordnungsformat: Informationen wie Tabellen, Graphen, oder Ahnliches sollen
je einer gegenuberstehenden Antwortmdglichkeit zugeordnet werden. Nicht
jede Antwort ist zuordenbar.

e Luckentext: Ein Satz mit zwei Licken muss richtig erganzt werden. Pro Lucke

gibt es drei Antwortmoglichkeiten.

Exemplarisch werden nun zwei Teil 1-Aufgaben aus dem zweiten Nebentermin der
Reifeprufung fur AHS des Schuljahres 2014/15 im Janner 2016 vorgestellt. Beide
Aufgaben waren auch Teil der quantitativen Untersuchung, die im Zuge dieser Arbeit

durchgefuhrt wurde (siehe Kapitel V).
3.3.2. Aufgabenbeispiel: Augensumme

Zuerst wird die Aufgabe ,Augensumme” (Abbildung 1) aus dem Inhaltsbereich
Wahrscheinlichkeit und Statistik besprochen. Ein kurzer einleitender Text beinhaltet
bereits einige wichtige Informationen fur die Aufgabe. In der anschliellenden
Aufgabenstellung wird zunachst eine Behauptung aufgestellt, die dann als richtig oder
falsch beurteilt werden muss. Zuletzt soll die Entscheidung auch begriundet werden.

Augensumme

Zwei unterscheidbare, faire Spielwdirfel mit den Augenzahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 werden geworfen und
die Augensumme wird ermittelt. (Ein Wurfel ist ,fair®, wenn die Wahrscheinlichkeit, nach einem
Wurf nach oben zu zeigen, fur alle sechs Seitenflachen gleich groB ist.)

Aufgabenstellung:

Jemand behauptet, dass die Ereignisse ,Augensumme 5 und ,Augensumme 9 gleichwahr-
scheinlich sind. Geben Sie an, ob es sich hierbei um eine wahre oder eine falsche Aussage
handelt, und begriinden Sie |lhre Entscheidung!

Abbildung 1 - Teil 1-Aufgabe: Augensumme (BMBF 2016a)

Bei dieser Aufgabe handelt es sich somit um ein offenes Antwortformat. Das bedeutet,
dass die Schulerinnen und Schuler ihre Losung in eigenen Worten wiedergeben
mussen. Die Aufgabe zielt primar auf die Grundkompetenz WS 2.3 aus dem

Unterbereich ,Wahrscheinlichkeitsrechnung“ ab:

WS 2.3 Wahrscheinlichkeit unter der Verwendung der Laplace-Annahme
(Laplace-Wahrscheinlichkeit) berechnen und interpretieren kdnnen,

Additions- und Multiplikationsregel anwenden konnen*

10
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Jedoch werden hier nicht alle Aspekte dieser Grundkompetenz gepruft. Additions- und
Multiplikationsregel sind nicht notwendig, um die Aufgabe zu bearbeiten. Neben dem
verstandigen Verwenden der Laplace-Wahrscheinlichkeit wird zusatzlich die Fahigkeit
gefordert, schriftlich argumentieren und begriinden zu konnen. Wie detailliert diese

Begrundung sein muss, wird der korrigierenden Lehrperson Uberlassen.

In Abbildung 2 wird die vom Bundesministerium fur Bildung und Frauen (2016b)
vorgeschlagene Losung prasentiert. Dort werden die beiden Ereignismengen fur die
»<Augensumme 5° und die ,Augensumme 9“ und deren Kardinalitaten bestimmt. Mit
Hilfe der Laplace-Annahme wird gezeigt, dass die Wahrscheinlichkeiten fur die beiden
Ereignisse gleich grof3 sind. Es wurde wohl auch reichen, nur die Kardinalitaten der

Ereignisse zu vergleichen.

L&sungserwartung:

Die Aussage ist wahr.

Mégliche Begrindung:

Augensumme 5: (1; 4), (2; 3), (3; 2), (4; 1) = 4 Mdglichkeiten

Augensumme 9: (3; 6), (4; 5), (5; 4), (6; 3) = 4 Moglichkeiten

) __ 4
P(,Augensumme 5%) = 36

113 — 4
P(,Augensumme 9“) = 36

Lésungsschlussel:

Ein Punkt fur eine richtige Beurteilung der Aussage und eine (sinngemaf) korrekte Begriundung.
Andere korrekte Begrindungen sind ebenfalls als richtig zu werten.

Abbildung 2 - Teil 1-Aufgabe: Augensumme - Lésungserwartung (BMBF 2016b)

Die Aufgabe ,Augensumme® veranschaulicht die Intention des ersten Teils sehr
deutlich: Ein stures, verstandnisloses Auswendiglernen von mathematischem Wissen
genugt nicht zum Losen dieser Aufgabe. Die grundlegenden Begriffe ,Ereignis® und
-Wahrscheinlichkeit* mussen verstanden und verinnerlicht werden, um die

Anforderungen der Aufgabe richtig umzusetzen.

11
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3.3.3. Aufgabenbeispiel:  Eigenschaften der Ableitungsfunktion einer
Polynomfunktion 3. Grades

Eigenschaften der Ableitungsfunktion einer Polynomfunktion 3. Grades

Die nachstehende Abbildung zeigt den Graphen einer Polynomfunktion f dritten Grades.
Die Koordinaten der hervorgehobenen Punkte des Graphen der Funktion sind ganzzahlig.

fx)

Aufgabenstellung:

Welche der folgenden Aussagen treffen auf die Ableitungsfunktion f* der Funktion f zu?
Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

Die Funktionswerte der Funktion f’ sind im Intervall (O; 2) negativ.

Die Funktion f” ist im Intervall (-1; 0) streng monoton steigend.

Die Funktion f” hat an der Stelle x = 2 eine Wendestelle.

Die Funktion f” hat an der Stelle x = 1 ein lokales Maximum.

O|gjg g g

Die Funktion f" hat an der Stelle x = O eine Nullstelle.

Abbildung 3 - Teil 1-Aufgabe: Eigenschaften der Ableitungsfunktion einer Polynomfunktion
3. Grades (BMBF 2016a)

12
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L&sungserwartung:

Die Funktionswerte der Funktion f* sind im Intervall (O; 2) negativ.

Die Funktion " hat an der Stelle x = O eine Nullstelle.
Ldsungsschlussel:
Ein Punkt ist genau dann zu geben, wenn ausschlieBlich die beiden laut Lésungserwartung richtigen
Aussagen angekreuzt sind.

Abbildung 4 - Teil 1-Aufgabe: Eigenschaften der Ableitungsfunktion einer Polynomfunktion 3.
Grades - Lésungserwartung (BMBF 2016b)

Neben den offenen Antwortformaten, die auf eine Grundkompetenz abzielen, spielen
auch die geschlossenen Formate eine wichtige Rolle im Teil 1. Als Beispiel wird hier
die Aufgabe ,Eigenschaften der Ableitungsfunktion einer Polynomfunktion 3. Grades"
(Abbildung 3) mit Antwortformat ,Multiple Choice — x aus 5“ behandelt.

Mit dieser Aufgabe wird die Grundkompetenz AN 3.3 aus dem Unterpunkt
»2Ableitungsfunktion/Stammfunktion“ abgepruft:

»AN 3.3 Eigenschaften von Funktionen mit Hilfe der Ableitung(sfunktion)
beschreiben konnen: Monotonie, lokale Extrema, Links- und

Rechtskrimmung®

Erganzend ist bei der Bearbeitung dieser Aufgabe die Lesekompetenz von grofer
Bedeutung. Auf gar keinen Fall sollte uberlesen werden, dass sich die
Antwortmoglichkeiten auf die Eigenschaften der Ableitungsfunktion f' beziehen und
nicht auf die der Funktion f. Damit wird die beschriebene Grundkompetenz AN 3.3
unter dem umgekehrten Aspekt eingesetzt, dass hier die Eigenschaften der
Ableitungsfunktion f’ mit Hilfe einer gegebenen Funktion f bestimmt werden sollen. Die
Schulerinnen und Schuler durfen sich dabei nicht von den vorliegenden Distraktoren

13
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beirren lassen. Dazu zahlt zum Beispiel die zweite Antwortmadglichkeit, welche zwar

fur f stimmt, jedoch nicht fur f'. Die richtigen Antworten sind in Abbildung 4 zu sehen.

Also ist auch hier ein sicherer und flexibler Umgang mit der verlangten
Grundkompetenz notwendig. Reines Reproduzieren der Eigenschaften genugt nicht,
um die richtigen Antworten ankreuzen zu konnen. Auch das Ausschlussverfahren wird
nicht ausreichen, wenn man den Zusammenhang zwischen den Eigenschaften einer

Funktion und ihrer Ableitungsfunktion nicht begriffen hat.

Wie in den vorangegangenen Aufgabenbeispielen gezeigt wird, verlangen auch die
Aufgaben im Teil 1 bereits mehr als ein ausschlieBliches Grundwissen. Die
Grundkompetenzen mussen umfassend und vielseitig beherrscht werden, um die
Aufgaben zu meistern. Jedoch verlangen die Aufgaben kaum eine Vernetzung
zwischen unterschiedlichen Kompetenzbereichen. Auch der Aspekt der
realitdtsbezogenen, anwendenden Mathematik wird im Teil 1 eher vernachlassigt.

Diesen Anspruchen widmet sich jedoch der zweite Teil der Klausurprufung.

3.4.Teil 2-Aufgaben

Der Anspruch im Teil 2 liegt darin, die Grundkompetenzen fachkundig anzuwenden
und miteinander zu vernetzen. Im Gegensatz zum Teil 1 sind hier umfangreichere
Aufgaben vorzufinden, die eine selbststandige und reflektierende Anwendung von

Wissen und Kdnnen verlangen.
3.4.1. Charakterisierung des Aufgabenformats

Die komplexeren Aufgabenstellungen im Teil 2 haben stets einen Kontext. Dieser kann
aulRermathematisch-anwendungsorientiert oder auch innermathematisch sein. Am
Anfang der Aufgabe steht ein einleitender, informativer Text, der in den jeweiligen
Kontext einfuhrt. Das BIFIE (2015) stellte dafur eine Sammlung von Kontexten zur
Verfugung, welche bei der Reifeprifung ohne weitere detaillierte Erlauterungen
auftreten konnen. Natdrlich kdnnen auch andere authentische Anwendungs- und
Realitatsbezuge verwendet werden. Jedoch werden diese dann ausreichend genau im
Einleitungstext erklart. An dieser Stelle sei auch erwahnt, dass selbstverstandlich auch
Informationen vorkommen konnen, die fur die Losung der Aufgabe irrelevant sind. In

diesem Fall spricht man von einer Uberbestimmten Aufgabenstellung.

Ein weiterer, grundlegender Unterschied zu den Aufgabenformaten im ersten Teil ist

der Umfang der Aufgaben: Im Teil 2 werden nur vier bis sechs separate Aufgaben

14
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gestellt. Dafur bestehen diese aus mehreren, voneinander unabhangigen
Teilaufgaben. Im Gegensatz zum Teil 1 kann hier eine Aufgabe auch teilweise gelost
werden. Bei jeder Teilaufgabe konnen bis zu zwei Punkte erzielt werden. Kann eine
Schulerin oder ein Schuler eine Teilaufgabe nicht I6sen, sollte sich dies aufgrund deren
Unabhangigkeit nicht auf die Bearbeitung der weiteren Teilaufgaben auswirken. (vgl.
BIFIE 2013a)

Innerhalb einer Aufgabe werden meist mehrere Grundkompetenzen gleichzeitig
verlangt. Neben dem Operieren ist hier auch das Reflektieren und Vernetzen gefragt.
Obwohl der Grofteil der Aufgaben offen gestaltet ist, werden vereinzelt auch
geschlossene Antwortformate eingesetzt. Aulierdem gibt es bei jeder Klausur im Teil
2-Aufgaben, welche nur eine einzige Grundkompetenz abprufen. Diese Aufgaben sind
als ,Ausgleichspunkte” gekennzeichnet, welche im Kapitel 3.6. erklart werden. (vgl.
BIFIE 2015)

Exemplarisch werden nun zwei Teil 2-Aufgaben aus dem zweiten Nebentermin der
Reifeprufung fur AHS des Schuljahres 2014/15 im Janner 2016 besprochen. Beide
Aufgaben waren Teil der qualitativen Untersuchung, die im Zuge dieser Arbeit
durchgefuhrt wurde (siehe Kapitel V).

3.4.2. Aufgabenbeispiel: Quadratische Gleichungen und ihre L6sungen

Die Aufgabe ,Quadratische Gleichungen und ihre Losungen® (siehe Abbildung 5) ist in
einen rein innermathematischen Kontext eingebettet. Dementsprechend beschrankt
sich die Einleitung hier auf eine relativ kurze Angabe. Danach wird die
Aufgabenstellung in drei voneinander unabhangige Teilaufgaben gegliedert, die sich
mit unterschiedlichen quadratischen Gleichungen und Funktionen beschaftigen. Die
Ergebnisse der vorangegangenen Teilaufgaben sind somit zur weiteren

Aufgabenbearbeitung nicht notwendig.

Insgesamt verlangt die Aufgabe verschiedene Kompetenzen, die sich von Algebra und
Geometrie Uber Funktionale Abhangigkeiten in den Teilen (a) und (b) bis hin zu
Elementen der Analysis in (c) erstreckt. Genauer handelt es sich um folgende
Grundkompetenzen, die zur Aufgabenbearbeitung bendtigt werden:

,AG 2.3 quadratische Gleichungen in einer Variablen umformen/losen, Uber
Losungsfalle Bescheid wissen, LOsungen und Ldsungsfalle (auch
geometrisch) deuten konnen”
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.FA4.1 typische Verlaufe von Graphen in Abhangigkeit vom Grad der

Polynomfunktion (er)kennen®

,FA4.3 aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Polynomfunktionen

Funktionswerte, aus Tabellen und Graphen sowie aus einer quadratischen

Funktionsgleichung Argumentwerte ermitteln konnen*

LAN 4.2 einfache Regeln des Integrierens kennen und anwenden konnen:

Potenzregel, Summenregel, [ k- f(x) dx, [ f(k-x) dx (vgl. Inhaltsbereich
Funktionale Abh&ngigkeiten), bestimmte Integrale von Polynomfunktionen

ermitteln kdnnen”

LAN 4.3 das bestimmte Integral in verschiedenen Kontexten deuten und

entsprechende Sachverhalte durch Integrale beschreiben konnen®

Je nachdem, fur welchen Losungsweg sich die Schulerin oder der Schuler entscheidet,

wird die jeweilige Kompetenz mehr oder weniger intensiv eingesetzt.

a)

b)

c)

Quadratische Gleichungen und ihre Lésungen

Gegeben sind eine (normierte) quadratische Gleichung x2 + p-x + g = 0 mit p, g € R und die
zugehorige Polynomfunktion f mit f(x) = x2 + p -x + Q.

Aufgabenstellung:

Lasst sich die Gleichung x? + p-x + g = 0 in der Form (x — 2) - <x - %) =0mitz € R und
z = 0 schreiben, dann spricht man von einer reziproken quadratischen Gleichung.

Geben Sie mithilfe von Gleichungen an, wie die Parameter p und q jeweils von z abhangen!

Bestimmen Sie die Werte fur z, flr die die reziproke quadratische Gleichung genau eine L6-
sung besitzt. Geben Sie fur jeden dieser Werte von z jeweils die lokalen Minimumestellen von f
an!

Waéhlt man in der gegebenen Funktionsgleichung den Wert g = —1, dann erhalt man eine
Polynomfunktion zweiten Grades f mit f(x) = x2 + p -x — 1.

Begriinden Sie rechnerisch, warum die Gleichung f(x) = O genau zwei verschiedene L&-
sungen in R haben muss!

Begrinden Sie, warum die Funktion f eine positive und eine negative Nullstelle haben muss!

Farg=p - % erh@lt man eine Funktion fmit f(x) =x?+p - x+p — 1§

Bestimmen Sie fur diese Funktion f denjenigen Wert fUr p, fUr den I_: fix)dx = -6 gilt!

Geben Sie an, ob fur dieses p die Gleichung J.i f(x)dx = J.; f(x)dx eine wahre Aussage ergibt,
und begriinden Sie Ihre Entscheidung!

Abbildung 5 - Teil 2: Quadratische Gleichungen und ihre L6sungen (BMBF 2016¢c)
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Quadratische Gleichungen und ihre Lésungen

a) Losungserwartung:

per{tez

q= % -z =1, q ist somit unabhangig von z
Die reziproke quadratische Gleichung hat genau eine Losung, wenn z = 1 oder z = -1 ist.
Minimumstelle fur z = 1: bei x = 1

Minimumstelle fir z = —1: bei x = -1
L&sungsschlissel:

— Ein Punkt fUr die korrekte Angabe beider Parameter p und q in Abhangigkeit von z.
Aquivalente Gleichungen sind ebenfalls als richtig zu werten.
— Ein Punkt fUr die Angabe der richtigen Werte von z und der jeweils richtigen Minimumstelle.

b) L&sungserwartung:

2
++/B 41

x2+,o-x—1:0:>xt2:—% 7

2
Da der Ausdruck % fur alle p € R groBer oder gleich null ist, ist der Ausdruck unter der Wur-
zel (die Diskriminante) positiv. Somit gibt es genau zwei Losungen in R.

Mdgliche Begriindungen:

Jeder mogliche Funktionsgraph von f verlauft durch den Punkt (O|—1) und ist eine nach oben
offene Parabel. Somit hat jede Funktion f genau eine positive und eine negative Nullstelle. Die-
se Werte entsprechen genau den L6sungen der quadratischen Gleichung f(x) = O.

oder:

PP - P’ b
Es qilt: 4+1>4 und somit auch Z+1 >3

2 2
Daraus folgt: —% + w/% +1>0und —% - \/% +1 <0 = Es gibtimmer genau eine
positive und eine negative Losung in R.

Ldsungsschlissel:
— Ein Ausgleichspunkt fUr eine korrekte rechnerische Begriindung.

— Ein Punkt fUr eine (sinngeman) korrekte Begrindung dafiir, dass die Parabel genau eine
positive und eine negative Nullstelle hat.

Abbildung 6 - Teil 2: Quadratische Gleichungen und ihre Loésungen -
Lésungserwartung (i) (BMBF 2016d)
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c) Loésungserwartung:

[+ rp-B)o=(5 45 wpr 36 = p=s

Flr p = =3 ergibt die gegebene Gleichung keine wahre Aussage, weil fUr eine solche Funktion
der Graph der Funktion f achsensymmetrisch liegen musste, damit die Gleichung eine wahre
Aussage ergibt, und das ist nur fur p = 0 der Fall.

L&sungsschlussel:

— Ein Punkt flr den korrekten Wert von p.
Die Aufgabe ist auch dann als richtig geldst zu werten, wenn bei korrektem Ansatz das
Ergebnis aufgrund eines Rechenfehlers nicht richtig ist.

— Ein Punkt fUr die korrekte Angabe, ob die Aussage zutrifft, und eine korrekte Begrindung.
Andere korrekte Begrindungen, zum Beispiel durch Rechnung, sind ebenfalls als richtig zu
werten.

Abbildung 7 - Teil 2: Quadratische Gleichungen und ihre Lésungen - Lésungserwartung (ii)
(BMBF 2016d)

Teilaufgabe (a) wird mit einer Begriffsdefinition eingeleitet. Die meisten Kandidatinnen
und Kandidaten haben in ihrer Schulzeit wahrscheinlich nicht von reziproken
quadratischen Gleichungen gehort. Aufgrund ihres Grundwissens und ihres
Vernetzungsvermogens sollen sie aber in der Lage sein, den neuen Begriff in ihr

personliches Konzept quadratischer Gleichungen einzuordnen.

Dann wird von ihnen verlangt, innermathematische Zusammenhange formal
beschreiben zu konnen. Ob dabei der Satz von Viéta aus der Formelsammlung (vgl.
BMB, 2016b) oder sogar aus dem Gedachtnis angewendet wird oder ob die
Linearfaktoren einfach ausmultipliziert werden und daraus die Parameter abgelesen
werden, ist fur die Korrektur irrelevant. In der Losungserwartung (siehe Abbildung 6)
wird nur die ,korrekte Angabe beider Parameter p und q in Abhangigkeit von z*
verlangt. Dabei sind aquivalente Gleichungen ebenso korrekt.

Auch beim zweiten Punkt von (a) bleibt die Wahl des Losungsverfahren den
Schulerinnen und Schulern Uberlassen. Vielseitiges Wissen Uber quadratische
Gleichungen und ihre graphische Interpretation wird verlangt. Jedoch reicht es nicht,
dieses nur reproduzieren zu konnen. Genau wie es das Prufungskonzept verlangt,
mussen die geforderten Grundkompetenzen hier angewendet und vernetzt werden.
Damit hier die mechanischen Rechenoperationen keine muhsamen Barrieren
darstellen und die Reflexionsfertigkeiten in den Vordergrund treten konnen, ist der
Einsatz elektronischer Hilfsmittel vorteilhaft.
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Fur Teilaufgabe (b) wird eine neue Funktionsgleichung aufgestellt. Anschliel3end sind
zwei Aussagen zu dieser Funktion zu begrunden. Gefordert werden die Fahigkeiten,
Zusammenhange zu erkennen, zu verstehen und diese schliellich in einer
mathematischen Sprache zu kommunizieren. Wahrend die erste Behauptung rein
rechnerisch gezeigt werden muss, ist der Argumentationsweg fur die zweite
Begrundung nicht vorgeschrieben. Fur eine ,(sinngemaf) korrekte Begrindung® wird

laut Losungsschlussel (siehe Abbildung 6) jeweils ein Punkt vergeben.

Wahrend der zweite Punkt von (b) wieder eine Verbindung unterschiedlicher
Kompetenzen verlangt, ist flr die erste Begrundung nur eine Fertigkeit gefragt (AG
2.3). Derartige Aufgabenstellungen im Teil 2, die sich nur auf eine einzelne
Grundkompetenz beziehen, sind in der Klausur mit einem ,A“ gekennzeichnet,
welches fur  ,Ausgleichspunkt® steht. Ausschlaggebend werden diese
Ausgleichspunkte bei der Benotung, welche im Kapitel 3.6 genauer erklart wird.

Ein ganz anderer Inhalt wird in Teilaufgabe (c) thematisiert, namlich die Berechnung
und Deutung des bestimmten Integrals. Im ersten Punkt wird zu einem bestimmten
Integral mit gegebenem Wert der passende Parameter gesucht. Dafur werden
hauptsachlich operative Fertigkeiten benotigt, welche durch ein elektronisches
Hilfsmittel leicht ersetzt werden konnen. Dann verlangt die Aufgabe nur noch das
korrekte Eintippen in den Taschenrechner bzw. Computer. Im Falle eines falschen
Ergebnisses wird trotzdem ein Punkt vergeben, wenn der Losungsansatz richtig ist.
(siehe Abbildung 7)

Aus mathematikdidaktischer Sicht ist der zweite Punkt interessanter: Eine Aussage
soll auf ihren Wahrheitsgehalt Uberpruft werden und anschlieBend muss die
Entscheidung begrindet werden. Hier ist wieder schlissiges, mathematisches
Argumentieren gefragt. Unterschiedliche Zusammenhange mussen miteinander
verknupft werden, damit nachvollziehbar begrindet werden kann. Dazu wird fundiertes
Grundwissen, beispielsweise uber die Achsensymmetrie bei Polynomfunktionen oder
durch die grafische Deutung des bestimmten Integrals, spezifisch fur diese gegebene
Funktion angewendet.

Allgemein lasst sich Uber diese Aufgabe sagen, dass sie ein breites Spektrum an
Grundkompetenzen in Verbindung mit der Handlungskompetenz des mathematischen

Argumentierens anspricht. Durch den rein innermathematischen Aufgabenkontext

19



Die standardisierte kompetenzorientierte Reifeprufung an AHS

werden eher abstrakte Zusammenhange und Konzepte behandelt, die teilweise aber

auch operativ umgesetzt und angewendet werden.
3.4.3. Aufgabenbeispiel: Design-Center Linz

Im Gegensatz zur eben besprochenen Aufgabe ist die Aufgabe ,Design-Center Linz"
(siehe Abbildung 8 und Abbildung 9) in einen auRermathematischen Kontext gebettet.

Design-Center Linz

Das Design-Center ist eines der modernen Wahrzeichen
der Stadt Linz. Erbaut wurde es von Juli 1991 bis Ende
Oktober 1993. Im Janner 1994 wurde es als Veranstal-
tungs- und Messezentrum in Betrieb genommen.

Die Trager der Konstruktion lassen sich in guter Naherung
durch Parabelbdgen beschreiben. Die Spannweite der Bo-
gen betragt ungefahr 72 m, die maximale Hohe der Bdégen
liegt bei ca. 13 m. Die Grundflache des Design-Centers ist
ein Rechteck mit 200 m Lange und 72 m Breite.

Bildquelle: http.//www.linz.at/images/dc_druck.jog
[09.09.2015]

Aufgabenstellung:

a) Zur Modellierung der parabelférmigen Trager wurde, wie in der folgenden Grafik dargestellt,
ein Koordinatensystem durch die Frontansicht des Design-Centers gelegt:

Geben Sie eine Gleichung der Polynomfunktion zweiten Grades f an, welche diese Parabel
beschreibt!

36
Geben Sie an, was durch 200 - 2 - -[o f(x)dx in Bezug auf das Design-Center berechnet wird!

b) Die Baukosten fur das Design-Center betrugen zur Zeit der Baufertigstellung (1993) umgerechnet
ca. € 66 Mio.
Der Baukostenindex ist ein Mal fur die Entwicklung derjenigen Kosten, die Bauunternehmern
bei der Ausfuhrung von Bauleistungen durch Veranderungen der Kostengrundlagen (Material
und Arbeit) entstehen. Er gibt z. B. an, wie stark die Kosten fur Hochbauten pro Jahr steigen.
Berechnen Sie unter der Annahme, dass der Baukostenindex fir Osterreich 3,5 % pro Jahr
betragt, die Hohe der Baukosten fir das Design-Center, wenn es erst 10 Jahre spéter gebaut
worden ware!

Abbildung 8 - Teil 2: Design-Center Linz (i) (BMBF 2016c)
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Die nachstehende Tabelle gibt Auskunft Uber die Entwicklung des Baukostenindex der Ge-
samtbaukosten fur den Wohnhaus- und Siedlungsbau im Zeitraum von funf aufeinanderfol-
genden Jahren.

Quelle: http://www.statistik.at/web_de/statistiken/wirtschaft/preise/baukostenindex/index.html [30.10.2015]

Jemand interessiert sich fur den durchschnittlichen Baukostenindex in diesen funf Jahren. Zur
Abschétzung fuhrt er die folgende Rechnung aus:

Die Vorgehensweise ist fUr die Berechnung des durchschnittlichen Baukostenindex allerdings
nicht ganz korrekt. Geben Sie an, wie diese Berechnung korrekt zu erfolgen hatte!

Jahr | Baukostenindex
2010 +3,2 %
2011 +2,3 %
2012 +2,1 %
2013 +1,9 %
2014 +1,1 %

32+23+21+19+11
5

=212

Abbildung 9 - Teil 2: Design-Center Linz (ii) (BMBF 2016c¢)

Obwohl die Aufgabe aus nur zwei Teilaufgaben besteht, werden mehr und vielseitigere

Grundkompetenzen gefordert als bei der vorangegangenen Aufgabe. Dabei

unterscheiden sich die angewendeten Kompetenzen wieder individuell je nach dem

gewahlten Losungsverfahren.

AG 2.3

,FA4.3

,FA 5.1

,FA 5.2

quadratische Gleichungen in einer Variablen umformen/Iésen, Uber
Losungsfalle Bescheid wissen, Losungen und Losungsfalle (auch
geometrisch) deuten konnen”

aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Polynomfunktionen
Funktionswerte, aus Tabellen und Graphen sowie aus einer

quadratischen Funktionsgleichung Argumente ermitteln kdnnen*

verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel)
gegebene exponentielle Zusammenhange als Exponentialfunktion
erkennen bzw. betrachten kdnnen; zwischen diesen Darstellungsformen

wechseln konnen*

aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Exponentialfunktionen

Werte(paare) ermitteln und im Kontext deuten kdnnen®
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.FA 5.6 die Angemessenheit einer Beschreibung mittels Exponentialfunktion

bewerten kdnnen”

»AN 4.3 das bestimmte Integral in verschiedenen Kontexten deuten und
entsprechende Sachverhalte durch Integrale beschreiben konnen®

~WS 1.1 Werte aus tabellarischen und elementaren grafischen Darstellungen
ablesen (bzw. zusammengesetzte Werte ermitteln) und im jeweiligen

Kontext angemessen interpretieren konnen”

»WS 1.3 statistische  Kennzahlen (absolute und relative Haufigkeiten;
arithmetisches Mittel, Median, Modus, Quartile, Spannweite, empirische
Varianz/Standardabweichung) im jeweiligen Kontext interpretieren
konnen; die angefuhrten Kennzahlen fur einfache Datensatze ermitteln

kdnnen*

SWS 1.4 Definition und wichtige Eigenschaften des arithmetischen Mittels und des
Medians angeben und nutzen, Quartile ermitteln und interpretieren
konnen, die Entscheidung fur die Verwendung einer bestimmten

Kennzahl begrunden konnen®

Kennzeichnend fur kontextbezogene Aufgaben ist der einfUhrende Absatz, hier Uber
das Design-Center in Linz, dessen Baugeschichte und die Form der Konstruktion.
Neben den wichtigsten Eckdaten ist auch ein Foto des Design-Centers abgebildet, um
die besondere Form der Konstruktion zu veranschaulichen. Ebenso charakteristisch
ist die Uberbestimmtheit der Angaben.

Fur Teilaufgabe (a) mussen deshalb die relevanten Daten aus dem Text erst ermittelt
werden, damit eine passende Funktionsgleichung gefunden wird. Neben einem
Verstandnis grundlegender mathematischer Zusammenhange, wie zum Beispiel die
Auswirkungen von Parametern auf den Graphen einer quadratischen Funktion, ist hier
besonders auch die Lesekompetenz gefragt. So mussen fur die Aufgabenbearbeitung
relevante Informationen erst aus dem Text, dem Bild und der abgebildeten Skizze
ermittelt werden. Nachdem das Aufstellen der Funktionsgleichung einer Parabel als
wesentliche Grundkompetenz (AG 2.3) qilt, ist diese Aufgabenstellung als
»2Ausgleichspunkt® gekennzeichnet.

Der zweite Punkt des Aufgabenpakets (a) fokussiert auf die Fahigkeit, ein bestimmtes

Integral in einem gegebenen Kontext deuten zu konnen. Auch hier mussen die

22



Die schriftliche Reifeprifung in Mathematik

Schulerinnen und Schuler den einleitenden Text, das Bild und die Skizze fur ihre
Antwort berucksichtigen. AulRerdem wird auch die Volumsformel fur gerade Prismen
vorausgesetzt, die jedoch in der Formelsammlung (vgl. BMB 2016b) nachgeschlagen
werden kann. Eine Berechnung des Werts ist fur die Bewertung (siehe Abbildung 10)
nicht notwendig.

Design-Center Linz
a) Losungserwartung:

flx) = ~—os X7 + 13

oder:

f(x) ~-0,01 - x>+ 13

Durch den angegebenen Term wird das (umbaute) Volumen des Design-Centers berechnet.

Lésungsschliissel:

— Ein Ausgleichspunkt firr das Aufstellen einer korrekten Funktionsgleichung. Aquivalente
Funktionsgleichungen sind ebenfalls als richtig zu werten.
Die Aufgabe ist auch dann als richtig geldst zu werten, wenn bei korrektem Ansatz das
Ergebnis aufgrund eines Rechenfehlers nicht richtig ist.

— Ein Punkt flr eine (sinngeman) korrekte Deutung.

b) Ldsungserwartung:
2003 wurden die Baukosten fur das Design-Center ca. € 93,1 Mio. betragen.
Korrekte Vorgehensweise:

K-1,032-1,023-1,021-1,019-1011 =K -a° =
a=+1,032-1,023-1,021-1,019-1011 = a~1,02118

Ldsungsschlissel:

— Ein Punkt fUr eine korrekte Berechnung.
Toleranzintervall: [€ 93 Mio.; € 94 Mio.]

— Ein Punkt flr die Angabe einer korrekten Vorgehensweise. Die numerische Berechnung des
Wertes muss dabei nicht erfolgen.

Abbildung 10 - Teil 2: Design-Center Linz - Lésungserwartung (BMBF 2016d)

Mit einem weiteren kurzen kontextbezogenen Absatz wird Teilaufgabe (b) eingeleitet.
Wegen des etwas unubersichtlichen Layouts in diesem Abschnitt besteht die Gefahr,
den Ubergang von Angabe zu Aufgabenstellung zu tbersehen. So kann es leicht
passieren, dass die erste Aufgabenstellung ,Berechnen Sie...“ (siehe Abbildung 8)
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uberlesen wird und gleich zur nachsten Ubergegangen wird, wenn jemand den Text

nur Uberfliegt.

Doch um den durchschnittichen Baukostenindex fur den zweiten Punkt richtig
ermitteln zu konnen, sollte man sich schon zuvor im ersten Unterpunkt fur ein
exponentielles Modell entschieden haben. Ansonsten wird es schwierig, die
Unangemessenheit des arithmetischen Mittels nachvollziehen zu kdnnen. Generell ist
die Anforderung, hier ein geometrisches Mittel herzuleiten, auch wenn es nicht beim
Namen genannt werden muss, eher komplex und geht eindeutig Uber die wesentlichen
Bereiche der Grundkompetenzen hinaus. Nachdem der Teil 2 aber die vertiefende
Anwendung und Vernetzung von Grund- und Reflexionswissen fordert, kann diese

Aufgabenstellung dennoch gerechtfertigt werden.

Insgesamt kann die Aufgabe ,Design-Center Linz" als charakteristische Teil 2-Aufgabe
bezeichnet werden. Erwahnenswert ist das Vorkommen aller vier Inhaltsbereiche und
deren Verknupfung mit einem realitatsbezogenen Kontext, welcher auf vielerlei Art
bearbeitet wird. Die Aufgabe pruft sowohl grundlegende Kompetenzen als auch

daruberhinausgehende Fahigkeiten und Fertigkeiten.
3.4.4. Anmerkungen zum Teil 2

Erfreulicherweise entsprechen die Aufgaben im Teil 2 grof3tenteils den Anforderungen
der neuen Aufgabenkultur (siehe Kapitel Ill): Sie verlangen ein ganzheitliches,
vernetzendes Denken, sind anwendungsorientiert und stellen oft auch einen
Realitatsbezug her. Bis zu einem gewissen Grad fordern sie sogar Modellierungs- und
Problemlosekompetenzen.

Leider bedingen derartige Aufgabenformate haufig einige Schwierigkeiten flr
Schulerinnen und Schuler, welche im Kapitel Il thematisiert werden. Kandidatinnen
und Kandidaten mit einer groReren Allgemeinbildung und einer hoheren
Lesekompetenz sind beim Arbeiten mit Kontexten klar im Vorteil. So bilden lange,
einleitende Texte oft eine Hurde fur Schulerinnen und Schuiler mit schwacheren
Deutschkompetenzen. (vgl. BIFIE 2013c)

3.5.Technische Hilfsmittel

Ab dem Haupttermin 2017/18 ist der Einsatz hoherer technischer Hilfsmittel bei der
Reifeprifung in Mathematik verpflichtend. Die Mindestanforderungen an die

elektronischen Hilfsmittel sind dabei grundlegende Funktionen zum LOsen von

24



Die schriftliche Reifeprifung in Mathematik

Gleichungen und Gleichungssystemen, zur grafischen Darstellung von Funktionen,
zur Integration, zur Ermittlung von Ableitungs- und Stammfunktionen und zur

Unterstutzung bei stochastischen Verfahren. (vgl. Prufungsordnung AHS i.d.g.F.)

Der Einsatz technischer Hilfsmittel unterstutzt das Konzept der Reifeprifung mit dem
Ziel, Reflexionswissen zu fordern. In der heutigen Gesellschaft mit dem aktuellen
Stand der Technik ist es nicht mehr notwendig, aufwandige Rechenoperationen
mechanisch durchzufihren. Wie im Kapitel 3.1 erlautert wird, steht mittlerweile das
Verstehen und Kommunizieren im Mittelpunkt. Die Technik bernimmt langwierige, oft
fehleranfallige Losungsprozesse und ermoglicht einen Fokus auf die wesentlichen
Aspekte der Aufgabenstellungen, bei denen haufig argumentiert und interpretiert
werden muss. (vgl. BIFIE 2013a)

3.6.Beurteilung der Reifeprifung in Mathematik

Das Beurteilungsschema der Mathematikklausur basiert auf den Beurteilungsstufen
der geltenden Leistungsbeurteilungsverordnung (LBVO §14 i.d.g.F.) und wurde an die
Gegebenheiten der Reifeprufung angepasst. So sind unter den Teil 1-Aufgaben,
welche ausschliel3lich Grundkompetenzen Uberprifen, die ,wesentliche Bereiche® des
Erforderten zu verstehen. Auch die Aufgaben im Teil 2, die nur eine einzelne
Grundkompetenz behandeln, gehdren zu diesem grundlegenden Bereich und werden
Ausgleichspunkte genannt. Dahingegen wird mit der Anwendung und Vernetzung von
Grundkompetenzen im Teil 2 das ,weit Uber das Wesentliche Hinausgehende® gepruft.
(vgl. BIFIE 2013a)

Um mit einem ,Genugend” benotet zu werden, mussen laut LBVO die Anforderungen
der Aufgaben ,in den wesentlichen Bereichen Uberwiegend erfullt werden. Demnach
mussen die Kandidatinnen und Kandidaten den Uberwiegenden Anteil der Aufgaben
im Teil 1 beziehungsweise der Ausgleichspunkte richtig I6sen, um die Reifeprufung zu
bestehen.

Fur ein ,Befriedigend” mussen die ,wesentlichen Bereiche zur Ganze erfullt* sein. Also
sollten alle Aufgaben im Teil 1 richtig gelost werden. Fehlende Punkte konnen durch

die ausgewiesenen Ausgleichspunkte aus dem Teil 2 erganzt werden.

Ein ,,Gut® kann nur erreicht werden, wenn ein daruber ,hinausgehendes Ausmafy® der

Aufgaben aus Teil 1 und Teil 2 geldst werden konnte.
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Nur wenn Uber die Anforderungen ,weit hinausgehende® Leistungen erbracht werden,
also fast alle Aufgaben richtig gelost werden, wird die Klausurarbeit mit einem ,Sehr
gut® benotet. (vgl. BIFIE 2015)

In Abbildung 11 wird das Bewertungsmodell der Reifeprufung in Mathematik

veranschaulicht.

SchlieBlich soll auch noch Kritik an diesem Beurteilungsschema ausgesprochen
werden: Durch dieses System verlieren fur viele Kandidatinnen und Kandidaten die
Teil 2-Aufgaben an Bedeutung. Denn theoretisch kann sogar ein ,Befriedigend”
erreicht werden, ohne eine einzige Teil 2-Aufgabe geldst zu haben. Umgekehrt kann
auch die volle Punktezahl im Teil 2 kein ,Nicht Genugend® verhindern, wenn im Teil 1
nicht ausreichend Punkte erzielt wurden. Die Gewichtung der einzelnen
Aufgabenstellungen und die Auswahl der Ausgleichspunkte ist fur viele Schulerinnen
und Schuler schwer nachvollziehbar und wird besonders in den Medien stark kritisiert.
(z.B. Neuhauser 2017)
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Eine neue Aufgabenkultur

lll. Eine neue Aufgabenkultur

In den vergangenen Jahren ruckte der Mathematikunterricht und dessen (Miss-)
Erfolge in Osterreich wieder stérker in den Fokus der Offentlichkeit (z.B. Neuhauser
2017). Ausgelost wurde diese neue Aufmerksamkeit nicht nur durch das malige
Abschneiden deutschsprachiger Schulerinnen und Schiler bei internationalen
Vergleichsstudien wie PISA und TIMSS, sondern auch durch die teilweise
ernuchternden Ergebnisse der Osterreichischen Bildungsstandards und der

standardisierten, kompetenzorientierten Reifeprufung.

Beispielsweise sind seit Einfuhrung der neuen Reifeprufung die meisten ,Nicht
genugend” auf die Klausurarbeiten in Mathematik vergeben worden. Beim
Haupttermin 2016/17 in AHS wurden 11,8% aller Klausurarbeiten negativ beurteilt. Im
Vergleich dazu waren es in Englisch 7,4% und in Deutsch nur 4,6%. Obwohl diese
Werte bereits niedriger sind als jene aus den Vorjahren, sind sie noch nicht
zufriedenstellend. (vgl. BMB 2017b)

Im Zuge dieser Unzufriedenheit wachst das Interesse der Offentlichkeit an einem
Wandel des Mathematikunterrichts. Mathematikdidaktiker liefern dafur vielfaltige
Vorschlage, wie erfolgreicher Unterricht aussehen kann. Im Fokus solcher
fachdidaktischen und bildungstheoretischen Anregungen stehen meist die Begriffe
~,Kompetenzorientierung®, Anwendungsorientierung®, ,vernetzung" und

,Problemlosen®.
Ableitinger (2011) schreibt beispielsweise:

LEin Ziel des Mathematikunterrichts muss aber das Erlangen der
Fahigkeit sein, mit den gelernten Inhalten flexibel umzugehen,
passende Ldsungsstrategien zu unterschiedlichen Aufgabentypen
auszuwéhlen und Zusammenhénge zwischen Themengebieten zu

erkennen und zu nutzen.”

Wie bereits im Kapitel 1.2 ,Bildungstheoretische Grundlagen der Reifeprufung"
thematisiert, wird bei der neuen Reifeprufung kein reines Grundwissen abgepruft. Die
Reifeprifung setzt viel eher die Fahigkeit voraus, fundamentale Kompetenzen in
verschiedenartigen Kontexten anzuwenden und zu vernetzen. Dafur bedarf es aber

neuer Aufgabenformate, die derartige Fertigkeiten fordern und fordern.
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Auf den folgenden Seiten wird zuerst das Konzept des vernetzenden
Mathematikunterrichts naher erlautert. Anschlieend soll das Konzept
realitatsbezogener Aufgaben naher beleuchtet werden, zu denen auch die Teil 2-
Aufgaben der Klausurarbeit in Mathematik zahlen, welche ebendieses Vernetzen und
Anwenden von Grundkompetenzen verlangen. Im Zuge dessen werden neben
Losungsstrategien auch Schwierigkeiten von Schulerinnen und Schuler bei der
Bearbeitung solcher Aufgabenstellungen diskutiert. SchlieBlich werden Ideen zur
Forderung dieser Fertigkeiten im Unterricht behandelt.

1. Vernetzender Mathematikunterricht

In seinen ,Studien zur Bildungstheorie und Didaktik® hebt Klafki (1985) vier
fundamentale Einstellungen und Fahigkeiten hervor, die fur eine zeitgemalie,
umfassende Allgemeinbildung notwendig sind: Kritikbereitschaft und -fahigkeit,
Argumentationsbereitschaft und -fahigkeit, Empathie und vernetzendes Denken.

Letzteres erachtet Klafki (1985) in der heutigen vielfaltigen Gesellschaft mit ihren
dynamischen Wirkungszusammenhangen als besonders wichtig. Alles sei mit allem
verknupft. Das erfordere ein Verstandnis der haufig weitreichenden Auswirkungen
einzelner Entscheidungen. Deshalb seien die Unterrichtsweisen, in denen jegliche
Themengebiete separat voneinander behandelt werden, veraltet und Uberholt. Aber
diese vier Fahigkeiten konnen nicht isoliert gelehrt werden, sondern mussen in
Verbindung mit fachlichen Inhalten vermittelt werden. Schilerinnen und Schulern solle
damit ermdglicht werden, die einzelnen Wissensbausteine miteinander verknupfen

und hinterfragen zu knnen.

Wenn von ,Vernetzung“ gesprochen wird, muss die Zweideutigkeit dieses Begriffs
bericksichtigt werden. Einerseits kann es sich um den Prozess des Vernetzens,
andererseits um das resultierende Produkt handeln. Wahrend das Produkt einen
Zustand beschreibt, bei dem Verbindungen zwischen Themen, Ideen und Begriffen,
aber auch Beispielen und Kontexten hergestellt wurden, stellt der Prozess das
Erkennen, Entdecken und Konstruieren dieser Zusammenhange dar. (vgl. Hirscher
2010)

Ein ,schuleraktives Zusammenhangsdenken® kann im logischen, wie auch im
emotionalen Kontext stattfinden. Folglich kommt es zu vielen, individuellen
Verbindungen von Kenntnissen und Fahigkeiten in den Kopfen der Schulerinnen und
Schuler. Dabei werden ihre Netze standig erweitert und ausgebaut. Wird individuelle
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Vernetzung in beiderlei Sinne als Unterrichtsziel verfolgt, kann von ,vernetzendem

Unterricht® gesprochen werden. (vgl. Hirscher 2010)

Gerade im Mathematikunterricht sind Vernetzungen essenziell, da die Mathematik
allein schon ein in sich vernetztes System darstellt. Schritt fur Schritt baut sie sich auf
einem Satz von Axiomen auf und jeder weitere Satz muss mit Hilfe von bereits
Bekanntem bewiesen werden. In diese ,deduktiv geordnete Welt® mussen die
Jugendlichen erst hineinwachsen. Dabei ist es forderlich, wenn sie nicht vor vollendete
Tatsachen gestellt werden, sondern selbst die Zusammenhange entdecken und
begreifen durfen. (vgl. Ableitinger 2011)

Dafur braucht es eine Lehrperson, die den Schuilerinnen und Schulern eine geeignete
Lernumgebung bietet. Der Unterricht bend6tigt einen roten Faden und klare Ziele. Bei
grol3eren Unterrichtszielen helfen kleinere, schneller erreichbare Meilensteine, um den
Fokus nicht zu verlieren. Wahrend des Prozesses hilft es, die Vernetzungen erst in
kleineren Welten aufzubauen und erst in der Reflexionsphase weiterreichende
Verbindungen herzustellen. Ziel ist es auch, die Vernetzungen moglichst dicht
aufzubauen. Ein Begriff sollte also auf vielfaltige Art und Weise mit anderen Inhalten
und Kontexten verknupft werden. So kann ein stabiles, mathematisches Netzwerk
aufgebaut werden. (vgl. Hirscher 2010)

Im Mathematikunterricht konnen unterschiedliche Arten des Vernetzens beobachtet
werden. Grob kann man zwischen innermathematischen Zusammenhangen und
Verknupfungen von innermathematischen mit aullermathematischen Inhalten

unterscheiden. (vgl. Brinkmann et al. 2011)

Brinkmann (2007) unterteilt die innermathematische Vernetzung noch einmal in eine
fachsystematische und eine anwendungsbezogene. Unter ersterer versteht man die
Strukturierung und Kategorisierung mathematischer Inhalte. Gemeint ist zum Beispiel
die Verbindung: ,Das Addieren ist eine Operation aus dem Bereich der Arithmetik.“ Es
werden also Ordnungsrelationen zwischen mathematischen Inhalten hergestellt, wie

sie unter anderem auch im Inhaltsverzeichnis von Schulbiichern zu finden sind.

Dagegen handelt es sich bei der anwendungsbezogenen Vernetzung um die
Anwendung mathematischer Inhalte zur Bearbeitung von Aufgaben. Dabei werden
beispielsweise Modelle, Theoreme oder Ablaufe miteinander verknupft, um der

Losung eines Problems naherzukommen. (vgl. Brinkmann et al. 2011)
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Das Vernetzen von innermathematischen mit nichtmathematischen Objekten kann in
vielerlei Hinsicht erfolgen. Allen voran geht hier die realitatsbezogene Anwendung von
mathematischen Inhalten. Dabei werden Probleme aus der Realitat in mathematische
Modelle Ubersetzt, damit sie gelost werden konnen. AnschlieBend wird mit
innermathematischen Zusammenhangen gearbeitet, bis ein Ergebnis auf der
Modellebene vorliegt. Durch das Validieren und Interpretieren dieses Resultats wird

es wieder in einen aulermathematischen Kontext ubersetzt. (vgl. Blum 1985)

Des Weiteren konnen Verknupfungen von inner- mit auBermathematischen Objekten
fur lernpsychologische Prozesse genutzt werden. Bei der sogenannten
,mnemotechnischen Vernetzung“ werden mathematische Inhalte mit Merkhilfen wie
zum Beispiel Eselsbricken oder Merksatzen verbunden. Lerninhalte werden mit
Kontexten und Emotionen verknUpft und beeinflussen damit das Speichern dieser
Materie. Beim Erlernen neuer Informationen werden diese in das bestehende Netz
eingeordnet. Altes, ahnliches Wissen wird erweitert, abgeandert oder sogar ersetzt. In
diesem Zusammenhang spricht man von ,vertikaler Vernetzung®“. (vgl. Brinkmann
2002)

In den vergangenen Jahren ist das Ansehen des vernetzenden Mathematikunterrichts
gewachsen. Auch in Schulbtchern sind mittlerweile vermehrt vernetzende Elemente
vorzufinden, wie zum Beispiel alltagsbezogene Einleitungen, Zusammenfassungen
am Kapitelende, kapitelibergreifende Aufgaben oder anwendungsbezogene
Aufgaben, die unterschiedliche Kompetenzen verlangen. (vgl. Brinkmann et al. 2008)

2. Realitatsbezogene Aufgaben

Seit Uber viertausend Jahren beschaftigen sich Mathematikerinnen und Mathematiker
mit realitatsbezogenen Aufgaben. Dass diese mit so unterschiedlichen Namen wie
Textaufgaben, Sachaufgaben, Problemaufgaben oder Denkaufgaben bezeichnet
werden, deutet bereits auf ihre Diversitat hin. Dementsprechend vielfaltig sind die

Definitionen und Auslegungen dieses Aufgabentyps:

Lave (1992) beschreibt sie zum Beispiel als Fragen zu einer Realsituation, die von der
Problemldserin oder dem Problemldser mittels mathematischer Operationen unter
Einsatz numerischer Informationen beantwortet werden muissen. Wahrenddessen
charakterisiert sie Vorholter (2009) als offene, aber I0sbare authentische
Aufgabenstellungen, die einen bestimmten Teil der Realitat beleuchten.
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Obwohl sie im alltaglichen Mathematikunterricht und bei standardisierten Tests sehr
prasent sind, bereiten diese Aufgaben vielen Schilerinnen und Schulern
Schwierigkeiten: Im Vergleich zu rein numerischen Aufgaben werden verwandte
Textaufgaben um bis zu drei’ig Prozent weniger wahrscheinlich gel6st. (vgl. Carpenter
et. al, 1980) Dies konnte unter anderem an dem grof3en Umfang an Fahigkeiten liegen,
die zur erfolgreichen Aufgabenbearbeitung notwendig sind. Dazu zahlen nach Lorenz
(1998) neben einem ausgebildeten Zahlenverstandnis und dem Beherrschen von
Rechenoperationen, ein flexibler Umgang mit Grolen und MalRen und das Erfassen
von Zahlenbeziehungen wie auch eine gewisse Abstraktionsbereitschaft und ein
reflektierendes Anwenden von Allgemeinbildung. Zusatzlich ist auch eine ausgepragte

Lesekompetenz unverzichtbar, um Textaufgaben erfolgreich I6sen zu konnen.

Weil es sich eben um einen so vielseitigen und umfangreichen Aufgabentyp handelt,
setzt sich die Mathematikdidaktik auch heute noch intensiv mit derartigen Aufgaben
auseinander. In den folgenden Teilen wird versucht, realitatsbezogene Aufgaben zu
kategorisieren und ihr Potential zu diskutieren. Anschlieliend werden mogliche
Schwierigkeiten beleuchtet, die bei der Aufgabenbearbeitung auftreten kdnnen.

2.1.Kategorisierung realitatsbezogener Aufgaben

In der Literatur wird weitgehend zwischen drei grundlegenden Typen
realitatsbezogener Aufgaben unterschieden: eingekleidete Aufgaben, Textaufgaben
und Sachaufgaben. (vgl. Greefrath et al. 2013, Schneeberger 2009, Jordan 2011) Fur
die Kategorisierung wird die Rolle des Sachkontextes zur Losung der Aufgabe in
Betracht gezogen:

Eingekleidete Aufgaben haben keinen wirklichen Realitatsbezug. Ihr Sachkontext ist
an sich belanglos und beliebig austauschbar. Im Fokus dieser Aufgaben steht das
Anwenden und Festigen mathematischer Verfahren und Begriffe. Dabei signalisieren
Schlusselworter das erforderte Rechenverfahren, ohne dass uber den Kontext
nachgedacht werden muss. Beispielsweise erfordert das Wort ,weniger® meistens eine
Subtraktion. Demnach geht es nicht um das Loésen eines realen Problems, sondern
um das Stabilisieren formaler Mathematik anhand konkret fassbarer Beispiele. (vgl.
Schneeberger 2009)

Obwohl bei Textaufgaben der sachliche Kontext wichtiger ist als bei eingekleideten
Aufgaben, wirken die Realbezuge oft noch immer kinstlich. Das liegt daran, dass die
Realitat haufig stark vereinfacht wird, damit eindeutige Angaben mit eindeutigen
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Losungen konstruiert werden kdnnen. Beim Bearbeiten der Aufgabe wird verlangt, die
Informationen aus dem Text in mathematische Formulierungen zu Ubersetzen. Zum
Abschluss sollen die mathematischen Ergebnisse fur den jeweiligen Sachkontext
interpretiert und die ursprungliche Fragestellung beantwortet werden. Im Vordergrund
steht die Forderung mathematischer Fahigkeiten und kein reflektierendes Nachdenken
Uber die Realsituation. (vgl. Greefrath 2009)

Wahrend bei Textaufgaben der Sachkontext zum Veranschaulichen mathematischer
Inhalte verwendet wird, steht die Auseinandersetzung mit Realsituationen bei
Sachaufgaben im Vordergrund. Hier werden Situationen des taglichen Lebens oder
aus der weiteren Umwelt bearbeitet, genauso wie facherubergreifende und auch rein
mathematische Themen. In der Aufgabe werden authentische Fragen zu realen Daten
gestellt. Haufig sind die Angaben unter- oder Uberbestimmt. Es missen also erst die
relevanten Informationen eingeholt werden, bevor weiter vorgegangen wird. Die oft
offenen  Aufgabenstellungen der verschiedene

Sachaufgaben ermdglichen

Rechenwege und individuelle Losungen fur komplexe Probleme. Neben der
UmwelterschlieBung durch mathematische Verfahren ist auch der Erwerb einer

mathematischen Modellierungskompetenz Ziel solcher Aufgaben. (vgl. Jordan 2011)

Tabelle 2 fasst die Charakteristika dieser drei Aufgabentypen nochmals zusammen:

Eingekleidete Aufgabe | Textaufgabe Sachaufgabe
Schwerpunkt | rechnerisch mathematisch sachbezogen
Ziel Anwendung und Ubung Forderung Umwelterschlielung
iche 2.2 von Rechenfertigkeiten mathematischer mit Hilfe von
(siehe 2.2.) Fahigkeiten Mathematik
Darstellung in einfache in (komplexere) reale Daten und Fakten
Sachsituationen Sachsituationen bzw. offene Angaben
eingekleidet eingekleidet
Kontext kein wirklicher kein wirklicher echter Realitatsbezug
Realitatsbezug Realitatsbezug
Tatigkeiten Rechnen Ubersetzen, Recherchieren,
Rechnen, Vereinfachen,
Interpretieren Mathematisieren,
Rechnen,
Interpretieren,
Validieren
Tabelle 2 - Aufgabentypen (vgl. Greefrath et al. 2013)
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AuRBerdem konnen Aufgaben auch nach ihrem Schwierigkeitsgrad kategorisiert
werden. Ob es sich um eine ,leichte® oder eine ,schwierige“ Aufgabe handelt, kann
dabei aber nicht allgemein abgegrenzt werden. Der Schwierigkeitsgrad ist von vielen
verschiedenen Merkmalen und besonders auch individuell von den Lernenden und
dem vorangegangenen Unterricht abhangig. Demnach sollte beim Stellen einer
Aufgabe stets die Ausgangslage der Schulerinnen und Schuler bertcksichtigt werden.

Sonst kann eine Aufgabe schnell unter- oder Uberfordernd sein. (vgl. BIFIE 2013c)

Bruder und Collet (2011) teilen unterschiedliche Merkmale des Anforderungsniveaus
einer Aufgabe vier Parametern zu: Formalisierungsgrad, Komplexitatsgrad,
Bekanntheitsgrad und Ausfuhrungsgrad. Mit dem Formalisierungsgrad wird der
Aufwand erfasst, die Aufgabenstellung zu verstehen und gegebenenfalls in die
mathematische Sprache zu uUbersetzen. Der Komplexitatsgrad berucksichtigt die
kognitiven Anforderungen fur die Losung der Aufgabe. Beispielsweise wird
abgeschatzt, ob und wie sehr vernetzt werden muss oder wie viele Schritte zur Losung
notwendig sind. Der Bekanntheitsgrad ist abhangig von der Aufgabenbearbeiterin bzw.
dem Aufgabenbearbeiter und dem vorangegangenen Unterricht. Wurden vorher
bereits ahnliche Aufgaben geldst, kdonnen auch sehr komplexe Probleme routinemallig
gelost werden. Auch die Intensivitat, mit der die erforderlichen Kompetenzen eingeubt
wurden und wie lange das letzte Uben zurlickliegt, spielen hier eine wichtige Rolle.
SchlieBlich bezieht sich der Ausfuhrungsaufwand auf den Rechenaufwand und damit
auch auf das Fehlerpotential einer Aufgabe. Letzteres wird mittlerweile stark durch die
aktuelle Technologie verringert.

Betrachtet man den Teil 2 der schriftlichen Reifeprifung in Mathematik, so kann man
die darin gestellten Aufgaben grof3tenteils als Textaufgaben beschreiben. Sie werden
haufig in komplexere Kontexte gesteckt und haben hauptséchlich das Ubersetzen,
Berechnen und Interpretieren zum Ziel. Zusatzlich wird auch regelmafig die Fahigkeit
des Begrindens und mathematischen Argumentierens verlangt. Die Aufgaben lassen
sich ebenfalls nach diesen vier Parametern charakterisieren. Hier sei jedoch
vorangestellt, dass die Aufgaben sehr unterschiedlich aufgebaut sind und sich keine
allgemeingultige Kategorisierung aufstellen lasst.

In Hinblick auf den Formalisierungsgrad kann beobachtet werden, dass die meisten
Aufgaben einen kontextbezogenen Einleitungstext haben. Oft handelt es sich um

uberbestimmte Aufgaben, bei denen erst die relevanten Informationen erkannt werden
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mussen. Der Mathematisierungsaufwand variiert dabei von Aufgabe zu Aufgabe.
Betrachtet man die bereits vorgestellten Teil 2-Aufgaben (siehe 11.3.4.2 und 11.3.4.3),
so lassen sich die starken Unterschiede in dieser Hinsicht gut erkennen. Wahrend die
Aufgabe 11.3.4.2 ,Quadratische Gleichungen und ihre Losungen® rein
innermathematischen Kontext hat und die Angabe groflitenteils bereits in die
mathematische Sprache Ubersetzt wurde, missen aus der Aufgabe 11.3.4.3 ,Design-
Center Linz" erst die wichtigen Informationen aus dem Text herausgefiltert und die
mathematischen Zusammenhange gefunden werden. Hier muss zum Beispiel bei der
Teilaufgabe 11.3.4.3(b) erst das passende Modell ausgewahlt werden, um Uberhaupt

eine Formel aufstellen zu kdnnen.

Der Komplexitatsgrad von Teil 2-Aufgaben hat eine noch viel groRere Spannweite.
Wahrend bei Ausgleichspunkten nur eine einzelne Kompetenz abgepruft wird, missen
die Kandidatinnen und Kandidaten fur andere Punkte vernetzendes Reflexionswissen
anwenden. Auch die Anzahl der auszufihrenden Schritte im Losungsprozess ist sehr
unterschiedlich, obwohl jede Teilaufgabe nur je zwei Punkte wert ist. So sind
beispielsweise bei Teilaufgabe 11.3.4.2(a) mehrere Teilschritte notwendig, um zur
Losung zu kommen. Dahingegen ist Teilaufgabe 11.3.4.2(c) mit Technologie relativ
rasch |osbar. Bei dieser Aufgabe ist generell ein ganzheitlich vernetzendes Denken
grundlegend, womit viele, teils umstandliche Rechenschritte erspart werden kdnnen.
Wahrenddessen sind bei den Teilaufgaben von 11.3.4.3 hauptsachlich einzelne
Grundkompetenzen gefragt, die in wenigen Schritten angewendet werden kdnnen.

Wie bereits erwahnt, hangt der Bekanntheitsgrad stark von den Kompetenzen,
Aufgaben und Kontexten, die im Unterricht behandelt wurden, ab. Besonders
vorteilhaft ist hier ein umfangreiches Allgemeinwissen, womit die Aufgabenkontexte
nachvollziehbarer werden. Demnach konnte sich eine Kandidatin beziehungsweise ein
Kandidat, die oder der das Design-Center Linz bereits kennt, bei Aufgabe 11.3.4.3
moglicherweise mehr unter der speziellen Gebaudeform vorstellen. Das Foto in der
Angabe sollte diesen Vorteil aber relativieren. Auch die eher spezifische reziproke
quadratische Gleichung in Teilaufgabe 11.3.4.2.(a) konnte vielen unbekannt sein. Doch
auch hier wird kein weiteres Detailwissen vorausgesetzt, um die Aufgabe erfolgreich
zu bearbeiten. Neben den Kontexten der Aufgaben, deren Bekanntheitsgrad stark
varileren kann, tragt auch die Vertrautheit und das routinierte Arbeiten mit den
gefragten Kompetenzen beachtlich zum Loésungserfolg bei. Obwohl der
Bekanntheitsgrad individuell stark abweicht, kann vorausgesetzt werden, dass die bei
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den beiden besprochenen Aufgaben verlangten Kompetenzen im Laufe des
Oberstufenunterrichts relativ gut gefestigt werden. Zum Beispiel sollten quadratische
Gleichungen und Funktionen bereits ab der funften Klasse immer wieder thematisiert
werden. Fur Aufgabe 11.3.4.2 ist es besonders vorteilhaft, wenn im Unterricht das
mathematische Argumentieren und Begrinden regelmallig trainiert wurde, da drei von
sechs Punkten fur korrekte Begrundungen gegeben werden. Eine Ausnahme
bezuglich Bekanntheitsgrad bildet der zweite Punkt von Teilaufgabe 11.3.4.3(b), bei
dem das geometrische Mittel gesucht wird. Nachdem dieses weder dezidiert im
Lehrplan steht, noch in der Formelsammlung (vgl. BMB 2016b) zu finden ist, kann
davon ausgegangen werden, dass eher wenig Schuilerinnen und Schuler mit diesem
Mittelwert vertraut sind. Darum ist zu erwarten, dass dieser Punkt nicht so leicht

erreicht wird wie andere Punkte.

Dadurch, dass bei der Reifeprufung verstarkt auf Technologieeinsatz gesetzt wird,
nimmt der Ausfuhrungsaufwand erheblich ab. SchlieRlich soll die Reifeprufung keine
unreflektierten Algorithmen abpriafen, sondern vernetzte und angewandte
Kompetenzen. So ist auch bei den beiden diskutierten Aufgaben der Ausfuhrungsgrad
durchwegs geringer, wenn die Technologie gekonnt eingesetzt wird. Beispielsweise
vermeidet man dadurch bei Teilaufgabe 11.3.4.2(c) das fehleranfallige Berechnen eines
bestimmten Integrals. Doch die technischen Hilfsmittel ersparen den Kandidatinnen
und Kandidaten nicht alle Ausfuhrungsschritte. Insbesondere Aufgabe 11.3.4.2 kann

sehr arbeitsaufwandig sein, wenn nicht gekonnt vernetzt wird.

Im Allgemeinen lasst sich demnach beobachten, dass Teil 2-Aufgaben ausgesprochen
heterogen bezuglich ihres Anforderungsniveaus sind. Die einzelnen Punkte sind dabei

unterschiedlich aufwandig zu erreichen.

2.2.Potentiale realitatsbezogener Aufgaben

Die Funktionen und Ziele realitatsbezogener Aufgaben variieren entsprechend ihrer
Komplexitat. Je nachdem wie authentisch und anwendungsbezogen die Aufgabe ist,
werden bestehende Wissensstrukturen aktiviert, umstrukturiert und erweitert. Durch
das Ausfuhren und Anwenden von Mathematik entstehen entdeckende und
vernetzende Lernprozesse. (vgl. Siller 2013) Mittels des Realitatsbezuges kann an
Erfahrungen der Lernenden angeknupft werden. Die Aufgaben veranschaulichen und
verdeutlichen mathematische Prozesse und Zusammenhange. Dadurch kann ein

umfassendes und langfristiges Verstandnis erzielt werden. (vgl. Vorholter 2009)
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Dabei wird nicht nur Fachwissen angestrebt, sondern auch Allgemeinbildung und
damit auch Emanzipation. Denn erst durch Anwendung und kritische Reflexion ihres
Wissens konnen die Schulerinnen und Schuler als mundige Burgerinnen und Burger
handeln. Die Aufgaben sollen zum Verstehen ihrer Umwelt befahigen. (vgl.
Schneeberger 2009)

Gleichzeitig werden die Jugendlichen durch derartige Aufgaben im Probleml6sen
trainiert. Die hier erworbenen Fertigkeiten helfen ihnen jedoch nicht nur beim
Bearbeiten mathematischer Aufgaben, sondern auch im Alltag. Sie lernen, Problemen
strukturiert und systematisch zu begegnen. Es wird trainiert, die Realitat zu
beobachten und kritisch zu hinterfragen. (vgl. Greefrath et al. 2013)

Ein weiteres Potential der realitatsbezogenen Anwendung von mathematischem
Wissen ist die Moglichkeit, dem Mathematikunterricht Sinn zu geben. Bei
angemessenem Einsatz der Aufgaben erkennen Schulerinnen und Schuler, dass
Mathematik auch aufierhalb der Schule nutzlich sein kann. So kann eine intrinsische
Motivation zum mathematischen Denken und Handeln angeregt werden. (vgl.
Verschaffel 2000)

Jedoch erflllen realitdtsbezogene Aufgaben nicht automatisch all diese Funktionen.
Handelt es sich beispielsweise nur um eingekleidete Aufgaben, findet im Allgemeinen
kaum eine bis gar keine Reflexion statt. Die Lernenden konzentrieren sich auf
Signalworter im Text, die gewisse Algorithmen auslésen. Dabei werden kritisches
Denken und ProblemLosungsstrategienn nahezu ganzlich ignoriert. Versucht man
aber die Aufgaben sehr nahe an der Realitat zu gestalten, sind sie schnell zu komplex

und fur viele Schilerinnen und Schuler demotivierend. (vgl. Schneeberger 2009)

Daher ist es wichtig, eine Balance zu finden, die an die Kompetenzen der Lernenden
angepasst ist. In dieser Hinsicht konnen differenzierende Aufgabenstellungen
forderlich sein: Einerseits braucht es simplere Aufgaben zum Uben und Festigen des
Gelernten und andererseits komplexere Probleme, die zum Hinterfragen und
Reflektieren anregen sollen. (vgl. Humenberger 2013)

2.3.Schwierigkeiten bei der Aufgabenbearbeitung

Die Schwierigkeiten, denen Schulerinnen und Schuler beim Arbeiten mit
realitatsbezogenen Aufgaben begegnen, sind vielseitig. In Bezug auf diese

Aufgabenart beschreiben Newell und Simon (1972) Schwierigkeiten als Hurden,

37



Eine neue Aufgabenkultur

welche die Losungsfindung erschweren. Diese Barrieren konnen in jeder Phase des

Losungsprozesses angetroffen werden.

Bereits am Anfang treten haufig Schwierigkeiten auf, namlich in Verbindung mit der
Lesekompetenz. Um Uberhaupt die Aufgabenstellung verstehen zu konnen, muss erst
einmal der Text begriffen werden. Dies stellt fur viele Jugendliche ein Problem dar.
Aufgrund von Sprachbarrieren, aber auch wegen der Komplexitdt und der Lange
mancher Einleitungen kdnnen sie aus dem Text nicht die relevanten Informationen und

Zusammenhange erfassen. (vgl. Jordan 2011)

Auch in den nachsten Schritten, dem Ubersetzen der Angabe in mathematische
Begriffe und Beziehungen und dem Auswahlen eines Losungsweges, kommt es zu
Problemen. Haufig achten die Schulerinnen und Schuler beim Mathematisieren nur
auf Schlussel- und Signalworter, die ein bestimmtes Rechenverfahren verlangen, und
arbeiten schlielBlich auf einer hauptsachlich syntaktischen Ebene. Dabei wird
Angemessenheit des verwendeten Rechenschemas kaum hinterfragt. Im Zuge eines
traditionellen Mathematikunterrichts wurde vielen Jugendlichen eingepragt, dass es
immer nur einen einzigen ,richtigen“ Losungsweg und nur eine einzige ,richtige”
Losung gibt. Diese Haltung lasst kritisches und reflektierendes Nachdenken

uberflussig erscheinen. (vgl. Schneeberger 2009)

Bei technischen Probleme mit der ausgewahlten Mathematik handelt es sich um
kognitive Schwierigkeiten, die auch bei anderen, rein mathematischen, Aufgaben zu
beobachten sind. Jedoch treten diese Probleme bei kontextbezogenen Aufgaben
haufiger auf. Schukajlow (2011) stellt die Vermutung auf, dass, wahrend der Fokus bei
rein innermathematischen Aufgaben ausschlieRlich auf dem richtigen Ausfuhren von
Rechenoperationen liegt, die Schulerinnen und Schuler bei realitatsbezogenen
Aufgaben viele kognitive und metakognitive Kompetenzen gleichzeitig abrufen
mussen. Dadurch werden sie von den Rechenverfahren abgelenkt und machen

etwaige Fehler, die bei einem starkeren Fokus nicht passiert waren.

SchlieBlich bereiten am Ende des Losungsprozesses die Validierung und besonders
Interpretation des mathematischen Ergebnisses vielen Schulerinnen und Schuilern
Schwierigkeiten. Die Angemessenheit der Losung wird selten hinterfragt. Den meisten
genugt es, dass sie irgendein Ergebnis am Ende stehen haben. Der wichtige Schritt,

das mathematische Ergebnis wieder zurlck in die Realitdt zu Ubersetzen, wird oft

38



Strategien zum Problemldsen

ausgelassen. Damit verlieren die Aufgaben aber ihren urspringlichen Sinn, ein

Problem aus der Realitat zu I16sen. (vgl. Bruder & Collet 2011)

Die konkret bei Teil 2-Aufgaben auftretenden Schwierigkeiten werden in Kapitel IV
,<Qualitative Untersuchung®“ beschrieben und analysiert.

3. Strategien zum Problemlosen

Im Mathematikunterricht wird ein Problem als eine subjektiv schwierige
Anforderungssituation gesehen. Weil diese ungewohnt und nicht spontan bewaltigbar
scheint, mussen die Lernenden erst einen fur sie neuen Losungsweg finden. (vgl.
Bruder & Collet 2011) Der Losungsprozess bedarf unterschiedlicher Methoden und
Techniken, die von den Schulerinnen und Schulern erst trainiert werden mussen. Der
Weg vom Anfangs- zum Endzustand kann dafur in einzelne Teilprozesse gegliedert
werden. Um einen langfristigen und bewussten Umgang mit diesen kognitiven und
metakognitiven ~ Kompetenzen zu erreichen, sollten die Schritte im
Mathematikunterricht auch separat voneinander gezielt trainiert werden. (vgl.
Greefrath 2013) Ein allgemeines Modell des Problemloseprozesses hat Polya (1949)
aufgestellt. Die vier Phasen, die nach ihm wahrend der Aufgabenbearbeitung

durchlaufen werden mussen, werden im Abschnitt 3.1 erlautert.

Zum erfolgreichen LoOsen realitatsbezogener Aufgaben ist rein fachspezifisches
Wissen nicht ausreichend. Selbstverstandlich mussen die Lernenden uber einen
facettenreichen, vernetzten Wissensgrundstock verfugen, um die Aufgabe zu
verstehen und die Anforderungen zu strukturieren. Gleichzeitig brauchen sie aber auch
moglichst vielfaltige Strategien, um dem Ergebnis naherzukommen. (vgl. Heinze &
Ufer 2013)

Im Bereich des Problemldsens unterscheidet man meist zwischen zwei verschiedenen
Strategiearten. Zum einen helfen Algorithmen, die bei einfachen Aufgaben immer zu
einer Losung fuhren, wenn die klar definierten Rechenvorgange richtig ausgefuhrt
werden. Zum anderen sind haufig Heuristiken notwendig, wenn es fur die Aufgabe
keinen eindeutigen Algorithmus gibt. Dabei handelt es sich um Faustregeln, die
vielseitig anwendbar sind, dafur aber nicht immer zu einem Erfolg fuhren. (vgl.

Schukajlow 2011) Im Abschnitt 3.2 wird das Konzept der Heuristik vorgestellt.
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3.1.Vier-Phasen-Modell nach Pdélya

Das Losen mathematischer Probleme wurde bereits von vielen Mathematikdidaktikern
und -didaktikerinnen untersucht und modelliert (u.a. von Dewey 2001, Reusser 1988,
Bruder & Collet 2011). Eine Grundlage vieler didaktischen Uberlegungen bildet das
Werk ,Schule des Denkens® (Polya 1949). Pdlya teilt den Problemloseprozess in vier
grundlegende Phasen ein, die bei jeder Problemldsung durchlaufen werden sollen:

1. Verstehen der Aufgabe:
Die Schilerinnen und Schuler sollen mit der Aufgabe vertraut werden. Sie
sollen erkennen, was gegeben und was gesucht ist. Oft kann eine
Veranschaulichung der Bedingungen wie zum Beispiel in einer Skizze behilflich
sein.

2. Ausdenken eines Plans:
In diesem Schritt wird eine nutzliche Idee bendtigt. Zusammenhange zwischen
Bekanntem und Unbekanntem werden gesucht. Es kann helfen, auf bereits
bekannte Strategien zurickzugreifen und sich an bereits geldste ahnliche
Aufgaben zu erinnern. Die Strategien, die dort zielfUhrend waren, kdnnen auch
hier nutzen. Beim Konkretisieren des Plans konnen einzelne Meilensteine
gesetzt werden, welche die Aufgabenbearbeitung Ubersichtlicher gestalten.

3. Ausfuhren des Plans:
AnschlieBend wird der Plan durchgefuhrt. Wichtig ist dabei, dass schon
wahrend des Ausfuhrens jeder Schritt kontrolliert und reflektiert wird. So konnen
Fehler frihzeitig erkannt und vermieden werden.

4. Ruckschau:
SchlieBlich muss das Endergebnis kontrolliert und interpretiert werden. Die
Schulerinnen und Schuler sollen zusatzlich auch ihren Losungsweg reflektieren

und zielfuhrende Strategien auch in Zukunft wieder einsetzen.

Fir diese einzelnen Phasen skizziert Polya mogliche Fragen und Anregungen, mit
denen die Lehrperson die Jugendlichen wahrend des Prozesses fordern kann. Weill
diese nicht manipulierend, sondern unterstitzend wirken sollen, sind sie sehr
allgemein formuliert. Zum Beispiel: ,Was ist bekannt?“, ,Was ist gesucht?“ Durch
regelmaiiges Bearbeiten und Diskutieren solcher Aufgaben kdnnen unterschiedliche
Problemlosetechniken kennengelernt und reflektiert werden. So soll selbststandiges
Denken der Lernenden gefordert werden.
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Deshalb thematisieren das Bundesministerium fur Bildung und das BIFIE Pdlyas Vier-

Phasen-Modell in Hinblick auf die schriftiche Reifeprifung. Lehrpersonen werden

dazu angehalten, verschiedene Methoden und Techniken beim Bearbeiten von

Problemaufgaben im Unterricht vorzustellen und zu trainieren, mit dem Ziel, dass die

Lernenden diese spatestens bei der Reifeprufung intuitiv einsetzen. Die Lehrkraft soll

mit den Schiilerinnen und Schilern die Phasen bewusst durchlaufen und reflektieren.

Durch gezieltes Fragen sollen die ausfuhrbaren Strategien bewusstgemacht werden.

Zur Veranschaulichung skizziert das BIFIE (2013c) mogliche Fragestellungen zu einer

Teil 2-Aufgabe im unten abgebildeten Beispiel ,Bremsvorgang®. (siehe Abbildung 12

und Abbildung 13)

Bremsvorgang

Ein PKW fahrt mit einer Geschwindigkeit von v = 30 m/s und bremst wegen eines auf
der Fahrbahn liegenden Hindernisses ab. Zum Zeitpunkt t = O beginnt der Bremsvor-
gang. Die Abbildung zeigt modellhaft das t-v-Diagramm fiir einen Bremsvorgang.

~
vinm/s

10

tins

Was ist gegeben?
Ist mir der Kontext bereits bekannt?
Was kann ich aus der Grafik ablesen?

a) Bestimmen Sie v'(f) und deuten Sie das Ergebnis im Zusammenhang mit dem
Bremsvorgang.

Welche grundlegende Fahigkeiten und Fertigkeiten sind erforderlich? Wie muss
ich sie vernetzen?

Wie finde ich aus dem mathematischen Ergebnis eine Ldsung fur die gestellte
Aufgabe?

Welche Einheiten muss ich verwenden?

b) Ermitteln Sie die absolute und die relative Abnahme der Geschwindigkeit des PKW
wahrend der ersten beiden Sekunden des Bremsvorgangs.

Von welcher Art sind die Zusammenhange, die mathematisch beschrieben
werden sollen?

Welche Rechenschritte bendtige ich, um die Aufgabe zu I6sen?

Mit welcher Genauigkeit soll ich rechnen?

c) Bestimmen Sie die Gleichung der Geschwindigkeitsfunktion v({t) fir den Zeitraum
des Bremsvorgangs. Begriinden Sie, wie sich eine Anderung der Anfangsge-
schwindigkeit auf den Verlauf des Graphen von v(t) auswirkt, und interpretieren Sie
deren Bedeutung fur den Bremsvorgang.

Abbildung 12 - Fragestellungen zu Teil 2-Aufgaben: Bremsvorgang (i)
(BIFIE 2013c)
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In welche Teilschritte kann ich die Aufgabe zerlegen?

Mussen bestimmte Bedingungen erflillt werden und kann ich diese
mathematisch formulieren?

Ist die Angabe eindeutig?

Welche Konsequenzen ergeben sich aus meiner Antwort im Hinblick auf
den Kontext?

d) Interpretieren Sie Jg v(t)dt im vorgegebenen Kontext. Stellen Sie das Ergebnis
dieses Ausdrucks in der folgenden Abbildung dar.

-~
vinm/s

10

tins

>

0 1 2 '3 ‘4 5 6

Habe ich eine plausible passende Antwort fUr die gestellte Aufgabe
gefunden?

Abbildung 13 - Fragestellungen zu Teil 2-Aufgaben: Bremsvorgang
(ii) (BIFIE 2013c)
Dabei treten jedoch einige Problematiken auf, weil Pdlya diese Phasen flr ganz

andere Aufgabentypen entworfen hat. Denn Teil 2-Aufgaben stellen in vielerlei Hinsicht
nicht charakteristische Problemaufgaben dar. So sind diese — anders als typische
,POlya-Aufgaben“ — bereits durch die Teilaufgaben vorstrukturiert. Wegen des
Punktesystems konnen die Aufgaben auch gar nicht so umfangreich sein, wie
realitdtsbezogene Probleme es meistens sind. Im Grunde genommen handelt es sich
oft sogar nur um aneinandergereihte Teil 1-Aufgaben, wo jeweils eine
Grundkompetenz abgerufen werden muss. Dies ist auch im Beispiel ,Bremsvorgang®
der Fall.

Einen weiteren grofen Unterschied bildet die Losbarkeit der Aufgaben. Wahrend
klassische ,Pdlya-Aufgaben® sehr offen gestaltet sind und viele Bedingungen erst
selbst aufgestellt werden mussen, sind Teil 2-Aufgaben aufgrund ihres
Prufungscharakters stets eindeutig I6sbar. In ihren Angaben sind alle notwendigen
Informationen gegeben, gelegentlich sogar mehr als notig. Dagegen muss fur typische
Problemaufgaben oft erst eigenstandig recherchiert oder experimentiert werden, um
die bendtigten Informationen und Bedingungen zu beschaffen. Deshalb gestalten sich
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auch die erforderlichen Arbeitsschritte in den einzelnen Phasen etwas anders als bei
Pdlya beschrieben:

1. Verstehen der Aufgabe:
Durch Strukturieren der vorhandenen Informationen sollen Zusammenhange
und Bedingungen erkannt werden. Bereits gegebene Tabellen, Graphen und
Abbildungen unterstiutzen diese Phase meist erheblich. Eventuell kann eine
zusatzliche, selbst gezeichnete Skizze hilfreich sein.

2. Ausdenken eines Plans:
Die Schulerinnen und Schuler sollen nun die einzelnen Schritte vorbereiten, die
zur Losung fuhren sollen. Nachdem die klar getrennten Teilaufgaben nicht
besonders umfangreich sind, sind weitere Meilensteine meist Uberflissig. Viel
wichtiger ist es, die bendtigten Grundkompetenzen abzurufen und zu vernetzen
wie auch geeignete Strategien und Hilfsmittel auszuwahlen.

3. Ausfuhren des Plans:
Genauigkeit ist hier genauso von Bedeutung wie gekonnter Einsatz der
technischen Hilfsmittel. Teilschritte sollten stets kontrolliert werden, auch wenn
minimale Folgefehler bei der Reifeprufung nicht gezahlt werden.

4. Ruckschau:
SchlieBlich muss zu dem mathematischen Ergebnis noch die passende Antwort
auf die ursprungliche Aufgabenstellung gefunden werden. Oft muss das
Ergebnis noch interpretiert werden. Immer wieder muss auch eine Begriundung
formuliert werden. Zusatzlich sollte das Ergebnis kontrolliert und validiert

werden.

Das BIFIE (2013c) definiert die abschlieRende Phase eher fir Ubungszwecke.
Angewendete Strategien und Kompetenzen sollen reflektiert und modifiziert werden,
sodass sie bei kiunftigen ahnlichen Aufgaben wieder eingesetzt werden konnen.
Darum sollte auch diskutiert werden, ob andere Wege eventuell effizienter gewesen

waren.

Bei diesem Modell muss berucksichtigt werden, dass diese vier Phasen innerhalb
einer Teil 2-Aufgabe meist mehrmals durchlaufen werden, weil die Teilaufgaben als
voneinander unabhangige Aufgaben bearbeitet werden.

Ein regelmaRiges Uben und Besprechen solcher Arbeitsschritte soll den Lernenden
ein strukturiertes Denken und Arbeiten naherbringen. Dieses ist nicht nur bei der
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schriftlichen Reifeprufung, sondern auch im generellen Alltag von gro3er Bedeutung.
Damit diese Problemldsekompetenzen verinnerlicht werden, muss genugend Zeit

eingeplant werden.

3.2.Heurismen

Die Heuristik untersucht Vorgange beim Entdecken und Erfinden. In der
Mathematikdidaktik wird hier besonders auf die Denkoperationen beim Ldsen von
Aufgaben geachtet. Heuristische Methoden und Techniken werden kurz Heurismen
genannt. (Polya 1949) Diese dienen den Problemlésenden als Werkzeuge und
Wegweiser. Man unterscheidet zwischen heuristischen Hilfsmitteln, die helfen sollen,
eine Aufgabe zu verstehen und zu strukturieren, und heuristischen Strategien, die als

Orientierung auf dem Losungsweg behilflich sein sollen. (vgl. Bruder & Collet 2011)

Zu den heuristischen Hilfsmitteln zahlen Tabellen, Gleichungen, informative Figuren
und Wissensspeicher. Sie sollen die Problemstellung visualisieren und reduzieren. Sie
konnen wesentliche Zusammenhange und Abhangigkeiten hervorheben und

verschaffen einen allgemeinen Uberblick. (vgl. BIFIE 2013c)

Sobald die Aufgabenstellung verstanden und strukturiert wurde, muss ein geeigneter
Losungsplan gefunden werden. Aligemeine Vorgehensweisen beim Problemlosen
werden heuristische Strategien genannt, die fur unterschiedliche Aufgaben eingesetzt
werden konnen. Im Folgenden werden funf heuristische Strategien beschrieben, die
auch bei Teil 2-Aufgaben anwendbar sind. Die ausgewahlten Beispiele stammen aus
dem Aufgabenpool zur standardisierten Reifeprufung fur AHS des BMB (2017c).

3.2.1. Systematisches Probieren

Durch Versuch und Irrtum wird im Alltag regelmallig ein Problem gel6st und etwas
Neues gelernt. Es ist wohl die grundlegendste heuristische Strategie, die von
Schulerinnen und Schilern meist intuitiv eingesetzt wird. Um dabei zielstrebig
voranzuschreiten, muss das Problem strukturiert werden. Das kdnnen verschiedene
Falle, Teilschritte oder einfach Anfangs- und Endsituation sein. Wichtig ist dabei, dass
alle Moglichkeiten berucksichtigt werden. Anschlieend wird ausprobiert und
nachgepruft. (vgl. Bruder und Collet 2011)

Bei der schriftlichen Reifeprifung kann diese Strategie bei vielen verschiedenen
Aufgaben eingesetzt werden, wenn man gerade keine andere passende Strategie

kennt. So konnte beispielsweise der Funktionsterm der Polynomfunktion zweiten
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Grades bei Teilaufgabe (a) der Aufgabe 11.3.4.3 ,Design-Center Linz“ auch durch
systematisches Probieren aufgestellt werden, wenn ein Kandidat oder eine Kandidatin

nicht weily, wie die Parameter eine quadratische Funktion beeinflussen.

Auch bei der unten abgebildeten Aufgabe ,Hohe einer Schneedecke® kdnnen die
Auswirkungen des Parameters a auf die Funktion durch systematisches Probieren auf

einem technischen Hilfsmittel beobachtet werden.

Die Héhe H(t) einer Schneedecke nimmt aufgrund von Witterungseinflissen mit der Zeit t ab.
Zuerst ist die Abnahme gering, mit der Zeit wird sie aber immer starker. Daher kann die Hohe
der Schneedecke durch folgende quadratische Funktion H(t) beschrieben werden:

H(t)=Ho—a-t> mit a>0,t>0

(H wird in cm und t in Tagen gemessen, Hy beschreibt die Schneehdhe zu Beginn der Messung)

Das beschriebene Modell gilt in guter Naherung bei einer Witterung mit gleichbleibender
Temperatur bis zur vollstdndigen Schneeschmelze. Dabei wird vorausgesetzt, dass bis zur
vollstandigen Schneeschmelze kein weiterer Schnee hinzukommit.

Aufgabenstellung:

a) Eine 20 cm dicke Schneedecke reduziert sich innerhalb von 12 Stunden auf 18 cm.
Nach wie vielen Tagen (von Anfang an) ist der Schnee géanzlich geschmolzen? Geben
Sie die Lésung auf zwei Dezimalstellen genau an!

Wie wirkt sich eine Erhéhung des Parameters a auf H(t) aus? Begrinden Sie Ihre Ant-
wort!

Abbildung 14 - Teil 2: H6he der Schneedecke (BMB 2017c)

3.2.2. Vorwértsarbeiten

Hier handelt es sich um ein Probieren mit Richtung. Die Probleml6senden betrachten
die Startsituation und versuchen mit den gegebenen Informationen ein bestimmtes Ziel
zu erreichen. Dabei konnen auch Meilensteine gesetzt werden, um dem gesuchten
Ergebnis schrittweise naherzukommen. Im Alltag arbeitet man standig vorwarts, zum

Beispiel wenn man die kommende Woche plant. (vgl. Bruder und Collet 2011)

Diese Strategie ist bei der Klausurarbeit in Mathematik oft hilfreich, weil viele Teil 2-
Aufgaben durch schrittweises Arbeiten gelost werden konnen. Ein Beispiel daflr ist

die Aufgabe ,Baumwachstum® (

Abbildung 15 und Abbildung 16)
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An einem geféllten Baum kann anhand der Jahresringe der jeweilige Umfang des Baum-
stamms zu einem bestimmten Baumalter ermittelt werden. Die Untersuchung eines Baumes
ergab folgende Zusammenhéange zwischen Alter und Umfang:

Alter t (in Jahren) 25 50 75 100 125 150 175 200

Umfang u (in Metern) | 0,462 | 1,256 | 2,465 | 3,370 | 3,761 | 3,895 | 3,934 | 3,950

Der Zusammenhang zwischen Alter und Umfang kann durch eine Wachstumsfunktion u be-
schrieben werden, wobei der Wert u(t) den Umfang zum Zeitpunkt t angibt.

In der nachstehenden Graphik sind die gemessenen Werte und der Graph der Wachstums-
funktion u veranschaulicht.

Abbildung 15 - Teil 2: Baumwachstum (i) (BMB 2017c)

Aufgabenstellung:

a) Innerhalb der ersten 50 Jahre wird eine exponentielle Zunahme des Umfangs angenom-
men. Ermitteln Sie aus den Werten der Tabelle fir 25 und 50 Jahre eine Wachstumsfunk-
tion fur diesen Zeitraum!

Abbildung 16 - Teil 2: Baumwachstum (ii) (BMB 2017c)

Nachdem das exponentielle Modell bereits vorgegeben wurde, missen die Werte aus
der Tabelle nur noch in die passende Funktionsgleichung eingesetzt werden.
Nachdem der Parameter q durch Aquivalenzumformungen ermittelt wurde, kann der
Parameter a ebenfalls berechnet werden. Erst dann kann die Funktionsgleichung
aufgestellt werden. (siehe Abbildung 17)

a) flh=a-q
— 1,266 =a - q* bzw. 0,462 =a - g*°
— (Division) 2,71861 = g*°

— g ~1,0408

0,462
—»a=? - a=~0,17

— (ndherungsweise) f(t) = 0,17 - 1,0408' bzw. f(t) = 0,17 - e%** da In(1,0408) ~ 0,04

Abbildung 17 - Teil 2: Baumwachstum — Lésungserwartung (BMB 2017c¢)

3.2.3. Rickwértsarbeiten
Im Gegensatz dazu wird beim Ruckwartsarbeiten vom Gesuchten ausgegangen.
Schrittweise werden Sachverhalte ermittelt, die auf das Ergebnis schlieen lassen, bis

man auf etwas Gegebenes stofdt. Diese Strategie erfordert flexibleres Denken als die
beiden vorangegangenen. Ein Alltagsbeispiel ware hier das Suchen nach einem
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verlegten Schlussel. Haufig wird beim Losen mathematischer Probleme eine
Kombination von Vorwarts- und Ruckwartsarbeiten angewendet. (vgl. Bruder und
Collet 2011)

Auch bei manchen Teil 2-Aufgaben kann das Ruckwartsarbeiten von Vorteil sein. So
auch bei der Aufgabe ,Blutgefall® (siehe Abbildung 18 und Abbildung 19), wo das
Ergebnis eigentlich schon bekannt ist und es nun gezeigt werden soll. Hier gibt es zwei
verschiedene Losungsvarianten (siehe Abbildung 20), wobei das Ruckwartsarbeiten
hier spurbar weniger Rechenaufwand verlangt als das Vorwartsarbeiten.

In einem BlutgefaB hangt die Geschwindigkeit v des Blutes davon ab, wie gro der Abstand x
zum Mittelpunkt ist. Ein gultiger Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit v und dem

Abstand x kann mittels einer Formel v(x) = v, - (1 - §) modelliert werden.

(Bild aus http://www.gefaesschirurgie-klinik.de/patienteninformationen/arterienverkalkung.php, ergénzt durch Pfeile und Beschriftung)
Die in der Formel auftretenden GréBen sind im Folgenden beschrieben:

R ... Innenradius des BlutgefaBes in mm

Vs ... maximale Geschwindigkeit des Blutes im Mittelpunkt des BlutgefaBes in cm/s

x ... Abstand vom Mittelpunkt des BlutgefaBes in mm

v(x) ... Geschwindigkeit des Blutes bei Abstand x vom Mittelpunkt des BlutgefaBes in cm/s

Abbildung 18 - Teil 2: Blutgef4R (i) (BMB 2017¢)
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b) Ineinem Lehrbuch der Medizin wird behauptet, dass beim Abstand x = g die Geschwin-
digkeit des Blutes 75 % vom maximalen Wert betragt. Um die Aussage mathematisch zu
beweisen, wird der Ansatz v(x) = % Vm gemacht, und damit wird die Stelle x berechnet.

FUhren Sie die Berechnung von der Stelle x aus und zeigen Sie, dass man mit der Berech-

nung des Funktionswerts v(g) zum gleichen Ergebnis kommt!

Abbildung 19 - Teil 2: Blutgefal (i) (BMB 2017c)

L&ésungsweg 1:

3y = )82 5 X
Umformen.;vm-vm-(1—R2)=>4—1—R2=>R2—

L&ésungsweg 2:
o) =vo (1= 50) v 13 =3

An der genannten Stelle ist der Funktionswert wieder 75 % von vm.

Abbildung 20 - Teil 2: Blutgefal3 — Lésungserwartung (BMB 2017c)

3.2.4. Analogieschluss

Wird eine Ahnlichkeit zu bereits geldosten Aufgaben erkannt, kann man sich auf
bekannte Vorgehensweisen stutzen. Dabei kann es sich zum Beispiel um einen
sachlich oder strukturell vergleichbaren Kontext handeln, eine ahnliche
Losungsstruktur oder eine ahnliche Fragestellung. Manchmal ist es maoglich,
zumindest Parallelen zwischen Teilproblemen zu entdecken und diese mit bekannten

Verfahren zu I6sen. (vgl. Bruder und Collet 2011)

Eine Moglichkeit fur Analogieschlusse bietet zum Beispiel die Aufgabenstellung von
,Wachstum einer Pflanze“ (siehe Abbildung 21), bei der Differenzenquotient und
Differentialquotient berechnet werden sollen. Diese Terme haben im Normalfall hohen
Wiedererkennungswert und lassen sich wie bei bereits gelosten Aufgaben berechnen.
Auch die Deutung dieser Anderungsmale sollte fiir die Schiilerinnen und Schiiler kein
allzu groles Problem darstellen, wenn sie eine Analogie zu anderen Aufgaben

herstellen kbnnen.
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Manche einjahrige Nutz- und Zierpflanzen wachsen in den ersten Wochen nach der Pflanzung
sehr rasch. Im Folgenden wird nun eine spezielle Sorte betrachtet. Die endgultige GroBe einer
Pflanze der betrachteten Sorte hdngt auch von ihrem Standort ab und kann im Aligemeinen
zwischen 1,0 m und 3,5 m liegen. Pflanzen dieser Sorte, die im Innenbereich geziichtet wer-
den, erreichen GréBen von 1,0 m bis 1,8 m.

In einem Experiment wurde der Wachstumsverlauf dieser Pflanze im Innenbereich Uber einen

Zeitraum von 17 Wochen beobachtet und ihre Hohe dokumentiert. Im Anschluss wurde die
Hohe h dieser Pflanze in Abhéngigkeit von der Zeit t durch eine Funktion h mit

h(t) = zld «(~t* + 27t + 120) modelliert. Dabei bezeichnet t die Anzahl der Wochen seit der

Pflanzung und h(t) die Hohe zum Zeitpunkt t in Zentimetern. Die nachstehende Abbildung zeigt
den Graphen der Funktion h im Beobachtungszeitraum [0; 17].

{hit
120 )
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40|
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012345678 91011121314151617

Aufgabenstellung:

a) Berechnen Sie den Wert des Quotienten m und den Wert von h'(9)! Geben Sie an,

welche Bedeutung die beiden berechneten Ergebnisse im gegebenen Kontext haben!

Abbildung 21 - Teil 2: Wachstum einer Pflanze (BMB 2017c¢)
3.2.5. Riickfiihrung von Unbekanntem auf Bekanntes

Um Analogieschlisse Uberhaupt zu ermdglichen, missen Aufgaben oft erst
umstrukturiert, reduziert oder verallgemeinert werden. Danach lassen sich Parallelen
leichter erkennen und man kann das Problem einer bereits bearbeiteten Aufgabe
zuordnen. In der Mathematik wird immer wieder versucht auf etwas bereits

Verstandenem weiter aufzubauen. (vgl. Bruder und Collet 2011)
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Diese Strategie kann unter anderem bei Teilaufgabe (a) von Aufgabe 11.3.4.2
,<Quadratische Gleichungen und ihre Losungen® (siehe Abbildung 22) angewendet
werden. Dort ist von reziproken quadratischen Gleichungen die Rede, deren
Eigenschaften, geschweige denn Existenz, manchen Kandidatinnen und Kandidaten
maoglicherweise nicht dezidiert bekannt sind. Wenn man die Aufgabenstellung jedoch
auf allgemeine quadratische Gleichungen erweitert, dann kann die Aufgabe wie jede

andere Aufgabe zu diesem Thema bearbeitet werden.

Gegeben sind eine (normierte) quadratische Gleichung x?> + p-x + g = 0 mit p, g € R und die
zugehorige Polynomfunktion f mit f(x) = x> + p-x + Q.

Aufgabenstellung:

a) Lasst sich die Gleichung x2 + p-x + g = 0 in der Form (x — 2) - <x — %) =0mitze Rund

z # 0 schreiben, dann spricht man von einer reziproken quadratischen Gleichung.
Geben Sie mithilfe von Gleichungen an, wie die Parameter p und g jeweils von z abhangen!
Bestimmen Sie die Werte fUr z, fUr die die reziproke quadratische Gleichung genau eine Lo-

sung besitzt. Geben Sie fur jeden dieser Werte von z jeweils die lokalen Minimumstellen von f
an!

Abbildung 22 - Teil 2: Quadratische Gleichungen und ihre Lésungen (BMBF 2016¢c)
3.2.6. Arbeiten mit Heurismen (ben

Heurismen kdnnen gelernt und trainiert werden, bis sie schlielich ins Unterbewusste
abgesenkt sind und bei unterschiedlichen Aufgaben flexibel angewendet werden
konnen. Um einen langfristigen Erwerb von heuristischen Kompetenzen zu
ermdoglichen, mussen mehrere, aufeinander aufbauende Phasen durchlaufen werden.
(vgl. Bruder & Collet 2011)

Anfangs mussen sich die Schulerinnen und Schuler erst an das Verwenden von
Heurismen gewohnen. Die Lehrperson kann diesen Prozess durch gezielte
strukturierende und reflektierende Fragen und Anregungen unterstitzen. Danach
sollen die angewendeten Strategien und deren Nutzlichkeit bewusstgemacht werden.
Dazu erweisen sich Musterbeispiele, die mit einer bestimmten Vorgehensweise
assoziiert werden, als hilfreich. Anschliefend werden die Heurismen eingelbt. Die
Schulerinnen und Schuler sollen danach in der Lage sein, ihre Losungsprozesse zu
verbalisieren und sich bei anderen Aufgaben daran zu erinnern. Schrittweise wird der
Anwendungsbereich der Strategien erweitert und auf neuartige Probleme ausgeweitet,
bis die Schemata zunehmend unterbewusst genutzt werden. Schlie3lich sollen die
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Lernenden ihre diversen Handlungsmaoglichkeiten kennen und reflektieren konnen.
(vgl. Kratz 2011)

4. Nachhaltiger Mathematikunterricht

Um die in den vorangegangenen Abschnitten beschriebenen Fahigkeiten und
Fertigkeiten langfristig zu erwerben, muss der Mathematikunterricht nachhaltig
gestaltet werden. Nachdem neue Konzepte konstruiert wurden, mussen diese
kategorisiert und mit bestehenden Kompetenzen vernetzt werden. Neben aktuellen
Bezlgen soll auch auf individuelle Erfahrungen Bezug genommen werden, um ein
vertrautes Umfeld fur die Jugendlichen zu schaffen. In einem solchen lassen sich die
Schulerinnen und Schuler leichter auf Unbekanntes ein und kdnnen es schneller mit

Bekanntem verknupfen. (vgl. Tall 2013)

Die Verbindung friher vermittelter Lerninhalte mit spateren wird ,vertikale Vernetzung®
genannt. Dabei wird altes Wissen mit neuen Informationen erganzt, abgeandert oder
sogar ersetzt. Altere Lerninhalte werden mit neuen innermathematischen Inhalten
verbunden, aber auch in neuen aulRermathematischen Anwendungskontexten aus
einem anderen Blickwinkel betrachtet. Somit werden bereits erworbene Kompetenzen

gefestigt und gegebenenfalls erweitert. (vgl. Brinkmann & Siller 2012)

Werden gewisse Losungsstrategien regelmalig innerhalb verschiedener Kontexte
eingesetzt, sollte die Lehrperson die immer wiederkehrenden Elemente
bewusstmachen. Parallelen zu ahnlichen Aufgaben gehoren aufgezeigt und reflektiert.
So entsteht eine spiralformige Vernetzung aller Fertigkeiten und Fahigkeiten. In der
Literatur ist hier von einem sogenannten ,Spiralcurriculum® die Rede, welches

ebendiesen kumulativen Kompetenzerwerb beschreibt. (vgl. Kratz 2011)

Im Zuge dessen nimmt die Lehrperson die Rolle eines Inputgebers ein, der die
Lernenden zum mathematischen Fragen motivieren und befahigen soll. Dabei steht
individuelles Fordern und Fordern an erster Stelle. Die Ausgangslage und Bedurfnisse
einzelner Schulerinnen und Schuler muissen berlcksichtigt werden. Eine
Ausgeglichenheit zwischen selbststandiger Arbeit und Frontalunterricht hilft dabei, die
unterschiedlichen Aspekte des langfristigen Kompetenzerwerbs abzudecken. (vgl.
Goldberg 2013)

Damit die Kandidatinnen und Kandidaten ausreichend auf die Reifeprufung vorbereitet

sind, mussen die oben beschriebenen Elemente in einem angemessenen Ausmalfl
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berucksichtigt werden. Mit dieser neuen Aufgabenkultur geht auch eine neue
Unterrichtskultur einher. Je fruher die Schulerinnen und Schuler an ein
mathematisches Denken und Hinterfragen gewohnt werden, desto selbstsicherer

handeln sie beim Problemldsen und damit auch bei der Reifeprufung.
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IV. Qualitative Untersuchung

Wie in den vorangegangenen Kapiteln erlautert wurde, spielt bei einem kompetenten
Begleiten des Lernprozesses ein grundlegendes Verstandnis, welche potenziellen
Schwierigkeiten die Schulerinnen und Schuler bei der Aufgabenbearbeitung haben
konnen, eine bedeutende Rolle. Ebenso miussen diverse LOsungsstrategien von
Schulerinnen und Schulern nachvollzogen werden, um die Unterrichtskultur positiv
weiterentwickeln zu konnen. All dies dient dem Zweck, die Schulerinnen und Schuler

bestmdglich auf die Reifeprufung vorzubereiten.

1. Forschungsfrage

Die im Rahmen dieser Diplomarbeit durchgefuhrte empirische Untersuchung hat eine
umfangreiche Analyse von Ldsungsprozessen von Schulerinnen und Schulern zum

Ziel. Dadurch ergibt sich folgende zentrale Forschungsfrage:

Welche Strategien wenden Schilerinnen und Schiler beim Lésen von
Teil 2-Aufgaben an und welche Schwierigkeiten treten dabei auf?

Im Zuge dieser Untersuchung werden Losungsprozesse von Schulerinnen und
Schulern dahingehend analysiert, welche Strategien sie zum Ldsen einsetzen und wie
effektiv sich diese erweisen (siehe I11.3.2). Aul3erdem soll der Bearbeitungsprozess
nach dem Vier-Phasen-Modell von Pdélya untersucht werden (siehe I11.3.1).

Des Weiteren stellt sich die Frage, welche Arten von Schwierigkeiten im Laufe der
Aufgabenbearbeitung auftreten und wodurch diese entstehen. (vgl. 111.2.3) Daraus
sollen didaktische Konsequenzen fur einen nachhaltigen Unterricht gezogen werden
(vgl. l11.4).

2. Forschungsmethode

Weil quantitative Testungen hier keine differenzierten Einblicke in die kognitiven
Denkprozesse der Jugendlichen wahrend der LOsungskonstruktion ermoglichen
wurden, wird eine qualitative Fallanalyse durchgefuhrt, welche sich mit
Losungsprozessen von Schulerinnen und Schulern bei der Bearbeitung der in der

Untersuchung eingesetzten Teil 2-Aufgaben befasst.

Dafur wird die Methode des ,Lauten Denkens® nach Duncker (1935) eingesetzt. Bei
dieser sollen die Teilnehmerinnen und Teilnehmer samtliche Gedanken, die ihnen

wahrend des Losungsprozesses durch den Kopf gehen, aussprechen. Anders als bei
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der Methode der Selbstbeobachtung, bei welcher das eigene Denken als Objekt der
Beobachtung dient, bleibt beim ,Lauten Denken“ der direkte Bezug zur Aufgabe

erhalten.

Diese verbalisierten Losungsprozesse von Schulerinnen und Schulern werden als
Audiodateien aufgenommen und im Anschluss protokolliert. (siehe Appendix) Jedoch
ist ein solches Protokoll nach Duncker (1935) zwangslaufig lickenhaft, weil nicht alle
Aspekte des Losungsprozesses aufgezeichnet werden kdonnen. So werden stets
Losungsphasen fehlen, deren Inhalte nicht kommuniziert werden beziehungsweise

werden kdnnen.

Um die bewussten Denkprozesse leichter zu verbalisieren, werden zwei Schulerinnen
gebeten, die Aufgaben gemeinsam zu bearbeiten. Durch den Dialog wahrend der
Aufgabenbearbeitung wird ein tieferer Einblick in die Denkprozesse gewahrt. (vgl.
Schukajlow 2011) Doch wegen der Schwierigkeit, das individuelle Losungsverhalten
von der gemeinsamen Losungskonstruktion zu differenzieren, werden die restlichen
Schulerinnen und Schuler einzeln interviewt. In Anbetracht der Tatsache, dass die
Aufgaben bei der Reifeprufung ebenfalls in Einzelarbeit geldst werden mussen, kann
dadurch ein der Realitat naherkommender Rahmen hergestellt werden.

AnschlieBend werden die protokollierten LOsungsprozesse kommentiert und
analysiert. Zuerst sollen allgemeine Beobachtungen zu den Aufgabenbearbeitungen
der jeweiligen Teilnehmerinnen und Teilnehmer beschrieben werden. Danach werden
die Losungsprozesse in Hinblick auf eingesetzte Losungsstrategien und auftretende
Schwierigkeiten analysiert. Dabei werden die in Kapitel 111.3 und 111.2.3 beschriebenen
Strategien und Schwierigkeiten berucksichtigt. Nach einer ausgiebigen Analyse der
einzelnen Fallskizzen werden die Beobachtungen zusammengefasst und verglichen.

Im Zuge dessen sollen Besonderheiten und Trends hervorgehoben werden.

3. Rahmenbedingungen

Fur die Untersuchung werden funf Schulerinnen und zwei Schiler aus der 12.
Schulstufe einer AHS in Niederosterreich ausgewahlt. Sie alle stehen zum Zeitpunkt
der Untersuchung kurz vor der schriftlichen Reifeprufung, werden jedoch von
verschiedenen Lehrpersonen betreut. Demnach ist davon auszugehen, dass sie alle
auf unterschiedliche Weisen vorbereitet sind. Die Teilnehmerinnen und Teilnehmer
weisen ein breites Fahigkeitsspektrum auf. Dadurch kann sichergestellt werden, dass
die Losungsstrategien diverser Leistungsniveaus sichtbar werden.
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Die Teilnehmerinnen und Teilnehmer muissen eine Einverstandniserklarung

unterzeichnen, um an der Untersuchung teilnehmen zu konnen (siehe Appendix 1).

Die beiden in der Untersuchung eingesetzten Teil 2-Aufgaben sind Klausuraufgaben
aus dem Jannertermin 2016 (vgl. BMBF 2016b). Diese sind zum Zeitpunkt der
Interviews noch relativ neu und deshalb den Teilnehmerinnen und Teilnehmern noch
nicht bekannt. Es handelt sich um zwei sehr unterschiedliche Aufgaben, die vielfaltige
Kompetenzen verlangen. Dabei hat die eine Aufgabe einen rein innermathematischen
und die andere einen auRermathematischen Kontext. Es handelt sich um die beiden
im Kapitel Il besprochenen Aufgaben ,Quadratische Gleichungen und ihre Losungen®
(siehe 11.3.4.2) und ,Design-Center Linz" (siehe 11.3.4.3).

FuUr die Aufgabenbearbeitung werden den Schuilerinnen und Schilern keine zeitlichen
Grenzen gesetzt. Aullerdem ist es ihnen erlaubt, die aus dem Unterricht gewohnten
technischen Hilfsmittel und ihre Formelsammlung zu verwenden. Niemand der
ausgewahlten Schulerinnen und Schuler verwendet Geogebra. Stattdessen benutzen
sie grafikfahige Taschenrechner, wie den TI-Nspire oder den Tl 82 STATS, wobei
letzterer Uber keine CAS-Funktion verfugt.

Die durchgefuhrte Untersuchung stof3t naturlich an gewisse Grenzen: Weil im Rahmen
der Interviews keine authentische Klausursituation simuliert werden kann, bearbeiten
die Teilnehmerinnen und Teilnehmer die Aufgaben ohne jeglichen Zeit- oder
Leistungsdruck. Der Losungsprozess der beiden Schulerinnen, die die Aufgaben im
Dialog bearbeiten, weichen dabei umso starker von den realen Umstanden ab.

Diese Faktoren werden in dieser qualitativen Untersuchung jedoch vernachlassigt,
weil die Prioritdt im Verbalisieren der Denkprozesse liegt. Bei der Auswahl der
Aufgaben und teilnehmenden Personen handelt es sich nur um Stichproben, die
keinerlei Anspruch auf Reprasentativitat erheben. Miles & Huberman (1994) schreiben
in Bezug darauf: “Choices of informants, episodes, and interactions are being driven

by a conceptual question, not a concern for representativeness.”

Zusatzlich muss berucksichtigt werden, dass die Protokolle der Losungsprozesse
gewissermallen unvollstandig und verzerrt sind. Dabei kommt unter anderem der
Aspekt der ,sozialen Erwunschtheit” beim ,Lauten Denken® zu tragen. Demzufolge
beschonigen die teilnehmenden Personen ihre Kommentare je nachdem, was ihr
Gegenuber von ihnen vermeintlicherweise horen will. (vgl. Duncker 1935) Doch auch
dieser Gesichtspunkt wird als nicht allzu schwerwiegend gesehen, weil es beim
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unmittelbaren Kommentieren eines Denkprozesses relativ schwierig ist, seine

Gedanken gleichzeitig zu filtern und an die ,soziale Erwinschtheit anzupassen.

4. Durchfiihrung der Studie

Die Interviews wurden im Mai 2016 durchgefuhrt. Dabei wurden die Gesprache als
Audiodateien aufgenommen, um die Handlungen im Nachhinein besser
nachvollziehen zu kdnnen. Zusatzlich wurden verbale und nonverbale Aktivitaten
notiert. Videoaufnahmen dieser Losungsprozesse wurden bewusst ausgeschlossen,
um die Teilnehmerinnen und Teilnehmer mdglichst wenig in ihrer
Aufgabenbearbeitung zu irritieren. Dadurch sollte der Aspekt der ,sozialen
Erwlnschtheit® (vgl. Duncker 1935) minimiert werden. Auferdem reichten die
Audiodateien und Notizen aus, um die Losungsprozesse detailliert zu protokollieren.
Videoaufnahmen waren demnach nicht notwendig. Diese Protokolle sind im Appendix
(2) nachzulesen.

Die Teilnehmerinnen und Teilnehmer bekamen zuerst die Aufgabe ,Quadratische
Gleichungen und ihre Losungen® zur Bearbeitung und danach die Aufgabe ,Design-
Center Linz". Sie bekamen die Anweisung, die Aufgaben so zu bearbeiten, als seien
es Klausuraufgaben. Wahrenddessen sollten sie ihre Schritte verbalisieren und ihren
Losungsprozess kommentieren. Bei einzelnen Teilnehmerinnen und Teilnehmern
musste gelegentlich genauer nachgefragt werden, um einen detaillierteren Einblick in

ihre Denkprozesse zu bekommen und die Schritte besser nachvollziehen zu kénnen.

Beim Schulerinnenpaar wurde das Nachvollziehen ihrer Denkprozesse durch die
Kommunikation zwischen den beiden wie erwartet erheblich erleichtert. Jedoch war es
nahezu unmaglich, hier einen individuellen Losungsweg herauszufiltern. Die beiden
Schulerinnen beeinflussten sich standig gegenseitig, weshalb ihr Losungserfolg

vermutlich nicht jenem in einer realen Prifungssituation entspricht.

Nachdem die Teilnehmerinnen und Teilnehmer mit der Aufgabenbearbeitung fertig
waren, fand ein Reflexionsgesprach statt. Die Aufgaben und deren Losungen wurden
mit den Teilnehmerinnen und Teilnehmern besprochen, sie bekamen auch Feedback
zu ihrem Losungsverhalten. Danach durften auch die Schulerinnen und Schuler
reflektieren und rickmelden. Als Impulsfragen dienten dabei:

e Wie erging es dir beim Losen der jeweiligen Aufgabe?

e Wo hattest du Schwierigkeiten?
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e Woran konnten diese Schwierigkeiten liegen?
e Was fiel dir leicht?

e Was gefallt dir an den Aufgaben (nicht)? Warum?

Die Reflexionen der Teilnehmerinnen und Teilnehmer sind den Protokollen im

Appendix beigefugt (siehe Appendix 2).

In den folgenden Teilen werden die Losungsprozesse fur die beiden Aufgaben
analysiert. Dafur wird zuerst jeweils das Ldsungsverhalten der einzelnen
Teilnehmerinnen und Teilnehmer skizziert, um dann individuelle Losungsstrategien
und Schwierigkeiten beim Bearbeiten zu untersuchen. Die Reihenfolge der Fallskizzen
wurde hier zufallig gewahlt.

AnschlieRend werden diverse Losungsstrategien zusammengefasst und diskutiert. Es
wird dabei zwischen kognitiven und metakognitiven Strategien unterschieden. Danach
werden Schwierigkeiten, die im Laufe der Aufgabenbearbeitung auftreten, genauer
beleuchtet. Dafur werden die Schwierigkeiten den vier adaptierten Phasen nach Pdlya

zugeordnet.

Zum Abschluss werden die Losungserfolge der jeweiligen Aufgabe besprochen und
hinterfragt. Ein besonderes Augenmerk liegt hier darauf, bei welchen
Aufgabenstellungen die meisten beziehungsweise die wenigsten Schwierigkeiten

auftraten und woran diese Trends liegen konnten.

5. Analyse von eingesetzten Strategien und Schwierigkeiten beim
Bearbeiten der Aufgabe ,Quadratische Gleichungen und ihre

Losungen®

5.1.Fallskizze Dietmar

Der Schuler Dietmar verwendet beim Bearbeiten der Aufgaben den grafikfahigen
Taschenrechner TI-Nspire mit CAS-Funktion.

Beobachtungen zum Lésungsverhalten

Zuallererst (berfliegt Dietmar die gesamte Aufgabe, um sich einen Uberblick zu
verschaffen. Dann liest er sich die einzelnen Aufgabenstellungen genauer durch. Den
ganzen Losungsprozess hindurch verhalt er sich eher ruhig. In der anschlieRenden
Reflexion meint er, dass er in diesen stillen Phasen nachdenkt und seine weiteren

Schritte plant. Es falle ihm schwer, jeden Gedanken zu auf3ern.
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Nachdem er einige Minuten intensiv Uber Teilaufgabe (a) nachgedacht und nichts
notiert hat, beschliel3t er, zur nachsten Teilaufgabe (b) zu wechseln. Dafur nimmt er
unverzuglich die Formelsammlung zur Hand und schlagt die Losungsformel fur
quadratische Gleichungen nach. Dietmar wei3 namlich, dass die verschiedenen
Losungsfalle mit der Diskriminante zusammenhangen. Dann ist er aber unsicher, was
eigentlich von ihm verlangt wird. Nach einer weiteren langeren Nachdenkphase,

formuliert er in einem Atemzug seine Begrundung:

,Das hat natlirlich zwei verschiedene Lésungen, weil da nur eine
positive L6sung rauskommen kann. Weil, auch wenn man ein Quadrat
von einer negativen Zahl einsetzt, hier trotzdem eine positive Zahl
rauskommt. Sprich, die Diskriminante ist immer positiv und fir eine
positive Diskriminante gibt es immer genau zwei verschiedene
Lésungen, weil vor der Wurzel plus/minus steht. Also eine Lésung mit

,plus der Wurzel’ und einmal mit ,minus der Wurzel’.*

Um den zweiten Punkt der Aufgabe zu zeigen, zeichnet Dietmar zuerst einmal
passende Graphen auf seinem Taschenrechner. Er setzt dafur verschiedene Werte
fur p ein und erkennt dabei, dass die Aussage stimmt. Danach sucht er wieder in Stille
nach einer passenden Begrundung. Schlief3lich argumentiert er mithilfe von Algebra

und |0st die Aufgabe.

Bei Teilaufgabe (c) ist ihm sofort klar, was zu tun ist. Er erklart seinen Plan, die
Gleichung mit dem Solve-Befehl am Taschenrechner zu 16sen, fuhrt ihn aus und
schreibt die Losung auf. Auch den zweiten Punkt bearbeitet er schnell, indem er die
Funktion am Taschenrechner zeichnet und die verschiedenen Werte mit der

Asymmetrie der Parabel begrundet.

Kurz blickt er nochmal zu (a), meint dann aber, dass ihm diese Aufgabenstellung zu
.kompliziert* und ,anstrengend” sei. Er belasst es also dabei.

Nach den Beurteilungskriterien der Reifeprifung hatte Dietmar bei dieser Aufgabe vier

von sechs Punkten erreicht.
Analyse von Strategien im Lésungsprozess

Dietmar sucht beim Bearbeiten der Aufgabe nach Parallelen zu bereits bekannten
Aufgaben. Aus dem Unterricht weil3 er, dass die Losungsfalle von quadratischen

Gleichungen mit der Diskriminante zusammenhangen. Diese Eigenschaften legt er
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dann auf die in Teilaufgabe (b) gegebene quadratische Gleichung um. Dabei arbeitet
er schrittweise ruckwarts vom allgemeinen hin zum spezifischen Fall. Er geht von der
Losungsformel weiter zur Diskriminante, die positiv sein muss. Indem er dann erst die
gegebenen Bedingungen in die Diskriminante einsetzt und zeigt, dass dies positiv sein

muss, begrundet er seine Losung.

AuBerdem nimmt er immer wieder den Taschenrechner zur Hand und zeichnet den
Graphen einer passenden Funktion. Er probiert dafur verschiedene Werte fur die
Parameter aus, um deren Auswirkungen auf den Graphen zu erkennen. Durch das
Visualisieren der Angabe fallt ihnm das Begreifen der Zusammenhange und der
Aufgabenstellung sichtlich leichter.

Neben dem Taschenrechner verwendet er auch die Formelsammlung als Hilfsmittel,
dort schlagt er die Losungsformel quadratischer Gleichungen nach. Neben dieser
Formel wurde er dort auch andere Eigenschaften ebendieser finden, wie zum Beispiel
den Satz von Vieta, der ihm eventuell bei Teilaufgabe (a) helfen wurde. Dies fuhrt

bereits weiter zu Dietmars Schwierigkeiten wahrend der Aufgabenbearbeitung.
Analyse von Schwierigkeiten im L6sungsprozess

Bei Teilaufgabe (a) hat Dietmar Schwierigkeiten dabei, zu verstehen, was genau zu
tun ist. Er meint, es sei ihm ,zu kompliziert formuliert® und er sehe keinen
Zusammenhang zwischen den beiden gegebenen Gleichungen. Es kommt also gar
nicht erst zur Phase des Planens, weil er die Aufgabenstellung nicht mathematisieren
kann. Auch wenn er nachher in der Formelsammlung einige potentielle Denkanstolde
sieht, erkennt er diese nicht als solche, weil ihm hier die Verknupfung zur
Aufgabenstellung nicht gelingt.

Dabei ist jedoch auch in Frage zu stellen, inwieweit Dietmar seine Arbeitsschritte
uberhaupt plant. So fragte er zum Beispiel bei Teilaufgabe (b) mitten in der
Durchfuhrungsphase ,Was soll ich eigentlich machen?”, nachdem er bereits die
Diskriminante  berechnet hatte. Dieses Zogern konnte eventuell auf
Verstandnisprobleme hinweisen. Andererseits kann es auch damit begrindet werden,
dass er gerade konzentriert an etwas Konkretem gearbeitet hat und kurz den Uberblick
verloren hat. Immerhin findet er schnell wieder den roten Faden, indem er die

Aufgabenstellung nochmals laut vorliest.

Allgemein ist zu beobachten, dass Dietmar sehr wenig bis gar keine Zeit in die
Planungsphasen investiert. Dies wirkt sich auf seinen Losungsprozess dahingehend
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aus, dass er wahrend den Durchfuhrungsphasen haufiger innehalten und sich neu
orientieren muss. Dies kostet ihn insgesamt mehr Zeit, als wenn er seine

Lésungsschritte anfangs umfassender planen wurde.

5.2.Fallskizze Thomas

Der Schuler Thomas verwendet beim Bearbeiten der Aufgaben den grafikfahigen
Taschenrechner TI-Nspire mit CAS-Funktion.

Beobachtungen zum Lésungsverhalten

Ohne sich einen Uberblick tber die Aufgabe zu verschaffen, beginnt Thomas sofort
mit Teilaufgabe (a). Um sich unter den Gleichungen mehr vorstellen zu konnen,
zeichnet Thomas eine reziproke quadratische Funktion am Taschenrechner mit selbst
gewahlten Werten fur z. Dann erst Uberlegt er, was eigentlich von ihm gefragt ist und
welche Handlungsoptionen er hat. Er denkt eine Weile nach, ohne zu einem Schluss
zu kommen, und geht schliel3lich weiter zu Teilaufgabe (b).

Wie vorher setzt Thomas gleich wieder Werte fur p ein und zeichnet eine Funktion am
Taschenrechner. Obwohl er sofort sieht, dass die zu begrindende Aussage stimmen
muss, kann er es nicht ausreichend begrinden. Seine Denkansatze gehen zwar in die

richtige Richtung, er kann seine Argumentationen aber nicht zu Ende bringen:

,Wir haben ja q = —1 und es ist eine quadratische Funktion. Und bei
einer quadratischen Funktion muss es eigentlich sein, dass eine
Nullstelle von den x-Werten her im positiven und die andere im
negativen Bereich liegen muss. Wegen diesen Bedingungen. Ja, das
ist eh schon das, was beim zweiten gefragt ist.“

Q\

{(x)-0
e j O Shellon
A W dosund

l)‘*"%'-‘*x’“ wnd q=-4

Abbildung 23 — Notizen von Thomas (private Quelle)
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Thomas verschriftlicht seine sporadischen Argumentationen (siehe Abbildung 23).
Dabei ubersieht er jedoch, dass die erste Teilaufgabe ausdrucklich rechnerisch
begrindet werden muss. Auch fur den zweiten Punkt ist seine Antwort nicht
ausreichend. Weil er keine Skizze zeichnet, sollte er zumindest die positive Krummung
erwahnen. Generell ist seine Antwort sehr kurz und kann nicht als mathematisch

schlussige Begrundung gewertet werden.

Teilaufgabe (c) lost er sehr schnell am Taschenrechner mit dem Solve-Befehl.
Zusatzlich kontrolliert Thomas sein Ergebnis noch, indem er den Funktionsgraphen
zeichnet und das Integral berechnet. Auch den zweiten Punkt I10st er schnell, indem er

die beiden Integrale berechnet und feststellt, dass diese nicht gleich sind.

AnschlielRend schaut Thomas noch einmal zuruck zu Teilaufgabe (a). Nachdem er
eine Weile uber den ersten Punkt nachgedacht hat, meint er, dass er hier keinen
Zusammenhang zwischen p, q und z sehe. Deshalb lasst er diesen Punkt aus und
geht weiter zum zweiten. Wie zu Beginn zeichnet er den Funktionsgraphen einer
reziproken quadratischen Funktion mit eigenen selbstgewahlten Werten und probiert,
was z sein muss, damit die Gleichung nur eine Losung hat. Dabei scheint es fur
Thomas selbstverstandlich zu sein, dass die Losungen einer quadratischen Gleichung
die Nullstellen der zugehorigen Funktion sind. Nach etwas Probieren bemerkt er, dass
die Funktion bei z = 1 genau eine Nullstelle hat. Daraus schliet er, dass die
Minimumstelle bei x = 1 liegen muss und schreibt dies auf. Dass diese Eigenschaft

auch noch fur weitere z gelten konnte, kommt ihm gar nicht in den Sinn.

Stattdessen uberlegt Thomas nochmal, ob er fur Teilaufgabe (b) noch eine bessere
Begrindung findet. Er erwahnt schlieBlich die positive Krummung dieser
quadratischen Funktion und skizziert eine nach oben offene Parabel, die durch (0]-1)
geht. Damit gibt er sich zufrieden.

Thomas hatte bei dieser Aufgabe drei von sechs Punkten erreicht.
Analyse von Strategien im Lésungsprozess

Immer wieder nimmt Thomas seinen Taschenrechner zur Hand und zeichnet eine
passende Funktion. Er erklart dies zu machen, um sich etwas unter der

Aufgabenstellung vorstellen zu kdnnen.

Durch Probieren und Einsetzen versucht er dann, die Zusammenhange zwischen den

verschiedenen Parametern und Bedingungen zu erkennen. Besonders bei
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Teilaufgabe (a) setzt er so lange Werte fur z ein, bis die Funktion die gegebenen
Bedingungen erfullt. Dabei beschrankt er aber die Allgemeinheit und Ubersieht, dass

auch andere Werte passen konnten.

Doch diese Visualisierung verwendet Thomas nicht nur fur das Verstandnis der
Angabe, sondern auch zur Kontrolle seiner Losungen. So validiert er zum Beispiel bei
Teilaufgabe (c) sein Ergebnis, indem er den Graphen nochmals zeichnet.

Analyse von Schwierigkeiten im L6sungsprozess

Wahrend der Aufgabenbearbeitung ist zu beobachten, dass es Thomas schwerfallt,
mit der mathematischen Sprache umzugehen. Er lasst sich von Begriffen wie
.reziprok® irritieren und kann die gegebenen mathematischen Strukturen nicht in sein
Grundwissen einbetten. Auch beim mathematischen Argumentiren hat er dadurch
Schwierigkeiten: Seine Behauptungen stutzen sich meist auf Skizzen, die er am
Taschenrechner gezeichnet hat. Diese sind aber mit konkreten Werten definiert und
beschranken somit die Allgemeinheit. Scheinbar ist er sich dessen nicht bewusst, dass

er auf diese Weise keine allgemeingultigen Aussagen aufstellen kann.

Neben der Sprache der Mathematik weist Thomas auch Schwéachen in der
Lesekompetenz auf. So Uberliest er beispielsweise, dass die erste Aussage in
Teilaufgabe (b) rechnerisch begrundet werden soll. Er argumentiert stattdessen
grafisch. Beim zweiten Punkt von Teilaufgabe (a) erkennt er nicht, dass z mehrere
Werte haben kann, obwohl der Text eindeutig darauf hinweist.

SchlieBlich sind bei Thomas auch generelle kognitive Lucken bezuglich der
Grundkompetenzen zu erkennen. Eindeutige Schlusselworter wie ,,zwei verschiedene
Losungen® im Kontext von quadratischen Gleichungen sollten im Idealfall sofort
signalisieren, dass die Diskriminante untersucht werden muss. Kein einziges Mal stellt
er diese direkte Verknupfung zwischen algebraischen quadratischen Gleichungen und
quadratischen Funktionen her.

Nachdem er die Grundkompetenzen offenbar nicht so sicher beherrscht, kann Thomas
auf nur wenig zielfUhrende Losungsstrategien zurlckgreifen. Die meisten Punkte
bearbeitet er durch Probieren: ,Bei der Aufgabe muss man mehr herumprobieren, bis
man auf was kommt.“ Dies kostet ihn viel Zeit und bringt ihn nicht immer zu einem

sicheren Ergebnis.
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5.3.Fallskizze Amelie

Die Schulerin Amelie verwendet beim Bearbeiten der Aufgaben den grafikfahigen
Taschenrechner Tl 82 STATS ohne CAS-Funktion.

Beobachtungen zum Lésungsverhalten

Ohne sich einen Uberblick tber die restlichen Aufgabenstellungen zu verschaffen,
beginnt Amelie gleich mit Teilaufgabe (a) und erkennt rasch, dass die beiden
Gleichungen denselben Zusammenhang darstellen. Sie multipliziert die Klammern aus
und kennzeichnet die Teile des Terms, die p und q beschreiben. Jedoch begreift sie
nicht, dass dies bereits die Losung ware, und schreibt die daraus folgenden
Gleichungen nicht auf. Stattdessen liest sich Amelie den zweiten Punkt durch und

Uberlegt eine Weile, bis sie meint: ,Das kann ich so nicht®. Sie lasst den Punkt aus.

Bei Teilaufgabe (b) erkennt sie sofort, dass sie die Losungsformel benotigt, welche sie
sicherheitshalber in der Formelsammlung nachschlagt. Den ersten Punkt begrindet
Amelie algebraisch und geht gleich Uber zum zweiten Punkt, welchen sie grafisch

erklaren mochte. Dabei deutet sie die Wirkung der Parameter nicht ganz korrekt:

,Die Funktion muss eine positive und eine negative Nullstelle haben,
weil sie eine normale quadratische Funktion ist, die nur nach unten
verschoben ist. Und sie ist symmetrisch zur y-Achse. Also schneidet sie

die x-Achse einmal links und einmal rechts der y-Achse.”

Sie zeichnet dafur keine Skizze, auch nicht am Taschenrechner. So fallt Amelie ihr

Fehler nicht auf und sie macht mit Teilaufgabe (c) weiter.

Hier berechnet sie das unbestimmte Integral handisch und 16st die Gleichung auch
ohne Taschenrechner richtig. Den berechneten Parameter p setzt sie in die
Funktionsgleichung ein und zeichnet den Graphen am Taschenrechner.
Richtigerweise erkennt sie, dass die Flachenstucke von —1 bis 0 und von 0 bis 1 nicht
gleich grol} sind, und schlief3t daraus, dass die Integrale verschieden sein mussen.

Danach widmet sie sich nochmals dem zweiten Punkt der Teilaufgabe (a). Sie erkennt
anhand der Linearfaktoren, dass z und '/, die L6sungen der reziproken quadratischen
Gleichung sein mussen. Daraus schlie3t sie, dass 1 eine Losung sein konnte. Mit
dieser Erkenntnis weil} sie aber nicht viel anzufangen. Sie setzt z noch in die Gleichung
ein, weild dann aber nicht mehr weiter und gibt schlie3lich auf.

Amelie hatte bei dieser Aufgabe drei von sechs Punkten erreicht.
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Analyse von Strategien im Lésungsprozess

Amelie lasst sich von der ihr unbekannten reziproken quadratischen Gleichung nicht
irritieren. Sie erkennt, dass es eigentlich eine gewohnliche quadratische Gleichung ist
und multipliziert die Klammern aus, sodass sie zu der ihr gewohnten Schreibweise

gelangt. Danach behandelt sie die Gleichung wie jede andere quadratische Gleichung.

Eine weitere Strategie, die Amelie anwendet, ist das Suchen nach Analogieschlussen.
Immer wieder Uberlegt sie, ob sie bereits eine ahnliche Aufgabenstellung bearbeitet
hat. Bereits wahrend des Bearbeitens der Aufgabe meint sie: ,Das ist schwierig, wenn
man das noch nie gesehen hat.“ Damit weist sie darauf hin, dass sie gern nach
bekannten Strukturen sucht, die sie dann auf die vorliegende Aufgabenstellung

umlegen kann, wie sie es bei Teilaufgabe (a) gemacht hat.

Beim Begrunden in Teilaufgabe (b) argumentiert sie Schritt fir Schritt mithilfe von

Kausalsatzen, die auf ein Vorwartsarbeiten hinweisen:

~Wenn ich fiir g —1 einsetze, dann habe ich hier +1. Dadurch ist der
Ausdruck unter der Wurzel immer positiv. Und dann gibt es immer plus-

minus der Wurzel, also gibt es immer zwei Lésungsfélle. ..."

Auch bei Teilaufgabe (c) berechnet Amelie zuerst das unbestimmte Integral, setzt
anschlieBend die Grenzen ein und setzt dann erst den Term gleich —6, um ihn
schlussendlich nach p zu l|6sen. Hier erkennt man wiederum durchgeplantes,

schrittweises Vorwartsarbeiten.
Analyse von Schwierigkeiten im L6sungsprozess

Bei Teilaufgabe (a) ist Amelie bei beiden Punkten am richtigen Weg, gibt aber beide
Male kurz vor der Losung auf. |hr fehlt die letzte zindende Idee und das kognitive
Werkzeug, um die Anforderungen der Aufgabe erflllen zu kdnnen. Ansatzweise hat
sie zwar einen Plan, der ist jedoch nicht bis zum Schluss fertiggedacht. Durch das
Vorwartsarbeiten verlasst sie sich vielleicht zu sehr darauf, am Weg noch die rettende

Idee zu haben.

Eine weitere Schwierigkeit erzeugt sich Amelie selbst, weil sie kaum ihren
Taschenrechner verwendet. Sie konnte etwa die Graphen mit selbstgewahlten Werten
am Taschenrechner skizzieren und sich so eine bessere Vorstellung der
Gegebenheiten verschaffen. Dann wurde ihr eventuell auch nicht der Denkfehler bei

Teilaufgabe (b) passieren.
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5.4.Fallskizze Josephine

Die Schulerin Josephine verwendet beim Bearbeiten der Aufgaben den grafikfahigen

Taschenrechner TI-Nspire mit CAS-Funktion.
Beobachtungen zum Lésungsverhalten

Zu Beginn verschafft sich Josephine einen Uberblick und l4sst die gesamte
Teilaufgabe (a) gleich aus. Sie meint namlich, nicht zu wissen, ,was das ,z’ da soll“.
Darum widmet sie sich Teilaufgabe (b) und erkennt wegen des Signalwortes
,LOosungen® sofort, dass sie die Diskriminante berechnen muss. Doch die Tatsache,
dass sie fur p keinen fixen Wert hat, irritiert sie:

LAber ich weill ja das p nicht. Aber wenn ich die Diskriminante
berechne, dann komme ich normalerweise auf irgendwas drauf. Nur

was, ist die Frage...”

Weil Josephine nicht weiterweil, probiert sie einen anderen Weg: Sie tippt die
gegebene Gleichung in den Taschenrechner ein und I6st sie mit dem Solve-Befehl.
Dadurch erhalt sie zwei eher komplizierte Terme als Losungen fur x, mit denen sie

_ 2 _ 2 _
—”’;“p —”’;A‘p. Nachdem dies bereits

nichts anzufangen weil}: x; = und x, =

zwei unterschiedliche Losungen sind, uberlegt sie, ob dies als Begrundung
ausreichend sein konnte. Mithilfe einer handischen Skizze versucht Josephine die
Aufgabenstellung besser zu verstehen. Dabei erkennt sie, dass die Aussage stimmen
muss. Trotzdem ist sie sich unsicher, wie sie diese Tatsache rechnerisch begrinden
kann. SchlieBlich belasst sie es dabei, dass die beiden berechneten Ldsungen

aufgrund der Vorzeichen verschieden sein mussen.

Fur den zweiten Punkt von Teilaufgabe (b) zeichnet sie mogliche Funktionen am
Taschenrechner und erkennt, dass alle positiv gekrimmt und nach unten verschoben
sind. Mithilfe einer Skizze verdeutlicht sie diesen Zusammenhang und begrindet

damit, warum die Aussage stimmen muss.

Um Teilaufgabe (c) zu I6sen, will Josephine die Gleichung ,F(-1) — F(1) = -6 am
Taschenrechner |6sen. Jedoch vergisst sie, dass sie in die Stammfunktion F(x)
einsetzen muss und nicht in die gegebene Funktion f(x). Zufalligerweise erhalt sie bei
dieser Rechnung dennoch den richtigen Wert fur p. Dennoch ware diese Antwort bei

der Reifeprifung als inkorrekt zu werten, weil der Rechenweg falsch ist.
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Den zweiten Punkt von Teilaufgabe (c) kann sie aber ohne Probleme I6sen. Sie
berechnet am Taschenrechner die beiden bestimmten Integrale und stellt fest, dass

sie nicht gleich sind.

SchlieBlich widmet Josephine sich Teilaufgabe (a), wo sie erkennt, dass die beiden
Gleichungen gleichgesetzt werden konnen, weil sie beide den Wert Null haben. Weill
sie keine anderen ldeen hat, lasst sie diese Gleichung am Taschenrechner nach x
I6sen. Die Losung am Display ergibt fur sie keinen Sinn, weshalb sie es schlussendlich

sein lasst.
Josephine hatte bei dieser Aufgabe drei von sechs Punkten erreicht.
Analyse von Strategien im L6sungsprozess

Im Laufe der Aufgabenbearbeitung versucht Josephine immer wieder Schritt fir Schritt
vorwarts zu arbeiten. Sie verschafft sich regelmaRig einen Uberblick dartiber, welche
Informationen sie hat und was sie damit machen konnte. Dabei handelt es sich stets
nur um kurzfristige Plane. Wenn sie einen kleinen Meilenstein erreicht hat, Uberlegt sie
aufs Neue, was sie als Nachstes machen konnte. Ihr letzter Ausweg scheint dabei
fortwahrend der Solve-Befehl am Taschenrechner zu sein, mit dessen Ergebnissen

sie aber selten etwas anfangen kann.

AuRerdem findet sie auch Analogien zu bereits erfolgreich gelosten Aufgaben. Zum
Beispiel erinnert sie sich sofort, dass die Diskriminante untersucht werden muss, wenn
es um Losungsfalle einer quadratischen Gleichung geht. Jedoch ist das schon wieder
alles, was sie dazu zu wissen scheint. Schliellich verwendet sie dieses Wissen
uberhaupt nicht in ihrer Argumentation.

Analyse von Schwierigkeiten im L6sungsprozess

Wie oben schon erwahnt, fehlt es Josephine beim Bearbeiten der Aufgaben immer
wieder an alternativen LOsungsstrategien. Sie hat Schwierigkeiten dabei, die
verschiedenen Grundkompetenzen miteinander zu verknipfen. So kann sie zum
Beispiel die Auswirkungen der Diskriminante nicht mit der Losungsmenge verbinden.
Dadurch findet sie in vielen Aufgaben kaum Alternativen zum Probieren mit dem Solve-
Befehl am Taschenrechner. Dabei ist zu beobachten, dass sie die Ergebnisse, die ihr
am Taschenrechner angezeigt werden, nicht interpretieren kann. Scheinbar versteht
sie nicht wirklich, was sie berechnet hat, beziehungsweise Uberhaupt berechnen soll.
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Zusatzlich zu diesen grundlegenden Schwierigkeiten passiert ihr in Teilaufgabe (c) ein
Fehler, der sie bei der Reifeprufung um einen weiteren Punkt bringen wirde. Denn sie
spricht davon, das Integral berechnen zu mussen, und schlagt die Berechnung eines
bestimmten Integrals sogar in der Formelsammlung nach. Dann berechnet sie aber
die Differenz zwischen den beiden Funktionswerten. Vermutlich handelt es sich hier
nur um einen Fluchtigkeitsfehler aufgrund der fortgeschrittenen Zeit, der jedoch

trotzdem vermeidbar ist.

5.5.Fallskizze Helena

Die Schulerin Helena verwendet beim Bearbeiten der Aufgaben den grafikfahigen
Taschenrechner Tl 82 STATS ohne CAS-Funktion.

Beobachtungen zum Lésungsverhalten

Helena beginnt mit Teilaufgabe (a) und liest sich die Angabe genau durch. Nachdem
sie eine Weile nachgedacht hat, meint sie, dass sie die Aufgabenstellung nicht wirklich
versteht. Kurz  Uberlegt sie, ob die gegebenen Linearfaktoren

(x—z)-(x—i) vielleicht mit den binomischen Formeln verwandt sind. Diesen

Gedanken verwirft sie aber wieder schnell, weil sie keinen Zusammenhang findet.

Dann widmet sie sich dem zweiten Punkt in der Hoffnung, dass dieser ohne die
Parameter p und q I0sbar ist. Sie setzt die linken Seiten der beiden Gleichungen gleich,

multipliziert die Klammern aus und vereinfacht die Gleichung handisch:

LAber das Problem ist dann, dass da p und q drinnen sind. Das sind ja
eigentlich Zahlen, aber jetzt nur Variablen. Und die kann ich ja nicht
einfach wegkdrzen. Und wie sollte ich x wegbekommen? Also hétte ich
dann nur eine Gleichung und drei Unbekannte. Ich probiere einfach

mal, was rauskommt.”

Beim Vereinfachen der Gleichung passieren Helena mehrere schwere Fehler, die ihr
Ergebnis vollig verfalschen. Sie fasst Terme zusammen, die nicht zusammenpassen,
verwendet den Produkt-Null-Satz bei Summen und setzt Werte fur Variablen ein, die
keinen Zusammenhang haben (siehe Abbildung 24). Mittlerweile hat sie selbst den
Uberblick verloren und meint: ,Aber ich weil} jetzt eigentlich nicht mehr, was ich
suche.” Aufgrund der fortgeschrittenen Zeit geht sie weiter zu Teilaufgabe (b).
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Abbildung 24 - Notizen von Helena (1) (private Quelle)

Um sich die Funktion besser vorstellen zu konnen, zeichnet Helena am
Taschenrechner einen passenden Funktionsgraphen mit selbst gewahlten Werten.
Anhand des Graphen erkennt sie, dass die Aussage stimmen muss. Damit
argumentiert sie auch und lasst die Aufgabenstellung, ,rechnerisch® begrinden zu
mussen, aulier Acht. Daflr hat sie die Argumente flir den zweiten Punkt schon
formuliert. Hier zeichnet sie nur noch eine Skizze und markiert den Schnittpunkt (0]
1) der Parabel mit der y-Achse. Zwar schreibt sie nicht ausdricklich auf, dass die

Funktion positiv gekrimmt sein muss, es ist aber aus der Skizze erkenntlich.

Bei Teilaufgabe (c) begreift Helena schnell, dass sie fir x die Werte —1 und 1 einsetzen
muss. Jedoch setzt sie in folgende in vielerlei Hinsicht falsche Gleichung ein:
Jf(—1) + (1) =—6“. Kurz Uberlegt sie noch, ob sie vielleicht doch lieber integrieren sollte,
meint aber, dass ihr das zu kompliziert ware. Beim handischen Ldsen der Gleichung
passieren ihr wieder viele Fehler. Als Ergebnis erhalt sie p = —-3,6. Zur Kontrolle
zeichnet sie die Funktion mit diesem Wert am Taschenrechner und berechnet mit dem
bestimmten Integral die Flache unter dem Graphen. Weil dies nicht —6 ergibt,
entscheidet sie sich doch furs Integrieren.
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Doch Helena berechnet es noch immer falsch: ,F(-1) + F(1) = —6“. Und wieder macht
sie einige Fehler beim Umformen. Immer wieder erhalt sie falsche Werte fur p, doch
erkennt diese Fehler beim grafischen Kontrollieren. Schlie3lich probiert sie nur noch
verschiedene Werte fur p und erhalt schlussendlich den richtigen Wert. Weil sie aber
die irrefuhrenden Rechenwege in ihren Notizen stehen Iasst (siehe Abbildung 25) und
die richtige LOsung nicht eindeutig als ihre Antwort markiert, wirde sie bei der

Reifeprufung dafur vermutlich keinen Punkt bekommen.
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Abbildung 25 — Notizen von Helena (2) (private Quelle)

Nachdem Helena nun aber den richtigen Wert fur p hat, kann sie den
Funktionsgraphen zeichnen und die beiden Flachensticke zwischen den gegebenen
Grenzen vergleichen. Sie begrundet mithilfe der Asymmetrie des Graphen, dass die
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beiden bestimmten Integrale nicht gleich sein konnen. Die oberen Aufgaben schaut
sie sich nicht nochmal an, weil sie nicht denkt, dass sie diese noch I6sen konnte.

Helena hatte bei dieser Aufgabe zwei von sechs Punkten erreicht.
Analyse von Strategien im L6sungsprozess

Helena versucht immer wieder, vom Gegebenen aus weiterzuarbeiten. Sie nimmt die
gegebenen Informationen und schaut, was sie damit machen kann, ohne dabei einen
langfristigen Plan zu verfolgen. Man konnte meinen, sie arbeitet vorwarts, jedoch ohne
dabei ihr Ziel zu kennen: ,Ich probiere einfach mal, was rauskommt.” Sie selbst
beschreibt ihre Losungsstrategie als Ratselraten:

,Dann denke ich mir bei den Aufgabenstellungen auch immer sofort:
,Was wollen die jetzt von mir héren?’ Ich méchte also keine Lésung auf
das Problem finden, sondern den Punkt bekommen. Das geht oft durch
Probieren schneller als mit komischem Rechnen. Das kommt mir halt
oft vor wie Rétselraten. Das macht es extrem schwierig fiir mich. Aber
ich gebe prinzipiell nicht auf. Mehr als falsch kann mein Ergebnis nicht

sein. Irgendetwas schreibe ich immer hin.”

Aullerdem probiert Helena manchmal aus, verschiedene Werte in die
Funktionsgleichungen einzusetzen, und Uberpruft deren Auswirkungen mit dem
Taschenrechner. Auf diese Weise findet sie zum Beispiel bei Teilaufgabe (c) den
richtigen Wert des Parameters p. Generell hilft ihr das Visualisieren der
Funktionsgraphen am Taschenrechner dabei, die Aufgabenstellung besser zu
verstehen. Durch diese Arbeitsweise entdeckt sie auch ihren Fehler bei Teilaufgabe

(c) und kann ihren Losungsweg nochmals kontrollieren.

Zusatzlich sucht Helena auch immer wieder nach Analogien zu bereits bekannten
Aufgaben. Dies wird bei Teilaufgabe (b) deutlich, als sie sagt: ,Den zweiten Punkt habe
ich so noch nie gehort.” Wenn ihr eine Aufgabenstellung bekannt vorkommt, arbeitet
sie zielsicherer. Zum Beispiel weil} sie bei Teilaufgabe (c), dass das bestimmte Integral
der Flache entspricht, weil sie diesen Zusammenhang vermutlich bereits aus vielen

anderen Aufgaben kennt.
Analyse von Schwierigkeiten im L6sungsprozess
Im Allgemeinen scheint Helena Schwierigkeiten dabei zu haben, die

Aufgabenstellungen zu verstehen. Ihr Losungsprozess erweckt den Eindruck, dass ihr
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einige Grundkompetenzen und demzufolge auch wichtige Verknupfungen fur das
erfolgreiche LOsen dieser Aufgabenstellungen fehlen. Wie oben beschrieben,
bezeichnet sie selbst ihr LOsungsverfahren als ,Ratselraten®. Diese Einstellung ist
durch die gesamte Aufgabe hinweg immer wieder zu erkennen. Besonders bei
Teilaufgabe (a) ist ihr orientierungsloses ,Drauf-Los-Rechnen® zu beobachten, wobei
ihr zusatzlich dazu auch viele technische und kognitive Fehler passieren.

Diese Defizite zeigen sich auch in Helenas Umgang mit der Sprache der Mathematik.
Viele Ausdrucke verwendet sie im falschen Kontext und auch umgekehrt kann sie aus
den mathematisch formulierten Angaben nicht erschlielen, was genau gefragt ist.
Auch beim mathematischen Argumentieren ist sie unsicher und schafft es nicht, ihre
Gedanken auf den Punkt zu bringen. All diese Mangel deuten darauf hin, dass sie die
fur die Reifeprufung relevanten Grundkompetenzen nicht ausreichend beherrscht.

5.6.Fallskizze Marie und Nora

Die Schulerinnen Marie und Nora verwendeten beim Bearbeiten der Aufgaben beide
den grafikfahigen Taschenrechner Tl 82 STATS ohne CAS-Funktion.

Beobachtungen zum Lésungsverhalten

Die beiden Schulerinnen lesen sich zuerst die Angabe der Teilaufgabe (a) durch. Nora
ist etwas verwirrt wegen des Ausdrucks ,reziprok®. Doch Marie erkennt sofort, dass es
sich dabei nur um eine ,besondere” quadratische Gleichung handelt, und stellt einen
Zusammenhang mit der kleinen Losungsformel her. Diese schlagt sie in der
Formelsammlung nach, wo sie den Satz von Vieta entdeckt. Sie setzt die gegebenen
Werte ein und vereinfacht die Ausdricke. Nachdem sie ihren Gedankengang nochmal
fur Nora erklart hat, weist diese sie auf einen Vorzeichenfehler hin. Sie korrigieren die
Ausdricke und erhalten schlieBlich zwei richtige Formeln fur die Parameter p und q.

Beim zweiten Punkt weil3 Marie, dass die Diskriminante Null sein muss, um genau eine
Losung zu erhalten. Um sicherzugehen, schlagt sie noch einmal die kleine

Losungsformel in der Formelsammlung nach, bevor sie die Werte fur p und g einsetzt.

1

2
Anschliellend will sie die Gleichung (%) =1 handisch vereinfachen. Dabei

unterlaufen ihr aber ein paar kleine Rechenfehler (siehe Abbildung 26). Wahrend Marie
rechnet, sitzt Nora ratlos daneben, weil sie Maries Schritte nicht nachvollziehen kann.
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Weil Marie bei der Gleichung nicht weiterkommt, lassen sie es beide bleiben und
gehen weiter zu Teilaufgabe (b).

Abbildung 26 - Notizen von Marie (private Quelle)

Zum leichteren Verstandnis der Angabe zeichnet Nora auf ihrem Taschenrechner
verschiedene, passende Funktionsgraphen. Dabei fallt ihr auf, dass es immer eine
positive und eine negative Nullstelle gibt. Jedoch weil} sie nicht so recht, wie sie diese
Tatsache begrinden konnte. Nach etwas Nachdenken meint Marie, dass die
Diskriminante positiv sein muss. Fur einen kurzen Moment meint Nora, dass das

keinen Sinn ergebe. Doch dann hat sie die zindende Idee:

»Ich habe gerade vergessen, dass das Quadrat das p sowieso wieder
positiv macht, egal welches Vorzeichen es hat. Und das q bringt das
Minus schon mit und macht es also auch automatisch positiv. Also ist
es immer positiv. Und die positive Diskriminante bringt automatisch

zwei Lésungen.”

Aber Marie ist noch nicht ganz davon Uberzeugt, weil sie denkt, dass q und p fixe Werte
haben mussen. Da erklart ihr Nora noch einmal, warum der Wert von p egal ist. Nun
ist auch Marie Uberzeugt und sie schreiben ihre Argumente auf. Den nachsten Punkt
I6sen sie gemeinsam sehr schnell, nachdem sie schon davor den Graphen skizziert
haben. Sie argumentieren grafisch mit der positiven Krummung und dem Schnittpunkt
mit der y-Achse bei (0|-1).
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Die Aufgabenstellung bei Teilaufgabe (c) irritiert beide Schulerinnen. Sie verstehen
zwar, dass sie einen Wert fur p brauchen, wissen aber nicht, wie sie diesen ermitteln
konnen. Um sich mehr darunter vorstellen zu kdnnen, wahlt Nora einen beliebigen
Wert fur p, namlich p = 3, und zeichnet den Funktionsgraphen am Taschenrechner.
AnschlieRend berechnet sie davon das Integral von —1 bis 1 und erhalt 6. Weil das
Integral —6 sein soll, probiert sie intuitiv p = =3 und nimmt dadurch zufalligerweise den
richtigen Wert. Weil keine irrefihrende Rechnung in ihren Notizen steht, wurden sie
bei der Reifeprufung dafur einen Punkt bekommen. Die beiden freuen sich Uber diesen
glucklichen Zufall und gehen weiter zum letzten Punkt.

Weil sie schon die Funktionsgleichung berechnet haben, ermitteln die beiden
Schulerinnen die zwei bestimmten Integrale am Taschenrechner und stellen fest, dass
diese ungleich sind. Dann wissen sie aber nicht, wie sie das begrinden sollen. Nora
erkennt, dass die Flachen nicht gleich grol3 sind, aber das reicht Marie nicht als
Begrindung. Sie schreiben folglich gar nichts auf und horen auf, obwohl die

Argumentation mit den ungleichen Flachenstucken stimmen wirde.

Marie und Nora hatten bei dieser Aufgabe vier von sechs Punkten erreicht, wobei zu
hinterfragen ist, wie viel sie davon jeweils alleine geschafft hatten.

Analyse von Strategien im Lésungsprozess

Gemeinsam setzen die beiden Schulerinnen eine grofde Varietat an Strategien ein.
Dabei greifen sie auch immer wieder auf ihre Formelsammlung und ihren
Taschenrechner zurlck, um auf weitere Ideen zu kommen. Mit dem Taschenrechner
skizzieren sie auch die Angaben und probieren verschiedene Werte aus, um die
Zusammenhange zu visualisieren. Durch systematisches Probieren am

Taschenrechner kommt Nora auch zur richtigen Losung bei Teilaufgabe (c).

AuRerdem suchen beide immer wieder nach Analogien zu bereits gelosten Aufgaben.
Marie erkennt zum Beispiel bei Teilaufgabe (a) in der Formelsammlung den Satz des
Vieta wieder und kann diesen auf die vorliegende Aufgabenstellung umlegen. Von dem
Begriff ,reziprok® lasst sie sich nicht weiter irritieren und arbeitet mit der ihr bekannten
Struktur von quadratischen Gleichungen weiter. Dabei arbeitet sie schrittweise
vorwarts: Sie sucht den Satz von Vieta, setzt ein, vereinfacht und bekommt dadurch
die gesuchte Losung.

Bei Teilaufgabe (b) arbeiten die beiden in die andere Richtung: Marie erkennt die
Struktur der Losungsfalle von quadratischen Gleichungen wieder und weil3 damit
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sofort, dass sie die Diskriminante untersuchen mussen. Nora Uberlegt, welche
Bedingungen die Parameter erfullen mussen, um positiv zu sein, und kommt so zum
Schluss, dass dies bereits der Fall ist. Dabei haben sie sich also vom gesuchten
Ergebnis zurtck zu den gegebenen Bedingungen gearbeitet.

Analyse von Schwierigkeiten im L6sungsprozess

Obwohl Marie bei Teilaufgabe (a) bereits den Zusammenhang mit dem Satz von Vieta
entdeckt hat, wahlt sie beim zweiten Punkt dieser Aufgabe einen eher umstandlichen,
fehleranfalligen Weg. Die Tatsache, dass ihr Taschenrechner keine CAS-Funktion hat,
erschwert den Losungsprozess umso mehr. Trotz richtigem Ansatz kommt sie also zu

keiner LOsung.

Nora wiurde bei dieser Aufgabe schon viel frUher aufgeben, weil fur sie die
Aufgabenstellung nicht verstandlich ist. Im anschliefenden Reflexionsgesprach meint
sie:

»,Ich mag das nicht, wenn da kein Kontext ist. Und keine fixen Zahlen.

Das ist mir zu theoretisch und abstrakt. Ich moéchte nicht so rein

hypothetische Sachen begriinden. Das verstehe ich nicht sofort und

dann blockiere ich schnell.”

Bei Teilaufgabe (c) haben beide Schulerinnen grof3e Schwierigkeiten mit dem
Verstehen der ersten Aufgabenstellung. Sie finden keinen passenden Plan, um den
gesuchten Wert zu ermitteln. Teilweise liegt das daran, dass sie die Verknlpfung
zwischen der gegebenen Funktion und dem bestimmten Integral nicht sehen. Die
Tatsache, dass fur p kein Wert gegeben ist, scheint sie dermal3en zu irritieren, dass
sie nicht auf die ldee kommen, die Funktion als solches mit der Unbekannten zu

integrieren.

Eine weitere Unsicherheit zeigen Marie und Nora beim Begrinden mathematischer
Aussagen. Offenbar ist ihnen nicht klar, welche Argumente als Begrindung reichen.
Insbesondere beim zweiten Punkt der Teilaufgabe (c) wird dies zum Stolperstein.
Obwohl Nora schon die Begrindung genannt hat, geben sie sich damit nicht zufrieden.
Wahrscheinlich suchen sie nach einer allgemeingultigen Aussage. Fur eine eindeutig
definierte Funktion ist dies aber nicht notwendig. Letztendlich schreiben sie gar nichts
und bekommen deshalb auch keinen Punkt.
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5.7.Zusammenfassung der Losungsstrategien

In den Losungsprozessen der Aufgabe ,Quadratische Gleichungen und ihre
Losungen® ist ein breites Spektrum an Losungsstrategien zu beobachten. Dabei kann

zwischen kognitiven und metakognitiven Strategien unterschieden werden.

Metakognitive Strategien beschreiben Handlungsschritte, die dabei helfen sollen, die
Aufgabenstellung so zu strukturieren und zu ordnen, dass ein Plan gefunden werden
kann. (vgl. Schukajlow 2011) Dazu zahlen unter anderem das Visualisieren am
Taschenrechner oder das Nachschlagen in der Formelsammlung. Auch informative

Skizzen oder die Kontrolle der Ergebnisse zahlen dazu.

Mit kognitiven Strategien sind hier heuristische Strategien gemeint (siehe 111.3.2), wie
zum Beispiel systematisches Probieren, Vorwartsarbeiten, Ruckwartsarbeiten,
Analogieschlisse oder Ruckfuhrung von Unbekanntem auf Bekanntes. Hier handelt
es sich um Bearbeitungsstrategien, welche die Durchfuhrung des Plans ermoglichen

sollen.

In untenstehender Tabelle 3 wird gekennzeichnet, welche Strategien im
Losungsprozess der jeweiligen Teilnehmerin beziehungsweise des jeweiligen

Teilnehmers zu erkennen sind.

Marie
Dietmar | Thomas | Amelie | Josephine | Helena | und
Nora
Visualisieren am « « « « «
Taschenrechner
Formelsammlung X X X X
(Systematisches)
] X X X X
Probieren
Vorwartsarbeiten X X X X
Ruckwartsarbeiten X X
Analogieschluss X X X X X
Ruckfuhrung von
Unbekanntem auf X X
Bekanntes

Tabelle 3 - Eingesetzte Strategien bei "Quadratische Gleichungen und ihre Lésungen”
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In der Tabelle kann man sehen, dass bis auf eine alle Teilnehmerinnen und Teilnehmer
zumindest einmal die Funktionsgraphen am Taschenrechner zeichnen, um sich mehr
unter der Angabe vorstellen zu kdnnen. Sie Uberprifen zum Beispiel, ob die Aussagen
in den Aufgabenstellungen grafisch Uberhaupt stimmen konnen. Zusatzlich benutzen
manche die Grafikfunktion ihres Taschenrechners zur Kontrolle ihrer Ergebnisse.
Diese metakognitive Strategie hilft einigen am Weg zu ihrer Losung.

Auch die Formelsammlung wird von einigen Teilnehmerinnen und Teilnehmern zur
Hand genommen. In der Planungsphase schlagen sie die kleine Losungsformel nach,
und manche finden darin auch den Satz von Vieta. Die Formelsammlung hilft ihnen,
sich einen Uberblick tiber die gegebenen Bedingungen zu verschaffen. AnschlieBend

konnen sie mit den gewonnenen Informationen einen Plan aufstellen.

Als kognitive Strategie wird das systematische Probieren vom Grofteil der
Teilnehmerinnen und Teilnehmer angewendet, wobei das Probieren bei manchen
weniger systematisch ist als bei anderen. Meistens setzen sie diese Strategie ein,
wenn sie die Auswirkungen von Parametern auf eine Parabel beobachten wollen.
Dafur setzen sie verschiedene selbst gewahlte Werte in die Funktionsgleichung ein
und zeichnen die Graphen am Taschenrechner. Andere greifen auch auf diese
Strategie zuruck, wenn ein bestimmter Wert gefragt ist und sie keine alternativen Wege
kennen. So stollen zum Beispiel Marie und Nora auf den richtigen Wert bei
Teilaufgabe (c), ohne die Aufgabenstellung wirklich verstanden zu haben.

Einen detaillierteren Plan brauchen die Teilnehmerinnen und Teilnehmer, wenn sie
vorwarts beziehungsweise ruckwarts arbeiten. Fur diese Bearbeitungsstrategien
mussen sie genau wissen, was sie haben, wohin sie wollen und wie sie ihr Ziel
erreichen konnen. Dafur ist es notwendig, die Grundkompetenzen nicht nur
anzuwenden, sondern diese auch miteinander verknupfen zu kdonnen. Kennt man
gewisse Zusammenhange und Abhangigkeiten, konnen die Handlungsabfolgen

genauer geplant werden. Diese Strategie erweist sich meistens als zielfuhrend.

Um einen passenden Plan zu finden, versuchen die meisten Teilnehmerinnen und
Teilnehmer einen Analogieschluss zu ziehen. Das heil3t, dass sie in ihrem Gedachtnis
nach ahnlichen bereits gelosten Aufgabenstellungen suchen, in der Hoffnung, die
damals eingesetzten Handlungsstrategien auch bei dieser Aufgabe anwenden zu
konnen. Nicht alle stollen dabei auf die zindende Idee. Doch viele erkennen zum
Beispiel, dass die Losungsfalle einer quadratischen Gleichung mit ihrer Diskriminante
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zusammenhangen, und untersuchen dann ebendiese, weil sie das schon oft bei

anderen Aufgaben gemacht haben.

Manche Aufgabenstellungen haben die Teilnehmerinnen und Teilnehmer in der
gegebenen Form aber noch nie gesehen. Besonders der Begriff ,reziproke
quadratische Gleichung“ scheint einige zu irritieren. Nur zwei Teilnehmerinnen
schaffen es, sich von diesem Ausdruck nicht ablenken zu lassen. Denn sie begreifen,
dass es sich dabei nur um eine quadratische Gleichung handelt, und arbeiten mit der
ihnen bekannten Struktur weiter. Sie fuhren also Unbekanntes auf Bekanntes zuruck.

5.8.Zusammenfassung der Schwierigkeiten beim Bearbeiten der Aufgabe

Die Schwierigkeiten, die im Zuge der Aufgabenbearbeitungen auftreten, konnen den
einzelnen Phasen des adaptierten Vier-Phasen-Modell Pdlyas zugeordnet werden
(siehe 111.3.1): Verstehen, Planen, Ausfuhren des Plans und Ruckschau.

In der ersten Phase muss die Aufgabenstellung erst einmal verstanden werden. Dies
kann grob gefasst an zwei Dingen scheitern: Einerseits konnen Probleme bei der
Lesekompetenz auftreten, andererseits kann die Schwierigkeit im Umgang mit der
Sprache der Mathematik liegen.

Defizite in der Lesekompetenz werden hier sichtbar, wenn die Teilnehmerinnen und
Teilnehmer einen Teil der Aufgabenstellung Uberlesen oder falsch deuten.
Beispielsweise Uberliest Helena, dass sie den ersten Punkt bei Teilaufgabe (b)
rechnerisch begrinden soll, und argumentiert rein grafisch. Auch Thomas liest sich die
Angabe manchmal nicht ganz genau durch und erfullt infolgedessen nicht die gesamte
Aufgabenstellung. Lesekompetenz wird bei der Reifeprifung in samtlichen Fachern
vorausgesetzt. Derartige Fehler sollten bei der Klausur nicht mehr passieren, weil sie
die eigentliche mathematische Leistung der Kandidatinnen und Kandidaten verzerren.

Die noch viel groRere Hurde beim Verstehen der Aufgabe ist das Begreifen der
mathematischen Angaben. Immer wieder ist zu beobachten, dass die Teilnehmerinnen
und Teilnehmer die gegebenen mathematischen Strukturen nicht interpretieren
konnen. Dadurch konnen die Jugendlichen gar nicht erst erfassen, was von ihnen
verlangt wird. Dieses Ubersetzen zwischen Alltagssprache und mathematischen
Ausdrucken wird in beiderlei Richtung verlangt. Darum ist ein flexibler Umgang mit der
Sprache der Mathematik von wesentlicher Bedeutung, bei welchem in dieser

Untersuchung vermehrt Mangel beobachtbar sind.
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Erst wenn die Aufgabenstellung zur Ganze verstanden ist, sollte man sich dem Planen
widmen. Nachdem aber bereits beim Verstehen viele Probleme auftreten, ist es fur die
Teilnehmerinnen und Teilnehmer umso schwieriger, einen zielfUhrenden Plan

aufzustellen.

Es fallt auf, dass ihnen wenig Strategien zur Verfugung stehen. Wie oben bereits
erwahnt, entscheiden sich viele fur das Probieren, wenn sie keine Alternativen kennen.
Neben der Beschrankung der Allgemeinheit ist auch ein weiteres Problem beim
Probieren, dass es oft nicht systematisch erfolgt und die Jugendlichen dadurch oft

ziellos zu arbeiten scheinen.

Generell lasst sich beobachten, dass die Teilnehmerinnen und Teilnehmer mitten
wahrend der Durchfihrungsphase nicht genau wissen, warum sie das eigentlich
machen, was sie gerade machen. Immer wieder fragen sie sich, was eigentlich gefragt
ist, obwohl sie schon lange an der Aufgabe arbeiten. Diese Orientierungslosigkeit kann
sowohl mit dem Fehlen eines durchdachten Plans als auch einem luckenhaften
Verstandnis der Aufgabenstellung in Verbindung gesetzt werden. Es ist anzunehmen,
dass die Aufgabenbearbeitung erfolgreicher ware, wirde man anfangs mehr Zeit in

einen Plan investieren.

Wahrend der Durchfuhrungsphase treten technische wie auch kognitive
Schwierigkeiten auf. Unter technischen Schwierigkeiten versteht man Fehler im
Rechenprozess. Dazu zahlen unter anderem Flluchtigkeitsfehler wie die von Marie und
Nora, als sie ein Vorzeichen vertauschen. Genauso gehoren auch Helenas
Ausfuhrungsfehler dazu, als sie die Gleichungen falsch umformt. Viele dieser
technischen Hurden konnen heutzutage durch den verstarkten Einsatz von
Technologie vermieden werden. Insbesondere Kandidatinnen und Kandidaten, die
den TI-Nspire verwenden, hatten kaum bis gar keine technischen Probleme.

Viel gravierender sind kognitive Schwierigkeiten in der Durchfuhrungsphase, da diese
nicht mit technischen Hilfsmitteln umgangen werden konnen. Grund dafur sind
grundlegende Fehlkonzepte von mathematischen Zusammenhangen. Wahrend einige
Teilnehmerinnen und Teilnehmer Probleme mit der Vernetzung gewisser
Grundkompetenzen haben, scheitern andere schon an einem verstandigen Einsatz

der fUr die Reifeprufung bendtigten Grundkompetenzen.

Auch in der abschliefenden Phase kommt es noch zu Stolpersteinen. Hier fallt es den

Teilnehmerinnen und Teilnehmern oft schwer, ihr Ergebnis mathematisch zu

78



Analyse von eingesetzten Strategien und Schwierigkeiten beim Bearbeiten der
Aufgabe ,Quadratische Gleichungen und ihre Loésungen®

begrinden. Scheinbar wissen einige nicht genau, was eine mathematische
Argumentation beinhalten muss. Beispielsweise hatten Marie und Nora schon eine
ausreichende Begrundung gefunden, sind mit dieser aber nicht zufrieden und geben
frihzeitig auf. Wahrenddessen denken Thomas und Helena falschlicherweise, eine
Aussage ausreichend begrundet zu haben, obwohl ihre Argumentationen nicht
detailliert genug sind. Bei diesen Aspekten ist wieder ein flexibler Umgang mit der
Sprache der Mathematik von grof3er Bedeutung. Die Unsicherheiten in diesem Bereich

wirken sich negativ auf den Losungserfolg aus.

Obwohl bei dieser Aufgabe ein dezidiertes Interpretieren der Ergebnisse nicht
notwendig ist, sollten die Teilnehmerinnen und Teilnehmer trotzdem verstehen, was
sie berechnet haben. Die kognitiven Lucken sind bei Thomas und Helena jedoch
derartig gro®, dass sie ihre Zwischenergebnisse teilweise inkorrekt deuten und
deshalb ihren Losungsweg in eine falsche Richtung fortsetzen.

Zum Uberblick werden die bei dieser Aufgabe auftretenden Schwierigkeiten je nach
Teilnehmerin beziehungsweise Teilnehmer in der untenstehenden Tabelle 4

gekennzeichnet.

Marie
Dietmar | Thomas | Amelie | Josephine | Helena und
Nora
Lesekompetenz X X X
Sprache der x x x « « «
Mathematik
Plan finden X X X X X X
Plan
durchfiihren X X
(technisch)
Plan
durchfiihren X X X X
(kognitiv)
Interpretation X X
Argumentation X X X X

Tabelle 4 - Auftretende Schwierigkeiten bei "Quadratische Gleichungen und ihre Lésungen”

Anhand der Tabelle lasst sich erkennen, dass die meisten Probleme bereits beim

Verstehen der Aufgabenstellung auftreten. Infolgedessen kommt es auch beim
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Beschlielen eines Plans zu gro3en Schwierigkeiten. All diese Punkte stehen in
direkter Verbindung mit den beobachteten Mangeln im Umgang mit der Sprache der
Mathematik

Grundkompetenzen.

und den unvollstandigen Vernetzungen zwischen einzelnen

5.9.Zusammenfassung der Losungserfolge

In Tabelle 5 werden die erreichten Punkte der einzelnen Teilnehmerinnen und
Teilnehmer dargestellt, wenn die Antworten nach dem Prinzip der Reifeprifung
beurteilt warden. Die Punktevergabe wurde dabei an die Losungserwartung des BMB

(2016d) angepasst. Maximal kdnnen sechs Punkte erreicht werden.

(a)1 (a)2 (b)1 (b)2 (c)1 (c)2 Gesamt
Dietmar 0 0 1 1 1 1 4
Thomas 0 0 0 1 1 1 3
Amelie 0 0 1 0 1 0 3
Josephine 0 0 1 1 0 1 3
Helena 0 0 0 1 0 1 2
Ma;ligr:"d 1 0 1 1 1 0 4

Tabelle 5 - Punktevergabe bei "Quadratische Gleichungen und ihre Lésungen”

Es fallt auf, dass niemand mehr als vier von sechs Punkten erreicht. Es gibt keine
Aufgabenstellung, die alle I6sen konnen. Einen Punkt kann sogar niemand |osen.
Durchschnittlich erreichen die Teilnehmerinnen und Teilnehmer nur rund 53% der
moglichen Punkte. Dieses Ergebnis ist eher niedrig und weist auf grobe Probleme im
Losungsprozess hin. Die Schwierigkeiten, die im Laufe der Aufgabenbearbeitung
auftreten, wurden im Kapitel 5.8 naher erlautert.

Besonders mager sind die Ergebnisse bei Teilaufgabe (a), wo nur das
Schulerinnenpaar zumindest einen der beiden Punkte erzielen kann. Das kann darauf
zuruckgefuhrt werden, dass die Aufgabenstellung mit sehr vielen mathematischen
Ausdrucken formuliert ist, von denen manche fur die Teilnehmerinnen und Teilnehmer
neu sind, wie zum Beispiel der Begriff ,reziprok” im Kontext quadratischer

Gleichungen. Nachdem die mathematische Sprache fur viele Jugendliche eine Hirde
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darstellt, kommen sie nicht Uber die Phase des Verstehens hinaus. Hinzu kommt, dass
die Aufgabenstellung hier mehrere Verknupfungen von Grundkompetenzen verlangt,
die bei manchen Teilnehmerinnen und Teilnehmern scheinbar nicht fest verankert
sind. AuRerdem muss die Aufgabe in mehreren Schritten bearbeitet werden, um zu
einer Losung zu kommen. Jedoch verfugen einige Jugendliche nicht uber

ausreichende Losungsstrategien, um einen zielfUhrenden Plan zu finden.

Die beiden hochsten Losungsquoten werden jeweils bei den zweiten Punkten der
Teilaufgaben (b) und (c) erreicht. Die Aufgaben haben gemeinsam, dass bei ihnen
Aussagen Uber Funktionsgraphen begrindet werden muissen. Dabei ist der
Argumentationsweg den Teilnehmerinnen und Teilnehmern Uberlassen. Die meisten
Jugendlichen entscheiden sich bei diesen Aufgaben fur eine grafische Argumentation.
Mithilfe ihres grafikfahigen Taschenrechners konnen sie die Aufgabe visualisieren und
infolgedessen besser verstehen. Zusatzlich hilft es ihnen, dass beide Aufgaben durch
Einsetzen und Probieren gelost werden konnen. So kdnnen auch Jugendliche, die

weniger Strategien beherrschen, Punkte erzielen.

Nichtsdestotrotz sind grolRe Defizite beim mathematischen Arbeiten und

Argumentieren zu erkennen, mit welchen dieses Ergebnis begrindet werden kann.

6. Analyse von eingesetzten Strategien und Schwierigkeiten beim

Bearbeiten der Aufgabe ,,Design-Center Linz*

6.1.Fallskizze Dietmar

Der Schuler Dietmar verwendet beim Bearbeiten der Aufgaben den grafikfahigen

Taschenrechner TI-Nspire mit CAS-Funktion.
Beobachtungen zum Lésungsverhalten

Nachdem Dietmar den einleitenden Kontext Uberflogen hat, liest er sich die
Aufgabenstellung der Teilaufgabe (a) genauer durch. Als Erstes will er die Skizze mit
den Werten aus dem Kontext beschriften. Jedoch hat er anfangliche Schwierigkeiten
damit, den Begriff ,Spannweite der Bogen® den Malen auf der Skizze richtig
zuzuordnen. Er muss sich die Angabe nochmals durchlesen und betrachtet die
Abbildung des Design-Centers genauer, bis er den Wert richtig deuten kann.
SchlieBlich kennzeichnet er den Schnittpunkt des Graphen mit der y-Achse mit 13 und
die Nullstellen mit —36 und 36.
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Weil Dietmar dann aber nicht weiterweil3, geht er zum zweiten Punkt von Teilaufgabe
(a) weiter. Das Integral deutet er sofort als Flache und erkennt schnell, dass es sich

bei dem gesamten Term um das Volumen des Design-Centers handelt.

Genauso schnell wie diese Aufgabe [0st Dietmar auch den ersten Punkt von
Teilaufgabe (b). Die Prozentrechnung signalisiert fur Dietmar automatisch, dass ein
exponentielles Wachstum vorliegt. Er stellt einen exponentiellen Term auf und

berechnet das Ergebnis mit dem Taschenrechner.

AnschlieRend denkt Dietmar ein paar Minuten Uber den zweiten Punkt nach. Ihm ist
klar, dass das arithmetische Mittel nicht stimmen kann, weil sich die Prozentwerte
immer aufs Vorjahr beziehen. Doch er kennt keine alternative Berechnungsart fir den
Durchschnitt. Deshalb schlagt er die Formelsammlung auf. Zuerst sucht er im Kapitel
zur Exponentialfunktion nach einer zindenden ldee. Nachdem er diese dort nicht
findet, blattert er weiter zu den AnderungsmafRen und schlieBlich zur Statistik. Dort

betrachtet er Ianger die verschiedenen Zentralmale, die dort aufgelistet sind:

»Ich suche nach irgendeiner Formel, die mir vielleicht helfen kann. Ich
weild jetzt schon, dass das das arithmetische Mittel ist und dass das
aber hier nicht so ganz passt. Ich weil8 auch warum. Aber jetzt such ich

nach einem anderen Weg, das zu berechnen.”

Jedoch findet er nichts, was ihm hilfreich erscheint. Darum lasst er den Punkt aus und
widmet sich nochmal Teilaufgabe (a).

Dafur nimmt Dietmar jetzt den Taschenrechner zur Hand und zeichnet die Graphen
verschiedener quadratischer Funktionen. Dabei untersucht er die Auswirkungen der
Parameter a, b und c auf den Graphen der Funktion. Wahrend er sehr schnell begreift,
dass ¢ = 13 sein muss, dauert es eher langer, bis er auf b = 0 kommt. An den Wert
von a muss er sich langer herantasten, bis dieser endlich klein genug ist. Die fertige
Funktionsgleichung Uberpriuft er zum Abschluss noch mit einer Wertetabelle am
Taschenrechner.

FUr einen kurzen Moment Uberlegt Dietmar, ob er noch einmal Uber den zweiten Punkt

der Teilaufgabe (b) nachdenken soll, 1asst es schliel3lich aber sein.

Dietmar hatte bei dieser Aufgabe drei von vier Punkten erreicht.
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Analyse von Strategien im Lésungsprozess

Im Zuge der Aufgabenbearbeitung schafft es Dietmar, einige Analogien zu bereits
bekannten Aufgaben zu finden. Zum Beispiel weild er sofort, dass er das bestimmte
Integral als Flache deuten kann, weil er ein Integral schon oft als solches interpretiert
hat. Auch das Steigen des Baukostenindex erkennt er schnell als exponentielles
Wachstum wieder, weil er die prozentuelle Anderung mit dem Exponentialmodell

verknupfen kann.

Neben der Formelsammlung, in der er vergeblich nach einer Idee zum Berechnen des
Durchschnittes sucht, verwendet er auch den Taschenrechner als Hilfsmittel. Auf
diesem visualisiert er die Zusammenhange zwischen Parameter und
Funktionsgraphen. So testet er verschiedene Werte aus, bis er die korrekte Funktion

gefunden hat.
Analyse von Schwierigkeiten im L6sungsprozess

Gleich zu Beginn hat Dietmar ein kleines Problem mit dem Ausdruck ,Spannweite der
Bogen®. Weil er diesen Wert nicht gleich auf der Skizze einordnen kann, scheint er
etwas irritiert zu sein. Nachdem er keinen zufriedenstellenden Plan fur den ersten
Punkt der Teilaufgabe (a) findet, Uberspringt er die Aufgabe vorerst. Auch beim
zweiten Anlauf braucht er eher langer, bis er eine Losungsstrategie fur sich findet. Im

Reflexionsgesprach meint er dazu:

slch glaub, was ein bisschen schwierig fir viele ist, ist von einem
Kontext auf eine Funktion schlieen. Also da auch die Parameter
rauszufinden. Wir haben das viel 6fter umgekehrt gemacht, wo wir eine
gegebene Funktion interpretieren mussten. In die Richtung ist es

schwieriger.“

Bei der Aufgabe zum durchschnittlichen Baukostenindex begreift Dietmar zwar, warum
die Rechnung nicht stimmen kann, findet aber keine alternativen Berechnungswege.
Die Problematik scheint neu fur ihn zu sein und er kann sich keine andere
Berechnungsart herleiten. Selbst als er das geometrische Mittel in der
Formelsammlung liest, erkennt er nicht, dass dies die notwendige Formel ware. Das
kann daran liegen, dass die Formel neu fur ihn ist und er sie mit nichts in Verbindung

setzen kann.
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6.2.Fallskizze Thomas

Der Schuler Thomas verwendet beim Bearbeiten der Aufgaben den grafikfahigen

Taschenrechner TI-Nspire mit CAS-Funktion.
Beobachtungen zum Lésungsverhalten

Zu Beginn liest sich Thomas den Kontext durch und zeichnet die darin genannten
Werte gleich in die Abbildung ein. Danach geht Thomas zum zweiten Punkt der
Teilaufgabe (a) und deutet den Term ohne Probleme als das Volumen des Design-
Centers.

Dann widmet er sich dem Ausgleichspunkt. Da weil3 er gleich, dass der
Funktionsgraph die y-Achse beim Wert 13 schneidet, also schreibt er ,d = 13“. Um die
restlichen Parameter zu bestimmen, zeichnet er am Taschenrechner verschiedene
Parabeln mit variierenden Parametern und probiert, welche Werte passen konnten.
Nach einer Weile hat er alle benotigten Werte gefunden, wobei der Wert fur a nur
gerundet ist. Danach erinnert sich Thomas, dass die Werte auch berechnet werden
konnen, wenn man in eine Gleichung einsetzt. Er ist sich aber nicht sicher, welche
Gleichung das sein muss. Und weil er schon eine Funktionsgleichung hat, erspart er
sich diese Arbeit.

Nachdem er sich die Aufgabenstellung der Teilaufgabe (b) durchgelesen hat, denkt
Thomas daruber nach, wie er die Baukosten berechnen kann. Er weil}, wie er die
Baukosten vom Folgejahr ermitteln kann. Dann Uberlegt er: Wenn er diese wieder mit
1,035 multipliziert, erhalt er wieder das darauffolgende Jahr. Auf diese Weise
berechnet er sich schlieRlich die einzelnen Ergebnisse, bis er das Jahr 2003 erreicht.

Beim letzten Punkt denkt Thomas lange nach. Obwohl er erkennt, dass Prozentsatze
nicht einfach summiert werden dirfen, weil sie sich immer auf einen Wert beziehen,

findet er keine alternative Berechnungsart fur den Durchschnitt.
Thomas hatte bei dieser Aufgabe drei von vier Punkten erreicht.
Analyse von Strategien im Lésungsprozess

Auch bei dieser Aufgabe versucht Thomas die Aufgabenstellung besser zu verstehen,
indem er den Funktionsgraphen am Taschenrechner =zeichnet. Durch das
systematische Probieren verschiedener Werte der Parameter gelangt er schliel3lich
zur gesuchten Funktionsgleichung.

84



Analyse von eingesetzten Strategien und Schwierigkeiten beim Bearbeiten der
Aufgabe ,Design-Center Linz*

Eine weitere Strategie, die in Thomas’ Losungsprozess gut sichtbar wird, ist das
Vorwartsarbeiten. Bei Teilaufgabe (b) nimmt er die gegebenen Baukosten und
berechnet, auf welchen Wert sie im Folgejahr steigen. Danach nimmt er diesen Wert
und verandert ihn wieder um denselben Prozentsatz. Diesen Schritt wiederholt er
insgesamt neunmal bis er zum Endergebnis gelangt. Diesen etwas langwierigeren
Weg muss er wahlen, weil er nicht die Parallelen zu einem exponentiellen

Wachstumsmodell erkennt.

Bei der Interpretationsaufgabe erkennt Thomas aber problemlos die Analogie zu
bekannten Aufgabenstellungen und weil® sofort, dass das bestimmte Integral als
Flache gedeutet werden kann. Auch beim Aufstellen der Funktionsgleichung erinnert
er sich an ahnliche Aufgaben, bleibt jedoch bei der Strategie des systematischen
Probierens, weil ihm diese bereits die notwendigen Ergebnisse geliefert hat.

Analyse von Schwierigkeiten im L6sungsprozess

Bei der letzten Aufgabenstellung hat Thomas Schwierigkeiten, eine andere
Berechnungsweise zu finden. Er versteht ansatzweise, dass die Berechnung mit dem
arithmetischen Mittel nicht stimmen kann. Eine Alternative dazu kennt er aber nicht.
Dabei kommt er auch nicht auf die Idee in der Formelsammlung zu suchen und

schrankt damit das Wissen, auf welches er zurtckgreifen konnte, erheblich ein.

6.3.Fallskizze Amelie

Die Schilerin Amelie verwendet beim Bearbeiten der Aufgaben den grafikfahigen
Taschenrechner Tl 82 STATS ohne CAS-Funktion.

Beobachtungen zum Lésungsverhalten

Den einleitenden Kontext liest Amelie nur flichtig, bevor sie mit Teilaufgabe (a)
beginnt. Nach kurzer Nachdenkzeit stellt sie gleich einen Plan auf und fuhrt eine
umgekehrte Kurvendiskussion durch. Dafur formuliert passende ihre Bedingungen und
I6st das dadurch aufgestellte Gleichungssystem. Dabei unterlauft ihr aber ein Fehler:
Anstatt (0]13) schreibt sie (13|0), sodass die errechnete Funktionsgleichung folglich
nicht stimmt. AuRerdem schreibt sie ihr Ergebnis nicht als Funktionsgleichung an,
sondern inkorrekter Weise nur als Gleichung (siehe Abbildung 27).

Obwohl sie zur Kontrolle die erhaltene Funktion am Taschenrechner zeichnet und
bemerkt, dass der Graph ,komisch® aussieht, geht sie weiter zum nachsten Punkt.
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Abbildung 27 — Notizen von Amelie (private Quelle)

Den gegebenen Term beim zweiten Punkt der Teilaufgabe (a) interpretiert Amelie
schrittweise: Als Erstes erkennt sie, dass es sich beim bestimmten Integral um die
rechte Halfte der Frontflache handelt, beim Doppelten demnach um die gesamte
Flache. Dann Uberlegt sie eine Weile und kommt zu dem Schluss, dass Flache mal
Lange das Volumen ergeben muss. Obwohl sie kurz an ihrer Interpretation zweifelt,

nennt sie das Volumen als Antwort.

FuUr den ersten Punkt der Teilaufgabe (b) stellt Amelie wieder sofort einen Plan auf.
Sie erkennt, dass es sich um ein exponentielles Wachstum handelt. Darum nimmt sie
den Grundwert und die prozentuelle Anderung und berechnet sich damit die

Baukosten nach zehn Jahren.

Als Nachstes Uberlegt sie, wie man den durchschnittlichen Index anders berechnen
konnte. Dafur nimmt sie die Formelsammlung zur Hand und sucht unter
Anderungsmafen nach Ideen. Fir einen Moment zieht sie den Differenzenquotienten
als Losung in Erwagung, entscheidet sich schliel3lich aber dagegen und lasst die

Aufgabe ungelost.

Stattdessen kontrolliert Amelie nochmals ihre Interpretation in Teilaufgabe (a). Um sich

mehr unter dem Term vorstellen zu konnen, mochte sie den Wert des Terms
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berechnen. Dann will sie anhand des Wertes einschatzen, ob es sich dabei tatsachlich
um das Volumen handeln kann: ,Aber ich gebe es lieber noch in den Taschenrechner
ein und schaue, ob der Wert, der da herauskommt, realistisch klingt.“ Weil sie hier aber
mit einer inkorrekten Funktionsgleichung arbeitet, erhalt sie einen fur sie
ungewohnlichen Wert. Aus Mangel an Zeit und Motivation hinterfragt sie dieses

Ergebnis nicht weiter und Iasst ihre Interpretation unverandert.
Amelie hatte bei dieser Aufgabe zwei von vier Punkten erreicht.
Analyse von Strategien im Lésungsprozess

Beim Bearbeiten der Aufgabe verwendet Amelie sowohl die Formelsammlung als auch
den Taschenrechner, um einen Uberblick Uber die Aufgabe zu erlangen. In der
Formelsammlung sucht sie nach zielfUhrenden Ideen und am Taschenrechner
kontrolliert sie das Ergebnis ihrer umgekehrten Kurvendiskussion. Dass dieses

Ergebnis offenbar nicht stimmen kann, lasst sie dann aber unbeachtet.

Um bei Teilaufgabe (a) zur gesuchten Funktionsgleichung zu gelangen, arbeitet
Amelie rickwarts von den besonderen Eigenschaften zur Funktionsgleichung. Die
umgekehrte Kurvendiskussion setzt sie gekonnt ein, auch wenn ihr bei der

Durchfuhrung ein paar Fluchtigkeitsfehler passieren.

Dass ein bestimmtes Integral als Flache interpretiert werden kann, ist bei Amelie
ebenso fest verankert wie die Tatsache, dass eine prozentuelle Anderung auf ein
exponentielles Wachstum hinweist. Auf diese grundlegenden Verknupfungen greift sie
durch Analogieschlisse zuruck und I6st damit die Aufgabenstellungen durch

schrittweises Vorwartsarbeiten.
Analyse von Schwierigkeiten im L6sungsprozess

Neben den technischen Fehlern, die ihr bei der umgekehrten Kurvendiskussion
unterlaufen, stoRt Amelie auf wenig Schwierigkeiten wahrend ihrer
Aufgabenbearbeitung. Neben einem Fluchtigkeitsfehler bei Teilaufgabe (a) und der
Tatsache, dass sie keine alternative Berechnungsmethode fur den Durchschnitt findet,
zeigt sie aulRerdem ein kleines Defizit in ihrer mathematischen Ausdrucksweise, als

sie bei Teilaufgabe (a) die Funktionsgleichung falsch anschreibt.
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6.4.Fallskizze Josephine

Die Schulerin Josephine verwendet beim Bearbeiten der Aufgaben den grafikfahigen

Taschenrechner TI-Nspire mit CAS-Funktion.
Beobachtungen zum Lésungsverhalten

Nach einem kurzen Uberfliegen des Kontextes nimmt Josephine die Mafe aus der
Angabe und versucht damit eine Funktionsgleichung fur Teilaufgabe (a) aufzustellen.
Wegen der Skizze weil’ sie, dass a < 0 und ¢ = 13 gelten muss. Dann nimmt sie
Punkte, die sicher auf dem Funktionsgraphen liegen und setzt diese in ihre
Funktionsgleichung ein. Indem sie am Taschenrechner das Gleichungssystem |0st
erhalt sie die gesuchten Werte und kann die Funktionsgleichung aufstellen.

Als Nachstes widmet sie sich der Interpretationsaufgabe. Hier begreift sie schnell, dass
das doppelte Integral die Frontflache des Design-Centers beschreibt. Doch es dauert
eine Weile, bis sie verstanden hat, weshalb diese Flache mit der Lange multipliziert
wird. Dann beschliel3t sie, dass es sich hierbei nur um das Volumen handeln kann.

Fur den ersten Punkt der Teilaufgabe (b) stellt sie sofort eine Exponentialgleichung auf
und berechnet den gesuchten Wert am Taschenrechner. Aber beim zweiten Punkt hat
sie Schwierigkeiten. Sie erkennt, dass Prozentsatze nicht einfach summiert werden
durfen. Wegen einer ahnlichen im Unterricht gerechneten Aufgabe vermutet sie, dass
die Werte multipliziert werden sollten. Weil sie sich aber nicht sicher ist, schlagt sie in
der Formelsammlung nach und findet dort das geometrische Mittel. Dann berechnet
sie /3,2-2,3-2,1-1,9-1,1 = 2,00377. Obwohl dieser Ansatz stimmt, macht sie den

schweren Fehler, mit den Prozentpunkten zu rechnen anstatt mit den

Anderungsfaktoren. Sie miisste also zum Beispiel mit 1,032 rechnen statt mit 3,2.

Dadurch ist das Ergebnis trotz korrekter Idee falsch.
Josephine hatte bei dieser Aufgabe drei von vier Punkten erreicht.
Analyse von Strategien im Lésungsprozess

Im Laufe des Losungsprozesses zeigt Josephine ein organisiertes und durchgeplantes
Arbeiten. In der ersten Aufgabe setzt sie die Strategie des Ruckwartsarbeitens in Form
einer umgekehrten Kurvendiskussion routiniert ein. Zwei Punkte danach arbeitet sie
gekonnt vorwarts, indem sie schrittweise zuerst ein exponentielles Wachstumsmodell

aufstellt, dann in die Formel einsetzt und schlieRlich das Ergebnis berechnet.
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Dabei sucht sie immer wieder nach Analogien zu bereits bekannten Aufgaben. Dies
bringt sie schlielllich auf die Idee, das geometrische Mittel einzusetzen. Die Formel
dafur findet sie in ihrer Formelsammlung, die sie als externen Wissensspeicher

einsetzt.
Analyse von Schwierigkeiten im L6sungsprozess

Der einzigen groRRen Schwierigkeit begegnet Josephine beim Berechnen des
geometrischen Mittels. Hier rechnet sie falschlicherweise mit den Prozentpunkten und
erhalt dadurch ein falsches Ergebnis. Nachdem sie beim ersten Punkt der Teilaufgabe
(b) die prozentuelle Anderung jedoch richtig eingesetzt hat, muss nicht unbedingt von
einem Verstandnisfehler ausgegangen werden. Viel eher konnte es sich hier um einen
Flachtigkeitsfehler handeln, der mit der bereits fortgeschrittenen Zeit begrindet

werden kann.

6.5.Fallskizze Helena

Die Schulerin Helena verwendet beim Bearbeiten der Aufgaben den grafikfahigen
Taschenrechner Tl 82 STATS ohne CAS-Funktion.

Beobachtungen zum Lésungsverhalten

Helena liest sich den Kontext nicht durch und geht gleich zu Teilaufgabe (a). Um eine
passende Funktionsgleichung aufzustellen, zeichnet sie verschiedene quadratische
Funktionen am Taschenrechner und variiert dabei die Werte der Parameter. Nach
einigen Versuchen notiert sie 0 = —x2 + 5. Abgesehen davon, dass es sich hier um
keine korrekt angeschriebene Funktionsgleichung handelt, beschreibt dieser
Funktionsterm nicht die gesuchte Parabel. Offenbar begreift Helena nicht, dass die
abgebildete Funktion im Zusammenhang mit dem Kontext steht, den sie sich nicht

durchgelesen hat.

Beim zweiten Punkt der Teilaufgabe (a) erkennt Helena, dass das bestimmte Integral
die Halfte der Flache beschreibt. Dann meint sie jedoch, dass die Flache mit 400
multipliziert wird, oder als Alternative, dass der gesamte Querschnitt um 200
vergroRert wird. Auf die Frage hin, ob sie den Wert 200 auch noch im Kontext deuten

konne, meint sie:

,Das hat sich irgendwer einfach nur ausgedacht. Ich glaube nicht, dass
das einen tieferen Sinn hat. Aber es ist ein Integral, also ist es sicher

eine Flache. Vielleicht hat es noch irgendwas mit Prozenten zu tun,
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aber das weil3 ich nicht genau. Da will mir einfach irgendwer das Leben

schwermachen.”

Helena gibt sich also mit ihrer Interpretation zufrieden und geht weiter zu Teilaufgabe
(b). Um die Baukosten zu berechnen, leitet sie schrittweise ein exponentielles
Wachstumsmodell her, ohne dieses beim Namen zu nennen. Als Erstes multipliziert
sie den Grundwert mit 1,035. Als sie dann bemerkt, dass sie das fur jedes Jahr
wiederholen kann, schreibt sie auf: 66 000 000 - 1,035*. Dann setzt sie x = 10 und

berechnet das Ergebnis.

FiUr den letzten Punkt Uberlegt Helena sehr lange. Scheinbar sieht sie nicht, was an
der Rechnung falsch sein kdnnte. Darum Uberpruft sie zuerst einmal, ob vielleicht ein
Rechenfehler passiert ist oder ob falsche Werte verwendet wurden. Nachdem das
keinen Erfolg bringt, versucht sie die Jahreswerte wie eine arithmetische Reihe
aufzusummieren mit der Begrindung, dass sich die Werte auf das Vorjahr beziehen
mussen. Nach mehreren erfolglosen Versuchen, den Durchschnitt zu berechnen, gibt

sie auf.

Zur Kontrolle schaut Helena noch einmal zurtck zu Teilaufgabe (a). Da fallt ihr auf,
dass die Parabel das Design-Center beschreiben muss. Nochmals variiert sie die
Werte und stellt schliellich die Gleichung f(x) = — ax? + 13 auf. Um den Wert des
Parameters a ermitteln zu konnen, setzt sie den Punkt (36]0) in die Gleichung ein.
Dabei passiert ihr ein Rechenfehler, der in der Beurteilung der Reifepriafung womaoglich
vernachlassigt werden kann (siehe Abbildung 28). Mit diesem Endergebnis gibt sie
sich zufrieden und beendet ihre Aufgabenbearbeitung.
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Abbildung 28 — Notizen von Helena (3) (private Quelle)

Helena hatte bei dieser Aufgabe zwei von vier Punkten erreicht.
Analyse von Strategien im Lésungsprozess

Um eine passende Funktionsgleichung fur Teilaufgabe (a) zu finden, probiert Helena
verschiedene Werte am Taschenrechner aus. Durch das Visualisieren der
Zusammenhange zwischen Parameter und Funktionsgraph kann sie diese leichter
erfassen. Erst beim zweiten Anlauf versteht sie, dass die Funktion zum Kontext passen
muss. Dann arbeitet sie ruckwarts von den spezifischen Eigenschaften der Funktion

zur Funktionsgleichung mithilfe einer komprimierten umgekehrten Kurvendiskussion.

Wahrend sie beim bestimmten Integral schnell erkennt, dass dieses auch als Flache
interpretiert werden kann, findet sie beim Wachstumsmodell der Baukosten keinen
solchen Analogieschluss zu ahnlichen bereits bewaltigten Aufgabenstellungen, mit
dem sie schnell ein Modell aufstellen konnte. Deshalb leitet sie sich selbst das
exponentielle Wachstum her. Dabei arbeitet sie Schritt fur Schritt vorwarts, bis sie eine
passende Formel zur Berechnung aufgestellt hat und nur noch in diese einsetzen

muss.
Analyse von Schwierigkeiten im L6sungsprozess

Gleich zu Beginn scheitert Helena beinahe an ihrer Lesekompetenz, als sie nicht
begreift, dass die gesuchte Funktionsgleichung mit dem gegebenen Kontext

zusammenhangt. Im Reflexionsgesprach thematisiert sie diesen Fehler:
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,Bei [dieser] Aufgabe [...] ist es so, dass ich den Kontext gar nicht
gelesen habe. Darum habe ich das auch anfangs falsch gehabt. Ich
habe das einfach schon so oft erlebt, dass der Kontext nur verwirrt und
nicht wirklich brauchbar ist. Das kostet viel zu viel Zeit. Deshalb
tberspringe ich den meistens gleich. Ich schau mir immer zuerst an,
was von mir gefragt ist, und dann suche ich erst das aus dem Kontext,

was ich brauchen kann.“

Allgemein handelt es sich hier um eine Taktik, die einige der Teilnehmerinnen und
Teilnehmer bei der Aufgabenbearbeitung anwenden: Sie uberfliegen den einleitenden
Kontext nur und lesen sich zuerst die Aufgabenstellung durch. Anschliel3end suchen
sie sich die notwendigen Angaben aus dem Kontext heraus. Dadurch erhoffen sich die
Jugendlichen eine gewisse Zeitersparnis. Die Effektivitat dieser Strategie kann im
Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht untersucht werden. Anhand Helenas Fehler wird
jedoch verdeutlicht, dass der Kontext zumindest Uberflogen werden sollte, um die

Zusammenhange der jeweiligen Aufgabenstellung besser zu begreifen.

Dem nachsten Stolperstein begegnet Helena beim Interpretieren. Obwohl sie sofort
erkennt, dass das bestimmte Integral die Flache beschreibt, kann sie die restlichen
Teile des Terms nicht richtig zuordnen. Selbst als sie nach einer Deutung des Wertes
200 gefragt wird, stellt sie keine Verbindung zum Kontext her. Moglicherweise liegt
dies auch daran, dass sie den Kontext nicht gelesen hat. Interessant ist jedoch, dass
sie erkennt, dass die Grenzen des Integrals, 0 und 36, die halbe Front des Design-
Centers einschlielen. Zu einem gewissen Grad scheint sie also doch die

Eigenschaften der Parabel mit dem Kontext zu verknupfen.

Auf kognitive Schwierigkeiten stol3t Helena beim zweiten Punkt der Teilaufgabe (b).
Nachdem sie nicht einmal erkennt, warum die vorgeschlagene Berechnungsweise
nicht stimmen kann, findet sie auch keine alternativen Wege. |Ihre Versuche, den
Durchschnitt auf andere Weisen zu berechnen, wirken eher ziellos und ohne jegliche
mathematisch fundierte Grundlagen. In der Formelsammlung nach weiteren Ideen zu
suchen, zieht sie nicht in Erwagung und schrankt damit inre Moglichkeiten erheblich

ein.

Hinzu kommt noch der technische Fehler, der Helena bei einer Aquivalenzumformung

in Teilaufgabe (a) unterlauft. Dieser ist jedoch nicht allzu schwerwiegend, weil
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zumindest ihr Ansatz stimmt. Es wirkt eher wie ein Fluchtigkeitsfehler, der ihr in den

letzten Minuten der Aufgabenbearbeitung passiert.

6.6. Fallskizze Marie und Nora

Die Schulerinnen Marie und Nora verwendeten beim Bearbeiten der Aufgaben beide
den grafikfahigen Taschenrechner TI 82 STATS ohne CAS-Funktion.

Beobachtungen zum Lésungsverhalten

Die beiden Teilnehmerinnen lesen zuerst die gesamte Aufgabe durch, bevor sie mit
Teilaufgabe (a) anfangen. Um zur passenden Funktionsgleichung zu gelangen,
probieren sie langere Zeit am Taschenrechner verschiedene Parameter aus. Es dauert
fast eine Viertelstunde, bis sie zum richtigen Ergebnis gelangen.

Auch beim zweiten Punkt der Teilaufgabe (a) diskutieren sie eine Weile, bis sie den
Term richtig interpretieren. Zwar ist ihnen schnell klar, dass das bestimmte Integral mit
diesen Grenzen die halbe Frontflache beschreibt, doch sie sind sich unsicher beim
Deuten der restlichen Faktoren. Nora erinnert sich schliel3lich, dass bei einer
Multiplikation einer Flache mit einer Lange das Volumen berechnet wird. Marie ist aber
skeptisch, weil sie glaubt, dass beim Volumen auch die Ruckseite des Gebaudes
miteingerechnet werden muss. Nachdem es ihr Nora noch einmal erklart, sieht sie
ihren Denkfehler und die beiden interpretieren den Term korrekt, namlich als das

Volumen des gesamten Design-Centers.

Wahrend sie fur die ersten zwei Punkte eher langer brauchen, erkennen Marie und
Nora beide schnell, dass in Teilaufgabe (b) ein exponentielles Wachstum beschrieben
wird. Mit diesem Wissen stellen sie die notwendige Formel auf und berechnen das

Ergebnis mit dem Taschenrechner.

Doch beim nachsten Punkt wissen sie nicht weiter. Beide wirken etwas ratlos und
beharren darauf, dass der Durchschnitt immer das arithmetische Mittel ist. Deshalb
suchen sie in der Formelsammlung nach einer hilfreichen Idee. Im Kapitel
Formelsammlung findet Marie verschiedene Zentralmalde, aber schliel3t diese dann
nach und nach aus. Dabei fragt sie sogar, ob Nora wisse, worum es sich beim
geometrischen Mittel handle. Diese meint darauf aber eher uninteressiert: ,Keine

Ahnung, davon habe ich noch nie gehort. Das brauchen wir nicht.”

Dann versucht Marie sich im Unterricht besprochene Inhalte ins Gedachtnis zu rufen.

Sie erinnert sich, dass Ausreil3er das arithmetische Mittel verfalschen kdnnen. Doch
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Nora weist sie darauf hin, dass es bei dieser Angabe keine ,richtigen“ Ausreil3er gibt.
Weil ihnen die Ideen ausgehen, beenden sie ihre Aufgabenbearbeitung.

Marie und Nora hatten bei dieser Aufgabe drei von vier Punkten erreicht, wobei zu
hinterfragen ist, wie viel sie davon jeweils alleine geschafft hatten.

Analyse von Strategien im Lésungsprozess

Um die gesuchte Funktionsgleichung zu erlangen, entscheiden sich die beiden
Teilnehmerinnen dafur, die Parameter durch Probieren am Taschenrechner zu
ermitteln. Dieser Prozess dauert bei Marie und Nora jedoch relativ lange, weil sie dabei
mit wenig System vorgehen. Zusatzlich irritieren sie sich gegenseitig immer wieder mit
ihren Zwischenergebnissen und arbeiten aneinander vorbei. Dennoch kommen sie an

ihr Ziel, wenn auch erst nach einer knappen Viertelstunde.

Als eine Strategie, auf die besonders Marie immer wieder aktiv zuruckgreift, dienen
ihnen Analogieschlisse zu bekannten Inhalten aus dem Unterricht. Neben der
Interpretation des bestimmten Integrals als Flache und der Angemessenheit eines
Exponentialmodells versucht sich Marie auch an Eigenschaften des arithmetischen
Mittels zurlckzuerinnern. Aber sie findet in dieser Aufgabenstellung keine Parallelen
zu gelosten Aufgaben. Zusatzlich sucht sie auch in der Formelsammlung nach einer

zielfuhrenden ldee, doch auch hier bleibt sie erfolglos.
Analyse von Schwierigkeiten im L6sungsprozess

Marie und Nora haben Probleme dabei, den gegebenen Term in Teilaufgabe (a) als
Volumen zu interpretieren. Grund dafur scheinen Fehlvorstellungen bezuglich der
Berechnung von Volumina zu sein. Besonders bei Marie werden diese sichtbar.
Dadurch fallt es ihnen schwer eine Verknupfung zwischen dem Term und dem

Volumen herzustellen.

Auf eine viel groRere Hurde stol3en sie beim zweiten Punkt der Teilaufgabe (b). Auch
hier konnen diese Schwierigkeiten mit einem unvollstandigen Konzept des
Durchschnitts in Verbindung gebracht werden. Beide sind fest davon Uberzeugt, dass
der Durchschnitt ausschlie3lich durch das arithmetische Mittel beschrieben werden
kann. Dadurch erkennen sie nicht einmal, warum die gegebene Berechnungsweise

nicht stimmen kann.
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6.7.Zusammenfassung der Losungsstrategien

Zur Bearbeitung dieser Aufgabe wurde ein breites Spektrum an Strategien beobachtet,

die wie in Kapitel 5.7 in kognitive und metakognitive Strategien unterteilt werden.

Marie
Dietmar | Thomas | Amelie | Josephine | Helena | und
Nora
Visualisieren am
X X X X X
Taschenrechner
Formelsammlung X X X X
(Systematisches)
. X X X X
Probieren
Vorwartsarbeiten X X X X X X
Riuckwartsarbeiten X X X
Analogieschluss X X X X X X
Ruckfuhrung von
Unbekanntem auf
Bekanntes

Tabelle 6 - Eingesetzte Strategien bei "Design-Center Linz"

In obenstehender Tabelle 6 wird gekennzeichnet, welche Strategien im
Losungsprozess der jeweiligen Teilnehmerin beziehungsweise des jeweiligen

Teilnehmers zu erkennen sind.

Genau die vier Jugendlichen, die bereits bei der vorherigen Aufgabe die
Formelsammlung benutzt haben, suchen auch in diesem Losungsprozess nach ldeen
darin. Doch nur Josephine erkennt dabei die zielfihrende Formel und selbst dann setzt

sie diese falsch ein.

Als weitere metakognitive Strategien werden haufig Funktionsgraphen am
Taschenrechner gezeichnet. Besonders die vier Teilnehmerinnen und Teilnehmer, die
sich bei Teilaufgabe (a) dafur entscheiden, die Funktionsgleichung durch
systematisches Probieren zu ermitteln, sind hier auf ihre grafikfahigen Taschenrechner
angewiesen. Auch wenn sich diese Strategie teilweise als langwierig erweist, fuhrt sie

in diesem Fall jedes Mal zum richtigen Ergebnis.

Als Alternative zum systematischen Probieren verwenden drei Teilnehmerinnen in

diesem speziellen Fall eine umgekehrte Kurvendiskussion, um die gesuchte
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Funktionsgleichung zu berechnen. Dabei handelt es sich um ein algorithmisches
Ruckwartsarbeiten, wie es in 111.3.2.3 beschrieben wird: Sie gehen vom allgemeinen
Funktionsterm aus, setzen besondere Punkte ein und kommen so zur spezifischen
Funktionsgleichung. Dieses Arbeiten in eine bestimmte Richtung ermdglicht einen

eher kontrollierten und transparenten Losungsprozess.

Alle Teilnehmerinnen und Teilnehmer setzen im Laufe der Aufgabenbearbeitung auch
zumindest einmal die Strategie des Vorwartsarbeitens ein. Dabei ersparen sich
manche aber einige Zwischenschritte, weil sie Parallelen zu bereits gelosten Aufgaben
erkennen. Je mehr Analogieschlisse gezogen werden, desto mehr Zeit ersparen sie
sich. Zum Beispiel muss Thomas die Baukosten jedes einzelnen Jahres berechnen.
Wahrenddessen erkennt Dietmar beispielsweise sofort, dass es sich um ein
Exponentialmodell handelt, setzt in die Formel ein und berechnet damit den gesuchten
Wert.

Die letzte hier genannte Strategie der Ruckfuhrung von Unbekanntem auf Bekanntes
wird bei dieser Aufgabe von niemandem eingesetzt. Zwar ist das letzte Problem als
solches allen unbekannt, doch schafft es niemand, daran auf bekannte Strukturen zu
schlieBen. Nur Josephine erkennt Parallelen zu einer bekannten Aufgabenstellung
wieder und sucht in der Formelsammlung nach etwas Bekanntem. Dieses Handeln

wird jedoch eher als Analogieschluss verstanden.

6.8.Zusammenfassung der Schwierigkeiten beim Bearbeiten der Aufgabe

Wie bei der vorigen Aufgabe werden hier die auftretenden Schwierigkeiten den vier
adaptierten Phasen nach Polya zugeordnet (siehe 111.3.1 und 1V.5.8). In der
untenstehenden Tabelle 7 sind die Schwierigkeiten der jeweiligen Teilnehmerinnen
und Teilnehmer bei der Aufgabe ,Design-Center Linz" gekennzeichnet.

Marie
Dietmar | Thomas | Amelie | Josephine | Helena und
Nora
Lesekompetenz X X
Sprache der « «
Mathematik
Plan finden X
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Plan
durchfiihren X X X
(technisch)
Plan
durchfiihren X X X X X

(kognitiv)

Interpretation X X X

Argumentation

Tabelle 7 - Auftretende Schwierigkeiten bei "Design-Center Linz"

Aus der Tabelle Iasst sich schlie3en, dass beim Verstehen dieser Aufgabe und beim
Finden eines Plans verhaltnismaflig wenig Probleme auftreten. Obwohl die etwas
langere Einleitung vereinzelt Hirden in Hinblick auf die Lesekompetenz stellt, scheint
der aulRermathematische Kontext das Verstandnis der Aufgabenstellung erheblich zu
erleichtern. Durch die kontextorientierte Einleitung und die Abbildung des Design-
Centers konnen sich die Teilnehmerinnen und Teilnehmer schneller etwas unter der
Aufgabe vorstellen. Hinzu kommt, dass in der Angabe relativ wenig mathematischer
Fachjargon verwendet wird. Somit fallen hier Defizite in diesem Bereich nicht so

schwer ins Gewicht.

Die meisten Schwierigkeiten treten beim Durchfuhren der Plane auf. Wahrend die
technischen Probleme groBtenteils mit vernachlassigbaren Flichtigkeitsfehlern
zusammenhangen, handelt es sich bei den kognitiven Defiziten unter anderem um
lickenhafte Konzepte des Begriffes ,Durchschnitt®. Manche Teilnehmerinnen
begreifen nicht einmal, warum die Berechnung mit dem arithmetischen Mittel nicht
korrekt sein kann. Falschlicherweise verwenden sie die beiden Begriffe
x<arithmetisches Mittel“ und ,Durchschnitt” synonym. Infolgedessen konnen sie keinen
weiteren Mittelwert in dieses Konzept einbetten.

In der letzten Phase treten wiederum weniger Hurden auf. Das liegt jedoch auch daran,
dass in der gesamten Aufgabe keine Begriundung gefragt ist. Folglich kann es zu

keinen Argumentationsfehlern kommen.

Doch das Interpretieren fallt nicht allen Teilnehmerinnen und Teilnehmern leicht. Zwar
deuten alle das bestimmte Integral ausnahmslos als Flache, doch einige haben
Probleme damit, die Multiplikation dieser Flache mit einer Lange als Volumen zu
interpretieren. Bei Josephine, Marie und Nora kdnnte dies eventuell daran liegen, dass

97



Qualitative Untersuchung

die Berechnung von Volumina nicht fest genug in ihrem aktiven Wissensspeicher
verankert ist. Nach einer Weile erinnern sie sich aber und kobnnen den Term deuten.
Doch Helena kann nicht einmal den Wert 200 im gegebenen Kontext deuten und ist

damit weit entfernt von einer passenden Interpretation.

6.9.Zusammenfassung der Losungserfolge

In den Losungsprozessen dieser Aufgabe treten weit weniger Schwierigkeiten auf als
bei der Aufgabe ,,Quadratische Gleichungen und ihre Losungen® (siehe 5.8). Dies kann
unter anderem damit in Verbindung gebracht werden, dass diese Aufgabe nur aus
zwei Teilaufgaben besteht, wahrend die andere in drei Teile gegliedert ist. Doch auch,
wenn die durchschnittlich erreichten Losungsquoten verglichen werden, fallt die
Aufgabe ,Design-Center Linz“ besser aus. Durchschnittlich haben die Jugendlichen

zwei Drittel der Punkte erreicht.

In Tabelle 8 werden die erreichten Punkte der einzelnen Teilnehmerinnen und
Teilnehmer dargestellt, wenn die Antworten nach dem Prinzip der Reifeprifung
beurteilt werden wuirden. Die Punktevergabe wurde dabei wieder an die
Losungserwartung des BMB (2016d) angepasst. Maximal kdnnen vier Punkte erreicht

werden.
(a)1 (a)2 (b)1 (b)2 Gesamt
Dietmar 1 1 1 0 3
Thomas 1 1 1 0 3
Amelie 0 1 1 0 2
Josephine 1 1 1 0 3
Helena 1 0 1 0 2
Mabr:sr:"d 1 1 1 0 3

Tabelle 8 - Punktevergabe bei "Design-Center Linz"

Das bessere Abschneiden der Teilnehmerinnen und Teilnehmer bei dieser Aufgabe
kann auch mit dem aullermathematischen Kontext in Zusammenhang gebracht
werden. Durch die Anwendungsorientierung und die beigeflugte Abbildung scheinen

sich die Jugendlichen mehr unter der Angabe vorstellen zu kdnnen. Sie profitieren
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sichtlich davon, dass ein flexibler Umgang mit der mathematischen Sprache hier von
geringerer Bedeutung ist als bei der vorherigen Aufgabe. Es werden viele alltagliche
und kontextorientierte Begriffe verwendet und die Anzahl an mathematischen
Fachausdrucken halt sich in Grenzen.

Zusatzlich werden die Teilnehmerinnen und Teilnehmer bei den ersten drei Punkten
mit Aufgabenstellungen konfrontiert, bei denen sie Analogieschlisse ziehen konnen.
Scheinbar wurden sie im Unterricht schon oft mit &hnlichen Problemstellungen
konfrontiert und kdnnen deshalb auf einige Losungsstrategien zurickgreifen.

Das einzig gro3e Problem, welches sich auch sehr gut in der oberen Tabelle 8
widerspiegelt, liegt im letzten Punkt der Aufgabe. Das geometrische Mittel ist fast
niemandem ein Begriff. Vielen ist nicht einmal bewusst, dass es neben arithmetischem
Mittel, Modus und Median auch noch andere Zentralwerte gibt. Die damit verbundenen
Schwierigkeiten sind oben naher beschrieben.

7. Interpretation

In den Losungsprozessen der beiden Aufgaben ist eine Vielzahl an Strategien zu
beobachten. Dabei setzen vier der sechs Teilnehmerinnen vermehrt das
systematische Probieren ein, meist in Verbindung mit der Grafikfunktion ihrer
Taschenrechner. Diese Visualisierung hat den Vorteil, dass sich die Jugendlichen
mehr unter der Angabe und der Aufgabenstellung vorstellen konnen.

Doch durch das oft eher wenig systematische Probieren ist zu hinterfragen, in welchem
Ausmalf die Teilnehmerinnen und Teilnehmer die mathematischen Zusammenhange
in ihrem LOsungsprozess tatsachlich begreifen. Zum Beispiel vernachlassigen viele,
dass beim Probieren und Einsetzen bestimmter Werte die Allgemeinheit beschrankt
wird. Diesen und andere Aspekie mussten sie beim Losen der Aufgabe

miteinbeziehen.

Hinzu kommt, dass diese Strategie haufig mehr Zeit in Anspruch nimmt als andere
Losungswege, wie zum Beispiel das Arbeiten in eine bestimmte Richtung. Dabei ist
bei den Teilnehmerinnen und Teilnehmern mehr Orientierung und Kontrolle Uber den

Losungsprozess zu beobachten.

Eine besonders hohe LOsungsquote tritt auf, wenn eine Analogie zu bekannten
Aufgabenstellungen gesehen wird. Naturgemal} fallt es leichter, ein Problem zu I6sen,

wenn bereits ein ahnliches bewaltigt wurde. Schulerinnen und Schuler die aktiv nach
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solchen Parallelen zu gewohnten Losungswegen suchen und bestenfalls entdecken,
finden auch eher einen Plan fur die weitere Aufgabenbearbeitung.

Eine zentrale Schwierigkeit in den LoOsungsprozessen ist das Verstehen der
Aufgabenstellungen. Immer wieder kommt es vor, dass die Teilnehmerinnen und
Teilnehmer nicht begreifen, was in der Aufgabe von ihnen verlangt wird. Dadurch wird
es nahezu unmoglich, einen zielfuhrenden Plan zu fassen. Diese schwerwiegenden
Verstandnisprobleme konnen in den meisten Fallen auf zwei Ursachen zurlckgefuhrt
werden: Einerseits weisen viele Jugendliche Defizite in der Sprache der Mathematik
auf, andererseits sehen einige die Vernetzungen und Zusammenhange nicht, die fur

eine erfolgreiche Aufgabenbearbeitung notwendig sind.

Ein flexibler Umgang mit mathematischen Fachausdricken ist essentiell beim
Bearbeiten von Klausuraufgaben. Denn die diversen Begriffe und Formulierungen
mussen nicht nur verstanden, sondern auch verstandig eingesetzt werden. Immer
wieder sollen Aussagen und Ergebnisse begrindet, argumentiert oder auch
interpretiert werden. Deshalb sind die bestehenden Unsicherheiten der Schilerinnen
und Schuler hier aul3erst problematisch.

Auch die Schwierigkeiten beim Verknupfen verschiedener Grundkompetenzen und
Inhaltsbereiche bilden eine grof3e Hurde bei der Bearbeitung von Teil 2-Aufgaben.
Denn genau dieser Prozess des Vernetzens ist ein zentraler Gegenstand im Konzept
des zweiten Teils der schriftlichen Reifeprifung. Werden die nétigen Zusammenhange
nicht hergestellt, kann der zielfUhrende Plan nicht gefunden werden. Ein umfassendes
Beherrschen der Grundkompetenzen ist also ebenso notwendig wie eine geistige

Beweglichkeit, um ebendiese Verbindungen herstellen zu kdnnen.
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V. Quantitative Untersuchung

Die Teilnehmerinnen und Teilnehmer der qualitativen Untersuchung (siehe 1V) weisen
wiederholt lickenhafte Vernetzungen zwischen einzelnen Grundkompetenzen auf.
Das gleichzeitige Abrufen mehrerer Inhaltsbereiche scheint ein Problem zu sein. Mit
dieser Schwierigkeit beschaftigt sich die im folgenden Teil vorgestellte Untersuchung.

1. Forschungsfrage

Die hier durchgefuhrte Untersuchung bezieht sich ebenfalls auf die zentrale
Forschungsfrage dieser Diplomarbeit:

Welche Strategien wenden Schilerinnen und Schiiler beim Lésen von
Teil 2-Aufgaben an und welche Schwierigkeiten treten dabei auf?

Hier wird nun genauer untersucht, inwiefern die Vielseitigkeit der gefragten
Inhaltsbereiche innerhalb einer Teil 2-Aufgabe den Losungsprozess erschwert. Es soll
festgestellt werden, ob Schuilerinnen und Schuler Schwierigkeiten mit der
durchmischten Reihenfolge der verlangten Grundkompetenzen haben. Dafur soll die
geistige Beweglichkeit von Jugendlichen hinsichtlich ihrer Anwendung diverser

Grundkompetenzen untersucht werden.

2. Forschungsmethode

Den flexiblen Umgang mit verschiedenartigen Inhaltsbereichen anhand von Teil 2-
Aufgaben zu testen, gestaltet sich schwierig, weil die Kombination und Reihenfolge
der dort gepruften Grundkompetenzen nicht variiert werden kann. Als naheliegende
Grundlage bietet sich daher die Untersuchung der Reihenfolge von Teil 1-Aufgaben

an.

Im Teil 1 der Klausurarbeit werden jeweils sechs Grundkompetenzen aus den vier
groRen Inhaltsbereichen Algebra und Geometrie, Funktionale Abhangigkeiten,
Analysis sowie Wahrscheinlichkeit und Statistik gepruft. Die Aufgaben dazu werden
aufsteigend nach dem Vorkommen der verlangten Grundkompetenzen im
Kompetenzkatalog angeordnet (vgl. BIFIE 2013b). Wenn die Kandidatinnen und
Kandidaten die Aufgaben der Reihe nach bearbeiten, missen sie dadurch nicht so oft
zwischen den verschiedenartigen Themengebieten und Inhaltsbereichen umdenken.
Damit wird eine Erleichterung in der Bearbeitung angestrebt.
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Ob eine solche geistige Beweglichkeit tatsachlich eine Schwierigkeit fur Jugendliche
darstellt, soll nun anhand einer quantitativen Untersuchung festgestellt werden. Dafur
werden zwei Gruppen von Schulerinnen und Schulern gebeten, ein paar ausgewahlte
Teil 1-Aufgaben zu bearbeiten. Wahrend die Versuchsgruppe die Aufgaben in einer
durchmischten Reihenfolge vorgelegt bekommt, erhalt die Kontrollgruppe die
Aufgaben wie bei der Klausur nach Kompetenzen sortiert.

AnschlieRend werden die Antworten der Teilnehmerinnen und Teilnehmer nach dem
Beurteilungssystem der schriftlichen Reifeprufung ausgewertet. Die Ergebnisse der
beiden Gruppen sollen dann auf Gemeinsamkeiten und Differenzen untersucht
werden, wobei statistische Kennzahlen wie zum Beispiel das arithmetisches Mittel, der

Median und die Standardabweichung als Vergleichswerte verwendet werden.

3. Rahmenbedingungen

An der Testung nehmen insgesamt 118 Schulerinnen und Schiler aus der 12.
Schulstufe teil, die zum Zeitpunkt der Untersuchung kurz vor der schriftlichen
Reifeprufung stehen. Sie besuchen sieben unterschiedliche Mathematikgruppen aus
zwei niederdsterreichischen AHS, an denen es sowohl Gymnasium- als auch
Realgymnasium-Klassen gibt. Die Unterrichtsgruppen werden von funf verschiedenen
Lehrpersonen betreut. Mit der dadurch gegebenen Heterogenitat dieser Stichprobe
wird eine annahernde Reprasentativitat angestrebt.

Um zwei vergleichbare Untersuchungsgruppen zu erhalten, teilen die Lehrpersonen
ihre Unterrichtsgruppen in zwei gleich grol3e Gruppen, deren Leistungspotential nach
ihrer Einschatzung einigermalien gleich groR ist. Nach dieser Einteilung gibt es zwei
vergleichbare, nahezu gleich groRe Gruppen: Gruppe A, die Versuchsgruppe, besteht
aus 57 Personen und Gruppe B, die Kontrollgruppe, aus 61 Personen.

Die Teilnehmerinnen und Teilnehmer beziehungsweise deren Erziehungsberechtigte
mussen eine Einverstandniserklarung unterzeichnen, um an der Untersuchung
teilnehmen zu durfen (siehe Appendix 3). Zusatzlich mussen die Jugendlichen bei der
Testung ein Formular ausfullen, damit nach der Auswertung der Ergebnisse den
Schulerinnen und Schulern durch ihre Lehrkrafte ein Feedback gegeben werden kann.
Dieses Formular findet sich ebenfalls im Appendix (3).

Um einer Prufungssituation so nahe wie moglich zu kommen, haben die Schuilerinnen

und Schiler 50 Minuten Zeit, um zwoOlf ausgewahlte Teil 1-Aufgaben mit den
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gewohnten Hilfsmitteln in Einzelarbeit zu I6sen. Dabei werden sie von einer
Lehrperson beaufsichtigt.

Die zwolIf in der Untersuchung eingesetzten Teil 1-Aufgaben sind Klausuraufgaben
aus dem Jannertermin 2016 (vgl. BMBF 2016a). Diese werden ausgewahlt, weil sie
zum Zeitpunkt der Interviews noch relativ neu und damit den Teilnehmerinnen und
Teilnehmern noch nicht bekannt sind. Von den 24 Aufgaben wird nur die Halfte
ausgewahlt, damit die Untersuchung in einer Unterrichtseinheit durchgefihrt werden
kann. Um mit den Aufgaben alle vier Inhaltsbereiche abzudecken, wird jede zweite
Aufgabe aus der Klausur ausgewahlt, namlich nur jene mit ungerader

Aufgabennummer.

In der folgenden Tabelle werden den gewahlten Aufgaben die jeweiligen notwendigen
Grundkompetenzen zugeordnet. AulRerdem werden neben ihrer Aufgabennummer in
der Reifeprufung auch ihre Nummerierungen in den beiden Gruppen aufgelistet. Bei
Gruppe A ist die Reihenfolge durcheinander und bei Gruppe B sind die Aufgaben nach
Kompetenzen geordnet. Es wird darauf geachtet, dass zwei aufeinanderfolgende
Aufgaben bei Gruppe A sich nie auf denselben Inhaltsbereich beziehen.

Aufgabennummer | Aufgabennummer | Aufgabennummer Grund-
in Reifeprifung in Gruppe A in Gruppe B kompetenz

1 4 1 AG 1.1

3 2 AG 25

5 9 3 AG 3.4

7 1 4 FA1.5

9 5 5 FA 3.4

11 11 6 FAS5.4

13 2 7 AN 1.1

15 8 8 AN 3.3

17 12 9 AN 4.2

19 10 10 WS 2.2

21 3 11 WS 2.3

23 6 12 WS 3.1

Tabelle 9 - Nummerierungen der Aufgaben und Grundkompetenzen

4. Durchfiihrung der Studie

Die Testungen fanden im April 2016 an zwei AHS im landlichen Niederdsterreichisch

statt. Sie wurden am Vormittag im Zuge der Mathematikeinheit der jeweiligen Klasse
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durchgefuhrt. Als Aufsichtsperson diente die Lehrperson der jeweiligen

Unterrichtsstunde.

Nach 50 Minuten Bearbeitungszeit wurden die Fragebdgen abgesammelt und
anschlieBend ausgewertet. Dabei wurde ausschliellich darauf geachtet, ob die

Aufgaben korrekt gelost wurden oder nicht.

Nach der Auswertung der Fragebogen wurden die Ergebnisse an die Lehrpersonen
weitergeleitet, um den Teilnehmerinnen und Teilnehmern ein Feedback Uber ihren

Vorbereitungsstand hinsichtlich der Reifeprufung zu geben.

5. Darstellung der Daten

Im Folgenden werden die Resultate der Untersuchung prasentiert. Dafur werden
statistische Kennzahlen und Besonderheiten der beiden Untersuchungsgruppen
hervorgehoben. Die detaillierten Ergebnisse der Teilnehmerinnen und Teilnehmer
werden im Appendix (4) in Tabelle 12 und Tabelle 13 dargestellt.

Zum Uberblick werden in der untenstehenden Tabelle 10 die durchschnittlich
erreichten Punktezahlen der beiden Untersuchungsgruppen in absoluten Werten und
als prozentueller Anteil an den maximal zwolf erreichbaren Punkten genannt. Alle

Werte in der Tabelle sind auf die erste Nachkommastelle gerundet.

arithm. - arithm. Anteil: Anteil: | Anteil: ,nicht
Mittel in | Mittel in " . " N
,bestanden ,sunsicher bestanden
Punkten | Prozent
Gruppe A 8,1 67,3 % 57,9 % 26,3 % 15,8 %
Gruppe B 7,8 64,8 % 49,2 % 36,1 % 14,8 %

Tabelle 10 - Ubersicht der Ergebnisse der Versuchsgruppe A und der Kontroligruppe B

Mit dem Hintergedanken, dass fur ein positives Absolvieren der Reifeprifung zwei
Drittel der Teil 1-Aufgaben korrekt geldost werden mussen, wurde versucht zu
berechnen, welche Punktezahlen bei dieser Testung ein Bestehen der Reifeprufung
prognostizieren. Wenn eine Teilnehmerin beziehungsweise ein Teilnehmer acht
richtige Antworten hat, hat sie oder er genau zwei Drittel der Aufgaben gelOst.
Demnach wurden alle Schulerinnen und Schuler, die hier weniger als acht Punkte

erreichen, die Prufung nicht bestehen.
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Jedoch mussen auch noch die Ausgleichspunkte bertcksichtigt werden. Beim Umfang
dieser Testung kann davon ausgegangen werden, dass es im dazugehorigen Teil 2
nur zwei Ausgleichspunkte gabe. Somit hatten alle, die hier sechs oder sieben Punkte

erzielen, bei einer Klausurarbeit noch die Chance, dennoch positiv beurteilt zu werden.

Die prozentuellen Anteile der Teilnehmerinnen und Teilnehmer, die diese Testung
,bestanden“ beziehungsweise ,nicht bestanden® hatten, wie auch jener, deren
Beurteilung aufgrund der ausstandigen Ausgleichspunkte noch ,unsicher” ware,
werden ebenfalls in Tabelle 10 dargestellt.

Zur Veranschaulichung der Ergebnisse beider Untersuchungsgruppen, bilden die
beiden Boxplots in Abbildung 29 die Streuung der erreichten Punktezahlen in beiden
Untersuchungsgruppen ab. Daraus lassen sich viele der grundlegenden statistischen
Kennzahlen ablesen, welche zusatzlich in Tabelle 11 aufgelistet sind.

Gruppe A |

Gruppe B |

Abbildung 29 — Boxplots zu den Ergebnissen der Versuchsgruppe A und der Kontrollgruppe B

Gruppe A Gruppe B
Arithmetisches Mittel ~ 8,1 ~7,8
Modus 7 7
Minimum 2 3
1. Quartil 6,5 6
Median 8 7
3. Quartil 10 9
Maximum 12 12
Spannweite 10 9
Quartilsabstand 3,5 3
Standardabweichung ~2,5 ~2,2

Tabelle 11 - Auswahl statistischer Kennzahlen der erreichten Punktezahlen in Versuchsgruppe
A und Kontrollgruppe B
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Quantitative Untersuchung

6. Interpretation

In oben dargestellten Daten ist eine groRe Ahnlichkeit zwischen den beiden Gruppen
zu erkennen. Entgegen den Erwartungen erreichten die Teilnehmerinnen und
Teilnehmer der Versuchsgruppe durchschnittlich sogar mehr Punkte als die der
Kontrollgruppe. Sowohl arithmetisches Mittel als auch Median sind bei Gruppe A hoher
als bei Gruppe B.

Um die Signifikanz dieser Differenzen beurteilen zu kdnnen, wurde ein Student-T-Test
bezlglich der arithmetischen Mittel durchgefuhrt. Dieser ergab mit einer
Irrtumswahrscheinlichkeit von 50%, dass der Unterschied der beiden arithmetischen
Mittel charakteristisch ist. Demnach kann keine signifikante Aussage hinsichtlich der
Mittelwerte getroffen werden.

Auch die Streuungsmale der erreichten Punktezahlen weichen zu wenig voneinander
ab, um einen signifikanten Trend festzustellen. Die breitere Streuung in Gruppe A ist
jedoch auch bei den prozentuellen Anteilen der ,bestandenen® und ,nicht
bestandenen® Testungen wiederzuerkennen. Obwohl mehr Teilnehmerinnen und
Teilnehmer der Gruppe A zumindest acht Punkte erzielen als in Gruppe B, ist auch die
Anzahl der Ergebnisse mit weniger als 6 Punkten in Gruppe A minimal grof3er.

Es zeichnet sich also eine leichte Tendenz zur Polarisierung ab, wenn die
Grundkompetenzen in gemischter Reihenfolge abgeprift werden. Doch auch diese
Beobachtung ist aufgrund der geringen Differenzen nicht signifikant.

Folglich lasst sich aus dieser Untersuchung schlieffen, dass es sich bei der
Reihenfolge der getesteten Grundkompetenzen um keine globale Schwierigkeit
handelt. Die Probleme beim Vernetzen verschiedener Kompetenzen hangt also nicht
mit der Vermischung unterschiedlicher Inhaltsbereiche innerhalb einer Aufgabenserie

Zusammen.
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VI. Conclusio

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurden unterschiedliche Losungsstrategien von
Schulerinnen und Schuilern beim Bearbeiten von Teil 2-Aufgaben der schriftlichen
Reifeprufung in Mathematik untersucht. Neben einer ausfuhrlichen Literaturrecherche
wurden auch Losungsprozesse von Jugendlichen hinsichtlich ihrer Losungsstrategien
analysiert. Im Zuge dessen wurden damit zusammenhangende Schwierigkeiten bei

der Aufgabenbearbeitung ebenfalls beleuchtet.

Als haufig eingesetzte Strategien dient, neben dem Visualisieren am Taschenrechner
und dem Herstellen von Analogien, das systematische Probieren. Wenn das Probieren
jedoch nicht allzu systematisch durchgefuhrt wird, droht der Ldsungsprozess

orientierungslos und ziellos zu werden.

Als effektivere Methode erweist es sich, ausreichend viel Zeit fur das Verstehen der
Aufgabenstellung aufzuwenden, um anschlielend nach einem durchdachten Plan in
eine bestimmte Richtung arbeiten zu konnen. Das Aufstellen eines Plans scheitert
unter anderem daran, dass die Schulerinnen und Schuler auf zu wenig

Handlungsmaoglichkeiten zurtckgreifen konnen.

Um die Optionen der Jugendlichen auszuweiten, mussen die einzelnen Phasen der
Aufgabenbearbeitung im Unterricht nachhaltig geubt werden. Dabei sollte die
Lehrperson auf die Charakteristika und Relevanz der jeweiligen Phasen hinweisen.
Besonders das Planen eines Losungsprozesses und die Auswahl der Strategien
mussen bewusstgemacht werden. Idealerweise werden diese danach gemeinsam
besprochen und reflektiert, damit bei spateren Problemstellungen schneller Analogien
zu bereits bekannten Aufgaben gefunden werden.

Eine weitere gro3e Schwierigkeit liegt in der Unsicherheit beim Umgang mit der
mathematischen Sprache. Die Schulerinnen und Schuler verstehen haufig gar nicht,
was in der Aufgabenstellung von ihnen verlangt wird. Oft scheitert dies an ihrem
Verstandnis von mathematischen Formulierungen. Dieses Defizit zeigt sich auch bei
Argumentations- und Interpretationsaufgaben. Denn bei der Reifeprufung reicht es
nicht, die Fachausdrucke blof3 wiederzuerkennen. Die Kandidatinnen und Kandidaten
mussen diese auch verstandig einsetzen und interpretieren konnen. Darum muss
diese Kompetenz uber mehrere Jahre hinweg aufgebaut werden. Bestenfalls werden
die ersten Grundlagen dazu bereits in der Volksschulzeit implementiert.
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Conclusio

Schlief3lich sind wiederholt auch schwerwiegende Defizite beim Vernetzen einzelner
Grundkompetenzen zu beobachten. Genau dies ist aber der Fokus von Teil 2-
Aufgaben. Die grof3e Schwierigkeit liegt dabei nicht im schnellen Umdenken zwischen
mehreren Inhaltsbereichen, sondern im Erkennen der Zusammenhange und

VerknUpfungen zwischen den unterschiedlichen Inhalten.

Um Parallelen und Abhangigkeiten schneller erkennen zu kénnen, muss schon im
vorbereitenden Unterricht immer wieder auf derartige Vernetzungen hingewiesen
werden. Es reicht absolut nicht, die Schilerinnen und Schuler penibel genau auf das
Anwenden der einzelnen Grundkompetenzen hinzutrainieren. Vielmehr miussen stets
Verknipfungen zwischen den verschiedenen Kompetenzen und Inhalten

bewusstgemacht werden, um einen Gesamtuberblick zu behalten.

Die Fahigkeit des kompetenten Problemlosens ist nicht nur fur den Teil 2 der
Klausurarbeit forderlich, sondern fur die gesamte schriftliche Reifeprufung in
Mathematik, wie auch in Hinblick auf generelle, alltagliche Probleme.
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Appendix
Appendix

1. Einwilligungserklarung zur qualitativen Untersuchung

Einwilligungserkldrung zur Erhebung und Verarbeitung personenbezogener

Interviewdaten
Diplomarbeit — Valerie Schroll

Das Interview wird mit einem Aufnahmegerat aufgezeichnet und dann von Valerie
Schroll in Schriftftorm gebracht. Fur die weitere wissenschaftliche Auswertung der
Interviewtexte werden alle Angaben, die zu einer ldentifizierung der Person fuhren
konnten, verandert oder aus dem Text entfernt. In der Diplomarbeit wird das Interview
nur in Ausschnitten zitiert, um gegenuber Dritten sicherzustellen, dass der entstehende
Gesamtzusammenhang von Ereignissen nicht zu einer Identifizierung der Person

fuhren kann.

Die Teilnahme an den Interviews ist freiwillig. Ich habe zu jeder Zeit die Moglichkeit,
das Interview abzubrechen, weitere Interviews abzulehnen und dein Einverstandnis in
eine Aufzeichnung und Niederschrift des Interviews zurlckziehen, ohne dass mir

dadurch irgendwelche Nachteile entstehen.

Ich bin damit einverstanden, im Rahmen des genannten Forschungsprojekts an einem

Interview/ an mehreren Interviews teilzunehmen.

Name in Druckschrift:

Ort, Datum Unterschrift
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2. Protokolle

2.1.Dietmar

Quadratische Gleichungen und ihre Lé6sungen

Dietmar bekommt die Unterlagen, uberfliegt Angabe und schaut sich an, worum es
zirka geht. Dann liest er sich 4 Minuten lang die unterschiedlichen Aufgabenstellungen
genauer durch, um zu entscheiden, welche Teilaufgabe er zuerst 16sen konnte. Wenn

er etwas von der Angabe braucht, liest er sie sich nachher nochmal genauer durch.
D: Guit.
I: Hast du dir jetzt das Ganze durchgelesen?

D: Ich habe jetzt mal nach etwas gesucht, dass mir was sagt. Ich fang einmal mit (a)

an.
Dietmar Uberlegt 3 Minuten lang, was zu tun ist und schreibt zunachst nichts auf.
D: Oder ich fang doch nicht mit (a) an. Ich probiere lieber mal (b).

Dietmar schlagt quadratische Gleichungen in der Formelsammlung nach und schreibt
die grof3e Losungsformel und die allgemeine quadratische Gleichung auf. Nach etwas
Zogern beginnt er zu schreiben und kommentiert dabei seine Schritte.

D: Ich schau mir mal die Angaben in (b) an. Da steht ,q = -1 und das setzte ich da
mal ein und rechne das mal aus... Wobei, das steht eh schon da: x>+px-1. Und die
Losungsfalle bei quadratischen Gleichungen haben nur mit der Diskriminante zu tun,
sprich: b%-4ac. Und in diesem Fall: p>~4*1*(-1). Also ist die Diskriminante p+4.

Dietmar denkt fur 3 Minuten nach, ohne etwas zu sagen oder zu schreiben.

D: Was soll ich eigentlich machen? (liest Angabe nochmal laut vor) ,Begrinden Sie
rechnerisch, warum die Gleichung f(x) = 0 genau zwei verschiedene Losungen in den

reellen Zahlen haben muss.*

Weitere 4 Minuten Stille, ein bisschen Ratlosigkeit ist in seinem Gesicht zu erkennen.
Er schaut zwischen Angabe und seinen Notizen hin und her. Plotzlich erklart er
entschlossen und in schnellen Worten.

D: Ja, das hat naturlich zwei verschiedene Losungen, weil da nur eine positive LOsung
rauskommen kann. Weil auch wenn man ein Quadrat von einer negativen Zahl

einsetzt, kommt hier trotzdem eine positive Zahl raus. Sprich, die Diskriminante ist

119



Appendix

immer positiv und fur eine positive Diskriminante gibt es immer genau zwei
verschiedene Losungen, weil vor der Wurzel plus/minus steht. Also eine Losung mit
,plus der Wurzel und einmal ,minus der Wurzel“ Ich hoffe, das ist hinreichend
begrindet.

Dann schreibt er das eben Erlauterte auf. Dann geht er weiter zu (b)2. Er liest die
Angabe vor:

D: ,Begrinden Sie, warum die Funktion f eine positive und eine negative Nullstelle
haben muss!” Naja, das ist ja klar, weil einmal ein Plus vor der Wurzel steht und einmal

ein Minus. Oder?
Dietmar denkt nochmal 1 Minute daridber nach.
D: Am besten, ich zeichne das einmal und schau, was mir das bringt....

Dietmar zeichnet am Taschenrechner ein paar mogliche Versionen der Funktion und
versucht, es sich damit zu erklaren. Er variiert p-Werte und g-Werte und versucht
herauszufinden, wie diese die Funktion beeinflussen. Er probiert 4 Minuten lang.

D: Ich sehe, dass es immer eine positive und eine negative Nullstelle gibt... Aber ich
frage mich gerade, wie ich es begrinden konnte.

I: Du musst es nicht I16sen, wenn du nicht draufkommst.
D: Ich will aber draufkommen!

Er konzentriert sich nochmal und probiert weiter am Taschenrechner, verschiedene

Werte fur p und g einzusetzen. Nach 5 weiteren Minuten.

D: Also es muss im Prinzip entweder positiv oder negativ sein, weil die Diskriminante
mit p? in unserem Fall immer groRer ist als das —p in der Losungsformel. Das heilt, fir
die eine Losung von Plus der Diskriminante bekommt man immer eine positive Zahl
raus, weil die Diskriminante sowieso grof3er ist als p. Also wird das —p wieder positiv.
Ergibt das Sinn? Und im anderen Fall, also minus der Diskriminante, bleibt es eben
negativ. So hatte ich das jetzt mal gesagt.

Dietmar schreibt seine Argumente auf und geht dann weiter zu (c). Er liest die Angabe

laut vor und denkt kurz nach.

D: ,Bestimmen Sie fur diese Funktion f denjenigen Wert fur p, fur den ... gilt.” Das gebe
ich einfach in den Taschenrechner ein. Ich nehme den Solve-Befehl und tippe die
Gleichung mit dem Integral ein. Also p = -3.
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Dietmar schreibt das Ergebnis auf und liest sich die nachste Aufgabe durch. Er
berechnet die bestimmten Integrale am Taschenrechner

D: Also da kommt —1,5 raus und da kommt —4.,5 raus. Also ist es nicht gleich. Jetzt
zeichne ich die Funktion noch am Taschenrechner. ... Okay, das muss im Prinzip so
sein, weil die Funktion nicht symmetrisch zur y-Achse ist. Also hat sie zwischen —1 und
0 einen anderen Flacheninhalt als zwischen 0 und 1.

Er skizziert die Funktion und schreibt auf, dass die Funktion nicht achsensymmetrisch

ist. Er schaut nochmal kurz zu (a).

D: Die Aufgabe (a) ist so kompliziert formuliert. Das ist mir zu anstrengend. Die will ich

nicht machen.

Design-Center Linz

Nachdem Dietmar die Angabe bekommt, liest er sich zunachst nur Aufgabe (a) durch.
Er beschriftet die Skizze mit Werten aus der Angabe, hangt aber bei dem Begriff
»opannweite der Bogen®. Er ist sich nicht ganz sicher, wo die Lange einzuzeichnen ist.
Er deutet sie schlieBlich richtig und kennzeichnet die Nullstellen mit 36 und —36. Dann
liest er noch einmal die Aufgabenstellung des Ausgleichspunktes vor. Es folgt eine
funfminatige Nachdenkphase ohne Schreiben oder Kommentare.

D: Ich lasse den Ausgleichspunkt mal aus und schau zum nachsten Punkt weiter. Gut,
das Integral von 0O bis 36 ist die Flache von da (zeigt auf y-Achse) bis da (zeigt auf
rechte Nullstelle). Mal 2 ist die gesamte Flache von der Funktion mal 200 ist das

Volumen vom Design-Center.

Er schreibt kurz ,Volumen des Design-Centers® und geht weiter zur Angabe von (b).
Nach einer Minute beginnt er zu schreiben und kommentiert dabei:

D: Okay, also Prozentrechnung. Das heil3t 66 Millionen ist der Grundwert, sozusagen,
mal 1 + 0,035 hoch zehn.

Er berechnet das Ergebnis mit dem Taschenrechner und schreibt eine Antwort auf.

Dann wendet er sich dem zweiten Punkt von (b) zu.

D: Bei der Aufgabe wird der Durchschnitt von den Prozentwerten ausgerechnet, aber
es wird nicht beachtet, dass jeder Prozentwert sich auf das Vorjahr bezieht. Man

musste das also so machen, dass man... H&? Wie macht man das?
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Es folgt eine lange Nachdenkphase von 8 Minuten. Er probiert am Taschenrechner,
das arithmetische Mittel zu berechnen. Er greift zur Formelsammlung und stébert im
Kapitel zu Exponentialfunktionen. Dann schaut er zu Anderungsmafen und
begutachtet den Differenzenquotienten. Nachdem er fur ihn Relevantes nicht findet,
blattert er zum Kapitel Statistik. Er gelangt zu den Zentralmalen.

I: Was ist dein Plan gerade?

D: Ich suche nach irgendeiner Formel, die mir vielleicht helfen kann. Ich weil} jetzt
schon, dass das das arithmetische Mittel ist und dass das aber hier nicht so ganz
passt. Ich weil auch warum. Aber jetzt such ich nach einem anderen Weg, das zu

berechnen.

I: Sticht dir was ins Auge?

D: Nicht wirklich, nein. Ich glaub, ich probiere lieber nochmal den ersten Punkt von (a).
Er nimmt den Taschenrechner und zeichnet quadratische Funktionen.

D: Ich schau jetzt mal, was die einzelnen Parameter bei einer quadratischen Funktion
so bewirken. Also setze ich einfach verschiedene Werte fur a, b und ¢ ein und zeichne
die Funktionen.

Er testet zuerst, was ¢ bewirkt und erkennt es recht schnell.
D: Jetzt weild ich mal, dass ¢ = 13 sein muss.

Als Nachstes verandert er b und kann die Transformationen der Funktion nicht richtig
nachvollziehen. Er probiert aber noch 3 Minuten lang weiter und ihm fallt etwas auf.

D: B muss eigentlich 0 sein. Denn in jedem anderen Fall ist die Funktion nicht
symmetrisch zur y-Achse. Wow, da hab ich jetzt lang dafur gebraucht. Und weiter... A
muss negativ sein. Und jetzt schau ich halt, wie grofd es ungefahr ist, indem ich weiter
probiere. Die Nullstellen mussen ja bei 36 und —36 sein. Das a muss immer kleiner
werden, weil die Kurve dann flacher wird. Also probiere ich mal —0,1. Okay, das geht
sich nicht aus. Dann probiere ich halt —0,01. Ah, das konnt sich ausgehen. Ich schau
mir mal die Wertetabelle an. Hm, gerundet wurde das sogar passen. Dann lass ich das
So.

Er schreibt die Funktion an und schaut nochmal zu (b). Beschliel3t aber dann schnell,

dass er nicht mehr draufkommen wird.
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Reflexion

Bei der 1. Aufgabe konnte ich mit (a) sehr wenig anfangen, weil ich keinen
Zusammenhang zwischen den beiden Formen sehe. Auf den Satz von Vieta ware ich
nie von selbst gekommen. Ich glaub auch nicht, dass das in meiner Klasse viele
geschafft hatten. Bei (b) habe ich sehr lang Uberlegt, obwohl es eigentlich eh nicht so
schwer ist. Es ist sehr klar formuliert. Und das haben wir im Unterricht sehr oft
gemacht. Also die Aufgabe war wirklich nett, wenn man ein bisschen ein theoretisches
Verstandnis hat. Und (c) ist eigentlich auch klar, dass man da nur die Gleichung
aufstellen muss und dann mit dem Taschenrechner berechnen kann. Das sieht man

schnell.

Mit der 2. Aufgabe konnte ich eigentlich mehr anfangen. Ich glaub, was ein bisschen
schwierig fur viele ist, ist von einem Kontext auf eine Funktion zu schliefen. Also da
auch die Parameter rauszufinden. Wir haben das viel 6fter umgekehrt gemacht, wo wir
eine gegebene Funktion interpretieren mussten. In die Richtung ist es schwieriger.
Aber es ist wenigstens klar, was man machen muss. Und beim Probieren kommt auch
das Richtige raus. Also die Zahlen sind nett ausgesucht. Die Aufgabe mit der
kontextbezogenen Anwendung Integral ist eigentlich eh total typisch. Wobei das mit
dem Volumen irgendwie schon fies ist, weil man das Integral normalerweise nur im
Zusammenhang mit Flache lernt. Und da ist jetzt plotzlich das Volumen gefragt. Aber
wenn man es sich dann durchdenkt, ergibt es schon Sinn. Der erste Teil von Aufgabe
(b) ist eigentlich auch recht klar. Da habe ich sofort gewusst, was ich machen muss.
Aber der zweite Teil, der ist unmaoglich. Also ich verstehe schon, was falsch gemacht
wurde. Aber dass man da draufkommt, dass man das geometrische Mittel braucht. Auf
das kommt man einfach nicht. Aber allgemein fand ich die Aufgabe cool.

Ich glaub nicht, dass mir die zweite Aufgabe leichter gefallen ist, weil es einen Kontext
gab. Ein Kontext hilft mir nicht automatisch bei der Aufgabe. Aber solche Aufgaben

fallen mir halt leichter, wo es um Integrale und Funktionen geht. Das kann ich.

Ich denke, ich habe alles gemacht, das ich konnte. Also alles, was mir jetzt gefehlt hat,
hatte ich auch nachher nicht konnen.
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2.2. Thomas

Quadratische Gleichungen und ihre Lé6sungen

Thomas bekommt die Angabe, liest sich den Anfang von (a) durch und fangt sofort an:
T: Ich setzte gleich mal Werte fur z ein und zeichne es am Taschenrechner.

Er starrt den Graphen der Funktion an und Uberlegt fur eine Weile kommentarlos.

T: Das schaut komisch aus. Ich mach lieber mal (b).

Er Uberfliegt die Angabe und nimmt wieder den Taschenrechner in die Hand.

T: Ich gebe die Funktion f in den Taschenrechner und nehme fur p einen Wert. Mal

schauen.
Er schaut lange auf den Taschenrechner und Uberlegt.

T: Ja, wie begrunde ich das rechnerisch? Naja, es gibt ja ein positives und ein
negatives.... Ich weil} nicht, was jetzt genau damit gemeint ist... Also ich probiere
verschiedene Werte fur p am Taschenrechner und es kommt immer ein positiver und

ein negativer Wert raus. Aber ich bin mir nicht sicher, ob das damit gemeint ist.
Tippt wieder am Taschenrechner weiter und zeichnet verschiedene Funktionen.

T: Also, wenn ich jetzt zum Beispiel p = +2 nehme, dann sind die zwei Losungen
wahrscheinlich auch die Nullstellen — also vom x-Wert. Also ich wurde sagen, der
negative und der positive Wert sind der x-Wert von den Nullstellen.

I: Und wie begrundest du, dass die eine positiv und die andere negativ ist?

T: Hm... Wir haben ja g = —1 und es ist eine quadratische Funktion. Und bei einer
quadratischen Funktion muss es eigentlich sein, dass eine Nullstelle von den x-Werten
her im positiven und die andere im negativen Bereich liegen muss. Wegen diesen

Bedingungen. Ja, das ist eh schon das, was beim Zweiten gefragt ist.

Er schreibt sporadisch ,1) positive und negative Losung sind Nullstellen. 2) wegen x?
und g=—1“und geht weiter zu (c). Er liest die Angabe und greift nach kurzem
Nachdenken wieder zum Taschenrechner. Ohne Kommentare probiert er fur 5 Minuten
Verschiedenes am Taschenrechner aus.

T: Ich hab jetzt einfach mal das Integral von —1 bis 1 von der Funktion eingegeben,
also mit dem Solve-Befehl. Da hab ich mir p ausrechnen lassen. Das ist —-3. Jetzt
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kontrolliere ich das noch schnell, ob da eh das Richtige rauskommt. Ja, das musste

stimmen.
Er schreibt 1) p=—3°“.

T: So, und jetzt muss ich es einfach vergleichen, die zwei Integralwerte. Also da
berechne ich am Taschenrechner die Zahlen. Und schau einfach. Beim einen kommt
—1,5 und beim anderen —4,5 raus. Also das ist falsch.

Er schreibt ,2) falsch, weil [°, f(x)dx = —1,5 und] f(x)dx = —4,5".

T: Gut, und jetzt nochmal zu (a)... Hm. Ich finde nicht wirklich einen Zusammenhang

zwischen p, q und z.
Er lasst das aus und schaut zum zweiten Punkt der Aufgabe.

T: Theoretisch ist das ja auch eine Funktion. Also zeichne ich eine Funktion, indem ich

fur z einen Wert einsetze.
Er probiert verschieden Werte fur z am Taschenrechner aus.

T: Okay, ich setzte jetzt zum Beispiel z=2 in die Gleichung ein und |0se sie mit dem
Taschenrechner. Da kommen aber zwei Losungen raus, also kann es das nicht sein.
Null hatte ich auch probiert, aber das geht auch nicht. Aber bei 1 kommt genau eine
Losung raus. Also z ware 1. Dann zeichne ich die Gleichung. Dann ist das x auch 1,

wenn ich es richtig interpretiere.
Er denkt nochmal druber nach.

T: Nein, das ist ein Schwachsinn. Hm. Oder? Also das lokale Minimum hat die Funktion

bei x =1, wenn z = 1. Naja.
Er schreibt ein ,z=1 -> solve -> Minimum bei x=1*.

T: Okay, aber auf das Erste von (a) komm ich nicht. Aber bei (b) das begrunden...
Hm... Ja, da q = =1 und wegen des x? gibt es eine positive Krimmung, muss es

logischerweise eine positive und eine negative Nullstelle geben.

Er skizziert eine nach oben offene Parabel, die durch (0]-1) geht und beendet die
Aufgabe.
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Design-Center Linz

Thomas bekommt die Angabe und liest sich erst mal die Einleitung durch und zeichnet
die Werte in die Abbildung des Designcenters ein. Dabei zeichnet er ein, dass der
Bogen eine Lange von 72 m hat.

T: Ah, nein. Das macht keinen Sinn. Ich glaub, dass das da unten (deutet auf die
Spannweite der Bogen) auch 72 m sind. Geht das? Na egal.

Er widmet sich (a) und fangt mit dem zweiten Teil an. Er schreibt das Integral auf und
interpretiert dieses als Volumen des Design-Centers. Dabei deutet er auf das Foto vom
Design-Center.

T: Also von 0 bis 36 ist ja die Flache da und dann noch mal 200, weil wir ja die gesamte

Lange nehmen. Und mal zwei, weil es ja doppelt vorkommt.
Dann konzentriert er sich auf den Ausgleichspunkt. Er schreibt gleich ,d=13".
T: d=13, weil die Funktion da die y-Achse schneidet und die HOhe ist ja auch 13.

Jetzt nimmt er den Taschenrechner und zeichnet verschiedene quadratische

Funktionen.

T: Ich schau jetzt einfach, was ungefahr ausschaut wie der Graph. Vorm x muss auf
jeden Fall ein Minus sein, weil die Funktion nach unten offen ist. Und jetzt schau ich

halt, was man so andern kann.
Er probiert verschiedene Werte aus.

T: Okay, es gibt keinen Wert, der vor x steht. Also das gibt es nicht. Jetzt habe ich mal
gezeichnet —2x?+13. Das schaut schon ganz okay aus. Aber ich will ja noch, dass die
Nullstellen bei 36 und —36 sind. Also verandere ich das vorm x2. Ich probiere 16. Nein,

das ist zu steil. Dann versuch ich mal —=0,01 und schau mir das in der Wertetabelle an.

Er tuftelt noch eine Weile, um genauere Werte zu finden, z.B. —0,009 und -0,011,

merkt aber, dass er auf keinen genauen Wert kommt.

T: Wahrscheinlich kann man das ganz leicht ausrechnen. Ich glaub, das geht mit solve.

Aber egal, ich nehme jetzt einfach den gerundeten Wert.
Er schreibt ,f(x)=~0,011x2+13“ und schaut weiter zu (b).

T: Also nach einem Jahr hat er 66 Millionen mal 1,035. Und dann mach ich das einfach

zehnmal so.
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Er berechnet jedes Ergebnis einzeln am Taschenrechner, bis er beim Endergebnis ist,
und schreibt ,Nach 10 Jahren ~93,1 Mio €". Dann liest er sich den zweiten Teil durch.

T: Aha. Also ich weil} schon, was falsch ist. Man darf ja nicht einfach von den Prozent
ausgehen. Man braucht ja einen Wert, von dem man die Prozent nimmt. Aber wie man

das richtig macht? Hm...
Er Uberlegt fur einige Minuten.

T: Die 3,2% vom Jahr 2010 plus die 2,3% vom Jahr 2011 aber in Bezug auf 2010. H&?

Nein, ich komm nicht drauf.

Reflexion

Von den Formulierungen her bei den Beispielen find ich beide eigentlich okay. Nur bei
Aufgabe 1a hat mich der Begriff ,reziprok® verwirrt. Da konnte ich gar nichts damit
anfangen. Das war bei den anderen aber nicht so schlimm. Der Baukostenindex war
gut beschrieben, was das angibt. Das konnte man dann auch leicht berechnen. Auch
2a war relativ einfach, weil man ja alle Werte gegeben hat und man nur mit ein

bisschen Probieren draufkommen kann.

Also ich mag so Aufgaben wie die Nummer 2 lieber. Das ist eher mein Gebiet. Da gibt
es mehr Angabe und Text. Nicht nur Formeln. Das fallt mir viel leichter, weil ich mehr
rauslesen kann. Bei Aufgabe 1 muss man mehr herumprobieren, bis man auf was
kommt. Nur halt das mit dem Durchschnitt war blod. Ich glaub, das hatten aus meiner
Klasse nicht viele — wenn Uberhaupt wer — geschafft. Aber den Rest von Aufgabe 2

hatten schon die meisten geschafft.

Aber Aufgabe 1 war halt schon viel schwieriger. Vor allem bei 1a glaub ich nicht, dass
das so viele geschafft hatten. 1b war irgendwie verwirrend, dass man das rechnerisch
begrinden muss. Wobei, wenn man das mit der Diskriminante im Kopf hat, dann hat
man das eh total schnell. Und 1c war sowieso leicht, weil man das einfach nur in den
Taschenrechner einsetzt. Eigentlich war sie also eh im Grof3en und Ganzen machbar,
aber schon schwerer als die andere Aufgabe.
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2.3. Amelie

Quadratische Gleichungen und ihre Lé6sungen
Amelie bekommt die Angabe und beginnt gleich mit (a).

A: Wenn wir angeben sollen, wie die Parameter p und g jeweils von z abhangen, dann
muss man eigentlich p und q ausdrucken. Also quadrier ich die Klammerausdricke da
aus. Ich habe das in der Form noch nie gesehen. Deshalb probiere ich jetzt einfach

mal.

Amelie multipliziert die Klammern aus und kennzeichnet - zx — g alspund ,+1“als q.

Sie schreibt die Zusammenhange aber nicht als Gleichungen. Sie geht weiter zum

zweiten Punkt von (a).

A: Das kenn ich so nicht, das gefallt mir nicht. Ich mach mal bei (b) weiter. Rechnerisch
begrunde ich das einfach so, dass ich die Nullstellen mit der kleinen Losungsformel
berechne.

Sie schlagt sicherheitshalber die Formel in der Formelsammlung auf und notiert,

wahrend sie weiter kommentiert.

A: Wenn ich fur g —1 einsetze, dann habe ich hier +1. Dadurch ist der Ausdruck unter
der Wurzel immer positiv. Und dann gibt es immer plus-minus der Wurzel, also gibt es
immer zwei Losungsfalle. Und die Funktion muss eine positive und eine negative
Nullstelle haben, weil sie eine normale quadratische Funktion ist, die nur nach unten
verschoben ist. Und sie ist symmetrisch zur y-Achse. Also schneidet sie die x-Achse
einmal links und einmal rechts der y-Achse.

Sie geht weiter zu (c) und schreibt gleich die Funktionsgleichung auf. Sie integriert
handisch und setzt das bestimmte Integral gleich —6. Sie rechnet alles mit der Hand.

A: Ich integriere und setzte fur x einmal —1 und einmal +1 ein. Und dann I0se ich die
Gleichung. Ich hoffe, ich habe keinen Fehler gemacht. Also bei mir kommt zumindest
raus: p = -3.

Fur den zweiten Teil nimmt sie den Taschenrechner.

A: Ich zeichne die Funktion jetzt mal am Taschenrechner und sehe, dass die Funktion
entlang der x-Achse verschoben ist. Also kdnnen die zwei Integrale gar nicht gleich
sein, weil die Flache hier von 0 bis 1 groR3er ist als die von —1 bis 0.
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Sie verschriftlicht ihre Argumente und geht dann wieder zu Aufgabe (a). Sie
multipliziert die Klammern noch einmal aus. Dann schaut sie lang auf ihre Notizen. In

der Formelsammlung findet sie auch nichts fur sie Passendes.

A: Das ist schwierig, wenn man das noch nie gesehen hat. Ich weil} nicht genau, was
g und was p ist. Weil g nicht mit x multipliziert werden kann, muss es +1 sein. Aber
was ware dann p? Wahrscheinlich ist es was ganz Einfaches und Logisches, was ich
grad total Ubersehe. Ich probiere mal den zweiten Punkt. Da brauch ich nur eine
Losung.

Sie schreibt die Linearfaktoren auf und verwendet den Produkt-Null-Satz.

A: Da kommt mir einmal raus x=z und einmal x=1/z. Ah! Also, wenn z=1 ware, dann

wiurde das funktionieren. Aber dann? Nein, das versteh ich nicht.

Sie setzt z=1 in die Gleichung ein und erhalt ,x>-x+1=0“. Dann schaut sie eine Weile
auf ihre Notizen.

A: Okay, ich weil3 nicht weiter. Ich lass das jetzt einfach.

Design-Center Linz

Amelie bekommt die Angabe und liest sich den Text durch. Sie beginnt bei (a) und

fangt gleich an zu schreiben.

A: Also ich suche eine Gleichung einer Polynomfunktion. Da muss ich erst mal die
allgemeine Funktionsgleichung aufschreiben. Also ax?>+bx+c. Das ¢ muss 13 sein, weil
das das Hochste ist. Und weil es eine Spannweite von 72 hat und symmetrisch ist,
muss es eine Nullstelle bei —36 und eine bei 36 haben. Und jetzt setzte ich die

Nullstellen in diese Funktionsgleichung ein. Und den Hochpunkt in die erste Ableitung.

Sie setzt den Punkt (36]0) in f(x) und (13|0) in f(x) ein. Das musste aber (0|13) sein.
Dadurch passieren weitere Folgefehler beim Losen des Gleichungssystems.

A: Theoretisch musste b... Nein, ich rechne es lieber mal aus.

Die folgenden Minuten ist sie mit dem handischen Losen des Gleichungssystems
beschaftigt. SchlieBlich erhalt sie die Gleichung ,—0,0361x?+0,938x+13=0".

A: Das schaut komisch aus, aber okay.

Sie geht weiter zum zweiten Punkt.
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A: Da wird ja das Integral berechnet. Und das Integral von O bis 36 ist ja die rechte
Halfte von der Flache. Weil ich das aber noch mal zwei rechne, habe ich dann das
Ganze. Wenn ich das Ganze mal 200 nehme, habe ich im Prinzip das Volumen. Oder?
Ja, ich schreib das jetzt einfach so hin.

Dann geht sie weiter zu (b) und Uberfliegt kurz den Text.

A: Der Text ist so unnagtig. Also. Die 66 sind die grundsatzlichen Kosten und dann noch
der Zinssatz hoch 10. Also sind das rund 93,1 Millionen Euro. Ich habe also eine
Gleichung mit exponentiellem Wachstum aufgestellt. Der Anfangswert sind die 66 und
es steigt pro Jahr um 3,5% und dann habe ich mir den Wert nach 10 Jahren
ausgerechnet.

Sie liest nochmal die Aufgabenstellung fur den zweiten Punkt durch.

A: Also der durchschnittliche Baukostenindex ware eigentlich das arithmetische Mittel,
so wie sie es jetzt berechnet haben. Vielleicht berechne ich mir mal die
durchschnittliche Steigung, also den Differenzenquotienten. Dann musste ich durch 4

dividieren und nicht durch 5.
Sie sucht in der Formelsammlung nach einer Idee.

A: Ja, sicher ist es mit dem Differenzenquotienten. Weil es ja darum geht, um wie viel
es steigt. Nein, das ist es nicht. Das sagt mir nur, um wie viel es sich verandert hat.
Nein, ich glaub, das fallt mir nicht mehr ein. Ich schau mir lieber nochmal das mit dem

Volumen an.
Sie blattert nochmal zu (a) zurtck.

A: Oja, na sicher ist das das Volumen. Das ist ja die Querschnittsflache und wenn ich
davon die Hohe nehme. Dann habe ich ein Volumen. Aber ich gebe es lieber noch in
den Taschenrechner ein und schaue, ob der Wert, der da herauskommt, realistisch
klingt.

Sie berechnet das bestimmte Integral der vorher falsch berechneten

Funktionsgleichung.

A: Okay, das freut mich nicht mehr. Ich glaub, ich lass es jetzt einfach so. Wird schon
stimmen, hoffentlich. Ich Uberleg lieber nochmal wegen dem Baukostenindex. Da hab
ich eine ldee. Die beziehen sich ja immer auf das vorige. Die Kosten steigen ja. Die
bleiben ja nicht gleich. Hm. Nein, ich komm nicht mehr drauf.
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Reflexion

Also die Aufgabe 2 fallt mir leichter als die erste. Sie hat mehr Realitatsbezug. Der
Kontext ist interessanter. Unter dem Design-Center kann ich mir halt was vorstellen.
Das mit dem Durchschnitt war halt zu kompliziert. Das habe ich noch nie gehort. Die
erste Aufgabe ist mir zu abstrakt. Da ist so viel Herumrechnerei. Da schleicht sich

schnell ein Vorzeichenfehler ein und das verfalscht dann das gesamte Ergebnis.

Mit meiner eigenen Leistung bin ich nicht so zufrieden. Ich glaub, ich hatte es besser
konnen, wenn ich mehr dariber nachgedacht hatte.
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2.4.Josephine

Quadratische Gleichungen und ihre Lé6sungen

Josephine bekommt die Unterlagen und liest sich erst mal Teilaufgabe (a) durch. Nach
kurzer Zeit blickt sie auf.

J: Oh Gott. Was ist das?

I: Was irritiert dich genau?

J: Das ,z" Ich weil} nicht, was ich da machen soll. Wart mal... Ich denk nochmal nach...
Nach nicht einmal einer Minute meint sie:

J: Ich glaub, das mach ich spater. Das find ich jetzt grad irgendwie komisch.

Sie geht weiter zum zweiten Punkt von (a).

J: Ich habe mit jetzt das noch durchgelesen. Aber ich glaub, ich geh jetzt einfach zu
(b) weiter.

J: Ich schreib mir mal die normale quadratische Gleichung auf mit g = —1. Also eine
Polynomfunktion zweiten Grades. (liest vor) ,Begrunden Sie rechnerisch, warum die

Gleichung genau zwei verschiedene Losungen haben muss.’ Das probiere ich mal mit
der Diskriminante, also das unter der Wurzel. Sprich: (g)z — g. Und fur p habe ich aber
keinen Wert. Aber fur g kann ich —1 einsetzen. Hm...

Sie nimmt den Taschenrechner zur Hand.

J: Ich schau jetzt mal, dass ich auf das p komme. Ich weild zwar nicht, was mir das
bringt. Aber ich weild sonst nicht, was ich noch machen konnte. Aber wenn die
Gleichung f(x) = 0... Das heif3t, ich muss die Funktionsgleichung Null setzen. Na gut.

Eh wie eine quadratische Gleichung.
Schaut nochmal auf ihre Notizen.

J: Normalerweise bekommt man x4, wenn man die Werte in die Formel einsetzt. Aber
ich weil3 ja das p nicht. Aber wenn ich die Diskriminante berechne, dann komme ich

normalerweise auf irgendwas drauf. Nur was, ist die Frage...

Sie denkt kurz nach.
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J: Na gut, dann probiere ich mal etwas anderes aus. Ich gebe das in den Solve-Befehl
am Taschenrechner ein und schau einfach, was rauskommt. Dann schau ich, was bei

x rauskommt. Und dann schau ich mal.

Sie tippt die quadratische Gleichung x?+px—1=0 am Taschenrechner ein und lasst sie

nach x l6sen.

J: Okay, das ist jetzt nicht so logisch. Da kommen jetzt zwei verschiedene Losungen

raus. Gilt das? Ich glaub schon. Naja. Muss ich das noch weiter begrinden?
I: Das darf ich dir nicht sagen.
J: Naja. Es ist ja eine quadratische Funktion.

Sie skizziert eine nach oben offene Parabel mit zwei Nullstellen. Die Skizze hat keine

y-Achse.

J: Warum hat die jetzt sicher zwei Nullstellen? Wegen dem q, glaub ich. Das verschiebt
die ganze Funktion ja entlang der y-Achse. Und darum schaut die Funktion so aus.
Aber das ist ja grafisch. Wie mach ich das rechnerisch?

Sie schreibt die zwei Losungen vom Taschenrechner auf.

J: So, das waren jetzt die zwei Losungen. Aber ich weil® das p nicht. Doch die sind
ganz sicher verschieden wegen dem Vorzeichen! Ich lass das jetzt einfach so.

Sie schaut nochmal skeptisch auf ihre Notizen.

J: Das q verschiebt die Funktion nach unten. Und das p sagt, wie die Funktion
gekrummt ist. Glaub ich. Ich zeichne das mal am Taschenrechner.

Zeichnet am Taschenrechner: fi(x) = x>+ 2x — 1 und fa(x) = x?— 2x — 1.

J: Ah, die sind ja beide positiv gekruimmt. Oje. Irgendwas mach ich falsch. Ah. Das
Minus vorm x? macht die Krimmung aus. Aber da ist kein Minus davor, also kann sie
nur positiv gekrummt sein. Das heil}t, ich schau einfach mal zum nachsten Punkt. Da
muss ich begrunden, warum die Nullstellen positiv und negativ sind. Was ist eine
positive Nullstelle? Wenn sie im positiven Bereich liegt? Ich gehe jetzt einfach mal

davon aus.

Sie denkt nach und macht Notizen. Sie zeichnet in ihre obige Skizze eine y-Achse ein,
sodass eine Nullstelle negativ und die andere positiv ist.
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J: Ich hatte gesagt, dass wir einmal ein —x und einmal ein +x brauchen. Also einmal
negativ und einmal positiv. Hm. Helfen mir da Ableitungen? Nein, ich glaube, die sind
egal. Also f(—x) und f(+x) muss ich herausfinden. Also das x. Und das hangt irgendwie
zusammen. Die ganze Funktion wird ja nach unten verschoben wegen dem q = —1.
Und ich habe ja zwei Losungen. Dann muss ja auf der einen Seite Minus sein und auf
der anderen Seite Plus. Gut. Das lass ich so.

Sie geht weiter zu Aufgabe (c) und notiert die Angabe. Nach kurzem Uberlegen nimmt
sie den Taschenrechner zur Hand.

J: Also das Integral von —1 bis 1 ist =6 und ich brauch den Wert p. —1 und 1 sind ja die
x-Werte. Die kann ich ja in die Funktion einsetzen. Nein. Da rechne ich jetzt mit F(b)—

F(a). Und das kann ich —6 setzen und im Solve-Befehl dann p rausfinden.

Sie ist fur ein paar Minuten in den Taschenrechner vertieft. Jedoch integriert sie die
Funktion nicht. Sie setzt die Werte -1 und 1 nur in die Funktion f(x) ein. Zufalligerweise
erhalt sie trotzdem den richtigen Wert.

J: Gut. Da kommt 2p raus. Das kann ich —6 setzen. Und wenn ich das in den Solve-
Befehl eingebe, dann kommt p = -3 raus.

Sie liest den zweiten Punkt laut vor.

J: Also konnte ich ja jetzt in die Gleichung das p, das wir schon haben, einsetzen und

dann die zwei Integrale berechnen und anschauen, ob die gleich sind.
Sie greift wieder zum Taschenrechner und berechnet die bestimmten Integrale.

J: Okay. Da kommt einmal —3/2 und einmal —9/2 raus. Also ist es nicht gleich. Passt.

Dann schau ich mir nochmal (a) an.
Sie liest sich die Angabe nochmal durch.

J: Ich versteh den Sinn von ,z" nicht ganz. Und reziproke quadratische Gleichung?
Das habe ich irgendwann schon mal gesehen. Vor langer, langer Zeit. Also. Ich habe
eine Idee. Nachdem beide Gleichungen O ergeben, kann ich sie ja gleichsetzen. Und

dann kann ich mit dem Taschenrechner schauen, was fur p und fur g herauskommt.

Sie tippt die Gleichung mit Solve-Befehl ein. Es kommt ein grofRer, unubersichtlicher

Term heraus.

J: Okay. Was ist das? Es hangt auf jeden Fall ab. Hm. Naja. Ich notier das halt mal,
bevor ich gar nichts dastehen hab. Und fur g kommt auch sowas Grol3es raus. Ich
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versteh nicht, wie sie jetzt davon abhangen. P von z und q von z. Hm. Ich glaub, ich

komm nicht mehr drauf.

Design-Center Linz

Josephine bekommt die Aufgabe, Uberfliegt den Kontext nur flichtig und geht weiter
zur Aufgabenstellung von (a).

J: Ah, jetzt muss ich mir die Malde aus der Angabe rauslesen. Also die maximale Hohe
sind 13 m und ist hier. (deutet zum Maximum der Funktion) Und die Breite ist hier.
(zeigt zur x-Achse). Die Funktion ist zweiten Grades, also f(x)=ax?+bx+c. Die Funktion
ist negativ gekrummt, und c ist 13m. Und wir haben zwei Nullstellen. Also 72 durch
zwei. Einmal (-36]0) und einmal (+36]|0). Und dann kann ich einsetzen in ein
Gleichungssystem. 0=a*(—36)%+b*(—36)+13. Und 0=a*36°+b*36+13. Und das ist mit
Solve...

Sie gibt das Gleichungssystem am Taschenrechner ein.

J: Okay, dann ist a=—13/1269 und b=0. Also kann man b eigentlich weglassen. Also
ist es f(x)=—13/1269 * x? +13. Okay und dann weiter. Das Integral... 200 ist was? Und
Integral ist die Flache von 0 bis 36. Also. 200m sind die Lange nach hinten. Aber die
Flache ist ja nur von 0 bis 36... Ha? Aber mal 2 ist es ja auch auf die andere Seite.
Dann habe ich die ganze Flache unter der Parabel, also die Frontflache. Aber was ist
Flache mal Lange?

Sie denkt eine Weile nach.

J: Flache mal Lange... Ist das das Volumen? Nein. Doch. Theoretisch wirde das schon
Sinn ergeben, weil es ja dann so viele kleine Scheibchen sind. Ja, das ist das Volumen
des ganzen Design-Centers.

Sie liest die Aufgabenstellung des ersten Punktes von (b) laut vor.

J: Gut. t sind 10 Jahre. Und das sind 66 Mio.*(1+0,035)'°. Das ist namlich exponentiell,
weil die prozentuelle Anderung immer gleichbleibt. Und da kommt raus 93 099508,2€.

Sie notiert ihre Rechnung und geht zum nachsten Punkt.

J: Das kommt mir bekannt vor. Er darf das nicht so machen. Er darf namlich nicht durch
funf teilen, glaub ich. Das ist so ein besonderes arithmetisches Mittel. Ich probiere jetzt
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einfach, dass ich rechne 1*3,2+2*2,3+3*2,1+4*1,9+5%1,1. Nein, das stimmt nicht. Es

muss irgendwie multipliziert werden. Oder halt irgendwie anders berechnet werden.
Sie schlagt in der Formelsammlung nach.

J: Das geometrische Mittel hort sich gut an. Weil es ja lauter relative Anderungen sind.
Dann nehme ich die funfte Wurzel und multipliziere 3,2*2,3*2,1*1,9*1,1. Da kommt
raus: 2,00377. Gut. Das lass ich jetzt so.

Reflexion

Aufgabe 1 war fur mich personlich schon sehr schwer, weil das ,reziprok® sehr
verwirrend klingt. Ich habe dann gar nicht mehr daran gedacht, dass ich noch im
Formelheft nachschauen konnte. Da sind so viele unnotige Informationen, dass ich
mich nicht mehr ausgekannt habe. Also (a) war ganz schwierig fur mich. Ich ware

vielleicht eh draufgekommen, wenn es nicht so kompliziert formuliert ware.

Und Aufgabe 2 hat mir gut gefallen. Wobei ich die Erklarung am Anfang komisch finde.
Die Werte, die man braucht, stehen erst ganz am Schluss. Und in der Volksschule
steht nur Lange= und Breite=, da waren halt noch nicht so komplizierte Erklarungen,
die einige verwirren. Gut gefunden habe ich, dass man es sich raumlich vorstellen
kann auch wegen dem Bild. Es war wirklich nicht schwierig. Man muss nur die richtigen
Werte rauslesen. Und die Aufgabe mit dem geometrischen Mittel ist mir nur so
leichtgefallen, weil wir das irgendwann mal in der Schule besprochen haben. Aber ich
denke, wenn man das nie in der Schule gemacht hat, dann kommt man einfach nicht
auf die Idee. Und was halt bléd war, dass ich die Werte nicht verschoben hab auf

0,0032 und so weiter. Aber sonst ware das gar nicht so schwierig gewesen.
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2.5.Helena

Quadratische Gleichungen und ihre Lé6sungen
Helena bekommt die Angabe und liest sich die Aufgabe (a) durch.

H: Beim ersten Punkt habe ich eigentlich keine Ahnung, was das bedeuten soll. Also
ich kdnnte mir zirka vorstellen, dass das wahrscheinlich so eine auseinandergeteilte...
So wie zum Beispiel (x—5):(x+5). Aber weil bei der Aufgabe zwei Minus sind, kann das

nicht die sein. Zumindest nicht genau die.

Sie denkt an binomische Formein.

H: Ich fang lieber mal mit dem Bestimmen an.
Sie meint den zweiten Punkt von (a).

H: Ich muss irgendwie eine Losung finden. Wenn ich die Werte fur z bestimmen muss,
muss ich diese Gleichung einfach nur umformen. Und vielleicht hangt das dann ja auch
mit den Werten p und g zusammen. Ich bin mir nicht sicher. Ich glaub aber, dass das

zwei verschiedene Sachen sind. Vielleicht kann ich auch die zwei Sachen
gleichsetzen, also: x?+p-x+q=(x—2)- (x — i), weil ja beide Null sind. Aber das

Problem ist dann, dass da p und g drinnen sind. Das sind ja eigentlich Zahlen, aber
jetzt nur Variablen. Und die kann ich ja nicht einfach wegkirzen. Und wie sollte ich x
wegbekommen? Also hatte ich dann nur eine Gleichung und drei Unbekannte. Ich

probiere einfach mal, was rauskommt.

Sie multipliziert die Terme (x — z) - (x — i) miteinander und vereinfacht die Gleichung.
Dabei passiert ihr ein Rechenfehler. Sie rechnet: ix = 0,5zx. Als vereinfachte
Gleichung steht bei ihr nun x2 — 1,5zx + 1 =10

H: Das schaut ja schon mal schoner aus. Jetzt brauche ich nur noch dieses eine z,

sodass genau eine Losung rauskommt. Ich versuche das mal mit Herausheben.

Sie hebt x heraus: x- (x —1,5z) + 1 = 0 und verwendet dann falschlicherweise den
Produkt-Null-Satz: x = 0 oder x = 1,5z. Sie denkt gar nicht daran, die quadratische
Losungsformel zu verwenden. Sie setzt 1,5z in die obere Gleichung ein und erhalt mit

ein paar weiteren Denk- und Rechenfehlern folgende Gleichung: x? — 2,25z + 1 = 0.

H: Ich habe jetzt -2,25 rausbekommen und versuch jetzt fur z eine schone Zahl zu
finden. Weil bei schonen Zahlen die Wahrscheinlichkeit gro3er ist, dass das Ergebnis
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stimmt. Aber ich weil} jetzt eigentlich nicht mehr wirklich, was ich suche. Und weil ich

auch auf die Zeit schauen muss, werde ich das jetzt auslassen und zu (b) weitergehen.
Sie arbeitet zu diesem Zeitpunkt bereits 11 Minuten an dieser Aufgabe.
H: Okay, ich zeichne die Funktion erst mal und setzte fur p irgendwas ein.

Sie zeichnet die Funktion am Taschenrechner und schreibt dann auf: ,Weil durch q =
—1 die Funktion an der y-Achse um eins nach unten verschoben wird und die Funktion

somit zweimal die x-Achse schneidet an der gilt: f(x)=0"

H: Weil die Gleichung nach unten verschoben ist, muss sie die Achse zweimal
schneiden, und deshalb gibt es auch zwei Losungen.

Die Aufgabenstellung ,begrinden Sie rechnerisch® Iasst sie aul’er Acht.

H: Den zweiten Punkt habe ich so noch nie gehort. Positive Nullstelle heil3t
wahrscheinlich, dass sie auf der positiven x-Achse ist. Und negativ auf der anderen
Seite. Ich glaub, dadurch dass q immer auf der y-Achse sein muss, also immer der
Punkt ist, der die y-Achse schneidet, muss die Funktion ja irgendwann mal auf der

anderen Seite wieder raufgehen. Ich skizziere das schnell mal.

Sie zeichnet zwei positiv gekrummte quadratische Funktionen, die durch (0]-1) gehen.
Dabei stellt sie aber nicht klar, dass die Funktion positiv gekrimmt sein muss.

H: Wahrscheinlich ist das zu wenig Begrundung fur die Matura. Aber ich finde es
logisch. Es hat ja dort den fixen Punkt (0|-1). Also konnen die Nullstellen ja nur links
und rechts davon liegen. Das ist halt so und fertig. Ich weil3 nicht, wie ich das anders
formulieren sollte. Vielleicht fallt mir ja spater noch was ein.

Sie geht weiter zu Aufgabe (c).

H: Da werde ich jetzt einmal fur x ,—1“ und dann plus das Gleiche mit ,1“ einsetzen.
Und das ist dann gleich —6. Aber da konnte es auch einen anderen Weg geben. Ich
bin mir gerade nicht sicher. Vielleicht kann ich das auch einfach integrieren und dann
gleichsetzen. Das ist mir aber zu kompliziert, ich mach das einfachere.

Sie berechnet handisch f(—1) + f(1) = —6 und erhalt p = -3,6.

H: Zur Kontrolle kdnnte ich den Funktionsgraphen noch am Taschenrechner zeichnen.
Da setze ich jetzt —3,6 fur p ein. Und wenn ich jetzt vom Taschenrechner das Integral
mit den Grenzen —1 und 1 ausrechnen lasse... Aha. Da kommt nicht —6 raus, also kann

meins nicht stimmen. Dann probiere ich es doch lieber mit dem Integrieren.
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Sie integriert die Funktion handisch nach x und setzt die Grenzen —1 und 1 ein. Dabei
rechnet sie jedoch wieder F(-1) + F(1). AuBerdem passiert ihr auch ein Rechenfehler

und sie erhalt p = 4.

H: Gut, dann dasselbe Spiel nochmal. Ich zeichne den Funktionsgraphen und
berechne das Integral. Aber... Es kommt was anderes raus. Das Integral ware jetzt —
8. Hm. Dann ist da irgendwo ein Rechenfehler, aber so weit bin ich nicht mehr entfernt,

glaub ich!
Sie uberpruft ihnre Rechnung und sucht nach Rechenfehlern.

H: Das war sicher irgendein Fluchtigkeitsfehler. Wenn ich das hier andere, dann
kommt p = —6 raus. Aber dann stimmt das Integral wieder nicht. Da ist es jetzt —12. Da
bin ich jetzt noch weiter weg. Na, dann probiere ich einfach mal die Halfte, was ist,

wenn —3 rauskommt?
Sie zeichnet neuerlich einen Funktionsgraphen mit p=—3 und Uberprift das Integral.

H: Oho! Da kommt das Richtige raus! Ich habe zwar keine Ahnung, wo mein Fehler

war, aber p ist -3.
Sie schreibt ihr Ergebnis auf und geht weiter zum zweiten Punkt.

H: Ich glaub nicht, dass das gleich grof} ist. Ich habe die Funktion ja schon gezeichnet
Das auf der linken Seite ist ja nur ein kleines Eckerl und das im Positiven ist ja grof3er.
Also die Flache ist grof3er, weil die Funktion nicht symmetrisch ist. Das wurde ich mit
der Symmetrie begrinden. Und das oben kann ich, glaub ich, nicht begrinden. Ich
lass das jetzt so.

Design-Center Linz

Helena bekommt die Angabe und liest sich den Kontext nicht durch. Sie fangt gleich
mit dem Ausgleichspunkt bei (a) an.

H: Ich zeichne jetzt mal eine Funktion am Taschenrechner und versuche sie dann so

zu verandern, dass ich auf die Funktion komm.

Sie zeichnet eine allgemeine quadratische Funktion am Taschenrechner und variiert
die b-Werte.
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H: Okay, durch das b verschiebt sich die Funktion nach links oder rechts. Und ich will
aber eine, die den Hochpunkt auf der y-Achse hat. Die soll also nicht verschoben

werden. Also ist b=0.
Sie setzt am Taschenrechner ein Minus vor das x2.

H: Und das Minus stellt sie am Kopf. Also —x? + q = 0. Aber weil da nicht “allgemein”
steht, muss ich fur q was einsetzen. Ich nehme da jetzt irgendeinen Wert. Ich schreibe

jetzt zum Beispiel: —x? + 5 = 0.

Dann geht sie weiter zu Punkt zwei. Und nach kurzem Uberlegen schreibt sie: ,Dies
beschreibt die Flache einer Halfte im Integral [0; 36), die um das 400-fache vergroRert
ist. Beziehungsweise auf das gesamte Gebaude bezogen, bedeutet dies, dass das

Design-Center im Querschnitt um das 200-fache vergrofRert ist.”
I: Kannst du die Zahl 200 vielleicht auch noch im Kontext deuten?

H: Wie? Da hat sich irgendwer einfach nur ausgedacht. Ich glaube nicht, dass das
einen tieferen Sinn hat. Aber es ist ein Integral, also ist es sicher eine Flache. Vielleicht
hat es noch irgendwas mit Prozenten zu tun, aber das weil} ich nicht genau. Da will

mir einfach irgendwer das Leben schwer machen.
Sie geht weiter zu (b).

H: Ich muss jetzt zuerst mal aus dem Kontext die Informationen zusammensuchen,
damit ich verstehe, was sie von mir wollen. Wenn ich es richtig verstanden habe, dann
geht es um den Baukostenindex. Den kann ich sicher durch einen Graphen darstellen,
wo man ablesen kann, wie sich das jahrlich verandert. Also, wie viele Kosten man fur
Material und Arbeitsstunden einrechnen muss. Also im Jahr 1993 hat das ganze 66

Mio € gekostet. Und wir sollen jetzt berechnet, wie viel es im Jahr 2003 waren.
Sie denkt eine Weile nach.

H: Okay, also der Baukostenindex steigt jahrlich um 3,5%. Das darf man so annehmen.
Also da steht nichts von einer Abnahme. Dann waren es ja —3,5. Gut, dann kann ich
ja sagen f(0) ist bei 1993, und im Jahr darauf, also 1994, haben wir f(1) und das ist 66
Millionen mal 1,035 mehr. Und im nachsten Jahr darauf mussten es dann diese 1,035
mal wieder diese 1,035. Und wenn das immer dazugerechnet wird, dann wird es ja
eigentlich hoch x genommen. Dann ist die allgemeine Formel: f(x) = 66 000 000-1,035*.

Und wenn ich das furs Jahr 10 rechne, dann muss ich nur 10 flr x einsetzen.
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Sie berechnet den Wert mit dem Taschenrechner und erhalt das richtige Ergebnis und

liest sich anschlielend den zweiten Punkt durch.

H: Meine Uberlegung ist grad, ob man da nicht mit falschen Zahlen gerechnet hat. Weil
wir ja im Jahr 2010 auf 2011 eigentlich 3,2+2,3 rechnen. Also ist das Wachstum ja 5,5
im Jahr 2011. Und dann wieder 5,5+2,1 fur 2012. Und immer so weiter rechnen.

Sie summiert die prozentuellen Anderungen und berechnet dann das arithmetische

Mittel davon.

H: Aber das ist unlogisch, weil das ja eigentlich die ganze Zeit abnimmt. Und wenn wir
es aber zusammenrechnen, dann nimmt es eigentlich zu. Also habe ich wahrscheinlich

falsch gedacht.

Sie Uberpruft einfach mal, ob das dort angegebene arithmetische Mittel richtig

berechnet wurde.
H: Okay, verrechnet haben sie sich nicht. Und was ist, wenn ich malrechne?
Sie multipliziert die Werte und dividiert durch funf.

H: Nein, das ergibt auch keinen Sinn. Ich glaube, ich komm nicht drauf. Wahrscheinlich
muss man irgendwas mit einem Gesamtwert machen. Weil das ja alles
zusammenhangt und voneinander abhangt. Aber ich komm nicht drauf, darum lass ich

das jetzt. Aber ich schau nochmal schnell zu (a).
Sie liest sich nochmal kurz die Angabe durch.

H: Ah, das ist nicht einfach +5 sondern +13.

Sie schreibt: ,—x2+13=0"

H: Und dann kann man sicher auch noch diese 72 m einbeziehen. Von dem die Halfte
ist 36. Und das kann ich jetzt vielleicht am Taschenrechner eingeben. Die Nullstelle
sollte dann ja auch bei 36 sein. Aber ich weil} nicht, ob es dann einfach —36x?+13 ist.

Das ware ja zu leicht.

Sie zeichnet die Funktion. Sie schaut sich die Wertetabelle an und bemerkt, dass diese

Gleichung nicht stimmen kann.

H: Okay, also bei 0 ist es 13 und bei 36 soll es 0 sein. Das kann ich ja fur x=36 und
y=0 einsetzen. Es ist auch eine negative Krummung darum muss ich ein Minus davor

schreiben.
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Sie schreibt: (36]0) =>0=-36%a+13=>-13=-36a=>a=-"33.

H: Gut, dann habe ich als endgliltige Losung — '3/36 x? + 13.

Reflexion

Ich halte mich fur eine durchschnittliche Matheschulerin. Und es kommt bei mir total
darauf an, was kommt und wie mir das liegt. Ich denke oft viel zu kompliziert.
Grundsatzlich ist mir das zweite Beispiel besser gelegen, weil das viel konkreter war.
Beim ersten waren so allgemeine Sachen, wo ich mir nichts darunter vorstellen kann.
Und es ist oft einfach kompliziert formuliert. Also da haben nur die Besten eine Chance.
Das finde ich irgendwie unfair.

Bei Aufgabe 2 ist es so, dass ich den Kontext gar nicht gelesen habe. Darum habe ich
das auch anfangs falsch gehabt. Ich habe das einfach schon so oft erlebt, dass der
Kontext nur verwirrt und nicht wirklich brauchbar ist. Das kostet viel zu viel Zeit.
Deshalb uberspringe ich den meistens gleich. Ich schau mir immer zuerst an, was von

mir gefragt ist und dann suche ich erst das aus dem Kontext, was ich brauchen kann.

Und dann denke ich mir bei den Aufgabenstellungen auch immer sofort: ,Was wollen
die jetzt von mir horen?“ Ich mochte also keine Losung auf das Problem finden,
sondern den Punkt bekommen. Das geht oft durch Probieren schneller als mit
komischem Rechnen. Das kommt mir halt oft vor wie Ratselraten. Das macht es
extrem schwierig fur mich. Aber ich gebe prinzipiell nicht auf. Mehr als falsch kann

mein Ergebnis nicht sein. Irgendetwas schreibe ich immer hin.
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2.6.Marie und Nora

Quadratische Gleichungen und ihre Lé6sungen
Marie und Nora bekommen die Angabe und lesen sich zunachst (a) durch.

M: Ich bin schon mal froh, dass kein zu langer Kontext ist, dann muss ich nicht so viel

lesen...
N: Aber ich weil} trotzdem nicht, was sie von mir wollen. Was heif3t ,reziprok“?

M: Das habe ich schon mal gehort, aber ich weild nicht mehr, was das war. Aber das

Ganze hat sicher irgendwas mit der kleinen Losungsformel zu tun

N: Na dann schauen wir mal in der Formelsammlung nach. Da stehen die kleine und

die groRRe. Aber warum weildt du, dass es die kleine Losungsformel sein muss?

M: Weil sie normiert ist.

N: Aja.

M: Ah, da steht auch der Satz von Vieta. Das schaut so ahnlich aus. Das konnte es
vielleicht sein. Das heit-z —-=pund —z-—~=q.

N: Bitte erklar mir das nochmal. Also du hast jetzt die Parameter eingesetzt?

M: Schau, da steht Satz von Vieta. Und da steht das mit den Klammern. Und da ist
das jetzt nur mit z fir die Losungen. Das gilt ja dann auch fur diese Gleichung. Also

haben wir schon p und q.
N: Aber dann hast du falsch eingesetzt: p =-z + i

M: Aja, minus und minus.

N: Genau.

M: Und wenn man es dann noch ausrechnet, dannist q = 1.
N: Dann haben wir das ja schon mal.

M: Gut. Und jetzt sollen wir die Werte fur z bestimmen. Okay. Genau eine Losung
heildt, dass der Wert unter der Diskriminante null sein muss. Dann hat es eine

Doppelldsung.
2
. : p _
N: Das heifit (2) — g =0.
M: Und dann mussen wir fur die Werte von z auch noch die Minimumstellen angeben.

143



Appendix

N: Oh Gott.

2
M: Also (g) = 1, weil g = 1. Das heilt, wir mussen jetzt noch fur p einsetzen. Das
1 2
. Z+-=
ware dann (TZ> =1.
N: Und das mussen wir jetzt umformen. Das ist ja langwierig.
M: Ja, das ist ja dann eine binomische Formel, und das wird ganz schon lang.
Marie vereinfacht die Gleichung handisch. Nora schaut zu.
M: Da steht jetzt 22 + = = 2.
Marie multipliziert mit z2 und substituiert die folgende Gleichung. Dabei passiert ihr ein
Rechenfehler.
N: Ich versteh das jetzt nicht mehr, das ist mir zu kompliziert.

M: Ja, das wird irgendwie viel zu viel. Da kommt jetzt entweder die Wurzel aus 1,5
oder O raus. Wobei es 0 nicht sein darf, weil ich ja nicht durch O dividieren darf. Das

ergibt keinen Sinn.

N: Weildt du was, wir machen jetzt bei (b) weiter. Ich habe das jetzt schon am
Taschenrechner gezeichnet und fur p irgendwas eingesetzt. Und dann haben wir eine
positive und eine negative Nullstelle. Aber ich weil} jetzt nicht, wie ich das begrinden

soll.
M: Also, das heil3t, die Diskriminante ist positiv.
N: Ich wirde das jetzt gern in die kleine Losungsformel einsetzen. Aber das ergibt ja

2
keinen Sinn. Gehen wir davon aus, dass (g) —q ...

Nora hélt kurz inne.

N: Aso. Ich habe gerade vergessen, dass das Quadrat das p sowieso wieder positiv
macht, egal welches Vorzeichen es hat. Und das q bringt das Minus schon mit und
macht es also auch automatisch positiv. Also ist es immer positiv. Und die positive

Diskriminante bringt automatisch zwei Losungen.
M: Also lassen wir das p einfach p sein? Muss das keinen Wert haben?

N: Ja, das p ist im Prinzip egal. Stell dir vor, du hast p = -2. Dann ist es ja zum Quadrat

auch wieder positiv. Und das Minus minus ist auch wieder positiv.
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M: Also mussen wir keine Zahl einsetzen?

N: Nein, das schreiben wir einfach so auf.

M: Okay.

Marie liest den nachsten Punkt laut vor.

N: Hm. Das —1 verschiebt sie doch nach rechts, oder?

M: Nein, das q = —1 und das x? ist positiv. Also ist sie positiv gekrimmt und hat den

Tiefpunkt unterhalb der x-Achse. Also muss sie zwei Nullstellen haben.

N: Genau. Und weil sie die y-Achse bei —1 schneidet, ist eine Nullstelle links und eine

rechts. Das kann man ja auch zeichnen.
Nora skizziert die Parabel.

M: Ja, ist eh klar. Sie kommt von oben, also muss es so sein. Und wenn die Funktion
negativ gekrimmt ware, dann hétte sie gar keine Nullstelle. Aber vor dem x? ist ja kein
Minus. Also kommt sie eh von oben. Das sollte die Skizze erklaren.

N: Ich denke auch, dass das reicht.

M: Gut, dann machen wir jetzt (c)?

Sie lesen sich beide die Aufgabenstellung durch und schauen etwas ratlos drein.
N: Vielleicht konnten wir einfach... Nein.

M: Wir missen zumindest einen Wert fur p ausrechnen, der ungefahr so ist wie der

vorige, weil das Integral von —1 bis 1... Nein, ich weil} nicht.

N: Ich weil3 grad nicht so wirklich, worauf du hinauswillst. Warum brauchen die jetzt

ein Integral? Und was hat das mit p und q zu tun?
M: Na, das ist ja nur eine neue Funktion.

N: Ich setze jetzt einfach mal irgendeine Zahl fur p ein und schau, wie das ausschaut.
Also ich nehme einfach irgendeinen Wert fur p und zeichne die Funktion am
Taschenrechner. Und jetzt berechne ich mit dem Taschenrechner das Integral von —1
bis 1. Da kommt 6 raus. Nicht —6. Aber das ist ja schon mal gut.

M: Was hast du fur p genommen?
N: 3.
M: Na dann nimm doch mal -3.
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N: Okay, besser als gar nichts machen.
Sie zeichnet den Graphen am Taschenrechner.
N: Da kommt —6 raus.

M: Passt, dann nehmen wir das jetzt einfach: p = —3. Und jetzt weiter zum zweiten
Punkt.

N: Da mussen wir jetzt einfach die beiden Integrale ausrechnen. Da kommt nicht das
Gleiche raus.

M: Gut, jetzt mussen wir nur noch herausfinden, wieso.

N: Weil die Flachen nicht gleich sind: Das eine ist —1,5 und das andere —4,5.
M: Aber warum?

N: Ich weil} es nicht.

M: Lassen wir es?

N: Ja, ich glaub, wir kommen nicht mehr drauf.

Design-Center Linz

Marie und Nora bekommen die Angabe und lesen sich erst mal den Kontext und die
gesamte Aufgabenstellung durch.

M: Dann fangen wir mal mit (a) an.

N: Da steht ja, dass die maximale Hohe bei 13 m liegt. Das ist also der Hochpunkt da
auf der y-Achse.

M: Da brauchen wir ja nur die Parameter, dass wir die Funktion aufstellen konnen.
N: Also a, b und c?

M: Genau. Es ist irgendwas mit Minus.

N: Weil es nach unten schaut!

M: Ja. Und es ist breiter.

N: Also vielleicht —'/,. Ich verwende immer gerne gleich Zahlen. Und gebe die dann
gleich als Funktionen am Taschenrechner ein. Dann kann ich gleich mal ausprobieren,

was die Parameter sein kdnnten.
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N:

M

N:

M
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: Jetzt hast du sie nach rechts verschoben. Wie hast du das gemacht?
Mit dem b.
: Okay, aber es muss symmetrisch sein....

Ja. Auf jeden Fall wissen wir ¢ = 13. Weil es ja auf der Hohe 13 m ist.

: Jetzt haben wir mal y = —0,5x? +13. Das schaut schon mal gut aus.

N: Jetzt mussen wir noch irgendwie die Spannweite reinkriegen.

M

: Das sind 72m, aber brauchen wir das uberhaupt fur die Funktion?

N: Ja, wir mussen ja rausfinden, wo sie die Nullpunkte hat. Also wo die Funktion die x-

Achse schneidet.

N:

M
N
M
N
M
N
M:
N
M
N
M
N
M

: Aber missen wir wissen, wo die sind?

: Sicher, sonst ist das ja nicht die Funktion.

: Gut, wenn die Funktion symmetrisch ist, dann sind die Nullstellen bei 36 und —36.

: Ich probiere jetzt einfach aus, was a sein konnte und schau mir die Wertetabelle an.

: Bei mir ist die Funktion gerade verschoben worden.

: Was hast du eingegeben?

142 + x +13.

: Naja, das wird das x sein. Das verschiebt die Funktion ja.

: Aja. Also mussen wir das x weglassen.

: Ja, aber ich verstehe noch nicht den Zusammenhang mit den Nullstellen.

: Okay, dann probieren wir so lang, bis wir unsere Nullstellen bei 36 und —36 haben.

: Das a muss immer kleiner werden.

: Ich glaub bei /100 passt es so halbwegs.

Ja, dann nehmen wir das jetzt. f(x) = —'/100 X + 13 und machen weiter. Wir haben

jetzt schon eine Viertelstunde dafur gebraucht.

M

: Ja, also bei dem haben wir jetzt das Integral von 0 bis 36.

N: Das ist die Flache von der Halfte.

M

: Mal 200, das ist die Lange von dem Gebaude.
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N: Und mal zwei. Dann ist es wieder das Ganze.

M: Darf man das so machen?

N: Ja, es ist ja symmetrisch.

M: Gut, dann haben wir die ganze Flache mal die Lange.
N: Und was wollen die dann von uns?

M: Oder das ist einmal das Halbe vorne und das zweite ist das Halbe hinten. Also der

Deckel hinten. Die halbe Ruckseite.

N: Aber das ergibt ja keinen Sinn.

M: Doch. Das ist dann die Flache vom halben Design-Center mit Boden.
N: Fur mich ist das eher das Volumen.

M: Ja, das Volumen vom halben Design-Center. Das klingt logischer!

N: Aber es wird ja mal zwei genommen. Also das ganze Gebaude.

M: Ah! Ja, das klingt plausibler. Das ist ja Flache mal Lange. Aber es ist ja dann hinten
nicht abgeschlossen.

N: Aber ein Volumen muss ja nicht abgeschlossen werden. Das wird ja nur aufgefullt.
Also es wird ja nur berechnet, was fassbar ist.

M: Okay, ja, es ist das Volumen des ganzen Centers.
N: Passt, dann gehen wir weiter zu (b): Baukosten.

M: Ich mag Wirtschaftsmathematik nicht. Da steht so viel Unnétiges. Was ist Uberhaupt
gefragt?

: Die Baukosten fur 10 Jahre spater.
. Ist das eine Exponentialfunktion?

: Kann sein, probieren wir es doch.

N
M
N
M: Also nehmen wir an, dass der Baukostenindex pro Jahr um 3,5% steigt.
N: Ja, das kommt immer dazu.

M: Also 66 Millionen mal 1,035 hoch 10.

N: Klingt gut. Dann schauen wir mal, was da rauskommt.

M

: Zirka 93 Millionen.
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N: Passt und jetzt ist da der durchschnittliche Baukostenindex.

M: Warum ist die Vorgehensweise nicht ganz korrekt? Er berechnet eh das

arithmetische Mittel.
N: Schauen wir mal in der Formelsammlung nach.

M: Er will den Durchschnitt. Es gibt sonst noch Median und Modus. Aber die ergeben

da auch keinen Sinn. Was sind harmonisches und geometrisches Mittel?
N: Keine Ahnung, davon habe ich noch nie gehort. Das brauchen wir nicht.

M: Was haben wir in der Schule besprochen? Das arithmetische Mittel wird durch

Ausreilder beeinflusst.

N: Aber da gibt es ja keine richtigen Ausreil3er.

M: Wie ware es mit dem Median?

N: Der ware 2,1.

M: Und er hat 2,12 berechnet. Das kdnnte es sein.

N: Aber es ist der Durchschnitt gefragt.

M: Und das ist das arithmetische Mittel. Was hat er falsch gemacht?
N: Ich glaube, wir kommen nicht mehr drauf.

M: Dann lassen wir es bleiben.

Reflexion

N: Aufgabe 1 fand ich nicht so ansprechend. (a) war bléd formuliert und sehr
umstandlich. Ich mag das nicht, wenn da kein Kontext ist. Und keine fixen Zahlen. Das
ist mir zu theoretisch und abstrakt. Ich mdochte nicht so rein hypothetische Sachen
begrinden. Das verstehe ich nicht sofort und dann blockiere ich schnell. (b) war daflr
schon wieder okay. Das habe ich schnell verstanden, weil ich mir da gleich viel mehr
darunter vorstellen konnte. Und das haben wir in der Schule einfach auch so oft

besprochen, dass das schnell klar war, was zu tun ist.

M: Ich mochte Aufgabe 1 mehr als Aufgabe 2. Ich mag das nicht, wenn man vom
Kontext so abgelenkt wird. Das ist nur Theorie und da kann ich mich viel besser auf

das Wesentliche konzentrieren. Aber es war schon ziemlich schwer.
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N: Bei Aufgabe 2 fand ich (a) sehr cool. Wir mussten zwar ein bisschen umstandlich
denken. Aber ist doch sehr logisch und man kann es sich gut vorstellen. Und auch der
Punkt mit dem Integral passt gut. Bei (b) fand ich den Kontext irgendwie verwirrend,
daflur dass dann eh nur eine Exponentialfunktion gefragt ist. Also da war die Einleitung
unnadtig. Und das mit dem geometrischen Mittel. Ja, das hatte man wissen kdnnen.

M: Ich fand die Aufgabe 2 ganz okay... Die ersten Punkte waren klar. Da musste man
zwar schon ein bisschen nachdenken. Aber dann konnte man einfach das anwenden,
was man bereits gelernt hat. Nur das letzte — mit dem geometrischen Mittel — das war

schwierig. Das weil3 man ja nicht einfach so.
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3. Einverstandniserklarungen zur quantitativen Untersuchung

3.1.Elternbrief
Liebe Schulerinnen und Schuler, sehr geehrte Eltern!

Mein Name ist Valerie Schroll und ich habe vor vier Jahren am Stiftsgymnasium Melk
maturiert. Momentan studiere ich an der Universitat Wien Mathematik und Geographie
und Wirtschaftskunde auf Lehramt. Im Rahmen meiner Diplomarbeit untersuche ich
die Fahigkeit von Achtklasslerinnen und Achtklasslern, unterschiedliche

Grundkompetenzen der Mathematik miteinander zu verknupfen.

Deshalb fuhre ich am Freitag, den 8. April, eine jahrgangsumfassende Untersuchung
in den achten Klassen mit Unterstutzung der jeweiligen Mathematiklehrerinnen und
Mathematiklehrer durch: Dabei werden den Schulerinnen und Schulern im Rahmen
einer schriftlichen Uberpriifung zwdlf reifeprifungsahnliche Teil-1-Aufgaben gestellt,
welche sie in einer vorgegebenen Reihenfolge |0sen sollen. Die Testung nimmt eine

Unterrichtsstunde in Anspruch.

Dieser Kompetenzcheck wird selbstverstandlich nicht benotet, denn die Teilnahme an
dieser Studie ist freiwillig. Sie dient den Schilerinnen und Schulern jedoch automatisch
als Vorbereitung auf die standardisierte, kompetenzorientierte Reifeprifung, und eine

gewissenhafte Teilnahme ist deshalb empfehlenswert.

Die einzelnen Ergebnisse werden danach so bald wie mdglich an die jeweiligen
Lehrpersonen weitergeleitet. In der Diplomarbeit selbst werden keine personlichen
Daten, sondern nur anonymisierte, statistische Ergebnisse veroffentlicht.

Fur etwaige Fragen stehe ich gerne zur Verfugung: valerie.schroll@outlook.com
Vielen Dank fur lhre Unterstitzung, mit freundlichen Gruf3en,

Hiermit bestatige ich, dass mein Sohn / meine Tochter / ich,
(Klasse: ), an dem Kompetenzcheck am

............ 2016 teilnimmt / teilnehme und die statistischen Ergebnisse in der Diplomarbeit

von Valerie Schroll veroffentlicht werden diirfen.

Ort, Datum Unterschrift
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3.2 Formular quantitative Untersuchung
Gruppe ...

Datum:

Schule:

Klasse:

Mathematiklehrer/in:

Name:

Schulzweig:

Im Rahmen meiner Diplomarbeit im Fach Mathematik untersuche ich die Fahigkeit von
Achtklasslerinnen und Achtklasslern, verschiedene Grundkompetenzen miteinander
zu verknupfen. Deshalb ersuche ich dich, in diesen 45 Minuten die folgenden
reifeprufungsahnlichen Teil-1-Aufgaben zu I0sen. Bitte versuch dabei, die Aufgaben

maoglichst in der vorgegebenen Reihenfolge zu bearbeiten.
Die Ergebnisse werde ich so bald wie moglich an deine Lehrperson weiterleiten.

Vielen Dank fur deine Hilfe und alles Gute,
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4. Detaillierte Ergebnisse der quantitativen Untersuchung

4.1.Ergebnisse Gruppe A — durchmischte Reihenfolge
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67,3%

75,4% | 63,2% | 75,4% | 57,9% | 82,5% | 36,8% | 82,5% | 71,9% | 45,6% | 61,4% | 71,9% | 82,5%

Tabelle 12 - Detaillierte Ergebnisse der Versuchsgruppe

4.2.Ergebnisse Gruppe B — geordnete Reihenfolge
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1

0

0

0

0

0

0

1

0

83,6%

59,0%

52,5%

60,7%

63,9%

45,9%

82,0%

72,1%

42,6%

63,9%

77,0%

73,8%

64,8%

Tabelle 13 - Detaillierte Ergebnisse der Kontrollgruppe
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