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1 Einleitung und Motivation

Musik ist die versteckte mathematische Tétigkeit der
Seele,
die sich nicht dessen bewusst ist, dass sie rechnet.”’

Die erste BerUhrung mit der Fourieranalyse hatte ich in meinem zweiten
Studiensemester, als wir in einem Laborversuch den Klang eines Instrumentes
analysierten. Auf Knopfdruck wurde aus einem Druck-Zeit-Diagramm ein
Klangspektrum mit klaren Peaks in regelmaBigen Abstdnden und unterschiedlichen
Héhen. Die Funktion dieses Knopfes Fourier-Analyse war damals nur ein Mittel zum
Zweck, dennoch faszinierte mich die Tatsache, dass sich selbst etwas derart
Komplexes und Flichtiges wie ein Klang durch die Mittel der Physik und der
Mathematik erfassen und entschllsseln lasst. Zwar ist diese Begeisterung mit der
Zeit wieder in den Hintergrund getreten — nicht zuletzt, weil mir das Wissen darum
fehlte, was es genau mit dieser Art der Datenanalyse auf sich hat — entziindete sich
aber immer wieder bei weiteren BerUhrungspunkten im Studium. Nun, gegen Ende
meiner Studienlaufbahn mdchte ich die Gelegenheit nutzen, das notwendige Wissen
in eine Form zu bringen, sodass diese Begeisterung, die ich erfahren habe, auch
einem breiteren Publikum zuteilwerden kann. In der folgenden Arbeit befasse ich
mich daher mit der Aufgabe, die Diskrete Fourieranalyse mit Mitteln der héheren
Schulmathematik zu beschreiben und der AHS-Oberstufe zuganglich zu machen. Da
dieses Thema im Lehrplan aber nicht abgedeckt ist und im Regelunterricht in den
meisten Féllen die bendtigte Zeit dafiir fehlt, richtet sich mein Unterrichtskonzept an
ein Mathematik-Physik-Labor, wie es in manchen allgemeinbildenden hd&heren
Schulen angeboten wird. Aufgrund des geringeren physikalischen Anteils lasst sich
die Sequenz auch in einem reinen Mathematik-Wahlpflichtfach durchfihren.
Vorgesehen sind dafur drei Einheiten zu je 100 Minuten.

'Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 —1716)
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2 Hintergrundwissen zur Fourieranalyse fur die
Lehrperson

In diesem Teil der Arbeit geht es darum, einige Fragen, die wahrend der
Unterrichtssequenz auftreten kénnten, im Vorhinein fur die Lehrperson zu klaren und
ein umfangreicheres Hintergrundwissen zu schaffen. Dazu wird ein tieferer Einblick in
die Entstehung harmonischer Téne und Klange sowie in den Algorithmus der
Diskreten Fourier-Transformation geboten.

2.1 Harmonische Téne und Klange

Bei jeder Tonerzeugung sind Krafte im Spiel, die schlieBlich dafir verantwortlich sind,
dass die Luft aus ihrem Gleichgewicht gebracht wird und in Schwingung versetzt
wird. Bei einer Stimmgabel ist es die Kraft, die zur Deformierung der Zinken benétigt
wird, bei einer Saite die Kraft, die zur Auslenkung der selbigen notwendig ist, und bei
einer Luftsdule die Kraft, die dazu fihrt, dass die Luft lokal verdichtet wird. Geman

dem zweiten Newton’schen Axiom kdnnen wir diese Krafte in der Form

F=m-a (2.1.1)

anschreiben. All diesen Kraften entgegen wirkt eine Kraft, die dafir sorgt, dass das
Gleichgewicht wieder hergestellt wird. Wir kénnen diese als rlickstellende Kraft
bezeichnen. Sie ist gegen die ,Stoérkraft’ gerichtet und nimmt linear zur
Auslenkung x zu. Im einfachsten Fall, wie z. B. im Fall der deformierten Stimmgabel,

lasst sich die rickstellende Kraft in ihrer gewohnten Form

E=—k-x (2.1.2)

anschreiben (Hooke’sches Gesetz). Dabei ist k die Federkonstante, also eine
Konstante, die vom Material, der GréBe und der Form der Stimmgabel abhangig ist,
und x die Auslenkung der Stimmgabelspitze. Aber auch in den komplizierteren
Fallen, bei der ausgelenkten Saite und der komprimierten Luft, treten in ahnlicher,
wenn auch etwas komplexererweise, rlckstellende Krafte auf. Auch diese Kréfte

haben entsprechend dem zweiten Newton’schen Gesetz eine Beschleunigung zur
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Folge, welche im Fall der Stimmgabel die Spitze des ausgelenkten Zinkens wieder in
Richtung der Ruheposition beschleunigt.
m-a=—-k-x (2.1.3)

Ahnlich wie bei einem Federpendel ist nun aber in dieser Position die
Geschwindigkeit maximal, sodass der Zinken hier nicht stoppt, sondern Ubers Ziel
hinausschie3t und auf die gegenlberliegende Seite ausschlagt. Beschreibt man nun
die Beschleunigung als zweite Ableitung des Weges bzw. der Auslenkung nach der
Zeit t, erhalten wir folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung:

cx_ _k 1.4

o= X (2.1.4)
Die Lésung dieser Differentialgleichung ist also eine Funktion, die proportional zu
ihrer zweiten Ableitung ist. AuBerdem wissen wir, dass -(k/m) eine negative Zahl ist.

Als Lésungen kommen daher Sinus- und Kosinus-Funktionen in Frage, denn es gilt:

:—;sin(wt) = —w?sin(wt) (2.1.5)
und
:—;cos(wt) = —w?cos(wt), (2.1.6)

wobei die Kreisfrequenz w der Sinus- bzw. Kosinus-Funktion ist. Des Weiteren kann
man feststellen, dass der Proportionalitatsfaktor (k/m) dem Quadrat dieser

Schwingungsfrequenz entspricht und somit

w =+k/m (2.1.7)

gilt?. AuBerdem gilt

2
w = Tn = 271V, (2.1.8)

wobei T die Periodendauer und v die Frequenz in Hertz ist. Somit kann mit den

Gleichungen (2.1.7) und (2.1.8) folgender Zusammenhang zwischen den

®vgl. Steiglitz 1996, S.2ff
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physikalischen Eigenschaften der Stimmgabel und ihrer Eigenfrequenz f hergestellt
werden:

k/m
21

(2.1.9)

v =

Die sinusférmige Gestalt der Darstellung eines Tons lasst sich somit durch

physikalische Gesetze und mathematische Werkzeuge recht einfach erklaren.

In der Musik wird der Begriff Ton oft dazu verwendet, eine einzelne vertonte Note zu
beschreiben. Im Sinne der Akustik handelt es sich dabei aber um einen Klang, also
das ,Zusammenklingen‘ mehrerer Téne, namlich des angespielten Grundtons und
mehrerer, flr jedes Instrument typischer, mitschwingender Oberténe. Wenn im
Folgenden von einem (reinen) Ton die Rede ist, dann ist damit eine einzelne
sinusférmige Schwingung gemeint. Ein Ton lasst sich mathematisch demnach wie

folgt darstellen:

f,(t) = a, sin(2nvt + @) ,bzw. f,(t) = a,cos(2nvt + @) (2.1.10)

Dabei beschreibt f,, die periodische Luftdruckschwankung mit der Frequenz v und
der Phasenverschiebung ¢. Die mathematische und physiologische Bedeutung der
Phasenverschiebung wird im folgenden Kapitel 2.2 naher erlautert. Von einem Klang
sprechen wir in der Akustik erst, wenn mehrere Téne gemeinsam erklingen.
Physikalisch betrachtet lauft das auf eine Uberlagerung mehrerer periodischer
Luftdruckschwankungen zu einem komplexeren Muster hinaus. Dieses entsteht
durch positive und negative Interferenzen. Mathematisch lasst sich dieses Muster als
Summe der einzelnen sinusférmigen Schwingungen beschreiben. Eine derartige

Summe nennen wir im Folgenden ,Klang-Funktion® f(t).

f(t) = agcos(wot + o) + a; cos(w,t + @1) + -+ +
(2.1.11)
b, sin(wot + o) + by sin(w4t + @) + -+

Der Graph dieser Funktion hat nicht mehr die typische Sinusgestalt, sondern stellt ein

periodisches Muster an Talern und Gipfeln dar.

7
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f(t) =0,4-sin(2nt - 440) + sin(2mwt-880) + 0,4 - sin(2mt-1320) + 0,1 - sin(2nt- 1760)

Abbildung 1: Graphische Darstellung der Klang-Funktion

2.2 Sinus- und Kosinus-Anteil eines Tons

Ein harmonischer Ton wird oft als sinusférmige Schwingung beschrieben. Dabei darf
nicht vergessen werden, dass auch der Kosinus sinusférmig ist, denn die beiden
Funktionen unterscheiden sich voneinander lediglich durch einen Phasenunterschied
von /2. Méchte man den Ton mit der Frequenz v synthetisch erzeugen, ist es daher

egal, ob man die Kosinus-Funktion

f. = cos(2nvt) (2.2.1)

oder die Sinus-Funktion

fs = sin(2rvt) (2.2.2)

in ein Audiosignal umwandelt. Theoretisch kénnte man mit einem Messgeréat einzig
im Moment des Erklingens feststellen, ob der Ton mit der maximalen Auslenkung
startet (Kosinus-Funktion) oder ,aus dem Nichts* anschwillt (Sinus-Funktion).
Praktisch wird auch das nicht mdglich sein, da sich der Luftdruck kontinuierlich und
nicht sprunghaft andert. Fir den Menschen ist diese Zeitspanne, welche die beiden
Funktionen voneinander unterscheidet und nur ein Viertel der Periodendauer anhalt,
nicht nur praktisch, sondern auch theoretisch zu kurz, um auszumachen, wie der Ton
anfangt. Beim tiefsten fir den Menschen wahrnehmbaren Ton (16 Hz) betragt diese
Zeitspanne nur rund 16 Tausendstel einer Sekunde. Verpasst man diesen Moment,
ist es unmdglich zu sagen, ob man das Audiosignal der Sinus- oder der Kosinus-
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Funktion hoért. Auch bei einer Messung haben wir ein dhnliches Problem. Da wir das
,Messfenster’ in die Mitte eines langanhaltenden Tons setzten, haben wir im
Allgemeinen keine Information Uber die Phasenlage des Tons zu einem bestimmten
Zeitpunkt, insbesondere nicht zum Beginn der Messung, den wir Ublicherweise mit ¢t,
bezeichnen. Somit weist unser aufgenommener Ton eine unbekannte

Phasenverschiebung ¢ auf.

fo = cos(2nvt + @), bzw. f; = sin(2nvt + ),

/[ (2.2.3)
wobeip = ¢ + >

Will man nun aber einen Ton oder einen Klang mit mathematischen Mitteln und nicht
bloB mit dem Gehor analysieren, muss man die Tatsache berlicksichtigen, dass ein
Ton nicht in einer reinen Sinus-Form bzw. einer reinen Kosinus-Form vorliegt, er also
eine Phasenverschiebung aufweist. Wenn man daher die Intensitat a,, des Tons mit
der Frequenz v, bestimmen mdchte, muss man zunachst davon ausgehen, dass er in

seiner allgemeinsten Form

f, = a,cos(2mvt + @) = a,sin (27wt + ((p + g)) (2.2.4)

vorliegt. Wir kébnnen den Ton dann mit Hilfe der Summenséatze als Summe eines
Sinus-Anteils und eines Kosinus-Anteils darstellen. Es spielt dabei keine Rolle, ob wir
von der Kosinus-Darstellung, wie das unten gemacht wurde, oder von der Sinus-

Darstellung ausgehen.

a,cos(2mvt + @) = a,cos(2mvt)cos(g) — a, sin(2mvt) sin(p) =
a,cos()[cos(2mvt)] — a, sin(¢) [sin(2mvt)] (2.2.5)

Der Faktor a,cos(¢) entspricht dann der Intensitat des Kosinus-Anteils. Wirde man
nun féalschlicherweise davon ausgehen, dass ein bestimmter Ton nur als Sinus-
Funktion vorliegt, wiirde man bei der Analyse eine Intensitat von a,sin(¢) erhalten.
Diese ist aber um den Faktor sin(¢) zu klein. Da wir ¢ nicht kennen, kénnen wir
somit auch keine brauchbare Aussage Uber die tatsachliche Intensitat a, treffen.

Besonders problematisch ist es dann, wenn die Phasenverschiebung ¢ fast null ist.

9
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Man wirde dann den Eindruck erhalten, dass diese Frequenz in unserem Spektrum
kaum auftaucht, obwohl ihr Kosinus-Anteil méglicherweise sehr grof3 ist, namlich
dann, wenn auch a, groB ist. Um dieses Problem der unbekannten
Phasenverschiebung in den Griff zu bekommen, bedarf es eines einfachen Tricks.
Man bestimmt die Intensitaten beider Anteile, quadriert sie und zieht aus der Summe
die Wurzel.

\/(avcos(cp))z + (a\,sin((p))2 = a\,\/cos((p)2 + sin()? = a, (2.2.6)

Bei der naiven Form der Fourier-Transformation, die im Unterricht eingesetzt wird
und in Kapitel 2.5 eingehender behandelt wird, kommt dieser Trick ebenfalls zum
Einsatz, da dort einzeln nach Sinus- und Kosinus-Anteilen gesucht wird. Die
eigentliche Diskrete Fourier-Transformation (DFT) macht sich aber einen anderen
Trick zu nutze. Da hier mit komplexen Exponentialfunktionen gearbeitet wird, die
beide Anteile in einer Funktion kombinieren, ist das spatere Zusammenfassen der
Intensitaten nicht mehr notwendig. Die naive Form hat aber den Vorteil, dass sie
ohne komplexe Zahlen und ohne Exponentialfunktionen auskommt und intuitiver,
wenn auch etwas rechenaufwendiger als die DFT ist. Die beiden Transformationen
hangen Uber die Euler'sche Formel aber untrennbar zusammen:

cos(2mvt) + i sin(2mvt) = el?™t (2.2.7)

Ein Ton kann somit als Uberlagerung eines Kosinus-Anteils und eines komplexen
Sinus-Anteils dargestellt werden. Die Intensitat eines realen Tons entspricht dann
dem Betrag dieser komplexen Zahl. Alternativ kbnnen wir den Ton aber auch als
komplexe Exponentialfunktion auffassen.

2.3 Die Diskrete Fourier-Transformation (DFT)

Wenn man nun einen Klang aufnimmt, der sich aus endlich vielen Sinus- und
Kosinus-Ténen mit unterschiedlichen Intensitadten zusammensetzt, erhdlt man bei
digitalen Aufnahmeverfahren nur diskrete Punkte, die den Verlauf der Klangkurve
andeuten, wie in Abbildung 2 dargestellt. Wir wollen hier generell voraussetzen, dass

10
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je zwei aufeinanderfolgende dieser (sagen wir) N Punkte — meist wahlt man N von

der Gestalt 2" — einen (konstanten) zeitlichen Abstand T; zueinander aufweisen. Den

Kehrwert r; dieses Abstands nennen wir Samplingrate r; = Ti sie beschreibt also die

Anzahl der Messpunkte pro Sekunde. Die Samplingrate kann dabei wesentlich hdher
sein als die Anzahl an Messpunkten. Gemessen wird dann eben nur fir einen
Bruchteil einer Sekunde. Messdauer T,;, Samplingrate r, und Umfang N des Samples

héngen daher wie folgt zusammen:

Ty =~ = NT, (2.3.1)

Ts

An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass streng genommen auch die Messwerte,
quantisiert sind und nicht beliebige reelle Werte aufweisen kdnnen, da uns
schlieBlich nur ein Computer mit endlich viel Speicherplatz zur Verfligung steht.
Diese Tatsache wollen wir hier aber auBer Acht lassen und uns auf die

Diskretisierung der Zeitdimension beschranken.

1igl

. 0.004 . 0.008 *0.006 0007 «  0.008

Y

Abbildung 2: Darstellung des diskreten Messsignals eines Klangs mit Grundton 440 Hz und

Obertdnen;

Samplingrate 32 kHz; Umfang des Samples: N = 256

Bei einer Messung mit N Messpunkten kdnnen wir grundsatzlich auch nach N
beteiligten Frequenzen Ausschau halten. Entsprechend unserer Messparameter
haben diese die Gestaltk/(N-Ty), wobeik =0,12,..,N—-2,N—-1. Fir k=1
erhalten wir die Frequenz der Grundschwingung im Fourier-Bild, deren

Periodendauer dann N - Ty = T), betragt. Die Messdauer legt also die Dauer dieser

11
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,Fourier-Grundschwingung’ fest. Bei einer Messung mit 2048 Messpunkten und einer
Samplingrate r; = 48 kHz, sprich
T, ~ 2,0833-10"%s, hat die Fourier-Grundschwingung somit eine Frequenz
von 23,4375 Hz. Die Frequenzen der ,Fourier-Oberschwingungen’ sind dann
ganzzahlige Vielfache der Frequenz der Grundschwingung. Das Messsignal x lasst

sich dann im Fourier-Bild als Summe dieser Schwingungen darstellen.

N-1
1 ,
x(1) = - E X, eitkan/(N'Ts) (2.3.2)
k=0

Der Ausdruck x(7) beschreibt dann die Signalstarke (Elongation) zum Zeitpunkt der
t-ten Messung, also zum Zeitpunktt =t - T,. Somit lasst sich diese Summe noch

etwas vereinfachen:

N-1
1 |
x(1) = x(t - Ty) = x, = Nz X eith2m/N (2.3.3)
k=0

X, beschreibt dabei den Anteil der Schwingung mit der Frequenz k am Messsignal x.
Der Messwert (Abweichung vom Normaldruck) x, I&sst sich also darstellen als

Summe der Elongationen der einzelnen Fourier-Schwingungen zu diesem Zeitpunkt.
Der Faktor % vor der Summe ist notwendig, damit bei der Transformation spéter kein

entsprechender Faktor auftritt®.

Die obige Formel (2.3.3) wird Inverse Fourier-Transformation genannt, weil sie aus
einem Klang mit bekannten Ténen und bekannten Intensitaten das entsprechende
Sample erzeugt. Nun wollen wir aber umgekehrt aus einem Sample eines
unbekannten Klangs die Intensitdten einzelner Téne auslesen, also die eigentliche
Fourier-Transformation vollziehen. Dazu macht man sich die Tatsache zu Nutze,
dass das innere Produkt des Messwertevektors x mit den entsprechenden

normierten Elongationen eines bestimmten Tons dessen Intensitat liefert. Also

%vgl. Steiglitz 1996, S.152
12
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=

-1

X, = (x'eitRZTL’/N) — xte—ithn/N (2_3_4)

o~
I

0

Das negative Vorzeichen ist der Tatsache geschuldet, dass beim Bilden des inneren
Produkts mit dem komplex konjungierten Vektor multipliziert werden muss*. Dass die
Gleichung (2.3.4) stimmt, Iasst sich mit ein paar Tricks rasch beweisen. Nimmt man
zundchst die rechte Seite der Gleichung und setzt fir x, die Inverse Fourier-

Transformation ein, so erhalt man folgende Gleichung:

N-1 N-1

1
N

t=0 m=0

Xmeithn/N e~ itk2m/N (2.3.5)

Nach Umordnen der Summe und Zusammenfassen der Exponenten erhalt man®

-1

1
N

N-1
Xm Z elt(m—K)2m/N (236)
t=0

N
m=0

Formt man den Exponenten weiter um, kann man erkennen, dass man die innere

Summe als endliche geometrische Summe auffassen kann.

1 N-1 N-1 .
N X ) (efm=izm/Nyt (2.3.7)
m=0 t=0
FOirm = k ist
elm=k2m/N — o0 — 1 (2.3.8)
und somit auch
(elm=l2m/Nyt = 1t = 1 (2.3.9)

FOr m # k qilt aber

*vgl. Steiglitz 1996, S.152
*vgl. https://www.eit.hs-karlsruhe.de/
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etm=k2m/N & 1 (2.3.10)

und man kann die Summenformel fur die endliche geometrische Reihe anwenden:

n
Sn = Z qk = —qn+1 _ 1 (231 1)
k=0 q -1
In unserem Fall ist
q = etm=R2m/N ;2 | (2.3.12)
und
n=N-1
(2.3.13)
Daher folgt®
Ne1 i(lm-k)2m N-1+1
— / i(m—i2m\ ¢ (e N ) -1
Z (e N ) = im—K)2m -
t=0 e N -1
i(m—-k)2m N
(e N ) -1 ei(m—k)ZTt -1 (2 3 14)
im=K)2m = Tm-R)2rn h
e N -1 e N -1

Da m — k € Z wird der erste Term im Zahler 1 und somit der gesamte Zahler 0, somit
ist die endliche geometrische Summe 07. Das bedeutet, nur wennm = k, erhalten
wir X,,, - 1 =X, - 1, sonstX,,, - 0 = 0.

Nebenbei bemerkt haben wir mit (2.3.8) bis (2.3.14) gezeigt, dass diese komplexen

Exponentialfunktionen eine Orthonormalbasis bilden, da sie eben die Bedingungen

®vgl. https://www.dsprelated.com/
“vgl. https://math.stackexchange.com/
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N-1

(ieithTE/N ieithn/N> _ lz pitk2m/N g—itm2m/N _
VN VN N4 (2.3.15)
firkm=0,1,... N—1lundk #m
(Orthogonalitat) und
”ieikzﬂfﬂV =1, k=01,..,N—1,
VN
wobei iel’RZTIIt/N — (LeikZTL't/N ieiRZTL't/N>1/2 (2316)
VN VN VN
(Normiertheit) erfillen®.
Wir kdnnen nun den Term (2.3.7) stark vereinfachen:
1 N-1 N-1 1 N-1
- Z X Y (elnb2nye = 2 Z X, (2.3.17)
m=0 t=0 m=0

Diese Summe, die nun nicht mehr von m abhangt, kann man schlieBlich noch

berechnen:

N-1

1 1

NZszﬁ-Xk-Nsz (2.3.18)
m=0

O
Mit der Gleichung (2.3.4) kann man somit zunachst flir beliebige Frequenzen k € Z
bestimmen, wie groB ihr Anteil am Sample und damit am aufgenommenen Klang ist.
SchlieBlich will man aber ein Spektrum erstellen, also die Intensitaten von N Ténen
bestimmen. Dazu waren aber sehr viele Berechnungen notwendig. Alleine flr eine
Frequenz bendtigt man bereits 2N Multiplikationen (fiir jeden der N Summanden wird
der entsprechende reale Messwert jeweils mit dem Realteil und dem Imaginarteil der
Testfrequenz zu dem entsprechenden Zeitpunkt multipliziert). Dazu k&men noch N-1
Additionen, die aber aufgrund des geringeren Rechenaufwands vernachlassigt
werden koénnen. Fir ein Sample mit N Messpunkten ergeben sich somit 2N?

Multiplikationen®.

®gl. Liesen/ Mehrmann 2011 S. 158f
*vgl. Steiglitz 1996, S.155f
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2.4 Die Schnelle Fourier-Transformation (FFT)

Die Schnelle Fourier-Transformation, im Englischen ,Fast Fourier Transformation
genannt und daher auch FFT abgekirzt, ist ein Algorithmus zur Berechnung der
Koeffizienten der Diskreten Fourier-Transformation. Er kommt mit weit weniger
Rechenschritten aus als die ,straight-forward‘-Methode und arbeitet daher wesentlich
schneller. In diesem Abschnitt wird dieser Algorithmus kurz umrissen. In der
Unterrichtssequenz werden die Koeffizienten aber mit einer weniger effizienten, daftr
aber etwas anschaulicheren Methode bestimmt. Bei einem einfachen Klangspektrum
sind auBerdem nicht so viele Berechnungen notwendig wie bei anderen Verfahren,
bei denen die DFT verwendet wird. Eine ineffiziente Berechnung eines Spektrums in
einem Tabellenkalkulationsprogramm ist daher mit heutigen PCs problemlos
durchfuhrbar.

Die FFT macht sich zu Nutze, dass durch geschicktes Umsortieren und
Zusammenfassen der Summanden der DFT Rechenoperationen mehrfach
vorkommen, die dann aber nur einmal durchgefihrt werden missen. Im ersten
Schritt des Algorithmus werden die Summanden der DFT in zwei Summen
aufgespalten. Zuerst werden alle Summanden mit geradem Index aufsummiert,

danach jene mit ungeradem Index.
N N

N-1 27! il
X, = Z xpe—itk2n/N — z Xy~ 2mIET/N Z Xgyy gl @mEDR2E/N - (2.4.1)
t=0 m=0 m=0

Aus der Summe der Summanden mit ungeraden Indizes kann noch herausgehoben

werden, sodass man folgenden Ausdruck erhalt:

N N
51 51

Xk — Z x2me—l4mkrc/N + e—lkZTL’/N Z x2m+1e—l4mkrc/N (242)
m=0 m=0

Flr ein einzelnes X, hat man nun aber noch keinen Rechenaufwand eingespart, da
sich die Anzahl der Multiplikationen nicht geandert hat. Wir haben jetzt 2 % und

somit wieder 2N Multiplikationen. Der entscheidende Schritt ist nun, dass wir

schlieBlich alle X, k=0,1,..,N —1 berechnen wollen. Fir die ersten N/2 -1

16
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verwenden wir die obige Formel, aber fir alle k > N/2 kénnen wir k durch k — N/2

ersetzen.
, N , N . N
Xk_ﬂ _ Z xzme—LZm(k—i)Zﬂ/N + e_l(k_f)zn/lv Z x2m+1e—12m(k—7)2n/N (243)
2 m=0 m=0

Formen wir diesen Ausdruck um, erhalten wir flr X, ~ einen sehr ahnlichen
2

Ausdruck wie far Xj.

%_1 N N %_1 N
X = Z xzme—iZm(k—i)Zn/N + e—i(k—7)2n/N Z x2m+1e—i2m(k—7)2n/N
2 m=0 m=0
31 -1
i4mkm ) , i4mkm
- Z mee_Telzm” + e—lk27‘r/Nem Z x2m+1e_ N ei2mm —
m=0 m=0
2 i4mk %—1 i4mk
— z mee—l T _ o—ik2m/N z x2m+1e_l BN (2.4.4)
m=0 m=0

Die beiden Summen stimmen mit jenen von X, Uberein und missen daher nicht neu
berechnet werden. Einzig das Vorzeichen zwischen den Summen hat sich geéandert,

sodass im Allgemeinen X, # X, ~ gilt. Wir haben somit die Anzahl der
2

Rechenoperationen praktisch halbiert, da fir die X;, mit k = % %+ 1,..,N — 1 bereits

der GrofB3teil des Rechenaufwands erledigt ist. Die FFT endet aber nicht hier, sondern
setzt diese ,Fast-Halbierung’ durch sukzessives Aufspalten der Summanden fort.
Lasst sich die Anzahl der Messwerte N als Zweierpotenz N = 2" darstellen, so kann
der obige Schritt n-mal vollzogen werden. Die Anzahl der Rechenoperationen liegt
dann im GréBenbereich Nlog(N), was fir groBe N wesentlich kleiner als N2 ist und

somit einen weitaus geringeren Rechenaufwand darstellt'°.

2.5 Die Naive Fourier-Transformation (NFT)

In der Unterrichtssequenz wird nicht der formale, sondern ein etwas intuitiver, daftr

ein wenig aufwendigerer Zugang zur Fourieranalyse gewahlt. Daher nennen wir

vgl. Steiglitz 1996, S.162f
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m
diese Form im Folgenden die Naive Fourier-Transformation (NFT). Ahnlich wie die
FFT ist sie nur ein Algorithmus zur Berechnung der Koeffizienten und keine
eigenstandige Transformation. Sie hat aber nicht den Zweck, Rechenzeit
einzusparen, sondern vielmehr einen anschaulicheren Einstieg in die Fourier-
Transformation zu ermdglichen. Fir reelle Messwerte besteht folgender
Zusammenhang zwischen DFT und NFT, wie spater gezeigt wird:

Dabei ist X, das Ergebnis der Diskreten Fourier-Transformation und N, das Ergebnis
der Naiven Fourier-Transformation. Zunachst betrachten wir aber eine Vorstufe, die
allerdings schon alle wesentlichen Merkmale der NFT aufweist. Im Unterricht kann
mit dieser Vorstufe schon ein aussagekraftiges Spektrum erstellt werden.

2

N-1 P N-1 P 2
v v
N, = < X¢ COS ( )) + ( Xt sin( )) (2.5.2)
TS TS

t=0 t=0

Dabei ist x; der t-te Messwert (Unterschied zum Normaldruck). Die Zeit, die bis zu
diesem Zeitpunkt vergangen ist, betragt 7, =t - T, = t/r, Sekunden. Daher kénnen
wir statt x, auch x(t/r;) schreiben. Auf den ersten Blick wirkt diese Transformation
moglicherweise komplizierter als die DFT, allerdings wird sie in mehreren Schritten
aufgebaut, von denen jeder einzelne auf hoéherem Schulmathematikniveau
nachvollziehbar sein sollte, da weder komplexe Zahlen noch Exponentialfunktionen
bendtigt werden. Wir werden die NFT daher von innen nach auBBen aufbauen und
uns vergewissern, dass sie dieselben Resultate wie die DFT fir reelle Signale liefert.

Betrachten wir zunachst folgenden Ausdruck:

c(v) = Nil X COS (szt) (2.5.3)

Dieser Term gibt an, wie groB3 der Anteil der Frequenz v Hz, genauer gesagt der

Kosinus-Anteil der Frequenz v Hz, am aufgenommenen Klang ist. Leicht
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veranschaulichen lasst sich das, wenn man annimmt, dass man einen Ton mit

beispielsweise 20 Hz gesampelt hat. Also

Xep = Xc (£> = CoSs <2n20t) (2.5.4)

Ts

Die obige Summe (2.5.3) besteht dann fir v = 20 nur aus positiven Summanden und

weist folgende Gestalt auf:

, (2120t
cos ( ) (2.5.5)

Ts

Graphisch kann man sich leicht tiberzeugen, dass die Summe also dann maximal ist,
wenn die Testfrequenz v genau der Frequenz des aufgenommenen Klangs
entspricht. Bei anderen Testfrequenzen treten auch negative Summanden auf, die
Summe bleibt daher im Allgemeinen klein. Die unten dargestellte Graphik zeigt die
erste Stufe der NFT. Fir ein kinstlich erzeugtes Sample liegt der Peak an der zu

erwartenden Stelle.

35
30
25
20
15

c(v)

10

'
v o w

-10
v [Hz]

Abbildung 3: c(v)-Analyse des kinstlichen Samples x.,, aufgetragen gegen die Testfrequenzen v € N;
Samplingrate 400 Hz, Umfang des Samples N = 64
Liegt der Ton aber im Sample in seiner Sinus-Form vor, also

ty  2m20t
Xgp = X (—) = sm( ), (2.5.6)

Ts Ts

liefert die Funktion c(v) ein unbefriedigendes Ergebnis:
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Abbildung 4: c(v)-Analyse des kinstlichen Samples x,,, aufgetragen gegen die Testfrequenzenv € N;

Samplingrate 400 Hz, Umfang des Samples N = 64

Sieht man sich aber stattdessen die Funktion

N-1
s(v) = ; X; sin (27::1:) (2.5.7)

an, die durch &hnliche Uberlegungen wie c(v) aufgestellt werden kann, erhalt man

wieder ein sehr ahnliches Ergebnis, wie die untere Abbildung zeigt.

35
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20

s (v)

10

-10
v [Hz]

Abbildung 5: s(v)-Analyse des kinstlichen Samples x,,, aufgetragen gegen die Testfrequenzen v € N;

Samplingrate 400 Hz, Umfang des Samples N = 64

Wie bereits in Kapitel 2.2 besprochen, kann man aber bei einem realen Sample im
Vorhinein nicht feststellen, zu welchen Teilen eine bestimmte Frequenz in Kosinus-,
bzw. in Sinus-Form vorliegt. Daher muss man eine Funktion finden, die c(v) und s(v)

kombiniert und entsprechend normiert. Wie sich herausstellt, haben wir diese
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Funktion mit (2.5.2) schon gefunden. In etwas anderer Form angeschrieben lautet
sie:

N, = \/c(v)z + s(v)? (2.5.8)

Wendet man diese Funktion N,, nun an einem realen Sample an, liefert sie schon ein
recht brauchbares Spektrum, das einem DFT-Spektrum schon in den wesentlichen
Merkmalen gleicht.

500
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300 -
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100

1.
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Abbildung 6: N,-Analyse eines realen Samples, aufgetragen gegen die Testfrequenzenv € N;
Samplingrate 48 kHz, Umfang des Samples N = 2048

Was jetzt noch aufféllt, sind die merkwirdigen Zwischenpeaks. Bei genauerer
Betrachtung bemerkt man, dass alle Peaks eine Breite von r;/N haben, bis auf die
Hauptpeaks, die eine Breite von 2r,/N aufweisen. Das bedeutet, dass die
Funktionswerte an den Stellen k - % k € N nahe bei null liegen, mit Ausnahme jener
Stellen, die bei den Hauptpeaks liegen; dort weisen sie ein lokales Maximum auf.
Wahlt man nun also als Testfrequenzen v nicht willklirlich die natlrlichen Zahlen,
sondern Frequenzen der Art k - % k € N, wie in Kapitel 2.3 beschrieben, erhalt man

ein Spektrum, das auB3er bei den tatsachlichen Peaks sehr flach ist.
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Abbildung 7: N,-Analyse eines realen Samples, aufgetragen gegen die Testfrequenzen v = k- %S ke

N; Samplingrate 48 kHz, Umfang des Samples N = 2048

Setzt man nun fur die neuen Frequenzen v, =k-%, k € N in die urspringliche

Formel (2.5.2) bzw. (2.5.8) ein, ist der Zusammenhang mit der DFT schon deutlicher

zu erkennen.

<« th?2 - th?2
T T
( xtcos< N )) +< xtsin< N )) =:N, (2.5.9)

Bildet man nun den Betrag der DFT, erhalt man die NFT:

N-1 N-—
_itk2n tk2m\ . . (tk2m
=[5 [ o (22) (22
N
N-1 -
tk2m ) ~ (tk2m
xcos( )+(—1)2xtsm< N ) =
t=0 t=0
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2.6 Nyquist-Shannon-Abtasttheorem und Aliasing

Mit einem entsprechenden Programm kdénnten wir nun die Diskrete Fourier-
Transformation, die formal einer Matrixmultiplikation entspricht, programmieren und
so die Intensitaten fur ein ganzes Spektrum an Ténen bestimmen. Bevor das aber
tatsachlich durchfithrbar ist, miissen noch Uberlegungen dariiber angestellt werden,
welche Frequenzen man in einem Sample Uberhaupt suchen und finden kann. Rein
intuitiv scheint schon klar zu sein, dass bei einer zu geringen Abtastrate nicht genug
Messpunkte vorhanden sein werden, um qualitative Aussagen Uber sehr
hochfrequente Téne treffen zu kénnen. Die Samplingrate und die héchste Frequenz
eines Klangs muissen also in einem bestimmten Verhaltnis stehen. Nach dem
Nyquist-Shannon-Abtasttheorem  (auch  Whittaker-Nyquist-Kotelnikov-Shannon-
Theorem, benannt nach seinen vier unabhéngigen Autoren'’) kann ein Ton dann
eindeutig rekonstruiert werden, wenn die Samplingrate mindestens doppelt so grof3
ist, wie seine Frequenz'®. Um den Kammerton a mit 440 Hz eindeutig zu sampeln,
bedarf es daher mindestens einer Abtastrate von 880 Hz. Der Mensch nimmt
Frequenzen bis rund 20 kHz wahr', weshalb eine Samplingrate von mindestens
40 kHz notwendig ist, um Klange so aufzuzeichnen, dass sie verlustfrei wieder
rekonstruiert werden kénnen. Tats&chlich wird bei vielen Medien, wie zum Beispiel

t14

der Audio-CD, eine Abtastrate von 44,1 kHz verwendet ~. Der Schluss, dass ein

"vgl. Dokuchaev 2016, S.1
"2ygl. Shannon 1948, S.627f
Pygl. Schweizer 2012, S.8

"vgl. Bharitkar/Kyriakakis, S.22
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Sample mit einer Samplingrate von 40 kHz nur Frequenzen bis 20 kHz beinhaltet, ist
nicht zuldssig. Betrachtet man beispielsweise das in Abbildung 8 dargestellte
Sample, das mit einer Samplingrate von 48 kHz aufgenommen wurde, ware man
schnell dazu verleitet, zu sagen, dass die Frequenz des aufgenommenen Tons 6 kHz

betragen haben muss.
A

1/6000 . tigl

\ J
Abbildung 8: Scheinbarer 6 kHz Ton, aufgenommen mit einer Samplingrate von 48 kHz

Auch die Fourieranalyse wirde bei dieser Frequenz einen scharfen Peak zeigen.
Allerdings ware auch bei 42 kHz ein ebenso hoher Peak zu erkennen und das
berechtigterweise, wie Abbildung 9 zeigt. Bei dem gesampelten Ton kdnnte es sich
namlich ebenso um den hochfrequenten Ton mit 42 kHz handeln, der bei dieser
verhdltnismaBig zu geringen Samplingrate dasselbe Sample wie der Ton mit 6 kHz
liefert. Es ist daher im Nachhinein unmaéglich, mit Gewissheit zu sagen, welcher Ton
diesen Peak verursacht hat, wenn sonst keine Informationen Uber das Sample

| /\ /\ ) ..

WA

Abbildung 9: 6-kHz-Ton und 42-kHz-Ton liefern bei einer Samplingrate von 48 kHz identische

vorliegen.

Samples
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Frequenzen, die bei einer bestimmten Samplingrate dasselbe Sample erzeugen,
werden Aliases genannt. Zu jedem Ton mit der Frequenz v lassen sich unendlich
viele Aliases mit den Frequenzen +v + kr;, k € Z finden, die bei der Samplingrate r,
dasselbe Sample liefern. Im Spektrum kdénnen Aliases folglich spéater nicht mehr
voneinander unterschieden werden. Im folgenden Beweis wird nur fir den Kosinus-
Anteil des Samples gezeigt, dass Tdne dieser Gestalt dasselbe Sample liefern. Far
den Sinus-Anteil gelten analoge Uberlegungen, nur wird dann anstatt des Kosinus-
Summensatzes der Sinus-Summensatz verwendet. Die Messwerte x;, t =
1,2,..,N—1 des Tons mit der Frequenz +v + kr; kdnnen wie folgt dargestellt

werden:

<2nt(iv + krs)>
X; = COS (2.6.1)

Ts

wobei 1/r; die Zeit ist, die zwischen zwei Messungen liegt. Wendet man den zweiten
Summensatz an, lasst sich die obige Darstellung aufspalten:

<27Tt(iv + krs)>
cos =
Ts

2wty

2ty
) cos(+2mtk) — sin <i

S

= cos (i ) sin(+2mtk) (2.6.2)

S

Dak € Zundt € N gilt cos(—2mntk) = cos(2mtk) = 1 und sin(+2ntk) = 0. Daher bleibt
nur noch der erste Kosinus-Term Ubrig. Somit gilt:

2nt(+v + kry) 21ty
X; = COS = cos (i ) (2.6.3)

Ts Ts
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FOr das Spektrum der Fourieranalyse bedeutet das, dass alle Peaks im Intervall
[0,N/2] an der N/2-Hz-Horizontalen und an der 0-Hz-Horizontalen gespiegelt
erscheinen. Fir die Spiegelbilder gilt dies ebenfalls, sodass man diese Geraden als
parallele Spiegel auffassen kann, die das Muster zwischen 0 und N/2 unendlich

fortsetzen.

A rS/z A | | v [H%l

-36000 -24000 -12000 0 12000 24000 36000 48000 60000 72000 84000 96000

Abbildung 10: Aliasing bei einer Samplingrate von 48 kHz

Daher ist es auch nur sinnvoll, Frequenzen von v = 0 bis v = r;/2 zu plotten, da in
diesem Intervall schon die gesamte Information der Fourieranalyse steckt, auch
wenn man nicht mit Sicherheit sagen kann, welcher der Peaks tatsachlich dem
realen Ton entspricht. Der kleinere Peak, der in der obigen Graphik bei 12 kHz
erscheint, konnte bei der Aufnahme demnach auch durch einen nicht hdrbaren
Ultraschallton mit 60 kHz, 84 kHz usw. verursacht worden sein. Auch mdglich ware
ein Aufttirmen mehrerer Téne mit entsprechenden Frequenzen zu einem Peak. In der
Regel wird aber eine Samplingrate von 44,1 kHz genligen, da bei einer Aufnahme
selten damit zu rechnen ist, dass Ultraschalltbne mitschwingen, die dann als hérbare
Aliases im Spektrum auftauchen. Will man aber auf Nummer sicher gehen, muss

man eine hdhere Samplingrate wahlen.
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3. Unterrichtssequenz zur Diskreten Fourieranalyse

3.1 Allgemeine Ziele der Unterrichtssequenz

e Die Schilerinnen und Schiler erhalten Einblicke in die h6here Mathematik.

e Sie erleben Mathematik als angewandte Wissenschaft, die Uber ihren
Selbstzweck hinausgeht und Sachverhalte aus Natur, Gesellschaft und
Technik beschreiben und Probleme I6sen kann.

e Die Schuler und Schulerinnen erkennen Mathematik als einen Prozess, der
ausgehend von Bekanntem Neues schafft. Sie sind in der Lage, mit Vorwissen
und geleiteten Uberlegungen komplexe neue Welten zu erschlieBen.

e Sie werfen einen Blick hinter die Kulissen der computergestiitzten
Messdatenanalyse und kénnen diese im Detail nachvollziehen.

e Sie erleben Freude daran, ihr Wissen an neuen Herausforderungen

anzuwenden und zu vermehren.

3.2 Setting und Vorbereitung

Die Unterrichtssequenz ist in erster Linie fur einen Unterricht in einer AHS-Oberstufe
(Realgymnasium) konzipiert, der Uber den Regelmathematikunterricht hinausgeht.
Das ideale Setting ware ein Mathematik-Physik-Labor, in dem Mathematik- und
Physikeinheiten beliebig kombiniert werden kénnen. Im besten Fall kann der Inhalt in
drei aufeinanderfolgenden Wochen behandelt werden. In der ersten Woche wird in
einer Doppelstunde (100 Minuten) Physik die Diskrete Fourier-Transformation
motiviert und in der zweiten und dritten Woche jeweils in einer Doppelstunde
Mathematik der theoretische Aspekt erarbeitet. Da fiir die Durchflihrung der Sequenz
ein Tabellenkalkulationsprogramm notwendig ist, ware es von Vorteil, wenn die
Klasse Uber Laptops verflgt. Alternativ kbnnen die zweite und dritte Einheit auch in
einem EDV-Saal durchgeflihrt werden. AuBerdem wére es glnstig, wenn die
Mathematiklehrkraft und die Physiklehrkraft dieselbe Person sind. Eine
Zusammenarbeit mit einer Kollegin oder einem Kollegen ist selbstverstéandlich
moglich, wenn vor und wahrend der Durchfliihrung die Koordination gut funktioniert.
Die Einheiten sind zwar so geplant, dass sie jeweils abgeschlossen sind, dennoch
lauft nicht immer alles nach Plan, sodass einzelne Aspekte vorgegriffen werden
kénnen oder in der folgenden Einheit nachgeholt werden missen.
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Diese Vorgaben sind freilich sehr speziell und werden sich nicht an jedem Standort
vorfinden lassen. Alternativ kann das Projekt daher auch in einem reinen
Mathematik-Wahlpflichtfach ~ durchgefihrt  werden, wie es an vielen
allgemeinbildenden héheren Schulen angeboten wird. Da die erste Einheit aber eher
als Physikeinheit konzipiert ist, ware es wichtig, dass die Lehrperson auch ein
grundlegendes Wissen Uber Schallquellen, Klangentstehung bei unterschiedlichen
Instrumenten und Schallausbreitung besitzt. Zu diesem Zweck findet sich unter dem
Punkt 2.1 das nétige physikalische Hintergrundwissen. Fir die Durchfihrung der
ersten Einheit sind zwar physikalische Geratschaften, wie ein Oszilloskop, nicht
zwingend notwendig, wenn aber die Mdoglichkeit besteht, diese aus der
Physiksammlung auszuborgen, ware das zu empfehlen. Das Projekt soll schlieBlich
den Anwendungscharakter von Mathematik unterstitzen und glaubhaft vermitteln.
Eine Sequenz, die komplett auf den physikalischen Aspekt verzichtet, kénnte diesem
Anspruch schwer gerecht werden. Ein Vorteil dieser Mathematik-Wahlpflicht-Variante
ware, dass das Projekt auch Gymnasiumschilerinnen und -schilern zugénglich
werden wirde. Allgemein sind bei einem solchen, doch komplexeren und speziellen
Thema auch die Interessensgebiete, Starken und Schwachen der Klasse zu
bertcksichtigen. Zu Interessen, die bei der Erarbeitung dieses Themas sicherlich von
Vorteil sind, gehdren Musik, Tontechnik oder Informatik.

Eine dritte Variante wéare die Durchfihrung im Regelunterricht. Diese ist aber
sicherlich organisatorisch die schwierigste, da hier einige Faktoren mitspielen
mussen. Die gréBte Schwierigkeit liegt wohl im zeitlichen Rahmen, der fir dieses
Projekt anberaumt ist. AuBerdem muss eine Zusammenarbeit mit der Mathematik-
bzw. Physiklehrkraft mdglich sein, in dem Sinn, dass beide zur selben Zeit die
Méglichkeit haben, dieses Thema in ihrem Unterricht unterzubringen. Ist das
Interesse dazu da, aber die Zeit etwas knapp, kann sicherlich auch eine komprimierte
Version der folgenden Unterrichtssequenz durchgefihrt werden. Auch ein
fachertbergreifender Unterricht mit Informatik wéare denkbar. Hier wirden dann aber
eher der Algorithmusaspekt und der Programmieraspekt in den Vordergrund riicken.

SchlieBlich sei noch gesagt, dass die Sequenz auch in adaptierter Art an einer HTL
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durchgefihrt werden kénnte, da hier die Fourierreihen in einigen Fachrichtungen im

Lehrplan stehen'® und so ein flieBender Ubergang zur Fourieranalyse méglich ist.

3.3 Erste Einheit (100 Minuten Physik)

In dieser ersten Doppelstunde soll die Fourieranalyse motiviert werden, die dann in
den darauffolgenden Mathematikeinheiten durchgefihrt wird. Die Schilerinnen und
Schiler werden an das Thema herangefiihrt. Sie wiederholen einige Aspekte der
Akustik, nehmen verschiedene Téne und Klange auf und analysieren mit einer
entsprechenden Software die zugehdrigen Frequenzspektren. In den spateren
Einheiten wird dieser Schritt ,hdndisch’ vollzogen, sodass klar wird, wie ein Klang
mathematisch in seinen Grundton und seine Obertdéne zerlegt werden kann. Der
folgende Unterrichtsentwurf beinhaltet Ziele, Vorbereitungen, Materialien, Methoden
sowie einen detaillierten Unterrichtsverlauf. Natlrlich kénnen und sollen in der
Durchfilhrung Abweichungen auftreten, sodass spontane Anderungen notwendig
werden. Der Verlauf soll daher dazu dienen, einen méglichen Ablauf der ersten
Doppelstunde zu skizzieren.

Feinziele der ersten Einheit

e Die Schuler und Schilerinnen erhalten ein tieferes Verstandnis von der
Entstehung und Ausbreitung von Schall, insbesondere von Ténen und
Klangen.

e Sie kénnen Téne und Klange durch mathematische Formeln und Graphen
beschreiben.

e Sie kbénnen Klange mit der App phyphox® aufnehmen und qualitativ

analysieren.

Materialien
Idealerweise findet die erste Einheit im Physiksaal statt, da einige Materialien aus der
Physiksammlung benétigt werden. Dazu gehéren:

e eine lange, weiche Spiralfeder

e ein Oszilloskop mit Mikrophon

e zwei Stimmgabeln unterschiedlicher Eigenfrequenz

"Sygl. RIS 2020, Anlage 1.16: Lehrplan der hoheren Lehranstalt fiir Maschinenbau, Angewandte
Mathematik, Kompetenzmodul 7
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Jedenfalls sollte der Unterrichtsraum mit einem Beamer ausgestattet sein, da so
wichtige Graphiken projiziert und die verwendeten Funktionen der kostenlosen App
phyphox® vorgestellt werden kdnnen. Diese sollte auch zumindest bei der Halfte der
Klasse auf dem Smartphone installiert sein. Die Schilerinnen und Schiiler sollen
nach Mdoglichkeit eigene Instrumente mitnehmen. Zusatzlich wére es gut, wenn
Instrumente aus der Musiksammlung ausgeborgt werden kénnten. AuBerdem
bekommen die Schilerinnen und Schiiler eine Versuchsanleitung und am Ende eine
Zusammenfassung, welche die wichtigsten Uberlegungen dieser Einheit ersichtlich
macht. Beides sollte die Lehrkraft in Klassenstarke ausgedruckt mitbringen.
Vorschlage, wie diese Handouts aussehen kénnten, finden sich im Anhang unter
dem Titel ,Versuchsanleitung: Klangspektren aufnehmen‘ und ,Schritt 1 auf dem Weg
zur Fourieranalyse: Téne und Klange*.

Vorbereitung
Nachdem die Schulerinnen und Schiler selbst wichtige Utensilien in den Unterricht

mitnehmen sollen, muss zunachst abgeklart werden, ob diese tberhaupt vorhanden
sind. Falls dem so ist, missen die Jugendlichen rechtzeitig dartber informiert
werden, wann diese mitzubringen sind. Die Sequenz kann natirlich auch in einer
sehr ,unmusikalischen’ Klasse durchgefihrt werden. Wenn aber génzliches Interesse
an diesem Thema fehlt, ware es sinnvoller, ein anderes Projekt zu verfolgen. Wenn
noch nie mit der App gearbeitet wurde, wére eine kurze Einfihrung gunstig. Die App
ist zwar praktisch selbsterklarend, ein kurzes Kennenlernen vorab erleichtert aber
spater die Handhabung.

Zeittafel

Dauer | Inhalt Methode Materialien

15 mi Ausbreitung von | L-S-Gesprach, | Buch (Knallerzeuger); lange, weiche
min

Schallwellen Experiment Spiralfeder

Stimmgabeln unterschiedlicher
Eigenfrequenz, Oszilloskop,

_ L-S-Gespréach, | Mikrophon, GeoGebra-Dokument
35min | Ton und Klang _ N _
Experiment ,positive und negative Interferenz
dynamisch’, Smartphone mit

phyphox®
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) Versuchsanleitung: Klangspektren
Klange )
_ aufnehmen, Smartphone mit
aufnehmen und | Partnerarbeit,

min ox®, Instrumente, Handout:
50 mi o _ phyphox®, Inst te, Handout
qualitativ Experiment .
Schritt 1 auf dem Weg zur
untersuchen .
Fourieranalyse
Unterrichtsverlauf

Zu Beginn der Unterrichtssequenz wird die Frage ,Wie breitet sich Schall aus?* in den
Raum gestellt. Diese Frage soll einerseits dazu dienen, die Schilerinnen und Schdler
zum Nachdenken anzuregen und andererseits dazu, bereits Gelerntes aufzufrischen.
Gemeinsam mit den Jugendlichen erarbeitet man dann ein tragfahiges Modell, wie es
auch im Regelunterricht vorgestellt werden kénnte. Am einfachsten lasst sich die
Ausbreitung wohl bei einem Knall erklaren. Dieser besteht aus einer einzelnen
Druckwelle und darauffolgendem Unterdruckbereich und beinhaltet somit auch schon
die wesentlichen Merkmale, die zur Beschreibung eines Tons notwendig sind.

Als Schallquelle gentgt beispielsweise schon ein Schlag mit einem Buch auf die
ebene Tischoberflache. Die Luftmolekile Gber dem Tisch missen im Bruchteil einer
Sekunde dem Buch weichen. Dabei stoBen sie heftig an benachbarte Luftmolekdile.
Diese Nachbarmolekile stoBBen in der Folge wiederum an Luftmolekile und so wird
der Ruck mit Schallgeschwindigkeit weitergegeben. Die darauf folgende
,Unterdruckwelle® Iasst sich bei diesem einfachen Versuch ebenfalls sehr leicht
plausibel begrinden. Nachdem beim Schlag auf den Tisch tGber dem Buch ein Sog,
also ein Unterdruck, entsteht, kdnnen die Luftteilchen nach dem Auftreffen des
Buchs auf den Tisch wieder an ihren urspringlichen Platz zurlickkehren. Das gleiche
gilt far ihre Nachbarn und deren Nachbarn. Somit breitet sich auch die
Unterdruckwelle unmittelbar nach der Druckwelle mit Schallgeschwindigkeit im Raum
aus, bis wieder ein Gleichgewicht eingetreten ist.

Diese Schockwelle mit darauffolgendem Unterdruckbereich kann mit einer langen
und weichen Spiralfeder verdeutlicht werden. Diese liegt leicht gespannt auf einer
ebenen Oberflache und ist an einem Ende fixiert. Durch einen raschen Sto3 am
anderen Ende und ein ebenso schnelles Rickstellen der Feder entsteht das folgende
Bild.
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Normaldruck Unterdruck Uberdruck Normaldruck

Abbildung 11: graphische Darstellung des Demonstrationsexperiments zur Ausbreitung von

Schallwellen in Luft; Ausbreitung Richtung rechts

Die engen Windungen entsprechen dem Uberdruck, der beim Knall entsteht, die
folgenden geweiteten Windungen entsprechen dem Unterdruckbereich, der
unmittelbar darauf folgt. Da sich aber eine Longitudinalwelle schwer graphisch
darstellen lasst, geht man dazu Uber, die Schallwellen als Transversalwellen
darzustellen. Befindet sich der Graph unter der Zeit-Achse, sagen wir, dass

Unterdruck herrscht, liegt der Graph dariiber, herrscht Uberdruck.

Amplitude

T

Abbildung 12: oben: schematische Darstellung der Ausbreitung eines Knalls in Luft (Ausbreitung von

rechts nach links); unten: Darstellung eines Klangs in einem Druck-Zeit-Diagramm;

Ausgehend vom Khnall, welcher einer einzelnen Schallwelle entspricht, kbnnen nun
Téne besprochen werden. Ahnlich wie beim Knall gibt es lokale Uber- und
Unterdruckbereiche. Allerdings folgen diese in periodischen Abstadnden aufeinander

und
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gehen gleichmaBig ineinander Uber, sodass am Oszilloskop eine Sinus-Schwingung
sichtbar wird. Steht kein Oszilloskop zur Verfligung, kann auch die App phyphox®,

die spater genauer vorgestellt wird, verwendet werden.

Abbildung 13: Sichtbarmachen der Schallwellen mit dem Oszilloskop (nur die linke Stimmgabel mit
440 Hz schwingt)

Im Gegensatz zu dem Buch, das auf den Tisch knallt, schwingt die Stimmgabel
deutlich 6fter, gleichmaBig und ruckfrei hin und her. Je nach GréBe und Material
schwingt sie dabei mehr oder weniger oft pro Sekunde auf und ab. Zum Vergleich
werden die Téne zweier Stimmgabeln am Oszilloskop sichtbar gemacht. Diese
sollten sich deutlich in ihrer Frequenz voneinander unterscheiden. Es wird besonders
die Eigenfrequenz der Stimmgabel als deren zentrale Eigenschaft hervorgehoben.
Eine Stimmgabel mit einer Eigenfrequenz von 440 Hz schwingt demnach 440 Mal in
der Sekunde hin und her. Entsprechend werden auch die Luftmoleklle 440 Mal in

der Sekunde weggeschoben und angesaugt.
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Abbildung 1416 ) Stimmgabel klingt nicht;
(b) Zinken der Stimmgabel schwingen nach auBBen und verdichten dabei die umgebende Luft;

(¢) Zinken schwingen nach innen, auBen entsteht ein Sog oder Unterdruck;

Das Oszilloskop kann die hohe Anzahl an Schwingungen durch eine entsprechende
Zeitaufldsung sichtbar machen. Da aber meistens nicht direkt die Frequenz bestimmt
wird, muss man sie Uber die Periodendauer berechnen. Den Schulerinnen und
Schilern soll diese Problematik durchaus aufgezeigt werden, ohne, dass sie gleich
geklart wird. Wurde die Ausbreitung von Schall bereits im Regelunterricht
besprochen, sollten die Jugendlichen rasch zu einer Lésung gelangen, wenn man
ihnen sagt, dass man festlegen kann, wie grof3 die Zeitspanne ist, welche man auf
dem Oszilloskop angezeigt bekommt. Aber selbst wenn das Thema noch nicht
behandelt wurde, ist diese Fragestellung den Schiilern und Schilerinnen durchaus
zuzutrauen. Dardber hinaus kann noch die physikalische Bedeutung der Amplitude
besprochen werden, wobei hier eine qualitative Betrachtung genlgt. Eine exakte
Bestimmung der Lautstarke ware ohnehin schwer méglich, weil dazu das Oszilloskop
kalibriert werden musste. Deutlich wird die Auswirkung, wenn man die Stimmgabel
naher zum Mikrophon stellt wahrend sie klingt. Die Anzahl der Schwingungen bleibt
gleich, aber die Amplituden werden gréBer. Lasst man den Ton dagegen ausklingen

oder entfernt die Stimmgabel vom Mikrophon, werden die Amplituden kleiner.

"https://thefactfactor.com/
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Bis hierher wurde praktisch kein Stoff behandelt, der nicht auch im Lehrplan zu
finden ist. Sollte das Thema Akustik also erst klrzlich im Regelunterricht behandelt
worden sein, kann dieser Teil der Sequenz durchaus kirzer gehalten werden oder

gar Ubersprungen werden.

Nachdem nun zwei Stimmgabeln neben dem Oszilloskop stehen, kann die Frage in
den Raum gestellt werden, was zu erwarten ist, wenn wir beide Stimmgabeln
anschlagen und ihre Téne gemeinsam Uber das Mikrophon an das Oszilloskop
weiterleiten. Auch hier bietet sich eine langere Diskussion an, bevor der Versuch
durchgefuhrt wird. Beim Experiment selbst ist es sicherlich sinnvoll, die Jugendlichen
miteinzubinden, da beide Téne mdglichst laut erklingen sollten. Muss man selbst
beide Stimmgabeln anschlagen und an das Mikrophon halten, kann es sein, dass
bereits die zuerst angeschlagene Stimmgabel so leise ist, dass sie keinen merklichen
Beitrag zum Klang liefert. Als Alternative zu Stimmgabeln kann auch jederzeit einer
der zahlreichen Online-Frequenzgeneratoren verwendet werden, die einen oder
mehrere Téne mit gleichbleibender Intensitédt wiedergeben. Die Gefahr, dass ein Ton

verklingt bevor er gemessen werden kann, ist somit gebannt.

Abbildung 15: Klangbild am Oszilloskop, wenn beide Stimmgabeln schwingen (440 Hz und 1700 Hz)

Entsprechend den Lautstarken und Frequenzen der Stimmgabeln erscheint nun ein
fir einen Klang typischer Graph am Oszilloskop. Jetzt kann die Frage gestellt
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werden, ob aus dem Graphen am Oszilloskop die Frequenzen der beiden
Stimmgabeln  bestimmt werden kénnen. Nach der Untersuchung der
,Quasiperiodendauer’ der modulierten Welle sollte auffallen, dass diese der
Periodendauer des tieferen Tons entspricht. ,Quasiperiodendauer’ deshalb, weil sich
bei genauerer Betrachtung die Sequenz mit der Lange der Periodendauer des
tieferen Tons nicht exakt wiederholt, da durch die Modulation, welche durch den
héheren Ton verursacht wird, in jedem Abschnitt ein leicht anderes Bild entsteht.
Erst beim kleinsten gemeinsamen Vielfachen der beiden Periodendauern wiederholt
sich die Sequenz exakt. Wenn spéter der Klang eines Instruments aufgenommen
wird, entsteht dieses Problem nicht mehr, da die Frequenzen von Oberténen
ganzzahlige Vielfache der Grundtonfrequenz sind. Die Periodendauer des Grundtons
ist somit schon das kleinste gemeinsame Vielfache aller beteiligten Periodendauern.
Die Frequenz der hdheren Stimmgabel kann nicht mehr so einfach abgeschatzt

werden.

Nun kann die Frage in den Raum gestellt werden, wie diese neue Schwingung
zustande kommt. Die beiden Einzelténe der zwei Schallquellen mischen sich zu
einem Klang. Dieser hat entsprechend der Einzelfrequenzen und deren Intensitaten
ein einmaliges Muster am Oszilloskop. Mathematisch lasst sich der Klang durch die
Addition der beiden Sinus-Schwingungen darstellen. Treffen zwei Uberdruckbereiche
oder zwei Unterdruckbereiche aufeinander, sprechen wir von positiver Interferenz;
die resultierende Elongation (Entfernung zur Zeit-Achse oder Abweichung vom
Normaldruck) ist gréBer als die beiden Einzelelongationen zu diesem Zeitpunkt. Trifft
ein Unterdruckbereich auf einen Uberdruck, wird die kleinere Elongation von der
gréBeren subtrahiert; die resultierende Elongation ist zumindest kleiner als die
gréBere der beiden Einzelelongationen; wir sprechen von negativer Interferenz. Hier
gilt sicherlich das Sprichwort ,ein Bild bzw. eine Animation sagt mehr als tausend
Worte'. Daher wére es sinnvoll, diese Argumente anhand einer Graphik, wie sie

beispielsweise leicht in GeoGebra erstellt werden kann, zu untermauern.
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Abbildung 16: links: negative Interferenz; rechts positive Interferenz;

Diese Graphik kénnte dann auch als Kopie ausgeteilt werden, damit diese einem
etwaigen Protokoll beigelegt werden kann. Nun sollte noch geklart werden, wie
dieses mathematische Modell in der Realitdt zu deuten ist. Auch hier gilt, dass die
Luftdruckschwankungen der beiden Stimmgabeln einander lokal verstarken (positive
Interferenz) oder einander teilweise oder ganzlich ausléschen (negative Interferenz).

Nachdem nun klar ist, wie die Vermischung mehrerer Téne zu einem Klang zu
Stande kommt, kann die Frage gestellt werden, ob es mdglich ist, die beteiligten
Téne mit ihren Intensitdten zu bestimmen, wenn nur der Klang bekannt ist. Hier

kommt nun zum ersten Mal die Fourieranalyse ins Spiel.

Mit der App phyphox® wird das Smartphone entsprechend der vorhandenen
Sensoren zum universalen Messgerat. Fiir das Experiment Audio Spektrum, welches
die Fourieranalyse durchfiihrt, wird allerdings nur der Zugriff auf das Mikrophon

bendtigt'’

. Daher sollte dieses Experiment auf allen Geraten durchfiihrbar sein. Ist
der Fernzugriff aktiviert, kann das Smartphone die Messdaten in Echtzeit auf einem
PC in einem beliebigen Browser anzeigen. Diese Funktion ist eher flr die Lehrperson

interessant, da sie so die App und die Messung fir alle sichtbar erklaren und

17vgl. https://phyphox.org/wiki/
37



3 Unterrichtssequenz zur Diskreten Fourieranalyse
N A~—N AN AN AN AN AN AN AN AN AN NN NN AN AN\
vorzeigen kann. Fir die Schilerinnen und Schiiler genligt dann die Verwendung am
Smartphone. Mit der Start-Taste kann nun wieder der Klang der zwei Stimmgabeln
aufgenommen werden.

¢ Aufnahme

Amplitude (a.u.)

Abbildung 17: phyphox®-Interface: Experiment Audio Spektrum, Ansicht Rohdaten

Fourier-Transformierte

3e+0
2e+0

1e+0
5e-1
2e-1
1e-1
~ 5e-2
. 22
1e-2
5e-3
2e-3
1e-3

1e+3 2.39765625e+4
Frequenz (Hz)

Genutzte Werte 2048.00

Genutzte Periode 42.67 ms

Abbildung 18: phyphox®-Interface: Experiment Audio Spektrum, Ansicht Spektrum

Dieses phyphox®-Experiment hat im Wesentlichen zwei fir uns interessante
Oberflachen. In dem Fenster Rohdaten (Abbildung 17) wird das Elongation-Zeit-
Diagramm angezeigt. Werden wieder dieselben Stimmgabeln gemessen, sollte also
ein sehr &hnliches Bild wie zuvor am Oszilloskop sichtbar sein. Wie bereits
angesprochen, empfiehlt es sich, diesen Versuch mit dem Smartphone der
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Lehrperson durchzufihren und Uber den Fernzugriff und den Beamer an die Wand
zu projizieren. In dem Fenster Spektrum (Abbildung 18) kann nun das Klangspektrum
angezeigt werden. Auf einige Eigenschaften und Eigenheiten der App und speziell
bei diesem Experiment sollte aber hingewiesen werden. Beispielsweise wird bei der
Messung die Fourieranalyse standardmaBig in einem doppellogarithmischen
Koordinatensystem angezeigt. Dies kann aber Uber die Funktion Mehr Werkzeuge
umgestellt werden. Die App gibt neben der Fourieranalyse auch gleich die
Frequenzspitze aus und ordnet dieser einen musikalischen Ton zu: z. B. A4. Dabei
sollte unbedingt angemerkt werden, dass diese der Frequenz mit der groBten
Intensitat entspricht und nicht dem Grundton. Die Angabe des Tons kann daher
verwirren, weil damit eben nicht zwingend der angespielte Ton, sondern
moglicherweise der intensivste Oberton angegeben wird. Vor allem flr die folgende
Arbeitsphase ist diese Information wichtig, weil hier unterschiedliche Instrumente und
musikalische Tdne untersucht werden sollen. Bei dem Demonstrationsversuch
sollten also im Spektrum zwei deutliche Peaks zu sehen sein, die den Frequenzen
der beiden Stimmgabeln entsprechen. Diese kénnen durch entsprechendes Zoomen
und Auswaéhlen der Punkte sehr genau bestimmt werden. Der niedrigere der beiden
Tdne, spater der Grundton eines Klangs, kann also Uber den ersten deutlichen Peak
bestimmt werden. Ist dieser nicht allzu deutlich, lasst sich der tiefste Ton auch aus
der Graphik zu den Rohdaten auslesen, &ahnlich, wie das auch zuvor beim
Oszilloskop gemacht wurde. Hier ist wiederum darauf zu achten, dass nicht
unbedingt eine ganzzahlige Anzahl an Schwingungen dargestellt wird, auch wenn
das auf den ersten Blick so wirkt. Uber die Funktion Punkt wéhlen kénnen aber
einzelne Punkte im Koordinatensystem ausgelesen werden. Es empfiehlt sich,
moglichst viele Periodendauern zu messen, da so der Messfehler minimiert werden
kann. Diese Tatsache kann auch zur Sprache gebracht und plausibel begriindet
werden. Als Analogon kann auf die Periodendauer eines Pendels verwiesen werden,
die diese Uberlegung méglicherweise besser veranschaulicht. Als erster Messpunkt
bietet sich der erste Schnittpunkt der Klangkurve mit der Zeitachse an, als letzter
jener Schnittpunkt mit der Zeitachse, der das gréBtmdgliche Vielfache der
Periodendauer darstellt.
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So wird beispielsweise flir die Dauer von neun Schwingungen die entsprechende
Zeitspanne T, abgelesen. Die Frequenz lasst sich dann einfach berechnen.

)
Ty

SchlieBlich wird noch gezeigt, wie die Daten gesichert und exportiert werden kénnen.

Dies erfolgt Uber die Funktion Daten exportieren. Dabei werden verschiedene

Dateiformate zur Auswahl gestellt. Die getroffene Vorauswahl Excel empfiehlt sich

hier, da in den darauffolgenden Einheiten mit einem Tabellenkalkulationsprogramm

weitergearbeitet werden soll.

Nach dieser langeren und intensiven Input-Phase sind nun die Schilerinnen und
Schuler aufgefordert, selbst mit der App Experimente durchzufihren und Messdaten
auszulesen. Hier kommen auch die mitgebrachten Instrumente zum Einsatz. Die
Jugendlichen sollen nun in Partnerarbeit oder in Dreiergruppen mdglichst ,schéne’
Klange aufzeichnen und analysieren, wobei mit ,schén* ein Klang mit méglichst vielen
Oberténen gemeint ist. Die Schilerinnen und Schiler sollen dabei den Grundton auf
die beiden oben besprochenen Arten bestimmen sowie die Anzahl und relativen
Intensitaten der Obertdne. Eine Versuchsanleitung mit Leitfragen in ausgedruckter
oder projizierter Form empfiehlt sich (siehe Anhang). Mégliche Leitfragen waren:

Welche Frequenz hat der Grundton?
Ist der Grundton auch jener Ton mit der groBten Intensitat?
Kannst du die Anzahl der Oberténe durch die Anspielweise beeinflussen?

YV V V V

Wie andern sich die Klangspektren, wenn man einen tiefen und einen hohen

Ton auf einem Instrument anspielt?

» Hat derselbe Grundton bei unterschiedlichen Instrumenten die gleichen
Oberténe?

» Was fallt dir auf, wenn du die Frequenz des Grundtons mit den
Frequenzen der Oberténe vergleichst?

> Notiere dir die Frequenzen und Intensitaten des Grundtons und
mindestens der ersten vier Obertone.

» Was kénnte hinter der Bezeichnung Fourier-Transformierte stecken? Wie

kénnte diese Entschliisselung funktionieren?
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Dartber hinaus sollen die Schilerinnen und Schiler eigene Vermutungen aufstellen
und Fragen formulieren, die sie selbst untersuchen kénnen. Die Zusammenarbeit
mehrerer Gruppen ist dann natirlich sinnvoll, vor allem, wenn mehrere Instrumente
verglichen werden sollen.

Am Ende der Experimentierphase und damit am Ende dieser ersten Doppelstunde
sollten alle Schiler und Schilerinnen eine Tabelle erstellt haben, in der Frequenzen
und Intensitdten des Grundtons und der Oberténe festgehalten sind. AuBerdem
bendtigen sie einen gespeicherten Datensatz, da dieser flr die nachsten Einheiten
bendtigt wird. Neben diesen Grundvoraussetzungen fir die Folgeeinheiten sollten die
Schiilerinnen und Schiler aber nun ein weitreichendes Verstéandnis der
physikalischen Aspekte der Klangentstehung und Ausbreitung erworben haben.
Unterstitzend dazu bekommen sie das Handout ,Schritt 1 auf dem Weg zur
Fourieranalyse: Téne und Klange’, welches die wichtigsten Uberlegungen dieser
Einheit zusammenfasst und im Anhang zu finden ist.

< Messung 25.07.19, 13:17

Spektrum Verlauf Einstellungen Rohdaten

x Fourier-Transformierte
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Abbildung 19: Screenshot phyphox®: Klangspektrum einer Tenorposaune; Grundton b 234,375Hz
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Frequenz Intensitat Frequenz Intensitat
[Hz] [Hz]
0 234,375 164,850 | 14 3515,625 7,805
1 468,75 320,903 | 15 3750 3,947
2 703,125 487,700 | 16 3984,375 1,967
3 937.,5 195,994 | 17 4218,75 1,193
4 1171,875 121,501 | 18 4476,5625 0,986
5 1406,25 91,535| 19 4687,5 1,704
6 1640,625 33,984 | 20 4921,875 2,575
7 1875 34,574 | 21 5156,25 3,306
8 2109,375 29,526 | 22 5390,625 3,860
9 2343,75 31,049 | 28 5625 3,205
10 2578,125 23,723 | 24 5859,375 2,862
11 2812,5 21,003 | 25 6093,75 2,047
12 3046,875 15,672 | 26 6328,125 1,075
13 3281,25 11,228 | 27 6562,5 0,702

Tabelle 1: Grundton b 234,375Hz und 27 Oberténe mit entsprechenden Intensitéten

3.4 Zweite Einheit (100 Minuten Mathematik)

Nachdem in der vorigen Einheit die Fourieranalyse eines Instrumentenklangs durch
eine Software vorgenommen wurde, sollen sich die Schiler und Schilerinnen
zunachst davon dberzeugen, dass aus dem Klangspekirum wieder der Klang
rekonstruiert werden kann. Im Anschluss werden dann die Grundlagen gelegt, die
den Schulerinnen und Schilern in der letzten Einheit ermdglichen sollen, aus den
aufgenommenen Rohdaten selbst die Fourieranalyse durchzufihren. Im gréBeren
Teil der Doppelstunde geht es also darum, sich mit entsprechenden Fragestellungen
und Uberlegungen an die Fourieranalyse heranzutasten. Zu diesen Fragen gehéren
unter anderem: Welche Frequenz kénnen wir sofort bestimmen?*, Welche weiteren
Frequenzen vermuten wir aufgrund der Ergebnisse der letzten Einheit?* und ,Welche
Frequenzen kdénnen wir theoretisch in unserem Datensatz Uberhaupt ausmachen?'.
Die letzte Frage bezieht sich auf das Nyquist-Shannon-Abtasttheorem, welches auch
in dieser Doppelstunde angeschnitten werden soll. Es erganzt die Einheit um einen
Aspekt und Dbietet Einblick in die
wissenschaftlichen Arbeitsweisen der Mathematik. Die Schilerinnen und Schiler

weiteren somit einen zusétzlichen
sollen am Ende dieser Einheit nachvollziehen kdénnen, wie der Algorithmus der
Fourieranalyse im Prinzip funktioniert. Das ,Programmieren‘ und Testen anhand der

in der ersten Einheit gesammelten Daten erfolgt dann in der letzten Einheit.
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Feinziele der zweiten Einheit

e Die Schulerinnen und Schuiler kénnen das Klangspektrum lesen und daraus
eine Klang-Funktion generieren.

e Sie erkennen, dass das Aufstellen von Klangspekiren aus diskreten
Klangkurven reversibel ist.

e Die Schilerinnen und Schiiler kédnnen die Uberlegungen, die hinter dem
Nyquist-Shannon-Abtasttheorem  stecken, nachvollziehen und kennen
praktische Anwendungen. Sie kdnnen diese Uberlegungen auch spater bei
ihren Analysen anwenden.

e Sie erhalten erste Einblicke in den Algorithmus der Fourieranalyse und kénnen
diesen anhand des ,Schablonenmodells’ beschreiben.

Vorbereitung und Materialien

Findet der Unterricht nicht in einem EDV-Saal statt, benétigen die Schulerinnen und
Schiler eigene Laptops. Das kann natlrlich nur bei einer Laptop-Klasse
vorausgesetzt werden. Auf diesen Geraten muss das Programm GeoGebra installiert
sein, welches aber in vielen Schulen ohnehin als Standardprogramm im
Mathematikunterricht eingesetzt wird. AuBerdem ware es von Vorteil, wenn die
Schiler und Schilerinnen wieder ihre Smartphones mit den gespeicherten
Experimenten der letzten Einheit mitbringen wirden. Obwohl sie die wichtigsten
Daten — die Héhe und Position der Peaks — bereits schriftlich festgehalten haben
sollten, kdnnen sie hier notfalls nochmals auf die elektronischen Daten zurtckgreifen.
Die Lehrperson bendtigt in dieser Einheit einige Dokumente und Graphiken zur
Veranschaulichung der Inhalte. Diese sind im folgenden Unterrichtsverlauf an den
jeweiligen Stellen beschrieben und auch im Anhang ersichtlich bzw. zum Teil auch
Uber entsprechende Links abrufbar. Des Weiteren empfiehlt es sich, wieder eine
Versuchsanleitung vor der Einzelarbeitsphase sowie eine Zusammenfassung am
Ende der Einheit auszuteilen. Auch diese Dokumente befinden sich im Anhang.
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Zeittafel

Dauer | Inhalt Methode Materialien

25 min | Klangrekonstruktion | L-S-Gesprach, | GeoGebra, Smartphones mit
Einzelarbeit phyphox®,  Versuchsanleitung:
Klange rekonstruieren

30 min | VorlUberlegungen L-S-Gesprach | Handout ,Graphische Darstellung
zur Fourieranalyse Nyquist-Shannon-Abtasttheorem’

45 min | ,Schablonenmodell’ | L-S-Gesprach | GeoGebra: ,Veranschaulichung
zur Fourieranalyse Schablonenmodell’, Handout:
Schritt 2 auf dem Weg zur

Fourieranalyse

Unterrichtsverlauf

Wie in der ersten Einheit gezeigt, setzt sich ein Klang aus mehreren Tdnen
unterschiedlicher Frequenzen und Intensitadten zusammen. Die Jugendlichen sollen
nun ihren aufgenommenen Klang mathematisch rekonstruieren und sich
Uberzeugen, dass aus dem Klangspektrum wieder der Klang erzeugt werden kann.
Dazu werden die Frequenzen der Peaks mit ihren entsprechenden Intensitaten
herangezogen. Obwohl formal der Flacheninhalt reprédsentativer ware, werden ihre
Hoéhen verwendet. Eine weitere Mdglichkeit zur Optimierung der Rekonstruktion
ware, anstatt der Frequenz der Peak-Spitze den Mittelwert der Frequenzen auf
Halbwertshéhe zu verwenden. SchlieBlich kann das tatsachliche Maximum zwischen
zwei Messwerten liegen. Dies l&sst sich vor allem bei Peaks vermuten, die schrag
abgeschnitten wirken, also jene, die aus zwei benachbarten Frequenzen bestehen,

die sich nicht mafBgeblich in ihrer Intensitat unterscheiden.

Diese beiden Optimierungsmdglichkeiten kdnnen durchaus in einer anschlieBenden
Fehlerdiskussion besprochen werden, wenn sich rekonstruierte Klange starker als
erwartet vom urspriinglichen Klang unterscheiden. Sie von Haus aus anzuwenden,

wirde hier aber sicherlich zu weit gehen.
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Abbildung 20: ,Abgeschnittener Peak; das tatsdchliche Maximum liegt vermutlich zwischen 914 Hz
und 937 Hz (eher bei 937 Hz)

Da die Schiler und Schilerinnen in dieser Phase selbstandig arbeiten sollen,
empfiehlt es sich, eine Arbeitsanweisung auszuteilen, in der in groben Zigen die
Vorgehensweise geschildert wird. Ein Beispiel fir eine solche Versuchsanleitung
befindet sich im Anhang.

Ein einzelner Ton l&sst sich nun als Sinus-Funktion der folgenden Form darstellen:

v, (t) = —a, sin(2mv,t)

Dabei ist a,, die Intensitat und v,, die Frequenz. Der Index n steht dabei flir den n-ten
Oberton. Wobei n =0 den Parametern des Grundtons zugeordnet wird. Das
negative Vorzeichen ist der Tatsache geschuldet, dass in der App jeweils der
Wellenberg dem Wellental vorauseilt. Bei der positiven Sinus-Funktion ist das
umgekehrt. Die Summe dieser Sinus-Funktionen entspricht im Wesentlichen
unserem urspringlichen Klang. Neben den oben genannten Fehlerquellen, ist
natdirlich noch zu erwahnen, dass die Rekonstruktion umso besser wird, je mehr
Oberténe verwendet werden. AuBerdem darf nicht vergessen werden, dass auch

jene Frequenzen, die nicht in einem Peak auftauchen, zum Klang beitragen, wenn
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auch in geringerem Ausmalf3. Bisher wurde nicht naher darauf eingegangen, wie die
absolute Intensitat der Frequenzen zu verstehen ist. Um ihr eine Bedeutung geben
zu kénnen, muisste eine Kalibrierung vorgenommen werden. Da uns hier aber
ohnehin nur die relativen Intensitaten interessieren, kénnen wir darauf verzichten.
Stattdessen kdnnten die Intensitaten auf jene des Grundtons oder auf jene des
intensivsten Tons normiert werden. Aber auch das ist nicht zwingend notwendig. Es
wirde lediglich verdeutlichen, dass es nur auf die relativen Intensitaten ankommit.

In einem entsprechenden Algebra-Programm kann dann die Funktion visualisiert und
mit der urspringlichen Funktion in phyphox® verglichen werden. Hier bietet sich die
benutzerfreundliche Freeware GeoGebra an, die mittlerweile an vielen Schulen
standardmaBig im Mathematikunterricht eingesetzt wird.

Im Anschluss kann noch besprochen werden, was es fir einen Sinn haben kann,
eine Fourieranalyse durchzufihren, um dann daraus wieder einen Klang zu
generieren. In diesem Fall wurde das hauptsachlich deshalb gemacht, damit die
Schulerinnen und Schiiler sehen, dass eine Umkehrung mdglich ist, und um ihnen
den Zusammenhang zwischen dem Fourier-Spektrum und dem Klangdiagramm zu
verdeutlichen. Tatsachlich wird diese Methode, wenn auch in automatisierter Form, in
der Tontechnik angewendet. Beispielsweise kdnnen so unerwiinschte Frequenzen,
die wahrend einer Aufnahme aus verschiedensten Grinden auftreten, nachtraglich

entfernt werden.

Ab jetzt geht es um die zentrale Frage dieser Unterrichtssequenz: ,Was steckt hinter
dem Begriff Fourieranalyse und kénnen wir mit unseren Mitteln Licht in die Sache
bringen? Obwohl zu diesem Zeitpunkt noch nicht klar ist, wie die Analyse
funktioniert, kdnnen wir bereits eine Frequenz aus den Rohdaten bestimmen,
namlich jene des Grundtons. Dies gelingt UGber die Dauer mehrerer, sich

wiederholender Schwingungen.

46



3 Unterrichtssequenz zur Diskreten Fourieranalyse
N~ AN~ AN~ A~ AN~ AN~ AN~ AN~ A~ AN~ AN~ AN~ NN~ AN~ NN AN

)

=

=
®

o

2
=
=
<<

o|

A ALLAA AATLAA
8 |/ 4912 [ Jolora [ Loz | [ \dogk | [ to3g | [of3p] | [oload | | ol |/

o
<7
<

S
<

=

Abbildung 21: oben: Klangdarstellung in der App phyphox®; Mitte: rekonstruierter Klang mit zwei
Oberténen; unten: rekonstruierter Klang mit acht Obertdnen;

Wei3 man zusatzlich, dass es sich bei den Daten um einen harmonischen Klang
handelt, kbnnen weitere Frequenzen vermutet werden und zwar jene der Obertdne.
Somit kann man auch bereits ohne Fourieranalyse eine Reihe von Uberlegungen
anstellen. Einzig die Intensitdten dieser vermuteten Tdne sind vorerst ganzlich
unbekannt. Aber auch hier kann man sich ein wenig helfen. Ahnlich wie zuvor bei der
Klangrekonstruktion, kann eine Funktion aufgestellt werden, die den Grundton und
beispielsweise die ersten finf Oberténe beinhaltet. Die jeweiligen Intensitaten sind
dabei aber Variablen. Gibt man diese Funktion in GeoGebra ein, so kann man fir die

Unbekannten sogenannte Schieberegler erstellen. Mittels ,Try and Error* kann so die
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Form der Schwingung ,nachgebaut’ werden. Dies erfordert freilich etwas Zeit und
Geduld. Erhélt man durch dieses Probieren einen Graphen, der dem Original ahnelt,
liest man die eingestellten Werte ab und erhalt zum Grundton und den Oberténen die
entsprechenden Intensitdten. Da diese Methode aber, wie gesagt, viel Zeit kostet
und dabei noch recht ungenau ist, kann sie zwar diskutiert werden, die Durchfiihrung

selbst ist aber nicht notwendig.

Nun kann man die Frage in den Raum stellen: ,Macht es Sinn, nach beliebig hohen
Frequenzen zu suchen?* WeiterfUhrend kann man die Schilerinnen und Schilern
dazu anleiten, sich zu fragen, ob es sinnvoll wére, bei hundert Messungen pro
Sekunde nach Frequenzen im Bereich von 10.000 Hz zu suchen. Dabei kdénnte
schon intuitiv klar werden, dass diese Frage mit ,Nein‘ zu beantworten ist.
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Abbildung 22'®: Zunehmende Signalfrequenz bei gleichbleibender Abtastrate; tiberschreitet die

Signalfrequenz die halbe Abtastrate, ist eine eindeutige Rekonstruktion nicht mehr méglich;

"®https://de.wikipedia.org/wiki/Nyquist-Shannon-Abtasttheorem
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Bleibt man bei den hundert Messungen pro Sekunde, kann man dann danach fragen,
was die niedrigste Frequenz ist, nach der man sinnvollerweise noch suchen kann.
Eine Antwort darauf gibt das Nyquist-Shannon-Abtasttheorem. Es besagt, dass ein
harmonisches Signal eindeutig rekonstruiert werden kann, wenn die Abtastrate
doppelt so hoch ist wie die héchste vorkommende Signalfrequenz'®. Auch hier gilt:
ein Bild sagt mehr als tausend Worte.

Salopp gesprochen kdnnte man sagen, dass es, um eine Sinus-Funktion
festzumachen, zwei Punkte in einer Periodendauer benétigt, da die Funktion im
Grunde zwei Unbekannte hat, ahnlich einer quadratischen Funktion. Hier sind es
eben die Frequenz und die Intensitat. Die Verschiebungen in x- und y-Richtung sind
praktisch von keiner physikalischen Bedeutung, weshalb diese Parameter nicht
beachtet werden missen. Hat man nun zwei Punkte, kann man zwar unendlich viele
Sinus-Funktionen finden, die durch diese Punkte verlaufen, aber nur eine mit
minimaler (positiver) Frequenz. Die Periodendauer dieser speziellen Funktion ist
demnach doppelt so lange, wie der Abstand der Messpunkte. Mit anderen Worten:
Die Abtastrate muss doppelt so hoch sein wie die héchste vorkommende Frequenz.
Um auf unser Gedankenexperiment mit hundert Messungen pro Sekunde
zurlickzukommen, wirde es hier also Sinn machen, Frequenzen bis zu 50 Hz zu
suchen (mehr dazu in Kapitel 2.6). Eine praktische Anwendung dieser zun&chst rein
mathematischen Uberlegung ist die Abtastrate bei Tontragern. Bei Audio-CDs wird
beispielsweise eine Abtastrate von 44,1 kHz verwendet?®. Somit kénnen Frequenzen
bis zu 22.500 Hz aufgenommen und abgespielt werden. Diese Frequenz ist nicht
zuféllig gewahlt, denn der menschliche Horbereich reicht bis rund 20.000 Hz. Die
Abtastrate bei unserem phyphox®-Experiment liegt etwas Uber 44,1k Hz, namlich bei
48 kHz. Daher kénnten wir theoretisch auch nach Oberténen tGber dem menschlichen

Hoérbereich suchen.

Nachdem in etwa klar ist, wonach man sinnvollerweise sucht, gilt es nun, den
Algorithmus der Fourieranalyse zu motivieren. Ausgangspunkt ist der Gedanke, dass
man far viele Frequenzen gleichzeitig testen mdchte, wie groB3 ihr Anteil an dem
Klang ist. Dazu kann man sich vorstellen, das man ein Set von Schablonen erstellt,

"vgl. Shannon 1948, S.627f
*yvgl. Bharitkar/Kyriakakis, S.22
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diese Uber den Klang legt und testet, wie gering oder grof3 ihre Abweichung von
diesem ist bzw. wie grof3 ihr Anteil an dem Klang ist. Um mit dieser Analogie

weiterarbeiten zu kénnen, missen nun zunachst drei Fragen geklart werden:

Wie sieht so eine Schablone aus?
Was bedeutet ,iber den Klang legen*?
Wie messen wir die Abweichung vom Klang?

Eine Schablone ist nichts anderes als die Sinus- oder Kosinus-Funktion des reinen
Tons, den man in einem Klang nachweisen will. Wollen wir beispielsweise wissen,
welchen Anteil an unserem Klang der Ton mit der Frequenz 440 Hz ausmacht,
brauchen wir die folgenden zwei Schablonen:

S4a0(t) = sin(2m - 440 - t) und cy440(t) = cos(2m - 440 - t)

Warum beide Funktionen zur vollstandigen Beschreibung verwendet werden
mussen, wird in Kapitel 2.2 ndher erldutert. Eine etwas anschaulichere Erklarung fur
die Schulerinnen und Schiler kénnte wie folgt lauten: Da man die Sinus-Funktion
durch Phasenverschiebung der Kosinus-Funktion erhalt und wir bei unserer Messung
nur einen Ausschnitt des Klangs messen, wissen wir nicht, ob der Ton, den wir
suchen, in seiner Sinus-Form oder seiner Kosinus-Form vorliegt. Daher missen wir
beide Varianten testen. Tatsachlich liegt er aber zu bestimmten Anteilen in beiden
Formen vor. Im Folgenden beschréanken wir uns der Einfachheit halber auf den
Sinus-Anteil. Fir den Kosinus-Anteil gelten analoge Uberlegungen. Wenn also im
Folgenden von einer Schablone die Rede ist, dann wird damit nur der Sinus-Anteil
bezeichnet.

Nun wird die Schablone ,iber den Klang gelegt’. Im Prinzip geschieht dabei auf dem
Papier etwas sehr Ahnliches wie in der ersten Einheit bei den beiden Stimmgabeln.
Die beiden Schwingungen werden verknUpft. Allerdings werden nun die
Funktionswerte nicht addiert, sondern multipliziert. AuBerdem werden hier nicht zwei
reine Téne verknipft, sondern die Schablone, also ein reiner Ton, mit dem Klang, der

sich bereits aus den verschiedensten Toénen zusammensetzt. Da nur eine endliche
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Anzahl von Messpunkten des Klangs aber nicht die gesamte kontinuierliche Funktion
vorliegt, missen wir unsere Schablonen ebenfalls diskretisieren. Das bedeutet, dass
wir sie auf endlich viele, diskrete Punkte reduzieren, dhnlich, als wirde man den Ton
mit derselben Samplingrate wie den Klang messen. Zu jedem Zeitpunkt unserer
Messung haben wir somit auch einen Funktionswert der Schablone. Zu all diesen
Zeitpunkten wird jetzt die Elongation der Schablone mit der Elongation des Klangs
(Messwert) multipliziert. Dabei kbnnen im Prinzip drei Falle eintreten:

Erster Fall: Sind das Vorzeichen der Schablonenelongation und das der
Klangelongation verschieden, ergibt sich ein negatives Produkt. Das bedeutet, dass
an dieser Stltzstelle die Schablone schlecht mit dem Klang Ubereinstimmt.

Zweiter Fall: Die beiden Elongationen haben das gleiche Vorzeichen, aber eine der
Elongationen oder beide sind zwischen null und eins. Das Produkt ist kleiner als die
einzelnen Faktoren. Auch hier stimmen Klang und Schablone nicht gut Gberein.

Dritter Fall: Die beiden Elongationen haben dasselbe Vorzeichen und sind beide
betragsmaBig gréBer als eins. Somit ist das Produkt groBer als die einzelnen
Faktoren.

Addiert man nun alle diese Produkte, erhdlt man, je nachdem welche Falle am
haufigsten auftreten, ein anderes Ergebnis. Eine Schablone passt demnach ,gut’,
wenn oft der dritte Fall eintritt und die Summe somit gro3 wird. Die Frequenz dieser
Schablone ist also maBgeblich am Klang beteiligt. Tritt der zweite oder gar der erste
Fall haufig ein, wird die Summe nahe bei null oder gar im negativen Bereich liegen.
Die Schablone passt demnach nicht gut und die getestete Frequenz ist am Klang
nicht oder kaum beteiligt. Bis jetzt wurde aber nur eine Frequenz getestet. Méchte
man den Klang auf eine weitere Frequenz untersuchen, muss eine neue Schablone
angefertigt werden. Es werden also wieder die Funktionswerte der entsprechenden
Sinus-Funktion an den Stiitzstellen der Messung berechnet, bevor diese mit den
entsprechenden Messwerten multipliziert werden. Die Produkte werden schlie3lich
wieder addiert. Da man diese Operationen fir mehrere hundert oder tausend

Frequenzen  durchfiihren muss, wird klar, dass man hier ohne
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Computerunterstiitzung nicht mehr auskommt. Man testet dann beispielsweise die
Frequenzen von 5Hz bis 20.000Hz in 5-Hz-Schritten. Werden diese
Produktsummen schlie3lich nach aufsteigender Frequenz geordnet, erhalt man das
Klangspektrum.

Die Folgende Veranschaulichung soll das Schablonenmodell anhand eines
einfachen, konstruierten Kangs verdeutlichen. Nachdem dieser aus nur zwei
sinusférmigen Tdnen besteht, genligen als Schablonen auch jeweils nur die Sinus-

Anteile. Der Klang lasst sich als folgende Funktion a darstellen.

a(t) = sin(2mt) + 0.5 sin(2m 3t)
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Abbildung 23: Klangkurve des Klangs a(t);

Samplingrate von 16 Hz liefert das entsprechende Sample;

Der Klang besteht also aus den Ténen mit den Frequenzen 1 Hz und 3 Hz, wobei der
héhere Ton nur die halbe Intensitat des 1-Hz-Tons aufweist. Da wir aber von einer
Messung ausgehen wollen, stehen uns vorerst nur die dargestellten Punkte im
Intervall [0,1] zur Verfligung und nicht die kontinuierliche Funktion. Mit einer
Samplingrate von 16 Messungen pro Sekunde haben wir mit dem Punkt [0,0]
insgesamt 17 Messpunkte. Aus den vorangegangenen Uberlegungen wissen wir,
dass es nur sinnvoll ist, Frequenzen bis 8 Hz zu testen. Die erste Schablone ist also
die 1-Hz-Schablone.
s1(t) =sin(2m-1-t)
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Da der Klang so konstruiert ist, dass er nur aus Sinus-Funktionen aufgebaut ist,
reicht uns, wie bereits erwahnt, eine Testung mit Sinus-Schablonen.

Zeit [s]
1.1

Abbildung 24: Klangkurve des Klangs a(t) (violett) und 1-Hz-Sinus-Schablone (braun)

Optisch passt diese Frequenz schon sehr gut zu unserem Klang, was ein Indiz daftr
ist, dass sie malBgeblich am Klang beteiligt ist. Wir wollen nun aber mit
mathematischen Werkzeugen, wie das oben beschrieben ist, unsere Schablone
testen. Dazu multiplizieren wir die ,gemessenen‘ Elongationen a(t), also jene des
konstruierten Klangs, mit den Elongationen der Schablone s;(t) zu den
entsprechenden Zeiten. Hier ware vielleicht wichtig, nochmals zu betonen, dass der
Klang im Rahmen der Veranschaulichung konstruiert wurde, damit wir dazu
entsprechende diskrete Punkte erzeugen kénnen. Die gesamte Kurve wird also nicht
bendtigt. Diese Vorgehensweise funktioniert somit auch bei tatsachlichen
Messkurven, bei denen klarerweise keine kontinuierliche Funktion, sondern nur

Messpunkte vorliegen.

Die Summe aus den Elongationen-Produkten liefert dann einen Wert I , welchen wir

die ,GUte’ oder die ,Passgenauigkeit’ der Schablone nennen kdnnten. Fir sich alleine
sagt dieser Wert nicht viel aus, erst im Vergleich mit anderen Schablonengiten

bekommt er eine Bedeutung. Er ist dann ein Mal flir die Intensitat des Tons im
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Klang, daher auch die BezeichnungI; . Flr die 1-Hz-Sinus-Schablone ist die

Berechnung von I, in der unten dargestellten Tabelle durchgefthrt.

t s1(8) a(t) s1(8) - a(t)
0 0,0000 0,0000 0,0000
0,0625 0,3827 0,8446 0,3232
0,125 0,7071 1,0607 0,7500
0,1875 0,9239 0,7325 0,6768
0,25 1,0000 0,5000 0,5000
0,3125 0,9239 0,7325 0,6768
0,375 0,7071 1,0607 0,7500
0,4375 0,3827 0,8446 0,3232
0,5 0,0000 0,0000 0,0000
0,5625 -0,3827 -0,8446 0,3232
0,625 -0,7071 -1,0607 0,7500
0,6875 -0,9239 -0,7325 0,6768
0,75 -1,0000 -0,5000 0,5000
0,8125 -0,9239 -0,7325 0,6768
0,875 -0,7071 -1,0607 0,7500
0,9375 -0,3827 -0,8446 0,3232
1 0,0000 0,0000 0,0000

Tabelle 2: Berechnung der Intensitaten mit der 1-Hz-Sinus-Schablone

Die ,Gute‘ der Schablone oder die Intensitdt des Tons mit der Frequenz 1 Hz

entspricht dann der Summe der letzten Spalte der obigen Tabelle. Der Wert dieser

Summe ist 8. Die unten dargestellte Tabelle enthalt die Testung mit allen Schablonen

von 1Hz bis 8 Hz. Die Produkisummenwerte I; geben die entsprechenden

absoluten

bekommen.

Intensitdten an, die erst im direkten Vergleich

eine Aussagekraft

1-Hz-Schablone

2-Hz-Schablone

3-Hz-Schablone

4-Hz-Schablone

-~

-~
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5-Hz-Schablone 6-Hz-Schablone 7-Hz-Schablone 8-Hz-Schablone
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Tabelle 3: Darstellung der Sinus-Schablonen und ihrer ,Giite’

Wie zu erwarten war, liefert die Analyse das Ergebnis, dass sich der Klang aus den
Ténen mit den Frequenzen 1 Hz und 3 Hz zusammensetzt. AuBBerdem zeigt sie, dass
die Intensitat des héheren Tons I, = 4 halb so groB ist wie die des Grundtons I, =
8. AuBerdem kann man erkennen, dass keine der anderen getesteten Frequenzen
am Klang beteiligt ist. Flr einen konstruierten Klang kann man hier sehen, dass
unsere ,Quasi-Fourieranalyse’ ihren Zweck perfekt erflllt und als Ergebnis genau die
Frequenzen mit den relativen Intensitaten liefert, die wir fir unseren Klang verwendet
haben. Tragt man die Intensitdten zu den entsprechenden Schablonen in einem
Saulendiaramm auf, erhdlt man ein erstes, sehr idealisiertes Klangspektrum.

Klangspektrum

Intensitat

Frequenz [Hz]

Abbildung 25: Spektrum des kunstlichen Klangs a(t), gesampelt mit einer Samplingrate von 16 Hz
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An dieser Stelle sollte man in der Klasse dazusagen, dass bei einem realen Klang,
der ebenfalls nur aus den Ténen mit 1 Hz und 3 Hz besteht, das Ergebnis leicht
anders aussehen wird. Der Grund dafiir sind diverse Gerateungenauigkeiten und
Messfehler die bei einer realen Messung unvermeidbar sind. Die aus der Messung
bestimmten Amplituden werden daher sicherlich nicht dieselben H6hen aufweisen
wie jene aus der Veranschaulichung, welche eben aus einer Funktion enthommen
wurden. AuBerdem muisste man hier auch zusétzlich die Kosinus-Schablonen
verwenden, um die Phasenverschiebung zu berlcksichtigen, welche in der
Veranschaulichung ebenfalls nicht auftritt. Dieser Punkt wird aber in der letzten
Einheit noch genauer besprochen. Am Ende dieser Einheit sollen die Schiler und
Schilerinnen noch die Mdglichkeit bekommen, sich selbst naher mit der
dynamischen Veranschaulichung in GeoGebra zu beschéaftigen, und eventuell selbst
Testungen durchzufihren. Ferner kénnen die Grenzen der Messbarkeit, bzw. die
Grenzen eines Modells, aber auch seine Vorteile diskutiert werden. SchlieBlich wird
noch die Zusammenfassung ,Schritt 2 auf dem Weg zur Fourieranalyse: Klange
rekonstruieren’ ausgeteilt (siehe Anhang), die helfen soll, die zentrealen Punkte
dieser Einheit noch einmal Revue passieren zu lassen. In der letzten Einheit geht es
dann darum, unser Schablonenmodell an den aufgenommenen Rohdaten der ersten

Einheit zu testen und das Ergebnis mit jenem der App zu vergleichen.

3.5 Dritte Einheit (100 Minuten Mathematik)

In dieser letzten Einheit sollen die Jugendlichen mit ihren Rohdaten aus der ersten
Einheit selbst die Fourieranalyse durchfiihren und das Ergebnis ihrer Arbeit mit der
Fourieranalyse der App phyphox® vergleichen. SchlieBlich soll ein Klangspektrum
entstehen, dass jenem der App in allen wesentlichen Merkmalen gleicht. Die
Schuilerinnen und Schiler haben somit einen Eindruck erhalten, welcher Aufwand,
aber auch welche Uberlegungen hinter der Fourieranalyse stecken. Am Ende der
Einheit und damit am Ende der Unterrichtssequenz ,Klangspekiren — eine
Anwendung der Fourieranalyse‘ werden weitere Einsatzmdglichkeiten besprochen
und vorgestellt.
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Feinziele der dritten Einheit

e Die Schilerinnen und Schiler kénnen gréBere Datenmengen in einem
Tabellenkalkulationsprogramm strukturieren, graphisch darstellen, mit ihnen
operieren und sie interpretieren.

e Sie kdnnen das Schablonenmodell eigenstandig auf inre Daten anwenden und
den aufgenommenen Klang dadurch beschreiben.

e Die Schiler und Schilerinnen erkennen Abweichungen ihrer Klangspektren
vom automatisch generierten und kénnen Vermutungen Uber deren Ursachen
anstellen. Sie erfahren die Zwischenschritte auf dem Weg zum ,Endprodukt
Fourieranalyse® als wichtige Teile eines Ganzen.

e Sie kdnnen ihre Ergebnisse in der Gruppe prasentieren und Unterschiede zu
anderen Gruppen diskutieren. Sie reflektieren ihren Lernprozess und wissen
ihre eigenen Leistungen zu wirdigen. Sie sehen das Ergebnis ihrer Arbeit als
Motivation fur zukiinftige mathematische Herausforderungen.

e Sie erkennen den Anwendungscharakter von Mathematik, kennen einige
Anwendungen der Fourieranalyse und verstehen ihre Bedeutung im digitalen
Zeitalter.

Vorbereitung und Materialien

Auch in dieser Unterrichtseinheit bendtigen die Schilerinnen und Schiiler Laptops
oder Computer mit einem Tabellenkalkulationsprogramm. AuBerdem bendtigen sie
ihre exportierten Daten aus der ersten Unterrichtseinheit, da mit diesen schlieBlich
die Fourieranalyse durchgefihrt werden soll. Im Anhang befindet sich die genaue
Erlduterung einer durchgeflhrten Fourieranalyse mit Excel. Die Lehrkraft sollte
unbedingt nach dieser Vorlage ein Excel-Blatt erstellen, welches dann zur
Orientierung dient. Schiler und Schiilerinnen sollten aber im Unterrichtsverlauf ihre
eigenen Dokumente bearbeiten. Falls sich das zeitlich nicht ausgehen sollte, kann
die Vorlage der Lehrkraft aber auch dazu verwendet werden, die aufgenommenen
Klange der Schulerinnen und Schiler in wenigen Sekunden zu analysieren. Das
kann erreicht werden, indem die ersten beiden Spalten durch die entsprechenden
Rohdaten ersetzt werden. Da das ,Programmieren® und Visualisieren der
Fourieranalyse aber der gréBte und letzte, damit aber auch vermutlich der am
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meisten Freude erweckende Schritt in einer langen Kette von Uberlegungen und

Vorbereitungen ist, sollte dies wirklich nur Plan B sein. Am Ende der Sequenz wird

schlieBlich noch die Zusammenfassung ,Schritt 3 auf dem Weg zur Fourieranalyse’

ausgeteilt, welche sich im Anhang befindet.

Zeittafel

Dauer | Inhalt Methode Materialien

15 min | Darstellung der L-S-Gesprach, PC oder Laptop mit Excel
exportierten Daten in Einzelarbeit, oder einer anderen
einem Partnerarbeit Tabellenkalkulationssoftw
Tabellenkalkulations- are
programm

40 min | Anwendung des Partnerarbeit, PC oder Laptop mit Excel
Schablonenmodells auf Unterstitzung oder einer anderen
die Daten der ersten durch L Tabellenkalkulationssoftw
Einheit are

15 min | Fehlerdiskussion und L-S-Gesprach PC oder Laptop mit Excel
Verbesserung des oder einer anderen
Schablonenmodells Tabellenkalkulationssoftw

are

25 min | Prasentation der S-Prasentation | Tabellenkalkulationssoftw
Ergebnisse are

5 min | Weitere Anwendungen L-S-Gesprach Handout: Schritt 3 auf dem
der Fourieranalyse, Weg zur Fourieranalyse
Ausblick und Abschluss
der Sequenz

Unterrichtsverlauf

Die Schiler und Schilerinnen bendtigen nun ihre exportierten Daten der ersten

Einheit. Wurde als Dateiformat Excel gewahlt, haben die Jugendlichen nun eine

Excel Datei mit zwei Tabellenfenstern vor sich. Das erste tragt den Namen FFT

Spectrum und beinhaltet zwei Spalten: Frequency (Hz) und Absolute Amplitude

(a.u.). Dieses Fenster stellt daher den Zusammenhang zwischen Frequenz und

58



absoluter Elongation dar, also bereits die durchgefuhrte Fourier-Transformation. Die
Jugendlichen sollen diese Daten graphisch in einem Punktdiagramm darstellen,
sodass das typische Bild des Klangspekirums angezeigt wird, wie es auch am
Smartphone bereits sichtbar war. Dieses soll spater als Vergleich zur eigenstandig
durchgefihrten Transformation dienen. Nun widmen wir uns dem zweiten Fenster
Raw data. Auch hier findet man zwei Spalten: Time (s) und Recording (a.u.). Stellt
man diese Daten graphisch in einem Punktdiagramm dar, wird die Klangkurve
deutlich erkennbar. Mit diesen Daten wird nun weitergearbeitet und selbst die
Fourieranalyse durchgeftihrt. Je nachdem, wie viel Erfahrung die Schilerinnen und
Schiler bereits mit Tabellenkalkulationsprogrammen haben, muss man ihnen in der
folgenden Arbeitsphase mehr oder weniger zur Seite stehen. Eines sollte zuvor aber
auf jeden Fall noch geklart werden: In der Veranschaulichung der letzten Stunde
wurden nur Sinus-Schablonen s, verwendet, da wir bereits wussten, dass unser
Klang nur aus Sinus-Funktionen besteht. Hier ist das nicht mehr der Fall, weshalb wir
auch die Kosinus-Schablonen ¢, verwenden miissen. Das wirde aber bedeuten,
dass man pro Frequenz zwei unterschiedliche Intensitaten flr einen Ton hatte. Um
aus den beiden Intensitaten eine einzelne zu bilden, welche in Relation zu den

anderen Tonen die korrekte Intensitat aufweist, wird die folgende Formel

I, = /ISZV +12

Warum man diese Intensitdten so zu einer zusammenfasst, ist in Kapitel 2.2 naher

angewendet:

erlautert. Im Unterricht kann man aber daran erinnern, dass Folgendes gilt:

\/sin(x)z + cos(x)?2 =1

In der vorherigen Unterrichtseinheit wurde bereits angemerkt, dass in der Messung
ein Ton zu unterschiedlichen Anteilen in seiner Kosinus-Form bzw. in seiner Sinus-
Form im Klang enthalten ist. Daher missen wir aus den beiden Intensitaten einen
,Quasi-Mittelwert’ berechnen, der diese Tatsache berlcksichtigt. Dies gelingt mit der
obigen Formel, die alle Schablonenpaare auf einen gemeinsamen Level normiert und
so ihre kombinierten Intensitaten vergleichbar macht. Begnligt man sich aber mit
einer sehr oberflachlichen Betrachtung und interessiert sich nur flr die Position der
Peaks, nicht aber fir deren Intensitat, wirde es auch genlgen, sich auf eine
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Schablonenart zu beschranken. Dabei kann es aber passieren, dass eine Frequenz
,ubersehen’ wird, namlich dann, wenn dieser Ton zum gréiten Teil als Kosinus-Anteil
vorliegt und man nur die Sinus-Anteile untersucht und vice versa.

Ein letzter Hinweis, bevor die Jugendlichen selbst mit der Analyse ihrer Daten
beginnen kénnen, bezieht sich auf die Excel-Syntax. Da nun nicht einzelne
Frequenzen getestet werden sollen, sondern gleich eine Vielzahl, bendtigt man eine
Excel-Formel, die in einem Schritt die Summe aller Produkte der Messwerte mit den
entsprechenden Schablonenelongationen berechnet.

= SUMMENPRODUKT (Array1; cos(2mv - Array2))

Dabei ist Array1 der Vektor bzw. die Spalte der Messwerte (Recording) und Array2
der Vektor der Messzeitpunkte (Time). Diese Bereiche kénnen zuvor definiert
werden, dann muss im Befehl nur die gewahlte Bezeichnung verwendet werden.
Beispielsweise:

= SUMMENPRODUKT (arrAMP; cos(2mv - arrZEIT))

Alternativ kann auch die gesamte Spalte markiert werden, was gleichzusetzten ist mit
der Schreibweise erste Zelle: letzte Zelle der entsprechenden Spalte.

= SUMMENPRODUKT (A2: A2049; cos(2mv - B2: B2049))

Das Formelzeichen v steht in all diesen Formeln fir den relativen Zellbezug, der auf
die Spalte der Testfrequenzen zugreift. Die Schiler und Schiilerinnen sollen nun in
den Zweier- bzw. Dreierteams, in denen sie in der ersten Einheit die Daten
aufgenommen haben, die Fourieranalyse durchfihren und mit der bereits

durchgefiihrten Variante der App vergleichen.

Die Spalten A und B der dargestellten Tabelle (Abbildung 26) befinden sich schon in
dem Dokument der exportierten Daten der App und gehen bis zur Zeile 2049, da
2048 Messungen durchgefiihrt werden. In der Spalte C befinden sich jene
Frequenzen, welche getestet werden sollen. In diesem Fall sind das die Frequenzen
mit den natirlichen Zahlen von 1 Hz bis 2048 Hz. Es spricht aber vorerst nichts
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dagegen, diese Spalte weiter zu verlangern und noch héhere Frequenzen bis zur
halben Abtastrate zu untersuchen oder beispielsweise nur ganzzahlige Vielfache von
5 Hz zu untersuchen.

m Start EinfUgen Seitenlayout Formeln Daten Uberprufen Ansicht Add-Ins
‘3 % Calibri 11 v A A = = = - _:_,:r-lZellenumbruth
E'"“:'QE" —;' F K U~ |~ &y ~ A v = §§ §-E =a4 Verbinden und zentrieren
Zwischenablage Schriftart . Ausrichtung
N39 v Fe
A B C D E F G H

1 Time (s) Recording (.Testfrequen Cos Anteil
2 0 0,0033723
3 2,083E-05 0,0013021
4 4,167E-05 -0,002161
5 0,0000625 -0,006592
6
7
8
9

4 1,58163914 -3,
8,333E-05 -0,012199 g
0,0001042 -0,01840)

478 - 458695 4. 5079588
=SUMMENPRODUKT(B2:82049;SIN(2*PI() *C2*A2:A2049))
6 5,85582131
6 6,38258037
10 0,0001667 -0,038747 9 6,25398522 -2,66484785 6,79806923
11 0,0001875 -0,043588 10 6,84949457  -1,849932 7,09491538

=SUMMENPRODUKT(B2:82049;COS(2*PI() *C2*A2:A2049
c,l : i ( '() ))l

Abbildung 26: Darstellung der Excel-Datei mit entsprechenden Formeln

Die Spalten D und E greifen dann auf die ersten drei Spalten zurlick und erzeugen
die Intensitaten, die man mit der Kosinus-Schablone bzw. mit der Sinus-Schablone
bekommt. In der letzten Spalte F befinden sich die kombinierten Intensitaten aus
Sinus- und Kosinus-Schablonen. Spalte F ergibt gemeinsam mit Spalte C das unten
abgebildete Klangspektrum.
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Klangspektrum

8 300
5
£ 200 A

100 A
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0 500 1000 1500 2000
Frequenz [Hz]

Abbildung 27: Klangspektrum der in Excel durchgefihrten Fourieranalyse

Normiert man nun die Intensitdt auf den Grundton, dividiert also alle Intensitaten
durch jene des ersten Peaks, und macht dasselbe beim phyphox®-Klangspektrum,
dann lassen sich die beiden vergleichen.
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Abbildung 28: Klangspektrum der in Excel durchgefihrten Fourieranalyse, normiert auf den Grundton
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Abbildung 29: Klangspektrum der phyphox®-Analyse, normiert auf den Grundton
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Abbildung 30: Klangspektrum der in Excel durchgefiihrten Fourieranalyse mit den von phyphox®

verwendeten Frequenzen, normiert auf den Grundton
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Im direkten Vergleich fallen mehrere Dinge auf. Erstens kann man feststellen, dass
die Peaks des selbst erstellten Klangspekirums anscheinend an denselben
Positionen wie die entsprechenden Peaks des automatisch von phyphox® erstellten
Klangspektrums liegen. AuBerdem weisen sie auch die gleichen Héhen auf. Das
Schablonen-Modell hat somit gute Arbeit geleistet. Zweitens bemerkt man aber, dass
das eigene Klangspektrum mehrere merkwirdige kleinere Zwischenpeaks zwischen
den Hauptpeaks aufweist. Bisher wurde namlich noch nicht berticksichtigt, dass man
die zu testenden Frequenzen entsprechend der Samplingrate r; und der Anzahl an
Messdaten N bestimmen muss und nicht beliebig wahlen darf, wie das bisher
angenommen wurde. Die App arbeitet mit einer Samplingrate von 48 kHz. Diesen
Wert kann man leicht bestimmen, indem man die Anzahl der Messdaten durch den

Messzeitraum T dividiert.
N 2048

=2 48000
TS T T T 0,04266667

Die Testfrequenzen miissen dann folgende Gestalt aufweisen:

k'rs )
= WOb€ln=1,2,...,§—1

Vi =

~|

Warum das so ist, wird in Kapitel 2.5 naher erlautert. Um diese Tatsache im
Unterricht plausibel zu machen, kénnte man aber salopp sagen, dass wir aufgrund
der endlichen Anzahl an Daten nicht beliebige und auch nicht beliebig viele
Frequenzen testen kdénnen. In unserem Fall haben wir 2048 Messpunkte und eine
Abtastrate von 48.000 Hz. Somit Iasst sich die erste Frequenz unseres Spektrums

berechnen:

_1-48000

- — 234375 H
V1= 7048 z

Alle weiteren Frequenzen sind ganzzahlige Vielfache dieser Frequenz. Die letzte

Frequenz des Spektrums ist:

1023 -48 000

V1023 = W = 23976,5625 Hz

Moéchte man ein feineres Spektrum erhalten, gibt es zwei Moglichkeiten, dies zu
erreichen. Entweder kénnte man die Samplingrate erhéhen, was bei der App nicht

moglich ist, oder man misst Uber einen langeren Zeitraum, sodass die Anzahl der
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Messpunkte steigt. Diese zweite Option ist in der App verfliigbar. Nehmen wir nun
diese Korrektur in unserer Analyse noch vor, erhalten wir das letzte der oben
dargestellten Klangspektren (Abbildungen 30). Dieses unterscheidet sich nicht mehr
von dem automatisch generierten der App. Der Algorithmus der App ist somit
endgultig entschlisselt. Da uns in erster Linie die Peaks des Klangspektrums
interessieren und diese auch schon in der ersten Version deutlich erkennbar waren,
ist diese letzte Korrektur nicht zwingend notwendig. Den Schilerinnen und Schilern
wird der Unterschied aber wohl auffallen und somit sollte er zumindest diskutiert
werden.

Haben alle ihre Kl&dnge analysiert und visualisiert, bietet sich eine kurze Prasentation
an, in der jede Gruppe in wenigen Séatzen ihre Ergebnisse vorstellt. Darin sollte
erwahnt werden, welches Instrument und welcher Grundton aufgenommen wurde,
wie viele Obertdne erkennbar sind, welche Schwierigkeiten bei der Auswertung
auftraten und wie das endglltige Klangspektrum aussieht. Dazu wird es nicht
notwendig sein, eine eigene Prasentation zu erstellen — eine Erklarung anhand des
fertigen Excel-Blatts sollte ausreichen. AnschlieBend kdnnen dann noch
Unterschiede zwischen den Gruppen diskutiert werden. Beispielsweise kénnte
auffallen, dass bei hohen Tdénen der Grundton meist der intensivste Ton des
Spektrums ist, wahrend bei tiefen Ténen auch der zweite, dritte oder vierte Oberton
die gréBte Intensitat aufweisen kann, wie das auch bei dem oben dargestellten Klang
(Abbildungen 27 bis 30) der Fall ist. Am Ende der letzten Einheit sollte unbedingt
noch besprochen werden, wo die Fourieranalyse Uberall Anwendung findet, damit
nicht der Eindruck entsteht, dass sie ausschlieBlich zur Erzeugung von
Klangspektren genutzt wird. SchlieBlich wird noch das Handout ,Schritt 3 auf dem
Weg zur Fourieranalyse: Schablonenmodell im Praxistest’ ausgeteilt, welches die
Grundgedanken der dritten Einheit zusammenfasst.

Wie die Ergebnisse der Fourieranalyse festgehalten werden sollen, liegt im
Ermessen der der Lehrkraft. Sinnvoll wéare aber zuséatzlich zu den drei
Zusammenfassungen, die am Ende jeder Einheit ausgegeben wurden, eine Art
Portfolio oder ein Protokoll, das die wesentlichen Experimente, weitergehende
Uberlegungen und Ergebnisse dieser Sequenz beinhaltet. Dieses kann dann in die
Benotung miteinbezogen werden und als Lernunterlage fir eine vertiefende Matura

genutzt werden.
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4 Schlussworte

4.1 Zusammenfassung
Klangspekiren bieten eine Md&glichkeit, den abstrakten Begriff der Fourieranalyse

schon auf schulmathematischem Niveau greifbar zu machen. Das vorliegende
Unterrichtskonzept soll Oberstufen-Schilerinnen und Schilern eines Physik-
Mathematik-Labors oder eines entsprechenden Wahlpflichtfaches Einblicke in die
héhere Mathematik geben und die Mdglichkeit bieten, Methoden angewandter
Mathematik kennenzulernen. In drei Doppelstunden zu je 100 Minuten wird
ausgehend vom doch recht intuitiven Phanomen der Klangerzeugung ein Modell zur
Analyse von Klangen erarbeitet. In der ersten Einheit wird die Entstehung und
Ausbreitung von Klangen besprochen. Ferner wird ein Klangspekirum aufgenommen
und qualitativ untersucht. In der Folgeeinheit wird aus den Messergebnissen die
Funktion des aufgenommenen Klangs rekonstruiert, bevor in der letzten Einheit die
Rohdaten selbst analysiert werden, sodass die Fourieranalyse von Grund auf
nachvollzogen werden kann. Die Unterrichtssequenz bietet Schilern und
Schilerinnen somit die Erfahrung, dass sich auch etwas derart Komplexes und
Asthetisches wie ein Klang mit Mitteln der Physik und der Mathematik beschreiben
lasst.

4.2 Abstract

Sound spectra offer the possibility of making the abstract concept of Fourier analysis
tangible already in upper secondary school. The teaching concept presented herein
is intended to give upper secondary school pupils who attend a compulsory class that
combines mathematics and physics or a corresponding elective subject first insights
into higher mathematics and to offer them the possibility of getting to know the
methods and ways of thinking of applied mathematics. In three double lessons of 100
minutes each, a model for the analysis of sounds will be developed on the basis of
the rather intuitive phenomenon of sound generation. In the first lesson the
generation and expansion of sound is discussed and a sound spectrum is recorded.
In the follow-up lesson the results of this measurement are used to reconstruct the
function of the recorded sound. Finally, the raw data itself is analysed so that the
Fourier analysis can be fully comprehended. The teaching sequence thus offers
students the experience that something as complex and aesthetic as sound can be
expressed as a mathematical equation.
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6 Anhang

Name:

Versuchsanleitung: Klangspektren aufnehmen

Material:
e Smartphone mit phyphox®

e harmonisches Instrument (kein Schlagwerk, Percussion, etc.)

Durchfihrung:

Findet einen ruhigen Ort im Physiksaal oder vor dem Physiksaal oder koordiniert
euch mit euren Klassenkolleginnen und Kollegen, sodass ihr ungestért mit eurem
Smartphone den Klang eures Instrumentes aufnehmen kénnt. Verwendet dazu das
phyphox®-Experiment Audio Spektrum.

Eine Person Ubernimmt die Rolle des Spielers, die andere die des Experimentators.
Wenn gerade niemand anderes einen Ton aufnimmt, spielt der Spieler einen Ton an.
Sobald der Ton klingt, startet der Experimentator die Messung Uber die Start-Taste
und beendet diese kurz darauf wieder (2 Sekunden Messzeit geniigen). Erst dann
lasst der Spieler den Ton verklingen. Bei Zupfinstrumenten wird mit der Messung
unmittelbar nach dem Zupfen der Saite begonnen. Wiederholt die Messung bis ihr
mindestens flnf deutliche Peaks erkennen kénnt. Funktioniert das nicht, versucht
einen anderen Ton anzuspielen. Sobald ein passendes Spektrum vorliegt, speichert
es mit der Option Zustand speichern. Tippt man nun auf das aufgenommene
Spektrum, kann man unter dem Punkt Mehr Werkzeuge die logarithmische
Achsenbeschriftung ausschalten. Mit der Funktion Punkte wéhlen kénnen dann
Position und Héhe der Peaks ausgelesen werden (Abbildung 31). Bestimmt so alle
deutlich erkennbaren Peaks und haltet eure Ergebnisse fest. Verwendet dazu das
vorgefertigte Protokoll am Ende dieser Arbeitsanweisung. Der erste Peak entspricht
der Frequenz des Grundtons, die weiteren jene der Obertbne.
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Bestimmt nun den Grundton auf die
zweite besprochene Art. Geht dazu
in eurer Messung auf die Ansicht
Rohdaten und  bestimmt  die

Periodendauer  mdéglichst  vieler

Schwingungen. Dividiert das

500 10083 15063 - 20063 Ergebnis durch die Anzahl an
Frequenz (Hz)

J Ziehen/zoom £ pun e Schwingungen und ihr erhaltet die

Abbildung 31: Peakpositionen und Peakhohen mitder  Periodendauer einer Schwingung.
Funktion Punkte wéhlen in phyphox® bestimmen _ _ _

Der Kehrwert dieses Ergebnisses ist

die Frequenz des Grundtons. Vergleicht dieses Ergebnis mit der Frequenz des

Grundtons aus dem Spektrum.

Mit der Option Daten exportieren - Excel werden die Messwerte (Abweichungen
zum Normaldruck) in eine Excel-Tabelle Gbernommen. Speichert diese Datei so,
dass in der nachsten Einheit damit weiter gearbeitet werden kann.

Experimentiert nun selbststdndig mit anderen Grundténen und anderen
Instrumenten. Welche Beobachtungen kdnnt ihr machen, welche Zusammenhange
fallen euch auf? Tauscht euch auch mit anderen Gruppen aus. Orientiert euch dabei

an folgenden Leitfragen:

» Ist der Grundton auch jener Ton mit der gré3ten Intensitat?

Y

Kannst du die Anzahl der Oberténe durch die Anspielweise beeinflussen?

» Wie andern sich die Klangspektren, wenn man einen tiefen und einen hohen
Ton auf einem Instrument anspielt?

» Hat derselbe Grundton bei unterschiedlichen Instrumenten die gleichen
Oberténe?

» Was fallt dir auf, wenn du die Frequenz des Grundtons mit den Frequenzen
der Obertdne vergleichst?

» Was kénnte hinter der Bezeichnung Fourier-Transformierte stecken? Wie

kénnte diese Entschlisselung funktionieren?
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Protokoll: Klangspektren aufnehmen

Gruppe: &

Datum:

Instrument:

Angespielter Ton:

Dateiname:

Peak Ton Position (Hz) Hohe (a.u.)
Grundton

. Oberton
. Oberton
. Oberton
. Oberton
. Oberton
. Oberton
. Oberton
. Oberton
. Oberton

= O 0| Nl OO | W N —
O| O N O Ol | W N —

Dauer von __ Schwingungen T = Sekunden.

Periodendauer einer Schwingung T = Sekunden.
Frequenz des Grundtons v = % = Hz.

Beobachtungen und Uberlegungen:
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Name:

Versuchsanleitung: Klange rekonstruieren

Material:
e Versuchsanleitung: Klangspektren aufnehmen
e gespeichertes phyphox®-Experiment

e PC mit dem Programm GeoGebra

Durchfuhrung:
Rekonstruiere den in der letzten Einheit aufgenommenen Klang mit Hilfe von
GeoGebra. Erstelle dazu Funktionen der folgenden Gestalt:

fn(x) = —a, sin(2nv,x)

Dabei ist a, die Intensitat bzw. die H6he eines Peaks und v, die Frequenz des
zugehdrigen Peaks. Erstelle eine weitere Funktion, welche die Summe der obigen

Funktionen darstellt.

fQ) = folx) + fi(x) + f(x) + -
Vergleiche den Graphen dieser Funktion mit dem aus dem Experiment (Ansicht
Rohdaten). Welche Unterschiede und Gemeinsamkeiten fallen dir auf und was

konnte der Grund daflir sein?

Beobachtungen und Uberlegungen:
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Abbildung 32: Handout zum Nyquist-Shannon-Theorem®'

*'https://de.wikipedia.org/wiki/Nyquist-Shannon-Abtasttheorem
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Schritt 1 auf dem Weg zur Fourieranalyse:
Tone und Klange

Toéne und Klange: Eine harmonische Schwingung des Luftdrucks nehmen wir als
reinen Ton wahr. Mathematisch |asst sich diese periodische Schwankung als Sinus-
oder Kosinus-Funktion auffassen. Die Uberlagerung mehrerer Téne bezeichnen wir
als Klang. Die Funktion eines Klangs ist die Summe der ,Ton-Funktionen‘. Diese
Klang-Funktion ist dann periodisch mit der Periodendauer des tiefsten Tons, wobei
die Form aber nicht mehr der einer Sinus-Schwingung ahnelt.

W

il W NP N . W N W

TN TN TN

Abbildung 33: Niederfrequenter Ton (blau) und hochfrequenter Ton (rot) ergeben einen Klang (violett),

wenn sie gemeinsam erklingen.

Grundton und Oberténe: Wenn man auf einem Instrument einen Ton anspielt,
erklingt meistens ein Klang, da zu einem Grundton oft viele Oberténe mit angeregt
werden. Die Obertébne haben die Eigenschaft, dass ihre Frequenzen ganzzahlige
Vielfache der Frequenz des Grundtons sind. Bei tiefen Grundténen kann es
vorkommen, dass einer der Oberténe intensiver, sprich lauter, als der Grundton ist.
Wir nehmen trotzdem den Grundton wahr, da die Frequenz des Klangs noch immer

die des Grundtons ist.

Digitalisierung von Klangen: Bei der Aufnahme von Ténen und Klangen mit
Software werden die kontinuierlichen Luftdruckschwankungen in diskrete Signale
Ubersetzt. Diskret bedeutet in diesem Zusammenhang, dass nur endlich viele
Messpunkte pro Sekunde aufgenommen werden kdnnen. Die Information, wie groR3
oder klein der Druck zwischen zwei Messpunkten ist, geht verloren. Die untere
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Graphik soll das verdeutlichen. Bei gentigend Messdaten pro Sekunde kann der

digitale Ton wieder rekonstruiert werden.

05

05

Abbildung 34: Kontinuierliche Luftdruckschwankung (blau); diskreter, digitaler Ton (rot)

Klangspektren lesen: Ein digitaler Klang kann durch die sogenannte Fourieranalyse
wieder in seine Téne aufgeschlisselt werden. Auch die Intensitat der urspringlichen
Téne kann damit rekonstruiert werden. Im Gegensatz zur Vermischung der Téne zu
einem Klang ist diese Analyse aufwendig und erfordert daher weitreichendere
Uberlegungen. Vergleichbar wére dieser Prozess mit dem Mischen von
Wassermalfarben. Es ist leicht, unterschiedliche Farben mit unterschiedlichen
Anteilen zu vermengen, aber weitaus schwieriger, aus der Mischung die Farben und
ihre relativen Anteile herauszulesen. Nimmt man also einen Instrumentenklang auf,
liefert die Fourieranalyse ein Spektrum, welches die Anteile einzelner Téne am Klang

darstellt. Im Klangspektrum ist somit die Intensitat gegen die Frequenz aufgetragen.

Fourier-Transformierte

3
&
o
@©
=
[
.
.

2,00E3
Frequenz (Hz)

Abbildung 35: Klangspektrum einer Tenorposaune
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Schritt 2 auf dem Weg zur Fourieranalyse:
Klange rekonstruieren

Klange rekonstruieren: Ein Ton ist allein durch seine Tonhéhe eindeutig bestimmt.
In einem Klang ist aber zusatzlich seine Intensitat, also seine Lautstarke, in Relation
zu den anderen beteiligten Ténen von groBer Bedeutung. Um einen Klang also
rekonstruieren zu kénnen, missen die Frequenzen und Intensitaten aller beteiligten
Téne bekannt sein. Die Klang-Funktion k(t) lasst sich dann als Summe der

einzelnen Ton-Funktionen darstellen:
k(t) = I; sin(2ntv,) + I, sin(2wtv,) + -
wobei I; die Intensitat des Tons mit der Frequenz v, Hz ist.

Nyquist-Shannon Abtasttheorem: Bei digitalen Aufnahmeverfahren kénnen nur
endlich viele Messdaten pro Sekunde aufgenommen werden. Entsprechend kénnen
sehr hohe Frequenzen zwar aufgenommen, aber nicht mehr rekonstruiert werden, da
pro Periodendauer zu wenige Punkte festgemacht werden. Das Abtasttheorem
besagt, dass es genlgt, zwei Messungen pro Periodendauer aufzunehmen, um
einen Ton wieder rekonstruieren zu kénnen. Um alle Frequenzen des menschlichen
Hoérbereichs (~16 Hz bis 20 kHz) spater wiedergeben zu kdénnen, missen also

40.000 Messungen pro Sekunde aufgenommen werden.

Das Schablonenmodell: Mit der Fourieranalyse kénnen Klange dekomponiert, also
ihre Tone und deren Intensitaten bestimmt werden. Bildlich gesprochen bedeutet
das, dass man eine Vielzahl von Schablonen (ber den Klang legt und priift, wie gut
jede dieser Schablonen den Klang abdeckt. Bei einer hohen Ubereinstimmung hat
der Ton, der dieser Schablone entspricht, eine hohe Beteiligung am Klang.
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Abbildung 36: links: Die 1-Hz-Schablone (griin) Gberdeckt groBteils die Klangkurve (blau); der Ton mit
der Frequenz 1 Hz ist also maBgeblich am Klang beteiligt; rechts: Die 2-Hz-Schablone (rot) passt sehr

schlecht zur Klang-Funktion; der Ton mit der Frequenz 2 Hz ist also kaum oder nicht am Klang

beteiligt;

Das Testen einer Schablone auf ihre Passgenauigkeit lasst sich mit relativ einfachen
Mitteln realisieren. Da nur einzelne Messpunkte vorliegen und keine kontinuierliche
Funktion, kdnnen wir auch keine kontinuierliche Schablone Uber den Klang legen.
Stattdessen multipliziert man den Funktionswert der Schablone zu jedem
Messzeitpunkt mit dem jeweiligen Messwert. Die Summe dieser Produkte beschreibt

dann die Passgenauigkeit der Schablone.

UAAY

Abbildung 37: links: die Produktsumme aus Messwerten und 1-Hz-Funktionswerten liefert den Wert 5;

rechts: die Produktsumme aus Messwerten und 2-Hz-Funktionswerten liefert den Wert 0; die 1-Hz-
Schablone passt daher sehr gut, die 2-Hz-Schablone passt tberhaupt nicht;

Jeder reale Klang besteht aus Sinus- und Kosinus-Schwingungen, weshalb pro
Frequenz zwei Schablonen verwendet werden muissen: eine Sinus- und eine
Kosinus-Schablone. Die Funktionswerte der diskreten Sinus-Schablone mit der

Testfrequenz v lassen sich wie folgt darstellen:

s, (k) = sin(2mvty,)

Die H6he der k-te ,Stlitze* entspricht also den Funktionswert der Sinus-Funktion mit
v Hz zum Zeitpunktt,, wobei t, der Zeitpunkt des k-ten Messwerts des zu
untersuchenden Klangs ist. Entsprechend lassen sich auch die Funktionswerte der

diskreten Kosinus-Schablone darstellen:

¢, (k) = cos(2mvty,)
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Schritt 3 auf dem Weg zur Fourieranalyse:
Schablonenmodell im Praxistest

Realisierung des Schablonenmodells: In der Praxis hat man n Messwerte
(Abweichungen vom Normaldruck) eines Klangs, die entsprechend der Samplingrate
(Abtastrate) r; einen zeitlichen Abstand von 1/r; zueinander aufweisen. Die
bendtigten Funktionswerte der v-Hz-Schablonen haben daher die entsprechende
Gestalt

s, (k) = sin(2mvk /r,) und c,(k) = cos(2mvk /1),

da diese denselben zeitlichen Abstand aufweisen missen wie unsere Messwerte.
Der Ausdruck k/r; kann bei einer konkreten Berechnung durch den Zeitpunkt des
k-ten Messwerts ersetzt werden, da dieser genau jenem Ausdruck entspricht. Wenn
wir den k-ten Messwert unserer Messreihe mit x; bezeichnen, dann lasst sich die
Passgenauigkeit der Frequenz mit v Hz zu unserem Klang entsprechend unserer

vorigen Uberlegungen durch die folgenden Produktsummen ausdriicken.

n n

Iy, = Z XkSy(k) bzw. I, = Z X Cyp (k)

k=1 k=1

Die tatsachliche Intensitat des Tons mit v Hz Iasst sich dann Uber den folgenden

I, = /ISZV +12

All diese Berechnungen lassen sich in einem Tabellenkalkulationsprogramm

Ausdruck beschreiben:

durchfihren, sodass keine spezielle Software mehr notwendig ist, um die

Fourieranalyse durchzufthren.
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Eigene Klangspektren erstellen: Hat man fir jeden (beliebigen) Ton die
entsprechende Intensitat bestimmt I&sst, sich das Klangspektrum erstellen. Auf der

x-Achse werden die Frequenzen aufgetragen, auf der y-Achse die entsprechenden

Intensitaten.
N39 - £ |
A B C D E F G H

Time (s)  Recording (.Testfrequen Cos Anteil _ Sin Anteil

0 0,0033723 -0,247878614-1,00753779 |1,0375819

1

2

3 2,083E-05 0,0013021 Y 0,14511845 -1,
4 4,167E-05 -0,002161 3 0,76950571 -2,746
5 0,0000625 -0,006592 4 1,58163914
6 :
7

8

9

8,333E-05 -0,012199
0,0001042 -0,018403

=SUMMENPRODUKT(B2:82049;SIN(2*PI()*C2*A2:A2049))

6 5,85582131
86 6,38258037

Abbildung 38: Excel-Tabelle mit entsprechender Syntax zur Erstellung des Klangspektrums

=SUMMENPRODUKT(B2:B2049;COS(2*PI()*C2*A2:A2049))

Spalte C (x-Achse) und Spalte F (y-Achse) ergeben bei Darstellung in einem
Diagramm das folgende Klangspektrum:

500
450 I Klangspektrum———
400
350
300
250
200
150
100

o e\

T r

0 500 1000 1500 2000
Frequenz [Hz]

Intensitat

Abbildung 39: Klangspektrum der in Excel durchgefihrten Fourieranalyse
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Optimierung des Schablonenmodells: Streng genommen diirfen nicht beliebige
Frequenzen getestet werden, sondern nur bestimmte Frequenzen in Abhangigkeit
der Samplingrate r, und der Anzahl an Messungen N. Die Testfrequenzen weisen
dann die folgende Gestalt auf:

rs
Ukzk'ﬁ,kEN

Werden dann die Intensitdten noch normiert, also durch die Intensitdt des Grundtons
dividiert, ergibt sich ein Spektrum, in dem die relativen Intensitaten gut ersichtlich
sind.

3,5
3 L]
)e Klangspektrum normiert
- 3 optimierte Frequenzen
2 g
g
£ 1
0,5 A
0 | _JU_ A A__A
05 0 500 1000 1500 2000
' Frequenz [Hz]

Abbildung 40: Klangspektrum mit ,erlaubten‘ Frequenzen (normiert)
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GeoGebra-Datei zur positiven und neqgativen Interferenz

Mit GeoGebra lassen sich recht rasch einfache Animationen erstellen. So kann auch
die Uberlagerung zweier Téne zu einem Klang in wenigen Schritten realisiert und
dynamisch dargestellt werden.

Abbildung:41 : Interferenz-Animation mit GeoGebra

Die oberste Kurve wird durch die Funktion f(x) = sin(2m + t) + 6 beschrieben. Der
letzte Summand tragt lediglich dazu bei, dass die drei Kurven (bereinander
dargestellt werden. Die mittlere Kurve ist der Graph der
Funktion g(x) = 0,5 - sin(6m + 3t) + 3. Die Phasenverschiebung t kann durch einen
Schieberegler festgelegt werden. Wenn dieser so eingestellt wird, dass er in sehr
kleinen Schritten von 0 bis 2r in einer Schleife l1auft, entsteht der Eindruck, dass sich
die beiden Wellen von rechts nach links durch das Bild bewegen. Der letzte Graph
hat die Funktionp(x) = f(x) + g(x) —9. Der Subtrahend hat nur die Aufgabe, die
beiden konstanten Summanden der Funktionen f(x) und g(x) auszugleichen. Wird
dann noch eine senkrechte Gerade konstruiert und die Abstédnde der Elongationen
zur entsprechenden Mittelgeraden realisiert, so kann anschaulich gezeigt werden,
wie die Elongation des Klangs durch die Elongationen der einzelnen Téne erzeugt
wird. Noch ersichtlicher wird das, wenn man diese Abstdnde nebeneinander als

Vektoren darstellt, wie das oben links neben dem Schieberegler gemacht wurde.
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Lauft dann die Animation, erkennt man auf einen Blick, dass die Summe der
Tonelongationen immer gleich der Klangelongation ist.

Eine online-Version dieser GeoGebra-Datei findet man unter folgendem Link:

https://www.geogebra.org/m/gwgwtjwe

GeoGebra-Datei zum Schablonen-Modell

12 Se| F K Ev B~
in - A | s [ ¢ | o [ e [ F |
1 1 0 0 0 0 0
k1 2 | 1 00625 0.84462 038268 032322
oo|-2 ¢ =@ty 3 | 2 0.125  1.06066 0.70711 0.75
¢ o 4 | 3 01875 073254 092388  0.67678
08 5 | 4 0.25 05 1 05
° 6 | 5 03125 073254 092388  0.67678
04 7 | 6 0375  1.06066 0.70711 0.75
8 | 7| 04375 084462 038268 032322
02 9 | 8 05 0 0 0
10 | 9 05625 -0.84462 038268 032322
1 | 10 0.625  -1.06066 0.70711 0.75
o| P 0.2 04 12 1
12 11 06875 -0.73254 092388  0.67678
s 13 | 12 075 05 -1 05
14 | 13 08125 -0.73254 092388 067678
L 15 | 14 0875 -1.06066 -0.70711 075
16 15 09375 -0.84462 038268 032322
ok 17 | 16 1 0 0 0
B k= =
Tob 19 1 8
20
. 21 =A2116 | ={(B21) =g(B21)  =C21°E21
22

Abbildung 42: Visualisierung des Schablonenmodells in GeoGebra

Die Spalten A bis C werden zur Erstellung des kiinstlichen Samples verwendet. In
Spalte A befindet sich die Nummerierung der ,Messwerte’, in Spalte B der Zeitpunkt
einer ,Messung‘ und in Spalte C der Funktionswert zu diesem Zeitpunkt. Bei einer
realen Messung sind in Spalte C die Messwerte eingetragen. Fir die Erzeugung des
synthetischen Samples wird aus den Spalten B und C eine Punkte-Liste generiert.
Die Elemente dieser Liste sind in der linken Graphik als dunkelgraue Punkte
erkennbar. Der Faktor 1/16 in der Spalte B kommt daher, dass eine Samplingrate
von 16 Hz verwendet wird. In Spalte E sind die Funktionswerte der Schablonen-
Funktion mit der Frequenz k zu den entsprechenden Zeitpunkten eingetragen. Die
Frequenz k kann Uber einen Schieberegler verstellt werden und die natirlichen
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Zahlen von null bis acht annehmen. In der letzten Spalte F ist das Produkt aus Spalte
C und Spalte E eingetragen. Die Summe der Spalte F befindet sich in Zelle F19 und
entspricht der ,Gute' der Schablone mit der Frequenz k Hz bzw. der Intensitat des

Tons mit k Hz. In der obigen Abbildung 42 wird gerade die Frequenz mit 1 Hz
getestet. Die ,Glte’ dieser Schablone hat den Wert 8.

Eine online-Version dieser GeoGebra-Datei findet man unter folgendem Link:

https://www.geogebra.org/m/tbfmsgwu

Excel-Datei zur ,Naiven Fourier-Transformation'

Exportiert man die Messdaten aus phyphox® als Excel-Datei, erhdlt man ein
Dokument mit zwei Tabellen mit den Namen FFT Spectrum und Raw data. Stellt man
die Daten der ersten Tabelle als Punkidiagramm dar, erhalt man, wie der Name
schon sagt, die Fourier-Transformation der aufgenommenen Daten. Werden die
Daten der zweiten Tabelle dargestellt, sieht man die aufgenommene Klangkurve,
also einen periodisch aussehenden Graphen mit 2048 Messpunkten. Es empfiehlt
sich gleich in diesem Dokument eine dritte Tabelle anzulegen, um Ergebnisse der
eigenen durchgeflihrten Fourieranalyse mit jener der App rasch vergleichen zu
kénnen. In die ersten beiden Spalten dieser dritten Tabelle importiert man die beiden
Spalten aus ,Raw Data“. In der Spalte C werden dann die Testfrequenzen
eingetragen. In erster Linie kénnen das beliebige Frequenzen zwischen null Hz und
der halben Samplingrate sein. Es bietet sich daher an, zunachst die natirlichen
Zahlen als Testfrequenzen heranzuziehen. In der Spalte D kénnen dann die Kosinus-

Anteile berechnet werden. Die mathematische Formel (2.5.3)

N-1

c(v) = Z X; COS (27:}715)

t=0

muss dazu in die folgende Excel-Syntax Ubersetzt werden:

83



6 Anhang
N~ AN~ A~ AN~ NN~ AN~ AN~ A~ AN~ NN AN NN

= SUMMENPRODUKT (A2: A2049; COS(2 - PI() - C2 - B2: B2049))

Der obige Eintrag soll in der Zelle D2 eingetragen sein. Er liefert den Kosinus-Anteil
der Testfrequenz aus Zelle C2 am aufgenommenen Klang. Analog werden in der
Spalte D die Sinus-Anteile (2.5.7) mit der entsprechenden Syntax berechnet.

N-1

s(v) = Z X; sin <Ztvt) -

t=0

= SUMMENPRODUKT (A2: A2049; SIN(2 - PI() - C2 - B2: B2049))

In der sechsten Spalte wird dann der normierte Anteil fir eine Testfrequenz
berechnet.

N, = Jc(¥)? + s(v)? » F2 = WURZEL(D2"2 + E2"2)

m Start Einfugen Seitenlayout Formeln Daten Uberprifen Ansicht Add-In

Joe

3 * Calibri 11 A A === ®»  Sizeilenumbruch
Exsigen J F XU~ - O-A- E = E | iEEE [dverbinden und zentrieren
Zwischenablage & Schriftart . Ausrichtung
N39 - fe
A B C D E F G

1 Time (s) Recording (.Testfrequen Cos Anteil
2 0 0,0033723
3 2,083E-05 0,0013021
4 4,167E-05 -0,002161
5 0,0000625 -0,006592
6
7
8
9

() /958K
PI()*C2*A2:A2049))

6 5,85582131

8,333E-05 -0,012199
0,0001042 -0,01840§

) 86 6,38258037
10 0,0001667 -0,038747 9 6,25398522 -2,66484785 6,79806923
11 0,0001875 -0,043588 10 6,84949457 -1,849932 7,09491538
12 0,0002083 -0,047453 11 7,21064067 -0,91022633 7,26786425
13 0,0002292 -0,050874 12 7,31332704 0,08814388 7,3138582
14 0,00025 -0,053808 13 7,1517235 1,07512158 7,23208375
15 0,0002708 -0,05586 14 6,73864382 1,98167034 7,02398305

Abbildung 43: Excel-Tabelle mit entsprechender Syntax zur Erstellung des Klangspektrums
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Der Wert dieser Zelle entspricht dann dem absoluten Anteil des Tons mit der
Frequenz aus C2. Ein Punktdiagramm der Spalten C und F liefert somit das
vorlaufige Spektrum. Ein solches Spektrum weist aber, wie in Kapitel 2.5 naher
besprochen wird, merkwirdige kleinere Zwischenpeaks auf. Flr den Unterricht mag
das kein Problem darstellen, da auch bei diesem Spektrum die Hauptpeaks
(Grundton und Obertdéne) an den richtigen Stellen liegen und die entsprechenden
Hohen aufweisen. Wenn es im Unterricht zeitlich mdglich ist, kann man aber mit dem
Hintergrundwissen aus Kapitel 2.5. argumentieren, dass die Testfrequenzen die
Gestalt

Ts

Ukzk'ﬁ,kEN

aufweisen mussen. Mit dieser letzten Korrektur gelingt schlieB3lich die Darstellung des

eigentlichen Fourier-Klangspektrums.

3,5
i, Klangspektrum -
. 2 mit korrigierten Frequenzen
"é 1,5
3
£ 1

0,5 A
, .—“—LA A

0 I T
-0,5 500 1000 1500 2000
Frequenz [Hz]

Abbildung 44: Klangspektrum einer Tenorposaune normiert auf den Grundton mit korrigierten
Frequenzen

85



